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INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algebre de Lie g.
Le probleme de la construction et la classification des classes de representatlons unitaires et
irréductibles de G, c’est-a-dire le probléme de la détermination du dual unitaire G de G a été
entirement résolue par A. A. Kirillov avec la méthode des orbites. Plus précisément, il a montré
qu’il existe une bijection entre I’ensemble g*/Ad*(G) des orbites de la représentation coadjointe
de G dans le dual g* de g, et le dual unitaire G de G (cf. [25)).

Cette correspondance est trés explicite: étant donnée une orbite O dans g*, on choisit
£o € O et une polarisation b en &, de g, c’est a dire une sous-algebre telle que

< &p,[b,06] >=10

et de dimension maximale qui est en fait égale a

. 1 . 1,.. .
dim(g) — 5 dim(9) = —2—(d1m(g) + dim(g(&o)))
ot g(&y) est le radical de la forme bilin€aire
BEO(X’ Y) =< o, [-Xa Y] >

Comme G est connexe et simplement connexe, 'application exponentielle est un
difféomorphisme entre g et G. Ainsi B = exp(b) est le sous-groupe analytique correspon-
dant a b, et la formule

Xo(exp(X)) = e, (X €b)

G
définit un caractére de ce groupe; soit 0 = I%d o la représentation induite de B & G qui est

irréductible et dont la classe ne dépend que de . Réciproquement, tout 7 € G est obtenue par
ce procédé.
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L’ application ainsi définie
K :g*/Ad*(G) — G, O+— 7P

est appellée la bijection de Kirillov. Munissons g *[Ad*(G) et G de leurs structures topologiques
et boréliennes habituelles c-a-d: g*/Ad*(G) de la topologie quotient, et G de 1a topologie de
Fell.

Tl est bien connu que K est un homéomorphisme de g*/Ad*(G) sur G (cf. [8]). Rappelons
encore que des faits similaires se reproduisent dans le cas des groupes de Lie résolubles exponen-
tiels. Le fait que K est un homéomorphisme de g* JAd*(G) sur G a été prouvé antérieurement
par J. Ludwig (cf. [26]).

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algebre de Lie g.
G
On considére la représentation monomiale 7 Ind y induite par un caractére unitaire x d’un

sous-groupe analytique H de G. Soit b la sous- algebre de Lie correspondant a H, x s’écrit
sous la forme y(expX) = ef(X) (X € b) avec f € h*. On note p : g* —> bh* la projection
canonique et 25 I’orbite coadjointe de f. La représentation 7 n’est pas irréductible sauf si by est
une polarisation en f, on la décompose (ou on la désintégre) en intégrale directe d’irréductibles.
D’aprés Corwin et Greenleaf [9] et Lipsman [28], cette désintégration centrale de 7 s’obtient

comme Suit:

® .
T = / mdl,
(f+o4)/H

di étant une certaine mesure naturelle sur I’espace (f + hL)/H des H—orbites. D’autre part,
comme dans les travaux de Corwin, Greenleaf et Grélaud [11] et Lipsman [28], la désintégration
centrale de 7 s’écrit aussi

re [ mimmdu(o)

ol la classe de y est 'image par I’application de Kirillov 6:9" — G de celle de la mesure de
Lebesgue sur f + b+ et m(w) désigne le nombre de H —orbites incluses dans (f + h+) N Qy.
(C’est aussi le nombre des composantes connexes dans (f + bL) N Qy lorsque presque toutes
les multiplicités sont finies).

L'un des problemes les plus importants dans la théorie de la désintégration des
représentations des groupes est de construire explicitement un opérateur qui entrelace 7 et sa
décomposition centrale. La réponse a cette question peut étre vue comme 1’un des ingrédients
primordiaux pour la résolution de plusieurs problémes importants, par exemple dans I’étude de la
résolubilité des opérateurs différentiels invariants sur I’espace homogene G/H, ou encore dans
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le probléme de la réciprocité de Frobénius des vecteurs généralisés semi-invariants pour lequel
Hidénori Fujiwara a trouvé une solution partielle (161, [18]).

Dans [29] et [30], Ronald L. Lipsman a déterminé un opérateur d’entrelacement pour la
représentation quasi-réguli¢re dans le cas ol les multiplicités sont finies. Dans [20] Gérard
Grélaud a remarqué que la formule de Plancherel sur les groupes de Lie nilpotents con-
nexes simplement connexes permet d’obtenir explicitement un opérateur d’entrelacement entre
la représentation induite et sa décomposition centrale lorsque f est un idéal de g.

Dans le premier chapitre, on va décrire un opérateur d’entrelacement unitaire entre 7 et
sa décomposition centrale. La nouveauté dans ce travail par rapport aux cas déja connus, c’est

’obtention d’un tel opérateur d’entrelacement dans le cas général. En d’autre termes nous
G
construisons dans la premiére partie de cette thése un opérateur d’entrelacement entre I%d XF

et sa décomposition centrale lorsque H est un sous-groupe fermé connexe quelconque, dans le
cadre des groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexes quelconques.

Dans un premier temps, nous généralisons les résultats de Corwin, Greenleaf et Grélaud
[11], Lipsman [28] sur la désintégration des représentations monomiales, nous déterminons de
maniére précise des sous-espaces affines PRB de f+hL, ainsi qu'une mesure d\ = dA\B® sur
PEB tels que

G 53]
Indyy ~ / 7T¢d)\R’§B(¢>),
H sgR,®B

R désigne une famille {R,,- - -, R,} de fonctions affines définies sur R¥, ot k € IN sera précisé
par la suite, et 9B est une base de Malcev relative ah.

Par la suite, nous choisissons pour tout ¢ € 9923 une polarisation B(¢,h) en ¢ construite
par J. Ludwig et H. Zahir dans [32], cette polarisation coincide en fait avec celle de M. Vergne.
Notre opérateur U sera défini pour tout ¢ € PRB et ¢ dans I’espace de Schwartz S(G/H)
satisfaisant 2 la relation de covariance par rapport a f par:

U0 = [ Elah)xe(R)daie.p),(h);
B(¢,h)/B(¢,h)nH
et ceci pour tout g € G. La mesure dp(4 ), sur I'espace homogene B(¢,H)/B(¢,45) N H est
convenablement normalisée pour que U soit une isométrie.
Ce qui est spécial dans cet opérateur, c’est qu’il ne devient plus un opérateur d’entrelacement
si on change la polarisation B(¢, ) par une autre (voir I’exemple (I-7.3)).
Nous démontrons par la suite que cet opératgur est inversible, et nous démontrons que son

inverse est I’opérateur V' défini pour tout K € Har, dA\®B(4) a support compact et g € G
PR, B

K(¢)(gh)x s(R)dn,B(s,5)(R)AAH($).

par

V(K)(g) = /
PR.2 JH/B(é,h)nH
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La mesure dy (e, (h) sur I'espace homogene H/B(é,5) N H est encore convenablement
normalisée pour que V' soit une isométrie.

Nous examinons ensuite quelques exemples et nous décrivons une nouvelle désintégration
(lisse) de L*(G) pour G groupe nilpotent.

Les résultats de ce chapitre sont démontrés pour des représentations monomiales, mais ils
G
restent valables si 7 = Indd oll o est une représentation unitaire et irréductible de H. En effet

o étant monomiale, on salt que si b est une polarisation réelle en un point ¢ € Qu(o) C h*,
alors elle vérifie la condition de Pukanszky, a savoir que

B-¢=¢+b"

avec B = exp(b), et o est induite par un caractére unitaire Y défini par x4(exp X ) = eX)
(X € b). D'od

IGd IGd

180 =15

et pour déduire le résultat, on raisonne comme dans la section 5 de [31].

Comme autre application de la construction de cet opérateur d’entrelacement, on donne une
preuve bréve d’un théoréme dit a Corwin et 3 Greenleaf sur la commutativité des opérateurs
différentiels sur les espaces homogenes nilpotents. Expliquons brievement de quoi il s’agit:

soient

C=(G,7)={¢ € C®(G) : &(gh) = x(h™)E(9), g € G, h € H}

et Diff(G) I’algebre des opérateurs différentiels qui sont C'*° et qui laissent C*°(G, 7) invariant.
Soit D, (G/H) I’ensemble des restrictions D|C*°(G,7) des D € Diff(G) qui commutent avec
les translations 2 gauche de G sur C°(G, 7).

Corwin et Greenleaf ont prouvé que lalgebre D.(G/H) est abélienne lorsque presque
toutes les multiplicités sont finies (cf. [12]). En examinant de prés cette démonstration et de
nombreux exemples, ils ont formulé la conjecture suivante:

Si m(w) < oo presque partout, alors I’algébre D.(G/H) est isomorphe a 'algébre des
fonctions polynomiales H —invariantes sur f+ht.

Plus récemment, ils ont vérifié cette conjecture sous les hypotheses suivantes:

(i) mx < oo pour 7 générique dans Support (7).

(ii) g contient une sous-algebre b qui polarise tous les éléments génériques de I'y = f + ht
et qui est normalisée par b.

Dans leur preuve, Corwin et Greenleaf ont pleinement utilisé des coordonnées bien adaptées,
des transformations de Malcev-Fourier et des analyses trés détaillées des orbites coadjointes.
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Nous nous proposons ici de redémontrer leur conjecture sous les mémes conditions par une
méthode plus simple que la leur. Notre outil principal est I’opérateur d’entrelacement construit
précédemment, et cette application termine le premier chapitre.

L’étude des représentations unitaires montre qu’il existe un trés grand parallélisme entre
G N
les formules des multiplicités pour la désintégration de 7 = I%da ol 0 € H et celle pour la

désintégration de 7|H quand 7 € G.

Rappelons les principaux résultats connus sur la désintégration des restrictions des
représentations unitaires et irréductibles. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et sim-
plement connexe d’algébre de Lie g. On considére une représentation unitaire et irréductible
7 associée 2 une orbite coadjointe Q¢ = Q, C g* associée a une forme linéaire f et pr une
mesure finie G—invariante sur Q,. Si H est un sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie b,
alors d’aprés Corwin et Greenleaf [9], la désintégration centrale de 7/H s’obtient comme suit

&
7I'/H ~ / a'p(l)d/:l,ﬂ-(l),
Qr/H

ol p : g* — b* est la projection canonique, op() € H est associé a p(I) € h* et [fir] est la
classe de la mesure u, sur I’espace-quotient.

L application de Kirillov-Bernat 6y : ) — H induit un isomorphisme borélien de I’espace
des orbites h*/H sur H. On considere ensuite la mesure v = v = (81 o p)+(pr), I'image
de ., par Papplication g o p: g* — H. Pour o € H, on désigne par nr(c) le nombre des
H —orbites contenues dans T'(7,0) = Q¢ N p~(QF); alors Lipsman [28] a démontré que

S
n/H ~ /f{n,r(a)ody(a).

La deuxieme partie de cette thése consiste & décrire un opérateur d’entrelacement unitaire
entre la restriction d’une représentation unitaire et sa décomposition centrale ainsi qu’un espace
de désintégration concret. Comme dans le cas des représentations induites, nous généralisons
tout d’abord les résultats de Corwin et Greenleaf [9], sur la désintégration des restrictions des
représentations unitaires et irréductibles. Nous construisons 2 partir d’une base B de Malcev
relative 2 ) bien construite a partir d’une suite de Jordan-Holder de g des sous-espaces affines
TR®B de (1, H—invariants ainsi qu’'une mesure invariante dAEB sur TRP tels que

@
o/H ~ L _odAR().

Ici R désigne une famille Ry, -+ R, (r = codim h) de fonctions polynomiales définies sur
R* ot k € N sera précisé par la suite. Nous construisons ensuite un opérateur d’entrelacement
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unitaire: on part d’une base de Jordan-Holder € de g, nous construisons un algorithme qui nous
fournit a partir de € une base de Jordan-Holder © de h et une base ‘B de Malcev relative a
h. On note B la polarisation de Vergne en f pour la base € et pour tout ¢ € TRB B(¢) la
polarisation de Vergne en ¢|h dans b pour la base D. L’opérateur d’entrelacement U sera défini
pour tout £ € S(G/B) et h € H par

v = [ (hugs)xo(t)dp(s), 5o (1)

B(¢)/B(¢)NB?

ol g4 est 'unique élément de G tel que ¢ = Ad*(gq)f et B® =g, B- gqjl.

Le choix propice de B et de la base de Malcev relative 2 b sont trés importants dans cet
opérateur, nous montrerons plus tard dans les exemples (II-5.6) et (II-5.7) que dés qu’on change
la polarisation B ou la base B on n’obtient plus un opérateur d’entrelacement.

Nous démontrons par la suite que cet opérateur est inversible, nous explicitons son inverse
et nous examinons des exemples.

A titre d’application, nous étudions la désintégration du produit tensoriel de deux
représentations unitaires: soient ; (7 = 1,2) deux représentations unitaires et irréductibles de
(! associées 2 deux formes linéaires fi, fa; les orbites coadjointes associées a fy et a fy seront
notées par la suite par Qy, et Qy,. Le produit de Kronecker extérieur de m; et de ma, noté
7, X 72, correspond 2 'orbite Qaxa(m X m) = (Qf,,Qp,) C gD g*. On identifie G au
sous-groupe A de G x G constitué par les éléments diagonaux.

Soit p=p(g®g,0): 9" dg* — g*etv=(bc 0 P)s(fbmy xmy ), (fbmy x, €tant la mesure
invariante sur lorbite (2y,,Qf,) C g* ® g*). 1l est clair que

(m % m)|ag = T1 ® 72,

et ainsi d’apres [13] et [28]

($) @
™ Q Ty / Mmamdy(T) > / ap(,,k)d,it(l, k)
G Q1 xQ2/Ag

ol m(7) est le nombre des G—orbites incluses dans Q1 x Qo N p~H(Q)).

Nous donnons une nouvelle désintégration lisse de ce produit tensoriel de représentation,
un espace de désintégration concret, ainsi qu’un opérateur d’entrelacement isométrique et encore
lisse.

Nous espérons que nos résultats pourront se généraliser a d’autres classes de groupes
résolubles.

Dans la dernidre partie, nous traitons un probléme de nature différente. Il s’agit de com-
prendre 1’espace des orbites g*/Ad*(G) lorsqu’il est équipé de la topologie-quotient. Cet espace
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est loin d’étre un espace de Hausdorff. D’une maniere plus précise, on se propose de trouver
une forme explicite du cortex de g*, Cor(g*) qui est I ensemble des orbites coadjointes qui ne
peuvent pas étre séparées au sens de Hausdorff de {0}. Au niveau de G, cet ensemble corre-
spond & 1’ensemble des représentations unitaires et irréductibles qui ne peuvent pas étre séparées
- au sens de Hausdorff de la représentation triviale 15 de G.

Tl est bien connu que le cortex peut avoir une structure trés compliquée (cf. [2],[31,[61,[7D),
et une description explicite de cet ensemble n’a pas encore été trouvée.

Dans un premier temps, nous calculons le cortex des algebres de Lie nilpotentes de petite di-
mension, nous remarquons comme on 1’a déja annoncé, que sa structure peut étre incroyablement
compliquée, nous avons encore constaté que pour ces algebres on a I’égalité

Cor(g*) = ICor(g"),
ot ICor(g*) est I’ensemble des zéros communs des polyndmes G —invariants sur g*.

D’ailleurs dans [7], Boidol, Miiller et Ludwig montrent le méme résultat pour des les
groupes de Lie nilpotents qui sont de la forme RxR".

En utilisant ce calcul, nous avons cherché le cortex des algébres nilpotentes dont la dimen-
sion maximale des orbites est deux. La classification de cette famille d’algebre est donnée dans
[1].

D’autre part, Bekka et Kanuith ont trouvé dans [6] une partie dense dans le cortex lorsque
g est une algébre nilpotente de pas deux, c’est a dire

lg,9] C 5(9),

ol 3(g) est le centre de g. Plus précisément, il ont prouvé que

Cor(g") = (ad’ Xl : X € g, [€ ¢ )

oll ad* est la représentation coadjointe sur I’algeébre de Lie g.
Nous généralisons également ce résultat en montrant que si g est nilpotente de pas r, (c’est
3 dire que la suite descendante d’ordre r est non nulle et est incluse dans le centre de g), alors

{ad*Xy---ad*X,—ql: X1, , X1 € 9, L€ g*} C Cor(g*) C {ad*X1: X € g, L€ g*}.
Nous démontrons ensuite le théoréme suivant:

Soit g une algébre de Lie nilpotente, telle que toutes les orbites associées aux formes
linéaires en position générale soient des variétés linéaires ( ceci est évidemment le cas lorsque

g est de pas 2), alors

Cor(g*) = {ad*Xl : X € g, 1€ g*} = Support (7c),
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oil ¢ est la représentation de conjugaison définie pour tout ¢ € L*(G) etg,s € G par

va(9)E(s) = (g™ s+ 9).

Par la suite, nous exploitons ce théoréme pour trouver des résultats concernant le cortex
ainsi que des exemples intéressants.

Nous étudions ensuite le cortex des algébres de Lie nilpotentes de pas 3. Soit Sy le groupe
des matrices symétrique n X n, Sy agit de maniere naturelle sur le groupe de Heisenberg de
dimension 2n + 1, H,. Le produit semi-direct SH, de S, et H, est un groupe de Lie nilpotent
de pas trois dont le centre est unidimensionnel.

1l a été prouvé ([39], section 3) que toute algebre de Lie g de pas trois dont le centre est de
dimension 1 est une sous-algébre de SH,, (I’algeébre de Lie de SH,) pour un certain n, de telle
maniére que les orbites génériques des groupes G,SH,, H, soient toutes de dimension 2n.

Les éléments de I’algebre de Lie GH, de SHy s’écrivent de la forme

(A,u,v,0), A€ Sp, u,v €R", AER.
Le crochet dans G H,, est défini par
[(A,u,v,\), (B,u,v',\")] = (0,0, Au — Bu',uv' — u'v),

pour tout (4, u,v, ) et (B,u',v',\'") dans G Hp.
Les éléments de GH sont de la forme

(E,a,b,c), E € &y, a,beR", c€R.

La dualité entre GH, et GH} est donnée pour tout (E,a,b,¢c) € GHy et (S,z,y,2) €
6H, par
[(E,a,b,c),(S,2,y,2)] = E- S+ <a,z>+ < b,y > + cz,

pour tout (E,a,b,c) € GH et (S,z,y,2) € 6GH,, ou
E.-§ = ZE,‘jS,‘j et E,‘j,S,‘j :,7=1,..,n,
i,J
sont les coefficients de la matrice de Eetde S € &,.

Pour deux vecteurs a = (ai,..,an), b = (b1,..,bn), On note a ® b la matrice dont les
coefficients sont (a;b;), 1 <2,7 < n.
Dans un premier temps nous décrivons le cortex de SH,:
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Théoréme [3]
Le cortex de SH? sous son action coadjointe est I’ensemble:
Cor(6H}) = {(t®c+c®x,u,0,0): z,u,c €R"}
= {ad*Xad*Yl: XY €6H,,l € GH," }.
Malheuresement, ce théordme ne nous donne pas le cortex de toute algebre de Lie de pas
trois et de centre unidimensionnel quoiqu’elles soient toutes injectées dans des algebres de type

G H,, pour un certain n cIN*, nous établissons alors une correspondance entre le cortex de SH,
et le cortex de tout groupe de Lie G nilpotent de pas trois et de centre unidimensionnel. Des

exemples terminent ce chapitre.



Chapitre 1

OPERATEUR D’ENTRELACEMENT DES REPRESENTATIONS

MONOMIALES DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

On part d’un groupe de Lie G nilpotent connexe et simplement connexe d’algebre de Lie

g, et une représentation monomiale 7 = Irzdx induite par un caractére unitaire x d’un sous
groupe analytique H de G. En fait | étant la sous-algebre de Lie correspondant a H, y s’ecrit
sous la forme y(exp X) = eif(X) (X € h) avec f € h*. On note p : g* —> h* la projection
canonique. Comme a été dit dans I’introduction, d’aprés Corwin, Greenleaf [9] et Lipsman [28],

la désintégration centrale de 7 s obtient comme suit:

® |
r e / ridi, (1)
(

f+94)/H

di étant une certaine mesure naturelle sur I'espace (f + h+)/H des H— orbites. D’autre part,
comme dans les travaux de Corwin, Greenleaf, Grélaud [11] et Lipsman [28], la désintégration

centrale de 7 s’écrit aussi

@
T o~ / m(m)mdu(r), (2)

a

ol i dénote une mesure finie équivalente a I’image par I’application de Kirillov 6 : g — G
de la mesure de Lebesgue sur f + hL et m(7) désigne le nombre de H —orbites incluses dans
(f+ r)J') NQy.

On commence par donner quelques généralités et quelques notions de base qui nous seront

utiles dans toute la thése.
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1-1. Généralités.

1-1.1 Notations et rappels.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algebre de Lie g.
En notant exp I’application exponentielle, on écrira G = exp g. Soient V, W des espaces
vectoriels réels de dimension finie tels que W C V. On note V* I'espace vectoriel dual de V' et
WL I’orthogonal de W dans V*. Etant donnée f € g*, le noyau de la forme bilinéaire B¢ définie
par By(X,Y) = f([X,Y]) senote g(f): 9(f) ={X €g; B4(X,Y) =0 pourtout Y € g}.
On dit qu’une sous-algébre de g est subordonnée a f si elle est totalement isotrope pour By.
On note S(f,g) I'ensemble de telles sous-algebres et M(f,g) celui des sous-algebres qui sont
en méme temps des sous-espaces totalement isotropes maximaux. Un élément de M(f,g) sera
appelé polarisation (réelle) au point f.

Soit h € S(f,g). Donnons-nous le caractere x ¢ du sous-groupe analytique H =exp b
correspondant a f par, x s(exp X) = e/f(X) quel que soit X € 1y .

G
On construit la représentation induite 7 = p(f,h,G) = II;Id xf de G. Par définition méme
d’une représentation induite, 7 se réalise par translations a gauche dans I’espace de Hilbert H

des fonctions £ sur G vérifiant:
£(gh) = xs(h™)é(9)

quels que soient g dans G et h dans H et de carré intégrable sur G/H pour la mesure
G —invariante. Une telle représentation sera aussi appelée monomiale.

Soit K : g*/G — @ la bijection de Kirillov. Pour 7 € @G, on notera Q(7) I’orbite corre-
spondante Q(7) = K~!(x). On munit g*/G et G de leurs structures topologiques et boréliennes
habituelles. 11 est bien connu que K est un isomorphisme borélien, méme un homéomorphisme,
de g*/G sur G (cf. [8] et [25]). On confondra parfois les classes d’équivalence dans G avec
leurs représentantes, et la relation d’équivalence entre deux représentations 7y, 7wy Se notera
Ty & Ta.

Lorsque ¢ décrit G, on notera dg(g) ou dg une mesure de Haar sur G et dg une mesure
invariante sur un espace homogene de G.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie et p : G — End(V) une action

unipotente de G sur V. On désigne par
(0)=VnCVn—1C-..CV1CV0=V

une suite de Jordan-Holder pour G et B = (vy,..,v,) une base de Jordan-Holder associée
(v; € Vi-1 \ V5).
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Si v € V on écrit p(z)v = z - v pour tout & € G et X v = £{p(exp(tX)) - v}|:=0 pour
tout X € g.
L ensemble indice e®(v) = {i; < .. < i4} d’un élément v dans V relatif & B est I'ensemble

suivant de {1,..,n}:
jeePw)e IXeg: X -veVia\Vi

Lentier d, c-a-d le cardinal de e®(v) est bien sfir la dimension de la G—orbite  de v et ne

varie pas si v parcourt ().

Fixons d dans N. Pour un sous ensemble e de {1,..,n} avec cardinal de e = d on note
V, la partie V qui contient tous les éléments v telle que e3(v) = e. Pour chaque e il existe un
polyndme P, et une relation d’ordre sur I’ensemble des ensembles indice de longueur d tels que
V. = {v €g; P(v) #0,Pe(v) =0, pour tout ¢’ > ¢}

La partie de V' qui contient tous les €léments v telle que la dimension des G— orbites soit

d, est la réunion disjointe des V.

Pukanszky a montré dans [38] qu’il existe un systtme de n fonctions réelles {p?, .. p2}
sur R?¢ x V, avec les propriétés suivantes:

a) pour v € V, fixée, p?(z,v) est une fonction polynomiale en z = (z1,..,2q) et les
coefficients sont des fonctions G —invariantes sur Ve, j € {1,..,n};

b) p}.(z,v) = 2 pour j = jr € &,0 € Ves

¢)sil1<i<mn, i <i<igr alors pP(z,v) ne dépend que de 21, .., 2k;

d) pour tout v € V, on a

p(G)o = { pP(z,0) = Y pP(z,0)vj: 2 € R}

j=1

Prenons par exemple V = g* et I’action coadjointe. Soit B = (14, ..,1) une base de Jordan-
Holder de g*et soit B; = (b1, .., bn) la base duale dans g, c-a-d < liybj >=6;; 1 <4, <n.
On note pour tout j € {1,..,n}, g; =< bi1,..,b; >; I'ensemble indice eB(f) = {i1 < .. < ia}
d’un élément f dans g* relatif 2 9B est aussi I’ensemble suivant de {1,..,n}:

i € ®(f) & o(f) +8i-1G 9() + 05,
ol g(f) est le radical de la forme (z,y) —< f, [z,y] > sur g.

Soit maintenant ! dans g*. On peut obtenir une polarisation au point | par la méthode

suivante de M. Vergne [40] .
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Soit {0} C g1 C g2... C gn = @ une chaine d’idéaux de g telle que dim g; = j; soit
l; =1/g;. Alors

m; = Zgy'(lj) (3)

est un élément de M(l, g).

Soit & un sous espace de g*, et soit pour chaque [ € &, b([) une polarisation en I, nous disons
que b(1) dépend de fagon lisse de [ §’il existe pour chaque b(1) une base < by (1), b2(1), .., bx(l) >
telle que | — b;(1) soit une application rationnelle de [ pour tout j € {1,...,k}. La proposition

suivante est facile & démontrer.

1-1.2 Proposition

Soit 0 un sous-espace de g*. Soit pour tout | € U, b(1) la polarisation en 1 construite

suivant la méthode de Vergne, alors b(1) est lisse en .

1-2. Désintégration centrale canonique des représentations monomiales.

1-2.1 Choix des mesures.

Comme plus haut soit h € S(f,g) et x le caractére du sous-groupe analytique H = exp b
correspondant 3 b défini par, quel que soit X € b , xs(exp X) = etf (X)),

On va décrire maintenant une mesure sur (f +h*)/H due 2 Pukanszky [38] . Soit B =
{(by,..,b,)} une base de Jordan-Hélder de g* vue comme b module, et {(vy,..,v,)} sa base

duale, et soit ¢ le plus petit indice tel que g5 N (f + ht) £ 0, soit

U=gin(f+hh)

alors §1 est un ouvert de Zariski non vide dans (f +b+).

Nous disons que les éléments de £ sont en position générale dans (f +b1).

Soit [ € §l et N, = p®(0,1), alors I = p®(z,\1) = Xiy p;-B(z,)\l)bj pour un certain
» € R?. En fait ); est 'unique élément de H - I qui vérifie Ai(v;) = 0 pour j € e.

Soit

Y=Un{ge f+h* : q(bj) =0, Vj € e} (4)

et
go:ﬂ—»‘l]de
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qui 2  associe le couple (Ay, z), alors ¢ est un difféomorphisme, en particulier ¢ — H - ¢ définit
une bijection de U sur {{/H. Pour toute fonction continue a support compact ksur f+b* on

a que

k d=/ ko (), 2)|de( )\, 2)|dNdz
[, k0da= [ akoeOnlde )

oll |de(), z)| est le déterminant du jacobien de ¢ qui vaut identiquement 1 (voir [38]). De cette
maniére on considere une mesure sur Pespace (f 4+ h+)/H qu’on notera par la suite aussi dX :

pour toute fonction i:, continue a support compact sur (f + h+)/H on a

/ E(H - \)dX\ = / E(A)d).
f+o+/H U

Nous fixons maintenant une mesure de Haar dz sur G.
Soit B = exp b un sous-groupe fermé connexe de G et soit < bi,bs, -+, br > une base de

Jordan-Holder de b. Alors I’application
(I RfF — B
(th tee ,tk) e eXptlbl (R exptkbk

est un difféomorphisme. On choisit une mesure db sur B de la maniére suivante: pour toute

fonction C'> 2 support compact h dans B,

/ h(b)d(b) = / h(exp(t1by) - - - exp(trbi))dty - - - di.
B Rk

Cette mesure est invariante 2 gauche, donc une mesure de Haar. D’autre part si nous choisissons

d

une base de Malcev {c;,---,cq} relativea b, cad. g=Re; & @R ¢q Dbet ZR ck®b
k=j

est une sous-algébre de g pour tout j, alors la mesure dg,p définie sur G/B par

/ a(g)da,B(9) = / a(exp(tici) - - - exp(tacq))dty - - - dta,
G/B R¢
est aussi invariante 2 gauche. En renormalisant un des vecteurs ¢, on a que

| atorda = | . | atabvde o(6)

pour toute fonction continue a support compact ¢ sur G. Nous choisirons toujours les mesures

invariantes dg p sur les espaces quotients G /B de telle sorte que cette identité soit vraie.
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Rappelons maintenant un résultat dii a Lion [27].

Soient by, by deux polarisations au point ¢ € g*, et By, B les deux sous groupes associés.

On note S(G/B;,¢), i € {1,2}, I'ensemble des vecteurs C* des espaces des représentations
G
Igd X¢, ¢ € {1,2}, qui sont en fait isomorphes tous les deux a I’espace de Schwartz de

geodim (b;).

G
Dans toute la suite on notera 7y p la représentation I%d X ¢-

Si dp,,B,nB, €St une mesure sur B, /B, N By invariante a gauche pour B,, alors pour toute
fonction k de S(G/Bi, ¢) I'intégrale

Tp,.5.k(g) = /B o, MO0 50 (0 (5)

converge pour tout g € G et définit un isomorphisme de S(G/By, ¢) sur S(G/Bs,¢) qui se
prolonge par continuité en un opérateur d’entrelacement entre 7y, B, €t T¢,B,, €t si les mesures

sur les espaces homogenes G/By et G /B, sont convenablement normalisées, T'p, B, est une
G
isométrie. On note H., respectivement H>°, I’espace de la représentation 7 = Irﬁd X, respec-

&
tivement I’espace des vecteurs C'™ de cette représentation, et on note S(G/H,¢) 'espace de
Schwartz de la représentation 7. Cet espace est tout simplement ’espace des fonctions f qui
sont C™ sur G, qui vérifient f(zh) = x4(h)™" f(z) pour tout z dans G et tout h dans H et
dont la restriction a exp(§), oll § est un sous-espace supplémentaire a b, définit une fonction de
Schwartz ordinaire sur 3. L’espace de Fréchet S(G/H, $) est évidemment isomorphe a I’espace
de Fréchet S(G/H).

Par abus de langage on appellera polarisation la sous-algebre et aussi le sous-groupe associé.

On remarque que l’intégrale

Tp(¢),ué(9) = / £(gu)xg(u)dp(g),B(4)nH (1) (6)
B(¢)/B(¢$)nH

existe pour toute fonction de Schwartz £ de HZ° et g dans G et définit une fonction C*° sur G
qui vérifie la relation de covariance pour B(l) et le caractére x;. On va montrer que Tp(g),HE €st

en fait un élément de Hf,j,B e c’est A dire un vecteur C*® de la représentation induite 74 B(4)-
1-2.2 Lemme

Soit € U et B = B($) = expb une polarisation en ¢. Alors il existe une constante

positive C et une semi norme P continue sur l’espace de Schwartz S(G/H, f) telles que pour



21 Ch I-Opérateur d’entrelacement des représentations monomiales

tout £ dans S(G/H, f) on a
1T5,1¢llz2(c/B) < CP(6),

en particulier Tg 57 : S(G/H, f) — S(G/B, ¢) est une application linéaire continue et sur-
Jective.

Preuve

On montre tout d’abord que pour tout ¢ dans S(G/H, f) on a que

T8 oo < C1P1(€)

ot C'; est une constante positive et P; une semi-norme continue sur I’espace de Schwartz
S(G/H, f).

En effet soit B = (X3,.., Xp) une base de Malcev de g relative a b telle que *B contienne
une base de Malcev (X;,,--,X;,) de b relative 8 bN'h. On a pour tout g € G que

(ToomE@) < | / £(gu)xs(u)d, o (w)]
B/BnH
< / |¢(gu)ldB, B (1)
B/BnH

- / 6o exp(trXs,) -+ exp(tn X )dty - din,

En écrivant g - exp(t1Xi,) - - - exp(tn Xi,) = exp(a1 X1) - - - exp(apXp) - b ob h € H alors

les a; sont des fonctions polynomiales en g et en #y,- -, t, vérifiant
a;, =t + agl ou agl ne dépend pas de t,: - -,tn, €t de maniere générale
ai; =tj+ a; ou a}, ne dépend pas de ¢;,- -+, tn pour j € {1,---,n}.
On a que

Ty, E(9)] < /mn |é(exp(ai Xy) - - -exp(apXp) - h)|dty - dtn

= / \é(exp(b1X1) - cexp(t1Xi,) - - - exp(tnXi, ) -+ -exp(bpXp))|dty -+ - dty
mn

(pour certaines fonctions polynomiales b;, j & {41, - ,in}, dans les variables (t1,---,tn) )

<P(¢) | T+ dt.dt,

R” k=1
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n

od Py(6) = sup (JJ(1+tD)E(exp(s1Xy) - exp(ti Xi)- -
(t1, - tn)

(311"'73p—n) =1

exp(tnXi, ) - exp(sp_nXp))l> .

. . A 2 1 . Pl - 2z
Soit maintenant Q un polyndme sans zéro sur G/B tel que — soit de carré intégrable.

On sait d’autre part ( voir [25]) que I’image de ’algebre enveloppante u(g) de g par drp 4 est
I’algebre des opérateurs différentiels a coefficients polyndémiaux sur G/B.

1l en découle qu’il existe v € u(g) tel que

Q - T(g),ué = drg(v)Ta(g),u(E) = Tp(g),n(dr(v)E).

On obtient que

1

1 Ta(s),5él122(0/8) = /G/B |Q(9)TB(¢),H€(9)|2WdG,B(g)

- /G B 1TB<¢>,H<dT<v)s><g>l2Q—j@de,am

< [Toey a(d (O /G , Zﬁg—)da,m)

< CH(Py(dr(v)E))? / 21 < C? P%(¢) pour une nouvelle semi norme
G/B Q*(9)

de Schwartz et une certaine constante, ce qui acheve la preuve.

[ |
1-2.3 Définition
Comme plus haut on note 'y = f + h*. Soit
O =g"cg'c--cgcgCCgl =g

une suite de Jordan-Holder de g et soit € = {l;,- -+, [} une base de Jordan-Holder de g extraite
de cette suite. On tire de € une suite de Malcev {g;} et une base de Malcev {by,---,by} de g
relative 2 b de la fagon suivante. Regardons les sous-algebres h; =g;+bh, j=1,---,n,deg.
Soit j; le plus grand indice tel que bh;, # bj,+1 et posons gy = h;, et by =1;. De proche en
proche, on détermine les indices ji,- -, jr—1 etsi j est le plus grand indice inférieur & jx—1 tel
que b;, # bj,+1, alors nous prenons gx = hj,.,bx =1;,. Posons G; = exp(gj), 7=1,--+,7.

Nous utiliserons cette base de Malcev de g relative & ) pour déterminer une mesure G-
G

invariante sur G/H donc pour fixer la norme sur I’espace de I’induite I%d x¢- En prenant la
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base duale B =< fi,---, fr > des b;, on obtient une base de Jordan-Holder de h* pour I’action
de H.

On note I# = {i; < iy < ... < is} C {1,..,7} 'ensemble indice de Pukanzsky relative-
ment 2 cette action des éléments en position générale dans 'y et J H le complémentaire de T H

dans {1,..,r}, on pose

KH = { j € JH / presque toutes les H —orbites en position générale dans I'y ne sont pas

saturées par rapport a g;j—; dans g;f, mais presque toutes les G j— orbites le sont }

Finalement soit

LH=JE\KH={1,...,r}\ (TH UK"}.

G
Nous allons désintéger la représentation II]}[d Xf sur certains sous-espaces affines PRB de

T'; qui ont la forme suivante. Ici R désigne une famille {R,---,R,} de fonctions affines
définies sur R¥, on k dénote le cardinal de (LH). Nous exigeons aussi des fonctions R; que
pour j &€ LH R;(t1,---,tx) ne dépend que de #y,---, 15, ou i < j < tj41 €t que pour tout
1 € LH, Ri].(tl,---,tk) =t;. Alors

gRB = f+ { iRi(T)bi; T e R* }
=1

Par définition un sous-espace affine 9 de I'y est appelé adapté a (f, %), si B est de la forme
R % Nous prenons sur G%® la mesure de Lebesgue dT' que nous noterons dA = d\BD,

Nous seront souvent amenés 2 faire des changements de base du type

Z;- =lj+ZCj,klk, g=1--,n.
k>3

Alors la base de Malcev {by,---,b,} est changée en {b,--,b;}, ol

bIJ :bj+zai,jbi,j=1,“',7'-
i>7

r

De méme un élément ¢ = E $ifi s écrit dans la nouvelle base B’ comme
=1

6= ilfi+> drifi), dri €R.
=1

k>t
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Nous trouvons donc une nouvelle famille de fonctions affines R’, telle que pour la nouvelle base
B’ les espaces TR et BRB' coincident de méme que les mesures dA™™ et d\R %
Remarquons que G - 99&B N T contient un ouvert de Zariski de I'y. En particulier Y&

est en position générale dans I'y.

1-2.4 Notation

Dans toute la suite, on fixe une suite de Malcev relative a

bC91C92C----C9r—1 Cgr=49

et B une base de Malcev associée.

Prenons U?B comme en (I-2.3). Soit ¢ — B(¢), ¢ € BRB un choix lisse de polarisa-

57
tions en . On note ( / Hay dA\®®(4))c I’ensemble des applications
YR, B
$: 08P — | IG/B($)9)
$EYR.

continues et qui vérifient

618 = [, Oaarmod(@) < oo

@ 7]
On définit Har, dA®® () comme étant le complété de (/ Hr, d\BB(¢) )¢ pour la
YR, B

MR8
norme || |[2.

1-2.5 Théoréme

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algébre de g, soit f € g*
et soit b une sous-algébre de g subordonnée a f, H = exp b étant le sous groupe fermé connexe
de G associé a §, T la représentation monomiale induite a partir du caractére unitaire x ¢ de
H. Soit B une base de Malcev de g relative a Y et soit PR3 C Ty un des sous-espaces affines
décrits en (1-2.3) et soit d\ = AA\®® sa mesure, alors la désintégration centrale canonique de

T en irréductibles s’écrit :

b
. / 74d\(). (7)

QRS
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Preuve

On fait une récurrence sur la dimension de g. Ecrivons

%Z {bl,"',br}.
Le sous-espace go = vect{h, by, -+,b,—1} est un idéal de codimension 1 de g et By =
{by,--+,b,—1} est une base de Malcev de go relative a h. On désigne par Q](I){O"‘B" la partie

de T, obtenue par le méme procédé comme plus haut relativement 2 la sous algébre go. En fait

93R0:Bo egt 1a restriction de VH® 2 go.
G G Go
On sait que I%d Xf = I(l’;ld I%d X ¢ et en utilisant I’hypothese de récurrence sur G, on obtient
]

G ® G
h}{dxf ~ / I(I}’ld7l'¢.0d)\0((]50),

gRo.Bp Yo

il nous faut donc étudier les trois cas suivants.

(1) Les H — orbites sont saturées par rapport a go, donc il en est de méme pour les G— orbites
G
et Ind ry, est irréductible pour presque tout ¢o € BEBo. En plus on a que YH? =~ 9 o, Bo
0

et la mesure d)\g sur Vo Bo est la méme sur PRB d’on le résultat.

(2) Les H— orbites ne sont pas saturées par rapport a go mais les G — orbites le sont, dans

ce cas r — 1 € K et par suite on a de nouveau
mR,% ~ mRO)%O

(3) Les G— orbites ne sont pas saturées par rapport a go, donc les H— orbites non plus.

Soit X € g\ go(on peut supposer que X = b,). On a dans ce cas que

PEB ~ {g+sX*, sER, g€ g Ro.Boy,

donc 1a mesure d) est exactement d\g ® ds, ol ds est la mesure de Lebesgue sur R, d’autre

part on a que

G @
Ind7r¢0 ~ / 7I'¢0+ax*da,

il en résulte que

G ® @ &
vy = [ ([ meraxcdaida(oo) = [ i@

PYRo.Bo JR
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ce qui achéve la démonstration.

| |
1-3. Construction de opérateur d’entrelacement .
1-3.1 Construction de polarisations et de bases de Malcev
On reprend la base de Jordan-Holder ¢ ={l,--,l,} de g et nous construisons une base

de Malcev {b,,--- by} de g relative a h comme en I1-2.3).

On va construire maintenant pour ¢ € f+h* une polarisation B(¢) = exp (b(¢)), une base
de Malcev {X1(¢),--,Xi(¢)} de g relative a b(¢) et une base de Malcev {Yi(8), -, Ym(d)}
de b(4) relative a § N b(¢) et {U1(¢), -, Up(¢)} de b relative a h N b(4). Les vecteurs
X;(¢) vont nous définir la mesure G-invariante sur G/B(¢), donc la norme de I'espace de
T4, les Yj(¢) la mesure G-invariante sur B(#)/H n B(¢), donc I'opérateur d’entrelacement
infinitésimal Tip(4),x et les vecteurs U;(4) la mesure sur H/H N B(¢). Avec ces données nous
pourrons écrire I’opérateur d’entrelacement cherché. Nous procéderons par récurrence sur dim
g+ dim g/b.

On part d’une base de Jordan-Holder (11, ..,1») de g telle que l,, soit central. Notons a(¢)
le plus grand idéal de g contenu dans g(#). Si a(¢) # g, il existe 7 dans {1,---,n} tel que
Y = I; n’appartienne pas & a(¢) et I appartient a a(¢) pour tout k > j. Supposons d’abord
que (In,---,lp—1) appartient a b, mais que lx n’appartient pas 2 h pour un certain k > j.
Nous prenons h' = h @ Rl,. Alors h' est une sous-algébre subordonnée a f et ’hypothése de
récurrence nous donne B(¢), les Y;(¢), les Ui(¢) et les X;(¢). Nous ajoutons Yn(é)=1Irala
base de Malcev de b(¢) relative a §' N B(¢). Si tous les lp,h =mn,---,j — 1 sont dans b, alors
) & RY est une sous-algebre de g. Et pour ¢ € f + hLi, Y n’appartient pas a a(¢). Soit alors

r =max{r' :< ¢,[Y,l»] >+# 0}.

On pose g1 = g1(¢) = {u € g tel que < f,[Y,u] >=0}.
g1(#) est un idéal de codimension 1 dans g. De plus les vecteurs

< ¢, [Y,lk] >

1 _ —_—
O S VARES

l., pour k € {1,---,r — 1}

L, =k, pourke{r+1,---,n}

forment une base de Jordan-Hélder de g1(¢) (cf.[32]).
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Si h est contenu dans g;(¢) I’hypothése de récurrence nous donne la polarisation b(¢) =
b(¢1), o ¢1 = P|q,, la base de Malcev {Xi(¢)} de g1(¢) relative a b et la base de Malcev
{Yi(4)} de b(¢) relative 2 b N b(¢) et les Ur(¢). Nous prenons le vecteur X; = [, comme
premier vecteur de la base de Malcev de g relative a h.

Si b n’est pas contenu dans gy, alors Y ¢ b et nous prenons h' = hNngy ®RY. L’ hypothese
de récurrence pour b’ et g; nous donne de nouveau b(¢) = b(d|g, ) et les bases de Malcev
Yi(4),Ui(¢), Xi(¢). Comme b(¢4)/h N b(¢) est isomorphe a (b(#)/b' Nb(¢)) @ RY il suffit
d’ajouter le vecteur Yy, (¢) = Y aux Y;(¢). Pour compléter la base des X ;(#), nous prenons un
vecteur X = X1(¢) de b\ g1 tel que ¢[X,¥Y] = 1. De méme ajoutons X = U1(¢) a la base de
Malcev de b' relative & h' N b(¢).

Tous ces choix peuvent étre faits de maniére lisse en ¢.

On continue cette construction pour g;(¢) et ¢1 = ¢|g1(¢). On obtient ainsi un processus
qui nous permet de construire  partir d’une base de Jordan-Holder de gs(#) un idéal gs1(9)
de codimension 1 dans g,(¢), une base de Jordan-Holder de gs41(¢). Ce processus s’arréte
lorsqu’il existe d € IN tel que

a(dq) = ga(9)-

1l a été prouvé qu’alors gq(¢) est une polarisation en ¢ (cf.[32)), et elle coincide avec celle
de Michele Vergne décrite plus haut en (I-1.1) et donc dépend de manire lisse de ¢.
Dans toute la suite on note B(¢, ) le choix lisse de polarisation en ¢ € f+h+ qu’on vient

de décrire.

1-3.2 Théoréme

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d ‘algeébre de g, soit f € g*
et soit ) une sous-algébre de g subordonnée a f, H = exp(h) étant le sous groupe fermé
connexe de G associé a Y, T la représentation monomiale induite a partir du caractére unitaire
x s de H. Soit B une base de Malcev de g relative a Yy, soit PRB C T4 un des sous-espaces
affines décrits en (1-2.3) et soit d\ = d\B'B sq mesure. Soit § — B(¢,h) le choix lisse de
polarisation en ¢ € PRB décrit en (I-3.1). Alors on a que

- [D e; 6. 5o NP () (8)
L'application .
U SGIH ) — [ e, () ©)
définie pour tout € € S(G/H, f) par : v
U(€)(4) = Tr(e,p),HE
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est un opérateur linéaire isométrique qui se prolonge par continuité en un opérateur
d’entrelacement isométrique de (8), lorsque les mesures sur G|/ B(¢,) et sur B(¢,b) /B($,H)N

H sont convenablement normalisées comme dans (1-3.1).

Preuve

1 est clair que 1’opérateur U du théoréme entrelace formellement 7 et I’intégrale
7]
/ 7r¢,B(¢,b)d)\R’%(¢). On raisonne par récurrence sur dim (G)+ dim (G/H) et on va
PR, B

prouver que pour le choix lisse de polarisations en é, ¢ € BBP, décrit plus haut, on a que U

est une isométrie.

On garde la base de Jordan-Holder (I, ..,1,) de g telle que I, soit central. On sait qu’il
existe j dans {1,---,n} tel que [; = Y n’appartienne pas a a(f) et I appartient a a(f) pour
tout & > 7, on pose alors

g1 = {u € gtel que < f,[Y,u] >=0}.

Alors g; est un idéal de codimension 1 dans g, et si ¥ € b alors h C g;. On va éwdier les
cas possibles suivants.
Cas 1: 1l existe h > j, tel que I; € b pour tout ¢ > h et I, ¢ h. Soit h' =h & Rly. Alors

d’apres la construction des b;, on a que I, =b etdonc 1€ L. Ainsi nous avons que

ry= Iy
SER

ot fo, = f+slt,ouTy, = fo+ b+ ={deTs8(lh) = f(lr) + s}. Soit B’ = {by,--+,b,} la
base de Malcev de g relative & b’ et soit pour tout ¢

sRi(tQ,"',tm) = R;(s,t2," " ,tm) €tRs = {sRi, i}
Alors

Pph2 = | ] o, (10)
seR

et IR = / ds d\R®' L’hypothese de récurrence nous dit maintenant que pour tout s € R,
R

[35)
U, : S(G/H', fo) — / Hn, AR ()
R, B’
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est une isométrie. Or pour ¢ € S(G/H, f),
£ = [ eluexp(th)e (11)
définit un élément ¢° de S(G/H', f) et
lel = [ neeiPas
R

d’aprés le théoréme de Plancherel. Donc

||§||2L2(G/H)=/R||58||2L2(G/H,)ds=/]R||Us(§8)||§ds
= 812 Rs,%l
B /m/m_,,w I Taeg5, 86 T2/ B(on @A " ($)ds

R,B
- /m,«s I T8es.0),1E LG/ Bo 0,0~ (9);

puisque pour ¢ € PR+ on a que

B(¢,h) = B(¢,4) (12)
et
Tpo.),0E = TB(g),1E" (13)
Cas2:hCogetly, -,lj+1€Hh
On reprend la suite de Malcev relative a b
hCg Cg2a C--- Cor,
et la base de Malcev B = (b1, --,b,) de g relative a h avec laquelle on a défini PR3,

Remarquons qu’il existe k € {1,---,7} tel que gy = X = ln € g1, dans les notations de
(I-3.1). Par suite la base de Jordan-Hélder {X,13,---,,_;} de g, qui passe par g;, nous définit
la nouvelle base de Malcev B/ = {X,bL_,,---,bl} de g relative a b et By = {b]._y,- -, b1}
de g relative 2 ) . Nous avons évidemment que b}- = li(j) pour tout j, ou k(j) dépend de j.
Décrivons maintenant %% par la nouvelle base B’. Nous obtenons une nouvelle application
affine R' telle que PR3 = PR'B et pour tout T € R™, il existe un 7' € R" qui dépend de
fagon affine de T, tel que

r—1

" R(D)fi =Y Rii(T)fi + Ruo(THX* = Ri(T') + Ry (THX™.
i=1 =1
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Nous remarquons que I’orbite de f est saturée par rapport a gy et de méme la Gt4.1-orbite
de f' = fig,,, est saturée par rapport a g¢. Donc r € TH3B1 ¢t k+1 € I'™H®. En outre ’espace
PRLBL C g* est la restriction de BF? 2 g.

Tout élément g de G s’écrit de maniére unique sous la forme g = exp(tX)-¢', avec t € R,
et ¢' € G, = exp g1. Pour une fonction K sur G, on note K, la fonction sur Gy définit par
K(g") = K(exp(tX)g") pour tout g’ € G1.

En se reférant a la construction du (I-3.1) du choix lisse de polarisation B(¢, ), on remarque

que

B(¢,h) = B(¢1,h) C (14)

ol ¢1 = #|g1, on a donc pour tout n € S(G1/H) via 'hypothése de récurrence

Inlli2c61m) =/ ||TB(¢',b),H’7||2L2(G1/B(qsf,h),qsf)d)\R”B(@-
gR1,B1
Pour ce choix de polarisation on a pour tout ¢ € S(G/H, f) que

W = [ TN sormtam oD
= /mR,% “TB(¢’b),H§||%2(G/B(¢,b),¢)d)‘R"B(Qs)

Ry, B
=/IR/Q]RL,,_,;1 | Ta(o1.9), 82261 B(o1,0),00) 8N+ ($1)dE

(on applique ’hypothése de récurrence sur G1)

- / AT

= H£”%2(G/H)-
Cas3:h ¢¢.

Dans ce cas Y ¢ gy, on pose b’ = (hNg' ) ®RY et H' = exp b’. On sait que les induites

G G
Indx s et Ilr}g x s sont équivalentes. L’ opérateur Ty g qui entrelace ces deux induites est définie

pour tout £ € S(G/H, f)etg € G par

e 1t (g) = / E(gh)dh = /m (g exp(tY))dt. (15)

H'/H'nH
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Cet opérateur est |a|-fois une isométrie, ot & = f([X,Y]), d’apres le choix des mesures sur
G/H ~ G,/H NGy et G/H'. En outre on vérifie facilement que pour tout ¢ € BB et tout
£ € S(G/H,I) on a que

Tp(s,), 1 0Tar, 1€ = Tp(g,n), 18 (16)
et ceci découle d’un calcul intégral direct.

Comme Y ¢ b, nous avons que by =Y. On a évidemment que 1 € I En particulier, la
premigre composante de R, la fonction R, est constante et PR-B est aussi adapté a (f,h'). En
effet, on peut supposer que les vecteurs [; de la base ¢ sont tous dans g; sauf le premier ;. Et
alors ¢ définit la base de Malcev B = {b,,---,b; = Y} de g relative a |) et la base de Malcev
B' = {ly,by, -, bz} de g relative a f".

Toujours en se reférant  la construction du (I-3.1) du choix lisse de polarisation B(¢,b),
on remarque que

B(¢,4) = B(¢1,h') (17)

ol ¢ = ¢/g1. Nous obtenons donc que
0 = [, WEONa0/mo6P @)

R,B
- /mR,m | T5s.0), 5 T2(c/B6 9,008 ()

- Lm ol Ty, e Trr 1€l 2 yme6,).0 9N (4)

(on applique le cas 2)
= |a| - ||TH',H§||2L2(G/H',f)

= €z 6/m.0:
Ce qui acheve la preuve du théoreme.
u

Nous verrons plus tard par un exemple qu’on ne peut pas prendre n’importe quel choix

lisse de polarisations pour obtenir un opérateur d’entrelacement.

1-4 1’opérateur inverse
Ce paragraphe consiste 4 démontrer que 1’opérateur U est inversible et & décrire explicite-

ment son inverse. Pour cela considérons pour ¢ € PRB opérateur Ty p(g,n) defini sur les

éléments ®
K e / HE AP (4))c
QYR8
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a support compact pour tout g € GG par

Tu.B(s,p)K(g) = / I":(fﬁ)(gb)qu(b)dH,HnB(qs),b)(i)) (18)
H/B(¢,h)nH

ol ¢ — B(,1) désigne le choix lisse de polarisations en ¢ € PRB décrit en (I-3.1), et
dy B(s,p)nH €St la mesure sur H/B(#,%) N H décrite en (I-3.1).

Nous démontrons d’abord que 1’image de U est dense.

1-4.1 Proposition

Soit
¢ — B(4,h), ¢ €7,

le choix lisse de polarisations en ¢ décrit en (1-3.1), alors I'image de I'opérateur U, qu’on note
5]

im(U) = U(S(G/H, f)) est dense dans /Q]R"B L*(G/B(4,h), $)dABP(¢).

Preuve

Dans toute la démonstration on garde les mémes notations que dans le Théoréme (I-3.2) et

sa preuve et on utilise encore une récurrence sur dim (g) + dim(g /h).
Cas 1:h C gy etil existe k > j, tel que Z = Iy ¢ b, mais Iy € § pour tout k' > k.

On regarde toujours §' = h & RZ et on note H' = exp(h'), fs = f + sZ*, on a bien que

comme dans (10)

Q]R,% — U ‘I]R”%’.
SGR

On rappelle que pour g € G et £ € S(G/H, f), on a que:

U6+ = [ el D (0

= / (g - eXP(tZ)bs)x¢,(bs)e_itsdbsdt
B(¢s,b')/H'NB(¢s,h') JR

— £%(g - bs)xs(bs)dbs,
B(¢s,b')/H'NB($4,b")

ol £° est la fonction sur G définie pour tout g € G par

£°(9) = /mﬁ(g -exp(tZ))e~"*dt
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donc finalement U(€)($s) = Us(€°)(¢s) obt U, est I'opérateur T, b+, H’» € plus il est facile
a vérifier que les fonctions £° possédent la covariance suivant fs-

Soit maintenant K € im (U)*, alors
/ / < I{(gbs), Us(.fs)(¢s) >12(G/B(¢s,0")) dARs"BI(gb)ds = 0.
R JgR: %
Soit v dans I’espace de Schwartz S(exp(RZ)), alors il est facile a vérifier que

() = (r+8)° = ()€

ol * désigne le produit de convolution et 4(s) la transformée de Fourier de la fonction v calculée

au point s. Il s’ensuit que

[56) [ < K@D >1a0@mi6nmy " (@) =0
R PRs.B

pour tout ¥ € S(exp(RZ)), et donc pour tout s € R

/mn 8! < K(¢,9),Us(€°)(9s) >12(G/B (90 ,4)) dAR”%'(é) = 0.

En appliquant 1’hypothése de récurrence, on peut en déduire que ¢, — K(¢s) est nulle

pour presque tout s € R et donc que K = 0.
Cas2:h Cgyet ln,---,lj+1 €h.

Rappelons que
mR,%lgl — le,%l

Soit maintenant K € im(U)*, alors

/mm < K(6), U(€)(#) >L2(G/B(s,b).¢) WA (@) =0

donc

/ / K ($)(9)U(6)(#)(g)dgdr(¢) =0
VR® JG/B($:h)

ainsi

/ [ K(8)(exptX o) U(E)(8)(exp X 90)djodtdA($) = 0
YR% JR /G /B(¢,h)

et par conséquent
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/ / / K(8):(90)T(E)(9):(g0)dgodtd N ¢) = 0.
R JOR® JG1/B(4,h)

Soit o une fonction de S(exp(RX)), on remplace dans I’intégrale ci-dessus £ par o, on a bien

(af): = a(t);, il s’ensuit que

/ a(t)/ / I"(ﬁb)t(go)mdgodtd)\(gb) = 0.
K YRB JG1/B($',H)

pour tout o dans S(exp(RX)) ainsi

/ / K(6)e(90) T @290 dgodA(6) = 0,
PYR.B JG,/B(4',h)

et en faisant appel & ’hypothese de récurrence on a K (4); = 0 pour presque tout t € R, d’ou

le résultat.

Cas3: h ¢ d.

Comme dans le cas 3 du théoréme (I-3.2) on pose h' = (hNg') b RY et H' =exp b’
G G
Les induites I%d X5 et I}}Si x s sont équivalentes. L’ opérateur qui entrelace ces deux induites est

Ty g (15), et on a comme dans (16) que
Uo TH,H’ = U'

G
ol U’ est I’opérateur d’entrelacement pour 7' = 111}91 X f» qui est une isométrie avec image dense

d’apres le cas précédent. Donc U a aussi une image dense.

1-4.2 Théoreme

On garde les mémes hypothéses et les notations que dans le théoréeme (1-3.2). Alors

’opérateur d’entrelacement U décrit dans ce théoreme est inversible. Son inverse U™ est

@
donné pour tout K € ( / H, dA\R2($))c a support compact et g € G par:
QRSB

U EY0) = [ TasenK@@NT) (19)

U= est alors un nouvel opérateur d’entrelacement isométrique de (8) lorsque la mesure sur

H/B($,b) N H est correctement normalisée comme dans ( 1-3.1).
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Preuve

Une fois qu’on a prouvé que U est une isométrie (théoréme (I-3.2)) et vu que son image est

dense d’apres la proposition (I-4.1) qu’on vient de démontrer, on peut déduire qu’il est inversible.

Cherchons son inverse, pour cela considérons pour K € ( / L*(G/B(4), 3)d\®®(4))c 2
support compact et g € G

VG = [ TusenK@)@N")

& G
1l est clair que V o / mgdA P (9) = Ir;ld(xf) oV et que V(K ) possede la covariance

QR B
@
suivant f, on va prouver que pour K € (/ L*(G/B(¢), $)dNE®(¢))c a support compact,
PR, B
V(K) est un élément de L*(G/H).
On raisonne comme avant par récurrence sur dim(G) + dim(G/H) et on garde toutes les

notations du théoréme (I-3.2). Pour cela montrons que

VW orm = [, @I a(osaeom (6

Cas 1: § C g etil existe k > j, tel que T = I3 ¢ b mais tel que [ € ) pour tout kK > k.

On regarde ' = h ® R T, on note H' = exp(h’ et pour tout s € R, fy = f+sT*, ona
g

bien comme dans (10) que

mR,‘B — U mRs,‘B'_
SGR

Alors,

IV o) = / / V(K (go - exp(sT))Pddods
RJG/H

=/ / I f Ty B(o.5) K (#)(g0 - exp(sT))dA®®(9)|*dgods
RJG/H' JYRB

=// I// TH’vB(¢t)K(¢t)(90)€_itsd>‘m’%’(¢t)dt|2déod8
RJG/H' JRJygRe %

(on utilise la formule de Plancherel)
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:/ / '/ T, 560,00 K (8:)(90)ANT (65)Pdjods
RJG/H' JYRa®

(on applique I’hypothése de récurrence)

-_— e 2 R,%

- /Q,R,‘B 1K (&)lIZ2(a/Bom @A (8)-
Cas2: h C -
On a alors que

IV ) = /1; WV,

on applique I’hypothése de récurrence

N /m/maml ||K(¢)t”2L2(G1/B(¢,h))dAR1"Bl(¢)dt-

- /mm IK(ONIZ2(6/ 506X (9).

Cas3:h ¢4¢g.

Dans ce cas Y ¢ gy, on pose h' = (hNg') ®RY et H' = exp b’. On sait que les induites
G G
I%d Xs €t Igg x s sont équivalentes. Alors, on a comme dans (16) que

Ty 1 o Tor oy = Tr,B(o), ¢ € BT,

d’oll V = Ty g o V', ot V' désigne I’opérateur du cas précédent, donc on voit tout de suite

que V est isométrique. Ce qui acheve la preuve.

En réalité, on a prouvé finalement que V' est un opérateur d’entrelacement isométrique,

il nous reste finalement a prouver que U o V = Id. On raisonne encore par récurrence sur
dim(g/b) + dim(g).

Cas 1: ) CgyetS=10 ¢h, [} €hpourtout &' > k.
On regarde ) = h @RS et on note H' = exph’, fs = f + sS*, etc.

Soit g € G, on a que:
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UoV(K)(¢1+55*)(9) = Tr(gy+s5+,n),HV (K)(9)

:/ (// , TH,B(QS"I'SS*,b’)
B(¢1+SS*,'])/HOB(¢1+SS*,h) R er,‘B
K(61 +rS*)(gb)dAE-® (6)dr ) X, a5+ ()b
d’aprés ce qui précede et vu que H/H N B(¢1 +s5*,4') ~ H'/H' NB(¢+sS*,h'), on obtient

que

U o V(K) (¢ +355)(g) = /R/B

(// THi B(64+rS+ )
($1+8S*,h)/H'NB($1+35*,h) R JGRr. B’

I\’(e + T'S*)(gb . eXp(tS))d)\Rr,iB’(G)ds)xqsl(b)di)eitsdt

- /11&2 /B(¢1+85*,b)/H'nB(¢1+sS*,h) </21er%’ Tar,Bowtrse)
K(6+rS*)(gb)ei e~ dARs 1 (61)) x, (b)dbdtdr
(on fait appel a I’hypothése de récurrence)
= /mz)K(qSl + r8*)(g)e' e~ dtdr
= K(¢;y + s5*)(¢) d’apres la formule d’inversion de Fourier.
Cas2:h Cai.
Soit X € g\ g1.
Soit ¢ € BFB et g = exp(tX) - ¢1 € G, on a que:

o — 24 RSB 7
vovayero=[ | [ T K@aHD® (@) xo(b)db

-/ ([ Tusen K@iy ™ () xo(b)db
B(4)/HNB(¢) \JmR1.81

(on applique la récurrence)
= K:(4)(90) = K(¢)(exp(tX)go) = K(¢)(9)-
Cas3: h ¢¢.

G G
On rappelle que §' = h N g’ ®RY, les induites I%d(x F)et IPIQ(X ) sont équivalentes. Soit

Ty g 1 opérateur (15) qui les entrelace; on sait encore d’apres (16) que

Th,m 0 Trr B(s%) = TH,B(s,h)>
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donV =Ty g oV'. Dautre part U' = UoTy, . AlorsUoV = U'oTy goTyuoV' = 1Id,
selon le choix de nos normalisations.

Ceci achéve la démonstration du théoreme (1-4.2).

Une fois qu’on a construit un opérateur d’entrelacement, on va donner une nouvelle car-

actérisation des espaces B et ceci fait I’object de

1-4.3 Proposition.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algébre de Lie g, b €
S(f,q) et H le sous groupe de Lie connexe fermé de G correspondant. Alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes:

i) presque toutes les représentations unitaires et irréductibles qui apparaissent dans la
désintégration de T = Ir?d X 5 sont de multiplicités finies.

i) KH=0etl’ espace Ty/H des H-orbites dans Iy est isomorphe aux espaces piB,
Preuve

i) = ii)
On considére une suite de Malcev relative a f

hCgCgC...Cor=9
On va prouver 1’assertion suivante: supposons que presque toutes les représentations uni-

taires et irréductibles qui apparaissent dans la désintégration de 7 = Ind x ¢ sont de multiplicités
finies. Si pour un certain : € {1,---,r} les G;—orbites sont saturees par rapport a g;—; dans
g7, alors il est de méme pour les H —orbites.

Supposons donc qu’il existe ¢ € {1,--- ,r} tel que les G;—orbites en position générale
soient saturées par rapport a g;—1 dans g, alors que les H —orbites ne le soient pas. Soit g € T'y
et prenons b; € gF \ gi_;. On a donc d’une part

(¢ +RE)) N HY = {9)

a cause du fait que les H—orbites ne sont pas saturées par rapport a g;—; dans g7, et d’autre

part, vue la saturation des G;—orbites en position générale par rapport a g;_; dans g}, on a que

¢+Rb}*cr‘fnG¢
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1l s’ensuit que pour tout s # t € R, H(¢ + sb}) et H(¢ + tby) sont deux H —orbites
disjointes contenues dans I'y N G'¢, ce qui contredit le fait que les multiplicités sont presque
partout finies.

i) = 1)

On raisonne par récurrence sur la dimension de G /H, poue cela reprenons la suite de

Malcev relative a b
hCo CgC..Cor =0

Posons go = gr—1 qui est un idéal de codimension 1 dans g contenant b, et Go = exp(go)-
Cas 1:

supposons que les G—orbites ne sont pas saturées par rapport a go dans g*, il en est alors
de méme pour les H—orbites, donc en particulier on a que K = K{' = 0 ou K, H est le méme

ensemble défini dans g et avec la suite de Malcev relative a b
hCgr Cg2 C... CGr—1= go.
Soit par ailleurs X € g\ go, alors on a que
PREB ~ g+ sX*, s €R, g € BP0},

ol B, est la base de Malcev de go relative a b et R, la famille de fonctions définies comme

dans le théoreme (I-2.5).
D’autre part, la mesure d\ sur sgRB st exactement d)g @ ds, ou ds est la mesure de

Lebesgue sur R et d)o est la mesure sur gfoeBo on a alors que

G ®
Ind Tpo = / 7T¢0+ax*da,
Go R

il en résulte que

G G Go ® @ &)
maxs ~ Tdigxy = [ [ Tossaxeda)ire(so) = [
H Go H sgRo.B0 JR PR, B

L’hypothése de récurrence nous informe que les multiplicités des représentatations qui ap-

Go
paraissent dans la désintégration de I%d x s sont finies, et puisque les multiplicités dans ce cas

G
n’augmentent pas, on aura certainement que Ir}xId x s est de multiplicités finies.
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Cas 2:

supposons que les G—orbites sont saturées par rapport a go dans g*, il en est alors de méme
G

pour les H —orbites car K = 0, Ind g, est irréductible pour presque tout ¢y € WRePo, En
0

plus on a que QPRB ~ PRo,Bo et |]a mesure d)g sur QG Ro,Bo st 1a méme sur BFB, il est claire

dans ce cas qu’on peut appliquer 1’hypothése de récurrence sur G qui nous donne en fait que

1?11{%1 x ¢ est de multiplicités finies, et par suite d’apres [11] et [28] on a que
dim Go¢o = 2 dim H ¢y.
D’autre part et vu la saturation des H —orbites on a pour tout é € g* tel que ¢/go = ¢o que
dim H¢é = 1 + dim H ¢y,
et par conséquent on a que
dim G¢ = 2 + dim Goéo
=2+ 2 dim Heog
=2 (1+ dim H¢y)
= 2 dim H¢.

G
Il en résulte que les multiplicités de Ir;ld x s sont finies, ce qui achéve la preuve.

1-5 Opérateurs différentiels sur les espaces homogenes nilpotents.

Notre objet maintenant est d’étudier une certaine algebre d’opérateurs différentiels:

soit
C>(G,r) = {£ € C=(G): E(gh) = x(h)¢(9), g € G, h € H}

et Diff(G) I’algebre des opérarteurs différentiels qui sont C° et qui laisse C*>(G, ) invariant.
On pose D,(G/H) I'’ensemble des restrictions D|C*(G, 7) de D € Diff(G) commutant avec
les translations 2 gauche de G sur C*(G, ).

Notons que Corwin et Greenleaf ont prouvé que I’algebre D,.(G/H) est abélienne lorsque
presque toutes le multiplicités sont finies (cf. [10]). En examinant de prés cette démonstration

et bien des exemples ils posent la conjecture suivante

Si m(m) < oo presque partout, alors I’algébre D,(G/H) est isomorphe a 'algébre des

fonctions polynomiales H —invariantes sur f +ht. (20)
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Et puis plus récement ils ont des résultats positifs sous une hypothése assez gé€nante.
Supposons:

() myr < oo pour 7 générique dans Support (7).

(ii) g contient une sous-algébre b qui polarise tous les éléments génériques deTy=f+ ht
et qui est normalisée par b.

Sous ces conditions, ils démontrent leur conjecture (cf. [12]).

Ensuite, suivant [10], [12] (voir aussi [15]), décrivons I’algébre D (G /H )) en termes de
I’algebre enveloppantes u(g) de g¢. Pour g € G ou A € u(g), on note R, ou R(A) (resp. L,
ou L(A)) I'action 2 droite (resp. & gauche). Soient u(g,7) I’ensemble des A € u(g) tels que
R(A) laisse C*°(G, ) stable, a, le sous espace vectoriel de u(g) engendré par Y + 2mi f(Y'),
Y parcourant b, et u(g)a, I’idéal gauche engendré par a-. Alors il vient que

w(g,7) = {4 € u(g): [4,h] € u(g)ar}

et que I’application A — R(4)|C>(G,7) nous donne un homomorphisme de u(g, ) sur
D,(G/H) avec le noyau u(g)a-. En somme,

D-(G/H) ~u(g,7)/w(g)ar.

De plus, si le couple (g, h) est réductif dans le sens qu’il existe un supplémentaire m de

dans g tel que [h, m] C m, on voit que

w(g,7) = u"(g) +u(g)ar
avec uH(g) = {A €u(g): [4,Y] =0, VY € h}. D’od

D.(G/H) ~u(g)/u(g) N u(g)ar.

Nous donnons ici une démonstration bréve de la conjecture (20) sous les conditions (i) et
(ii).

Soit alors g une algebre de Lie nilpotente. Soient f € g*, et soient h, b deux sous-algebres
de g. Supposons que § soit subordonnée 2 f, c.a.d. f([h,h}) = (0) et que b soit une polarisation

en ¢ pour tout f € T'y et que h normalise b. Soit G = exp g, H = exph, B = exp b. Supposons

G A
en plus que la représentation 7 = Ir}11d x § de G se décompose sur G avec des multiplicités finies.

On remarque d’abord que ¢ = f) + b est une sous-algébre de g, comme b normalise b. Soit

G c
C = exp(c). Alors 7 = Ir(ljd To OU Tp = I%d x s et donc d’apres [10, (35)] I'algebre D, (G/H) est
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isomorphe 2 ’algébre D,,. En outre, presque toutes les H—orbites dans T'; sont saturées par
rapport 2 ¢. Donc ’algebre des fonctions polynomiales H —invariantes sur I's est H—isomorphe
a ’algebre des fonctions polynomiales H —invariantes définies sur flet+ hL+¢ C ¢*. Nous pouvons

donc supposer que G' = C'. En particulier b est maintenant un idéal degetg="H+b.

1-5.1 Corollaire

La réciprocité de Frobénius s’établie dans ces conditions.

Expliquons un peu ce qu’est cette réciprocité: pour une représentation unitaire = de G, on
note H, H et H, > respectivement ’espace de 7, ’espace des vecteurs C® de = et I’antidual
de HS°. Pour a € H;™ et b € HZ°, on note < a,b > I'image de b par a. Et de méme H2° agit
sur ‘H °° par

<ba>=<a,b>.

On pose
(Hz®VHxs = {a € H;*® : w(h)a = xs(h)a, pour tout h € H}.

Avec ces donnés il y a (cf. [16]) une question concernant une sorte de réciprocité:
dim(H;>)Hxs se qualifie -t-elle pour la multiplicité m(m) dans la désintégration de 7 = Igd X f
? Dans [18] H. Fujiwara et S. Yamagami ont répondu par oui a cette question lorsque h est un
idéal de g ou que 7 admet une polarisation distinguée. Dans notre cas, tout ™ = Ty = Ind(x¢)

dans le support de 7 admet une polarisation distinguée qui est b, d’ou le résultat.

En outre pour presque tout ¢ € Ty, les espaces g/b, h/bNb, ad*(b)¢ et ad*(h) ¢ ont
méme dimension, de méme que les espaces g/h et b/hNb.

Soit maintenant {ly,---,l,} une base de Jordan-Hélder de g passant par b, c.a.d. b =
vect{l, -+,ln} et (I1,-++,lk—1) € h. Nous prenons pour 0 ’espace

To={¢eTs|¢(l;)=0, ¥V jeI}
En appliquant les constructions (I-3.1), nous obtenons la base de Malcev

(X1(4), -+, Xr(¢)) Ch

de g relative 2 b, et la base de Malcev {Y1,--,Y;} de b relative a b N b, qui est la méme pour
tout ¢ € U et qui est contenue dans {l¢,---,ln}. Les vecteurs X i(¢) et Y; ont pour presque
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tout ¢ la propriété suivante:
¢([Xi(4),Yj]) = 0,2 <

21
—1,i=j. (1)

Pour presque tout ¢ € 'y, on a que le stabilisateur h(¢) de ¢ dans b est égal a h N b et ainsi
Ad*(H)é¢ est difféomorphe & H/H N B. Nous pouvons donc identifier I’espace S(G/B,¢) =
S(H/H 0\ B, xj) avec I’espace S(Ad*(H)¢) des fonctions a décroissance rapide C* définies
sur Ad*(H )¢ par I'application : { € S(H/BNH) — £, ot

£(Ad*(R)$) = xs(h)E(R),h € H.

De méme les espaces L2(G/B, ¢),L2(H/H N B) et L*(Ad*(H)¢) sont isométriquement iso-

morphes. Ce dernier espace est muni de la norme

liéll5 = /mr £ (expt1 X1(8) - - expt, X (9) - ¢l7dty - di,.

Nous pouvons donc transférer la représentation m, de G sur L*(G/B, $) a L*(Ad*(H)¢) et

nous obtenons les formules :

ro(R)E() = E(Ad* (A= )p), ¥ € Ad*(H), he H

et

ro()E() = eV ¢(), b € B.

L’application U x H/HNB — Ty
(¢,h mod H/H N B) — Ad*(h)¢

définit une bijection rationelle d’un certain ouvert Zariski-dense de S0 x H/H N B sur un ouvert
Zariski- dense de T's et la mesure de Lebesgue d¢ sur I'y se décompose en une intégrale de

mesures orbitales :
| awis= | [ o4t (exptiXs()- - expt, Xe(9)g)dts - dtr A9,
f+ht 0 JRT

d’apres les relations (21). Cette identité nous permet d’identifier I’espace hilbertien L%(Ty) avec

I’espace

§7)
L*(Bx H/HNB) = [D L*(G/B, ¢)d\(¢).
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Pour cela, nous écrivons pour une fonction L € L*(T'f), K(¢, h) = L(¢,h) = L(Ad*(h)$), ¢ €
209, h ¢ H/HN B. Alors K € L*(Ty) et || K|z = || Lll2.
Pour ¢ € T'y,h € H,( € S(G/H, ¢) nous avons que

[ elba(tn () = /
B/BnH

B/Bn

. E(b)xg(h'bh)x s (h)dB B (b)

= xs(R)é(Ad*(h)$),

ol £ dénote la transformée de Fourier usuelle de la fonction { € S (h/h N b). Lopérateur

@
U TG/ )~ [ Hed() = ()

est donc simplement donné par :
UE(y) = E(¥)

et pour 1’application réciproque

®
U=t [ HadN@) = B(T) = LG/ )
by
on obtient pour b € B,v € L*(T'y), que

e = [ [ g OO it oA

= [ nw)e Oy = (=)
Ty

Donc si D est un élément de D.(G/H), alors D commute a 7(b) pour tout b € B. En
outre D est représenté par un élément de 1’algebre enveloppante u(g) de g, donc il s’écrit
sur S(G/H, xy) comme un opérateur aux dérivées partielles 2 coefficients polyndmiaux. Soit
D' = UoDoU~! I'opérateur correspondant agissant sur S(T'y). Alors D’ est aussi un opérateur
aux dérivées partielles a coefficients polynomiaux et D' commute & la multiplication avec les
fonctions ') b € B et donc D' est lui-méme un opérateur de multiplication avec une
fonction polynomiale Pp. Comme D commute aussi 2 I’action de H, la fonction Pp doit étre
H —invariante. Donc Pp est un polyndme H— invariant sur I'y. D’autre-part, si P est un
polynéme H —invariant sur I'¢, alors la multiplication avec P définit un opérateur D' sur S(T'y)
qui permute 2 I’action de G. Donc D = U™ o D' o U est un élément de D.(G/H). Ainsi
nous voyons que D,(G/H) est isomorphe a I’algebre des fonctions polynomiales H —invariantes

définies sur I';.
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I-6 Nouvelle désintégration (lisse) de L*(G).

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algebre de Lie g, on sait

G
que I{n(}l 1 est la représentation réguliere gauche Ag qui se réalise sur L?*(G) par

Aa(8)E(z) = (s )

pour tout s,z € G et £ € L*(G).

Soit donc une suite de Jordan-Holder de g

g00={0}Cg1C92C...Cgn =29

a laquelle on associe une base de Jordan-Holder B = (b1, b2y bn), bi € @i \ gi—1. De méme
on considére I’action de G sur g* (vu comme G—module ) relativement 2 cette base, on note I¢
’ensemble indice de Pukanszky pour cette action. Dans ce cas et suivant la définition (I-2.3) on

a que
Kt = { j € {1,..,n} : presque toutes les G ;_—orbites sont saturées par rapport a G, },

il en découle que

PR® = {peTy : ¢(b)) =0, j € K}

Soit Q une G—orbite et ¢ € © C g*, on note ¢; = ¢y, soit B(¢4) une olarisation de
lg: p

Vergne en ¢, on note b(¢) la sous algébre associée a B(4) qui est en fait égale a Z gi(¢i), on
=1
sait que

A (B(¢)$=¢+b(¢) =9+ Y R,

keK e}

il est clair donc que Ad*(B(¢))¢ N VRB = {4}.
On peut de méme vérifier que K{¢} C I et que f(Kted) = L§(I9). Soit pg la mesure

de Haar sur G, on obtient la désintégration lisse de L*(G) suivante:

(B@00) = [, (£26/B(6). ) o).
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1-7. Exemples.

1-7.1.

On prend I’algébre de Heisenberg g engendrée par trois générateurs < X,Y, Z > tels que
[X,Y] = Z, on désigne par G le groupe de Lie associé. Soit h =R(X —Y) et H = exp(h) et

f = 0. On considere 7 = Ind 1y, prenons comme suite de Jordan-Holder les vecteurs {Z,Y, X }.

Nous obtenons la suite de Malcev
h=<X-Y>Cg=<X-Y,Z2>Cg

1l s’ensuit dans cet exemple que B = RZ* et que pour tout ¢ € hti, b(¢) =< Y,Z > estla
polarisation lisse en ¢. Soit U 1’opérateur d’entrelacement décrit dans le théoréme (1-3.2).
On a pour tout £ € L*(R*) et g€ G

U(E)(AZ*)(g) = /m Elgexp(Y) exp(sZ))e ™ dsdt

Montrons directement que cet opérateur est isométrique. En effet pour tout £ € S(G/H,0) ~
S(R?) on a que

IU()ll2 :/;HU(O(QS)”%2(G/B(¢))d)‘(¢)

_—_/ |/ f(exp(%(X—Y))exp(tY)exp(sZ))e_”)‘dsdthad)\.
R2 JR?

Va que exp(£(X — V) exp(tY) = exp(tY) exp( (X — ) exp($tZ), on obtient
U= [,1 ] elexpler)expl(s + T)Z)e N dsdtdad

_ /m Ay £(exp(tY ) exp(s Z))e " e~ (=D dsdt]* dad)

_ /m JE(exp(~aY) exp(\2))[*dad

_ /]R le(exp(a¥) exp(12)[*dad)

= |€ll%26/m)-

54
L’ opérateur réciproque V' : / L*(G/B,\Z*)d\ — L*(G/H)estdonné pourtoutg € G
R
par

V(K)(g) = //K()\Z*)(g exp(r( ))d d.
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1-7.2,

Soit g I’alggbre engendrée par quatres générateurs < X7, Xo, X 3, X4 > tels que [Xp, X2 =
X5 et [X;, X3] = X4. On désigne par G le groupe de Lie associé.

Les orbites en position générale dans g* peuvent étre paramétrisées par R* x R. En effet
si pour o € R* et A € R, gq,x désigne la forme linéaire g, » = aX; + AX3, alors la G—orbite

24,2 correspondante est la partie suivante de de a*

t2
a)X; +sX7, t,s € R}.

Qo = {aX] +1X5+ A+ 5=

A.

Soit h = vect < X4 > et H = exp(h) et fo = aX] une forme linéaire sur f) avec a # 0.

G
On désire désintégrer 7 = I%d Xf.- On choisit une base de Malcev relative 2 h comme dans
(I-3.1)

h = vect < X4 >C g1 = vect < X3,Xy >C gy = vect < Xo, X3, X4 >C g3 = vect < Xq, X5, X3,7

Pour toute ¢ € g* en position générale, on obtient la polarisation B(¢) = g2.
Les G-orbites sont saturées par rapport a go, alors que les H —orbites ne le sont pas, ainsi
PYRB = (¢ € fotr <bh>L: ¢(X1) =0} = aX] + (RX] BRX3) ~ R?, il en résulte que

G 53]
Ind Xfa = / 7T¢d)\(¢)
H B

PR,

L opérateur d’entrelacement est donné pour § € L*(R?) par
U)(aX) +aXy+0X5)(g) = / £(gexptXsexp sXy)e e dtds
R

pour tout g € G .
@ i
L’ opérateur inverse U ! est exprimé pour tout K € ( / L*(G/G2,¢)d\¢))c asupport
YR, B
compact et g € G par

U-1(K)(g) = / K(aX +tX3 + sX})(g)dtds.
]R2
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B.
Prenons maintenant b = vect < X3 > et H = exp(h) et fg = fX3,8 # 0. Alors il est
clair que Q5 , N (fs + b ) est une seule droite qui est en fait une H—orbite. Notre base de

Jordan-Hélder nous donne la suite de Malcev relative 2 b
h = vect < X3 >C g =vect< X3, X4 >C gy =vect< X3, X4, Xy >C gz =vect< X3, Xy, X2,2

Presque toutes les H —orbites en position générale sont saturées par rapport 2 go, il en est ainsi

pour les G—orbites, donc

WRE = fX3+ < b >L {4 6(X1) = 0} = BX + (RX] GRX;) > R

et ainsi
G 5]
Ind x5, = / T, pdAd .
H R* xR

Un opérateur d’entrelacement est donc donné pour tout € € Lz(Rg) par
UE)(BX} +bX; +aX3)(g) = / £(gexptX,exp sX4)e e 0 dtds
R2

pour tout g € G .
@

L’ opérateur inverse U ™" agit sur K € ( H(G/Gq, ¢, )dA\($))c a support compact par

PR, B

U™Y(K)(9) = /]1;\2 K(BX; +sX5 +rX[)(g)dsdr.

C.
Prenons maintenant ) = vect < X, > et H = exp(h) et f = X3. Alors il est clair que
Qo aN(f+ht ) estla réunion de deux H—orbites si a(1 — X) > 0. Nous obtenons la suite de

Malcev relative a fj:
h = vect < Xo >C g1 = vect < X, Xy >C gg = vect < Xo, X4, X3 >C g3 = vectg.

Presque toutes les H —orbites en position générales sont saturées par rapport a go, il est en est

ainsi pour les G—orbites, donc
PRB = f+ < h > N{¢(X1) =0} = X3 + (RX] & RXy).
Un opérateur d’entrelacement est donc donné pour tout £ € L*(R?) par

U(&)( X5 +aX3 +bX1)(9) = / £(gexptXsexpsXy)e e dtds
R2
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pour tout g € G .

7]
L’ opérateur inverse U~! est donné pour tout K € ( / H(G, ¢,92)d\(¢))c a support
PR, B
compact et g € G par

U~Y(K)(g) = / K(X? +sXF +7rX0)(g)dsdr.
]R?

D.

Prenons maintenant § = RX, f = 0. Alors nous obtenons la suite de Malcev
g1 =vect < X1,Xy >Cgy =vect< X1, X4, X3,>C g3 =vect < X1, X4, X3, Xo>Casa=g.

Ici LH = {1,3} et donc V*® = RX; ® RX;. Ainsi I'opérateur d’entrelacement

&b
U L2(G/H, f) — /m _ THGIG,0)N9)

est donné par

U&)(aX] +b0X3)(g) = /1;13 (g exp(tXs)exp(sXs) exp(rXy))e (e drdsdt.

@
L opérateur inverse V' agit sur K € / L*(G /Gy, $)d\(¢) par

QR B

V(K)(g) = /m K(sX} + 1X0)(g exp(rXo)dsdtdr

et ceci pour tout g € G.
1-7.3 Un contre-exemple.

Montrons ici que le choix des polarisations B(¢) pour ¢ € U est trés important. En effet,
soit g I’algébre de Lie engendrée par les vecteurs X,P,Y,Q, Z avec les crochets

[X,Y]=Z2,[P,Q] = Z,

soit h = vect(Z,X —P), f = Z*, etsoit € = {X,P,Y,Q, Z} une base de Jordan-Holder de g.
Donc B = {Q,Y, X} est la base de Malcev de g relative ah. Lensemble L¥ a un seul élément,
qui est associé 2 Y. Prenons U = RY™* et B = B(¢) = vect(Z, X, P) pour tous les ¢ € V.

Cette algébre B est une polarisation pour toute forme linéaire ¢ € g* en position générale,
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mais n’est pas une polarisation de Vergne pour la base €. Alors ’opérateur d’entrelacement
infinitésimal U définies pour tout ¢ € S(G/H, f) et g € G par

U()(sY*)(g) = Toisy.zé(6) = /

E(gbYx oy (b)d, par(b) = / ¢(gexp(pP))dp
B/BnH R

ne dépend pas de s € R, et donc U ne peut pas étre isométrique.

I-8 Cas des groupes non nilpotents.

On va construire maintenant des opérateurs d’entrelacement sur des exemples des groupes

résolubles exponentiels, commengons par en donner un fondamental qui est souvent rencontré.
A.

Soit g l'algébre de az + b g = RX @ RY, [X,Y] =Y. On prend f=Y"eth =
RX € M(f,g). Le groupe complétement résoluble G = expg n’a que deux représentations

unitaires irréductibles de dimension infinie w4 associées a deux orbites ouvertes +G-Y*. La

G
représentation monomiale 7 = I?{d Xf,» H = exph, est équivalente & la somme directe 74 & 7—.

G
On réalise w1 comme I%d y4y+ o B = exp(RY) et on identific Hr, 2 L*(R) par
1’application
£ — &(t) = é(exptX), (t €R).

Soit par ailleurs I’opérateur U défini pour un tel £ et pour un g € G par
UO)o) = [ &la-exp(t)e"d

et

U(E)(-Y*)(g) = /R (g - exp(tY)e 1 dt.

Lorsque g = exp(bX) ces expressions deviennent

U(€)(¥Y*)(exp(bX)) = /m E(exp(tY ) ek dt = e E(ePY)

et

o

UE)(-Y ") exp(bX)) = [ elexp(t ) ebdt = AE(~e'Y).

On aura donc
I = / e E(SY)Pdb + / e} E(—ebY)[2db
R R
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=]Jﬁéwﬁ%+/ém%WW%
R R

400 . 0 .
5/ WWW%+/ EGY)[2db
0

-0

= [ IOV = €l
B.
Soit G le groupe de Boidol, son algebre de Lie g est engendrée par les vecteurs (A, X,Y,7)
tels que [A, X] =X, [A,Y]=-Y, [X,Y]=2Z. Soit H = exp(h) = exp(RA @ RZ) le sous-
groupe analytique de G. Soit encore B = (4,X,Y, Z) une base de Jordan-Hélder de g , de

cette suite on extrait une base By = (X,Y) de Malcev relative a h. Soit g1 = h & RX et
G = exp(g ), on regarde

G G Gy
7=Ind1 =IndInd1.
H G, H

G1
Comme dans I’exemple précédent, on a que I%dl = my+ P m_y+ et donc

&
T~ / Ty*tsX* D 7T_y*+3x*d8.
R

La polarisation de Vergne en £Y* +sX* relativement a la base B est vect(X,Y, Z), I’opérateur

d’entrelacement U est défini donc pour ¢ & support compact modulo H et pour un g € G par

U)LY +sX™)(g) = /1;2 £(g - exp(tX) exp(rY))e'meX  dtdr.

Des calculs comme dans I’exemple précédent nous montrent effectivement que U est bien une

isométrie.



Chapitre 11

DESINTEGRATION DES RESTRICTIONS DE REPRESENTATIONS
UNITAIRES DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

ET OPERATEUR D’ENTRELACEMENT

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algebre de Lie g. On
considére une représentation unitaire et irréductible 7 associée a une orbite coadjointe Q¢ =
Q, C g* d’une forme linéaire f. Si H est un sous groupe analytique de G d’algebre de Lie b,
alors d’aprés Corwin et Greenleaf [9], la désintégration centrale de T g s’obtient comme suit.

Soit yu, une mesure finie sur . qui est équivalente a la mesure G-invariante. Alors

®
TiH ’i/ oty dfin(l), (22)
Q. /H

oll p: g* — h* est la projection canonique et o,y € H est associé a p(I) € h*.

L application de Kirillov 6 : h* — H induit un homéomorphisme de I’espace des orbites
h*/H sur H. On considére finalement la mesure v = vf; = (g 0 p)«(ftr), 'image de p, par
I’application g o p : g* — H.Pouro e H , on désigne par nr(o) le nombre des H —orbites
contenues dans I'(7, o) = Q¢ N p~1(QH) alors

52
7r|H':/H ne(o)odv(o), (23)

ce qui a été démontré par Lipsman [28].

Ce méme résultat 2 été généralisé par Ronald L. Lipsman dans le cadre des groupes
completement résolubles (cf. [31]) et par H. Fujiwara pour les groupes résolubles exponen-
tiels (cf. [19]).
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Le but de ce chapitre est de présenter un espace de désintégration concret et un opérateur

d’entrelacement précis pour 7 g.

I1I-1. Désintégration centrale canonique des restrictions des représentations

unitaires et irréductibles.

11I-1.1 Mesure sur les orbites .

Comme plus haut soit un sous-groupe analytique H = exph de G et une représentation
unitaire et irréductible 7 associée a une orbite coadjointe Q8 = O, C g* associée a une forme
linéaire f et pr une mesure G— invariante sur {1.

On va décrire maintenant une mesure sur ./H, puis des parties fermées TRB et une
mesure dAE® sur TRB avec laquelle on va déterminer notre opérateur d’entrelacement.

On regarde g* comme étant un H—module. Soit B = {(vy, ..,Un )} une base de Jordan-
Holder de g* sous I’action de b et {(by,..,bn)} sa base duale. Soit ¢ le plus petit ensemble

indice tel que 20 = g* N Q. soit un ouvert de Zariski non vide dans Q.
Soit [ € 20 et \; = p®(0, \y), alors I = p®(z, \)) = Z;;l p;-B(Z, A)v; 2 € RY, en fait A
est 1’unique élément de H - [ qui vérifie A\j(v;) = 0 pour j € e. On regarde
T=WN{g€Qr : q(vj)=0,VYj €e}
qui est un fermé de Zariski dans 20. Soit
p:W— T x R?

qui 2 [ associe le couple (A7, 2), alors ¢ est un difféomorphisme, en particulier I’application
g — H - q définie une bijection de T dans 0/ H et on a pour toute fonction k, C* a support

compact dans 20
/ k(q)dpn(q) = / ko l(), z)dAdz.
pall TxR4

De cette maniére on considére cette mesure d\ sur les H-orbites qu’on notera par la suite Ao

telle que pour toute fonction k continue 2 support compact dans Q,/H on a

| kel = [kE-nar
Q. /H T

Soient ¢ un élément de G, ¢ = Ad*(g)f/b et soit B(¢) = exp(b(¢)) une polarisation de
f au point ¢. On construit une mesure vg(4),g-B-g-1 SUr B(4)/B(¢)Ng-B-g~' comme plus

haut. On remarque que I’intégrale
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T(4),g-B-4-1E(h) = / E(hug)xs(u)dp(p),g-B-g-1(%) (24)
B(¢)/B(¢)ng-B-g~!

définie pour toute fonction ¢ de HS® et h dans H est une fonction C° qui vérifie la relation de
covariance pour B(¢) et le caractere 4.

Remarquons par un simple changement de variable que
TB(¢),g-B-g-1€(h)=/ E(hgu)xo(u)dg-1.p(g)-g,8(n). (25
g~—1-B(¢)-9/9~'-B(¢):gnB

On va montrer que Tg(g),q.B.g-1€ est en fait un élément de S(H/B(¢),¢), c’est a dire

H
un vecteur C™> de la représentation induite %‘(‘% x¢. Dans toute la suite on note BY au lieu de
g-B-g7L

11-1.2 Proposition

Soit ¢ = Ad*(g)f/h € b*, g € G et B(¢) une polarisation en ¢/b. Alors il existe une
constante positive C' et une semi norme continue P sur I’espace de Schwartz S(G/B, f) telles

que pour tout & dans S(G/B, f)ona

| Ta(s),B9El L2/ B(3)) < CP(E)-

En particulier Tp(gy,ps : S(G/B, f) — S(H/B(¢), ¢) est une application linéaire continue

et surjective.
Preuve

On montre tout d’abord que pour tout ¢ dans S(G/B, f) on a que

ITB(4),Bs€le0 < C1P1(€)

od C; est une constante positive et P; une semi norme sur 1’espace de Schwartz S(G/B, f).

On sait d’apres (24) que

Tp(g),Bs&é(h) = / £(hug)xg(u)dp(g),Bs (1)-
B(¢)/B(¢)NB?

On refait maintenant un raisonnement analogue a celui de Lemme (I-2.2) qui est le suivant:
Soit B = (X1, -, X,) une base de Malcev de b relative & BYNB(¢) telle que B contienne
une base de Malcev (Xi,,- -, Xi,,) de B(¢) relative 2 B(¢) N BY. On a pour tout . € H que
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Toieme(0)1 =1 [ é(hug)xa()dn(e), 501
B(4)/B(¢)nB*

<

/ £(hug)ld e zs ()
B(¢)/B(¢)NBs

= / lé(hexp(t1X;,) - - - exp(tmXi,, )g)|dt1 -+ - dim.

En écrivant h-exp(t; X, ) - - - exp(tmX;,,) = exp(a; X1) - - -exp(apXp)-bou b € BYNB(¢)

et les a; sont des fonctions polyndmiales en h et en 1, -+, 1, Vérifiant

a;, = t1 +a) obaj ne dépend pas de t1,--,tm, et de maniére générale
ai; =t; + agj ol a;]. ne dépend pas de t;,- -, tn, pour j € {1,--+,n}.
On a que

o€ < [ 1e(exp(arXa).explayXp) - bt

= / |€(exp(b1X1) - - exp(t1 Xy ) - - - exp(tmXiy, ) -+~ exp(bpXp)g)ldts - - - dtm
IRm

(pour certaines fonctions polynomiales b;, j & {i1,- - ,im} dans les variables (t1,- -, tm)-)

< Py(¢) /m [Ha+)"dt - dtm
k=1

m

P = s (JJa+E)Eep(s X)) et Xi)

1.0t 81,0, 8p .
1, mySl, ySp—m =1

coexp(tmXi,, ) -exp(sm_po)g)|>-

o A . 1 . i
Soit maintenant Q un polynéme sans zéros sur H/B(¢) telle que — soit de carre intégrable.

Q

H
On sait d’autre part que I’image de 1’algébre enveloppante u(h) de b par Ty = %r(lg) X¢ €st

I’algebre des opérateurs différentiels a coefficients polyndmiaux sur H/B(¢).

1l en découle qu’il existe v € u(h) tel que

drs(v)TB(g),B9(€) = T(g),B: (dT(v)E) = Q - T(),Bs¢-

On a que

1
I Ta(4),B9€N 221/ B(6)) = /H IQ(h)TB(:»),BsE(h)IQWdH,B(¢)(h>

/B(¢)
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= /H/B(qs) |TB(¢),B9(dﬂ(v)f)(hﬂzaﬁdlfﬁ(@(h)

< To(s).50(dr(0)E) % /

1
/B Qz—(h)dH,B(qs)(h)

< C{ P¥((dr(v)§)) < CP(€)

pour une nouvelle semi norme continue P de Schwartz et une constante C, ce qui achéve la

preuve.

I1-1.3 Définitions

On note toujours {2 s I'orbite associée a la forme linéaire f. La paramétrisation de Pukanszky
nous définit un difféomorphisme entre (25 et R? ot d = dim g/g(f) et toute fonction polynomiale

sur g* définit alors par restriction une fonction polynomiale sur £2;.

Soit
(0)=g"Ccg"'C..Cg’ =g,
une suite de Jordan-Holder de g. Nous en extrayons une base € = (I3,-- -, l,) de Jordan-Holder.
A partir de € nous obtenons une base de Jordan-Holder © = {hy,---,hp} de b et une base de
Malcev B = {b,,---,b;} de g relative a h de la fagon suivante. On regarde g’ + b par rapport
2 g/~! + b et on suppose qu’on a déja trouvé tous les vecteurs hm, ¢, h, de la base qui se
trouvent dans i N g/~ et tous les vecteurs by, -, by qui se trouvent dans g1+ b

Sigl+h=gi~1 +¥, alors il existe h,_; dans g’ N tel que h,—; = [; modulo un vecteur
dans ¢’~1Nk. Si gl + higj‘l + b alors I; ¢ b+ g’ et nous posons b1 = Ij.
Nous regardons maintenant g* comme un h module et nous prenons comme base de Jordan-

Holder la base duale dans g* de la base {b,, - ,b1,hy, -, hy}. Posons
g; = vect(h, by, -+, b;), g =1,---,r.

On note IH = {i; < iy < ... < is} C {1,..,n} I'ensemble indice de Pukanszky relative a
I’action de H des éléments en position générale dans Qy et Q; I'ensemble des ¢ dans Qy qui
admettent IH comme ensemble indice, Q7 est un ouvert de Zarisky dans €.
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Soit encore

L8 =17 = {j € {1,---,r}| pour presque tout ¢ € 2y, laG; — orbite

de @yq; est saturée par rapport ag;1 }

Nous allons désintégrer la représentation 7|y sur certaines parties TRB de Q¢ qui ont la
forme suivante. Ici R désigne une famille Ry, Ry,- -+, R, de fonctions polynomiales définies
sur Rk, ol k = cardinal (LH ). Pour j > 0, il s’agit de fonctions polynomiales réelles, pour
7 =0, Ro(T),T € R* est une expression polynomiale en T’ d’éléments de . Nous exigeons des
fonctions R; que pour j & L¥, R;(t1,- - -,t;) ne dépend que de (¢, - JEir), Ol igr > 7 > 451

et que pour tout z; € LH, Ri;(t1,+++,tx) = t;. En outre posons

R(T) = Ro(T)- [] explRu(Th), T € B,

=1
et
TBB — (Ad*(R(T))f| T € R*}.

Nous remarquons que 1’application R* 5 T — Ad*(R(T))f est injective.

Prenons sur TF% 1a mesure de Lebesgue dT = dt;dt, - - - dtx que nous noterons dA =
dARB,

Nous disons que la famille R est adaptée a B.

Dans la suite nous serons souvent amenés a faire des changements de base de type

J
b; = Zai,jbi,j = 1" "7k7
=1

olt a;; = 1. Nous trouverons alors une nouvelle famille de fonctions R', telle que pour la

! ' . . .
nouvelle base B’ les espaces %2 et TR P coincident ainsi que leurs mesures.

Soit ¢ — B(4),4 € TB® un choix lisse de polarisations en ¢. On note

@
. d R,B
([, a2 @)

P’ensemble des fonctions  : T8® — |J,cxr,» L*(H/B($), ¢) continues et qui vérifient

918 = [ 1@ acman @ (6) < oo

@ @
On définit /;;R,%H”‘ﬁd)\R’%((ﬁ) comme étant le complété de ([sm H,,d,d/\R"B(qS))c pour la

norme || ||2.
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11-1.4 Théoréme

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algebre de Lie g. H
étant un sous groupe de Lie fermé connexe de G de sous algébre de Lie by, m une représentation
unitaire et irréductible de G liée & une forme linéaire f € g*, soit Qr 'orbite coadjointe associée
a f. Etant donnée une base B de Malcev relative a | et TRB o fermé de Zariski de S décrit

dans (II-1.1) relativement a cette base, dA\B® la mesure sur T2, alors on a

&
M [ ool () (26)

R,%B
oit pour ¢ € TBB_ oy est la représentation unitaire et irréductible associée a ¢ € h*

Preuve

On fait une récurrence sur la dimension de g. Soit Gy = exp(go) ol go = gr—1. On a que

HcGyCQG.

On désigne par B la base de Malcev de g relative a h. Sir € LH onnote pourt € R, R, la

famille de fonctions
R;(t1,~ o tpoy) = Rj(tl,- v tg—1,t), 5 =1, r =1L
définies sur R¥~1. 11 nous faut étudier les deux situations suivantes:

(1) Les G—orbites en position générales sont saturées par rapport a go. Alors on a que
re LY et
R’% —_— Rt;‘Bo
‘Ilgo - UtER‘I

par suite la mesure AR® sur TRB coincide avec ARPe ® dt sur U teR‘IRt Bo,
D’autre part on sait que, en posant f; = Ad*(exp(td;)) fig,»t € R,

T|H = (W|G°)|H;

en utilisant I’hypothése de récurrence sur Gy on obtient

5] ] & Rt
TH / (O'ft)dt ~ / / U¢z|‘)d)‘ ’%°(¢t)dt
R R JIR".Bo
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D
~ / ogdAB(8).
TR,B

(2) Les G— orbites ne sont pas saturées par rapport a go et donc r ¢ LY. 1l en résulte que
la derniére composante de la fonction R est constante. Dans ce cas on a que m|g, = T, = To €t
que si po : g* — g§ est la projection canonique, alors po : Qf — Qy, est un difféomorphisme

qui respecte les mesures. En outre

:KR,‘B ~ :IRO,‘BO

ot Ry = {Ry, -+, Rr—1} et ot THo-Po = Ad*(R(R*)) fy avec fo = Ad*(exp(Rr(0)br)f)jgo-

On a finalement que

& ©®
T ~ o / ogd\FoBo(¢) ~ / o4d\HB(9)
T {CR,‘B

Rp,Bp

ce qui achéve la démonstration.

[ |
I1-2. Construction de ’opérateur d’entrelacement .
I1-2.1 Construction de polarisations et de bases de Malcev.
Définitions.
Nous partons comme avant d’une base de Jordan-Holder € = {ly,---,1,} de g, ce qui nous

donne la base de Jordan-Holder © = {hy,---,h,} de b et la base de Malcev B = {b;,- -+, b1}
de g relative 3 h. On va construire maintenant une polarisation B = exp(b), b C gen f, des
polarisations B(¢) = exp(b(¢)), b(¢) Chen dypy, ¢ € TR.B et finalement une base de Malcev
de b relative 2 b(g), ainsi g’une base de Malcev de b(¢) relative 2 b(¢) N b? ou b? est une

polarisation en ¢ qui sera définie correctement plus tard. Ces bases vont nous définir la mesure
H
H —invariante sur H/B(¢), donc la norme de 1’espace de la représentation EI}r(x;ﬁi) Xg|p €t aussi

I’opérateur infinitésimal d’entrelacement Ty qu’on décrira plus tard.

A.

On va utiliser dans la suite une polarisation B en f construite dans le chapitre I:

Notons a(f) le plus grand idéal de g contenue dans g(f). Si a(f) # g, il existe alors un
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indice j dans {1,---,n} tel que [; € a(f) et [z € a(f) pour tout k > j. Soit alors

m = sup{i € {1,---,n}tel que < f,[l;,1;] ># 0}.
Alors Pespace gq(f) = {u € g tel que < f, [I;,u] >= 0}, est un idéal de codimension 1 dans
g. De plus, si on pose

< fa[ljalk] >

Lo - SDUnE >
<fa[lj’lm] >

Im, pour k € {1,---,m —1}

B_, =1, pour k€ {m+1,---,n},

alors €' = {In, 1}, ,I_,} est une nouvelle base de Jordan-Holder de g et & = {i1,- -, L.}
est une base de Jordan-Holder de g;(f) (cf.[32]).
On recommence cette construction pour gi(f) et fi = flgi(f). On obtient ainsi un

processus qui nous permet de construire & partir d’une base de Jordan-Holder de g,(f) un idéal
gs41(f) de codimension 1 dans g,(f), une base de Jordan-Holder de gs+1(f). Ce processus

s’arréte lorsqu’il existe d €IN tel que

a(fa) = ga(f)-

Il a été prouvé qu’alors gq(f) est une polarisation en f (cf.[32]), et elle coincide avec celle
de Michele Vergne décrite plus haut en (I-1.2) pour la base € et aussi pour la base €'.(cf. [4]).

Dans toute la suite on note B la polarisation qu’on vient de décrire .

B.
Pour chaque ¢ € %% on note b? la sous-algebre b® = Ad(R(T,))b, out Ty est I'unique
élémént de R*, tel que Ad*(R(Ty))f = ¢. Le sous groupe B? associé 2 b vérifie

B® =R(Ty)-B-R(Ty)™".

En fait B® est une polarisation en ¢. En outre la polarisation B(¢) sera la polarisation de Vergne
en ¢|h pour la base de Jordan-Holder © de b.

Nous allons déterminer toutes nos bases de Malcev X(¢) de b relative a b(¢) et 9(¢) de
b(¢) relative 2 b(¢) N b? par récurrence sur dim g +dim g/h.

Posons Y = [;, oll comme plus haut, j est le plus grand indice tel que l; & a(f).

B-1.

Supposons d’abord que h C g1 = {U € g| f([U,Y]) = 0}. Nous changeons comme en
haut 1a base € en €. Alors © = D' et donc B(¢) = B'(¢) = exp(b'(4)) pour tout ¢ € TH®.
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11 est facile de voir que pour la nouvelle base de Malcev B’ de g relative a b construite a partir
de ¢, il existe une famille R' = (R},--, R}) d’applications polynomiales, qui est adaptée a
I'ensemble indice LE,, telle que T7®" = TR® et telle que dT" = dT. Nous pouvons donc
oublier la base € et poser € = ¢'. Donc lp,---,l,—y € g1 etly ¢ g;. L’indice r est maintenant
dans LH, ainsi

‘,Cf:’:B _ UtER(‘thwl’

ot By = {by,-,bp—1} et oll Ry = (Ro(—,---,—,t),---,R,-_l(—,---,—,t)),t € R. Nous
appliquons maintenant I’hypothése de récurrence aux formes linéaires f; = Ad*(exp(th))fig,
ce qui nous donne les bases X(¢) et 2)(¢) pour tout ¢ € TRP dans ce cas.

B-2.

Supposons maintenant que fj ¢ g; et qu’il existe k > 5, tel que Ir € b, mais lr € b pour
k' > k. Nous pouvons donc supposer que tous les éléments de ‘B se trouvent dans g; en les

corrigeant si nécessaire par un élément de f. Soit h' = bh & Rli. Alors D' =D U {l;} et donc

B'(¢) = B(¢) - exp(Rlx), B(¢)=B'(¢)NH.
Nous avons par I’hypothése de récurrence une base de Malcev X'(¢) = {X1(¢), -} de by
relative 2 b'(¢), une base de Malcev 9'(¢) = {Y{(¢), -} de b'() relative a b'(¢) N b? et
une base de Malcev l'(¢) = {Uy,---} de b? relative a b% N b'(4), les indices indiquant que
les choix ont été faits pour §'. Nous ajoutons un multiple de [/ a tous les vecteurs X ;(gb) pour
obtenir des vecteurs X ;(¢) dans § et nous prenons pour X(¢) les vecteurs {X1(#),---,lk}. De
méme, nous changeons les Y/(4) en Y;(¢) € b et comme I; € b® N b'(¢) nous obtenons alors
une base de Malcev 2)(¢) = {Y1(#),- -} de b(¢) relative a b(4) N b?.

C.

Supposons que b ¢ gi, et que Y,l; € h pour tout k > j. Nous prenons b = hNg;.
Nous remplagons € par €' et nous pouvons donc supposer que Iy € . Comme b(¢) et b sont
contenus dans g, "hypothése de récurrence pour §); et g; nous procure les bases D(¢) = V1(9)
et X1(¢). En outre nous prenons pour base X(¢) I’ensemble {I;} U X1(¢). Remarquons que le
vecteur X;(¢4) ne dépend pas de ¢.

D.

Supposons que b ¢ g1, que ljt1, .1, € a(f) et que Y € bh. Soit h' = h o RY et
D' = D U {Y}. Alors la polarisation b'(¢) en ¢y est contenu dans gy et le stabilisateur de
¢y est contenu dans h N g;. Donc b(¢) C b n’est pas contenu dans g;, car Y n’est pas dans le

stabilisateur de ¢|5. Ainsi

B(9) = (B'(¢) " H) - exp(RXo(4)),
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ol Xo(4) est un élément quelconque du stabilisateur de ¢, qui vérifie #([X(¢),Y]) #0. En
outre nous pouvons supposer que X'(¢) et 9'(¢) C b. En plus nous savons d’aprés (11-2.1,B-2)
que X! (¢) de dépend pas de ¢ et que X’(¢) € g1 pour tout j > 1. Ceci nous donne la base de
Malcev X(4) = {X4($), -} de b relative a b(¢) .

Soit Y7(¢4) un vecteur du stabilisateur de ¢5 qui vérifie o([Yi(9),Y]) = la|z, ol a =

#([X1(¢),Y]) # 0. Comme
B(¢)/B(¢)n B* ~ (B'($) H/B'(¢) N B* N H) - exp(RYi(4))
~ (B'(¢)/B'(¢) N B?) - exp(RYi(4))
nous pouvons prendre comme base de Malcev de b(¢) relative a b(¢) N b? la base () =

{Y1()} VD' (4)-

I1-2.2 Description de I’opérateur d’entrelacement

Nous allons décrire maintenant un opérateur d’entrelacement U pour la désintégration cen-
H
trale de 7| 7. Nous écrivons o4 p(¢) POur la représentation irréductible %I(lg) xo de H (¢ € Qy).

Rappelons que pour ¢ € Qj, Iopérateur Ty = Tpy) e envoie S(G/B, f) sur
S(H/B(¢),é). Pour £ € S(G/B, f), la fonction Ty, qui est définie pour tout h € H

par
Tyé(h) = / £(hugg)xs(w)dn(s). 50 (1), (27)
B(¢)/B(¢)nB¢

oll g4 = R(T}) et ot Ty est I'unique élément de R*, tel que ¢ = Ad*(R(T4)f). De fagon plus
générale, on peut définir pour tout g € G et £ € S(G/B, f) la fonction T,¢ sur H par

T,e0) = | E(hug e, (e, m(w), b € H 29
B(og)/B(¢4)NB7

ol ¢, = Ad*(g)f. On vérifie facilement la relation de covariance suivante
Tho-yﬁ(h) = Tg(é)(h ' h0)7 h7h0 € H’g €aG.
Enoncons maintenant notre théoréme principal:

11-2.3 Théoréeme

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algébre de Lie g et soit H
un sous groupe de Lie fermé connexe de G de sous algebre de Lie V). Soit  une représentation

unitaire et irréductible de G liée & une forme linéaire f € g*. Soit € = {ly,---,l,} une base
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de Jordan-Holder de g et B la base de Malcev de g relative a Y. Soit TRB |q partie fermée de

Qy décrite dans (11-1.3) avec sa mesure d\RB,

Si B désigne I'élément de M(f,q) décrit en (II-2,A), et si les mesures sur H/B(¢) et sur
B($)/B(¢)NB? sont normalisées & I’aide des bases constuites dans ( I1-2,B), alors I’application

D
U : S(G/B,f) —_ /TRY‘B Ha¢d)\R,EB(¢)

donnée pour tout £ dans S(G/ B, f) par :

U(€)(¢) = Ty¢

définit un opérateur linéaire d’entrelacement isométrique de

@
mur [ sen@dA ) (29)
TR,B

Preuve

On raisonne par récurrence sur dim G + dim G/H. Notre opérateur U est formellement

un opérateur d’entrelacement. 11 suffit donc de prouver que U est une isométrie.

On garde la base de Jordan-Holder (I1, .., 1) de g telle que I, soit central. On sait qu’il
existe j dans {1,---,n} tel que I; =Y ¢ a(f) et [y € a(f) pour tout k > j, on pose alors
comme avant

g1 ={U € gtel que < f,[Y,U] >=0},

g; est un idéal de codimension 1 dans g. Soit G; = exp(g:). Par définition de B on a que
B C G;.
Nous allons utiliser les notations du paragraphe (II-2.1).

On doit étudier les cas possibles suivants:
Cas1:hCa.

Dans cette situation nous pouvons supposer que presque toutes les G—orbites sont saturées
par rapport g, et que
RS _ R,
Loy = UeRT

Posons pour £ € S(G/B, f) ett € R,

£4(g1) = E(exp(tli)g1)
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et

¢1(g1) = &(g1 exp(th)),

g1 € Gy. En outre soit f; = (Aal*(exp(tll))f)| , B; = exp(Ad(exp(tly))B) et nous écrivons
g1

¢y pour les éléments de <Ad*(R(IRk—1 X {t}))f)lgl. Ainsi,
o = [ ITP")
= A{/@tm ||T¢t£t||%2(H/B(¢t),¢t)d)\Rt’%1(¢t)dt
= [ Wellaqsm. s

= /11& 16 26, /B, pdt

=1éllZ2a/B,p)

Cas 2 : b ¢ gy etil existe k > j tel que Iz € b, I € § pour tout kK> k.

Soit de nouveau §' = f @ Rl;. Alors B’ = {by,---,b,} est la base de Malcev relative a
h'; En outre comme b; = [, I'application R est aussi adaptce a B'. Comme Ty¢ = T4& p pour
tout ¢ € BB, ¢ € S(G/B, f), ou T, désigne I'opérateur infinitésimal pour H', nous avons

que
I Ts(EN22m/B(s),6) = ITH(N a0 18 (6),9)
ou
B'(¢) = B(¢) - exp(Rlx)
et I’hypothése de récurrence nous permet d’écrire que

WO = [, 1Tt hbmm o)

S I Pl O

= l€32(q/B)-
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Cas3:h ¢ g, Y ehetly €bhpourtout k> j.

On pose h; = hNgy et Hy = exp(h1).

Nous pouvons admettre que B C gi. Soit By =B U {X} ou X =11 € h est le premier
vecteur de la base de Jordan-Holder adaptée a g;. Alors B est une base de Malcev de g relative
a b, et pour tout ¢ € IR, la famille B¢ des vecteurs b%,---,b%, ob bt = Ad(exp(tX))b;,(j =
1,---,r), est une base de Malcev de g relative a h? = Ad(exp(tX))h. Nous posons

RY(T) = [ exp(R;(T)b}) = exp(tX) - R(T) - exp(~tX),

i=1

T € R*. Pour tout t € R, £ € S(G/H, f), ¢ € F®® nous avons pour h; € H; que

Tt = [ et muss) (s,
_ / £(exp(tX )hy exp(—tX ) exp(tX Juge)Xo(w)dn(s) 56 (1)
B(¢)/B(¢)nB?

/ E4(exp(tX by exp(—tX Jugp )X en (W) By moe (1),
B(¢¢)/B(é:)NB?t

ot pour ¢ € TRB, ¢, = Ad*(exp(tX))é et ou &(g) = £(gexp(tX)). Soit aussi tg) =

{(exp(tX)-g),9 €G.
On a donc que

€130y = A T,

on applique I’hypothese de récurrence

- /IR[:R,*B, l|T¢*£t||2L?(H{/B(¢t),¢t)d/\R’%‘(¢t)dt
B /IR/‘:CR,ss I T %21, /o), 0y AT ()t

= /@,w IT48113 211/ 804y, AN (8)
= U3

Cas4: b ¢ gy, Y &b mais [ €h pour tout k > .

Nous pouvons admettre que B C gi. On pose h’ =h @ RY, H' = exp(hy).
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Comme b; =Y, les vecteurs {by,--,b,} forment la base de Malcev de g relative a ’. En
outre 1 € L, donc si R' = (Ra,- -, Rk), si

k

TES = T exp(R;(T"))fors € R,
i=2

ou f, = Ad*(exp(sY))f, alors
FRB = U,y TR T

Ecrivons ¢, pour les éléments de %% et R = gt "B’ Rappelons que pour tout ¢ € €,
Ad*(exp(sY))p = ¢ + s X~

(ici X* désigne la forme linéaire qui vaut O sur g; et 1 sur un vecteur X € g pour lequel
f([X,Y]) = 1). Comme pour s € R, ¢, = Ad*(exp(sY'))¢ pour un ¢ € TR.®' nous voyons

que

T = [ [ E(hexp(tY(8.)usR(Ty,)
R JB(¢:)NG1/B(¢s)NB?e

Xo. (exp(tY1(¢s))u1)dp(g,),Bes (u1)dt

- / / E(h exp(tY(8)us R(Ts))x o (exp(tVi(6))ur Jdp(s) pe (w1 )dt
R J B(¢)NG1/B($)NB¢

=/qu(exp(sY))eisw([Yl(¢),Y])
R

(/ ¢(hexp(tY1(4))ui R(Ty))x¢(exp(tY1(¢))u1)dp(4), B¢ (Ul)) dt.
B(¢)nG1/B(¢)NB¢

Alors, d’aprés Plancherel, comme Y;(¢) = aX1(¢), ot a = |¢([X1(¢), Y|z,

1
S A
/m” 0. EllLza/ 3o 00 lad([X1(8), YD JH/B(9) m‘ /(6)/B'($)NB*

£(hexp(taX1($))u1 R(Ts))xs(u1)dp(s), pe (exp(tY1(¢))u1)*dtdm B(4)(R)

1
~ a?¢((X1(0), YD Jur/B:(9)

d’aprés la définition de «. Ainsi

IT3E(R") P dar,prgy (') = I T4E)”

O = [, | 1TotlEannen ™)
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= [ [ [ TP (AN (31)ds
RJT, ™ JH/B(s)

=//R, %,/ /|T¢5é(h)|2dH:,B,(¢S)(h)dtd)\R"‘B'(¢s)ds
RS JH /B (4.) /B

B /xR, " ITHEN T2 (81,00 IN T % (8) = W€l L2y, )

d’apres I’hypothése de récurrence. Ce qui termine la preuve du théoreme II-2.3.
[

@
On va prouver maintenant que 1’image de U est dense dans / L*(H/B(¢), $)d\®P(¢)
TR,®B

et ceci fait I’object de:

11-2.4 Proposition

On garde les hypothéses du théoréme (11-2.3). L’image de l'opérateur U est dense dans
53]
[ PE/B@). 6D
TR, %8
Preuve

On raisonne encore par récurrence sur dim G + dim G/H. On garde toutes les notations
introduites dans le théoréme (II-2.3) et on note dans toute la suite im(U') I’image de U.
Soit  un élément de im (U)+. Nous devons montrer que 7 = 0.
On rappelle que
g1 ={ucgtelque < f,[Y,u] >=0}

est un idéal de codimension 1 dans g. Soit G; = exp(g;), on va étudier les cas possibles

suivants:
Casl:bhCa.
On a alors que
/;R,m < Tyt,n(9) > 120/ B(9),9) AN P() = 0

donc
/ / < Ty, &,m(be) >L2(H/B(60),60) AT (d0)dt = 0.
R J TR, B

Soit v € S(exp(RX)), on remplace £ par v¢, o

(7€) (exp(tbr) - h1) = y(t)€(exp(tdr) - g1).
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On obtient
/]R’Y(t) TR;, B < T¢t€t’n(¢t) > L2(H/B(¢:),¢:) d)‘Rt’%t(gﬁt)dt = 0.

Donc pour presque tout ¢ € R on a que

/TR . Ty, E0,m(be) > 120/ B(s0),0) AT T (B¢) =0

et ainsi d’aprés I’hypothése de récurrence n(¢;) = 0 pour presque tout ¢ € R, d’ou le résultat.

Cas 2 : h ¢ g, il existe k > j tel que Ip» € b pour tout k' > k, mais I € b.

On pose h' = ) & Rl et H' = exp(h’). Comme TRB — gR' B comme Tyé = ThEy et
4 65|

comme donc

@ &
[, B omem = [ e, ont

TR’,‘B’

I’hypothése de récurrence pour H' nous permet de conclure.

Cas3:hZgi,lxeh k> ,etY €.

On pose h; = hNgy et Hy = exp(hy). Utilisant toujours les notations de 3.3 Cas 3, nous

voyons que

/ccn . Tpt, () >12(1/B(#),6) AT ($) =0

pour tout ¢ € L?2(G/B, f). Donc

/]R/icn o Ty, Et,1(b1) >12(H, /B(80),80) AT ($)dE = 0.

Soit v € S(exp(RX)), on remplace £ par v€ et on obtient

/ ~(t) < T, 1($) >L2(Hy/B(oe),60) AP ($)dt = 0.
B TR B

Donc on a pour presque tout ¢ € R que

/’.CR «3 < T¢,§t,77(¢t) > L2(H1/B($:),¢t) dARt’%t(¢)dt = 0.
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En appliquant I’hypothése de récurrence, on trouve que n(¢+) = 0 pour presque tout ¢ € R, et

donc n = 0.
Cas4: h ¢ g,k €h,k>j,etY €bh.

On pose ' = h ®RY, H' = exp(h’). Quite a changer Y1(¢) en y ajoutant un élément de
a( f), nous pouvons supposer que f(Y1(¢)) = 0. Alors d’apres (II-2.3), Cas 4,

/IR < Tp,&0(Ps) >12(H/B(,),6.)
= [ e Oy (exp(ii(9))
R JH/B(¢)
( E(h exp(tY(9))us R(Ty)) o (1o, s (u2)1)
R JB(¢)nG1/B(¢)nB¢

n(¢s)(h)dn,B(g)(R)ds

- / / ( / E(h exp(tY3(8)us R(Ty))xs(exp(tY3(6))u (s, po (1)
R JH/B(¢) JB($)NG1/B(¢)NB?

-q(¢)(hexp(tY1(9))dm, B(g)(h)dt
(o0 a()(hexp(tTa(8) = [ @)W ds, he Hore®,)

=< T4&,q(9) >L2(H'/B'(),6)-

Donc pour tout £ € S(G/B, f), on a que

0=<U(£),n>= /ch’ o <Ts8a(9) > 12 B(9),0) A (),

nous permet de conclure grice a ’hypothése de récurrence que

(&)
] L2(H'[B'(4), §)ANE® 3 ¢ =0,
TR,v‘B’

et donc aussi que n = 0.

1I-3 L’opérateur inverse

Nous allons briévement indiquer comment on peut décrire I’opérateur inverse V de U. Nous

devons utiliser une base coexponentielle € = {e1, -, ¢€c, fet1," fa} de g relative a B,
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c.a d une base telle que 1’application
RY s G/B; (tr, - ,ta) — exp(tafs) - exp(tier) - B

soit un difféomorphisme bipolynomial qui respecte les mesures. En outre S=A{fcr1, -, fa} est
contenu dans h et €; = {eg, -+, e.} est choisie dans g\ (b+b) .
Nous déterminerons cette base par récurrence sur dim (G) + dim(G/H).

Cas E-1

Soit €; C g; déterminée par I’hypothése de récurrence pour (g1, 5). Posons € = {ej } U&;

oll €] € g\ gy bien choisi .
Cas E-2

Ici il suffit de prendre & = &', od & est déterminé par I’hypothése de récurrence pour
(g,b' = b+ Rly).

Cas E-3

Nous prenons & = {er, -,¢€c, fey2, -+ fa} C @i, déterminée par I’hypothése de

récurrence pour (g,h1 = h N g1) et nous y ajoutons fei1 = I €h.
Cas E-4
11 suffit de prendre € = &, obt &' est obtenue pour (g,h' = h + Rl;).

Ecrivons pour chaque Ty = (%1, ,t.) € R°

1

E(Ty) = [] exp(tic)

i=c¢

et définissons par récurrence sur dim (G) + dim (G/H) pour chaque Ty une partie fermée
R%(T,) de G et une mesure dAT0 sur R%(Tp) telle que

RERY = | RAT)- B(Th)
To €Re

et telle que
dA\BB = dp, @ d\T
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ou dr, est la mesure de Lebesgue de R®
Cas E-1

Nous avons R(RF) = U, n R,(R¥). Tl suffit d’appliquer 1’hypothése de récurrence aux R,
pour T{ = (tg,---,t.) € R

Cas E-2

On prend R%(Tp) e.c. obtenu pour (G, H').
Cas E-3

On prend R°(Tp) e.c. obtenu pour (G1, Hy).

Cas E-4

On a que R(t1,t2, ) = exp(t1Y) - R'(t2,---). Nous obtenons pour tout Ty nos objets
R"(T,) et d\'T de la fagon suivante. Il suffit d’écrire R°(To) = exp(RY')- RY(Ty) et dATe =
d\NTo @ Bds, ou 8 = (f,[l1,Y])™".

Utilisons la notation suivante. Désignons par

®
st®) = [ S(H/B(),9*2(9)

’espace des applications continues

K :TR% o | J S(H/B(9), ¢); K(¢) € S(H/B(9), ), ¥4,
¢

®
qui sont contenues dans / L*(H/B(4),$)d "% ().

{cR,‘B

Posons pour K € S(TRB) Ty = (11, te)s

V(K) ( exp(safa) - - eXp(Sct1 fer1) exp(teec) - - exp(ty er) b)

07 [ KA A BN explsafa- - explsenaferJAT(S), (30

pour tout £y, -+, te, Se41,° > 54 € R, b € B.
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11-3.2 Proposition

Pour tout K € S(X%®),V(K) € L*(G/B, f) et |V(E)|r2c/B,5) = | K||2. En plus,
VoU-= IdL2(G/B,f)-
V est alors un nouvel opérateur linéaire d’entrelacement isométrique de (29).

Preuve

Nous démontrons ici seulement I’égalité V o U = Idi2(g/B,5)- On en déduit facilement
que V est une isométrie.

Nous procédons comme toujours par une récurrence sur dimG + dim G/H et nous utilis-

erons les notations de la preuve de (II-2.3).

Cas E-1
Rappelons que ‘Il};;% = U;TR B En outre pour £ € S(G/B, f),51 € G1,t € R,
Vo U(£)(g1 - exp(thh)) = Vi o Us(é:)(g1) = €ulg1) = (g1 - exp(thh)),
ob U, désigne I’opérateur d’entrelacement défini pour (G1, ) et Ad*(exp(tly)) flg: et ou
Vi: S(%FB) — L*(G4/B, fr)
est "opérateur inverse de U; d’aprés I’hypothese de récurrence.

Cas E-2

Comme U'(&)jg = U(£) pour ¢ € S(G/B, f), et comme V(K) = V'(K') pour tout
K e S(xRB) K' € S(ZR P tels que K'(¢) g = K(¢),9 € T3 on voit que

VoU-= ViolU' = IdL2(G/B,f)-

Cas E-3

Soit U; 'opérateur défini pour (Gy,Hy). Alors pour § € S(G/B,f),K ¢ S(3%%)
on a que U(£); = Uy(&) pour tout ¢t € R et si V; désigne I’opérateur inverse de Uy, alors
Vi(Ky) = V(K)¢. Ici Ky est defini par

Ki($)(g1) = K(¢)(exp(th) - g91), g1 € Gi1,¢ € ghB
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Ainsi V o U(£)(g1 - exp(th)) = V1 0 Ur(&:)(91) = &ulg1) = &(g1 - exp(th)).

Cas E-4
Comme pour ¢ € S(G/B, f),

DEN6I) = [ U hexrFi @) xslexp(tyi()e™#CHO Vn

et comme V = / V!ds, ot V! désigne I’opérateur inverse de U, associé a (G, H') et ¢, nous
R
voyons que

VoU () (exp(tl )-g1) = /m V! ( /m e8IV DI(4)(€)(exp(tly) - g1 exp(r¥i(8)))xo(exp(tVi

- [v ( [ v eneespitn) o exp(rYI<¢>>>><¢<exp<m<¢>>dr) ds
R R

= V' o U'(€)(exp(th) - g1) = £(exp(th1) - 91)-
Ici U’ désigne ’opérateur défini pour (G, H', f).

I1-4 Opérateur d’entrelacement pour le produit tensoriel

de représentations irréductibles.

11-4.1 Désintégration du produit tensoriel

Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent. Soient 7;(j = 1,2) deux représentations
unitaires et irréductibles de G associées 2 deux formes linéaires f1, f2. Les orbites coadjointes
de fi et f, seront notées par la suite par Q; et Q. Le produit de Kronecker extérieur de 7y et
de 75, noté m; x my, correspond a la G2 = G x G orbite Q(m; xm2) = XN C gD g*. On
identifie G au sous groupe Ag = A de G? constitué par les éléments diagonaux.

L’ application de Kirillov-Bernat 6 : g* — G induit un isomorphisme topologique de
I’espace des orbites g*/G sur G.

Soit p : g* dg* — g* "application restriction et v = (¢ © p)x(), ot p désigne la mesure
G2 invariante sur I’orbite Q5 x ;. Alors il est clair que

(m1 X T2)|ag = M1 ® m,
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et ainsi d’aprés [13] et [28]

@ @
T ® Ty / mamdy(m) =~ / opa,kydi(l, k) (31)
G Q1 xXQ2/Ac

od m(r) est le nombre des G—orbites incluses dans £2; x {23 N p~H(Un)).

11-4.2 Notation et choix des bases:

On pose g2 = g & g, Ay la sous algebre de g? constituée par les éléments diagonaux. On
note I = 7y x g et Qp =Ny x Q2 Cg* D g™

On part d’'une base de Jordan-Holder ® = (Ii,--+,1,) de g telle que I, soit central.
L algebre de Lie de Ay posséde comme base les vecteurs

Lo=(0), I = (In, In).

A partir de la suite de Jordan-Holder © de g, on considere la base € de Jordan-Holder de

¢= <(07 ll)’ (11,0), Tt ’(Oa ln)» (ln’ 0))’

on fait fonctionner 1’algorithme décrit dans le paragraphe (II-1.3) pour obtenir & partir de € la
base de Jordan-Holder de Ay

et la base de Malcev relative & Ay

B = (bl = (In,0), -+, bp = (11,0)). (33)

On pose alors

Apcgicgic..cgi=¢%,

ol les sous-algebres g2 sont construites de la maniere suivante: pour ¢ € {1,---,n} on pose
i
g?=0,® > Rby, (34)
k=1

Soit encore G2 le sous groupe de G2 associé 2 la sous-algebre g7.
[ T
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Rappelons que L6 est par définition I’ensemble des ¢ dans {1,---,n} tels que la Gf —orbite
de (f1, f2))g2 est saturée par rapport ag? .. Ainsi i € LA¢ si et seulement s’il existe U € g’

tel que ad*(U)(f1, f2) = 0 sur g?_, et ad*(U)(f1, f2)(b:) = 1.
n—i+1

Ecrivons U = (X +X;,X)avec X € get X; € ¢, = Z Rl;. Alorssi0 <n—i+1<y
on a que ="
ad* (X + X;) fi + ad*(X)f2 = 0 et ad*(X + X;) f1(1;) = 0,

et en plus ad*(X + X;)f1(ln—iz1) = 1. Ainsi
1% = {i € {1,---,n}| ad* (8(fig:_,) \ 8( i) (f1 + fo) N ad*(gi) fr # 0} . (35)
Soit Ry = O,Rj(tl,“-,tk) =0siy € LAG et R]‘i(tl,---,tk) = t;, 81 3; € LAG,(j =

1,---,k = card(L2¢)) et soit

R(T) = (I] Ad*(exp(R{TO,)fs, f2). T € B

i=1

Alors la partie T3 de Qy, 5, définies dans (1I-1.3) est ici I'ensemble

22 = [(Ad(RD)f, f2), T € RE} = (4d"(R®fu. f2). (36)

Tl nous reste a écrire I’opérateur d’entrelacement, commengons par prouver ce Lemme:

Lemme:

Soient By et By les polarisations de Vergne en fy et f, relative a la base D, alors B =

B, % B, est la polarisation de Vergne en (f1, f2) relative a la base €.
Preuve :

Ceci découle immédiatement du fait que pour tout ¢,5 € {1,--,n}

gi(f11g,) % 9(f21g;) = (8 % 91)((f1’f2)lg,~xgj)-

On sait que ’espace de la représentation 7; @ 72 est I’espace

L2(G/By, 1) ® I*(G/By, f2) = I*(G x G/By x By, (. f2))



76 Ch II-Désintégration des restrictions de représentations unitaires

et donc pour ¢ = (¢1, f2) = (R(T)f1, f2) € TR.B on obtient

U@ = [ R s (a0, 3 €

Nous remarquons que le produit tensoriel 7 ® 7y, se décompose en une intégrale ou in-

terviennent seulement les représentations associées aux formes linéaires é1 + f2, OU @1 €
k

Ad*(R(R")) fi-

11-4.3-Exemples

1)

Prenons d’abord le groupe de Heisenberg H; = R?® avec la multiplication
! ! ! ! ! ! 1 ! !
(z,y,2) - (2',y', ) = (e + 2"y + ', 2+ 2" + 5(ey —2y)).

Soit ® = {X,Y, Z} la base usuelle de I’algébre de Lie b, de Hj, telle que (X, Y] =Z.

Alors € = {(X,0),(0,X),(¥,0),(0,Y),(Z,0),(0,2)} et B = {(Z,0),(Y,0),(X,0)}.
Déterminons L2 pour 7 = 7y ® T, ol 7 et 7, sont les deux représentations irréductibles de

H, associées aux deux formes linéaires non nulles A = (0,0, ) et u = (0,0, p) de by.

Supposons d’abord que A + p # 0. Nous voyons que 1 n’est pas dans L, car sinon on
devrait avoir ad*(U)A(Z) = 1, pour un U € by, ce qui est impossible. Si 2 € LA, il faudrait
que ad*(U + BY)(N) + ad*(U)(p) = 0 et ad*(U 4+ Y )(A)(Y) =1, pourun S € Ret U € h;.
Mais alors

ad* (U)X + p)(Y) = —ad"(BY)(N)(Y) =0

et aussi

ad*(U)Y(N)(Y) = 1

ce qui est impossible, comme A + p # 0. Par contre I'indice 3 est dans LA, il suffit de prendre
U et V dans b, tels que

ad*(U + V)A = X* = —ad*(U)p od X* =(1,0,0) € b}.

Ces conditions déterminent U et V de fagon unique modulo RZ.

Nous pouvons donc prendre pour TR.B a partie

TR = (Ad*(expRX)A, p) = +RY*,p),
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ot Y* = (0,1,0) € h}. Ceci nous donne pour tout s € R,g € H;, pour tout ¢ € L*(R?*) =
7_{1“®7r“,

U(E((X = s Y™, u)(g) = &(gexp(sX), 9),

comme pour tout ¢ € TP, B(¢) = vec(Y, Z) et B(¢) N B = B(¢).
Si A+ p =0, alors 2 et 3 sont dans L. Alors
TRB — (A + 2+, -)),
et pour tout ¢ € TBE B(¢) = h;. Alors pour s,t € R,g € Hy,
UEtAX™ — sAY™)(g) = /]Rf(g cexp((u +1)X), g -exp(uX))ei)‘(s(t_“))du.

2)

Prenons comme deuxiéme exemple le groupe
G = {(aij)lai; € Ryai; = Lai;=0,i>7,1<1,j <5}

des matrices carrées d’ordre 5 triangulaires supérieures. Prenons comme base © de I’algebre
de Lie g de G la partie D = {E; j|i < j} de g formée par les matrices élémentaires F; ; =
(8k,i61,5)k,1. Identifions I’espace dual de g avec I’espace Ti des matrices carrées d’ordre 5

triangulaires inférieures strictes a I’aide de
(A,B) —tr(A-B) ,A€g,BeTu.

Alors Ia base duale D* de D est formée par les vecteurs D* = { E; ;|i > j}

Prenons maintenant pour formes linaires f; = E5; et fo = E, . Alors
ad*(g)fl = VeCt{EQ’l, E371, E4,1 N E5’2, E5,3, E5,4}
et

ad*(g)f2 = VCCt{Eg’Q, E4y3}.

Ainsi ad*(g)fi N ad*(g)f2 = (0) et alors L® = 0, d’apres (35). Ainsi 7, @ T, > 7Tfy1f, €St
irréductible.

Cet exemple a été suggéré par Corwin et Greenleaf dans [13].
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I1-5 Exemples .

II-5.1

Soit g I’algébre de Lie réelle nilpotente de dimension 4 avec la base (X,U,Y,Z) et les
crochets non nuls [X,U] =Y, [X,Y] = Z. On désigne par G le groupe de Lie associé, on pose
f = Z* et b la sous algebre de Lie engendrée par (X, Z ). Soit H = exp(h).

La polarisation By construite suivant le procédé (II-2.1,A) en f = Z * est dans cet exemple

By = (U,Y, Z) et la base de Malcev B relative a b est formée des vecteurs
B={ZY,U}.
Relativement a cette base, on a que
TRB — {exp(tY)f,t € R} = {Z* +tX*,t € R}.

En outre
U(€)(exp(yY ) f)(exp(22) - exp(e X)) = e~V E(y)
pour tout ¢ € L*(G/Bo, f) ~ L*(R, f).
L opérateur inverse U ™! est donné pour tout K € L*(R) et go € Bo par

U~ (K )(exp(2X)g0) = X7 (90) / K(exp(y¥)f)(e)e™"*¥dy.

I1-5.2

Supposons maintenant que h = (U, Z). La base B devient alors {Y,X} et L = {2}.

Relativement a cette base, on a que
® = {exp(tX)f,t € R},

et donc ,
U(€)(exp(zX) f)(exp(22) - exp(ul)) = e~ e ™7 ¢(exp(eX).

pour tout ¢ € L?(G/By, f) ~ L*(R, f).
L opérateur inverse U~ est donné pour tout K € ( / Cdt)c et go € By par

U~ (K)(exp(eX)g0) = X5 (90) K (exp(zX) f)(e)-
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I1-5.3

Soit g I’algebre de Lie réelle nilpotente de dimension 5, donnée par la base (X1,-+,X5s)
et les crochets non nuls [X5, X4] = X3, [ X5, X3] = Xo, (X5, X3] = X;. On désigne par G le
groupe de Lie associé, on pose f = X{ et b la sous algebre de Lie engendrée par le vecteur
(X3). Soit H = exp(h).

La polarisation By construite suivant le procédé (1I-2.1,A) en f = Z* est dans cet exemple
By = (Xy,-++,X4) et la base de Malcev relative a §

B = {X1, X3, X4, X5}
Relativement a cette base, on a que
TRP = {exp(25Xs5)f,z5 € R}.
Soit 7 la représentation correspondante & X7 et x le caractere de H définit par
xa(exp(tX2)) = 2Tt

alors on a que
5]
T\H 2/ X,\d)\.
R

On a que
U(€)(exp(z5Xs) f)(exp(2:X2)) = e'*2%¢ (exp(v5X5))

pour tout £ € L*(G/By, f) ~ L*(R, f).

7]
L opérateur inverse U~ est donné pour tout K € ( / Cdt)c et go € By par
R
U (K)(exp(z5X5)g0) = x}l(go)Ix’(exp(m5X5)f)(e).

I1-5.4
Supposons maintenant que § = vect(Xs, X ) et la suite de Malcev relative a b
h = vect(X;, Xs) C vect(h, Xz) C vect(h, X2, X3) C vect(h, Xo, X3, X4) = @.

On a alors que

TRP ~ {exp(22X2)f, 22 € R} = {X7 +22X5, 72 € R}
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et que
@
7T|H2/ XX +AXgdA
R

ol x x*+axy estle caractére défini sur . On a que
U (€)(exp(2X2) f)(exp(z1.X1) exp(z5 X)) = ™7 !5 (exp(2X2))

pour tout ¢ € L%(G/Bo, f) ~ L*(R, f).

®
L’ opérateur inverse U ™! est donné pour tout K € ( / Cdt)c et tout go € By par
R

U~ K)(exp(z5X5)g0) = X;l(go)/]RK(exp(achg)f)(e)e"i”“’dmg.

II-5.5

Supposons maintenant que f = Xj + X3 et h = (X5, X2, X 1), soit la suite de Malcev

relative a b
h C vect(h, X3) C vect(h, X3,X4) = 9.

Nous voyons que TRB — {f} il en résulte que 7 est irréductible. Le théoréme (11-2.3) nous
oblige de prendre la polarisation By = vect(X1, X2) dans h en f.

L’ opérateur d’entrelacement sera donc

U(&)(f)(exp(zy1 Xy) exp(x2 Xo) exp(z5X5)) = e %1725 £ (exp(25 X))

pour tout ¢ € L%(G/Bo, f) ~ L*(R, f).
L opérateur inverse U~ est donné pour tout K € L*(H/By) et tout go € By par

U~ (K)(exp(25X5)g0) = X5 (90) K (f)(exp(es X5)).

I1-5.6 Contre exemple.

On va montrer finalement dans cet exemple que le choix de la base de Malcev relative a b
doit étre nécessairement comme dans (II-1.3). On reprend toujours I’exemple précédent, b étant
la sous algebre de Lie engendrée par le vecteur central (X1). Soit H = exp(h).

Prenons la suite suivante de Malcev relative a b

hC VCCt(b,Xg,) C VCCt(h,X5,X2) C vect(b,X5,X2,X3) C VeCt(b,Xs,XQ,X3,X4) =g.
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Relativement a cette base, on a que
TRB = fexp(tX,)f,t € R} = {X] +tX:,t € R}.
Avec cette base, notre opérateur d’entrelacement sera donc

U(€)(exp(2X2)f)(exp(a1X1)) = e~ {(e)
pour tout ¢ € L%(G/By, f) ~ L*(R, f). Donc U ne peut pas &tre une isométrie.

I1-5.7 Contre exemple.

Soit g I’algebre de Lie engendrée par les vecteurs X, P, Y,Q,Z, A, B avec les crochets
[X,Y]=[P,Q)=[A,B]=Z.

Soit h = vect(X,P,Y,Q,Z),f = Z*, et soit € = {B,A,X,Y,P,Q,Z} une base de Jordan-
Holder de g. Donc la base de Jordan-Holder associée a f décrit dans I’algorithme (II-1.3) est
¢ = {X,Y,P,Q,Z} et la suite de Malcev relative a | est (h,RA,RB). 1l est clair que les
G —orbites en position générale sont saturées par rapport a la sous-algebre h @ RA, il en résulte

que la partie T®® est isomorphe a
{exp(bB)f, b € R}.

La polarisation By construite suivant le procédé (II-2.1,A) en f = Z* est dans cet exemple
B = vect(A,Y,Q, Z), et la polarisation qu’on doit prendre dans h en f est vect(Y,Q, Z).
Notre opérateur d’entrelacement est alors donné pour tout ¢ € S(G/By, f) et h € H par

U(&)(exp(bB)f)(h) = {(hexp(bB)).

Vérifions qu’on a bien un opérateur d’entrelacement:

1T @©)3 = / / U (€)(exp(bB) £)(B)[2da, gy (R)AXT"" ()
TR2 JH/B(¢)

= [ [, lelxp(aX) exp(pP) exp(bB) e
R JR?
= ||€N132(a/B)-
D’autre part, en écrivant G = exp(RB) - exp(RX)- exp(RP) - By, I’opérateur inverse U1
@
est donné pour tout K € / L2(H/B(q5))dXxR"B(¢) et tout go € By par

TR,B

U~Y(K)(exp(bB) - exp(zX) - exp(pP) - go) = X;I(go)K(exp(bB)f)(exp(:cX) - exp(pP)).
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On va montrer maintenant que le choix de la polarisation B est important. Prenons par

exemple la polarisation vect(Y, @, Z, B) en f, I'opérateur d’entrelacement sera donc

U(&)(exp(bB)f)(h) = {(hexp(bB)) = £(h)

pour tout ¢ € L2(G/B, f) et h € H. Cet opérateur ne dépend pas de b, donc il ne peut pas étre

une isomeétrie.



Chapitre 111

SUR LE CORTEX DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS

Soit G un groupe localement compact et 7 une représentation continue de G sur un espace
vectoriel de dimension finie . On dit qu’un point v € 90 (respectivement sa G—orbite {2 =
7(G)v) est infiniment petit par rapport a I’action de G, s’il ne peut pas exister deux voisinages
G—invariants disjoints de 0 et de v.

Autrement dit, en terme de 1’espace des orbites U /m(G) sous I'action 7 de G équipé de la
topologie canonique quotient, v est infiniment petit par rapport & I’action de GsiQ=n(Get
Qo = {0} ne peuvent pas étre séparées au sens de Hausdorff dans /7 (G).

L’ensemble des éléments infiniment petits de 3 par rapport a 1’action de G s’appelle le 7—
cortex de 0, ou plus simplement le w—cortex, et il se note Cor (D).

Manifestement v € Cor,(0) si et seulement s’il existe des suites {ni}r CVet{gr}x CG

telles que lim vy = 0 et lim 7(gx)vi = v.

Si G est un groupe de Lie nilpotent et 7 est une représentation unipotente de G, on définit

le cortex des invariants de 7 et on le note ICor,(J) I’ensemble

{veW: P(0) = P(v) pour tout polyndme G—invariant sur V}.

Il est clair qu’on a toujours

Cor, () C ICor. (D). (37)
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Dans la littérature (cf. [41]) le cortex a été défini autrement:

soit G un ' groupe localement compact et G Pensemble des classes d’équivalence des
représentations unitaires et irréducible de G. G, équipé de sa topologie usuelle, s’appelle 1’espace
dual de G (nous allons décrire cette topologie plus tard). En général, G est loin d’étre un espace
de Hausdorff. Le cortex de G, Cor (G), est I'ensemble fermé de toutes les représentations 7 € G

qui ne peuvent pas étre séparées au sens de Hausdorff de la représentation triviale 1 of G.

Si G est nilpotent, connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g, ’lhomomorphisme
de Kirillov nous permet de dire que les deux définitions ci-dessus coincident, mais dans le cas
général il n’est pas clair que ces deux définitions sont liées.

Tl est bien connu que la topologie des voisinages de 1 est reliée a la structure du groupe
G. Vershik et Karpushev [41] ont établi des connections entre la cohomologie de G pour les
espaces des représentations unitaires et le cortex. Boidol, Ludwig et Miiller [7] ont étudi€ le
cortex des groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexe qui sont un produit semi-
direct de la forme RxR". Dans [6] M. Bekka and E. Kaniuth ont étudié cet ensemble pour

différentes classes de groupes.

Trés récemment, Annette Markfort a étudié le cortex des groupes nilpotents de pas deux qui
ne contiennent pas des éléments compacts non-triviaux. En particulier, elle a montré que dans
ce cas le cortex coincide avec le support de la représentation de conjugaison qui sera définie

plus tard.

II1-1 Généralités

On introduit d’abord quelques notations. Soit G' un groupe localement compact et C*(G)
sa C*—algebre. On utilise l]a méme notation 7 pour une représentation unitaire de G et la
représentation correspondante de C*(G), et C*-Ker(w) est le noyau de 7 dans C*(G).

Si o et T sont deux représentations unitaires de G, alors o est faiblement contenue dans 7,
(o <7)si
Ker(r) C Ker(o).

Pour une représentation unitaire = de G, le support de 7 est I’ensemble fermé
Supp(w) = {r € G;r =<7}
On va décrire la topologie sur G, pour cela on pose

Prim(C*(G)) = {C*-Ker(r), 7 € G},
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C*-Ker (7) est un idéal dans C*(G), un tel idéal est appellé primitif.

Topologie de Jacobson: elle est définie sur I’opération de fermeture suivante: pour tout
S C Prim(C*(G)), C* — Ker () € Prim(C*(G))

C*—Ker(m)eS« (| C*Ker(p) CC* - Ker ().
c*-Ker(p)es

On montre que c’est bien une topologie sur Prim(C*(G)), cette topologie n’est en général pas
séparée. ,

Soit ¥ : ¢ — Prim(C*(G)), ¥(r) = C*-Kex(n), (7 € G).

On munit G de la topologie image réciproque par ¥, c-a-d les ouverts dans G sont les
ensembles ¥~1(O) ot O est un ouvert dans Prim(C*(G)).

La topologie sur G peut étre décrite autrement.

Topologie de Fell: soit 7 € G, ¢ € Hq, ||€]| = 1. Pour tout compact K C G et tout € > 0,

on pose
UK, e) = {p € G: IpeH,, ||l = Ltels que sup,c x| < 7(9)6,€ > — < plg)n,n > | <e }

alors U(K, €) est un systdme fondamental de voisinages de © € G, on a donc que: limm; =7

si et seulement si pour tout £ € Hy, ||€]l =1, 3ni € Ha,, |Insll =1 tel que
lim < m(g)ni,ni >=< m(g)€,€ >

Si H est un sous-groupe fermé de G, 7 une représentation de H, alors on note IIICI;dT la
représentation de G induite de 7, cette représentation est décrite dans le premier chapitre.

Soit maintenant G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g. Soit 7 est une
représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert H, si ‘H est I’ensemble des vecteurs

C* dans H, alors la formule

Too(X)E = %(w(exp(tX)g))tﬂ, Xeg EeH®

définit une représentation de 1’algebre de Lie g sur H™. L’extension de 7, a u(g), I’algébre en-
veloppante de 1’algebre complexifiée de g sera notée par le méme symbole. Si 7 est irréductible,

alors il existe un homomorphisme yr du centre Z(g) de u(g) dans C tel que

Too(@) = xx(a)I, pour tout a € Z(g),

(cf. [42], 4.4.1.6). xr est appellé le caractere infinitésimal de 7.
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I11-1.1 Proposition [6]

Soit G un groupe de Lie connexe et w une représentation dans le cortex de G. Alors 7 a

un caractére infinitésimal trivial, c-a-d X= = X14-

Si le groupe G est nilpotent connexe et simplement connexe, on sait qu’il existe un
isomorphisme entre Z(g) et I'algebre I(g*) de toutes les fonctions polynomiales complexes

G —invariantes sur g* (cf. [42]). Soit f € g*. Alors on a la formule suivante:

Xmy (a) = a(f), a € Z(g),

oll a est identifié avec le polyndme correspondant de I(g*) et a(f) sa valeur en f. Ceci nous
permet de calculer les représentations de G avec un caractere infinitésimal. Maintenant, il est
clair que pour f € g*, 7y a un caractére infinitésimal trivial si et seulement si f est un zéro
commun de tout P € I(g*) avec P(0) = 0. Notons

ICor(g*) = [] P~'{0}, (38)
Pel(g*)
on a alors que
Cor(g*) C ICor(g"). (39)

III-2 Cortex des algébres nilpotentes de petite dimension

On suppose dans toute la suite que G est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe. g étant I’algebre de Lie de G, on étudiera le cortex de g* sous I’action coadjointe, cet
ensemble sera noté par la suite par Cor(g*).

Plusieurs travaux ont été publiés sur le cortex des groupes localement compacts, mais on
n’en a pas donné une forme explicite, ceci est di au fait que sa structure est incroyablement
compliquée. Cependant, nous avons calculé dans un premier temps le cortex des groupes de Lie
nilpotents de dimension inférieure ou égale & 6 dans I’espoir de comprendre la structure de cet

ensemble pour les groupes de Lie nilpotents (cf.[2]). Nous avons prouvé le résultat suivant:

II1I-2.1 Proposition

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe de dimension inférieure

ou égale a six, soit g l'algébre de Lie de G, alors on a

Cor(g*) = ICor(g"). (40)
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La preuve de cette proposition est basée sur I'étude des classifications des algebres de Lie
nilpotentes de dimension inférieure ou égale a six qui sont faites, d’une part par J. Dixmier pour
les algebres de Lie de dimension cing, et d’autre part par une série d’auteurs pour la dimension
six tels que V. V. Morozov (1958), T. Skejelberd et T. Sund (1977), K. A. Umlauf (1891) et M.
Vergne (1966).

Nous n’allons pas reproduire tous les calculs du cortex pour ces algebres, on laisse au
lecteur le soin de les consulter dans [2].

Notons de méme que Bekka et Kanuith [6] croyaient que pour des groupes de Lie nilpotents

de dimension six 1’assertion
Cor(g*) = G/Z

ol Z est un certain sous-groupe de G est vraie, mais lors de la preuve de la proposition ci-dessus,
nous avons alors prouvé que ce n’est pas le cas.
Application: on utilise maintenant ce calcul pour déterminer le cortex de la classe suivante

d’algebres de Lie nilpotentes.

Soit g une algebre de Lie nilpotente telle que toutes les orbites coadjointes sont de dimension
maximale plus petite ou égales & deux. La classification de cette classe d’algebres a été faite
par Arnal, Cahen et Ludwig (voir [1]). Ils ont montré que sous cette hypothese, g est I'une des
algebres suivantes:

a)g = R @ gy ol g; est un idéal abélien de codimension un.

b)g = g6,15 ®U ou U est un idéal central et g¢ 15 est ’algebre nilpotente de dimension 6

dont une base (Xj)1<j<e Vérifie
[X1,X2] = X4, [X1,X3] = X, [X2, X3] = X5
¢) g = @54 ®U ou U est un idéal central et g5 4 est I’algebre nilpotente de dimension 5
dont une base (X;)1<;j<s Vérifie
(X1, Xa] = X3, [X1,X5] = Xy, [X2,X3] = X,

1l en résulte que le cortex de g est 'un des ensembles suivants:

a) si g = R@g; ol g; est un idéal abélien de codimension un, alors Cor (g*) = ICor (g*).
b) Si g = ge,15 ® U, alors Cor (g*) = Cor (gg 15) = vect (X5, X3,X3).

¢) Sig=gs4+®U, alors Cor (g*) = Cor (g5 ,) = vect (X, X3).
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Si g = R@® gy ol g; est un idéal abélien de codimension un, alors Cor (g*) = ICor (g*)
(cf. [7]). Le calcul du cortex dans [2] nous permet de compléter la preuve.

Pour résumer, on a le résultat suivant:

111-2.2 Proposition

Soit g une algeébre de Lie nilpotente telle que toutes les orbites coadjointes de dimension

maximale égales & deux, alors le cortex de g est un sous-espace vectoriel et on a que

Cor (g*) = ICor (g*).

III-3 Sur le cortex de différentes classes de groupes.

On va rappeller maintenant quelques notions qui sont déja mentionnées dans le chapitre L.
Soit B = (I1,.., 1) une base de Jordan-Holder de g* et soit B, = (b1, .., bn) la base duale
dans g , c-a-d. < l;,b; >=§;;; 1 < 4,5 < n. On note pour tout 5 € {1,..,n}, g; = vect <
bi,..,b; >; ’ensemble indice eB(f) = {i1 < .. < iq} d’un élément f dans g* relatif a B est

aussi I’ensemble suivant de {1,..,n}:
i€ ®(f) e o) +ei1G of) +e5

ot a(f) est le radical de la forme (z,y) =< f, [z, y] > sur g.
On considére la relation d’ordre sur les ensembles indice définie dans le chapitre I, soit e

le plus grand indice pour cette relation d’ordre. Introduisons la fonction polynomiale suivante

Q2(f) = det{< f,[bi,b;] >:4,5 € e}.
Q2 est une fonction polynomiale invariante et homogene de degré d sur g* et dans toute la
suite, on dira que f est en position générale si Q3(f) #0.
On notera X f au lieu de ad* X (f) ol ad* désigne la représentation coadjointe sur ’algebre
de Lie de G, et gf I’ensemble { X f, X € g}. De la méme fagon, on notera pour X, Yeget
f e g, XY f au lieu de ad*Xad"Y f

Nous allons prouver ce lemme qui va étre considérablement important dans toute la suite.

I11-3.1 Lemme

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algébre de Lie 9. Soit

f € Cor (g*), alors il existe (fy), N en position générale et (zp) N € G tels que

fp —0et f=Iim Ad*(wp)fp'
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Preuve

Dans le cas ot les formes linéaires f, ne sont pas en position générale, on peut trouver une
suite ¢, € g~ tel que:

Q?(qp) #0, et Qe%(fp + €pqp) # 0,

oll €, est une suite de nombre réel aussi petit que 1’on veut pour que,

lim Ad*(exp(Xp))f, = lim Ad*(exp(X,))(fp + €pp)-

La représentation de conjugaison v est définie sur L%*(G) par

vo(2)f(y) = f(z7! -y - x)

pour tout z,y € G et f € L?(G). 1l est possible de décrire le support of 7g comme suit (cf.
[24]): pour h € g* on a
7 € Supp(ye) <= 3 (fn) € g%, zn,yn € G tel que
h = lim(Ad*(2a) fn = Ad*(y2) fa)

= he{Q;—Q, fEg).

En effet, il n’est pas difficile de voir que si Ag est le sous-groupe {(z,z) : z € G} de
GxG
G x G, alors ¢ est la restriction 2 Ag de la représentation gld 1g. c-ad
G

GxG
~¢ = Ind lg/Ac.
Ag

1l a été prouvé dans [24] que le cortex est inclu dans le support de cette représentation pour
tous les groupes moyennables, mais 1’égalité n’est pas toujours vraie.

Soit maintenant I € g* et §; I’orbite coadjointe associée a [. Alors 1’orbite €2; est dite plate
si elle est un sous-espace affine de g* et ceci est équivalent aux conditions suivantes

1) g(1) est un idéal de g.

) =14+g(D)t.

Rappelons que Bekka et Kaniuth [6] ont montré que si G est un groupe de Lie nilpotent de
pas 2, alors

Cor(g)= {X1,Xecg,le g}
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Nous allons maintenant généraliser ce résultat pour une classe plus grande d’algebre de Lie.

111-3.2 Proposition

Soit g une algébre de Lie nilpotente de pas r (c-a-d la suite centrale descendante d’ordre

r est non nulle et est incluse dans le centre de g), alors:

Cor (g*)C {XI, X eg, l€g*}

en plus

(X1 Xreal, Xi € 9,1 € g} C Cor(g")

Preuve
Soit f € Cor (g*), alors il existe une suite f, € g* et fn — 0, une suite X,, de points
de g telle que:
Ad*(eXP(Xn))fn — f.

Par suite :

fn + Xnfn + . +(")r1f f
n nJn (_1)'7),

donc

r—2

f e{X[Id + %+....+ X (),X €g,1 €g* }.

(r—1!

L’ opérateur

étant inversible, par suite on a

Cor (g*)C {XI,X €g, 1 €g*}.

D’autre part, soit Xi,..., X, €get f € g5, Xp =nXj et fn = 1Xy - Xpoq - f, alors:

fa —0
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et
Ad*(exp (Xn))fn = fn + Xy Xpor - f

donc
(X1 X,1-f, Xi€g, feg*}C Cor(g")
puisque Xy ---X,_1 - f = lim Ad*(exp(Xn)) fn-

111-3.3 Théoréme

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g, et
supposons que toutes les orbites coadjointes dans g* associées aux formes linéaires en position

générale sont des variétés affines (ceci est le cas quand G est de pas 2), alors

Cor(g")= (X1, Xeg, € g} =Supp(75)-

Preuve

. PN 1
Soit I € g* en position générale et I, = — I, n € IN*, alors
n

A Iy =1n + o)t =1 + o(DF
d’ou
g()t={X1, X € g} C Cor(g").
Par conséquent {X!, X € g, leg}C Cor(g*) puisque Cor (g*) est un ensemble fermé.
D’autre part, soit f € Cor (g*). Il existe X, € get f, € g* en position générale tel que

fa—0cet
Ad*(eXP Xn)fn — f

alors Ad*(exp Xn)fn € Qy, = fn + 9(fa)t = fn + 9fn, il en résulte qu’il existe (Yn) neIN*
tel que
Ad*(exp Xp)fn = fa+Ynfo — f

et enfin

fe{Xk,Xe g, ke g}

Remarquons que si [ € g* n’est pas en position générale, alors on peut approcher [ par une suite

de formes linéaires en position générale, finalement on obtient

(X1,Xeg,le g} CCor(gh) C{X!,X€g,leg"}
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et puisque Cor (g*) est un ensemble fermé, on a le résultat.

D’un autre coté, on a que

Supp(va) = {m € G : he{Q;—Qy, f€ g*en position générale} },

puisqué toutes les orbites en position générales sont des variétés linéaires, donc Qp = f+a(f )+,

et alors

Supp(ve)= {X1, X €g, l € g} = Cor (g").

D’apres (39), on a
Cor(g*) C ICor(g"),

mais 1’égalité (40) n’est pas toujours vraie. En effet, soit g ’algebre de Lie nilpotente de

dimension 8 engendrée par (X1, ..., X6, Z1, Z2) avec les commutateurs non triviaux suivants:

[X17X5] = Z17 [X27X3] = Zl

[X17X6] = Z?a [X27X4] = ZZ

Tl est clair que g est nilpotente de pas 2, donc d’apres le théoreme (III-3.3) on a:

Cor(g*) = {XI, X € g, | € g*},

et un simple calcul montre que
6
Cor(g*) = {Ztixi*,ti €R: t3te =tats }.
=1

D’autre part, si f = 21 X7 + ... + 26 X3 + 2127 + 22 Z3 les uniques polyndmes invariants
en f sont les suivants:

Pi(f) = =

Py(f) = 2z

Piy(f) = m4z1 — T322

Py(f) = w621 — T522.

Ainsi

Cor(g*) g ICor(g").
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Cet exemple 2 été suggéré par Bekka et Kaniuth dans [6].

111-3.4 Proposition

Soit G comme dans le théoréme (II1-3.3), supposons que Cor (g*) soit un sous-espace

vectoriel de g*, alors
Cor (g*) = ICor (g") = 5(9)"

oi 3(g) est le centre de g.

Preuve
1l est clair que Cor (g*) C ICor (g*) C 3(g)", supposons que la dimension de 3(g) est p,

alors

dim Cor (g*) < n —p. (41)

Supposons que dim Cor (g*) < n — p. Alors dim Cor (¢*) =n—p—jpourunj €
{1,..,n — p}. Soit By = (f1,-++, fa—p—;) une base de Cor (g*). On I’a compléte en une base
B = (f1,  fnmp—jo o> Ljr a1, qp) de g*, ott (fi,+ -y famp—j, 11, +,1;) est une base
de 3(g)*

Soit B' = (Fl,---,Fn_p_]-,Ll,---,Lj,Ql,---,Qp) la base duale de ®. Pour k €
{1,..,7} on a que Ly ¢ 3(g). Donc il existe Xy € g\ s(g) tel que L, Xi] =Yi et Yy #0. 11
s’ensuit qu’il existe gx € g* tel que Xigx = Iy + dy. et di(Lg) = 0, alors

n—p—j J P
Xkgr = lx + z a; fi + Z ﬂplp-i-z)\rqr
=1 p=1, p#k r=1
ol «a;, ﬁp, Ar € R.
Puisque Xrgx € 3(g)", on aura obligatoirement di € 3(g@)* et par suite A, = 0 pour tout

r. On peut conclure que:

J n—p—j
Ik + Z By lp = Xrgr — Z a; fi € Cor (g*)

p=1, p#k =1

puisque Xgx € Cor (g*) (en vertue du théoréme (ITI-3.3)) et Cor (g*) est additif, donc, on ob-
tient un élément qui est linéairement indépendant avec (f1,+**, fa—p—j) et ceci est contradictoire
avec (41).

|
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I11-3.5 Remarque

La condition que toutes les orbites coadjointes dans g* associées aux formes linéaires en po-
sition générale soient des variétés affines est essentielle dans la proposition (III-3.4). Cependant,
on peut remarquer dans I’exemple suivant que le cortex peut étre un sous-espace vectoriel sans
que toutes les orbites coadjointes dans g* associ€es aux formes linéaires en position générale
soient des variétés affines.

Soit g = g5 4 =vect (X1, ..., X5) avec les crochets non nuls sont

[X1,X2] = X5, [X1,X3] = X4, [X2, X3] = X5.

Alors, Cor (g*) = vect(X{, X3) (voir [2]) mais 3(g)t = vect( X}, X5, X3), par suite

Cor (9*)9(9)*

I11-3.6 Exemples

1) Soit G comme dans le théoreme (III-3.3), supposons qu’il existe f € g* telle que
a(f) = 3(g). Puisque g(f) = 3(g), on a que gf = 5(g)", il en résulte que

of =39t c |J of =Cor (g") C s(0)*
Jeg*

et alors Cor (g*) = 3(g)t.

En particulier, s’il existe f € g* telle que la représentation associée a mr est de carré
P g q p y Tf

integrable modulo le centre de G, alors suivant [37] on a a(f) = 3(9).

2) Soit encore G comme dans le théoréme (III-3.3), supposons en plus que pour tout
f,k € g-onagf Cgkougk C gf. Nous allons montrer que Cor (g*) est un sous-espace

vectoriel et en vertu de la proposition (III-3.4) il coincide avec ()t

En effet, soit /1,1 € Cor (g*), alors il existe zn,yn € G et fn,gn en position générale

tels que

li = lim Ad* (zn) fn, fo —0
I, = lim Ad* (yn) gn, gn — 0.

On sait que pour tout n € IN , il existe un € g(fn)L et vn € g(ga)" tels que

Ad* (:L'n) fn = fn + Un, Ad* (yn) gn =¢gn + Un
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il s’ensuit que Iy + Iy = lim (fn + un +gn + vy ) et alors

L+he {XI+Yf, X,Y €9, f,1 € g*}, et en utilisant le fait que af Cglougl C gf
on peut déduire que I; + I; € Cor (g*) et alors le cortex est un ensemble additif, par suite un

sous-espace vectoriel.

3) Supposons encore que G est comme dans le théoréme (IT1-3.3) et supposons que dim G' <
6. En utilisant la classification des ces groupes de Lie (cf. [2]), on peut conclure dans ce cas

que le cortex est encore un sous-espace vectoriel.

I11-4 Cortex des groupes de Lie nilpotents de pas 3.

Dans ce paragraphe, on note < -,- > le produit scalaire usuel de R" et || - || 1a norme

correspondante.

111-4.1 Préliminaires

Soit H, le groupe de Heisenberg de dimension (2n + 1) d’algebre de Lie $),, un élément

de ), s’écrit (z,y,2), ob z,y € R", 2 € R, avec le crochet

[(z,y,2),(z',y,2")] = (0,0,< z,y' >—<z',y>) (42)

Soit 20 le sous-espace de §),, défini par

W = {(z,y9,0):z,y €R"},

alors (42) définit une forme symplectique sur 20. Le groupe d’isométrie SP,, de cette forme

agit sur §),, par des automorphismes. Si

alors le sous-groupe S, de SP,, qui fixe 9) est un sous-groupe unipotent de SPsp,.

Concretement, S,, est isomorphe au groupe abélien de toutes les matrices carré d’ordre n,
symétriques, d’algébre de Lie G,.

Si on forme le produit semi-direct SH, de &, et $H,, on obtient une algebre de Lie
nilpotente. Un élément de G H,, s’écrit (S,z,y,2), ot S € &y, z,y €R",z € R et le crochet
est

(S, z,y,2),(S", 'y, 2")] = (0,0,52" — S'z.<z,y >—<z',y>).
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I11-4.1.1 Théoréme [39]

Toute algébre de Lie nilpotente g de pas 3 dont le centre est de dimension un est isomorphe
& une sous-algébre de GH,, pour un certain n. En particulier il existe une injection J : g —
GH, telle que

J(g) + 6, = GH,.

Les éléments de SH sont de la forme (E,a,b,c), ot E € Gy, a,b €R" ¢ €R.
La dualité entre GH, et GH} est donnée pour tout (E,a,b,c) € GHy et (S,z,y,2) €
S&H,, par

[(E,a,b,c),(s,x,y,z)] = FE- 5S4 <a,z>+ < by >+ cz,

pour tout (E,a,b,c) € GH; et (S,z,y,2) € 6H,, where

E.S5 = ZE,']'S,'J' et E,’j,Si]- . Z,]= 1’_”’n’

i,]
sont les coefficients de la matrice de Eetde S € Gn.
Pour deux vecteurs a = (a1,..,a,), b = (b1,..,bn), on note a @ b la matrice dont les

coefficients sont (a;b;), 1 < 1,7 < n.

111-4.1.2 Proposition [39]

Soit &, = (A,0,0,)) € GHy avec A # 0, alors Uorbite coadjointe O 4 » dans GHy de

o est décrite par:

1 "
Dar={(A-5y0pa,,)) 2.y ER} (43)

Remarquons que toute orbite coadjointe D¢ avec { = (E,a,b,\) et A # 0, est égale & D¢,
pour & = (A4,0,0,)),00 A=E+55b®b.

Finalement, il a été prouvé dans [39] que la restriction de J * sur O¢, est un isomorphisme

dans DJ*(EO) .
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Structure du cortex pour les groupes de Lie nilpotents de pas 3

Notation: soit i : §), — S H,, I'injection définie par
i(z,y,2) = (0,2,9,2)
pour tout (z,y,2) € Hy, et notons j : &, — GH, I'injection définie par j(S) = (S,0,0,0)
pour tout S € G,,.
Pour deux éléments K € $, et S € &, on note dans la suite par K + S I’élément de
SH,: i(K)+ 3(5).

I11-4.2 Lemme

Soit g une algeébre de Lie nilpotente de pas 3 dont le centre est de dimension un, et soit
J:g — GH, =6, ® Ny linjection de Ratcliff, alors:

J(g) =§e20
ou
% est un sous-espace de S, c-a-d § = vect(Si, .., Sp), p < "—("2i1—)
D =vect( X1 +Th, -, X1 + T1), X1,.,X1 € Hn, T1,..,T1 € 6o

A = vect X141, - Xny Y1, Yn, Z) €t (X1,.0, X, Y1, Yoy Z) est une base de $), telle que
[X:,Y;] = 6:;Z.

En plus, les matrices (S1, .., Sp, T1, .., Tt) sont linéairement indépendants.
Preuve

Ceci est une consequence immédiate du théoréme 3.1 dans [39].

111-4.3 Proposition

Soit g une algébre de Lie nilpotente de pas 3 dont le centre est de dimension un, et soit
J:g— 6H, = &, ® 9, Uinjection de Ratcliff, J*: 8HY — g7, alors:

J*(Cor(&H})) C Cor(g”).
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Preuve

Observons tout d’abord que pour un élément f € GH,, en position générale, il existe

é}{ € GH} (voir préliminaires plus haut) tel que
Ad*(SH,)f = Ad*(exp(J(8))) Ad*(exp(S))] = Ad" (exp(J()))E3
Si f € Cor(GH}), alors il existe f, — 0 et X, € GHy tels que:

Ad*(exp(Xp))fp — f-
En utilisant le Lemme (III-3.1) on peut supposer que f, est en position générale pour tout
p € IN . 1l s’ensuit que f = lim Ad*(kp)E, ol £f = (4,,0,0, Ap) et k, est une suite de SHy.

Ad*(kp)EE = Ad*(exp(J(V)IE Y5 € &,
alors

TH(Ad*(k,)eD) = T*(Ad*(exp(J(¥5)))E0) = Ad*(exp(¥;))T*(0):
par suite

T*(f) = lim Ad*(exp(Y;))J*(€]) et donc J*(f) € Cor(g™).
|

De cette proposition, on peut obtenir seulement une partie du cortex de g. Cependant, le

théoréme suivant et les remarques qui vont le suivre nous disent que
J*(Cor(6GH})) # Cor(g*)

en général.

111-4.4 Théoréme

Le cortex de SH est I’ensemble suivant:
Cor(GH)={(z®c+c®x,u,0,0): z,u,c €R"}

:{ad*Xad*YlX,Y €6Hn ,l EGHn* }

Preuve

Prouvons d’abord ce Lemme.
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111-4.5 Lemme

1) Si z,y sont deux vecteurs non nuls de R, alors la matrice t @y +y @ T est non nulle.

2) Si a est un vecteur non nul de R"™ ona

(Sa,5 € G} =R".

Preuve du Lemme

1) Supposons que la matrice z ® y +y ® = soit nulle, donc tous ces termes diagonaux sont
nuls, il s’ensuit que r L y.

D’autre part, pour tout { € R", ona < {,y >z = — < £,z > y, donc z et y sont
proportionnels et donc z =0 ou y = 0. On aboutit alors 2 une contradiction.

2) C’est une simple construction.

D’aprés (43), on peut voir que P(4,a,b,A) = 2XA+b®}b est un polyndme S H ,-invariant,
donc pour tout (A, a,b,\) € Cor(GH}), on doit avoir A = 0 et donc b = 0. Par ailleurs

Cor(6H?) C {(4,4,0,0), A € &,, u € R"}.
Calculons maintenant 1’action coadjointe de & H,y:
Ad*(exp(S, 2.y, 2)(Bra,b, ) = (E+ (3= )@+ (3 - 3),
a— Sb+ My + 1ASz,b— )\x,)\).

Soit maintenant (A, u,0,0) dans Cor(SH3,), alors il existe (Em, @m, bm, Am) € GH} qui
converge vers 0, et (Sm, Tm, Ym, zm) € GH,, tels que :

Ad*(exp(Sm,xm,ym,zm))(Em,am,bm,)\m) — (A, u,0,0).

bm >\m m
Posons Ay = - L

, puisque by — Az, — 0, On a que hm — O et

hm®wm+xm®hm—'>A.

On écrit maintenant

Tm T h

+ ® —=).
Tomll * Toml © Tomll)

hm
hn ® T + Tm @ b = [[Zm|||hm](( o] ®
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Suppoons alors quitte & passer a des sous-suites, que i Z T et I_Ii_mT convergent, notons
m m

T
ho = lim—2— 2. = lim—-—.
= [hmll” |2 mll

Puisque hoo ® Too + Too ® hoo # 0, (1-Lemma 2.5) alors la sous-suite ||z ||||hm]|| converge,
soit r sa limite, alors

et donc
Cor(GH) C {(z®@c+c®z,u,0,0): z,u,c €R" }.

Finalement, il est facile de voir que

nla ¢ 1 x T T . a
1 * —_— —_ —_—) = [ — —_ —_ R — —_
fm Ad (exp(0, e, o2, 0)(0.0. £, 1) = ((e- Do T+ F @ (= 5).5.0.0),

et donc
{z@c+c®z,u,0,0): z,u,c €ER"}C Cor(6H;).

Calculons maintenant {ad*Xad*Y!: X,Y € 6H, ,l € GH,” }.

Pour X = (§',d',b',c') et Y = (S,a,b,c) et I = (T,u,v,A), on a:
* * —A ! ! !
ad*Xad*Yl = (—2—(a®a +a ®a),)\5a,0,0),

et en utilisant (2-Lemme II1-4.5) on a le résultat.

111-4.6 Remarques

1) On n’a pas pour toute algebre de Lie nilpotente g de pas 3 dont le centre est de dimension

un que
Cor(g*) = {ad*Xad*'Yf: X,Y € g, f € 0"},

qoique g soit injectée dans &H, pour un n bien déterminé. En effet, soit g = g5 3 =vect

(X1, ..., Xs) avec les commutateurs non triviaux

[XI,XZ] =X4, [XlaX4] = X5, [X27X3] = Xs.
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Cor(g*) = vect (X}, X5, X3, X7) (voir [2]), mais {ad*Xad"Y f: X,V € g,f € g} =
vect( X7, X7). Donc
{ad*Xad*Yf: X,Y € g, f € g*} # Cor(g").
2) Si Cor(g*) = {ad*Xad*Y f : X,Y € g, f € g*}, alors J*(Cor(&6H)) = Cor(g*). En
effet, soit k € Cor(g*), alors il existe h € GH tel que
k = ad*Xad*'Y J*(h) = J*(ad* J(X)ad* J(Y)(h) C J*(Cor(6GHy)),
il en résulte que Cor(g*) C J*(Cor(GHY)), et en utilisant la proposition (ITI-4.3), on a le

résultat.

II1-5 Description du cortex des groupes de Lie nilpotents de pas 3

Nous allons maintenant regarder de trés pres le cortex des groupes de Lie de pas trois dont
le centre est unidimensionnel. Pour une matrice symetrique S, on note S/§ la restriction de la

forme linéaire (5,0,0,0) au sous-espace § de J(g).

111-5.1 Proposition

Soit g une algébre de Lie nilpotente de pas 3 dont le centre est de dimension un, et sSupposons

que
‘](g) = vect (Slv"7San1a-'7XnaY13-'aYn7Z) = 3@ hna

onJ:g — GH, est 'injection de Ratcliff.

Si p=1c-a-d J(g) = vect (S, X1,..,Xn, Y1, Yo, 2Z), alors

Cor(g*) = {(aS,u,v,0): a €R,u,v € R", < Sv,v >=0}.

Si p > 1, le cortex Cor(g*) de g contient ’ensemble suivant :

1
wk+1®v+v®wk+1+§ E w; @ wj +w; @ w; /8, u,v,0
i+j=k+1

u,v,w; € R" L
vRv/F=0 '

—

1
Vre{1,---,k}: wr®v+v®wr+§zwi®wj+wj®wi /§=0

i+j=r )




102 Ch III- Sur le cortex des groupes de Lie nilpotents

Preuve

Supposons que p = 1.
1l est clair d’apres (43) que pour ¢ € {1,..,p} le polynéme

P(A,u,v,\) =205 A+ < Sv,v >

est invariant, donc :

Cor(g*) C {(#,u,v,0) : w,v € R", < Sv,v >=0,p €R}.

Soit
| = (p,u,v,0) € Cor(g*),

on doit montrer qu’il existe des suites (A, Um, Vm, Am) telles que Ay, — 0, up — U, Vm — v

et Ay, — 0 avec
< SV, Vm >

2Am
Si Sv # 0, alors il existe z € R" tel que < Sv,z >= ¢ et on peut prendre

(SAm —

s Um s Ums Am ) — (¢, 4, 0,0).

x 1
Vg =V + —, Up = U, Ap = ——, An =0,
m m

il s’ensuit que

SVm, Um 1 1
(SAm — <—%ml——>,um,vm,)\m) = (¢ + 5 < Sz,x >, u,v+ r%’_—r_n_) — (¢, u,v,0).
Si Sv = 0, on peut trouver w € R" tel que ¢ =< Sw,w > oup = — < Sw,w >, alors

si p =< Sw,w >, on peut choisir

w 1

vm=v+E, Um = U, )\m:_W’ A, =0.
Si ¢ = — < Sw,w >, on peut choisir
vm=v+—;%, Um = U, Am:#’ An=0
et on a le résultat, d’ol le premier cas.
Supposons maintenant que p > 1, on identifie § avec R? 2 travers la base (S1,--+,Sp).

Remarquons que dés que p > 2 la structure du cortex va dépendre fortement des matrices

symetriques qui engendrent 1’algebre de Lie en question. Soit £; I’ensemble
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1
wk+1®v+v®wk+1—|—§ E wi®wj+wj®wi /Sauav>0
it j=k+1

u,v,w; € R"

S
vRu/§ =0

1
vre{l,---,n}: wr®v+v®wr+§zwi®w1+wj®wi /=0

i+j=r

/
On doit prouver que £; C Cor(g*). Pour cela, trouvons des suites (Um, Vm, Am )m telles
que

VU — U
Am — 0O

Um — U

v 1
- w/&—» W1 @V + v Qwr1 + 5 Z w; Qwj +w; Qw; | /3.
2Am 2 4
i+j=k+1
Supposons d’abord que k est pair et prenons
k+1 W
et

Am = —lm_k_1

Pour une matrice symétrique S, on a que
k+1 k+1
< SV, Vm > k41 w; w;
S Twen LA SR DI S N LD Dy
m i=1 j=1
k+1 w k+1 w k+1 w
.kt wj k+1 wi wj
- <zsv,z m].>+m <5(§; mi),zlmj>
1= 1=

L k+1 o
= mFt! <25v,2 ——J> +2 Z m~UTd+E+L Sw;,w; >

mJ L.
i,J, 1#J
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k+1
+ (Z mAF1=20 < Sw;, w; >> .

=1

En utilisant les contraintes

vre{l,---,k}: |w, @v+vQur+ Zwl@)w]-}-w]@w, /§=0

l+] r
on obtient pour S’ € § que
< SV, Vm > i
___2")\2_"‘_ = (25v, wi+1) + Z (Sw;,w;) + Z (Sw;, w; m—GHO+R+L
m i+j=k+1 i+j>k+1
Donc si m — o0, — isg—'gf"ﬁ tend vers 2(Sv, wr41) + Z (Sw;, w;).

jti=k+1
Si k est impair, les mémes calculs sont valables et la limite obtenue est

2Sv,wpp1) +2 Y (Swi,wj) + (Swegr, wip).
JHi=k+1

Finalement, on a que £, C Cor(g*).

111-5.2 Corollaire

Soit g une algébre de Lie nilpotente de pas 3 dont le centre est de dimension un, et supposons

que
J(g) = vect (Sl,..,Sp,Xl + Tl,..,Xl + TI,XI+1, ..,Xn,Yl, ..,Yn,Z) = 3@@ @Ql

I’écriture de g comme dans le lemme 111-4.2. Alors, pour tout k > 1, le cortex Cor(g*) de g*

contient |’ensemble suivant:

1
wk+1®v+v®wk+1+§ Z w; @ w; +w; ®w; | /T, h,u,v,0
i+i=k+1

v,w; € R”
heR, ueR" .
vRv/F=0

vre{l,---,k}: wr®v—|—v®wr+ Zw,@wj—l—w]@w, /=0
z+]r J




105 Ch III- Sur le cortex des groupes de Lie nilpotents

Preuve
Comme dans le Lemme III-4.2 on a:
J(g) = vect(S1, .., Sp, X1 + Ty, .. X0+ T, X141, -, Xn, Y1, .., Y, Z)

avec les commutateurs non triviaux suivants:
[Si, X + Th] € vect(Yy,..,Yy), i € {1,..,p}, h € {1,..,1},
(Xn+ T, Y| =6inZ, ¢ € {1,.,n}, h € {1,..,1}.

8i,» est I'indice de Kronecker.

Les variables attachées aux vecteurs de bases X; + T4, .., X; + T; sont libres, les indices
de ces vecteurs sont dans 1’ensembles indice de Pukanszky e®( f) pour une forme linéaire f en

position générale, en utilisant alors la proposition (II1-5.1 ), on obtient le résultat.

|
I11-5.3 Exemples
Exemple 1
Soit g = ge,5 ’algébre de Lie engendrée par les vecteurs (X4, -+, Xe), avec les commu-

tateurs non triviaux

[XI’X2] =*X—4 ) [X17X4] :X6 b [X33X5] = X67 [X17X3] :X5-

En utilisant le procédé de Ratcliff, on peut voir que g s’injecte dans & H,, notons

Hy = vect(Al,Az,Bth,Z)a [4i, Bj] =bi;Z,

Soit J I’injection décrite plus haut, alors
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J(X1)=A1+ K

J(X2) = E1,
J(X3) = Ay
J(X4) =B,
J(Xs) = By
J(X) = Z.

Un calcul facile montre que pour tout £ €IN on a
Cx = {wEf | +b(A; + K12)" + A3 + hB}, w,b,c,h € R}.

D’autre part, on a que Cor (g*) = vect (X{, X5, X3, Xy) (voir [2]). Alors

£y, = Cor (g*).
Exemple 2
Soit g 1’algebre de Lie engendrée par les vecteurs (Xy,---,X7), avec les commutateurs

non triviaux

(X1, X3] = X5, [X2,X4] = Xe (X3, Xs] = X7, [X4, Xe] = X7.

En utilisant de nouveau le procédé de Ratcliff, on peut voir que g s’injecte dans GH,, on

garde la méme notation que dans ’exemple 1, et soit

00
E2,2 = )
01

Soit J ’injection de Ratcliff, alors

J(X1) = i1
J(X3) = Eaz
J(X3) = Ay
J(Xs) = 4s
J(Xs) = B
J(Xs) = B
J(X:) = 2.

Un calcul analogue 2 celui de Pexemple 1 montre que pour tout k €N on a

8k = {wE;,l + bE;,2 + CA; + hA;> w7b7 2 h e R7 Sg(w) = Sg(b)}
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D’autre part, en utilisant les polynémes invariants on a que
Cor (g*) C vect(X7, X3, X3, X}).

Posons fn = fiXF+ -+ fI1X: — 0et X, = xh X1 + -+ + 2, X7 tels que
Ad*(exp(Xn))fn — f € Cor (g%),

les coordonnées de Ad*(exp(Xy))fn dans la base (X5, -, X7) sont
fryadfl— () fa
F2 4ok fo — 3(20) 20 fn
f2— 2L+ 2l fT + uranfa

2 6 £7
fé_}_:cnfs _xnfn

fa—zufa

7
fg - :E;lzfn
fa

Soit [ = dX} + ¢ X5 +bXF +a X} € veet(Xf, X5, X3, X)), alors si on choisit les

suites suivantes:

17T 1 .2
fE=fo=2 fi=rm Tn= —an?, zi = +cen?, ¥ = +dn?, 1, = —bn? alors

Ad*(exp(Xp))fn — 1 € Cor (g*),

et alors
Cor (g*) = vect( X7, X5, X3, X5),

finalement
SkgCor (g*).

111-5.4 Proposition finale

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g, et
supposons que toutes les orbites coadjointes dans g* associées aux formes linéaires en position
générale sont des variétés affines (ceci est le cas quand G est de pas 2). Alors pour tout p €IN,
le cortex de g contient I’ensemble suivant:

2 Xifja Xl)"’X2p—1 €9, fl"'af2p—1 € g*a

i+j=2p

S Xifi=0, re {2,.,20-1) }

i+j=r
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Preuve

Appellons J, I’ensemble: { Z Xifjy X1,..Xop-1€ 8 fr,fop-1 € a*,
i+j=2p

S Xi;j=0, re {2,.,2p-1} }.

i+j=r

La preuve consiste a montrer que J, C Cor(g”). En effet, puisque

Cor(g*) = {ad*X] : X € g, 1€ ¢* },

on a
2p—1 2p—1 _f 2p—-1 .
» n?TXY j] = ) n?P =D X, f;
i=1 j=1 i=1,5=1
— Z n2= D X, f5 + Z Xifi + Z n2P= () X, .
i+5>2p i+j=2p +5<2p
D’autre part, on a que
2p—1
E nzp—(l+J)Xifj — Z n2p—T Z Xif; =0,
i+j<2p r=2 itj=r

puisque Z Xifj =0pourr € {2,..,2p— 1}.

i+j=r
2p—1 2p—1 f
Alors lim [E n2p_’X,-][Z EJJ—] = Z X f; puisque
=1 Jj=1 i+5=2p

\ Z n2”_(i+j)Xifj — 0,
t+j>2p

finalement J, C Cor(g*).



CONCLUSION

Dans les deux premiers chapitres, nous avons construit des opérateurs d’entrelacement d’une
part entre les représentations induites et leurs désintégrations centrales canoniques et d’autre part
entre les restrictions des représentations unitaires et leurs désintégrations. Pour cela, nous avons
employé la méthode des orbites (cf. [8], [25]). Tous nos résultats ont été établis dans un cadre
tout 2 fait général pour les groupes nilpotents connexes et simplement connexes, la majorité de
nos preuves sont basées sur un raisonnement par récurrence sur la dimension du groupe ou d’un
espace homogéne associé, d’ailleurs c’est le type de raisonnement utilisé dans la littérature dans
ce type de problemes.

Nous pensons actuellement d’étendre ces résultats pour des classes plus grandes de groupes
résolubles. La premiére espéce de groupes résolubles qu’on désire traiter est ce qu’on appelle
les groupes résolubles exponentiels dont ’application exponentielle est un difféomorphisme sur
leurs algeébres de Lie.

Soit G = exp g un tel groupe, la méthode des orbites dit que le dual unitaire G est paramétré
par I’espace des orbites coadjointes de G. Plus en détail, pour f € g* quelconque il existe une
polarisation réelle b vérifiant la condition de Pukansky et la représentation monomiale p(f, b, G)
de G, induite par un caractére unitaire x y du sous-groupe B = exp b dont la différentielle, 7 f|b,
s’avére irréductible. En plus la classe d’équivalence de p(f, b, G) ne dépend que de I’orbite
coadjointe G - f, ce qui nous donne une bijection de I'espace des orbites g* /G sur G.

Soit H = exp b un sous-groupe fermé connexe de G, x s étant un caractére unitaire de H,
G
alors comme dans [17], la désintégration centrale de 7 = I%d x f 8 écrit:

53/
T:[ m(m)rdy(n) (44)
G

ol v est I'image par 1’application de Kirillov d’une mesure positive finie sur f + b+ équivalente

3 1a mesure de Lebesgue, et m(7) est le nombre de H—orbites contenues dans (f + hH)NQ(r).
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La question qu’on se pose ici est la suivante: peut-on construire une isométrie qui entrelace
cette désintégration. Dans la littérature cette question n’a pas été encore abordée, notre expérience
dans le cas nilpotent nous donne une idée sur I'ordre de difficulté de cette construction dont
I’importance est capitale comme on 1’a déja remarqué dans le cas des groupes nilpotents.

Soit Ag, Ap les fonctions modules respectivement de G et de H, la représentation induite
agit sur les fonctions ¢ € L?(G/H) vérifiant

E(gh) = £(9)xs (A AR (MAGE(R). (45)

Soit U I’opérateur défini sur une telle fonction £ qui est en plus a support compact modulo H

et g € G par

U)o = [ (D6 (DA 5 DAL (BN, #(0), (6 € (F+4)/H),
B(¢)/B(¢)NH

B( ) étant la polarisation de Vergne en ¢ extraite a partir d’une bonne suite de sous-algebres et
dp(s),n une mesure invariante sur Iespace homogene B(4)/B(¢) N H.

Cet opérateur transforme des fonctions qui vérifient la relation de covariance (45) pour
H en des fonctions qui vérifient la méme relation pour B(#), et il entrelace formellement la
formule (44). 11 en résulte que cet opérateur peut étre un candidat sous réserve de convergence,
d’ailleurs les opérateurs des exemples (I-8,A,B) sont tirés de la formule de U. Il nous reste a
voir si c’est le bon candidat. Il est a noter que la méme question se pose pour les restrictions

des représentations unitaires des groupes résolubles exponentiels.

Revenons maintenant au cas des groupes nilpotents, rappelons 1’algebre D,.(G/H) des
opérateurs différentiels qui commutent avec les translations 2 droite, nous nous sommes intéressé
2 démontrer ou 2 contredire la conjecture (21) qui affirme que cette algebre est en fait isomorphe
a I’algebre C[f +bL]H des fonctions polynomiales H —invariantes sur f+4+. Nous avons étudié
des exemples assez compliqués ol 1’opérateur (9) varie de facon (trés rationnelle) en fonction
de ¢, mais malgré ¢a, tous les éléments de D-(G/H) se diagonalisent polynomialement.

Autre question concernant cette algebre et suggérée par Corwin et Greenleaf dans [12] est

de voir la conjecture suivante pour tous les groupes nilpotents:

D,(G/H) est abélienne si et seulement si toutes les multiplicités sont finies dans la

désintégration de T.

Si cette conjecture est correcte, alors elle ne doit pas sortir du cadre des groupes nilpotents,

un tel contre-exemple dans le cas des groupes résolubles exponentiels est donné dans [12].
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Ajoutons qu’il est intéressant d’obtenir des résultats équivalents sur les opérateurs
différentiels dans le cas de la désintégration des restrictions des représentations unitaires des
groupes de Lie nilpotents.

Enfin, nous comptons revenir sur le probléme du cortex évoqué dans le dernier chapitre. Plus
précisement, soit g une algebre de Lie nilpotente et supposons que toutes les orbites coadjointes
dans g* associées aux formes linéaires en position générale soient des variétés affines (ceci est
le cas quand G est de pas 2). La question importante sera la suivante: est-ce que le cortex de
g* est I’ensemble suivant:

Z le]7 Xl"'7X2p—1 € g, fla"7f2p—1 € g*a

i+j=2p

Y Xil;j=0, re {2,.,2p—1} }
t+y=r
pour un certain p €IN. Si tel est le cas, alors p > 2n + 1 oll n est la dimension de 1’algeébre de

Lie g. Il a été prouvé que le cortex est contenu dans ’ensemble ci-dessus (Proposition III-5.4)
mais pour I’inclusion réciproque nous n’avons pour le moment ni preuve ni contre-exemple.
Une analyse plus détaillée de la structure du cortex nous laisse beaucoup d’espoir pour savoir
si cette égalité est vraie ou faux. Cependant, malgré les difficultés énormes pour résoudre ce
probléme dans cette situation spéciale, on peut se demander quelle peut étre la forme du cortex

pour des algébres de Lie dont le pas est supérieur a deux.
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