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Introduction

Un systéme dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomeénes liés entre eux et iso-
lés artificiellement du monde extérieur. Sa modélisation vise & établir les relations qui lient
les variables caractéristiques de ce processus entre elles et & représenter rigoureusement son
comportement dans un domaine de fonctionnement donné. Elle nécessite, dans cet objec-
tif, un ensemble de techniques permettant de disposer d’une représentation mathématique
du systeme étudié. Dans le méme sens, on peut dire que la modélisation théorique exige
une connaissance précise des phénomeénes intervenant dans le systéme et une aptitude a
les représenter par des équations mathématiques. Et par conséquent, elle conditionne les
méthodes qui seront utilisées par la suite, pour analyser ses propriétés.

La majorité des systemes physiques non-linéaires peuvent étre representés comme une
interconnection par feedback d’un systéme dynamique linéaire et d’un autre non-linéaire.
Le probléme de la stabilité absolue consiste a trouver des conditions suffisantes qui portent
sur le systéme linéaire pour que l'origine soit globalement uniformément asymptotiquement
stable (ou GUAS) pour une classe de non-linéarités bien déterminée. Ce probléme a été
posé pour la premiére fois par Lur’e en 1944 et puis plusieurs efforts ont été consacrés a
I'étude de ce dernier. Le lecteur peut se référer aux travaux [7], [1], [37], [46], [50], [56],
[81], [60] et [72].

Le grand probléeme d’un mathématicien est de représenter les systémes physiques réels
avec une précision suffisante et un modeéle de structure simple. Le dilemme réside alors
entre la fidélité du modeéle vis-a-vis du processus réel et I’adéquation de celui-ci & une
forme mathématiquement exploitable.

De point de vue pur pratique, plus particulierement en science de l'ingénieur, on
constate que les phénomeénes de retard apparaissent naturellement dans les processus phy-
siques. Et méme si un parmi eux ne contient pas de retards intrinséques, bien souvent
ils apparaissent dans la boucle de commande. Parmi les principales sources induisant des
retards, on cite les temps de réactions des capteurs ou des actionneurs, les temps de trans-
missions des informations, les temps de transferts des matiéres ou encore les temps de
mesures. Alors dans le but de se rapprocher du processus réel, une meilleure modélisation
consiste a concevoir "les systémes a retard"([37]), ou interviennent des équations différen-
tielles dont ’évolution, contrairement aux systémes ordinaires, dépend non seulement de
la valeur courante de leurs variables d’état a 'instant présent ¢, mais aussi d’une partie de
leurs valeurs passées. Dans ce cas, il est nécessaire de mémoriser une partie de "’histoire"
du systéme pour connaitre son évolution. Cette caractéristique leur vaut également la dé-
nomination de systémes "héréditaires" et sont généralement représentés par des équations
de la forme :

z(t) = f(t,z(t),x(t — h)), on h >0

3



4 Introduction

ou f est a présent une fonctionnelle, c’est & dire fonction de fonction. Un cas particulier du
systéme précédent, mais néanmoins tres étudié, est le cas des systémes linéaires station-
naires (en anglais : Linear Time Invariant, LTT). En effet, de nombreux systémes physiques
peuvent, sous certaines hypothéses et approximations, étre décrits par le modéle suivant :

m k
B(t) = Agx(t) + Y Aiw(t — hi) + > Bjult — 7).
i=1 j=1

Vu l'importance théorique et pratique d’un tel systéme, sa conception datte du 18™¢ siecle.
Une étude systématique a ’aide des équations différentielles fonctionnelles de celui-ci a été
introduite pour la premiére fois dans les années 20 du 20™¢ siécle par V.Volterra en enta-
mant les problémes de "viscoélasticité" (en 1909) et de "prédateur-proi" (en 1928), ensuite
dans les années 40 du méme siécle par A.Myshkis et R.Bellman.

La seconde méthode de Lyapunov concerne I’analyse de la stabilité interne d’un systéme
dynamique. L’originalité de la méthode directe de Lyapunov consiste a étudier la conver-
gence de l'état x(t) vers l'origine & travers une fonction scalaire V' de I'état. V', appelée
fonction candidate & Lyapunov, peut étre appréhendée comme une représentation éner-
gétique du systeme. Bien que la méthode soit abstraite, on congoit naturellement qu’en
"mouvement", le systéme posséde une certaine quantité d’énergie mesurée par V et qu’a
I’équilibre, en phase statique, celle-ci soit minimale. Sommairement, dans le cas des sys-
témes sans retard, ceci se traduit mathématiquement par les conditions :

- V(w(t)) >0, Vi > 0, V:L’(t) 75 Tequilibres

V(@) = 0, si 2(t) = Tequitibre

= [ 2(@) |= 00 = V(x(t)) — oc.

Intuitivement, on comprend alors que si 'energie totale d'un systéme se dissipe continue-
ment avec le temps, alors ce systéme tend a rejoindre sa position d’équilibre.

- % =< 07 vt > Oa V$(t) 7& Lequilibre,

Enfin, si la fonction candidate V' (x(t)) vérifie le long des trajectoires du systéme z(t) la
condition ci-dessus alors 1’origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable et V'
est une fonction de Lyapunov pour le systéme considéré.

Etant de dimension infinie, la seconde méthode de Lyapunov, ainsi énoncée, n’est pas
directement applicable aux systémes héréditaires d’état x;. Deux extensions ont alors été
développées dans le cadre des équations différentielles & retards : la méthode de Lyapunov-
Krasovskii et la méthode de Lyapunov-Razumikhin [37]. Cette derniére, moins utilisée dans
la littérature et non abordée dans cette thése, sera tout de méme briévement introduite.
Pour la classe de systémes linéaires avec retard dans ’état il existe deux types de critéres
pour 'analyse de stabilité :

— Celles qui sont indépendantes du retard

— Celles qui sont dépendantes du retard.

Dans le premier cas, les critéres sont capables de tester la stabilité globale uniforme
asymptotique du systéme pour toute valeur positive arbitraire de h. Il est intuitivement
évident qu’un tel critére va étre trés conservatif si le retard h est déja connu ou petit. De
plus, ces critéres sont utiles si le comportement du systéme est dominé par le terme sans
retard (c’est & dire les matrices du systéme A;, i=1,..,m sont plutdt suffisamment petits)
ou encore si on veut obtenir une assurance rapide que ce retard ne va pas détériorer la
stabilité du systéme. Cependant, les critéres dépendant du retard permettent de garantir
la stabilité pour toutes les valeurs du retard h € [0, k], oit h dénote la valeur maximale
que peut prendre h. Il s’avére alors que ces derniers critéres sont moins conservatifs, ce
qui nous a motivé & fournir des conditions dépendantes du retard le long du deuxiéme et



troisiéme chapitre.

Vu que le retard est trés souvent a ’origine des dégradations des performances du sys-
téeme ainsi que de son instabilité, on aurait aimé qu’il n’apparait plus dans la modélisation.
Néanmoins, dans certains cas, on dispose d’un systéme nominal

i(t) = Az(t)

initialement instable mais le fait de concevoir un feedback induisant un petit retard, da
en général aux mesures, le transforme en un systéme

z(t) = Az(t) + Bu(t — h)
qui est stable. On cite a titre d’exemple celui énoncé dans [31].

Un autre point & signaler relatif a ce type de systémes, c¢’est que ses propriétés intrin-
séques peuvent apporter des informations sur les valeurs admissibles du retard. En effet,
nous avons dégagé trois catégories principales de retard, & savoir :

— (a) Retards inconnus : Dans ce premier cas, aucune hypothése sur le retard n’est
considérée. Qu’il soit constant ou variant dans le temps, il peut prendre toutes les
valeurs dans R;.

— (b) Retards majorés : Cette seconde classe suppose la connaissance d’'une valeur
maximale sur le retard

0 < h(t) < hmaa-

Si h(t) = h est constant, il reste en pratique incertain et la contrainte ci-dessus
assure un intervalle borné. Ce cas de figure a été trés largement considéré dans la
littérature.

— (c) Retards bornés : Moins abordée que le cas précédent, cette derniére catégorie
suppose que le retard vérifie la contrainte

hmin S h(t) S hmam'

Le phénomeéne de retard souvent induit par le transport d’information, impose dans
ce cas un delai (da au temps de propagation) minimum incompressible. La littérature
concernant ce type de systéme est moins vaste.
Dans le cas des retards variant dans le temps, une contrainte supplémentaire relative a sa
dérivée peut étre ajoutée
()] < d,d € R,

indiquant alors une limitation sur la vitesse de variation du retard h(¢). En pratique, la
contrainte d < 1 est souvent utilisée afin d’assurer que le retard ne varie pas plus rapide-
ment que le temps et que les informations retardées arrivent dans 'ordre chronologique.
Par ailleurs, de nos jours, indépendamment du procédé physique et du type de retard
associé, beaucoup d’auteurs se sont intéressés a la robustesse de la stabilité d'un systéme
vis-a-vis du retard. Il s’agit dans ce cas d’estimer les intervalles sur le retard tel que le
systéme reste stable ou encore de trouver la valeur maximale du retard telle que la stabilité
du systéme soit préservée.

Par mesure de simplicité, on s’intéresse, dans le deuxiéme chapitre, uniquement a étu-
dier la stabilité du systéme a état retardé (c’est a dire le retard n’est pas porté sur la
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commande) et avec un seul retard. Plus précisément, notre étude est menée sur le systéme
de Lur’e a retard de la forme suivante :

#(t) = Apz(t) + Arz(t — h(t)) + Bw(t)

ou la non-linéarité w(t) vérifie une condition du secteur.

En se basant aussi sur la seconde méthode de Lyapunov, qui est orientée pour I’étude des
systémes & retards on a pu fournir des critéres de stabilité globale exponentielle uniforme
pratique pour une classe de systémes non linéaires a retard multiple de la forme :

&(t) = f(t, x(t), 2(t — h(t)))-

L’étude de la stabilité pratique joue un role trés important lorsque l'origine du systéme ne
présente pas un point d’équilibre. Dans ce cas, I'objectif se raméne a I’étude de stabilité
de toute une boule centrée en 'origine.

L’objectif de ce travail, consiste a résoudre certains problémes qui sont d’une impor-
tance majeure dans la théorie du controle, & savoir le probleme de la stabilité et la stabi-
lisation des systémes de Lur’e & retard variant dans le temps et aussi la stabilité pratique
des systémes non linéaires a retard.

A T'issue de cette introduction, cette partie est articulée comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons un état de ’art sur les différents types de sta-
bilité pour les équations différentielles ordinaires et celles du type retardé. Pour cela, nous
rappelons quelques concepts théoriques classiques, tels que la méthode de Lyapunov et les
outils d’analyse robuste, & savoir les inégalités linéaires matricielles (LMIs), le complément
de Schur et la S-procédure, qui nous serviront pour la suite. Nous présentons également
un exemple de systéme a retard induit par un réseau de communication. Dans le deuxiéme
chapitre, nous présentons des critéres de stabilité et de stabilisation du systéme de Lur’e &
retard variant dans un intervalle. Ces critéres sont fournis en termes d’inégalités linéaires
matricielles (LMIs). Ces résultats sont approuvés par des exemples déja étudiés dans la
littérature, et par suite une comparaison a été faite. Dans le troisiéme chapitre, des caracté-
risations de la stabilité uniforme pratique exponentielle ont été établies pour des systémes
non linéaires non autonomes & retard constant et variable. Cette approche se heurte tou-
tefois & une difficulté intrinséque diie aux retards multiples. Deux exemples sont traités,
afin de valider la théorie exposée précédemment.



(Généralités

La notion de stabilité constitue une problématique centrale de la théorie du controle.
Souvent liée a la fagcon d’appréhender un systéme, la stabilité posséde un large éventail de
définitions [50]. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a quelques notions particuliéres
de stabilité. En particulier, on cite la stabilité au sens se Lyapunov. Les résultats que
nous développerons aux Chapitres 2 et 3 s’appuierons sur ces concepts pour démontrer des
propriétés de stabilité des systémes & retards étudiés.

1.1 Notions fondamentales de la stabilité

On considére un systéme non linéaire non autonome de la forme suivante :

i = f(t.2(t)) (L1)

avec f: Ry x R®™ — R™ une fonction continue en ¢, localement Lipchitzienne en z et telle
que f(t,0) = 0, pour tout ¢ > 0, de sorte que l'origine soit un point d’équilibre. On désigne
tout au long de ce mémoire la condition initiale x(ty) par x¢. Le paragraphe suivant est
dédié a la définition de quelques concepts fondamentaux de stabilité.

Définition 1.1.1 (Stabilité). On dit que x = 0 est un point d’équilibre stable, si
Ve >0, Vtg > 0,36 = (to,e) > 0, tel queljzg|| <6 = ||z(t)|| <e, Vt>to.

Autrement dit, la stabilité au sens de Lyapunov de l'origine du systéme veut dire que
pour tout ¢ > ¢y, la solution de condition initiale (g, zo) reste au voisinage de ’origine si z
est au voisinage de l'origine. En d’autres termes, pour tout ¢ > ¢y, une petite perturbation
de la condition initiale xy autour de 'origine donne naissance a une solution z(t) qui reste
proche de lorigine.

Notons bien que la stabilité du systéme n’implique pas la convergence des solutions
vers l'origine, c’est pourquoi la notion de stabilité toute seule est insuffisante pour I’étude
du comportement des solutions. On définit alors la notion d’attractivité.

Définition 1.1.2 (Attractivité). On dit que l'origine z = 0 est
— un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de l'origine U(0), tel que

Vzo € U(0), lim xz(t) =0.

t——+o0
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— un point d’équilibre globalement attractif si :

Vzo € R", lim z(t) =0.
t—-+o00
Définition 1.1.3 (Stabilité asymptotique). On dit que 'origine z = 0 est
— un point d’équilibre asymptotiquement stable (ou AS), s’il est stable et attractif.
— un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il est stable et globale-
ment attractif.

Définition 1.1.4 (Bornitude uniforme). Les solutions du systéme (1.1) sont dites
uniformément bornées, si : Ja > 0 et une fonction croissante c :)0, a[— R telles que Vo €
]07 a[?

|lzo|| < o= ||z(t)]| < e(a), Vit > tp.

Les solutions sont dites globalement uniformément bornées, si la propriété précédente est
vraie pour a = 400.

Définition 1.1.5 (Stabilité uniforme). On dit que
— Dorigine x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable (noté US) si : Ve >
0,36 = d(e) > 0, tel que Vtg > 0,

lzoll <6 = [lz(t)]| <&, Vt>ty>0.

— D'origine est un point d’équilibre globalement uniformément stable (noté GUS), s’il
est uniformément stable et les solutions du systéme sont globalement uniformément
bornées.

Définition 1.1.6 (Attractivité uniforme). On dit que
— Torigine = 0 est un point d’équilibre uniformément attractif (noté UA), si : Je >
0/ Y||lzo|| < e, Ve >0,3T :=T(¢g,c) tel que,

lz()] < &, Vt> T +to.

— lorigine x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément attractif (noté
GUA), si Ve > 0, Ve > 0,37 :=T'(e, ), tel que

lz(t)|| <e, Yt > T+ to.

Définition 1.1.7 (Stabilité asymptotique uniforme). On dit que
— Torigine x = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable (noté
UAS), s'il est uniformément stable et uniformément attractif.
— Dorigine x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément asymptotique-
ment stable (noté GUAS), s’il est globalement uniformément stable et globalement
uniformément attractif.

Définition 1.1.8 (Stabilité exponentielle). On dit que
— Torigine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable (noté ES), §’il existe
un voisinage de l'origine noté U(0), IA; > 0 et FAg > 0, tels que

2] < Ailjwolle ?2¢70) | Vay € U0), Vt >ty > 0.

Dans ce cas, la constante Ao est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence.
— T'origine x = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable (noté
GES), si U(0) = R™.

Remarque 1.1.9. 1l est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponentielle
du systéme entraine nécessairement la stabilité asymptotique de ce dernier.
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1.2 Théorie de Lyapunov

L’utilisation des fonctions définies positives est une technique parmi les plus efficaces
pour analyser la stabilité d’un systéme gouverné par une équation différentielle ordinaire.

Définition 1.2.1 (Fonction de classe K). Une fonction continue « : [0,a[— [0, +o0[
est dite de classe IC, si elle est strictement croissante et «(0) = 0. Elle est dite de classe
Koo, si de plus, on a a = +00 et a(r) — 400 quand r — +o0.

Définition 1.2.2 (Fonction de classe KL). Une fonction continue (3 : [0, a[x [0, +oo[—
[0, +00] est dite de classe KL, si pour tout s fixé, 'application r — ((r, s) est de classe K et
pour tout r fixé, 'application s — ((r, s) est décroissante et G(r,s) — 0 quand s — +o0.

Voici une autre reformulation des notions de stabilité utilisant les fonctions de classe
K et KL; les démonstrations des propositions suivantes peuvent étre consultées dans ’ou-
vrage [41].

Proposition 1.2.3. L'origine x = 0 est un point d’équilibre

i. Uniformément stable si et seulement si il existe une fonction «(.) de classe KC et une
constante positive ¢ indépendante de tg telle que,

lz@)] < a(lzoll), VE=to >0, Vol <e.

1. Globalement uniformément stable si et seulement si ['inégalité précédente est satisfaite
pour toute condition initiale xg.

Proposition 1.2.4. L’origine x = 0 est un point d’équilibre

i. Uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonction [3(.,.)
de classe ICL et une constante positive ¢ indépendante de tg telle que,

lz@)] < B(llzoll, t —to), Vt=1to =0, Vol <c.

1. Globalement uniformément asumptotiquement stable si et seulement si l'inégalité pré-
cédente est satisfaite pour toute condition initiale xg.

Proposition 1.2.5. L’origine x = 0 est un point d’équilibre

1. Ezponentiellement stable si et seulement si l'inégalité précédente est satisfaite avec
B(r,s) =kre 7%, k>0, v>0, V][ <ec.

1. Globalement exponentiellement stable si et seulement si l'inégalité précédente est sa-
tisfaite pour toute condition initiale xg.

Définition 1.2.6. Une fonction continue V : Ry x R® — R est dite :
— définie positive, s’il existe une fonction « de classe K, telle que

Vt >0, Vo € R, V(t,z) > a(|z]).

— définie positive et radiallement non-bornée (ou propre), si I'inégalité précédente est
vérifiée pour tout x € R™ avec une fonction « de classe K.
— limitée ou decresent, s’il existe une fonction v de classe I, telle que

vt >0, Vo € R", V(t,z) < (||
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Définition 1.2.7 (Fonction de Lyapunov). On considére le systéme (1.1). Soit U(0)
un voisinage de zéro et V : Ry x U(0) — R une fonction continue et différentiable sur
U(0).
— On dit que V est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

i. V est définie positive.

ii. V(t,z) <0 pour tout = € U(0).
— On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

i. V est définie positive.

ii. V(t,z) <0 pour tout z € U(0) \ {0}.

L’utilisation de ces fonctions fournit des critéres qui permettent de conclure a la stabilité
ou a la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre sans que l'intégration des équations du
systéme considéré soit nécessaire. Les résultats datent du 19° siécle et sont dus & Lyapunov.
Pour une démonstration, le lecteur pourra se référer a [50].

Théoréme 1.2.8. On considére le systéme (1.1). Si le systéme admet une fonction de
Lyapunov au sens large sur U(0), alors l'origine x = 0 est un point d’équilibre stable. Si
de plus V' est decresente, alors x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable.

Théoréme 1.2.9. Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme (1.1) et U(0) = {z €
R™ | ||lz|| < r} Soit V : Ry x U(0) — R une fonction de classe C' telle qu’il existe des
fonctions de classe K a1, as et as définies sur [0,r[ vérifiant : Vt >ty et Vo € U(0),

ar(fJzll) < V(¢ x) < as([|]) (1.2)

V(t,z) < —as([lz]]). (1.3)

Alors, © = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable. Si U(0) = R”
et a1 et ag sont de classe Ko, alors x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformé-
ment asymptotiquement stable.

Théoréme 1.2.10. Considérons le systéme (1.1). Supposons que ce systéme admet une
fonction de Lyapunov V (t,z) et supposons qu’il existe des constantes c1, ca, c3 et c¢qg >0,
telles que, Yx € U(0), YVt >tg on a :

allal? < V(1) < el (14)
V(t,x) < —esllal? (15)
ov

15 () < el (16)

alors, x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable. Si U(0) = R™, alors lorigine
est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable.
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1.3 Les systémes perturbés

Etant donné que les systémes physiques sont souvent complexes et difficilement exploi-
tables pour le controle, leurs représentations avec une précision et un modéle de structure
simple, reste un grand souci pour garantir la fidélité du modéle vis-a-vis du processus
réel et ’adéquation de ce modéle & une forme mathématiquement exploitable. En effet,
beaucoup de dynamiques sont décrites par des systémes perturbés de la forme

2(t) = f(t, (1)) + g(t, 2(1)). (1.7)

Pour ce systéme, on suppose que f(t,0) =0, g(t,0) = 0;Vt > 0 et que les fonctions f et g
sont continues par rapport a t, localement lipschitziennes en x pour assurer l’existence et
I’unicité des solutions. Un tel systéme est vu comme étant la somme du systéme nominal
x(t) = f(t,z(t)) et du terme de perturbation g(t,z(t)). Ce dernier terme représente les
erreurs de modélisation du systéme réel vu la présence des incertitudes. Généralement, on
ne connait pas cette fonction mais on dispose de quelques informations sur elle, comme
par exemple la borne supérieure de ||g(¢, z(t))|| (ou || . || désigne la norme euclidienne dans
R™). Parmi les problémes classiques qu’on peut se poser pour cette classe de systémes, le
probléme de la stabilité. En effet, si on suppose que le systéme nominal est uniformément
exponentiellement stable (ou encore UES), alors on se demandera si le systéme perturbé
gardera le méme comportement ou non. L’idée de résolution de ce probléme revient & uti-
liser la fonction de Lyapunov du systéme nominal comme étant une fonction de Lyapunov
candidate pour le second [50]. Cette approche est trés pertinente pour I’étude de la stabilité
locale du systéme
i(t) = F(t,2(1)),

OF
lors de sa linéarisation, pourvu la condition que F soit continiment différentiable et ||6— I
x

soit localement bornée et Lipschitizienne, uniformément en ¢t. Cette méthode est appelée
méthode indirecte de Lyapunov, vu que la stabilité de ce dernier systéme (c’est & dire du
systéme initial #(t) = F(t,z(t))) est déduite de celle de son linéarisé

oF

ou A(t) = a—(t,x) |,—o- Les limitations de cette méthode, résident dans le fait que le
x

terme de perturbation considéré dans la linéarisation vérifie I’hypothése
lg(t, ()] < Lilz|* V@) <,

ce qui n’est pas le cas en général. De plus, le résultat obtenu reste toujours local, autrement
dit, on désire plus prouver une stabilité globale. Néanmoins, on peut assurer la stabilité
exponentielle du systéme perturbé tout en imposant a la fonction ¢(¢,x(t)) de vérifier
une condition bien déterminée de sorte que ce terme g(t,z(t)), qui est supposé un terme
destabilisant, n’influe pas sur la stabilité du systéme nominal. Il suffit par exemple de
supposer la condition suivante :

lg(t, z@)| < Allz@®)]l; vt =0, (1.8)

avec v une constante positive assez petite. Notons que les fonctions qui tendent vers zéro
quand ||z(t)|| tend vers zéro et qui sont localement lipschitiziennes en x, uniformément en
t pour tout ¢ > 0 sont situées dans ce dernier cadre (c’est a dire elles vérifient 'inégalité
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(1.8)). Cependant, il est souvent souhaitable d’établir des résultats plutdt du type global
et ceci n’est plus possible si la contrainte (1.8) est locale. Une autre fagon pour surmonter
I'inconvénient de la méthode indirecte de Lyapunov et dans le but de fournir un résultat
de stabilité globale, on optera l'idée de construire une fonction de Lyapunov qui sera la
combinaison de celle candidate pour le systéme nominal et d’un terme additif ¢ (¢, z) qui
sera choisi afin de compenser 1’effet de la perturbation.

Exemple 1.3.1. Soit le systéme :
z(t) = A(t)xz + B(t)z,

avec A(t) est supposée une matrice continue bornée sur [0, +oo[, B(t) continue et vérifie
|B(t)|| — 0 quand t — oo. On suppose de plus que l'origine du systéme nominal est
globalement uniformément exponentiellement stable (ou encore GUES). Alors d’apres ce
qui précede, Porigine est encore globalement uniformément exponentiellement stable (ou
encore GUES).

Le systéme étudié dans la suite de ce mémoire est un systéme particulier dont la
perturbation g(t,z(t)) vérifie une certaine condition dite : condition du secteur.

1.4 Probléme de Lur’e

Description du systéme On décrit le systéme de Lur’e comme suit :

* = Ax+ Bu
y = Cx+ Du (1.9)

ou x € R™ est I’état, y € R™ est la sortie et u € R™ est le contrdle du systéme. On suppose
que m < n, qui est une hypothése naturelle.

Le probléme de la stabilité absolue est considéré un des sujets les plus classiques de la
théorie du controle. Il a été évoqué depuis 1944, pour la premiére fois par le scientifique
russe Lur’e ([1], [60], [72]). Pour cette raison, il est connu sous le nom de : « probléme
de Lur’e » et le systéme traité est dit « systéme de Lur’e ». Ce dernier est representé
comme étant 'interconnection par feedback d’un systéme dynamique linéaire et d’un autre
non linéaire. Il peut également étre vu comme un systéme linéaire perturbé avec une
perturbation ¢ qui appartient & un secteur donné. Le probléme de la stabilité absolue
consiste & trouver des conditions suffisantes qui portent sur le systéme linéaire de sorte
que lorigine soit globalement uniformément stabilisable par une famille de contréleurs
qui dépendent de la sortie et qui appartiennent au secteur [K7, Ko] (voir la définition ci-
dessous), ce qui nous ameéne a assimiler la stabilité absolue a une stabilité robuste, dans le
sens que 'origine sera stable pour toute une classe de non-linéarités vérifiant la condition
du secteur.

On s’intéresse dans ce mémoire & étudier les problémes de la stabilité et de la stabilisation
d’un systéme de Lur’e & retard variable. Pour ce faire, il est indispensable de rappeler la
définition d’une condition du secteur.

Définition 1.4.1. Soient K7 et Ko deux matrices réelles m xm, telles que K = Ko— K soit
une matrice symétrique définie positive. On dit qu'une fonction continue ¢ : Ry x RP — RP
est dans le secteur [K1, Ka], si ¢(¢,0) =0, Vt > 0 et

(6(t.y) — K1y) " (¢(t,y) — Koy) <0, V¢t >0 et ¥y € R,
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Définition 1.4.2. On dit qu’une fonction non linéaire continue ¢ : Ry x RP — RP appar-
tient au secteur [0, K|, ot K est une matrice symétrique définie positive, si ¢ satisfait

o' (t,y) [o(t,y) — Ky] <0, ¥(t,y) € Ry x RP, (1.10)

Pour avoir une meilleure interprétation géométrique sur une telle fonction, on ’a pré-
sentée dans le cas particulier oit p = 1 par la figure ci-dessous.

Ky
Ky

o(t,ly)

Définition 1.4.3 (Stabilité Absolue). On dit que le systéme (1.9) est absolument stable
sur le secteur [0, K] (resp sur [K1, K2]), si = 0 est GUAS pour toute non-linéarité ¢(t, y)
appartenant au secteur [0, K|(resp [K1, K3]).

1.5 Introduction aux systémes a retard

1.5.1 Exemple introductif

Dans ce paragraphe, nous allons présenter un exemple de systéme a retard tout en

précisant ses sources [69]. Avant de I’aborder, il faut introduire tout d’abord la notion du
robot autonome, afin de pouvoir mieux comprendre ce qui suit. En effet, un robot autonome
est un systéme automoteur, disposant a la fois de moyens de traitement de 'information
permettant une capacité décisionnelle suffisante et de moyens matériels adaptés de facon a
pouvoir exécuter, sous contréle humain réduit, un certain nombre de taches précises, dans
un environnement variable non complétement connu & ’avance.
On considére 'exemple d’une flotte constituée de N robots autonomes distants coopérants
dans le but de réaliser une action ou une tiche commune. Et vu que cette collaboration
suppose un partage de taches et d’informations, on dit qu’il s’agit bien d’un réseau de
communication. Pour représenter son évolution, on peut suivre I’hypothése classique dans
la modélisation mathématique qui suppose que le comportement futur peut étre caractérisé
uniquement a l'instant présent (noté ¢,) par un vecteur z(¢) appartenant a un espace
vectoriel de dimension finie R™. On appelle alors z(t) le vecteur d’état de ’ensemble des
N robots se déplacant dans un espace donné. Ce vecteur z(t) rend compte de I’état de
chacun des robots pris individuellement, c’est & dire,

x(t) = [z1(t), .., xi(t),.., zn ()]

La composante z;(t) du i€ robot contient notamment sa position et sa vitesse. Si nous
négligeons les caractéristiques du réseau et les problémes de communication entre les dif-
férents agents coopérants, I’évolution de 1’état de chacune des entités sera décrite par le

€
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systéme d’équation :
Vi = 1,..,N xl(t) :fi<l‘1(t) g ony $i<t),.., J}N(t)) (I)

Mais de point de vue réalité, on constate qu’il existe des retards intrinseques, induits
par le réseau de communication, ce qui rend cette représentation peu convenable et trés
peu réaliste. En effet, les informations provenant des autres robots ne parviennent qu’a un
certain laps de temps aprés leur émission. La cause majeure de ce retard est diie aux canaux
de communication entre les robots. Ces derniers sont des éléments physiques induisant un
retard dépendant de leurs propriétés structurelles et surtout des algorithmes mis en place
pour la gestion du trafic sur le réseau et aussi apparaissant lors de la conversion d’un
signal de mesure physique en unités d’information transmises au réseaudu. De plus, lors de
I’émission, la gestion des données dépend du protocole utilisé. On distingue essentiellement
trois types de protocoles, selon le domaine d’application dans lequel ils sont utilisés :

1. Bus de terrain C.A.N (Controller Area Network) : caractérisé par 'utilisation de
niveaux de priorité pour I’émission des messages (2%° niveaux). Son débit est au
maximum de 1Mbit/s pour une longueur de 40m. Un noeud peut émettre a tout
instant si le bus est silencieux, mais c’est le message & plus haut niveau de priorité
qui a l’accés au bus (au travers du controleur central du bus), si deux noeuds tentent
d’émettre au méme instant.

2. Réseaux locaux L.A.N (Local Area Network) : largement répandus et habituellement
utilisés pour connecter des ordinateurs dans les réseaux privés. Ils ont un taux de
transmission élevé. Leur taille limitée, rend le retard connu et borné. Ils ont aussi un
taux de transmission trés élevé.

3. Réseaux longue distance W.A.N (Wide Area Network) : sont caractérisés par la
présence d’'un ou plusieurs routeurs et de commutateurs qui gérent et distribuent
Iinformation. La principale influence du routeur est d’induire une file d’attente ou
sont stokés les messages avant d’étre retransmis. Etant donnée sa structure chainée,
la file d’attente présente alors une source de retard.

Ainsi, vu la cumulation des retards induits par chaque robot et puisque leurs tailles de-
viennent significatives au regard des performances du systéme, il s’avére indispensable d’en
tenir compte dans la modélisation du systéme initial et par suite de modifier le systéme (I)
en un systéme plus complexe mais plus adéquat, dit systéme a retard et représenté comme
suit Vi =1,..,N

l’z(t) = fi(fL‘l(t — hl), ..,l‘z;l(t — hz;l),l‘i(t — hi),l‘iJrl(t — hi+1), ..,:I?N(t — hN)) (II)

1.5.2 Solution d’un systéme a retard

Avant d’aborder le concept des équations différentielles fonctionnelles, il est susceptible
de définir 'ensemble C([a, b],R™) comme étant ’ensemble des fonctions continues de [a, b]
dans R™. Plus précisément, notons C =: C([—r, 0], R™). Pour une fonction ¢ € C([—r, 0], R™),
on définit la norme continue || . ||. par :

16 lle= max. 11 6(0) |
ou || . || désigne la norme Euclidienne dans R".

Soit ¢ € C([a,b], R™) et 1y une restriction de ¢ dans C, c’est a dire

P(0) =Y(t+0), V —r<6<0.
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Les systémes a retard sont des systémes dynamiques régis par des équations différentielles
fonctionnelles. On peut distinguer deux types de systémes a retard, & savoir le type retardé
et neutre. Néanmoins, on s’intéresse, uniquement dans ce mémoire a étudier les équations
différentielles fonctionnelles du type retardés notées aussi EDFR décrites par le modele
mathématique suivant :

#(t) = F(t2(t), 20) (1.11)

D’aprés cette description, on constate que la dérivée de I’état = au temps ¢ dépend de ¢t et
de z(&) avec t — r < ¢ < t. En d’autres termes, la détermination de la future évolution de
I’état exige la spécification des états initiaux z(t) dans un intervalle de temps de longueur
r. De plus, & I'instant ¢ = 0, la fonction x; = xg nécessite la connaissance des valeurs de
x(t) sur l'intervalle de temps [—r,0]. En d’autres termes, une condition initiale doit étre
précisée. Si la condition initiale & linstant tg d’une équation différentielle ordinaire est
un point x(tg), celle d'une équation différentielle retardée est une fonction appartenant a
I’ensemble C.

r0=¢, ¢€C. (1.12)

De ce fait, les systémes a retards appartiennent & la classe des systémes de dimension
infinie.

Pour A > 0, une fonction x est dite solution du systéme (1.11) dans [to — 7, to + A], si dans
cet intervalle, = est dérivable et satisfait "TEDFR (1.11).

Si de plus, la solution vérifie (1.12), alors elle est dite solution de I’équation avec la condition
initiale (1.12). Dans ce cas, elle est notée x(to, ¢, f). Enoncons tout d’abord le théoréme
d’existence et unicité de la solution pour les systémes a retard [37].

Théoréme 1.5.1. [37] Soit Q un ouvert de R x C et f:Q — R™ une fonction continue.
Supposons de plus que f(t,¢) est Lipschitzienne par rapport a ¢ dans tout compact de €2,
c’est a dire pour tout compact Qo C 2, il existe une constante L telle que

| f(t,p1) — f(t,02) IS L || 1 — 92 |

pour tout (t,$1), (t, ¢2) € Q.
Si (to, ¢) € Q, alors il existe une unique solution de (1.11) passant par (to, ¢).

Définition 1.5.2. — La solution triviale du systéme (1.11) est dite stable si Vtp € R
et Ve > 0, 36 = 0(tp,e) > 0, tel que

| 4o le< 6 = (t) [<e  Vt>to.

— Elle est dite asymptotiquement stable (ou AS), si elle est stable et Vi € R et Ve > 0,
30 = 0(to,€) > 0, tel que tli)r& z(t) = 0 quand || zy, [|.< 6.

— Elle est dite uniformément stable (ou US), si elle est stable et §(¢g, €) peut étre choisie
indépendement de %g.

— Elle est dite uniformément asymptotiquement stable (ou UAS) si elle est uniformeé-
ment stable et il existe § > 0, tel que pour tout n > 0, il existe T'= T'(d,n) de sorte
qu’on ait

| zty |le< 0 = =(t) ||[<n pour tout ¢t>to+ T, to€R.

— Elle est dite globalement (uniformément) asymptotiquement stable (ou GAS), si elle
est (uniformément) asymptotiquement stable et & peut étre choisie arbitrairement.
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Remarques :

— II est clair que les notions de stabilité, énoncées ci-dessus, ne différent pas trop de
celles des systémes sans retard, sauf pour les hypothéses concernant les conditions
initiales.

— Dans ce mémoire, I’étude des systéemes a retard appartenant au type neutre ne sera
pas abordée. Cependant, il est important de signaler la différence avec le type retardé.
En effet, pour ce type, les arguments du champ de vecteurs f font intervenir la dérivée
de I’état x; et par conséquent des dérivées retardées. Pour plus de détails, le lecteur
intéressé peut se référer a 'ouvrage [37].

1.5.3 Extension de la seconde méthode de Lyapunov

Soit & = 0 le point d’équilibre du systéme (1.11). Comme pour les équations différen-

tielles ordinaires, la stabilité de l'origine concerne le comportement du systéme quand la
trajectoire de ce dernier dévie du point z = 0.
Sans perte de généralité, on suppose que z(t) = 0 est une solution de I’équation différen-
tielle fonctionnelle (1.11), qu’on va appeler solution triviale. En effet, si on désire étudier la
stabilité d’une solution non triviale y(t), on fera le changement suivant : z(t) = z(t) —y(t).
Le systéme ainsi obtenu est alors :

2(t) = f(t,z +ye) — f(tye)

qui admet la solution triviale z(¢) = 0.
La seconde méthode de Lyapunov repose sur 'existence d’une fonction V' définie positive,

av
telle que le long des trajectoires du systéme (1.11), on ait s < 0, si x # 0. Cette

méthode directe n’est valable que pour une classe restreinte de systémes a retard, puisque

1% o .
—— dépend des valeurs passées x;. Elle est donc trés difficile & appliquer dans le cas

général des systémes & retards. Deux extensions & la seconde méthode de Lyapunov ont
été développées. En effet, dans le cas retardé, deux types d’approoches sont possibles
V = V(t,z(t)) ou V = V(t,x). Le premier cas conduit a une difficulté d’analyse liée
au fait que la dérivée dépend des instants passés. Le second cas reporte cette difficulté
dans la conception de la fonction V. Ces deux approches développées par Razumikhin et
Krasovskii vont étre rappelées dans la suite.

1.5.3.1 Théoréme de Lyapunov-Krasovskii

Puisque 1’étude de stabilité des systémes sans retard nécéssite la construction d’une
fonction de Lyapunov V (¢, z(t)) qui est, en quelque sorte, la mesure potentielle quantifiant
la déviation de I’état x(t) de la solution triviale, et puisqu’on a besoin que x(t) spécifie
la future évolution du systéme au dela de ¢, il s’avére alors trés évident le besoin que
l'état =4, qui désigne la valeur de z(t) sur l'intervalle [t — 7, t], accomplit la méme téche,
pour les systémes & retard. Et par conséquence, la fonction de Lyapunov correspondante
a un tel systéme sera dépendante de z;. Autrement, V = V (¢, x4). Une telle fonction est
appelée alors : fonction de Lyapunov-Krasovskii. Soient V' : R x C — R une application
différentiable et x;(to, ¢) la solution de I’équation (1.11) de condition initiale x;, = ¢, alors
on évalue la dérivée de V(t,x;) par rapport a t au point (tg, ¢) comme suit :

V(to, ¢) = % (V(t, z(¢, xt)))|t:t07xt:¢ = lim sup 1[V(to + h, x40 (to, @) — V(to, ¢)]
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On énonce maintenant le théoréme de Lyapunov-Krasovskii, qui représente une condition
suffisante pour la stabilité des systémes a retard [37].

Théoréme 1.5.3. Soit f : R x Cy — D ot Cy (resp. D) est un ensemble borné de
C(resp.R™). Supposons qu’il existe des fonctions u,v,w : RT — RT continues, non-
décroissantes et vérifiant : u(s) et v(s) strictement positives pour s > 0, et u(0) = v(0) = 0.
Sl existe une fonction continue différentiable V : R x C — R, telle que

u(ll ¢(0) ) V(¢ 0) < olll ¢ lle)

et
V(t,¢) < —w(|l 6(0) )

alors la solution triviale de (1.11) est uniformément stable. Si w(s) > 0, Vs > 0, alors
cette solution est uniformément asymptotiquement stable. Si de plus, lim u(s) = oo alors
S§—00

elle est globalement uniformément asymptotiquement stable.

A ce niveau, on peut envisager un cas particulier pour lequel la fonctionnelle de
Lyapunov-Krasovskii est quadratique bornée, et par suite on obtient une autre version
du théoréme de Lyapunov-Krasovskii énoncée sous la forme suivante [37].

Corollaire 1.5.4. Le systéeme (1.11) est asymptotiquement stable s’l existe une fonction-
nelle de Lyapunov-Krasovskii quadratique bornée V(@) telle que pour tout € > 0, on a

V(9) 2 el ¢(0) |17,

et sa dérivée le long des trajectoires

V(9) = V() loi=g,

satisfait

V(g) <~ 6(0) |-

Démonstration. En comparant les conditions du théoréme a celles du corollaire, on re-
marque bien que la seule hypothése enlevée est

V(o) <v(ll ¢ llc)

mais, vu que V est une fonctionnelle quadratique par rapport a ¢ et bornée, on peut
assurer la relation suivante :

v(ll ¢ lle) = K(Il ¢ [l)®
pour K > 0 suffisament grand. O

1.5.3.2 Théoréme de Razumikhin

Du moment que la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii exige que 1’état du systéme
x(t) appartienne a Uintervalle [t — 7, t], il est inévitable de manipuler des fonctionnelles. Ce
qui entraine une difficulté dans 'application du théoréme de Lyapunov-Krasovskii. Cette
difficulté peut étre parfois surmontée et dépassée grace au théoréme de Razumikhin, qui
contrairement & l'autre, introduit essentiellement des fonctions au lieu des fonctionnelles.
L’idée derriére ce théoréme est aussi de trouver une fonction V() représentant la grandeur
de z(t). Voici alors le théoréeme de Razumikhin [37] :
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Théoréme 1.5.5. Soit f : RxCy — D ou Cy (resp. D) est un ensemble borné de C (resp.
R™). Supposons qu’il existe des fonctions u, v, w: RT — RY continues, non-décroissantes
et vérifiant : u(s) et v(s) sont strictement positives pour s > 0, u(0) = v(0) = 0 et v est
strictement croissante. S’il existe une fonction continue différentiable V : R x R" — R,
telle que

u(l|z|]) <V(t,x) <wvo(||x|), pourtout t€R, ze€R",

et la dérivée de V' le long des trajectoires de (1.11), satisfait

Vit,z) < —w(|z]) si V(E+0,2(t+0) < V(L) (1.13)

V0 € [—r,0], alors la solution triviale de (1.11)est uniformément stable. Si w(s) > 0 pour
tout s > 0 et il existe une fonction continue, non-décroissante p(.) vérifiant : p(s) > s pour
tout s > 0 telle que (4.3) devient :

Vit,z) < —w(ll ) st V(E+0,2(t+0)) <p(V(tx(t)))

VO € [—r,0], alors cette solution est uniformément asymptotiquement stable. Si de plus,
lims_, 00 u(s) = +o00 alors elle est globalement uniformément asymptotiquement stable.

De méme, si on voudrait revenir au cas ou la fonction de Lyapunov est quadratique et
bornée, on aura le résultat suivant [37] :

Corollaire 1.5.6. Le systéme (1.11) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction
de Lyapunov quadratique bornée V (¢) telle que pour tout € > 0, on a

Viz)>e|x|?
et sa dériée le long des trajectoires satisfait
V(z(t) < —¢ | z(t) |

Viz(t+0)) > pV(x(t)), VO€][-r0]

pour toute constante p > 1.

Démonstration. En comparant les conditions du théoréme & celles du corollaire, on constate
que la seule condition négligée est

V(z) <v(x).

Or, étant donné que V est une fonction quadratique par rapport & x et bornée, alors on
peut assurer 'existence d’une constante K > 0 suffisement grande telle que :

Vi) <K | z|?

Par conséquent, pour v(z) = K || = ||?, les conditions du théoréme sont satisfaites. O

1.6 Analyse convexe et inégalités linéaires matricielles

L’introduction de l'outil LMI (Linear Matrix Inequality) dans l’analyse des systémes
dynamiques date depuis 1890, quand Lyapunov avait publié son travail fondamental intro-
duisant la théorie de Lyapunov. En effet, la premiére LMI formulée, connue sous le nom de
I'inégalité de Lyapunov en P, était de trouver une matrice P > 0 telle que ATP +PA < 0
et ceci pour caractériser la stabilité du systéme & = Azx.



1.6. Analyse convexe et inégalités linéaires matricielles 19

1.6.1 Analyse convexe

La notion de convexité tient dans ce mémoire une place plus ou moins importante.
En effet, les problémes d’analyse et de synthése dont nous nous proposons d’étudier, sont
formulés en termes d’optimisation convexe [13]. Un tel probléme s’énonce donc de la fagon
suivante :

min(f(z))

zel
ou & est un ensemble convexe et f est une fonction convexe. La convexité d’un probléme
d’optimisation a un double avantage :

1. les temps de calcul pour trouver une solution sont raisonnables.

2. il n’existe pas de minimum local de la fonction cotit & optimiser ; le résultat obtenu
correspond & un minimum global unique (puisque la fonction cotit f est convexe).

1.6.2 Problémes classiques de LMI

Depuis quelques années, de nombreux travaux ayant pour principal objectif de réduire
une grande variété de problémes de synthése ou d’analyse & des problémes d’optimisation
convexe impliquant des LMIs ont vu le jour. Parallélement, des méthodes efficaces de
résolution des problémes d’optimisation convexe ont été développées. Citons & ce niveau,
la programmation convexe dans l’espace des matrices définies positives.

Définition 1.6.1. Etant données une famille de matrices symétriques P;, i € {0,...n}
de RPXP et un vecteur x = (x1,29,...,2,)" € R", une LMI stricte (resp. non stricte) en
xi, 1 €{1,...,n} s’écrit sous la forme :

n
F(x)=PFPy+ lePz >0 (resp. >0).
i=1
Remarque
L’ensemble E défini par E = {x € R™; F(z) > 0} est convexe, ce qui permet de considé-
rer une contrainte LMI comme convexe. On peut aussi énumérer dans ce cadre les trois
problémes d’optimisation fréquement rencontrés sous forme de LMI :
— Le probléme de réalisabilité (ou faisabilité).
— Probléme de valeurs propres (EVP).
— Probléme des valeurs propres généralisées (GEVP).

1.6.3 Complément de Schur

Les théorémes issus des techniques de Lyapunov conduisent généralement & des contraintes
non linéaires. Les difficultés rencontrées proviennent de la transformation de ces contraintes
non linéaires en LMIs. On cite alors la formulation basée sur le complément de Schur comme
étant la méthode la plus simple et la plus utilisée.

Théoréme 1.6.2. Soient trois matrices R(x) = R (z), Q(z) = QT (x), S(z) affines par
rapport a la variable x. Alors, la LMI

(% 3) >

est équivalente a ces deux relations

R(z) >0, Q(z)— S(x)R Y (z)ST(z) >0
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1.6.4 S-procédure

De méme et dans ce méme contexte, on rappelle la S-procédure :

Théoréme 1.6.3. Soit une famille de matrices F; = FZ-T e R™" i=0,1,2,...,p. S’ils
ezistent des réels e; > 0, i=1,...,p, tels que Fy — Y %, &;F; > 0, alors V§ #0

ETFE>0,..,TFE > 0= T[> 0.

Pour le cas particulier p =1, on a l’équivalence.
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Etude des systémes de Lur’e a retard

2.1 Introduction

Les premiéres tendances de 1’étude de stabilité des systémes a retard concernaient prin-

cipalement des retards constants. Depuis le milieu des années 90, différentes conditions de
stabilité robustes de systémes linéaires a retard constant, mais incertain, ont été dévelop-
pées. On cite ([11],[17], [46], [45]). Ces tendances trouvent leur justification dans le cas o,
seule une partie récente du passé exerce une influence sur le comportement du systéme.
On parle alors d’équations & retards majorés ou bornés, s’il existe un nombre réel 7 > 0
tel que dans I'équation & = f(t, ;) la fonctionnelle x; est définie sur [—7,0] ([69]).
Dans ce chapitre, contrairement aux travaux [30] et [32], nous nous sommes intéressés
a étudier la stabilité des systémes linéaires a retard bouclés par un terme non linéaire
¥ (t,y(t)) dépendant du temps et de la sortie, vérifiant une condition du secteur. Ce cha-
pitre est I'objet du travail établi dans [27], dont I'objectif est non seulement de fournir un
nouveau critére dépendant du retard pour la stabilité absolue du systéme de Lur’e avec
retard variant dans un intervalle et de montrer son raffinement vis & vis de celui proposé
par [46], mais aussi de stabiliser une classe de systémes a retard, via un coontrole linéaire.
Nous prouverons l'efficacité de ce critére par des exemples numériques déja traités par
Han et Fridman pour voir de prés 'avantage. Une des étapes du travail de I’automaticien
consiste essentiellement & établir des critéres de stabilité pour le systéme en question. Face
a la diversité des travaux consacrés a l’étude de stabilité des systémes & retard dans la
littérature, un mathématicien ou automaticien se charge naturellement de comparer ces
derniers entre eux, de savoir la différence et de déterminer le meilleur parmi eux pour
I’adopter dans le futur. En effet ce chapitre se situe dans le cadre de raffinement du critére
déja établi dans [7] pour les systémes de Lur’e a retard constant. En effet, pour des soucis
d’ordre pratique, et dans le but de se rapprocher du comportement des processus réels, il
nous parait intéressant, voir utile, de proposer des modéles dont le retard est une fonction
du temps, vu que la constance du retard est une hypotése rarement vérifiée dans la réalité
(pour mieux comprendre, il suffit de considérer le cas de la communication internet...[69]).
De plus, on distingue qu’une majorité des résultats existants (qui traitent le cas du retard
variable) suppose que les retards varient dans un intervalle [0, has] (voir [32], [78], [77]). Et
étant donné que, ces derniers apparaissant dans les processus réels, sont le plus souvent dis
a des phénomeénes de transfert d’information ou de matiére, il se révéle alors conservatif,
le fait d’autoriser le retard & prendre la valeur 0. Réellement, cette derniére hypothése,
revient & supposer qu’a un moment, le transfert se fait de maniére instantanée. Or ce n’est
pas vrai.

21
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En outre, dans beaucoup de résultats récents, les informations issues du retard comme sa
borne inférieure ou encore la borne supérieure de sa dérivée, sont négligées et méme si dans
quelques uns on tenait compte de cette derniére, elle est trés souvent supposée inférieure
ou égale a 1 (voir [32], [47], [78], [77], [87]).

Dans ce contexte et & condition bien str que cela conduise & un critére moins restrictif, il
est trés avantageux de se donner une borne inférieure du retard (c’est a dire h,, > 0) et
de faire intervenir I'information issue de sa dérivée, sans contrainte supplémentaire sur la
vitesse de variation du retard. Autrement dit, sans se restreindre au cas ou h(t) < 1. En
effet, cette condition assure que le retard ne varie pas plus rapidement que le temps et que
les informations retardées arrivent dans un ordre chronologique. Ce que nous ne font pas
ici. Ainsi, avec cet esprit critique, nous avons fourni des résultats meilleurs que ceux dans
[47], |78], [87]. Ceci était I’objectif du papier [27].

Notations : Tout le long de ce chapitre, R désigne ’ensemble des nombres réels,
R"™ Tespace Euclidien de dimension n et R™ ™ Densemble des m x m matrices réelles.
I est la matrice identité. L’ensemble C,, -,, := C([—7am,0],R™) est 'espace des fonctions
continues sur l'intervalle [—73/, 0] & valeurs dans R™. La notation A > 0 désigne une matrice
symétrique definie positive A et AT désigne la matrice transposée de A.

2.2 Stabilité du systéme de Lur’e a retard

2.2.1 Critére de stabilité dépendant d’un retard constant

On considére le systéme suivant :

x(t) Apz(t) + A1z(t — h) + Bw(t),
y(t) Coz(t) + Crx(t — h),
w(t) = —e(tyd), (2.1)

avec z(t) € R™ est I’état du systéme; y(t) € RP est la sortie mesurée et h > 0 le retard
constant. On suppose de plus que :
e La non linéarité ¢(.,.) : R4 x RP — RP est continue et vérifie la condition du secteur
[0, K] c’est a dire ¢ satisfait

o"(t,y)[p(t,y) — Kyl <0,¥(t,y) € Ry x R, (2.2)

avec K une matrice définie positive.
e Les matrices Ay, A1, B, Cy et Cp sont réelles de dimensions appropriées.
e La condition initiale du systéme (2.1) est donnée par

2(t) = b(t), t € [=h,0], ¢ € Cppp := C([—h, 0], R™).

On suppose aussi qu’on est bien soumis sous les conditions d’existence et unicité des
solutions pour toute condition initiale ¢.
Le développement de cette partie est basé essentiellement sur le résultat suivant

Proposition 2.2.1. [87] Soit x(t) € R™ une fonction avec une dérivée de premier ordre
continue. Alors cette inégalité intégrale est verifiée pour toutes matrices : My, My € R™*™ X >
0eth(t)>0:

- /t u )be(S)Xﬂb(S)dS < EH(OTE) + h()ET (T XTITE() (2.3)
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ou
T ML+ M —ME 4+ My
o * —MI — M,

o [ k= |

Cette proposition joue un réle trés important dans le développement du calcul qui
suivra. On énonce maintenant un résultat qui représente une condition suffisante pour la
stabilité du systéme (2.1).

Théoréme 2.2.2. [7]/ Pour h > 0, le systéme (2.1) avec une fonction non linéaire vérifiant
la condition (2.2) est absolument stable, s’il existe € > 0, des matrices P >0, Q >0, R >
0, My et My € R™ "™ tels que la LMI suivante est vérifiée

En Ein,  Es  hATR hMT

x FEy —eCI'K hATR hMT

B = x + =2 hBTR 0 <0 (2.4)
* * * —hR 0
* * * * —hR

avec

By = AP+ PAy+Q+ M + M
Eip = PA; — M{ + Ms,
E13:PB—€CgK,

Fay = —Q — MJ — Ms.

2.2.2 Critére de stabilité du systéme dépendant d’un retard variable

Description du systéme : On considére le systéme a retard variant avec le temps de
cette forme :

B(t) = Agx(t) + Azt — h(t)) + Buw(t),
y(t) = Cox(t) + Crz(t — h(?)),
w(t) = —(tyt), (2.5)

avec (t) € R™ est I’état du systéme, y(t) € RP est la sortie mesurée. On suppose que :
e La fonction non linéare ¢ : Ry x RP — RP est continue et appartient au secteur [0, K].
Autrement ¢ satisfait

e (ty) [p(t,y) — Ky] <0, ¥(t,y) € Ry x RP, (2.6)

ou K est une matrice définie positive.
e Ay, A1, B, Cy et Cq sont des matrices réelles de dimensions appropriées.
e Le retard h(t) est une fonction de temps supposée dérivable et satisfaisant

0< hm <h(t) <har et h(t) < (2.7)

avec hp,, hps et p sont des réels constants.
e La condition initiale du systéme est donnée par

‘T(t) = ¢(t)v te [*hM,O], ¢ € Cn,hM-
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Notons que la borne inférieure du retard qu’on a notée h,,, peut étre différente de zéro,
puisqu’en pratique, le plus souvent, h,, est strictement positive.

On suppose aussi qu’on est bien soumis sous les conditions d’existence et unicité des
solutions pour toute condition initiale ¢.

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 2.2.3. [26] Pour des scalaires donnés 0 < hy, < hps, le systéme (2.5) avec
une fonction non linéaire satisfaisant la condition (2.6) est absolument stable s’il existe un
scalaire € > 0 et des matrices definies positives P > 0, Q; > 0, R; > 0, 1=1,2,3 et des
matrices réelles M;, N;, S; € R™*" i=1,2 tels que la LMI

Enn Er2 0 Eun
* EQQ 0 0
* * :33 534
* * *  Z4q
* * * *

== * * * *
* * * *
* * * *
* * * *
* * * *
* * * *

avec

Z15 hyATRy hyME =15 0 hyATRz hayST
S5 hyATR; 0 S 0 hyATR;  hyST
0 0 0 0 Z39 0 0

0 0 hag MY 0 Z49 0 0

Zs5 huBTR; 0 Zss 0  hyuBTR; 0

* —hy Ry 0 0 0 0 0 <0 (2.8)
* * —h]y[Rl 0 0 0 0

* * * =Zgs 0 0 0

* * * *  Zgg 0 0

* * * * * —hyR3 0

* ES ES * * * 7hMR3

En=AlP+PA + Q1+ Q2+ Qs + M{ + My + ST + 51,

512:PA1—S,1T+SQ,

S = —M{ + Mo,
Z15=PB—¢ CIK,

Ego = —(1—p)Q3 — 53 — Sy,
525 = —€ ClTK,

S33 = —Q1 + N{ + Ny,

E34 = —N{ + Ny,

Sy =—Q2— M — My — N§

555 = —26 I,

Z1s = (ham — him) AL Ro,
Hog = (hM - hm)A{RQ’
Z58 = (har — hin) BT Ry,
Zss = —(har — him)Ra,
Z39 = (har — hun)NT,
549 = (hM - hm)NéTJ
Eg9 = —(har — hm)Ra,
soit vérifiée.

_N2;

Démonstration. : On considére la fonction de Lyapunov-Krassovskii candidate suivante :

V(t,z) = xT(t)Px(t)+/t_h :UT(s)lec(s)ds—i—/ 2T (5)Qox(s)ds

_|_

t—ha

t . )
/th(t) xT(S)Q3$(s)d5+/hM /H@ T (5) Ry (5)dsdo

+Lj/tﬂ@mmmw

0 t
+/‘(/ i (s)R3i(s)dsdf
—h(t) Jt+6
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av Ve,
dt

Si nous u
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ivant le long des trajectoires du systéme (2.5), nous obtenons

ta) =V(taz) = 2&T(t)Px(t) + 2T ()Qa(t) — 2T (t — hyn)Qua(t — hy)
+2T (1) Qox(t) — zT (t — hag)Qax(t — hay)
+al ()Qsx(t) — (1 — h(t)a” (t — h(t))Qsz(t — h(t))

+haraT (8 Ryi(t) — /tjh i (s)Ryi(s)ds
+(har — ha)@T (t) Ro:(t) — /t th —hmiT (s)Rod(s)ds

+h(t)aT (t)Raa(t) — /t e 7 (s)Ra(s)ds. (2.9)

tilisons les hypothéses (2.7) et nous appliquons l'inégalité (2.3) aux termes avec

integral de ’équation (2.9), nous obtenons

V(t

avec

§1(t) =
&a(t) =
&3(t) =

apreés avo

ou

Jxt) < 2:'vT<t>P:n<> 2T (1)[Q1 + Q2 + Qsla(t

) = T (t = him)Qu(t — hpy)
—2" (t — har)Qam(t — hay) — (1 — p)a (t — h(t))Qsa(t — h(t))
+a T ()[har Ry + (har — hn) Ra + har R3] (t)

161 () + bkl (OTT Ry 'Tiéa (1)

+& ()Y
+&5 () Y2lo(t) + (har — han)&5 (H)T3 Ry 'Tala(t)
+65 (6)Y3&3(t) + haréd (DT Ry 'T5&3(t)

x(t) or_ [ M) [ MU+ My MY+ My
y |t o * —MT — M,

:m_hm)]_ﬂ_{w]_r _[NIT+N1 —N1T+N2]
s L2 — y 42 —

* —NJ — N
z(t) or_ [ ST ] [ ST+8 ST +5
z(t — h(t)) ST 3 % —SI -5, |’

ir arrangé les termes de l'inégalité, nous avons ceci

V(t) < 0" (1) T ), (210)
II;; Iy 0 1oy IIys x(t)
* H22 0 0 H25 1’(t — h(t))
II := * x II33 IIs4 O )= z(t—hy) |,
* * x* Iy O x(t — har)
* * * x 55 w(t)
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avec

Iy = AJP + PAo + Q1 + Q2 + Qs + har AL RiAg + (har — hin) AT ReAg
+ har AT R Ag + M + My + hyy MR My 4 har ST R3St + ST+ 84,
My = PA; + hyy AT RiAL + (har — han) AY RoAy + har AT R3 Ay — ST+ So + hayS1R3*So,
My = —M{ + M + hy M{ Ry Mo,
5 = PB + hy AT Ry B + (has — hin) AT RoB + has AT R3 B,
Moy = —(1 — 11)Q3 — ST — Sy + hay ATRI Ay + (hay — hun) AT Ry Ay + hpy AT R3 Ay
+ harS3 Ry 1S,
s = hyrATRiB + (har — han) AT ReB + hp AT R3 B,
M35 = —Q1 + N{ + Ny + (har — hin) N{ Ry PN,
34 = —N{ + No + (has — hun)N{ Ry PNy,
My = —Qy — MI — My + hayMJ Ry My + (har — hun) N3 Ry ' Ny — NJ — No,
55 = hayBTR1B + (has — hyn) BT RyB + hyy BT R3B.

Une condition suffisante pour la stabilité absolue de notre systéme (2.5) est 'existence de
matrices réelles P > 0, 1 >0, Q2 >0, @3 >0, R; >0, Ry > 0 et Rz > 0 de sorte que

V(t) <nT(t)n(t) <0, (2.11)

pour tout n(t) # 0.
Or, la condition du secteur (2.6) implique que

Wl ()w(t) + W (t) [KCoz(t) + KCya(t — h(t))] < 0.
Et puis d’apres la S-procédure (1.6.3), il existe un réel € > 0 tel que
0T (t) T n(t) — 2e w! (H)w(t) — 2 W (t) [KCoz(t) + KCix(t — h)] < 0, (2.12)
pour tout 7(t) # 0. On réécrit alors de maniére équivalente I'inégalité (2.12) comme suit
nt(t) £ n(t) <0, (2.13)

avec

Y X2 213 X4 Y
Yoo Yoz o4 Mos

* X X K

ol les termes de la LMI sont donnés par

i =1Ly, (i, = 1,2,3,4), S5 =15 — e Cj K, Yo5 = Ip; — ¢ CT K,
Y35 = I35, Y45 = Ilys, Y5 = Il55 — 2¢

Enfin, grace au complément de Shur (1.6.2), la LMI (¥ < 0) est equivalente a la LMI (2.8).
Ce qui acheéve la preuve. O



2.2. Stabilité du systéme de Lur’e a retard 27

2.2.3 Exemples numériques

Exemple 1
Considérons le systéme a retard (2.5) avec une nonlinéarité vérifiant la condition du secteur

(2.6) ot
-2 0 -1 0 0.01 0
AO_[O —1]’A1_[—1 —1]’3_[0 0.04}’

160 0 10 0 10
CO_{O 1.25]’01_[0 7.5]’]{_[0 1] (2.14)

Pour p donné, les bornes supérieures admissibles calculées de hps, afin de garantir la
stabilité du systéme (2.6) pour des bornes inférieures fixées h,,, sont énumérées dans le
Tableau 1. Lorsque h,, = 0, il est clair que notre résultat est meilleure par rapport & ceux
de [33, Fridman et Shaked] et [47, Han and Jiang]. Cette comparaison prouve, effectivement
le mérite du Théoréme2.2.3.

hym  har (Fridman et Shaked) hps (Han et Jiang) hps (nouveau critére)
0 0.7692 0.8654 0.8963022
0.05 - 0.8763 0.8847
0.10 - 0.8873 0.88866
0.15 - 0.8984 0.98248
0.20 - 0.9097 0.91412
0.30 - 0.9330 0.95324
0.40 - 0.9575 0.9724

Tableau 1 : Valeurs admissibles de hjs pour des valeurs données de h,,

Exemple 2
Considérons le systéme avec les paramétres suivants

-2 0 -1 0
AO_[ 0 —0.9]"41_[—1 —1]'
B=Cy=C1=K=0.

Le Tableau 2 résume des résultats déja obtenus dans la littérature et les compare avec les
bornes supérieures admissibles de hjs obtenues en utilisant le résultat du Théoréme2.2.3,
présenté dans [26]. hps étant le retard maximal autorisé et prouvé par chaque méthode
citée. Ce dernier est obtenu par une recherche linéaire. De toute évidence, notre méthode
fournit des résultats beaucoup moins conservatifs, ce qui révele nettement sa validité. Cet
exemple montre aussi lefficacité du critére proposé dans [26] méme pour les systémes



28 Chapitre 2. Etude des systémes de Lur’e a retard

linéaires a retard variant dans un intervalle.

hom, Méthodes hr
0 Li et De Sousa(1997) 0.8571
Niculescu et al(1995) 0.99
Notre méthode 1.5309
0.01 Li et De Sousa(1997) -
Niculescu et al(1995) -
Notre méthode 1.5323
1 Jiang et Han(2005) 1.64
He, Wang, Lin et Wu(2006) 1.74
Notre méthode 1.88

Tableau 2 : Valeurs admissibles de hj; pour des valeurs données de h,, et u inconnu

2.3 Stabilisation du systéme de Lur’e & retard

2.3.1 Stabilisation du systéme controlé a retard constant
On considére maintenant le systéme contrdlé suivant
z(t) = Aoz(t)+ A1x(t — h) + Bw(t) + Gu(t),
y(t) = Cox(t) + Crz(t — h),
w(t) = —e(ty), (2.15)

avec K une matrice définie positive. Les matrices Ay, A1, B, Cy, Cy et G sont réelles de
dimensions appropriées. On suppose de plus que la non linéarité ¢ : Ry x R? — RP est
continue et vérifie la condition du secteur [0, K]. Autrement dit, ¢ satisfait l'inégalité

¢ (t,y)le(t,y) — Kyl <0, V(t,y) € Ry x RV, (2.16)
La condition initiale du systéme (2.15) est donnée par
l’(t) - (b(t)? te [_hv 0]7 ¢ € Cn,h = C([_ha 0]7Rn)

On suppose aussi qu’on est bien soumis sous les conditions d’existence et unicité des solu-
tions pour toute condition initiale ¢. On voudrait dans ce paragraphe donner une condition
suffisante pour assurer la stabilisation de ce systéme et estimer le controle stabilisant. Im-
posons le controle d’étre sous la forme suivante

u(t) = Nx(t). (2.17)
Dans ce cas, le systéme en boucle fermée devient comme suit
#(t) = (Ao + GN)x(t) + A1z(t — h) + Bw(t) (2.18)
Introduisons tout d’abord la définition suivante.

Définition 2.3.1. On dit que le systéme (2.15) est absolument stabilisable dans le secteur
[0, K] §’il existe un controle u(t) = Nz(t) tel que le systéme en boucle fermeée (2.18)
soit globalement uniformément asymptotiquement stable pour toute fonction non linéaire
©(t,y(t)) verifiant la condition (2.16).
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Le théoréme qui suit donne une condition suffisante pour pouvoir stabiliser le dernier
systéme via un feedback.

Théoréme 2.3.2. [7] Pour h > 0, \; € R, i=1,2; s’il existe un scalaire ¢ > 0, des
matrices P > 0, Q > 0, R > 0 et une matrice Y € R™ " tels que la LMI (3.5) soit
verifiée, alors lorigine du systéme (2.15) est stabilisable par le feedback linéaire (2.17)
avec N =Y (P)~! et

By Bz Eiz Euy hMR

Ess  FEaz3  Eoy hAR
+ 21 Ey 0 |<o0 (2.19)
* * —hR 0
* * * —hR

&
Il
* % % %

avec

Fi1 = P(AO + )\1I)T + (AO + )\1])? +GY + YTGT + @,
Ei2=A1P+ (A2 — \)P,

E13 =B -— 6FCEK,

FEiy = hﬁAg + hYTGT,

By = —Q — 2\2P,

E23 = —ﬁEClTK,

Eoy = hPAT,

E3; = hBTR.

2.3.2 Stabilisation dans le cas du retard variable
Considérons le systéme controlé décrit par les équations suivantes
z(t) = Apz(t)+ Ajz(t — 7(t)) + Bw(t) + Gu(t)
y(t) = Coz(t) + Crz(t — 7(t))
w(t) = —p(t,y)) (2.20)

avec z(t) € R™ est I’état du systéme, y(t) € RP est la sortie mesurée et la fonction non
linéaire ¢ : Ry x RP — RP est supposée étre continue et appartenant au secteur [0, K],
c’est & dire ¢ vérifie la condition

o (t,y) [o(t,y) — Ky] <0, ¥(t,y) € Ry x RP, (2.21)

avec K une matrice définie positive. Les matrices Ay, A1, B, G, Cy, et Cq sont des
matrices réelles de dimensions appropriées. Le retard 7(t) est supposé une fonction continue
vérifiant

0<7m <7(t)<Tm et 7(t) < p, (2.22)

avec T, Tas et p sont des constantes réelles inconnues. Notons aussi que 7, peut étre
différent de zéro. La condition initiale du systéme (2.20) est donnée par

2(t) = ¢(t), t € [=7a1,0], & € Cpry,-

11 est supposé que le coté droit de I’équation (2.20) est continue et satisfait les conditions
suffisantes d’existence et unicité de la solution pour toute condition initiale ¢ € C, r,,. Le
systéme en boucle fermée avec le feedback suivant

u(t) = Ka(t), (2.23)
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est donné par
(1) = (Ao + Gf() 2(t) + Ava(t — (1)) + Bw(t). (2.24)

Le théoréme qui suit fournit une condition suffisante pour la stabilisation du systéme
précédent par un feedback lorsque la non linéarité (¢, y) appartient au secteur [0, K].

Théoréme 2.3.3. [27] Pour des scalaires donnés 0 < T, < Tar, Niy i, Bi €R, i =1,2,
s’il existe un scalaire € > 0, des matrices définies positives P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, Q3 >
0, Ry >0, R2 >0, R3 > 0 et une matrice Y € R™™"™ tels que la LMI suivante

[ E11 Z12 0 Eix Ess Z16 =17 S8 0 =110 2111
*  Haz 0 0 Eas Z26 0 Zasg 0 =210 Z211
* * Z33 Z34 0 0 0 0 =39 0 0
* * * =44 0 0 Z47 0 =49 0 0
* * * * —2e.1 TA{BT 0 558 0 TMBT 0
= = * * * * * —TMm Ry o 0 0 0 0 < 0(225)
* * * * * * -1y R1 0 0 0 0
* * * * * * * =s8 0 0 0
* * * * * * * * =99 0 0
* * * * * * * * * 77'MR73 0
S * * * * * * * * * —mmR3
avec

En=PAo+M+a))T+ Ao+ M +a))P+GY +YTGT + Q1+ Q2+ Qs,
Eig = A1P+ (ag — )P,

E1a = (A2 — M) P,

E15 =B —ePCy K,

B = 7'MPA(—)r +mYTGT,
E17 = Mitm Ry,

Eis = (T — Tm)?Ag + (1ar — )Y TGT,
Zi10 = TMPAS— + TMYTGT,
E111 = a1y Rs,

Eoo = —(1 — u)Q3 — 203 P,
Eo5 = —€PO] K,

S = T PA]

Hog = (Tm — Tm)ﬁA]—f

Eo10 = M PAT,

Eo11 = aoTa R,

H33 = —Q1+201P,

B34 = (B2 — A1) P,

E39 = Bi(Tar — Tm) Ra,
Eu=—-Q2—2( 2+ )P,

a7 = XM Ry,

= Ba(Tm — Tm) R2,
= (TM - T’m)BTf
= —(Tp — ™m) R2,

- 7(TM - Tm)Ey
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soit vérifiée, alors lorigine du systéme controlé (2.20) est stabilisable par le feedback

linéaire (2.23) avec

K=vyP "
Démonstration. Soient 0 < 7, < Tar, A1, A2, @1, a9, B1 et (o des réels fixés. Supposons
qu'il existe un scalaire € > 0, des matrices symétriques définies positives P > 0, Q; >
0, Q2 >0, Q3 >0, Ry >0, Ry >0, R3 >0 et une matrice Y € R™*" tels que I'inégalité
linéaire matricielle (2.25) soit vérifiée. Notons a ce stade EIQ la nouvelle matrice obtenue
apres avoir fait les changements suivants dans la matrice Z :
P =P P QP =Q.P QP =@ P QP =Q R =
Ry, Ry ' =Ry, Ry ' =Ry, KP™' =Y, M;=\P, N; =P, $; = a;P, i = 1,2,
Ainsi, la LMI 2.25 devient équivalente a la faisabilité de la LMI qui suit

T E,T =75, <0, (2.26)

avec T' = diag{P, P, P, P, I, Ry, R1, Ry, Ry, R3, R3} et

[ =11 Zi2 0 =14 Ei15 Z16 ML Eis 0 Z110 ST
*  Ep 0 0 Za5 TmATR; 0 S8 0 TtmATRs 7 ST
* * 233 Za4 0 0 0 0 E39 0 0
* * * 544 0 0 TMM2T 0 549 0 0
* * * * Z55 7TmBTR:1 0 =58 0 T BT R3 0

= = * * * * * —tu Ry 0 0 0 0 0 <0

* * * * * * —Ttvm R 0 0 0 0
* * * * * * * =88 0 0 0
* * * * * * * * =99 0 0
* * * * * * * * * —Tm Rs3 0

L * * * * * * * * * * —Tm R3

avec

S = (Ag+GK) P+ P(Ag+GEK)+ Q1+ Qo+ Qs+ M + M + S| + 5y,
i = PA -5 +5,,

Sy o= —M + My,

PB—-€e(j K,

Z16 (Ao + GK)TRy,

i
33
|

10 = 7m(Ag+ GK)TRs,

S = —(1—p)Qs— Sy — S,
Hoys = —eCO]K,

Z33 = —Qi+ N/ + Ny,

B = —N{ + Ny,

By = —Qu— M, — My~ NJ — Ny,
=55 = —2el,

E18 = (7ar —7m)(Ao + GK) Ry,
Hos = (tm— Tm)A’{RQ,

S5 = (Tm — Tm)B Ry,

Egs = —(Tv — i) Rz,

Z39 = (v —Tm)NY,

a9 = (Tm—Tm)Ng,

Egg = *(TM*Tm)RQ.
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Considérons par la suite comme fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii candidate

t t
V(t,z) = mT(t)Px(t)+/t :L'T(S)le(s)ds+/t 2" (5)Qox(s)ds

t
+/ 2" (s)Qs(s ds+/ / s)Ryi(s)dsdf
t—7(t) —Tnm 40
—Tm t
+/ / " (s)Roi(s)dsdh
—TM t+0

—I-/O t @' (s)Rsi(s)dsd6.

Rappelons que les matrices P, Q;, R;, i = 1,2,3 sont symétriques définies positives aussi

bien que les matrices P, Q;, R;, i = 1,2,3. Alors la dérivée de V le long des trajectoires
du systéme (2.24) est donnée par

Vit,z) = 'T( HPz(t) + " (1)Qua(t) — x (t — ) Qua(t — 7o)
2T (6)Qax(t) — ' (t — Tar) Qo (t — Tar)
x ()Qsx(t) — (1—#(t)x " (t — 7(1))Qsa(t — (1))

+7‘M:i:T(t)R1:'E(t)—/ti j:T(s)Rlz'E(s)ds

+(Tar — T )@ | (£) Ro:(t) — /t —Tmi " (s)Roi:(s)ds

t
r(0)aT () Rai(t) — / &7 (5) Ry (s)ds (2.27)
t—7(t)
En se servant des conditions (2.22) et en appliquant I'inégalité intégrale (2.3), on obtient

Vit,a) < 2&" ()Px(t) + 2" (D)[Q1 + Q2+ Qsla(t) — " (t — 7o) Quz(t — )
Tt = man)Qoa(t — ) — (1= pwa™ (¢ — 7(8))Qax(t — 7(t))
t)[rar Ry + (Tar — i) Ro + T R3é:(t)

—T

avec

- z(t) o M) . MMy M+ M,
&(t)[ TM)]’Fl{MzT = * —M, — M |’

Cfat—Tm) ] ot [N~ [N +N N+ Ny
52(t)_|: :|7F |: aTZ_ % —NQT—NQ

£4(t) = {x(tiv_(?(t))];rg_[sf} T3_[51Tj51 :gfgﬂ

En réarrangeant les termes de droite de I'inégalité précédente, on trouve

V() <n'(t) Ont), (2.28)
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ou
My I 0 Thy IIis ()
* Hgg 0 0 H25 .%'(t — T(t))
II := * x  Ilgg IIgy O () = x(t—7m)
* * * Iy O x(t — 1)
* * * x  Ilgg w(t)
avec

I = (Ag+GK)"P+ P(Ay+GK)+ Q1+ Qa2+ Q3 + 1ar(Ag + GK) "R (Ay + GK)
+(1ar — i) (Ao + GK) T Ry(Ag + GK) + Ty (Ag + GK) T R3(Ag + GK),
+M\ + My + Ty My R My + Ty ST RSy + S + Sy

I, = PA+ TM(AO + GK)TRlAl + (TM — Tm)(Ao + GK)TRQA]_ + TM(AO + GK)TRgAl
—SIT + Sy + TMS1R3_152,

Iy = —MlT + My +TMM1TR1_1M2,
s = PB+mu(Ag+GK) " RiB+ (13 — 7)) (Ao + GK) " RyB + 7y (Ag + GK) " R3 B,
Il = —(1 — ,u,)Qg — S;— — SQ =+ TMAIRlAl + (TM — Tm>AIR2A1 + TMAIRgAl

+TMS;R§ISQ,
s = 7amA{ RiB+ (1 — Tm)A{ ReB + 1 A] R3B,

M3z = —Qi+ N, + N+ (rar — 7)) Ny RNy,
M3y = —N{' + No+ (1 — 7)) N{ Ry PN,
My = —Qo— My — My+71prMy RT* Mo + (Tar — i) Ny Ry 'No — Ny — Ny,

Iss = 7y B'RiB+ (tar — 7m)B " RoB + 7y B R3B.

A ce stade 14, pour avoir la stabilité asymptotique du systéme (2.24), il suffit de montrer
que

V(t) <n' (t)n(t) <0, (2.29)

pour tout n(t) # 0.
En effet, en utilisant le Complément de Shur (Théoréme 1.6.2), on démontre que la LMI
(2.26) est équivalente a la suivante

Y1 Y12 Y13 Xua Xis
Yoo Moz Maos4 25
* Mgz Mgzq 3z | <O,
* * 244 245
* ES * 255

* X ¥ %

avec
ZZ]:HZ.W (i7j:172)374)7 215:1_[15_603—[{,

S5 = o5 — e O K, 35 = Iss,
Y5 = s, Ys5 = Il55 — 2¢ 1.

D’autre part, en utilisant la S—procédure (Théoréme 1.6.3) ainsi que la condition du
secteur (2.21), on obtient

n @) nt)=n" ) Int) — 2w’ (H)w(t) — 2w’ (t) [KCox(t) + KCrx(t — )] < (2.30)
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pour tout n(t) # 0.
Ce qui achéve la preuve. O

2.3.3 Exemple numérique

Considérons le systéme a retard (2.20) avec une non linéarité vérifiant la condition
(2.21) avec

=[G =30 a2 S e=l a0,

10 0 -1 0.005 0
CO_[O 1}’01_[—1 —2]’K_[ 0 0.005]' (2:31)

Fixons les paramétres supplémentaires comme suit
Tm = 1074, 7y = 0.088, 11 =0.01, A\ = —1, Ay = —1.2,

a1 =—02, ap =0, 51 =0, G2 =0.
Alors, d’apreés le Théoréme2.3.3, on trouve € = 0.6809 et

g [ 09955 019917 - [ 24678 —05239 ] - [ 11643 0.0690
T 0.1991 09955 |7 7T | —0.5239  2.0589 |’ P | 0.0690 1.1153 |’
7 _ [ 42714 04606 | - [ 13.6586 —0.0274 ] - [ 13.1236 —0.0336
7 04606 4.1847 |* 7T | —0.0274 13.6260 |* T | —0.0336 13.0996 |’

- _ [ 04781 —0.3380 -
P = | 0.3380  0.3095 ] , Y =[ 11971 1.6605 |, K = [ 27.6255 35.5345 ].




Stabilité exponentielle pratique d’un
systéme non linéaire a retard

3.1 Introduction

Les systéemes a retard constituent des modeles mathématiques qui sont a la base de
phénomeénes réels tels que les réacteurs nucléaires, les systémes biologiques, et la dyna-
mique des populations, etc. Ils sont souvent une source d’instabilité et de dégradation des
performances dans les problémes de controle. Pour mieux voir cet effet, le lecteur intéressé
est invité a consulter les ouvrages [43] et [37]. L’analyse de la stabilité de ces systémes dy-
namiques avec un retard a fait I’objet de plusieurs efforts de recherche considérables voir
par exemples [5], [37], [54], [79] et [67]. Récemment, des améliorations de performances ont
été signalées a ’aide des méthodes de Lyapunov-Krasovskii et des techniques des inégalités
linéaires matricielles (LMI), (voir [6], [7], [10], [15], [16], [18], [48], [51], [57], |74] et [87]). La
majorité des travaux existants concernent des classes particuliéres de systémes dynamiques
a retard, mais dans le cas général, une équation différentielle fonctionnelle non linéaire avec
retards multiples est peu étudiés dans la littérature. Ainsi, motivés par les problémes de
la stabilité des systémes non linéaires non autonomes a retards multiples, nous étudions la
stabilité pratique déja introduite et étudiée par plusieurs auteurs (voir [8], [21], [20], [22] et
les références citées). C’est dans ce cadre se situe I’bjectif de cette section. En outre, nous
traitons le probléme de la stabilité globale uniforme pratique exponentielle pour une classe
de systémes & retard, dont l'origine n’est pas nécessairement un point d’équilibre. Plus
précisément, nous montrons que notre systéme en question reste globalement uniformé-
ment pratiquement exponentiellement stable, si le systéme sans retard ait cette propriété
lorsque le retard est assez petit. En outre, nous établissons des résultats plus généraux,
en introduisant deux extras parameétres permettant de conserver la propriété de stabilité
pour un retard plus grand. Enfin, nous donnons quelques exemples en deux dimensions.
Notation : Dans ce chapitre, on considére les notations suivantes : R est 'ensemble des
nombres réels positifs, Ry est ’ensemnble des nombres réels nonnegatifs, R™ est ’espace
euclidien de dimension n. La norme vectorielle adoptée ||.|| est la norme euclidienne. L’en-
semble C, , = C([—7,0];R™) désigne ’ensemble des fonctions continues sur lintervalle
[—7,0] a valeurs dans R™, ou 7 est une constante positive.

35
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3.2 Caractérisation de la stabilité exponentielle pratique
On considére dans R™ le systéme & retard décrit par ’équation différentielle suivante :

z(t) = f(t,z(t),z(t—7)), t>to,
z(t) = @t —ty), to—7 <t <t (3.1)

ou f: Ry xR” x R® — R"” est une fonction continue en tous ses arguments, 7 > 0 est le
retard et ¢ = {¢(s) : =7 < s <0} € C,,  est la condition initiale du systéme. On rappelle
que ’ensemble C,, ; est équipé de la norme continue donnée par

lelle = sup |le(s)]l-
s€[—1,0]

ou ||.|| désigne la norme euclidienne dans R™. Pour un temps initial £y > 0 et une condition
initiale ¢ € Cp r donnés, on définit x(t;tp, ) 'unique solution du systéme a retard (3.1)
qui vérifie z(to + 0;to, ¢) = (), V 6 € [—7,0]. On rappelle dans la suite le définition clé
et primordiale de cette partie.

Définition 3.2.1. On dit que le systéme (3.1) est globalement uniformément pratiquement
exponentiellement stable s’il existe un rayon R > 0, tel que laboule Bg = {x € R" : |z|| < R}
soit globalement uniformément exponentiellement stable, c’est & dire : il existe un réel

R > 0, tel que pour tout ¢ > ¢y et ¢ € Cp r, On ait

(£ t0, )| < R4 A1 [l exp (=A2(t - to))
avec A1 > 0, Ay > 0. D’aprés cette écriture R est appelé le rayon de convergence

Afin d’établir un résultat de stabilité, il est susceptible d’introduire les deux hypothéses
suivantes :
(H1). On suppose qu’il existe des constantes positives oy, as et € telles que

1f(t 2 y) = f(&T )] < enllz = 2] + azlly =7l

pour tout ¢ > 0 et pour tout (z,y,7,%) € (R™)*. De plus, on suppose que ||f(¢,0,0)| <
&,Vt > 0. Notons bien que sous I’hypothése (Hi), le systéme (3.1) admet une unique
solution notée z(t; to, @), Vt > to—7, (voir [37],[43]). On remarque aussi d’aprés ’hypothése
(H1) que x(t;t9,0) = 0, n’est pas forcément un point d’équilibre pour notre systéme (3.1),
sauf lorsque & = 0. Dans ce cas particulier, on retrouve le sens classique de la stabilité
globale uniforme exponentielle de I'origine. Or, notre objectif est plus général. Il consiste a
étudier le probléme de la stabilité globale uniforme exponentielle d’un voisinage de ’origine,
qu’on estime plus tard. D’autre part, on considére I’équation différentielle ordinaire sans
retard correspondante au systéme (3.1), donnée par

y(t) = fty(),y)), t > to,

y(to) = »(0). (32)
Soit la condition suivante
(Hz2). On suppose que I'équation (3.2) est globalement uniformément pratiquement ex-

ponentiellement stable (ou convergente vers une boule de rayon r > 0). Autrement, on
suppose qu’il existe une paire de constantes positives § et v telle que

1yt to, p(O))|| <7+ Blle(0) ]| exp (= (¢ —t0)) , ¥Vt =10 > 0,
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pour toute condition initiale ¢(0) € R™. Nous montrons dans la suite, que sous les hypo-
theéses (H1) et (Hz), le systéme a retard (3.1) reste globalement uniformément pratique-
ment exponentiellement stable, si le retard 7 est suffisamment petit. Avant d’énoncer le
résultat principal, nous rappelons I'inégalité de Gronwall suivante.

Lemme 3.2.2. Si pour tg <t <ty, ¢(t) >0 et Y(t) > 0 sont des fonctions continues qui
vérifient :

P(t) <K+ L t Y(s)o(s)ds,

ot K et L sont des constantes positives, alors :

o(t) < Kexp(L [ 9(s)ds),

to

pour to <t < 1.

Lemme 3.2.3. [50] Considérons l’équation différentielle suivante

'r(t) - f(tax(t))v L > to,
z(to) = wo. (3.3)

avec f une fonction continue en t et localement Lipschitzienne en x. Soit y(t) une fonction
continue vérifiant

y(t) < f (t7y(t))7 vt > to, y(to) < xo,
alors y(t) < z(t), Vt > to.

Théoréme 3.2.4. [/] Siles hypothéses (H1) et (Hz) sont vérifiées et si0 < 7 < inf <g, T*) ,

alors le systeme (3.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement convergent

l < ; )
109
vers la boule B(0,2r), avec § = W, B> 0.9 et 7 est 'unique racine de ['équation
Y

1.8 *
LSOPOT) 4 gayr (146 (ar + az)) exp (20 (aq + az) = 1. (34)

(65)

Démonstration. Nous répartissons la preuve en deux étapes.

FEtapel. Fixons les données initiales tg > 0 et ¢ = {¢(s) : =7 < s <0} € Cy, . Ecrivons
x(t;to, ) = x(t) et y(t; to, ¢(0)) = y(t) les solutions respectives des équations (3.1) et (3.2).
D’apres les hypotheses (H1) et (Hz) décrites précédemment, il découle immédiatement des
équations (3.1) et (3.2), que Vt > tg, on a

t

lz(t) =yl < (en + a2 t [z(s) —y(s)l ds

+as |z(s) —z(s — 7)| ds.
to

En utilisant l'inégalité de Gronwall du lemme3.2.2; on obtient

t
lz(t) =yl < [az [z(s) = (s = 7) d'a} exp ((a1 + az) (£ = to)) -

to
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D’ou,
@I < ly@)1 + [Oéz/t [2(s) — (s — 7] dS} exp (20 (a1 + az)), (3.5)

sity <t < to+ 26.
Ensuite, si t > tg + 7 on peut déduire de I’équation (3.1) que

| et st =mas< [ el + o et - ) duds

Par suite, avec un simple calcul, nous obtenons les deux inégalités suivantes :

t S t
/ / o ||z(u)|| duds < alT/ < sup ||$(u)||) ds, (3.6)
to+71 Js—1 to+7 \s—7<u<s

t S t
/ / ag ||z(u — 7)|| duds < agT/ ( sup Hx(u)H) ds, (3.7)
to+71 Js—1 to+1 \s—27<u<s—T

sit > tg+ 7. D’autre part,
to+7
/ |z(s) —z(s —7)||ds < 27 ( sup ]a:(t)||) . (3.8)
to to—7<t<to+7
Ainsi, des inégalités (3.6) et (3.7), il s’ensuit que
t t

/ |lx(s) —z(s — 7)||ds < (a1 + a2) 7'/ ( sup Hx(u)H) ds,

to+71 to+7 \s—27<u<s
si t > tyg + 7. D’aprés l'inégalité (3.8),sit >ty + 7, on a

t

lz(s) —x(s —7)[[ds < 2T< sup Hx(t)||>

to to—T<t<to+T

o+ [ (s el ds G9

to+7 \s—27<u<s

Nous nous restreignons maintenant au cas ou t € [tg — 7 + 0, tp — 7 + 26]. En substituant
(3.9) dans (3.5) et en utilisant I’hypothese (Hz), on trouve

le@] < 7+ BlleO)llexp (= (5 —7))

+2a07 (1 + 0 (a1 + a2)) exp (26 (a1 + a2)) ( sup ||:U(t)||> .
to—7<t<to—7+20

Ainsi, d’aprés la définition de §, il résulte que

[z(@®)]] <7+ Co ( sup ||$(t)||> ) (3.10)
to—7<t<to—7+20

sito—7+0d<t<ty—T7+2, ou

0.9
Cy= &(17—)4-20(27'(14-5(0&1 + ag)) exp (20 (a1 + a2)) . (3.11)

(65)
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1
11 est facile de vérifier d’aprés ’équation (3.4), que Cy < 3 (du moment que 7 < 7). En

utilisant I'inégalité (3.10), il s’ensuit que

( sup IIw(t;to,sO)!\) <r+C < sup [l (t; to,90)||> ;o (312)

to—T+0<t<top—7+29 to—T<t<to—7+6

C
oun Ch = 1 OC . Notons ainsi, que la constante C; satisfait C; < 1. Si on écrit C; =
—Co
exp(—ed) avec
n (C SRR . .
£=— , alors d’apres I'inégalité (3.12) précédente, on obtient

o

to—T+I<t<to—7+20 to—7<t<tg—7+6

( sup Hw(t;to,so)H) < 7+ exp(—¢d) ( sup Hﬂ?(t;to,sO)H> , (3.13)

ce qui est vérifié pour tout ¢y > 0 et ¢ € C,, 7.
FEtape2. Fixons arbitrairement ¢y > 0 et ¢ € C,, . Soit k =1,2,.... Notons

Z(to + (k — 1)d;t0,0) = {z(to + (k — 1)d + s5t0, ) : —7 < s < 0}.

D’apreés l'inégalité (3.13), on peut écrire

( sup ||$(t;to,¢)|!>
to—T+kd<t<to—7+(k+1)d

= ( sup | (t;to + (k — 1)d,2(to + (k — 1)d; to, 90))”)
to+(k—1)0—74+6<t<to+(k+1)6—74+26

< 7+ exp(—ed) < sup ||37(t5t0790)||> .

to—7+(k—1)6<t<to—T+kd

Inductivement, on peut facilement obtenir

< sup Hx(t;to,w)H>
to—T+ké<t<to—7+(k+1)d

< 7 (1+exp(—e(k —1)d)) + exp(—¢ks) < sup [|(t; to, s0)\|>

to—T<t<to—7+6

< 2r + exp(—ckd) < sup |l (t; to,go)H) . (3.14)

to—T<t<to—7+6

Ensuite, il est facile de montrer 1’existence d’une constante positive Cy > 0, telle que

( sup Hl’(t;toaw)H) <0 < sup H@(S)H) :
to—T<t<to—7+0 —7<s<0

En remplacant dans I'inégalité (3.14), on trouve

< sup HSC(t;to,w)H) < 2r + Cy exp(—ekd) ( sup H<P(8)1> :

to—T+ké<t<to—7+(k+1)d —7<s<0
(3.15)



40 Chapitre 3. Stabilité exponentielle pratique d’un systéme non linéaire a retard

Maintenant, pour tout ¢ > tg — 7 4+ J, nous pouvons trouver un entier k telle que
to—T+ k6 <t<ty—7+(k+1)8,

et par suite, on a

Jo(tito o) <20+ Coexp (0 — el = ) (_sup_Jolell). (310

Rappelons que ceci est aussi vérifié pour tout tg < ¢t < tg—7+4. Ceci entraine que I’équation
(3.1) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable. ]

Remarque 3.2.5. Notons que si r peut étre remplacé par une fonction r(t), qui tend ex-
ponentiellement vers zéro quand ¢ tend vers U'infini, alors la solution du systéme (3.1) va
aussi tendre exponentiellement vers zéro. Dans le Théoréme 3.2.4, § est choisie de sorte que
Bexp (—0.99d) = 0.9. Evidemment, ceci n’est pas le mieux qu’on peut faire . En effet, pour
avoir un résultat meilleur et plus général, nous pouvons choisir deux parametres libres et
auxiliaires

1 < , >
B\
01 et B2 € (]0,1[)2. On définit alors § = 9772, ceci équivaut a dire que Sexp (—0170) =
1

f2. Dans ce cas, on a
05 ex
Bexp (=7 (8 —7)) = —— 1’1(379)1 ,
<6)< 01 )

6y

et Cy devient

0
Co = 2exp (7) + 2097 (146 (a1 + a2)) exp (20 (a1 + az)).

o))

0o

Ainsi, si le retard 7 est choisi suffisamment petit de sorte que Cy < =, alors I’équation (3.1)

sera globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable. Nous établissons
ainsi un résultat plus général donné dans le théoréme qui suit.

Théoréme 3.2.6. [}/ Supposons que les hypothéses (H1) et (Ha) sont vérifiées. Soit 0 et
02 deux réels arbitrairement choisis dans Uintervalle 10, 1[. Alors l’équation (3.1) est globa-
lement uniformément pratiquement exponentiellement convergent vers la boule B(0,2r), si

5 In (f)

0 <7 <inf <2,7'*>, ol § = % avec B > Oy et 7" est l'unique racine de l’équation
17

sutvante

209 exp (y7*)

o))

0y

+ 4™ (146 (a1 + a2)) exp (20 (a1 + o)) = 1. (3.17)
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Le Théoréme 3.2.4 est un cas particulier du Théoréme 3.2.6 quand 6; = 62 = 0.9.
Notons que les réels 01 et 2 sont deux paramétres libres & choisir, vérifiant la seule condition
0> < [, qui assurent 'optimalité du résultat. Les deux résultats précédents peuvent étre
généralisés d’avantage, dans le cas oil le retard intervenant dans le systéme est une fonction
bornée. Plus précisément, considérons 7 : Ry — [0,7] une fonction mesurable, on 7 > 0.
Considérons maintenant, I’équation différentielle avec retard variable décrite par :

i(t) = f(taz),zlt—7(), t>to,
z(t) = @t —to), to—T <t <o, (3.18)

ou f est la méme fonction définit précédement et ¢ = {p(s) : =7 < s < 0} € C,, 7. Pour ce
type de systémes, nous établissons le résultat suivant.

Théoréme 3.2.7. [}] Supposons que les hypothéses (H1) et (Hz) sont vérifiées. Soit 61
et 02 € (0,1) deuzr réels arbitrairement choisis dans l'intervalle 10,1[. Alors le systéme

(2.23) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement convergent vers la
boule B(0,2r) si

5
0 < sup 7(t) < inf <2,T*> ,

>0

ot § et T sont définis comme dans le Théoréme3.2.6.

Remarque 3.2.8. 1l est important de signaler que les conditions de dérivabilités de la fonc-
tion retard 7(¢) ainsi que de la bornitude de sa dérivée premiére, autrement dit 7(¢) < 1,
sont trés souvent nécessaires pour établir des critéres de stabilité, dans plusieurs travaux
qui se rapportent au probléme de stabilité des systémes dynamiques avec un retard va-
riable, par contre nous, dans cette partie, nous supposons seulement que le retard 7(t) soit
une fonction continue bornée.

Si nous nous plagons dans le cas ot 'origine n’est pas un point d’équilibre pour le
systéme (3.1) (ou encore € = 0) et si de plus nous remplagons I’hypothése (Hz) par une
autre donnée ci-dessous par ’hypothése (Hg), on obtient des résultats analogues.

(Hs3) Supposons que ’équation (3.2) est globalement uniformément exponentiellement
stable. C’est & dire, il existe une paire de constantes positives 3 et v telles que

1y (t; to, 0(0)| < Blle(0)[ exp (= (£ —t0)) ,

Pour tout ¢ty > 0 et p(0) € R™.
Ce cas a été déja traité par Mao dans [79]. En effet, on a les résultats suivants.

Corollaire 3.2.9. Supposons que (Hi) et (Hs) soient vérifies. Alors, le systéme (3.1)
est globalement uniformément exponentiellement stable si

0.9 avec B > 0.9, et 7" est l'unique racine de l’équation
Iy

1)
O§7'<inf<2,7'* ,0U 0 =
(3.4).

Nous avons aussi le résultat suivant.

Corollaire 3.2.10. Supposons que les hypothéses (H1) et (Hg) sont vérifiées. Soit 01 et 0y
deux paramétres réels arbitrairement choisis dans lintervalle |0, 1[. Alors [’équation (3.1)
est globalement uniformément exponentiellement stable si
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5 "\ 6,
0 <7 < inf 2,7’*), ot d = 972 avec B > 0y, et 7" Dunique racine de l’équation
17
(8.17).
Finalement, pour le systéme & retard variable (3.18), nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 3.2.11. Supposons que les hypothéses (H1) et (Hg) sont vérifiées. Soit 0 et 02
deuz paramétres réels arbitrairement choisis dans l'intervalle 10, 1[. Alors I’équation (3.18)
est globalement uniformément exponentiellement stable si

)
0 < sup 7(t) < inf <,T*> ,
£>0 2

ol et 7" sont les mémes variables définies dans le Corollaire3.2.10.

3.3 Exemples

3.3.1 Exemple 1
Considérons le systéme dans le plan décrit par ’équation suivante :

£1(t) = —2x1(t) + x2(t — 7) + cos (z2(t)) ,
fg(t) = —xl(t — T) — 2372(t), t > 1o, (3.19)

avec la condition initiale z(t) = (z1(¢), z2(t))" = p(t —to) on tg — 7 < t < to, ol @ € Co,r.
Par un simple calcul, on peut vérifier que la condition (H1) est satisfaite avec les paramétres

a1 =4 et ag = 2.
L’équation différentielle (sans retard) correspondante est donnée par

yi(t) = —2y1(t) + y2(t) + cos (y2(t)) ,
v2(t) = —yi(t) — 292(), t > to, (3.20)
avec la condition initiale y(to) = (yi(to),y2(t0))’ = (£1(0),2(0))" = ©(to). Notons

y(t;to, ©(0)) la solution du systéme (3.20). En utilisant le lemme 3.2.3 de comparison, on
obtient

y(t;to, p(0)) < 2(t5t0,(0)),

avec z(t;to, ¢(0)) est la solution du systéme sans retard suivant

Zl(t) = —2Z1(t) + Zg(t) +1,
Zz(t) = —Zl(t) — 222(t), t > to.

avec la condition initiale z(to) = (21(to), 22(t0)) " = (©1(0),¢2(0)) " = ©(0).
La solution explicite du systéme précédent est donnée par :

i (tto, 5(0) = _<¢2(0)+;> sin(t—t0)+<¢1(0)—§> cos(t — 10)| x

exp (—2(t —tg)) + %, _

Zg(t;t(), (p(O)) = _<g02(0) + ;) COS(t - to) — <<,01 (0) - ?) sin(t — to) X

exp (—2(t — ty)) — é,
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Notons que, cette derniére expression peut étre facilement retrouvée en utilisant Matlab
Symbolic Math Toolbox, voir [40]. Ainsi, on a

1y(E: to, p(ON < [I2(£: 0, (0] < 7+ Blle(0)[ exp (=y(t = t0)) , t > to,

avec

3v10

r=—

. B=2V2 et y=2.

En appliquant le Théoréme3.2.6 avec 67 = 65 = 0.7, calculons 6 = 0.433 et la solution
de 'équation (3.17) est 7% = 4.42 x 107°. Le résultat de simulation de cet exemple est
représenté par la figure Fig.1. L’évolution des états x; et zo est aussi donnée. Il est clair

d’aprés Fig.1 que le systéme dynamique & retard (3.19) est effectivement globalement
uniformément pratiquement exponentiellement stable.

Fig.1

0.8

0.6

0.4

solution x

0.2 *‘

temps t
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3.3.2 Exemple 2

Considérons le systéme a retard suivant

. 1 1
N TG R
ia(t) = —ai(t) — %xg(t _), t> o, (3.21)

avec la condition initiale z(t) = (z1(t), 22(t)) " = @(t —to) sur tg—7 < t < to, ou ¢ € Cor.
Par un simple calcul, on peut voir que I'hypothése (Hy) est satisfaite avec

0412042:\/5.

[’équation différentielle sans retard correspondante est

. 1 1
nt) = —w(t) - 50 +150) t5
() = =)= 30, 1> 1o (3.22)

avec les valeurs initiales y(to) = (y1(to),42(t0))’ = (£1(0),02(0))" = ©(0). Notons
y(t; to, ¢(0)) la solution du systéme (3.22). Alors, du lemme 3.2.3, il s’ensuit que

y (t;to, 0(0)) < z (t; to, ©(0))

ou z (t;t0, ¢(0)) est la solution du systéme sans retard suivant

z1(t) = —a(t)+

22(t) = —Zl(t)— Zz(t),t>t0,

N = DN =

vérifiant les conditions initiales z(to) = (21(to), 22(to) " = (¢1(0), w2(0)) " = ©(0).
La solution explicite du systéme précédent est donnée par :

1

At p0) = (010) -3 ) exp(—(t—ta) + 5

a(titop0) = 2(1(0) = 3 ) expl=(0 - 1)

+ (¢2(0) — 2¢1(0) + 2) exp (—;(t — t0)> —1.
Ainsi,
ly(t; to, p(O)I < [yt to, (O] < 7+ Blp(0)|| exp (—=y(t —to)), t > to,

ou

r=+v19, =211 et ~=

Afin d’appliquer le Théoréme 3.2.6 avec 7 = 0.9 et 6 =
racine de I’équation (3.17) est 7% = 0.49 x 1079.
Le résultat de la simulation de cet exemple est illustré dans la figure Fig.2. L’évolution

o N =

.3, calculons § = 2.988 et la



3.3. Exemples

45

des états x1 et xo est aussi donnée. La figure Fig.2 révéle bien la convergence globale
uniforme exponentielle du systéme dynamique avec retard (3.21) vers une boule de rayon

bien déterminé.

solution x

Fig.2

temps t

20

25

30
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Deuxiéme partie

Etude des systémes impulsifs
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Introduction

Les innovations technologiques ont eu un impact considérable sur I’apparition des pro-

cessus dynamiques ayant une nature hétérogéne mélangeant le continu et le discret. Ces
progres technologiques ont un impact similaire dans le domaine de la recherche scientifique
ou on constate un intérét particulier pour 1’étude de ces systémes dits "hybrides". De tels
systeémes sont caractérisés par l'interaction des parties continues régies par des équations
différentielles et des parties discrétes.
En automatique, les systémes physiques sont souvent représentés par un modeéle dynamique
continu ou par un modéle & événements discrets. La nature de chaque modéle est définie
selon les variables utilisées pour décrire 1’état du systéme et la variable caractérisant le
temps. Il est important dans de nombreux cas d’utiliser 'une de ces deux catégories de
modéles. Cependant la majorité des systémes complexes réalistes mélangeant le continu
et le discret ne peuvent pas étre classés ni dans la catégorie "systéme continu" ni dans
la catégorie "systéme discret". Il est nécessaire alors d’utiliser des modéles hybrides per-
mettant la prise en compte & la fois des variables continues et des variables discrétes ainsi
que l'interaction entre elles. Dans ce contexte, une attention particuliére s’est portée sur
les systémes dynamiques hybrides ces derniéres années, on peut citer [75],[59] etc... Les
systémes hybrides se retrouvent dans beaucoup de disciplines, comme par exemple 'auto-
mobile, I’avionique, la robotique et la génétique, pour en citer quelques-unes.

Une classe particulére de systémes hybrides sont les systémes impulsifs, qui présentent
une combinaison d’un processus continu décrit par une équation différentielle ordinaire
(EDO) et des sauts instantanés de I’état ou impulsions. Les systémes différentiels impulsifs
ont été observés naturellement dans plusieurs modéles et phénomémes. Par exemples, dans
le modéle de choc Bautin, d’un mécanisme de ’horloge, dans I’étude de la distribution des
médicaments dans le corps humain, dans le contréle des modéles de Lotka-Volterra, ...etc.
Ces systémes sont décrits par

‘T(t) = f(t, .CC(t), u(t))v te [tkfla tk)7
Ax(ty) = a(ty)) —a(ty) = J(2),
x(ta_) = X, t(] Z 0. (1)

Ces systémes subissent des changements brusques de ’état a des instants dans 'inter-
valle de leurs évolutions continues. La durée de ces changements est souvent négligeable
par rapport a celui de toute I’évolution du processus et donc les changements brusques
peuvent étre rapprochés en termes de changements d’état instantanés, a savoir des impul-
sions.

Il est important de signaler, que contrairement & une équation différentielle ordinaire,
un systéme impulsif peut ne pas avoir une solution pour toute condition, méme si f est
continue ou continiment différentiable, puisque la solution x(t) du systéme peut rester
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totalement sur une surface.

D’autre part, la présence d’un effet impulsif peut influencer le comportement des solu-
tions et causer de nouveaux phénomeénes tels que le phénoméme de confluence et les coups
rythmiques. Plus que cela, la présence des effets impulsifs peuvent entrainer 'instabilité
de I’équation différéférentielle et inversement sa stabilité.

De nos jours, ces systémes sont devenus de plus en plus importants dans certains pro-
cessus réels et phénomeénes étudiés en physique, en pathologie [53] en technologie chimique
[19], dans la dynamique des populations [70], [71], dans la biotechnologie, surtout dans les
réseaux de neurones biologiques [49] et ’économie [25]. Ces derniéres années, il y a eu un
développement important dans la théorie des équations différentielles impulsives avec des
moments fixes, voir les ouvrages [55], [68] et [84].

Il est bien connu que la théorie de la stabilité dans le sens de Lyapunov a obtenu des
résultats riches et la fonction de Lyapunov a joué un role essentiel et indispensable pour
déterminer les propriétés qualitatives de ’origine des systémes d’équations différentielles.

L’analyse et la synthése des systémes & retard deviennent de plus en plus des sujets de
recherche en constante évolution, comme peut le montrer la littérature abondante. Ceci
est principalement di au fait que le retard est fréquemment rencontré dans les systémes
technologiques et peut affecter leur fonctionnement de maniére significative. Dans le cas
des systémes linéaires, ’analyse de la stabilité aussi bien que le probleme de stabilisation
d’état ont été largement étudiés. Contrairement au cas linéaire, trés peu de résultats ont
été établis dans le cas non linéaire. En définissant le retard et d’autres concepts relatifs, des
critéres de la stabilité uniforme et de la stabilité asymptotique uniforme pour les systémes
dynamiques impulsifs avec retard ont été construits dans [86] et [58] en utilisant le théoréme
de Razumikhin. Les mémes auteurs ont appliqué ces résultats pour analyser la stabilité des
systémes impulsifs non linéaires & retard. Ils ont aussi considéré une large classe de sys-
témes et ont fourni des résultats de stabilité ainsi que des théorémes inverses en employant
une fonction définie positive discontinue. Ils ont établi que si la fonctionnelle est délimitée
entre les discontinuités et elle décroit «convenablement» au point de discontinuité alors
on obtient une notion «appropriée» de stabilité (tels que la stabilité uniforme, stabilité
asymptotique ou la stabilité exponentielle). Parmi les conditions suffisantes pour les diffé-
rentes notions de stabilité, on peut exiger que la fonctionnelle de Lyapunov ait une dérivée
négative entre les impulsions et d’étre décroissante aux points de discontinuité. Pour une
étude détaillée, le lecteur intéressé est invité & se reporter aux ouvrages [55], [68],[84] et [37].

Ainsi, motivés par le fait que les retards apparaissent naturellement et intrinséquement
dans les processus réels, nous sommes intéressés & étudier des systémes impulsifs & retard.
En effet, dans cette partie de la thése nous nous proposons de stabiliser, autour d’un
voisinage de 'origine, une classe de systémes non linéaires non autonomes a retard, via
un controle impulsif ([28]). Ces systémes étudiés se présentent comme étant une partie
linéaire autonome perturbée par une fonction non linéaire f faisant intervenir un retard
multiple et vérifiant une certaine condition, de sorte qu’on ne dispose pas de I'information
f(t,0,0,...,0) = 0, ¥t > 0. Autrement dit, on ne peut pas affirmer que l’origine est un point
d’équilibre. Ceci nous a motivés pour étudier la convergence de la solution du systéme, dit
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perturbé et décrit par ’équation

i(t) = Ax(t)+ f(t, () z(t—r1(t)); -zt —rm(t)), t#t
Az = U(kx(ty)) = Bra(t;), t=ty, keN
z(t) = o), - S t<0, (2)

vers une boule de rayon bien déterminé. La convergence uniforme exponentielle vers cette
boule caractérise par conséquent la stabilité pratique exponentielle du modéle considéré.

Pour ce type de systémes impulsifs controlés avec retard, nous établissons un résul-
tat de stabilité pratique uniforme exponentielle, en employant une fonctionnelle avec des
discontinuités dans un ensemble dénombrable, qui représente ’ensemble des instants du
controle impulsif. Le probléme de la stabilisation des systémes & été ’objet de motivation
de beaucoup de travaux, lorsque ’origine est un point d’équilibre pour le systéme, citons
par exemples [52],[56],[73], etc...Ceci est di a ce que la synthése d’un controleur ou d’une
loi de commande est généralement faite de maniére & atteindre des performances que le
systéme ne pourrait fournir en boucle ouverte. Il est bien connu que les performances visées
sont & considérer en regard de la robustesse du systéme commandé.

Un deuxieme theme abordé dans cette partie est l'observation. Il s’agit d’'un théme
majeur dans ’étude d’un systéme quelconque. Il trouve sa justification dans les problémes
du controle. En effet, le contréle d’un systéme nécessite souvent la connaissance de I’état
complet alors qu’en pratique, la mesure de ’ensemble des variables est difficile. En d’autres
termes, la connaissance entiére ou partielle de I’état d’un systéme est une exigence impor-
tante qui intervient dans les domaines de la commande, du diagnostic et de la surveillance
des systémes. Sur le plan pratique, cette exigence s’avére difficile & satisfaire directement
dans la plupart des cas. Ceci est di, d’une part, au fait que leur mesure directe est im-
possible & réaliser. D’autre part, lorsqu’une variable d’état existe physiquement, sa mesure
peut étre délicate a effectuer d’un point de vue technique (capteur nécessaire indisponible
ou de précision insuffisante...). De plus d’un point de vue économique, il est souvent sou-
haitable d’installer un minimum de capteurs afin de réduire les cotits d’instrumentation et
de maintenance. Par conséquent, dés qu’une stratégie de commande, de diagnostic ou de
surveillance demande l'utilisation de variables d’état non mesurées, il est indispensable,
de reconstruire entiérement ou partiellement, le vecteur d’état du systéme. Ce probléme
peut étre résolu en utilisant un systéme dynamique auxiliaire, appelé observateur d’état,
dont le role est de fournir, en temps réel, et avec une précision garantie, une estimation
du vecteur d’état du systéme étudié en fonction des entrées connues, des sorties et du
modéle dynamique de celui-ci. En fait cet observateur est synthétisé de telle sorte que la
différence entre I’état du systéme et son estimé tende vers zéro quand t tend vers I'infini.
Plus précisément, il faut que la dynamique de ’erreur d’observation soit plus rapide que
celle du systéeme lui-méme.

La recherche d’observateurs linéaires, en temps continu ou discret a suscité une littéra-
ture abondante, on cite a titre d’exemples (|34],44], [12], |35], [23],19] [3],[14],...), en raison
d’applications potentielles dans divers domaines, comme le diagnostic ou la cryptographie.
Dans le cadre de 'extension des observateurs continus du type Luenberger, le Filtre de
Kalman Etendu [36], ainsi que I'observateur de Hammouri [35] , nous construisons des ob-
servateurs pour une classe de systémes linéaires impulsifs et d’autres systémes non linéaires.
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Il est bien connu dans la théorie du controle que la stabilité asymptotique globale
du systéme en boucle fermée par retour d’état n’implique pas nécessairement la stabilité
globale asymptotique par retour de sortie. Méme dans les cas ou ’hypothése d’observa-
bilité détient, en général, seulement la stabilisabilité semi-globale détient. Par contre, en
se restreignant a une classe de systémes spécifique ou en imposant des conditions sur les
controles, des approches différentes pour des principes de séparation linéaires et non li-
néaires ont été proposées, dans la littérature, dans le cas des systémes continus. Dans ce
sens, dans cette partie de la thése, nous établissons aussi un principe de séparation pour
les systémes impulsifs linéaires.

A Tissue de cette introduction, cette partie s’articule comme suit :

Dans le premier chapitre et dans le but de faciliter la lecture et pour mieux placer
nos résultats dans leur cadre, nous commencons par rappeler et exposer les principales
notions et résultats classiques de la théorie des systémes impulsifs, & savoir I’expession
explicite de la solution, les outils fondamentaux servant a ’étude de stabilité dans le cas
linéaire et non linéaire, qui nous seront utiles pour réaliser les objectifs principaux de
cette partie. Ces notions sont a la base de la théorie des systémes dynamiques dont le
but principal est ’analyse qualitative des solutions le long d’un intervalle de temps. Nous
étudions par la suite le probléme de la stabilisation pratique uniforme exponentielle d’'une
classe de systémes non linéaires impulsifs controlés a retards multiples, dont I'origine n’est
pas nécessairement un point d’équilibre. Ceci veut dire que notre étude porte sur I’étude
de la stabilité et la stabilisation autour d’un petit voisinage de l'origine. Nous donnons a
la suite un algorithme pour la constuction de la loi de commande impulsive. Ce chapitre
est cloturé par deux exemples illustratifs. Les résultats énoncés dans ce chapitre sont issus
de [28].

Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons des notions de base de 'automatique, a
savoir I'observabilité, la controlabilité, la stabilisation par retour d’état estimé, le principe
de séparation et le reconstructeur de ’état ou encore 1’observateur. Nous commencons par
définir et citer, de la littérature connue, quelques critéres d’observabilité pour les équa-
tions différentielles ordinaires (sans impulsions) dans le cas linéaire et non linéaire. Nous
expliquons a la suite le role pratique d’un observateur. Dans une deuxiéme section, nous
présentons un état de ’art des observateurs les plus fréquents dans la littérature. Ensuite,
motivés par le fait que la conception d’observateurs pour les systémes dynamiques impulsifs
n’est pas encore abordée, sauf peut étre Medina dans [61] a construit un dans le cas linéaire
via une approche géométrique. Nous avons contribué a adopter et généraliser les observa-
teurs de Luenberger ainsi que ceux construits par Hammouri dans [35] et Kupka dans [36],
dans le cas des systémes impulsifs, sous I’hypothése d’observabilité du systéme continu.
Ces observateurs se basent sur une sortie disponible en temps continu. Il s’agit d’une géné-
ralisation de quelques observateurs continus pour certaines classes de systémes impulsifs.
Nous faisons remarquer que, contrairement & notre résultat, Medina a pu construire un ob-
servateur linéaire via une approche géométrique et sous I’hypothése de 1’observabilité forte.



4

Sur la stabilité pratique des systémes
impulsifs a retard multiple

4.1 Généralités

La plupart des systémes techniques sont des Systémes Dynamiques Hybrides (SDH)
composés d'une partie continue et d’une partie discréte, qui agissent en permanence une
sur "autre. Ce type de systémes font intervenir explicitement et simultanément des phéno-
meénes ou des modéles de type dynamique continu et événementiel sont appelés systémes
impulsifs. Ces derniers sont classiquement constitués de processus continus interagissant
avec ou supervisés par des processus discrets. Ils résultent également de ’organisation hié-
rarchique des systémes de controle / commande complexes ou des algorithmes continus de
commande. Dans cette section, nous allons nous intéresser aux systémes impulsifs, nous
suivons ci-dessous le formalisme de Lakshmikantham [55].

4.1.1 Description du systéme

Un systeme impulsif est la donnée

i. d’une équation différentielle

z(t) = f(t,z), (4.1)

avec f: Ry xQ — R™ Q C R” est un ouvert, R™ est ’espace euclidien de dimension
n et Ry l'ensemble des réels positifs. Soit aussi
ii. d’applications : (t,x) +— M(t,z) et (t,z) — N(t,z) de Ry x Q dans I'ensemble des
parties de €.
iii. d’une famille d’applications A(t,z) : M (t,x) — N(t, ).
On note z(t,to, zo) la solution du systéme () = f(¢,x) de condition initiale (to, o). Une
solution du systéme impulsif ci-dessus est une fonction de Ry — Q, notée x;(¢,t0,x0)
telle que z(to, to, z9) = xo et qui vérifie &7(¢,to, zo) = f(t, x1(t, to,z0)) tant que le point
x(t,to, xo) n’appartient pas a l'ensemble M (t, z(t, tg, zg)). Si la trajectoire x(t,tg, xo) in-
tersecte l’ensemble M(t,x) au temps t = t1, Uapplication A(t1, P,) transfére le point
P,, = x(t1,t0, o) (appartenant a 'ensemble M (¢, P;,)) en un point Ptf = A(t1, P, )Py,
de l'ensemble N (¢, P;,). Pour les temps t > t1, x1(t,t0, o) est solution de @(t) = f(¢, )
de condition initiale (tl,PtJlr). Nous avons donc (¢, tg, z9) = x(t,tl,P{f) pour ¢t > t1 et
ceci tant que zy(t,to, o) n’appartient pas a ’ensemble M (¢, x1(t,to,x0)). S'il existe un

23
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temps to > t1, tel que Py, € M(t2, P,,), le point P, sera transféré en P, € N(t, Py,) par
Papplication A. Ainsi, le processus d’évolution continue & avancer tant que la solution du
systéme (4.1) existe. Une solution d'un systéme impulsif peut étre ou bien

a. une fonction continue, si la courbe intégrale n’intersecte aucun des ensembles M (t, z)
ou encore si elle 'intersecte en un point fixe de 'opérateur A(t, z).

b. une fonction continue par morceaux admettant un nombre fini de discontinuités du
premier type, si la courbe intégrale intersecte ’ensemble M (¢, x) en un nombre fini
de points, qui ne sont pas des points fixes de 'opérateur A(t, ).

¢. une fonction continue par morceaux admettant un nombre dénomrable de discon-
tinuités du premier type, si la courbe intégrale intersecte ’ensemble M (¢, x) en un
nombre dénombrable de points, qui ne sont pas aussi des points fixes de 'opérateur
A(t, z).

Remarque 4.1.1. Soit tq1,ts, ..., tg, ... les instants pendant lesquels P; rencontre ’ensemble
M (t,x). Ces instants sont dits les instants d’impulsion. Il pourrait se faire que lim t; =

k—+o00
T < +o0.
Nous conviendrons dans toute la suite que les solutions x(t) du systéme différentiel impulsif
sont continues a gauche aux instants t5, k = 1,2,..., c’est a dire z(t, ) = hlirn+ x(ty —h) =
—0
T (tk)

Ce cadre général étant posé, nous allons décrire ci-dessous plusieurs types particuliers
de systémes impulsifs.

I. Systémes avec temps d’impulsions fixés : Pour ce premier type de systémes, on
se donne une suite strictement croissante t; < t9 < ... <ty < ... tendant vers ’'infini,
d’instants impulsifs. Les ensembles M (¢, x) et N(¢,x) sont

M(t,x) = N(t,z) =@, sit#ty, k=1,2,..,
N(t,x) =Q, sit=ty, k=12,..,

Les applications A(t,z) ne sont définies alors que pour les instants ¢ = ¢; par la
donnée d’une suite d’applications (Ag)r>0, que 'on écrit

Ap: Q — Q
x — Ap(r)= x4+ Iix(x)

avec I : Q — Q. Ainsi, avec ce choix de M, N et A, nous pouvons décrire simplement
un systéme différentiel impulsif dont les impulsions se produisent & des instants fixés
par le modéle mathématique suivant :

B(t) = flta(t)), t£tn k=12,
Az(t) = Ip(z), =t (4.2)
a(ty) = xo

On note aussi z(t;) = x(t) + Ix(z(t)). Dans la suite de ce chapitre, on s’interessera
en fait & I’étude de ce type de systémes impulsifs dans le cas linéaire et non linéaire.

II. Systémes avec temps d’impulsion variables : Ces systémes constituent une
généralisation des systémes & instants d’impulsion fixés. Pour ce type de systémes
impulsifs, on se donne une infinité dénombrable de fonctions 7, : 2 — R, telle que
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Ti(x) < Tig1(x) et klim Tk (x) = 400, pour tout x. Les ensembles M (¢, x) et N(t, )
——+00
sont

M(t,z) = N(t,z) =0, sit#mn(x), k=12, ..
M(t,x) = N(t,z) =9Q, sit=7(x), k=12, ..

et les applications A(t,z) sont définies pour les instants ¢ = 75 (x). Ainsi, un tel
systéme est décrit par :

{ p(t) = [f(tx(t)), t # (@),
Ax(t) = Iy(x), t=m(x), k=1,2,...,

Comme les instants d’impulsion dépendent & travers l’état x de la solution, ce
type de systémes présente plus de difficultés que les systémes a temps d’impul-
sion fixés. Par exemple, le point Q; = (t,z1(t, to,xo)) peut rencontrer I’ensemble
Sk = {(1x(z),z)/x € Q} plusieurs fois, ce qui donne naissance & un phénomeéne de
battement. Notons en outre que, tout comme dans le cas des systémes & instants
d’impulsion fixés, il peut se produire le phénoméne de confluence : deux solutions
issues de conditions initiales différentes peuvent coincider aprés un certain nombre
d’impulsions et se comporter comme une seule solution. Un systéme & temps d’im-
pulsion variables peut s’écrire de facon encore plus générale sous la forme :

{ :B(t) = f(tax(t))7 h(tvx) # 0,
Axz(t) = Io(t,z), h(t,z)=0.

Ainsi, si I'équation h(t,xz) = 0 admet un nombre dénombrable de racines t = 7 (z) ,
alors on définit Iy (x) = Io(7(x), ) et on retrouve dans ce cas le systéme précédent. Si
d’autre part, I’équation h(t,z) = 0 admet les racines données par {(tx,z)} telles que

i lim t; = 400, ce systéme se rameéne au premier type énoncé dans ce paraghraphe.
——400

Systémes impulsifs autonomes : Pour ce cas particulier de systémes, on se donne
des ensembles M (t,x) := M, N(t,z) := N et des applications A(t) :=A: M — N
et I:Q — Q. On trouve alors la description suivante :

{ x(t) f(x), xzeM,
Axz(t) = I(z), z¢ M.

Parmi les problémes les plus classiques et les plus triviaux, qu’on peut se poser avant
toute étude de n’importe quel systéme dynamique, on peut citer les problémes d’existence
et unicité des solutions, leurs dépendances des conditions initiales, leurs différentiabilités
relatives aussi aux conditions initiales etc...Ceci est ’objet du paragraphe suivant.

4.1.2 Existence des solutions

Nous nous restreignons ici aux systémes avec temps d’impulsions fixés (4.2).

Définition 4.1.2. Une fonction x : [tg,tg + a) — R™, tg > 0, a > 0 est dite solution du
systéme (4.2) si

i.

ii.

z(ty) = zo et (t,z(t)) € RT x Q, Vt € [to, to + a),

x(t) est continiment différentiable sur [to,to + a) \ {t1, 12, ...} et vérifie 'équation

@(t) = f(t,z(t)), Vt € [to, to + a) etVt # ty,
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iii. Pour tout ty, € [to,to + a), 2(t)) = x(ty) + I(z(ty)).

iv. Pour tout k € N, x(t) est continue a gauche aux instants (tx)gen-

Remarquons que la condition initiale z(tg) = o pour les équations différentielles or-
dinaires sans impulsions est remplacée pour les équations différentielles impulsives par
l’(ta_ ) = . L’existence des solutions est évidente. En général, il n’y a pas unicité de so-
lution, vu le probléme de confluence qui peut se produire. En effet, si on prend ’équation
dans le plan donnée par :

s = (2 )=(1 3 )a0 120

stef) =att)+ () )ato)

et deux conditions initiales situées sur deux cercles différents :

2(0) = < 2585 > _ ( f ) ot 2(0) = < 2585 > _ ( 1+t1m(7’) ) avec 7 > 0 un temps donné,

alors, Vt € [0, 7), les solutions du systéme précédent évoluent suivant les trajectoires

{ z1(t) = x1(0)cost — x2(0)sint
x2(0) cost — x1(0) sint.

Au bout du temps t; = 7, les deux trajectoires subissent une réinitialisation et se confondent
a partir de la nouvelle condition initiale, telle que

) = 0
)= 2cosT+4sinT

Comme dans le cas continu, les systémes linéaires impulsifs présentent des conditions
plus favorables pour établir certains résultats et beaucoup de propriétés qui ne sont pas,
généralement vérifiées dans le cas non linéaire. Dans ce qui suit, nous présentons quelques
propriétés qui nous seront utiles par la suites.

4.1.3 Propriétés générales des solutions du systéme linéaire

Dans cette section, nous allons considérer le systéme linéaire impulsif décrit par

o(t) = At)x(t), t € [th—1,tk),
Az(ty) = Dya(ty),
.I(tar) = Xy, to 2 0 (43)

Avec A(t) € R™"™ est une matrice continue par morceaux et (Dy)x>1 une suite de matrices
constantes dans R™*™. Az (t;) = z(t) — 2(t;), to < t1 < .... klim ty = +o0.
— 00

Théoréme 4.1.3. Si on suppose que A(t) est définie et continue sur [0,+00), alors les
solutions sont définies sur [0, +00). Si de plus, det(I+ Dy) # 0, Vk > 1, alors il y a unicité
de la solution.
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Tout le long de ce chapitre, nous allons considérer des systémes qui vérifient les deux
conditions suivantes :
— Tout intervalle compact [a,b] contient uniquement un nombre fini d’instants d’im-
pulsion ty.
— Vk > 1, les matrices (I 4+ Dy) sont inversibles.
Sous ces deux conditions, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.1.4. [68]. L’ensemble x des solutions du systéme linéaire impulsif (4.3), qui
sont définies sur l'intervalle [a,b], est un espace vectoriel de dimension n.

Une base de 'espace x est dite un systéme fondamental de solutions de (4.3). Notons
X (t) la matrice, dont les colonnes sont formées par les solutions du systéme fondamental.
Cette derniére est appelée la matrice fondamentale associée au systéme (4.3). Il est clair
que toute fonction de la forme

x(t) = X(t)c

est aussi une solution du systéme (4.3) pour tout vecteur constant ¢ € R™. Il s’ensuit alors
que la matrice X () vérifie ’équation matricielle suivante

%{ = AMW)X, si t#t,
AX |imy, = DpX, (4.4)

Toutes les solutions non dégénérées du systéme matriciel (4.4) sont données par I’expression
X(t) = Xo(t)C, avec Xo(t) est une solution non dégénérée de (4.4) et C' une matrice
inversible. En particulier, la solution X (¢) du systéme (4.4) qui vérifie la condition X (¢g) =
I est appelée la résolvante du systéme (4.3) et elle est notée X (t,tg). Soit ®(¢,s), t,s €
[tk—1,tk), la résolvante du systéme continu

x(t) = A(t)x, te [tkfl,tk),
qui vérifie ®(¢,t) = I. L’expression explicite du systéme (4.3) est donnée dans la proposition
qui suit.
Proposition 4.1.5. La solution du systéme (4.3) est donnée par
z(t) == z(t;to, 20) = X (¢, t5)x0

avec
D(t,s), sitp_1<s<t<ty,
k—i
X(t,5) = § @t ) ([T + Disr- )@t 1) ) (1 + Di)@(Li, ),
j=1
Sitic1 <8<t <t <t<tpy
Démonstration. 11 est clair que X (¢,s) = ®(t,s), Vig_1 < s < t < . Pour montrer le
deuxiéme cas, il suffit de raisonner par récurrence sur k. En effet

i.sik=icestadiret,;_1 <s<t; <t<tgy1,lasolution s’écrit
x(t) = ®(t,t;)ax(t])
= (I)(t,ti)<f + Dz)x(tz)
= O(t,t;)(I + D;)P(ti, s)x(s)

d’ou X (t,s) = ®(t, t;)(I + D;)® (s, 5).
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ii. Supposons maintenant que la relation est vraie & l'ordre k, c’est & dire si ¢;_1 < s <
ti <t <t <tgt1,0na

k—1
X(t, ) = 0t ) (T + Dra)® (b1, 1)) (T + D)@ (i 5)
j=1

et vérifions la & l'ordre k + 1. En effet,
z(t) = Ot ter1)z(tyyy)

(t tk+1)(l + Dk—&—l)x(tk-‘rl)
= (t tk+1)(l + Dk+1)(1)(tk+17 S)LE(S)

k-
= ¢UJhHXI+l%ﬁ1[¢tMJJk<III?FDkH ]¢Uhu—pﬂiﬂ>U?FD0¢@m5ﬂ$@)

k—i+1

— o, tkﬂ)( 1 (I + Dir—) (b1, t;_j)) (I + Dy)®(t;, s)z(s),
j=1

et par suite, on déduit que si ;-1 < s <t <t <tpy1 <t <tpyo,0n a
k—i+1

X(t78) = (I)(t,tk+1)( H (I+Dk+1_j)q)(tk+1_j,t$_j))(f+Di)cl)(ti,s).
j=1

O

D’apres lexpression de la résolvante et puisque Yk > 1, les matrices (I + Dy) sont
inversibles, on peut déduire les propriétés suivantes. Pour plus de détails, on peut se référer
a [68] et [84].

Corollaire 4.1.6. La résolvante du systéme linéaire vérifie les propriétés suivantes

1. X(t,t)=1I1,Vt>0

2. X(t,s) est inversible si t;i—1 < s <t; <ty <t <tgy1 avec
k—i

X(t5) " = & 1(t;,5) (H(I + Dip1—) " 0 (b1, t,j_j)) (I+ D) o= (t, 1)

j=1

3. X(tf,s) = (I+ Dp)X(ty,s)

4- X(S t+) (I+Dk) 1X(87tk)7 S#t:,

5. 51 ti_j_g <ty < ti—j—l <ti1 <5<t <t <t<itpg1, X(t, to)X_l(S,tQ) = X(t, 8)

Corollaire 4.1.7. [68] Si A(t) = A et Vk > 1, Dy = D, alors la résolvante du systéme
linéaire impulsif (4.3) avec des coéfficients constants est donnée par

j=1
X(t,to) _ eA(t—tk)(H(I+ D)eA(tj—tj71)>‘

j=k

Si on suppose que A(t) = A, Vk > 1, Dy = D, et que les matrices A et D commutent,
on peut simplifier d’avantage 1’expression de la solution du systéme linéaire. Le résultat
est illustré dans le corollaire suivant.
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Corollaire 4.1.8. Si A(t) = A et Vk > 1, Dy, = D, et si A et D commutent, alors la
résolvante du systéme linéaire impulsif (4.3) avec des coéfficients constants est donnée par

X(t,tg) = M0 ([ 4 p)ilhio),

avec i(t,tg) est le nombre d’impulsions entre les instants t et to. Pour plus de précision,
cect veut dire si ty, <t < tpy1), alorsi(t,to) = k.

Comme pour les systeémes continus, les notions de stabilité pour les systémes impulsifs
sont identiquement celles énoncées dans le premier chapitre.

4.1.4 Solution du systéme linéaire perturbé

Ayant déja établi 'expression de la solution du systéme linéaire impulsif non autonome,
nous allons aussi expliciter celle du systéme perturbé qui se présente comme étant un sys-
téme linéaire impulsif perturbé par une partie non linéaire et en chaque instant d’impulsion
tr, on lui ajoute un vecteur constant by qui dépend de k. Ce type de systéme décrit, en
pratique, une large famille de systémes non linéaires, dont 1’étude et la determination de
la solution restent toujours une tache plus difficile. Dans ce mémoire, on s’intéresse aussi
& construire un observateur moyennant celui du systéme linéaire. Soit alors le systéme
différentiel impulsif suivant

a(t) = A@)z(t) + f(t), t€ [tp—r,tr),
Ax(ty) = Dya(ty )+ by,
z(ty) = o, to >0 (4.5)

ou les matrices A(t) et Dy sont celles du systéme (4.3), ainsi que les instants d’impulsion.
La fonction f(t) est supposée continue ou continue par morceaux et by sont des vecteurs
constants de R™. On a alors le résultat da a [68] suivant.

Théoréme 4.1.9. [68] La solution du systéme (4.5) est donnée par

t
.’E(t,to,:ﬂo) = X(tvtO):EO + X(ta S)f(S)dS + Z X(tvtg)bkv

to to<trp<t

avec X (t,s) est la résolvante du systéme linéaire nominal définie dans la proposition4.1.5.

4.2 Stabilité des systémes impulsifs

Tout comme les équations différentielles ordinaires, nous disposons de plusieurs outils
théoriques pour étudier la stabilité des solutions des systémes impulsifs. Dans le cas non
linéaire, nous avons des résultats qui sont en majorité dis a Lyapunov et qui se basent
essentiellement sur la méthode de comparaison. Tandis que pour le cas linéaire, nous pré-
sentons dans cette section des résultats récents qui sont dis & J.O. Alzabut |2|. Nous citons
ces résultats de stabilité, du moment que I'objectif final de ce chapitre est de concevoir
différents types d’observateurs. Et pour se faire, il faut et il suffit de montrer que ’origine
de I’équation de ’erreur est asymptotiquement ou exponentiellement stable.
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4.2.1 Systéme de comparaison

Considérons le systéme impulsif non linéaire non autonome décrit par ’équation diffé-
rentielle suivante

o(t) = [f(t,z(t), tE€ ltp-1,tr),
A:U(tk) = Ik(:v(t];),
z(ty) = wo, k=1,2,... (4.6)

ou f est supposée continue sur Ry x €2, avec  un ouvert de R™. Dans le but de clarté,
nous commencons d’abord par définir quelques notions de base qui nous seront utiles par
la suite.
Définition 4.2.1. Une fonction V' : Ry x R — R est dite de classe vg si

1. V est continue sur Uintervalle (tx_1,tx] X R™ et pour tout k = 1,2, ...,

lim  V(t,y) =V(tf,z) existe;
(ty)— ()

2. V est localement lipscitzienne par rapport & x et V(¢,0) = 0 pour tout t € R.
Nous définissons les deux dérivées généralisées d'une fonction de Lyapunov comme

suit :
Vit+6,z+5f(t,x)) —V(t,x)

D*V(t,z) = lim sup |
§—0+ 5 5 6

D_V(t,z) = 6lim sup V{+dz+ f(gtal")) - V(t,x).
—0—

Si de plus, V est supposée contintiement différentiable sur Ry x 2, nous avons

_ oV (t,x) n oV (t,x)

DTV(t,z) = D_V(t,x) 5 D f(t, x).

Définition 4.2.2. (Systéme de comparaison.) Soit V' € v et supposons que

{ DV (t,x) < gLV(Le),  tF ),
V(kax(tl;)""jk(x(t]:)) < W(V(tk,x(tﬂ))a k=12,..

avec
— g:RT x R — R est une fonction continue de (tx_1,tx] X R et pour tout x € R, k =
1,2,...,0on a lim(ty)ﬁ(tz’z) g(t,y) = g(t;r,x) existe.
— 1 : RT — RT est une fonction non décroissante.
Alors, le systéme ci-dessous est dit systéme de comparaison pour le systéme (4.6)

ﬂ)(t) = g(t, w)? te [tk—h tk)a
wty) = Yr(w(te), (4.7)
w(ty) = wp>0

Considérons maintenant le systéme (4.7) en supposant de plus que la fonction g est
continue sur RT x R. Nous avons ainsi la définition suivante.

Définition 4.2.3. Une fonction notée wpay(t) = Wmax(t, to, wo) est dite solution maxi-
male du systéme (4.7),si

i. Wmag(t) est une solution du systéme (4.7) définie sur Uintervalle [to, to + 1)
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ii. pour toute solution w(t) = w(t,tg, wp) du systéme (4.7) sur Uintervalle [to,to + T),
on a
w(t) < Wag (t), Vt € [to, to + T)

Théoréme 4.2.4. [84] Soit Wiaz(t) = Winax(t, to, wo) la solution mazimale du systéme de
comparaison (4.7) sur intervalle [to, 00), alors pour toute solution x(t) = x(t,to,x0), t €
[to, 00), du systéme (4.6), si on a V(td,z0) < wo alors V (¢, 2(t)) < wmaz(t), Yt > to.
Théoréme 4.2.5. [84] Supposons que

1. f(t,0) =0, g(t,0) =0 et I(0) = 0 Vk > 1,

2. V:R"x B, - R", p>0,etV ey, tel que DTV (t,2(t)) < g(t,V(t,x(t))), t # t;

3. Il existe un réel pg > 0 tel que (si x € By, alors x + I(x) € B, pour tout k) et
V(t,z+ I(z)) < Yp(V(t,z)), pourt =ty etx € Bpy;
4. B(lz ) <V(t,z) <ol z|),V(t,z) € RT x B, ot a(.), B(.) € K.
Alors les propriétés de stabilité de la solution triviale du systéme de comparaison (4.7)

impliquent celles de la solution triviale du systéme (4.6)

Notons que B, = {z € R" |||  ||< p} et les fonctions de classe K citées dans le théoréme
préceédent sont celles déja définies dans le premier chapitre (voir Définition 1.2.1).
Corollaire 4.2.6. Sous les conditions du Théoréme 4.2.4 avec

i. g(t,w) =—vyw, >0,

. Yp(w) = dpw, di >0, VE>1,
il résulte que

V(t,z) < (V(tg,zo) [ dr)e 77", vt > t0.

to<trp<t

Ce corollaire nous servira par la suite pour montrer la convergence exponentielle d'un
observateur pour une classe de systémes impulsifs, dont le systéme de comparaison trouvé,
aura cette forme. Ainsi que le Théoréme 4.2.5 est fondamantal pour montrer la convergence
de l'erreur des observateurs construits. Pour les systémes linéaires, on dispose de quelques
outils supplémentaires pour étudier de la stabilité.

4.2.2 Stabilité des systémes linéaires impulsifs

Nous revenons & nouveau aux systémes linéaires impulsifs, pour citer quelques résultats
de stabilité. Nous considérons dans cette section le systéme décrit par (4.3) en supposant
que la matrice A(t) est continue et bornée pour tout t > to et les matrices Dy sont
uniformément bornées par rapport & k. Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 4.2.7. [68] Une solution du systéme (4.3) est
1. stable si et seulement si la résolvante X (t,tg) est bornée pour tout t > to,

2. asymptotiquement stable si et seulement si la résolvante du systéme vérifie

lim X(t,to) =0,

t—+o00

3. instable si et seulement si la résolvante X (t,to) est non bornée.
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4.2.2.1 Généralisation du théoréme de Perron

Depuis 1930 et grace & Perron (voir [66]), il y avait un résultat de stabilité pour les
équations différentielles linéaires autonomes décrits par le systéme suivant.

x(t) = A(t)x(t) (4.8)
avec A(t) une matrice dépendant continiment de la variable t. Ce théoréme affirme que

Théoréme 4.2.8 (Perron, [66]). Si, pour toute fonction bornée g, la solution issue de
la condition initiale £(0) = 0 du systéme

#(t) = A(t)z(t) + g(t)

est bornée, alors l'origine est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable
pour le systéme linéaire (4.8).

Ensuite, ce résultat a été étendu au cas des systémes linéaires & retard (voir [42]).
Récemment, précisément en 2007, ce résultat a déja été généralisé par Alzabut dans [2],
mais cette généralisation a été faite dans le cadre des systémes linéaires impulsifs avec
retard. Or la présence d'un retard sur la partie discréte du systéme (la seconde équation
de (4.3)) impose I'hypothése d’inversibilité des matrices (I + Dy) et c’est en utilisant
cette hypothése que la démonstration de la généralisation du théoréme de Perron est faite
dans [2]. Dans notre cas, nous pouvons définir une solution de (4.3) sans avoir & faire
cette hypothése d’inversibilité et nous donnons donc ci-dessous une démonstration de la
généralisation du théoréme de Perron aux systémes (4.3) qui ne suppose pas l'inversibilité
des matrices (I + Dy). Nous avons alors la définition suivante.

Définition 4.2.9. Nous dirons que le systéme (4.3) satisfait la condition de Perron si
pour toute application f : R — R" essentiellement bornée et toute suite bornée (3);>1 les
solutions du systéme

p(t) = Al)x(t)+9@),  t€[te-1,tr),
Ax(ty) = Dpax(ty)+ B, keN (4.9)

issue de la condition initiale z(0) = 0 est bornée sur [0, 4+00).

Avant d’énoncer le théoréme principal de cette section, nous allons voir que 'on peut
exprimer les solutions du systéme (4.9) a l’aide de la résolvante X (¢, 7).

Supposons que T €]t;_1,t;] et remarquons que, pour tout j > i et tout ¢ €]t;,t;41] nous
avons

(I)(t,tj)(I+Dj)X(tj,T) = X(t,7). (4.10)

Cette formule se montre aisément en revenant a la définition de la résolvante X. De plus,
il est facile de voir que pour tout triplet 7 < p < ¢, nous avons

X(t,7) = X(t,p) o X(p,t).
Montrons maintenant que pour tout j > ¢ — 1 et tout ¢ €] max(r,t;),t;41], nous avons

x(t) = X(t,7)x(T) +/ X(t,x)f(s)ds+ ZX(t,t,;)ﬂk (4.11)

k=i
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ol la notation X (¢,¢;) désigne la limite tli_)n][tl_ X (t,t;) et ou nous faisons la convention que
t<t;
J
la somme Z ay, est nulle, si i < k.
k=i
Nous allons raisonner par récurrence sur j, si j =i — 1, pour t €]7,t;], nous avons

z(t) = ®(t,7)z(r) + / D(t,s)f(s)ds
= X(t,7)x(r) + /t X(t,s)f(s)ds par définition de X.

La formule (4.11) est donc vraie & l'ordre ¢ — 1, supposons la vraie a l'ordre j et soit
t €]tjt1,t42], tout d’abord nous avons

et ) = (I + Djy)z (i) + Bin
tj1

= (14 D)X (e, o) + [ (4 Dy) X4, f(5) ds

J
+ (I + Djs1) ZX(tj-Fl: ty ) B + Bit1
k=i

donc, pour t €]tji1,tj42] :

¢
x(t) = <I>(t,tj+1)x(tj+1) + /t O(t,s)f(s)ds
tj1

= (I)(t, tj+1)(l + Dj+1)X(tj+1, T)iL‘(T) + / (I’(t, tj+1)(I + Dj+1)X(tj_|_1, S)f(S) ds

J t
+ ) (b tie) (L + D) X (11,58, + St j41) B +/ ®(t,5)f(s)ds
k=i tj+1

tj+1

T

— X+ [ Xt s) ds+ZX (667155 + Bt t51) B0 +/ X(t, 5)f(s) ds

par définition de X et en vertu de la formule (4.10)
Jj+1

t
= X(t7)a(r) + [ X(ts) 1) ds + 30 X (t8)5
T k=i

Du fait que la formule (4.10) est vraie lorqu’on remplace 7 par ¢;_1, le méme raisonne-
ment montre que la formule (4.11) est encore vraie si on y remplace 7 par ¢;—1. En notant
n(t) le plus petit index i tel que ¢; > t, la formule précédente peut se réécrire

n(t)—1

x(t)—X(t,T):n(T)—i—/tX(t,x s)ds + Z (t,t7)8

Nous énonc¢ons maintenant notre théoréme :

Théoréme 4.2.10. Supposons que les familles de matrices (A(t))t>t0 et (D;)i>o0 soient

bornées. Le systeme différentiel impulsif (4.3) est uniformément asymptotiquement stable
st et seulement si il vérifie la condition de Perron.
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Nous commencons par établir les majorations suivantes.

Lemme 4.2.11. Si le systéme (4.3) vérifie la condition de Perron, il existe une constante
K telle que l'on ait pour tout couple de réels (1,t) tel que to < 1 <t.

n(t)
/HthHds+ S X)) < K.

k=n(T)

Démonstration. Notons B I'ensemble des applications mesurables et essentiellement bor-
nées de [tg, +oo[ dans R™ et £*° I'ensemble des suites bornées de R™; muni de la norme

1(f; B)Il = sup [ £ @)]| + sup || Bl
t>to k>0

I’ensemble B x £*° est un espace de Banach. Considérons alors les n familles d’applications
linéaires (U})i>t, de B x £>° dans R™ définie par

t

VL) = [ (X(9)f(), ds + Z X (1,760,

to k=n(to)

ou g(s); désigne la i® composante de g(s). Pour (f, ) fixé, la condition de Perron implique
'existence d’une borne d (dépendant de (f, 3)) telle que |U(f, B)|| < d pour tout t > £, le
théoréme de Banach-Steinhaus implique alors I'existence de K; > 0 tel que |U}|| < K; pour
tout ¢ > to. Choisissons alors la fonction f définie par f(s) = 0si s > ¢ et, pour s € [tg, t],
fj(s) = signe(X; j(s)); choisissons aussi la suite (3;),~, telle que 3; = signe(X; (¢t )).
Avec ce choix de (f, 3) nous avons N

n(t) n

Ui(f,B) = Z|X”ts [ds+ > > Xt t;)l

to j=1 k=n(to) j=1
nous en déduisons que
n(t) n
/Z|X”ts]ds+ SN Xt <2K;  pouri=1,...,n et tout t >t
to j=1 k=n(to) j=1

puis, en faisant la somme de ces n inégalités que

/H|X”ts H1d3+ Z HXJttk H1<22K K pour tout ¢t > ¢
k= nto)

ou [[Aflx = >, ;|4 Cette inégalité reste évidemment vraie pour toute autre norme
choisie sur R™*" en raison de 1’équivalence des normes en dimension finie. ]

Le lemme suivant permet d’établir la stabilité uniforme de 1’équilibre pour le systéme
(4.3).

Lemme 4.2.12. [ existe une constante M > 0 telle que pour tout couple (t,T) avec
to < 7 <t nous avons | X (t,7)|| < M.
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Démonstration. Soit ¢ > 1 l'indice tel que 7 € [t;_1,t;[, nous avons X (t,7) = X(¢,t;) o
X(t;,7) donc
X DI < X @ EOIX @

mais ®
" n(t
HX(t,ti)Hs/t X5t s)[l, ds+ D || Xt 5], < K
0 k'zn(to)

et X(t;,7) = ®(t;, 7). Or si le systéme (4.3) vérifie la condition de Perron, il est clair que
le systéme linéaire continu (4.8) la vérifie aussi et le théoréme de Perron [66] permet alors
d’affirmer I’existence d’une constante K’ (indépendante de 7, t; et ¢ telle que || ®(¢;, 7)|| <
K’. Nous pouvons donc écrire

|1X(t,7)| < KK = M.
O

La conséquence de ce lemme est que, si ¢ — x(t) = X (¢,7)z(7) est une solution du
systéme (4.3) de condition initiale z(7), nous avons

@I < 12X )} ()]
< M lz(7)]|

ce qui prouve la stabilité uniforme de I'origine pour le systéme (4.3).
Nous terminons par un lemme qui démontre ’attractivité uniforme de 1’origine pour le
systéme (4.3).

Lemme 4.2.13. L’origine est un point d’équilibre uniformément attractif pour le systéme

(4-3).

Démonstration. Soit z(t) = X(t,7)z(7) une solution du systéme (4.3). Nous pouvons
écrire

x(t) = X(t,pu) o X (p, 7) pour tout p € [7,t].
en intégrant les deux membres de cette égalité par rapport a p sur Uintervalle [, ], nous
obtenons

(t = 7)a(0) = | X(t) o X(s.7)dp

mais || X (u, 7)|| < M donc nous avons

(= 7)lz@)] < M/ X (&, )| dps

mais, d’apreés le lemme 4.2.11, l'intégrale figurant dans le second membre de cette inégalité
est majorée par K, par conséquent, nous avons

t—7)llz@®)| <MK
d’ou
MK

O

ce qui prouve l'attractivité uniforme . O
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Dans la pratique il existe une grande classe de systémes non linéaires qui sont modélisés
par le systéme impulsif suivant :
z(t) = Ax(t)+ P(t)x(t), t € [trh—1,tk),
Ax(ty) Dya(ty) + Jpx(t), keN (4.12)

avec A € R"*" B e R™" P(t) € R™™" est une matrice qui peut étre continue ou conti-
nue par morceaux pour tout t > tg et Jp € R™ "™ est une matrice constante. Considérons
aussi le systéme de référence suivant :

x(t) = Aﬁ(f), t e [tk—lvtk)7
Ax(ty) = Dya(ty), keN (4.13)

Nous avons un résultat qui assure la stabilité exponentielle du systéme (4.12) sous les
conditions que le systéme (4.14) posséde cette propriété et que les termes de perturbations
P(t) et Jj soient petits. Nous énoncons le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.14. [8}] Supposons que
— les solutions du systéme de référence (4.14) sont exponentiellement stables.
— 1l existe &, il existe T et k € N tels que,

|1 P(E) |<&, et Jx[|< & pour k> K

0<91§tk+1—tk§92,k€N,

st € est assez petit.
Alors, les solutions du systeme impulsif (4.12) sont exponentiellement stables.

Si dans un cas particulier, on considére le systéme linéaire autonome décrit par

a;(t) = Aac(t), t e [tkfl,tk),
Az(ty) = Dax(t,), keN
z(ty) = wo. (4.14)

D’apreés le corollaire 4.1.7, on a

j=1
X(t,to) = M= (T (1 + D)ert =),
j=k

D’aprés cette expression, il s’avére difficile de formuler une conclusion sur la structure
et le comportement de la matrice X (¢,tp) et par conséquent aussi sur la structure et le
comportement des solutions du systéme (4.14), pour des matrices A et D arbitraires. En
d’autres termes, il n’y a pas de plus élégante description des propriétés des solutions d’un
systéme, en termes de valeurs propres de sa matrice, celle que nous avons pour un systéme
d’équations différentielles ordinaires. La raison en est que les solutions du systéme (4.14)
ne sont pas réellement invariantes par rapport aux changements, vu la présence d’un effet
impulsif aux instants t;. Et par suite, le systéme (4.14) n’est pas autonome. Toutefois,
dans certains cas l’expression de la résolvante peut étre simplifiée et par suite, il sera
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possible d’obtenir des informations sur le comportement des solutions du systéme (4.14).
Par exemple, si les matrices A et D commutent, la résolvante est alors donnée par

X (t,tg) = eAt10) ([ 4 D)iltto),

avec i(t, tp) est le nombre d’impulsions entre les instants ¢ et ty. De cette expression, on
peut déduire la dépendance du comportement des solutions du systéme (4.14) a l'infini,
des valeurs propres des matrices A et D ainsi que de la suite d’impulsions (fx)g>1. Pour
plus de détails, on peut se référer a [68].

4.3 Stabilité pratique exponentielle du systéme impulsif controlé
a retard multiple

4.3.1 Introduction

De nombreux systémes du monde réel présentent a la fois des caractéristiques continues
et discrétes. Par exemple, des processus évolutifs tels que les réseaux de neurones biolo-
giques, des modéles de rupture dans le rythme pathologie, des modéles de controéle optimal
de ’économie, etc, sont caractérisés par des changements brusques d’états a des instants
donnés. Ces changements brusques et vives sont souvent de trés courte durée et sont donc
censés se produire instantanément sous forme d’impulsions. Pour les progrés récents, le
lecteur est renvoyé a [55], [84].

Il est maintenant reconnu que la théorie des systémes impulsifs présente un cadre
naturel pour la modélisation mathématique de beaucoup de ces phénomeénes réels. Des
progreés significatifs sur la stabilité et la stabilisation des systémes dynamiques impulsifs,
avec ou sans retard ont été faites voir par exemples [82], [65], [85]. Cependant, il y a
peu de résultats qui concernent le probléme de controle impulsif pour les systémes a retard
variable, puisque la théorie correspondante aux équations différentielles impulsives a retard
n’est pas encore bien développée (|83], [58]).

Les retards apparaissent dans de nombreux systémes pratiques tels les modéles de
population, de la chimie, etc .. Le probléme de la stabilité des systémes dits "a retard"
est un sujet de grande importance pratique, qui a suscité beaucoup d’intérét au cours des
décennies, on cite & titre d’exemples les ouvrages [37], [38].

L’idée principale du controle impulsif est d’agir, par le biais d’'une commande discon-
tinue intervenant & des instants t;, sur I’état d’un systéme dynamique continu , qui est en
fait un systéme de commande hybride [85].

Du moment que les solutions analytiques des équation différentielles non linéaires ne
peuvent pas, en générale étre obtenue directement, la deuxiéme méthode de Lyapunov joue
un role important dans la détermination de la stabilité des systémes non linéaires, puisque
le choix approprié d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii est le point-clé pour obtenir
des critéres de stabilité. Cette méthode sera utilisée dans cette section pour garantir la
stabilité exponentielle uniforme pratique pour des systémes impulsifs controlés et perturbés
avec retard, dans le cas ol l'origine n’est pas un point d’équilibre de la perturbation du
systéme linéaire. Ce genre de stabilité est trés important et tres utile pour analyser la
stabilité ou concevoir des controleurs de pratiques pour de tels systémes, puisque, dans de
nombreux cas, le controle d’un systéme a un point idéalisé est soit cotiteux, voir impossible,
en présence des interruptions. D’oi, le meilleur que nous pouvons espérer dans de telles
situations est que la solution x(t) converge vers une boule de rayon déterminé. Le but de
cette section est d’étudier une classe de systémes non linéaires impulsifs controlés avec
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des retards multiples variables dans le temps et d’établir une condition suffisante pour leur
stabilité uniforme exponentielle pratique. En outre, un algorithme de commande impulsive
pour la stabilisation est présentée. Enfin, un exemple numérique est donné pour illustrer
les avantages des résultats.

Notation : On note dans cette section A\pin(.) €t Adnaz () respectivement la plus petite et la
plus grande valeur propre d’une matrice symmeétrique. I est la matrice identité. L’ensemble
Cn.hy = C([—hu, 0], R™) désigne 'espace des fonctiond continues sur l'intervalla [—hjz, 0]
a valeurs dans R”. La notation A > 0 veut dire que la matrice A est définie positive definite
et AT est sa matrice transposée.

Pour z € R", X € R™" soit || « || la norme euclidienne dans R”. La norme matricielle
induite, ainsi que la measure d’une matrice sont définies par

“ X ”: \/ )‘max(XTX)

:U'(X) = )\max(XT + X)/(Q)

Pour une applicaton ¢ : R™ — R"™, notons

D+¢(t) = lim sup w
s—0t S

4.3.2 Systéme impulsif & retard multiple
Nous donnons ci-dessous une définition d’un systéme impulsif controlé.

Définition 4.3.1. Soit un processus P décrit en evolution par (¢,z(t)), ou z(t) € R™ est
la variable d’état. On dit qu'une suite (tx, U(k, 2(t; )))ren est une loi de controle impulsive
de P si

to=0<t <ta <. <t <tpg1 <. lim ¢, = oo

k—o0
w(th) = a(t,) + Ulk,z(t;)), keN.

Considérons le processus P décrit par le systéme dynamique non linéaire & retard
variable suivant :

B(t) = Az(t) + f(tx(t),x(t — 1), s 2(t — (1)) >0 (4.15)

ou
— z(t) € R™ est I'état du systéme ,
— A € R™" est une matrice constante |
le retard r; peut étre inconnu (constant ou variable dans le temps), mais il est borné

par une constante connue, i.e, 0 < r;(t) <7, i =1,2,...,m,
m+1

——N—
— f:RT xR" x ... x R” — R™ est une fonction continue telle que :

m
| £t 2,0, Tn) IS K |2 ||+ Li |55 |+, Vo, 5 € R, > 0. (4.16)

=1

our, KetL; >0, (1 <i<m)sont des constantes positives et f(¢,0,...,0) # 0, Vt > 0.
Dans le but d’étudier le probléme de la stabilisation globale uniforme pratique exponentielle
du systéme a retard (4.15), nous considérons la commande impulsive suivante :

U(k,z(t;)) = Byz(t,), keN. (4.17)
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Nous obtenons alors, un systéme impulsif controlé avec retard décrit par :

a(t) = Ax(t) + f(t, () z(t —=r1(t), . 2(t —rm(t)),  tF tr

Az = U(k,xz(t;)) = Bra(ty ), t=ty, keN
x(t) = ¢(t), - StSO (4.18)
Ou Az = z(tf) —x(ty), 7 = nax 7i, B € R™" et la fonction initiale ¢ est continue

en t € [—71,0]. Nous supposons toujours que z(t) est continue a droite en t = ¢, en
fait, z(tx) = z(t}). Par conséquence, les solutions de (4.18) sont des fonctions continues
par morceaux avec des discontinuités du premier type seulement en ¢ = ¢35,k € N. Par
convention, nous notons la classe des fonctions continues par morceaux par PC[J, Q] =
{¢p:J — QJ/p(tT) = ¢(t) pour t € J,¢(t™) existe pour t € J, ¢(t~) = ¢(t) partout sauf
des points t, € J},ou J C R, Q C R, and [ € N.

4.3.3 Etude de la stabilité pratique des systémes impulsifs controlés a
retard

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale uniforme pratique exponentielle
du systéme controlé a retard (4.18). Ceci étant en utilisant des inégalités différentielles
impulsives a retard. Dans le but d’obtenir les résultats principaux, nous introduisons les
définitions et résultats basiques qui nous seront utiles dans la suite.

Définition 4.3.2. L’équation (4.18) est dite globalement uniformément pratiquement ex-
ponentiellement stable (ou convergente vers une boule a rayon R > 0), s’il existe deux
constantes positives 3 et v telles que

| z(t;t0, 0(0)) < B+ 5 [| 9(0) [| exp(=~(t — t0)), VE = to,

pour tout to > 0 et ¢(0) € R™.
Dans ce cas, la boule B(0, R) est dite globalement pratiquement exponentiellement stable.

Lemme 4.3.3. Soit P € R™™ une matrice symétrique définie positive tel que P = QT Q.
Pour tout z, T € R™, A € R™™"™, nous avons les propriétés suivantes :

a) 2T (ATP + PA)x < 2u(QAQ~ 12T Px;

b) 27 Pz < VaT PxVz! Pz.

Nous présentons, maintenant, quelques résultats concernant la stabilisation globale
uniforme pratique exponentielle du systéme a retard (4.18). Nous fournirons dans la suite
un algorithme qui calcule un contréle impulsif adéquat pour (4.15).

Théoréme 4.3.4. [28] Soient p = sup{tp—tr_1} < 00 et Q € R™ ™ une matrice inversible.
keN

On suppose que

II+QBQ7 Y| <o, 0O<a<l (4.19)
1 loga 1 N Liy | Amae(QTQ)

alors la solution de (4.18) satisfait

lz(t)]] < Me™=" sup {¢(s)} +R, t>0 (4.21)

—7<s<0
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ol

A=a—) bie'" (4.22)

avec

et

_ log v ~1 Amaz(Q1 Q) ‘
=12 gag ) -y Rl

m
Démonstration. On note g(A) =X —a+ Zbie)‘”. De l'inégalité (4.20), il est facile de voir

=1
m

quea>0,b>0(1<i<m)et @—Zbi>0- Doncg(O):—(a—Zbi) <0, g(+00) >0

i=1 =1
et

g/()\) =1+ Zbine)‘” > 0.
=1

Utilisant le fait que g(A) est continue monotone, on trouve que I’équation (4.22) admet

une solution unique A > 0. Pour simplifier, on note §; = % im‘_“”((g)).

Ecrivant P = Q7Q, alors P est symmetrique définie positive .
Considérons la fonction de Lyapunov candidate

V(t) = 2 (t) Px(t).
La dérivée de V' le long de la trajectoire z(¢) du systéme (4.18), est donnée par :

V(t) = 2T (ATP+ PA)z + 25T Pf(t, x(t), x(t — ri(t)), ..., z(t — rm(t))).
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Moyennant le lemme 1 et I'inégualité (4.16), on a :

2(QAQ )z Px + 2VaT Px\/ fT(t)Pf (1)
2u(QAQ )" Px + 2VaT Par/|| 112 Aax(P)
2u(QAQ™")z" P+ 2VaT Pe/Nnar (P) | [ |
2u(QAQ 12T P + 2VaT P/ Nmas (P) (K |z |

V(t)

IA

IN A

IN

Lol 2t = ri(0) || +7)
i=1
2(QAQ™ V" P + 2VaT Pan/Amae(P)K | ||

+2VaT Pr/Amaa(P) > Li || x(t — (1)) |
=1

IN

+2V 2T P/ Amaz (P)r

Alors

V() < (2M(QAQ_1)+2K i:‘j:(g) +Z§V

+ Z 5’”Amn V(t=7i(t)) + V() + Amaz (P)r?

IN

(2M(QAQ’1) 2K [ Amas ]Iz + 25 + 1)

mzn

+Z 5’”’%” V(£ = 7i(t)) + Anaa(P)r?

Vt # tr, keN.
De plus

Vth) = () Pa(t))
=27 (t;)(I + By)"P(I + By)x(ty)
<| QU+ Br)Q ' |I? 2" () Px(ty)
<a*V(t;), keN.

Nous considérons le systéme de comparaison donné par :

W(t) = <2u(QAQ‘1) 2k | Amaz ]Ij +Z5 + ) + Anan(P)r2
- )‘ma$<P) 7
W (ts,) :a2W( ), t=ty,, keN
W (t) = Amae(P) || () ||, —T<t<0

71

(4.23)
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Soit, alors, W(t) la solution unique du systéme impulsif & retard (4.23). Puisque z(t) =
o(t) —7 <t <0, alors, on a

V(t) = 2" (t)Pe(t) < Amaa(P) || ¢(2) [P=W(t) —7<t<0.

Cette inégalité implique que V(t) < W(t) V¢ > 0. [37]
De plus, lexpression de la solution du systéme de comparaison (4.23) est donnée par

Wi(t) = / X(t,5) %W( () + Ao (P} s,

YVt >0, ou X(t,s), t s >0 est la matrice de Cauchy du systéme linéaire suivant :
- -1 max P
W(t):[QM(QAQ )+ 2K B +Z§ +1} ), t#t
mzn

W(t5) = a*W(t,), t=ty, keN

Selon la représentation de la matrice de Cauchy et les conditions 0 < o < 1et p > tp—tg_1,
nous avons l'estimation vu que :

(2u(QAQ +2K\/’\m‘”(P)+Zf” xr +1> t—s)
‘ (II

X(t,s) =
s<tp<t
< 6(—a—2l°%)(t—s)(a2)(t7f—l)
<e 9072 1> 5> 0.
Soit v = a2 \pax (P)sup—_r<s<oi| ¢(s) ||*}. Parallélement,
W(t) < a % Anax(P) || ¢(0) |2
t m 2
+ [etax > gm;;fi”; W (s = 13(5)) + Amas (P)r] ds

IN

aizeiat)‘max(P)SUp T<S<0{” o(s) H }
—i—/te_“(t_s) X [ 7/\771@;5(13)[/2‘ W(t—ri(s)) + /\maw(P)TQ}ds
0 ‘

- (5ia2)\mm(P) Ck2
t m 2
< et / e t=9) [Z biW (t —ri(s)) + M} ds (4.24)
0 i=1 @

vt > 0. D’une part, W(t) = Mnae(P) || o) |> -7 <t <0.
Dés que 0 < a < 1, il se trouve que

Amaz(P) || 6() ||

a2

)\mm(P)r2
02(‘1 - Z:L bi)

Dans la suite, nous prouvons que I'inégualité précédente est vérifié pour ¢ > 0. Autrement

W(t) < <y <ye M4 —7<t<0. (4.25)

dit, nous prouvons :

vt > 0. (4.26)
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Si 'inégualité précédente n’est pas vérifiée, alors d’aprés l'estimation (4.25) et le fait que
W € PC[[—7,0),RT], il existe t* > 0 vérifiant

Amaz (P)r?

W(t*) Z ,ye—)\t* + a2(a - Zm b) (427)
=11
et
_ Amaz (P)r?
W(t) < ve M+ 2 Vit < t*. (4.28)
a?(a—32"0 bi)
D’apres (4.22), (4.24), et (4.28), on a
* ¢ = Amaz (P 2
W) < e ™ —I—/ et =8) % ZbZ-W(s—n(s))—l— 052 r }ds
0 =1
. v - Amaz (P)r?
< e ’y—l—/ e bW (s —ri(s)) + == ds
0 ; ) CYZ > i|
. ¢ " Amaz (P)r? Amaz (P)r?
—at s T s)) mazx mazx
< ¢ ’V—i—/ [Zb( +a2(azm1bz))+ a? }dS]
=1 =
< e—at* Zbi’}/e/\n / (a )x)sds

Ama:fc(P)rz )‘maJ:(P)r? Zzn;l bi " as )‘max(P)rz
(5 +(ﬂm—zrwn)xl;€d“ﬂﬂm—z¢wi
(a—A)t*

- b B )

N Amaz (P)r? ]
042(61 - Z?ll bi)
o Anaz (P)1?

< A\ max

= T by

Ceci contredit (4.27) et on a par suite, pour tout ¢t > —7

/\max(P)r2
a?(a—370 bi)

Finalement, comme W (t) < V(t), Vt > —7, on obtient

W(t) < ye M+

_ Amaz (P)r?
V(t) < ye M+ i V> —1
a?(a— 37" bi)
D’ou,
2 i —\t )\maw(P)rz
—_— Yt > —
[z()[]” < Amin (D) e +042>\mm(P)(a—Z?ll by T
ce qui implique que la trajectoire de (4.18) vérifie
Y P — Amaz (P) r
lx@)[] < (—57)2 e 2" + o X =, VE> T
)\m'm(P) Amzn(P) (CL — Zi:l bl) «Q
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Comme pour le Théoréme précédent, nous pouvons obtenir le théoréme suivant dans
la cas ou a > 1.

Théoréme 4.3.5. Soit p = sup{ty —tp—1} < 0o et Q € R™™ " une matrice inversible. On

keN
suppose que
II+QBLR Y <a, a>1 (4.29)
1 loga QTQ)
-+ A +[K+a L 4.30
alors la solution du systéme (4.18) vérifie
o) < Me sup {g(s)} +R. 20 (431)
—7<5<0
avec
T
)\min(QTQ)(a - Z bZ)
i=1
M=«
/\mm(QTQ)
A=a— Zbie)‘” (4.32)
i=1
)\maaz(QTQ) -
b; = L;a V1l <i<m,
Amzn(QTCQ)
et

1 Amaz(QT %
a=-1-2 Oio‘ —2u(QAQTY) — 2K M - Zb@-

4.3.4 Discussion

Dans le but de discuter la réalisation des conditions (4.19) et (4.20) du théoréme, nous
essayons de mieux les comprendre afin de leurs trouver un équivalent géométrique. En
effet,

- Si les matrices By, sont fixées, alors on peut choisir le scalaire « €] max p(I + By), +o0l.
€
En outre,
- Si {By} est finie et max p(I+ By) < 1, alors Ve > 0, il existe une matrice inversible
€

Q- telle que || I + Q-BrQ=! | < II?aI\}I(p(I + By) + ¢ < 1, on peut choisir a < 1.
€

- Si on a un choix pourles { By}, nous les choisissons telles que By, = —%.I, Vk € N, c’est
a dire on a a €]0, +o00[, VQ.
- Si, de plus, on a A est une matrice de Hurwitz, alors, on peut trouver une matrice
inversible @ telle que u(QAQ™') < 0. Bien évidemment, ceci est équivalent
a résoudre 'éequation de Lyapuqov du type PA+ ATP = —S ou S est une
matrice définie positive, Q = RP2 et R sont des matrices orthgonaux.
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Notons que le scalaire a dépend de la matrice Q. Il est difficile de controler cette dépendance

>\maz (QTQ)

> AQ™Y) |. Par conséquence,

m

L

dans I'inégalité (4.20), puisqu’on a Z—
i=1

la condition (4.20) ne sera pas vérifiée.
De plus, l’étude variationelle de la fonction f(a) = % + logo‘ + w(QAQ™Y) + [K +

mor. T T
;ZZ] M, nous déduisons que f( ZL ng))) < 0, la condition
(4.20) sera vérifiée.

Dans la suite, nous présentons ’algorithme suivant qui a pour but de stabiliser globale-
ment uniformément et pratiquement et exponentiellement le systéme non linéaire a retard
multiple.

Etapel Choisir la matrice inversible Q.
Etape2 Calculer les paramétres K, L;, i, u(QAQ™1).

Etape3 Choisir I'ensemble des matrices {By} de (4.17) telles que ||[I + QBLQ7 Y| <
a, O<a<l.

Etaped4 Déterminer I'ensemble des instants du controle impulsif {tx, ¥ € N*} comme suit :

1. Si %—i—u(QAQ K+Z % < 0, alors p > 0 est arbitrairement
choisi.
T
2. Si %—i—,u(QAQ K+Z gTS)) > (0, alors, nous choisissons p > 0

tel que p < (—loga)/(3 +p(QAQ™") + [K + Z mazgg)))

De plus, si nous voudrons avoir une vitesse de convergence exponentielle de (4.18) plus

grande ou égale & un scalaire A\g > 0, la procédure ci-dessus peut étre appliquée sauf I’étape

4 qui sera remplacée par :

Etape 4 Déterminer un ensemble d’instants de controle impulsif {t;, k € N} comme suit :
1. Choisir A > g > 0, tel que

)\+ +u (QAQ™! ,/ 2 1/ Amaz ( 1+e”ﬂ
Amin i1 (&% mzn

2. Prendre p = w

4.3.5 Stabilisation pratique exponentielle des systémes impulsifs contro-
lés
Dans cette section, nous donnons des résultats analogues a ceux obtenus dans la section
2. Autrement dit, nous prenons 7;(t) =0, Vi =1,...,m
Dans ce cas, nous nous intéressons a l’étude des systémes non linéaires, qui se présente
comme étant I'interconnection d’une partie linéaire et une partie non linéaire comme suit :

i(t) = Ax(t)+ f(tx(t), t#t
Az = U(k,z(t)) = Bpa(ty), t=ty, keN
.T(to) = Zg. (4:33)
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Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.3.6. Soit p = sup{ty —tp—1} < 0o et Q € R™™ " une matrice inversible. On

keN
suppose que :
IT+QBQ7 <, O<ax<l (4.34)
1 log « 1 )\max(QTQ)
-+ +u(QAQ™Y) + K| T2 <L <0 4.35
2 HRAL IRV @TQ) (4.35)

alors, la solution de (4.33) est globalement uniformément pratiquement exponentiellement
stable et vérifie :

)\max (QTQ)

1 —at
— | = 2 + R, VE>0 4.36
o) 1w le® R v (4:36)

[z <
o1l
Amax(QTQ)

)
= am(@T0)

et la vitesse de convergence est a = —1 — 210%0‘ —2u(QAQ™Y) — 2K %8;8;

Remarque 4.3.7. A DI’absence des retards, le systéme précédent se présente comme étant
un systéme linéaire perturbé par une non linéarité f vérifiant la condition suivante

| ft,z) |[S K ||z || +r, Ve € R",t > 0. (4.37)

Le probléme de la stabilité pratique de ce systéme a été déja étudié dans |24] lequel il
suppose que le terme de perturbation vérifie 'inégalité suivante

1t 2) |<~(@) [ =[] +6(2), Vo € R", Vi >0, (4.38)

o 7 : R — R une fonction continue non négative et intégrable sur 'intervalle [0, +-00[ avec
+o0o

5= v(t)dt et 6 : R — R une fonction continue non négative bornée. Cette derniére
inégalité ressemble en fait & notre hypothése, sauf que, nous dans notre résultat, on n’a pas
a calculer la valeur de l'intégrale 7 comme dans [24]. Par suite, on peut affirmer que nos
hypothéses sont plus faciles & vérifier numériquement. De plus, dans notre travail, on a une
certaine liberté au niveau du choix de la matrice P = QT Q (utilisée pour la construction
de la fonction de Lyapunov) ainsi que dans le choix de la vitesse de convergence de notre
systéme (comme ¢a était expliqué dans I'étape 4’ de lalgorithme précédent), ce qui n’est
pas le cas dans [24]. En effet, Mohsen dans [24], suppose que la matrice P existe et vérifie
certaines conditions faisant intervenir des constantes positives, qui interviennent déja dans
I’expression de la vitesse de convergence.

4.3.6 Exemples numériques

Ezemple 4.3.8. Considérons le systéme non linéaire de dimension 2 a retard (4.15) avec les

10
(o h)

parameétres donnés par :
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in(xo(t —r Lexp(—
Ft,x(t),z(t —ri(t) = ( Ziz an(ﬁ (t lﬁ?&))))ﬂi ;fo(s(f)) >

Dans la suite, nous avons a stabiliser uniformément pratiquement exponentiellement le
systéme non linéaire (4.15) en appliquant les étapes 1,2,3,4.

Dans le but de simplifier la procédure, nous choisissons Q = I

D’abord, nous calculons les parameétres :

K =1/5, L =3, =001, 7«:\@, ot p(A) = 1.
Ensuite, nous choisissons la commande du controle impulsif (4.17) avec By = —0.5.1, et

parsuite, nous avons || [ + By ||< a avec o = 0.5 < 1.

Finalement, nous prenons p < sup{t; — t;x—1} = 0.0963.
keN
Alors, moyennant le Théoréme4.3.4, nous pouvons stabiliser globalement uniformément

pratiquement et exponentiellement le systéme (4.15) avec R = 7.2131.

Ezemple 4.3.9. Considérons maintenant un exemple réel décrit par I’équation différentielle

suivante 1
t(t) = —x(t i t— — t— _— 4.39
#(0) = —a(t) (el —m) = |t =) |~y (439
avec 71 = 0.05, 7o = 0.01, 73 = 0.02. Il est clair que A = —1 et
1
t,x(t),x(t —711),x(t —m2),x(t — T = |sin(x(t—7))—|x(t—T) | ——F—F——
| Fa0) (=), =)ot =) | = |sina(t =)= | ot =) |~ o=y ]
< lzt—m) |+ |2t —7) [ +1. (4.40)

D’otu, on en déduit que K =0, Ly = L; = 1, Ly = 0, » = 1. Ensuite, en choisissant
Q =1, on calcule u(QAQ™') = —1. Si on choisit aussi les matrices du contrdle impulsif
By = —0.5, dott | 1 + QBrQ~! |= 0.5 = a < 1. Ainsi, pour stabiliser le systéme (4.39),
on tolére des impulsions qui sont assez proches de sorte que p < sup{ty — tx_1} = 0.085.
k

Finalement, le rayon de convergence calculé est R = 7,07. <

Remarque 4.3.10. Selon I’expression du rayon de convergence R, nous pouvons bien conclure
que plus le parameétre a est plus grand, plus que le rayon R est petit et inversement. De
plus, si nous choisissons la loi de commande By = s.I ol s est un réel négatif, tel que
-1<s< —%, alors a devient plus petit et par conséquent, le rayon R sera suffisamment
grand. D’autre part, si P est une matrice telle que le rapport imz((f;)) est suffisamment
grand, alors il en serait de méme pour R. De plus, si a est assez grand, alors il serait bien
pour la vitesse de convergence A, tandis que le rayon R devient plus petit. Enfin, 'effet
des différents parameétres By, a et @) sur le rayon de convergence de R est trés difficile a
comprendre du moment que « dépend a la fois de By et de @ et si 'on gagne d’un coté,
on perd des autres.
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5

Sur ’observation des systémes
impulsifs

5.1 Introduction

Les systémes hybrides, en particuler les systémes impulsifs, sont 'objet d’une certaine
attention depuis quelques années de la part de la communauté scientifique [75],[58],[86],
etc... Au cours des derniéres décennies, une part importante des activités de recherche en
automatique s’est focalisée sur le probléme de 'observation de I’état des systémes dyna-
miques non linéaires. Ceci est motivé par le fait que 'estimation de ’état est une étape
importante voir indispensable pour la synthése de lois de commande, pour le diagnostic
ou la supervision des systémes industriels. Récemment, d’autres applications telles que la
synchronisation et le décryptage dans les systémes de communication, sont devenues I'un
des secteurs de recherche les plus dynamiques. Dans ce contexte, nous avons mené des
travaux de recherche sur I'estimation de ’état des systémes impulsifs. Ce probléme est
trés peu abordé pour cette classe de systémes. En effet, seulement E.A.Medina a considéré
dans [63] et [61] un observateur dans le cas de systémes linéaires impulsifs autonomes, sous
la condition de l'observabilité forte, ce que nous ne font pas dans [29].

5.2 Observabilité - Observateurs

Comme pour les systémes différentiels ordinaires, ’observabilité et la reconstruction
d’état sont deux notions centrales dans la théorie du controle.

5.2.1 Critéres d’observabilité

L’observabilité d’un processus est un concept trés important. En effet, pour reconstruire
I’état d’un systéme, il faut savoir, & priori, si les variables d’état sont observables ou non. En
particulier, de point de vue automatique, le probléme de I'observabilité consiste & décider
si les variables d’état intervenant dans un modéle peuvent étre déterminées en fonction des
entrées et des sorties supposées parfaitement connues. Nous allons maintenant expliciter
des conditions d’observabilité dans le cas général des systémes différentiels ordinaires, qui
vont nous servir lors de la construction d’observateurs dans le cas impulsif par la suite.
Soit le systéme décrit par

(5 ~se, o
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avec x € R” est le vecteur d’état, u € R™ est le vecteur entrée, y € RP est le vecteur sortie,
f:R*" x R™ — R™

Définition 5.2.1. Le systéme (5.1) est dit observable sur l'intervalle [to,%y], si toute
condition initiale z(tg) = xo est uniquement déterminée par Uentrée u(t) et la sortie y(t)
correspondantes au systéme pour ¢ € [to, ]

Pour mieux définir cette notion d’observabilité, il convient d’abord de définir la notion
d’indiscernabilité.

Définition 5.2.2 (Indiscernabilité). Deux états initiaux z¢ et Ty distincts sont dit
indiscernables si, pour toute fonction d’entrée u(t) et pour tout t > tg > 0, les sorties
h(z(t,z0,t0)) et h(z(t,To,t0)) qui en résultent sont égales.

C’est a dire qu’a partir de deux conditions initiales différentes, la sortie du systéme est
la méme dans les deux cas et ceci pour une méme commande appliquée. Ainsi

Définition 5.2.3 (Observabilité). Le systéme (5.1) est dit observable s’il ne posséde
pas de couple d’états initiaux distincts indiscernables.

Il existe une caractérisation algebrique trés simple de I'observabilité dans le cas des
systémes linéaires autonomes

(5.2)

{x(t) = Ax + Bu,
y(t) = Cux.

Ou A, B et C sont des matrices de dimensions respectives n X n, n X m, p X n. Dans la
littérature, il n’existe pas de critére aussi simple et aussi fort tel que la condition du rang
ou encore le critére d’observabilité de Kalman, énoncé dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.4. Le systéme (5.2) est observable si et seulement si la matrice d’obser-
vabilité

C

CA
0=

CArt
est de rang n. On dit alors que la paire (A, C) est observable.

Les systémes linéaires temps variants

{ i(t) = A(t)z+ B(t)u, (5.3)

yt) = C(t)z
avec les matrices A(t), B(t) et C(t) bornées, bénéficient aussi d’un critére assez pratique
a vérifier.

Théoréme 5.2.5. Le systéme (5.3) est dit complétement uniformément observable s’il
existe a > 0 et tg > 0 tels que pour tout t > 0, on ait
t+to

L(t,t+tg) = XT(s5,6)CT(5)C(5)X (s,t)ds > a.]

ot X (t,to) est la résolvante vérifiant (5.3).
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La matrice I'(¢,t + to) est appelée le Grammien d’observabilité du systéme (5.3). La
compléte observabilité signifie que le systéme est observable & chaque instant, c’est a dire
Vo, T, x0 # To, It > to > 0 tel que y(x(t,xo0,t0)) # y(x(t,To,to)). De plus, la com-
pléte uniforme observabilité garantit que dans un intervalle de temps donné, la sortie
y(x(t, xo, tp)) fournit toujours assez d’informations pour reconstruire I’état du systéme.

Lorsque le modéle considéré est non linéaire, la tache devient plus difficile. En effet,
d’une maniére générale, 'observabilité de ce type de systémes ne suffit pas pour synthétiser
un observateur dans la suite. Pour pallier & cette difficulté, nous ferons appel a des struc-
tures particuliéres comme les systémes non linéaires affines en la commande, mono-sortie
donnés par ’équation suivante

=
ISY
—~
~
S~—
I

Fa®) + > uilt)gi(t)
=1
y(t) = hlx(t))

avecz € Q CR™ weld CR™, y € Rou 2 est un domaine physique ouvert, relativement
compact dans lequel évolue 1’état du systéme et on s’interesse au probléme d’observabilité.
U est I'ensemble des valeurs admissibles de ’entrée. Autrement, U est ’ensemble des entrées
u(t) mesurables et bornées. Dans ce paragraphe, nous cherchons & mettre en évidence une
forme normale canonique d’observabilité au moyen de changements de bases. Pour ce faire,
considérons d’abord la fonction

¢: R*" — R™
h(l‘) Z1
th(x) Z9
€T — : = . = Z,
L?_lh(az) Zn

ol L’jﬁ, k =1,..,n — 1 désigne les dérivées de Lie successives par rapport au champ de
vecteur f :

L(h) = 3 i) g @),

i=1
qui transforme le systéme I' en

%) { 2(t) = Az+9(2) +up(z)

y = Cz
avec 0 ) 0 0
0 1 0
A=| 0 0 C=(10 0),
0 1
0
0 0 71(2) Lgh(¢™(2))
5(2) = : B ) = pa(2) | | LoLsh(e7'(2)
IS R 0 S - :
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Nous allons, dans la suite présenter un résultat trés pratique, d & Gauthier et Bornard
(|34]), qui consiste a donner une condition nécessaire et suffisante pour ’observabilité locale
uniforme du systéme I'.

Théoréme 5.2.6. (/34])(Gauthier et Bornard 1981) Supposons que la fonction ¢ choisie
soit un difféomorphisme de Q0 sur ¢(Q2), que les fonctions ¢, @, ¢ puissent étre étendues de
Q sur R™ par des fonctions globalement lipshitiziennes (respectivement a n’importe quelle
norme)(ou des fonctions de classe C*°) et que le systéme () soit complet pour toutes les
fonctions entrées admissibles (mesurables bornées) a valeurs dans U, alors le systéme (I)
est uniformément localement observable si et seulement si la fonction @ est de la forme :

p1(z) = P1(21)
Pa(2) = p2(21,22)
on(z) = ©On(z1,--.y2n0)

Par analogie, la notion d’observabilité se généralise au cas des systémes impulsifs, au
sens de la définition 5.2.1. Récemment, pour cette classe de systémes, peu de critéres
sont fournis dans le cas général, sauf quelques résultats pour le cas linéaire temps-variant
et temps-invariant. Pour une étude détaillée de ce concept dans le cas impulsif, le lecteur
intéressé est invité a se reporter aux ouvrages [62],[61],[80],[39],[88]. Par exemple le résultat
da a Medina.E.A et Lawrence.D.A (|62],|61]), consiste a caractériser géométriquement des
ensembles atteignables et non observables en termes de sous-espaces invariants et & fournir
des algorithmes pour leur construction. Avec une méme approche géométrique en 2005,
G.Xie et L.Wang dans ([80]) ont fourni des critéres de controlabilité et d’observabilité.
En 2002, Z.H.Guan, T.H.Qian et X.Yu, dans [39] ont établi une condition nécessaire et
suffisante d’observabilité du systéme linéaire non autonome décrit par

w(t) = A@)z(t) + Bt)u(t), t€ [t tr),
Ax(ty) = Dk:U(t,;), keN
y(t) = COz(t) + D(B)ult) t € [thr,tr), (5-4)

ou A(t), B(t), C(t), D(t) sont des matrices continues de dimensions appropriées et Vk >
1, Dy = dg.I, di € R. Le résultat est énoncé dans le théoréme qui suit

Théoréme 5.2.7. [39] Supposons que Yk > 1, 1+ dp > 0. Alors le systéme (5.4) est
observable sur l'intervalle [to,tf], (t7 € (tg,tps1]) si et seulement si la matrice

k-1
M(to,tp) = Mfto,to,tr) + > [[(I + Dj)M(to, ti,tis1)
i=1 j=1
K
+ [+ Dy)Mto, b ty)
j=1

est inversible. Ou
tit1
M(to,ti,ti_;,_l) = XT(S,to)CT(S)C(S)X(S,tQ)dS,
t;
1=0,...,. k—1

Mt tinty) = [ XT(st0)CT(5)C(5)X (5, to)ds

tg
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De ce théoréme, découle un critére du type de Kalman dans le cas de systéme autonome
est donné dans le corollaire qui suit

Corollaire 5.2.8. [39] Sous les mémes conditions du théoréme 5.2.7 avec A(t) = A et
C(t) = C des matrices constantes, le systéme (5.4) est observable si et seulement si la
condition du rang est vérifiée.

5.2.2 Définition et role d’un observateur

Dans le domaine de la commande, du diagnostic et de la surveillance, la connaissance
entiére ou partielle de I’état & chaque instant est nécessaire a la réalisation de tels objectifs.
Sur le plan pratique, cette exigence s’avere difficile & satisfaire vu que la mesure en ligne
de ces variables est le plus souvent trés cotiteuse et parfois impossible. Par conséquent, dés
qu’une stratégie de commande demande 1'utilisation des variables d’état non mesurées,
il est indisponsable de construire un observateur. Ce dernier est un systéme dynamique
auxiliaire dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée u(t) et de sortie y(t)
d’un systéme. L’observateur ou estimateur d’état a pour réle de donner une estimation
Z(t) du vecteur d’état =(t). Le reconstructeur d’état doit avoir certaines propriétés. Plus
particulierement, l'erreur d’estimation, notée e = x — z, doit tendre vers 0 lorsque le

temps tend vers l'infini, autrement, tligl | e(t) |[= 0. Généralement on souhaite que,
— 100

si 'observateur est initialisé aux mémes conditions initiales que le systéme & observer
(2(0) = 2(0)) alors pour tout t > 0, Z(t) = x(t). Finalement, la synthése d'un observateur
reste donc une question difficile bien que trés importante en pratique.

5.3 Conception d’observateurs pour les systémes impulsifs

5.3.1 Différents types d’observateurs continus : état de P’art

Initialement les systémes abordés ont été les systémes linéaires, pour lesquels les ob-
servateurs de Kalman et Luenberger ont donné de bons résultats. Le filtre de Kalman
est utilisé dans le cas des systémes stochastiques en minimisant la matrice de covariance
de l'erreur d’estimation, et 1’observateur de Luenberger a été utilisé pour les systemes li-
néaires déterministes. Dans le cas des systémes non linéaires, ’observation d’état est un
peu plus délicate et il n’existe pas, & '’heure actuelle, de méthode universelle pour la syn-
these d’observateurs. Les approches envisageables sont soit une extension des algorithmes
linéaires, soit des algorithmes non linéaires spécifiques. Dans le premier cas, ’extension
est basée sur une linéarisation du modéle autour d’un point de fonctionnement. Pour le
cas d’algorithmes non linéaires spécifiques, les nombreuses recherches menées sur ce sujet
(voir [76], [64]) ont donné naissance & de nombreux algorithmes d’observation.

1. Méthodes de transformations non linéaires : Cette technique fait appel & un chan-
gement de coordonnées afin de transformer un systéme non linéaire en un systéme
linéaire. Une fois qu’une telle transformation est faite, I'utilisation d’un observateur
de type Luenberger suffira pour estimer I’état du systéme transformé, et donc 1’état
du systéme original en utilisant le changement de coordonnées inverse.

2. Observateurs étendus : Dans ce cas, le calcul du gain de ’observateur se fait a partir
du modeéle linéarisé autour d’un point de fonctionnement. C’est par exemple le cas
du filtre de Kalman étendu et I’observateur de Luenberger étendu.
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3. Observateurs a grand gain : Ce type d’observateurs est utilisé en général pour les
systémes lipschitziens. Son nom est dd au fait que le gain de 'observateur choisi est
suffisamment grand pour compenser la non-linéarité du systéme.

4. Observateurs de Luenberger généralisés (OLG) : C’est un nouveau type d’observa-
teurs qui a été proposé récemment pour la classe des systémes autonomes. Cette
nouvelle conception counsiste a ajouter & 'observateur de Luenberger un deuxiéme
gain & l'intérieur de la partie non linéaire du systéme.

5. Observateurs basés sur la théorie de la contraction : Ce type d’observateurs, comme
son nom l'indique, est basé sur la théorie de la contraction utilisée comme outil d’ana-
lyse de la convergence. Cette technique méne & de nouvelles conditions de synthese
différentes de celles fournies par les techniques précédentes.

5.3.2 Observateur du type Luenberger pour les systémes impulsifs

L’objectif de cette section est d’étendre des résultats de construction d’observateurs
pour les systémes usuels, & une classe plus générale, qui n’est autre que celle des systéemes
impulsifs. Ces observateurs sont basés sur les sorties disponibles en temps continu.
Considérons dans cette section le systéme suivant :

z(t) = Ax(t) + Bu(t), t € [trh—1,tk),
x(ty) = Dypa(ty),
y(t) = Cux(t), t #tg, (5.5)

ou xz € R™ est I'état, u € R™ est le controle, y € RP est la sortie et les matrices A, B,
Dy, et C sont de dimensions appropriées telles que || Dy ||< d,Vk > 1. Nous supposons
que la suite des impulsions tg,t1,... est croissante et qu’il existe une constante 7 > 0
telle que tp41 — tx > 7. On suppose de plus que les paires (A4, B) and (AT, CT) vérifient la
condition de Kalman déja enoncée dans le théoréme 5.2.4. Dans cette section, on s’intéresse
a la construction d’un observateur exponentiel du type Luenberger, qu’on note Z, c’est a
dire un systéme dynamique piloté par les observations y et d’état T tels que z(t) — Z(t)
tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini. L’idée consiste & copier la dynamique du systéme
observé et d’y ajouter un terme prenant en compte I’écart entre la prédiction et la réalité.
Nous établissons tout d’abord un lemme clé qui nous sera utile dans la construction de
I’observateur.

Lemme 5.3.1. Supposons que la paire (A,C) est observable. Alors, pour tout A > 0, il
existe une matrice de gain L telle que l’exponentiel de la matrice A = A — LC wvérifie
linégalité i

le Al < pe™  wt>0 (5.6)
avec pre /24 < 1.

Démonstration. Puisque la paire (A, C) est observable, alors on peut trouver une matrice
de gain L telle que la matrice A — LC' soit de Hurwitz et par suite sa matrice exponentielle
satisfera l'inégalité (5.6). Dans cette inégalité, les termes p et A\ dépendent des matrices
A et L. Précisément, le réel X\ dépend des valeurs propres de la matrice A — LC et u
varie et peut tendre vers l'infini lorsque A tend aussi vers l'infini. Mais, nous constatons
effectivement que le réel p dépend polynomialement de A.

Pour se faire, nous considérons la forme de Brunowski pour la paire (A, C). Pour des
raisons de simplicité et sans perte de généralités, nous nous restreignons au cas ou C' est
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une matrice colonne, c’est a dire (m = 1). Vu que la paire (A, C) est observable, on sait
qu’il existe une matrice de passage P telle qu’on peut écrire A = P~'AP et B = P~ B,
et on a

1 0 0
0
0
A= : e . . 0 B= O
o ... ... 0 1 1
—ap ... cee —Qp-—1

Choisissons par la suite le spectre A\; < --- < A, < 0 constitué de n réels négatifs deux a
deux distincts et notons b, ..., b,—1 les coéfficients du polynome caractéristique Q(z) =

(=1)"(x — A1) ...(x — \n) de A. Ainsi, nous pouvons réécrire le polynéme Q(z) comme
suit
Q(z) = (—1)" (=" + by 1™ 4+ bo)

Choisissoons alors comme matrice de gain la matrice L = LP~! avec L = (—ag +
bo, .-, —an_1 + bp_1). Il s’ensuit alors que le polynoéme caractéristique de A — LC est
identiquement égal & Q(z) et le vecteur propre de la matrice A — LC associé & la valeur
propre \; est donné par

V; = (1,)\,‘,. . .,A?_l)T .

Notons maintenant 71" la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres vy, ..., v,. On
obtient alors L
T 1A=L — diag(e™, ..., ')

il en résulte que ||e!A=LO|| < ||T|| |T~1||e*t. De cette derniére inégalité, on peut déduire
que
A-LC — — An
le"AEN < | PIPHITINT fle*. (5.7)

I

Il est clair que les termes || P|| | P~} ne dépendent pas du chooix des valeurs propres \;.
De plus, on remarque aussi que le spectre (A1,...,\,) peut étre choisi de sorte que le
terme ||T|| || T~ soit majoré par une expression polynomiale en \,,.

On remarque que les termes de la matrice T sont des polynomes en les A;. De plus, le
déterminant V' de la matrice T est égal a

VL) 2 T =)

1<i<j<n

, et aussi les termes de la matrice T~! sont des fractions rationnelles dont les dénominateurs
sont égaux au polynome V(Ar, ..., A\p).

Choisissons maintenant les réels \; tels que |[A; — Aj| > 1 et |[A\, —A\1| < o (ol v est une
constante supérieure & n—1). Sous ces conditions, nous pouvons affirmer que les termes des
matrices T et T~! sont majorés par des polynomes en |)\,| et par suite ¢a serait de méme
pour les normes ||T|| et |7~ (évidement, les coéfficients de ces polynomes dépendent
seulement de la dimension n). Ainsi, on peut réécrire I'inégalité (5.7) comme suit

||6t(A7LC)H < R(_)\n)e)\nt

avec R est un polynoéme. Et puisque limy ;o0 R(—)\n)e)‘”/2 = 0, alors l'inégalité du
lemme sera vérifiée si on prend la valeur |\,| assez grande. O
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Remarque 5.3.2. 1l faut remarquer que c’est le choix des valeurs propres \; qui conditionne
les performances de stabilité et de convergence de l'observateur, que nous construisons
dans le paragraphe suivant.

Dans ce sens et analogiquement & l’observateur continu, nous considérons un observa-
teur de Luenberger de la forme suivante :

35(25) = AZ(t) + Bu(t) + LC(z(t) — z(t)), t € [tp—1,tk),
z(ty) = DyZ(ty), (5.8)
Ainsi I’équation de erreur est :
é(t) = (A—LC)e(t), t € [tg—1,tr),
Ae(ty) = De(t; ), (5.9)
Théoréme 5.3.3. Supposons que la paire (A, C') est observable et qu’il existe des constantes
d> 0,7 >0 telles que ||Dy|| < d, ti—1 — tx > 7, Yk > 1. Alors, on peut choisir la matrice

de gain L de sorte que le systéme (5.9) soit globalement exponentiellement stable. De plus,
la vitesse de convergence peut étre arbitrairement grande selon le choix de la matrice L.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, on sait qu’il existe un réel A > 0 et une
matrice de gain L tels que

HetAH <e Met pe M4 <1

avec A = A — LC. Nous allons dans la suite montrer que l'origine du systéme linéaire
impulsif (5.9) est exponentiellement stable. Notons 0 = t41 — ¢ la durée entre deux
instants d’impulsions. Pour ¢ € [ty, tx+1), la matrice résolvante du systéme (5.9) est donnée
par i i i
gb(t, t(]) = e(t_tk)ADkeék_lADk_l e D1€60A
par suite
(¢ 1)l < d¥ el =D e e’

< dkﬂke—,\(t—tk)e—,\ék,l e
— (dpe= =10/ 0P =A(t—t0) /2

dpe_M/Q)ke_A(t_tO)/Q car t —tg > kT
o A(t—t0)/2 car due /% < 1

IN A

cette inégalité prouve que la dynamique de ’erreur est exponentiellement convergente. De
plus, la vitesse de convergence peut étre choisie aussi grande que 'on veut selon le choix
du réel . O

5.3.2.1 Stabilisation et Principe de séparation

L’origine du terme "Principe de Séparation" vient de I’étude de la stabilité des systémes
linéaires autonomes commandés par retour d’états estimés. Soit un processus modélisé
selon le formalisme d’état par des équations différentielles ordinaires. Soit une commande
par retour d’état qui stabilise le procédé considéré. Pour des raisons techniques, de cofits,...,
la connaissance de tout I’état n’est pas disponible. On ne peut alors pas calculer cette loi de
commande stabilisante. Une issue réside dans la construction d’un estimateur des variables
d’état. La question fondamentale qui se pose est la suivante : est-ce que la commande
calculée a partir des estimations stabilise encore le systéme ainsi bouclé ? Pour les systémes
non linéaires ce n’est généralement pas le cas.
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Stabilisation : Considérons le systéme linéaire impulsif

i(t) = Az(t)+ Bult), t#t,
x(tp) = Dk»l’(t;), keN
y(t) = Cux(t)+ Du(t) tE€ [tg—1,tk), (5.10)

L’objectif de cette section est de construire une loi de commande linéaire © = Kz qui
stabilise exponentiellement le systéme en boucle fermée

{x( i =(A— BK)x (511)

tx) = Dyx(t;)

Théoréme 5.3.4. Si on suppose que la paire (A, B) est contrélable et qu’il existe une
constante d > 0 telle que |Dy|| < d, Yk > 1, alors on peut choisir une matrice de gain K
de sorte que le systéme en boucle fermée (5.11) soit globalement exponentiellement stable.
De plus, la vitesse de convergence peut étre arbitrairement grande que l’on veut, selon le
choiz de la matrice K.

Démonstration. Puisque la paire (A, B) est controlable, alors la paire (AT, BT) est obser-
vable. Ainsi, en appliquant le lemme 5.3.1 pour la paire (AT, BT), on déduit facilement
lexistence d’une matrice de gain K telle que [e!A=BK)|| < pe= avec pe=*7d < 1. Le
reste de la démonstration est analogue a celle du théoréme 5.3.3. O

Principe de séparation : Nous avons vu précédement qu’il est possible, sous certaines
hypothéses naturelles, de construire une loi de stabilisation et un observateur pour le
systéme (5.5), dans cette section, nous allons montrer un principe de séparation. Soit K
une matrice de gain de telle sorte que le systéme (5.11) soit exponentiellement stable et L
une matrice de gain choisie de sorte que le systéme (5.8) soit un observateur exponentiel
de (5.5). Nous considérons le systéme suivant obtenu en réunion du systéme (5.11) et (5.5).

i=Ax— BKz%

i =Ai—BKi— L(C& —y)
x(ty) = Dypa(t,)
& (tr) = Dyi(t;,)

Afin de montrer que Dorigine (0,0) de ce systéme est exponentiellement stable , nous
pouvons le réécrire en considérant e = — x :

t=(A—-BK)x— BKe
é=(A—-LC)e

z(tr) = Drx(ty,)

e(ty) = Dye(t;,)

(5.12)

Théoréme 5.3.5. Supposons que les paires (A, B) et (A, C) sont controlable et observable
respectivement et qu’il existe une constante d > 0 telle que ||Dy|| < d, Yk > 1. Ainsi, on
peut choisir les matrices de gain K et L de sorte que le systéeme (5.12) soit exponentielle-
ment stable.
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Démonstration. Choisissons le réel A\ > 0 et la matrice de gain K telle que HetAH < pe~ M

et pe *7/2d < 1 avec A = A — BK. Nous choisissons aussi un autre réel X' > X et une
matrice de gain L telle que, e(t), la dynamique de l'erreur de l'observateur (5.5) vérifie
le(t)|| < e ™'t (et i/ e~ 7/2d < 1). La formule suivante peut étre facilement prouvée par
induction :

r—1 r—1 /i—1
z(ty) = (H Dy, eérkA) z(to) + Z (H Dy, ff;TkA) Dy @r—;
k=0 =0 \k=0

avec la convention H,;:lo My, = I, (ou I,, désigne la matrice identité de R™) avec

tr -
D) = —/ et =)AB Ke(s) ds.
t

k—1

Pour démontrer que lim,_,;~ z(t,) = 0, commencons d’abord par écrire

r—1
H D, e(sT’kA < (d,u)refr)n-
k=0

< due—)ﬂ'/?)re—n\rﬂ

< efr/\T/Q

Cherchons par suite une estimation de ®;. En effet, nous avons

th ,
@] < pp' | BK|| o Ati—s) g~N's g6
te—1
"|BK , /
é We_)‘tk (e(>‘_>\ )tk _ e()\—/\ )tk—l)
!
< Me_)\tke()\—)\/)tk_l car ¥ >
N — )
/
< BN
N — )\
/
e _ wlIBE| .,
< qe Nt = HUBKL,
Nous avons alors,
= =l - r—1
Z <H D, _y e5rkA> Dy ¢l < Z szerlefz )\7—67)\ tr_i1
=0 =0 i=0
r—1
<ad Z o —INT/2 =Nt i
i=0
o r—1
=ad ) 20Nt L o S omiAT/2 = Ntr i
=0 i=ig+1

r—1
< ad(ig 4+ 1)e Ntr-io-1 4 ad Z eI/

i=i0+1
’ . 1— T—io—l)\ )
— ad(ig + 1)e~Xtr—io-1 4 ad e~ (o+DAT/2 16_ e_AT/;'/
< ad((ip + 1)eNtog= N (r=io=1)T 4 #e—(io—l-l))\r/Q)

1 — e AT/2
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Pour un réel € > 0 donné, nous choisissons un indice ig tel que

ad

mef(io+l))ﬂ'/2 < 6/2
— €

ainsi, pour un réel r assez grand, nous obtenons
. — / — / — A —
ad(ig 4+ 1)e NN r=io=1T < ¢ /9

ceci prouve que lim,_, ;. x(t,) = 0 et par suite il s’ensuit que lim;_, ; z(t) = 0. O

5.3.2.2 Observateur du type Luenberger pour une classe de systémes pertur-
bés

Dans cette section, on se propose d’étudier une famille de systémes autonomes qui
se présente comme étant un systéme linéaire impulsif autonome perturbé par une ma-
trice temps-variant continue ou continue par morceaux. On prétend, en fait, construire un
observateur de Luenberger pour le systéme décrit par

#(t) = Az(t) + Bu(t) + P(t)z(t), t € [th_1,tr),
Ax(ty) = Drx(t,)+ Jrpx(ty),
z(ty) = o, to >0 (5.13)

avec A € R™" B € R™" P(t) € R™™" est une matrice qui peut étre continue ou
continue par morceaux pour tout t > g et Jp € R™*™ est une matrice constante. De plus,
on a

(H1) pour un rang k et un temps t assez grands, || P(¢) ||< &, || Jk [|< &

(H?) O<m <ty —tp_1<m, Vk>1

Soit alors I’observateur suivant

F(t) = AZ() + Bu(t) + POT(t) + LO(x(t) — F(t)), € [tho,t),
AR(ty) = Dya(ty) + Jui(t), (5.14)

En un sens, cet observateur réalise un compromis entre 'information sur I'état apportée
par les mesures (plus ou moins entachées d’erreurs) et la prévision de I’état fournie par le
systéme 5.14. Ainsi la dynamique de ’erreur est donnée par

é(t) = (A—LC)e(t)+ P(t)e(t), t € [te—1,tr),
Ae(ty) = Dre(t,)+ Jre(ty ),

Théoréme 5.3.6. Supposons que le systéme (5.13) est observable et que les propriétés
(H1) et (H2) sont vérifiées. Soit la matrice L choisie, telle que les inégalités du lemme 5.5.1
sotent vérifiées. Alors, le systéeme (5.14) est un observateur exponentiel pour le systéme
linéaire perturbé (5.13).

Démonstration. D’apres le théoréme 5.3.3, on sait que le systéme (5.9) est exponentielle-
ment stable. De plus, les conditions (H1) et (H2) sont vérifices. D’ou, du théoréme 4.2.14
découle le résultat. O
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5.3.3 Observateurs pour des systémes impulsifs non linéaires

5.3.3.1 Filtre de Kalman étendu pour une classe de systémes impulsifs non
linéaires

Dans cette section, on s’intéresse au cas des systémes non linéaires autonomes, qui a été
déja traitée par Gauthier et Kupka, mais avec des impulsions faites aux instants (tz)r>1
de trois maniéres différentes. Supposons que
(H1) Le systéme I' est globalement sous la forme normale (X).

(H2) Les fonctions ¢ et g;, 1 < i < n sont globalement Lipschitziennes respectivement a
i = (z0, ..., ;).

Il s’agit d’un systéme non linéaire auquel on rajoute une quantité de matiére p > 0 aux
instants de réinitialisations (¢;)r>1. On s’intéresse précisément dans un premier temps au
systéme décrit par

z(t) = Ax(t)+ b(z,u), t € [th—1,tk),
w(ty) = () +p,
y(t) = Cu(t), t € [tr—1,tr), (5.15)
0O 1 0 - - 0 g1(z1)
0 1 0 e 92(w1, 22)
avec A = 0 0 , bz, u) =u
(') 1 gnfl(xla'"ax’nfl)
C=(10 - 0)etpeR".

Soit maintenant, @) € R™ ™ une matrice symétrique définie positive, r, 6 des réels positifs.
Construisons ainsi les matrices Ag = diag(1, 3, ..., ()" ) et Qo = 0*(Ag) 1 Q(Ag) 1. Soit
le filtre de Kalman étendu donné par

) = Az(t) +b(z,u) — STHHCTrH(Cz — y(t)), t € [th—1,tk),

A(tf) = z(ty) +p,
dflf) = —ATS - SA+CTr 10 — SQ,S. (5.16)

Notons e(t) = z(t) — x(t). On obtient ainsi le systéme d’erreur qui est continu et donné

E(t) = Ag(t) 4 (b(e + z,u) — b(z,u)) + STHH)CTrH(Cz — y(t), tE [tp_1,tr),
e(tr) = e(ty) (5.17)

Théoréme 5.3.7. Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour un réel & > 1 et pour tout
to > 0, le filtre de Kalman étendu (5.16), vérifie ¥t > %0

I £(6) 1< 0"k (t0) I e((2) || e @Cl-mtoD =)

pour des fonctions continues k(tg), w(to), p(to).
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Démonstration. Soit 8 > 1 et tg > 0. Vu que le control u est borné par B, il s’ensuit du
Lemme2.11 (voir livre de Kupka et Gauthier), qu’il existe des constantes 0 < «(tg) < 5(to)
indépendantes de Sy telles que :

a(to)Id < S(t) < B(tg)Id

1 — 1
Id < P(t) < Id 5.18
g == 5 19
ou P(t) vérifie 'équation :
d’;lf) = PAT + AP — PCTr='CP + Qy

avec S(t) = S() et P(t) = P(L), 2(t) = &(4), &(s) = Nge(t), S(s) = 0A,1S(s)A, Y,
P(s) = 306S(s)"1Ag = LAgP(5)Ag et b(2) = Agb(A;12)

D’apres le théoréme 2.18 (voir livre de Kupka et Gauthier), pour une condition initiale
S(0) (resp P(0)) dans ’ensemble des matrices symétriques définies positives, on a S(t) est
une matrice définie positive et par suite S(t) I'est aussi (resp P(t)). Soit la fonction de
Lyapunov V (t) = &(t) S(t)2(t). Alors, si on dérive on obtient, Vt # ty,

) = 220050 5 (2(0)) +2(0)'

= 28(t)'S(t) (A%(e(é))) +

= 22(t)'S(t)Ag <CZ(2) - Zj(;)))

| &

(5)E)
o (087" 25027 ) 20
L 1d

+e) (085" (500851 ) =)

=

o]

I — / ~

=(t)'S(t) (A g4+ (b(z) - B(f))) —9(Ce) 10z
2(t) S(t)Az(t) + (C2) r~'Cz — 2(t) S(H)QS(t)z(t)
< 2=(0'50) (5166 - bo)e) ) =SS
Si nous notons @, > 0, la plus petite valeur propre de (), on aura pour t > tg

—S(t)QS(t) < —Qma(T)S(t)

Il s’ensuit de I'inégalité (5.18), que

% EBSHEE) < —Qmalto)e (t)S(H)e(t) + %z/(t)?(t) (’5(;) —b(z+ g))
< —Qma(to) (t)SH)E() + 2H§(t)\|§||€(t) I
D’ou,
% E®S®ED) < —Qmalto)E (t)SHE®) + Ilﬁ(t)I!%HE(t)H2
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avec L = 2k. Ensuite, en utilisant (5.18), on obtient

S EWSWOED) < ~Qmalts) (FOSO) + SO 5120

< —Qualto)Z (S + Lﬂ(“’)rr()u?

(t)S(t
< 2S00 (Qmatto) ~ G0 )

Ce qui implique que : pour tout ¢t > ¢y, on a

_ _ (O o) BEDLY (4
TSR < (to)S(to)a(ty) exp™ (@m0 = GG (=t

De plus, d’apres (5.18), on a Vt > t

(tg)L

FOSHEE) < Alto)E(t) |2 exp™ ()G )
et aussi
lz0I? < ~Z®S(E0)

et par suite Vt >t :

B
EOIF < 20 exp (e

Il s’ensuit alors du fait que 6 > 1, que pour tout 7 > 4 F,ona:

_ Bto) _ ~(@ma(r)e-200) L)
B < e exp (e ) ) e Gy e
et parsuite,
¢ _ Bltg) L ‘
et < g2 U pm(@moon SR oy
D’ou le systéme (5.16) est un observateur exponentiel. O

Si on se place dans un cas plus général de systémes qui sont décrits par

z(t) = Ax(t) + bz, u), t € [trh—1,tk),
Az(ty) = s(z(ty)),
y(t) = Cx(t), t € [tp_1,tr), (5.19)

ou les matrices A, C et la fonction b sont définies comme précédemment (dans le premier
cas), ainsi que la fonction s(.) est supposée globalement Lipshitzienne de constante de
Lipshitz égale a . Soit alors le filtre de Kalman étendu suivant

(t) = AZ(t) +b(@,u) — STHHCTr Y CT — y(b)), t € [teo1,tr),
Az(ty) = s(z(ty)),

db;ff) = —ATS—SA+CTr 10 — SQ,S. (5.20)

Notons par (t) = x(t) — Z(¢). On obtient ainsi I’équation de I'erreur suivante
E(t) = Ae(t)+ (ble +T,u) — b(Z,u)) + STHHOCTrH(CT — y(t)), t € [tho1,tr),
Ac(ty) = s(@(tk) +(tr)) — s(@(tr)) (5.21)
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Théoréme 5.3.8. Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour un réel § > 1 et pour tout
to > 0, le filtre de Kalman étendu (5.20) est un observateur exponentiel pour le systéme
(5.19). De plus, il vérifie Vt > t

leEy< 200 TIT e ey 3 (@me@=250) - 1o), vt >

( ) to<trp<t

Démonstration. Posons comme dans le premier cas la fonction V (t) = (t)"S(t)&(t). Alors,
quand t # tg, on a (avec les mémes calculs déja faits précédemment)

dVv B(to) L
0 = = (Qnate) - 02 v

Et par suite, la deuxiéme condition du théoréme4.2.5 est satisfaite avec une fonction
L
g(t,w) = — (Qma(to) (é%)) > w. Et puisque

le+Aetr) | = le+sE+7)—s(@) |l
< (@T+A) =l

de plus, (1 4+ A) est finie, donc on sait qu'il existe un réel pg > 0 tel que (€ € S,,) =
e+ U(k,g) € Sy, Vk. Pour t =5, on a

V(tr,B(te) + AE(ty)) = (E(tr) + AF(ty)) S(t) (E(t) + AZ(t))
< ([F2(te) |+ TER) DB) I E(te) | +A T ER) 1)
< (1+X)?B(to) || 2(te) |17
< @2y sy

a(to)

et par suite la condition 3 du théoréme4.2.5 est satisfaite avec i (w) = (1 + )\)2582;11;
Nous savons aussi que

alto) | 2 P< V(t.8) < B(to) | 2 |7

ce qui implique de plus que la condition 4 du méme théoréme est aussi satisfaite. Ainsi,
d’aprés ce dernier, la propriété de stabilité du systéme initial (5.21) est déduite de celle du
systéme de comparaison qui suit

i) =~ (Quatto) = 2005 w0, e fnan)
wit)) = (22000 uity)
w(ty) = wo>0 (5.22)

Et puis, en choisissant § assez grande et la plus petite valeur propre @, de la matrice Q

aussi grande, on aura (Qma(to) — i ((io)) ) > (. Il s’ensuit alors du corollaire 3.1 que

O iy BUDLY
V(L) < (V(tg,s(to)) 11 (1+A)2ﬂ(t°)> o~ (Qmatto)—GEE) (t=t0) /5

to<tp<t Ck(t())

D’ou le systéme (5.20) est un observateur exponentiel pour (5.19). O
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Considérons maintenant le systéme décrit par

z(t) = Az(t)+b(z,u), t € [th—1,tk),
a(tf) = aty) + pea(ty),
y(t) = Cx(t), t € [te—1,tk), (5.23)

ou les matrices A, C et la fonction b sont définies comme précédemment (dans le premier
cas), ainsi que p > pg > 0. Soit le filtre de Kalman étendu suivant

H) = AR +b(E ) - ST (OCTTNCE - y(t), b€ [k, te)
T(ty) = Z(ty) +prE(ty),
ds(t) T T —1
2 = _ATS - SA+CTrO - 5Qu8. (5.24)

Notons par (t) = Z(t) — z(¢). On obtient ainsi I’équation de I’erreur suivante

E(t) = Ac(t) + (b(e +F,u) = b(@,w) + STHOCTrH(CT —y(t),  tE [th1,tr),
e(ty) = elty) +pre(ty) (5.25)
Corollaire 5.3.9. Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour un réel 0 > 1 et pour tout

to > 0, le filtre de Kalman étendu (5.24) est un observateur exponentiel pour le systéme
(5.23). De plus, il vérifie Vt > t

-1 _B(tg)L
H (1+p) | < ) 7 (@neto=SE85) 40y vt > 1o
t <tp<t

Ie(3 )H_

Démonstration. Posons comme dans le premier cas la fonction V (t) = &(t) S(t)z(t)
Alors, quand ¢ # tg, on a

Tt = 2200 S(0) 5 (2(0) +2(0) 5 (S@))E()
= 2=0'5(0) (B () ) +20) (635 (S )2l
dz t. det 1d

— =508 (F15) - S

IN

0
25(0)'S(0) (3 62) - 5)2) ) - 20 SQB et
)

< = (Quatw) - 20 v,

Et par suite, la deuxiéme condition du théoréme4.2.5 est satisfaite avec une fonction
g(t,w) = (Qma(to) ((tto))L> w. Et puisque

(5.26)

le+AEEHD I = IE+mEl
(I+pe) [l 2
(I+p) el

IN A
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D’autre part, puisque (1 + p) est finie, donc on sait qu’il existe un réel pg > 0 tel que
(e S,) =c+pE€ S, Vk. Pourt =t on a

V(t,E+prE) = (F+pkE) S(t)(E + pie)
= (1+pp)%E S(t)E
= (L+pp)°V(t,5)
< (1+4p)°V(t,2) (5.27)

et par suite la condition 3 du théoréme4.2.5 est satisfaite avec ¥ (w) = (1 + pi)?w. Nous
savons aussi que

alty) || 2 |P< V(t,E) < Blto) | 2 |7
ce qui implque de plus que la condition 4 du méme théoréme est aussi satisfaite. Ainsi,
d’aprés ce dernier, la propriété de stabilité du systéme initial (5.25) est déduite de celle du
systéme de comparaison qui suit

. B B(to)L
w(t) = — <Qma(t0) - a(t0)9> w(t), t€ [tp—1,tr),
w(ty) = (L+p)w(ty)
w(ty) = wo>0 (5.28)

Et puis, en choisissant 6 assez grande et la plus petite valeur propre @), de la matrice @

aussi grande, on pourra avoir (Qma(to) — i ((i%))g) > 0. Il s’ensuit alors du corollaire 3.1

que

Bto)L Y (s
V(L3 < (Vg 20) TT (4 p)e (@m0 aiin) = g 5
to<trp<t
Et par suite
t t _ alta)—Ba)LY t_to
Vite(h) < VgD T (e pp)e (@e@—ae) =) g5y,
to<trp <t
D’ou le systéme (5.24) est un observateur exponentiel pour (5.23). O

5.3.3.2 Autre type d’observateurs pour une classe de systémes impulsifs non
linéaires
Dans cette section, on donnera d’autres observateurs pour les mémes classes de sys-

témes étudiés dans la section précédente. On s’intéresse dans un premier temps au systéme
décrit par

$(t> = Ax(t) + b(l’,U), te [tkfbtk)a
a(tf) = a(ty) +p,
y(t) Cx(t), t € [th-1,1tk), (5.29)
0 1 0 91(1)
0 1 0 g2(z1, 2)
avec A=| 0 0 : , bz, u) =u
0 i e e 1 In—1(T1, s Tn—1)

C=(1 0 --- 0)etpeR". Supposons de plus que les hypoyheses (H1), (H2) soient
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satisfaites,
(H1) Le systeéme I" est globalement sous la forme normale (3).
(H2) Les fonctions ¢ et g;, 1 < i < n sont globalement Lipschitziennes respectivement a

;i = (20, ..., T4).
Soit S(f) € XT : le cone des matrices symétriques définies positives, telle que

Sp(6) = —05,(0) — A'Sy(8) — Sy (0)A+C'C
et notons So(f) = lim .o S¢(0). Soit alors le systéme dynamique donné par

Ht) = Az(t) +b(z,u) — S (0) M (C (C2—y(t),  tE [ta1, i),
2(tr) = z(t;) +p,
0 = —05.(8) — A'Ss(6) — Sac(0)A+ C'C. (5.30)

Notons par £(t) = z(t) —z(t). On obtient ainsi le systéme d’erreur qui est continu et donné
par :

e(t) = Ae(t)+ (ble+ z,u) —b(z,u)) — Sm(e)—l(t)c/(cz —y(1)), t € [tg—1,tx),
elty) = e(ty) (5.31)

Théoréme 5.3.10. Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour des entrées u uniformément
bornées par ug, to > 0, le systéme (5.30) est un observateur exponentiel pour le systéme
(5.29) et pour 0 suffisemment grand, on a ¥t > tg

lett) Iy ezl llett) | e b0-2m@e-

Démonstration. La preuve est basée en fait sur des arguments de Lyapunov standards. On
s’intéresse d’abord, a la solution stationnaire Sy (), de I’équation (5.30). On sait que

Si(0) = exp(—0t)exp(A't)Sy(0) exp(—At) + /0 exp(—0(t — s)) exp(—A'(t — 5))C'C
exp(—A(t — s))ds

D’aprés cette expression, il est clair que la matrice S¢(6) est symétrique définie positive,
du moment que la matrice Sy(#) 'est. De plus,

S,(0) > /t exp(—0(t — 5)) exp(A'(t — 5))C'C

—

x exp(—A(t—s))ds, Ya>0,t>«

0
> / exp(Ou) exp(A'u)C’'C exp(A.u)du

—Q

0
> exp(@a)/ exp(A'u)C'C exp(Au)du

—Q

Et puis, de l'observabilité de la paire (A4, C), on a S¢(#) > 6.1 avec § > 0. Il s’ensuit alors
que Soo(0) > 61 aussi. Posons maintenant V(t) = & (¢)Sa(0)e(t). Si on dérive on aura

%V(t) = 26/ ()Sa(0)E(t)

= 26 ()8 (0) Ae(t) — 2(C2)? + 26’ Soc (0) (K (2, u) — K (2, u))
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Kl(zlvu)
avec K(z,u) = , z; = (21,...,x;) et les applications K;(z;,u) : R® — R

Kn (g'nj u)
sont Lipschitziennes par rapport & z; uniformément en u, de constante de Lipschitz égale
a ki, 1 < i < n. Ensuite puisque la matrice So () est solution de ’équation (5.30), on
obtient

d

SVt = 0 (D)8 (0)E(t) — (C2)” + 26 S (0) (K (2, 1) — K (2, )

Notons la norme associée a la matrice S, par || z ||s= (2 Sa:) Ainsi d’aprés 'inégalité de
Schwartz, on a

d

SV < 08 (0Sx0(0) +2 | € ol (K(0) — K(w,0) s (5:32)

Or, on sait que (' (t)S(0)=(t)) = &l € I5.) =2 ||  lls (Il € lls). D'on, en
multipliant 'inégalité (5.32) par || € Hsl on aura

2501 llsn) < —0E HS(@)? +2( Y S ) — Ki(z, )
1<2,5<n

X (Kj(zj,u) — Kj(z;,u)))?

£ =g

D’autre part, par un calcul explicite de la matrice S (f) qui est la limite de S;(), on
obtient que ses coeéfficients vérifient
1

Ainsi, si on note k = supy<;<, ki et S =sup; ; | Seo(1)i5 |, il en résulte que

d ’ 1 -0, l
(€ M)S(0)e(t))2) = —(e (1) Sx(0)e(t))? 2 ) See(Wi( Qzﬂ 1) I & llrill
1<i,5<n

—0 ; 9 1 1
< 5 (e ()Sx(0)e(t))? + (k7SO Z H g llri g5 llgj i)

1<z,j<n
-0 1 1
< 4 (e (OS(0)e(t))? + (K250 ol HR 9] H A9k

1<7,5<n

Il est évident que si on note £ = alors on aura l'inégalité suivante

91)

£
I 55 lre<I € lre<] €]

ott la norme || . || p: désigne la norme euclidienne sur R? et || . || désigne la norme euclidienne
sur R". Et par suite, on a
d ’ 1 —9 ’ 1 2 1
5 (E (1)S(0)e(t)2) = —=(e (1)Seo(0)e(t))? + (K750 PRI BE
1<i,j<n
-0, 1 1
< (e (O)8x(0)=(t))2 + (K250n” || € |7)2.

2

1
i lri)2
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De plus, on sait qu’il existe une constante C; > 0 telle que || € ||>’< Cy || € ||%oo(1) et que
| & H?%o(l): e ||%OO(9) . D’o, il s’ensuit que

L 15 0)0)D) < (5 + bny/SON((E (S (O)=(1)).

Et finalement, on obtient

d
ﬁV(t) < —(0 — 2kn\/SCY)V (¢). (5.33)
Ce qui implique que le systéme (5.30) est un observateur exponentiel pour (5.29). O

Plagons nous maintenant dans un cas plus général de systémes qui sont décrits par

z(t) = Ax(t)+ b(x,u), t € [th—1,tk),
Az(ty) = s(z(ty)),
y(t) = Cu(t), t € [tr1,tr), (5.34)

ou les matrices A, C' et la fonction b sont définies comme précédemment et la fonction
s(t) est supposée globalement Lipshitzienne de constante de Lipshitz égale & A > 0. Soit
le systéme dynamique suivant

i) = A=) +b(zu) = Sw(0) T OC (C2—y(t),  tE it
= s(=(t).

—27 = —ATS —SA+CTriC - 5QsS. (5.35)
Notons €(t) = x(t) — z(¢). On obtient ainsi le I’équation de I’erreur suivante

Et) = Ae(t) + (e + 2u) — bz, 0) + STHOCTIH(C —y()), L€ [tror i),
Aclty) = s(x(t) +e(ty)) — s(=(t) (5.36)

Théoréme 5.3.11. Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour des entrées u uniformément
bornées par ug, to > 0, le systéme (5.35) est un observateur ezponentiel pour le systéme
(5.34) et pour 0 suffisemment grand, on a V't > to

[ 9-2kn/S5C1 \ ,
[T @+ et |e< i )(t R~

to<tp<t

Amaz (So0(0))

() < Amin (Soo ()

Démonstration. Posons comme dans le cas précédent, la fonction de Lyapunov V(t) =
€' (t)Soo(0)e(t). Alors, quand ¢ # ty, on a d’aprés le méme calcul déja fait dans le premier
cas et d’apres I’équation (5.33), on a

d

%V(t) <—(0- anM)V(t)'

Et par suite, la deuxiéme condition du théoréme4.2.5 est satisfaite avec une fonction

g(t,w) =— (9 — an\/SCﬁ) w. Et puisque

le+AE)) I = lletsle+2)—s(2) ]
< (@+N el
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de plus, (1 + A) est finie, donc on sait qu’il existe un réel py > 0 tel que (e € S,,) =
e+U(k,e) € S,, Yk. Pour t = tj, on a

Vith,e(te) + Ac(ty)) = (e(tr) + Ae(ty)) Soo(0) (e(tr) + Ac(ty))

< (1l ettn) |42 1 =(t) DBO) () ||+ 1 () 1)
< (1 N280) | i) P
< @+ iy

a(f)

et par suite la condition 3 du théoréme4.2.5 est satisfaite avec ¥i(w) = (1 + )\)Q%w
Nous savons aussi que

af) e IP< Vite) < BO) | e |7

ce qui implique de plus que la condition 4 du méme théoréme () est aussi satisfaite. Ainsi,
d’aprés ce dernier, la propriété de stabilité du systéme initial (5.36) est déduite de celle du
systéme de comparaison qui suit

W(t) = = (0-2kny/SCr)w(t), e[ty t),

w(th) = (<1 n »fgg;) w(ty)

w(ty) = wy>0 (5.37)

Et puis, en choisissant 6 assez grande, on aura — (9 — 2/~m\/5’C’1) > 0. Il s’ensuit alors du
corollaire que

V@xhsodﬁﬁuw>II(1+M”M”>f@”“””““m,vzm

to<t,<t a(f)
ainsi
Amax(soo(e)) - (VI (t_tO)
| e(t) HSW H (L+A) [[e(to) [ e ( ’ ) , V2>t
mzn( OO( )) to<tp<t
D’ou le systéme (5.35) est un observateur exponentiel pour (5.34). O

Comme dans la section précédente, on peut envisager un cas particulier de systémes
décrits par

z(t) = Az(t)+b(z,u), t € [tr—1,tk),
a(ty) = a(ty) +px(ty),
y(t) = Ca(t), t € [te-1,tr), (5.38)

ot les matrices A, C' et la fonction b sont définies comme précédemment, ainsi que p > 0.
Soit I'observateur suivant

) = Az(t) +b(z,u) — S () (H)C(Cz — y(1)), t € [th—1,tk),

2(tk) = 2(ty) +pz(ty),
0 = —0S.(0) — A'Ss(8) — Sac(0) A+ C'C. (5.39)
Notons par (t) = x(t) — z(t). On obtient ainsi le systéme d’erreur suivant :

é(t) = Ae(t)+ (b(e + z,u) — b(z,u)) + S~HHCTr—HCz — y(1)), t € [te1,tr),
e(ty) = elty)+pelty) (5.40)
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Corollaire 5.3.12. Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour des entrées u uniformément
bornées par ug, to > 0, le systéme (5.39) est un observateur exponentiel pour le systéme
(5.38) et pour 0 suffisemment grand, on a V't > tg

Amaz (S0 (0))

0—2kn./SC7 \ ,
7)('5 to) .
)‘min(SOO(e))

IT @+p) letto) He_< ’ , V>t

to<trp<t

le(®) lI<

Démonstration. Posons comme dans le premier cas la fonction de Lyapunov V (t) = € (t)Sso(60)e(t).
Alors, quand t # t, on a d’aprés le méme calcul déja fait dans le premier cas et d’aprés
I’équation (5.33), on a

d
@V(t) < —(0 — 2kn/SCL)V ().
Et par suite, la deuxiéme condition du théoréme4.2.5 est satisfaite avec une fonction
g(t,w) = — (0 — 2kn\/SC1) w. Et puisque

e+ Al ) I = lletpe
(I+p) el

IN

de plus, (1 + p) est finie, donc on sait qu’il existe un réel pg > 0 tel que (€ € S,,) =
e+ U(k,e) € S,, Vk. Pour t =15, on a

Vit,e) = (e+pe)S(t)(e+ pe)
= (1+p)2S(t)e
= (1+p)*V(te) (5.41)

et par suite la condition 3 du théoréme () est satisfaite avec ¥ (w) = (1 + p)?w. Nous

savons aussi que
alto) [l e [IP< V(te) < B(to) |l e |I?

ce qui implque de plus que la condition 4 du méme théoréme est aussi satisfaite. Ainsi,
d’aprés ce dernier, la propriété de stabilité du systéme initial (5.40) est déduite de celle du
systéme de comparaison qui suit

w(t) = —(9—2kn\/SC’1)w(t), tE [th1,th),

(t) = (1+p)uw(ty)
(tg) = wo>0 (5.42)

Et puis, en choisissant ¢ assez grande, on aura — (9 — an\/SC’l) > 0. Il s’ensuit alors du
corollaire que

V(t,e) < (V(tg,eto)) [ (1+p)2)e O-2nVSG)Et0) 1y > 4,

to<tp<t
ainsi
)\max SOO 9 _ % V5C1 (t—t)
e(t) 1< o AmaxSeol6)) H:u+mudmue( s GOV
Ami”(soo(e)) to<tp<t

D’ou le systéme (5.39) est un observateur exponentiel pour (5.38). O
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