





CHAPITRE 4. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES AVEC
RETARDS CONTINUS ET EDO

x=f(x,u)

F1G. 4.1 — Systeme controlé par boucle ouverte

A

x = f(x,u)

A

F1G. 4.2 — Feedback (systeme controlé par boucle fermée)

Remarque 4.1.1 1. Si la fonction u dépend seulement du temps t, elle est appelée

contréle en boucle ouverte (voir figure 4.1)

2. Si la fonction u dépend de x(t) elle est appelée feedback ou systéme contrélé par

boucle fermé (voir figure 4.2).

Lorsqu’on introduit un retard distribué continu A dans le systeme (4.1) qui est une

combinaison linéaire convexe de fonctions d’Erlang, le systeme (4.1) devient :

T = f(x,/ooo u(z(t — 7)) h(7) d7)
= f(:v,/ u(z(r)) h(t — 7)d7)

—0o0

(4.2)

Le systeme obtenu est un systeme intégro-différentiel.

Définition 4.1.1 On appelle fonction de Heaviside, la fonction définie par Y (0) = 0 si
t < 0etY(t) =1 ailleurs.

Propriété 4.1.1 La fonction h étant une combinaison linéaire conveze de fonctions d’Er-
lang, elle peut encore s’écrire sous la forme, h(t) = Ce!*BY (t) ot : A est une matrice de

Metzler stable d’ordre k x k. La construction de la matrice A est obtenue par la théorie de
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4.2. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

réalisation. B est un vecteur colonne k x 1 et C' est un vecteur ligne 1 X k. La présence

de la fonction de Heaviside Y (t) est pour assurer que le retard est positif.

Remarque 4.1.2 1. Les variables considérées sont des quantités positives car nos sys-
temes sont d’origine biologique. Autrement dit, A est Meztler, B > 0 pour laisser

l'orthant positif et la sortie positive donc C > 0.

2. Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, Ce!4 B est une combinaison
linéaire des fonctions de type tFe* ; t*eX cos(at) ; theM sin(at) , pour k € N, A € R

et a € R; A+ i« étant une valeur propre de la matrice A.

Dans le paragraphe qui suit, nous allons utiliser les hypotheses faites sur la matrice A

et les vecteurs B et C' pour résoudre le systeme d’équations différentielles

&= f(x,Cy)
{y:Ay+gB (4.3)

4.2 Systeme d’équations différentielles

Considérons le systeme d’équations différentielles (4.3)(dans le sens de la théorie du

controle [46] , [72])

Proposition 4.2.1 Pour un état initiale y(0) = yo et pour un contréle de signal u(t), la

sortie du signal du systéme (4.3) (voir figure 4.3) est donnée par :
z = Celyy + Ce" B x uY.

Preuve :
Considérons le systeme y = Ay + u B.

On ay = Ay clest a dire y(t) = e, Par la méthode de la variation de la constante

on a :
t
y(t) = ey + / u(r)e"ABdr
0
Par suite,
t
2(t) = Ceyy + / Ce"ABu(r)dr
0
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RETARDS CONTINUS ET EDO

- ® X= f(x,z) -
z
X u u(x) y=Ay+uB
> z=Cy

Fi1G. 4.3 — linear chain trick

on a .

t
z(t) = Celyy + / Ce*-7AB u(T)dr
0

t
= Ceyy + / Ce""MIABwu(T) Y (1)dr

— 0
O

= Ceyy + Ce™ Bu(t — 7)Y (t — 7)dr
0
= Ceyy + Ce"" B x (uY)

dou z(t) = Cetlyy + Ce*B x (uY) = Cz.

Remarque 4.2.1 1. La fonction t — Ce'*B est appelée réponse impulsionnelle du

systeme.

2. La sortie est obtenue par une convolution de la réponse impulsionnelle et [’entrée.

Proposition 4.2.2 Considérons l’équation différentielle (4.2) avec comme condition ini-

tiale, u(z(t)) = 0(t) pourt <0, ou 0(t) est une fonction continue sur )oo,0].
¢

- Siy(t) :/_ eIABu(x (7)) dr et yo = y(0) :/_ e"IABO(T) dr, alors/_ u(z(7))h(t—
T)dr = z(t).

— Pour un état initial x(0) = z¢ et pour toute condition initiale y(0) = yo, toute
solution du systéme (4.3) est solution du systéme (4.2).
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Preuve :

t 0
1) Supposons que y(t) :/ AR u(x (7)) dr et yo = y(0) :/ e ™ BO(T)dr

—00 —0o0

avec u(x(7)) = 0(t) avec 6(t) continue pour t < 0.

2) Une solution de la seconde équation différentielle du systeme (4.3) est

t
y= / el Bu(z(r))dr,

en remplacant y dans la premiere équation du systeme (4.3), on a :

& = f(z, /t C "B u(x(r)) dr.

—00

En posant h(7) = Ce*"4B, il vient que toute solution du systéme (4.3) est solution du

systeme (4.2).

4.2.1 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons « généralisé » le « linear chain trick » avec quelques
notions de la théorie linéaire du controle. Pour cela, nous avons montré que toute solution
de I’équation intégro-différentielle (4.2) est solution de I’équation différentielle ordinaire
(4.3). Les résultats obtenus dans ce chapitre seront utiles dans 1" analyse de la stabilité des
systemes issus des modeles que nous allons étudier dans le chapitre 6. Cependant I'analyse
de la stabilité aux points d’équilibre des modeles intra-hotes de parasite avec retard est
conditionnée par le parametre de bifurcation appelé nombre de reproduction de base
noté Ry. C’est en effet le nombre moyen de cas secondaires, produit par un individu
infectieux typique au cours de sa période d’infectivité, dans une population totalement

constituée de susceptibles. Le chapitre qui suit va analyser cette notion.
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Chapitre 5

Le taux de reproduction de base

Le nombre de reproduction de base couramment appelé R, est une quantité sans
dimension qui, sous certaines conditions permet d’établir la stabilité des points d’équi-
libres d’un systeme dynamique. Ce parametre généralement utilisé dans la modélisation
en écologie, en démographie et en épidémiologie est un concept clé et important que les
mathématiciens ont apporté a la théorie des épidémies.

Il est défini comme « le nombre moyen de cas secondaires, produit par un indi-
vidu infectieux typique au cours de sa période d’infectivité, dans une popula-
tion totalement constituée de susceptibles. »

Ry est par conséquent, une mesure du potentiel de transmission, c¢’est a dire la capacité
d’un agent infectieux a propager l'infection a travers une population donnée immédia-
tement apres son introduction. Le moyen de transmission peut étre direct ou indirect.
Le nombre Ry a été défini mathématiquement par O. Diekmann et al dans ([17],[16])
en utilisant la décomposition reguliere de la matrice de Metzler associée aux individus
« infectieux ». C’est A. Lokta (1913) qui introduit la notation R et reconnait la formule

de Bockh

Ry = / " p(a)B(a)da

ou p(a) désigne la probabilité pour une femme de survivre a I'age a et B(a) le taux de
naissance des filles a ’age a.

L’apparition de R est relativement récente en épidémiologie et date des années 80. Depuis
une trentaine d’années Ry est de plus en plus utilisé dans les situations de plus en plus
réalistes et sur des modeles de plus en plus compliqués.

Le concept trouve sa base en démographie. Le directeur de bureau des statistiques de
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CHAPITRE 5. LE TAUX DE REPRODUCTION DE BASE

Berlin, Richard Bockh introduit et calcule ce qu’il appelle « la propagation totale de la
population »(K.Dietz). Dans ce contexte R est le nombre moyen de naissances de filles
produit par une femme durant sa vie entiere.

Dans la littérature, il existe plusieurs techniques de calcul de Rqy. Nous allons dans la suite

donner trois types d’algorithmes de calcul de Ry. A savoir

1. la technique utilisant la fonction de survie ( cette approche a été faite par Heester-

beek et Dietz dans [28] )
2. Talgorithme de calcul da a J. M. Hefferman et al dans [29]

3. la technique élaborée par G. Sallet et J. C. Kamgang dans [39]. Il faut noter que cette
technique faite par ces deux auteurs est un raffinement du critere de Routh-Hurwitz.

Cette méthode ne calcule pas forcément Ry mais donne un seuil équivalent.

5.1 La fonction de survie

Cette approche est décrite en détail dans [28]. Considérons une grande population
et soit F'(a) la probabilité qu'un individu nouvellement infecté reste infectieux pour au
moins un temps a. Ceci est encore appelé probabilité de survie. Soit b(a) le nombre moyen
d’individus nouvellement infectés qu’un individu infectieux produira par unité de temps

lorsqu’il infecte au temps a. Alors, le nombre de reproduction de base Rq est donné par;

Ry — /0 " b(a)Fla)da

En particulier, il est direct de traiter les situations dans lesquelles I'infectivité dépend du
temps depuis 'infection, ou d’autres probabilités de transmission entre les états qui varient
avec le temps. Ainsi cette méthode de calcul de Ry n’est pas restreinte aux équations
différentielles ordinaires. Cette méthode peut étre étendue aux modeles dans lesquelles
une série des états est impliquée dans la « reproduction » d’un individu infecté. Ainsi, en
considérant une épidémie de malaria, un étre humain infecté doit passer I'infection a un
moustique, qui a son tour doit infecter un ou plusieurs étres humains.

En général, si deux états d’infections distinctes seulement sont impliqués dans un tel
cycle d’infection, F'(a) peut étre définie comme la probabilité qu'un individu dans I’état 1
au temps ¢ = 0 produise un individu qui est a I’état 2 jusqu’au moins au temps a. D’une
fagon similaire, b(a) est le nombre moyen de nouveaux individus dans I’état 1 produit par

un individu qui a été a I’état 2 pour un temps a. Dans la modélisation de la malaria,
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F(a) peut étre la probabilité qu'un humain infecté au temps ¢ = 0 produise un moustique
infecté lequel reste en vie jusqu’au moins au temps ¢ = a. En d’autres termes; F(a) doit

étre I'intégrale du produit suivant

a
F(a) = / prob(un humain infecté a t = 0 existe au temps t )
0

xprob(un humain infecté pour un temps total t infecte un moustique)
X prob(un moustique infecté vive a I’age a-t) dt

(5.1)
ou b(a) serait simplement le nombre moyen des humains nouvellement infectés par un

moustique qui a été infecté au temps t.

5.2 Meéthode « de la prochaine génération »

Dans cette technique de calcul , R est définie comme le rayon spectral de « 'opérateur

de la prochaine génération ». La détermination de 'opérateur implique la répartition en
deux compartiments; le compartiment des infectés (latents , infectieux...) et le comparti-
ment des individus non infectés.
Cette technique a été élaborée d’abord par Diekmann et Heesterbeek dans [17] et puis
reprise par Van den Driessche et Watmough dans [76] pour les systémes en dimension
finie. Les exemples récents de cette méthode sont donnés par Matthews et al dans [50],
Porco et Blower dans [66], Castillo-Chavez et al. dans [7], Hill et Longini [30] et Won-
ham et al. dans [77]. Dans cette partie, nous allons appliquer cette méthode a quelques
modeles d’épidémiologie. Pour les détails de la formation de « 'opérateur de la prochaine
génération », se référer a 'article de Diekmann et Heesterbeek [16].

On considére un modele épidémiologique comportant n classes ou compartiments ho-
mogenes. Le vecteur x représente I'état du systeme et z; est le nombre (ou la concentra-
tion) d’individus dans le compartiment j. Les compartiments sont ordonnés de tel sorte
que les derniers sont des infectés (latents, infectieux...). Les k premiers compartiments
sont les individus libres de l'infection (Susceptibles...).

Soit le vecteur © = z;, j = 1,---,n, ol x; est le nombre (ou concentration) des
individus dans le compartiment j.

Soit F;(x) la vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment j. On note par Vj+
la vitesse de transfert des individus dans le compartiment j par tout autre moyen et V;" la

vitesse de transfert hors du compartiment j. La dynamique définie dans ce compartiment
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CHAPITRE 5. LE TAUX DE REPRODUCTION DE BASE

est :

;= Fj(z) + Vi (x) = V; (2)
On suppose que les fonctions sont au moins C'. Si on pose V;(z) = V| (z) — V; () le
systeme précédent devient

iy = Fj(x) + Vj(x)
Un état du systeme x( est sans maladie, si les compartiments des « infectés » sont vides.
C’est le « Disease Free Equilibrium »(DFE), c’est a dire pour j >k, (xq); = 0.
Pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :
Lox>0, Fi(x) 20,V (x) >0, V;(x) >0 car les flots de maticres sont des quantités
positives.
Si un compartiment est vide, alors il n’y a pas de transfert d’individus hors du
compartiment par la mort, I'infection ou soit par tout autre moyen. Ainsi,
2. si x; = 0 alors V; = 0. En particulier si 'on pose X, = {z > 0; 2; =0, i =
L,---,n} etsize X alors V; = 0. En d’autres termes il ne peut rien sortir d’un

compartiment vide.

3. Sij < kalors Fj(z) = 0. Cela signifie par définition qu’il ne peut rentrer des infectés
dans les compartiments non infectés.
4. Si z¢ est un état sans maladie alors F;(xo) = 0 et pour j > k, V[ (zo) = 0. Quand
il n’y a aucun infecté, il ne peut y avoir de maladie, donc on reste sans infection.
Nous allons maintenant essayer de définir le nombre moyen de ré-infections produites par
un individu typique infecté dans un voisinage du DFE.
Considérons la dynamique du systeme linéarisé au voisinage du point d’équilibre sans

maladie, avec une infection bloquée
i = DV(z0)(x — x9) = DV (20)(x — 20) — DV (20) (7 — 0).
Le lemme suivant précise la structure du systeme linéarisé DX (z)

Lemme 5.2.1 [76] Si xy est un DFE, alors les matrices DF(xo) et DV(xy) se décom-
posent en blocs

DF (o) = {0 y }

D —| N
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5.2. METHODE « DE LA PROCHAINE GENERATION s

F > 0 et est une matrice de Metzler

Preuve : voir [76].
Par ailleurs si xy est un point d’équilibre sans maladie,

F :
F = OF; (o) etV = OV; (o) avecj,t=1,---,m
V est une matrice de Metzler.

Si de plus V est stable, ceci implique —V =1 > 0 (voir théoreme A.1.3).
Interprétation de la matrice —FV !

Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment k£ > m d’une population
sans maladie. L’entrée (i, k) de la matrice —V ~! est le temps moyen que l'individu passera
dans le compartiment ¢ au cours de sa vie, en supposant que ’on a bloqué la ré-infection.
L’ entrée (j,7) de la matrice F' est la vitesse a laquelle un infecté dans le compartiment
i produit des infections dans le compartiment j. Ainsi Uentrée (j,k) de —FV ™! est le
nombre espéré de nouvelles infections dans le compartiment j produit par un individu
infecté introduit originellement dans le compartiment k. La matrice —EFV ! est appelée
la « next generation matrix ».

Le rayon spectral de la matrice —F'V ™! est le nombre de reproduction de base. C'est &
dire

Ro = p(—FV™")

La matrice —FV ™! > 0 d’apres le théoréme de Perron - Frobenius (voir page 99).

5.2.1 Applications a quelques modeles

Exemple 1
Considérons un modele SEIR ; ot S représente le compartiment des susceptibles; E repré-
sente le compartiment des exposés (latent); I représente le compartiment des infectieux
et R le compartiment des guéris (remove). Les compartiments concernés par les infections

sont les exposés (E) et les infectieux (I). On a

E =BSI—(u+k)E 52)
I =kE—(y+pl
ol
— p est le taux de mortalité (naturel)
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— [ le taux d’infection
— k le taux avec lequel un individu latent devient infectieux
— 7 le taux de guérison
F(E,I)=(BSI,0)T et V(E,I) = (—(u+k)E, kE — (y+p)I)" le jacobien de chacun de

ces deux vecteurs donne au DFE :

P[0 2 Java [0 0]

et la matrice —FV ! donne

_ 1 — kBA kﬁS*}
—FV = z
W+uﬂu+@{ 0 0

kBS*

. L (p+E)(y+p)
D’ou par définition du nombre de reproduction de base , on a

k3S*
(n+k)(y + n)
I'exemple qui suit est tiré de l'article de A. A. FALL et al.[21]

Cette matrice possede deux valeurs propres 0 et

Ro =

Exemple 2

Considérons le modele d’infectivité et de susceptibilité différentes

{ S =A—puS — diag(BI)S (5.3)

I = (BI|S)e; + Al
ou S € RY est I'état des individus susceptibles et I € ]R’fF I’état des infectieux. La ma-
trice B > 0 représente la matrice des coefficients d’infectivité, naturellement B(i,j) est
le contact et l'infectivité de I; dans le groupe S;. e; est le premier vecteur de la base
canonique de Rﬁ et A est une matrice de Metzler et représente 1’évolution a travers les
stades d’infectieux. Soit F;(S, 1) le taux d’apparition des nouveaux infectieux dans le
compartiment i et V;(S, ) le taux de transfert des individus a Uintérieur et a l'extérieur

du compartiment ¢ par tout autre moyen. Avec nos définitions

750= o, ]

et
AB — uS — diag(BI)S
V(S,I) =
Al
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Le jacobien de chacune de ces matrices est

0 0 —pl — diag(BI)S —diag(S)B

AuDFEona F =e,S*"B et V = A. Le nombre de reproduction de base étant le rayon

spectral de la « next generation matrix »—FV ! on a
Ro = p(=FV™!) = p(er S B(=A™"))

Or la matrice ¢;S*T B(—A™!) est de rang 1 et la seule valeur propre non nulle est

donnée par S*T B(—A~")e; qui est naturellement le Ry

5.3 Ry et les conditions de seuil

Cette méthode de calcul que nous allons proposer est un résultat tiré de [39] qui est
un raffinement du critére de Routh-Hurwitz. En général, la condition de seuil est obtenue
en calculant la matrice jacobienne du systeme au DFE ( Disease Free Equilibrium) et
en appliquant le critere de Routh-Hurwitz. Pour les systéemes de dimension supérieure
a quatre, le critere n’est plus applicable. Cependant le critere de Routh-Hurwitz reste
implicite et ne repose pas sur une formule explicite de la condition de seuil.

Soit un modele épidémiologique pouvant se mettre sous la forme

(8 s -

) ($1, 5U2)
ou z; € R et x5 € R}? et g(z1,0) =0
Le vecteur x; représente la classe des susceptibles et d’autres classes des individus infectés
inactifs ; le vecteur xo représente la classe des infectés actifs et celle des infectieux. Les
fonctions f et g sont supposées étre au moins de classe C'!. Nous allons faire un certain

nombre d’hypotheses biologiques raisonnables pour le modele :

1. On suppose que le systeme est défini sur un sous-ensemble €2 compact et positivement

invariant de I'orthant positif R} = R’ x R’}? avec n = ny + ny;

2. 'apparition d’individus infectieux provient des différents compartiments d’individus
infectés. En d’autres termes, si la condition initiale appartient a la variété {xs = 0},
les trajectoires positives du systeme restent dans cette variété. Ce qui signifie que
nous pouvons identifier R} a R} x {0} dans R}* x R} et R} est positivement
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invariant par le systeme. Ceci implique que pour tout z; € Q@ C R%, g(z1,0) = 0.

Puisque g est de classe C!, on peut écrire

Q(I17I2) = A3($)$27

ou Az(z) est une matrice ng X ny continue et x = (xy, z3);

3. supposons qu’il existe un unique point d’équilibre non endémique encore appelé
« Disease Free Equilibrium »(DFE), (23,0) € Q C R% du systeme. Puisque f est de

classe C*, on peut écrire
f(z1,22) = Ai(z) (21 — 27) + Aa(2)22

ou A; est une matrice carrée d’ordre n; et A, une matrice d’ordre nqy X ns.

Considérons le systeme pseudo-triangulaire suivant :

iil'l = Al(l')(ilﬁl — l'{) + AQ(I’)[EQ

. (5.5)
Ty = Ag(l’)l’g

Puisque les modeles épidémiologiques sont des systemes compartimentaux particuliers,

nous en déduisons que la matrice

()

est une matrice de Metzler.
Ajoutons a présent une hypothese raisonnable : ’équilibre non endémique (DFE)
(23,0) € Q, ot 2} € R est globalement et asymtotiquement stable sur (R}' x {0}) N <.
Ceci implique que pour le systeme @y = A;(z)x; défini dans (R} x {0}) N Q, 27 est un
point d’équilibre globalement et asymptotiquement stable.
En biologie, cette hypothese signifie qu’il existe un état d’équilibre positif, attractif et
stable ol il n’y a pas de maladie dans la population.

Nous allons maintenant présenter une méthode de calcul permettant de donner une
condition de seuil. Considérons le systéme (5.4) précédent.

Soit z* = (x7,0) € RTJF”Q le point d’équilibre sans maladie ou disease free eqilibrium

(DFE) du systeme (5.4) ; alors

f(@1,0) = g(7,0) = 0.

La matrice Jacobienne calculée au DFE peut se mettre sous la forme :
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- (07 56

et nous supposons que ;1 = Aj(z)x; est globalement asymptotiquement stable en z7, la

matrice A;(x}) est stable, c’est a dire

a(Ay(27)) <0

La matrice J étant triangulaire, la stabilité locale de x7 est associée a la stabilité de
la matrice de Metzler Az(z}). La condition pour la stabilité locale est donc a(Az(z7) < 0
et la condition d’instabilité locale est a(Az(x7) > 0. De cette condition de stabilité locale
du DFE, on peut obtenir le taux de reproduction de base Ry en donnant une expression
équivalente a a(Az(z7) < 0 et se mettant sous la forme Ry < 1 voir [39].

De méme , lorsque la décomposition réguliere de la matrice A est de la forme
A= D+ M ou D est de Metzler stable et M > 0, cette condition de seuil associée a R
est d’apres [16] ,[17]

Ro = p(—D M)

Ce chapitre nous a permis de faire une analyse des différentes méthodes de détermination
du nombre de reproduction de base. Ce parametre sans dimension est un outil tres im-
portant dans I’étude de la stabilité des points d’équilibre des modeles épidémiologiques.
Nous allons appliquer ces différents algorithmes dans le calcul du nombre de reproduction

de base de notre modele.
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Chapitre 6

Analyse de la stabilité des modeles
intra-hotes avec retards

6.1 Introduction

Les modeles intra-hotes de paludisme décrivent la dynamique des stades sanguins
des parasites, ainsi que leur interaction avec les cellules hotes, en particulier les glo-
bules rouges et les effecteurs d’immunité. Durant cette derniere décennie, il y a eu un
travail considérable en ce qui concerne la modélisation mathématique de l'infection a
Plasmodium falciparum. Une excellente revue de tout ce travail a été faite par Molineaux
et Dietz dans [28]. Ces modeles sont utilisés pour plusieurs buts : expliquer les obser-
vations; prédire I'impact des interventions (par exemple l'utilisation des médicaments
antipaludéens) estimer les parametres.

En effet, le paludisme commence par une infection par les parasites ( sporozoites) de
Plasmodium inoculés & ’homme par les Anophéles femelles. Les sporozoites envahissent
le foie en quelques minutes. Apres une période de reproduction asexuée dans le foie,
les parasites (mérozoites) sont déversés dans la circulation sanguine périphérique et le
cycle érythrocytaire asexué peut commencer. Les mérozoites pénetrent dans les globules
rouges, grandissent et se reproduisent pendant une période approximative de 48 heures
apres quoi, la rupture des érythrocytes libere de jeunes parasites qui vont rapidement en-
vahir de nouveaux érythrocytes et recommencer le cycle. Ce cycle peut se répéter plusieurs
fois, avec a la fin le développement de certains mérozoites en de formes sexuées de para-
sites : les gamétocytes, qui sont sans danger pour leurs hotes humains et constituent
un réservoir pour les anopheles.

Le modele standard pour décrire la dynamique des parasites intra-hotes dans [55] est
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sous la forme suivante :

&= p(x) — Prv
Y= PBrv— 1y (6.1)
V="lyy — [y —ufzv

ol les variables sont données par x , y et v . La variable x désigne la densité de volume

des cellules non parasitées, y la densité de volume des cellules parasitées et v la densité de
volume des parasites libres. p(z) décrit la dynamique (des populations) des cellules cibles
non parasitées ou saines. Deux formules classiques pour p(z) sont : p(z) = A — p, = et
¢(r) = A+ ax(l — £). Le parametre v ne prend que les valeurs 0 et 1. Quand u = 1,
dans le modele, les parasites disparaissent en infectant une cellule cible. Ceci est négligé
dans certains modeles et u = 0.
Ces modeles de parasites ont été développés par plusieurs auteurs, avec u© = 1 et une dy-
namique de population logistique ([61], [62]), avec u = 0 et une dynamique de population
logistique [63] pour l'infection au VIH-1, avec u = 0 et ¢(x) = A — p, x ([1] ,[67]) pour
les infections aux VIH-1 et a la malaria.

L’entrée d’un parasite dans une cellule cible déclenche toute une cascade d’événements
qui aboutiront a la production de nouveaux parasites par bourgeonnement ou lyse de la
cellule. Le modele (6.1) suppose que ce processus se fait instantanément : aussitot que
le parasite pénetre la cellule cible, celle-ci commence a produire les parasites. Ce qui,
biologiquement, n’est pas raisonnable. C’est pourquoi les modeles avec retards ont été
considérés. Dans la littérature on rencontre deux types de retards : a savoir les retards
discrets (et constants) et les retards distribués continus. Il est démontré dans [54] que
les retards discrets et constants ne sont pas biologiquement réalistes, et dans le contexte
des systemes compartimentaux les fonctions densité de probabilité de retards continus
sont plus réalistes que les retards discrets (voir [38]). En général la fonction densité de
probabilité (pdf) de retards n’est pas bien connue, mais les approximations de telles
fonctions sont habituellement utilisées. Une large famille de fonction convenable est donnée
par la famille de distributions gamma. En utilisant une distribution continue de retard

avec en général comme fonction densité gamma g, le systeme (6.1) devient :

—fBxv
—mT
y—@/ w(t—7)o(t = 7) g(r)e ™ dr — py y (6.2)
V=TUy Y — [V —uBTV
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Dans le modele (6.2), on suppose que la cellule infectée commence & produire les
parasites 7 unités de temps apres 'infection initiale. La valeur de 7 varie suivant la fonction

T est pour tenir compte de la mortalité des

de densité de probabilité g. Le terme e~
cellules pendant l'intervalle de temps 7. Dans ([60], [54]) la fonction g est choisie comme
une distribution gamma. Plusieurs fonctions complexes peuvent aussi étre utilisées. Par
exemple une combinaison convexe de fonction gamma. Une autre possibilité est de mettre
le terme intégral comme un terme source dans le compartiment des « parasites libres »pour

obtenir :

i =¢(x)— Pz

@:ruy/ x(t—T)v(t—7)g(r)e”™dr — ppyv —upfarm (6.3)

Dans ce cas g(7) e”™" est interprété comme une probabilité de la production de parasite
réalisée par une cellule en 7 unités de temps apres 'invasion initiale par les parasites.

Si g est une fonction de Erlang et si nous représentons le retard par une chaine linéaire
de compartiments et en utilisant les résultats du chapitre 4, ’équation intégro-différentielle

(6.2) peut étre convertie en un systeme d’équations différentielles ordinaires définies par :

i =p(r)—Brv
y=Ay+pBzvB (6.4)
v=Cy—p,v—upfzov

avec, i i
—a; 0 0 0
7 —ay O 0
A= 0 Vo —Q3 0

| 0 0 M1 —on |

C = Yk eena(k) et B = e (k)

Il faut noter que dans le sens du « linear chain trick » les coefficients «; et ~y; sont égaux.
Pour des raisons de « généralité », nous supposons que ces coefficients sont distincts.

Toute distribution continue qui est une combinaison linéaire convexe de fonction den-
sité de probabilité d’Erlang peut étre représentée par un ensemble de chaines de com-
partiments en parallele. Dans le chapitre 3, nous avons montré que toute distribution g
a support dans [0, co), peut étre approximée par une combinaison linéaire convexe de
distributions gamma qui converge faiblement vers cette distribution.
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Nous allons insérer entre le compartiment des cellules cibles susceptibles et le compar-
timent des parasites libres, un systeme constitué par un nombre de ¢ chaines en paralleles

de compartiments de différentes longueurs. En d’autres termes une cellule infectée entre
ieme

dans le premier compartiment de la ¢ chaine avec une probabilité m; et > 7 m; = L.

-ieme

Pour ¢ chaines en paralleles, si la ¢ chaine est la cascade de k; stades en séries, nous

avons le modele suivant :

(

T=p(x)—LBrv

et pour :=1,---,¢q

Y1 = mBrv— A1 Y,

?JQ,i =M,:iY1,0 — 25 Y24, (6-5>

yki,i = ’7]61',1,1' yki,l,i - ak‘z‘,i yk,i
o q
[ 0= 2211 Wi Yk — oV —uf v

Avec les notations de MATLAB ou SCILAB le systeme (6.5) peut étre réduit au
systéme (6.4) ou, A est une matrice bloc d’ordre n x n diagonale avec n = Y I | k;.
C’est-a-dire A = diag(A;,---,A,). Les matrices A; sont d’ordre k; x k; et définies dans le
paragraphe (1.2) de I'introduction. Il en est de méme pour le vecteur B et la matrice C.
Dans ce chapitre, nous allons analyser la stabilité aux points d’équilibres du systeme (6.4)
et (6.5). Nous avons dans d’autres articles étudiés(« Global Stability Analysis For SEIS
Models With n Latent Classes,Math. Bisc. And Engineering, 5(1) : pp. 20-30,2008) une

structure similaire de ce type de systeme. Nous allons poser quelques hypotheses.

6.1.1 Hypotheses

Nous commengons par analyser le systeme (6.4) avec quelques hypothéses minimales
sur ¢, hypotheses toutefois raisonnables du point de vue biologique. La fonction ¢(x)
modélise la dynamique de la population des cellules cibles en 'absence des parasites.
Les cellules cibles ont une durée de vie finie. La fonction ¢ dans certains cas modélise
’homéostasie. Nous supposons que ¢ est une fonction C* sur 'axe des z positifs.

Dans la littérature, la fonction ¢ est le plus souvent prise sous la forme;

px) = A — p,x
ol A est le taux constant de recrutement.
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Si ’homéostasie est maintenue, nous supposons que le systeme

i = ()
a un point d’équilibre globalement et asymptotiquement stable x* > 0, c’est a dire :

e(x*)=0 p(x) >0 pour0<z<z*, p(x)<0 pourz >z (6.6)

6.2 Analyse de la stabilité pour un systeme a une
chaine

Avant d’étudier le cas général, nous allons examiner le systeme dont le retard est
représenté par une chaine avec k compartiments. Nous utiliserons les résultats de ce cas
spécial pour étudier le systeme généralisé (6.5). Dans le cas d'une seule chaine, nous avons

le systeme (6.4).

6.2.1 Invariance positive de orthant positif

Théoréme 6.2.1 L’orthant positif est positivement invariant par (6.4).

Preuve
D’apres les hypotheses de (6.6), ¢(0) > 0 et la demi droite R* est positivement invariant
par & = p(z) — Bxv. Par ailleurs A est une matrice de Metzler stable et 5z v est un réel
positif car B est un vecteur positif; 3 est un réel positif et x, v sont des réels positifs. Par
ailleurs C' est un vecteur positif, u, est positif et le parametre u ne prend que les valeurs
0 et 1. D’ou 'orthant positif est invariant par (6.4).

Dans le systeme (6.4), A est une matrice de Metzler stable. dans ce qui suit nous allons

donner I'expression de la matrice —A~.
Expression de la matrice (— A7)

Posons A = —D + N ou D est une matrice diagonale, c’est a dire D = diag(ay, ....., ag),

et N est une matrice nilpotente; N = A 4+ D. Par suite :

(=4~ =(D - N)!
— DY — NDY) L.

Parceque la matrice ND~! est nilpotente, nous avons :
(I=ND') ' =I4+ND "'+ (ND )+ 4 (ND ).
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Finalement,

r 1

= 0 0 0
[e5] 1
o A1
ag as as (1) 0
-1 Y172 Y2 N
-AT = ajaga3 a3 a3 0
L a1 A1 o

La matrice —A~! est une matrice triangulaire inférieure ; le 7™ terme de la diagonale

1
est donné par — et l'entrée (i, j) avec i > j est
Q;

(A (i j) = B L 6.7)

aj ey O
6.2.2 Dissipativité et trajectoires bornées

Théoréme 6.2.2 Le systeme (6.4) est dissipatif et toutes les trajectoires sont bornées.

Preuve
Nous allons montrer qu’il existe dans 'orthant positif Rﬁ” un compact positivement
invariant et absorbant € voisinage de I’équilibre sans parasite (PFE) (z*,0,---,0). Un
ensemble D voisinage de I’équilibre sans parasite (PFE) est dit absorbant, si pour toute
condition initiale, toute trajectoire du systeme issue de cette condition initiale entre et
reste dans D, pour un temps suffisamment grand 7. L’entrée dépend de la condition
initiale. Si les conditions initiales sont contenues dans un ensemble compact F, alors il
existe un T uniforme pour F'. Un systeme est dit dissipatif ,si il existe un ensemble compact
et absorbant. La définition de la dissipativité d’un systeme que nous venons de donner
coincide avec celle de [6]. (Pour la notion de dissipativité, voir aussi dans [24]).

Soit € un nombre réel positif ou nul. Avec les hypotheses (6.6) faites sur ¢, pour toute
condition initiale dans l'orthant positif, s’il existe un nombre réel T > 0 tel que pour
tout t > T, on a x(t) < 2" +e. Soit M, le maximum de la fonction p(x) sur Ry ( M,
existe car ¢ est continue et décroissante sur R, ) et soit p un nombre réel positif tel que
arp>M,+e.

Considérons I'ensemble D, défini par :
D.={(z,y,v) ERE? |z <o +e, a+y <p+a*+e,  etpouwri=2--,k

Qg -y Qg = -+ Ol [y

Montrons que D. est un compact absorbant positivement invariant pour tout e > 0.
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- Montrons d’abord que pour ¢ = 0, Dy est un compact positivement invariant.
On a:

Doz{(x,y,v)e]R’f“Q |e<z* z+y1 <p+zx*, etpouri=2---k

72“.71'71 N r-)/lﬁ)/k N
Yy < ———(p+a"),v < ——(p+27) }
Qg -0y Qg+ O Uy

Soit (x, ¥, v) € R¥? tel que (z, y, v) € Dy.

Dans Dy ; x(t) < x* et sur la frontiere (¢) < 0; par conséquent au voisinage de =* et
par continuité on a : #(t) < 0. Par ailleurs # + g1 < M, — a3 u1.

Mais M, — a1 y1 < M, — pay, par suite a1 p > M, et p < y;.

Il vient que £ 4+ ;1 < 0. De méme pour tout : = 2,---,konayg; < 0et?v < 0. On
conclut que Dy est compact et positivement invariant.

L’ensemble D, est 'intersection des demi espaces définie par les hyperplans de I'orthant
positif. Pour montrer que D, est un ensemble positivement invariant, il est suffisant de
montrer que le champs de vecteurs associé au systeme est tangent ou pointe a 'intérieur
de D. par la frontiere de cet ensemble [58]. Ceci est immédiat pour les faces de l'orthant

positif et pour le demi espace définie par :
Dy = {(z,y,v) | o <a*+¢€}.

Le champ de vecteurs est tangent ou entre dans le demi espace. Avec les hypotheses faites
sur ¢ il est immédiat que D, ; est un ensemble absorbant. Considérons maintenant D, o

I’ensemble défini par :
De,2 = {(Ivyav) S De,l | T+ < p+ z* +2€}

Nous allons regarder la frontiere de D, s contenu dans D, ;. Sur la frontiere de D, ,
on a:

Y1 > petparsuite, T + 7 = p(x) —arpn < My, —aqys < My, — aqp < e

Ceci prouve que le champ de vecteurs pointent vers l'intérieur de D, o, par conséquent
D, > est positivement invariant.

Montrons maintenant que toute trajectoire commencant dans D ; entre dans D, 5 pour
un temps suffisamment large. Pour cela , nous allons procéder par ’absurde.
Soit (z(0), y(0), v(0)) € Dey , soit (z(t), ,y(t), v(t)) € D1 ~ Deo pour tout t > 0.
Puisque (z(t),y(t), v(t)) € Dy on a x(t) < a* + €. Par ailleurs (x(¢), y(t), v(t)) ¢ Deo,

+

alors z(t) + y1(t) > p + x* + 2¢. Par suite y; > p pour tout t > 0. Ceci implique
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(t) + y1(t) < —e < e. Ceci prouve que le champ de vecteurs pointent vers 1’ intérieur
de D., , ainsi D, 5 est positivement invariant. Par suite il existe un temps 7" > 0, tel que
r + y1 < p + 2" + e contradiction , d’ou (z(0), y(0), v(0)) € Dca. Ce qui prouve que
D, 5 est absorbé par D, ;.

Par le méme processus on montre que toutes les trajectoires de D, N Do N RTQ
entrent dans :

D3 = {(x,y,v) | © <z* ys < ﬂ(]\/[g) + z* —|—36} Or la famille, (D ;) pour
o

2
i = 2,--+,k est une famille de compact positivement invariant et D, = N, D.; N R’fz
est une intersection finie de compact positivement invariant. Ce qui acheve la preuve du

théoréme.

6.2.3 Taux de reproduction de base

Le taux de reproduction de base noté Ry, est le nombre moyen de cas secondaires créé
dans une population de susceptibles par un individu infectieux, ce durant toute sa période
d’infectiosité.

Avec la structure du systeme, le calcul du nombre de reproduction de base est évident.

pa*

o +u Sz
dans le systeme de controle y = A y+w B. Par suite cette entrée produit les cas secondaires

En effet, un parasite durant sa durée moyenne de vie produit une entrée de Dirac

donnés par la formule,

* +oo *
_fi__/ cetBdt= " o(ayB,
po +upa* Jo oo +ua*

c’est-a-dire
B -1
Rop= —C(-A")B 6.8
O L FuBar ( ) (6:8)

Avec les notations et définitions, on a : C(—A™)B = 4y ecna(k)T (—A Ve (k) , dott

Ry = Bz 71"'%' (6.9)
Mo +ulBx* aq---a
De Ry, nous définissons aussi le seuil 7, par :

%:6Bﬁi—ﬂﬂ (6.10)

Remarque 6.2.1 Si nous utilisons la méthode de la matrice de la prochaine génération,

on a !
P BxvB
(yv U) - 0
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et
_ Ay
V(y,v) = [ Cy — v — ufxv }
Le jacobien de chacune de ces matrices au PFE est :
B | 0 px*B _ A 0
F—D}-(y,v)—[o 0 ] etV—DV(y,v)—[C —,uv—i-uﬂx*}
et
. —1 — _A_l ,LLU + Uﬁl'* O
oy + ufx* C A

Le nombre de reproduction de base étant le rayon spectral de la « next generation matriz »

—FV='tona:

_ Bx* 1
0 P( ) Ly +u B ( )

Proposition 6.2.1 7, < 1 si et seulement si Ry < 1

Si Rp < 1 le systeme (6.4) a un unique équilibre sans parasite (PFE) noté (z*, 0,---, 0)
et si Ro > 1 le systeme (6.4) a un unique équilibre endémique (EE) noté par (z,y,v).

Nous avons nécessairement §y = SZ0(—A"1) e et
foU+uBzo =y Bxvel J(—A e

si v # 0, nous déduisons que

— /J/v x
Tr = = —_—
Bk eena (=A™ ) er —u] Ty
T
Avec cette expression nous avons v = &_) et avec les hypotheses sur ¢, v et & sont
z

dans l'orthant positif si et seulement si 7 < 1 ce qui est équivalent a Ry < 1. Mais,
7 = o(T)(—A 1) e;. En d’autres termes g est la somme des éléments de la premiere
colonne de (—A™!) multiplié par ¢(z). Or la premicre colonne de la matrice (—A™!) est
constitué des nombres réels positifs donc v est dans 'orthant positif, classiquement nous
notons par v > 0.

En résumé I’équilibre endémique est dans I'orthant positif si et seulement si Ry > 1 et est

’
donné par
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T = Ho =2 <
ol -] T
§=(z) (—4) e (6.11)
IRCE)
ST

6.2.4 Analyse de la stabilité asymptotique globale du point d’équi-
libre sans parasite (PFE)

Théoréme 6.2.3 Considérons le systéme (6.4) avec les hypothéses de (6.6) satisfaites.
Le systéme (6.4) est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre sans parasite

(PFE) (z*,0,---,0) si et seulement si Ry < 1.

Preuve :
Il est clair que si Ry > 1, alors le PFE est instable [16, 76]. Donc la condition Ry < 1 est
une condition nécessaire.
Pour démontrer que la condition est suffisante, considérons la fonction de Lyapunov sui-

vante définie dans l'orthant positif :

Vere(y,v) =b"y+v (6.12)

olt le vecteur colonne b = [by; by; - - - ; by| est la transposée de la derniere ligne de —A™!
multiplié par 7. En d’autres termes b = 73, (=A™ eppa-
Posons a = b — wu. En utilisant les résultats de (6.11) I'expression de a est équivalente

A

a=0b —u= {u—u} (6.13)
al..-ak

Si nous dérivons Vprg(y,v) le long de la trajectoire de (6.4), on a :

Verp =0T g+
=yel (AN Ay+ el (AT Brve + 0
= YUk +Br0by + YV yp — pov —uB v
= v[(b1 — w)Br — po] = v[a Bz — p]

v

= U[ E— /~Lv]
X
Ho _
=—(x—=x)
Y1 Yk _
=0 |— —u| (x —2)v
Q- Qg
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Ro < 1 est équivalent a 7y < 1, nous distinguons deux cas :
( Y1 Vk

al “ .. ak) .
les quantités sont positives. Ainsi Vprgr < 0.
( Y1t Yk

al PR ak )
nous déduisons que 0 < z < z* < Z et donc Vprg < 0.

1. d’une part, si —u) < 0 alors z < 0 et dans l'expression de VPFE toutes

2. d’autre part , si —u) > 0 alors de 7y < 1 et si nous sommes dans Dy,

Dans les deux cas Vp re < 0. L’attractivité du PFE découle du principe d’invariance de
LaSalle du moment ol le plus grand ensemble invariant dans {(z,y,v) € Dy | Vpre = 0}
est réduit au PFE. Par suite la stabilité asymptotique globale du PFE sur le compact
positivement invariant Dy découle de [5] Bathia-Szegd du Théoreme 3.7.11,page 346. La
fonction Vprg est une fonction de Lyapunov au sens de LaSalle et on est dans un compact
positivement invariant [42, 5, 43]

Maintenant, nous allons prouver que le PFE est globalement asymtotiquement stable dans

l'orthant positif ]RTQ. Il est suffisant de montrer que toute trajectoire positive converge

vers le PFE. Si Dy (i.e D, pour € = 1) est un compact positivement invariant et absorbant

toute trajectoire entre dans D;. Si une trajectoire entre dans l'intérieur de Dy, elle converge

vers le PFE. Nous supposons qu’une trajectoire dans D; reste dans DyN{z* < z < z*+1}.
1

Considérons la fonction de Lyapunov W(z) = 3(z — 2*)? sur cette trajectoire. Avec les

hypotheses de 6.6 sur ¢ et les hypotheses sur la trajectoire nous avons :
W= (z—a2%)¢(x)— (x —2*)fzv <0

pour tout point de la trajectoire dans D;. Par le principe d’invariance de LaSalle [42], il
suit de W < 0 que la trajectoire converge positivement vers le PFE car le PFE est le plus
grand ensemble invariant contenu dans {z € Dy,2* <z < z*+ 1| W = 0} (i.e les points
w — limites de la trajectoire sont contenus dans le plus grand ensemble invariant contenu
dans {xr € Dy, z* <z <z*+1| W= 0}). Ce qui acheve la stabilité asymptotique globale
du PFE.

6.2.5 Analyse de la stabilité asymptotique globale de I’équilibre
endémique (EE)

Théoréme 6.2.4 Nous considérons le systéme (6.4) avec les hypothéses (6.6) sur ¢ sa-
tisfaites. Le nombre de reproduction de base est donnée par (6.9).

Si Ry > 1, alors le PFFE est instable et il existe un unique équilibre endémique (EE) dans
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Uorthant positif (Z,y,v) > 0 donné par (6.11).
St Ry > 1, et si

uBp(r) < — py max ('(2)); (6.14)

z€[0,z*]
alors I’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable dans [’orthant positif

excepté pour les conditions initiales sur l'aze des x positifs.

Preuve :
Supposons que Ry > 1. L’équilibre endémique (Z, 7, v) du systeme differe du PFE et est
donné par (6.11) et cet équilibre est dans 'orthant positif si Rg > 1.
Nous allons montrer que la relation (6.14) est une condition suffisante pour la stabilité
asymptotique et globale de 1’équilibre endémique (EE). Soit la fonction de Lyapunov

définie sur I'orthant positif par :

k
Vep(z,y,v) =a(r —zlnz) + Z b (i — i Iny;)) + (v—10 Inv) (6.15)

i=1
ou b est un vecteur colonne et le coefficient a est défini par la relation (6.13).

Si Rg > 1 nous déduisons que a > 0 et les coefficients de Vg sont positifs. Dans ce cas,
la fonction a un unique minimum dans l'orthant positif, a savoir I’équilibre endémique
(EE). Soit Lgg la partie linéaire de la fonction Vgg, c’est a dire Lpg(x,y,v) = az +

Zle b; y; + v. Cette partie linéaire peut encore s’écrire sous la forme :
Lpp(x,y,v) =ax+b"y+v=ar+Yema(—A )y +v

Soit L er la dérivée de Lgg le long de la trajectoire du systeme (6.4) et en considérant la

définition de b et la relation a + v = by, on a :

LEE(:U7y7U) = a$+7k €end (_A_l)y+v
=aZ + Vi eena (AT Ay + Brvema (—AT)B + 0
=a% — Yy Cenay + BTVCma (—A ) ey +0
=ap(x) —afrv — Yy + b1 v + Yo yp — oV —u BTV
= CLQD(I) — MU

Par suite

. . - _ Y v
Veg = Lgg — | az— + E biyi— + v—
EE EE - 2 Yi— ,U

2
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CHAINE

En remplagant &, y et © par leur valeur on obtient :
v z - 7
Ver = ap(z) — pyv — ;(C’y — ¥ — ufTv) — a;(@(x) — Bav) — izlbiyi%

En développant chaque terme de Pexpression de Vg on a

%(C’y — Uy —ufrv) = %C’y — (y + ufzv)v

v
=W ~ (y + ufzv)v

k _ _ koo
Sobw 2 =0+ Y bl
i=1 Yi b =
g =7
= bly—l(ﬁxv —ay) + Zbi—%%fl Yi-1 — YiYi)
1 = Ui

En regroupant les termes en v dans Vgg on a (a7 — pi,)v. De la relation (6.13) les termes

en v disparaissent et I'expression de Vgg devient :

Ver =ap(x) <1 — %) — b Byl_ - sz% 1Yi— 1—
k

+ > b — fykyk; +u Box + 0,
=1

qui peut encore s’écrire :

_ k _
. €T T v i— i
VeE :agp(x)(l——)—blﬁf'l_)jjy_ Z i Yi—1 Yi— 1y 1y+
x TVvy o Yi-

Nous faisons maintenant la comparaison de certains coefficients qui apparaissent dans
I’expression de Vgg. On a ©(z) = fzv. En utilisant le fait que gy est la premiére colonne
de — A~ multiplié par o(Z), b est la transposée de la derniere ligne multiplié par ~y; de la

matrice —A~! et d’apres la relation (6.7) on a :

biviaGior =y (AT (K, i) v (7)) (A7) (= 1, 1)

I R Y1 Yie2
= (T) h —————— i1
QG .. O O Qq-- Q2 QG
— 1k T
= X
k(1)

= b1 ¢(7) = by fav.
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De la méme maniere on a :

bioigi =y (AT (ki) ai p(2) (=A7)(i, 1)

_ Vit Ye—1 1 Yo Yier 1
=p@) M ——————— —
Q.. O O Qy OG- Oy
Y Yk _
= —p(7)
ay Yk
25190(5)
et N 1 N =
YUk = (A7) (k1) ()
oM e 1
= o(T)py ———————
a1 ...0p_1 O

= b1 p(7)
Mais de la relation (6.13), nous avons aussi y,0 = a 320 = ap(z). En utilisant les

relations entre ces coefficients, 'expression de Vg devient :

. T
k _
x v i—1 Yi \T _
bp(@) k== =2 = 37 A E B up(2)= + ap(@).
rvyr S Yi-1Yo Yk z

x
En ajoutant et en retranchant le terme 2 — — dans ’expression entre les crochets de
x

I’expression ci-dessus et en utilisant la relation u = b; — a, on obtient :

: z
Ver = ap(x) (1—;)-1—
r TUY i—1 Ui v
b () k+2———tj£— zily——%—
r Ul 5 Yi-1Yi Yk U

. r— : , .
En mettant I'expression — en facteur, Vgg peut encore s’écrire sous la forme :
TT

xr—2x

Vep = — (0T ¢(x) —az (@) + b p(@)(z - 7)) +

P T xTvY - Yi—1 Ui yk@]'

La fonction ¢ étant au moins de classe C', il existe £ dans I'intervalle ouvert ]z, Z[ tel
que p(z) = (%) + (z — &) ¢'(€). En remplacant ¢(z) dans 'expression de Vgg, on a :

(z —)?

Vep = B (—ap(@) +az ' (&) + b o(T))+
r T i—1 Ui U
b1 ¢(7) kf+2___?j£_ Zi 12_%‘
r TV 5 Yi-1Yi Yk U
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6.3. ANALYSE DE LA STABILITE DU SYSTEME COMPLET

Comme a — b = u,

=\2
: r—z _ _
Vee =TT fup@) +az @) +
k
T xzw i1 Ui v
) [FESE RS B T2 T
r rviyy S Yi-1Yio Yk
La quantité,
_ k _
T i1 Ui v
WSS B S TS|
vy 5 Y-1Y YU

Ceci découle de I'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique
(voir appendice A3). D’apres I'hypothese du théoréme, on a :

ufBo(T) < — fy xrer[lgg](w’(x));

par suite,

uBp(x) + pp'(§) < 0 pour tout § €|z, x|
or fp, = azf,
par conséquent up(z) + az p(§) < 0;

d’ ot Vg est négative, sauf au point d’équilibre endémique pour le systéme (6.4). Or Vg
est une fonction propre et définie positive dans I'orthant positif, ceci prouve la stabilité
asymptotique et globale de 1’équilibre endémique du systeme (6.4).

Le champ de vecteurs associé au systeme est strictement rentrant sur toutes les faces
de T'orthant a l’exception de l'axe des x ou il est tangent. Par conséquent, le bassin
d’attraction de 1’équilibre endémique est 'orthant positif excepté 'axe des x qui est la

variété stable du PFE (équilibre sans parasite). Ce qui achéve la preuve du théoreme.

6.3 Analyse de la stabilité du systeme complet

En utilisant les résultats de la stabilité du systeme (6.4), nous allons pouvoir étudier
la stabilité du systeme (6.5). Le systeme (6.5) est équivalent au systeme (6.4)

Comme précédemment, les états du systeme sont des concentrations et sont par consé-
quent positifs. La variable z désigne la concentration en cellules cibles saines , y; la concen-
tration en cellules parasitées et v est la concentration en cellules libres. Rappelons le

systeme a plusieurs chaines.
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(

i =p(x)—pBrv

et pour 1 =1, ...... . q
Y1 = mBrv— 1,3 Yty
?)2,1' =M,:iY1,i — 25 Y24,

ykz = Vki_1,iYki 1, — Oy i Ykyi
\ 0= ;1:1 fyki,iyki,i_:uvv_uﬂxv
Avec les notations de MATLAB ou SCILAB le systeme (6.5) peut étre réduit au

systeme (6.4) ot A est une matrice diagonale bloc n x n avec n =31, k;.

A =diag(Ay,---,A,). La matrice bloc A;; k; x k; est définie par :

[ —a; 0 0 0 0 ]
Mg —a; 0 . 0 0
a0
0 0 Ve—2i —Ox 0

0 e 0 0 Vhi—1i  — Qi |

Le vecteur B est un vecteur colonne de longueur n défini par :

B =[mei(k)imei(k);-- s mer(kq)]

La matrice C' est un vecteur ligne 1 x n définie par :

C = [V eend<k1)T7 Vkz,2 eend(k2)Ta " Vi g eend<kq)T]

6.3.1 Taux de reproduction de base

Le systeme (6.4) a une chaine est vu comme un cas particulier du systeme (6.5) avec

m; = 0 sauf pour un seul indice 4, qui satisfait 7; = 1. Ainsi pour la 7™ chaine, on a :

B B ax* 1
Ho +u 5 x*m;
Rappelons que n = >"7 | k;. Décomposons le vecteur y de R™ en k blocs respectifs de

R, C; (—A7) B;. (6.16)

longueur ky, ko, - -, kq;

Yy = [yl;y2; Ty Z/q] avec y; = [yl,i;y2,z'§ Ty yk“] .
De méme B = [By;---; By est un vecteur colonne de longueur n avec B; = m; e1(k;)
et C =[Cy,---,C,] est un vecteur ligne 1 x n avec C; = i, i €ena(ki)’.

Avec des calculs analogues de le partie (6.2.3) on obtient les résultats suivants :
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outputj
Pxv

X= @(x) -pxv
V=W - W V-uPpxv

input
w

J'l:l J'Eq
Vi yl,q
Y / Y q
a (04
11 l.q
y2,1 Y2.q
/ Yy / Y4
o
0(.2’1 A, z’q
1,3 Y3 q
Y1 3 OL/ '3 q
a
L3 O S,q O
y Y.

F1G. 6.1 — Bloc de diagramme du systeme (cas général)
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. * 1
Ry = _ bz —Ci (AN B

Ho + Uﬁl‘* T

Comme dans la partie (6.2.3), nous allons évaluer la sortie de y = Ay + w B pour une
. : Ga* .
entrée de Dirac w = ——— . Il est clair que :
o +u B a*
Ga* 1
Ro=—"——C(—A)B. 6.17

0= O (A7 (6.17)

Nous définissons aussi le seuil

_ Ba[C(=A)B ]
fho '

7o

Maintenant avec la structure de la nouvelle matrice en bloc , on a :

q
C(-A B =) Ci(-A7") B,
=1

il suit que :
q
i=1
Il existe deux équilibres , le PFE [z*;0;---; 0] et ’équilibre endémique [Z;y;v| donné
part :
_ Lo z*
xr = -
BlC(=A")B—u] T
y=()(-A)"'B (6.19)
b= £2)
T
Les blocs de 4 sont donnés par :
Ui = o(7) (A7) Bi = mip(7) (A7) ea (k). (6.20)

L’équilibre endémique est dans 'orthant positif si et seulement si Ry > 1.
Le théoreme suivant est un résultat principal qui généralise le résultat du systeme

(6.4).

Théoréme 6.3.1 Nous considérons le systéme (6.5) avec les nouvelles notations de A, B, C
et les hypotheses de (6.14) satisfaites. Le nombre de reproduction de base est donné par

(6.18).

1. Le systeme (6.5) est globalement et asymptotiquement stable sur RTQ au point
d’équilibre sans parasite (PFE) (z*,0,---,0) si et seulement si Ry < 1.
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2. Si Ro > 1 alors le (PFE) est instable et il existe un unique point d’équilibre endé-
mique (EE) dans 'orthant positif, (z,y,v) > 0.

3. 5t Rog > 1,et st

uBp(T) < — xrer[lgf*](so’(rc)), (6.21)

alors I’équilibre endémique est globalement et asymptotiquement stable sur [’orthant

positif RTFQ, excepté pour les conditions initiales sur le demi-aze positif des .

Preuve :
Dans la premiére étape, nous allons montrer que si Ry < 1, toutes les trajectoires de (6.5)
sont positivement bornées.

Considérons la fonction de Lyapunov suivante définie dans 'orthant positif par :

VpFE:bTy—l—v

Ooub = (—A*T) C”T. Nous allons prouver que la dérivée VPFE de Vprg le long de la

trajectoire de (6.5) est négative si z < z*. On a

Vere = C(-A WAy +pzvC(-AY)B+9v
= —Cy—i-BSL’UC(—A_I)B—l—Cy—/va—uﬁxv

=pv[C(—A™)B —u|(x — 7).
Dans le cas ott [C(—A™")B —u] = 0 on a simplement Vppp = — i, v.

Si [C(—A™)B —u] <0, alors ¥ < 0 par conséquent Vere < 0.
Si [C(—=A™ B —wu] > 0, alors z > 0, mais nous avons z* < T si 7y < 1, ainsi Verg < 0
si z < x*. Nous venons de montrer que dans tous les cas VPFE <0if z < z*.

Comme conséquence, si nous notons par H,« un sous-ensemble de 'orthant positif

défini par : H,- = {(z,y,v) € RT™ | 2 <z* } et, pour k € Ry, l'ensemble Q ,;

Qe = Vipp([0,£]) N Hye.

Alors I’ensemble H,« est un ensemble positivement invariant et pour x € R, , 'ensemble
1, est positivement invariant par (6.5).

Considérons maintenant une autre fonction de Lyapunov définie sur 'orthant positif

par :
%74 _ -1
(ZE,y,?}) _C<_A )Bx+VPFE(yaU)
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on a :

W (—Ail)BjJ + VPFE

(—AT)Be(x) = v —ufzv,

Avec les hypotheses (6.6) sur ¢(z), ceci implique W < 0si z >

C
C

*

Soit I’ensemble 2, ,, défini sur I'orthant positif par
Qo = Wik (0.6]) N {(2.9,0) € RE? [ > 0" }
Si Vprr < W sur lorthant positif, nous concluons que I’ensemble €2, définie par :
Q=0 ., UQs

est un ensemble compact positif invariant par (6.5). Toute trajectoire dans 2o, ne peut
quitter ’ensemble seulement par la frontiere x = 2*, dans lequel cas, elle entre dans €2, ,
qui est positivement invariant. Par suite, pour toute condition initiale (xg, o, vo) € RTQ
est contenue dans un €),.. Ce qui prouve que toutes les trajectoires de (6.5) sont bornées
siRg < 1.

La seconde étape est de prouver la stabilité globale et asymptotique du PFE
On sait que :

Q/@ = QI,H U Q2,k

Pour toute condition initiale dans €2, ,;, nous utilisons la fonction de Lyapunov Vppg. La
conclusion suit de ([5] théoréme 3.7.11, page 346), si le plus grand ensemble invariant
contenu dans {Vppg = 0} est {(z*,0,0)}.

Pour toute condition initiale dans €2, ., soit la trajectoire entre dans €, ,, dans lequel cas
on applique I'argument précédent ; ou la trajectoire positive reste dans €2y ... Dans ce cas la
fonction W est décroissante sur cette trajectoire. L’ensemble w—limite de cette trajectoire
est inclus dans W = 0. Mais W = 0 est réduit & {(z*, 0, 0)} si C(—=A")B > 0 et ¢
satisfait les hypotheses (6.6). Ce qui acheve la stabilité globale du PFE.

Pour prouver la stabilité globale de ’équilibre endémique (EE) nous considérons la

fonction de Lyapunov suivante :

k
Vep(z,y,v) =a(x —ZInx) + Z bi (yi —yilny;) + (v — 10 Inv)
i=1
avec a = C(~A™)B —u = §£ et b = (—A™")C" comme précédemment. Le vecteur b
peut étre écrit en ¢ — blocs de taille ky x 1, ---, k; x 1 : b = [by;ba;---;b,]. Nous notons

par b;; la j-ieme composante du vecteur bloc b;.
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Comme dans le cas du systeme a une chaine, les termes en y;, v et xv qui apparaissent

dans Vg s’annulent. Alors nous avons :

Vep = ap(zx) (1 — %)

q k;
_ YT v _ Yj—1,i y]z
+ —Wibl,iﬁﬂ“), -—= - bjiv; 15 Y5-14=
;[ Y1 TV ]Z:; T ” Yj—1,i Yji
+E bii Qi Yji — Vhasi Uk, zyk“li
7 1 1) gklv

+uvv+uﬁxv—
T

Chaque matrice A; de la matrice diagonale bloc A a la méme structure que la matrice
considérée dans le cas du systéme a une chaine. La relation (6.20) pour le bloc y; de y
nous permet de déduire, comme dans la preuve du théoreme dans le cas d’une chaine, les

relations suivantes entre les coefficients,
bji Vi1 Yj—1i = i bri () = bji i Uji = Vi Yrisi

et aussi 1, 0 = a3T0 = ap(z). Enfin,
Ve = ap(x) (1 — %)

() Y by k- 222 Yira Gis _ Ya
i=1 Y10 v v Yji-1, Yii  Ykiq U
+ap(T) +up(T) 2.
Nous rappelons que,
q q
a—+u= C(—A_I)B = Z Oz (—A;I)BZ = Z 5 bl,i-
i=1 i=1

Si nous ajoutons le terme 2 — % dans l'expression entre crochets de Vgg, nous devons

soustraire (a + u) p(Z) (£ — 2) a Pextérieur de la somme et enfin,
Vep = ag(z) (1-1%)

q —
‘I)Zﬂ'ibl,i [/%—FQ—E—&EE_ y] 12@_@2]

+ap(Z)(1 — %) + (a+u) p(7) (% +- —2) :

Nous mettons en facteur £=% pour avoir,

. r—x _ _ _ _
Ve =57 (00(a) = 4z pla) + (a+ u)el@)e ~ )
q _ _
_ r Y1 TV Yj—1, 1 Yji  Ykii U
+¢(Z) E i by ki+2—————— g =
i=1 x y] 1,4 Yji Yk i U
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Il existe & dans l'intervalle ouvert |z, Z[ tel que p(z) = p(Z) + (x — &) ¢'(&).

Par suite,
=)2
r—x _
Ver = oo ) (up(Z) +az¢'(§))
q - k; _ _
+90<j>27h‘b1,¢ R Yg1a Ypt _ Jewd 2
i—1 T Y1a TV e Yi-ti Yii o Ykii U

La conclusion est immédiate comme dans la preuve du systeme a une chaine.

Remarque 6.3.1 Quand v = 0 et ¢'(z) < 0, les calculs précédents montrent que, si
Ro > 1 Déquilibre endémique est localement asymptotiquement stable. Quand v = 1 la
condition B o(T) + py, ¢’ (Z) < 0 est une condition suffisante pour la stabilité asymptotique
de ’équilibre endémique (EE) avec Ry > 1.

6.4 Applications

Les applications ici sont tirées de I'article [60] dues a Nelson et Perelson. Nous consi-

dérons le modele suivant :
(T =5—dpT—(1—nu)kV;T
T+ = E(1—mn.) / Gap(M) Tt —T) Vit —T)e ™Tdr —0T"
0

‘ (6.22)
Vi=({1—n,) NOT* —cVp

\ VNI:TZpN(ST*—CVN[

ou s est le taux avec lequel les T- cellules C'D4" sont produites, dr leur taux de mortalité,
et k le taux de transmission par contact qui est constant. Une fois les T-cellules C'D4*
infectées, elles meurent a un taux 0 et produisent N nouveaux particules de virus durant
leur vie. Les particules de virus disparaissent a un taux c. Ce retard continu représenté
par gnp est une distribution d’Erlang définie par la relation (2.16). Ce modele nous rend
compte des effets du traitement par thérapie avec un inhibiteur reverse transcriptase et
un inhibiteur protéase. le terme n,; est 'efficacité de inhibiteur reverse transcriptase qui
empéche les nouvelles infections. Le terme n,, est l'efficacité de I'inhibiteur protéase et est
exprimé en pourcentage. Le terme e™7 est pour tenir compte de la mortalité des cellules
pendant I'intervalle de temps 7. Nous allons réécrire la fonction g, , sous une forme réduite
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6.4. APPLICATIONS

dans I’équation intégrale 7. On a :

8

T =k(1—np) Gup(N) Tt =) Vit —7)e ™ dr —5T*

-1

/
:kﬂ—nﬂXA:G;;gn%eZT@—TNG@—TW’“dT—5T*
:ku—nﬂxé 6;;5”%62””T@—Tﬂ@u—ﬂdT—aT*

En posant

Ezlfmb ot %:(Lﬁmw’

on a :

. © b
T =k(1—n, ——— et "It =)Vt —T1)dT — 6T

~ e Tnil 1 T
k(1— ———e€ v I'(t— t—T7)dr —0T"
( w/ﬂw Ty T nVil =) ar

é“‘”“%é 9T Tt = 7) Vit —7)dr — 5T

La moyenne de la distribution gamma g, ; est nb. Aujourd’hui la moyenne du retard in-
tracellulaire est approximativement connue. Les études récentes [64],[63] donne un nombre

entre 1,8 et 2,6 jours. Si le retard moyen est donné par 7 les réels b = ~ jm% et k sont

bien définis.

Par la méthode du « linear chain trick » le systeme (6.22) est équivalent a

(T =s5—dpT—(1—n,)kV;T

{1

f€<1_nrt)VIT _%Z/l
922%

(?Jl - y2)

o=

P = 1y, 8T

Vi=(1—n,) N6T* —cV;

\ VN[ = npN5T* — CVN[
Les virus non-infectieux Vi n’affectent pas la dynamique des autres variables. Ainsi
pour étudier la stabilité de (6.23), I’équation des virus non-infectieux peut étre ignorée.

Par suite, le systeme (6.23) est équivalent au systeme a une chaine (6.4) avec (n + 1)
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CHAPITRE 6. ANALYSE DE LA STABILITE DES MODELES
INTRA-HOTES AVEC RETARDS

équations linéaires insérées entre 1" et V7.

Avec nos notations on a :

6:(1_nTt)k7
71272=~-=%=?

Qp = QG = - =0Qp = 7,
Qi1 = 0, 7n+1:<1_np)N57
MU—C7

u =0,

En utilisant la formule (6.9) pour le calcul de Rg on a :

Nsk
Ro=(1—ny)(1—n,) —

CdT

~

Si k = k, c’est a dire, dans le modele pour lequel le terme e

—mT

n’est pas introduit,
le taux de reproduction de base ne dépend pas de n. En appliquant le théoreme 6.2.4
nous déduisons que si Ryg < 1 , alors I'état d’équilibre sans virus est globalement et
asymptotiquement stable; ou si Ry > 1, alors ’équilibre avec virus est globalement et
asymptotiquement stable. Dans [60], la conclusion est seulement locale et est relative a
l'inégalité n. < Neriticar OU Ne = 1 — (1 — 1y ) (1 — nyp) €t Nepiticar = ZTV—E. Ceci est clairement
équivalent a la condition relative a Ry.

Quand nous tenons compte des cellules qui meurent avant en produisant les virions, avec

k
(1+m7—)n-

n

un retard moyen 7, nous avons k = Dans ce cas Ry est modifié de fagon décrois-

sante.
Pour m 7 fixé, la suite décroissante (1 + ™T)" < e™7 converge d'une facon monotone vers

—mT

e™™. Dans [60] , m est supposé petit et méme m < 1, ainsi en multipliant R par e~™7, ceci
ne cause pas un grand changement, Ry est légerement en baisse. Si R est suffisamment
loin de 1, I’équilibre endémique n’est pas déstabilisé. Pour plus de précision, notons par
Ro=(1—n.) (1—ny,) ]gTsTk, le nombre de reproduction de base du systeme sans retard , si
Roe ™ > 1, alors I’équilibre endémique est globalement et asymptotiquement stable pour
Lf. Cependant pour certaines valeurs
de m > 0 et de retard continu, I’équilibre endémique peut étre théoriquement déstabilisé.

tout retard continu avec le noyau g, ; ou b =

Il est suffisant de prendre 7 suffisamment grand et de choisir n suffisamment grand, en
d’autres termes la variance de la distribution gamma % suffisamment petit. L’analyse
précédente ne fait aucune allocation pour les valeurs biologiquement raisonnables des pa-

rametres. Par exemple en utilisant les parametres des références [62][64],[63],[59], on a
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s = 10([59]), dr = 0,02 ([59]), k = 3,43.107° ([59]) , ¢ = 3 ([59],[63]). Avec ces valeurs
nous obtenons pour Ry, sans traitement, Ry = 0,0057N. Le nombre de virus infectieux
N réalisé n’est pas précisément connu, mais les valeurs au dessus de 10® sont possibles.
Si nous choisissons N = 480 ( voir [59] ), nous avons Ry = 2,74 et si nous choisissons
(1 —n,)(1 —n,) = 0.5 nous obtenons, sans traitement, R, = 1,37. Une déstabilisation 7
devrait satisfaire m 7 > 0,316. Dans [59], le taux de mortalité d’infecté latente (de cellule
C' D™ 4) est supposé étre 0,02. Si nous choisissons d’une maniére constante cette valeur de
m, la déstabilisation du retard est 7 > 15.8 jours. Le temps de production viral peut étre
vu comme le temps pour une cellule infectée de produire N nouveaux virions, ceci donne
une estimation du retard moyen 7. Les récentes études [64], [59] donnent une valeur entre
1,8 et 2,6 jours qui est incompatible avec la déstabilisation du retard 7 = 18, 8.

Dans [60] un autre modele standard avec retard est donné par :

T—s—dT —(L=n)kVT

= k(1 —nu) ()Tt —7)V(t—1)dr —0T" (6.24)

V=(1-n,) Né/ fo(r)T*(t —T1)dr —cV

Dans ce modele un deuxieme retard a été ajouté. L’introduction de ce deuxieme retard
suppose que les particules de virus Vapparaissent 7 unités de temps apres que les cellules
infectées commencent a produire. La méthode par les chaines linéaires « linear chain
trick » peut étre appliquée a f1 et fo . Par exemple si f; et fy sont deux distributions

d’Erlang, alors le systeme (6.24) est équivalent a
(T=s5s—dpT—(1—n,)kVT

h=0=-n)kVT— 7u
Yo = kbfyl_EyQ
Us=3-Y2 = 5 Us

o= L _ 1
Yn = 61 Yn—1 81 Un (625)

n

T =+Th - £ T
V=01-n)NLT; —cV

\
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CHAPITRE 6. ANALYSE DE LA STABILITE DES MODELES
INTRA-HOTES AVEC RETARDS

Avec by = n' /7Ty, si le retard moyen est 7». Ceci est encore un systeme a une chaine. Nous
supposons comme dans [60] que k est indépendant de n. En utilisant la formule de R,

nous obtenons encore

N sk

Ro= (1 =) (1=n,)

Nous obtenons ainsi un résultat comme celui de [60], mais avec deux retards continus : si
Ry ne dépend pas de n et n’ | la stabilité globale des points d’équilibre n’est pas modifiée
par les retards. Si k dépend de n, une analyse similaire faite dans l’exemple précédent

peut étre reproduite.

6.5 Conclusion

Nous avons prouvé la stabilité d'une classe assez large des parasites intra-hotes. Ces
systemes peuvent étre interprétés comme des systemes avec des retards continus qui
sont modélisés par les distributions gamma ou une combinaison convexe de distributions
gamma. Nous avons calculé le nombre de reproduction de base Ry pour ces modeles. Les
conditions pour la stabilité globale asymptotique des équilibres ont été données. Dans
certains cas, ces conditions sont nécessaires et suffisantes. La stabilité est directement liée
par Ry. Nous avons appliqué ces résultats a quelques modeles d’infections au VIH 1. Nos
résultats peuvent aussi étre appliquées a un ensemble général d’équations différentielles

avec retard continu.
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Chapitre 7

Conclusion générale

Au terme de cette these, nous pouvons affirmer que nous avons apporté notre modeste
contribution dans 'analyse de la stabilité des modeles intra-hotes de parasites. L’origi-
nalité de cette these est d’avoir utilisée certains outils de la théorie de controle pour
« généraliser »le linear chain trick. Par la suite, nous avons étudié la transition par des
stades avec les distributions de longueurs arbitraires. Le retard que nous utilisons dans
cette these est la fonction densité de probabilité d’ Erlang. La construction d’une telle
fonction peut se faire par une chaine linéaire avec une sortie identique dans tous les com-
partiments. Soit on utilise une distribution convexe des fonctions d” Erlang dont une telle
construction se réalise par un ensemble de chaines linéaires en paralleles. Nous expliquons
dans le chapitre 3 comment un retard peut arriver dans un systeme compartimentale et
ses effets dans les modeles épidémiologiques.Le chapitre sur les méthodes de calcul du
nombre de reproduction de base, nous a permis de calculer Ry de nos différents modeles
et de donner une condition de seuil pour 'analyse de la stabilité des points d’équilibres.

En appendice nous avons démontrés certains résultats provenant dans ’analyse des
systemes compartimentaux que nous avons jugés nécessaire dans notre travail. Les notions
liées a la structure des modeles épidémiologiques, le théoreme de Perron-Frobenius, la
notion d’ensemble limite, d’ensemble invariant, d’ensemble absorbant, les fonctions de
Lyapunov, le théoreme de Bathia-Szego, la dissipativité d’un modele nous ont facilité la
tache dans I’étude de la stabilité de nos différents modeles.

Les modeles que nous avons analysés dans cette these ont la structure suivante :

T=p(x)—LPav
y=Ay+pBzvB (7.1)
v=Cy—puyv—upfzov
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CHAPITRE 7. CONCLUSION GENERALE

[ —a; 0 0o - 0 ]

M —az 0 0

avec A = 0 Y2 Q3 0
0 0 Y1 —ag |

et C = Y eena(k)’ et B = e, (k)

et plus généralement

(

& =p(x)—Brv

et pour 1 =1,...... ,q
?)1,1' =mfrv— Q15 Y,
Y2,i = Vi Y1 — Q2 Y2,

Ykii = Vki—1,i Yki—1,i — ki Yk,i
o q
\ U= Zi:l ’yki,i yki,i - /’L’UU - UBIU

olt A est une matrice diagonale bloc n x n avec n = Y 7 | k;. A = diag(A;,---,4,). La
matrice bloc A;; k; X k; est définie comme dans le cas d’une seule chaine.

L’étude de la stabilité des modeles intra-hotes avec retards permet d’expliquer les
interactions entre les cellules cibles et les parasites.

Pour chacun de ces modeles, nous avons calculé le nombre de reproduction de base, et
prouver la dissipativité des modeles en construisant un compact positivement absorbant et
comme conséquence les trajectoires issues du systemes sont positivement bornées. Nous
avons prouver la stabilité globale du « Parasite Free Equilibrium » lorsque le nombre
de reproduction de base Ry < 1. Pour prouver ceci nous avons utilisé la fonction de
Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle. Par suite, si Ry > 1, il existe un équilibre
endémique(EE) et si de plus uB¢(Z) < — py maxgep .+ (¢ (x)), I'équilibre endémique
est globalement asymptotiquement stable dans I'orthant positif. Dans ce cas, suivant le
modele nous avons considéré une fonction de Lyapunov dont nous montrons que la dérivée
est négative le long des trajectoires du systeme et par le principe d’invariance de LaSalle
nous concluons la stabilité globale et asymptotique. Il est a noter que les résultats obtenues
dans cette these font partie des différentes publications qui sont en annexe de cette these,
a savoir : - A. Iggidr, J. Mbang, G. Sallet. Stability Analysis of within-host parasite
models with delays. Math. Biosci., 209(1),pp. 51-75,2007 - N. Bame, S. Bowong, J. Mbang,
G. Sallet, J.J. Tewa, Global Stability analysis for SEIS Models with n latent classes.
Mathematical Biosciences And Engineering, 5(1),pp.20-33, 2008 - A. Iggidr, J. Mbang,
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G. Sallet, J.J. Tewa, Multi-Compartment Models. Discrete And Continuous Dynamical
Systems, pp.506-519, Supplement 2007.
Dans les nouvelles perspectives nous comptons donner les résultats numériques et par

suite construire des observateurs sur les classes latentes des modeles étudiés dans cette

N
these.
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Annexe A

Quelques outils Mathématiques

La modélisation épidémiologique conduit a l’analyse des systemes dynamiques. Ces
systemes pouvant étre différentielles, discrets ou a dérivées partielles. Les systemes diffé-
rentielles étudiés dans cette these sont en général non linéaire. La plupart des résultats
que nous allons énoncer ont été déja démontrés car ce sont les résultats classiques liés
aux systemes dynamiques. Nous donnerons quelques résultats de la théorie de mesure et

intégration.

A.1 Quelques résultats en systemes dynamiques

Les résultats de cette section sont issus de certains de systemes dynamiques.

A.1.1 Résultats liés aux matrices des systemes différentiels

Définition A.1.1 : Matrice a diagonale dominante

— Une matrice A = (a;;) € My (R) est a diagonale dominante colonne si pour tout i

tel que 1 <7 < n, on a
n

|aii| > Z | il

=1,
— Une matrice A = (a;;) € M,(R) est a diagonale dominante ligne si pour tout i tel

quel <1 <n, ona
n

lail = Y ay

=15
— On parle de matrice a diagonale dominante stricte colonne ( respectivement stricte

ligne) lorsque les inégalités dans les relations précédentes sont strictes.
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Définition A.1.2 :Matrice compartimentale
On appelle matrice compartimentale, toute matrice A = (a;;) € My(R), dont les coeffi-
cients vérifient les propriétés suivantes :

—a;; = 0 pour tous les i et j avec it # j

—a; < 0 pour tous lesi, 1 <1 < n

— A est a diagonale dominante colonne

Définition A.1.3 (Matrice réductible, matrice irréductible)
Soit A = (a;j) € M, (R) une matrice carrée.

On dit que la matrice A est réductible , si il existe une matrice de permutation P tel que

T ( An A
P AP = ( 0 Aoy (A.1)

La matrice A est dite irréductible si et seulement si elle n’est pas réductible

Définition A.1.4 : On dit qu’une matrice est fortement connexe si elle est irréductible.

Théoréme A.1.1 Soit A € M, (R). Le spectre de A est contenu dans la réunion des
disques dont les centres sont les coefficients diagonaux a;; de la matrice A et dont les
rayons respectifs sont les sommes des valeurs absolues des coefficients extra-diagonauz
des lignes correspondantes.

En d’autres termes, pour tout indice i tel que 1 < i < mn, si on pose r; = Z?:L#i la;| ,
alors

Sp(A) - U?:lB(an», Ti)

Lemme A.1.1 Soit A € M,,(R) une matrice carrée.
Si A est une matrice singuliere, alors il existe un indice iy tel que

n

’ai0i0| < Z |aioj|

=1,

En d’autres mots, le terme a;y;, est dominé par la colonne ig.

Preuve du lemme
Soit n un entier naturel quelconque fixé ; on va supposer que A est une matrice singuliere.
Par abus nous allons noter la matrice A et ’endomorphisme de R™ correspondant par le
méme symbole A. Puisque A est singuliere, Ker(A) # {0}; soit = (z1, 22, ,2,)" €
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Ker(A); soit ig I'indice de la composante de x telle que |z;, réalise la norme maximum
Y

de x (c’est a dire |z;,| = maxicicn |2i] = [|2]o0)

Az =0= (AZL')iO = Z?:l Q5T = 0

= _aioiol‘io = Z?:l,j;éi ainxj
n
= [@igio||Tio| < D521 jop |iosl |25

< i | Z?:l,j;éi | @il 2]

Puisque x;, # 0 , il vient que

n

|@igiy| < Z ||

j=1j#i
ce qui met fin a la preuve du lemme. La conséquence suivante mieux adaptée au théoreme

que le lemme précédent est la suivante

Corollaire A.1.1 Soit A € M,(R) une matrice carrée.
Si A est une matrice singuliere, alors il existe un indice iy tel que

n

| @iy | < Z | @i

=1,
En d’autres termes, le terme général a;,;, est dominé par la colonne 7
La preuve de ce corollaire est identique a celle du lemme précédent ; cependant on remplace
la, matrice A par sa transposée AT qui a les propriétés de régularité identiques que la
matrice A
Preuve du théoréeme A.1.1
Soit la A € M,,(R) ; pour tout A € Sp(A) , A — A est une matrice singuliere. En utilisant

le lemme précédent, on peux dire que pour tout A € Sp(A), il existe iy € N, 1 <iy <n

tel que
|aiAiA| < E |ai,\j|
J=1,j#ix
Si on pose r; = >, =1t la;, ;| ; la phrase précédente peut encore s’écrire comme

suit : pour tout A € Sp(A) , il existe iy € N, 1 < iy < n, tel que A € B(a;,;,,r:,). Sion
considere les boules B(a;;, ;) pour tout i, 1 < 7 < n, il vient que tout A\ € Sp(A) est dans
I'une d’entre elles; on peut donc dire que A € U B(a;, ;).

Ce qui met fin a la preuve du théoreme.
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Corollaire A.1.2 Soit A = (a;;) € M, (R) une matrice carrée

Le spectre de la matrice A est contenu dans la réunion des disques dont les centres sont
les coefficients diagonaux a; de la matrice A et dont les rayons respectifs sont les sommes
des valeurs absolues des coefficients extra-diagonaux des colonnes correspondantes. Fn

5 . . . . n
d’autres termes, pour tout i, 1 <i<n, si on poser; = Y 5 i |aj|, alors

Sp(A) C Ui B(ai, i)

Corollaire A.1.3 Si une matrice A est a diagonale dominante stricte, alors elle est in-

versible.

Preuve :
Il s’agit d’'une conséquence du théoreme A.1.1 et du corollaire A.1.1. En effet A est a
diagonale dominante stricte, alors pour tout i tel que 1 < i < n, on a |a;| > r; (r; =

S laj;|, si ce sont les colonnes qui sont concernées, ou r; = > |a;;| si ce sont
gl q ) [ 1]

J=1j#i J=1j#i
les lignes qui sont concernées). Donc aucune des boules B(a;;, ;) ne contient lorigine de

C. Par conséquent aucune valeur propre de A ne peut étre nulle.

Corollaire A.1.4 Soit A une matrice carrée.
St A est une matrice compartimentale a diagonale dominante stricte, alors A est asymp-

totiquement stable.

Preuve :
le corollaire A.1.3 est encore connu sous le nom de théoreme de Hadamard-Frobenius,
dans ce théoreme le spectre de A peut se retrouver dans n’importe lequel des demi-
plans complexes ou il y a des coefficients diagonaux de A . Comme A est une matrice
compartimentale ainsi ses coefficients diagonaux se trouvent sur ce demi axe réel gauche
du plan complexe. On peut donc dire que toutes les valeurs propres de A sont dans les
boules strictes incluses dans le demi-plan complexe gauche. D’otu la stabilité asymptotique

de la matrice A

A.1.2 Les matrices de Metzler

Définition A.1.5 On appelle matrice de Metzler, toute matrice A = (a;;) € My(R),

dont les coefficients vérifient la propriété suivante :
a;; > 0 pour tout les i et j avec i # j
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(i.e. dont tous les coefficients extra-diagonaux sont positifs)

Définition A.1.6 Soit x = (z1,22, -+, x,) €ER" , A = (a;;) € M,(R)

— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est strictement positif, et
on note x > 0 (respectivement A > 0 ), si pour tout i, 1 < i < n, z; > 0
(respectivement pour tout i, j, 1 <i<n,1<j<mn, a; >0)

— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est positif, et on note x > 0
(respectivement A > 0), si pour tout i, 1 < i < n, x; > 0; et pour au moins un i
x; > 0 ( respectivement pour tout i, j, 1 < i,j < n, a;; > 0 et pour au moins un
couple (i,7), a;; > 0)

— On dit que le vecteur x, ( respectivement la matrice A ) est positif (largement) et

on note x > 0 (respectivement A > 0), six > 0 oux = 0 (respectivement A > 0

ouA =0).

Le théoréme suivant du a Perron-Frobenius sera tres utile dans la stabilité des modeles

que nous allons étudier.

Théoréme A.1.2 (Perron - Frobenius)
Soit A € M(g,) une matrice positive ;
— alors le rayon spectrale p(A) de la matrice A est une valeur propre de A et il existe
un vecteur propre v > 0 qui lui est associé;
— si de plus la matrice A est irréductible, alors p(A) > 0 et v > 0; de plus, p(A)
est une valeur propre simple et si u > 0 est un autre vecteur propre de A, il existe
s > 0 tel que u = sv ;
— si B est une matrice telle que B > A, alors p(B) > p(A)
—si A > 0, alors |A| < p(A) pour toul autre valeur propre A de A

Pour la preuve voir Berman et Plemmons (1979) [4] . Ce résultat est la version du théoreme
de Krein-Rutman (théoréme 2.4.1) en dimension finie.

Il est clair que si A > 0, alors A est est irréductible.

Si xg est un point d’équilibre d’un systeme coopératif, alors la matrice jacobienne A =
D f(xo) ales termes extra-diagonaux positifs, ¢’est-a-dire que c¢’est une matrice de Metzler.
Il est clair que le module de stabilité a(A) = max{Re(A);\ € Sp(A)} détermine la
stabilité du point d’équilbre x.
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Corollaire A.1.5 Soit A € Mg,) une matrice de Metzler.
— Le module de stabilité a(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur v > 0
tel que Av = a(A)v. De plus Re(\) < a(A) pour tout A € Sp(A) — {a(A)}.

— Si de plus A est irréductible, alors

1. a(A) est une valeur propre simple ;

2. v > 0 et pour tout autre vecteur propre positif de A est un multiple de v ;
3. Si B est une matrice vérifiant B > A, alors a(B) > a(A);

4. sia(A) < 0, alors —A™' > 0

Preuve :
Il existe un C' > 0 assez grand tel que A+ C'I > 0. par conséquent le théoreme précédent
de Perron-Frobenius peut s’appliquer & A + C1 pour un tel C' > 0 . En particulier, le
rayon spectral p(A + CI) > 0. On remarque que Sp(A + CI) = C + Sp(A); ce qui
implique
a(A+ CI) = p(A + CI) = C + ofA)

et par conséquent, o(A) est une valeur propre de A. Si A est irréductible, A + CT restera
irréductible car 7 A est irréductible si et seulement si A + CT est irréductible”.

le théoreme de Perron-Frobenius implique les propriétés 1,2,3. D’autres parts, comme
— A7l = [[F e'4dt > 0 montre que (4) est vraie.

Le théoreme suivant nous permet d’étudier la stabilité de la matrice de Metzler.

Théoreme A.1.3 Matrice de Metzler stable
Si A = (a;;) € M, (R) est une matrice de Metzler; les assertions suivantes sont équiva-

lentes :
1. La matrice A est stable;
2. la matrice —A~" est strictement positive ;

3. Si b est un vecteur strictement positif, alors ’équation Ax + b = 0 admet une
solution x € R, strictement positive ;

4. 1l existe un vecteur c € R, strictement positif tel que le vecteur Ac soit strictement
négatif.

5. il existe une matrice diagonale D € R}, telle que la matrice AD soit a diagonale

dominante stricte ligne (respectivement telle que D A soit a diagonale dominante

colonne).
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6. il existe une matrice diagonale D € R, avec diag(D) > 0 telle que la matrice

—(AT D + DA) soit symétrique et définie positive

Preuve :
1) =2)
La matrice A est globalement asymptotiquement stable, alors elle est inversible et

a(A) < 0; il existe un scalaire k tel que pour tout

20 € Ry, [l a0l < K e |la|

La matrice fooo e!4dt = —A~! est absolument convergente ; en effet la fonction

teR, — et e M,(R) est dans L(0, 00) et
B = / etdt = —A!
0

Nous allons déterminer le signe de chacun des coefficients de la matrice B = (b;;) ; pour

cela considérons la base canonique (e;) de R™; nous remarquons que :

o
bij =< Bej, e; >= (Bej); =</ etAdtej, e; >
&Y
:/ <€tA€j,€i>dt
0

:/ (etAej)i dt >0
0

d’ott la matrice B = —A~! est positive.
2) = 3)
Soit b un vecteur tel que b > 0; soit x = —A~!b; alors # > 0 comme produit de deux

matrices strictement positives. D’ou Az + b = 0
3) =4)
Soit b >> 0 un vecteur de R ; soit C' = —A~'b; il est clair que AC' = —b < 0. On peut
donc conclure qu’il existe un vecteur C' > 0 tel que AC < 0.
4) = 5)
Considérons I'un des vecteurs C' = (C1,Cs, - -+, C,)T vérifiant la propriété 4); puis que

AC <« 0, considérons un indice i tel que 1 < 7 < n, alors on a :

n
(AC)z = Cl Qij -+ E CLz‘jCj <0
j==1,j#i
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d’ou CZ ajj < — Z Qij Cj <0 (AQ)
Jj==1,j#i

car C' > 0 et A est une matrice de Metzler,

dott | Cray| > > ay Gy (A.3)
Jj==1,j#i
soit D € R, la matrice diagonale telle que C' = diag(D); on aura AD = (a;;C;) et
I'inégalité A.3 nous montre que A D est a diagonale stricte ligne.
5) = 6)
Considérons le vecteur C' de la propriété 4) tel que AC < 0. Soit a(A) le module
de stabilité de A. Appliquons le corollaire A.1.1, qui est une conséquence du théoreme de
Perron-Frobenius, & la matrice transposée A” de A. Il existe un vecteur v € R%, v # 0 tel

UT'

I

que AT v = a(AT) v : nous pouvons encore écrire cette égalité comme vT A = a(AT)
en multipliant cette égalité par le vecteur colonne C, on obtient vI AC = a(AT)vT C.
Le scalaire v AC est strictement négatif comme produit dune matrice positive v’ et
d’une matrice strictement négative A C'. 11 suit que le module de stabilité a(A) = «(AT)
est strictement négatif ; d’ou la stabilité asymptotique de la matrice A.
Nous allons démontrer 1'équivalence 1) <= 6)en nous servant des résultats des diverses
implications précédentes.

1) = 6)

La propriété 5 nous garantie ’existence d’une matrice diagonale Dy, avec
diag(D;y) > 0 telle que AD; soit une matrice diagonale dominante stricte ligne. Puisque
AD; est une matrice de Metzler, en lui appliquant de nouveau la propriété 5, elle garantie
I'existence d’'une matrice Ds, avec diag(Dy) > 0 telle que Dy A Dy soit une matrice a
diagonale dominante colonne: il en est de méme pour la transposée de Dy AT D,. 11 vient
que la matrice Q = Dy A Dy + Dy A Dy est de méme nature que les deux précédentes ; de
plus elle est symétrique et tous ses coefficients diagonaux sont strictement négatifs. d’apres
I'inégalité A.2 et du théoreme de Perron-Frobenius, la matrice () est asymptotioquement
stable. la matrice D' Q D;' = AT Dy, Dyt + D;{'D,y A est asymptotiquement stable
tout comme la matrice @), d’ou le fait qu’elle soit définie positive et symétrique.

6) =1)

On suppose que la matrice diagonale D , avec diag(D) > 0 telle que —(AT D + D A)
soit symétrique positive. soit la fonction scalaire V : x — V(z) =< Dz, x >; il s’agit
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d’une fonction de Lyapunov stricte pour la matrice A sur R™ ; il suit que A est une matrice
Metzler asymptotiquement stable.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Définition A.1.7 Matrice a diagonale dominante généralisée
Une matrice A = (a;;) € M,(R) est dite a diagonale dominante généralisée ligne (res-
pectivement colonne) s’il existe un vecteur ¢ = (c¢y,¢2,-++,¢,) > 0 tel que pour tout i,

1 <n,ona
n

cilaal > D cjlagl

=L
. n
(respectivement ¢; |ag| > D5 iy ¢jlagl).
A est dite a diagonale dominante généralisée stricte ligne (respectivement stricte colonne)

si les inégalités sont strictes au lieu d’étre large)
De cette définition nous allons donner une conséquence du théoreme précédent

Corollaire A.1.6 soit A € M,,(R)une matrice de Metzler .
La matrice A est globalement asymptotiquement stable si et seulement si elle est une

matrice a diagonale dominante stricte généralisée ligne et colonne.

Preuve :
Il suffit de poser D = diag(c) ; la propriété 5) du théoreme A.1.2 précédent est exactement
la caractérisation du fait que A est une matrice a diagonale stricte généralisée ligne et

colonne.

Remarque A.1.1 Le champ d’application de ce corollaire est celui des matrices de Metz-
ler; on n'obtient plus [’équivalence lorsqu’on prend un matrice a diagonale dominante
stricte généralisée quelconque; en effet rien ne nous dit qu’elle soit encore globalement

stable.

Il est a noter que , lorsque la matrice est a diagonale dominante stricte généralisée

ligne et colonne , on obtient le résultat suivant :

Théoreme A.1.4 Soit A une matrice quelconque .

Si A est une matrice a diagonale dominante généralisée stricte ligne et colonne, alors elle
est asymptotiquement stable.
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Preuve :

Supposons que A soit une matrice a diagonale dominante stricte généralisée ligne et co-
lonne ; en exploitant la démarche utilisée dans la preuve de 'implication 1) = 6) du théo-
reme A.1.2 précédent , il existe une matrice diagonale D € M,, (R) tel que —(A” D +D A)
soit stricte et définie positive.

La fonction V : x — V(x) =< Dz, x > est une fonction de Lyapunov stricte pour la

matrice A. On conclut donc que la matrice A est asymptotiquement stable.

Théoréeme A.1.5 Soit A € M,, (R) une matrice de Metzler.

1. Le module de stabilité a(A) de A est une valeur propre de A a laquelle est associé un
vecteur propre positif ; ¢’est a dire qu’il existe v € R, tel que v # 0 et Av = a(A) v
2. Si de plus la matrice A est irréductible, alors a(A) est une valeur propre simple de
la matrice A a laquelle est associée un vecteur propre positif; ¢’est a dire qu’il existe

veRY tel quev > 0 et Av = a(A)w.

Preuve :
Soit m = min{min; ¢;<, a;;, 0};alors A —m I > 0. En appliquant & la matrice A — m I

le théoreme de Perron-Frobenius, il vient que :

il existev e R ; (A — mI)v = p(A — ml)v
d’ou

il existev e R} ; Av = (p(A —mlI) + m)v

le vecteur v est donc un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre
p(A—mlI)+ m.

Il est a remarquer que pour une matrice carrée B donnée,

Sp(B + kI) =k + Sp(B)
Or p(A — m1) = maxyespa—mr) Re(A) d'on

A—ml = Re(N) = Re(\) = a(A
4 ml) +m Aesp(AH—l%erI) e(A) Agsl‘?()il) o) = ol4)

Donc v est un vecteur propre de A associé a la valeur propre

a(A) = p(A—mlI)+m eR
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Propriété A.1.1 Caractérisation des matrices Metzler stables

Soit M une matrice de Metzler se mettant sous la forme

A B
C D
M est stable si et seulement si A et D — C A~ B sont stables.

Remarque A.1.2 Définition d’une matrice Metzler stable

Une matrice de Metzler en dimension 2 se mettant sous la forme

()

avec (a, b, ¢, d) > 0, est dite Metzler stable si et seulement si son déterminant est positif

( c’est a dire ad — be > 0)

Preuve :
La condition est nécessaire :
Puisque M est Metzler stable, il existe C' = (¢1, ¢a) > 0 tel que M C < 0; ce qui
implique

Acp + Bey < 0 (A.4)
CCl + DCQ < 0 (A5)

Ces inégalités impliquent que Ac; < 0 et Dey < 0 ( car M est Metzler signifie que
B > 0etC > 0;don Bey < 0et Cc; < 0). Ce qui démontre que A et D sont
Metzler stables. Puisque A est Metzler stable, —A~' > 0. Multiplions l'inégalité A.4 par
—cA™' > 0; nous obtenons —C¢; — CA ' Decy, < 0; en additionnant également par
équation avec I'inégalité A.5 , on aura 1'équation (D — C' A~! B) ¢, < 0. Ce qui implique
que D — C'A™!' B) est une matrice de Metzler stable.
La condition est suffisante :

Supposons que A et (D — C A™' B) sont Metzler stables. Alors il existe un vecteur
co > 0 tel que (D — CA'B)cy < 0. Posons ¢3 = —A"'Bey > 0; nous aurons
Acg + Beg = 0et Cez + Deg < 0Soit v > 0tel que Av < Oet ey = c3 + €w.

Choisissons € suffisamment petit tel que

Cci+ Dcy = Dey —CA'Bey + Cev <€ 0

Puisque Ac; + Bey = e Av < 0, nous pouvons en déduire que M est Metzler stable.
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Théoréeme A.1.6 Soit A € M, (R) une matrice de Metzler, stable qui admet une valeur
propre nulle dont la multiplicité algébrique est égale a la multiplicité géométrique; alors

il existe un vecteur Ve R} |V > 0 tel que AV < 0

Preuve :

Toute matrice de Metzler A € M,, (R) peut s’écrire A = PTAP, ot P est une matrice de
permutation des vecteurs de la base canonique de R", et A une matrice bloc triangulaire
supérieure (ou inférieure) dont tous les blocs diagonaux sont irréductibles. Dans cette
décomposition tous les blocs hors de la diagonale de la matrice A sont constitués de termes
positifs. Soit A une matrice de Metzler stable, A la matrice bloc diagonale supérieure

vérifiant la propriété ci-dessus; on a

a1 0 0
d?l d22 O
PAPT = .
0
as1 As2 Ass

On suppose que l'ordre des matrices blocs diagonales dans A est décroissant. Si 0 est
une valeur propre de A d’ordre r, alors @;; = Opour s —r — 1 < ¢ < set a; = 0 pour

s—r—1<i1<sets—r—1< 7 < s.Posons

ap; 0 0
A d21 C122 0
A= € My_,(R)
0
dsl dsQ dss

La matrice bloc PAPT correspond a la partie dont les matrices blocs diagonales sont
non nulles. A est une matrice de Metzler asymptotiquement stable. En appliquant la
propriété 3) du théoreme A.1.2, il existe un vecteur ¢ € R}, ¢ > 0 tel que Ase < 0.
Considérons le vecteur V = (c,b) € RY, b > 0 quelconque; alors AV < 0. Soit le
vecteur V.= PV:V > 0 car P>> 0; alors AV < 0

Lemme A.1.2 Si A est une matrice de Metzler irréductible telle que 0 < A < A, alors

alA) < a(A).

Preuve :

Il existe une constante positive m telle que

0<A+mI <A+ mI
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ou p(A + ml) désigne le rayon spectral de la matrice A + ml. Nous déduisons que

p(A + mI) — I = a(A); nous pouvons donc conclure que 0 < a(A) < a(A)

A.1.3 Résultats liés au systemes dynamiques

Définition A.1.8 (Systéme dynamique a temps continu)
On appelle systeme dynamique a temps continu sur un ensemble 2, une famille d’applica-
tions {¢;t € Ry}, paramétrée soit par l'ensemble R, des réels positifs ou nuls, soit par

l’ensemble R de tous les réels, et vérifiant les propriétés suivantes :
1. chaque application ¢, est définie sur une partie U; de Q2 et a valeurs dans €2 ;
2. Vapplication ¢o définie sur S tout entier est l'application identité sur (idg) ;
3. 810 <ty <tg, alors Uy, C Uy ;

4. Soientt et s deux éléments de l'ensemble Ry (ouR) qui paramétre la famille des ap-
plications considérées. Soit x € Uy ; alors ¢s(x) est un élément de Uy si et seulement

st x est un élément de Ugyy et , lorsque c’est le cas, on a

¢t(¢s(x)) = ¢s+t (37)

L’ensemble €2 est appelé espace de phases du systéme dynamique.

Définition A.1.9 ( Systéme dynamique monotone)
Soit un systeme dynamique dont le flow est ¢y : © —— ¢y(x).
Ce systeme dynamique est dit monotone s’il est défini sur un espace métrique ordonné

et s’il posséde la propriété suivante :
t>0, 2<y = ¢(r) < Pi(y)

A.1.4 Systemes autonomes

Soit €2 un sous ensemble de R™. Considérons I’équation différentielle autonome définie
par :

i = X(x) (A.6)

On suppose que X : 2 C R" — R" est continue et satisfait des conditions telles qu’une
solution du systeme (A.6) existe en tout point, est unique et dépend de maniere continue
des conditions initiales. Les états stationnaires ou points d’équilibre du systeme (A.6) sont
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les points zy € Q) satisfaisant X (x¢) = 0. Pour chaque = € €2, nous notons par X;(z) la
solution du systéme (A.6) satisfaisant Xo(z) = z. Nous supposons que X satisfait des

conditions telles que X;(x) est continue en (¢, x).

Définition A.1.10 (Trajectoire, orbite)
— On appelle trajectoire d’un point x de Q Uapplication X, : t — X;(x);
— on appelle orbite d’un point x de Q) la partie v, = {Xi(x),t € R} de lespace des
phases ;
— Dorbite d’un point x de ) est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre et
s'il existe T € Ry tel que Xp(x) = x. On dit alors que T est une période de [’orbite

périodique considérée.
Définition A.1.11 On appelle orbite positive v (xq) issue de xo l’ensemble

Définition A.1.12 (Ensembles limites)
Les hypotheses et les notations sont celles de la définition précédente, nous supposons que
Q est un espace topologique séparé. soit x un point de §2 ;
soit I, = {X,(x) est définie} ;
— on suppose que I, est borné a droite.
On appelle ensemble w - limite de x et on note w(x) 'ensemble des valeurs d’adhé-
rence de la trajectoire t — Xy (x) de x , lorsque t tend vers +oo
— on suppose que I, non borné a gauche. On appelle ensemble a-limite de x et on
note a(x) l'ensemble des valeurs d’adhérence de la trajectoire t — Xy(x) de z,

lorsque t tend vers —oo

Définition A.1.13 (Bassin d’attraction d’un point d’équilibre)
Soit xg € Q un point d’équilibre du systeme (A.6).
— On appelle bassin d’attraction du point xo € ) l'ensemble des éléments x € ()

tels que pour tout t € Ry , Xy(x) soit défini et que

lim Xi(z) = x
t—+o00

— On appelle bassin de répulsion du point xq € () ; l'ensemble des éléments x € ()

tels que pour tout t € R_, X;(x) soit défini et que

lim X;(z) = xg

t——o0
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Définition A.1.14 (Orbite périodique attractive, répulsive)

Supposons que 2 est un espace topologique séparé. Soit O une orbite périodique de période
T > 0. Supposons de plus que [’espace ) est muni d’une distance d telle que sa topologie
soit associée a cette distance.

— On dira que lorbite périodique O est attractive (resp. répulsive) s’il existe un voi-
sinage W de Q tel que, pour tout x € W et pour tout t € R vérifiant t > 0 (resp.
vérifiant t <0) , Xy(x) soit définie et

lim d(X:(z),0) = 0(resp. tEEnood(Xt(x)7@) = 0)

t——+o0

— On appelle bassin d’attraction (resp. de répulsion) de l'orbite périodique O [’en-

semble de z € Q0 dont l’ensemble w — limite, w(z) (rep. l'ensemble oo — limite, a(z)

est O

Définition A.1.15 (Ensemble absorbant)

Supposons que le systéeme (A.6) est tel que X est de classe C et que Q0 est un ouvert de
R™. Supposons de plus que cette équation admet admet des solutions quel que soit t > 0.
Un sous-ensemble D de ) est dit absorbant suivant A.6 si tout sous-ensemble borné K
de Q satisfait x(t, K) C D pour tout temps t suffisamment grand. De méme, D est dit

absorbant lorsque pour toute condition initiale xy, il existe t > 0 tel que Xy(xg) € D.

Définition A.1.16 (Ensemble invariant)

Un sous-ensemble K de ) est dit positivement (resp. négativement) invariant
relativement a A.6 si x(t, K) C K pour toutt > 0 (respt < 0), K est dit invariant si
z(t, K) = K pour tout t.

Les ensembles oo — limite et w — limite sont des exemples d’ensembles absorbants
Théoreme A.1.7 Soit le systeme défini sur R™ par
T = A(z)x (A.7)

Si pour tout x € R", A(x) est une matrice de Metzler, alors le systéme (A.7) laisse

positivement invariant 'orthant positif R’} .

Preuve :

Supposons que pour tout x € R™ | A(x) soit une matrice de Metzler ( c’est a dire |,
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a;;(x) > 0 pour tout i, j tel que i # j); soit ¢ un indice quelconque tel que 1 <@ < n; soit

I’ensemble

Sur H;, on a

Autrement dit, sur les ensembles H; qui sont en fait les diverses faces de la frontiere
de R%, la restriction du systeme (A.7) a un champ de vecteurs qui pointe vers I'extérieur
de R”. Donc par continuité du flot, aucune trajectoire de ce systeme qui commence dans
R? n’en ressort. Ce qui démontre 'invariance positivité de I'orthant positif. Ce qui acheve

la preuve du théoreme.

Définition A.1.17 ( Stabilité d’un point d’équilibre)

Soit xg € Q un point d’équilibre du systeme (A.6).

On dit que o est un point d’équilibre stable pour (A.G) ou que le systéme (A.6) est
stable en xy si pour tout € positif, il existe un nombre réel positif 6 tel que pour tout x € §2
avec ||z(0) — x| < 0, la solution X;(x(0)) = =(t)

Si de plus 1l existe 0y tel que 0 < 6y < 6 et

|2(0) — xo] < o = tliin z(t) = xg

xo est dit asymptotiquement stable.

Le systeme est dit instable en xy sl n’est pas stable en x.

Définition A.1.18 (Point d’équilibre attractif)

— Le point d’équilibre xo est dit attractif (on dira aussi que le systéme A.6 est attractif
en xo) s’il existe un voisinage D C Q de xq tel que pour toute condition initiale x
commengant dans D, la solution correspondante X;(x) du systéme (A.6) est définie

pour tout t > 0 et tend vers xg lorsque t tend vers linfini. En d’autres termes,

lim Xy(x) = xg

t—o00

pour toute condition initiale x € D ;
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— le point x¢ est dit globalement attractif silim; .., X;(x) = x¢ pour toute condi-

tion initiale x € (2

Définition A.1.19 zy est un point asymptotiquement stable pour le systeme (A.6)

s’il est stable et attractif.

Définition A.1.20 Soit un ensemble M auquel on associe [’ensemble
Au(M) = {z € Xy (x) N M # 0}

ou vt (x) est Uorbite positif de x.

L’ensemble A, (M) est appelé région d’attraction faible de M.

Définition A.1.21 (Point d’équilibre relativement stable)

Soit K un ensemble positivement invariant de ) dont ['intérieur est non vide et connexe.
Soit xg € K un point d’équlibre du systéme (A.6).

Le systeme (A.6) est dit relativement stable en xo par rapport a K si pour tout € > 0,
il existe un nombre réel positif ¢ tel que pour tout x(0) € K avec ||z(0) — zo|| < 0, la
solution x(t) = X,(x(0)) est définie pour tout t > 0.

Si de plus le point d’équilibre xqy est attractif, c’est a dire limy_ o, X;(2(0)) = xo pour
toute condition initiale x(0) € K, on dira alors que xq est relativement asymptotiquement

stable par rapport a K

Les fonctions de Lyapunov jouent un grand role dans la stabilisation des systemes
dynamiques. Dans la section qui suit, nous donnerons quelques résultats liés aux fonctions

de Lyapunov.

A.1.5 Les fonctions de Lyapunov [44]
Soit V : € R™ — R une fonction continue;

Définition A.1.22
— La fonction V est dite définie positive si V(xg) = 0 et V(z) > 0 dans un
voisinage €y de xo pour tout x # xy dans ce voisinage ;
— La fonction V' est dite définie négative si —V est définie positive ;

— La fonction V' est dite semi-positive si V(xg) = 0 et V(x) > 0 dans un voisinage

Qo de g
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Définition A.1.23 (Fonction de Lyapunov)

Une fonction V : Q — R est une fonction de Lyapunov pour le systéme (A.6) si elle
décroissante le long des trajectoires du systéme. Si'V est de classe C*t, cela revient a dire
que sa dérivée V. par rapport au systéme (A.6) est négative sur (), c-a-d, V(a:) < 0 pour

tout x € §).

La théorie de Lyapunov joue un role tres important dans 1’étude théorique de la stabili-

sation des systemes non linéaires.

Théoreme A.1.8 — Si la fonction V est définie positive et V semi-définie négative
sur €2, alors le point d’équilibre xo est stable pour le systeme A.6.
— Si la fonction V est définie positive et V définie négative sur S, alors zo est un

point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme (A.6).

Ce théoreme affirme que pour montrer qu’'un point d’équilibre x est stable, il suffit de
trouver une fonction de Lyapunov en ce point. Par ailleurs, pour utiliser le théoreme
original de Lyapunov pour montrer la stabilité asymptotique d'un systeme donné, nous
devons déterminer une fonction V' définie positive dont la dérivée V est définie négative.
Dans le cas général, ceci n’est pas évident.La condition sur la dérivée V peut étre allégée

en utilisant le principe de LaSalle qui sera énoncé dans la section suivante.

A.1.6 Le principe d’invariance de LaSalle :

Théoréeme A.1.9 (Principe d’invariance de LaSalle[}4] et [/3], Chap 2, Théo-
réme 6.4)

Soit Q0 un sous-ensemble de R™ ; supposons que ) est un ouvert positivement invariant
pour le systéme (A.6) en xy. Soit V : Q — R une fonction de classe C* pour le systéme

(A.6) en xq telle que :
1.V <0 surQ;

2. soient E = {x € Q;V(z) = 0} et L le plus grand ensemble invariant par X et

contenu dans E.

Alors, toute solution bornée commencant dans €2 tend vers l’ensemble L lorsque le temps

tend vers linfini.

Ce théoreme est un outils tres important pour ’analyse des systemes; a la différence de
Lyapunov, il n’exige ni de la fonction V' d’étre définie positive, ni de sa dérivée V' d’étre
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négative. Cependant, il fournit seulement des informations sur I'attractivité du systeme
considéré au point d’équilibre zy. Par exemple, il ne peut étre utilisé pour prouver que les
solutions tendent vers un point d’équilibre que lorsque I’ensemble L est réduit a ce point
d’équilibre. Il n’indique pas si ce point d’équilibre est stable ou pas. Lorsqu’on veut établir
la stabilité asymptotique d'un point d’équilibre x( de €2, on utilise le corollaire suivant qui

est une conséquence du principe d’invariance de LaSalle.

Corollaire A.1.7 ([}4])

Supposons 2 C R™ est un ouvert connexe tel que xq € 2.

Soit V : U — R une fonction définie positive et de classe C* telle que V < 0 sur U. Soit
E ={z e U;V(z) = 0}; supposons que le plus grand ensemble positivement invariant
contenu dans E est réduit au point xg.

Alors xo est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéeme (A.6).

Si ces conditions sont satisfaites pour U = § si de plus V' est propre sur €, c’est a dire
si imV(z) = +oo lorsque d(z, 2Q) + ||z| — 400, alors toutes les trajectoires sont
bornées pour tou t > 0 et xg est un point d’équilibre globalement stable pour le systeme

(A.6); avec comme convention d(x,0) = 0 ot d est la distance entre et B%Q

Le théoreme de Lyapunov est un cas spécial du résultat précédent. Il est a noter qu’il n’est
pas nécessaire que ’ensemble €2 soit borné. Cependant, lorsque ’ensemble 2 C R™ est un
sous-ensemble compact de R", Bhatia Szego [5] ont donné des conditions nécessaires et
suffisantes du type LaSalle sur la stabilité des systemes autonomes. Le résultat est le

suivant :

Théoréeme A.1.10 : (/5], théoréme 3.7.11, page 346) Soit Q2 un ensemble compact posi-
tivement invariant pour le flot décrit par le systéme d’équations différentielles (A.6). Soit
V une fonction de classe C* définie sur Q. Supposons que V(x) < 0 pour tout x € €2 ;

Soit L le plus grand ensemble invariant contenu dans E. Et que :

1. L attire toute les solutions issues de §2, c’est a dire lim;_ ;o d(X¢(x),L) = 0 ot d

est la distance entre Xy(x) et L liée a la topologie de 2 ;

2. S est le plus petit ensemble relativement asymptotiquement stable par rapport a €2

contenant L.

Alors L est relativement asymptotiquement stable par rapport a €2

Une conséquence de ce théoreme est le résultat suivant :
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Corollaire A.1.8 Sous les hypothéses du théoréme précédent, si 'ensemble L est réduit
au point xg € ), alors xy est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

pour le systeme (A.6) défini sur €.

A.1.7 Quelques résultats utiles pour 1’étude de la stabilité d’ un
systeme

Définition A.1.24 Considérons le systéeme (A.6) avec X de classe C* et Q un ouvert de
R™.
— X est de type K [8] dans Q si pour tout i; X;(a) < X;(b) quel que soit a et b dans
Q vérifiant ap < b et a; = b, (1 #ketik =1,2,---.n);
— on dira que §) est p-conveze [8] sitx + (1—1t)y € Q, pour tout t € [0, 1], chaque
fois que x,y € Q et x <y,
— on dira que le systeme A.6 est un systéeme coopératif si

833]-

>0,1#j,x€Q
et ) est p-convexe;
— On dira que le systéeme (A.6) est un systéme compétitif si

656]'

<0,i#j,2€

et Q est p-convezxe.

Définition A.1.25 : La matrice A est appelée matrice coopérative s’il existe une ma-
trice diagonale H = diag(e1, €9, -+, €,) avec €; = £1, telle que HAH soit une matrice de
Metzler.

On dit que A est une matrice compétitive si —A est coopérative.

Définition A.1.26 : (Dissipativité du modéle)
Un modéle dynamique est dit dissipatif s’il existe un compact K tel que pour toute
condition initiale, la solution issue de cette condition initiale rentre dans ce compact et
n’en ressort plus. En d’autres termes , si on désigne par X o) Uunique solution au temps
t issue de xg.
AK compact; VT > 0, X;(zg) € K
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Le résultat qui suit nous permet de montrer qu'une solution périodique non triviale d’une
équation différentielle est orbitalement asymptotiquement stable. Ce résultat est le sui-

vant :

Théoréeme A.1.11 :(Orbite périodique orbitalement stable) [}5]

Soit x(t, ) une solution de ’équation autonome (A.6) ot X est de classe C' ; supposons
que ’équation (A.6) admet une solution périodique x = p(t) dont la période w > 0;
Uorbite de cette solution est donnée par v = {p(t) : 0 < t < w}. Soit d une distance liée a

la topologie de 2 C R™. Soit une solution x(t) quelconque, pur tout t > 0.

1. Cette orbite v est dite orbitalement stable si pour tout € > 0, il existe d > 0 tel

que
d(z(0),v) < — d(z(t),v) <€

2. lorbite v est asymptotiquement orbitalement stable si

lim d(z(t),y) =0

t——+oo
3. lorbite v est orbitalement asymptotiquement stable avec phase asymptotique

si elle est orbitalement asymptotiquement stable s’il existe o > 0 tel que

d(z(0),7) < a — lim d(a(t),p(t — 7)) =0

t—-+o0

pour tout T pouvant dépendre de x(0).

Théoréeme A.1.12 :(Muldowney [56]
Une condition suffisante pour que l'orbite périodique v = {p(t) : 0 < t < w} de A.6 soit

orbitalement asymptotiquement stable est que le systeme linéaire

g(t) = A% (p(t))y(1) (A.8)

soit asymptotiquement stable, ou A(t) = 2X(p(t)) est la matrice jacobienne du systéme

(A.6) et AP est la deuzieme matrice composée (“compound matriz”) de A(t)

Définition A.1.27 :(Matrice composée ou “compound matrixz”[53]) En dimen-

sion n, on appelle matrice composée (“compound matriz” ), et on note APl | d’une matriceA

quelconque d’ordre n la matrice A® = (A;j) de dimension @ définie par

@iyiy T Qigig Sl (Z):(])
(—1)"*"a;,;, st on a exactement une entrée i, de (i) qui n’apparait pas dans (j)

Aij = .. . . . .
" et une entrée js de (j) qui n’apparait pas dans (i)
0 ;1 aucune entrée de (i) n’apparait pas dans (j)
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ou (1) = (i1,42) , (4) = (J1,J2); 1 <1 <ia <, 1 < ji < Jo < .

Application :
— pour n = 2,(1) = (1,2) et A® =tr(A) = ay; + ax
— pour n= 3, (1) = (172)a (2) = (173)7 (3) = (273)

ai; + aze Qo3 —a13
2
AP = | ag a11 + a3z a3
a3 21 22033

Définition A.1.28 : Valeurs propres de la matrice composée
Soit o(A) = {\1,---, A} le spectre de la matrice A; le spectre de la matrice A? sera

donné par :
o(APhY = {\ + N1 <i,j<n}

Lemme A.1.3 Une matrice A d’ordre n est stable si et seulement si les deux conditions

suivantes sont satisfaites :
1. la “compound matriz” A®? est stable ;

2. (—1)"det(A) > 0

Théoréme A.1.13 :(Seibert [71],[70] Considérons un systeme dynamique sur un es-
pace métrique local X. Soient K C'Y, deux sous-ensembles compacts positivement inva-

riants de X .

1. 8i K est asymptotiquement stable relativement a 'Y et si Y est stable dans X, alors

K est stable dans X ;

2. si K est un attracteur relativement a T et si 'Y est un attracteur de X, alors K est

un attracteur faible de X ;

3. Si K est asymptotiquement stable relativement a 'Y et si Y est asymptotiquement
stable relativement a X, alors K est asymptotiquement stable relativement a X,

alors K est asymptotiquement stable relativement a X .

Théoreme A.1.14 :([36]) Soit un systéme dynamique & = X (x), de classe C*. On sup-
pose que la matrice jacobienne de X est une matrice compartimentale pour tout x € U C

R™. Alors

1. la fonction v € Uw—— Y7 | X;(x)| est monotone et décroissante le long des trajec-

toires du systeme.
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2. Toute trajectoire du systeme est soit non bornée, soit converge vers l’ensemble des

équilibres du systeme.

En effet, la matrice Jacobienne de X en tout point de U étant compartimentale, tout point
d’équilibre du systéme est localement stable( une matrice compartimentale est une matrice
de Metzler asymptotiquement stable). Le principe d’invariance de LaSalle est 1'équivalent
de la deuxieme conclusion du théoreme. Ce résultat peut étre considéré comme une étape
dans la preuve de la conjecture de Markus-Yamabe-Hartman, (Markkus et Yamabe [49],
Hartman [26] sur I’étude de la stabilité des équations différentielles.
Conjecture ; (Markus-Yamabe-Hartman) soit X un champ de vecteurs de classe C*
défini sur un convexe U C R™. On suppose que

1. X(0)=0

2. La matrice jacobienne de X en tout point x € U a toutes les valeurs propres dans

le demi-plan complexe gauche (c’est a dire a partie réelle négative) ;

alors 0 est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systeme

d’équations différentielles & = X (z) sur U.

Lorsque la matrice Jacobienne du champ de vecteurs X en tout point x € U est une

matrice compartimentale, le théoreme A.1.14 en est une réponse.

Définition A.1.29 Un point d’équilibre xq est dit globalement asymptotiquement stable
relative a un ouvert 2, s’il est asymptotiquement stable et que son bassin d’attraction

contient €.

Théoreme A.1.15 Poincaré-Bendirson pour les systémes compétitifs en di-
mension 3 [53]) Soit & = f(x) un systéme autonome et compétitif défini sur un ouvert
Q de dimension 3, ou f est un champ différentiel de vecteurs de classe C? (p > 1) ; sup-
posons que ) est convexe. Soit L un ensemble w — limite de notre systéme qui est non

wide et compact. St L ne contient aucun point d’équilibre, alors L est une orbite fermée.

Les systemes compétitifs en dimension 3 vérifient la propriété de Poincarré-Bendixson.
Un ensemble w — limite compact d’un systeme compétitif ou coopératif en dimension 3
qui ne contient pas de point d’équilibre est une orbite périodique, ou encore tous les en-
sembles minimaux sont des points d’équilibre ou des orbites périodiques. Li et Muldowey
[53] montrent que s’il y a une trajectoire périodique elle est attractive; I’équilibre endé-
mique est localement asymptotiquement stable et c’est le seul équilibre. Cela implique
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que tous les ensembles minimaux sont localement asymptotiquement stables. Il existe
un unique ensemble minimal compact qui est globalement asymptotiquement stable et

comme ['équilibre endémique est unique, c’est lui.

A.2 Quelques résultats en mesure et intégration

A.2.1 Intégrale de Stieltjes [74]

Soit ¢ : [0, +00) — R une fonction croissante. Nous notons par m, la mesure de Borel

sur [a,00) qui est uniquement déterminé par :

my ([0, a)) = my([0,a]) = g(a) — g(0)
avec a > 0 et g est continue en a. Si g est décroissante, nous considérons m, = m_,

Lemme A.2.1 [7/] Soitu : [0,4+00) — R continue et g définie comme ci-dessus continue

[0 Hsmyld) = | wts)asts

ot la seconde intégrale est une intégrale de Riemann Stieltjes .

en a. alors

Preuve : Il est suffisant de prouver 'assertion pour u contintiment dérivable sur [0, a],

car le fait que u soit continue, elle peut étre uniformément approximée par de telle fonc-

[ wtemyas) = [ (w0 + [ war Jmg(an

— w(0)my ([0, a)) + /[ S <r>( /[ ) mg<ds>)dr
=u(0)(g(a) —g(0)) + [ '(r)(g(a) — g(r))dr

= [ wtryastr 0

La derniere égalité suit d'une intégration par parties pour les intégrales de Riemann -

tions.

Stieljes. Le lemme précédent donne les conditions sous lesquelles 'intégrale de Riemann-
Stieltjes est égale a 'intégrale de Lebesgue - Stieltjes correspondant (intégrale du membre
de gauche). Dans ce qui suit 'intégrale de Stieltjes sera toujours interprétée comme une

intégrale de Lebesgue - Stieltjes et nous écrivons :

A | uloymy(ds) = / " u(s)dg(s)
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Lemme A.2.2 [7}] Soit w une fonction intégrable sur [0,r] P une fonction décroissante.

Alors la convolution
(ux P)(r) = / u(r — s)P(s)ds

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle

(u* P)'(r) = u(r)P(0) + /OT u(r — s)P(ds)
Rappelons que ;
— u(r — s)P(ds) = u(r — s)m(ds
[ wtr =Pt = [ ute —symtas)
ou m([0,s)) = P(0) — P(s) en tout point s ou P est continue.

Preuve : En changeant l'ordre d’intégration,

/0 t( /[0 ; u(r—s)m(ds))dr = 4 J)( / tu(r—s)dr)m(d5>
-1/ utar Jmtas) = [t [ i) )a

_ /0 w(r)(P(0) — P(t — r))dt = P(0) /0 w(r)dr — (ux P)(2)

Lemme A.2.3 [7/]
Soit uw € L1]0,00) et P : [0,00) — [0,00) décroissante, P(a) — 0 quand a — oo ,

alors la fonction w

w(t) = /t " u(s — 1) P(s)ds,

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle ,

w'(t) = /[t )u(s —t)P(ds).

En particulier w décroissante et

Preuve : En changeant I'ordre d’intégration,

/i(/[tm) uls — tym (ds))dt :Am)(/:_r(s—t >mds )
= /[ OO)( / u(t)d)m(ds) / ul(t)( /[t Hm)m(d«S‘))dt

o
= / u(t)P(r +t)dt = u(t —r)P(t)dt
0
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Proposition A.2.1 Soientu € L1 [0,00) et P,Q : [0,00) — [0, 00) décroissante, P(a)Q(a) —

0 quand a — oo.

1. Alors v, définie par
olt) = [ ult = Q)P

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

V'(t) = u(t)P(0)Q(0) + /0 u(t — s)Q(s—)P(ds) + /0 u(t — s)P(s+)Q(ds)
avec P(0—) = P(0)

2. De méme, w définie par,
wt) = [ uls — Q) P(s)ds,
t
est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,
W)= [ uls = HIPL)QS) + Qs Plds)
. Une conséquence de ce résultat est le corollaire suivant

Corollaire A.2.1 [7/] Soitu € £1]0,00) et P,Q : [0,00) — [0, 00) décroissante, P(a)Q(a) —

0 quand a — oo . Supposons que P et () n'ont pas des points de discontinuité communs.

1. Alors v, définie par
v(t) = /0 u(t — s)Q(s)P(s)ds,

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

V'(t) = u(t)P(0)Q(0) + /Ot u(t — s)Q(s)P(ds) + /Ot u(t — s)P(s)Q(ds)
2. De méme, w définie par,
wt) = [ uls = 0Q(s)P(s)ds,
t
est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

! (t) = / (s — O[P(s)Q(ds) + Q(s)P(ds)
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Corollaire A.2.2 Soitu € L1[0,00) et P,F : [0,00) — [0, 00) décroissante, P(a)F(a) —
0 quand a — oo , u > 0. Supposons que P et F n’ont pas de points de discontinuité com-

muns

1. Alors v définie par,

olt) = /O u(t — s)e 1 F(s)P(s)ds,

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesgque nulle,

V'(t) =u(t)P(0)F(0) — pov(t) + /0 u(t — s)e " [F(s)P(ds) + P(s)F(ds)]

< u(t)P(0)F(0) — po(t) + /0 u(s —t)e " F(s)P(ds)
2. De méme w, définie par

w(t) = / u(t — s)e " F(s)P(s)ds,
t
est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

w'(t) = —pw(t) +e M /00 u(s — t)[F(s)P(ds) + P(s)F(ds)]

%

< —paw(t) + e s /too u(s —t)F(s)P(ds)

A.3 Inégalité entre la moyenne arithmétique et la
moyenne Géométrique

Lemme A.3.1 [9] (Inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne

géométrique)
Soit wy, - -+, wy des nombres réels positifs. Alors,
Wy +we + - W
Ywy...wg < ! 2 p d
Par suite , il y a égalité si et seulement si w; = -+ = wy

Une conséquence immédiate de ce lemme est la suivante :
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Corollaire A.3.1 [9] Soit wy,---,wy des nombres réels positifs tel que leur produit est
égal a 1. Alors

d—w; — - —wg <0.

On a légalité si wy = - - - = wy.

Lemme A.3.2 [9] Soit y; < ya < -+ < yq des nombres réels positifs. Alors

Yo Yd Yd

0<=+-++——-(d-1)<—=—-1
hn Yd—1 W
Preuve
Chacune des fractions %, cee Y est supérieure ou égale a 1. Par conséquent la différence
Y1 Yd—1
%2 + e+ Ya (d — 1) est supérieure ou égale a 0, d’ou I'inégalité de gauche. Posons
Y1 Yd—1
maintenant z = 2 — 1 et soit v = i 4 pour i = 2,---,d. Alors z comme chaque v;
Y1 Yi—1
sont négatifs. Ainsi
1+2z = Yd
1
_ %2 Y
Y1 Yd—1

=(1+wvg) - (14+vy)
=1+ (vo+--+vy)+P
> 14 (va+ -+ va).

P étant une somme de produit des v; (i =2,---,d).

Ainsi, z > vy + - - - + vy, ce qui donne I'inégalité de droite du lemme A.3.2.

Lemme A.3.3 Soit y; < yo < -+ < yar1 des nombres réels positifs. Alors

Yoy g oy
Y2 Yd+1 Yd+1

Preuve

Sachant que y; — y;+1 < 0, nous avons

E_’_..._Fﬂ_ :(&_1)4_..._}_(&_1)
Y2 Yd+1 Y2 Yd+1
YT W Yan
gg gd+1
Rl LR Thet 18]
Zd—i—l Yd+1
=L 1.
Yd+1
Ce qui acheve la preuve du lemme.
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A.3. INEGALITE ENTRE LA MOYENNE ARITHMETIQUE ET LA
MOYENNE GEOMETRIQUE

Lemme A.3.4 Soit y1 <ys < -+ <yq <Y des nombres réels positifs. Alors

ﬂ+(d_1)_<&+%+...+ﬂ><0

Y Y wu Yd—1
Preuve
Notons que
(0 Y Yo Yd Yya—Y (=Y y—un Yd — Yd—1
— + d—l—(—+—+---+—) = — + +---+—)
Y ( ) Y u»n Yd—1 YY YY Y1 Yd—1
Yd — Y1 — Y2 — Y1 Yd — Yd—1
< — L.y ge darl
Y ( Y + Y + + Y

=0

Lemme A.3.5 Soit Y <y; <ys < -+ <yq des nombres réels positifs . Alors

Y1 Ya , Y Yd—1
=+ (d-1 —<—+—+~--+—)<0.
Y ( ) Y Yd
Preuve
Notons que
_ -Y Y- — — Ya—
@—F(d—l)—(@—%&—i—-“-{—M) :yl — yd+y2 y1+...+M
Y Y o Y YY v Y Y2 Y
Y1 — —Yd | Y2 — U Yd — Yd—1
< R o R A
Y + Y + Y o Y
=0
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ANNEXE A. QUELQUES OUTILS MATHEMATIQUES
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