UNIVERSITE
DE LORRAINE

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de I'ensemble de Ila
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de réeférencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite penale.

Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




’ UNIVERSITE DE YAOUNDE |

yaul
rlaine

universite - metz

Laboratoire de Mathématiques
et Applications de Metz (LMAM) FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ANALYSE DE LA STABILITE DES MODELES INTRA-HOTES
AVEC RETARD: APPLICATION A DES MODELES INTRA-
HOTES DU PALUDISME ET DU V.I.H-1

THESE DE DOCTORAT EN COTUTELL
UNIVERSITE PAUL VERLAINE DE METZ —UNIVERSITE YAOUNDE |

Spécialité : Mathématiques Appliquées
Présentée et soutenue al’Universitede METZ le 20 Mars 2009 par
Joseph MBANG
Devant la commission d’ examen
RAPPORTEURS:

JEAN MAWHIN Professeur, Université de L ouvain la Neuve
JEAN-LUC GOUZE Directeur de Recherche, INRIA Sophia Antipolis

EXAMINATEURS:

David BEKOLLE Professeur, Université de Yaoundél

Maurice TCHUENTE Professeur, Université de Yaoundé |
Abderrahman IGGIDR Chargé de Recherche, INRIA Nancy — Grand Est
Gauthier SALLET Professeur, Université Paul Verlaine - Metz

Année académique 2008/2009



Table des matieres

Remerciements iii
Dédicace vi
Résumé/Abstract vii
1 Introduction 3
1.1 Equation logistique et la notion de retard . . . . . . . . ... .. ... ... 3
1.2 Motivations . . . . . . . . . e e e e 5!
1.3 Description de lathese . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... 9

2 La transition par les stades avec les distributions de longueurs arbi-

traires 11
2.1 Introduction . . . . . . .. 11
2.2 Laduréedestade . . . . . . . . . L 12
2.2.1 La fonction de séjour . . . . . . .. .. 12
2.2.2 Temps de séjour moyen, espérance de vie . . . . . . . . . ... ... 13
2.3 Le temps de séjour restant et son espérance . . . . . . .. ... ... ... 16
2.4 Durée de stade constante . . . . .. ... 21
2.5 Taux de sortie par habitant (taux de mortalité) . . . .. .. ... .. ... 24
2.6 Durée de stade exponentiellement distribuée . . . . . . .. ... ... ... 25
2.7 Fonction de distribution d’Erlang et fonction Gamma . . . . . . .. .. .. 26
2.7.1 Fonction densité de probabilité d’Erlang . . . . . . .. ... L. 27
2.8 The linear chain trick . . . . . . . .. ..o oo 30
2.8.1 Combinaison convexe de distributions d’Erlang . . . . . . .. . .. 31

2.9 Conclusion . . . . . . . ., 32



TABLE DES MATIERES

3 Systemes compartimentaux 33
3.1  Systemes compartimentaux sans retard . . . .. .. ..o 33
3.2 Systeme compartimental avec retard [38] . . . ... ..o 36
3.3 Equations des systemes compartimentaux non linéaires avec retard . . . . 36

3.3.1  Systeme compartimental avec une distribution continue de retard

3.4  Sous-systeme a retard continu . . . . .. ... 37

3.4.1 Fonction densité de probabilité d’Erlang et Equation aux dérivées

partielles [38] . . . . ..o 37

3.4.2 Equation aux dérivées partielles du volume de flux de déplacement
B3] . 39

3.4.3  Systemes d’équations différentielles ordinaires et équation aux dé-
rivées partielles [38] . . . . . ..o 39

3.4.4 Convergence de la solution d’une chaine linéaire vers une solution
de l'équation aux dérivées partielles [38] . . . . . ... ... .. .. 42
3.5 Retard continu généralisé [38] . . . . . . . ... ... o oL 44
3.5.1 Forme générale des fonctions densité de retard [38] . . . ... ... 44

3.5.2 Méthode d’approximation par les moindres carrés dans un intervalle

fini [38] . . . 45

3.5.3 Approximation sur [0,00) [38] . . . . . ..o 46

3.5.4 Méthode d’approximation par intervalle [38] . . . . ... ... ... 46

3.6 Conclusion . . . . . . .. 49

4 Systemes d’équations différentielles avec retards continus et EDO 51
4.1 Systeme d’équations différentielles avec retard . . . . . . ... ... L. 51
4.2  Systeme d’équations différentielles . . . . . . ... .00 53
421 Conclusion . . . . . . ... 55

5 Le taux de reproduction de base 57
5.1 La fonction de survie . . . . . . . . ... oL 58
5.2 Méthode « de la prochaine génération» . . . . .. ... ... .. ... .. 59
5.2.1 Applications a quelques modeles . . . . . . . .. ... ... ... .. 61

5.3 Ry et les conditions de sewil . . . . . . ..o 63
o T o0  woesrancs) !

Application & des modeles intra-hétes de paludisme et de V.I.LH



TABLE DES MATIERES

6 Analyse de la stabilité des modeles intra-hoétes avec retards 67
6.1 Introduction . . . . . . . .. 67
6.1.1 Hypotheses . . . . . . . . 70
6.2 Analyse de la stabilité pour un systeme a une chaine . . . ... ... ... 71
6.2.1 Invariance positive de l'orthant positif . . . . . .. ... ... ... 71
6.2.2 Dissipativité et trajectoires bornées . . . . . . . .. ... ... ... 72
6.2.3 Taux de reproduction de base . . . . . .. ... .. ... ... ... 74

6.2.4 Analyse de la stabilité asymptotique globale du point d’équilibre
sans parasite (PFE) . . ... ..o 000 76

6.2.5 Analyse de la stabilité asymptotique globale de 1’équilibre endé-
mique (EE) . . . ..o 7
6.3 Analyse de la stabilité du systeme complet . . . . . .. ... .. ... ... 81
6.3.1 Taux de reproduction de base . . . . . .. ... ... ... L. 82
6.4 Applications . . . . . . .. 88
6.5 Conclusion . . . . . . . .. 92
7 Conclusion générale 93
A Quelques outils Mathématiques 97
A.1 Quelques résultats en systemes dynamiques . . . . . . . .. ... ... ... 97
A.1.1 Résultats liés aux matrices des systemes différentiels . . . . . . .. 97
A.1.2 Les matrices de Metzler . . . . . . .. ... 100
A.1.3 Résultats liés au systemes dynamiques . . . . . . . . ... ... .. 109
A.1.4 Systemes autonomes . . . . ... 109
A.1.5 Les fonctions de Lyapunov [44] . . . . ... ... ... .. ... 113
A.1.6 Le principe d’invariance de LaSalle : . . . . . . .. ... ... ... 114
A.1.7 Quelques résultats utiles pour ’étude de la stabilité d’ un systeme . 116
A2 Quelques résultats en mesure et intégration . . . . . . . .. ... 120
A.2.1 Intégrale de Stieltjes [74] . . . . . . . .. oo 120
A.3 Inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne Géométrique . . . . 123

T 00s s motsvsace) o

Application & des modéles intra-hétes de paludisme et de V.I.LH



TABLE DES MATIERES

THESE: Joseph. MBANG 1v Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 & Metz(France) des modeles intra-hétes avec retard :
Application & des modeles intra-hétes de paludisme et de V.I.LH



Remerciements

Les travaux présentés dans cette these sont le fruit d’une collaboration tres fructueuse
entre ’Université Paul Verlaine de Metz (France) et ’Université de Yaoundé I
(Cameroun), ceci grace a la bourse SARIMA (Soutien aux Activités de Recherche In-
formatique et Mathématiques en Afrique) via PINRIA (Institut Nationale de Recherche
en Informatique et Automatique) et a la bourse de formation a la recherche de (1’ Agence
Universitaire de la Francophonie (AUF) bureau Afrique Centrale. A I'Université
de Metz, j’ai bénéficié des installations du Laboratoire de Mathématiques et Ap-
plications de Metz (LMAM) ainsi que d’une grande assistance de 'INRIA Lorraine,
antenne de Metz , sans oublier Madame Christel Wiermert.

J’adresse donc mes sinceres remerciements et ma profonde gratitude a toutes ces institu-
tions pour leur assistance financiere et matérielle durant ma formation.

Pour réaliser cette these, on a besoin d'un encadrement moral et intellectuel. C’est pour-
quoi je tiens a remercier le Professeur Gauthier Sallet | ainsi que le Professeur David
Békolle pour avoir accepté de diriger ce travail. Vous m’avez toujours honoré de votre
confiance durant tout ce temps en me conseillant et en me tenant par la main ; vous avez
fait naitre en moi I’envie de faire. Tout ce que je ferai en tant que chercheur ne se pourrait
que grace a mon apprentissage a vos coOtés.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude et ma tres grande sympathie a Abderrah-
man Iggidr, ainsi qu’a Philippe ADDA qui durant mes divers stages de these auront
toujours su m’apporter leur aide et leur soutien. Vous m’avez fait profiter durant toutes
ces années de votre grande compétence scientifique tout cela dans un climat de confiance
et d’amitié. Cette amicale collaboration restera pour moi un tres bon souvenir.

Je remercie également tous mes enseignants de I’Université de Douala, de I'Université de
Yaoundé I et de I’ Ecole Normale Supérieure de Yaoundé pour tous les enseignements et
le suivi qu’ils m’ont apportés durant mes études de Licence, Maitrise, D.E.A et ma forma-

tion de professeur des Lycées et colleges. Que cette these soit pour vous I'aboutissement



TABLE DES MATIERES

de ces efforts. Merci une fois de plus.

La préparation d’une these nécessite qu’on fasse régner autour de soi une ambiance convi-
viale, amicale et chaleureuse. J'exprime donc mon amitié a Jean Claude Kamgang,
Samuel Bowong, Jean Jules Tewa, Jean Luc Dimi, Abdoul Aziz Fall, Abou-
dramane Guiro, Diene Ngom. Avec vous j’ai partagé de meilleurs moments a Metz
et je tiens a vous remercier. Je n'oublie pas Napoléon Bame dont le déces pendant
ma deuxieme année de these m’aura beaucoup bouleversé. Que ton ame repose en paix.
Je voudrai également penser a tous les membres du laboratoire d’Analyse Classique
(LAC) de I’Université de Yaoundé I (Cameroun) : Cyrille NANA, Jocelyn
GONESSA, Edgar TCHOUNDJA, Virginie KONLACK, Jean Jules TEWA,
ABDOU KOUCHEGAME, Yves ETOA, Dieudonné AGBOR, Alphonse MBA
et David BEKOLLE. Avec vous j’ai eu des meilleurs moments et d’échanges d’expé-
riences a Yaoundé.

Je pense également au Dr. TANONKOU Guy Aimé dont ses conseils et son assistance
m’ont beaucoup aidé pendant mes séjours a Metz.

Je remercie également Monsieur BONZI Kaka Bernard professeur a l'université de
Ouagadougou dont les conseils et remarques m’ont été tres utiles lors de la rédaction de
ma these.

Mes remerciements vont aussi au réseau sous régional d’Afrique Centrale de Modélisation
Mathématique Informatique et Immunologie (EPIMATH) qui m’aura permis a travers
plusieurs colloques, séminaires et conférences d’enrichir mes connaissances en modélisa-
tion mathématique.

Mes sinceres remerciements a tous mes collegues du Lycée de Mfou et particulierement
mes collegues du département de mathématiques de la ville de Mfou (Cameroun).

Que pouvons nous faire de vivre sans amour ?

Je pense a ma petite famille, ma maman, mes cousins et cousines que cette these témoigne
tout ce que vous n’avez cessé de m’apporter. Mes sinceres remerciements au Professeur
Jean MAWHIN de I"Université de Louvain la Neuve et Professeur Jean Luc Gouzé

de 'INRIA Sophia Antipolis pour avoir accepté de rapporter cette these.

THESE: Joseph. MBANG V1 Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 & Metz(France) des modeles intra-hétes avec retard :
Application & des modeles intra-hétes de paludisme et de V.I.LH



Dédicaces

Je dédie cette these
— A Dieu le Pére pour son amour , sa bonté et sa gratitude. Merci Seigneur
d’avoir illuminé mon chemin

A Angele, Pamela et Edgar MBANG ma petite famille que j’adore.

Vil



TABLE DES MATIERES

THESE: Joseph. MBANG V111 Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 & Metz(France) des modeles intra-hétes avec retard :
Application & des modeles intra-hétes de paludisme et de V.I.LH



Résumé/Abstract

RESUME

Dans cette these, nous analysons certains modeles épidémiologiques comportant des re-
tards distribués. Le phénomene du retard est omniprésent en biologie. Les équations dif-
férentielles avec retard constant discret encore appellées « lag »[?], ont été beaucoup
étudiées. Cependant les retards distribués sont plus adaptés aux phénomenes biologiques.
Nous entendons par retards distribués, des retards qui sont décrits par une fonction conti-
nue de densité de probabilité.

Les retards jouent un role important en biologie plus particulierement en épidémiologie.
Par exemple dans le cas d’'une maladie infectieuse, le temps d’incubation c’est a dire le
temps entre le moment ou l'individu est infecté et celui ou il transmet cette maladie
joue un role important dans ’analyse de la transmission. Un autre exemple est celui
des modeles intra-hotes d’une infection. Un parasite a besoin d’envahir une cellule cible
pour se reproduire. C’est le cas de Plasmodium falciparum, le parasite du paludisme qui
envahit les globules rouges, ou le virus VIH dont les cellules cibles sont les lymphocytes
CD™"4. Quand le parasite rentre dans la cellule cible cela déclenche toute une cascade d’
évenements qui aboutiront a la production de nouveaux parasites par bourgeonnement
ou lyse de la cellule. (HIV, HBV, Paludisme). La production de nouveaux parasites n’est
pas instantanée. Plus généralement le mouvement de quantité de matieres d'un endroit a
un autre prend du temps. Si I'on veut modéliser une injection de substance dans le flot
sanguin, le temps d’apparition dans les capillaires introduit un retard. Les modeles étudiés
dans cette these sont des modeles intra-hotes avec retard. Les modeles intra-hotes ont pour
objectif de décrire la dynamique des différents niveaux d’étapes de parasites ainsi que leur
interaction avec les cellules cibles du parasite. Pour les modeles biologiques les systemes
compartimentaux sont naturellement utilisés dans la modélisation. Le retard est modélisé

par la fonction d’Erlang comme fonction de densité de probabilité. Les modeles intra-
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hotes de parasite avec retard peuvent aussi étre vus comme les systemes provenant des
modeles SE; --- E,I, ou les E; sont les classes latentes des infectés. Les classes latentes
sont représentées par des chaines linéaires paralleles de différentes longueurs qui sont
insérées entre le compartiment des susceptibles et celui des infectieux. Dans cette these,
nous utilisons quelques outils de la théorie du controle pour « généraliser »le « linear
chain trick ». Nous calculons le nombre de reproduction de base Ry pour ces systemes
considérés et nous établissons les résultats suivants :
— si Ry < 1 les parasites disparaissent et ’équilibre sans parasite (PFE) est globale-
ment asymptotiquement stable dans 'orthant positif;
— si Ry > 1 et avec une hypothese supplémentaire , il existe un équilibre endémique
(EE) qui est globalement asymptotiquement stable dans l'orthant positif hormis
I’axe des « sucseptibles ». Ces résultats donnent une possibilité de relecture de cer-
tains modeles de parasites incluant le retard intracellulaire et d’étude de leur stabilité
globale.
Comme application de ce résultat, nous reprenons et améliorons les résultats de Nelson

et Perelson dans [60] sur les modeles intra-hotes de I'infection au VIH.

THESE: Joseph. MBANG X Analyse de la stabilité
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ABSTRACT

In this thesis, we analyze certain epidemiologic models with delays. The phenomenon of
delay is omnipresent in biology. The differential equations with constant discrete delay
called by Jacquez « lag »have been much studied. However the distributed delays are
adapted to many biology phenomena. By distributed delays, we mean delays described
by a continuous probability density function. Indeed for example the incubation time
for a germs is not constant. The delays are very important in biology particulary in
epidemiologic. For example in the case of infectious disease the time of incubation is very
important for the analysis of the transmission. The entrance of a parasite into a target-
cell initiates a cascade of events that ultimately lead to the production of new parasites
by the infected cell. The production of new parasites is not instantaneous. The models
studied in this thesis are within-host models with delays. The objectives of within-host
parasite models is to describe the dynamic of various stages of the parasites and their
interaction with the host cells like red blood cells and the immunity effectors. the delay
used in this thesis is the probability density functions of Erlang. The within-host parasite
models with distributed delays can also be see as the systems arising from systems with
parallel classes of different length of latently infected target cells SE; --- E,I where, E;
are latently infected classes. We used some tools of control theory to ”generalize” the
“linear chain trick”. We computed the basic reproduction ratio Ry for systems under
consideration. We established the following results :

— if Rg < 1, the parasite is cleared and the parasite free equilibrium is glabal asymp-

totic stability on the positive orthan;
— if Ry > 1 and with a sufficient condition is satis fied, we conclude to the global
asymptotic stability of the endemic equilibrium.

In application, we improve the results of Nelson and Perelson in [60].
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Equation logistique et la notion de retard

De maniere générale, les équations a retard apparaissent de plus en plus fréquemment
dans la modélisation de I’évolution des populations. Les phénomenes « retard » s’observent
également en physique, en mécanique des matériaux, dans la modélisation des chocs de
particules, etc. Dans la plupart des situations de la physique ou de la mécanique, le retard
est considéré comme petit et estimé sans effet qualitatif : il est donc le plus souvent ignoré.
Dans I’étude des populations vivantes, la nécessité de tenir compte du retard s’est imposée
progressivement : introduite en écologie par V. Volterra, elle a été étendue dans les années
70 & la biologie (prolifération de certains constituants du sang, Glass et Mackey [22]),
production cellulaire, Arino et Kimmel [2], & la théorie des épidémies Yorke [79] et Cooke
[11] et a, peu a peu, fait son chemin dans ces domaines. Dans le contexte des dynamiques
des populations et de la biologie mathématique en général, nous citons le livre de Bellman
et Cooke [3] dans lequel nous pouvons trouver les motivations pour étudier les systemes a
retard. Des motivations biologiques, pour modéliser et étudier théoriquement les systemes
a retard , peuvent étre trouvées aussi dans les livres de May [51], de Smith [52] et Pielou
[65]. Des exemples concrets de modeles a retard en biologie mathématique sont contenus
dans les livres de Cushing [13], MacDonald [47] et Gopalsamy [23]. Nous citons aussi le

livre de Hale [25] qui a poussé I’étude des équations & retard a un niveau tres avancé.

L’introduction du retard dans un systeme ordinaire s’accompagne tres généralement
d’oscillations, les positions d’équilibres du systéeme dynamique ordinaire ayant tendance a
se déstabiliser sous l'effet du retard : voir Renshan [68] , Kuang [41], Wright [78], Hutchin-
son [31], Cushing [14], [51]. En effet, le premier modele de développement démographique

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

est introduit par Malthus

dx

E(t) = Axz(t), A > 0 (équation Malthus) (1.1)
Il traduit I'accroissement exponentiel d’une population au cours du temps. Dans sa simpli-
cité, il oublie en particulier que de nombreuses populations ont un plafond démographique
imposé par les contraintes extérieures comme l’espace, les ressources, etc... . Pour remédier
a ce probleme, un des moyens les plus simples est d’évaluer la capacité maximum K de
la population et de remplacer le taux de croissance A par une quantité qui sera d’autant
plus petite que 'on s’approche de K. Encore une fois, le soucis de simplification amene a
proposer le modele suivant :

dx x(t)

ﬁ(t) =rz(t)(1 — 7) (équation logistique) (1.2)

Meéme si ce modele parait plus réaliste, il présente encore un défaut de principe.
Ainsi, il se peut que la capacité maximale soit atteinte et méme dépassée ( situation que
le modele ne peut pas prévoir). Cette situation ne se manifeste qu’a travers 'apparition
de problemes, tels que 'apparition des maladies, le manque d’espace, le manque des res-
sources, etc. On peut déduire au moins une remarque intéressante : Le taux de croissance
de la population a l'instant ¢ dans ’équation logistique ne fait pas intervenir la taille de
la population a cet instant mais il est fonction de la taille de la population précédente.
Une traduction mathématique simple de ce qui précede est 1’'équation logistique retardée,

connue aussi sous le nom de ’équation de Hutchinson suivante :

dx x(t—rT

E@) =rx(t) (1 — %) (équation logistique avec retard) (1.3)

ou r est le taux de croissance de la population, K est la capacité de charge du milieu

et 7 > 0 est le retard.
L’équation de Hutchinson suppose que 'effet de régulation dépend de la population au
temps t — 7 plutot qu’a l'instant ¢£. Dans un modele réaliste, l'effet du retard devrait étre
une moyenne distribuée sur tout le passé de la population ou sur une partie de ce passé
(voir Kuang [41]). Ceci a comme conséquence une équation a retard distribué ou a retard
infini. Le premier travail utilisant une équation a retard distribué est du a Volterra. Ce
travail fut ensuite étendu par Kostitzin [40]. Volterra ([75]) a utilisé un terme intégral ou
il a distribué le retard pour examiner I'effet cumulatif du taux de mortalité d’une espece.
Le modele qui a été considéré est une équation intégro-différentielle

THESE: Joseph. MBANG 4 Analyse de la stabilité
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1.2. MOTIVATIONS

G0 = a0 - & [ Fe-sasa (14)

(équation logistique a retard distribué) ou F représente le noyau retard,correspondant a

une pondération du retard. Généralement, le noyau retard est normalisé de sorte que

/;OO F(s)ds = 1

De cette facon, nous nous assurons que 1’équilibre de ’équation sans retard demeure aussi
un équilibre de I’équation avec retard. La fonction F' peut prendre différentes formes
suivant le phénomene réel a modéliser. Dans le cas ou F' est une distribution de Dirac
avec une masse en un point 7, I’équation (1.4) prend la forme de I’équation (1.3).

Dans le cas général, le retard moyen est défini comme suit :

+0oo
T:/ sF(s)ds
0

Un noyau retard largement utilisé en modélisation de phénomenes biologiques (Voir par

exemple MacDonald [47]; Cushing [13]) est celui associé aux fonctions gamma :

(n+1)! ‘

n
oua > 0 et n e N. Leretard moyen dans ce cas est —.

Q@
Dans la suite, nous allons donner les motivations de notre travail dans ’analyse des mo-

deles intra-hotes de parasite avec retard.

1.2 Motivations

Les modeles intra-hotes sont les modeles qui décrivent 1’évolution d’un parasite (virus,
protozoaires, bactéries)[60]. Les modeles intra-hdtes sont d’apparition récente. A notre
connaissance un des tous premiers modeles intra-hotes pour le paludisme a été proposé
par Anderson May et Gupta en 1989 [1]. L’objectif des modeles intra-hotes du paludisme
est de décrire la dynamique des différents niveaux d’étapes du parasite et leur interaction
avec les cellules hotes que sont les globules rouges parasités et les effecteurs d’immunité.

Ces modeles ont trois buts principaux :

1. expliquer les observations par les hypotheses biologiquement convaincantes, c¢’est a
dire la diversité ou le mécanisme de régulation de la densité;
THESE: Joseph. MBANG 5 Analyse de la stabilité
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

2. prédire I'impact des interventions, c¢’est a dire 'utilisation des médicaments antipa-

ludéens ;

3. estimer les parametres cachés. Un de ces parametres étant la taille de la population

séquestrée des Plasmodium.

Dans l'ensemble, on peut dire que les modeles intra-hotes du paludisme sont batis

selon le modele (Anderson May et Gupta [1]) sur les maladies infectieuses suivantes :

ol,

T=N—p,x— pPmz

y=pmz—pyy (1.5)
M =7,y — pmm—ulBmz

x(t) désigne la concentration des globules rouges non infectés (RBC) en microlitre ;
y(t) désigne la concentration en globules rouges infectés (PRBC) en microlitre;
m(t) la concentration de mérozoites libres dans le sang;

les parametres p, , ft, et ji, sont respectivement les taux de disparition naturelle
des globules rouges sains, des globules rouges parasités et les mérozoites libres. Le
parametre 3 est le taux de contact entre les globules rouges sains et les mérozoites.
le terme quadratique (—ufm z) qui apparait dans la dynamique des parasites libres
correspond a la disparition du parasite a I'intérieur de la cellule. Les globules rouges
non parasités sont recrutés au taux constant A a partir de la moelle osseuse et ont une
espérance de vie de i x jours. De la disparition d’un globule rouge parasité, résulte
la libération d’un nombre moyen de r mérozoites. Ces mérozoites libres disparaissent

ou envahissent de nouveaux les globules rouges.

En 2007 Jean Jules Tewa [73] dans sa these a étudié les modeles intra-hotes de palu-

disme avec les différents stades de parasitémie des globules rouges. Le modele étudié est

le suivant :

p

i =p(x)—Prv
(1 =fBrzm— o, Y1
Y2 =71Y1 — Q2 Yo

Uk = V-1 Yh—1 — QU Yk
. M =7YYk — Umm —uBrm

ou, x désigne la concentration des globules rouges sains dans le sang, y; la concentration

des globules rouges parasités de classe i, et m la concentration des mérozoites libres dans le

sang. Dans ce modele, les classes d’ages i correspondent aux différents niveaux d’évolution
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1.2. MOTIVATIONS

des érythrocytes parasités, du jeune anneau au schitzonte mir. Le taux de transmission
d’un compartiment ¢ & un autre compartiment ¢ + 1 est v;, et le taux de mortalité est p;.
L’étape k est celle de la rupture de I'érythrocyte parasité, libérant ainsi » mérozoites qui
envahissent instantanément les nouveaux érythrocytes (voir publication en annexe). Dans
ce modele, 'entrée d’un parasite dans une cellule provoque une cascade d’évenements
qui repose sur la production de nouveaux parasites. Ceci suppose que le processus de
production de nouveaux parasites apres infiltration dans une cellule hote se fait d’une
maniere instantanée. Ce qui biologiquement n’est pas réaliste. C’est pourquoi les modeles
intra-hotes avec retard ont été considérés. C’est la raison pour laquelle nous étudions le

modele suivant [60] :

—Bxwv
y—ﬁ/ z(t—T1)v(t—T1)h(T)e™TdT — pyy (1.6)
V="l Y — ¥V —uBTV
ol, = désigne la concentration des cellules saines ; y la concentration des cellules parasitées ;
v la concentration des parasites et h(7) la fonction densité de probabilité de retard. h(7)
peut étre interprétée comme la probabilité qu'une cellule saine devienne infectée 7 unités
de temps apres contact avec un parasite. Par le principe du « general linear chain
trick », le systeme (1.6) peut s’écrire sous la forme :
& =) - Pzv
y=Ay+BzvB (1.7)
V=Cy—pyv—uffzv

Le systeme obtenu est un systeme d’équations différentielles ordinaires. Ce processus
de conversion d’un systeme d’équations intégro-différentielles en un systeme d’équations
différentielles ordinaires est appelé « The linear chain trick » voir [47].

Le recours a la méthode du « general linear chain trick » et a quelques outils de la
théorie de controle, nous permet de transformer une équation intégro-différentielle avec
retard (distribué) en un systeme d’équations différentielles ordinaires, pour ’étude duquel
nous disposons déja d’outils mathématiques éfficaces. Dans la théorie de la réalisation, on
montre que toute distribution continue peut se mettre sous la forme h(7) = Ce™ B.

h peut aussi s’écrire comme une combinaison convexe de distributions d’Erlang. On choisit
la matrice A de telle sorte qu’elle soit Metzler. Comme h est une distribution continue,

la matrice A est Metzler stable. Les outils de la théorie de la réalisation nous permettent
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de fabriquer une telle matrice. Le modele étudié étant d’origine biologique les vecteurs B
et C sont positifs, de telle sorte que les variables d’états restent dans I'orthant positif.
Dans le cas ou le retard distribué est représenté par une chaine de compartiment, la

matrice A et les vecteurs B et C ont la structure suivante :

[ —a; 0 0 0 |

Mmoo o—a 0 - 0

A= 0 v —az -+ 0
L 0 0 -1 —op |

et

C= Vk eend<k)T7 B = 61<k)

Le vecteur eq,q(k)” représente la transposée du dernier vecteur de la base canonique et

e1(k) le premier vecteur de la base canonique de R¥.

Si le retard dans le modele est une combinaison convexe de fonctions gamma (Erlang),
nous le représentons par un ensemble de chaines linéaires paralleles. Le systeme obtenu

est le suivant :

p

T=p(r)—Lzv

et pour 1 =1,---,¢q

Yii = mBrv— 01,i Y1,y

Y2, = V1, Y10 — Q2. Y2,is (1-8)

yki»i = Vhic1i Ykiov,i — ki Yk
Ny — q
(| V= Zi:l Vees,i Ykyi — Ho U — uﬁ:l:v

Avec les notations de MATLAB ou SCILAB; par exemple M = [E; F'; G; H| est la matrice
bloc

v=l 6l

G H

le systeme (1.8) peut étre réduit au systeme (1.7) ou, A est une matrice diagonale bloc

_ N4 )
nxmnavecn=y . ki;

A = diag(Ay, -+, Ay). La matrice bloc A;; k; x k; est définie par
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[ —a; 0 0 oo 0 0 |
Y, —a; 0 0 0
0 i —Q3; tee 0 0
A=) T (1.9)
0 e 0 V-2 —i 0
| 0 0 0 Vei—1i — i |
Le vecteur B est un vecteur colonne de longueur n défini par
B = [71'1 61(l€1);7T2€1<k2);"';Wkel(kq)]. (110)
Les vecteurs e (k;) sont les premiers vecteurs de la base canonique de R¥ (i = 1,---,q).
La matrice C' est un vecteur ligne 1 x n définie par
C= [’Yk:l,l eend(kl)Ta Vko 2 eend(k2>T7 o 77kq,q eend(kq)T]~ (111)

Avec les vecteurs e.,q(k;)T qui sont la transposée du dernier vecteur de la base cano-
nique de R¥ (i = 1,- -, ¢q). Par suite, nous étudions la stabilité aux points d’équilibres des
systemes ( 1.6) et (1.8) sous certaines conditions sur le parametre Ry qui est le nombre
de reproduction de base.

Comme résultat, nous montrons que :

si Rp < 1 le systeme (1.8) est globalement et asymptotiquement stable sur I'orthant
positif R? au point d’équilibre sans parasite (PFE).

Si Rg > 1 le systeme (1.8) est globalement et asymptotiquement stable au point
d’équilibre endémique (Z,y,v) (EE) moyennant 1’hypothese supplémentaire u 3 p(zZ) <

a* [y .

1.3 Description de la these

Le chapitre 2 est tiré de [74](chapitrel2, pp.185-210). Ce chapitre nous permet de
préciser la notion de retard et la notion de temps de séjour. Pour la réalisation des fonctions
densité de probabilité d’Erlang, nous utilisons les systemes a compartiments. La fonction
d’Erlang peut étre interprétée comme la probabilité d’étre dans un stade apres un certain
temps passé dans ce stade. Un compartiment est une quantité d’une certaine matiere qui
est cinétiquement homogene. Il peut étre considéré comme un stade. Ce chapitre analyse
la notion de « durée de stade » qui n’est autre que le temps passé dans un stade. Toutes les

informations appropriées sur la durée de stade sont contenues dans une fonction appelée
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

« fonction de séjour ». C’est en effet, la probabilité d’étre toujours dans un stade apres un
certain temps t passé dans ce stade. Cette notion est directement liée au retard que nous
allons considérer le long de cette these. Nous étudions les fonctions d’Erlang et donnons
une méthode de construction de cette fonction.

Dans le chapitre 3, nous faisons un bref rappel sur les systemes compartimentaux.
Ce chapitre décrit comment un retard arrive dans un systeme compartimental. Il explique
comment analyser les systemes compartimentaux avec retard. C’est 'un des chapitres
source de notre inspiration dans la représentation des retards par les chaines de compar-
timents. Par la suite nous donnons une approximation de toute distribution continue par
une combinaison convexe de fonctions d’Erlang. C’est I'un des chapitres motivant notre
travail.

Le chapitre 4 est consacré au principe de conversion d’un systeme intégro-différentiel
en un systeme d’équations différentielles ordinaires. Ce processus de conversion est cou-
ramment appelé « The linear chain trick ». Nous généralisons le « linear chain »avec les
notions empruntées dans la théorie linéaire de controle. Ce chapitre fait 'objet d’ un grand
intérét dans cette these, car nous 'utilisons pour faciliter I’étude de la stabilité aux points
d’équilibre des modeles intra-hotes de parasites avec retard.

Dans le chapitre 5, nous révisons quelques algorithmes de calcul du nombre de re-
production de base Ry. C’est un outil tres important dans ’analyse de la stabilité des
modeles épidémiologiques. Ce parametre de bifurcation est souvent considéré comme un
seuil. Nous terminons ce chapitre par quelques exemples de calcul dans certains modeles
épidémiologiques.

Au chapitre 6, nous faisons une analyse globale de la stabilité de certains modeles
intra-hotes de parasite avec retard . C’est en effet, le résultat principal de ce travail. Ce
chapitre est publié dans la revue « Mathematical Biosciences » en 2007.

En appendice nous rappelons quelques grands résultats en systemes dynamiques et en
théorie de mesure et intégration. Ces différents résultats sont exploités dans cette these.

Les derniers documents en annexe sont les articles publiés dans les revues scientifiques.
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Chapitre 2

La transition par les stades avec les
distributions de longueurs arbitraires

2.1 Introduction

Ce chapitre que nous allons étudier est tiré du livre de Horst R. Thieme dans « Ma-

thematics in population biology »publié en 2003 dans Princeton University Press [74].
La notion de retard est liée a la notion de temps passé dans un compartiment. Ce chapitre
va analyser cette notion.
La vie se produit en plusieurs stades. La vie humaine est le stade entre la conception et
la mort, clairement divisée en deux stades séparées par la naissance : ’enfance; ’ado-
lescence (jeunesse) ; I’age adulte et la sénescence. Les maladies infectieuses prennent leur
cours par les différents stades; la période latente, la période infectieuse sans symptomes,
la période infectieuse avec symptomes et souvent une période d’'immunité. Avec quelques
maladies comme le VIH/SIDA, la période infectieuse peut étre davantage subdivisée selon
la progression de la maladie. Pour utiliser les stades, la modélisation démographique et
épidémiologique doit répondre aux questions suivantes :

combien de temps cela prend-t-il pour passer d’un stade a 'autre? Qu’est-ce-que la
durée moyenne et comment varie-t-elle 7 Sachant que I'on est déja a un stade pour un
certain temps t; combien de temps peut-on s’attendre rester a ce stade? La réponse a
cette derniere question est ’espérance moyenne de séjour restant. Quel est le nombre d’in-
dividus a ce stade (le contenu du stade) et le pourcentage d’habitant quittant « sortie »
le stade lié au nombre d’individus entrant au stade « entrée »? Souvent la transition
de stade est modélisée a l'aide de la modélisation compartimentale ( J.A.Jacquez [34]),

c’est-a-dire que les individus sont supposés quitter le stade a une vitesse constante par

11
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DISTRIBUTIONS DE LONGUEURS ARBITRAIRES

habitant. Cela mene aux distributions de stades de longueurs tres spéciales, les distribu-
tions exponentielles, avec une caractéristique que la durée moyenne de séjour a un stade,
I’espérance moyenne de séjour restant et I’écart - type de la durée a un stade sont toutes
identiques a l'inverse du taux de sortie par habitant. Par individu, le taux de sortie entre
les parametres cruciaux qui décident du comportement qualitatif du systeme. Ces para-
metres devront étre interprétés en termes non mathématiques et généraux.

Nous allons par la suite étudier la fonction d’Erlang qui est une fonction densité de pro-

babilité.

2.2 La durée de stade

Une fois a un stade, on aimerait savoir pour combien de temps on va rester a ce
stade ? c’est-a-dire la durée de séjour a ce stade. En supposant que la vie est le stade, on
aimerait savoir quel est en moyenne le temps restant a vivre. En supposant qu’un individu
infecté est non actif, quel sera la durée moyenne dans cette phase pour étre effectivement
infectieux (c’est a dire capable de transmettre la maladie) ? Quel est le temps moyen pour
qu'un individu infectieux décede ou guéri de la maladie? La réponse a ces différentes
questions est liée a la durée d’un stade. La durée d’infection varie suivant la maladie et
chaque phase d’infection a un intervalle de temps. Une autre question que 'on peut se
poser est de savoir quelles sont les chances de rester aussi longtemps que possible a un
stade ? La réponse a cette derniere question est contenue dans ce que nous allons appeler

la fonction de séjour.

2.2.1 La fonction de séjour

Toutes les informations appropriées sur la durée de stade sont contenues dans une

fonction

F :[0,00) — [0, 00),

ou F(a) donne la probabilité d’étre toujours a ce stade apres a unités de temps que nous

y soyons entrés.

Remarque 2.2.1 [7/] Dans le cas ot le stade est la vie, F(a) donne la probabilité d’étre
toujours vivant a l’age a. Dans ce cas F est parfois appelée la fonction de survie. St nous

considérons un stade arbitraire, nous appelons F la fonction de séjour dans ce stade. Si
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2.2. LA DUREE DE STADE

le stade n’est pas la vie, mais une certaine partie de vie, alors la variable a sera appelée
I’age dans le stade. Avec cette nouvelle appellation, le temps de sé€jour ou durée de stade
peut étre appelé l'age de stade a la sortie. Si F est une fonction de survie, F(a) est le
nombre d’individus né au méme moment et qui reste toujours en vie jusqu’a l’age a de

stade.

F a deux propriétés évidentes :

- F(0)=1

— F est une fonction monotone décroissante.
Nous pouvons introduire la fonction G(a) = 1—F(a), a > 0. G(a) est la probabilité d’avoir
déja quittée le stade apres a unités de temps. G peut aussi étre considérée comme fonction
de distribution de probabilité d’une variable de random décrivant la durée de stade. G a
des propriétés suivantes :

- G(0)=0

— @G est une fonction monotone croissante.
Si0<a<b, alors F(a) — F(b) = G(b) — G(a) est la probabilité de quitter le stade dans
I'intervalle [a, b].

F et G ne sont pas nécessairement des fonctions continues. F et G étant monotones,
leurs limites existent,

Fla+) = limy .+ F(t) , Fla—) = lim;_ - F(t)
La monotonie de F implique aussi que F(00) = lim,_,« F(a) existe. Si F(oo) = 0 tout le
monde quitte le stade éventuellement ; si F(oo) > 0, il est possible de rester a ce stade
pour toujours.
Introduisons maintenant I’age maximum de stade ¢ (durée maximum de stade, temps de
séjour maximum) comme suit :

Si F(a) > 0 pour tout a > 0, alors ¢ = 0o ; en d’autres termes ¢ est 'unique nombre

déterminé tel que F(a) > 0 pour tout a € [0, ¢) et F(a) = 0 pour tout a > c.

2.2.2 Temps de séjour moyen, espérance de vie

[74] Pour déterminer le temps moyen de séjour & un stade, supposons premiérement
que nous avons un temps maximum de séjour c. On choisit b > ¢ et une partition :
0=ty <t; <+ <lpp1 =btel queett; —t; est petit pour tout j.

Ainsi P; = F(t;) — F(tj+1) donne la probabilité de quitter le stade dans I'intervalle de

THESE: Joseph. MBANG 13 Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 & Metz(France) des modeles intra-hotes avec retard :
Application & des modeles intra-hotes de paludisme et de V.I.H
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temps de t; a t;;1.Dans ce cas le temps de séjour est un nombre s; pris entre t; et ¢;.
Notons que Y7o Py = S0 F(t;) — S0y Fltye1) = F(0) — F(b).

Si les différences tj1 — t; sont tres petites, le temps de séjour moyen est défini par :

Définition 2.2.1 [7/] : on appelle temps de séjour moyen, (espérance de vie) le nombre

réel noté D tel que :

3
3

D=> s;P=) si[F(t;) — F(tjr1)l. (2.1)

=0 =0

Mais F(t,41) = F(b) =0;

ainsi D = sy F(0) + Z;:& F(tiz1)(sj41 — ;) avec iy € [Sj, Sjt1]-

Si s, =bet sp =0, les points s; forment une partition de l'intervalle [0, b]. Par ailleurs

en introduisant les notations s_; =0 et s,41 = b ou t,,1 = b, on peut écrire,

D=> sipj= Y Fltj1)(sj1— ;).
=0

j=—1
Si les différences t;;; — t; tendent vers 0 pour tout j, alors on fait la différence s;,1 — s;

et la somme D7 | F(tj41)(sj41 — ;) converge vers I'intégrale de Riemann

D= /0 b F(t)dt = /0 " F(a) da. (2.2)

D est encore appelée le temps de séjour moyen dans le stade ou durée moyenne de stade
ou age moyen de sortie du stade. L’intégrale (2.2) existe comme une intégrale impropre
de Riemann car F est monotone et F(a) = 0 pour tout a > b > c.

Puisque les partitions sont fines, la somme (2.1) converge vers une intégrale de Stieltjes,

D= —/Obtd}"(t).

La relation (2.2) peut étre étendue au cas ¢ = oo en prenant lintégrale impropre de
Riemann ou I'intégrale de Lebesgue sur [0, 0o) .
Supposons maintenant que ¢ = oo et F(oo) = 0. Nous définissons alors une famille de

fonctions de séjours F,, a > 0, par :

Fla) ;0

Pour la fonction de séjour F,, le temps de séjour moyen correspondant est donné par :
D, = / Faola)da = / F(a)da.
0 0
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Si Fo(a) — F(a) quand o — oo uniformément dans a > 0, D est défini par :

D = lim D, = lim .7: da—/f

a—00 a—00

Nous supposons que cette limite existe; ce qui implique F(o0) = 0 comme nous 1’avons

supposée au départ.

Proposition 2.2.1 [7}] Si f est une fonction continue sur [0,00) et f ou F sont a

1o — - /f ) dF (1 /f

oo oo

L’intégrale — / f(t) dF(t) est une intégrale Riemann Stieltjes et l'intégrale — / f(t) F(dt)

support compact ,

n

j=

0 0
est une intégrale de Lebesque Stieltjes avec F(dt) étant l'intégration avec la mesure de Le-

besque Stieltjes associée avec —F (voir appendice lemme A.2.1).

Remarque 2.2.2 [7)] L’intégrale de Lebesgue Stieltjes est aussi définie, si f est une

mesure de Borel et bornée.

Proposition 2.2.2 [7/]

1. Si F est continue et dérivable,

/fd]—" /f]—"’

2. Si F est continument dérivable, on a par la formule d’intégration par parties

/ F(1) dF(t) = £(0) + / FOF(.

0

Ainsi le temps moyen dans un stade est donnée par :

D= /Ooo}"(t)dt - —/Oootd]-“(t) si F(00) = 0

La variance du temps de séjour, moment et moment central
Pour déterminer la variance V du temps de séjour, nous supposons d’abord que ’age

maximum de stade est fini et nous choisissons b > 0 quelconque tel que F(a) > 0 pour
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tout a > b.

Considérons maintenant la somme suivante :

n

> (s;—D)’P; = Z(Sj — D)X(F(t;) = F(tj1)).

J=0

L’expression ci-dessus nous rappelle la notion de variance avec une partition 0 =ty <
11 < -+ <tpy1 <00, avec P la probabilité de quitter le stade entre ¢; et ¢;1; et s; est un

nombre de l'intervalle [¢;, ¢;41]. Ainsi :
Définition 2.2.2 [7/] La variance de temps de séjour est donnée par l'intégrale de Stieltjes
- —/ (a — DY2dF(a) (V > 0).
0

En intégrant par parties :

0<V = 2/ aF(a)da — D?. (2.3)
0

ieme

Len moment central du temps de séjour est donnée par :

= — /0 T dE() = n /0 TRt = — /0 Tt = Dy dF®).

Il est clair que Cy = V.

2.3 Le temps de séjour restant et son espérance

Nous supposons que l'on soit resté a un stade jusqu’a I'age a de ce stade. Quel est le
temps que l'on peut espérer rester a ce stade? La réponse a cette question est la durée
moyenne de séjour restant a 1’age a de ce stade et notée D(a).

D’une maniere similaire comme pour la durée moyenne, on peut calculer le temps
pendant lequel on peut toujours espérer rester a un stade; sous la condition que 1'on est
déja resté a unités de temps a ce stade. La probabilité d’étre encore a ce stade au temps

a + t, pourvu que l’on soit toujours a ce stade au temps a, est donnée par :

Fla+t)
F(a)
Nous posons F(t/a) =0ota>c, t>0et F(0/a)=1, a>c

F(t/a) = 0<a<e t=0. (2.4)

Notons que pour fixer, mais arbitrairement a > 0, F(-/a) a les propriétés de la fonction
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2.3. LE TEMPS DE SEJOUR RESTANT ET SON ESPERANCE

de séjour F(0/a) = 1 et F(-/a) est une fonction décroissante. Cependant F(-/a) est une
fonction de séjour pour le sous-stade du stade original qui commence au temps a. C’est
en effet la probabilité d’étre encore dans le sous-stade de ’état original qui commence au
stade a 1’age a.

D’une facon analogue, sous les hypotheses citées ci-dessus, la durée moyenne du séjour

restant dans le stade a 1’age a peut étre déterminée par :

D(a) = /O " F(ta)dt

En utilisant la définition de F(-/a) dans la relation (2.4) :

[T F(t+a), 1 o0 "
D(a) /0 ot = s /0 Fla+t)dt. (2.5)

1 o0
Ainsi D(a) = ﬁ/ F(t)dt o < a < ¢; par suite D(a) =0 pour a > ¢; D(0) = D.
a a

Remarque 2.3.1 [7/] Si F est décroissante, de la relation (2.5) on a :
F(a)(a—s) < F(s)D(s) — F(a)D(a) < F(s)(a—s); 0<a<ec. (2.6)

Ceci implique D(a) + a est une fonction croissante en a > 0 et de la relation (2.7)

pour s =0, on a :

—a. (2.7)

Proposition 2.3.1 [7}] Supposons que ¢ = oo, les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

1. D(a) est une fonction bornée en a € [0, 00 );
Fla+t)
F(a)
3. Il existe ¢ >0, M >0 tel que F(t/a) < M exp (—et) pour toutt , a >0

2.

tend vers 0 quand t tend vers oo

Preuve :
1) =2
Soit K une borne supérieure de D(a); a > 0. Alors si F est décroissante, on a :
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a+t
K>/a f(r)dr>t]__(a+t>
- Fla) T Fla) ]
c’est-a-dire,
Fla+1) _ K
Fla) — t’
K
or " tend vers 0 quand ¢ tend vers oo , a > 0.
2) = 3)
t
Soit ¢ > 0 définissons «(t) := Sup@o%.
Fla+1t) : ,
Supposons que W tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo uniformément dans [a, +00)
a
alors, il existe tg > 0 tel que :
Oé(to) < 1.

Soit n € N, alors

Fla+(n+1)ty)  Fla+nty+to) Fla+nty)
F(a)  F(a+nty) F(a)

En utilisant la définition de «, on a :

< a(ntg)a(ty) Y a = 0.

al(n+ 1)tg) < a(ty)a(nty) Vn € N.

Ainsi,
a(nty) < (a(to))"
Posons € = —% In a(ty).
Soit t > 0, alors il existe n € N tel que t = ntg +v ou v € [0, t);
alors si F est décroissante et t > nt,.

f(a+t)<.7-'(a+nto)
Fla) —  Fla)

< a(ntg) < a(ty)”

or (a(tg))™ = exp(nin(a(ty)), comme In(a(ty)) = —ety, on déduit

}"(a+t)<}"(a—|—nt0)
Fla) ~  Fla)

< exp(—nety) = exp(—et) exp(ev) < exp(—et) exp(etp).

Fla+1
En posant M = exp(ety); on a Flatt) < M exp(—et).
F(a)
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2.3. LE TEMPS DE SEJOUR RESTANT ET SON ESPERANCE

3)=1)
/OO Fla+t)dt
PO ="
Fla+d /0 Fla+d
W < Mexp(—et) - F(@) < ?
Soit maintenat u(a) = F(a)D(a) on a, v/(a) = —F(a) = _11;(((3) = Z((Z) = _Dza)

Cest & dire u(a) = u(0) exp( - /0 ’ Dd(ss )).

Remarque 2.3.2 L’expression suivante donne une relation entre la fonction de séjour

et le séjour restant attendu.

}"(a):géggexp(—/oa%) , 0<a<ec.

Notons que toute fonction D : [0, 00) — [0, 00) ne vérifie pas toujours la relation ci-

dessus. De la relation (2.7) nous savons que D(a) + a est nécessairement une fonction

décroissante en a.

Proposition 2.3.2 [7/] Soit D : [0, co) — [0, o) et F définie dans la remarque 2.2.1 :
(a) Supposons D dérivable, alors F est monotone décroissante, si et seulement si
D'(a) + 1 = 0 pour tout a € (0, ¢).
(b) Supposons D continue sur [0, ¢). Alors F est monotone décroissante si D(a) + a

est une fonction monotone croissante sur [0, c)

Preuve :

(a) Supposons D dérivable.

Ona:
7o)~ g ol [ o)

In F(a) :lnD(O)—lnD(a)+1n(eXp_/0a£)

D(s)
¢ d
S
=InD(0) —InD(a) —
o D(s)
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Fll@ D@ 1 — Dfa)+1

Fla) — D(a) D(a)  Dl(a)

Donc, F monotone décroissante si et seulement si D'(a) + 1 > 0 pour tout a € (a, ¢).
a+t 1

(b) Définissons Dy(a) = k/ ' D(s)ds = / D(a+ %)ds et notons que Dy, — D(a)

0
quand k£ — a uniformément Sour tout a dans l'intervalle [0, ¢).

Di(a)+1 =k D(a—i—%)—D(a)—f—H
=k (D(a—f—%)—i—aﬁL%)—(D(a)—i—a)}}O.

Si D(a) + a est croissante sur a > 0, Dj(a)+1 > 0. Alors la fonction Fj, est liée & Dy,
via la formule dans la remarque 2.3.2 et monotone décroissante. Si Fj, converge vers F,

alors F a les mémes propriétés que Fy.
Espérance moyenne de séjour restant

Pour déterminer 'espérance moyenne de séjour restant E, nous faisons la moyenne des
séjours restants attendus D(a) sur tout le stade a I’age a. Si la probabilité d’étre toujours

dans le stade a 1'age a est F(a), on a :

/ o /0 F D@z da, (2.8)

De la relation 2.8, il suit que :

/Ooo(a—E)}"(a)da: 0.

En substituant D(a) de la relation (2.5) et en inter-changeant l'ordre d’intégration, nous

obtenons la formule suivante pour I'espérance moyenne de séjour restant,

/Om(/ot 1da) F(t)dt /Ooo o F(a)da i /0°° o Fla)da

D(0) D(0) - /OO F(a)da

La relation (2.8) et la remarque 2.2.1 révelent une autre définition de l'espérance

E =

(2.9)

moyenne de séjour restant qui est la moyenne de séjour restant attendu.

E:/Ocexp(_/oa D18)>da.
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2.4. DUREE DE STADE CONSTANTE

La relation (2.3) implique la relation suivante entre la moyenne et la variance de la

durée de stade et le séjour restant attendu :

V =D(2E - D) (2.10)
par suite,
E V
2— =14 —
D + D?’
soit,

V — D*=2D(E — D).
Dot V — D? et (E — D) ont le méme signe.

Proposition 2.3.3 [7/]

(a) Soit ¢ < 00, alors D(a) < c—a pour 0 <a<c

D c
b) — < F <=
(b) 5 5
Preuve :

(a) Soit 0 < a < ¢, si F est monotone croissante,

c—a)

C}"(r)dr "
D(a)/a]__T<( J:( )

(b) De la relation (2.9) et (2.10) on a :

ainsi,

D
De la relation (2.10) , comme V > 0, on a, 5 < E.

2.4 Durée de stade constante

Il y a deux hypotheses sur la durée de vie dans un stade largement utilisées dans la
littérature, la premiere est qu’elle est constante et la deuxieme qu’elle est exponentielle-

ment distribuée. Ici nous considérons une généralisation faible de la premiere hypothese,

N .
a Savolr :
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1 5a=0
Fla)=< p ;0<a<c
0 ;a>c

oup € [0,1]. Pour a =c, F(a) peut prendre n'importe qu’elle valeur entre 0 et p.
Si p = 1, tout le monde quitte le stade a l'age ¢ de stade. Dans ce cas F est appelée
fonction de séjour a pas.
Si p = 0, chacun quitte le stade immédiatement apres qu’il soit entré.
Si p € (0, 1), soit on quitte le stade immédiatement apres étre entré (ceci arrive avec
une probabilité 1 — p) soit on quitte le stade exactement si possible au temps maximum
¢ (avec une probabilité p).

De la relation (2.5), on a :

pe Ja =
D(a)=4¢ c—a ;0<a<c
0 1a > C

De la relation (2.9), nous obtenons que E = g

D
Ainsi nous avons les relations D = pc; E = g =5
P

Il est clair qu’en prenant p € (0, 1] =5 peut prendre n’importe quelle valeur entre
p

"D

1
3 et 'infini. Cette relation caractérise les durées de stade constantes.

Proposition 2.4.1 [7}] (a) Si la durée de stade mazimum c est finie et ['espérance

c
moyenne de séjour restant satisfait £ = 5 alors F est constante sur (0, ¢).

D
(b) Si E = Bk alors la durée de stade maximum est finie et égale & D, F(a) = 1 pour

tout a > D.

Preuve :

(a) Si E = ¢, de la relation

on a :

0= /Oc(a - %c)]—"(a) da — /0 (a— %c)}"(a) da +

Nlo
m\n\
—~ e
Q
|
|
o
~—
3
=
~—
IS
IS

Par ailleurs en posant u = %c —a,on a:
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2.4. DUREE DE STADE CONSTANTE

/Og(a— %c)}"(a)da: /Ogu}"(%c—u)du.

De méme en posant u = a — %c, on a :

Par conséquent,

c

/OQ(Q—%c)f(a)da—l—ﬁc(a—%c)]—'(a)da —/02af(%c—a)da+/02caf(a+%c)da
= Ozca(}"(%c—i—a)—}"(lc—a))da

Mais la fonction F(5¢+a) — F(5¢—a) est négative ou nulle et monotone décroissante de

plus I'intégrale ci-dessus étant nulle, ceci implique :

1 1 1
]:<§C+ a) — .7-"(50 —a) = 0 pour touta € (0, 50)

En utilisant encore la monotonie de F, on conclut que F est constante sur a € (0, ¢).

(b) Si D = %E , alors la variance de la durée de stade , V, est nulle par la relation 2.10.
Intuitivement, ceci veut dire que la durée de stade est constante et fixée. Soit la fonction
¢(z) définie par :

o) == [ (a-DParia)
Alors, ¢(0) = V = 0. Puisque la fonction (a — D)? est positive ou nulle et F est

monotone décroissante, la quantité —(a — D)?*dF(a) > 0 et

0=— /Ooo(a — D)?*dF(a) > — /Oo(a — D)*dF(a) > 0.

Par conséquent ¢(z) = 0 pour tout > 0 . En intégrant par parties , ceci implique

0= (xr— D)*F(x)+2 /Oo(a—D)]:(a)da.

Pour x > D, ceci implique (x — D)*> F(z) < 0, ainsi F(z) = 0 pour tout z > D. De la

relation 2.2,

D
D= / F(a)da,
0
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c’est -a -dire,
D
0= / (1—-F(a))da.
0

Puisque la fonction 1 — F est positive ou nulle et croissante, ceci implique 1 = F(a) pour

tout a € (0, D).

2.5 Taux de sortie par habitant (taux de mortalité)

La probabilité conditionnelle de sortir du stade dans I'intervalle entre 1’age a et 1'age

a + h de stade sous la condition d’étre toujours dans le stade a ’age a est :
F(a) — F(a+h)
=1— F(alh).
Pl (alh)

Si F est dérivable en a, alors :

u(a) = m%ﬂa) ;Z;()H h _ —];((Z)) - —d%lnf(a) (2.11)

et peut étre interprétée comme le taux de sortie (par individu) a I’age a de stade. Nous

pouvons rééerire la relation (2.11) comme suit :

Si F est différentiable sur (0, ¢), nous pouvons écrire F en fonction de p comme suit :

Fla) = exp< - /Oa,u(s)ds)() <a<ec (2.12)

Si 0 <b<cet F dérivable sur (b, ¢), nous obtenons de la relation (2.4) :

a+t t
F(tla) = exp( —/ u(s)ds): exp( —/ u(a+3)ds), b<a<ctz>0,a+t<c
a 0
(2.13)
F dérivable sur (b, ¢) si et seulement si le séjour restant attendu D(.) est dérivable, ceci

d’apres la remarque 2.3.2 et de la relation (2.5), on a :
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2.6. DUREE DE STADE EXPONENTIELLEMENT DISTRIBUEE

Proposition 2.5.1 [7}] Soit b € [0, ¢).

(a) Supposons que F soit dérivable sur [0,b) et D(.) croissante et concave(ie -D(.)
convezxe) sur [0, b). Alors u est décroissante sur [0, b).

(b) Supposons que F est dérivable sur (b, ¢) et que p est croissante sur (b, ¢). Alors D(a)
est décroissante en a € (b, c).

(¢) Supposons que ¢ = oo et u est décroissante sur (b, 00). Alors D est croissante sur

(b, ).

Preuve
(a) De la relation (2.4) , on conclut que p est décroissante sur [0, b).

(b) Des relations (2.5) et (2.14) on a :

D(a):/oca]—"(t\a)dt:D(a):/Ocaexp(—/ot,u(a—l—s)ds)dt.

Soit maintenant b < a < v < ¢. Alors,

D(a) >/Oc_vexp(—/0tu(a+8)ds>dt.

Or p(a+s) < p(s+v) quand 0 < s <t < ¢ — v car u est croissante,

D(a) > /0 exp< _ /Otu(aJrs)ds)dt — D(v).

La preuve de (c) est identique a celle de (b).

ainsi

Proposition 2.5.2 [7/] (a) Supposons que F est dérivable sur (0, ¢) et que u est crois-
sante sur lintervalle (0, ¢). Alors E < D.

(b) Supposons que ¢ = 0o et i décroissante sur (0, oo). Alors E > D.

Preuve :
(a) 11 vient de la proposition 2.5.1 que D(a) < D(0) = D et de la relation (2.8) on a
E<D.
(b) Supposons que ¢ = oo et pu décroissante sur (0, co) on a D(a) > D(0) = D c’est-a-dire

E>D.

2.6 Durée de stade exponentiellement distribuée

Si nous supposons que le taux de sortie p par individu dans le stade est constant, alors
la durée de stade F est F(a) = exp(—pa). La durée de stade est donc exponentiellement
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distribuée.
Par suite, on a F(a)F(s) = F(a + s) qui peut s’écrire en terme de fonction de séjour
conditionnelle F(s|a) = F(s) pour tout a, s > 0. C’est a dire la probabilité de rester plus
longtemps dans le stade est indépendante de 1’age de stade présent.

En réalité, I'inverse est aussi vrai. Si F(a)F(s) = F(a + s) pour tout a, s > 0, alors
soit F(a) = 0 pour tout a > 0 ou soit il existe p € R tel que F(a) = exp(—pa). Si le taux

de sortie p est une constante , alors la durée moyenne de stade est donnée par :

1
D = — = D(a) pour tout a > 0.
i

Cette derniere égalité est un cas spéciale de la proposition 2.3.3, mais suit directement de

la relation (2.5). Ainsi le résultat suivant vient de la relation (2.14)

Proposition 2.6.1 [7}] Le temps de séjour est exponentiellement distribué si et seule-

ment si la moyenne de séjour restant D(a) a l’age a est indépendante de a.

Preuve :

Pour la moyenne de séjour restant on a :

F(a)d
/()a(a)aﬂl

E = — - = — = —,
D pEop
De la relation 2.10,
1\ 2
V =DR2FE — D) :(—) .
1

Proposition 2.6.2 [7/] Si le temps de séjour dans un stade est exponentiellement dis-
tribué, le temps de séjour moyen, le séjour restant attendu a un certain age, la variance ,
la moyenne , la variance et l’écart-type du temps de séjour sont tous identiques et égales

a 'inverse du tauz de sortie par individu.

2.7 Fonction de distribution d’Erlang et fonction Gamma

La distribution d’Erlang est une loi de probabilité continue. Elle a été développée par
Erlang lors de la modélisation des appels téléphoniques.
Elle a deux parametres : un parametre dit de « forme » un entier naturel et un

parametre de « vitesse » . Son importance en biologie vient des temps d’attente. Pour des
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2.7. FONCTION DE DISTRIBUTION D’ERLANG ET FONCTION
GAMMA

événements modélisés par le processus de Poisson, le temps d’attente entre k apparitions
d’événements est distribué suivant une loi d’Erlang.

La somme de k variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (IID)
par une loi exponentielle, donne une distribution d’Erlang.

Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié la notion de temps de séjour. A un
stade, le temps de séjour est défini comme le temps passé a ce stade. Dans la littérature, les
deux fonctions de temps les plus utilisées passés dans un stade sont la durée constante et
la distribution exponentielle. La durée constante correspond aux systemes a retard discret
« lag ». En biologie ces deux retards sont peu réalistes.On a souvent a faire a des retards
qui ont une fonction densité de probabilité souvent notée « pdf ». Les biologistes
utilisent une famille de « pdf » appelée distribution d’Erlang. Cette fonction est tres
importante dans la suite de notre travail. Nous allons définir cette distribution ensuite,
nous allons faire une comparaison des courbes lorsqu’on fait varier les parametres de
cette distribution. Nous allons aussi montrer la relation qui lie la fonction de distribution
d’Erlang et la fonction gamma. Nous donnerons les éléments caractéristiques de cette
distribution puis les exemples de réalisation de la distribution d’Erlang. Commencons par

donner la définition d’une fonction d’Erlang.

2.7.1 Fonction densité de probabilité d’Erlang

Définition 2.7.1 [38](Distribution d’Erlang) Une distribution d’Erlang est une distribu-
tion continue qui a une valeur positive pour tout nombre réel positif ou nul et caractérisée
par deux parameétres : a savoir un parametre dit de « forme »qui est un entier naturel n

non nul et un parametre de « vitesse » k nombre réel. Cette distribution est donnée par :

k/,ntnfl B

Proposition 2.7.1 La moyenne d’une distribution d’Erlang est donnée par la relation

_ n . n
(2.15) est D =t = — et sa variance V = —.
k k
En effet,
o] kntn—l
D = — L
o (m=1)
1 o0
= —‘/ u"e "du (en posant u = k t)
E(n—1)! J,
1 |
=—————xn!
k(n —1)!
n
s
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1.0{
O.BE
0.8{
0.4{

0.2+

O o T T T
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fi1G. 2.1 — courbes des fonctions d’Erlang avec une chaine de compartiment ; n fixe et k
varie

Par ailleurs,

La figure 2.1 montre les variations de la distribution d’Erlang lorsque n est fixe et k
varie, tandis que sur la figure 2.2, k est fixé et n varie.
Sur la figure 2.1, le pic devient de plus en plus étroit lorsque k croit. La figure 2.3 montre

la courbe de la somme convexe de deux fonctions d’Erlang.
Relation entre la fonction gamma et la fonction de Erlang

La distribution de probabilité Gamma a pour fonction de distribution :

th=le=5
I'(k)

h(t,k,0) = oY (1)

ou les parametres £ > 0 et 8 > 0 sont des réels. La distribution d’Erlang est un cas

particulier de la distribution Gamma ou k est un entier k£ > 1.
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2.7. FONCTION DE DISTRIBUTION D’ERLANG ET FONCTION
GAMMA

F1G. 2.2 — courbes des fonctions d’Erlang avec une chaine de compartiment ; k fixe et n
varie

pi=2/3

4,
4 pi=1/3

~ =~
I n

ERE)
I
*® v

,

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35 4.0 4.5 5.0

Fia. 2.3 — courbe de la somme convexe de deux fonctions d’Erlang

1 1 1 1 LL
input S s s s Soutput
& % ) R y P
F1a. 2.4 — Réalisation d’une distribution d’Erlang
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2.8 The linear chain trick

Nous rappelons ici le « linear chain trick »terme proposé par MacDonald [11], cette
technique est bien connue en théorie de controle. Dans cette partie nous allons montrer
comment réaliser une distribution d’Erlang. Un retard distribué dont la fonction densité
de probabilité (pdf) est une fonction d’Erlang peut étre obtenu par une suite caténaire de
compartiments connectées par un méme flot de sortie (voir figure 2.4). Pour une chaine
de compartiments avec un flux de sortie = le retard produit par une telle chaine est une

distribution d’Erlang donnée par :
hpo(t) = ——— —e 7 (2.16)

Dans ce cas, on a posé k = % C’est la fonction la plus connue pour distribuer un retard.
Cette distribution peut étre réalisée par la matrice n x n; A; = %(N — 1) ou [ est la
matrice identité et N une matrice nilpotente avec pour coefficient 0 sauf la sous-diagonale

qui est constituée du nombre réel 1.

0 0 O 0
1 0 0 0
N=]0 1 0 0
0 0 1 0

1
En effet , considérons la figure 2.4 connectée par —. La dynamique du systeme est
o

donnée par :

Y (t) = A Y (t) (2.17)
ot Y = (y1,42, +,yn)T et A; est la matrice donnée par :
-1 0 0 0
1 -1 0 0
A=1] 0 1 <1 0
o .
0 0 1 -1

La solution du systeme (2.17) avec une condition initiale Y (0) = Y, est donnée par :

Y (t) = Ypexp(—tA)
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2.8. THE LINEAR CHAIN TRICK

et
1 0 - 0
L 1 0
etAr — (=30 | 7 ]
O O
(D7 (n-2) 1
On a h,,(t) = C1et1 By ; cest-a-dire,
gt 1 t
hno t) = —e
o) (n—1)!om c

2.8.1 Combinaison convexe de distributions d’Erlang

On suppose ici que h est une combinaison linéaire convexe de distributions d’Erlang;
c’est-a-dire :
q 1 q
h:Z Wihni,oi avec T, 2 0 ,ki = ;Zet Z T = 1,
i=1 i=1
La réalisation d’une telle distribution est faite par un ensemble de ¢ chaines linéaires en
paralleles (voir figure 2.5). Dans ce cas la matrice A est d’ordre n x n et s’écrit sous la

forme :

A =diag(Ay, As, -+, Ay),

avecn = » +_, n;. Cest une matrice diagonale en bloc ;ou les matrices A4; ont la structure
de la matrice dans le cas d’une chaine. Et avec les notations de MATLAB ou SCILAB,

Bj et C] ont la structure suivante :

Bl = [7'('1 61(%1); T2 61(”2); T 61(”4])],

c’est a dire une matrice constituée de chaque premier vecteur de chaque base canonique
de R™ multiplié 7;
C1 = [ eond(m)Ts = Cona(m2) -, — ecnalng)").
g1 09 Oyq
C’est une matrice constituée de chaque transposée du dernier vecteur de chaque base
canonique de R™ multiplié par k; = Ui Ce paragraphe nous a permis de construire d’une
maniere mécanique une fonction d’Erlang. Un retard distribué continu peut étre produit

par une chaine de compartiments en série ou en parallele.
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CHAPITRE 2. LA TRANSITION PAR LES STADES AVEC LES
DISTRIBUTIONS DE LONGUEURS ARBITRAIRES

F1G. 2.5 — Réalisation d’une combinaison linéaire convexe de fonctions d’Erlang

2.9 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de montrer la liaison entre la fonction de séjour ou durée de
séjour et la notion de retard plus particulierement la fonction densité de probabilité (pdf)
d’Erlang. Le retard étudié est la fonction densité de probabilité d’Erlang. Une telle fonction
peut étre produite par une suite caténaire de compartiments. Cette fonction nous permet
de distribuer un retard continu entre deux compartiments. Dans le chapitre qui suit, nous
allons montrer d'une fagon constructive comment approximer une distribution continue a
support compact dans [0, c0(, par une combinaison convexe de fonctions d’Erlang. Pour

cela, nous allons d’abord révisiter la notion de systeme compartimental.
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Chapitre 3

Systemes compartimentaux

Pour des raisons de commodité, nous rappelons quelques notions bien connues sur les
systemes compartimentaux.
L’utilisation des systéemes compartimentaux a une assez longue histoire en épidémiologie,
depuis Sir ROSS (1911), Kermack et Mackendrick (1929). La notion de systeme a
compartiments est utilisée pour désigner une vaste classe de systemes dont la dynamique
peut étre décrite par les équations bilan. En physiologie, les systemes compartimentaux
ont été définis pour décrire les systemes pour lesquels il y avait des flots de matiere entre
les unités appelées compartiments. La loi de conservation qui préside ces systemes est la
loi d’action de masse.

Les différentes définitions et notions faites dans ce chapitre sont tirées de [38].

3.1 Systemes compartimentaux sans retard

Dans ce paragraphe, nous faisons un bref rappel sur la définition et les propriétés des
systemes compartimentaux .

Considérons la figure 3.1 représentant le 7®™¢ compartiment d'un systéme comparti-
mental a n compartiments. Les fleches représentent les flots de matiere. Le compartiment
contient a l'instant £ une quantité ¢; de matiere ou :

— [I; désigne le flot de matiere dans le compartiment provenant de l'extérieur du sys-

teme.

— go; est le flot de matiere sortant du compartiment ¢ vers I'extérieur;

— gji est le flot de matiere (sortie) quittant du compartiment ¢ vers le compartiment

Js
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

§®

FiG. 3.1 — Flots de matiere dans un compartiment i

— gi; est le flot de matiere (entrée) provenant du compartiment j vers le compartiment
i.

Puisqu’il s’agit de flots de matieres tous les g;; > 0 pour tout ¢, j et I; > 0.

Définition 3.1.1 [38/
Un compartiment est un réservoir conceptuel dont le contenu (énergie, population, ...)
est quantifiable. C’est aussi une quantité d’une certaine matiére qui est cinétiquement

homogeéne.

Les mouvements de matieres dépendent du systeme. Par conséquent, un bilan de matieres

pour le compartiment ¢ donne I’équation différentielle :

Qi(t) = D (=g54(t) + 955()) + L — gui(0). (3.1)

J#i
Notons qu’il n’y a pas de retard dans le transfert de j a i. Aussitot que le matériel
quitte j, cela apparait dans 7. les flux g¢;;, gi; et g, peuvent étre des fonctions de g,
G2, - -,qn et éventuellement de t. Ce sont des quantités définies positives ou nulles par

convention. Des contraintes physiques, nous avons les propriétés suivantes :
Propriété 3.1.1 [38]
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3.1. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX SANS RETARD

1. gi; >0, 9o =20 et I; >0 pour tout 1, j et t

2. S1q; =0 alors go; = 0 et gj; = 0 pour tout j , ainsi g; > 0.

Si g est C*, la deuxieme assertions de la propriété précédente nous permet d’écrire
95i(q) = fii(a)a,

pour certaines fonctions fj;(¢) qui sont au moins C*~!. Par conséquent 1'équation 3.1

s’écrit le plus souvent sous la forme :

G = —(foi + Z fii)ai + Z fisq; + 1 (3.2)

J#i J#i
Les coefficients f;; dans la relation (3.2) sont appelés transferts ou coefficients ou
quelque fois coefficients de transfert. Les éléments de la matrice F' = f;; doivent étre les
fonctions de g et de t. Si les coefficients de transfert sont constants ou fonctions de ¢, de

tels systemes sont appelés systémes compartimentaux linéaires .

Posons fi; = —(foi + 22,4 f5i)- L'équation (3.2) peut s’écrire :

gi = Z fijq; + 1, (3.3)
J

et pour le systeme,
Gg= fq+1. (3.4)

Ainsi chaque transfert d’un compartiment peut s’écrire comme produit d’un coefficient
de transfert et 'amplitude du compartiment dont le transfert est originaire. Les coefficients

de la matrice I’ ont les propriétés suivantes :

fii <0 pour tout i, t > 0; (3.5)
fi; =0 pour tout ¢ # 7, t > 0; (3.6)
n
E fij = E fij —+ fjj = _foj <0 pour toutj , t ;= 0 (37)
i=1 itj
par suite, —fi; > >, fji-
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

Définition 3.1.2 [38] Un systéme sous la forme (3.3) ou (3.4) pour lequel F' = f;;
satisfait (3.5) et (3.7) est appelée systéme compartimental.

Définition 3.1.3 Une matrice F' de dimension n x n dont les coefficients satisfont aux

relations (3.5) et (3.7) est appelée matrice compartimentale.

Remarque 3.1.1 Si tous les coefficients de la matrice sont constants, on a un systéme

compartimental a coefficients constants.

3.2 Systéme compartimental avec retard [38]

Dans les modeles compartimentaux sans retard, on suppose que les transferts sont
instantanés. En réalité, les transferts ne se font pas instantanément, mais apparaissent avec
un retard. Pour une large classe de systemes compartimentaux avec retards, les retards
peuvent étre générés par un sous-systeme compartimental sans retards. En particulier,
si on introduit entre le compartiment des individus susceptibles et les individus infectés
le systeme de la figure 3.2, le retard généré par ce systeme est une fonction densité de
probabilité d’Erlang. Par conséquent plusieurs systémes compartimentaux avec retard ont

des représentations équivalentes dans les systemes compartimentaux sans retards.

3.3 Equations des systéemes compartimentaux non
linéaires avec retard

3.3.1 Systeme compartimental avec une distribution continue
de retard [38]

La matiere quittant le compartiment j dans 'intervalle de temps (7, 7+ d7 ) et allant
a1 est fi;(q(7))g;(T)dr. Si le retard est une fonction densité h;;(t) qui est indépendante
de I’état du systeme, nous avons un retard continue dans un systeme non linéaire. Par

suite on a I’équation suivante :

ala®) + 3 Fila@aitt +2/ Fula(P)ay (Dbt = T)dr + L(H). (38)

J# J#i
Cependant, si le sous-systeme compartimental qui génere le retard est non linéaire, h;;
est une fonction de I’état du sous-systeme qui génere le retard, ou méme 1’état de I'entrée
du systeme.
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3.4. SOUS-SYSTEME A RETARD CONTINU

Fi1G. 3.2 — Chaines linéaire a n compartiments

3.4 Sous-systeme a retard continu

3.4.1 Fonction densité de probabilité d’Erlang et Equation aux
dérivées partielles [38]

Le sous-systeme largement utilisé dans la littérature pour produire une fonction densité
de probabilité de retard est la chaine en série a n compartiments avec le méme coefficient
de transfert figure 3.2.

Si nous introduisons une unique impulsion dans le premier compartiment a t = 0, le
taux du flux de sortie au n'®™® compartiment , qui est la fonction densité de transit ou le

temps de sortie, est

Jengn— 1 e—kt
(n—1)!
C’est en effet, la fonction densité de probabilité d’Erlang. L’introduction d’une telle chaine

bk (t) = (3.9)

entre deux compartiments, génere une distribution continue de retard avec une fonction

densité donnée par la relation (3.9).
. . . n . s M .
Cette fonction densité a un retard moyen ¢t = 7 = 7 une variance o* = yE et le troisieme
2n
E.
Si nous supposons que le temps moyen de transition ¢ = 7 est constant et n croit , on a
no , T 2T . . .
k=—- o0"=— et p3=—.Sin— oo, lavariance et le troisitme moment central
T n n
tendent vers zéro et la courbe de h,,; prend la forme d'un pic voir figure 2.1 et converge

moment central pz =

vers une distribution avec support un retard discret ¢ = 7. Nous allons prouver ceci dans

ce paragraphe.

Remarque 3.4.1 Une fonction densité de probabilité d’Erlang peut étre obtenue par ap-
prozimation discréte d’une équation aux dérivées partielles (EDP) pour un volume du
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

u(g,t)

FiG. 3.3 — Flux de matériels du compartiment r vers le compartiment s

flux de déplacement.

Considérons un flux de matiere du compartiment r vers le compartiment s avec un
retard (décalage) 7, comme le montre la figure 3.3. L” élément entre les compartiments r et
s est appelé « élément de retard » ou « tuyau » [33]. La matiere venant du compartiment
r entre dans « I’élément retard » au taux kg.q,(t) a U'instant ¢ et traverse 1’élément retard
a une vitesse constante par unité de temps. Soit u(6, t)df la densité de matiere dans le
segment [0, 6+ df | dans « I’élément retard » a l'instant ¢. Ainsi, & 6 la densité de matiere
est u(0, t) = ks.q-(t — 0) et le taux de matiere quittant « I’élément retard » et entrant le
compartiment s a U'instant ¢ est u(7, t) = ky.q-(t — 7). L’équation aux dérivées partielles
résultante est :

ou__on a0
Toute solution générale de (3.10) est une fonction de (¢ — #). Si une telle solution existe,

elle vérifie :

uw(0, t) = kgqr(t) et u(r,t) = kgq(t —7).

On obtient, u(0, t) = ks.q,(t — 0).

Le « linear chain trick » joue un role tres important dans la modélisation. C’est un
important outil pour produire les fonctions densité de probabilité de retard continu. C’est
aussi une approximation d’un flux de déplacement a travers I’élément « tuyau » ; comme
tel, il produit une fonction densité continue de retard qui converge vers un retard discret
du modele « tuyau » comme dans le cas ou le nombre de compartiments dans une chaine
croit. Comme celui-ci est important, nous allons prouver que :

(a) 'équation 3.10 est une équation du volume de déplacement du flux,
(b) une approximation discrete de 3.10 donne un systeme d’équations différentielles ordi-

naires,

THESE: Joseph. MBANG 38 Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 a Metz(France) des modeles intra-hotes avec retard :
Application & des modeles intra-hotes de paludisme et de V.I.H



3.4. SOUS-SYSTEME A RETARD CONTINU

(¢) pour un temps moyen de transit fixe 7 pour une chaine linéaire, la fonction densité de
probabilité de temps de transit pour n compartiments dans la chaine, h, x(t) , converge
vers une fonction delta pour un temps de transit discret 7 quand n — oo, et

(d) pour un temps moyen de transit 7 a travers une chaine linéaire, la solution de la chaine

linéaire converge vers une solution de 1’équation aux dérivées partielles 3.10 quand n — oo

3.4.2 Equation aux dérivées partielles du volume de flux de
déplacement [38]

Choisissons # dans |” intervalle [ a, b] a travers « I’élément retard ». Soit v(t) la quantité

de matieres dans cet intervalle a l'instant ¢.

o(t) = /bu(é’, £)do (3.11)

Par ailleurs I’équation bilan dans le segment [a, b] est :

dv(t) b ou(h, t)
= —=db. A2
dt /a o Y (312)
Par suite,
dv b ou(d, t)
= ula, 1)~ ulb, 1) = / S g (3.13)

Des équations (3.12) et (3.13) ona :

/ab %de - /:( - %%t)) dg, Vt. (3.14)

Si ces équations sont vérifiées pour tout a et b, nous concluons que I'équation (3.10) est

aussi vérifiée.

3.4.3 Systemes d’équations différentielles ordinaires et équation
aux dérivées partielles [38]

Pour montrer que I'approximation discrete d’une équation aux dérivées partielles (3.10)
donne le systeme d’équations différentielles ordinaires compartimental pour une chaine li-
néaire linéaire de compartiments, nous considérons un flux d’éléments de la figure (3.4).
En effet, considérons un flux d’éléments de la figure (3.4). Le flux de matieres est gou-
verné par 1'équation aux dérivées partielles (3.10) (EDP). Divisons le flux d’éléments en

. , T
n compartiments égaux chacun de longueur, h = —.
n

Soit v;(t) la quantité de matiere dans le '™ compartiment & 'instant ¢, c’est a dire la
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

’ ~ nit
0 (i-1)t it
n n
F1G. 3.4 — Un compartiment de I’élément de flux
quantité de matiere dans le segment [ (i — 1)h, ih].
Ainsi I’équation bilan pour v; est :
dUZ‘ . .
o =u((i —1)h,t)—u(ih,t) (3.15)

Pour obtenir les équations dans chaque compartiment de la chaine on utilise la propriété

de la valeur moyenne d’'une intégrale, pour écrire v; et v;_; comme suit :

ih
W):/ w(6, )0 = hu(6t): (i~ Dh< & < ih
(i-1)h_
(i—1)h (3.16)
0= [ a0, 000 = Rt 0) 5 (= 2)h < 6r < (- D

Les termes de droites de la relation (3.16) peuvent étre obtenus par :

u(e 1) = uin 1) — (ih - &) 20 (6 << i

u(Er 1) = u(li- Db 1) — (G- D — &) 20D e <ol < -

En utilisant les relations (3.15) et (3.16) , on a :

dviil
dt  h

Qu(ni-1,1) Qu(n;, 1)
1 — v hd;, — 0 3.17
<“1”)+(1ae o0 (3.17)
\2
Le reste de terme de la relation (3.17) est de ordre h? = <—) . On a donc le systeme
n
d’équations différentielles,
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3.4. SOUS-SYSTEME A RETARD CONTINU

dv; 1 .
2 TP o

Le systeme d’équations différentielles ordinaires (3.18) est une approximation discrete

de I’équation aux dérivées partielles (EDP) (3.10) avec un terme d’erreur de l'ordre (1)2
n

Le systeme (3.18) est un systéme a une chaine (linear chain trick) de la figure 3.2, avec un
temps moyen de transit 7. Le coefficient de transfert de matieres du compartiment i —1 au
compartiment ¢ doit étre % = ; ; pour déplacer ce qui est dans la tranche [(i — 1)h, ih]
vers la tranche [ih, (i + 1)h] par unités de temps.

Ainsi, si nous introduisons une unique impulsion dans le premier compartiment a t = 0 ,

la fonction densité a la sortie de la chaine linéaire de longueur n est

1

hn t) = kntn—l 6—kt
#(t) (n—1)!
n .. . n . N
avec 7 = T Si nous fixons le temps moyen de transit, & = — doit croitre avec n et
T
on a:
1 n (nt\" —nt
hns(t) = ———|— ) t" e
() (n—l)!7<7’>
t
En faisant un changement de variable, p = — > 0,
T
on a:
b (1) = _ P inm e
P T(n—1)!

Convergence du temps de transit d’une chaine linéaire vers un temps de transit

discret

Proposition 3.4.1 [38] La solution d’une chaine linéaire converge vers une solution de

I’équation aux dérivées partielles pour un flux de volume de déplacement.

Preuve
Premiérement, nous allons montrer que la fonction densité de probabilité (pdf), pour le
temps de transit de sortie d’'une chaine linéaire a n compartiments avec un temps moyen
de transit fixé 7 converge vers une distribution de Dirac (§) pour le temps de transit
discret 7 qui est donné par 1’équation différentielle partielle (EDP) (3.10).

Pour une chaine linéaire a n compartiments, la fonction densité a la sortie est donnée par :
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

En faisant un changement de variable on a :

1
hn t) = n—1_mn —pn

On sait d’apres la formule de Stirling que :

n

'~ (—)"V2
nl & (2)"v2mn;
par suite,
|
lim —— =1

hy,p(t) peut encore s’écrire,

() = \/2[:/) - (g)

e e
Pour p > 0 la fonction p_p est positive et a un maximum a p = 1 tel que ,0_p = 1 pour
e e

pzl,etp—j<1pourp7é1.
e

Ainsi
lim hy,,(t) =0 pour p # 1, lim h,, ,(t) = oo pour p = 1.
Si chaque h, , est une fonction de densité, alors By p(t) dt = 1.

0

En conclusion la fonction densité de probabilité du temps de séjour pour une chaine
linéaire converge vers §(t — 7); c’est a dire la fonction densité de probabilité du temps de
séjour pour une chaine linéaire avec un temps de séjour moyen fixé 7 converge vers un

temps de séjour discret 7 quand n — oo.

3.4.4 Convergence de la solution d’une chaine linéaire vers une
solution de I’équation aux dérivées partielles [38]

Considérons le systeme d’équations ordinaires (3.18) pour une chaine linéaire c¢’est-a-

dire,

dl)i . ]_( ) =1 b= T
di = h Vi—1 v;) pour 7 = 1, , . avec n = n

Si u est une densité de matiere, nous utilisons la densité correspondante w; = n pour le

systeme compartimental. Notons que w; satisfait la méme équation différentielle que v;.

. v; ) , ) 1 — 1)1
La solution w; = — approche la solution u( 6, t) de I’équation (3.10) pour 6 = =17
h ’ n
quand n — o0.
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3.4. SOUS-SYSTEME A RETARD CONTINU

Notons par F;(t) = w;(t) — u((i — 1) h, t) Perreur. Alors F; satisfait 1’équation différen-
tielle :

. ) ou (. 1 ou (.

= 11Ea0 + u(=2m ) = £ w600 )+ 5(G-vn)
h

= 3 lFim = F] + um<(i—1)h,t)§ + O(h) = %[FM — F] + E;

—_

(3.19)
ou l'erreur F; — 0 quand h — 0. Nous allons maintenant montrer que toute solution

de I’équation différentielle,
dF; 1
o = 7 (F = F) (3.20)

tend vers zéro pour tout 7, quand n — oo. Le systeme différentielle (3.19) peut encore

s’écrire sous la forme :

F = %AF (3.21)
ou,
-1 0 0 0
1 -1 0 0
A= : :
0 0 -1 0
0 0 1 -1

La solution de (3.21) est :

F(t) = exp(% A) _ exp(n—t A) (3.22)

-
1 0 - 0

il w 1 0 0

par suite F'(t) = e’ﬁ : : :
Gt G 1

!

(n—1)! (n—1)!
Le plus grand terme de la solution F. En utilisant la formule de Stirling (n! =

(2™)v/27n) on a :

Soit M =

e . (3.23)

t\n—1, -2t t\n— t
M TG e 1 1 (3.24)
~ = nt - nt ~ .
(Z&)Vv2mn er V2mn e V2mn(t)  V2mn(t)
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

1
Par suite ——— tend vers 0 quand n tend vers +oc.

2 (L

Nous CODClﬁ;S{l—l)e pour la méme fonction de flux d’entrée , la solution pour la chaine
linéaire avec un temps de transit moyen 7 constant converge en tout point 6 = m pour
i=1,---,n vers la solution u(#, t) de I'équation aux dérivées partielles (EDP) 71;ou1r le
flux de déplacement a travers 1’élément de retard avec un retard 7 quand n tend vers

I'infini.

3.5 Retard continu généralisé [38]

La chaine linéaire est un cas spécial, mais tres important dans la réalisation d’un
sous-systeme de retard continu. En général tout flux de sortie issu d’un systeme compar-
timental avec des coefficients constants peut générer une ou plusieurs fonctions densité de
probabilité de retard. Pour une unique entrée dans chacun de ses compartiments, un tel
systeme peut produire une fonction densité pour un temps (retard) de transit.Ces fonc-
tions sont appelées « fonctions densité de probabilité de base ». Cependant le systeme
peut produire une fonction densité qui est une combinaison linéaire convexe des fonctions
densité de probabilité de base.

Considérons tout flux de sortie issu d’un systeme a n compartiments. Si nous introdui-
sons une unique impulsion dans un compartiment ¢ du sous-systeme a ¢t = 0, la fonction
densité pour le flux de sortie est h;(t). Insérons ce systeme a n compartiments entre deux
compartiments r et s d'un systeme et la fraction p; du flux de sortie de r a s est mise
dans le compartiment ¢ du sous-systeme retard et tous les flux de sortie du sous-systeme
retard vont dans s comme le montre la figure 3.5

Alors si le sous-systéme retard est linéaire, la fonction densité de retard de r vers s

est :

her(t) = ijhj(t) avec ij =1
J J

3.5.1 Forme générale des fonctions densité de retard [38]

On suppose que toutes les valeurs propres du flot de sortie connecté dans le systeme
compartimental linéaire ont des parties réelles négatives. Alors, nous pouvons écrire la
forme générale des fonctions densité avec un tel sous-systeme. La classe des fonctions
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3.5. RETARD CONTINU GENERALISE [38]

FiG. 3.5 — Sous-systeme de retard inséré entre le compartiment s et r

densité de probabilité sont de la forme :
ht) = 3 P,
J

ol \; est la ™M valeur propre du sous-systeme retard et P;(t) est un polynéme en ¢ dont
le degré est inférieur ou égal a la différence des multiplicités algébrique et géométrique
de \;. La fonction h est définie de telle sorte que son intégrale sur [0, 0o est égale a 1.
Dans la suite, nous allons montrer que toute distribution continue & support dans [0, 0]
peut étre approximée par une combinaison convexe de fonction densité de probabilité de

Erlang.

3.5.2 Meéthode d’approximation par les moindres carrés dans un
intervalle fini [38]

En pratique , les fonctions densité de retard sont souvent unimodales, définies sur
[0, 00), avec h(0) = 0 et ont peu de dérivées premieres qui s’annulent & l’origine. Pour
caractériser expérimentalement de telles fonctions densité de probabilité, les mesures sont
faites seulement sur un intervalle fini [0, 7], ou T" est assez grand tel que; h(t) est petit
dans la relation de la mesure de l'erreur pour ¢ > 7. L’ on peut alors approximer h(t) sur
[0,7] en faisant correspondre avec une combinaison linéaire convexe de fonctions densité
de probabilité pour les chaines linéaires. Soit h,(k,,t) une fonction de densité pour une
chaine linéaire a n compartiments, avec un transfert de coefficient k,,,
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

1
(n—1)!

Alors nous minimisons la somme des carrés

ho(kp, t) = krgn—temknt, (3.25)

2

S = /OT[h(t) - ipnhn(k:n, t)] dt (3.26)

pour k, et p, positifs avec Zf[ pn = 1 et prendre le nombre de termes suffisamment

grand et rendre la somme des carrés résiduels tres petits.

3.5.3 Approximation sur [0,00) [38]

Supposons que 7 et s sont deux compartiments dans un systeme compartimental et que
le flux de r vers s, fs(q) a une distribution de retard de fonction de densité de probabilité
h(t) et une fonction de distribution cumulative H(t). Peut - on remplacer le modele du
systeme de flux physique qui génere h(t) par un ensemble de chaines linéaires en paralleles
qui donnent la méme distribution de retard ?

Considérons la figure 3.6, la fonction de distribution de retard produite par les chaines
en parallele est une combinaison linéaire convexe de fonctions de distributions produite
par chaque chaine linéaire de poids p1,p2, -+, pn; >, pi = 1. Une meilleure approche
est d’approximer la fonction densité de probabilité h(t) sur un intervalle [0, T'| pour T

arbitrairement grand tel que 1 — H(T') = € soit arbitrairement petit.

3.5.4 Méthode d’approximation par intervalle [38]

Nous présentons une méthode d’approximation d'une fonction densité de probabilité
qui est une preuve évidente et intuitivement constructive et qui détermine entierement les
coefficients de transfert k; et les poids p; comme dans la figure 3.6. Considérons la figure
3.7 : h(t) est une fonction densité de probabilité et H(t) est la fonction de distribution
cumulative de la distribution de retard h(t).

Divisons l'intervalle [0, T'] en n intervalles de pas —. L’idée est d’approximer la fonc-

n
— )T 4T

tion densité de probabilité dans I'intervalle (u , I par une distribution d’Erlang
n n

d’un ordre assez grand m telle que 'essentielle de toute la probabilité de la distribution
d’Erlang soit dans l'intervalle. Ainsi le poids pour cette distribution d’Erlang est la pro-

babilité que h(t) soit dans cet intervalle et si la distribution d’Erlang doit étre dans cet
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3.5. RETARD CONTINU GENERALISE [38]

F1G. 3.6 — Ensemble de chaines linéaires en paralleles

intervalle, son temps moyen de transit doit étre dans cet intervalle.

feme Frlang qui est une approximation de la

La fonction densité de probabilité pour la
— )T 4T
probabilité dans l'intervalle [u , L]7 est
n n
hi(m,n,t) = —— =1t (3.27)
A (m—1)1"™ ' '
Nous voulons aussi que cette fonction ait pour temps moyen de transit
(G —3)T
Tj = TQ = QjT,
d’ou
m m
kmi = — = —.
J T] QJT
Par suite,
1 m\" —mt
h;(m,n,t) = tmle 4T 3.28
) = = (75 J (3.25)
Pour le temps moyen de séjour de cette fonction d’Erlang, nous avons utilisé le centre
. G-0)T 471 . . . : ,
de l'intervalle | ————, =—| . ainsi pour tout point de cet intervalle, nous procéderons
n n

par passage a « la limite » comme suit.

Avec ce temps moyen de séjour , remarquons que si m est grand, hj(m,n,t) atteint
presque instantanément son niveau maximal avec presque sa probabilité dans l'intervalle
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CHAPITRE 3. SYSTEMES COMPARTIMENTAUX

h(t)

F1G. 3.7 — Subdivisions de la région sous le graphe d’un cas type de pdf

— )T 4T
{u , ‘7—} Nous voulons ainsi donner a cette fonction d’Erlang un poids égal a la
n n
— )T 4T h(0,T)T
probabilité dans I'intervalle {u, ]—} de h(t) , lequel est p; = L
n n n
Remarquons que la probabilité exacte dans l'intervalle est H(ZL) — H (%) Ainsi
I’approximation dans l'intervalle (Q_TI)T , %) est
T
gj(m,n,t) = h(0;T)—h;(m,n,t). (3.29)

n
Par suite,

T

n .

/ g:(m. n,t) dt = h(6,T)
0

En outre, quand m tend vers l'infini, la probabilité de h;(m,n,t) est de plus en plus

— )T 9T
dans l'intervalle (u , ‘7—) D’apres la preuve de la propostion 3.4.1 on a :
n n
lim h;(m,n,t) = 6 (t — 6,1),
m—o0
ainsi,
T
lim g;(m,n,t) = h(6,T)—=5 (¢ — 6,T). (3.30)
m—oo n
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3.6. CONCLUSION

Soit
gln,t) =y h(HjT)%é (t — 6,T). (3.31)

T
Posons s = 6,71 par suite ds = —. Alors,
n

T
lim g(n, ) — / h(s)ds = 1—e (3.32)
n—oo O

Ainsi nous pouvons approximer h(t) sur [0, T'] par
g(m,n,t) = 3 h(OT) = hy(m,m, 1) (3.33)
) 14y : 7 n 9 ) 10y )
J

ce qui est vrai pour m et n assez grands.

3.6 Conclusion

Nous venons donc de montrer que toute fonction densité de probabilité d” Eralng (voir
2.8.1) peut étre représentée par un ensemble de chaines linéaires en paralleles chacun d'un
ordre assez grand.

Ainsi, pour analyser les systéemes compartimentaux avec retards on peut :
1. résoudre I’équation avec le retard par simulations numériques, ou,

2. introduire le modele du sous systeme qui génere le retard et résoudre le grand sys-
teme résultant sans retard. Ceci exige de trouver un sous systeme qui génere la

distribution de retard ; ce qui peut étre une tache difficile.

Nous allons dans le chapitre qui suit donner une « généralisation du linear chain trick ».
C’est-a-dire que nous allons convertir une équation intégro-différentielle en un ensemble
d’équations différentielles ordinaires. Ce processus nous permettra d’étudier d’une fagon

simple les modeles intra-hotes de parasite avec retard.
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Chapitre 4

Systemes d’équations différentielles
avec retards continus et EDO

Dans le chapitre 3, nous avons introduit la notion de « linear chain trick » et par
la suite nous avons montré que toute distribution continue de retard peut étre approxi-
mée par une combinaison linéaire convexe des fonctions d’Erlang. Cependant le « linear
chain trick » suppose que tout retard continu (fonction densité de probabilité d’Erlang)
peut étre généré par un ensemble de chaines de compartiments en série ou en parallele.
Dans ce chapitre, nous allons utiliser les notions classiques de la théorie de controle pour
généraliser le « linear chain trick ». Pour cela, nous allons montrer que toute solution
d’une équation intégro-différentielle est solution d’un systeme d’équations différentielles
ordinaires.Ce chapitre n’est probablement pas original, seule la présentation utilisant les

outils de la théorie de controle I'est peut-étre.

4.1 Systeme d’équations différentielles avec retard

Considérons un systeme dynamique ou un feedback unidimensionnel particulier a été
pris en compte. Dans le systeme (6.1) le terme zv qui apparait dans la deuxiéme équation

peut étre vu comme un feedback. Considérons le systeme d’équations suivante :

i = f(x, u()) (4.1)

ou,
f : est une fonction de R¥ x R dans R* ; wu : est une fonction de R* vers R.
Les fonctions u et f sont supposées satisfaire les conditions d’existence et d’unicité de

solution du systeme (4.1).
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CHAPITRE 4. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES AVEC
RETARDS CONTINUS ET EDO

> x=f(x,u) |e-——

F1G. 4.1 — Systeme controlé par boucle ouverte

A

x = f (x,u)

A

F1G. 4.2 — Feedback (systeme controlé par boucle fermée)

Remarque 4.1.1 1. Si la fonction u dépend seulement du temps t, elle est appelée

contréle en boucle ouverte (voir figure 4.1)

2. St la fonction u dépend de x(t) elle est appelée feedback ou systéme controlé par

boucle fermé (voir figure 4.2).

Lorsqu’on introduit un retard distribué continu h dans le systeme (4.1) qui est une

combinaison linéaire convexe de fonctions d’Erlang, le systeme (4.1) devient :

i :f@,Amu@@—T»Mﬂdﬂ
= fla / w(a(r)) it — 7) dr)

—0o0

(4.2)

Le systeme obtenu est un systeme intégro-différentiel.

Définition 4.1.1 On appelle fonction de Heaviside, la fonction définie par Y (0) = 0 si
t < 0etY(t) =1 ailleurs.

Propriété 4.1.1 La fonction h étant une combinaison linéaire convexe de fonctions d’Er-
lang, elle peut encore s’écrire sous la forme, h(t) = Ce!*BY (t) ot : A est une matrice de

Metzler stable d’ordre k x k. La construction de la matrice A est obtenue par la théorie de
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4.2. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

réalisation. B est un vecteur colonne k x 1 et C' est un vecteur ligne 1 X k. La présence

de la fonction de Heaviside Y (t) est pour assurer que le retard est positif.

Remarque 4.1.2 1. Les variables considérées sont des quantités positives car nos sys-
temes sont d’origine biologique. Autrement dit, A est Meztler, B > 0 pour laisser

l'orthant positif et la sortie positive donc C > 0.

2. Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, Ce!4 B est une combinaison
linéaire des fonctions de type tFe* ; t*eX cos(at) ; theM sin(at) , pour k € N, A € R

et a € R; A+ i« étant une valeur propre de la matrice A.

Dans le paragraphe qui suit, nous allons utiliser les hypotheses faites sur la matrice A

et les vecteurs B et C' pour résoudre le systeme d’équations différentielles

&= f(x,Cy)
{y:Ay+gB (4.3)

4.2 Systeme d’équations différentielles

Considérons le systeme d’équations différentielles (4.3)(dans le sens de la théorie du

controle [46] , [72])

Proposition 4.2.1 Pour un état initiale y(0) = yo et pour un contréle de signal u(t), la

sortie du signal du systéme (4.3) (voir figure 4.3) est donnée par :
z = Celyy + Ce" B * uY.

Preuve :
Considérons le systeme y = Ay + u B.

On ay = Ay clest a dire y(t) = e, Par la méthode de la variation de la constante

on a :
t
y(t) = ey + / u(T)e"" 4B dr
0
Par suite,
t
2(t) = Ceyy + / CeMABu(r)dr
0
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CHAPITRE 4. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES AVEC
RETARDS CONTINUS ET EDO

- ® x= f(x,2) -
z
X u(x) y=Ay+uB
E— u - 7=C y

Fi1G. 4.3 — linear chain trick

on a .

t
z(t) = Ceyy + / Ce*-7AB w(T)dr
0

t
= Ce'yy + / Ce""MABwu(T) Y (1)dr

— 0
O

= Ceyy + Ce™ Bu(t — 7)Y (t — 7)dr
0
= Ceyy + Ce"" B x (uY)

dou z(t) = Cetlyy + Ce*B x (uY) = C=.

Remarque 4.2.1 1. La fonction t — Ce'*B est appelée réponse impulsionnelle du

systeme.

2. La sortie est obtenue par une convolution de la réponse impulsionnelle et [’entrée.

Proposition 4.2.2 Considérons l’équation différentielle (4.2) avec comme condition ini-

tiale, u(z(t)) = 0(t) pourt <0, ou 0(t) est une fonction continue sur )oo,0].
¢

- Siy(t) :/_ e "IABu(x (7)) dr et yo = y(0) :/_ e"IABO(T) dr, alors/_ u(z(7))h(t—
T)dr = z(t).

— Pour un état initial x(0) = zo et pour toute condition initiale y(0) = yo, toute
solution du systéme (4.3) est solution du systéme (4.2).
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4.2. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Preuve :

t 0
1) Supposons que y(t) :/ AR u(x(7)) dr et yo = y(0) :/ e ™ BO(T)dr

—00 —0o0

avec u(x(7)) = 0(t) avec 6(t) continue pour t < 0.

2) Une solution de la seconde équation différentielle du systeme (4.3) est

t
y= / el Bu(z(r))dr,

en remplacant y dans la premiere équation du systeme (4.3), on a :

& = f(z, /t C "B u(x(r)) dr.

—0o0

En posant h(7) = Ce*"4B, il vient que toute solution du systéme (4.3) est solution du

systeme (4.2).

4.2.1 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons « généralisé » le « linear chain trick » avec quelques
notions de la théorie linéaire du controle. Pour cela, nous avons montré que toute solution
de I’équation intégro-différentielle (4.2) est solution de I’équation différentielle ordinaire
(4.3). Les résultats obtenus dans ce chapitre seront utiles dans 1" analyse de la stabilité des
systemes issus des modeles que nous allons étudier dans le chapitre 6. Cependant I'analyse
de la stabilité aux points d’équilibre des modeles intra-hotes de parasite avec retard est
conditionnée par le parametre de bifurcation appelé nombre de reproduction de base
noté Ry. C’est en effet le nombre moyen de cas secondaires, produit par un individu
infectieux typique au cours de sa période d’infectivité, dans une population totalement

constituée de susceptibles. Le chapitre qui suit va analyser cette notion.
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CHAPITRE 4. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES AVEC
RETARDS CONTINUS ET EDO
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Chapitre 5

Le taux de reproduction de base

Le nombre de reproduction de base couramment appelé R, est une quantité sans
dimension qui, sous certaines conditions permet d’établir la stabilité des points d’équi-
libres d’un systeme dynamique. Ce parametre généralement utilisé dans la modélisation
en écologie, en démographie et en épidémiologie est un concept clé et important que les
mathématiciens ont apporté a la théorie des épidémies.

Il est défini comme « le nombre moyen de cas secondaires, produit par un indi-
vidu infectieux typique au cours de sa période d’infectivité, dans une popula-
tion totalement constituée de susceptibles. »

Ry est par conséquent, une mesure du potentiel de transmission, c¢’est a dire la capacité
d’un agent infectieux a propager l'infection a travers une population donnée immeédia-
tement apres son introduction. Le moyen de transmission peut étre direct ou indirect.
Le nombre Ry a été défini mathématiquement par O. Diekmann et al dans ([17],[16])
en utilisant la décomposition reguliere de la matrice de Metzler associée aux individus
« infectieux ». C’est A. Lokta (1913) qui introduit la notation R et reconnait la formule

de Bockh

Ry = / " pl(a)Bla)da

ou p(a) désigne la probabilité pour une femme de survivre a I'age a et B(a) le taux de
naissance des filles a ’age a.

L’apparition de R est relativement récente en épidémiologie et date des années 80. Depuis
une trentaine d’années Ry est de plus en plus utilisé dans les situations de plus en plus
réalistes et sur des modeles de plus en plus compliqués.

Le concept trouve sa base en démographie. Le directeur de bureau des statistiques de
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CHAPITRE 5. LE TAUX DE REPRODUCTION DE BASE

Berlin, Richard Bockh introduit et calcule ce qu’il appelle « la propagation totale de la
population »(K.Dietz). Dans ce contexte R est le nombre moyen de naissances de filles
produit par une femme durant sa vie entiere.

Dans la littérature, il existe plusieurs techniques de calcul de Rqy. Nous allons dans la suite

donner trois types d’algorithmes de calcul de Ry. A savoir

1. la technique utilisant la fonction de survie ( cette approche a été faite par Heester-

beek et Dietz dans [28] )
2. Talgorithme de calcul da a J. M. Hefferman et al dans [29]

3. la technique élaborée par G. Sallet et J. C. Kamgang dans [39]. Il faut noter que cette
technique faite par ces deux auteurs est un raffinement du critere de Routh-Hurwitz.

Cette méthode ne calcule pas forcément Ry mais donne un seuil équivalent.

5.1 La fonction de survie

Cette approche est décrite en détail dans [28]. Considérons une grande population
et soit F'(a) la probabilité qu'un individu nouvellement infecté reste infectieux pour au
moins un temps a. Ceci est encore appelé probabilité de survie. Soit b(a) le nombre moyen
d’individus nouvellement infectés qu’un individu infectieux produira par unité de temps

lorsqu’il infecte au temps a. Alors, le nombre de reproduction de base Rq est donné par;

Ry = /0 " b(a)Fla)da

En particulier, il est direct de traiter les situations dans lesquelles l'infectivité dépend du
temps depuis 'infection, ou d’autres probabilités de transmission entre les états qui varient
avec le temps. Ainsi cette méthode de calcul de Ry n’est pas restreinte aux équations
différentielles ordinaires. Cette méthode peut étre étendue aux modeles dans lesquelles
une série des états est impliquée dans la « reproduction » d’un individu infecté. Ainsi, en
considérant une épidémie de malaria, un étre humain infecté doit passer I'infection a un
moustique, qui a son tour doit infecter un ou plusieurs étres humains.

En général, si deux états d’infections distinctes seulement sont impliqués dans un tel
cycle d’infection, F'(a) peut étre définie comme la probabilité qu'un individu dans I’état 1
au temps ¢ = 0 produise un individu qui est a 1’état 2 jusqu’au moins au temps a. D'une
fagon similaire, b(a) est le nombre moyen de nouveaux individus dans I’état 1 produit par

un individu qui a été a I’état 2 pour un temps a. Dans la modélisation de la malaria,
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F(a) peut étre la probabilité qu'un humain infecté au temps ¢ = 0 produise un moustique
infecté lequel reste en vie jusqu’au moins au temps ¢t = a. En d’autres termes; F(a) doit

étre I'intégrale du produit suivant

a
F(a) = / prob(un humain infecté a t = 0 existe au temps t )
0

xprob(un humain infecté pour un temps total t infecte un moustique)
X prob(un moustique infecté vive a I’age a-t) dt

(5.1)
ou b(a) serait simplement le nombre moyen des humains nouvellement infectés par un

moustique qui a été infecté au temps t.

5.2 Meéthode « de la prochaine génération »

Dans cette technique de calcul , R est définie comme le rayon spectral de « 'opérateur

de la prochaine génération ». La détermination de 'opérateur implique la répartition en
deux compartiments; le compartiment des infectés (latents , infectieux...) et le comparti-
ment des individus non infectés.
Cette technique a été élaborée d’abord par Diekmann et Heesterbeek dans [17] et puis
reprise par Van den Driessche et Watmough dans [76] pour les systémes en dimension
finie. Les exemples récents de cette méthode sont donnés par Matthews et al dans [50],
Porco et Blower dans [66], Castillo-Chavez et al. dans [7], Hill et Longini [30] et Won-
ham et al. dans [77]. Dans cette partie, nous allons appliquer cette méthode a quelques
modeles d’épidémiologie. Pour les détails de la formation de « 'opérateur de la prochaine
génération », se référer a 'article de Diekmann et Heesterbeek [16].

On considére un modele épidémiologique comportant n classes ou compartiments ho-
mogenes. Le vecteur x représente I'état du systeme et z; est le nombre (ou la concentra-
tion) d’individus dans le compartiment j. Les compartiments sont ordonnés de tel sorte
que les derniers sont des infectés (latents, infectieux...). Les k premiers compartiments
sont les individus libres de l'infection (Susceptibles...).

Soit le vecteur © = z;, j = 1,---,n, ol x; est le nombre (ou concentration) des
individus dans le compartiment j.

Soit Fj(x) la vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment j. On note par Vj+
la vitesse de transfert des individus dans le compartiment j par tout autre moyen et V;" la

vitesse de transfert hors du compartiment j. La dynamique définie dans ce compartiment
THESE: Joseph. MBANG 59 Analyse de la stabilité

Soutenue le 20 Mars 2009 a Metz(France) des modeles intra-hotes avec retard :
Application & des modeles intra-hotes de paludisme et de V.I.H



CHAPITRE 5. LE TAUX DE REPRODUCTION DE BASE

est :

;= Fj(z) + Vi (x) = V; (2)
On suppose que les fonctions sont au moins C'. Si on pose V;(z) = V (z) — V; () le
systeme précédent devient

iy = Fj(x) + Vj(x)
Un état du systeme x( est sans maladie, si les compartiments des « infectés » sont vides.
C’est le « Disease Free Equilibrium »(DFE), c’est a dire pour j >k, (x¢); = 0.
Pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :
Lox>0, Fi(x) 20,V (x) >0, V;(x) >0 car les flots de maticres sont des quantités
positives.
Si un compartiment est vide, alors il n’y a pas de transfert d’individus hors du
compartiment par la mort, I'infection ou soit par tout autre moyen. Ainsi,
2. si 7; = 0 alors V; = 0. En particulier si 'on pose X, = {z > 0; 2; =0, i =
L,---,n} etsize X alors V; = 0. En d’autres termes il ne peut rien sortir d’un

compartiment vide.

3. Sij < kalors Fj(z) = 0. Cela signifie par définition qu’il ne peut rentrer des infectés
dans les compartiments non infectés.
4. Si z¢ est un état sans maladie alors F;(xo) = 0 et pour j > k, V(zo) = 0. Quand
il n’y a aucun infecté, il ne peut y avoir de maladie, donc on reste sans infection.
Nous allons maintenant essayer de définir le nombre moyen de ré-infections produites par
un individu typique infecté dans un voisinage du DFE.
Considérons la dynamique du systeme linéarisé au voisinage du point d’équilibre sans

maladie, avec une infection bloquée
= DV(z0)(x — x9) = DV (x0)(x — 20) — DV (20) (7 — 0).
Le lemme suivant précise la structure du systeme linéarisé DX (z)

Lemme 5.2.1 [76] Si xy est un DFE, alors les matrices DF(xo) et DV(xy) se décom-
posent en blocs

DF(x0) = {0 y }

D —| N
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F > 0 et est une matrice de Metzler

Preuve : voir [76].
Par ailleurs si xy est un point d’équilibre sans maladie,

F :
F = OF; (o) etV = OV; (o) avecj,t=1,---,m
V est une matrice de Metzler.

Si de plus V est stable, ceci implique —V =1 > 0 (voir théoreme A.1.3).
Interprétation de la matrice —FV !

Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment & > m d’une population
sans maladie. L’entrée (i, k) de la matrice —V ~! est le temps moyen que l'individu passera
dans le compartiment ¢ au cours de sa vie, en supposant que ’on a bloqué la ré-infection.
L’ entrée (j,7) de la matrice F' est la vitesse a laquelle un infecté dans le compartiment
i produit des infections dans le compartiment j. Ainsi Pentrée (j,k) de —FV ™! est le
nombre espéré de nouvelles infections dans le compartiment j produit par un individu
infecté introduit originellement dans le compartiment k. La matrice —FV ! est appelée
la « next generation matrix ».

Le rayon spectral de la matrice —F'V ™! est le nombre de reproduction de base. C'est &
dire

Ro = p(—FV™)

La matrice —FV ™! > 0 d’apres le théoréme de Perron - Frobenius (voir page 99).

5.2.1 Applications a quelques modeles

Exemple 1
Considérons un modele SEIR ; ot S représente le compartiment des susceptibles; E repré-
sente le compartiment des exposés (latent); I représente le compartiment des infectieux
et R le compartiment des guéris (remove). Les compartiments concernés par les infections

sont les exposés (E) et les infectieux (I). On a

E =BSI—(u+k)E 52)
I =kE—(y+pl
ol
— p est le taux de mortalité (naturel)
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— [ le taux d’infection
— k le taux avec lequel un individu latent devient infectieux
— 7 le taux de guérison
F(E,I)=(BSI,0)T et V(E,I) = (—(n+k)E, kE — (y+p)I)" le jacobien de chacun de

ces deux vecteurs donne au DFE :

P[0 2 Java [0 0]

et la matrice —FV ! donne

_ 1 — kBA kﬁS*}
—FV = z
W+uﬂu+@{ 0 0

kBS*

. o (et ER)(v+w)
D’ou par définition du nombre de reproduction de base , on a

k3S*
(n+k)(y+ n)
I'exemple qui suit est tiré de l'article de A. A. FALL et al.[21]

Cette matrice possede deux valeurs propres 0 et

Ro =

Exemple 2

Considérons le modele d’infectivité et de susceptibilité différentes

{ S =A—puS — diag(BI)S (5.3)

I = (BI|S)e; + AI
ou S € RY est I'état des individus susceptibles et I € ]R’fF I’état des infectieux. La ma-
trice B > 0 représente la matrice des coefficients d’infectivité, naturellement B(i,j) est
le contact et l'infectivité de I; dans le groupe S;. e; est le premier vecteur de la base
canonique de Rﬁ et A est une matrice de Metzler et représente 1’évolution a travers les
stades d’infectieux. Soit F;(S, 1) le taux d’apparition des nouveaux infectieux dans le
compartiment i et V;(S, ) le taux de transfert des individus a Uintérieur et a l'extérieur

du compartiment ¢ par tout autre moyen. Avec nos définitions

750 = o, ]

et
AB — uS — diag(BI)S
V(S,I) =
Al
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Le jacobien de chacune de ces matrices est

0 0 —pl — diag(BI)S —diag(S)B

AuDFEona F =e,S*"B et V = A. Le nombre de reproduction de base étant le rayon

spectral de la « next generation matrix >—FV ! on a
Ro = p(=FV™!) = p(er S B(=A™"))

Or la matrice e;S*T B(—A™!) est de rang 1 et la seule valeur propre non nulle est

donnée par S*T B(—A~")e; qui est naturellement le Ry

5.3 Ry et les conditions de seuil

Cette méthode de calcul que nous allons proposer est un résultat tiré de [39] qui est
un raffinement du critére de Routh-Hurwitz. En général, la condition de seuil est obtenue
en calculant la matrice jacobienne du systeme au DFE ( Disease Free Equilibrium) et
en appliquant le critere de Routh-Hurwitz. Pour les systéemes de dimension supérieure
a quatre, le critere n’est plus applicable. Cependant le critere de Routh-Hurwitz reste
implicite et ne repose pas sur une formule explicite de la condition de seuil.

Soit un modele épidémiologique pouvant se mettre sous la forme

(8 s -

) ($1, 5U2)
ou z; € R et x5 € R}? et g(z1,0) =0
Le vecteur x; représente la classe des susceptibles et d’autres classes des individus infectés
inactifs; le vecteur xy représente la classe des infectés actifs et celle des infectieux. Les
fonctions f et g sont supposées étre au moins de classe C'!. Nous allons faire un certain

nombre d’hypotheses biologiques raisonnables pour le modele :

1. On suppose que le systeme est défini sur un sous-ensemble €2 compact et positivement

invariant de I'orthant positif R} = R’ x R’}? avec n = ny + ny;

2. 'apparition d’individus infectieux provient des différents compartiments d’individus
infectés. En d’autres termes, si la condition initiale appartient a la variété {xs = 0},
les trajectoires positives du systeme restent dans cette variété. Ce qui signifie que
nous pouvons identifier RY' & R x {0} dans R}* x R}? et R} est positivement
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invariant par le systeme. Ceci implique que pour tout z; € Q@ C R%, g(z1,0) = 0.

Puisque g est de classe C!, on peut écrire

Q(I17I2) = A3($)I27

ou Az(z) est une matrice ng X ny continue et x = (x, z3);

3. supposons qu’il existe un unique point d’équilibre non endémique encore appelé
« Disease Free Equilibrium »(DFE), (23,0) € Q C R% du systeme. Puisque f est de

classe C*, on peut écrire
f(z1,22) = Ai(2) (21 — 27) + Az (2)22

ou A; est une matrice carrée d’ordre n; et A, une matrice d’ordre nq, X ns.

Considérons le systeme pseudo-triangulaire suivant :

iil'l = A1($)($1 — l'{) + AQ(I’)[EQ

. (5.5)
Ty = Ag(l’)l’g

Puisque les modeles épidémiologiques sont des systemes compartimentaux particuliers,

nous en déduisons que la matrice

()

est une matrice de Metzler.
Ajoutons a présent une hypothese raisonnable : ’équilibre non endémique (DFE)
(27,0) € Q, ot z} € R est globalement et asymtotiquement stable sur (R}' x {0}) N <.
Ceci implique que pour le systeme @y = A;(z)x; défini dans (R} x {0}) N Q, 27 est un
point d’équilibre globalement et asymptotiquement stable.
En biologie, cette hypothese signifie qu’il existe un état d’équilibre positif, attractif et
stable ot il n’y a pas de maladie dans la population.

Nous allons maintenant présenter une méthode de calcul permettant de donner une
condition de seuil. Considérons le systéme (5.4) précédent.

Soit z* = (x7,0) € RTJ’”Q le point d’équilibre sans maladie ou disease free eqilibrium

(DFE) du systeme (5.4) ; alors

f(@1,0) = g(7,0) = 0.

La matrice Jacobienne calculée au DFE peut se mettre sous la forme :
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- (07 56

et nous supposons que ;1 = A;(z)x; est globalement asymptotiquement stable en z7, la

matrice A;(x}) est stable, c’est a dire

a(Ay(27)) <0

La matrice J étant triangulaire, la stabilité locale de x7 est associée a la stabilité de
la matrice de Metzler Az(z}). La condition pour la stabilité locale est donc a(Az(z7) < 0
et la condition d’instabilité locale est a(Az(x7) > 0. De cette condition de stabilité locale
du DFE, on peut obtenir le taux de reproduction de base Ry en donnant une expression
équivalente a a(Az(27) < 0 et se mettant sous la forme Ry < 1 voir [39].

De méme , lorsque la décomposition réguliere de la matrice A est de la forme
A= D+ M ou D est de Metzler stable et M > 0, cette condition de seuil associée a R
est d’apres [16] ,[17]

Ro = p(—D M)

Ce chapitre nous a permis de faire une analyse des différentes méthodes de détermination
du nombre de reproduction de base. Ce parametre sans dimension est un outil tres im-
portant dans 1’étude de la stabilité des points d’équilibre des modeles épidémiologiques.
Nous allons appliquer ces différents algorithmes dans le calcul du nombre de reproduction

de base de notre modele.
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Chapitre 6

Analyse de la stabilité des modeles
intra-hotes avec retards

6.1 Introduction

Les modeles intra-hotes de paludisme décrivent la dynamique des stades sanguins
des parasites, ainsi que leur interaction avec les cellules hotes, en particulier les glo-
bules rouges et les effecteurs d’immunité. Durant cette derniere décennie, il y a eu un
travail considérable en ce qui concerne la modélisation mathématique de l'infection a
Plasmodium falciparum. Une excellente revue de tout ce travail a été faite par Molineaux
et Dietz dans [28]. Ces modeles sont utilisés pour plusieurs buts : expliquer les obser-
vations; prédire I'impact des interventions (par exemple l'utilisation des médicaments
antipaludéens) estimer les parametres.

En effet, le paludisme commence par une infection par les parasites ( sporozoites) de
Plasmodium inoculés a ’homme par les Anophéles femelles. Les sporozoites envahissent
le foie en quelques minutes. Apres une période de reproduction asexuée dans le foie,
les parasites (mérozoites) sont déversés dans la circulation sanguine périphérique et le
cycle érythrocytaire asexué peut commencer. Les mérozoites pénetrent dans les globules
rouges, grandissent et se reproduisent pendant une période approximative de 48 heures
apres quoi, la rupture des érythrocytes libere de jeunes parasites qui vont rapidement en-
vahir de nouveaux érythrocytes et recommencer le cycle. Ce cycle peut se répéter plusieurs
fois, avec a la fin le développement de certains mérozoites en de formes sexuées de para-
sites : les gamétocytes, qui sont sans danger pour leurs hotes humains et constituent
un réservoir pour les anopheles.

Le modele standard pour décrire la dynamique des parasites intra-hdtes dans [55] est
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sous la forme suivante :

&= () — Prv
Y= PBrv— 1y (6.1)
V="lyy — [y —ufzv

ol les variables sont données par x , y et v . La variable x désigne la densité de volume

des cellules non parasitées, y la densité de volume des cellules parasitées et v la densité de
volume des parasites libres. p(z) décrit la dynamique (des populations) des cellules cibles
non parasitées ou saines. Deux formules classiques pour p(z) sont : p(z) = A — p, = et
o(r) = A+ ax(l — £). Le parametre v ne prend que les valeurs 0 et 1. Quand u = 1,
dans le modele, les parasites disparaissent en infectant une cellule cible. Ceci est négligé
dans certains modeles et u = 0.
Ces modeles de parasites ont été développés par plusieurs auteurs, avec u© = 1 et une dy-
namique de population logistique ([61], [62]), avec u = 0 et une dynamique de population
logistique [63] pour l'infection au VIH-1, avec u = 0 et o(x) = A — p, x ([1] ,[67]) pour
les infections aux VIH-1 et a la malaria.

L’entrée d’un parasite dans une cellule cible déclenche toute une cascade d’événements
qui aboutiront a la production de nouveaux parasites par bourgeonnement ou lyse de la
cellule. Le modele (6.1) suppose que ce processus se fait instantanément : aussitot que
le parasite pénetre la cellule cible, celle-ci commence a produire les parasites. Ce qui,
biologiquement, n’est pas raisonnable. C’est pourquoi les modeles avec retards ont été
considérés. Dans la littérature on rencontre deux types de retards : a savoir les retards
discrets (et constants) et les retards distribués continus. Il est démontré dans [54] que
les retards discrets et constants ne sont pas biologiquement réalistes, et dans le contexte
des systemes compartimentaux les fonctions densité de probabilité de retards continus
sont plus réalistes que les retards discrets (voir [38]). En général la fonction densité de
probabilité (pdf) de retards n’est pas bien connue, mais les approximations de telles
fonctions sont habituellement utilisées. Une large famille de fonction convenable est donnée
par la famille de distributions gamma. En utilisant une distribution continue de retard

avec en général comme fonction densité gamma g, le systeme (6.1) devient :

—fBxv
—mT
y—@/ w(t—7)olt = 7) g(r)e ™ dr — py y (6.2)
V=Ty Y — [V —uBTV
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Dans le modele (6.2), on suppose que la cellule infectée commence & produire les
parasites 7 unités de temps apres 'infection initiale. La valeur de 7 varie suivant la fonction

T est pour tenir compte de la mortalité des

de densité de probabilité g. Le terme e~
cellules pendant l'intervalle de temps 7. Dans ([60], [54]) la fonction g est choisie comme
une distribution gamma. Plusieurs fonctions complexes peuvent aussi étre utilisées. Par
exemple une combinaison convexe de fonction gamma. Une autre possibilité est de mettre
le terme intégral comme un terme source dans le compartiment des « parasites libres »pour

obtenir :

i =¢(x) - Pz

@:ruy/ x(t—T)v(t—7)g(r)e ™ dr — ppyv —upfarm (6.3)

Dans ce cas g(7) e”™" est interprété comme une probabilité de la production de parasite
réalisée par une cellule en 7 unités de temps apres 'invasion initiale par les parasites.

Si g est une fonction de Erlang et si nous représentons le retard par une chaine linéaire
de compartiments et en utilisant les résultats du chapitre 4, ’équation intégro-différentielle

(6.2) peut étre convertie en un systeme d’équations différentielles ordinaires définies par :

i=p(r)—Brv
y=Ay+pBzvB (6.4)
v=Cy—p,v—upfzo

avec, i i
—a; 0 0 0
7 —ay 0 0
A= 0 Vo —Q3 0

| 0 0 M1 —on |

C = Yk eena(k) et B = e (k)

Il faut noter que dans le sens du « linear chain trick » les coefficients «; et ; sont égaux.
Pour des raisons de « généralité », nous supposons que ces coefficients sont distincts.

Toute distribution continue qui est une combinaison linéaire convexe de fonction den-
sité de probabilité d’Erlang peut étre représentée par un ensemble de chaines de com-
partiments en parallele. Dans le chapitre 3, nous avons montré que toute distribution g
a support dans [0, co), peut étre approximée par une combinaison linéaire convexe de
distributions gamma qui converge faiblement vers cette distribution.
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Nous allons insérer entre le compartiment des cellules cibles susceptibles et le compar-
timent des parasites libres, un systeme constitué par un nombre de ¢ chaines en paralleles

de compartiments de différentes longueurs. En d’autres termes une cellule infectée entre
ieme

dans le premier compartiment de la ¢ chaine avec une probabilité m; et > 7 m; = L.

-ieme

Pour ¢ chaines en paralleles, si la @ chaine est la cascade de k; stades en séries, nous

avons le modele suivant :

(

T=p(x)—Lfrv

et pour :=1,---,¢q

Y1 = mBrv— A1 Y,y

?JQ,i =M,:iY1,0 — 25 Y24, (6-5>

yki,i = ’7]61',1,1' yki,l,i - ak‘z‘,i yk,i
o q
[ 0= 2211 Wi Yk — oV —uf v

Avec les notations de MATLAB ou SCILAB le systeme (6.5) peut étre réduit au
systéme (6.4) ou, A est une matrice bloc d’ordre n x n diagonale avec n = Y I | k;.
C’est-a-dire A = diag(A;,---,A,). Les matrices A; sont d’ordre k; x k; et définies dans le
paragraphe (1.2) de I'introduction. Il en est de méme pour le vecteur B et la matrice C.
Dans ce chapitre, nous allons analyser la stabilité aux points d’équilibres du systeme (6.4)
et (6.5). Nous avons dans d’autres articles étudiés(« Global Stability Analysis For SEIS
Models With n Latent Classes,Math. Bisc. And Engineering, 5(1) : pp. 20-30,2008) une

structure similaire de ce type de systeme. Nous allons poser quelques hypotheses.

6.1.1 Hypotheses

Nous commengons par analyser le systeme (6.4) avec quelques hypothéses minimales
sur ¢, hypotheses toutefois raisonnables du point de vue biologique. La fonction ¢(x)
modélise la dynamique de la population des cellules cibles en 'absence des parasites.
Les cellules cibles ont une durée de vie finie. La fonction ¢ dans certains cas modélise
’homéostasie. Nous supposons que ¢ est une fonction C* sur 'axe des z positifs.

Dans la littérature, la fonction ¢ est le plus souvent prise sous la forme;

px) = A — p,
ol A est le taux constant de recrutement.

THESE: Joseph. MBANG 70 Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 a Metz(France) des modeles intra-hotes avec retard :
Application & des modeles intra-hotes de paludisme et de V.I.H



6.2. ANALYSE DE LA STABILITE POUR UN SYSTEME A UNE
CHAINE

Si ’homéostasie est maintenue, nous supposons que le systeme

i = ()
a un point d’équilibre globalement et asymptotiquement stable x* > 0, c’est a dire :

() =0 p(x) >0 pour0 <z <z*, p(x)<0 pourz >z (6.6)

6.2 Analyse de la stabilité pour un systeme a une
chaine

Avant d’étudier le cas général, nous allons examiner le systeme dont le retard est
représenté par une chaine avec k compartiments. Nous utiliserons les résultats de ce cas
spécial pour étudier le systeme généralisé (6.5). Dans le cas d'une seule chaine, nous avons

le systeme (6.4).

6.2.1 Invariance positive de orthant positif

Théoréme 6.2.1 L’orthant positif est positivement invariant par (6.4).

Preuve
D’apres les hypotheses de (6.6), ¢(0) > 0 et la demi droite R* est positivement invariant
par & = p(z) — Bxv. Par ailleurs A est une matrice de Metzler stable et 5z v est un réel
positif car B est un vecteur positif; 3 est un réel positif et z, v sont des réels positifs. Par
ailleurs C' est un vecteur positif, u, est positif et le parametre u ne prend que les valeurs
0 et 1. D’ou 'orthant positif est invariant par (6.4).

Dans le systeme (6.4), A est une matrice de Metzler stable. dans ce qui suit nous allons

donner I'expression de la matrice —A~.
Expression de la matrice (— A7)

Posons A = —D + N ou D est une matrice diagonale, c’est a dire D = diag(ay, ....., ag),

et N est une matrice nilpotente; N = A 4+ D. Par suite :

(=4~ =(D - N)"!
—DY(I - NDY) L.

Parceque la matrice ND~! est nilpotente, nous avons :
(I=ND') ' =I4+ND "+ (ND )+ 4 (ND ).
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Finalement,

r 1

= 0 0 0
[e5] 1
o A1
ag as as (1) 0
-1 Y172 Y2 N
—-A7 = ajaga3 a3 a3 0
L a1 A1 o

La matrice —A~! est une matrice triangulaire inférieure ; le 7™ terme de la diagonale

1
est donné par — et l'entrée (i, j) avec i > j est
Q;

(A (i j) = B L 6.7)

aj ety O
6.2.2 Dissipativité et trajectoires bornées

Théoréme 6.2.2 Le systeme (6.4) est dissipatif et toutes les trajectoires sont bornées.

Preuve
Nous allons montrer qu’il existe dans 'orthant positif Rﬁ” un compact positivement
invariant et absorbant € voisinage de I’équilibre sans parasite (PFE) (z*,0,---,0). Un
ensemble D voisinage de I’équilibre sans parasite (PFE) est dit absorbant, si pour toute
condition initiale, toute trajectoire du systeme issue de cette condition initiale entre et
reste dans D, pour un temps suffisamment grand 7. L’entrée dépend de la condition
initiale. Si les conditions initiales sont contenues dans un ensemble compact F, alors il
existe un T uniforme pour F'. Un systeme est dit dissipatif ,si il existe un ensemble compact
et absorbant. La définition de la dissipativité d’un systeme que nous venons de donner
coincide avec celle de [6]. (Pour la notion de dissipativité, voir aussi dans [24]).

Soit € un nombre réel positif ou nul. Avec les hypotheses (6.6) faites sur ¢, pour toute
condition initiale dans l'orthant positif, s’il existe un nombre réel T > 0 tel que pour
tout t > T, on a x(t) < 2" +e. Soit M, le maximum de la fonction p(x) sur Ry ( M,
existe car ¢ est continue et décroissante sur R, ) et soit p un nombre réel positif tel que
arp>M,+e.

Considérons I'ensemble D, défini par :
D.={(z,y,v) ERE? |z <o +e, a+y <p+a*+e,  etpouwri=2--k

Q- -y Qg =+ + Ol [y

Montrons que D, est un compact absorbant positivement invariant pour tout e > 0.
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- Montrons d’abord que pour ¢ = 0, Dy est un compact positivement invariant.
On a:

Doz{(x,y,v)e]R’f“Q |z <z* z+y1 <p+zx*, etpouri=2---k

72“.71'71 N r-)/lﬁ)/k N
Yy < ————(p+a"),v < ———(p+27) }
Qg - Oy Qg+ O Uy

Soit (x, ¥, v) € R¥? tel que (z, y, v) € Dy.

Dans Dy ; x(t) < x* et sur la frontiere (f) < 0; par conséquent au voisinage de =* et
par continuité on a : #(t) < 0. Par ailleurs © + g1 < M, — a3 u1.

Mais M, — a1y < M, — pay, par suite a3 p > M, et p < y.

Il vient que £ 4+ 3; < 0. De méme pour tout ¢ = 2,---,konayg; < 0et?v < 0. On
conclut que Dy est compact et positivement invariant.

L’ensemble D, est 'intersection des demi espaces définie par les hyperplans de I'orthant
positif. Pour montrer que D, est un ensemble positivement invariant, il est suffisant de
montrer que le champs de vecteurs associé au systeme est tangent ou pointe a 'intérieur
de D. par la frontiere de cet ensemble [58]. Ceci est immédiat pour les faces de l'orthant

positif et pour le demi espace définie par :
Dy = {(z,y,v) | o <a*+¢€}.

Le champ de vecteurs est tangent ou entre dans le demi espace. Avec les hypotheses faites
sur ¢ il est immédiat que D, ; est un ensemble absorbant. Considérons maintenant D, o

I’ensemble défini par :
De,2 = {(xvyuv) S De,l | T+ < p+ z* +2€}

Nous allons regarder la frontiere de D, o contenu dans D ;. Sur la frontiere de D, ,
on a :

Y1 > petparsuite, t + 91 = p(x) — oy < My, —oqys < My, — aqp < e

Ceci prouve que le champ de vecteurs pointent vers l'intérieur de D, o, par conséquent
D, > est positivement invariant.

Montrons maintenant que toute trajectoire commencant dans D ; entre dans D, 5 pour
un temps suffisamment large. Pour cela , nous allons procéder par ’absurde.
Soit (z(0), y(0), v(0)) € Dey , soit (z(t), ,y(t), v(t)) € D1 ~ Deo pour tout t > 0.
Puisque (z(t),y(t), v(t)) € D1 on a x(t) < a* + €. Par ailleurs (x(¢), y(t), v(t)) ¢ Deo,

+

alors z(t) + y1(t) > p + x* + 2¢. Par suite y; > p pour tout t > 0. Ceci implique
THESE: Joseph. MBANG 73 Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 a Metz(France) des modeles intra-hotes avec retard :

Application & des modeles intra-hotes de paludisme et de V.I.H



CHAPITRE 6. ANALYSE DE LA STABILITE DES MODELES
INTRA-HOTES AVEC RETARDS

(t) + y1(t) < —e < e. Ceci prouve que le champ de vecteurs pointent vers I’ intérieur
de D, , ainsi D, 5 est positivement invariant. Par suite il existe un temps 7" > 0, tel que
r + 1y < p +a* + e contradiction , d’ou (z(0), y(0), v(0)) € Dca. Ce qui prouve que
D, 5 est absorbé par D, ;.

Par le méme processus on montre que toutes les trajectoires de D.; N Do N RTQ
entrent dans :

D3 = {(x,y,v) | © <z* ys < ﬂ(]\/[g) + z* —|—36} Or la famille, (D ;) pour
o

2
i = 2,--+,k est une famille de compact positivement invariant et D. = N, D.; N R’fz
est une intersection finie de compact positivement invariant. Ce qui acheve la preuve du

théoréme.

6.2.3 Taux de reproduction de base

Le taux de reproduction de base noté Ry, est le nombre moyen de cas secondaires créé
dans une population de susceptibles par un individu infectieux, ce durant toute sa période
d’infectiosité.

Avec la structure du systeme, le calcul du nombre de reproduction de base est évident.

pa*

o +uf
dans le systeme de controle y = A y+w B. Par suite cette entrée produit les cas secondaires

En effet, un parasite durant sa durée moyenne de vie produit une entrée de Dirac

donnés par la formule,

* +oo *
_fi__/ cetBdt= " o(—ayB,
po Fupa* Jo foo +ua*

c’est-a-dire
B -1
Rop= —C(-A")B 6.8
O FuBar ( ) (6:8)

Avec les notations et définitions, on a : C(—A™)B = vy ecna(k)T (—A Ve (k) , dott

Ry = Bz 71"'%' (6.9)
Mo FulBx* aq---a
De Ry, nous définissons aussi le seuil 7, par :

%:6Bﬁi—ﬂﬂ (6.10)

Remarque 6.2.1 Si nous utilisons la méthode de la matrice de la prochaine génération,

on a :
P BxvB
(yv U) - 0
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et
_ Ay
V(y,v) = [ Cy — v — ufxv }
Le jacobien de chacune de ces matrices au PFE est :
B | 0 px*B _ A 0
F—D}-(y,v)—[o 0 ] etV—DV(y,v)—[C —,uv—i-uﬂx*}
et
. —1 — _A_l ,LLU + Uﬁl'* O
oy + ufx* C A

Le nombre de reproduction de base étant le rayon spectral de la « next generation matriz »

—FV='tona:

_ Bx* 1
0 P( ) Ly +u B ( )

Proposition 6.2.1 7, < 1 si et seulement si Ry < 1

Si Rp < 1 le systeme (6.4) a un unique équilibre sans parasite (PFE) noté (z*, 0,---, 0)
et si Ryp > 1 le systeme (6.4) a un unique équilibre endémique (EE) noté par (z,y,v).

Nous avons nécessairement § = SZ0(—A"1) e et
foU+uBzo =y Bxvel J(—A e

si v # 0, nous déduisons que

— /J/v x
Tr = = —_—
B keina (A" ) er —u] T
T
Avec cette expression nous avons v = @ et avec les hypotheses sur ¢, v et & sont
z

dans l'orthant positif si et seulement si 7 < 1 ce qui est équivalent a Ry < 1. Mais,
7 = o(T)(—A 1) e;. En d’autres termes § est la somme des éléments de la premiere
colonne de (—A™!) multiplié par ¢(z). Or la premicre colonne de la matrice (—A™!) est
constitué des nombres réels positifs donc v est dans 'orthant positif, classiquement nous
notons par v > 0.

En résumé I’équilibre endémique est dans I'orthant positif si et seulement si Ry > 1 et est

,
donné par
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T = Ho =2 <
ol -] T
§=(z) (—4) e (6.11)
IRCE)
S

6.2.4 Analyse de la stabilité asymptotique globale du point d’équi-
libre sans parasite (PFE)

Théoréme 6.2.3 Considérons le systéme (6.4) avec les hypothéses de (6.6) satisfaites.
Le systéme (6.4) est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre sans parasite

(PFE) (z*,0,---,0) si et seulement si Ry < 1.

Preuve :
Il est clair que si Ry > 1, alors le PFE est instable [16, 76]. Donc la condition Ry < 1 est
une condition nécessaire.
Pour démontrer que la condition est suffisante, considérons la fonction de Lyapunov sui-

vante définie dans l'orthant positif :

Vere(y,v) =b"y+v (6.12)

olt le vecteur colonne b = [by; by; - - - ; by| est la transposée de la derniere ligne de —A™!
multiplié par 7. En d’autres termes b = 73, (=A™ eppa-
Posons a = b; — wu. En utilisant les résultats de (6.11) I'expression de a est équivalente

A

a=0b —u= {u—u} (6.13)
al..-ak

Si nous dérivons Vprg(y,v) le long de la trajectoire de (6.4), on a :

Verp =0T g+
=yel (AN Ay+ el (AT Brve + 0
= —NYr +Br0by + Ve yYp — pov —uB v
= v[(b1 — w)Br — o] = v[a Bz — p]

v

= U[ E— /~Lv]
X
Ho _
=—(x—=2)
Y1 Yk _
=0 |— —u| (x —2)v
Q- Qg
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Ro < 1 est équivalent a 75 < 1, nous distinguons deux cas :
( Y1 Vk

al “ .. ak) .
les quantités sont positives. Ainsi Vprgr < 0.
( Y1 Yk

al PR ak )
nous déduisons que 0 < z < z* < T et donc Vprg < 0.

1. d’une part, si —u) < 0 alors z < 0 et dans l'expression de VPFE toutes

2. d’autre part , si —u) > 0 alors de 7y < 1 et si nous sommes dans Dy,

Dans les deux cas Vp re < 0. L’attractivité du PFE découle du principe d’invariance de
LaSalle du moment ol le plus grand ensemble invariant dans {(z,y,v) € Dy | Vpre = 0}
est réduit au PFE. Par suite la stabilité asymptotique globale du PFE sur le compact
positivement invariant Dy découle de [5] Bathia-Szegd du Théoreme 3.7.11,page 346. La
fonction Vprg est une fonction de Lyapunov au sens de LaSalle et on est dans un compact
positivement invariant [42, 5, 43]

Maintenant, nous allons prouver que le PFE est globalement asymtotiquement stable dans

lorthant positif ]RTQ. Il est suffisant de montrer que toute trajectoire positive converge

vers le PFE. Si Dy (i.e D, pour € = 1) est un compact positivement invariant et absorbant

toute trajectoire entre dans D;. Si une trajectoire entre dans l'intérieur de Dy, elle converge

vers le PFE. Nous supposons qu’une trajectoire dans D; reste dans DyN{z* < z < z*+1}.
1

Considérons la fonction de Lyapunov W(z) = 3(z — 2*)? sur cette trajectoire. Avec les

hypotheses de 6.6 sur ¢ et les hypotheses sur la trajectoire nous avons :
W= (z—a2%)¢(x)— (x—2*)fzv <0

pour tout point de la trajectoire dans D;. Par le principe d’invariance de LaSalle [42], il
suit de W < 0 que la trajectoire converge positivement vers le PFE car le PFE est le plus
grand ensemble invariant contenu dans {z € Dy,2* <z < z*+ 1| W = 0} (i.e les points
w — limites de la trajectoire sont contenus dans le plus grand ensemble invariant contenu
dans {x € Dy, 2* <z <z*+1| W= 0}). Ce qui acheve la stabilité asymptotique globale
du PFE.

6.2.5 Analyse de la stabilité asymptotique globale de I’équilibre
endémique (EE)

Théoréme 6.2.4 Nous considérons le systéme (6.4) avec les hypothéses (6.6) sur ¢ sa-
tisfaites. Le nombre de reproduction de base est donnée par (6.9).

Si Ry > 1, alors le PFFE est instable et il existe un unique équilibre endémique (EE) dans
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Uorthant positif (Z,y,v) > 0 donné par (6.11).
St Ry > 1, et s1

uBp(r) < — py max (¢'(2)); (6.14)

z€[0,z*]
alors I’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable dans [’orthant positif

excepté pour les conditions initiales sur l'aze des x positifs.

Preuve :
Supposons que Ry > 1. L’équilibre endémique (Z, 7, v) du systeme differe du PFE et est
donné par (6.11) et cet équilibre est dans 'orthant positif si Rg > 1.
Nous allons montrer que la relation (6.14) est une condition suffisante pour la stabilité
asymptotique et globale de 1’équilibre endémique (EE). Soit la fonction de Lyapunov

définie sur 'orthant positif par :

k
Vep(z,y,v) =a(z —zlnz) + Z bi (i — i Iny;) + (v —0 Inv) (6.15)

i=1
ou b est un vecteur colonne et le coefficient a est défini par la relation (6.13).

Si Rg > 1 nous déduisons que a > 0 et les coefficients de Vg sont positifs. Dans ce cas,
la fonction a un unique minimum dans l'orthant positif, a savoir I’équilibre endémique
(EE). Soit Lgg la partie linéaire de la fonction Vgg, c’est a dire Lpg(x,y,v) = az +

Zle b; y; + v. Cette partie linéaire peut encore s’écrire sous la forme :
Lpp(x,y,v) =ax+ b y+v=ar+Yewma(—A )y +v

Soit L er la dérivée de Lgg le long de la trajectoire du systeme (6.4) et en considérant la

définition de b et la relation a + v = by, on a :

LEE(:B?yvU) = a$+7k €end (_A_l)y+v
=aZ + Yk eena (AT Ay + Brvecma (—AT)B + 0
=a% — Yy Cenay + BTVCma (—A ) ey +0
=ap(x) —afxv — Yy + b1 v + Yo yp — oV —u BTV
= CLQD(I) Y

Par suite

. . T _ Y v
Veg = Lgg — | az— + E biyi— + v—
EE EE - 2 Yi— ,U

2
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En remplagant @, y et © par leur valeur on obtient :
v z - 7
Ver = ap(z) — prov — ;(C’y — ¥ — ufTv) — a;(@(x) — Bav) — izlbiyi%

En développant chaque terme de Pexpression de Vg on a

%(C’y — Uy —ufrv) = %C’y — (y + ufzv)v

v
=W ~ (y + ubzv)v

k _ _ koo
Sobm 2 =0+ Y bl
i=1 Yi b i=2
g =7
= bly—l(ﬁxv —ay) + Zbi—%%fl Yi-1 — YiYi)
1 — Ui

En regroupant les termes en v dans Viz on a (a3% — pi,)v. De la relation (6.13) les termes

en v disparaissent et I'expression de Vgg devient :

Ver =ap(x) <1 — %) — b Byl_ - sz% 1Yi— 1—
k

+ > b — fykyk; +u Box + 1,0,
=1

qui peut encore s’écrire :

_ k _
. T T v i— i
VeE :agp(x)(l——)—blﬁf'l_)jjy_ Z i Yi—1 Yi— 1y 1y+
x TVvy o Yi-

Nous faisons maintenant la comparaison de certains coefficients qui apparaissent dans
I’expression de Vgg. On a ©(Z) = fzv. En utilisant le fait que g est la premiére colonne
de — A~ multiplié par o(Z), b est la transposée de la derniere ligne multiplié par ~y; de la

matrice —A~! et d’apres la relation (6.7) on a :

biviaGior = (AT (K, i) v 0(7) (A7) (= 1, 1)

I R Y1 Yie2
= o(T) h ——————— i1
QG .. O O Qq- Q2 QG
— 1k T
= X
ok p(T)

= b1¢(z) = b fzv.
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De la méme maniere on a :

bioigi =y (AT (ki) ai p(2) (=A7)(i,1)

_ Vit Ye—1 1 Yo Yier 1
=@ ——————— —
Q.. O O ay - 0G1 Oy
Yo Yk _
= —p(7)
ay Yk
25190(5)
et N 1 N =
YUk = (A7) (k1) (7)
oM e 1
= o(T)pp ———————
a1 ...0p—1 O

= b1 p(7)
Mais de la relation (6.13), nous avons aussi y,0 = a 520 = ap(z). En utilisant les

relations entre ces coefficients, 'expression de Vg devient :

. T
k _
x v i—1 Yi T _
bp(@) k== =2 = 37 AL E B p(2)= o+ (@),
rvyr S Y-1¥Y o Yk z

x
En ajoutant et en retranchant le terme 2 — — dans ’expression entre les crochets de
x

I’expression ci-dessus et en utilisant la relation © = b; — a, on obtient :

: T
Ver = ap(x) (1—;)-1—
r TUY i—1 Ui v
b () k+2———tj£— zily——%—
r Ul 5 Yi-1Yi Yk U

. r— : , .
En mettant I'expression — en facteur, Vgg peut encore s’écrire sous la forme :
TT

x—2x

Vep = — (0T p(x) —az () + b p(@)(r - 7)) +

P T xTUY - Yi—1 Ui yk@]'

La fonction ¢ étant au moins de classe C', il existe £ dans I'intervalle ouvert ]z, Z[ tel
que p(z) = (%) + (z — &) ¢'(€). En remplacant ¢(z) dans 'expression de Vgg, on a :

(z —)?

Vep = B (—ap(@) +az ' (&) + b o(T))+
r T i—1 Ui U
b1 ¢(7) kf+2___?j£_ Zi 12_%‘
r TV 5 Yi-1Yi Yk U
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Comme a — b; = u,

=\2
: r—z _ _
Vee = C= T up@) +az @) +
k
T xzw i1 Ui v
) [FPSE RS N T2 T
r rviyy S Yi-1Yio Yk
La quantité,
_ k _
T i1 Ui v
WSS B S TS|
vy 5 Yi-1Y% YU

Ceci découle de I'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique
(voir appendice A3). D’apres I'hypothese du théoréme, on a :

ufBo(T) < — fy xrer[lgg](w’(x));

par suite,

uB () + po'(§) < 0 pour tout § €|z, x|
or fp, = azf,
par conséquent up(z) + az p(§) < 0;

d’ ot Vg est négative, sauf au point d’équilibre endémique pour le systéme (6.4). Or Vg
est une fonction propre et définie positive dans I'orthant positif, ceci prouve la stabilité
asymptotique et globale de 1’équilibre endémique du systeme (6.4).

Le champ de vecteurs associé au systeme est strictement rentrant sur toutes les faces
de T'orthant a l’exception de l'axe des x ou il est tangent. Par conséquent, le bassin
d’attraction de 1’équilibre endémique est 'orthant positif excepté 'axe des x qui est la

variété stable du PFE (équilibre sans parasite). Ce qui achéve la preuve du théoreme.

6.3 Analyse de la stabilité du systeme complet

En utilisant les résultats de la stabilité du systeme (6.4), nous allons pouvoir étudier
la stabilité du systeme (6.5). Le systeme (6.5) est équivalent au systeme (6.4)

Comme précédemment, les états du systeme sont des concentrations et sont par consé-
quent positifs. La variable z désigne la concentration en cellules cibles saines , y; la concen-
tration en cellules parasitées et v est la concentration en cellules libres. Rappelons le

systeme a plusieurs chaines.
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(

i =p(x)—Brv

et pour 1 =1,...... ., q
Y1 = mBrv— 1,4 Yty
?)2,1' =M,:iY1,0 — 25 Y24,

ykz = Vki_1,iYki 1,0 — Oy i Ykyi
\ 0= ;1:1 fyki,iyki,i_:uvv_uﬂxv
Avec les notations de MATLAB ou SCILAB le systeme (6.5) peut étre réduit au

systeme (6.4) ot A est une matrice diagonale bloc n x n avec n =31, k;.

A =diag(Ay,---,A,). La matrice bloc A;; k; x k; est définie par :

[ —a; 0 0 0 0 ]
M, —a; 0 . 0 0
a0
0 0 Vh—2i —Ox 0

0 e 0 0 Vhi—1i  —Qhkyi |

Le vecteur B est un vecteur colonne de longueur n défini par :

B =[mei(ki)imei(ka);-- s mer(kq)]

La matrice C' est un vecteur ligne 1 x n définie par :

C = [V eend<k1)T7 Vkz,2 eend(k2)Ta " Vi g eend<kq)T]

6.3.1 Taux de reproduction de base

Le systeme (6.4) a une chaine est vu comme un cas particulier du systeme (6.5) avec

m; = 0 sauf pour un seul indice 4, qui satisfait 7; = 1. Ainsi pour la 7™ chaine, on a :

B B x* 1
Ho +u 5 x*m;
Rappelons que n = >"7 | k;. Décomposons le vecteur y de R™ en k blocs respectifs de

R, C; (—A7) B;. (6.16)

longueur ky, ko, - - -, kq;

Yy = [yl;y2; Ty Z/q] avec y; = [yl,i;y2,z'§ Ty yk“] .
De méme B = [By;---; By est un vecteur colonne de longueur n avec B; = m; e1(k;)
et C =[Cy,---,C,] est un vecteur ligne 1 x n avec C; = i, i €ena(ki)’.

Avec des calculs analogues de le partie (6.2.3) on obtient les résultats suivants :
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yl, 1 ¥|_, q
gl, 1 / gl q
outputy a a
bxv 11 4
yz, 1 Y, q
.- g g
X= J(X) -bxv a/ 21 a/ La
. Y
V=W - mv-ubxy 21 2.9
input
1,3 a/ l % q
al, 3 3.9
y Y,
ks
pd g ‘ g
ak af/
31

F1G. 6.1 — Bloc de diagramme du systeme (cas général)
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. * 1
Ry = _ bz —Ci (AN B

Ho + Uﬁl‘* T

Comme dans la partie (6.2.3), nous allons évaluer la sortie de y = Ay + w B pour une
. : Ga* .
entrée de Dirac w = ——— . 1l est clair que :
o +u B a*
Ga* 1
Ro=—"——C(—A)B. 6.17

0= O (A7 (6.17)

Nous définissons aussi le seuil

_ B [C(=A)B ]
fho '

Ty

Maintenant avec la structure de la nouvelle matrice en bloc , on a :

q
C(—A B =) Ci(-A7") B,
=1

il suit que :
q
i=1
Il existe deux équilibres , le PFE [z*;0;---; 0] et ’équilibre endémique [Z;y;v| donné
part :
_ o z*
xr = -
BlC(=A")B—u] T
y=()(-A)"'B (6.19)
b= )
T
Les blocs de 4 sont donnés par :
Ui = o(7) (A7) Bi = mip(7) (A7) ea (k). (6.20)

L’équilibre endémique est dans 'orthant positif si et seulement si Ry > 1.
Le théoreme suivant est un résultat principal qui généralise le résultat du systeme

(6.4).

Théoréeme 6.3.1 Nous considérons le systéme (6.5) avec les nouvelles notations de A, B, C
et les hypotheses de (6.14) satisfaites. Le nombre de reproduction de base est donné par

(6.18).

1. Le systeme (6.5) est globalement et asymptotiquement stable sur RTQ au point
d’équilibre sans parasite (PFE) (z*,0,---,0) si et seulement si Ry < 1.
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2. Si Ro > 1 alors le (PFE) est instable et il existe un unique point d’équilibre endé-
mique (EE) dans 'orthant positif, (z,y,v) > 0.

3. 5t Rog > 1,et st

uBp(T) < — xrer[lgf*](so’(rc)), (6.21)

alors I’équilibre endémique est globalement et asymptotiquement stable sur [’orthant

positif RTFQ, excepté pour les conditions initiales sur le demi-aze positif des .

Preuve :
Dans la premiére étape, nous allons montrer que si Ry < 1, toutes les trajectoires de (6.5)
sont positivement bornées.

Considérons la fonction de Lyapunov suivante définie dans 1'orthant positif par :

VpFE:bTy—l—v

Ooub = (—A*T) C”T. Nous allons prouver que la dérivée VPFE de Vprg le long de la

trajectoire de (6.5) est négative si z < z*. On a

Vere = C(-A YAy +pzvC(-AY)B+9v
= —Cy—i-BSL’UC(—A_l)B—l—Cy—/va—uﬁxv

=pv[C(—A™)B —u|(x — 7).
Dans le cas ott [C(—A™")B — u] = 0 on a simplement Vppg = — i, v.

Si [C(—A™H)B —u] <0, alors ¥ < 0 par conséquent Vere < 0.
Si [C(=A™ B —wu] > 0, alors z > 0, mais nous avons z* < T si 7y < 1, ainsi Verg < 0
si z < x*. Nous venons de montrer que dans tous les cas VPFE <0if z < z*.

Comme conséquence, si nous notons par H,« un sous-ensemble de 'orthant positif

défini par : H,- = {(z,y,v) € RT™ | 2 <z* } et, pour k € Ry, l'ensemble Q ,;

Qe = Vipp([0,£]) N Hye.

Alors I’ensemble H,« est un ensemble positivement invariant et pour x € R, , 'ensemble
1, est positivement invariant par (6.5).

Considérons maintenant une autre fonction de Lyapunov définie sur 'orthant positif

par :
%74 _ -1
(ZE,y,?}) _C<_A )Bm+VPFE(yaU)
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on a :

W (—Ail)BjJ + VPFE

(—AT)Be(x) = v —ufzv,

Avec les hypotheses (6.6) sur ¢(z), ceci implique W < 0si z >

C
C

*

Soit I’ensemble 2, ,, défini sur I'orthant positif par
Qo = Wik (0.6]) N {(2.9,0) € RE? 2> 0" }
Si Vprr < W sur lorthant positif, nous concluons que I’ensemble €2, définie par :
Q=0 ,UQs

est un ensemble compact positif invariant par (6.5). Toute trajectoire dans {25, ne peut
quitter I’ensemble seulement par la frontiere x = 2*, dans lequel cas, elle entre dans €24 ,
qui est positivement invariant. Par suite, pour toute condition initiale (xg, o, vo) € RTQ
est contenue dans un €),.. Ce qui prouve que toutes les trajectoires de (6.5) sont bornées
siRg < 1.

La seconde étape est de prouver la stabilité globale et asymptotique du PFE
On sait que :

Q/@ = QI,H U Q2,k

Pour toute condition initiale dans €2, ,;, nous utilisons la fonction de Lyapunov Vppg. La
conclusion suit de ([5] théoréme 3.7.11, page 346), si le plus grand ensemble invariant
contenu dans {Vppg = 0} est {(z*,0,0)}.

Pour toute condition initiale dans €, ., soit la trajectoire entre dans €, ,, dans lequel cas
on applique I'argument précédent ; ou la trajectoire positive reste dans €2y .. Dans ce cas la
fonction W est décroissante sur cette trajectoire. L’ensemble w—limite de cette trajectoire
est inclus dans W = 0. Mais W = 0 est réduit & {(z*, 0, 0)} si C(—=A")B > 0 et ¢
satisfait les hypotheses (6.6). Ce qui acheve la stabilité globale du PFE.

Pour prouver la stabilité globale de ’équilibre endémique (EE) nous considérons la

fonction de Lyapunov suivante :

k
Vep(z,y,v) = a(x —ZInz) + Z bi (yi —yilny;) + (v —10 Inv)
i=1
avec a = C(~A™)B —u = §2 et b = (—A™")C"T comme précédemment. Le vecteur b
peut étre écrit en ¢ — blocs de taille ky x 1, ---, k; x 1 : b = [by;ba;---;b,]. Nous notons

par b;; la j-ieme composante du vecteur bloc b;.
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Comme dans le cas du systeme a une chaine, les termes en y;, v et xv qui apparaissent

dans Vg s’annulent. Alors nous avons :

Vep = ap(zx) (1 — %)

q k;
_ YTV _ Yj—1,i y]z
+ —Wibl,iﬁﬂ“), -—= - bjiv; 15 Y5—14=
;[ Y1 TV ]Z:; T ” Yj—1,i Yji
+E bii Qi Yji — Vhasi Uk, zyk“li
7 1 1) gklv

+uvv+uﬁxv—
T

Chaque matrice A; de la matrice diagonale bloc A a la méme structure que la matrice
considérée dans le cas du systéme a une chaine. La relation (6.20) pour le bloc y; de y
nous permet de déduire, comme dans la preuve du théoreme dans le cas d’une chaine, les

relations suivantes entre les coefficients,
bji Vi1 Yj-1i = i bri () = bji i Uji = Vi Ui

et aussi 1, ¥ = a 3T0 = ap(z). Enfin,
Ve = ap(x) (1 — %)

Fo(a) Y miby [k 222 Yira Gis _ Ya
i=1 Y10 v v Yi-1, Yii  Ykiq U
+ap(T) +up(z) 2.
Nous rappelons que,
q q
a—+u= C(—A_I)B = Z Oz (—AZ_I)BZ = Z 5 bl,i-
i=1 i=1

Si nous ajoutons le terme 2 — % dans l'expression entre crochets de Vgg, nous devons

soustraire (a + u) p(Z) (£ — 2) a Pextérieur de la somme et enfin,
Veep = ag(z) (1-1%)

q —
‘r)zﬂ'ibl,i [/%—FQ—E—&EE_ y] 1@@_@2]

+ap(Z)(1 — %) + (a4 u) p(7) (% +- —2) :

Nous mettons en facteur £=2 pour avoir,

. r—2x _ _ _ _
Ve =57 (00(a) = 0z pla) + (a+ u)el@)e ~ )
q _ _
_ r YTV Yj—1, 1 Yji  Ykii U
+¢(Z) E i by ki+2—————— g =
i=1 x y] 1,4 Yji Yk i U
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Il existe ¢ dans U'intervalle ouvert |z, Z[ tel que p(z) = p(Z) + (x — &) ¢'(&).

Par suite,
=)2
r—x _
Ver = oo ) (up(Z) +az¢'(§))
q - k; _ _
‘HD(j)ZWibu R Yg1a Ypt _ Jewd 2
i—1 r  Y1i TV e Yi-ti Yii Ykii U

La conclusion est immédiate comme dans la preuve du systéme a une chaine.

Remarque 6.3.1 Quand v = 0 et ¢'(z) < 0, les calculs précédents montrent que, si
Ro > 1 Uéquilibre endémique est localement asymptotiquement stable. Quand v = 1 la
condition B o(T) + py, ¢’ (T) < 0 est une condition suffisante pour la stabilité asymptotique
de ’équilibre endémique (EE) avec Ry > 1.

6.4 Applications

Les applications ici sont tirées de I'article [60] dues a Nelson et Perelson. Nous consi-

dérons le modele suivant :
(T =5—dpT—(1—nu)kV;T
T+ = E(1—mn.) / Gap(M) Tt —T) Vit —T)e ™Tdr —0T"
0

‘ (6.22)
Vi=({1—n,) NOT* —cVp

\ VNI:TZpN(ST*—CVN[

ou s est le taux avec lequel les T- cellules C'D4" sont produites, dr leur taux de mortalité,
et k le taux de transmission par contact qui est constant. Une fois les T-cellules C'D4*
infectées, elles meurent a un taux et produisent N nouveaux particules de virus durant
leur vie. Les particules de virus disparaissent a un taux c. Ce retard continu représenté
par gn, est une distribution d’Erlang définie par la relation (2.16). Ce modele nous rend
compte des effets du traitement par thérapie avec un inhibiteur reverse transcriptase et
un inhibiteur protéase. le terme n,; est 'efficacité de inhibiteur reverse transcriptase qui
empéche les nouvelles infections. Le terme n,, est l'efficacité de I'inhibiteur protéase et est
exprimé en pourcentage. Le terme e~ est pour tenir compte de la mortalité des cellules
pendant 'intervalle de temps 7. Nous allons réécrire la fonction g, , sous une forme réduite
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dans I'équation intégrale 7. On a :

8

T =k(1—np) Gup(N) Tt =) Vit —7)e ™ dr —8§T*

-1

/
:kﬂ—nﬂXA:G;;gn%eZT@—TNG@—TW’“dT—5T*
:ku—nﬂxé 6;;5”%62””T@—Tﬂ@u—ﬂdT—aT*

En posant

Ezlfmb ot %:(Lﬁmw’

on a :

. © b
T =k(1—n, ——— et T Tt =)Vt —T1)dT = 6T

~ e Tnil 1 T
k(1— ———e v I'(t— t—T7)dr —0T"
( w/ﬂw Ty T DVil =) ar

é“‘”“%é Gpi(T) Tt —7) Vit —7)dr — 5T

La moyenne de la distribution gamma g, ; est nb. Aujourd’hui la moyenne du retard in-
tracellulaire est approximativement connue. Les études récentes [64],[63] donne un nombre

entre 1,8 et 2,6 jours. Si le retard moyen est donné par 7 les réels b = ~ jm% et k sont

bien définis.

Par la méthode du « linear chain trick » le systeme (6.22) est équivalent a

(T =s5—dpT—(1—n,)kV;T

{1

f€<1_nrt)VIT _%Z/l
922%

(?Jl - y2)

o=

P = 1y, o

Vi=(1—n,)N6T* —cV;

\ VN[ = npN5T* — CVN[
Les virus non-infectieux Vy; n’affectent pas la dynamique des autres variables. Ainsi
pour étudier la stabilité de (6.23), I’équation des virus non-infectieux peut étre ignorée.

Par suite, le systeme (6.23) est équivalent au systeme a une chaine (6.4) avec (n + 1)
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équations linéaires insérées entre 1" et V7.

Avec nos notations on a :

6:(1_nTt)k7
71272=~-=%=?

Qp = QG = - =0Qp = 7,
Qi1 = 0, 7n+1:<1_np)N57
MU—C7

u =0,

En utilisant la formule (6.9) pour le calcul de Rg on a :

Nsk
Ro=(1—ny)(1—n,) —

CdT

~

Si k = k, c’est a dire, dans le modele pour lequel le terme e

—mT

n’est pas introduit,
le taux de reproduction de base ne dépend pas de n. En appliquant le théoreme 6.2.4
nous déduisons que si Ryg < 1 , alors I'état d’équilibre sans virus est globalement et
asymptotiquement stable; ou si Ry > 1, alors ’équilibre avec virus est globalement et
asymptotiquement stable. Dans [60], la conclusion est seulement locale et est relative a
l'inégalité n. < Neriticar OU Ne = 1 — (1 — 1y ) (1 — nyp) €t Nepiticar = ZTV—E. Ceci est clairement
équivalent a la condition relative a Ry.

Quand nous tenons compte des cellules qui meurent avant en produisant les virions, avec

k
(1+m7—)n-

n

un retard moyen 7, nous avons k = Dans ce cas Ry est modifié de fagon décrois-

sante.
Pour m 7 fixé, la suite décroissante (1 + 7)™ < e™7 converge d'une facon monotone vers

—mT

e™™. Dans [60] , m est supposé petit et méme m < 1, ainsi en multipliant R par e~™7, ceci
ne cause pas un grand changement, Ry est légerement en baisse. Si R est suffisamment
loin de 1, I’équilibre endémique n’est pas déstabilisé. Pour plus de précision, notons par
Ro=(1—n.) (1—ny,) ]gTsTk, le nombre de reproduction de base du systeme sans retard , si
Roe ™ > 1, alors I’équilibre endémique est globalement et asymptotiquement stable pour
Lf. Cependant pour certaines valeurs
de m > 0 et de retard continu, I’équilibre endémique peut étre théoriquement déstabilisé.

tout retard continu avec le noyau g, ; ot b =

Il est suffisant de prendre 7 suffisamment grand et de choisir n suffisamment grand, en
d’autres termes la variance de la distribution gamma % suffisamment petit. L’analyse
précédente ne fait aucune allocation pour les valeurs biologiquement raisonnables des pa-

rametres. Par exemple en utilisant les parametres des références [62][64],[63],[59], on a
THESE: Joseph. MBANG 90 Analyse de la stabilité

Soutenue le 20 Mars 2009 a Metz(France) des modeles intra-hotes avec retard :
Application & des modeles intra-hotes de paludisme et de V.I.H



6.4. APPLICATIONS

s = 10([59]), dr = 0,02 ([59]), k = 3,43.107° ([59]) , ¢ = 3 ([59],[63]). Avec ces valeurs
nous obtenons pour Ry, sans traitement, Ry = 0,0057N. Le nombre de virus infectieux
N réalisé n’est pas précisément connu, mais les valeurs au dessus de 10® sont possibles.
Si nous choisissons N = 480 ( voir [59] ), nous avons Ry = 2,74 et si nous choisissons
(1 —nu)(1 —ny) = 0.5 nous obtenons, sans traitement, R, = 1,37. Une déstabilisation 7
devrait satisfaire m 7 > 0,316. Dans [59], le taux de mortalité d’infecté latente (de cellule
C' D™ 4) est supposé étre 0,02. Si nous choisissons d’une maniére constante cette valeur de
m, la déstabilisation du retard est 7 > 15.8 jours. Le temps de production viral peut étre
vu comme le temps pour une cellule infectée de produire N nouveaux virions, ceci donne
une estimation du retard moyen 7. Les récentes études [64], [59] donnent une valeur entre
1,8 et 2,6 jours qui est incompatible avec la déstabilisation du retard 7 = 18, 8.

Dans [60] un autre modele standard avec retard est donné par :

T—s—dT —(L=n)kVT

= k(1 —nu) ()Tt —7)V(t—1)dr —0T" (6.24)

V=(1-n,) Né/ fo(r)T*(t —7)dr —cV

Dans ce modele un deuxieme retard a été ajouté. L’introduction de ce deuxieme retard
suppose que les particules de virus Vapparaissent 7 unités de temps apres que les cellules
infectées commencent a produire. La méthode par les chaines linéaires « linear chain
trick » peut étre appliquée a f1 et fo . Par exemple si f; et fy sont deux distributions

d’Erlang, alors le systeme (6.24) est équivalent a
(T=s5s—dpT—(1—n,)kVT

=0 -n)kVT— 7y
Yo = kbfyl_EyQ
Us=3-Y2 = 5 Us

o= L _ 1
Yn = 61 Yn—1 81 Un (625)

n

Try=+Th - £ T
V=01-n)NLT; —cV

\
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Avec by = n' /7Ty, si le retard moyen est 7». Ceci est encore un systeme a une chaine. Nous
supposons comme dans [60] que k est indépendant de n. En utilisant la formule de R,

nous obtenons encore

N sk

Ro= (1 =) (1=n,)

Nous obtenons ainsi un résultat comme celui de [60], mais avec deux retards continus : si
Ry ne dépend pas de n et n’ , la stabilité globale des points d’équilibre n’est pas modifiée
par les retards. Si k dépend de n, une analyse similaire faite dans l’exemple précédent

peut étre reproduite.

6.5 Conclusion

Nous avons prouvé la stabilité d'une classe assez large des parasites intra-hotes. Ces
systemes peuvent étre interprétés comme des systemes avec des retards continus qui
sont modélisés par les distributions gamma ou une combinaison convexe de distributions
gamma. Nous avons calculé le nombre de reproduction de base Ry pour ces modeles. Les
conditions pour la stabilité globale asymptotique des équilibres ont été données. Dans
certains cas, ces conditions sont nécessaires et suffisantes. La stabilité est directement liée
par Rgy. Nous avons appliqué ces résultats a quelques modeles d’infections au VIH 1. Nos
résultats peuvent aussi étre appliquées a un ensemble général d’équations différentielles

avec retard continu.
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Chapitre 7

Conclusion générale

Au terme de cette these, nous pouvons affirmer que nous avons apporté notre modeste
contribution dans 'analyse de la stabilité des modeles intra-hotes de parasites. L’origi-
nalité de cette these est d’avoir utilisée certains outils de la théorie de controle pour
« généraliser »le linear chain trick. Par la suite, nous avons étudié la transition par des
stades avec les distributions de longueurs arbitraires. Le retard que nous utilisons dans
cette these est la fonction densité de probabilité d’ Erlang. La construction d’une telle
fonction peut se faire par une chaine linéaire avec une sortie identique dans tous les com-
partiments. Soit on utilise une distribution convexe des fonctions d” Erlang dont une telle
construction se réalise par un ensemble de chaines linéaires en paralleles. Nous expliquons
dans le chapitre 3 comment un retard peut arriver dans un systeme compartimentale et
ses effets dans les modeles épidémiologiques.Le chapitre sur les méthodes de calcul du
nombre de reproduction de base, nous a permis de calculer Ry de nos différents modeles
et de donner une condition de seuil pour 'analyse de la stabilité des points d’équilibres.

En appendice nous avons démontrés certains résultats provenant dans ’analyse des
systemes compartimentaux que nous avons jugés nécessaire dans notre travail. Les notions
liées a la structure des modeles épidémiologiques, le théoreme de Perron-Frobenius, la
notion d’ensemble limite, d’ensemble invariant, d’ensemble absorbant, les fonctions de
Lyapunov, le théoreme de Bathia-Szego, la dissipativité d’un modele nous ont facilité la
tache dans I’étude de la stabilité de nos différents modeles.

Les modeles que nous avons analysés dans cette these ont la structure suivante :

T=p(x)—LPav
y=Ay+pzvB (7.1)
v=Cy—py,v—upfzov
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[ —a; 0 0o - 0 ]

M —az 0 0

avec A = 0 Y2 o —Q3 0
0 0 Y1 —ag |

et C = Y eena(k)’ et B = e, (k)

et plus généralement

(

& =p(x)—Brv

et pour 1 =1,...... ,q
?)1,1' =mfrv— Q15 Y,
Y20 = Vi Y1 — Q2 Y2,

Ykii = Vki—1,i Yki—1,i — ki Yk,i
o q
\ U= Zi:l ’yki,i yki,i - /’L’UU - UBIU

olt A est une matrice diagonale bloc n x n avec n = Y 7 | k;. A = diag(A;,---,4,). La
matrice bloc A;; k; X k; est définie comme dans le cas d’une seule chaine.

L’étude de la stabilité des modeles intra-hotes avec retards permet d’expliquer les
interactions entre les cellules cibles et les parasites.

Pour chacun de ces modeles, nous avons calculé le nombre de reproduction de base, et
prouver la dissipativité des modeles en construisant un compact positivement absorbant et
comme conséquence les trajectoires issues du systemes sont positivement bornées. Nous
avons prouver la stabilité globale du « Parasite Free Equilibrium » lorsque le nombre
de reproduction de base Ry < 1. Pour prouver ceci nous avons utilisé la fonction de
Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle. Par suite, si Ry > 1, il existe un équilibre
endémique(EE) et si de plus uB¢(Z) < — py maxgep .+ (¢ (x)), I'équilibre endémique
est globalement asymptotiquement stable dans I'orthant positif. Dans ce cas, suivant le
modele nous avons considéré une fonction de Lyapunov dont nous montrons que la dérivée
est négative le long des trajectoires du systeme et par le principe d’invariance de LaSalle
nous concluons la stabilité globale et asymptotique. Il est a noter que les résultats obtenues
dans cette these font partie des différentes publications qui sont en annexe de cette these,
a savoir : - A. Iggidr, J. Mbang, G. Sallet. Stability Analysis of within-host parasite
models with delays. Math. Biosci., 209(1),pp. 51-75,2007 - N. Bame, S. Bowong, J. Mbang,
G. Sallet, J.J. Tewa, Global Stability analysis for SEIS Models with n latent classes.
Mathematical Biosciences And Engineering, 5(1),pp.20-33, 2008 - A. Iggidr, J. Mbang,
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G. Sallet, J.J. Tewa, Multi-Compartment Models. Discrete And Continuous Dynamical
Systems, pp.506-519, Supplement 2007.
Dans les nouvelles perspectives nous comptons donner les résultats numériques et par

suite construire des observateurs sur les classes latentes des modeles étudiés dans cette

N
these.
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Annexe A

Quelques outils Mathématiques

La modélisation épidémiologique conduit a l’analyse des systemes dynamiques. Ces
systemes pouvant étre différentielles, discrets ou a dérivées partielles. Les systemes diffé-
rentielles étudiés dans cette these sont en général non linéaire. La plupart des résultats
que nous allons énoncer ont été déja démontrés car ce sont les résultats classiques liés
aux systemes dynamiques. Nous donnerons quelques résultats de la théorie de mesure et

intégration.

A.1 Quelques résultats en systemes dynamiques

Les résultats de cette section sont issus de certains de systemes dynamiques.

A.1.1 Résultats liés aux matrices des systemes différentiels

Définition A.1.1 : Matrice a diagonale dominante

— Une matrice A = (a;;) € My (R) est a diagonale dominante colonne si pour tout i

tel que 1 <7 < n, on a
n

|aii| > Z | il

=1,
— Une matrice A = (a;;) € M,(R) est a diagonale dominante ligne si pour tout i tel

quel <1 <n, ona
n

lagl = Y ay

=15
— On parle de matrice a diagonale dominante stricte colonne ( respectivement stricte

ligne) lorsque les inégalités dans les relations précédentes sont strictes.
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Définition A.1.2 :Matrice compartimentale
On appelle matrice compartimentale, toute matrice A = (a;;) € My(R), dont les coeffi-
cients vérifient les propriétés suivantes :

—a;; = 0 pour tous les i et j avec v # j

—a; < 0 pour tous lesi, 1 <1 < n

— A est a diagonale dominante colonne

Définition A.1.3 (Matrice réductible, matrice irréductible)
Soit A = (a;j) € M, (R) une matrice carrée.

On dit que la matrice A est réductible , si il existe une matrice de permutation P tel que

T ( An A
P AP = ( 0 Aoy (A1)

La matrice A est dite irréductible si et seulement si elle n’est pas réductible

Définition A.1.4 : On dit qu’une matrice est fortement connexe si elle est irréductible.

Théoréme A.1.1 Soit A € M, (R). Le spectre de A est contenu dans la réunion des
disques dont les centres sont les coefficients diagonaux a;; de la matrice A et dont les
rayons respectifs sont les sommes des valeurs absolues des coefficients extra-diagonauz
des lignes correspondantes.

En d’autres termes, pour tout indice i tel que 1 <i < mn, si on pose r; = Z?:L#i la;| ,
alors

Sp(A) C U?:lB(an», Ti)

Lemme A.1.1 Soit A € M,,(R) une matrice carrée.
Si A est une matrice singuliere, alors il existe un indice iy tel que

n

’ai0i0| < Z |aioj|

=1,

En d’autres mots, le terme a;y;, est dominé par la colonne ig.

Preuve du lemme
Soit n un entier naturel quelconque fixé ; on va supposer que A est une matrice singuliere.
Par abus nous allons noter la matrice A et ’endomorphisme de R™ correspondant par le
méme symbole A. Puisque A est singuliere, Ker(A) # {0}; soit = (z1, 29, -, 2,)" €
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Ker(A); soit i I'indice de la composante de x telle que |z;, réalise la norme maximum
Y

de x (c’est a dire |z;,| = maxicicn |2:] = [|2]o0)

Az =0= (Ax)io = Z?:l Q5T = 0

= _aioiol‘io = Z?:l,j;éi ainxj
n
= [@igio||Tio| < D521 o |iosl |25

< i | Z?:l,j;éi | @il 2]

Puisque x;, # 0 , il vient que

n

|@igio| < Z ||

j=1j#i
ce qui met fin a la preuve du lemme. La conséquence suivante mieux adaptée au théoreme

que le lemme précédent est la suivante

Corollaire A.1.1 Soit A € M,(R) une matrice carrée.
Si A est une matrice singuliére, alors il existe un indice iy tel que

n

| @iy | < Z | @i

=1,
En d’autres termes, le terme général a;,;, est dominé par la colonne 7
La preuve de ce corollaire est identique a celle du lemme précédent ; cependant on remplace
la matrice A par sa transposée AT qui a les propriétés de régularité identiques que la
matrice A
Preuve du théoréeme A.1.1
Soit la A € M,,(R) ; pour tout A € Sp(A) , A — A est une matrice singuliere. En utilisant

le lemme précédent, on peux dire que pour tout A € Sp(A), il existe iy € N, 1 <iy <n

tel que
|aiAiA| < E |ai,\j|
J=1,j#ix
Si on pose r; = >, =1t la;, ;| ; la phrase précédente peut encore s’écrire comme

suit : pour tout A € Sp(A) , il existe iy € N, 1 < iy <n, tel que A € B(a;,;,,r:,). Si on
considere les boules B(a;;, ;) pour tout i, 1 <7 < n, il vient que tout A € Sp(A) est dans
I'une d’entre elles; on peut donc dire que A € U B(a;, ;).

Ce qui met fin a la preuve du théoreme.
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Corollaire A.1.2 Soit A = (a;;) € M, (R) une matrice carrée

Le spectre de la matrice A est contenu dans la réunion des disques dont les centres sont
les coefficients diagonaux a; de la matrice A et dont les rayons respectifs sont les sommes
des wvaleurs absolues des coefficients extra-diagonaux des colonnes correspondantes. Fn

5 . . . . n
d’autres termes, pour tout i, 1 <i<n, si on poser; = Y 7 i las|, alors

Sp(A) C Ui, B(ai, i)

Corollaire A.1.3 Si une matrice A est a diagonale dominante stricte, alors elle est in-

versible.

Preuve :
Il s’agit d’'une conséquence du théoreme A.1.1 et du corollaire A.1.1. En effet A est a
diagonale dominante stricte, alors pour tout i tel que 1 < i < n, on a |a;| > r; (r; =

S laj;|, si ce sont les colonnes qui sont concernées, ou r; = > |a;;| si ce sont
gl q ) [ 1]

J=1j#i J=13#i
les lignes qui sont concernées). Donc aucune des boules B(a;;, ;) ne contient l'origine de

C. Par conséquent aucune valeur propre de A ne peut étre nulle.

Corollaire A.1.4 Soit A une matrice carrée.
St A est une matrice compartimentale a diagonale dominante stricte, alors A est asymp-

totiquement stable.

Preuve :
le corollaire A.1.3 est encore connu sous le nom de théoreme de Hadamard-Frobenius,
dans ce théoreme le spectre de A peut se retrouver dans n’importe lequel des demi-
plans complexes ou il y a des coefficients diagonaux de A . Comme A est une matrice
compartimentale ainsi ses coefficients diagonaux se trouvent sur ce demi axe réel gauche
du plan complexe. On peut donc dire que toutes les valeurs propres de A sont dans les
boules strictes incluses dans le demi-plan complexe gauche. D’otu la stabilité asymptotique

de la matrice A

A.1.2 Les matrices de Metzler

Définition A.1.5 On appelle matrice de Metzler, toute matrice A = (a;;) € My(R),

dont les coefficients vérifient la propriété suivante :
a;; > 0 pour tout les i et j avec i # j
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(i.e. dont tous les coefficients extra-diagonaux sont positifs)

Définition A.1.6 Soit x = (z1,22, -+, x,) € R" , A = (a;;) € M,(R)

— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est strictement positif, et
on note x > 0 (respectivement A > 0 ), si pour tout i, 1 < i < n, z; > 0
(respectivement pour tout i, j, 1 < i <n,1<j<mn, a; >0)

— On dit que le vecteur z, (respectivement la matrice A) est positif, et on note x > 0
(respectivement A > 0), si pour tout i, 1 < i < n, x; > 0; et pour au moins un i
x; > 0 ( respectivement pour tout i, j, 1 < i,j < n, a;; > 0 et pour au moins un
couple (i,7), a;; > 0)

— On dit que le vecteur x, ( respectivement la matrice A ) est positif (largement) et

on note x > 0 (respectivement A > 0), six > 0 oux = 0 (respectivement A > 0

ouA = 0).

Le théoréme suivant du a Perron-Frobenius sera tres utile dans la stabilité des modeles

que nous allons étudier.

Théoréme A.1.2 (Perron - Frobenius)
Soit A € M(g,) une matrice positive ;
— alors le rayon spectrale p(A) de la matrice A est une valeur propre de A et il existe
un vecteur propre v > 0 qui lui est associé;
— st de plus la matrice A est irréductible, alors p(A) > 0 et v > 0; de plus, p(A)
est une valeur propre simple et si u > 0 est un autre vecteur propre de A, il existe
s > 0 tel que u =sv ;
— si B est une matrice telle que B > A, alors p(B) > p(A)
- si A > 0, alors |A| < p(A) pour tout autre valeur propre A de A

Pour la preuve voir Berman et Plemmons (1979) [4] . Ce résultat est la version du théoreme
de Krein-Rutman (théoreme 2.4.1) en dimension finie.

Il est clair que si A > 0, alors A est est irréductible.

Si xg est un point d’équilibre d’un systeme coopératif, alors la matrice jacobienne A =
D f(xo) ales termes extra-diagonaux positifs, ¢’est-a-dire que c¢’est une matrice de Metzler.
I est clair que le module de stabilité a(A) = max{Re(A);\ € Sp(A)} détermine la
stabilité du point d’équilbre x.
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Corollaire A.1.5 Soit A € Mg,) une matrice de Metzler.
— Le module de stabilité a(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur v > 0
tel que Av = a(A)v. De plus Re(\) < a(A) pour tout A € Sp(A) — {a(A)}.

— Si de plus A est irréductible, alors

1. a(A) est une valeur propre simple ;

2. v > 0 et pour tout autre vecteur propre positif de A est un multiple de v ;
3. Si B est une matrice vérifiant B > A, alors a(B) > a(A);

4. sia(A) < 0, alors —A™' > 0

Preuve :
Il existe un C' > 0 assez grand tel que A+ C'I > 0. par conséquent le théoreme précédent
de Perron-Frobenius peut s’appliquer a A + CI pour un tel C' > 0 . En particulier, le
rayon spectral p(A + CI) > 0. On remarque que Sp(A + CI) = C + Sp(A); ce qui
implique
a(A+ CI) = p(A + CI) = C + ofA)

et par conséquent, o(A) est une valeur propre de A. Si A est irréductible, A + CT restera
irréductible car 7 A est irréductible si et seulement si A + CT est irréductible”.

le théoreme de Perron-Frobenius implique les propriétés 1,2,3. D’autres parts, comme
— A7l = [[F €' dt > 0 montre que (4) est vraie.

Le théoreme suivant nous permet d’étudier la stabilité de la matrice de Metzler.

Théoreme A.1.3 Matrice de Metzler stable
Si A = (a;;) € M, (R) est une matrice de Metzler; les assertions suivantes sont équiva-

lentes :
1. La matrice A est stable;
2. la matrice —A~" est strictement positive ;

3. Si b est un vecteur strictement positif, alors ’équation Ax + b = 0 admet une
solution x € R, strictement positive ;

4. 1l existe un vecteur c € R, strictement positif tel que le vecteur A c soit strictement
négatif.

5. il existe une matrice diagonale D € R}, telle que la matrice AD soit a diagonale

dominante stricte ligne (respectivement telle que D A soit a diagonale dominante

colonne).
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6. il existe une matrice diagonale D € R, avec diag(D) > 0 telle que la matrice

—(AT D + DA) soit symétrique et définie positive

Preuve :
1) =2)
La matrice A est globalement asymptotiquement stable, alors elle est inversible et

a(A) < 0; il existe un scalaire k tel que pour tout

20 € Ry, [l zo]l < K e |la|

La matrice fooo e!ddt = —A~! est absolument convergente ; en effet la fonction

teR, — et e M,(R) est dans L(0, 0o) et
B = / etidt = —A!
0

Nous allons déterminer le signe de chacun des coefficients de la matrice B = (b;;) ; pour

cela considérons la base canonique (e;) de R™; nous remarquons que :

o
bij =< Bej, e; >= (Bey); =</ etAdtej, e; >
&Y
:/ <€tA€j,€i>dt
0

:/ (etAej)i dt >0
0

d’ott la matrice B = —A~! est positive.
2) = 3)
Soit b un vecteur tel que b > 0; soit x = —A~'b; alors # > 0 comme produit de deux

matrices strictement positives. D’ou Az + b = 0
3) =4)
Soit b >> 0 un vecteur de R ; soit C' = —A~'b; il est clair que AC' = —b < 0. On peut
donc conclure qu’il existe un vecteur C' > 0 tel que AC < 0.
4) = 5)
Considérons 'un des vecteurs C' = (Cy,Cs, - -+, C,)T vérifiant la propriété 4); puis que

AC < 0, considérons un indice i tel que 1 < 7 < n, alors on a :

n
(AC)z = Cl Qij -+ E CLz‘jCj <0
j==1,j#i
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d’ou CZ ajj < — Z Qij Cj <0 (AQ)
Jj==1,j#i

car C' > 0 et A est une matrice de Metzler,

dott | Cray| > > ay Gy (A.3)
Jj==1,j#i
soit D € R, la matrice diagonale telle que C' = diag(D); on aura AD = (a;;C;) et
I'inégalité A.3 nous montre que A D est a diagonale stricte ligne.
5) = 6)
Considérons le vecteur C' de la propriété 4) tel que AC < 0. Soit a(A) le module
de stabilité de A. Appliquons le corollaire A.1.1, qui est une conséquence du théoreme de
Perron-Frobenius, & la matrice transposée A” de A. Il existe un vecteur v € R, v # 0 tel

UT'

I

que AT v = a(AT) v : nous pouvons encore écrire cette égalité comme vT A = a(AT)
en multipliant cette égalité par le vecteur colonne C, on obtient vI AC = a(AT)v? C.
Le scalaire v AC est strictement négatif comme produit dune matrice positive v’ et
d’une matrice strictement négative A C'. 11 suit que le module de stabilité a(A) = «(AT)
est strictement négatif ; d’ou la stabilité asymptotique de la matrice A.
Nous allons démontrer 1'équivalence 1) <= 6)en nous servant des résultats des diverses
implications précédentes.

1) = 6)

La propriété 5 nous garantie ’existence d’une matrice diagonale Dy, avec
diag(D;y) > 0 telle que AD; soit une matrice diagonale dominante stricte ligne. Puisque
AD; est une matrice de Metzler, en lui appliquant de nouveau la propriété 5, elle garantie
I'existence d’'une matrice Ds, avec diag(Dy) > 0 telle que Dy A Dy soit une matrice a
diagonale dominante colonne: il en est de méme pour la transposée de Dy AT D,. 11 vient
que la matrice Q = Dy A Dy + Dy A Dy est de méme nature que les deux précédentes ; de
plus elle est symétrique et tous ses coefficients diagonaux sont strictement négatifs. d’apres
I'inégalité A.2 et du théoreme de Perron-Frobenius, la matrice () est asymptotioquement
stable. la matrice D' Q D;' = AT Dy, D' + D;{'Dy A est asymptotiquement stable
tout comme la matrice @), d’ou le fait qu’elle soit définie positive et symétrique.

6) =1)

On suppose que la matrice diagonale D , avec diag(D) > 0 telle que —(AT D + D A)
soit symétrique positive. soit la fonction scalaire V : x — V(z) =< Dz, x >; il s’agit
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d’une fonction de Lyapunov stricte pour la matrice A sur R™; il suit que A est une matrice
Metzler asymptotiquement stable.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Définition A.1.7 Matrice a diagonale dominante généralisée
Une matrice A = (a;;) € M,(R) est dite a diagonale dominante généralisée ligne (res-
pectivement colonne) s’il existe un vecteur ¢ = (c¢y,¢2,-++,¢,) > 0 tel que pour tout i,

1 <n,ona
n

cilaal > D cjlagl

=L
. n
(respectivement ¢; |ag| > D5 iy ¢jlagil).
A est dite a diagonale dominante généralisée stricte ligne (respectivement stricte colonne)

si les inégalités sont strictes au lieu d’étre large)
De cette définition nous allons donner une conséquence du théoreme précédent

Corollaire A.1.6 soit A € M,,(R)une matrice de Metzler .
La matrice A est globalement asymptotiquement stable si et seulement si elle est une

matrice a diagonale dominante stricte généralisée ligne et colonne.

Preuve :
1 suffit de poser D = diag(c) ; la propriété 5) du théoreme A.1.2 précédent est exactement
la caractérisation du fait que A est une matrice a diagonale stricte généralisée ligne et

colonne.

Remarque A.1.1 Le champ d’application de ce corollaire est celui des matrices de Metz-
ler; on n'obtient plus [’équivalence lorsqu’on prend un matrice a diagonale dominante
stricte généralisée quelconque; en effet rien ne nous dit qu’elle soit encore globalement

stable.

Il est a noter que , lorsque la matrice est a diagonale dominante stricte généralisée

ligne et colonne , on obtient le résultat suivant :

Théoreme A.1.4 Soit A une matrice quelconque .

Si A est une matrice a diagonale dominante généralisée stricte ligne et colonne, alors elle
est asymptotiquement stable.
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Preuve :

Supposons que A soit une matrice a diagonale dominante stricte généralisée ligne et co-
lonne ; en exploitant la démarche utilisée dans la preuve de I'implication 1) = 6) du théo-
reme A.1.2 précédent , il existe une matrice diagonale D € M,, (R) tel que —(A” D +D A)
soit stricte et définie positive.

La fonction V : x — V(x) =< Dz, x > est une fonction de Lyapunov stricte pour la

matrice A. On conclut donc que la matrice A est asymptotiquement stable.

Théoreme A.1.5 Soit A € M,, (R) une matrice de Metzler.

1. Le module de stabilité a(A) de A est une valeur propre de A a laquelle est associé un
vecteur propre positif ; ¢’est a dire qu’il existe v € R, tel que v # 0 et Av = a(A) v
2. Si de plus la matrice A est irréductible, alors a(A) est une valeur propre simple de
la matrice A a laquelle est associée un vecteur propre positif; ¢’est a dire qu’il existe

veRY tel quev > 0 et Av = a(A)w.

Preuve :
Soit m = min{min; ¢;<, a;;, 0};alors A —m [ > 0. En appliquant & la matrice A — m I

le théoreme de Perron-Frobenius, il vient que :

il existev e R ; (A — mI)v = p(A — ml)v
d’ou

il existev e R ; Av = (p(A —mlI) + m)v

le vecteur v est donc un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre
p(A—mlI)+ m.

Il est a remarquer que pour une matrice carrée B donnée,

Sp(B + kI) =k + Sp(B)
Or p(A — m1) = maxyespa—mr) Re(A) d’on

A—ml = Re(N) = Re(\) = a(A
4 ml) +m Aesp(AH—l%erI) e() Agsl‘?()il) e) = ol4)

Donc v est un vecteur propre de A associé a la valeur propre

a(A) = p(A—mlI)+m eR
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Propriété A.1.1 Caractérisation des matrices Metzler stables

Soit M une matrice de Metzler se mettant sous la forme

A B
C D
M est stable si et seulement si A et D — C A~ B sont stables.

Remarque A.1.2 Définition d’une matrice Metzler stable

Une matrice de Metzler en dimension 2 se mettant sous la forme

(0

avec (a, b, ¢, d) > 0, est dite Metzler stable si et seulement si son déterminant est positif

( c’est a dire ad — be > 0)

Preuve :
La condition est nécessaire :
Puisque M est Metzler stable, il existe C' = (¢1, ¢a) > 0 tel que M C < 0; ce qui
implique

Acp + Bey < 0 (A.4)
CCl + DCQ < 0 (A5)

Ces inégalités impliquent que Ac; < 0 et Dey < 0 ( car M est Metzler signifie que
B > 0et C > 0;don Bey < 0et Cc; < 0). Ce qui démontre que A et D sont
Metzler stables. Puisque A est Metzler stable, —A~! > 0. Multiplions l'inégalité A.4 par
—cA™' > 0; nous obtenons —C'¢; — CA ' Decy, < 0; en additionnant également par
équation avec I'inégalité A.5 , on aura 1'équation (D — C' A~! B) ¢, < 0. Ce qui implique
que D — C'A™! B) est une matrice de Metzler stable.
La condition est suffisante :

Supposons que A et (D — C A™' B) sont Metzler stables. Alors il existe un vecteur
co > 0 tel que (D — CA'B)cy < 0. Posons c3 = —A"'Bey > 0; nous aurons
Acg + Beg = 0et Cez + Deg < 0Soit v > 0tel que Av < Oet ey = c3 + €w.

Choisissons € suffisamment petit tel que

Cci+ Dcy = Dey —CA'Bey + Cev <€ 0

Puisque Ac; + Bey = e Av < 0, nous pouvons en déduire que M est Metzler stable.
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Théoréeme A.1.6 Soit A € M, (R) une matrice de Metzler, stable qui admet une valeur
propre nulle dont la multiplicité algébrique est égale a la multiplicité géométrique; alors

il existe un vecteur Ve R} , V > 0 tel que AV < 0

Preuve :

Toute matrice de Metzler A € M,, (R) peut s’écrire A = PTAP, ot P est une matrice de
permutation des vecteurs de la base canonique de R", et A une matrice bloc triangulaire
supérieure (ou inférieure) dont tous les blocs diagonaux sont irréductibles. Dans cette
décomposition tous les blocs hors de la diagonale de la matrice A sont constitués de termes
positifs. Soit A une matrice de Metzler stable, A la matrice bloc diagonale supérieure

vérifiant la propriété ci-dessus; on a

a1 0 0
d?l d22 O
PAPT = .
0
as1 As2 Ass

On suppose que l'ordre des matrices blocs diagonales dans A est décroissant. Si 0 est
une valeur propre de A d’ordre r, alors @;; = Opour s —r — 1 < ¢ < set a; = 0 pour

s—r—1<i1<sets—r—1< 7 < s.Posons

ap; 0 0
A d21 C122 0
A= € My_,(R)
0
dsl dsQ dss

La matrice bloc PAPT correspond a la partie dont les matrices blocs diagonales sont
non nulles. A est une matrice de Metzler asymptotiquement stable. En appliquant la
propriété 3) du théoreme A.1.2, il existe un vecteur ¢ € R}, ¢ > 0 tel que Ase < 0.
Considérons le vecteur V = (c,b) € R%, b > 0 quelconque; alors AV < 0. Soit le
vecteur V.= PV:V > 0 car P>> 0; alors AV < 0

Lemme A.1.2 Si A est une matrice de Metzler irréductible telle que 0 < A < A, alors

alA) < a(A).

Preuve :

Il existe une constante positive m telle que

0<A+mI <A+ mI
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ou p(A + ml) désigne le rayon spectral de la matrice A + ml. Nous déduisons que

p(A + mI) — I = a(A); nous pouvons donc conclure que 0 < a(A) < a(A)

A.1.3 Résultats liés au systemes dynamiques

Définition A.1.8 (Systéme dynamique a temps continu)
On appelle systéme dynamique a temps continu sur un ensemble 2, une famille d’applica-
tions {¢;t € Ry}, paramétrée soit par l'ensemble R, des réels positifs ou nuls, soit par

l’ensemble R de tous les réels, et vérifiant les propriétés suivantes :
1. chaque application ¢, est définie sur une partie U; de Q2 et a valeurs dans €2 ;
2. Vapplication ¢o définie sur S tout entier est l'application identité sur (idg) ;
3. 810 <ty <tg, alors U, C Uy, ;

4. Soientt et s deux éléments de l'ensemble Ry (ouR) qui paramétre la famille des ap-
plications considérées. Soit x € Uy ; alors ¢s(x) est un élément de Uy si et seulement

si x est un élément de Ugyy et , lorsque c’est le cas, on a

¢t(¢s(x)) = ¢s+t (27)

L’ensemble €2 est appelé espace de phases du systéme dynamique.

Définition A.1.9 ( Systéme dynamique monotone)
Soit un systeme dynamique dont le flow est ¢y : © —— ¢y(x).
Ce systeme dynamique est dit monotone s’il est défini sur un espace métrique ordonné

et s’il posséde la propriété suivante :
t>0, 2<y = ¢(r) < Pi(y)

A.1.4 Systemes autonomes

Soit €2 un sous ensemble de R™. Considérons I’équation différentielle autonome définie
par :

i = X(x) (A.6)

On suppose que X : 2 C R" — R" est continue et satisfait des conditions telles qu’une
solution du systeme (A.6) existe en tout point, est unique et dépend de maniere continue
des conditions initiales. Les états stationnaires ou points d’équilibre du systeme (A.6) sont
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les points zy € Q) satisfaisant X (x¢) = 0. Pour chaque z € €2, nous notons par X;(z) la
solution du systéme (A.6) satisfaisant Xo(z) = z. Nous supposons que X satisfait des

conditions telles que X;(x) est continue en (¢, x).

Définition A.1.10 (Trajectoire, orbite)
— On appelle trajectoire d’un point x de Q Uapplication X, : t — X;(x);
— on appelle orbite d’un point x de Q la partie v, = {Xi(x),t € R} de lespace des
phases ;
— Dorbite d’un point x de ) est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre et
s'il existe T € Ry tel que Xp(x) = x. On dit alors que T est une période de [’orbite

périodique considérée.
Définition A.1.11 On appelle orbite positive v (xq) issue de xo l’ensemble

Définition A.1.12 (Ensembles limites)
Les hypotheses et les notations sont celles de la définition précédente, nous supposons que
Q est un espace topologique séparé. soit x un point de §2 ;
soit I, = {X,(x) est définie} ;
— on suppose que I, est borné a droite.
On appelle ensemble w - limite de x et on note w(x) 'ensemble des valeurs d’adhé-
rence de la trajectoire t — Xy (z) de x , lorsque t tend vers +oo
— on suppose que I, non borné a gauche. On appelle ensemble a-limite de x et on
note o(x) l'ensemble des valeurs d’adhérence de la trajectoire t — Xy(x) de z,

lorsque t tend vers —oo

Définition A.1.13 (Bassin d’attraction d’un point d’équilibre)
Soit xg € Q un point d’équilibre du systeme (A.6).
— On appelle bassin d’attraction du point xo € ) l’ensemble des éléments x € ()

tels que pour tout t € Ry , X(x) soit défini et que

lim Xi(z) = x
t—+o00

— On appelle bassin de répulsion du point xq € () ; l'ensemble des éléments x € ()

tels que pour tout t € R_, X;(x) soit défini et que

lim X;(z) = xg

t——o0
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Définition A.1.14 (Orbite périodique attractive, répulsive)

Supposons que 2 est un espace topologique séparé. Soit O une orbite périodique de période
T > 0. Supposons de plus que [’espace ) est muni d’une distance d telle que sa topologie
soit associée a cette distance.

— On dira que lorbite périodique O est attractive (resp. répulsive) s’il existe un voi-
sinage W de Q tel que, pour tout x € W et pour tout t € R vérifiant t > 0 (resp.
vérifiant t <0) , Xy(x) soit définie et

lim d(X(z),0) = 0(resp. tlignood(Xt(x),@) = 0)

t——+o0

— On appelle bassin d’attraction (resp. de répulsion) de l'orbite périodique O [’en-

semble de z € Q0 dont l’ensemble w — limite, w(z) (rep. l'ensemble oo — limite, a(z)

est O

Définition A.1.15 (Ensemble absorbant)

Supposons que le systéeme (A.6) est tel que X est de classe C et que Q0 est un ouvert de
R™. Supposons de plus que cette équation admet admet des solutions quel que soit t > 0.
Un sous-ensemble D de ) est dit absorbant suivant A.6 si tout sous-ensemble borné K
de Q satisfait x(t, K) C D pour tout temps t suffisamment grand. De méme, D est dit

absorbant lorsque pour toute condition initiale xy, il existe t > 0 tel que Xy(xg) € D.

Définition A.1.16 (Ensemble invariant)

Un sous-ensemble K de ) est dit positivement (resp. négativement) invariant
relativement a A.6 si x(t, K) C K pour toutt > 0 (respt < 0), K est dit invariant si
z(t, K) = K pour tout t.

Les ensembles o — limite et w — limite sont des exemples d’ensembles absorbants
Théoreme A.1.7 Soit le systeme défini sur R™ par
T = Ax)x (A.7)

Si pour tout x € R", A(x) est une matrice de Metzler, alors le systéme (A.7) laisse

positivement invariant 'orthant positif R’} .

Preuve :

Supposons que pour tout x € R™ | A(x) soit une matrice de Metzler ( c’est a dire ,
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a;j(x) > 0 pour tout i, j tel que i # j); soit ¢ un indice quelconque tel que 1 < i < n; soit

I’ensemble

Sur H;, on a

Autrement dit, sur les ensembles H; qui sont en fait les diverses faces de la frontiere
de R%, la restriction du systeme (A.7) a un champ de vecteurs qui pointe vers I'extérieur
de R”. Donc par continuité du flot, aucune trajectoire de ce systeme qui commence dans
R? n’en ressort. Ce qui démontre 'invariance positivité de I'orthant positif. Ce qui acheve

la preuve du théoreme.

Définition A.1.17 ( Stabilité d’un point d’équilibre)

Soit xg € Q un point d’équilibre du systeme (A.6).

On dit que o est un point d’équilibre stable pour (A.G) ou que le systéme (A.6) est
stable en xy si pour tout € positif, il existe un nombre réel positif 6 tel que pour tout x € §2
avec ||z(0) — xo|| < 0, la solution X;(x(0)) = xz(t)

Si de plus 1l existe 0y tel que 0 < 6y < 6 et

|2(0) — xo]| < o = tliin z(t) = xg

xo est dit asymptotiquement stable.

Le systeme est dit instable en xy sl n’est pas stable en x.

Définition A.1.18 (Point d’équilibre attractif)

— Le point d’équilibre xo est dit attractif (on dira aussi que le systéme A.6 est attractif
en xo) s’il existe un voisinage D C Q de xq tel que pour toute condition initiale x
commengant dans D, la solution correspondante X;(x) du systéme (A.6) est définie

pour tout t > 0 et tend vers xg lorsque t tend vers linfini. En d’autres termes,

lim Xy(x) = xg

t—o00

pour toute condition initiale x € D ;
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— le point x¢ est dit globalement attractif silim; .., Xi(x) = x¢ pour toute condi-

tion initiale x € (2

Définition A.1.19 xq est un point asymptotiquement stable pour le systeme (A.6)

s’il est stable et attractif.

Définition A.1.20 Soit un ensemble M auquel on associe [’ensemble
Au(M) = {z € Xy (x) N M # 0}

ou vt (x) est lorbite positif de x.

L’ensemble A, (M) est appelé région d’attraction faible de M.

Définition A.1.21 (Point d’équilibre relativement stable)

Soit K un ensemble positivement invariant de ) dont [intérieur est non vide et connexe.
Soit xg € K un point d’équlibre du systéme (A.6).

Le systeme (A.6) est dit relativement stable en xo par rapport a K si pour tout € > 0,
il existe un nombre réel positif ¢ tel que pour tout x(0) € K avec ||z(0) — zo|| < 0, la
solution x(t) = X,(x(0)) est définie pour tout t > 0.

Si de plus le point d’équilibre xqy est attractif, c’est a dire limy_o X;(2(0)) = xo pour
toute condition initiale x(0) € K, on dira alors que xq est relativement asymptotiquement

stable par rapport a K

Les fonctions de Lyapunov jouent un grand role dans la stabilisation des systemes
dynamiques. Dans la section qui suit, nous donnerons quelques résultats liés aux fonctions

de Lyapunov.

A.1.5 Les fonctions de Lyapunov [44]
Soit V' : € R™ — R une fonction continue;

Définition A.1.22
— La fonction V est dite définie positive si V(xy) = 0 et V(z) > 0 dans un
voisinage €y de xo pour tout x # xy dans ce voisinage ;
— La fonction V' est dite définie négative si —V est définie positive;

— La fonction V' est dite semi-positive si V(xg) = 0 et V(x) > 0 dans un voisinage

Qo de g
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Définition A.1.23 (Fonction de Lyapunov)

Une fonction V : Q — R est une fonction de Lyapunov pour le systéme (A.6) si elle
décroissante le long des trajectoires du systéme. Si'V est de classe Ct, cela revient a dire
que sa dérivée V par rapport au systéme (A.6) est négative sur ), c-a-d, V(;E) < 0 pour

tout x € §).

La théorie de Lyapunov joue un role tres important dans 1’étude théorique de la stabili-

sation des systemes non linéaires.

Théoreme A.1.8 — Si la fonction V est définie positive et V semi-définie négative
sur €2, alors le point d’équilibre xo est stable pour le systeme A.6.
— Si la fonction V est définie positive et V définie négative sur S, alors zo est un

point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme (A.6).

Ce théoreme affirme que pour montrer qu’'un point d’équilibre xz est stable, il suffit de
trouver une fonction de Lyapunov en ce point. Par ailleurs, pour utiliser le théoreme
original de Lyapunov pour montrer la stabilité asymptotique d'un systeme donné, nous
devons déterminer une fonction V' définie positive dont la dérivée V est définie négative.
Dans le cas général, ceci n’est pas évident.La condition sur la dérivée V peut étre allégée

en utilisant le principe de LaSalle qui sera énoncé dans la section suivante.

A.1.6 Le principe d’invariance de LaSalle :

Théoreme A.1.9 (Principe d’invariance de LaSalle[}4] et [43], Chap 2, Théo-
réme 6.4)

Soit Q0 un sous-ensemble de R™ ; supposons que ) est un ouvert positivement invariant
pour le systéme (A.6) en xy. Soit V : Q — R une fonction de classe C* pour le systéme

(A.6) en xq telle que :
1.V <0 surQ;

2. soient E = {x € Q;V(z) = 0} et L le plus grand ensemble invariant par X et

contenu dans E.

Alors, toute solution bornée commencant dans €2 tend vers l’ensemble L lorsque le temps

tend vers linfini.

Ce théoreme est un outils tres important pour ’analyse des systemes; a la différence de
Lyapunov, il n’exige ni de la fonction V' d’étre définie positive, ni de sa dérivée V' d’étre
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négative. Cependant, il fournit seulement des informations sur 'attractivité du systeme
considéré au point d’équilibre zy. Par exemple, il ne peut étre utilisé pour prouver que les
solutions tendent vers un point d’équilibre que lorsque I’ensemble L est réduit a ce point
d’équilibre. Il n’indique pas si ce point d’équilibre est stable ou pas. Lorsqu’on veut établir
la stabilité asymptotique d'un point d’équilibre x( de €2, on utilise le corollaire suivant qui

est une conséquence du principe d’invariance de LaSalle.

Corollaire A.1.7 ([}4])

Supposons 2 C R™ est un ouvert connexe tel que xq € 2.

Soit V : U — R une fonction définie positive et de classe C* telle que V < 0 sur U. Soit
E = {z € U;V(z) = 0}; supposons que le plus grand ensemble positivement invariant
contenu dans E est réduit au point xg.

Alors xo est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéeme (A.6).

Si ces conditions sont satisfaites pour U = § si de plus V' est propre sur €, c’est a dire
si imV(z) = +oo lorsque d(z, 2Q) + ||z| — 400, alors toutes les trajectoires sont
bornées pour tou t > 0 et xg est un point d’équilibre globalement stable pour le systeme

(A.6); avec comme convention d(x,0) = 0 ot d est la distance entre et B%Q

Le théoreme de Lyapunov est un cas spécial du résultat précédent. Il est a noter qu’il n’est
pas nécessaire que ’ensemble €2 soit borné. Cependant, lorsque ’ensemble 2 C R™ est un
sous-ensemble compact de R", Bhatia Szego [5] ont donné des conditions nécessaires et
suffisantes du type LaSalle sur la stabilité des systemes autonomes. Le résultat est le

suivant :

Théoréeme A.1.10 : (/5], théoréme 3.7.11, page 346) Soit Q2 un ensemble compact posi-
tivement invariant pour le flot décrit par le systéme d’équations différentielles (A.6). Soit
V une fonction de classe C* définie sur Q. Supposons que V(m) < 0 pour tout x € €2 ;

Soit L le plus grand ensemble invariant contenu dans E. Et que :

1. L attire toute les solutions issues de §2, c’est a dire lim;_ ;o d(X¢(x),L) = 0 ot d

est la distance entre Xy(x) et L liée a la topologie de 2 ;

2. S est le plus petit ensemble relativement asymptotiquement stable par rapport a €2

contenant L.

Alors L est relativement asymptotiquement stable par rapport a €2

Une conséquence de ce théoreme est le résultat suivant :
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Corollaire A.1.8 Sous les hypothéses du théoréme précédent, si ’ensemble L est réduit
au point xg € ), alors xy est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

pour le systeme (A.6) défini sur €.

A.1.7 Quelques résultats utiles pour 1’étude de la stabilité d’ un
systeme

Définition A.1.24 Considérons le systéme (A.6) avec X de classe C* et Q un ouvert de
R™.
— X est de type K [8] dans Q si pour tout i; X;(a) < X;(b) quel que soit a et b dans
Q vérifiant ap < by et a; = b;, (1 #ketik = 1,2,---.n);
— on dira que §) est p-conveze [§] sitx + (1—1)y € Q, pour toutt € [0, 1], chaque
fois que x,y € Q et x <y,
— on dira que le systeme A.6 est un systéeme coopératif si

833]-

>0,1#j,x€Q
et Q) est p-convexe;
— On dira que le systéeme (A.6) est un systéme compétitif si

656]'

<0,i#j,2€

et Q est p-convezxe.

Définition A.1.25 : La matrice A est appelée matrice coopérative s’il existe une ma-
trice diagonale H = diag(ey, €9, -+, €,) avec ¢; = £1, telle que HAH soit une matrice de
Metzler.

On dit que A est une matrice compétitive si —A est coopérative.

Définition A.1.26 : (Dissipativité du modéle)
Un modéle dynamique est dit dissipatif s’il existe un compact K tel que pour toute
condition initiale, la solution issue de cette condition initiale rentre dans ce compact et
n’en ressort plus. En d’autres termes , si on désigne par X o) Uunique solution au temps
t issue de xg.
AK compact; VT >0, Xi(zg) € K
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Le résultat qui suit nous permet de montrer qu'une solution périodique non triviale d’une
équation différentielle est orbitalement asymptotiquement stable. Ce résultat est le sui-

vant :

Théoréeme A.1.11 :(Orbite périodique orbitalement stable) [}5]

Soit x(t, rg) une solution de ’équation autonome (A.6) ot X est de classe C' ; supposons
que ’équation (A.6) admet une solution périodique x = p(t) dont la période w > 0;
Uorbite de cette solution est donnée par v = {p(t) : 0 < t < w}. Soit d une distance liée a

la topologie de 2 C R™. Soit une solution x(t) quelconque, pur tout t > 0.

1. Cette orbite v est dite orbitalement stable si pour tout € > 0, il existe d > 0 tel

que
d(xz(0),v) <6 — d(z(t),y) <€

2. lorbite v est asymptotiquement orbitalement stable si

lim d(z(t),y) =0

t——+oo
3. lorbite v est orbitalement asymptotiquement stable avec phase asymptotique

si elle est orbitalement asymptotiquement stable s’il existe o > 0 tel que

d(x(0),7) < a — lim d(a(t),p(t — 7)) =0

t—-+o0

pour tout T pouvant dépendre de x(0).

Théoréeme A.1.12 :(Muldowney [56]
Une condition suffisante pour que l'orbite périodique v = {p(t) : 0 < t < w} de A.6 soit

orbitalement asymptotiquement stable est que le systeme linéaire

g(t) = A (p(t))y(1) (A.8)

soit asymptotiquement stable, ou A(t) = %X (p(t)) est la matrice jacobienne du systéme

(A.6) et AP est la deuzieme matrice composée (“compound matriz”) de A(t)

Définition A.1.27 :(Matrice composée ou “compound matrix”[53]) En dimen-

sion n, on appelle matrice composée (“compound matriz” ), et on note APl | d’une matriceA

quelconque d’ordre n la matrice A® = (A;j) de dimension @ définie par

@iyiy T Qigig Sl (Z):(])
(—1)"*"a;,;, st on a exactement une entrée i, de (i) qui n’apparait pas dans (j)

Ai; = . . . . .
" et une entrée js de (j) qui n’apparait pas dans (i)
0 ;1 aucune entrée de (i) n’apparait pas dans (j)
THESE: Joseph. MBANG 117 Analyse de la stabilité
Soutenue le 20 Mars 2009 a Metz(France) des modeles intra-hotes avec retard :

Application & des modeles intra-hotes de paludisme et de V.I.H



ANNEXE A. QUELQUES OUTILS MATHEMATIQUES

ou (1) = (i1,42) , (4) = (J1,J2) ;s 1 <1 <ia <, 1 < ji < Jo <.

Application :
— pour n = 2,(1) = (1,2) et A% =tr(A) = ay; + axn
— pour n= 3, (1) = (172)a (2) = (173)7 (3) = (273)

ai; + aze Qo3 —a13
2
AP = | ag a11 + a3z a3
a3 21 22033

Définition A.1.28 : Valeurs propres de la matrice composée
Soit o(A) = {\1,---, A} le spectre de la matrice A; le spectre de la matrice A? sera

donné par :
o(APhY = {\ + N1 <ij<n}

Lemme A.1.3 Une matrice A d’ordre n est stable si et seulement si les deux conditions

suivantes sont satisfaites :
1. la “compound matriz” A® est stable ;

2. (—1)"det(A) > 0

Théoréme A.1.13 :(Seibert [71],[70] Considérons un systeme dynamique sur un es-
pace métrique local X. Soient K C'Y, deux sous-ensembles compacts positivement inva-

riants de X .

1. 8i K est asymptotiquement stable relativement a 'Y et si Y est stable dans X, alors

K est stable dans X ;

2. si K est un attracteur relativement a T" et si 'Y est un attracteur de X, alors K est

un attracteur faible de X ;

3. Si K est asymptotiquement stable relativement a 'Y et si Y est asymptotiquement
stable relativement a X, alors K est asymptotiquement stable relativement a X,

alors K est asymptotiquement stable relativement a X .

Théoreme A.1.14 :([36]) Soit un systéme dynamique & = X (x), de classe C*. On sup-
pose que la matrice jacobienne de X est une matrice compartimentale pour tout x € U C

R™. Alors

1. la fonction v € U—— Y7 | X;(x)| est monotone et décroissante le long des trajec-

toires du systeme.
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2. Toute trajectoire du systeme est soit non bornée, soit converge vers l’ensemble des

équilibres du systeme.

En effet, la matrice Jacobienne de X en tout point de U étant compartimentale, tout point
d’équilibre du systéme est localement stable( une matrice compartimentale est une matrice
de Metzler asymptotiquement stable). Le principe d’invariance de LaSalle est 1’équivalent
de la deuxieme conclusion du théoreme. Ce résultat peut étre considéré comme une étape
dans la preuve de la conjecture de Markus-Yamabe-Hartman, (Markkus et Yamabe [49],
Hartman [26] sur I’étude de la stabilité des équations différentielles.
Conjecture ; (Markus-Yamabe-Hartman) soit X un champ de vecteurs de classe C*
défini sur un convexe U C R™. On suppose que

1. X(0)=0

2. La matrice jacobienne de X en tout point x € U a toutes les valeurs propres dans

le demi-plan complexe gauche (c’est a dire a partie réelle négative) ;

alors 0 est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systeme

d’équations différentielles & = X (z) sur U.

Lorsque la matrice Jacobienne du champ de vecteurs X en tout point x € U est une

matrice compartimentale, le théoreme A.1.14 en est une réponse.

Définition A.1.29 Un point d’équilibre xq est dit globalement asymptotiquement stable
relative a un ouvert 2, s’il est asymptotiquement stable et que son bassin d’attraction

contient €.

Théoreme A.1.15 Poincaré-Bendirson pour les systémes compétitifs en di-
mension 3 [53]) Soit & = f(x) un systéme autonome et compétitif défini sur un ouvert
Q de dimension 3, ou f est un champ différentiel de vecteurs de classe C? (p > 1) ; sup-
posons que ) est convexe. Soit L un ensemble w — limite de notre systéme qui est non

wide et compact. St L ne contient aucun point d’équilibre, alors L est une orbite fermée.

Les systemes compétitifs en dimension 3 vérifient la propriété de Poincarré-Bendixson.
Un ensemble w — limite compact d’un systeme compétitif ou coopératif en dimension 3
qui ne contient pas de point d’équilibre est une orbite périodique, ou encore tous les en-
sembles minimaux sont des points d’équilibre ou des orbites périodiques. Li et Muldowey
[53] montrent que s’il y a une trajectoire périodique elle est attractive; I’équilibre endé-
mique est localement asymptotiquement stable et c’est le seul équilibre. Cela implique
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que tous les ensembles minimaux sont localement asymptotiquement stables. Il existe
un unique ensemble minimal compact qui est globalement asymptotiquement stable et

comme ['équilibre endémique est unique, c’est lui.

A.2 Quelques résultats en mesure et intégration

A.2.1 Intégrale de Stieltjes [74]

Soit ¢ : [0, +00) — R une fonction croissante. Nous notons par m, la mesure de Borel

sur [a,00) qui est uniquement déterminé par :

my ([0, a)) = my([0,a]) = g(a) — g(0)
avec a > 0 et g est continue en a. Si g est décroissante, nous considérons m, = m_,

Lemme A.2.1 [7/] Soitu : [0,4+00) — R continue et g définie comme ci-dessus continue

[0 JRCLACE | wts)asts

ot la seconde intégrale est une intégrale de Riemann Stieltjes .

en a. alors

Preuve : Il est suffisant de prouver 'assertion pour u contintiment dérivable sur [0, a],

car le fait que u soit continue, elle peut étre uniformément approximée par de telle fonc-

[ wtomyas) = [ (w0)+ [ war Jmg(a

— w(0)my ([0, a)) + /[ e <r>( /[ ) mg<ds>)dr
=u(0)(g(a) —g(0)) + [ '(r)(g(a) — g(r))dr

= [ wtryastr 0

La derniere égalité suit d'une intégration par parties pour les intégrales de Riemann -

tions.

Stieljes. Le lemme précédent donne les conditions sous lesquelles 'intégrale de Riemann-
Stieltjes est égale a 'intégrale de Lebesgue - Stieltjes correspondant (intégrale du membre
de gauche). Dans ce qui suit 'intégrale de Stieltjes sera toujours interprétée comme une

intégrale de Lebesgue - Stieltjes et nous écrivons :

A | ulomy(as) = / " u(s)dg(s)
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Lemme A.2.2 [7}] Soit w une fonction intégrable sur [0,r] P une fonction décroissante.

Alors la convolution
(ux P)(r) = / u(r — s)P(s)ds

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle

(u* P)'(r) = u(r)P(0) + /OT u(r — s)P(ds)
Rappelons que ;
— u(r — s)P(ds) = u(r — s)m(ds
[ wtr =Pt = [ ute —spmias)
ou m([0,s)) = P(0) — P(s) en tout point s ou P est continue.

Preuve : En changeant l'ordre d’intégration,

/0 t( /[0 } u(r—s)m(ds))dr = 4 J)( / tu(r—s)dr)m(ds>
-1/ utar Jmtas) = [t [ i) )a

_ /0 w(r)(P(0) — P(t — r))dt = P(0) /0 w(r)dr — (ux P)(2)

Lemme A.2.3 [7/]
Soit uw € L£1]0,00) et P : [0,00) — [0,00) décroissante, P(a) — 0 quand a — oo ,

alors la fonction w

w(t) = /t " u(s — 1) P(s)ds,

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle ,

w'(t) = /[t )u(s —t)P(ds).

En particulier w décroissante et

Preuve : En changeant l'ordre d’intégration,

/i(/[tm) uls — tym (ds))dt :/[ro@(/:_,,(s_t >mds )
= /[ OO)( / u(t)d)m(ds) / ul(t)( /[t Hm)m(d«S‘))dt

(0.9}
= / u(t)P(r +t)dt = u(t —r)P(t)dt
0
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Proposition A.2.1 Soientu € L1 [0,00) et P,Q : [0,00) — [0, 00) décroissante, P(a)Q(a) —

0 quand a — c.

1. Alors v, définie par
olt) = [ ult = Q)P

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

V'(t) = u(t)P(0)Q(0) + /0 u(t — s)Q(s—)P(ds) + /0 u(t — s)P(s+)Q(ds)
avec P(0—) = P(0)

2. De méme, w définie par,
wt) = [ uls — Q) P(s)ds,
t
est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,
W) = [ uls = HIPL)QUE) + Qs Plds)
. Une conséquence de ce résultat est le corollaire suivant

Corollaire A.2.1 [7/] Soitu € L£1]0,00) et P,Q : [0,00) — [0, 00) décroissante, P(a)Q(a) —

0 quand a — oo . Supposons que P et () n'ont pas des points de discontinuité communs.

1. Alors v, définie par
v(t) = /0 u(t — s)Q(s)P(s)ds,

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

V'(t) = u(t)P(0)Q(0) + /Ot u(t — s)Q(s)P(ds) + /Ot u(t — s)P(s)Q(ds)
2. De méme, w définie par,
wt) = [ uls — Q) P(s)ds,
t
est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

u!(t) = / " uls — OIP(s)Q(ds) + Q(s)P(ds)
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Corollaire A.2.2 Soitu € L1[0,00) et P,F : [0,00) — [0, 00) décroissante, P(a)F(a) —
0 quand a — oo , u > 0. Supposons que P et F n’ont pas de points de discontinuité com-

muns

1. Alors v définie par,

ot) = /O u(t — s)e " F(s) P(s)ds,

est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesgque nulle,

V'(t) =u(t)P(0)F(0) — pov(t) + /0 u(t — s)e " [F(s)P(ds) + P(s)F(ds)]

< u(t)P(0)F(0) — po(t) + /0 u(s —t)e " F(s)P(ds)
2. De méme w, définie par

w(t) = / u(t — s)e " F(s)P(s)ds,
t
est absolument continue et, en dehors des ensembles de mesure de Lebesque nulle,

w'(t) = —pw(t) +e M /00 u(s — t)[F(s)P(ds) + P(s)F(ds)]

%

< —paw(t) + e s /too u(s —t)F(s)P(ds)

A.3 Inégalité entre la moyenne arithmétique et la
moyenne Géométrique

Lemme A.3.1 [9] (Inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne

géométrique)
Soit wy, -, wy des nombres réels positifs. Alors,
Wy +we + - W
Ywy..wg < ! 2 p d
Par suite , il y a égalité si et seulement si w; = -+ = wy

Une conséquence immédiate de ce lemme est la suivante :
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Corollaire A.3.1 [9] Soit wy,---,wy des nombres réels positifs tel que leur produit est
égal a 1. Alors

d—w; — - —wg <0.

On a légalité si wy = - - - = wy.

Lemme A.3.2 [9] Soit y; < ya < -+ < yq des nombres réels positifs. Alors

Yo Yd Yd

0<=+-+——-(d-1)<—=—-1
hn Yd—1 W
Preuve
Chacune des fractions %, cee Y est supérieure ou égale a 1. Par conséquent la différence
Y1 Yd—1
%2 + e+ Ya (d — 1) est supérieure ou égale a 0, d’ou I'inégalité de gauche. Posons
Y1 Ya—1
maintenant z = 2 — 1 et soit v = Yi 4 pour i = 2,---,d. Alors z comme chaque v;
Y1 Yi—1
sont négatifs. Ainsi
1+2z = Yd
1
_ %2 Y
Y1 Yd—1

=(1+wvg) - (14+vy)
=1+ (va+--+vy)+P
> 1+ (v2 + -+ va).

P étant une somme de produit des v; (i =2,---,d).

Ainsi, z > vy + - - - + vy, ce qui donne l'inégalité de droite du lemme A.3.2.

Lemme A.3.3 Soit y; < yo < -+ < yagr1 des nombres réels positifs. Alors

Yig Y g oy
Yo Yd+1 Yd+1

Preuve

Sachant que y; — y;+1 < 0, nous avons

E_’_..._Fﬂ_ :(&_1)4_..._}_(&_1)
Y2 Yd+1 Y2 Yd+1
YT W Yan
gg gd+1
Rl LR Tl V18]
Zd—i—l Yd+1
=L 1.
Yd+1
Ce qui acheve la preuve du lemme.
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Lemme A.3.4 Soit y1 <ys < -+ <yq <Y des nombres réels positifs. Alors

ﬂ+(d_1)_<&+%+...+ﬂ><0

Y Y wu Yd—1
Preuve
Notons que
(0 Y1 Yo Yd Yya—Y (=Y y—un Yd — Yd—1
— + d—l—(—+—+---+—) = — + +---+—)
Y ( ) Y u»n Yd—1 YY YY Y1 Yd—1
Yd — Y1 — Y2 — Y1 Yd — Yd—1
< — L.y ge darl
Y ( Y + Y + + Y

=0

Lemme A.3.5 Soit Y <y; <ys < - <yq des nombres réels positifs . Alors

Y1 Ya , Y Yd—1
=+ (d-1 —<—+—+~--+—)<0.
Y ( ) Y Yd
Preuve
Notons que
_ -Y Y- — — Ya—
@—F(d—l)—(@—%&—i—-“-{—M) :yl — yd+y2 y1+...+M
Y Y o Y YY v Y Y2 Y
Y1 — —Yd | Y2 — U Yd — Yd—1
< R e R A
Y + Y + Y o Y
=0
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