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Chapitre I

Introduction

Nous allons introduire ces travaux de thèse en présentant le contexte industriel de l'usinage gra.nde

vitesse. Nous poursuivrons pa,r la description sommaire du prototype d'électrobroche utilisée au la-

boratoire pour finalement présenter la problématique et I'articulation des travaux décrits da,ns ce

mémoire.

I.1 L'Usinage Grande Vitesse (UGV)

Depuis plus de quinze ans, I'UGV a ouvert de nouvelles perspectives de productivité aux industriels

tout en ga,rantissant une bonne qualité de fabrication [3].

Il a fallu cependant développer tous les procédés de fabrication (machines, outils) permettant

d'atteindre les exigences de vitesse de broches et de vitesse d'avance de ces nouveaux procédés de

fabrication. Les vitesses rapides de rotation ont induit de nouveaux besoins en termes d'actionneurs

(moteurs linéaires [4], électrobroches). Ces exigences ont conduit à des recherches poussées au niveau

des matériaux en présence afin de conserver durablement les conditions idéales de fonctionnement et

pour accroître les performances de machines-outils [5].

Bien qu'il existe, sur le marché, des machines outils permettant l'usinage grande vitesse avec des

outils de grand dia,mètre [L], I'enlèvement de matière par perçage ou fraisage avec des outils de petits

dia,mètres (autour de 2 mm) et des vitesses de coupe suffisantes (de l'ordre de 1500 m/min) n'est pas

encore possible faute de disposer d'électrobroches assez rapides (voir figure I-3).

Dans cette pa,rtie, nous allons définir succinctement le terme d'usinage. Puis chacun des paramètres

définissant des conditions d'usinage seront développés. Nous pourrons ensuite nous intéresser aux

conditions spécifiques de I'UGV.

I.1.1 Déffnition de I'usinage

Le terme d'usinage désigne I'enlèvement progressif de morceaux de matière, appelées copeaux,

dans une forme brute afin d'atteindre (usinage de finition) ou d'approcher (usinage d'ébauche) la

forme finale de la pièce.
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Frc. I-L - Principes du tounage (pièce en rotation (a)) et ilu fraisage (outil en rotation (b))

L'enlèvement de matière est obtenu par le passage répété d'une a.rête de coupe sur la pièce, avec

une vitesse relative appelée vitesse de coupe. Si ce mouvement relatif de l'arête de I'outil par rapport

à la pièce est obtenu pa,r rotation de cette pièce sur un axe, le procédé d'usinage est appelé tournage.

Lorsque le mouvement de l'arête de I'outil est creé par rotation du porte-outil sur un axe, on parle

alors de procédé de fraisage (voir figure I-1).

1.L.2 Paramètres d'usinage

Nous allons à présent détailler les différents paramètres qui définissent des conditions d'usinage.

Ces pa,ra,rnètres sont la vitesse de coupe, la profondeur de passe et la vitesse d'avance.

I.1.2.4 Vitesse de coupe

La vitesse de coupe est Ie premier paramètre, qui définit des conditions de coupe propres à chaque

matériau usiné. Nous verrons plus loin que la difiérence essentielle entre I'UGV et I'usinage dit conven-

tionnel réside dans la valeur de cette vitesse de coupe. Le principe du fraisage (voir flgure I-1) consiste

à obtenir la vitesse de coupe I/" en faisant tourner I'outil de rayon .R à une vitesse O contre la pièce

frxe. V" est donnée par

V " :  R Q (r-1)

Le principe du tournage (voir figure I-1) consiste à obtenir la vitesse de coupe V" en faisant tourner

une pièce de rayon E à une vitesse O contre un outil fixe, la formule I-1 peut alors être utilisée.

I.L.2.8 Profondeur de passe

On désigne communément par <panse <Ia quantité de matière enlevée à chaque passage de I'outil.

La profondeur de passe correspond à l'épaisseur enlevée (en fraisage) ou à la diminution du rayon (en

tournage) porrr un passage de I'outil sur la surface à usiner. La profondeur de passe doit se trouver

entre deux limites.

La limite basse est due à l'écrouissage éventuel du matériau. Le copeau ne doit pa.s être trop fin,

faute de quoi, il y a écra^sement de la matière et refus de la coupe. La valeur minimale de la profondeur

de passe liée à ce phénomène porte le nom de copeau minimum. Elle dépend de la nature du matériau

V
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usiné [6]. Une profondeur trop grande demande plus de puissance installée sur la broche car les efforts

de coupe sont plus importants. Cela constituera donc une limite supérieure, due aux performances de

la machine-outil ainsi qu'aux caractéristiques des matériaux.

I.1.2.C Vitesse dtavance

La vitesse d'ava,nce, notêeVo, est le dernier para,mètre qui définit les conditions de coupe.

Le terme ar/ance désigne le déplacement en translation de I'a:<e de rotation à chaque tour de I'outil.

L'objectif est de conserver en permanence de la matière en prise avec les arêtes de coupe.

La vitesse d'avance, qui est définie en mm/min pour I'usinage conventionnel, sera exprimée en

m/min pour I'UGV.

On note f ,l'avance par dent (en mm/dent) et Z le nombre de dent de la fraise. La vitesse d'avance

en (mm/min) est donnée par la relation:

V" :  Z  f rN (r-2)

où N est la vitesse de rotation de la broche en tr/min.

Il est à noter ici que Ia vitesse de rotation de la broche intervient dans la vitesse d'avance, par

conséquent à profondeur de passe et avance par dent équirralentes, l'usinage sera d'autant plus rapide

que la broche tournera vite. Ce n'est donc pas seulement l'électrobroche qui doit être rapide mais tous

les axes de la machine.

Nous allons à présent définir le procédé d'usinage grande vitesse et les phénomènes mis en jeu.

I.1.3 Présentation du procédé de I'UGV

La notion d'usinage grande vitesse (ou même très grande vitesse) est relative. Elle se définit

habituellement par rapport aux vitesses aujourd'hui couramment employées dans I'industrie [6].

Sous le vocable <Grande Vitesse >, nous désignons ici la vitesse de coupe, générée par le produit

du rayon de I'outil par la vitesse à laquelle il tourne. Ce produit permet d'obtenir une grande vitesse

de coupe, par I'emploi d'un outil de fort diamètre tournant à vitesse modérée, ou pax I'utilisation

d'un petit outil qui imposera une vitesse de rotation très importante. Il existe évidemment un grand

nombre de combinaisons possibles, que seules lss limilss technologiques modèrent.

I.1.3.4 Définition

La notion de grande vitesse est également floue, non seulement parce qu'elle est liée intimement au

matériau usiné, mais également parce que Ia frontière entre l'usinage dit conventionnel et I'usinage à

grande vitesse n'est pas clairement définie. En effet il existe une zone de transition, donc une plage de

vitesses de coupe, où les phénomènes de coupe s'installent progressivement. L'usinage grande vitesse
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FIc. I-2 - Comparaison des uitesses de coupe (en m/min) dans différents matéri,aun il'après [8, 1]

ne saurait être défini autrement que par les effets qu'il suscite lors des processus de coupe, comme le

suggère cette définition donnée par la société SNECMA [7]:

"En I'absence d'une définition satisfaisante et reconnue par tous, nous considérerons

comme grandes vitesses de coupe celles qui entraînent des températures suffisamment

élevées pour que les propriétés mécaniques du matériau usiné soient très diminuées, ce

qui rend sa coupe plus aisée. Il en résulte:

- qu'il n'y a pa.s une valeur seuil unique, au delà de laquelle commencerait la grande

vitesse, mais que cette valeur dépend largement des matériaux utilisés,

- que la coupe à grande vitesse peut concerner des procédés d'usinage variés, dont le

fraisage et le perçage,

- que les outils de coupe ont une importance déterminante du fait qu'ils doivent résister

à des hautes températures."

Pour chaque matériau, ou type d'alliage, il est cependant possible de déterminer par l'expérience

les différentes plages de vitesse de coupe, où sont définis les usinages conventionnel et à grande vitesse

ainsi que la zone de transition entre ces deux états, où s'installent les phénomènes de coupe.

La figure I-2 présente les différentes plages de vitesses de coupe relatives à I'usinage conventionnel,

à I'UGV, ou à la zone de transition. Les limites de chaque zone sont propres à chaque type de matériau.

On pourra remarquer que I'aluminium (alliage léger) requiert des vitesses de coupe (> 1000 m/min)

très élevées pour accéder à des conditions de coupe grande vitesse.

I.1.3.8 Avantages et inconvénients

Du point de vue de l'industriel, principal intéressé ici, I'UGV permet une meilleure productivité lors

de I'usinage [3]. L'utilisation d'une vitesse de coupe élevée présentent un certain nombre d'ava,ntages
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paxmi lesquels on peut dénombrer [6, 9j:

- Les très hautes vitesses de déformation (en cisaillement) obtenues lors de la formation du copeau

en amont de I'arête de coupe créent localement de très forts échauffements: le comportement du

matériau change et Ie copeau se détache plus facilement.

- Les efforts de coupe sont diminués lorsque la vitesse de coupe est sufisante: les déformations

en dehors de la zone usinée sont moindres, les résultats obtenus en terme de tolérances (écart

entre la valeur nominale d'une cote et la valeur réellement fabriquée) sont meilleurs. Les plus

faibles efforts de coupe permettent d'usiner des pièces fines ou élancées sans que les déformations

occasionnées ne compromettent la justesse de la forme finale.

- La découpe plus efficace du matériau permet d'obtenir un état de surface amélioré (rugosité et

aspect), qui rend les étapes de finitions inutiles (rectification pax exemple), quand elles n'étaient

pas impératives en usinage conventionnel.

- Pour une vitesse de coupe suffsante, la chaleur dégagée lors de I'enlèvement du copeau a moins

de temps pour transiter dans la pièce usinée. Il en résulte que les déformations thermiques sont

moindres et qu'il n'est plus indispensable de lubrifier la coupe (usinage à sec), ce qui évite entre

autres le délicat problème du recyclage des huiles usagées [9].

- La plus grande vitesse de coupe crée également une augmentation de la vitesse d'avance. Le

débit-copeau (volume de copeaux par seconde) est fortement augmenté. L'usinage s'effectue

plus rapidement ce qui conduit à une diminution des temps et des coûts d'usinage [9].

Cependant il est important de noter que le procédé n'est pa.s en tout point positif, et présente

également des inconvénients :

- Bien que les efforts de coupe soient diminués, la vitesse de rotation est beaucoup plus élevée,

ainsi la puissance installée sur la broche doit être accrue a,fin de permettre I'opération d'usinage.

Citons en exemple les broches: NUM (25 kW, 25 000 tr/min) [10] ou Urane SX de Comau (1"00

klry, 80 000 trlmin)[11].

- Les centres d'usinage doivent eux aussi être capables de déplacer axes et pièces à des vitesses

toujours plus hautes. Conséquence immédiate, les centrales hydrauliques et les alimentations de

puissance prennent de plus en plus de volume, et les centres d'usinage deviennent de plus en

plus encombrants.

- La commande utilisée pour contrôler I'avance des a:<es doit être extrêmement précise: La com-

mande performante d'un a>ce prend en compte la première dérivée de son accéIération (JERK),

a,fin de limiter les pha.ses transitoires lors des va,riations de vitesses [12].

- Les hautes vitesses de rotation créent des problèmes mécaniques: vibrations importantes, sol-

licitation extrême des rotors. La précision de I'usinage et le niveau sonore des machines outils

peuvent s'en trouver pénalisés.
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- Si I'usinage à sec est possible, l'évacuation des copeaux brûlants par jet fluide est impérative si

I'on veut conserver un fini de surface acceptable (les copeaux rayent les surfaces). La quantité de

copeaux produit demande des pressions d'air 2 fois supérieures à celles du réseau d'air comprimé

(6à8bars)  [9 ] .

I.1-.3.C Nouveaux besoins en terme dtélectrobroches

L'usinage $ande vitesse a d'abord été utilisé dans la réalisation de pièces nécessitant peu de

nouvelles technologies (fraisage de surfaces planes). Les diamètres d'outils importants permettent à la

broche de ne tourner qu'à une vitesse modérée. Par contre, les formes plus complexes ou les pièces plus

petites n'étaient pas réalisables. La demande industrielle s'est portée sur la diminution progressive du

diamètre de I'outil, qui a donc entrainé le développement d'électrobroches tournant de plus en plus

vite a,fin de conserver les hautes vitesses de coupe.

Fayard [1] a regroupé les électrobroches présentes sur le marché de I'UGV en 1999, en fonction

de la vitesse de rotation et de la puissance installée. (voir fig I-3). Nous avons actualisé ces données

en 2004 d'après les offres constructeurs. Dans le domaine des très faibles puissances, la limite des

150 000 tr/min a été portée à 160 000 par la maxque Preci,se. A I'opposé dans les puissances élevées,

de nombreuses broches dépassent la centaine de kW. Un étonnant prototype de moteur sur paliers

magnétiques présenté pat Comau [11] et donné pour 100 kW - 80 000 tr/min semble se démarquer.

Nous allons maintenant présenter le type et le fonctionnement de la machine développée par le

laboratoire.
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I.2 La Machine à Réluctance Variable (MRV)

Le laboratoire a choisi la technologie de la réluctance variable à double saillance pour équiper

l'électrobroche. Cette technologie fait partie, en compagnie du moteur synchrone à aimants permanents

et du moteur a"synchrone à cage, des moteurs pouvant être utilisés en vitesse variable [13] et en

grande vitesse. Cette possibilité de fonctionnement leur donne un grand intérêt dans le domaine des

électrobroches pour I'UGV [10].

I.z.L Présentation de la MRV

Principe de fonctionnement : Le principe de fonctionnement de ce type de moteur est simple:

c'est celui de l'électro-aimant: Le rotor tourne pour se mettre dans la position où le flux créé par le

stator est maximum [13].

Plusieurs bobines sont disposées autour du rotor a^fin de pouvoir contrôler la position et le sens de

rotation du rotor. Si on alimente les bobines dans un ordre précis et à une fréquence donnée, Ie rotor

va tourner à la vitesse de synchronisme. On montre que Ie stator doit présenter au moins trois phases

(3 ensembles de 2 dents diamétralement opposées) pour que le sens de démarrage du moteur puisse

être maîtrisé [1, 14].

Le fonctionnement du moteur est un fonctionnement synchrone (le rotor doit tourner au même

rythme que le champ tournant crée par le stator) et auto.piloté (la position du rotor commande la

commutation de l'éIectronique de commande.

Génération du couple-moteur: Le couple-moteur C est créé pâr une variation de I'énergie

électrique contenue dans le circuit magnétique dans le moteur lorsque I'angle d change. Dans I'hy-

pothèse d'un fonctionnement linéaire, l'énergie U contenue dans le circuit magnétique non saturé est

donnéepar: 

i 
1 ^ ^f2 

(I_B)

où ??(a) est la réIuctance du circuit -"Jj::;ï"m rorme un angle 0 avecl'a:re de la phase

alimentée, dont les.Âf spires sont parcourues pax un courant Z. Dans le domaine de I'électrotechnique,

la quantité 
ffi est appelee inductance et notée.C(0).

Con-formément au principe du moteur, la réluctance va,rie avec la position, donc le couple-moteur

est défini par la dérivée de l'énergie magoétique par rapport à la position:

c(0):w:It,w (r-4)

La variation de I'inductance est obtenue par la variation de I'espace appelé entrefer entre la dent du

rotor et la phase alimentée au stator.

La position où I'entrefer est minimurn (inductance maximate) est appelée position de conjonction.

La position où l'entrefer est maximum (inductance minimale) est appelée position d'opposition. Ces
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Position de conjonction
entrefer minimum, flux maximum

Position d'opposition
entrefer madmum, flux minimum

entrefer

IPhase alimentée
I Phase non alimentée

Ftc. I-4 - Position de ennjonction (à gauche) et d,'opposition (à droite) dans une MRV 6/2 (6 pôles
statoriques et 2 pôles rotori,ques)

deux positions, où le couple-moterr Crn est nul, sont représentées sur la figure I-4 dans le cas d'un

lll4PtV 6/2 (6 pôles au stator et 2 pôles au rotor).

De l'équation (I-4), on déduit que polr obtenir un couple positif il ne faut alimenter la phase que

lorsque la fonction d'inductance est croissante. Lorsque le rotor est parvenu en position de conjonction,

il faut couper le courant da.ns Ia phase et alimenter la phase suivante pour entretenir le mouvement.

Un rotor à deux dents (bi-polaire) a pour caractéristique d'avoir au minimum 2 a:res de symétries.

La fonction d'inducta,nce est donc inchangée pax une rotation de n rd (de période n).Laconséquence de

cette géométrie est la présence de deux optimums d'inductance: un minimum en position d'opposition

et un maximum en position de conjonction. Entre ces deux rm,leurs où le couple moteur sera nul,

l'évolution de I'inductance est fonction du profil de la dent rotorique et de la saturation du matériau

magnétique.

1.2.2 Avantages et inconvénients de I'utilisation d'une MRV

Avantages: La MRV est une machine qui présente I'avantage d'une puissance massique impor-

tante [14, 13]. Dans le cadre de la rduction des ma.sses mobiles que recherchent les constructeurs de

fraiseuses [5], cette propriété est essentielle.

La MRV est une machine qui ne comporte ni enroulements (bobines), ni cage au rotor. Le noyau

magnétique n'est constitué que par un empilement de tôles tnes (voir figure I-5) destinées à réduire

les pertes fers , qui sont les seules pertes dénombrées dans cette partie du moteur. Pour peu que ces

pertes soient correctement évacuées, le rotor mérite son qualificatif de rotor <froid >. Le rotor peut

avoir une structure simple et fiable.
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Inconvénients: La MRV est cependant une machine qui fournit un couple très pulsé (ondulé).

Pour diminuer cette ondulation de couple, il faut augmenter Ie nombre de pôles au rotor et au stator,

ou améliorer le profil de l'onde d'inductance pax un travail sur la géométrie. Cette dernière possibilité

permet de garder une fréquence d'alimentation des phases raisonnable.

Ce couple fortement ondulé crée des pulsations harmoniques, des forces qui générent et auto-

entretiennent des vibrations importantes dans le moteur, tant au stator qu'au rotor [15] : la MRV est

alors une machine très bruyante. Ces vibrations peuvent être réduites pax une a,mélioration de la loi

de commande [16].

Si une MRV 6/2 tourne à 200 000 tr/min, le rotor met 150 ps pour parcourir un demi-tour. Cette

période est donc celle de l'alimentation d'un pha.se, soit une fréquence de 6,67 kHz. La commande en

courant du convertisseur de puissance est réalisée par modulation de largeur d'impulsion (MLI) et la

fréquence de hachage doit être très supérieure (de 100 à 150 kHz) à celle d'alimentation des phases

pour obtenir une bonne maîtrise de la forme du courant l. Cela crée des difficultés de conception de

l'électronique de puissance qui doit être rapide, fiable (commutation à haute puissance) et insensible

à ses propres parasites (dus au hachage).

I.2.3 Conception du noyau magnétique du rotor

La technologie classique du noyau magnétique est dite <à a:re traversant>. L'axe du rotor est central

et passe à travers le noyau magnétique. Une autre technologie à noyau inséré et à a>re périphérique a

été développée au laboratoire et brevetée par Fayard [1].

Frc. I-5 - Noyau à o,se trauersant (à gauche) ou noyau inséré dans l'axe (à ilroite) pour un rotor

à ileu,x dents. Le noyo,u est ré,ali,sé par la d,écoupe d'un profil ilans un empilement de tôles fines.

La technologie classique de I'ane traversant présente I'avantage d'un positionnement facilité et

sûr du noyau par rapport à I'a:ce, ce que le collage du noyau inséré ne permet pas. En revanche, le

noya,u inséré permet un trajet plus direct des lignes de flu:r, qui ne contourne pas l'a:ce et présente un

inductance plus taible en position d'opposition [1].
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I.3 Problématique

L'objectif du laboratoire est la conception d'une électrobroche à très grande vitesse (200000 tr/min)

présentant une puissance disponible de I'ordre de 2 krW.

Dans le cadre de cette déma,rche de développement du moteur, ce travail de thèse porte sur la

conception et la modélisation d'une électrobroche Gra,nde Vitesse et sur la résolution de problèmes

couplés.

La haute vitesse de rotation du moteur suppose que sa conception puisse surmonter des problèmes

mécaniques considérables :

- Les différents modes de vibrations sont excités par les balourds statiques et dyna.miques, même

avec un équilibrage soigné. Les forces électromagnétiques, en particulier dans les cas des machines

à réluctance variable, créent également des déséquilibres et entretiennent les vibrations du rotor

et du stator 117, L6, 18]. Les vibrations peuvent déformer de façon substantielle la géométrie du

rotor [L9], et la qualité de la surface usinée (état de surface et tolérances de forme) est dégradee.

Comme les vibrations sont intrinsèques à ce type de moteur, elles devront au minimum être

amorties ou contrôIées activement.

- La production d'un couple moteur suffisant (de I'ordre de 0,1 N.m) nécessite une conception

soignée du rotor et du stator de la machine. Cette conception repose en partie sur le choix

optimum d'un profil extérieur permettant la génération d'un couple ma:cimum en agissant sur

I'effet de réluctance. La complexité du problème éIectrotechnique demande d'avoir recours à

des logiciels de calculs par éléments finis pour connaître avec précision I'intensité des cha,rrps

magnétiques en tout point de la MRV ajnsi qus le couple généré par les actions magnétiques.

- La géométrie optimisée pour produire le ma:<imum de couple n'est cependant pa,s nécessairement

compatible avec la tenue mécanique du noyau, car elle peut modifier profondément la répartition

des contraintes mécaniques, qui peuvent localement dépa.sser la contrainte admissible par le

matériau du noyau. Les fortes sollicitations mécaniques que subissent certaines pièces peuvent

donc les amener à se rompre. Le choix du profil et du matériau constitue donc un couplage entre

le problème électrotechnique (génération du couple) et le problème mécanique (fiabilité).

Par ailleurs, les conditions d'utilisation de la machine générent des pertes internes au moteur

d'ordre mécanique (frottement dans les paliers), d'ordre électrique (pertes Joules), d'ordre électromagnétique

(pertes pa.r courant de Foucault et par hystérésis dans le stator et le rotor) et des pertes par frotte-

ments aerodyna,miques dues à la présence d'un fluide dans I'enceinte du moteur. Si ces pertes peuvent

être diminuées par une concepti6n seignée et des choix de matériaux ou de technologies toujours plus

avancés, elles restent significatives lors du fonctionnement à de telles vitesses de rotation. Ces pertes

sont dissipées sous forme de chaleur, et augmentent les niveaux de températures du moteur. Si les

échanges thermiques ne sont pas sufrsants, la température peut localement atteindre voire dépasser
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la température maximale admissible par les matériaux.

La démarche d'optimisation de la géométrie et des matériaux utilisés dans le moteur nécessite

des calculs répétitifs. L'optimisation du moteur demande un grand nombre de calculs en un temps

minimum. Lors de la conception d'une machine, la méthode de calcul par éléments finis (EF) est

coura,mment utilisée. Elle consiste à discrétiser (mailler) une pièce ou une structure pour en simuler Ie

comportement électromagnétique, mécanique ou thermique (ou un combinaison de ces phénomènes)

à l'aide de lois physiques et de lois de comportement. Les résultats obtenus sont d'autant plus précis

que Ie maillage est fin. Le calcul permet d'établir une matrice dont la dimension est liée au nombre

d'éléments utilisés. La méthode de calcul par EF, certes précise, est coûteuse en temps de calcul et

incompatible avec une déma,rche de conception et d'optimisation. Nous avons donc besoin de modèles,

si possible explicites, permettant d'obtenir très rapidement le résultat d'un calcul suite à une modifi-

cation de la structure ou des matériaux du moteur. Ces modèles permettront de réaliser la conception

d'un nouveau moteur pour répondre à de nouveaux besoins avec une réactivité accrue.

Dans ce travail de thèse, nous allons tenter de répondre à ces exigences en ce qui concerne les

problèmes mécaniques et thermiques. Le calcul précis des phénomènes électromagnétiques, de part sa

complexité, nécessite encore le calcul par EF, et dépasse le cadre de ces travaux.

Nous chercherons à modéliser les phénomènes mécaniques et thermiques en établissarrt des modèles

numériques et si possible analytiques, permettant de lier explicitement les paramètres dimensionnels

du moteur et les matériaux utilisés au:r performances de l'électrobroche définies par:

- son comportement vibratoire, à savoir la réponse aux forces excitations survenant lors de I'uti-

lisation d'une MRV et pendant I'usinage,

- son comportement mécanique qui concerne la résistance aux contraintes de centrifugation du

noyau rotorique,

- les frottements fluides et mécaniques qui, induisarrt un couple de frottement dans les paliers,

dégradent la puissance utile de l'électrobroche, et doivent être intégrés dans les lois de commande

de l'a:<e de l'électrobroche. II y a pa.r conséquent par I'intermédiaire des paliers un couplage entre

1u *{sanique du rotor, Ia loi de commande et le fonctionnement électrique du moteur,

- son comportement thermique, à savoir la réponse thermique aux puissances dissipées en divers

endroits du moteur (bobines, rotor, stator ou encore roulements).

Dans le chapitre II, après avoir mis en place les paramètres liés à la géométrie et les paramètres liés

aux matériaux, I'étude des vibrations du rotor de la MRV est menée afin d'estimer son comportement

dyna.mique.

Nous établissons, dans un premier temps, un modèle numérique à I'aide de méthodes approchées

de la résistance des matériaux (modèle de poutre de Timoshenko) et de la mécanique des vibrations

linéaires (Rayleigh-Ritz). De part leur influence sur le comportement du rotor à grande vitesse, la

matrice de couplage gnoscopique et la matrice de rigidité des paliers sont à prendre en compte dans

1 1
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le modèle.

Un modèle analytique est recherché afin de calculer directement les matrices de rigidité et de masse

en fonction des paramètres de conception (dimensions, propriétés des matériaux).

L'étude dynamique porte d'abord sur un seul élément de rotor puis est étendue au cas d'un rotor

à plusieurs éléments.

Dans ce chapitre, l'influence du matériau choisi pour réa,liser Ie noyau magnétique ainsi que l'im-

portance de la matrice de rigidité des paliers utilisés pour le guidage est étudiée. Connaitre ls sempor-

tement vibratoire nécessite, d'une part, de choisir le matériau du noyau, et d'autre part de calculer la

matrice de rigidité des paliers.

Dans le chapitre III et pour répondre à ces besoins, le problème des contraintes ma:rimales dans

le noyau de la MRV est abordé afin de pouvoir réaliser un choix éclairé du matériau en terme de

propriétés non seulement magnétiques mais également mécaniques, ca,r nous avons besoin de prédire

la tenue mécanique d'un profil de couple optimisé.

Pour ce faire, le profil de la dent du noyau rotorique est modélisé par une fonction continue.

Après une modélisation de Ia géométrie du noyau et des efiorts appliqués, la méthodologie de la R^DM

est utilisée pour obtenir les contraintes nominales en deux points présumés critiques du noyau, sans

recours aux EF. Des formules analytiques de concentration de contraintes extraites de la littérature sont

appliquées aux contraintes nominales poru obtenir I'expression analytique de la contrainte équivalente

de Von Mises.

Dans le chapitre IV, pour parfaire l'étude dynamique du rotor, la matrice de rigidité des paliers est

calculée. Les paliers étudiés sont des roulements à billes à contact oblique. Les termes de la matrice

de rigidité globale dépendent non seulement des rigidités locales des deux contacts entre les bagues et

chacune des billes, mais également de la direction des efforts et donc des angles de contact internes

du roulement.

Préalablement à l'étude de la matrice de rigidité, le calcul des angles de contact est réalisé dans

le ca.s de roulements à billes soumis à une force de précontrainte purement arciale, appliquée pax un

dispositif élastique.

Dans un premier temps, le problème de I'a,ngle de contact dans Ie roulement après application de

la précharge est détaillé, a,fin d'extraire un modèle explicite donnant directement et indépenda.mment

du roulement étudié l'angle de contact sous charge.

Pa,r ailleurs, une étude de la cinématique du roulement et des forces est réalisée afin d'obtenir un

modèIe explicite reliant les angles de contact aux caractéristiques des roulements à billes (dimensions,

matériaux), d'une pa,rt, et à leurs conditions d'utilisation (précharge, vitesse), d'autre part.

Le modèle de contact de Hertz entre deux solides élastiques est ensuite exploité afin d'obtenir
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les lois de comportement locales des contacts. Un modèle analytique est recherché afin d'accfier aux

résultats sans recours à des méthodes numériques.

A partir des études préalables, Ia matrice de rigidité d'un palier est calculée en fonction des cinq

déplacements (degrés de liberté) imposés à la bague intérieure par rapport à la bague extérieure.

L'étude des paliers est complétée par la description des frottements dans les roulements à billes,

afin de pouvoir calculer Ie couple de frottement et les pertes mécaniques que leur utilisation implique.

Enfin, les échanges thermiques entre les différents éléments du moteur sont décrits afin de modéliser

la relation entre les pertes internes (Joule, fer, mécaniques ou aérodynarniques) et la répartition des

températurss dnns le moteur.

Les modèles présentés dans ce mémoire sont finalement appliqués à I'étude des performances de

l'électrobroche actuelle et des améliorations pouvant être obtenues par I'emploide nouveaux matériaux.

13
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Chapitre II

Etude des vibrations du rotor dtune
MRV

Le principe de la machine à réluctance va,riable et les vitesses de rotation, qui sont visées lors de

l'utilisation du moteur, rendent absolument indispensable l'étude vibratoire de la partie tournante.

En effet, le principe de la réluctance variable utilisé pour générer un couple mécanique est une source

importante de forces d'excitation perturbatrices. La création d'une force tangentielle entre la dent rotor

et la dent stator induit inévitablement une force radiale dont I'amplitude est, dans certaines positions,

environ L0 fois supérieure. Ce rapport dépend de la géométrie de la machine et des matériar:x utilisés.

Ces forces sont normalement créées symétriquement mais la moindre va,riation de la position du rotor

crée une dissymétrie, les forces ne se compensent plus et il apparaît alors une résultante d'excitation

due au déséquilibre des actions magnétiques [17]'

Les MRV sont donc des machines fortement sujettes aux vibrations et de nombreux travaux ont

porté sur la modélisation de ces forces radiales [20, 211, sur l'étude de I'influence de la géométrie

du stator [18] et sur la diminution des effets vibratoires en agissant sur la commande 114, 22]. Pat

conséquent, il est nécessaire lors de Ia conception du moteur de connaitre I'influence de Ia géométrie

du rotor sur les performances dyna,miques de I'ensemble tournant.

De plus, pour concevoir une MRV de puissance supérieure, il est nécessaire d'augmenter le volume

cylindrique de l'entrefer. Une action sur le diamètre est possible mais limitée, Pot Ie matériau utilisé,

par la vitesse périphérique du rotor. L'autre parâmètre est la longueur de l'entrefer (Iongueur active).

L'augmentation conjointe de la longueur entre les paliers fait chuter dangereusement les fréquences

propres du rotor, qui doivent rester supérieures à la fréquence de rotation pour un fonctionnement sûr.

Le volume d'entrefer ne peut être indéfiniment augmenté et une limite de puissance P^o, existe pour

avoir une MRV fiable. La solution consiste à assembler N éléments de MRV constitués d'un stator

et d'un rotor pour obtenir une puissance motrice P : N Pmdr. On parlera par Ia suite d'une MRV

multi-éléments.

Si le nombre et la géométrie des éIéments sont ûxés, il est asssz aisé de réaliser des études vibratoires
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à partir de la méthode d'analyse par éléments finis. Cette méthode numérique a été utilisée par Ede

et al.[I9] pour calculer les fréquences propres d'un moteur synchrone à aimants permaûents mono.

élément. Dans cette étude, les auteurs ont étudié I'influence de certains para,mètres dimensionnels

(longueur de I'a>re sortant ou longueur active) sur la dynamique vibratoire de leur rotor.

Mais dans le cadre d'une déma.rche de conception, où ni les matériaux ni les dimensions des

éléments de rotor pas plus que leur nombre ne sont encore figés, l'étude point par point des différentes

géométries possibles serait coûteuse en temps, en potentiel humain et matériel [23].

L'objectif essentiel de ce chapitre est de développer une méthode de conception, qui puisse décrire

rapidement, et avec une précision acceptable, les phénomènes vibratoires (fréquences propres et formes

associées) ainsi que donner la réponse en fréquence d'un élément de rotor de la MRV, pour ensuite

composer une MRV de puissance supérieure par assemblage de plusieurs éléments.

Les para"rnètres d'entrée du système doivent être limités aux seuls para.mètres géométriques et aux

paramètres définissant les matériaux.

Dans la partie II.1, la modélisation géométrique du rotor est réalisée. Il s'agit ici de trouver une

formulation simple de la forme des pièces constituant le rotor, tout en conservant au concepteur le

maximum de degrés de liberté dans le choix de la géométrie. Les propriétés mécaniques des matériaux

sont ensuite modélisées, dans la section II.3, en fonction des ca,ractéristiques coura,mment utilisées

(modules de Young ou d'élasticité et de Coulomb ou de cisaillement et masse volumique). Une étude

plus précise des propriétés mécaniques du noyau magnétique composite est réalisée. En effet le noyau

est fabriqué par empilement et collage de tôles ferromagnétiques (feuiltetage). Un calcul des propriétés

globales du noyau en traction et cisaillement est effectué à partir des modèles simples de couplage

série utilisés pour les matériaux composites.

Une fois ces modélisations effectuées, la section II.5 présente l'étude dynarnique du rotor, basée

sur la méthode de Rayleigh-Ritz l24] et l'établissement d'un modèle numérique. La déformée tridi-

mensionnelle est modélisée par une forme polynômiale. Les énergies de déformations en flexion et en

cisaillement sont calculées en utilisant le modèle de la poutre de Timoshenko [25], qui prend en compte

les efforts de cisaillement dont les effets ne sont plus négligeables sur le résultat [26]. Une discussion sur

les coefficients de section réduite, qui interviennent dans l'énergie de déformation, est exposée à partir

d'une méthode décrite par Gay [27]. Par la suite et pour simplifier les écritures, ces coefficients sont

pris égaux à7/6. L'application au modèle des équations de Lagrange permet d'obtenir les matrices

de rigidité, de couplage gyroscopique et de masse. Les fréquences propres et les vecteurs propres du

rotor sont ensuite déduits des calculs précédents. Chaque terme des matrices est enfin calculé de façon

analytique, afin de ne plus avoir recours à des va,riables symboliques dans I'exploitation des résultats.

Dans la section II.7, les fréquences données par le modèle numérique sont comparées à celles fournies

pa,r Ia méthode de calcul par éIéments finis. Dans un premier temps, une validation du calcul est réalisee

pour une poutre dont Ie rapport longueur sur diamètre est variable, afin de vérifier I'exactitude des
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résultats fournis par le calcul numérique. Des problèmes de conditions aux limites sont alors discutés,

en particulier d'un point du vue de la modélisation par éléments finis.

Dans la section II.8, les résultats (formes et fréquences) fournis par le modèle numérique sont

ensuite confrontés aux résultats donnés par I'analyse numérique dans le cas d'un rotor axisymétrique

dont les dimensions s'apparentent à celles de l'actionneur développé par Fayard [1, 28]. Une bonne

corrélation des résultats, tant en terme de fréquences qu'en terme de forme propre, est constatée.

Modéliser une géométrie de rotor et réaliser les calculs vibratoires avec le modèle nécessitent 40 fois

moins de temps que le même travail réalisé avec le logiciel de calcul par éléments finis.

Dans la section II.9, un modèle analytique et explicite pour l'étude des vibrations du rotor en

2D est développé. Ce modèle discret décrit le déplacement transversal de 4 points particuliers du

rotor (4 degrés de liberté en modélisation ou DDL). Le deuxième théorème de Castigliano en analyse

de structure [29] donne le déplacement au point d'application et dans la direction d'une force pa,r

dérivation, par rapport à cette force, de l'énergie de déformation. L'énergie est calculée à partir de la

répartition sur le rotor des efforts tranchants et des moments fléchissants. La matrice de compliance

est calculée par dérivation des déplacements pa,r rapport aux forces, puis inversée pour obtenir la

matrice de rigidité. Une expression analytique des fréquences propres est alors possible sans qu'il ne

soit besoin de poser d'hypothèses sur les formes propres. Les résultats obtenus sont confrontés à ceux

fournis par le modèle numérique précédent, pour différentes géométries du rotor.

Enfin nous montrerons que le comportement d'un rotor multi-élément peut être défini par le

comportement de chacun des éléments-rotor étudiés séparément. Dans I'exemple simple présenté, les

matrices de masse, de rigidité sont obtenues à pa^rtir de celles de chaque élément et à partir des matrices

de pa.ssage dans la ba"se modale O. La matrice de pa,ssage s'obtient pa.r l'étude du mouvement libre

et découplé de chaque élément de rotor pris séparément. Dans la démonstration simplifiée présentée

dans le paragraphe II.10, nous n'avons pas détaillé le calcul de la matrice d'arnortissement du rotor

multi-éléments.

Nous allons donc présenter la méthode utilisée pour obtenir les matrices de masse et de rigidité

d'un élément de rotor.

il.L Modélisation géométrique d'un élément de rotor

Cette section norul permet de définir une géométrie générique du rotor qui fera intervenir tous les

paramètres dimensionnels de forme de la partie tournante. Cette modéIisation autorise le maximum

de combinaisons de pa,ramètres, tout en respectant des critères réalistes de conception.

La figure II-1 présente les différentes parties constitutives d'une section du rotor située à une

abscisse y sur l'a:ce du rotor et de surface notée S(g). Le repère OXYZ est le repère fixe lié au stator

de la machine à réluctance variable. Le repère Oxyz est le repère tournant lié au rotor de la machine

à réluctance variable.

17
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traversant

Ftc. II-L - Représentation d'une secti,on d,e surface S(y) du rotor.

Si une section se situe dans un tronçon où seul I'a:<e traversant est présent, sa surface sera définie

par I'unique rayon de I'axe.

Si une section se situe dans un tronçon j où l'a:ce traversant est entouré d'un enrobage, la première

surface sera donc définie entre 0 et le rayon de I'arce R6i, et la deuxième surface sera définie entre son

rayon intérieur Rai et son rayon exbérieur n"i.fl en sera de même pour une section contenue dans le

tronçon du noyau magnétique.

La géométrie du rotor est donc définie par le rayon extérieur et par le rayon de l'æ<e traversant

dans chaque tronçon.

La surface extérieure du rotor est modéIisée comme une succession de .fy' tronçons coniques. La

fonction décrivant la valeur du rayon extérieur du rotor R"i@) d'un point d'abscisse g appartenant

au tronçon j est donc une succession de fonctions a.ffnes de la forme:

R. i (ù :  a iy  *b i . (rr-1)

La figure II-2 présentele iiè*'tronçon du rotor qui est placé sur I'axe Y entre les positions g : Lj-l

et A - Li. La fonction de rayon R.i(U) vaut Ex-r et ,Rj respectivement au point y: Lj-L et y: 7r.

En fixant les rayons initial et final à une même valeur, un tronçon cylindrique porrrâ également être

modélisé, comme ce sera le cas pour le tronçon contenant la partie active du rotor.

Pa,r conséquent, la fonction de rayon R.i(ù peut s'écrire sous la forme:

(n-2)

L'axe traversant est constitué d'une succession de tronçons cylindriques. La valeur du rayon de l'a:ce

au niveau du tronçon j est alors notêe Rai.

R.i@): (Ri - Ri-t)#*Æi-r.

Section S(y)
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Frc. II-2 - Représentation d,u id*u tronçon conique d'u rotor

Il.2 Modélisation des matériaux

Dans cette partie, nous allons présenter les propriétés des matériaux, utilisées dans Ies calculs

vibratoires. Nous associerons ensuite à chaque pièce constituant le rotor (axe, enrobage ou noyau) un

matériau qui sera identifiable grâce aux notations.

II.Z,L Caractéristiques des matériaux

Dans cette partie et dans la suite, les matériaux seront considérés comme homogène (même pro-

priétés en tout point du matériau) et isotrope (même propriété suivant toutes les directions). Cette

hypothèse nécessite un travail d'homogénéisation lorsque I'on utilise des composites, afin d'extraire des

propriétés de chaque composant (à l'échelle dite microscopique), des propriétés globales (à l'échelle

macroscopique). Dans notre cas, des modèles simples de couplage série suffiront pour connaître les

propriétés du noyau ferromagnétique composite (fabriqué par empilement de tôles collées).

II.2.1.A Module d'élasticité (Module de Young)

Le module d'éla.sticité (ou module de Young) d'un matériau est rroté E. Son unité estle Nfm2,

mais dans le domaine de l'élasticité linéaire, Ie Nfmm2 ou le MPa est coura,mment usité. Dans le

domaine purement élastique, le module de Young correspond au coefficient de proportionnalité entre

une contrainte o, suivant un axe et la déformation e, qu'elle engendre suivant cet a>ce:

co :  E  €a (rr-3)

Cette équation est appelée loi de Hooke en traction uniaxiale. La valeru du module de Young E peut

être obtenue pT * essai de traction. Une tige de section ronde S : r R2 et de longueur .L est soumise

à une force de traction .F, dirigée dans sa longueur. La contrainte de traction est donc donnée par

or: FlS. Sous I'action de la force.F', un allongement A.L est constaté. Le module d'Young est alors

obtenu comme suit:

19

r  o ,  FL

":ew (rr-4)



20 CHAPITHE IT. ÉTWE DES VIBRATIONS DU NOTOR D'T]NE MRV

Pour les aciers ou les alliages d'aluminium, ce module est respectivement d'environ 210 000 MPa et

75 000 MPa.

II.2.L.8 Coefficient de Poisson

Ce coefficient sans dimension est noté z. Lors de I'essai de traction présenté précédemment,

l'éprouvette cylindrique a subi une déformation e, dans le direction de la force. Dans la direction

perpendiculaire, on observe une diminution, notée Ar des dimensions de la section de rayon r, qui

est due à I'allongement de la tige. Ce phénomène est appelé striction. La déformation suivant l'a:<e gr

perpendiculaire à I'a:<e du cylindre est donc eu : -AR/R. Le coefficient de poisson du matériau est

défini alors par:

,: 
-'o : oj L (r-b)
e æ  R A L

Ce coefficient est de I'ordre de 0,3 pour les aciers et les alliages d'aluminium. II n'excède jarnais Ia

valeur de 0,5 qui correspond à une déformation sans variation de volume [30].

Le module d'Young et le coefficient de Poisson sont très souvent fournis par les producteurs.

II.2.1.C Module de cisaillement (Module de Coulomb)

Ce module de cisaillement, noté G, ou module de Coulomb, se calcule directement à partir du

module d'élasticité E et du coefficient de Poisson u, pN la formule:

^Eu:M

Pour I'acier, il est aux alentours de 80 000 MPa.

11.2.2 Matériaux de I'axe et de I'enrobage

(rr-6)

Le matériau de I'a:<e est supposé homogène et isotrope. Il est défini par son module de Young.Eo,

et son module de cisaillement Go. Sa masse volumique est notée po.

Le matériau de l'enrobage est supposé homogène et isotrope. Il est défini pax son module de Young

8", et son module de cisaillement G.. Sa masse volumique est notée p".

II.2.3 Matériau du noyau magnétique

Le noyau magnétique du rotor de la MRV mérite une attention particulière. En effet, Ie noyau est

constitué d'un empilement de tôles ferromagnétiques collées. Les deux matériaux, métal et colle, et

Ieurs caractéristiques interviennent alors dans les propriétés globales du noyau. Les caractéristiques

mécaniques du matériau homogénéisé doivent donc être calculées en fonction des composants en

présence et de leur proportion ou fraction volumique, définie cornme le rapport du volume du matériau

sur le volume total. Dans l'empilement magnétique, la fraction volumique sera le rapport de l'épaisseur
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FIc. II-3 - Matéri,aua du noyau magnétique et camctéristiques

du matériau sur l'épaisseur totale du noyau. Cette valeur appelée facteur d'empilement (stacking fac-

tor) est de I'ordre de 0,9.

Les lois classiques dite d'homogénéisation (couplage série ou parallèle), couramment utilisées dans

le domaine des composites, peuvent être appliquées dans le cas de noyaux magnétiques feuilletés et

collés [2fl.
Les épaisseurs des tôles et du film de colle sont respectivement notée e6 et e" (voir ûgure II-3).

Le module de Young, le module de cisaillement et la masse volumique de la tôle sont désignés

respectivement par Et, Gt et ps. De même, 8., G. et p" seront respectivement les modules de Young

et de Coulomb, ainsi que la masse volumique de la colle.

On suppose que les sections de colle et de tôles sont identiques et notées ,S. Les tôles sont implantées

perpendiculairement à I'a:ce du rotor.

Dans la suite, le module de Young, le module de cisaillement et la masse volumique équivalents du

noyau sont désignés respectivement par En, Gn et pn.

II.2.3.4 Module de Young

Lors de la flexion cisaillée du bloc de tôles, les efforts appliqués en un point de la section ^9 sur

I'ensemble formé pa,r une tôle et un film de colle, sont une force de traction N normale à ,S et une

force de cisaillement ? dans le plan de ,5.

D'après la figure II-4(a), on peut ecrire que la variation d'épaisseur du complexe tôle.colle noté Ae

est égale à la somme des variations d'épaisseur de Ia tôle et de la colle soit:

Len: ùe"* Ael (rr-7)

La loi d'élasticité linéaire de Hooke ot: E,i€i est appliqu& âlDC composants du noyau. o et e désignent

respectivement les contraintes et déformations dans la direction de traction. L'indice i représente le

matériau considéré. Compte-tenu de la définition de la déformation e6 : Ae;f e6,l'équation (II-7)

27
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(u) (b)

Ftc. II-4 - Déformations d,'un noyau magnétique soumis à une force d,e tmction N (") ou un effort
tranchant f O)

s'écrit :

En est le module d'Young global du noyau dans la direction axiale. E désigne la contrainte globale de

traction appliquée à I'empilement. o. et os sont les contraintes localisées dans la colle et la tôle. e'

désigne l'épaisseur du somFlexe tôle-colle, soit er, : et + e". Puisque la force de traction lV s'applique

sur la surface de la colle et la surface de la tôle et que ces dernières sont supposees égalæ à ^9, alors

les contraintes de traction a" et d; sont égales à la contrainte globale E.

En simplifiant I'expression (II-8) pa^r E, on obtient I'enpression du module de Young homogénéisé

du noyau dans la direction a:riale:

(rr-e)

II.2.3.8 Module de cisaillement

Une étude similaire peut être effectuée pour trouver le module de cisaillement du noyau. De la

figure II-4(b), on peut écrire que le glissement du plan de gauche du complexe tôle-colle par rapport au

plan de droite est le produit de la distorsion ln pæ l'épaisseur en. Le glissement global est la somme

des glissements locaux dans la tôle et la colle, d'où:

ên'fn: ec'Yc* et l t (il-10)

La Ioi de comportement en cisaillement 11 - 2Gflt, est appliquée aux composants du noyau. r et 1

désignent respectivement la contrainte et la distortion dans la direction de cisaillement. L'indice i

représente le matériau considéré. L'équation (II-10) s'écrit:

En: (e"+ù (i* fr)-'

e n D  
: ê c o c  * ê t o t

En Ec E1

€nT €aTç ê1Tt r

f f i , :  2G.- 2c,

(rr-8)

(r-11)
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Puisque I'effort tranchant ? s'applique sur la surface de la colle et sur la surface de la tôle et que

ces dernières sont supposées égales à ^9, alors les contraintes de cisaillement rs et r" sont égales à la

contrainte globale r.

module de cisaillement ho-

Il s'agit ici du modèle de deux ressorts de cisaillement en série. La similitude des équations

(II-12) peut être notée.

II.2.3.C Massevolumique

La masse totale rnn de I'ensemble tôle-colle est donnée par:

(rr-12)

(II-9) et

mn- Pt.St.et* p. .S".e"

Puisque les surfaces sont identiques, la masse volumique du noyau s'écrit:

(rr-13)
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En simplifiant l'expression II-LL par r, on obtient I'expression du

mogenéisé du noyau, notê Gn;

G n : ( -  - ' / " t  '  u ' \ - t
\ea- r  e1)  

\G"*  A)

pt.et + pc.ec
Pn :@- (rr-14)

Maintenant que les dimensions des sections et les matériaux qui les composent sont définis, les

propriétés n{saniques des sections (combinaisons de propriété des surfaces et des matériaux) vont

faire I'objet du paragraphe suivant.

II.3 Propriétés mécaniques des sections

Les propriétés mécaniques d'une section doivent être définies à partir des ca,ractéristiques des

matériaux qui composent le tronçon auquel elle appa,rtient.

Ces propriétés sont de deux types:

- des propriétés liées à la résistance mécanique de la section, appelées rigidités en flexion et en

cisaillement,

- des propriétés liées à la dynamique de la section, que sont la masse ûnéique (par unité de

longueur) et les moments d'inertie linéiques.

Ces notions seront définies dans le paragraphe II.3.1.

Lors de la modélisation du rotor, trois configurations de section pourront être rencontrées:

- des sections, où seul I'a:ce traversant est présent. Cette configuration sera étudiée dans le para-

graphe II.3.2;

- des sections où l'a>re traversant cohabite avec un enrobage extérieur. Cette configuration sera

étudiée da.ns le paragraphe II.3.3;
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- une section où l'a:ce traversant cohabite avec le noyau. Cette conffguration sera étudiée darrs le

paragraphe II.3.4;

Avant d'aborder chacun de ces ca-s particuliers, nous allons définfu chacune des propriétés d'une

section.

II.3.1 Définition des propriétés d'une section

Dans ce paragraphe, les propriétés d'une section composée de plusieurs matériaux vont être

décrites. Les propriétés des sections sont calculées dans le repère (O,x,y,z) lié au rotor. Pa,r la suite,

la notation (.4) désignera Ia valeur moyenne de la grandeur A dans une section composée de plusieurs

matériaux (notation de Gay [2fl).

II.3.1.4 Rigidité en cisaillement

La rigidité en cisaillement d'une section de surface ̂ 9 est définie par la formule:

(rr-15)

où, G(æ,2) représente la fonction donnant le module de cisaillement (ou de Coulomb) du matériau au

point (x,z) de la section. Dans le cas de matériaux homogènes, et pour une section composée de n

surfaces Ser,...,n, G(n,z) est une fonction définie pax morceau, constante et égale à Gl sur chaque

surface ,9r, d'otr la forme simplifiée:

(GS1 : rC,.S,
i=1

II.3.1.8 Rigidité en flexion

La rigidité en flexion autour de I'axe x d'une section de surface ,S est définie par:

f
(GS1 : I G(n,z).dr.dz

J
s

(rr-16)

(rr-17)

où z représente la distance à I'axe x de l'élément de surface dx.dz. E(r,z) est une fonction donnant le

module de Young (ou d'élasticité) du matériau au point (x,z) de la section. Dans le ca"s de matériaux

homogènes, et pour une section composée de n surfaces, E(xrz) est une fonction définie par morceau,

constante et égale à ,Er sur chaque surface ,St, d'où la forme simplifiée:

f ^
(E I, l :  I  E(x,z).z2.dx.dz

J
s

(Er,):Ë (", !,*.0,.0")
(rr-18)

Une relation semblable peut être trouvée poru la rigidité en flexion autour de I'a:re z, en posant

I'intégrale sur les surfaces .96 des *.dr.dz. Dans le cas de sections axisymétriques et à deux matériaux,
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comme c'est le ca,s pour le rotor, Ies formules prennent des formes plus simples, que nous détaillerons

plus loin.

Dans le cadre de la résistance des matériaux, Ia quantité troz2.dn.dz, noté /' est appelée moment

quadratique de la surface ,Si par rapport à I'arce r 1291. En raison de la similitude entre cette grandeur

et le moment d'inertie en dynamique, /, est souvent qualifié, de façon abusive, de moment d'inertie.

II.3.1.C Masse linéique

La ma.sse linéique (par unité de longueur) d'une section de surface ,S est définie par Ia formule:

25

où p(x,z) est la fonction donnant la masse volumique du matérial au point (x,z) de la section. Dans

Ie cas de matériaux homogènes, et pour une section composée de ra surfac€s Sd-l,...,n., p(nrz) est une

fonction définie pax morceau, constante et égale à pa sur chaque surface ̂ 96, d'où la forme simplifiée:

f
(pS) : I p(x,z).dn.d,z

J
s

(ps) : D,pn.so
i=1

(rr-1e)

(rr-20)

La similitude entre les formules de masse linéique (pS) (équation (II-20)), et de rigidité en cisaille-

ment (G,5) (équation (II-16)) peut être notée.

II.3.1.D Moment d'inertie linéique (axes x ou z)

On rappelle que les axes r et z sont contenus dans la section, et gt est I'a:re de rotation du rotor

perpendiculaire à la section.

Le moment d'inertie linéique autour de I'axe r d'une section de surface ,S est défini par:

(rr-21)

p(n,z) est Ia fonction donnant la masse volumique du matériau au point (x,z) de la section. Dans le

cas de matériaux homogènes, et pour une section composée de n surfacæ Sd=l,...,n, Ia fonction p(n,z)

est définie pax morceau, consta,nte et égale à p6 sur chaque surface ,5r:

1 ^
(p J,l : I p(n,z).2".dæ.d,2

J
J

(p r,) :,:>--(r, 
!,,' 

.0. o,) (rr-22)

Une relation semblable peut être trouvée pour le moment d'inertie linéique autour de I'axe z, en

posant I'intégrale sur les surfaces Sl des az.dn.dz.

Da.ns le cas de sections a:cisymétriques et à deux matériaux, conrme c'est le cas polrr le rotor, les

formules prennent des formes plus simples, que nous détaillerons plus loin.
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II.3.1.E Moment d'inertie linéique (axe de rotation y)

Le moment d'inertie linéique autour de l'axe de rotation gl d'une section de surface ,9 est définie

par :

(rr-23)

où (r2 * z2) reprêsente le carré de la distance à I'ane gl de l'élément de surface d,x.dz. p(x,z) est

la fonction donnant la masse volumique du matériau au point (x,z) de la section. Dans le cas de

matériaux homogènes, et pour une section composée de n surfaces S,i-r,...,r,, Ia fonction p(n,z) est

définie par morceau, constante et égale à p6 sur chaque surface ^96

1 -
(p Jol : I p(æ,2).(æ2 + z2).dn.dz

J
s

(pr,t: 
*i^Q, !,ræ2 

+ z2).ax.az) $r-24)

Dans le cas de sections a:<isymétriques et à deux matériaux, comme c'est le cas pour le rotor, la

formule prend une forme plus simple, que nous détaillerons plus loin.

II.3.2 Section contenant I'axe seul

Dans le cas d'un tronçon j ne contenant que l'axe traversant du rotor, dont les caractéristiques

sont notées avec l'indice a, les propriétés de la section a:<isymétrique sont les mêmes suivants x et z.

Les propriétr5r *{çaniques prennent les formes suivantes:

(E I,)(j,y): (EI,)U,g): 
""It$,

(G Sl(i,ù: G"nÈ?oi

En ce qui concernent les propriétés dynarniques de la section S(y) appartenant au tronçon j, elles

prennent les formes:

(pSl( j ,ù:  porR2oi

(p J,l(i,ù : (p J,l(i,a) : 0,f,41
(p JsI(i,ù : ^i4,

II.3.3 Section contenant à la fois ltæce et I'enrobage

La section située à une position 3t est composée d'une surface circulaire correspondant à I'a:re

traversant (pour un rayon compris entre 0 et R"i(fi), et d'une surface annulaire correspondant à

I'enrobage extérieur (pour une rayon compris entte Roi(y) et R"i@D. Les propriétés du matériau de

I'enrobage sont notés avec l'indice e. Les calculs permettent d'obtenir les résultats suivants pour les

propriétés mécaniques :

(Er,)(j,ù: (Er,)(j,y): E.[t*,@ - 4"i) + 8"i4,

(rr-25)

(rr-26)

(rr-27)

(rr-28)

(rr-2e)

(rr-30)

(rr-3r)(GSl(i,ù : G.r (aZi@ - R?") * Gor Rf;i
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En ce qui concernent les propriétés dyna,miques de la section S(g) appartenant au tronçon j, elles

prennent les formes:

(ps)(j,ù : per (n.i@)' - R?") -r p"rfuf;i

(pJ,)(j,a): bJ,l(j,v): p"f,@"itù'- n?) + p"itt,

(pJull,a): p"l(n.i@)n - R^"j) + 0"f,4,i
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(rr-32)

(rr-33)

(rr-34)

II.3.4 Section du noyau

Contrairement aux autres sections, la section du noyau n'est pas axisymétrique. Sur la figure II-5,

un exemple de section d'un noyau bipolaire de MRV est représenté. Les repères (O,n,y,z) lié au rotor

et (O,X,Y,Z) lié au stator y sont explicités.

axe
d'opposition

axe de
conjonction

Frc. II-5 - Enemple de section d,'un noyau à 2 pôles d'une MRV.

Le principe de fonctionnement de la machine à réIuctance variable 6/2 impose au rotor d'avoir

deux plans de symétrie magnétique. S'il était possible de modifier de façon significative les propriétés

magnétiques d'un matériau, on pourrait conserver I'a:<isymétrie mécanique. En pratique, iI est dif-

ficile d'obtenir une variation de réluctance significative autrement qu'en faisant varier le rayon. Les

propriétés mecaniques (en particulier les moments quadratiques et d'inertie) varient conjointement.

Le rotor présente alors des moments d'inertie différents dans I'arce des dents (a:ce de conjonction)

et dans I'a:ce perpendiculaire aux dents (æ<e d'opposition). Le théorème de Huygens permet d'affirmer

sans calcul que le moment quadratique suivant I'axe d'opposition (a:ce r) est plus grand que celui

suivant I'axe de conjonction (a:re z).

(EIrl et (.E.Ir) sont les rigidités de flexion de la section suivant les axes n et, z dans Ie repère Iié

au rotor. (.E.Ir) est donnée en appliquant l'équation (II-18) à la surface ,S de la section du noyau.

Les a:res x et z sont des a:res principaux d'inertie de la section du noyau. La quantité EI* défrnte

comme I'intégrale sur la section des produits E.x.z est donc nulle sur la section.

La position de l'a:ce r du rotor dans le repère fixe (lié au stator) est représentée par I'angle

(O,*,ô: Ot. Les formules classiques de la résistance des matériau:c permettent d'écrire des rigidités
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de flexion dans les directions X et Z liées au stator en fonction des rigidités de flexion données dans

le repère Iié au rotor:

(rr-35)

(rr-36)

Les axes X et Z ne sont plus les a:<es principaux d'inerties du rotor par conséquent le moment produit

.[6y n'est plus nul. On définit alors la rigidité de flexion EIxv sur la section:

(Erxl: 
II 

Ezz ds : (Erî| cos2or + (Erz, sin2or
s

1 1
(Erzl : 

J J 
EX2 dS : (Er,) sin2 O, + (Er,) cos2 O,

s

(rr-37)

Ces termes seront identifiables dans les intégrales conduisant à I'expression de l'énergie interne de

déformation.

II.3.5 Modélisation mécanique des roulements

Un roulement à billes supportant le rotor est modélisé par sa matrice de rigidité, dont les termes

principaux sont les raideurs radiales suivant X et Z respectivement notées K4çy et K2s, et les raideurs

angulaires respectivement notées Ksy et Ks2.Des termes de couplage sont également remarquables.

Le calcul de la matrice de rigidité d'un roulement à billes, dont le comportement est linéarisé

autour du point de fonctionnement, est efiectué dans le chapitre IV.

Les déplacements imFosés à la bague intérieure d'un roulement situé au point j sont supposés

égaux aux déplacements radiaux et angulaires du rotor au point j.

La présence ou non d'un roulement à la jonction j est gérée par un vecteul, noté PK, dont la

valeur PKi vaut 0, s'il n'y a pas de roulement, ou 1 dans le cas contraire. Le produit dt iièttt/- terme

de PK avec les caractéristiques du roulement permet de ne prendre en compte que les roulements qui

sont réellement montés.

Cette modélisation permet de ne pas faire de différence entre jonctions, de pouvoir placer les

roulements à différents endroits de l'a:<e et de rendre le calcul plus systématique. Elle permet également

d'étudier des montages de roulements plus complexes tels que cetx pouvant être utilisés sur les broches

d'usinages (montage à 3 ou 4 roulements et plus)[3l].

II.4 Méthodes de calcul du comportement vibratoire d'une struc-
ture

Da"ns ce paragraphe, nous allons énumérer et décrire succinctement les différentes méthodes cou-

ramment utilisées pour prédire le comportement vibratoire d'une structure. Ces méthodes sont les

1 1
(EIxv) : ; I E x Z dS : ((EI,l - (El"))sin2ot

z J
s
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suivantes:

1. La méthode de Rayleigh: elle nécessite de faire une hypothèse sur la déformée du rotor qui

réponde aux conditions alrK limites cinématiques, afin de réduire le problème à une dimension 1

(1'a,mplitude). Cette déformation est généralement la déformée statique. L'équation du mouve-

ment est obtenue par le théorème de l'énergie cinétique. Le calcul de la fréquence du iè*" mode

se réduit alors à une équation différentielle unidimensionnelle de la forme mnù I k4n:0. m6 et

ka sont les masse et rigidité modale associées au mode i, qui peuvent être déduites directement

de la forme propre. Par cette méthode, une fréquence ne peut être connue que si la forme propre

associée est convenablement modélisée. Pour obtenir les .lf premières fréquences, il faut connaître

et modéliser autant de formes propres. Cette méthode peut être retrouvée dans [2a] ou [32]

2. La méthode de Rayleigh-Ritz: elle est la généralisation par Ritz de la méthode de Rayleigh

aux problèmes à N degrés de liberté. La déformée du rotor est une forme polynômiale (d'ordre

N - 1), dont chacun des N coefficients (dit généralisés) est une inconnue, et forme le vecteur

X. Les conditions aux limites sont alors appliquées. A pa,rtir de l'énergie de déformation et

de l'énergie cinétique, Ies équations de Lagrange sont écrites pour chaque, coefrcient généralisé

et remplacent alors le théorème de l'énergie cinétique. La mécanique lagrangienne est notam-

ment décrite par rWells [33] ou encore par Den Hartog [34] pour les applications vibratoires.

Une équation matricielle à.lf dimensions, M j(+XX:0 est alors obtenue, où M et K sont

respectivement les matrices de masse et de rigidité de la structure (de dimension .À[ x l[). Elle

permet d'obtenir N fréquences de vibration en calculant les valeurs propres de M-lK. Mais en

pratique, il faut un nombre de degrés de liberté supérieur au nombre de fréquences recherchées,

pour obtenir de la précision sur les résultats. Cette méthode appa,raît très utile pour prédire les

effets de petites modifications de structures [24]. Cette méthode est couramment utilisée dans le

cadre des vibrations des machines tournantes ou des alternateurs [35].

3. La méthode des matrices de transfert: une matrice de transfert permet de déduire les

énergies cinétique et de déformation d'un rotor décomposé en JV tronçons. Les degrés de liberté

sont les déplacements à chaque octrémité d'un tronçon. Les matrices de transfert de nombreuses

formes de tronçons peuvent être obtenues da,ns les formulaires [36]. Cette méthode est notam-

ment décrite par Bigret [37] pour le cas des vibrations de machines tournantes.

4. La méthode dite directe: elle consiste à modéliser le rotor en système continu [32] puis à

trouver la solution de l'équation aux dérivées partielles obtenue en appliquant le principe fon-

damental de Ia dyna,mique à une tranche d'épaisseur dy du rotor. Dans le cas d'une poutre

d'Euler-Bernouilli à section constante, l'équation aux dérivées partielles devient une équation
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différentielle en g et t à coefficients constants, résolue pa,r sépa,ration des va.riables. Cette méthode

est difficilement adaptable à un rotor de section variable où les effets de cisaillement sont pris

en compte (poutre de Timoshenko [25]).

5. La méthode de calcul par éléments ffnis (3D): contrairement aux autres méthodes, elle

n'utilise pa.s les hypothèses de la résistance des matériaux, mais s'appuie directement sur les

Iois de comportement et les équations d'équilibre. EIle consiste à discrétiser le rotor en petits

éléments (polyèdres). Chaque sommet (noeud) des éléments possède alors trois degrés de liberté

(en translation). Les déformations en un point de la matière sont déduites des déplacements des

noeuds autour de ce point. La loi de comportement du matériau donne alors les efforts a.ssociés.

On obtient alors la matrice de rigidité K. Chaque noeud se voit attribuer une masse déduite des

propriétés du matériau. On en déduit la matrice de masse M. Les valeurs propres et vecteurs

propres de M-r K sont ensuite exploités à I'aide d'une interface graphique. Les dimensions

des matrices sont d'autant plus importantes qu'il y a de degrés de liberté au total. Un calcul

précis impose de découper finement les zones présentant de forts gradients de contraintes. Le

nombre de noeuds peut rapidement atteindre plusieurs centaines de milliers, et le temps de calcul

devient alors important. Cette méthode est précise (si elle æt bien utilisée) mais doit être utilisée

ponctuellement, pour valider une geométrie déjà définie.

Une méthode itérative est également décrite par Lalanne [2a]. Elle permet d'obtenir les vecteurs de

coordonnées généralisées par étape successive, à partir d'un vecteur d'essai (hypothèse de départ) et

des matrices M, K. Le résultat converge vers la solution mais il doit être répété pour chaque fréquence

et chaque forme propre.

Parmi ces méthodes, nouÉr avonsr choisi la méthode de Rayleigh-Ritz. Le calcul par éléments finis

sera pour sa part destiné à fournir les résultats de référence lors de la validation du modèle. Il servira

ensuite lorsque la conception sera terminée, pour la validation de la géométrie de rotor.

II.5 Méthode de Rayleigh-Ritz appliquée au rotor de la MRV

Ce paragraphe présente la méthode de Rayleigh-Ritz appliquée au rotor de la machine à réluctance

variable utilisée à grande vitesse. La méthode de Rayleigh-Ritz est utilisée pour réduire le nombre

de degrés de liberté du système (par rapport à une méthode pa,r élément finis) et pour estimer les

plus basses fréquences de résonance. Des hypothèses raisonnables sont faites sur les déplacements du

système (à travers le choix judicieux de fonctions de déplacements qui décrivent les déformations).

Les conditions au:( limites statiques et cinématiques sont alors exploitées pour réduire la dimension

du problème. Suite au calcul des énergies potentielles et cinétiques, l'application des équations de

Lagrange permet d'obtenir les équations matricielles qui décrivent le mouvement [2a].
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Nous allons donc décrire dans un premier temps la modélisation choisie pour décrire la déformée

modale du rotor. Puis nous calculerons les énergies cinétiques et potentielles (de déformation). Avant

d'appliquer le formalisme de Lagrange aux expressions énergétiques obtenues, nous discuterons, calculs

à I'appui, de la répartition des contraintes dues au cisaillement dans une section composite.

I.5.1 Déformée modale

Il s'agit ici de réaliser le choix de la fonction qui définira la forme du rotor lors des vibrations.

Les difiérentes formes utilisées habituellement sont des formes polynômiales ou encore des suites de

fonctions trigonométriques ou hyperboliques, dérivées de la solution analytique d'une poutre à section

homogène [37].

Nous avons choisi d'utiliser une forme polynômiale pour la définition de la déformée modale. La

base modale est donc L,A,U2,U!,.i.,An. Ce choix est motivé par les calculs d'intégration futurs, qui

seront rendus plus simples.

Une fois la ba.se modale définie, deux possibilités s'offrent alors pour le choix d'une fonction de

déformation:

- une fonction polynômiale d'ordre limité pour chaque tronçon du rotor avec exploitation des

conditions aux limites statiques et cinématiques à chaque extrémité,

- une seule fonction polynômiale d'ordre élevé pour tout le rotor.

La première solution consiste donc à associer une fonction de déformation à chaque tronçon j

de la poutre. Les déformées de deux tronçons successifs doivent satisfaire aux conditions aux limites

statiques (continuité du moment fléchissant et de I'effort tranchant) et cinématiques (continuité des

déplacements radiaux et angulaires). L'ordre minimum des 4 polynômes de chaque tronçon est de 2 (3

coefficients), por pouvoir satisfaire aux conditions aux limites en déplacements. Si le rotor présente

7 tronçons, le nombre d'inconnues est, au total, de 84.

La seconde solution consiste à utiliser une unique fonction, dont I'ordre élevé permettra de définir

convenablement la déformation du rotor. Les conditions aux limites en déplacements sont automati-

quement prises en compte mais les conditions aux limites en efforts ne sont pas satisfaites. PIus I'ordre

du polynôme est éIevé, meilleure sera la précision de la déformée, mais la résolution sera d'autant plus

longue et complexe.

La première solution rend la programmation et l'exploitation des conditions aux limites complexe

mais possible. La différenciation des coordonnées, qui seront supprimées, de celles qui subsisteront

suite à I'exploitation des conditions aux limites, est subtile. La progra,mmation est par ailleurs figée

ca,r tout changement dans les fonctions de déformations impose de refondre tout le progra,rrme. De

plus, l'allure de la déformée obtenue n'est pa.s convaincante malgré un nombre d'inconnues important.

Ces constatations ont été faites suite à l'utilisation première de ce modèle présenté dans [23].

Nous avons donc choisi d'utiliser la deuxième solution utilisant une seule fonction pour résoudre
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le problème des vibrations du rotor. Elle présente I'intérêt d'une formulation et d'une programmation

plus simple et systématique, et évite la délicate exploitation des conditions aux limites. Les matrices

de rigidité et de masse sont obtenues pax une double boucle itérative de calcul.

Pour le calcul du comportement dyna^rmique, en un point de la ligne neutre (ligne qui ne subit

aucune déformation de flexion) situé à I'abscisse g, le déplacement du centre de la section dû aux

efforts de flexion et de cisaillement est défini par le vecteur translation suivant:

a@,ù:{rég,,il}:{:,f=Tr,i:i,ïr;'_,\
et par le vecteur rotation:

Q(y,'):{'Ëg!,}:{3i=îi:::[i]î:_:]

(rr-38)

(rr-3e)

où t désigne le temps.

Les déplacements O et O sont définis dans le plan (OXZ) fixe (lié au stator), d'où les indices

majuscules. L'axe fixe Y est confondu avec I'a:<e g lié au rotor, on peut donc indifiéremment utiliser

la notation y ou Y pour désigner I'abscisse de I'a:<e.

Les polynômes de déformations sont représentés par leurs n coefficients qui sont autant de co.

ordonnées dites généralisées. Pour les 4 fonctions de déplacements, il y a donc 4 x n coefficients à

déterminer. Nous utiliserons plus tard des coefficients généralisés complexes afin de diviser par deux

le nombre d'inconnues.

Â partir de ces fonctions de déformations, il est à présent possible de calculer l'énergie potentielle

et l'énergie cinétique du rotor.

II.5.2 Calcul des énergies potentielle et cinétique

II s'agit d'exprimer l'énergie de déformation et l'énergie cinétique du rotor en fonction de pa-

ramètres géométriques et des propriétés des matériaux, afin de pouvoir appliquer la méthode de

Rayleigh-Ritz et ainsi obtenir les équations du mouvement.

II.5.2.A Énergie potentielle (ou de déformation) du rotor

Il faut noter que, dans les calculs vibratoires, les déplacements sont paramétrés par rapport à la

position d'équilibre statique, donc les forces de gravité n'interviennent pa.s dans le bilan des forces.

L'énergie potentielle U(t) contenue dans le volume du rotor est donnée par I'expression suivante:

u(t):ï IIIaso
v

(rr-40)
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où [o] et [e] sont respectivement les tenseurs (matrices) de contrainte et déformation. Compte tenu

des N segments du rotor, on peut écrire t/(t) sous la forme d'une soûrme de N termes d'intégration:
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Les deux tenseurs symétriques [o] et [e] décrivent respectivement l'état de contrainte et de déformation

d'un point du volume Vi. Exprimés dans le repère fixé au stator, ils ont les formes suivantes:

u (t) : ;,D- I I {rot.tet 
d,ui

I o** rxy rxz 1
["] : I 

rxy oyy tr" 
I

L rxz TYz ozz _l

| ,** "Yxv uz I
lul: I l*, eYY wz I

L lxz 'trz ,zz )

E  uE
1o) : fi,Lel 

+ (L + u)(r - 2u) 
traceLe) tLt I

eyy:x93-zg!
oa oa

La loi de comportement devient alors la loi de Hooke en traction:

u/i,t):i III n&ydui
V1

En substituant eyy par sa valeur issue de l'équation (II-46)

(rr-41)

(rr-42)

(rr-43)

(rr-44)

(rr-46)

Dans le tenseur de contrainte [o], les termes de la diagonale sont appelés contraintes normales et

sont notées o et les autres termes sont les contraintes tangentielles et sont notees r. En ce qui concerne

le tenseur de déformation [e], les termes de la diagonale sont appelés allongements relatifs et sont notés

e. Les autres termes sont appelés glissements et sont notés 7 [29].

Ces deux tenseurs sont reliés entre eux par la loi de Hooke généralisée dont I'expression matricielle

est [30] :

(rr-45)

avec tracelel : (.xx * evv + ezz).[/] dési$e la matrice identité.

Pour un chargement en flexion, le seul terme du tenseur e qui soit partie prenante dans l'énergie

est le terme d'allongement relatif suivant gr tel que:

oYY : E eYv (rr-47)

L'énergie de déformation en flexion contenue au temps f dans le segment j, notée Utjrt), prend alors

la forme:

(rr-48)

uru,t) :* I I I, (rW - zff)' aut
Vi

(rr-4e)



u r u,,) : ;,_T, _, (': ;:;i :T{r2 
*s E x z d' w w 

) *

( (<"rScos2 Qt + (El,)sin2 ot) (W)' \
| - t{rr,) - (EI"))sinzntffffi | o, GI-b2)

\ + (qrr,1sin2 o, + (El,)cos2 Qt) (%)' )

. "t ( @utti,n) (W)' \tr ru,,) : T "_l _,1:t:;l;;i#f ) 
.

Nous avons donc procédé au changement de repère des moments quadratiques pour exprimer les

déformations dans la base fixe. L'opération inverse était également possible, c'est-à-dire exprimer les

déformations dans la ba.se mobile liée au rotor comme dans Lalanne et al.l2{l. Le résultat obtenu est

rigoureusement identique.

Dans le cas d'un cha,rgement en cisaillement dans le plan de la section, les termes de la matrice

de contraintes se limitent à q6y et r2y. L'énergie de déformation en cisaillement contenue au temps

t dans le segment j du rotor, notée (f 
", 

calculée dans le repère lié au rotor s'écrit sous la forme:

(rr-53)

oir a, et a, sont appelées coefficients de sections réduites et sont fonction de la répartition sur la

section S(g) des contraintes de cisaillement.

On peut exprimer les déformations 7r, et 1"v calculées dans le repère lié au rotor, à I'aide des

déformations calculées dans le repère fixe. On a en effet:

1au : fiçy cos Ot - ''l Zy sin Ot

^l"s : 71y sin Ot *'Y zv cos Of

(r-50)

Ce qui conduit finalement à l'expression:

(il-51)

En remplaçarrt les moments quadratiques fç et Is etle moment produit lys exprimés dans le repère

fixe, par leurs valeurs en fonction des moments /, et .I, donnés dans le repère lié au rotor (équations

(II-35) à (II-37)), on obtient:
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On obtient alors:

Li
1 fut(i,t): i J

y:LJ-r

Li+t

u.(i,t) : t-'f 
' 
rr.sl (i,ù (* . *) .

v:Lt

Les déformations .yx et.,lz sont données par le modèle de Ia poutre de Timoshenko sous la forme

suivante:

(rr-54)

(rr-55)

(rr-56)

(rr-57)

.rxy:ft0*@,r)*02(y,t)

ntzy:ft0"@,r)-ox(a,t)
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d'où I'expression de LI" suivante:
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(rr-58)

L'énergie potentielle du rotor est donc donnée par la sommation des énergies de chaque tronçon,

d'où:
N

u (t) : I tu |u,t) + u.(i,t))
j :L

Le calcul de cette énergie conduit à une fonction polynômiale de toutes les coordonnées généralisées

qr(t). Nous allons maintenant décrire l'énergie cinétique du rotor.

II.5.2.B Énergie Cinétique du rotor

Le déplacement d'un point d'abscisse g du rotor est défini pax un vecteur vitesse de translation:

Li (&"(**ry) \
u.(i,t):; I Gst(i,v)l nz"("*î. ?) |

a:Li-,. \ 
-r*rrr, (* - +) snnzat )

(rr-5e)

(rr-60)

(rr-62)

(rr-63)

(rr-64)

.x
$l : Ut.t -t Ay.y + uz.Z (rr-61)

oir r,,rr, wu et w, sont les vitesses de rotation de Ia section S(y) considérée respectivement autour des

axes d ,{ et î dtt repère fixé au rotor. Les trois composantes b)xt ua et ur, sont exprimées dans le repère

fixé au rotor. Elles peuvent s'écrire en fonction des déplacements angulaires 01ç et 0s, en fonction des

vitesses angulaires i) x et 0 z et de la vitesse de rotation du rotor notée O :

u,(a,t) : - 0 z (u,t) cos 0 2 (g,t) sin ot * 0 v (i,y,t) cos ot

wc(u,t): o * oz(Y,t)sinov(Y,t)

w,(y,t) : à z (u,t) cæ 0 v (y,t) cos ot * à v (g,t) sin ot

L'angle Ot donne la position du rotor au temps t. Les angles 0r,0, sont supposés petits, ce qui nous

amène aux expressions linéarisées suivantes:

t : fto*tu,t).* + ftô"tu,t).i
et par un vecteur vitesse de rotation exprimé (dans le repère lié au rotor) :

u,(a,t) : -è) z(u,t)sin oÉ t Ôv@,t)cos ot

uy(a,t): o * à"1v,t1evçv,t1

wr(u,t) : è z(y,t)cos ot + o tç@,t)sin ot
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L'énergie cinétique prend alors la forme suivante:

, " in.U,t):i 
J bilU,a) (Okfo,r't + O?rtu,t)) ary

v:Lt-t
Li

*1 t ( br,(i,ù),?fu,t)+(prs(i,ù),û@,t)\ay (rr_6b)-ur:!,-,\ +(PJ'(i'ù)'?(s't) ) 
*"

(pJrl, (pJol et (pJrl sont les moments d'inertie par unité de longueur par rapport aux ar(es d, { et,

/. En substituant dans l'équation (II-65), u)st ay et, w, par leur valeur issue des équations (II-62) à

(II-64), on obtient l'expression suivante:

', "ip.(j,t):ï 
J bs)(j,s) (ô"*tn,ù + $2s1v,t1) av

u:Li-r
Li

1  f  /  .  .  r 2
+) 

J bJ,(i,ùl (-à"{u,t)sinot +à.çfu,t)costt)" d,a
u:Li-t

Li

*+ I kru(i,u)) (a+ êt"1v,t)a*(a,ù)' dv
s:Li-r

Li
1  f  / .  r 2

+; 
J bJ,(i,ùl (àr@,r)cosot +0v(y,t)sinot)" @,t)dy (II-66)

y:Lt-r

En développant les expressions, on obtient alors:

Li

E"(jt) :: 
I bs'11,,r4 (Oîto,rl + O?r@,t)) aa

y--L!-r

Li
1 l '

+; 
J 

(bJ,(i,y)lcos2 ot + (pJ,(i,y)l sin2 ot) àT@,ùaa
u:Li-r

Li
1 1

+; 
J 

(bJ"(i,v)) - (pJ"(i,v)))sin20t0v(v,t)02(v,t)d's

u:Li-r
Li

1 f
+; 

J 
(bJ"(i,ùlsin2 ot + (pJ"(i,y))cos2 or) à?t1y,t1ay

u:Li-t
L1' t f

+; 
J brul,ùl (n'* 2ag2@,t)0v(a,ù) ds GI-67)

u:Li-t

On a ainsi obtenu I'expression de l'énergie cinétique du iiè'rne honçon du rotor. L'énergie cinétique

totale du rotor est donc donnée par la sommation des énergies cinétiques de chacun des tronçons,
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d'où:
/v

Ec(t) : l{a.{ i , t)) (rr-68)
j :L

Avant d'appliquer les équations de Lagrange au résultat obtenu, nous allons nous intéresser aux

coefficients de section réduite qui interviennent dans le calcul de l'énergie potentielle de cisaillement.

II.5.2.C Note sur les coefficients de section réduite

La démarche et le détail de l'étude sur le coefficient de section réduite est présentée en annexe A.

Elle montre qu'il est difrcile de se contenter de la valeur de 7 /6 obtenue pour une section homogène.

Les exemples présentés montrent que le coefficient de section réduite peut varier de 1,08 à plus de 2,

dans le cas de notre rotor.

La complexité de la mise en oeuvre des expressions obtenues nous incite pa.r la suite à utiliser la

valeur de 716 comme valeur moyenne du coefficient de section réduite, pour les raisons suivantes:

- ce coefficient n'influence qu'une partie assez faible de l'énergie totale,

- dans le cas d'un rotor équipé d'un enrobage en aluminium sur un axe acier, solution la plus

simple et la moins coûteuse à réaliser, les valeurs du coefficient sont très proches de 7 /6,

- la complexité du résultat obtenu pour une simple section circulaire rend déjà délicat Ie calcul

intégrale de l'énergie de cisaillement. Le tronçon contenant le noyau présente une section, dont

la forme nécessite un calcul plus compliqué encore, dont le résultat sera lui aussi inexploitable.

Nous allons à présent continuer le descriptif de la méthode de Rayleigh-Ritz, par la description du

formalisme de Lagrange.

II.5.3 Formalisme de Lagrange

La description du formalisme de Lagrange ou du principe de puissances virtuelles est notam-

ment décrite par Den Hartog [34], ou par Wells [33]. L'étude a été utilisée par Ba.rthod [38] pour la

modélisation du comportement dynamique d'un rotor rigide supporté par des paliers magnétiques. Les

équations de Lagrange sont également décrites dans les travaux de Lalanne et al.l}ll sur les vibrations

des rotors flexibles en particulier les arbres d'alternateurs. Une méthode équivalente est présentée par

Abduljabbar et al.l39) pour le contrôle actif des vibrations d'une poutre de Timoshenko.

Le rotor est un système para,rrétré par le vecteur de coordonnées généralisées noté q(t), dont les

termes sont les coefficients Qj' de chacune des fonctions de déformations, d'oir:

q(r) : {Qtr...rQn, Qn*Lt ...t Q2n, Çl2n+1, "', Çl3nt Qgn+tt "', qa,.]tT

oùr ? désigne 1s trlansposée.

Le rotor est soumis à:

L. des actions de liaisons:

- r actions implicites parfaites dont la puissance virtuelle Èl est nulle.
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- p liaisons ocplicites parfaites définies par les relations de liaisons suivantes pour (l : 1,...,p) :

4n

Dorok,ùor * fu(q,t): s
k:t

Pour ces liaisons, il existe p multiplicateurs de Lagrange notés Às tels que la puissance

virtuelle H6 s'écrit:
p

Ér : f ),s,a1p(q,t)
t:1

- des actions explicites imparfaites définies par des lois de comportement de la forme A1q1b7:

0 et dont la puissance virtuelle est Ê6.

La puissance virtuelle totale des actions de liaisons est la somme des trois puissances vir-

tuelles, donc définie pæ H*: Hr * Êr.

2. des actions données dont la puissance virtuelle est notée Qp.

Parmi ces actions données se trouveront les forces électromagnétiques.

Selon Barthod [38], le principe des puissances virtuelles postule que:

"Il existe au moins un repère galiléen .R tel qu'à tout instant t:

- dans tout mouvement virtuel rigidifiant le système E, la puissance virtuelle des actions intérieures

est nulle;

- dans tout mouvement virtuel, la puissance virtuelle du charnp des accélérations est égale à la

puissance virtuelle des actions intérieures et extérieurs s'exerçant sur E. "

Le système X est ici le rotor. Par conséquent on a pour Vk e l1,4nl, P6(accélération): Q* * Hr.

D'autre part, la puissance virtuelle du cha,mp des accélérations s'exprime en fonction du Lagrangien

L : Ec - U du système par rapport au repère fi sous la forme suiva,nte:

(rr-70)

À chaque para,mètre d'un paramétrage q: {q*}*:r,...,an du système rotor, on peut donc associer

une équation, dite équation de Lagrange, donnée pa,r:

d laL\  aL
P , : -  |  -  I

ù \Aqk) 0q*

# (3") - #- . #r : Q n * 
f.-^, 

o,o@,t) + nt (rr-71)

L'application des équations de Lagrange dans Ie cas du rotor conduit donc à un systèmè de 4n

équations couplées. Ce système conduit l'équation matricielle du mouvement du système:

M. i+Cq+Kq:q (rr-72)

M et K sont respectivement appelées les matrices de masse et de rigidité du rotor. C est la matrice

contenant les termes d'amortissement visqueux et de couplage gyroscopique. Les fréquences propres et
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modes propres du rotor sont finalement obtenus par la résolution de l'équation du mouvement (II-72)

précédente.

II.6 Amélioration du modèle numérique

Dans la mesure otr I'on recherche une précision acceptable sur les fréquences et les formes propres,

des polynômes d'ordres élevés sont requis. Cela génère des matrices de grande taille et rend le calcul

analytique particulièrement long. Les formules précédentes ont été programmées directement dans Ie

logiciel de calcul formel MATLAB, en utilisant les performances en calcul symbolique. Mais le calcul

différentiel et intégral prend du temps.

En outre, la précision des calculs est mise à mal par le mauvais conditionnement des matrices. Il

faut donc réaliser quelques modifications et calculs préalables pour d'une part accélérer le calcul et

d'autre part améliorer sensiblement le conditionnement afin d'obtenir des résultats plus précis.

II.6.1 Calcul analytique préalable

Les termes des matrices de masse, d'amortissement et de rigidité sont obtenus par deux dérivations

successives des énergies cinétique ou potentielle. Ces opérations peuvent être faites par les modules de

calcul symbolique mais sont extrêmement coûteuses en temps. L'idéal serait de ne pas avoir recours au

calcul symbolique lorsque des calculs répétés et fréquents sont réalisés. Il est nécessaire par conséquent

de développer les calculs symboliques le plus loin possible, pour obtenir des formules explicites. Ces

expressions explicites sont utilisées en numérique.

Le premier point important est d'éviter, dans la programmation, le calcul différentiel impliqué par

les équations de Lagrange, cela suppose de le faire au préalable. Chaque terme d'énergie est calculé sous

la forme de produits des fonctions de déformations, qui sont elles-aussi des sommes finies de termes

en gl. Il est possible après développement des termes en qft, d'écrire les intégrales des sommes sous la

forme de.sommes d'intégrales, où les coordonnees généralisées sont sorties du signe d'intégration.

Par conséquent, la dérivée première des énergies selon chacune des coordonnées généralisées prend

la forme d'un polynôme en g* el en, dont les coefficients ne sont fonctions que de Ia géométrie et des

propriétés des matériaux. Le calcul analytique des intégrales permet alors de s'a,ffranchir totalement

des rnriables symbotques. Un exemple de ce calcul est détaillé en annexe B.

1I.6.2 Variables complexes

L'utilisation de rrariables complexes pour la modélisation des déformations permet de diviser pa.r

deux la taille des matrices. La pa,rtie réelle de la déformée est identifiée à la déformation suivant l'axe
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X, et la partie imaginaire, à celle suivant Z (exptimée dans le repère fixe). On pose alors:

Q : ô r * i h "

@:0"+ i0 ,

Ces expressions peuvent également s'écrire comme suit:

s:ig,f- '
j=7

'l'

@:Dg**r f - t
i:r

i[ : Igr @/L)"-L
j=L

j

9: Ig,*, @/L)i-t

où g- est la iième composante complexe du vecteur des coordonnées généralisées, noté alors q. Ce vec-

teur est réduit à une dimension2n. La taille du vecteur des coefficients généralisés est donc divisée par

2 pa,r rapport aux expressions vues au paragraphe II.5.3. Les vecteurs propres associés aux pulsations

propres seront complexes, et permettront de tracer les déformations tridimensionnelles. Le temps de

calcul est environ divisé par deux.

II.6.3 Normalisation des polynômes

Il reste à traiter le problème des matrices mal conditionnées. Si les polynômes choisis sont d'ordre

n et le rotor de longueur .L, alors entre le premier terme et le dernier terme du polynôme, il existe un

rapport qui est de l'ordre de L. Dans le cas de notre rotor, avec une longueur actuelle de 62 mm, le

rapport entre les coefficients du polynôme (et donc les termes des matrices) est de l'ordre de 8.10-13.

Ce rapport proche de la précision de la mantisse utilisée lors des calculs sous MAILAB rend de ce

fait les résultats imprécis voire faux. La solution classiquement utilisée est de normaliser le vecteur

des coordonnées généralisées en conditionnant les matrices. Ce résultat s'obtient en remplaçant les

expressions II-8 et II-9 par I'utilisation de polynômes de la forme:

(rr-73)

(rr-74)

(rr-75)

(rr-76)

(rr-77)

(rr-78)
j:r

Les matrices obtenues à la fin des calculs présentent des termes dont les ordres de grandeur sont

plus homogènes que précédemment. Le calcul des fréquences est alors beaucoup plus rapide. Les

informations sur le temps de calcul sont détaillées dans le paragraphe suivant.

II.6.4 Temps de calcul

Nous allons illustrer le gain de temps de calcul. Le tableau II-1. présente le temps nécessaire pour

établir les matrices M, C et K. Parallèlement le tableau II-2 donne le temps nécessaire à I'algorithme
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temps nécessaire (en s) au calcul des matrices
ordre polynômes CS PCA+CN VC COND

2
4
6
8
10
12
L4
20
30
40
50
100

10,07
4L,02
96,37

191,9'r '

:

-

0,09
0,29
0,67
L,L9
t'rl *

-

0,05
0,1'6
0,34
0,60
0,95

1.,37 *

t,t_t *

-

0,05
0,17
0,37
0,53
L,07
L,57
2,09
4,29
9,77
17,49
27,45
11L,13

Tee. II-1 - Ternps en seconde nécessaires pour calculer les rnatri,ces de rnasse, d,'amort'i,ssement et de

ri,gidité (sur PIil - 1 GHz CPU). CS: calcul symboli,que, PCA: pré-calcul analytique, CN: calcul

numéri,que, VC: calcul auec aariables compleres, COND: calcul auec matri,ces conditi'onnées.
* : résultats du calcul imprécis ou fatn (problème de condi,tionnernent)

potyeig de MAILAB 5 pour fournir les valeurs propres et les vecteurs propres a.ssociés. La géométrie

étudiee est le rotor présenté sur la figure II-6.

Dans les deux tableaux, la première colonne donne I'ordre rz des polynômes utilisés pour définir

les déformées radiales O. L'ordre du polynôme définissant la déformée angulaire O est pris d'un degré

n - I. Dans chacun des deux tableaux II-L et II-2, les colonnes 2, 3, 4 et 5 présentent les temps de

calculs avec les améliorations successives. Les abréviations suivantes sont utilisées dans les tableaux:

- CS: le temps mis pour le calcul symbolique des termes des matrices

- PCA+CN: le temps avec un prêcalcul analytique (PCA) et une prograrnmation numérique

- VC: le temps avec le calcul précédent mais utilisant des rrariables complexes

- COND: enfin le temps du calcul précédent après conditionnement des matrices

Le tableau indique pax une astérisque (*) les calculs qui ont présenté des problèmes de conditionnement

de matrices et qui n'ont pas donné de résultats satisfaisants.

La première information d'importa,nce est la grande rapidité du calcul numérique par rapport au

calcul symbolique. Les temps de calcul des matrices sont divisés par plus de 1.00.

L'utilisation de variables complexes qui divise par deruc le nombre d'inconnues du problème et per-

met de diminuer d'autant les temps de calcul des matrices et des fréquences. Par contre, les problèmes

de précision du calcul apparaissent pratiquement au même ordre de polynôme.

Le tableau confirme I'intérêt de la normalisation des déformations puisque des matrices de dimen-

sion 200 x 200 sont alors bien gérées là où précedemment Ie calcul de matrices 25 x 25 n'était pas

possible dano de bonnes conditions. La taille des polynômes n'est limitée que par le temps nécessaire

aux calculs, et non plus par Ia précision des calculs. Notons que si le calcul est possible, un ordre de
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temps en s) nécessaire au calcul des fréquences
ordre polynômes cs PCA+CN VC COND

2
4
6
8
10
L2
L4
20
30
40
50
L00

0,01
0,02
0,04o'T.

0,01
0,03
0,06
0,11'''l .

0,01
0,02
0,02
0,02
0,05

0,07 *

o' : .

0,02
0,02
0,02
0,03
0,04
0,06
0,08
0,18
0,65
1,64
3,34
28,62

Tae. II-2 - Temps en second,e nécessa'i,res pour ealculer les fréquences et uecteurs propres (fonction po-
lyei,g de MATLAB, sur PIII - I GHz CPU). CS: mlcul symboli,que, PCA: pré-calcul analytique, CN:
calcul numéri,que, VC: u,lcul auec uariables complenes, COND: calcul auec rnatrices conditionnées.
* : résultats du u,lcul imprécis ou faun (problème de conditionnement)

polynôme trop grand ne donne pas de déformées satisfaisantes pour autant.

Le temps de calcul est alors de l'ordre de celui dont le calcul symbolique avait besoin pour traiter

des matrices 24 x 24 et donner seulement les 6 premières fréquences.

Il faut noter que lorsque la précision du calcul excède celle autorisée en virgule flottante dans

MATLAB,Ie logiciel remplace pæ 0, *oo ou par NaN (<Not a Number >), pour un résultat non

défini (0/0). Le nombre de fréquences réellement calculées chute et les autres valeurs sont imprécises.

Ces résultats montrent que le dernier type de calcul (avec des variables ssmplexes et numériques

et des fonctions de déformations normalisées) permet d'utiliser des polynômes d'ordre 10 pour tester

de grands nombres de géométrie de rotor, tout en gardant un temps de calcul raisonnable.

II.7 Validation du modèle numérique

Dans ce pa^ragraphe, nous allons réaliser l'étude d'une poutre de section circulaire constante et

supportée à ses deux extrémités pa,r des appuis simplæ (modélisés ici par une grande raideur de

roulements à billes devant les autres grandeurs élastiques du système). Il s'agit de vérifier que le

modèle donne des résultats acceptables en terme de précision par rapport aux résultats donnés pa,r la

simulation par éléments finis.

La géométrie étudiée est celle d'une barre cylindrique en acier (E : 210 000 MPa, G : 82 000

MPa, u : 0,374 et p - 7850 kg/ms) de diamètre D :8 mm. Pour les longueurs ,L entre appuis choisis

de 16, 24,40,56,80, 100 et 120 mm, le rapport L/D æt respectivement 2,3, 5,7,L0, L2,5 et L5.

Le tableau II-3 présente les résultats, concernant les deux premiers modes propres, obtenus par

la méthode présentée precédemment, le logiciel de calcul RDM 5 (éléments finis à une dimension) et
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première fréquence Hz) deuxième fréquence Hz)
L/D MDL RDMS CMS erleur

(%)
MDL RDMS CMS erreur

(%)
2
3
o
,

10
12.5
15

49336
24857
9672
5052
2507
L6L2
LL22

48820
24859
9682
5055
2508
L6t2
Lr22

26115
18154
8974
5054
2562
1689
1173

+88,91
+36,92
-7,77
-0,M
-2,L4
-4,55
-4,35

L36282
78189
34400
L8877
9687
6299
44t5

116560
73808
34045
18854
9682
6302
44t7

45346
37627
25272
L6922
9486
6454
4565

+200,5
+1.07,8
+36,11
-11,55
-2 ,L8
-2,40
-3,28

Tle. II-3 - Premi,ère et deu,ri,ème fréquences propres données par le moilèle (MDL) auec appuis simples

rigiiles, te logiciel RDM 5 et le code de calcul par éIéments finis COSMOS/M (CMS) pour une barve

cylind,ri,que en aeier ile longueur L et d,e d,iamètre D : 8 rnnx en foncti,on ilu rapport L/D - Erreur du

moilèle par mpport au résultat de référence donné par COSMOS/M-

ceux obtenus par la méthode des éléments finis du logiciel COSMOS/Geostar en 3D. L'erreur relative

sur les fréquences de chaque mode permet de rendre compte de la précision du modèle présenté.

Les résultats du modèIe sont pratiquement identiques à ceux du logiciel RDM 5, Qd utilise les

mêmes hypothèses de la résistance des matériaux, avec une discrétisation de la poutre en éléments finis

à une dimension. Pour des résultats de qualité presque équivalentes, le modèle permet une modélisation

beaucoup plus rapide.

Pour la première fréquence propre, une bonne corrélation est observée entre les résultats obtenues

par le modèle de la poutre de Timoshenko et les résultats donnés par le logiciel de calcul par éléments

finis. Une barre de rapport L/D :5 est encore aftsez bien modélisée (7% d'erreur). Par la suite

ponr une barre courte, I'erreur devient prohibitive (plus de 88% lorsque L/D :2). Le logiciel RDM

j commet d'ailleurs des erreurs du même ordre. Les limites des hypothèses de Ia R^DM sont donc

clairement mises en évidence pax ces résultats peu engageants. La deuxième fréquence observe même

une dérive encore plus accentuée et Ie modèle n'est juste que lorsque le rapport Lf D rcste au delà de

7.

La grande différence entre les résultats et la simulation impose de vériûer l'origine de cette di-

vergence dans les calculs. Cette erreur est due à I'application de la résistance des matériaux et du

principe de Barré de Saint-Venant dans le domaine d'application de la théorie de l'élasticité' Il est

en effet constaté, dans les simulations par éIéments finis, que I'influence de la répartition des forces

extérieures sur la section a une importance dans la répartition des contraintes internes et sur la

déformation, donc les fréquences propres sont elles aussi modiûées.

Pour appliquer les conditions aux limites correspondant à un appui simple, on est contraint de

bloquer les 3 degrés de liberté en translation d'un noeud à une extrémité de la barre. À I'autre

extrémité, Ia liberté axiale en tra,nslation est préservée et la rotation autour de I'æce est bloquée à

I'1n ou I'autre bout indifféremment. En chaque noeud bloqué, tout se pa.sse alors corrme si une force

43
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1"" fréquence (Hz) 2eme fréquence (Hz) 3"-e fréquence (Hz)
LlD MDL CMS eïïeur

(%)
MDL CMS eITeur

(%)
MDL CMS erreur

(%)
2
3
D
F,,
10

L2.5
15

27579
18573
8872
4881
2476
1601
1118

26115
18154
8974
5054
2562
1689
TL73

,60+5
+2,30
-1,13
-3,42
-3,35
-5,21
-4,68

48675
39697
26001
16713
9246
6149
4353

45346
37627
25272
L6922
9486
6454
4565

+7,34
+5,50
+2,88
-I,23
-2,53
-5,16
-4,64

110564
69r.85
4260r
30364
L8732
L2978
9388

68251
41013
29952
78922
r.3489
9785

109801 -0,37
-1,36g

+3,87
+1,37
-1,00
-3,79
-4,05

Tee. II-4 - Première, deuni,èrne et troi,sième fréquenæ,s propres données par Ie modèIe (MDL) auec
appuis simples élastiques et le æde de mlcul por éléments finis COSMOS (CMS) pour une bane
cylind,rique en acier de longueur L et ile diamètre D :8 rnrn en fonction du rapport L/D - Erreur du
mod,èle par rapport au résultat donné, par COSMOS/M.

ponctuelle était appliquée, ce qui entraîne alors une discontinuité d'effort qui ne peut ocister en réalité.

De plus un déplacement entre les contours de la section droite et son centre est observé, ce qui n'est

d'une part pas modélisé dans la RDM et d'autre part peu réaliste compte tenu du fait que des efforts

de contact sont nécessairement appliqués à I'extérieur du solide. Ce déplacement tend à diminuer la

rigidité globale de I'ensemble. L'influence est négligeable dans le cadre du principe de Saint-Venant

mais lorsque la longueur est faible, les résultats sont fortement modifiés.

Afin de vérifier que c'est bien la modélisation des appuis simples qui génère la majeure pa,rtie de

I'erreur du modèle, on cherche la valeur de la raideur des points d'appuis pour I'injecter dans le modèle

sous forme de ressorts.

Pour connaître la valeur réelle de la raideur des points d'appuis, on étudie une poutre de longueur

et de diamètre 8 mm en acier. Celle-ci est bien plus rigide que la raideur des appuis simples (modélisés

par blocage en translation des noeuds comme expliqué ci dessus). On a une analogie avec un modèle

à 1 DDL axial ou radial (masse nz supportée par deux ressorts de raideur ,t). La visualisation des

déformées dans le logiciel de calcul par éléments finis confirme la remarque précédente. La masse étant

connue, on retrouve la valeur de la raideur radiale directement à partir de la fréquence / donnée par

la formule:

n:Ç{2"  f ) , (rr-7e)

La masse de la poutre donnée en exemple est de 3,L6 x L0-3 kg et la fréquence de vibration du mode

cylindrique obtenue est de 44828 Hz. La raideur radiale équivalente de I'appui simple est alors de

1'25,2 x L06 N/rn. On injecte cette valeur dans le modèle présenté, en supposant que cette raideur est

égale à la raideur radiale d'un roulement. On obtient alors les résultats reportés da.ns le tableau II-4.

Les résultats sont par conséquent grandement a,méliorés. L'erreur reste en deçà de 7,5 % même en

ce qui concerne la troisième fréquence propre.

Ces résultats permettent de valider en partie le modèle. En effet nous montrorc pax cette étude
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TAe. II-5 - Valeurs des cotes du rotor en rnillimètres (aoir figure II-6).

que la déformée utilisée (ici un polynôme d'ordre L0) donne une bonne approche de Ia déformée réelle.

Les valeurs des fréquences sont estimées assez précisément dès lors que I'on connaît la répa,rtition des

eflorts extérieurs. On a aussi mis en évidence que la modélisation d'un appui simple en bloquant les

noeuds ne reflète pas correctement ta réalité et peut fortement influencer le résultat. On a montré

qu'une étude approfondie des efforts de contact doit être faite a,fin de bien cerner la physique mise en

jeu, et obtenir ainsi des résultats satisfaisants poru la suite.

Il est possible d'exploiter au mieux les possibilités du logiciel d'éléments finis, en lui faisant réaliser

I'analyse des modes rigides. La pièce n'étant soumise à aucune condition aux limites peut se mouvoir

librement suivant les 6 degrés de liberté de I'espace. L'utilisateur exploitera donc les fréquences ob-

tenues pa,r le calcul à partir de la septième. Les six premières sont en effet toutes nulles et associées

aux modes rigides (non représentatifs). L'inconvénient de cette méthode est de devoir ensuite orienter

soi-même les tracés de COSMOS afin que ces derniers soient vus dans le plan otr les déformations sont

fl 'a.mplitude ma:rimale.

Dans la section suivante, nous allons appliquer le modèle au cas d'un rotor axisymétrique.

II.8 Dynamique d'un rotor axisymétrique

Dans cette section, nous allons étudier le comportement dynamique d'un rotor, dont les dimensions

sont celles de I'actionneur développé par Fayard [1' 28].

Dans un premier temps, la géométrie du rotor et les matériaux utilisés pour sa fabrication sont

présentés. puis la méthodologie utilisée pour le calcul par éléments finis, dont les résultats sont pris

comme référence, est décrite. Les résultats obtenus par le modèle numérique présenté précédemment

sont compa,rés aux résultats donnés par la méthode des éléments finis.

II.8.L Géométrie étudiée et matériaux utilisés

La géométrie étudiée est celle d'un rotor dont la description est présentée sur Ia figure II-6. Il

présente un a)ce traversant, supporté par deux roulements SNFA VEX 6/NS7, sur lequel sont hettées

les tôles magnétiques. Deux pièces coniques viennent immobiliser a:<ialement le noyau feuilleté.

La valeur des cotes en mm représentées sur la figure II-6 sont données dans le tableau II-5. II est

à noter que dans les problèmes de calculs non linéaires, comme le sont les études fréquentielles, Ies

unités employees doivent être celles du système MKS et l'utilisation des sous-multiples ne peut en

aucun cas être réalisée.

Les matériaux utilisés dans la simulation sont pour I'a>re, de I'acier inoxydable (E:210 000 MPa,

45
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Ftc. II-6 - Structure du rotor étudié

u : 0,27, P:7 850 kg/ms) et pour les pièces coniques de centrage, de I'alliage d'aluminium AUAG

(E:75000 MPa, v: 0,35, p : 2800 kg/*3). Les propriétés du noyau feuilleté sont calculées à partir de

tôles en fer doux (E:110000 MPa, z : 0,3L, p:7850 kg/*3) collées pax une colle époxyde (E:b000

MPa, z :0,4, P: 1200 kg/*3). Les caractéristiques ainsi obtenues sont E:35 700 MPa, G : L2gg2

MPa et P : 7 I90 kg /^3 pour un coefficient de foisonnement de 0,89 (rapport de l'épaisseur de tôles

sur l'épaisseur totale du noyau).

Les résultats de référence pour le calcul de I'erreur sont cetx fournis par la méthode des éléments

finis. Pa,rallèlement, les raideurs des roulements sont mises à une valeur négligeable (1 N/m) devant

les autres grandeurs du rotor.

II.8.2 Modélisation par élément finis

Le modèle éléments finis est réaJisé avec le logiciel COSMOS/Designstar développé par Structural

Research and Application Corporation grâne à une interface avec le progra.mme de conception assistée

par ordinate'ur Autod,eslc Inuentor 5.3.

Le maillage est réalisé par des éléments tétrahèdriques et comporte au total35000 éIéments environ.

La taille d'un élément est définie dans COSMOS/d,esigrntar cornme la longueur des arêtes des éléments.

La taille globale des éléments est de 2,1 mm. Au niveau de I'a:<e et des cones, la taille des éléments

est imposée à 0,7 mm au moyen de l'option de contrôle du maillage, afin d'a,rréliorer la précision du

calcul. Une visualisation du maillage est montrée sur la figure II-7. Le logiciel étant capable d'analyser

et de soustraire les mouvements de corps solides, nous avons modélisé le rotor libre dans I'espace.

II.8.3 Résultats

Le tableau II-6 montre les résultats fréquentiels obtenus, d'une part, en appliquant le modèle

présenté à la géométrie décrite précédemment, et d'autre part en réalisant la simulation par éléments

fi.nis. L'erreur relative est calculée en prenant comme référence le calcul par éléments finis.
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FIc. II-7 - Maillage en éléments tétrahèd'ri'ques d,u rotor.

ordre n lere fréquence (Hz) 2è-e fréquence (Hz) 3"*" fréquence (Hz)

polynôme
déformée

MDL C/M erreur
(%\

MDL CIM erreur
(%)

MDL c/M erreur
(%\

D

10
15
20

12039
8745
8348
8170

TETU
7870
7870
7870

+52,9
+11,1
+6,07
+3,81

Jôbbu
29L4L
28298
28L94

27EtJî
27805
27805
27805

+20,66
+4,80
+r,77
+1,39

43089
41390
4tL27

39260
39260
39260

+9,75
+5,42
+4,75

Tae. II-6 - Première, deuni,ème et troisième fréquences propres données par le modèle (MDL) et le

code d,e calcul par éléments fink COSMOS/M (CMS) pour le rotor de Ia f,gure II-6 auec les ilimens'i,ons

d,u tableau II-5 en fonction ile l'ord,re n ilu polynôme choisi, pour décri,re la défomn'ée.

Les résultats montrent que le modèle donne des résultats satisfaisants (erreur inférieure à 5%) du

moins si l'ordre du polynôme est suffisamment élevé (n > 15). En effet, les formes propres obtenues

sont a.ssez complexes du fait des changements de section brusques ou continus. La forme propre étant

de mieux en mieux décrite, la valeur propre s'approche du résultat numérique. On note que dans le

même temps, le polynôme d'ordre 5 ne décrit pas convenablement Ia troisième fréquence (la troisième

valeur donnee est de I'ordre de 60000 IIz et la forme propre n'est pa.s comparable à celle de référence)'

On remarque par ailleurs que le modèle surestime légèrement la première fréquence propre (+3,81%) '

Cette difficulté provient de la description simpliûée des changements brusques de section. L'hypothèse

de I'entière contribution de la section à la résistance au moment fléchissant n'est pa.s vérifiée quand Ia

section droite varie fortement. Le modèle surestime donc la rigidité du rotor, et la fréquence également

lorsque la déformée présente de fortes courbures en ces points particuliers. Cela peut être modélisé

pax un angle différent ava,nt et après ls changement de section, avec une rigidité angulaire' comme

cela est fait par exemple, Iors de l'étude de fissures dans des rotors t40]. À ce moment là, il n'est

malheureusement plus possible d'utiliser une seule fonction de déformation pour le rotor complet.

Les ûgures II-8 à II-10 présentent les résultats obtenus en terme de formes propres. Pour chacune

des trois figures, les formes données par la méthode des éléments finis sont présentées à gauche (a), les

résultats de notre méthode sont montrés à droite (b). Concernant les tracés, ils sont réalisés dans les
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deux cas en trois dimensions. Une rotation adéquate du dessin permet une visualisation dans le plan

de Ia plus grande déformation. L'orientation identique permet une bo"ne comparaison des résultats.

Les figures II-8 à II-10 montrent que le calcul approché fournit une bonne estimation de la forme

de chacun des trois modes, en dépit d'une géométrie déjà assez complexe.

II.8.3.4 Résultats en trois dimensions

Les déformations calculées étant tridimensionnelles, il est possible de tracer les résultats dans un

espace à trois dimensions. Chaque section est alors vue soufr la forme d'une ellipse, dont chaque point

est tracé en coordonnées (x,y,z). La figure II-L1 présente une illustration tridimensionnelle de ce type

de résultats. Les ellipses sont tracées partiellement (partie cachée non visible) a^ûn d'appréhender le

volume et l'orientation du rotor.

II.8.3.8 Diagrammes de Bode et diagramme de phase

Une fois les matrices de masse, de couplage et de raideur obtenues, on peut aisément calculer la

réponse en fréquence du rotor à une excitation, par exemple un balourd. La valeur du balourd est

prise de 0,01 g.mm, ce qui correspond au balourd résiduel après équilibrage du rotor. La position du

balourd sur le rotor peut être choisie. On étudie l'influence d'un déséquilibre placé en bout de I'a:<e

sortant du rotor, et d'un balourd situé au centre de Ia partie active. Après avoir calculé la force notée

Q, en coordonnées généralisées, orr calcule Ie vecteur des coordonnées généralisées q par la formule:

q: (K -'l.r.w2 +iûroo)-1 e (rr-80)

où O est la vitesse du rotor en rad/s. Le terme (X-nnr,,'2*iurCf,))-l correspond à Ia matrice de

réceptance du système [32]. Dans le cas d'une excitation synchrone, la pulsation de la force a,r est égale

à la vitesse de rotation O.

Pour chaque valeur de O, on trace alors l'a,rnplitude des vibrations de certains points particuliers

de I'axe.

La frgure II-12 montre les points du rotor oùr les déformations sont évaluées à chaque fréquence. Les

points choisis sont ceux qui permettent d'identifier les modes de vibration (forme propre). Pour chaque

point choisi, les diagra.mmes de I'amplitude et de la pha.se peuvent être tracés. Les vitesses critiques

apparaissent alors clairement sous Ia forme de pics d'a,mplitude. Dans la suite, nous étudierons les

déplacements des points relatifs à I'a>ce sortant, notés Centre Axe et Bout Axe sur la figure, puis

les déplacements relatifs au noyau (Bord Gauche noyau et Centre noyau) et enffn les déplacements

concernant les roulements gauche et droit.

Les figures II-1,3 et II-14 présentent I'a,mplitude et la phase des vibrations des deux roulements

supportant le rotor, pour un balourd de 0,01 g.mm respectivement situé au centre de la partie active

ou à I'extrémité de I'axe sortant.
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%r,,,*t\\\\\\\\\\W
(a - 7870 Hz) (b - 8170 Hz)

Frc. II-8 - Moile propre associé à la premi,ère fréquence.
(a) : résuttats (forme et fréquence) donnés par la méthode des éléments fi,nis (COSMOS/M).
(b): résultats ilonnés par notre méthode.

(a - 27805 Hz) (b - 2819a Hz)

FIc. II-9 - Mode propre associé à Ia iletnième fréquence.
(a) : ré,suttats (forme et fréquence) donnés par la mêthode iles éléments finis (COSMOS/M).
(b): résultats ilonnés par notre méthoile.

(a - 39260 Hz) (b - aII27 Hz)

Frc. II-10 - Moile propre associé à Ia troisième fréquence.
(a) : résultats (forme et fréquence) donnés par Ia méthode iles éléments finis (COSMOS/M).
(b) : résultats ilonnés par notre méthode.
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Ftc. II-11 - Visualisation enSD iles d,éfonnati,ons, fréquenens associées dansle ens durotor (présenté
sur la figure II-6) supportê, par des roulements VEX 6/NS 7

NOYAU AXE SORTANT
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Ftc. II-12 - Points du rotor où les iléformations sont étudiées (figures II-13 à II-16)
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Les figures II-15 et II-L6 présentent I'amplitude et la phase des vibrations des deux points situés

au bord gauche et au centre du noyau, pour un balourd de 0,01 g.mm respectivement situé au centre

de la partie active ou à l'extrémité de l'arce sortant'

Les figures II-17 et II-18 présentent I'amplitude et la pha.se des vibrations des deux points situés

au centre et à l'extrémité de l'axe sortant, pot un balourd de 0,01 g.flrm respectivement situé au

centre de la partie active ou à l'extrémité de I'a:ce sortant.

Les figures II-13 et II-14 montrent clairement les valeurs des vitesses critiques. On relève par

exemple les premiers pics de résonance aux vitesses d'environ 33 000, 44 000, 310 000 et 420 000 rad/s.

Les deux premiers modes séparés pax une anti-résonance correspondent à un même mode dédoublé

par l'effet gyroscopique. Les pics de résonance entraînent des déformations importantes (> 70 prn)

des roulements. À court terme, ces déformations provoquent des contraintes destructrices dans les

roulements à billes.

Les figures II-15 et II-16 montrent les mêmes vitesses critiques que précédemment. Le déplacement

du centre du noyau est maximal lorsque I'excitation est située en ce même point. Un pic très important

est visible sur la figure II-15 pour la vitesse de 32 000 rad/s environ. Son arnplitude est de l'ordre de

0,05 mm, d'où un risque important de contact entre le rotor et le stator.

En étudiant conjointement la valeur des déformations au bord gauche et au centre du noyau,

on détecte les modes où le déplacement du noyau est de mode plutôt cylindrique (déplacements de

même a,mplitude) ou plutôt conique (déplacements plus importants au bord qu'au centre du noyau).

L'excitation du centre du noyau excite essentiellement les modes de type cylindriques. L'excitation en

bout d'axe excite tous les modes.

Les figures II-17 et II-18 montrent les vitesses critiques où les déplacements de I'ane sont maximaux.

Ces déplacements sont d'a,mplitude très importantes lorsque le balourd est placé au bout de I'axe. Le

premier mode à 32 000 rad/s en est un exemple. Pour résoudre le problème de ces vibrations, il

faudra soit modifier la géométrie de la tige (longueur plus faible ou dia,mètre supérieur), ou utiliser

un matériau pour I'a:ce avec un meilleur rapport module de Young / masse volumique que celui de

I'acier.

II.8.4 Conclusion concernant le modèle numérique

Les résultats donnés par le modèle pour Ia géométrie du rotor développée par Fayard [1] sont

encourageants. Le modèle fournit les bons ordres de grandeur pour les fréquences de résonnance, ainsi

que des formes propres réalistes. Le modèle peut donc être utilisé pour estimer la dyna,rrique du rotor.

De plus, en terme de temps de calcul, le modèle fournit le résultat beaucoup plus rapidement.

Le calcul (matrices 40 x 40, fréquences et déformées) puis l'exploitation des résultats (recherche de

I'amplitude maximale de déformation, calcul de I'échelle et tracé en 3D de chaque section du rotor)

nécessitent un temps processeur de 8 s environ (sur PIII-1GIIz). Les mesures du temps de calcul sont
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réalisées grâce à I'instruction cputime de MATLAB qui retourne la rnleur absolue de I'horloge du

processeur. En comparaison, le temps de calcul nécessaire pour obtenir les mêmes résultats par la

méthode des éléments finis (module Fast Finite Elements (FFE)de COSMOS/Designstar avec 23400

DDL - processeur PIII800 MHz) est d'environ 3 minutes.

À ce temps de calcul, il faut ajouter les temFs nécessaires à la modéIisation CAO, à I'importation de

la géométrie dans le logiciel CosMos/designstar, à la définition de l'étude fréquentielle, au processlls

de maillage et enfin à l'analyse des résultats (extraction des fréquences de vibrations radiales et choix

des tracés). L'ensemble de ces opérations et la simulation prend environ 5 minutes dans le cadre d'un

calcul répétitif (avec une simple modification de la géométrie déjà conçue).

Un calcul itératif (boucles de programmes) est réa.lisable aisément à partir du modèle. En revanche,

sa mise en oeuvre n'est pas possible avec la version du logiciel dont nous disposons. L'automatisation

des procédures de maillags nécessite par ailleurs une connaissance peu commune des fonctionnalités

du code de calcul.

Compte tenu des résultats acceptables et du temps de calcul près de 40 fois inférieur, le modèle

proposé est une bonne alternative à I'analyse pa,r éléments finis, lors de la recherche d'une géométrie

optimisée d'un point de vue vibratoire.

Cette méthode reste cependant numérique, elle ne permet pas de réaliser une optimisation par des

méthodes analytiques. Un autre modèle va être présenté dans la section suivante, afin d'obtenir une

expression analytique des fréquences propres du rotor en fonction de tous les pa^ra,mètres dimensionnels

et les propriétés des matériaux.
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Vibsso en rad/s

FIc. II-13 - Amplitudes en p,rn et phase d,es ri,bmtions au n'iaæu des roulements d,e gauche (tirets)
et de droite (trnit pleân) pour un balourd ile 0,01 g.mm situé au centre de la portie actiue.

Vltesse en raûs

Ftc. II-14 - Am,pli,tuiles en pnL et phase des uùbmtions au niueau d,es roulements de gauche (tirets)
et d,e d,roite (huit plein) pour un balourd, de 0,0L g.mm situé à I'ertrémité d,e I'ase sortant.
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Vibss€ en rads

Vitgss€ en rads

Frc. II-15 - Amplitudes en prn et phase des vibrations au niaæ,u du bord gauche (tirets) et du centre
du noyau (trait plein) pour un bolourd de 0,0L g.mrn situé au centre ile la partie actiue.

Vit€ss€ ên racys

Frc. II-16 - Amplitudes en prn et phase des uibmtions au n'iueau d,u bord, gauche (tirets) et du centre
du noyau (trait plein) pour un balouril d,e 0,01 g.rnrn situé à l'ertrémité de I'one sortant.
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Vibsso an radls

Frc. II-17 - Amplitutles en p,rn et phase des vibmtions au niaeau au centre (tirets) et à I'ertrémité
de l'oae sortant (traôt pleôn) pour un balouril de 0,0I g.mrn si,tué au centre d,e la partie act'i,ae.

Vibsse en rads

FIc. II-18 - Ampli,tutles en LLrn et phase des uibrations au n'i,ueau au centre (tùets) et à l'ertrémité
de I'axe sortant (tro;it plein) pour un balourd de 0,0! g.mm situé à I'estrémité de I'one sortant.

55

E
E
Ë
x
o
o
o
o
6

I
c\
oo

Îte
Ë
x
oos
6
c
e
oo

Vibssê 6n racus

Vibssa en rads



56 cHAprrRE a. Érwn DES wBRAroNs DU Roror D'uNE MRv

II.9 Méthode explicite pour I'estimation des premières fréquences
critiques

L'objectif est d'avoir un outil d'estimation des premières fréquences propres du rotor et une ex-

pression analytique de ces fréquences, afin de connaître I'influence d'une modification de la geométrie

ou des matériaux sur le comportement dynamique global du rotor.

II.9.1 Modes cylindrique, conique et axial (mouvements de corps rigides)

Les mouvements dits de corps rigide sont ceux qui ne font intervenir aucune déformation à

I'intérieur du corps en mouvement. Le corps se déplace donc d'un bloc suivant trois mouvements

possibles:

- Suivant un mouvement de translation perpendiculaire à I'a:re du rotor. La trajectoire des points

de I'axe du rotor génère alors un cylindre d'où le nom de mode cylindrique a.ssocié à ce mouvement

(figure II-20);

- Suivant un mouvement de rotation autour d'un axe perpendiculaire à I'axe du rotor. La trajec-

toire des points de l'axe du rotor sur un tour de rotor génère alors un cône, d'oir le nom de mode

conique associé à ce mouvement (figure II-21-);

- Suivant un mouvement de translation pa.rallèle à I'a:re du rotor, d'où le nom de mode a:cial

associé à ce mouvement (figureII-22).

Les fréquences associées à ces modes de vibrations sont fonctions de la rigidité des roulements, qui

sont utilisés pour guider le rotor, de la masse et de l'inertie de ce dernier. L'effet gyroscopique n'est

pas pris en compte dans les formules suivantes.

Dans ce calcul des mouvements de corps rigides, les notations suimntes sont utilisées. Kr, Ko et

.I(9 sont respectivement les raideurs radiale, a:<iale et angulaire du roulement. Les valeurs de l(" et I(,

sont calculées en fonction de la précharge et de la géométrie du roulement [41, 31]. Les rigidités du

roulement sont calculées par sommation des efforts des billes sur la cage. [,s semportement des billes

est approché par un développement limité autour du point de fonctionnement.

La ûgure II-19 représente Ie montage des roulements (à gauche) et le modèle équivalent utilisé

pour réaliser les calculs (à droite). Les tailles de traits utilisés pour dessiner les ressorts permettent de

compaxer visuellement les raideurs des différents ressorts.

La précharge élastique et purement a:çiale est appliquée au roulement de gauche par appui d'un

ressort de compression sur sa bague extérieure, de sorte que la rigidité axiale du roulement se trouve

en série avec celle du ressort de précontrainte. La raideur de ce ressort est notée K*0..

À Z6 représente la longueur entre le centre du roulement de gauche est le centre de gravité du rotor.

Pa,r conséquent, (1 - À) -L6 est la longueur entre le centre de gravité et le roulement de droite. À serait

égale à 0,5 si le rotor était symétrique, I'axe sorta,nt vient légèrement modifi.er cette valeur (l'a:ce étant
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Frc. II-19 - Schéma d,u rotor et des roulements précontraints par ressort (à gauche), mod,éli,sati,on

mécani,que des roulements et paramètres utilisés pour les calculs des mod,es ri,gùles (à d,roi,te). Chaque

élément et sa modélisation sont représentés auec la même couleur.

à droite, À et supérieur à 0,5). La valeur de À est très facilement obtenue par un calcul barycentrique,

qui donne I'expression suivante:

^ -
m r L o * m t ( L t +  L t ) (rr-81)

la masse de I'axe

(*, + mt) Lt

avec rnt. la masse de la partie du rotor située entre les deux roulements et rn1

sortant.

La pulsation u.r1 du mode cylindrique (voir figure II-20) est donnée pa,r la formule suivante [35] :

o 1

,?: -2ry'- (rr-82)
rnr +m4

La pulsation a.r2 du mode conique (voir figure II-21) peut être calculée par la formule:

2  K , ( ( ^Lù2  + (1 -  ^ )2L? )+2Ke

",

(rr-83)

oùr J" est le moment d'inertie du rotor autour de I'a:<e passant par le centre de gravité. En pratique, Ies

valeurs de K6 sont très inférieures à celles de K, Lf;.Pow un roulement ,Sfftrl4 VEX6/NS7,I{9 est de

I'ordre de 100 N.m/rad, alors que K, Lt est de I'ordre de 20 000 N.m/rad (si tr6 : 0,04). Cela justifie

l'habituelle modélisation cinématique des roulements à billes par des liaisons rotules (les 3 rotations

sont possibles) étant donnée la faible rigidité angulaire.

Le mode a:<ial (voir figure II-22) donne quant à lui une pulsation propre ar3 donnée par:

,  Ko* Kot,â:-ff i (rr-84)

où f(or est la raideur équivalente des raideurs Ko et K", en série. Kor est donnée par :

KoK*
f lo l :GTÇ

K*r étafi très taible devant Ko, on a Kat æ Ktpr.

(rr-85)
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FIc. II-20 - Mouuement de corps ri,gide - Mode cylindri,que.

FIc. II-21 - Mouuement d,e corps rigide - Mod,e conique.

Ftc.lI-22 - Mouaement de corps rigide - Mode adal.



II.g. MÉTHODE EXPLICITE...

Ftéquences en Hz
Mode a:cial Mode cylindrique Mode conique

2064 6189 9374

Tae. II-7 - Fbéquenæ,s propres d,e modes rigùles.

Ces formules simples constituent souvent une premiere approche unidimensionnelle des vibrations

des machines. Elle a été utilisée dans le cadre de l'étude du rotor, mais les résultats obtenus sont très

supérieurs à la réalité. En effet, lorsque Ia rigidité des roulements est du même ordre de grandeur que

celles associées aux modes de flexion, la contribution des modes flexibles du rotor devient importante.

Les fréquences des modes flexibles passent en deçà de celles associées alD( mouvements rigides. Dans

le ca,s du rotor, nous avons montré que les résultats en mode rigide calculés en première approche

par Fayard [1] étaient bien supérieurs à ceux que les éléments finis ou la méthode de Rayleigh-Ritz

pouvaient donner [42].

Le résultat du calcul des fréquences de vibration associées aux trois modes rigides du rotor est

présenté dans le tableau II-7.

On rema,rquera la faible valeur de la fréquence du mode arcial. Le ressort de précontrainte utilisé

pour le montage de roulements dans le moteur a une raideur de seulement 12 500 N/m. Cette valeur

faible présente I'avantage de permettre un réglage précis de la précha^rge.

La seule fréquence utile dans cette étude est celle du mode axial. Les autres fréquences sont

substituées par celles que les modes de flexion fourniront par la suite.

11,9,2 Modes flexibles du rotor

Dans ce paragraphe, les fréquences de vibration d'un rotor flexible vont être étudiées, afin d'en

extraire des expressions analytiques qui donnent explicitement les vitesses critiques en fonction des

dimensions et des matériaux du rotor. Dans un premier temps, les matrices de rigidité et de masse

de dimension 4 x 4 sont calculées pax le théorème de Ca^stigliano. La matrice de masse est donnée

directement par leur répartition (masses ponctuelles). Les fréquences et modes propres sont ensuite

déduits du modèle, avant de donner quelques résultats et de les comparer au modèle numérique présenté

precédemment.

Les méthodes classiques utilisées pour déterminer les fréquences propres (comme les méthodes de

Rayleigh ou de Ra,yleigh-Ritz) s'appuient sur le calcul des énergies potentielles, cinétiques et dissipa-

tives calculées en terme de déformation.

Les résultats de ces méthodes ont montré qu'il était necessaire d'utiliser un polynôme de grande

taille, afin de decrire convenablement ces formes propres. En effet, le choix d'une forme a priori (dans

le cadre d'une méthode de Rayleigh) est très délicate voire impossible, lorsque le rotor présente des

sections évolutives et des matériaux variés (ce qui est notre cas). La forme propre choisie dewait pra-

tiquement être adaptée à chaque changement de géométrie ou de matériaux, sous peine de commettre
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d'importantes erreurs de calcul. C'est ce qui impose la méthode de Rayleigh-Ritz, avec un vecteur de

coordonnées généralisées de grande taille, pour palier la quasi-impossibilité de prédire convenablement

les déformées. Concernant le choix d'une déformée, Lalanne [24] indique qu"'un choix raisonnable est

d'utiliser la solution statique du système soumis à des forces proportionnelles aux ma.sses ".

À h lueut de cette a,ffrmation, nous avons décidé d'utiliser le second théorème de Castigliano en

analyse de structures (T\rrin 1875 - 1879) pour calculer la matrice de rigidité du rotor.

II.9.2.4 Calcul de la matrice de rigidité et de masse

Le théorème de Castigliano postule que, l'énergie de déformation étant exprimée en fonction des

forces appliquees, la dérivée partielle de l'énergie par rapport à I'une de ces forces a pour valeur le

déplacement du point d'application de celle-ci projeté sur sa ligne d'action [43, 29, 44]. Cette méthode

est présentée dans les Techniques de l'Ingénieur [a5] pour des applications aru( organes de machines.

Cette méthode exempte I'utilisateur de faire des hypothèses sur les formes propres. De plus les

conditions aux limites sont implicitement respectées. Il faut cependa,nt faire une hypothèse sur la

répartition des forces sur l'axe du rotor. De plus, les déplacements en translation ne sont connus qu'au

point et dans la direction où les forces sont appliquées. De même, les déplacements angulaires ne seront

calculables en un point que si un moment y est appliqué.

Pour simplifier le problème, les forces sont considérées comme concentrées au centre de gravité

de la partie active, au milieu et à I'extrémité de I'a:<e sortant. Un moment concentré est appliqué au

centre de gravité de la partie active.

Dans le cadre d'une méthode analJrtique, le modèle est limité à 4 degrés de liberté afin d'obtenir

une équation alDc pulsations réductible à un ordre 4.

La partie active est séparée en deux parties, située à gauche et à droite du centre du noyau. Ces

deux parties ont donc leur centre de gravité propre. Les deux premiers degrés de liberté sont une

tra,nslation radiale placée en chacun des deux centres de gravité. Deux autres translations sont placees

au milieu et en bout de I'a>re sortant.

II.9.2.4.i Modélisation du rotor et efforts appliqués La masse de la partie active du rotor

notée m, est divisée en deux et est disposée en chaque centre de gravité (point Ar et Az). La masse

de I'axe sortant notêe rn" est, elle aussi, fractionnée en deux parties égales, respectivement placées

au centre (point A3) et à I'extrémité de cet axe (point Aa). La ûgure II-23 présente ce modèle. Les

déplacements transversaux des points At, Az, As et Aa sont respectivement notés X41, Xa2, X4s et

Xn.

Le vecteur déplacement de dimension 4 est alors noté X: {Xar, XAz, XAs, Xea,}T.

II.g.2.A.ii Efforts appliqués aux appuis Toutes les forces -& sont orientées positivement. Le

principe fonda^rnental de la statique est appliqué au modèle. La somme des forces appliquées au rotor
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FIc. II-23 - Modèle pour l'étude dynamique du rotor

est donc égale à 0 et la somme des moments appliqués est elle aussi nulle.

Cela permet de calculer les forces Fn et F6r agissant sur les roulements aux points B et C. Ces

actions sont données par les formules suivantes (voir figure II-23 pour les notations utilisées):

Fn : -Fc -Fv -F2 -Fs -Fa

(rr-86)

(rr-87)

Dans le paragraphe suivant, à partir des efforts appliqués au rotor en chacun des points At à" An et

par les roulements en B et C, l'étude des efforts intérieurs va pouvoir être réalisée et les diagrammes

des efforts tranchants et des moments de flexion pourront être tracés.

II.g.2.A.iii Efforts intérieurs et diagrammes L'effort tranchant T(y) et le moment fléchissant

M(g) dans une section d'ordonnée 3l sont calculés en isolant la partie à gauche de la section considérée

(l'a>re g est orienté vers la droite) puis en appliquant le théorème de la statique au morceau isolé.

L'effort tranchant et le moment fléchissant apparaissent au niveau de la section isolée, et s'ajoutent

au bilan des forces et moments appliqués à la pa,rtie isolée du rotor.

Les résultats des calculs sont présentés sous la forme des diagrammes d'effort tranchant T(y) et

de moment fléchissant M(y) déctifs respectivement par les figures TI-24 et II-25. Les formules de

chaque portion des fonctions 
"(g) 

ou M(g) définies pax morceau sont inscrites sur le diagramme. Les

diagra,mmes sont tracés en supposant toutes les forces -Q positives. Par conséquent les forces Fs et

-F6r sont supposées négatives.

II.g.2.A.iv Énergie de déformation Ces résultats sont alors utilisés pour écrire I'expression

de I'énergie de déformation [/ en fonction de la répartition de I'effort tranchant T(g) et du moment

fléchissant M(y), ainsi qu'en tenant compte de la déformation dans les roulements. Cette expression

s'écrit :
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r(y)

-(Fa+Fr+Fz)

Ftc. II-24 - Diagmmme de I'effor.t tranchant T(y)

(Fe+Fr+Fz+Fc).y
-Fr.(Lo-L"12
-Fz.(Lt-L"\2-F".Lu

F+.(Lt+Lu-y)

-Ft.(Lt-L"12

Frc. II-25 - Diagramme du moment fléchissant M(y)

\ (Fe+Fr+Fz).y
-Ft.(LvL^12
-Fz.(Lv,l-\2(Fa+Fr).y

,:* I
rotor

où (E/) (y) et (GS)(c) représentent respectivement la rigidité moyenne en flexion et en cisaillement de

la section S(ù. a est le coefficient de section réduite, qui permet de prendre en compte la répartition

des contraintes de cisaillement dans la section S(y).a est pris égal,à7/6.

II.9.2.4.v Calcul de la matrice de rigidité Comme énoncé par le théorème de Castigliano, la

dérivée partielle de l'énergie de déformation par rapport à la force ,Fr donne la valeur du déplacement

Xn1 dtt point d'application A6 en projection sur la direction de la force, d'où I'ocpression suirrante:

(rr-88)

(rr-8e)AUxe l :  
M

Pa,r une seconde dérivation en terme de la force Fit on obtient l'accroissement du déplacement

Xu par rapport à un accroissement de la force Fit ce qui correspond à la définition de la souplesse

du rotor (ou compliance) S6i:

-(Fe+Fr+Fz+Fc)

(ffi.ffi)**;W
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su,:o!!o : Æ (II-eo)
ùFi ÙFaïFi

La matrice de rigidité K du rotor est alors obtenue par simple inversion de la matrice de compliance

S. La matrice [K] obtenue a alors la forme symétrique suivante:

I ktt kp lc;6 Itra I

": I fï i:: i:: Iïl
L kto kza ku ku J

(rr-e1)

II.9.2.8 Matrice de masse

Compte tenu du modèle utilisé (ma^sses concentrées en chacun des points) et de la définition du

vecteur déplacement, la matrice de masse M du rotor prend la forme diagonale suivante:

l ry o o ol
M:l 3 i 4.3 |

L o o o ryl
(rr-e2)

Ces matrices de masse et de raideur permettent de calculer les fré,quences et les modes propres de

vibration du modèle de rotor.

II.9.3 F}équences et modes propres

En utilisant les résultats concernant les matrices de rigidité K et de masse M, I'équation du

mouvement libre est donnée par:

ui i+KX:o ( I I -gs)

On cherche des solutions harmoniques de la forme:

X(t) : Xod't (II-94)

oir Xo est un vecteur propre associé à la fréquence t;. Les pulsations propres ar du rotor sont données

par la résolution de l'équation suivante:

det( -w2M+x) :g  ( I I -95)

ce qui conduit à l'équation aux pulsatiorxr, souÉr la forme polynômiale d'ordre 8 suivante:

aug  +bw6  +  cua  +  du2  +  e :o (rr-e6)
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dont les coefficients a, b, c, d, e sont des fonctions des coefficients des matrices de masse et de raideur.

Le calcul du déterminant donne I'expression littérale de chaque coefficient du polynôme:

c : L/ 4 fu t m, mt ku + L / 4 rn, kep mt lcu - I/ a m, kr4' *,

- t /4m,lqs2m1+ L/4m,lcze kss mt - L/4kn2*r2

+ I/ 4 ktt rn, kee rry + 1/ Aht lcze mt2 - L/ a m, kzt2 n,

+ L / 4 mr2 kcs k44 - L / 4 m, lc2s2 rn1 - L / 4 mr2 lcs42 (rr-ee)

d, : L/2lqt kzlzrnt + r/2lcn2kss rw + Llzm,lcs2k44

+ l/2 rn,le u2kss + L/2 m,lcs4zk$ - L/2tqt kee rw klt

+ L / 2 m, Icee kst' + t / 2 kzz k 14" r,r, - L /2 h t m, kss lcll

+ L/2lcezmtkaa + I/2ksp k1s2rn1- l/2*, kp2 fus kq4

- Icrz kes kB ru + I/zktt m,lrst2 * L/2fut kes2rru

- L /2 kt t kez lcss rU + | /2 rn, Ics2 k44 - kB rn, kU ksl

- ke lce4 kU rnt - rn, kzs kU kU (II-100)

a: L/I6mrzrnt2

b : -L /8 rn, kez mt2 - L/8 fu 1 m, w2 - L f8 mr2 kss m5

- L /8 mrz m1 lc44

e : -lcse kr4'lrr, - Ic11 k242lcas - Iq1 k22lca42

- Ic22lcs2k44 - fut kes2lcu - 2kfi k24 k4 k2s

+ 2 ktl kes lez4 kU - 2 kp kes lcq kU - 2 ke ks4 kp ks4

* Icpz 1c242 I lq42ks2 * 2 lcp lcs lqs k4

- kn2lcss kaa * 2ktz kel kU kss i fut kzz tcss tçU

* 2 k6 kez lct4 lcc4 * kp2lcsl2

(rr-e7)

(rr-e8)

(rr-101)

La résolution de cette équation polynômiale peut se faire par sa çfiangement de variables À: a2,

ce qui réduit I'ordre du polynôme à 4. La résolutiou du polynôme d'ordre 4 en À n'est certes pas simple

mais néanmoins réalisable en suivant les méthodes de Ferrari ou d'Euler. L'ordre 4 est d'ailleurs le

dernier à avoir une solution analytique.
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La méthode de résolution serait trop longue à expliciter ici. Nous nous cantonnerons à cette courte

description de la méthode de Ferrari:

- tous les coefficients sont rapportés à a pour obtenir un polynôme dont le coefficient en À4 vaut

1,,

- un changement de va,riables du type z: \- t est réalisé a^fin d'annuler le coefficient en 23,

- en réécrivant Ie polynôme d'ordre 4 en z sous la forme d'une produit de deux polynômes en 22 ,

on peut se ramener à un polynôme d'ordre 3 dont la solution est bien connue et se trouve assez

souvent dans les formulaires [46].

Les pulsatioffr propres o sont alors données par plus ou moins la racine carrée des racines du

polynôme en À.

II.9.4 Résultats du modèle analytique

Il s'agit ici de confronter les résultats donnés par le modèle analytique présenté dans ce paragraphe

à ceux du modèle numérique vu au paragraphe II.5'

II.9.4.A Résultats obtenus pour le rotor actuel [28]

Les résultats sont obtenus par I'utilisation de la fonction eig(M-r K) sous le logiciel MATLAB.

Le tableau II-8 compare les résultats donnés par le modèle analytique à 4 degrés de liberté (DDL)' le

modèle numérique présenté au pa,ragraphe II.5. L'exemple étudié est celui du rotor de la figure II-6 en

mouvement libre dans I'espace. Le mouvement libre est modélisé avec une faible raideur de roulement

(10-7 N/m) dans les deux modèles, et par I'absence de conditions aux limites dans COSMOS.

mode no COSMOS
(Hz)

modèle analytique
(H")

modèIe numérique
(Hz)

1
2
3

7870
27805
39260

8517
22294

8127
28194
4t127

Tee. II-8 - Résultats fréquentiets donnés par COSMoS/ilesignstar, Ie mod,èle analytique (Castigliano)

et le moilèle numéri,que (Ti,moshenko * Raylei,gh-Ritz) pour le rotor de la figure II-6 libre d'ans l'espace.

Dans le cas du rotor étudié, le modèle à 4 DDL donne des fréquences assez proches des résultats si-

mulés par élément finis. Les résultats ne sont cependant pas aussi précis que ceux du modèIe numérique.

Le modèle approché ne donne pa.s Ia troisième fréquence propre en mode flexible, si le rotor est Iibre

dans I'espace. En effet, 4 fréquences seulement peuvent être obtenues et, parmi elles, deux fréquences

correspondent aux déplacements d'ensemble et sont proches de zéro puisque la raideur est faible.

Prenons maintena,nt ce même rotor supporté par deur roulements SNFA VEX6/NS7 de raideur

radiale unitaire de 4,5.L07 N/m (sous une précharge de 50 N) [31]. Le tableau II-9 compare les résultats
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que fournissent chacun des deux modèles approchés. La complexité de la modélisation correcte des

roulements dans COSMOS ne permet pa.s ici de donner les résultats de la méthode de calcul pa,r

éléments finis.

La dernière colonne donne l'écart relatif entre le modèle analytique et le modèle numérique (rrateur

référence).

mode no modèle analytique
(Hz)

modèle numérique
(Hr)

écart relatif
$o)

1
2
3
4

4192
6130

L7347
27655

5440
5931

13059
30534

-23
+3,3
+9,2
-11

Tee. II-9 - Résultats fréquentiels d,onnés le moilèle analytique (Castigliano) et le modèle nurnérique
(Timoshenko * Rayleigh-Ritz) pour le rotor supporté par deux roulements à biiles SNFA VEX6 /N57.

Les deux modèles donnent des résultats assez compa^rables. Cependant on peut remaxquer une

divergence entre les résultats (-23%) des premier et quatrième modes (-lL%). L'imprécision des

calculs provient de la différence entre les modélisations. Le modèle analytique à 4 DDL ne peut

modéliser avec précision les énergies de déformation.

On pourra comparer au passage les valeurs de fréquences du tableau II-6 (8170, 28194 et 4LL27) avec

celle du tableau II-9, pour s'apercevoir de l'influence de la raideur des roulements dans le comportement

vibratoire.

II.9.4.8 fnfluence d'une modiffcation géométrique

Nous allons maintenant étudier I'infuence sur les fréquences de vibration d'une modification de

difiérentes parties du rotor. Ces modifications de la géométrie peuvent être dictées par des impératifs

d'encombrement du moteur ou des modifications des performances désirées.

II.9.4.8.i Modiffcation de la partie active L'allongement de la partie active du rotor permet

aru( concepteurs d'une machine à réIuctance variable d'augmenter le volume de I'entrefer et donc la

puissance disponible sur I'arbre moteur.

Différentes longueurs de noyau sont donc testées. La longueur active de référence est celle de 17

mm, qui est actuellement utilisée sur la machine du LGIPM. La longueur de I'a:<e sortant est fixée à

20 mm.

La figure II-26 présente I'influence d'une variation de la longueur active sur les 4 premières

fréquences de vibrations du rotor. Les résultats de chacune des 4 fréquences données pa,r les modèles

analytiques et numériques sont tracés.

Le graphique montre que les résultats donnés par les deux modèles sont assez dissemblables. Si la
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tendance de variation est assez bien reproduite, les résultats données par les deux modèles sont par

endroits très différents.

Pour les première et troisième fréquences, l'erreur est ma:rimale pour les noyarD( courts: solls-

estimation de la première fréquence (-30% environ) et surestimation de Ia troisième fréquence (+30%

environ).

Pour les deuxième et quatrième fréquences, les résultats sont plutôt bons pour les rotors à courte

partie active, et perdent en précision lorsque .Lo augmente. Les erreurs pour la deuxième et quatrième

fréquences atteignent alors respectivement +50% et -36%. Ces résultats montrent que la modélisation

à deux DDL de la partie active est trop restrictive.

II.9.4.B.ii Allongement de ltaxe sortant Différentes longueurs d'axe sortant sont testées. La

longueur de référence est celle de 20 mm, qui a été utilisée sur la génération composite du rotor du

laboratoire. La longueur active est fixée à 20 mm.

La figure II-27 présente I'infl.uence d'une variation de la longueur de l'a:<e de sortie sur les 4

premières fréquences de vibrations du rotor. Les résultats des deux modèles 4DDL et RDM sonrt

comparés.

On peut constater que pour la longueur active choisie (20 mm), une meilleure corrélation entre les

deux modèles est observée. Les tendances de variation sont assez bien respectées pour les 3 premières

fréquences. Seule la 4è-" fréquence présente des résultats fortement différents selon la méthode utilisée

lorsque l'axe sortant est court.

Ces résultats tendent à montrer que le modèle d'a:ce sortant à 2 DDL est une bonne approche de

la réalité.

II.9.5 Conclusion concernant le modèle analytique à 4 DDL

La comparaison entre les résultats fournis pa.r le modèle numérique du paragraphe II.5 et ceux

du modèle analytique à 4 degrés de liberté présenté dans ce pa,ragraphe, a montré que les résultats

concernant la modification de la partie active souftaient d'imprécisions. Les limites de la modélisation

du noyau avec seulement deux DDL sont ici atteintes. La tendance de variation est cependant respectée.

Une optimisation qualitative pourra donc être réalisée. Le modèle de I'a:ce sortant utilisa^nt 2 degrés

de liberté est par contre une bonne approche de la réalité.

II.9.6 Représentation du modèle dynamique dtun élément du rotor

Nous pouvons à présent définir le schéma bloc du modèle obtenu. Le modèle est présenté sur la

figure II-28.

Le modèle fournit en sortie le comportement dynamique du rotor. Le système a pour entrée la

géométrie et les propriétés des matériaux du rotor, qui sont connues et interviennent dans les expres-
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Frc. II-28 - Mod,èle d,e la ilynamique uibratoi,re d,u rotor sou,s forme d,e schéma-bloc.

sions des matrices de masse, d'amortissement et de rigidité. La vitesse de rotation du rotor O intervient

également en entrée de système. Les forces d'excitation comme par exemple les balourds ou les efforts

magnétiques influencent également le comportement dyna,rrique du rotor. La dernière entrée est Ia

rigidité des roulements qui n'est pas encore définie.

De par son rôle essentiel dans le comportement de l'électrobroche, elle fait I'objet d'un étude

détaillée da.''s le chapitre fV.

II.10 Comportement dtun rotor multi-éléments

La ûgure II-29 représente un rotor compl"*" lfalisé à partir de deux modules de rotor élémentaires

(sous-structures), dans Ie but d'augmenter la puissance disponible'

2 rillnT'nTnr'ur--+ 3 
8 

=

module de rotor Paliers rotor
élementiaire complexe

Flc. II-29 - Réalisation d,'un rotor multi-éléments par assemblage d,e modules éIérnentaires (sous-

stru,ctures).

Il est possible de prédire le comportement de machines complexes à partir des caractéristiques

dyna,miques des sous-structures qui la composent [24].

Soit un élément de rotor ca,ractérisé pax sa matrice de masse Ml et sa matrice de rigidité KL et

supporté par des paliers définis par leur matrice de rigidité Kn. Les matrices M1, K1, et Kp sont
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donnés par:

M1: ly,i: Yri:l Kl : I xton
L KLa

xtn f
KIu l

K R :
xnn fxnn J

I xno
L xna

on pose 5(1) : {ojt), a"}t 6 6(z) : {ôj'), ô"}T, les vecteurs regroupant les degrés de liberté

à chacunes des sous-structures (1) et (2) et ô" est le sous-vecteur regïoupant les DDL communs aux

deux sous-structures. L'équation du mouvement libre de la sous-structure (1) s'écrit sous la forme:

1 4 1 j ( t )  * 1 ç 1 5 ( t ) : 0 (rr-102)

Le vecteur 5(1) : {Ojt), A"}t peut s'écrire dans la base modale q(1) sous la forme 5(1) : 6(r) q(r) :

lOtt),Of,)o(t), où O1r; est la matrice des vecteurs propres de la sous-structure (L).

Si un deuxième élément de rotor (matrices M2 et K2) est couplé au premier, l'équation du mou-

vement propre découplé du deuxième élément s'écrit sous la forme:

y.;428(2) *K2ô(2) :0

Pa,r la même étude que précédemment, le vecteur 5Q) : {t4, O"},

modale q(2) sorrs Ia forme 5Q) : çQ) oQ): 1Oj2),O")r q@).

Les déformations ô[1), et ôf) en début et en fin de l'élément 1 s'écrivent dans la ba"se modale q(1)

respectivement ô[1): ]eq(l) et 6r,- À69(r). Les énergies de déformation des paliers 1, et2situés en

début et en fi.n de l'élément (L) s'écrivent alors:

uH :;ôÉt)t x* ô6t) : 
*qo), ÀÉ')t x*,rf;) otrr

uo:*ô!t)tx* 6t) :|ot't'r!t)tx* >,f) o<rtr

L'énergie de déformation du 3iè-u palier situé en fin du deuxième élément:

uo:Tôf)tr* 6Q) :|o{rtrÀf)tr* >,f) n<ztr

L'énergie cinétique ? du système (1+2) s'écrit [24]:

T : TL + T2 : |Ur'r' o(r)r *, çi(r) 4(r)r + f,atz)r çQ)r *, ç@) q?)r

L'énergie de déformation [/ du système (1+2) et des 3 paliers s'écrit:

3

u:ur+u2+Dvro
i:1

: 1 
4(r)r q(r)r 1ç1 p(r) 4(r)r * |4ew 

e?)r K2çQ) 4Q)r + f,d:lrr r[1)r 6* 1[r) otrlr

+f;aowÀf)tx*.r!1)orrlr +|ae)rrf)tx* xf) o<ztr (rL108)

(DDL) d.es sous-structures (1) et (z). ôjt) 
"t 

ôj') root des sous-vecteurs regroupant les DDL internes

(rr_103)

peut s'écrire dans la base

(rr-104)

(r-105)

(rr-106)

(rr-107)
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En appliquant les équations de Lagrange, on obtient l'équation du mouvement du système complet:

I O(t)r MLiiègG) O O{J)T MLærDc
I o çQ)r 1420nçQ\ Q(2)r M2t"Q"

L o" irzr"q(l) af M2ci QQ) aT (MLcc + M2cc) .Dcl{ryr }
ç(r)r lç1no çr(r)
+Àr Kfiii,\o 0
+^T xnaiXr,

o 
oQ)r r'2rnçQ)
+^TKR'ii^L

o..t(1"io(1)
+,{KEci)o aT Kz6QQ) +^TKR"tÀt
*\ KRci)'t

o(r)? K1r" Qc
+)f KEi"Ào
+\ra KRaa)'p

OQ)r K2t"rD"
+^T KI?4.^L

aT (Ktcc + K2cc) Qc
+2^T. KRcc^L
+)rKJ%"Ào

{ir }'(rr-10e)

Que I'on peut écrire sous la forme:

M\2 (rr-110)

Les matrices de masse et de rigidit éM,Lz, K12 sont donc entièrement déterminées à partir des matrices

M1, K1 et M2, K2 des sous-structrues 1 et 2 et de leurs matrices des vectetus propres O(1), O(2)'

À partir des matrices M12, K12, nous pourrons prédire le comportement d'un rotor multi-éléments.

II.11 Conclusion sur les problèmes vibratoires dans une MRV

Dans ce chapitre, l'étude des vibrations du rotor d'un moteur à réluctance a été abordée. L'objectif

était de pouvoir estimer le comportement vibratoire du rotor le plus précisément possible et avec une

rapidité d'exécution que la méthode des éléments finis ne peut oftir. Dans une démarche d'optimisa-

tion, le modèle permet de calculer avec une précision acceptable un $and nombre de géométrie dans

un temps minimum.

Le modèle numérique présenté au paragraphe II.5 est parvenu à ces objectifs de calcul rapide.

S'appuyant sur le modèle R^DM d'une poutre de Timoshenko a.ssociée aux équations de Lagrange, ce

modèle numérique permet le calcul des fréquences et mode propres avec prise en compte de I'effet

gyïoscopique ainsi que le tracé des déformées en 3D. L'étude du comportement vibratoire est possible

grâce au tracé des diagrammes de Bode. Les résultats donnés en exemple ont montrés que I'erreur

restait en deçà de72% par rapport aux calculs faits pa,r la méthode des éléments finis (MEF). Du point

du vue de la rapidité du calcul, ce modèle réalise 30 calculs approchés des fréquences et formes propres

pendant Ie temps nécessaire à un logiciei d'élements finis pour générer un seul résultat. Cependant, ce

modèle ne permet d'optimiser le rotor que numériquement.

Dans le paragraphe II.9, un modèle analytique et explicite destiné à I'optimisation de la géométrie

et du choix des matérial:r du rotor a été alors développé. De part sa plus grande simplicité et la limite

à 4 DDL por:r obtenir I'o<pression des racines de I'équation au)c pulsations, il présente des résultats

{ ryr \**,,{ tl }:u
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plus mitigés. Il ne permet de connaître que les 4 premières fréquences de vibration. L'estimation des

fréquences donnent des erreurs allant jusqu'à 30%. Cependant les tendances de variation sont bien

respectées et une optimisation qualitative sera possible en utilisant ce modèle analytique. Du point de

vue de la rapidité du calcul, ce modèle réalise 1500 catculs approchés des fréquences et formes propres

pendant le temps nécessaire à un logiciel d'éléments finis pour générer un seul résultat.

Dans le paragraphe II.10, par I'exemple simple d'un rotor bi-éléments sans amortissement, nous

avons montré qu'il est possible d'étudier un rotor multi-éléments à partir des matrices de rigidité et

de masse d'un seul élément du rotor, obtenues pa.r les modèles proposés dans ce chapitre.
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Chapitre III

Contraintes maximales dans les
matériaux du noyau magnétique

III.L Introduction

La conception d'un moteur à réluctance variable (MRV) est essentiellement orientée vers la pro-

duction d'un couple moteur adapté à I'utilisation finale de la machine et à la commande qui lui est

associée.

La production du couple est obtenue par la variation de I'entrefer sous la dent statorique lorsque

Ie rotor tourne. L'entrefer est défini par I'espace entre la surface intérieure du stator et la surface

extérieure du rotor dans I'axe de la pha.se alimentée au stator. Pour produire le couple moteur, le

principe des MRV demande des variations brusques de rayons donnant au contour du noyau un aspect

dentelé, d'où le nom communément donné de dents rotoriques .

Si le rotor et le stator sont tous les deux à pôIes saillants (par opposition à pôles lisses), le moteur

est dit à double.saillance [1]. On désigne par MRV 6f2,urrc machine présentant 6 pôles au stator et

2 pôles au rotor.

Le profil de la dent permet de choisir l'évolution du rayon du rotor avec I'angle formé entre le

pôle rotor et le pôle alimenté au stator. Dans les conceptions classiques, le profil de la dent présente

une rrariation brusque entre un rayon minimum et maximum. Si la commande n'est pas adaptée, le

couple produit pax un tel moteur est fortement pulsatoire, et en dehors de la zone otr la dent rotorique

pa.sse soqs la dent statorique, le couple diminue très rapidement. Un profil plus progressif du front

de la dent permet de mieur répartir le couple produit sur une plage angulaire plus large. Une étude

sur I'optimisation du couple en fonction de la forme d'un rotor de MRV 612 à" axe traversant a été

effectuée dans [a7].

Le seul point de vue électrotechnique visant à optimiser le couple produit ne saurait être satisfai-

sant dans le cadre d'une application grande vitesse et conduirait à des géométries (dents fortement

saillantes, tolérances de fabrication, etc.), qui pour d'autres critères (fiabilité mécanique ou production

de la pièce par exemple), seraient alors aberrantes.
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Du point de vue des contraintes mécaniques, qui nous intéressent dans ce chapitre, la forme du

noyau fournissant la meilleure fonction de couple, ne sera probablement pas acceptable. La la^rgeur de

Ia dent, la variation du rayon ou d'autres pa,ra,mètres dimensionnels, ont de fortes influences sur la

valeur de la contrainte mécanique ma:<imale observée dans le noyau magnétique.

La prédiction de I'influence de chaque paramètre passe par une modélisation point par point par la

méthode des éléments finis et nécessite un long temps de calcul. Si la géométrie du noyau est cla,irement

définie, un calcul ponctuel des contraintes pa,r éléments finis n'est pa.s problématique, mais dans le

cadre d'une optimisation de la forme du rotor, la recherche de la combinaison optimale des para,rrètres

dimensionnels par cette méthode numérique serait trop longue. Un modèle analytique permet alors

d'envisager de calculer plus rapidement les contraintes et de prévoir les avantages d'une modiff6sfi6n

dimensionnelle, et cela, avec le minimum de concession sur la précision du résultat.

On cherche donc à éviter I'utilisation des éléments finis et de la théorie de l'élasticité, dont I'applica,

tion à la géométrie du noyau magnétique est trop complexe. Nous avons décidé d'utiliser les méthodes

approchées de résistance des matériaux, bien que les hypothèses d'application de ces dernières soient

fortement contrariées.

Dans le paragraphe III.2, la géométrie du noyau magnétique à axe traversant est décrite puis

modélisée. Les conditions d'application de la méthode approchée de la résista,nce des matériaux sont

détaillées. Un modèle mécanique visant à prendre en compte la répartition des contraintes dans la

dent est développé.

Le paragraphe III.3 présente la modélisation et le calcul des forces appliquees au noyau magnétique

en rotation.

Dans Ie paragraphe III.4, le calcul des efforts intérieurs dans le noyau magnétique est réalisé, avant

de présenter, dans le paragraphe III.5, le calcul des contraintes globales, en absence de concentration

de contraintes.

Ensuite, le paragraphe III.6 aborde la modélisation des facteurs de concentration de contraintes

en deux points critiques, porrr permettre enfin le calcul des contraintes ma:cimales dans Ie noyau en

utilisant le critère de Von Mises.

Dans le paragraphe III.7, le modèle analytique est arnélioré pa,r I'optimisation des lois de concentra,

tion de contraintes données dans la littérature I48,49). L'optimisation est réalisée par une méthode des

moindres carrés. Les résultats numériques de référence sur lesquels est ajusté le modèle sont obtenus

par le logiciel de calcul par éléments finis COSMOS/M.

Enfin, le paragraphe III.8 permet de montrer I'application du modèle analytique au calcul des

contraintes dans une géométrie de rotor destiné à la grande vitesse.
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Flc. III-1 - Quart d,u noyau magnétique d'une MRV 6/2 à are traaersant - paramètres.

III.2 Modélisation physique et mécanique
du noyau magnétique

Nous cherchons à décrire d'une part Ia géométrie du noyau magnétique qui est utilisée pour le

calcul des efforts appliqués, et, d'autre part, de présenter Ia géométrie équivalente du point de vue de

la résistance mécanique (forme RDM équivalente) qui permet le calcul des efforts intérieurs dans le

noyau.

III.2.1 Description de la géométrie

La géométrie usuelle d'un noyau de MRV 6/2 à pôles saillants et a:<e traversant est représentée sur

la figure III-1. La figure ne représente qu'un quart de la section du noyau à 2 pôles, puisque ce dernier

présente deux plans de symétrie.

Ce noyau, de longueur active notée Lo, est composé d'une partie résistante appelée ici anneau, dont

le rôle électromagnétique est de conduire le flux magnétique d'une dent à I'autre, et le rôle mécanique

est de poeitionner les dents par rapport à I'a:re moteur qui traverse le noyau, de transmettre le couple

et de maintenir la cohésion du noyau magnétique sous I'action des forces centrifuges. Le rayon intérieur

de l'anneau est noté fto. Son rayon extérieur en dehors de la zone de saillance (dent) est noté.R1.

L'autre pariie du noyau est composée des dents rotoriques dont le rôle est de créer la variation de

réluctance a.frn de produire Ie couple moteur. Ce couple est essentiellement produit pa,r la variation

de l'épaisseur de l'entrefer (différence entre Ie rayon ma:<imum et le rayon minimum), mais la forme

de I'onde de couple est intimement liée à la forme de la dent. On note .La la la,rgeur de la dent à

I'intersection avec le rayon R1 en I'absence de rayon de raccordement Ro et Rz le rayon extérieur

maximum de la dent.
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(d) (") (f)

Ftc. III-2 - Profil d'une dent (La: 6 mm, Rr:7 mm et Rz: l0 mm) pour ilifférentes ualeurs d,e
I'etposant n dans Ia loi d,e uari,ation du rayon R(0) donnée par l'quation (III-1).

III.2.1-.A Profil de la dent

Le profil de la dent revêt une importance capitale dans la création de I'onde de couple (rrariation du

couple avec I'angle) produit par le moteur. Il est donc nécessaire de pouvoir modéliser un profil de rotor

optimisé du point de vue du couple moteur généré. Cela permet d'obtenir une formulation générique

laissa.nt un maximum de possibilités au concepteur. Nous avons choisi de définir le profil de la dent

par une fonction de l'angle 0 définie entre d1 et r f 2, où 01 prend la valeur 01 : arccos lLa/QR)]. On

choisit pour décrire le profil extérieur une fonction de la forme:

(m-1)

Le rayon varie entre sa valeur minimale E1 en 0r et manimale Rz en nf2. L'évolution du rayon est

quasi-linéaire lorsque n vaut 1 et devient de plus en plus brutale lorsque n augmente. Pour rr: *oo,

on obtient le profiI classique de la dent droite.

Les figures III-2(a) à III-2(f) presentent les allures d'une dent de largeur 6 mm à sa base, de rayon

Rt : 7 mm et Ez : l-0 mm, lorsque n vaut L, 2, 4,8, 16 ou *oo.

III.2.I.B Rayon de raccordement

Le rayon de raccordement Ro a pour objectif de limiter la concentration de contraintæ dans la

zone à Ia ba^se de la dent. Outre la valeur du rayon, iI est défini par I'angle 02, oît il débute, et son

angle d'ouverture (Ob , OA), noté a. La figure III-3 présente les paramètres définissant ce rayon de

R(o):  Rz_ (Rz_ Ær) (#)"

f t  = 2

î = 8 i " -  n=16 \"".. n = æ
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Frc. III-3 - Définition du rayon d,e racærdement à Ia base d,e la dent.

raccordement.

La géométrie sous une apparence simple, engendre en réalité des calculs assez complexes pour

obtenir la valeur de I'angle 0z et, de l'angle a, en fonction des rayons Ro, Rt et du profiI de la dent.

L'angle as formé par la tangente au profil, représentée pa,r la droite (DE), et la tangente au cercle

de rayon fi1 au point 0 : dr est donné par la relation:

tan(oe) : t #*rU
Cette relation conduit à l'expression de I'angle ao, comme suit:

oo: a,rctan (n tan(ar) 
T)

(rrr-2)

(rrr-4)
(m-5)

(rrr-6)

(rrr-3)

Pour simplifier le calcul de o, nous choisissons d'utiliser la tangente au profil ,R(0) et la tangente

au cercle au point d1 à la place des courbes exactes (le rayon de raccordement est supposé faible).

En conséquent les longueurs des segments DE et DA sont égales. Dans cette hypothèse, OD est

la bissectrice de I'angle 6n. On a 6n : frA: d./2. Par conséquent, on peut écrire les relations

suirantes:

D'où la relation suiriante:

DA: DE :.Rr sin(0r - 0z)

DA: DE : R" tan I

.  ( R " ,  a \
h _ 0z: arcsin 

\", 
,* 

, /

Par construction, Ia fengente en A au cercle de raccordement est con-fondue avec la tangente au cercle

de rayon.R1. De même, pour le point E, otr les tangentes au profil et au cercle sont égales. Le triangle
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AOE est donc isocèle et on a:

e,: eo - @r - 0z) (rrr-7)
A partir des équations (III-6) et (III-7), on obtient Ia valeur de I'angle a donnée par la résolution de

I'équation implicite suivante:

(rrr-8)

dont une solution approchée est donnée par l'équation suivante, obtenue pax un développement limité

en a du terme de droite de l'6quation (III-6):

a 3  + p a *  g : 0 (rrr-e)

q - (nr-10)

Le coefficient p est strictement positif et g négatif. Le déterminant A : (q/2)2 + (pB)3 est donc

strictement positif. Il y a une seule racine réelle, solution de l'équation (III-9). Elle est donnée par:

(rfi-11)

Connaissant la valeur de I'angle d'ouverture du raccordement o, on en déduit la valeur de l'atrgle 0z

par l'équation (III-7) :

0 2 : a * 0 t - a o (rrr-12)

A partir de ces pa,ramètres géométriques, les forces appliquées à la tôle et les concentrations de

contraintes pourront être calculées. En revanche, pour le calcul des efforts intérieurs et des contraintes,

iI est nécessaire de modéliser différemment le contour, a,fin de prendre en compte I'influence de la

concentration de contraintes sur la répartition des contraintes. Cette modélisation est appelée ici

<R-DM équivalente>du noyau magnétique, c'est-à.dire le contour de la matière qui contribue à la

résistance de l'ensemble.

III.2.2 Description de la forme RDM équivalente

Il s'agit ici de définir une forme du contour extérieur du noyau, équivalente du point de vue de sa

résistance mécanique. Cette forme peut différer fortement de Ia géométrie réelle du contour du noyau

car I'élargissement de la section au niveau de la dent crée une concentration de contraintes à la base

de celle-ci (zone du point A, fig. (III- ) et un soulagement dans la zone du point C.La matière qui

participe effectivement à la résistance du noyau magnétique doit être décrite pax un rayon inférieur

au rayon réel du profil, pour les angles de la zone du point C (fiS. III-4).

Une poutre sollicitée en traction ou en flexion et présentant deux épaulements symétriques est

représentée sur la figure III-5. D'après Peterson [48], des essais réalisés en coordonnées cartésiennes

o * arcsin (* ,* 
î) 

: 
",
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!
!
t

Frc. III-4 - Modèle mécanique du noyau magnéti'que d'e la MRV et paramètres'

Frc. III-5 - Modèle d,e l'épaulement long équiaalent à deux épaulements rapprochés.

sur de tels modèles de poutres droites épaulées ont montré que si les deux épaulements sont proches,

les champs des contraintes aux abords de chacun des épaulements s'influencent mutuellement. Dans

la zone de grande la,rgeur, les contraintes dans le matériau sont plus faibles à l'extérieur qu'au centre

de la poutre. L'étude par photo-élasticité de cette poutre a conduit Baud [50] à associer à ce double

épaulement dont la hauteur n'est pas sollicitée entièrement, un épaulement de largeur équivalente. La

matière sollicitée a été délimitée par une droite formant un a.ngle de 17o jusqu'à 30o avec la direction des

contraintes en a,mont de l'épaulement. Ce modèle simple donne des résultats satisfaisants pour Ie calcul

des concentrations de contraintes. Ces travaux ont conduit à des définitions de dia,mètres équivalents

classiquement utilisees dans le calcul des concentrations de contraintes dans les épaulements [48, 51].

Cependant, ces modèIes ne sont pas forcément adaptables aux coordonnées cylindriques utilisées ici,

ni aruc poutres à forte courbule, mais ils nous permettent néanmoins de donner un choix plus éclairé

de la fonction décrivant le rayon équivalent.

La figure III-4 présente le contour utilisé pour le calcul des efforts internes. Nous avons choisi de

de 17 'à  30"



80 CHAPTTHE III. CONTRAIN?ES MAXIMALES DANS LES MATÉHIATJX DU NOYAU...

prendre une fonction linéaire en 0 de Ia forme suirrante:

R 
"(0): 

Er * Bt Rt (g - 0z) (rrr-13)

où 81 est une valeur comprise entre tan l7o et tan3Oo. Cette fonction (spirale da,ns le plan cartésien)

est définie enl.re 02 et gs, angle pour lequel elle coincide avec le rayon extérieur Rz. La valeur de 03

est donnée par:

(rrr-14)

La figure III-4 présente le cas où I'angle 03 est infériew à rf 2. La fonction R^(e) est donc définie sur

3 intervalles ([0,02],102,0s] et ,l?s,rr/2). Si d3 est supérieur ànf2,la fonction R"(0) n'est définie que

sur les deux premiers intervalles.

III.2.3 Matériau du noyau

Les ca.ractéristiques coura,mment étudiées lors du choix d'un matériau ferromagnétique, dans le do-

maine de l'électrotechnique, sont la perméabilité (notée pr) et I'induction de saturation (notée B^*).

Ces caractéristiques déterminent en effet les performance d'une MRV, et sont souvent les seules dis-

ponibles dans le catalogue de matériaux ferromagnétiques.

Lorsque des ca,ractéristiques mécaniques sont données, elles sont souvent limitées à la densité et

Ia dureté du matériau [52]. Ces données sont en effet largement sufrsa,ntes pour des applications fixes

ou peu sollicitées.

Mais lorsque les exigences mécaniques de I'application deviennent à leur tour un facteur limitant

dans la conception, les données fournies par les producteurs de tôles ne peuvent suffre. Des essais

doivent être réalisés, et les matériaux classiques se montrent peu performants mécaniquement.

Pour le modèle analytique, le matériau du noyau magnétique est supposé homogène. Sa masse

volumique, son module de Young et son coefficient de Poisson sont respectivement notés p, E et u.

IlI.2.4 Étnd. de la résistance mécanique de tôles magnétiques

Nous avons réalisé des essais de traction sur une nuance d'alliags Fer-Silicium (3% de Silicium) uti-

lisés pour la fabrication de transformateurs de grande puissance, pour connaître la résistance mécanique

o^ da matériau.

Des tôIes d'épaisseur 0,25 mm et de largeur L4 mm sont soumises à un force de traction jusqu'à la

rupture. Les résultats des 8 essais sont regroupés dans le tableau III-1. Les mâchoires de la machine

de traction présentent des micro-griffes destinées à améliorer la prise. Pour vérifier si ces griffes créent

une rupture prématurée de la tôle (par concentration de contraintes), le 8è-" essai a été réalisé sur 2

tôles empilées à la fois. L'essai a bien donné deux fois la valeur o- fournie par les 7 autres essais.

oe:oz-T#
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Essai no I 2 3 4 D 6 7 8
Oa 358 37L 364 368 370 366 369 735',r'

TAe. III-1 - Rési,stance mécanique obtenue pour un alliage Fer-silicium à 3To lors d'essais d,e traction

sur des tôles fenornagnétiques. 
* tmction de 2 tôles simultanément

Si on se réfère aux données sur les alliages Fe-.Si données par [52], nous trouvons une dureté

Rockwell de 84 HRB (essai bille), ce qui correspond d'après [46] à une résistance à Ia rupture de 360

MPa environ. Les résultats des essais sont donc concordants.

L'objectif de ces essais était de connaître la valeur exacte de la résistance méca,nique d'une tôle

en Fer-silicium (des essais précédents avaient chiffré cette résistance à ph:s de 500 MPa pour un al-

liage semblable [ZS]). L'utilisation d'un tel matériau impose que la résistance mécanique soit assurée

pax une troisième matière. Un prototype réalisé au laboratoire présentait à cet effet un enrobage

de fibres Kevlar (ara,mide) imprégnées d'une résine époxyde. Le noyau magnétique d'un rotor de

machine à réluctance variable utilisée à grande vitesse doit être réalisé dans un matériau allia'nt per-

formances électromagnétiques (bonne perméabilité et haute induction de saturation) mais également

une résistance mécanique compatible avec les niveaux de contraintes atteints.

La section suivante présente la modélisation des forces de centrifugation dans la tôle, décomposées

en deux parties: les forces volumiques appliquées à la matière de l'anneau et celles appliquées au

volume de la dent rotorique.

III.3 Modélisation des forces

Dans ce pa^ragraphe, nouÉt allons détailler la manière dont les forces appliquées à la tôle en rotation

sont modélisées. L'anneau est d'abord considéré seul, afin de calculer les contraintes pa,r les méthodes

de mécanique des milieu:r contimrs. Ensuite les forces appliquées par la dent sur ce même anneau sont

calculées en fonction de la géométrie de la dent. Enfin l'état de contrainte en un point du rotor poura

être obtenu en superposant les efiets de la centrifugation de l'anneau seul, avec les effets des forces

appliquées par Ia dent sur I'anneau.

III.3.1 Centrifugation de ltanneau seul

Le comportement du matériau est supposé éIastique linéaire. Nous supposofft que le principe de

superposition des contraintes s'applique.

Les contraintes observées aux abords des points A et B sont supposées équivalentes à la somme des

contraintes de centrifugation de I'anneau en absence de la dent et des contraintes créées par les forces

appliquées par la dent sur I'anneau. Les contraintes de centrifugation seront par la suite pondérées

par le coefficient de concentration de contraintes pour prendre en compte la présence de la dent.

L'anneau est déûni pa,r ses deur rayons intérieur et extérier:r, respectivement notés Ro et Rr.
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Ftc. III-6 - Force appliquée à un élément de aolume de la d,ent, et force appliquée par l'élément
angulaire d0 sur I'annenu.

L'anneau est soumis à une distribution volumique des forces centrifuges calculées par rapport à I'axe

de rotation du rotor.

Les contraintes de centrifugation sont obtenues par les méthodes de la mécanique des milieux

continus facilement applicables aux corps axisymétriques comme l'anneau étudié [53]. Les champs de

contraintes seront directement calculés par les formules classiques de mécanique des milieux continus

[54].

III.3.2 Force appliquée par la dent sur I'anneau

Nous allons maintenant voir les actions qui se superposent dues à la centrifugation de la dent. Un

élément de volume Lo.d,r.rde de b dent du noyau en rotation est soumis à une force de centrifugation

dF (voir frg. III-6) donnée pat dF - p.r.{l2.Lo.dr.rd0. L'intégration de ces forces entre le rayon entre

fu et R(0) donne la force radiale tr(O) appliquée par le secteur angulaire d0 sur l'anneau:

? désigne l'effort tranchant au serr de la résistance des matériaux. Par une nouvelle intégration la

résultante globale Fr suivant l'axe des dents est l'intégrale des projections diT sin? de chaque force

élémentaire entre 01 et r - 01, alors donnée par l'expression:

dr@) :*on' L"(R\@) - R|) do

r-ot

n : !oo2 L" 
I (nPtpl - nl) sinr d,o
0r

(m-15)

(rrr-16)

Le calcul analytique de la force Fr est réalisé en opérant le changement de variable X : cos(0)/ cos d1.

Le résultat est donné pa.r:

(rrr-17)

A cette force, on peut ajouter la valeur approchée de la force de centrifugation de la matière des rayons

de raccordement. L'angle d'ouverture des rayons étant a, on suppose le centre de gravité proche du
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ralon.B1, et situé à l'angle d1. Poru les deux rayons de raccordement, la force F2 est donnée par:
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(rrr-18)

La force totale due à la dent et aux raccordements notée F est donc la somrne de ces deux actions en

projection sur I'axe des dents F: Ft-12F2 sindr.

Pour le calcul des efforts internes, cette force sera répartie uniformément sur l'arc de rayon ,R1

compris entre d1 et, n - 01 cornme représenté sur la figure III-4. La valeur de la charge répartie

équivalente e*oy (en N/rad) est donnée par la relation :

Smoy sin? d'0 : F (rrr-1e)

La valeur de q^ou est donc donnée par:

Q*oy: 2cos01
(rrr-20)

Une fois les efforts extérieurs calculés, il faut d'appliquer le principe fondamental de la statique à la

tôle afin de connaître la répartition des efforts internes dans I'anneau. Ce point est détaillée dans Ie

paragraphe suivant.

III.4 Répartition des efforts internes dans l'anneau

Nous recherchons maintenant la distribution des efforts de traction N(0) et de cisaillement ?(9)

ainsi que du moment de flexion M(A) dans I'a.nnea,u, en utilisant Ia forme équivalente définie précédemment.

Le modèle de résistance des matériaux utilisé pour le calcul des efforts internes est représenté sur la

figure III-7. Les efforts intérieurs dans une section repérée par I'angle 0 sont décrits. La demi-tôIe est

représentée a,fin de montrer les efforts aruc appuis en 0 :0 et 0 : n.

III.4.L Efforts aux appuis

Les efforts en 0 :0 et 0 : zr sont calculés en isolant la demi-tôle supérieure. En utilisant à la

fois la symétrie et le théorème de réciprocité des actions, on montre que la résultante des efforts de

la demi-tôle inférieure sur la demi-tôle supérieure est nécessairement verticale (perpendiculaire à la

section 0:0). Les efforts aux appuis sont eux aussi symétriques par rapport au plan de symétrie du

chargement du système. Les deux efforts aux appuis sont donc égaux èL -F/2. Le moment en 0 : 0

appliqué par la demi-tôle inférieure sur Ia demi-tôle étudiée est noté Ms. L'équation des moments donne

le moment -Ms e\ zr appliqué par la demi-tôle inférieure sur la demi-tôle étudiée. Cette inconnue qui

subsiste après exploitation des équations de la statique est appelée inconnue hyperstatique.

Nous allons maintenant déterminer les contraintes mardmales aux points critiques.

Fz : Rr pa2 u nf; (r*i - 
i)

r-0t

I
01



84 CHAPITHE III. CONTRAIN?ES MAXIMALES DANS LES MATÉHIAUX DU NOYAU...

Ftc. III-7 - Efforts aun appuis en 0 :0 et 0 :1r - efforts intérieurs d,ans la section à l'angle 0.

III.4.2 Localisation des contraintes maximales

Dans la mesure où seule la contrainte ma:cimale nous intéresse ici, seules deux zones critiques sont

considérées. Ces zones sont représentées par les points A et B sur la figure III-4. Ces zones ont été

clairement mises en évidence par différentes simulations pax la méthode des éléments ûnis lL7l. La

figure III-13 (section III.7.3.D) permet de constater de visu l'emplacement des zones A et B, où les

contraintes de Von Mises sont maximales. Les couleurs associées aux fortes contraintes sont dans des

nuances de rougeoralrge, pax opposition aux zones moins chargées qui sont da.ns des tons de bleu

clair à indigo. Le point A est en effet soumis à des contraintes centrifuges et aux effets des forces

élémentaires df' (flexion, traction et cisaillement). Ces contraintes sont concentrées par la présence de

la dent. Ce coefficient de concentration de contraintes est une fonction des rayons Æ0, Er et 82, du

rayon de raccordement -Ro et de I'angle d'ouverture a du rayon de raccordement.

Le point A est repéré pax un angle 04, qui correspond à la zone du raccordement et dont la valeur

est proche de 02.

Nous avons constaté lors des simulations par éléments finis réalisées sur un grand nombre de

combinaisons de paramètres, que Ie point A, où la concentration de contraintes est ma:cimale, est situé

peu après le début du rayon de raccordement et surtout que sa position était peu influencée par les

dimensions de l'épaulement et du raccordement (voir figure III-13).

Quant au point B, iI est soumis à des fortes contraintes de centrifugation auxquels s'ajoutent les

effets des forces élémentaires d.F" (contraintes de flexion et de traction). Le point B est situé sur le

bord intérieur de I'anneau, au rayon .R6, quelque soit les dimensions de la dent (voir figure III-13).

III.4.3 Effortsintérieurs

Pour toutes les valeurs de 0 comprises entre 0 et 02r l'étude des efforts intérieurs et I'application du

principe fonda^rnental de la statique à la pa,rtie isolée entre les angles 0 et 0 (voir figure III-7) conduit
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aux résultats suivants :
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où ftr,r est la position de Ia ligne neutre de la partie de I'anneau comprise entre 0 et 0y La valeur du

moment Ms est une inconnue hyperstatique. Elle sera déterminée pa,r I'intégration des déformations

angulaires sur le quart de I'anneau, puis en posant le résultat comme étant nul, pour des raisons de

symétrie.

Pour la zone comprise entre 01 et ïs,l'application du principe fondamentale de la statique donne

les relations sui'vantes :

N(0): f,"*e
r(0): f,sine

M{0) -  -Mo* 
ry(1- cosd)

t r i-  
, cors î  +N(A)  +  

J  
o^ws in(u-  0 )d ,u :0

0r

F "- 
isin? +T(0) + 

J 
t*wcos(u - 0)d'u : 0

01

e
Mz(e) * Mo - 

I rl"'1t - R^z@)cosg) * 
| 

o^* n*z@)sin(d - u)d,u : 0
0r

Ce qui conduit aux expressions des effort intérienrs pour la zone 011 0 l-fu:

N(q :+cosd - q,^"v G- cos(0 - et))

f (0):Tsin0 - q'"ousirr(O - r,L)

Mz(o) - - Mo + f, e^, - R^z@)cos 0) - q*"u n z@)(1 - cos(O - dr))

La rraleur de q^ov est donnée par l'équation (III-20).

F 1-  icosg+N(A) t  I  q**sin(u- 0)du :  0
z J

01

0
F 1- isinO +f@) I I  q*qcos(u- 0)d,u : 0
z J

(rrr-21)

(rrr-22)

(rrr-23)

(rrr-24)

(rrr-25)

(rrr-26)

(rrr-27)

(rrr-28)

(rrr-2e)

(rrr-30)

(rrr-31)

(rrr-32)

Pour Ia zone comprise entre 0s el rf2, des calculs similaires conduisent aux relations suivantes:

0

F "
Ms@) * Mo- 

i@"t- 
R"scos0) + 

J 
q,,*R"gsin(0 -u)d,u : 0

01
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FIc. III-8 - Défgnnations dues à un moment M d,ans Ia section d'angle 0.

Ce qui conduit aux expressions des effort intérierus pour la zone 0s < 0 1r/22

N(0) :lcos 0 - Q^oy (l- cos(g - Ar))

T@) :lsin g - a^* sin(0 - 0r1

Ms(O) - - Mo + f, <n, - R^scos0) - Q*,y R 6(1- cos(g - 0r))

(rrr-33)

(rrr-34)

(rrr-35)

A partir des expressions des efforts intérieurs appliqués à une section, on peut calculer les contraintes

dans la section en utilisant les formules de résistance des matériaux. Mais aupa,ravant il faut calculer

I'inconnue hyperstatique Ms.

lII.4.4 Calcul du moment de flexion Ms

Pour le calcul de l'inconnue hyperstatique, il est nécessaire de connaître la relation entre le moment

de flexion appliqué à une section et la déformation résultante.

ILI.4.4.A Calcul des déformations angulaires due à un moment de flexion

Dans le cas d'une poutre à faible courbure de section

variation da de la déformation angulaire d'un élément de

fléchissant M estr donnée par:
da _ M(x)
dr EI

rectangulaire (hauteur lz, largeur b), la

longueur dr sous I'action d'un moment

(rrr-36)

avec -f : bh2ltz et E le module d'Young du matériau.

Dans le cas des poutres à forte courbure, cette relation ne s'applique plus. Le calcul des contraintes

dues au moment de flexion nécessite une analyse du problème de la poutre à forte courbure. Une poutre

à forte courbure est une poutre dont le rayon d'enroulement (ici ftrr) est inférieur à 4 fois la dimension

radiale de la section (ici R1 - Ëo)

Dans Ie raisonnement classique, la section est supposée rester plane après déformation. Soit un

tronçon de la poutre d'angle d0. Après application d'un moment de flexion, la section S(0 + d0) subit

une déformation angulure da par rapport à la section S(0).
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On considère un point de la section située à un rayon Rn + X, où X est la position du point sur

le rayon par rapport à la ligne neutre. La ligne neutre (ne subissant aucune allongement en flexion)

est située en .Rrr.

L'allongement de I'arc infinitésimal (R" t X) d0 est supposé proportionnel à la distance à la ligne

neutre. La déformation circonférentielle est alors donnée par:

X d a (rrr-37)
R*+ X d0

En utilisant la loi de Hooke unia><iale, on obtient la contrainte normale de flexion (indice f)à la section:
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(rrr-38)

La répartition des contraintes suivant le rayon est donc hyperbolique, et non plus droite comme pour

les poutres à faibles courbures.

La position de la ligne neutre est donné par la somme des forces élémentaires oy dS, qui doit être

nulle pour une charge en flexion. Pour une section lssfangulaire, de rayon intérieur Rs et extérieur

.R(0), le calcul d'intégration donne:

X d a
oî :n  

R"+Xdf r

R n@) + Rn R',"(0) - Rne(0):-:T--ffi
S(A):  L"@^(0) -no)

[II.4.4.B Calcul du moment hyperstatique M6

(rrr-3e)

La relation entre le moment appliqué M etla déformation angulaire da est donnée par l'égalité entre

la somme des moments éIémentaires dt X d^9 sur la section .9 et le moment appliqué. Si la distance

entre la ligne neutre et le centre géométrique de la section est notée e:

e :
Rr*Ro _ Ær -Ro

(rrr-40)
2 lnBr - lnfto

Da''s le cas d'une poutre à forte courbure, la relation entre la déformation angulaire da/d'î et le

moment de flexion M(0) esI alors [43, 29]:

L da : M(0)

R" (0)d0  EeS(0)
(rrr-41)

Dans le ca.s du noyau magnétique, si le rayon intérieur est .R9, le rayon extérieur R""(0) et la largeur

du noyau magnétique -Lo, les résultats suivants sont obtenus:

R^(0):
R 

"(o) 
- Ro (rrr-42)

(rrr-43)

(rrr-44)

h@,"(e)/na)

L'éqlation permettant le calcul de Mo est I'exploitation de la condition au limite de symétrie pour

0 : nl2. En ce point, la section doit rester dans le plan de symétrie donc a(nf2) :0. En intégrant
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les déformations angulaires entre 0 :0 et 0 : rf2, nous obtenons I'expression de a(n/2). La valeur

recherchée du moment Ms annulera le résultat.

L'équation (III-41) s'écrit sous la forme:

En exploitant les conditions de symétrie aux limites (déformations angula,fues

0 : r /2 et en simplifiant par L/(E.b), on obtient la relation:

(rrr-46)

nulles en 0 :0 et

- 0 (rrr-47)

Cette intégrale doit être décomposée en trois termes selon que I'angle 0 est compris entre 0 et d2, entre

0z et 0s ou encore entre d3 et r/2.

Pour d compris entre 0 et 02, on a I'intégrale suivante :

t da M(0)
R*@) do, (ry _ rffiffi) u rn"pt_ no)

Le calcul de la déformation angulaire de la section en 0 : r /2 æt donné par:

0z

lffiu'o'
0

^n R602 ,  FR'"t@2-si ,n02)-tvroZlgl'- 
2 ersr

, Rn102
lM l :  - ' - -T

ê t  ù t

, R7, (02 - sin02)
v t u t ! - - - - - -

€t  ù t

(rrr-45)

(rrr-50)

(ilr-51)

(rrr-52)

(rrr-48)

er et ,Sr sont respectivement la différence entre la position du centre géométrique de la section (rayon

moyen) et la position de la ligne neutre Ra. St est la surface de la section de l'anneau entre 0 et 02.

Compte tenu de I'expression de My(0) (équation (III-23)), cette intégrale s'écrit sous la forme:

(rrr-4e)

Ce qui donne tous calculs fait:

0z oz-MolHo'.ilW*
0 0

Pour simplifier I'expression finale de Me, on pose alors l'équation précédente sous la forme -Mo Iut*

I J*t, où, Ip6 et, Jyl sont données pax :
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Pour 0 compris entre 0z et 03, le rayon mécanique n'est plus constant mais dépendant de I'angle suivant

le modèle (équation (III-13)):

R 
" (0) :  

Rr  *  &h@ -  0z)

d'où I'expression de I'intégrale des déformations sur la zone 02 I 0 I 0s:
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)- 
(m-u,)

f f i l  t " '*Br*t(o-oz)-Ra1

Cette intégrale n'est malheureusement pa.s calculable sous forme analytique. L'utilisation d'un

développement de Th,ylor à I'ordre 1 ne vérifie pa.s la continuité de la fonction 8r, en 03 (surestimation

de fi" en d3). Les ordres supérieurs créent des va,riations de E' qui sous-estiment la valeur exacte.

Pour obtenir un résultat explicite, on choisit de remplacer I'expression du rayon de la ligne neutre

Rnz par une loi linéaire donnant les mêmes résultats aux deux extrémités, respectivement ftr'1 et fi",e

en 02 et 03. L'expression de R*z(0) s'écrit alors :

R*z(o)- Ra.Ty(o-oz)

oir ftr,r et R,e sont respectivement données p* ffi et u#*m. En posant:

R"s- n"t
b2:  

h  42

Les expressions de la distance e2 et de la section 52 s'écrivent comme suit:

" : (ry- n"') . (+ - B,) @ - oz)
Sz: Lo (ftr - Ro) + LaBrRr (o - P,z)

-Mo Iuz + f, na, - e,nq K7a2

Compte tenu de l'oiçression de M2(0) (équation (III-29)), l'intégrale (III-53) s'écrit sous la forme:

0g 0s 0t- f  
n * " , ^ .F - f  ^  R , ; - -Ra2cos? , ^  

- i - r L - cos (0 -02 )
-*o 

l f f iot* i  J^^r-f fd,?-QrnosJ 4z-5;ae GII-58)
0z 0z 0z

Afin d'obtenir réellement une expression analytique, nous avons remplacé les termes en cos(0) par des

développements limités à l'ordre 6, a.ffn d'obtenir des expressions du r&ultats complètement analy-

tiques. On pose cette équation souÉt la forme:

(rrr-54)

(ur-55)

(rrr-56)

(rrr-57)

(rrr-5e)
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oir les expressions de Iy2, Juz et Ky2 sont données par:

0g

rMz:  [p '0 ,
J ezsz
0z

, F 
tf 

^ R*t - Ra2coso ,^rM2:i 
J 

tt z-3;, aa
0z

0s

Kuz-l^'*W*
0z

Pour le dernier segment de l'anneau entre 03 et r f 2, on a I'expression de l'intégrale suivante :

rr/2 r/2
"/2

(rrr-60)

(rrr-61)

(rrr-62)

(rrr-65)

(rrr-66)

(rrr-67)

(rrr-68)

(rrr-70)

-Mo 
I 4*. i I n'3zffd,o - Q*ou I *Z,L#@ot (rl-6a)
0s 0e 0s,

qui conduit à:

-M,HG-ù*Tnpl(É j-l;-pgtr-'*

- Q^ou 4r(i 
- 0s) + sin(02- eù - cose, 

(uI-64)
ee Ss

On pose alors l'équation précédente sous la forme:

-Mo IMs + f, W, - Smoy K74s

,,":#G_^)
tu,:To,W
,rr:^?"W

La somme des termes des équations (III-50), (III-58) et (III-64) doit donc être nulle pour respecter les

conditions de symétrie aux limites (déformations angulaires nulles en 0 et n f 2 soit a(01 : a(n /2) : g).

Pa,r une simple factorisation de Ms et Ff2, en remplaçant Smoy pax sa valeur donnée par l'équation

(III-20), la somme des termes des équations (III-50), (UI-58) et (III-64) s'écrit sous la forme:

-Mo (Iprt* Iuz+ Ius) * f, (r*r* Juzr Jue- 
#(Kuzi 

x*r)) :o (III-69)

L'expression du moment hyperstatique pour I'anneau étudié est finalement la suivante:

nn,  _ F Jut*  Juz*  Jus-  tA@uz+ KMe)
t u t o - '  

I M L + I M r + I M g

Il est à présent possible de calculer les efforts intérieurs dans les sections contenant les points critiques

Aet B, d'en déduire la valeur des contraintes en ces points, puis d'y appliquer des facteurs de concen-

tration de contraintes pour obtenir enfin une estimation de la contrainte ma:rimale dans la tôle en

rotation.
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III.4.5 Efforts intérieurs dans les sections des points A et B

Dans les sections contenant les points critiques A et B,les efforts internes sont donnés par les

équations suivantes:

- Section du point A:
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N A :

Tn-

Mt -

[ "o" 
eo - 

# 
(r - cos(oa - oz))

f,sinee- #sin(La- 
02)

- Mo * T rr',rt - R*ecos0a) - 
ffi 

(L - cos(oa - 0z))

oo4:pdt2 R?+ ( t . -#r)

o"6:pdt2R?,+ (=*#)

(rrr-71)

(rrr-72)

(rrr-73)

(rrr-77)

(rrr-78)

Oùr 0a est compris entre 02 et 0s. Rat désigne la valeur du rayon de la ligne neutre en,4.

- Section du point .B:

(rrr-74)

(rrr-75)

(rrr-76)

À partir de ces expressions, les contraintes internes en chacun des points A et B seront calculées dans

le paragraphe suivant.

ilI.5 Calcul des contraintes globales

Il s'agit ici de calculer les contraintes au point A et B suivant les méthodes classiques de résistance

des matériaux. Ces valeurs seront pondérées par la suite par des coefficients de concentration de

contraintes qui sont spécifiques de la géométrie utilisée.

ilI.5.1 Contraintes de centrifugation de I'anneau seul

Les contraintes de centrifugation dans un anneau de rayons intérieur et extérieur respectivement

,Rs et .R1 et tournant à une vitesse O sont données pour les points A et B par les formules suivantes

[53]:

trwa:1
Ta :0

Mn- - -Mo

Où I'indice c est mis pour centrifugation. u et p sont respectivement le coefficient de Poisson et la

masse volumique du matériau. Le terme O R1 représente la vitesse linéaire à la périphérie de I'anneau.
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III.5.2 Contraintes dues à ltaction de la dent sur ltanneau

À ces contraintes, les efiets de la présence de Ia dent se superposent. Les contraintes dues à la force

de traction N appliquée sur la section s'écrivent:

Nn
otn : i l :

lVsotn:E:  zuqnr-po1
D'une manière similaire, les contraintes dues aux efiorts trancharrts ?, notées r, s'écrivent:

Fsin0a
T ^  : -' ^  

2b (h  -  Âo )
rB:0

(rrr-84)

(rrr-85)

B sont

(rrr-7e)

(rrr-80)

(rrr-81)

(rrr-82)

La contrainte due au moment de flexion M(0) dans la section d'angle d à un point situé à un rayon r

par rapport à l'axe de rotation est donnée par [29]:

o1(0, r ) :
-M(0) r - R" (rrr-83)

eb( fu -Eo)  r
Pour un moment M(0) positif, les contraintes dues à la flexion sont des contraintes de traction (of > 0)

à I'intérieur de I'anneau (r < R.).Inversement, à I'extérieur de l'anneau (r > E") on a des contraintes

de compression (a1 < 0).

Les contraintes dues à la flexion au point A (situé au rayon .R1) sont donc données par l'expression:

Ma P'a-R"otA:-;r-(&_no' 
&

Pour ces mêmes contraintes de flexion au point B, on a:

MB Ra-n"
otB: -æ1 

_ nJ ao

Notons que Ro est inférieur à .Brr, le moment Ma étant positif, les contraintes de flexion en

positives (traction) et du signe opposé au moment M4.

À partir de ces valeurs théoriques, les contraintes équivalentes peuvent être calculées après appli-

cation des divers coefficients de concentration de contraintes qui sont explicités dans le paragraphe

suivant.

III.6 Concentration de contraintes aux points A et B

L'objectif de cette section est de trouver une expression analytique des coefficients de concentration

de contraintes à partir de données expérimentales fournies le plus souvent sous forme d'abaques [48].

Il faut trouver ici quels résultats, cla^ssiquement présentés dans la littérature, s'appliquent le mieux à

Ia configuration du noyau magnétique.

Le point A est le plus délicat des deux points critiques. En effet, Ia modélisation sous la forme

d'une poutre à forte courbure (coordonnées cylindriques) et la forme de la dent rendent complexe

I'adaptation des paramètres utilisés pour créer les abaques.

F cos?a
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(.) (b)

Frc. III-9 - Modèle de l'anne,au de Tirnoshenko [56] utilisé pour le calcul d,e la concentrati,on de
contraintes au point B

III.6.1 Facteur de concentration de contraintes au point B

La configuration du noyau magnétique au point B est supposée analogue à celle d'un anneau de

rayon intérieur .Ra et de rayon extérieur Â1, chargé par deux forces opposées. La figure III-9 présente les

modèles étudiés par Timoshenko [55, 56] pour le calcul du coefficient de concentration de contraintes,

dont les résultats expérimentaux sont présentés sous forme d'abaques par Peterson [a8] .

Le paramètre influençant la contrainte ma:cimale est le rapport RslR1. Conformément aux résultats

de Timoshenko, les figures montrent que si la force est orientée vers l'extérieur (figure III-9(a)) ou snr

vers I'intérieur (figure III-9(b)), le point de contrainte maximale n'est pas situé au même endroit.

Le modèle utilisé est celui de la figure III-9(a). Leckie dans [51] a proposé une loi approchée

exponentielle à partir des résultats de Timoshenko:

KtB :0.98375 + 1.9985 exp-3'4rozfi1 (rrr-86)

Cette fonction donne des résultats proches de la courbe expérimentale [48] (erreur ma:cimale d'environ

0,6%). ElIe donne également un résultat proche de la valeur théorique de 3 pour une entaille circulaire

(Neuber [5fl), quand le rayon intérieur -Bo est très petit devant .R1.

Nous préférons cependant approcher les résultats de I'abaque pax une fonction cubique, qui s'ajuste

mieux aux résultats obtenus par le calcul mrmérique. Le facteur de concentration de contraintes est

obtenu par I'optimisation au seru des moindres carrés des coefÊcients d'un polynôme d'ordre 3, tel

que:

93

(rrr-87)

Les valeurs des coefficients Co à Ca avant le processus d'optimisation sont données par I'ajustement de

la fonction polynômiale sur les résultats expérimentaux présentés dans [48]. Les coefrcients de départ

KtB : co * ct# * r.(#)' . 
" 

(#)'
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MC ]ur

(") (b)

Ftc. III-10 - Tôle bi-épaulée soumis à de la fierion (a) ou de Ia tmction (b)

donnent la fonction suivante:

(rrr-88)

Dans la section III.7.A,les coefficients Co à C" seront optimisés pour ajuster au mieux les valeurs

du modèle à celles fournies par le calcul numérique. Conformément au modèle de Timoshenko, ce

facteur de concentration de contraintes est appliqué aux contraintes de traction (o6) et de flexion

(o/s) engendrées par la centrifugation de la dent seule.

Si la modéIisation de la concentration de contraintes au point B est aisée, car déjà réalisée en partie

dans la littérature, nous allons voir dans la pa,rtie suivante que la modélisation de l'état de contraintes

au point ,4 est plus difficile.

III.6.2 Facteur de concentration de contraintes au point A

Au point A, la configuration géométrique du noyau magnétique est plus complexe. Elle se rapproche

de celle d'un épaulement de hauteur Rz - Rt dans une plaque plane de Iargeur initiale l?r - .Ro et

présentant un rayon de raccordement fto. Dans la littérature, les résultats proposés concernent un

mode de chargement quelconque, traction et flexion combinées. Dans les exemples présentés dans [54]

ou [49], la charge est appliquée en coordonnées cartésiennes sur une poutre droite. Dans notre cas,

avec une forte courbure et des coordonnées cylindriques, de grandes précautions doivent être prises si

ces formules sont appliquées.

De plus, les structures habituellement étudiées sont symétriques (deux épaulements de part et

d'autre). Cette symétrie de la pièce est récurrente dans les abaques de Peterson [a8] ou dans les

livres de mécanique [36]. Ces formes couramment étudiées sont représentées sur les figures III-10 (a)

et (b). Comme on peut le constater, la dent est loin d'être assimilable aux exemples donnés habi-

tuellement dans la littérature. Dans le cadre de l'étude numérique a,fin d'obtenir une géométrie opti-

male d'épaulement pour des éprouvettes plates de traction, Garrell et al.lï8l présente des géométries

d'épaulement, qui ressemblent à la géométrie éventuelle d'un front de dent, mais la pièce est encore

symétrique et les combinaisons de para.mètres utilisées dans leurs essais sont trop peu nombreuses

pour pouvoir en extraire une loi générale.

KtB : 2,sT - w2P;+ 8,18 (#)' - 4,03 (#)'
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Frc. III-1L - Géométrie étuiliée par Brennan ft91 et pammètres

Les travaux de \Maldman et al.l59] sur les formes optimales d'épaulements dans les plaques planes

nous conduisent au même constat d'echec en terme d'application à notre problème.

De nombreux auteurs, comme Noda et Takase [60] ont établis des formules analytiques pour des

épaulements dans des plaques planes semi-infinies ou des barres de section circulaire.

L'étude numérique du rayon optimal de raccordement dans une bride faite par Ttarxuan [61]

présente bien une géométrie dissymétrique, mais Ia distribution des efforts est trop différente pour

espérer appliquer ou adapter Ie modèle analytique proposé dans ce travail.

Finalement, le modèle le plus proche du point de vue de la géométrie de la dent existe dans une

étude réalisée par Brennan et al.l49l. Ce travail porte sur les concentrations de contraintes dans un

raccord soudé entre deux plaque planes en T. La structure de Brennan présente, d'une part, I'avantage

de ne pa.s être symétrique, et d'autre part la géométrie présente le cordon de soudure comme une surface

orientée d'un angle a et raccordé par un rayon -R". La géométrie de Brennan est présentée sur la figure

I[-11. L'épaisseur f dn.ns Ie cas du noyau magnétique du rotor est donnée par Rr - Fo. On suppose

que la géométrie en abscisses curvilignes (forte courbure) du noyau magnétique présente les mêmes

facteurs de concentration de contraintes que ceux d'une dent de même longueur déployée. Ainsi on

pose:

(rrr-8e)

valeur des

(rrr-e0)

(rrr-e1)

Ces formules sont données par Brennan pour approcher la solution exacte. Selon les histogrammes des

erreurs, elles donnent pour les géométries traitées des erreurs entre -10% et 15% ou entre -t5% et

+20% respectivement por:r l'étude de la traction ou de la flexion. Un modèIe a,ffiné est aussi proposé

par I'auteur afin d'améliorer la précision, mais les formules sont délicates à utiliser et la réutilisation

des valeurs lues dans la publication ne donne pas de résultats cohérents en ce qui concerne la flexion.

95

M

{

M

]t

L:2 fu ( t r12-0 )

L'angle a correspond à celui calculé par la formule III-7. Brennan et al.l49l donne la

coefficients de concentration de contraintes:

Kîa: L,o2T + 0,271ao,216 (+)-n' (#)'' '*

KtA :1,010 + 0,344o0,336 f*)-0'468 
7;10'233

'd f f iLr  
\7/  \7/
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On remarque. da,ns les enpressions de Brennan. que la hauteur de l'épanlement (et donc le rayon

-R2) n'est pa.s prise en compte dans Ie modèle. En effet, la tôle soudée est supposée infiniment haute.

Les résultats de nombreux auteurs montrent que la hauteur de l'épaulement a cependant une im-

portance dans le calcul du facteur de concentration de contraintes, et tons les abaquæ de Peterson

[48], concernant les épaulements, font intervenir ce paramètre. On choisit alors une dépendance des

coefficients avec le paramètre adimensionnel (.82 - Rù/R", qui est utilisé par ailleurs dans les abaques

avec d'autres notations [59, 60]. Les lois de Brennan et al.l49l prennent alors les expressions modifiées

suivantes:

Kle:c.*crd" (#)" (uâ)"' (F"r:)"'

KtA:c1,*c1""- (#à* (uâ)"" (%:)"'

(rrr-e2)

(rrr-e3)

(rrr-e5)

Les coefficients C" à Co seront optimisés dans Ie paragraphe lII'7.4 a^ûn d'épouser au mieux les résultats

numériques donnés par la méthode des éléments finis.

Le facteur de concentration Kye est ensuite appliqué à la contrainte globale oyn. K6 vient

pondérer o14 mais également oa4, puisque la géométrie au point A est modifiée par la présence de Ia

dent.

La section suivante concerne le calcul des contraintes équivalentes aux points A et B à partir du

critère de limite élastique de Von Mises.

III.6.3 Contraintes équivalentes de Von Mises en A et B

On choisit d'appliquer le critère de Von Mises. En effet, ce critère s'applique dans le cadre d'utilisa-

tions devant rester dans un domaine éla.stique de fonctionnement. C'est notre cas puisque I'on cherche

une géométrie fiabilisée pour des pièces fabriquées.

L'expression simplifiée du critère, dans le cas de contraintes planes, est donnée par [29, 45]:

o v M : (rrr-e4)

oir o est la contrainte de traction-compression créée par la force normale lf (d) et le moment fléchissant

M(0) et r est la contrainte de cisaillement due à I'effort tranchant T(0). o"6^ est la contrainte admis-

sible en traction. Au point A, on peut écrire:

O 4 M A :

Au point B, puisque 16 est nulle, on peut écrire:

rVMB : ocB * KtB o6 * oye (rrr-e6)

Ces expressions des contraintes ma:<imales permettent de connaître I'influence sur la tenue mécanique

des variations des para,mètres géométriques (.Rs, Rt, Rz, eo et R") et des para,mètres matériaux (E,

u) .

o 2 + 3 r 2  l o a ù m
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Dans la section suivante, nous allons appliquer le modèle à une tôle de profil n : ao et compa,rer

les résultats obtenus avec ceux fournis par la méthode des éléments finis.

III.7 Validation du modèle analytique de calcul des contraintes maxi-
males

Ce paragraphe est consacré à la vériûcation des résultats donnés par Ie modèle analytique présenté

précédemment en comparant ceux-ci avec les valeurs numériques fournies par le logiciel de calcul par

éléments frnis C OSMOS /M.

III.7.L Géométries testées

On se propose de vérifier la qualité des résultats en utilisant I'exemple d'une tôIe magnétique

présentant le profil n,: oo (voir frgure III-2).

On réalise alors une série de 100 calculs pa,r la méthode des éléments finis à I'aide du logiciel

CosMos/designstar pour des géométrie variées de tôles, de profil rz: oo. Les largeurs de la dent

-L4 sont de 5, 8, 10 ou L2 mm. Les rayons Âo et Æ2 sont fixés respectivement à 4,25 mm et 10,2

mm, Ie ïayon intermédiaire El prend successivement les vaJeurs 6, 7, 8 ou 9 mm. Quant au rayon de

raccordement, il est successivement de 0,5; 0,75; 1; 1,5; 2 ou 3 mm.

Pour la largeur de dent La: L2 mm, le rayon E1 minimum est pris de 6,5 mm au lieu de la valeur

de 6 mm qui donnerait 01 :180o, ce qui fonctionnellement n'a plus de signification et donne, de plus,

des résultats erronés.

ll[.7.2 Matériau potentiellement utilisable

Le noyau magnétique est fabriqué par un empilement de tôles maguétiques fines isolées entre elles,

fabrication couramment appelée feuilletage. Nous avons choisi de tester un alliage de fer amorphe

(appelé également verre métallique) de type B, de masse volumique 7180 kg/ms et de module d'Young

100 000 - 110 000 MPa environ. Le coefficient de Poisson est de 0,31. C'est un matériau dur (dureté

Vickers de 940 HV) et fragile lorsqu'il est utilisé tel que solidifié (<as cast o) [62].

Sa limite éIastique est supérieure à 700 MPa Selon le traitement magnétique réalisé après fonderie,

brut (<as cast <) ou recuit (<annealed <), cette propriété peut varier entre 1.000 et 2000 MPa selon les

données du fournisseur [63]. Ce traitement thermique après fabrication vise essentiellement à améliorer

les ca.ractéristiques magnétiques (perméabilité) du matériau, en favorisant, ou non, un axe du plan de

la tôle. Par securité, Ia limite admissible en absence d'essai de traction ne porura excéder 700 MPa.

III.7.3 Obtention des résultats de référence

Les résultats de références sont obtenus avec le logiciel de calcul par éléments finis COSMOS/

desùgnstar en utilisant I'interface de CAO Autoilesk Inuentor 5.3. Pour des raisons de symétrie, seul
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Frc. III-12 - Exemple d,e maillage réal;isé sur une tôIe ile MRV 6/2 de profi,I n: oo (Ro:4,25 mrn,
Rt : 7 mm, R2: L0,2 mrn, L4 :8 mm et Ro: L,5 mm)

un quart du noyau magnétique est modélisé. L'épaisseur de la tôle modélisée est de 0,2 mm.

III.7.3.A Maillage de la pièce

Le maillage réalisé est fait d'éléments tétrahédriques et la taille globale du maillags est de 0,2 mm.

Un contrôle du maillage est imposé sur le rayon intérieur Ro et intermédiaire ft1, la taille des mailles

est fixée poru ces zones à 0,1 mm. Sur le rayon de raccordement, la taille des mailles choisie permet

d'avoir au minimum L0 noeuds sur l'arc de cercle afin d'obtenir une bonne précision.

La transition entre la taille globale et la taille imposée sur les contours s'effectue progressivement

sur 10 couches d'éléments dans le rayon de raccordement a^ûn d'obtenir une bonne précision. La figure

III-12 présente I'allure du maillage réalisé sur une des géométries testées. On remarque nettement sur

la figure, le maillage plus fin choisi au niveau du raccordement afin d'améliorer la précision du calcul.

Le maillage est également a,ffiné sur le pourtour intérieur et extérieur de I'anneau.

III.7.3.B Conditions aux limites

Sur les deux faces correspondant aux plans de symétrie, la condition atrx limites est une condition

de symétrie. La translation suivant l'épaisseur est bloquée sur un noeud loin des zones des points

A et B. Cette solution a été préférée à une condition de symétrie supplémentaire dans le plan du

noyau maguétique, qui crée des problèmes au niveau des noeuds du point B (contraintes surévaluées,

déformations ponctuelles) .
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Frc. III-13 - Eremple de résultats (contmintes) obtenus sur une tôIe de MRV 6/2 d'e profil n. : oo

auec R4 : 4125 mm, R1 :7 rnm, RZ : L0r2 mm, L4: 8 mm êt Ro : 7r5 mm.

III.7.3.C Charges appliquées

On applique un champ de forces de centrifugation à partir de I'axe de rotation du noyau magnétique.

La valeur prise pour Ia vitesse de rotation est de 200 000 tr/mn soit 20 9Mrad/s.

III.7.3.D Exploitation des résultats d'Analyse par Elements Finis

La frgure III-13 présente les resultats en contraintes de Von Mises, obtenus pour une tôle de MRV

6/2 de profil rz: oo. Les déplacements ne sont pas a,ffichés (échelle 0). Les contraintes sont exprimées

en MPa. Les rayons sont .Ro : 4125 mm, R1 : 7 mm ei R2 : L0,2 mm. La largeur de la dent est

La:8 mm. Le rayon de raccordement est de 1,5 mm.

La contrainte ma:cimale de Von Mises est de 785 MPa au point B. Cette dernière est directement

obtenue par lecture de la valeur ma:cimale sur l'échelle.

La contrainte au point A est obtenue en utilisant la fonction <sonde >de COSMOS/ designstar.

Cette fonction permet de lire la valeur de la contrainte en un noeud en <cliquant >avec la souris

sur ce dernier. On recherche alors dans la zone où la couleur tend Ie plus vers le rouge. La valeur de

contrainte obtenue pour le cas présenté sur Ia figure III-13 est alors de 728 MPa.

À titr" d'illustration, la figure III-1.4 présente les résultats en déplacements équivalents obtenus

pour une tôle de MRV 6/2 de profil ?? : oo. Le déplacement équivalent est défini corlme Ia norme

des déplacements suivant les deux axes perpendiculaires (suivant les deux plans de symétrie du noyau

magnétique).
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Ftc. III-14 - Eremple d,e résultats (déplacements équiualents) obtenus sur une tôle de MRV 6/2 d,e
profi,l n : ao al)ec Ro : 4,25 mm, R1 :7 rnrn, Rz :10,2 mrn L6: 8 mm êt Ro: L,5 mm.

Les rayons sont .Ra : 4,25 mm, Æ1 : 7 mm et R2:10,2 mm. La la,rgeur de la dent est La: 8 mm.

Le rayon de raccordement est de L,5 mm. Les déplacements sont exprimées en pm. Le déplacement

maximal est de 29 p,m sur la surface extérieure de la dent. Ces 29 pm correspondent à presque un tiers

de I'entrefer (0.1 mm). À partir des résultats en contraintes donnés par la méthode des éléments finis,

dans la section suivante, nous allons réaliser I'optimisalion des coefficients Co à Cp, qui apparaissent

dans les équations III-87, III-92 et III-93.

TII.7.4 Ajustement des formules de concentration de contraintes

Nous allons maintenant aborder la méthode utilisée pour trouver les coefficients présents dans

les formules (III-87), (III-92) et (III-93). Pour ce faire, un grand nombre d'essais est réalisé sur des

géométries variées et les résultats analytiques seront ensuite ajustés au mieux aux valeurs numériques

de référence.

Ponr chaque géométrie de tôle testée avec COSMOS/Designstar, les contraintes globales (sans

concentration de contraintes) sont calculées.

Ces valeurs sont ensuite pondérées par les coefficients de concentration de contraintes, où inter-

viennent les coefficients à optimiser. Les contraintes de Von Mises analytiques sont alors calculées.

IIl.7.4.A Processus dtoptimisation

L'optimisation des coefficients est une minimisation de I'erreur sur I'ensemble des résultats au sens

des moindres carrés.
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Facteur de concentration Ke
Avant Optimisation [56.l Après Optimisation

c@
C6
c.
Ca

2,966
-6,32
8,18

-4,03

3
-6,78
7,10

-L.90

Facteur de concentration f(pa
Avant Optimisation [49] Après Optimisation

c.
Cy
cs
Cn
Ci,
C;

+r,027
+0,27L
+0,21.6
-0,470
-0,183

non pris en compte (0)

f i xéà1
+0,282
+0,22L
-0,565
0,159
0,075

Facteur de concentration Kg
Avant Optimisation [49] Après Optimisation

Cp
Ct
c^
cn
co
C.

+1,0L0
+0,344
+0,336
-0,468
+0,233

non pris en compte (0)

f i xéà1
+0,315
+0,336
-0,687
-0,189
0,090

Tes. III-2 - Valews d,es coffici,ents utilisés dans les fortnules d,e concentration d,e contra'ùntes au,n
points A et B (éry,ation (III-87) ,(III-92) et (III-93)) aaant et o,près Ie proæssw d'optimisation.

Les valeurs de départ de chaque coemcient sont celles données par I'ajustement de la fonction

cubique sur la valeurs expérimentales de Timoshenko et Goodier [56, 48] pour l(tr, et celles fournies

par Brennan et al.l49l potlr K6 et Kya.

L'erreur en valeur absolue a.ssociée à chaque essai permet d'obtenir les valeurs moyenne et maxi-

male du modèle. On réalise alors une optimisation sousr contrainte du modèle sn imposant une limite

maximale. Cette limite ma:<imale d'abord élevée et ensuite abaissée durant I'optimisation.

La méthode de Newton-Raphson utilisée pour la résolution ne converge pas systématiquement vers

le minimum global ou alors les critères ne sont pa"s tous remplis. Plusieurs tentatives sont réalisées après

modification légère d'un coefficient a,fin de parvenir à un optimum satisfaisant (valeurs de coefficients

non aberrantes et erreur ma:<imale acceptable).

III.7.4.B Coefficientsoptimisés

Après optimisation des coefficients, une combinaison de valeurs obtenues sont regroupées dans Ie

tableau III-2, en compa.gnie des valeurs initiales, à des fins de comparaison.

On remarque la dépendance des facteurs KlAet KyA avec le para,mètre (Rz- RùlR" qui se

manifeste par la non-nullité des coefficients Ci et Cp, respectivement égaux à 0,075 et 0,090.

Avant optimisation, I'erreur maximale du modèle sur les contraintes de Von Mises au point B est
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de 21,8% et la moyenne des valeurs absolues des erreurs est de 11,68%. L'erreur ma:<imale du modèle

sur les contraintes de Von Mises au point A est de 2714% et la moyenne des valeurs absolues de I'erreur

est de IL,I6TI.

Avec les valeurs du tableau III-2, l'erreur ma:<imale du modèle sur les contraintes de Von Mises au

point B est de 12,31% et la moyenne des valeurs absolues des erreurs est de 2,48%. L'erreur maximale

du modèle sur les contraintes de Von Mises au point ./, est de L4,83% et la moyenne des valeurs absolues

de I'erreur est de 6,1%.

Afin de mieux visualiser les résultats obtenus, les valeurs de contraintes donnés par le modèle sont

tracées en fonction des valeurs de référence. Dans un tel graphique, un résultat exact est représenté

par un point situé sur une droite U : t, appelée droite d'erreur nulle. Plus le nuage de point est

concentré autour de cette droite, plus le modèle est juste.

Les figures III-15(a) et (b) présentent les résultats de la contrainte au point A respectivement

avant et après optimisation des coefficients. La droite d'erreur nulle est tracée a.fin de visualiser plus

facilement les divergences entre le modèle analytique et les résultats donnés par COSMOS/ designstar.

Une erreur positive se traduit pax un décalage vertical du point au dessus de la droite d'erreur nulle.

L'optimisation des coefficients concernant la contrainte au point A a concentré le nuage de point aux

alentours de la droite d'erreur nulle. Avant optimisation (figure III-15(a)) , le nuage suit globalement

Ia direction de la droite, mais iI est dispersé de part et d'autre. La valeur absolue de I'erreur est en

moyenne de Ll,L6Vo et son maximum vart 27Vo. La figure III-15(b) montre en revanche que le nuage

de points reste proche de la droite. L'erreur absolue après optimisation est en moyenne de 3,96% et

culrrrine à 14,7To.

Les figures III-16(a) et (b) présentent les résultats de la contrainte au point B respectivement

avant et après optimisation des coefficients. La droite d'erreur nulle est tracée afin de visualiser plus

facilement les divergences entre le modèle analytique et les résultats donnés par COSMOS/ ilesignstar.

IJne erreur positive se traduit pax un décalage vertical du point au dessus de la droite d'erreur nulle.

L'optimisation a recentré le nuage de point aux alentours de la droite d'erreur nulle sans améliorer

sensiblement la densité des points. Avant optimisation, le nuage est effet déjà bien regroupé, mais

il surestime en tout point la valeur exacte (tous les points sont au dessus du trait). La figure III-

16(a) montre que l'utilisation d'une formule ajustée à partir des résultats de Timoshenko n'est pa.s la

modélisation idéale du point B, cependant elle est déjà très correcte. La figure III-16(b) montre que

le nuage n'est pas plus dense après optimisation, mais qu'il suit mieux la droite d'erreur nulle.

Les figures III-17(a) et (b) présentent les résultats de la contrainte maximale da''s le noyau, res-

pectivement avant et après optimisation des coefficients. La droite d'erteut nulle est tracée afin de

visualiser plus facilement les divergences entre le modèle analytique et les résultats donnés par COS-

MOS/ d,esi,gnstar. Une erreur positive se traduit pax un décalage vertical du point au dessus de la

droite d'erreur nulle.
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Frc. III-15 - Contmintes d,e Von Mises au poi,nt A (base ile la dent) données par le modèle analytique
en fonction iles résultats fourni* par COSMOS/ ilesignstar, (o) aaant optimisation (formules de [19])
et (b) après optimisation d,es cofficients. Une erreur positiue se tmdui,t po,r un décalage uertical du
point au ilessus de Ia droite.
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Ftc. III-16 - Contraintes de Von Mises au point B (bord intérieur de I'anneau) données par le modèle
analyti,que en fonction d,es résultats foumis par COSMOS/ designstar, (o) auant optimisati,on (for-
mules de [25]) et (b) après optimisation des coeffi,cients. (Jne erreur positiae se trad,uit par un itéælage
uertical du point au dessus de la d,roite.
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L'optimisation a concentré le nuage de point aux alentours de la droite d'erreur nulle. L'effet

conjoint de I'optimisation aux points A et B est bien visibles ici. Avant optimisation, le nuage suit bien

la direction de Ia droite d'erreur nulle, mais il est relativement dispersé. Dans la demie partie supérieure

de la figure III-17(a), I'utilisation de la formule de Brennan surestime la contrainte ma:rimale. La figure

III-17(b) montre en revanche que le nuage de point est plus dense et suit mieux la droite. L'objectif

d'amélioration du modèle est donc atteint.

III.7.5 Conclusion concernant le modèle ana\rtique

Les résultats obtenus dans le cadre du modèle r?: oo sont encourageants. Ils permettent d'appro-

cher de façon convenable la valeur de la contrainte maximale (moins de L5% d'erreur avec une erreur en

valeur absolue de 5% en moyenne). Les résultats sont satisfaisants compte tenu des hypothèses faites

au dépa,rt, et de I'application de la résistance des matériaux dans un domaine loin de ses applications

habituelles.

Cependant, il est à craindre que la précision du modèle ne soit pas aussi bonne lors de l'exploitation

d'autres géométries, en particulier pour des profils avec des valeurs de n faibles.

Divers exemples d'application pratique du modèle analytique à la conception d'un noyau magnétique

de rotor à axe traversant vont être présentés dans le chapitre suivant.

III.8 Application à la conception du noyau

Dans cette section, nous allons étudier diverses configurations possibles du noyau, en fonction de

critères électromagnétiques. Ces critères sont basés sur des considérations telles que I'aptitude du

noyau à laisser passer le flux magnétique, ou le profil de la dent, qui infuence l'onde de couple, ou

encore la hauteur de la dent, qui joue directement sur Ia différence de réluetance entre la position

d'opposition et celle de conjonction.

III.8.1 Influence de la largeur de la dent

Nous allons, dans un premier temps, illustrer l'influence de la largeur La de la dent du noyau. La

geométrie de I'axe traversant et le montage des roulements imposent deux valeurs de rayons intérieur

Ro, 3 et 4,25. Pour I'une et I'autre de ces valerus, nous allons réaliser diverses études de géométrie du

noyau mngnétique.

La ûgure III-18 présente la variation de la contrainte de Von Mises ma:rimale lorsque la la,rgeur de

dent varie entre 4 et 12 mm, dan* Ie cas d'un arce traversant de rayon Âo : 3mm. Les profils de dents

étudiés sont les profils n : 4, n:'J.6 ou n : oo (voir figure III-2).

La figure III-18 montre que quelque soit le profil de la dent, la variation de la contrainte de Von

Mises est quasi-parabolique et présente un maximum de contrainte aux alentours d'une largeur de

dent de 10 mm. La position du ma:<imum a tendance à se décaler vers la gauche lorsque I'exposant de

105
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Frc. III-17 - Contraintes d,e Von Mises monirnales dans le noyau d,onnées par le modèle analytique
en fonction des résultats fournis par COSMOS/ d,esignstar, (o) auant optimisati,on et (b) après op-
timisation d,es cofficients. Une erreur positiae se traduit pûr un décalage aerti,cal du point au dessus
de la d,roite.
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Largeur de la dent (en mm)

FIc. III-L8 - Contrainte de Von Mises mo,rimale d,ans le noyau, pour une dent de profil n : 4, n : L6
ou, n: æ, en fonction de la largeur de la dent - rayons Ro : 3 mrn, R1 :7 mrn et Rz - I0,2 mm
et Ro:I  mm

Largeur do la dent (en mm)

Ftc. III-19 - Contminte de Von Mises moni,male daræ Ie noyau, pour une dent de profiI n : 4, n : 16
oTtn :æ,  en fonc t ion  d ,e la la rgeur  La  de la  i len t - rayons  Ro:4  tnn t ,  R1:7  mm et  R2: tQ,2
mrn e t  Ro:L  mm
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profil n awmente. La valeur de ce ma:<imum est d'environ 490, 560 et 590 MPa respectivement pour

Ies profils n: 4, n: L6 et n: oo. Pour un rayon -Ro : 3 mm et pour une hauteur de dent de 3 mm,

la forme de la dent et sa largeur peuvent varier indifféremment sans que la contrainte maximale ne

dépasse la limite admissible de 700 MPa.

Cette variation de Ia contrainte suit celle de la force globale F appliquée au noyau.

La figure III-19 présente la variation de la contrainte de Von Mises ma:<imale lorsque la largeur de

dent varie entre 4 et 12 mm, dans le cas d'un ære traversant de rayon Ro : 4r25mm. Les profils de

dents étudiés sont les profils n : 4, n: L6 ou rz : oo.

Contrairement aux constatations faites sur la figure III-L8, la figure III-19 montre des formes de

courbes plus particulières. Si ces dernières présentent toujours un maximum, elles montrent toutes

trois une cassure dans leur évolution aux alentours d'une largeur de dent de 6,5 mm. En ce point, Ia

contrainte maximale passe en effet du bord intérieur du noyau (point B) à la base de la dent (point

A). Par ailleurs, la valeur du maximum, observée cette fois à L6 :9,5mm, est d'environ 680, 770 et

820 MPa respectivement pour les profils n: 4, n: L6 et n : oo. Pour un rayon Ro : 4,25 mm et

pour une hauteur de dent de 3 mm, les résultats montrent que seule la contrainte associée au profil

n : 4 reste consta,mment en deçà de la limite admissible de 700 MPa. Les profils n : 76 et n : oo

limitent respectivement à 6,5 et 4,8 mm la largeur de la dent. Au delà, la contrainte ma:<imale est

supérieure à la limite éla"stique du matériau magnétique testé.

A présent, nous allons étudier I'influence de la hauteur de Ia dent sur la tenue mécanique du noyau.

III.8.2 fnfluence de la hauteur de la dent

Dans ce paragraphe, nous allons étudier I'infuence de la hauteur de Ia dent sur le niveau de

contrainte dans la tôle. Pour chacun des rayons Eo : 3 ou 4,25 mm, la hauteur de la dent (différence

Rz - Rù varie de 1 mm à 4 mm. Des largeurs de 5 mm, 7,5 mm et 10 mm sont étudiées. L'exposant

de profil des dents est rz : 16.

La figure III-20 présente Ie cas du noyau avec un rayon intérieur .Ro de 3 mm. Le rayon extérieur

est fixé à 10,2 mm. La variation de la hauteur de la dent est obtenue pa,r modification du rayon

intermédiaire ft1.

La première observation que I'on peut faire est I'absence d'optimum de contrainte. Les trois courbes

varient positivement avec la hauteur de la dent. Le niveau de contrainte le plus élevé est atteint avec

une largeur de dent La : L0 mm. Mais les deux autres courbes sont plus infléchies et une la^rgeur

Ld, : 8 mm donnent des niveaux de contrainte équivalent aux gtandes hauteurs de dents (Rz- Rt :4

mm). Lorsque la hauteur de la dent est faible, les variations de contraintes sont bien reliées à celle de

la force centrifuge appliquée à la dent. Plus la dent est large, plus le volume de la dent est sensible à

sa hauteur, les contraintes évoluent plus vite.

La figure III-21 présente le cas du noyau magnétique avec un rayon intérieur .Rs de 4 mm. Le rayon
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Frc. III-20 - Contrainte de Von Mises madmale dans le noyau, pour une d,ent d,e largeur La: 5, 7,5
ou I0 mm, en fonction de la hauteur Rz - Rt d,e la ilent - ro,yons Ro : 3 mm, R2 : L0,2 mm et
Ro: L mrn, profil n: L6.

Haubur d€ la dent (en mm)

Frc. III-2L - Contrainte de Von Mises marimale dans le noyau, pour une dent de largeur La: 5, 7,5
ou L0 rnm, en fonction ile Ia hauteur R2 - Rt de la dent - rayons Ro :4 mm, R2 : I0,2 mm et
Ro: L mm, profil n: L6.
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extérieur est fixé à 10,2 mm. La variation de la hauteur de la dent est obtenue oar modification du

rayon intermédiaire .R1. L'influence de Ia hauteur de la dent sur le niveau de contrainte dans la tôle

est présentée pour des largeurs de 5 mm, 7,5 mm et 10 mm sont étudiées. L'ecposant de profil des

dent est n: L6. Le rayon de raccordement est de L mm

La figure III-21 présente sensiblement les mêmes tendances de variation que celles que montraient

la figure III-20. Dans la zone de hauteur inférieures à 3,5 mm, les courbes présentent des niveaux de

contraintes d'autant plus fort que la largeur de dent est importante. En revanche lorsque la hauteur de

dent est plus grande, la hiérarchie s'inverse et une dent moins large pénalise la tenue mécanique. Aux

abords de cette zone, les contraintes sont ma:<imales à la base de la dent. Ce phénomène s'accentue si

le rayon de raccordement est inférieur à la valeur de 1 mm étudiée ici.

III.8.3 Influence du rayon de raccordement

Les figures III-22 (u), (b), (c) et (d) présentent l'influence du rayon de raccordement sur l'évolution

des contraintes avec la largeur de la dent, pour trois types de profil n : 4, n: 16 et n : oo. La

hauteur de la dent est de 3 mm. Les échelles de contraintes sont identiques, afin de pouvoir compaxer

directement les graphiques.

Si le rayon fto est de 0,5 mm, le maximum global de la contrainte se trouve à la base de la dent.

Les profils n :'1.6 et n : oo présentent des contraintes constamment supérieures à la limite admissible

de 700 MPa, avec un ma:<imum de contrainte respectivement de 900 et 960 MPa, pour une dent de

largeur 6,5 mm. On remarque que cette valeur rayon de raccordement provoque une concentration

de contraintes sufrsante poru que le point A devienne Ie siège du risque ma:<imum de rupture. La

contrainte au point B est peu ou pas modifiée.

Lorsque la concentration de contraintes est moindre (quand .Ro augmente), le niveau des contraintes

en A diminue. Si le rayon l?" est de 0,75 mm, il existe deux maximums locaux ù L6:6.5 et 10 mm.

Pour des valeurs de rBo supérieur à 1, il n'y a plus de largeur de dent, qui donne une contrainte

maximale à la ba"se de la dent. Pour 1,5 mm, on observe donc une variation continue de la contrainte

et de sa dérivée par rapport à,L6.

Un rayon de raccordement bien choisi sera celui qui ne provoque pas d'augmentation globale de la

contrainte dans le noyau, mais qui ne pénalise pas la forme du profil ni la variation de réluctance qui

reste le but premier de la forme du noyau.

III.8.4 Remarque sur la géométrie de la dent

Du point de vue m{çaniquel l'étude de la contrainte maximale dans le noyau montre qu'il est

intéressarrt, porr une hauteur de dent fixée (3 mm) d'avoir une dent de largeur faible (entre 5 et

7,5 mm). Le faible encombrement de la dent incite à penser qu'une structure à 4 pôles rotoriques

(MRV 6l\ est possible puisque 4 dents peuvent se loger sur lapériphérie de I'anneau: Une étude
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.2
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n : æ n :  L 6 n : 4

Les autres dimensions sont R2: lQFtc. III-23 - Géométrie des tôles pour différentes aaleurs de n.
rnm, R1 :6 rnrn, ÆO : 3 mm, L6:5 mrn êt Ro: L mm.

complémentaire des contraintes dans cette structure peut être réalisée.

III.8.5 Influence de la forme de la dent sur le couple moteur

Nous allons présenter quelques résultats obtenus lors de I'optimisation de la forme du rotor d'une

MRV 6/2, aûn d'illustrer la relation entre la forme de la dent et I'onde de couple obtenue.

Une étude conjointe du couple moteur et de la contrainte ma:rimale dans lsg tôles effectuée en

utilisant des logiciels de calcul par élémeats tnis est présentée dans [a7].

La figure III-23 présente 3 profils de dents étudiés. Les profils des dents sont définis pa,r n, : oo,

n:1-6etn:4. Les autres caractér ist iques des proûls sont.R2: L0 mm, Rt:7 mm, &:3 mrtr ,

La :5  mm et  Eo :  1  mm.

La figure ll[-24 présente les variations du couple produit par la pha^se alimentée, pour les 3 profils

de tôles définies ci-dessus, en fonction de la position angulaire 0 du rotor et pour un courant de 4 A.

La forme de la dent influence notablement Ia forme de I'onde du couple. La position du ma:cimum

d e c o u p l e e s t s i t u é e à 1 5 , 2 5 e t 3 0 o r e s p e c t i v e m e n t p o u r l e s p r o f i l s n : 4 , n : L 6 e t n : o o . L e

profil n: oo permet d'obtenir un couple statique marcimum de 0,116.1f.n2 pour un angle de 25o qui

correspond à celui où le coin de la dent rotor est en face du coin de la dent stator.

Le profil n : 16 présente une onde de couple comparable à celle du profi.l n : oo. Le couple

maximum de 0,117 N.rn est produit à 20o. Le couple moyen est de 0,0441. N.m.

Le profil n:4 génère un couple maximum identique aux deux précédents (0,117 N.rn) mais pour

un angle de L5o environ. Le couple croit rapidement dès que la dent n'est plus dans la position de

conjonction (0"). Le couple moyen est cependant de 7% inférieur à celui de la dent n : æ du fait de

l'étroitesse de I'onde de couple.
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0,12

20 30 ,f{l

Position angulairo (en degres)

Ftc. III-24 - Vari,ati,on du couple produit en fonction de la position angulaire d,u rotor pour di,fférentes
aaleurs de n pour un coumnt de 4 A dans la phase. Les autres dimensions sont R2 : L0 mm, Er : 6
mm, Rg :3 rnn4 La: 5 mm et Ra: L mm.

III.8.6 Représentation en schéma-bloc du modèle des contraintes

Nous pouvons à présent définir le schéma bloc du modèle obtenu. Le modèle est présenté sur la

figure III-25. Le modèle fournit en sortie le couple de frottement du roulement. Le système a pour

entrée la géométrie du roulement, sa vitesse et son accélération. Le modèle a également en entrée les

efforts et les angles de contact ainsi que Ia dimensions des contacts.
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FIc. III-25 - Modèle des contreintes sou,s fonne ile schéma-bloc.
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III.9 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode analytique pour le calcul des contraintes marci-

males dans le noyau d'une machine à réluctance variabte 612. Sur la base de méthodes approchées de

résistance des matériaux, elle permet d'obtenir rapidement la valeur de la contrainte en deux points

critiques de la géométrie du noyau: la base de la dent et le bord intérieur du noyau. Le noyau a

été modéIisé par un anneau de section variable sur lequel s'appliquent les forces de centrifugation

de la dent. Dans un premier temps, le calcul des contraintes globales est fait par superposition des

contraintes de centrifugation de I'anneau (calculées par la mécanique des milieux continus) et des

contraintes dues à la dent (calculées par la méthode de résistance des matériaux). Les contraintes glo-

bales sont alors pondérées par des facteurs de concentration de contraintes, fonction de la géométrie.

La formulation des facteurs obtenus de la littérature est optimisée pour être adaptée à une géométrie

à laquelle elle n'était pas destinée. Les résultats obtenus sur une grande variété de géométrie de noyau

ont permis d'obtenir une précision de résultats de I'ordre de 6,17o en moyenne. L'erreur maximale est

de !4,77o après optimisation des lois de concentration de contraintes.

L'influence de divers para,mètres géométriques, hauteur et largeur de dent, épaisseur de I'anneau

ou encore profil de la dent, a été présentée.

Pour illustrer le couplage entre le problème éIectrotechnique du couple produit par une géométrie

de noyau et le problème des contraintes mécaniques qu'il subit, nous avons présenté I'influence de la

forme de la dent sur la forme de l'onde du couple produit par la pha"se. Le profil de la dent modifie Ia

répartition du couple sur la plage angulaire où la pha.se est alimentée.

Nous avons constaté qu'il pouvait être intéressant de considérer le problème des contraintes dans

un noyau à 4 pôles (MRV 6/4), puisque cette étude sur la structure 6f2 monttent qu'il est préférable

de concevoir une géométrie de dent peu large, qui sur le plan de l'encombrement periphérique permet

de placer 4 dents.

Ce modèle permet de connaître le niveau de contrainte associé à une géométrie de noyau et d'évaluer

rapidement l'influence d'une modification de la géométrie de la dent sur la tenue mécanique du noyau.

Dans le cadre d'une démarche de conception menée conjointement d'un point de vue électromagnétique

"1 
a1{sanique, ce modèle permet d'optimiser la géométrie mécanique du noyau.
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Chapitre IV

Etude des paliers et modélisation
thermique:
Problème couplé mécanique-thermique

Afin de pouvoir prédire les vibrations du rotor, il est essentiel d'étudier avec précision les roulements

à billes à contact oblique soumis à de hautes vitesses de rotation. La morphologie, les paramètres

décrivant les roulements à billes ainsi que les méthodes classiquement utilisées pour modéliser ce type

de paliers sont décrits dans de nombreux ouvrages [64, 65, 66, 41].

Dans cette partie, nous allons définir les critères de choix d'un palier pour réaliser le guidage d'un

rotor d'électrobroche. Puis nous détaillerons les raisons, qui nous ont poussé à choisir le guidage pa,r

roulements à billes à contact oblique.

Le guidage d'une électrobroche pour I'usinage gra.nde-vitesse doit posséder les qualités suivantes:

f. il doit être précis (pas de jeu) afin d'obtenir une bonne qualité dimensionnelle des pièces fa-

briquées;

2. it doit assurer une bonne rigidité qui limitera I'amplitude des vibrations du rotor lors de I'usinage

et atténuera le déplacement de la broche sous I'action des efforts de coupel

3. il doit être ûable aff'' de limiter les temps de maintenance et de réparation (disponibilité de la

machine). Sa durée de vie doit être élevée;

4. il doit dissiper le minimum de puissance afin de conseryer la capacité de coupe de la broche (peu

de frottements);

5. il doit supporter les longues durées de fonctionnement, et atteindre sa stabilité thermique rapi-

dement (temps minimum entre la mise en route de la machine et les premiers copeaux);

6. iI doit être léger et compact a.ffn ds limiter la taille de l'électrobroche et a,méliorer ainsi la

dyna,mique de la machine-outil.

Nous allons succinctement énumérer les différents types de paliers utilisés coura,mment dans une

électrobroche à grande vitesse.
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IV.1 Paliers

On peut dénombrer 4 types de paliers utilisés en grande vitesse:

- les paliers fluides,

- Ies paliers à éléments roulants,

- Ies paliers magnétiques.

Sous le nom de paliers fluides sont regroupés les paliers utilisant la pression dans un fluide (ga-

zeux ou liquide) pour obtenir la sustentation de I'arbre et son positionnement. Dans les applications

nécessitant une forte rigidité, les liquides sont utilisés pour leur faible compressibilité.

Sous I'appellation de paliers à éIéments roulant, nous désignons ici les roulements ou les butées à

billes, à aiguilles, à rouleaux. Dans les applications à grande vitesse, les éléments roulants utilisés sont

des billes (roulements à billes).

Les paliers magnétiques utilisent les forces d'attraction magnétique pour obtenir la sustentation de

I'arbre moteur. Ces paliers doivent être le plus souvent contrôlés activement pour obtenir une position

stable de I'axe tournant. Ils sont de plus en plus utilisés dans les broches hautes vitesse en raison de

I'absence de frottement. Les pertes sont essentiellement dues aux pertes dans les circuits électriques

et magnétiques.

Pour I'électrobroche du laboratoire, le choix du système de guidage s'est porté sur les roulements

à billes à contact oblique. Les raisons de ce choix sont les suivantes:

1. ces roulements ont un rapport rigidité/volume très supérieur à celui des paliers magnétiques. Par

exemple, pour une bague intérieure de 100 mm, un roulement atteint une rigidité radiale de 108

daN/p,m [31] contre environ 50 doiV f p,m pow des paliers magnétiques de diamètre identique;

2. à rigidité égale le poids du roulement est beaucoup plus faible que celui d'un palier magnétique;

3. le guidage est sûr: une coupure d'alimentation de l'électrobroche ne change pa.s les propriétés

des paliers;

4. la seule difficulté de mise en oeuwe relève de Ia fabrication mécanique des pièces da.ns lesquelles

sera assemblé le roulement, afin d'assurer un fonctionnement durable;

5. aucune énergie n'est nécessaire au fonctionnement d'un roulement à billes. Un système de lubri-

fication est cependant à prévoir;

6. le montage de roulements à contact obliques permet de réaliser une précontrainte de ces rou-

lements, pour annuler le jeu, régler la rigidité, améliorer la dyna.mique des roulements et de

l'électrobroche;

7. le coût de I'installation se résume à celui des paliers et du système de lubriûcation.

Du point de vue de la qualité du guidage, les roulements à billes présente I'inconvénient de générer

des vibrations fonction de la cinématique interne aux roulements (vitesses relatives des composant)
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Caractéristiques techniques du matériau J23lV4 100Cr6
Densité lkslùn"l 3,19-3,21 7,8
Coefiicient de LL0-6/"U! 20 - 1000"L;
dilatation linéaire 20 - 300oC

,,-,
11 ,5

Module d'élasticité [GPal à 20"C 315 zLO
Coefficient de Poisson lGPal à 20"C 0,26 0'3
Dureté IHVLOI à 20oC 1700 700
Tenacité IMN/m""| à 20"C G8 25
TemrÉrature limite d'utilisation locl ^,IUUU ^, 3UU
Conductibilité thermique [W/m/"C] à20"C 3G40 4G50
Résistivité électrique l[l".mm'lml à 20"C lu ' '  -  lu^" U, I - I

Magnétisable non olu

Teg. fv-l - Comparaison entre les propriété.s ilu Ni,trure ile Siliciurn (SisN+) et de l'acier pour
roulernent L00Cr6 (acier faiblement o.Uié ù I% d,e Carbone auec L,\Vo d,e Chrome [62]).

et du nombre de billes. Sous l'action des efforts d'usinage, les bagues du roulement ne sont plus

concentriques, une pulsation de la rigidité radiale (variable elastic compliance [67]) due à la position

des billes dans le roulement apparait alors et la surface usinée présente des irrégularités.

Tlpe de roulements choisis

Afin d'obtenir une meilleure rigidité, une tenue en température accrue et une vitesse limite supérieure,

des billes en céramique (nitrure de silicium,SigNn) sont utilisées au lieu de billes en acier. Ce matériau

présente des caractéristiques meilleures et sur une plus large plage de températures que l'acier utiiisé

dans les roulements conventionnels, comme en témoigne le tableau IV-1, synthèse de données fournies

par [31] et [68].

Concernant les caractéristiques présentées dans ce tableau, remarquons en tout premier lieu la

légèreté de la céramique face à l'acier (reduction de 60% du poids). La dynarnique du roulement en

vitesse ma:cimale et accélération s'en trouve a,méliorée.

Les modules d'élasticité nous montrent que la rigidité d'une bille céra,mique est 50% plus haute que

celle d'une bille acier. Un roulement équipé de billes céramiques gagne ainsi près de 40% de rigidité

d'après les résultats donnés dans [31, 68].

D'un point de vue électromagnétique, on porura remaxquer I'isolation électrique réalisée pa.r les

billes céramiques et leur insensibilité maguétique à proximité du stator de la MRV.

Actuellement, les roulements utilisés sur le prototype de MRV sont des roulements à billes à

contact oblique SNFA VEX 6 /NS 7. <VEX>est une désignation du constructeur. Le chiffre 6 désigne

le diamètre intérieur, /NS nitrure de silicium.

Ces roulements poesèdent 8 billes et une cage en résine renforcé de fibres de coton phénolique.

Le poids du roulement n'excède pas 6 grammes. La vitesse ma:rimale du roulement équipé de billes

céra,miques est donnée à 242000 tr/mn, lorsque le roulemeut est dans les conditions optimales de

fonctionnement (montage pa,rfait et bonne lubrification).
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I]/.2
à billes

La connaissance précise des angles de contact intérieur et extérieur dans un roulement à billes à

contact oblique est primordiale pour décrire le comportement macroscopique de ce dernier. La rigidité

et le couple résistant qui interviennent dens la dynamique du rotor sont en effet liés au comportement

des éléments roulants sous charge et en mouvement.

Dans cette pa,rtie, nous allons détailler le calcul des angles de contact d'un roulement soumis à une

force purement alciale, appelée classiquement précharge. Cette précharge crée alors un déplacement

relatif des bagues et un arc-boutement des billes. Ce dernier se traduit par une modification de I'angle

de contact ay, donné par le constructeur, vers une valeur supérieure oo.

Le roulement est ensuite étudié en rotation. Les angles de contact vont se modifier afin de compeffrer

la force centrifuge et le moment gyroscopique. Les équations et leur résolution seront détaillées dans

le deuxième paragraphe. Un modèle explicite sera alors proposé pour éviter I'emploi d'une résolution

numérique.

Dans le dernier paragraphe, nous illustrerons les calculs par l'étude de deux roulements à contact

oblique: un roulement de grande dimension et un roulement haute vitesse, plus spécifique de notre

application. L'influence de la vitesse et de la précharge seront décrites par le calcul mrmérique et le

modèle explicite afin de confronter les résultats.

IV.2.1 Macrogéométrie dtun roulement à bille

Un roulement à billes à contact oblique est composé d'une bague intérieure fixée au rotor, d'une

bague extérieure fixé au ca,rter du moteur et d'une rangée de Z billes de dia,mètre d6 uniformément

réparties pa,r la cage sru un cercle de dia^mètre d,*. La figure IV-l décrit la section d'un roulement

à billes dans le plan de la bille contenant I'a:re de rotation t et le centre G de la bille. Les billes

sont en contact avec les bagues extérieure et intérieure, respectivement, aux points A et B. Les deux

pistes extérieure et intérierue sont supposées de section circulaire avec, respectivement, des centres de

courbures Co et Cr et des rayons de courbure .Ro et ,Ra.

1V.2.2 Notations pour les calculs relatifs aux roulements

Pour I'analyse dynamique du roulement, la bille est modélisée comme une masse rnb concentrée au

centre de gravité de la bille G où les forces centrifuges sont appliquées.

L'état libre de la bille (indice /) tait référence au moment où le roulement est immobile et non

précontraint. L'angle de contact libre a1 est representé sur la figure lY-L. C6 et Ciy représentent

respectivement la position des centres de courbure Co et C5 des pistes extérieure et intérieur. La

distance entre les centres de courbure des pistes est défini par CoyOiy : ay
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FIc. IV-L - Étot tibre (a) et état précontmint (b) d,e ta bilte

L'état précontraint de la bille (indice o) est ensuite défini comme celui où une force purement

axiale .Ëo (précharge) est appliquée sur Ie roulement encore immobile (voir Figure fv-l). Les angles

de contact extérieur et intérieur ao et a4 sont égaux au même angle noté ap. Cop et Cae représentent

respectivement les positions des centres de courbure des pistes extérieure et intérieure, Co et C6,

lorsque la précharge est appliquée. Sous la précharge Fr,labague intérieure subit un déplacement par

rapport à la bague extérieure (translation) ôi aans la direction f. pa,r conséquent Cr subit le même

déplacement par rapport à la bague extérieure et on obtient ù: CtfC;.

Chaque bille est supposée soumise à une force élémentaire Fo/Z stivant l'a:<e f. La précharge est

appliquée par I'intermédiaire d'un ressort dont la rigidité a:<iale est beaucoup plus faible que celle du

roulement. Par conséquent, F, peut être considérée comme constante et non influencée pa,r la vitesse

et les variations d'angles. La distance entre les centres de courbure des pistes devient:

C*Cb: a1 * 6,p (ry-1)

IV.2.3 Variation de I'angle de contact statique en fonction de la précharge ap-
pliquée

Ce paragraphe va d'abord présenter une méthode couramment utilisée pour la résolution du

problème. Une discussion concernant l'algorithme servant à sa résolution amènera une nouvelle prc-

position plus précise et plus systématique. L'angle statique du roulement sous précontrainte se verra

finalement adjoindre une solution analytique approchée.

IV.2.3.4 Méthodeclassique

Toutes les notations sont détaillée sur la ûgure IV-L. La figure IV-3 permet également de com-

prendre la cinématique du roulement lors de I'application de la précharge.
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Pour calculer Ia valeur exacte de I'angle de contact statique ao, Jones [65] propose la formule

implicite (IV-2) trouvée à partir de I'analyse des forces appliquées à la bille et tenant compte de la

déformation de cette dernière:

t20

x: sino,, (cosat - t)"- 
\cosap /

àvec X le facteur de charge défini par ,: ,#|?.

(rv-2)

(rv-5)

(rv-6)

(rv-8)

(rv-e)

(ry-10)

Le coefficient K1, appelé constante de déformation normale dans [41], sera défini plus loin par

l'équation (IV-8).

Si sous une charge de contact normale Q, les deux centres des solides élastiques se rapprochent

d'une valeur ôp, alors il existe entre Q et ôo, conformément à la théorie du contact de Hertz [69] la loi

de comportement nonJinéaire suivante :

Q: Kt6 i (rv-3)

La bille est modélisée comme deux ressorts non linéaires, de raideur k; et ks, disposés en série. Pour une

force de contact Q, la déformation totale, notée ôp, est définie comme la somme des deux déformations

6a et 6o:

6 p : ù * 6 o (rv-4)

6,i et 6o sont les déformations locales aux contacts dues aux forces normales Qn et Qo.Les lois de

comportement aux points A et B sont les suivantes:

Qr:hW

Q":ko6l

En substituant dans l'équation (rv-4) les valeurs de ôa et ôo calculées en fonction de la force et des

raideurs, on obtient l'expression suivante:

(rv-7)(#;)''" : (*)''" * (î)''"
d'où I'expression de Ky est donnee par [0]:

l / t \ ' / "  /1\ t / "1r': 
l(r"/ * (.c/ r

avec leo et ka les modules éla.stiques des contacts extérieur et intérieur:

*n:ffi
r':qroffip

Les différents termes Ep (somme des courbures) et ô* (coefficient de la loi force-déplacement) sont des

fonctions de la géométrie du roulement et peuvent explicitement, et pour chacun des contacts intérieur
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et extérieur, être calculés par les formules suivantes:

L2T

(ry-11)

(rv-12)

(rv-13)

(rv-14)

EPn:

EPo:

4 I 2cosa,
dr -  e -  a r "4* * *
4 I 2cosao
d t -  R . -  d ^ + d b " * %

où d6 est le diamètre de la bille, .R le rayon de courbure de la piste au point de contact, d- est le

diamètre moyen du roulement . d,4 et ao désignent les angles de contact intérieur et extérieur . Ei et Ei

sont appelés modules équivalents d'élasticité et peuvent être calculés, pou les deux contacts, à partir

des équations (IV-13) et (fV-la).

1 :1 ( ! :É* 1-,3\
Ei  2\  E6 E* /
t  :1  ( t - "? *1-"3" \

Eâ 2 \  E6 E-  )

où z est le coefficient de Poisson et E le module d'Young. Les indices ir, or et b désignent respectivement

les matériaux de la bague intérieur, extérieur et des billes. Le para,mètre ô* est calculé pa,r le modèle

approché exposé en annexes.

fV.2.3.8 Résolution numérique de Harris

Pour résoudre numériquement l'équation (fV-2), Ha,rris a choisi d'utiliser la méthode de Newton-

Raphson, pour laquelle il a mis au point I'algorithme de calcul itératif (i est indice d'itération):

apil:Qpi.W (ry-15)

Otr les fonctions /, /' sont données par les formules:

I @p,ù: sincr,i ( :t:r-- 1)"___ _ptr 
\cos ao; 

_ 
)

ï' (o,,): 
*: 

cæ.-p,i(ffi - 1)" *ntan2"", (ffi - ,)"-'coso,

On fait l'hypothèse implicite de I'indépendance de la raideur des contacts avec I'angle de contact.

En plus de I'apparents çemplexité de sa formulation, l'utilisation d'une telle méthode peut s'avérer

délicate paxce que le calcul itératif présente de multiples possibilités d'instabi[té. L'initiation de I'al-

gorithme est délicate. Par exemple, débuter avec la valeur ep,o : a1 fournit une valeur infinie pour

op,l. Pâ,î ailleurs, la stabilité et la vitesse de convergence dépendent fortement des angles initiaux.

Aûn d'illu.strer le problème de stabilité de Ia méthode, la figure IV-2 montre le nombre d'itérations

nécessaires à I'obtention, ou non, d'une valeur approchée à moins de 0.1% de la solution exacte. Les

angles de contact ay testés, 7orl5or25o et 40o, sont des rraleurs standa,rds. Laformulation de Harris

est utilisée avec deux angles d'initialisation dp,g : d.l+0.5o oû dp,g : al*5o, a,fin de mieux percevoir

I'influence du bon choix de I'angle de dépa,rt. Cette méthode présente une grande sensibilité à Ia valeur

initiale et c'est la raison pour laquelle, une autre formulation de cette méthode a dû être mise au point.
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/

+ H$b : ail.q + 5F
* Hana : ad.at + OS
+ Féælrlbh pFpo!4. :

0.00r o0@ 0.æg 0.@4 0.005 0.@E 0.007 0.@8 0.(n 0.01
Fæt€ur(bChsgex

(u)

Ftc. IV-2 - Nombre rquis d'itérations pour atteindre le résultat de référence, à moins de 0.1% près,
par la rnéthode d,e Newton-Raphson et la formulati,on de Hartis ou par l'algorithme proposé. Roulement
à billes aaec un angle de contact de 70 (o), I5o (b), 25o (c), 40' (d).

IV.2.3.C Autre formulation du problème de ltangle de contact statique

La méthode de résolution proposée est plus systématique et plus sûre et permet d'accéder au

résultat exact sa,ns aucun problème de convergence ou de stabilité. Cette méthode seryira par la suite

de base à un modèle analytique approché. La géométrie du contact permet d'écrire les équations

suivantes (voir figure IV-3):

L'hypothèse d'une force de précontrainte f! purement a:riale et répartie uniformément sur les Z billes

permet d'écrire l'équation d'équilibre de la bague extérieure dans la direction de I'arce du roulement

sous Ia forme:

(a7 * 6)sin,ao:ay sinal * ôo

(ay * 6r)cos0p :alcosa,î

-+ *Qsinar:  s

(rv-16)

(rv-17)

o.q)l 0.0û2 0.00s 0.004 0.006 0.006 0.007 0.006 0.æ0 0.01
Fdû d. Cha!!.tr

(d)

(rv-18)
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FIc. IV-3 - État précontrai,nt ile la bitte - pararnètres.

La loi de comportement globale (fV-3) de la bille permet d'écrire:

n: (&)""

I23

En substituant alors I dans cette expression par sa valeur Fr l Q sinao) , on peut réécrire l'équation

(fV-17) sous la forme:

cosap - (rv-20)

En utilisant la définition du facteur de charge X, on obtient:

(IV-1e)

(rv-21)

(rv-22)

COS Af
cosop : ---T7;:

,+ (#;)

L'équation (fV-21) peut être résolue par la méthode de Newton-Raphson ou une méthode de type

point fixe en utilisarrt les notationS Us : cos ût et ui : cæ6,p,!.

On peut réécrire I'équation (IV-21) sous Ia forme d'une suite:

u j + r :

On constate que les résultats donnés par I'algorithme de Newton-Raphson sont plus précis et la stabilité

de la méthode est assurée. Le calcul peut être initié directement avec la valeur de I'angle de contact

libre ay sans aucun problème de stabilité. Les figures IV-2 (a) (d) présentent la comparaison entre la

solution de Harris et la solution propoeée.

Pour illustrer la convergence de l'algorithme proposé, on étudie I'exemple d'un facteur de charge

très élevé, qui induit la plus grande variation de I'angle de contact et I'erreur la plus importante. Les

angles de contact libres sont pris comme précédemment entre 70 et 620. Les résultats sont donnés

'' '.- -t:::

, - (  ,  \ t / "' ' \ \@,)
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Frc. IV-4 - Conuergence d,e la suite un d,onné par l'équation (IV-22) - Ré,sultats obtenus pour les
différentes itêmtion du mlcul et pour des angles de contact libre de 7o,L5o,25o ,40o ou 620.

ep
I
o

o

5.E
E

!

E
d

ô
!g

E
E

.9
o
€

angle de
contact

itération
noI no2 no5 n"I0

7o

150
250
4Ao

620

40,2
12,8
3,04
0,377
0,187

-8,4I
-2,30
-0,329
-1,5.10-3
-l-,5.10-4

-0,631
-0,091

-4,5.10-3
-10-5

0

8,7.10-"
3.10-5

0
0
0

Tee. IV-2 - Erreur en % de différents tertnes de la suite un pour différents angles de contact de l'état
libre.

sur la figure [V-4. L'algorithme converge après 5 itérations seulement, et la seconde itération est déjà

acceptable pour les angles supérieurs à 20o. Le tableau fV-2 montre I'erreur relative en % sur la

valeur de I'angle pour les différentes étapes du calcul itératif. A partir de cette formulation, un modèle

approché peut être développé et permet d'obtenir explicitement la valeur de I'angle de contact dans

un roulement à billes précontraint.

IV.2.3.D Modèle approché de I'angle de contact statique

En constatant que la suite étudiée dans la section précédente, présente dès le deuxième terme des

résultats encourageants, il apparaît qu'une modiûcation légère de la formulation de ce dernier peut

amener à obtenir des résultats encore plus proche de la réalité.

L'expression du second terme uz de la suite présentée précéder"ment peut s'écrire sous la forme:

t + yrln(t -,, (t + xrr, (t - ug1-tr2n)-2)-L/2n

U 2 : (rv-23)
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l.tt Itz l.tz
0,8037 0,5388 0,0587

Tes. IV-3 - Cofficients optimaun pour le modèle calculé par le méthode des moi,nd,res carrés.

Par la suite, a, sera évalué à pa,rtir de la relation:

(rv-24)

L'équation (IV-24) coi'ncide avec l'équation (IV-23) lorsqu'on pose u2: cosopr u0: cosal et si

FL : L, l.tz : l/n et p,s : t/(2n). Ainsi les valeurs optimales des coefficients pr1 à p3 peuvent être

recherchées afin d'obtenir Ia meilleure prédiction de I'angle de contact précontraint ao.

L'étude de I'expression du second terme, u2, de la suite montre que I'erreur maximale correspond

à la combinaison d'un angle de contact a1 faible et d'un facteur de charge très élevé.

En modifiant les coefficients p1 à p3, I'erreur va être réduite et le modèle pourra alors être utilisé

pour prédire I'influence de la précharge sur les roulements qui équipent la machine à réluctance variable

du laboratoire.

Ftc. IV-5 - Emeurs relatiues sur I'angle de contact dons l'état précontmint entre la ualeur eracte Un
et Ie modèle proposé en fonction du facteur de charge, pour d,ifférents angles darw l'état libre.

Afin d'obtenir une expression explicite utile dans les problèmes d'optimisation et de contrôIe, une

méthode des moindres ca,rrés, appliquée à des valeurs d'angles comprises entre 70 et 620 et des facteurs

de charge allant de 10-8 à I0-2, a permis ds minimiser les erreurs. Le tableau fV-3 donne les valeurs

des coefficients obtenus après le processun d'optimisation.

La figure fV-5 présente, en fonction du facteur de charge X, I'erreur relative, sur I'angle de contact

de l'état precontraint, entre les valeurs du modèIe et celles de la quarantième itération de l'équation

a
z
uJ
UJ

F

5
ulrE
É.
l
uJ
ÎE
(f
IJJ

Facteur de charge I
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angle de contact
A,f

second terme u2
erreur ma:r. (%)

modèIe proposé
erreur mur. (%) | au point X:

250

7o
L50

400

620

-8,41
-2,30
-0,33
-0,015
-0,025

-0,1478
-0,1616
-0,1309
-0,0587
-0,0060

1,0 x 10-r
0,8 x L0-3
4,7 x L0-3
1 x 10-2
L x 10-2

Tee. IV-4 - Erreur mo,ximale en % du dernième tertne u2 et, d,u mod,èle proposé, pour ilifférent angles
de contact de l'état tibre - La position d,e Ia ualeur maxi,rnale ile l'eneur ilu mod,èle est d,onnée d,ans
la d,ernière colonne.

Ftc. IV-6 - Pamrnètres et vitesses pour l'étude dynomique.

(1V-22), Le tableau IV-4 présente I'erreur relative avant (terme u2) et après modification (modète

proposé) des para,mètres pr à ps.

On peut noter qu'un facteur de cha^rge 1 de 10-2 représente une cha,rge axiale de 71200 N pour

un roulement à contact oblique de type 218 [41]. L'erreur relative maximale donnée par le modèle est

d'environ -0.L6%. Cette précision est satisfaisante pour de nombreuses applications surtout pour des

processus d'optimisation dans des phases de conception.

IV.2.4 Variation des angles de contact avec la vitesse dens un roulement à billes
précontraint

Dans cette partie, les équations pour la détermination dss q.ngles intérieur et extérieur sont établies

dans un premier temps, afin d'obtenir des équations implicites dont la résolution numérique sera, pax

la suite, considéree comme résultat de référence. Cela permettra ensuite de chercher une méthode

analytique approchée qui sera utile à la prédiction du comportement du roulement et de ses éléments

roulants dans des utilisations avec de grandes vitesses de rotation.
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W.2.4.A Vitesses dans le roulement

Il s'agit ici d'établir les équations qui définissent les vitesses de rotation des différents éléments

d'un roulement à billes.

Les équations (IV-25) to (IV-2S) sont écrites dans le repère lié à la cage du roulement (voir figure

rv-6):

iteol" : rt,61" nCÀ

ior-/" : -d"1- nOÀ

û B e t / " :  Ô 6 1 " n G Ê

ï"rn /" : do,/. AoÈ : (d*,- - d.1-) nû

où.ipçgrlgrest la vitesse d'un point P appartenant au solide ,5r par rapport au solide ,S2, et dgr7g, est

la vitesse de rotation du solide Sr par rapport au solide ̂ 92. Les indices b, c, or et ir font respectivement

référence au mouvement de la bille, de la cage et des bagues extérieure et intérieure. Afin de simplifier

les expressions dans les calculs qui vont suivre, les notations suivantes seront utilisées:

r27

dn / - :o /
r t .1*:  Q.t

(rv-25)

(rv-26)

(rv-27)

(rv-28)

(rv-2e)

(rv-30)

(rv-31)

(rv-32)

(rv-33)

(rv-34)

(rv-35)

(rv-36)

Ôu/":no (- cos 9t + sinÊ Z)

B est l'angle formé par I'a:ce de rotation de la bille avec I'a:<e de rotation du roulement. De même que

dans [41], les déformations sont supposées négligeables et on a alors:

1c?1 : neÈtt=*
avec les notations données dans la figure fV-6, on a les relations suivantes:

GÀ:* (sina, t + 
"o"o" 

2)

GÈ :+(-sinoa i - 
"o"oo 

â)

d,.Z:!*f;"*o"
oÈ.2 :+ -f;"*on

Au point A et B, on suppose qu'il n'y a pas de glissement relatif entre la bille et les bagues. Cette

condition d'égalité des vitesses de deux points en contact permet d'écrire:

trcq - : tneol" - io.-/" : 6

La substitution des équations (fV-25), (fV-26) et (IV-32) dnns l'{qusfion (IV-36) donne:

Â '  _n \ - . . ,  ( ù " -do^^^^ \
Q 6 \ c æ ( a "  r - r - " " c \ 2  ,  

r ' c o s a o )
(rv-37)
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(rv-40)

(rv-41)

FIc. IV-7 - lfitot dynamique ile Ia biile soum'is à une précharge Êo pou, une vi,tesse d,e rotation d,u
roulement fr,.

La même analyse appliquée au contact intérieur (point B) fournit l'expression suivante:

aut"*@t,- g): (o - n.) (+ -t*"",) (IV-88)

Finalement, en utilisant les équations (IV-37) et (IV-38), l'expression de la vitesse de rotation O" de

Ia cage du roulement prend la forme:

o . :o  =  ,  '  
(d ln -dacosa i )cos(ao-F)

(cos (oo - p) +cos (a6 - p)) +d6 sin (a; - oo) sinB 
(Iv-39)

On suppose par la suite que le mouvement relatif de la bille sur la bague intérieure est un mouvement

de roulement pur. Harris montre alors que la valeur de I'angle B est donnée par [62]:

tano: 
slnao .

cos ao* *

Si la cage extérieure est fixe, l'équation (fV-39) devient:

O "  L -  { c o s a a
l ,  

-  
I+cos(CIc -CI r )

Concernant la vitesse de rotation des billes sur leur propre a:re, l'équation (IV-37) donne:

^  1+  lLcoso,oob:  o"
ff cos (a, - Ê)

(rv-42)

Les équations (fV-41) et (fv-a2) permettront par la suite de calculer la force centrifuge ainsi que

I'effet gnoscopique appliqué à Ia bille. Nous allons à présent étudier l'équilibre des forces appliquées

à la bille.
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IV.2.4.8 Équilibre des forces appliquées à la bille

En reprenant les résultats de Jones [65] et Harris [41.], l'équation d'équilibre des forces, qui s'ap

pliquent sur une bille du roulement, est la suivante (voir figure IV-7):

Ôo+i"+ër ,+fn+ F" :d  ( IV-43)

avec la force centrifuge f'", appliquée au centre de gravité de la bille et calculée coulme suit [41]:

F":! 'm6af;  2 (rv-44)

L'équation (IV-43), projetée sur I'axe Z ne e b cage, donne:

-Qocosao - Tosinao * Qtcosat * 7i sinal * F" : 0 (rv-45)

De même, en vertu de l'équilibre des forces appliquées aux bagues extérieures et intérieures, Ia projec-

tion des forces d" 
"t 

f" pour la bague extérieure et celle des forces di et ie pour la bague intérieure

sur I'axe y' donnent les relations:

t29

On suppose qu'aucun moment de résistance n'apparaît aux points A et B. L'équation des moments

du principe fondamental donne:

-! * Qosinao- ?ocosao : I

! 
- Atsina.i *4cosa; : g

cÀnF.+G-BnÊ :ûc

où. Iûn représente le moment gyroscopique calculé par la formule (IV-49).

ML _ _ Ja Qo2sin 0
drF.- 

- 
*rilAd'*

Comme * 
: +a?, la combinaison des équations (IV-37), (ry-50) donne:

(rv-46)

(rv-47)

(rv-48)

(rv-50)

L'axe de rotation de la bille, dirigé pat dt/" forme un a^ngle -B avec I'arce Z.pat conséquent, le

moment gyroscopique est calculé à partir de la formule [41]:

Mc: -Ju Oa O6 sin B (IV-49)

où Ja est le moment d'inertie de la bille par rapport à un a:re passant par son centre. A partir de

(TV-44) et (IV-49), on obtient:

(rv-51)

En substituant I'angle B par sa valeur donnée par l'équation (IV-40), le terme 
"ou!Ëfu 

se simplifie

sinÉ :
cos (oo - B)

sinao
pour donner le résultat:

L + dt/d,r" cosao
(rv-52)
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L'expression fiV-51) devient alors :
M o l

ffi: 
-5 sinoo (rV-53)

D'autre pa,rt, en accord avec Jones [65], on suppose que le moment gyroscopique est intégralement

équilibré par les deux forces tangentielles, f et 4, ew deux points de contact Aet B.Il est alors

possible de les écrire comme suit:

pour fi.nalement obtenir la relation:

-  - ,  M n
a O  -  . \ O :

ab
l r l

T, : ),rt'!,9'  ' d t

avec Ào et Àa des coefficients de proportionnalité sans dimension.

En utilisant les équations (tV-48), (ry-54) et (IV-55), on peut écrire:

*^*to: -rn

Ào + Àa:2

(rv-54)

(rv-55)

(rv-56)

(rv-57)

(rv-58)

(rv-5e)

L'hypothèse du contrôle par la bague extérieure (outer race control) qui a été utilisée pour le calcul

des vitesses de rotation implique que le moment grroscopique est alors compensé uniquement par la

bague extérieure. Cela impose ici d'écrire Ào - 2 et Ài : Q.

II/.2.4.C Résolution des équations de la dynamique

Par substitution de (IV-54) et (IV-55) dans les équations (IV-46) et (IV-47), on obtient:

Fp nMncosao
Z 

"1"rb- 
" db"in,r.

: F P
Z sinat

En substituant à présent ces équations dans I'expression (IV-45), il s'ensuit:

F p  _  F o  _  2  M n _ ,
Z tanao Z tanai 

' 
sin ao da 

- '" (rv-60)

En divisant par Fp et en remplaant ffi par son expression donnée par l'équation (IV-53),

l'équation implicite précédente se simplifie pour obtenir:

1  1  TZF |: - -
tanao tano; 5 Fo

(rv-61)

Cette équation contient encore dans son terme de droite une fonction des deux angles de contact, à

travers I'expression de la force centrifuge, d'oir:

Qo

Qr

L - d,6/d,^ cosa61 L 7 ?*^bn' (
t * " "  

-  
t " tac 

:  
5  Fo"Ûbn- 

lL  
\ 1 * cos (at - o,o)) '

(rv-62)
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Cela constitue la première équation permettant la résolution du problème des angles de contact.

Une deuxième équation est donnée par I'hypothèse d'une charge purement axiale, qui implique,

lorsque la vitesse varie, un déplacement du centre de courbure C,;p uniquement selon I'a:re f. Les

projections sur les *", f et Z de la relation de Chasle C& + CC;:drQ; donnent:

(ao * 6o) cos ao + (o.; + ôa) cos at : (ao * a,;) cos a1

(ao + 6o) sin ae * (ar * ôr) sin o1 : (a" * a'i) sin a; * ôo

(rv-63)

(rv-64)

otr ôo est le déplacement relative du point C@ par rapport au point C* suivant l'axe f (voir Figure

rv-1).
Comme le point Cio est considéré comme fixe, le

-'
CoIC"p'

déplacement ôo correspond à la longueur de

Les montages de roulement à précontrainte rigide, type écrou à encoches et rondelle'frein, imposent

au roulement la déformation axiale ôo, qui sera alors la donnée et la force Fo I'inconnue, ce qui

conduirait à utiliser la relation (IV-64).

Dans le cas d'une précharge élastique qui nous intéresse plus particulièrement pour Ia MRV, puisque

c'est la solution technique à adopter pour obtenir les plus hautes vitesses de rotation, Ia valeur de

lld"ll est une inconnue du problème et la force Fo est imposée. Il apparaît que la force Fo augmente la

valeur de |a déformation ôo. En revanche, I'augmentation de la vitesse de rotation tend à diminuer ôo,

et par conséquent, il existe une vitesse qui, à précontrainte fixée, annule la valeur de la déformation

ôo. Cet effet est mis en évidence dans les résultats de Harris [41].

Pour la résolution du problème angulaire, l'équation (IV-63), dans laquelle aucune nouvelle incon-

nue n'apparaît, est utilisée et donne la relation:

(rv-65)

Le système formé par les équations (IV-61) et (IV-65) est alors utilisé pour résoudre le problème

des angles de contact dynamiques. Les résultats de références pour le calcul de l'erreur sont ceux

donnés par la résolution numérique du système d'équations (IV-62) et (IV-63).

Pour le calcul des angles de contact, les phénomènes de cinématique complexes, qui entrent en jeu,

imposent d'avoir recours à des méthodes numériques pour obtenir Ia solution, comme le montrent les

travaux de llarris [41], Nelias [71] ou Liao et Lin [72].

1V.2.4.D Résolution explicite des équations Pour le calcul des angles

Nous allons maintenant chercher une méthode de résolution des équations (fV-61) et (IV-65) si

possible littérale et explicite.

Le calcul explicite des dérivées première et seconde permet une résolution semi-analybique par un

algorithme de Newton-Rapbson à pas optimisé.

- ( (oo + ar) cos ot - (ot + ô6) cos a6 \
CXo: ârCCOS 

\ /
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(rv-67)

Dans l'équation (IV-67), le terme de droite de l'égalité, qui traduit l'état de charge dynamique du

roulement, est une fonction des angles. En supposant, dans un premier temps, I'angle ai proche de

I'angle a, et I'angle an- ao proche de zéto, on obtient une première approximation du terme Z F.f Fe,

notée D:

En effectuant les changements de variables Xo: tan(as) et Xi: tan(a6), on obtient le système
d'équation suivant:

( ̂  , Fo (1 + x,2)1/3\ 1

\ -o-47)@
/  e  ( r+xnz)rzg\_ L ,* 
f"  

*  ZA'qf- ) fu: 
(ao+ a;)cosa1 (Iv-66)

1 1  Tz  bnr (  r -db /d^ (L+x?) - t /2  \2n- n: E Fe*u-l  t ' -  
\  7

(rv-68)

On obtient alors une approximation de Xo à partir de l'équation (IV-67) en substituant le terme

de droite par D:

(rv-6e)

D:Ift*,!a,('- %"*"")'

v X ino: f rTX6

A partir de l'équation (rv-66), nous définissons une fonction d'erreur Err(x;):

avec:

ôEm(Xp)--ax;:

(rv-71)

(r\I-72)

où k désigne les indices i ol o. On a également :

d X o :  1
îE:GDW (Iv-73)

Un calcul similaire peut être réalisé pour obtenir la dérivée-seconde de la fonction Err(X).

Err(x6):(,,.+*W)r*

La dérivée de cette fonction par rapport à X6 est:

d,Err 0Em . ïErrôXo
: _ l _ _ _

dx; 0& ?xoôx6

. (* . *rW) n* 
- (oo+aa)cosov (rv-zo)

3X3 (1 + Xl)7/6
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Résoudre l'équation (IV-66) revient à avoir Err(X;) : 0 que nous proporions de résoudre pa,r

itération. On note j le numéro de l'itération courante, la valeur de la variable X6 lors de I'itération j

est alors notée X;,i . Pour obtenir la valeur à I'itération j * 1, on pose le développement limité à I'ordre

2 de la fonction Err(X6) au point Xi;, soit, 
.

Err(Xi , i11) :Err (X l , j ) *w(Xr , j+ ,_X; ,ù- ,w(Xo, j+ t_Xn, i ) ,Gv-74)

Err(Xa,ia1): 0 donne la solution du polynôme de Xa;".1 - Xej i

I dErr(xr,ù dErr(Xi,ùxt,i+r - x,i : 
l-ffi; 

. ffi;i' 
-, =;;#- 

Wy )
(rv-75)

qui, en utilisant un développement de Taylor à I'ordre 2 de la fonction racine-carrée, donne Ia formule:
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(rv-76)

Cette formule permet de réaliser un calcul avec un pa"s optimisé tenant compte de la courbure de la

fonction pour obtenir le résultat plus rapidement.

A partir de la valeur Xi,j+1, on calcule la valeur Xo,j+l par la formule (fV-69). Ces deux valeurs

permettent de réinitialiser le terme D avant initier une nouvelle itération.

Si à f itération ,f[ la précision est satisfaisante, les angles de contact sont donnés par:

x u +r - x t,j - 
E# (, * w, .* - ̂  

arr (x6; ) \
æ\'-4P-W)

ai : atctùrrX,i,,N

oo:arctanXo,ry

(rv-77)

(rv-78)

Par la suite, les résultats obtenus par cette méthode approchée vont être comparés à ceux fournis par

une résolution numérique exacte des équations.

IV.2.5 Applications numériques du modèle explicite - comparaison avec la résolution

numérique

Nous allons illustrer les résultats obtenus par le modèle explicite précédent à travers deux exemples

précis de roulements.

IV.2.5.4 Roulement à billes à contact oblique type 218

On a choisi pour I'étude un roulement à billes à contact oblique du type 2L8 (série ISO 02). Ce

roulement conventionnel est équipé d'une cage et de billes en acier. Ses ca,ractéristiques dimensionnelles

sont données par d6 :22,23 mm, d,^ : 125126 mm, .R6 : Ro :11,63 mm, ai : 40o et, Z : 16 billes

[41].
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Frc. IV-8 - Conaergence d,e I'algori,thrne (angles et terme ZF./Fp) en fonction du nombre d'i,térations
réali,sées (roulement àbilles à contact oblique detype 218 - Fp:2000 lf etdl:I5000 tr/min.

itération valeur
0 I 2 3 4 o 6 exacte

A;, 40,36 57,95 60,26 60,41 60,4269 60,4279 60,4280 60,4280
err. Sur q; (Yol -33 -4rL -0,26 -0.021 - I ,7 . IU- ' -1,4.1.0-4 0

olo 40,36 3,77 2,20 2,03 2,0r7 2,0t62 2,0161 2,0L61
err. sur at (Yo) 1902 87 9,57 0,766 0.06I 5.10-ô 4.10-4

Tae. IV-5 - Résultats d,es 6 premières itérations d,u calcul des angles de contact, dans un roulement
type 218 (Fp:2000 lY, O:15 000 tr/min)

Afin de tester la convergence de I'algorithme proposé au fV.2.4.D, on définit les conditions de

fonctionnement pour Fp:2 000 N et O : 15 000 tr/min. Les angles de contact sont alors fortement

modifiés.

La figure IV-8 présente la convergence de l'algorithme en fonction du nombre d'itérations réalisées.

On remarque la convergence très rapide de I'algorithme, conformément aux propriétés d'un algo-

rithme de Newton-Ra,phson. Il faut cependant attendre 1u 2ième itération pour que le terme Z Fs /F,
ait convergé vers sa valeur exacte. Cela provient de la forte va,riation de I'angle a; et de la difiérente

Qi. - do.Un fois ce terme bien évalué, l'algorithme converge en quelques itérations.

Le tableau IV-5 présente les résultats de la figure précédente sous forme numérique. L'erreur relative

à chaque itération est également donnée pour les deux angles intérieur et extérieur pa^r rapport au

résultat exact. La résolution nrrmérique exacte du système d'équation sera réalisée par la fonction

fminsearch de MATLAB, avec les valeurs d'initialisation a1 pour les deux angles. L'algorithme d.e

résolution utilisé est la méthode directe du simplex (Netd,er-Meail simplen methoQ.

Les deux résolutions explicite et numérique donnent le même résultat après convergence. L'erreur

devient acceptable dès la deuxième itération. En efiet, I'erreur sur l'angle extérieur devient inférieure

à5%. A la deuxième itération, I'angle intérieur est estimé à 0,13% par défaut. L'algorithme est donc
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capable de donner très rapidement Ia valeur exacte des angles.

Dans la suite de ce paragraphe, nous présenterons les résultats obtenus à la troisième itération.

Le tableau IV-6 présente les résultats concernant les mêmes angles pour une précha^rge élastique

appliquée de 17800 N et pour des vitesses de rotation allant de 0 (statique) à 15 000 tr/min.

Vitesse
A (tr/min)

angle ao (degrés)
Solution Modèle Erreur

Numérique Relative

angle aa (de$és)
Solution Modèle Erreur

Numérique Relative

statique
3000
6000

10000
15000

4L,507 4L,507 t0,00070
40,671 40,067 +0,000%
38,060 38,060 +0,ooo%
31,368 31,383 +0,048%
19,190 L9,474 +L,478%

4L,507 4r,507 -0,000%
42,329 42,328 -0,000%
44,749 44,749 -0,000%
50,055 50,045 +0,02LY0
57,0L2 56,989 -0,235%

Tee. IV-6 - Angles d,onnés par la troisième i,témtion pour un roulement ù contact oblique d'e type 2I8.

Comparaison aaec la solution eracte, pour différentes u'i,tesses de rotati,on (Fr:17 800 /f,)

L'erreur maximale est commise pour la vitesse de rotation de L5 000 tr/min et vaut de -0,235T0

pour l'arrgle de contact extérieur et 1.,478V0 pour l'angle de contact extérieur.

La figure IV-9 montre la rrariation des angles de contact intérieur et extérieur dans le roulement

de type 218 lorsque la précharge évolue et pour différentes vitesses.

Précharge (N)

Frc. W-9 - Angles donnés par la troisième itération (courbes) et le u,Icul numéri,que (syrnboles) en

fonction ile la force ile précontrai,nte et d,e lo uitesse de rotation dans le cas d'un roulement à billes à

contact oblique de type 218.

On observe sur la figure IV-9 une bonne correlation entre les résultats du modèle (courbes) et les

résultats numériques (symboles). L'erreur produite n'est pa.s décelable sur Ie graphique. Les tendances

de va,riations sont fidèlement reproduites.

135
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nombre d iÉradons

Ftc. IV-10 - Conaergence de I'algorithme (angles et terme ZF"/Fp) en fonction d,u nombre d,'itérations
réalisées (roulement à billes à contact oblique ile type VEX 6/NS - Fp:4 N et Q:200 000 tr/min.

Le modèle donne globalement des résultats d'une précision satisfaisante pour le type de roulement

étudié ici.

IV.2.5.8 Roulement à billes à contact oblique de haute précision SNFA VEX 6/NS

Les roulements de haute précision SNFA VEX 6/NS sont les roulements à billes à contact oblique,

qui équipent la machine à réluctance variable du laboratoire. Ces roulements hybrides sont munis de

billes céramiques en nitrure de silicium ,Sis.ivn (notation /NS) et de bagues en acier à roulements. Les

hautes qualités de fabrication permettent à des roulements de petit diamètre d'atteindre des vitesses

optimales supérieures à 200 000 tr/min.

Ce roulement hybride est défini par les caractéristiques suivantes dt:3,L7 tn^, d,^: 11,5 mm,

Rt: Ro: 1,66 nrm, of : 15o et Z :8 billes.

La figure W-10 présente la convergence de l'algorithme en fonction du nombre d'itérations réalisées

lorsque le roulement est soumis à une force de 4 N et à la vitesse de 200 000 tr/min. .

Comme dans le cas du roulement de type 218, la convergence de I'algorithme est très rapide. La

deuxième itération fournit déjà une solution très acceptable.

Le tableau IV-7 présente les résultats de la figure précédente sous forme numérique. L'erreur

relative de chacun des itérations est également donnée pour les deux angles intérieur et extérieur par

rapport au résultat exact donné pa,r la fonction numérique ftninsearch du logiciel MATLAB.

L'erreur devient acceptable dès la deuxième itération. L'erreur sur l'angle extérieur est alors de

moins de 0,18% par défaut. L'angle intérieur est estimé pour sa part à 0,009% par excès. On peut

remalquer que la convergence est encore plus rapide que dans le premier exemple étudié. D'une manière
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itération 0 I 2 3 4 er€cte

angle intérieur
erreur (%)

rb,by
-35

23,L4
-4,28

24,L5
0,09

24,1801
-2,4.L0-3

24,rEU'(
-6.10-4

24,lEO7

angle extérieur
erreur (%)

r5,b9
1517

r,u6
12,03

Ur9'(
I,294

0,9649
0,035

0,9645
-0,0009

0,9645

Tas. IV-7 - Résultats des I premières itérations du calcul d,es angles d,e contact dans un roulement

type VEX 6/NS (fr:4 N, Q:200 000 tr/mi'n)

générale, plus I'angle ay est faible, plus I'algorithme converge rapidement.

La ûgure IV-L1 présente les variations des deux angles de contact lorsque la precharge évolue entre

1 et 100 N et pour difiérentes vitesses de rotation de 0 à 200 000 tr/min.

Précharge (N)

Frc. IV-11. - Angles donnés après 3 itérations d,e l'algorithme (courbes) comparé aun résultats

numéri,ques (symbotes) pour d,iaerses a'i,tesses de rotation Q ert fonction de Ia précharge Fe (C:1)

Du point de vue de la précision du modèle, on remarque que ce dernier reproduit fidèlement les

évolutions des angles. Les tendances de variation sont très bien reproduites dans I'exemple présenté.

Le tableau IV-8 présente les résultats du modèle explicite et de la résolution numérique concernant

l'angle de contact oo en charge pour le roulement \|EX 6/NS soumis à une precharge de 8, 25, 50 ou

100 N.

Le tableau IV-9 présente les résultats obtenus grâce au modèle et les compa,re à ceux que le calcul

numérique fournit, lorsque le roulement tourne à 100 000 tr/min. Les résultats sont donnés pour des

valeurs de précontrainte recommandées par le fabricant [31].

Co--e dans Ie cas du roulement 218 précédemrnent étudié, I'erreur ma:<imale se produit lorsque

la précharge est faible. Elle atteint alors -0,012Vo porx l'angle de contact o<térieur. Pour des valeurs

supérieures de precharge, I'erreur devient négligeable.

Le même roulement à billes est étudié alors qu'il tourne à sa vitesse maximale de 200 000 tr/min.

r37
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l.réchaxge
Statique

emeur
%

apap
Exact Modèle

8N
25N
50iv

100 iv

15,945 L5,947 5,9.10-r%
16,885 L6,885 23.LA-3TI
L7,797 L7,7gg 16,4.L0-3To
19,070 19,069 -70,4.L0-3To

Tas. tV-8 - Angle de contact statique a, d,ans un roulernent à contact oblique hybrid,e d,onné par le
modèle et, comparé à la solution numéri,que.

Précha,rge
F"

angle ao (de$és)

Solution Modèle Erreur
Numérique Relative

angle a6 (de$és)
Solution Modèle Erreur

Numérique Relative
8N

25N
50N

100N

6,187 6,188 -0,0L2LTI
11,963 11,963 +0,00L2%
t4,976 L4,976 +0,000L%
!7,455 17,455 +0,000%

22,Lgg 22,rgg -0,0014%
20,867 20,867 -0,0004%
20,3L9 20,319 -0,0001%
20,586 20,596 -0,0000%

Tle. IV-9 - Ang\es de contact dynamiques concentant Ie roulement à billes hyhràde haute ri,tesse
obtenus à Ia troisi,ème itération et comparés à Ia solution numéri,que pour une uitesse d,e rotation d,e
100 000 tr/mi,n

Le tableau fV-10 compare alors les résultats obtenus après 3 itérations de I'algorithme proposé et la

solution numérique exacte. On constate que les résultats sont très proches des valeurs fournies par

la résolution numérique. A nombre d'itérations égales, la vitesse tend à augmenter I'erreur qui reste

cependant tout à fait acceptable (moins de 0,035%).

Précharge
F"

angle ao (de$és)
Solution Modèle Erreur

Numérique Relative

angle a6 (de$és)
Solution Modèle Erreur

Numérique Relative
8N
25N
50lv
100 N

1,866 1,967 0,035To
5,135 5,136 0,027To
8,646 9,647 0,0t57o
12,875 12,976 0,004%

24,404 24,403 -0,0026%
24,647 24,646 -0,0031%
24,520 24,519 -0,0030%
24,170 24,L69 -0,00L4%

Tes. IV-10 - Angles de contact dynamique concernant le roulement à billes hybride haute vitesse
obtenus à la troisième itération et æmparés à Ia solution numéri,que pour une vi,tesse d,e rotation d,e
200 000 tr/min

Pour illustrer I'influence du rapport d'osculation C : ao/o+,le roulement haute vitesse est à

nouveau étudié, mais en simulant des chemins de roulement dissymétriques. Ou prendra alors une

vitesse de 200 000 tr/min et une précha.rge de 8 N.

Les valeurs de C choisies pour illustrer I'exemple sont C : L/4, Lf 2, 1,2, et 4. Les deux rayons de

courbure sont modifiés conjointement pour ajuster la valeur de C recherchée tout en gardant constant

af : ao + ai (l'angle ao reste constant). Les valeurs de Ro et .R6 sont données dans le tableau IV-11.
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C 0,250 ,5 r24
Ro
R4

1,614 L,632 1,661 1,680 L,702
L,702 1,680 1,661 L,632 t,6L4

Ten. IV-1l - Valeurs des rayons de courbwe pour différentes ualeurs d,u rapport d,es facteurs d'oscu-

Iation

Les résultats obtenus pour les angles de contact ai et ao sont présentés dans le tableau IV-12. A

des fins de comparaison, la dernière colonne du tableau présente la valeur de I'angle de contact ao

dans l'état précontraint (en statique). Les résultats concernant ao sont ceux donnés par la résolution

numérique. Les faibles variations de I'angle de contact ao est la conséquence des modifications des

raideurs de contact avec la courbure des pistes.

C

angle oo (de$és)

Solution Modèle Erreur
Numérique Relative

angle aa (de$és)
Solution Modèle Erreur

Numérique Relative

aP

Solution
(Num.)

1/4
r/2
I
2
4

1,925 r,925 O,0O2To
1,909 1,909 0,007%
1,866 1,867 0,034%
1,757 r,762 0,226T0
1,513 1,538 L,638To

18,988 18,9EE -0'0U070
20,97t 20,97L -0,001%
24,404 24,403 -0,003%
30,196 30,191 -0,0r9To
39,821 39,760 -},L1lTo

15,916
15,939
15,946
15,935
15,909

Tes. IV-12 - Angles donnés par le mod,èIe erylicite comparé aun résultats numéri,ques en fonction du

mpport d'osculation C : aof aa (Q:200 000 tr/rnin, Fp:8 N)

L'erreur ma>rimale dans cet exemple atteint L,537o lorsque ao >> aa (C:4) avec la valeur de

précharge que I'on a choisie. Dans I'ensemble, les résultats obtenus après 3 itérations sont acceptables.

Le modèle décrit donc convenablement le comportement de roulements à pistes dissymétriques.

La figure IV-L2 présente les variations des angles avec la vitesse pour le roulement SNFA VEX

6/NS soumis à une précharge de 8 N, pour différentes valeurs du rapport C : aola* Les variations

des angles associées à la valeur C : '!. 
sont tracés avec des symboles ronds, qui permettent de guider

la lecture du graphique.

L'influence du rapport C : aolo+ est beaucoup plus marquée en ce qui concerne l'angle intérieur

que pour I'angle extérieur. Compte-tenu du fait, que I'angle e est déterminant dans la rigidité (voir

paragraphe ry.3), des valeurs de C inférieure à 1 sont préférables pour limiter les fluctuations des

termes de rigidité avec la vitesse de rotation. Il convient cependant de tempérer ces propos, puisque Ia

pression au contact extérieur augmente lorsque C diminue (variation de la force normale en 1/ sin(ot)).

IV.2.6 Représentation en schéma-bloc du modèle des angles de contact dans le

roulement

Nous pouvons à présent définir le schéma bloc du modèle obtenu. Le modèle est présenté sur la

figure IV-13. Le modèle fournit en sortie les angles de contacts intérieur et extérieur. Le système a

pour entrée la géométrie et les propriétés des matériaux du roulement. Le modèle a également en

139
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:ANGLE INTERIEUR
: :

# , +  C e 4 '

'A=.2..

c : 1 "

Ç = . 1 ?
c = 1 t 4

: ANGLE EXTERIEUR
0 . 5  1 1 . 5 2 2 . 5

VitesseQ(trlmin) xtos

Ftc. IV-12 - Angles donnés o,près 3 i,térations de I'algori,thme (courbes) comparés 01Æ résultats
numéri,ques (symboles) pour di,fférentes ualeurs d,u rapport, d'osculation C : aof ai en fonction d,e
la aitesse de rotation (Fp:8 N)

45

40

Ftc. IV-13 - Modèle d,es angles d,e æntact, sous forrne de schéma-bloc
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entrée la précharge 
"1 

1ss nngles de contacts (qui font implicitement intervenir la vitesse)

I]/.2.7 Conclusion

Dans cette partie, nous avons modélisé la cinématique du roulement à billes à contact oblique. Après

avoir établi les équations, nous avons proposé une méthode explicite de type itérative de résolution

du problème, que nous avons alors confronté à la résolution numérique exacte des équations. Deux

exemples de roulements ont été étudiés a,fin d'illustrer les résultats et la pertinence de la méthode

proposée.

Les résultats obtenus sont très proches de la valeur exacte dès la troisième itération et la conver-

gence est rapide.

En comparaison avec la complexité du problème initial, le modèle présenté est une alternative

intéressante à la résolution numérique. Il permet de calculer explicitemeatr lss angles de contact et leur

évolution.

Les autres grandeurs liées aux angles, comme les pressions de contact, la rigidité du roulement et

le couple de frottement dans le roulement vont alors pouvoir être évaluées.

74r
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rV.3 Modélisation du contact entre deux solides élastiques

IV.3.1 Introduction

La rigidité d'ua roulement à billes est non seulement fonction des angles de contact mais également

des rigidités des contacts. Nous avons donc besoin de connaitre la relation entre les forces de contact

et la déformation des solides qui en résulte.

En ce qui concerne les forces de contarts et la modélisation des déformations, plusieurs études

existent à commencer par la théorie de Hertz [69] du contact entre solides et les théories des contacts el-

liptiques. L'utilisation dans ces modèles d'intégrales elliptiques augmente la complexité mathématique

et rend la résolution analytique impossible. Alors que Brewe et Ha,rnrock [73], Greenwood, et at.[74]

ont travaillé sur la simplitcation du modèle de cont.act de.ns le cas d'un contact faiblement elliptique,

Houpert a présenté un modèle simplifié pour la loi de comportement de la bille, dans le cad.re d'une

étude analytique sur la répartition des efforts dans un roulement chargé indéfiniment [2].
Dans un premier temps, nous allons décrire la théorie de Hertz proprement dite. Ensuite un modèle

analytique approchée visant à éviter les méthodes numériques de résolution habituellement utilisées.

Ce modèle sera enfin confronté aux résultats fournis par la résolution exacte des équations de la théorie.

IV.3.2 Théorie du Contact de Hertz

Dans cette partie, qui présente une démarche classique et générale de calcul des efforts, des

déformation ou encore des aires de contact entre deux solides élastiques, nous allons d'abord rappeler

succinctement le modèle de contact de Hertz pour deux solides élastiques en contact, pour ensuite

proposer un modèIe simplifié et explicite permettant de ne pa.s avoir recours aux classiques tables de

valeurs.

IV.3.2.A Présentation de la théorie

En 1881, H. Hertz pose l'hypothèse que I'efiort s'applique sur une petite surface de contact due

aux déformations locales, plutôt qu'un point ou une ligne de contact, évitant ainsi I'apparition dans les

calculs de contraintes infinies. Cette méthode, connue sous le nom de "théorie du contact de Hertz,',

est fréquemment utilisée.

Elle permet d'obtenir les relations entre les forces de contact existant entre 2 solides en contact et

les déplacements relatifs de leur centres respectifs. Les lois de comportement des contacts présentées

dans ce rapport utiliseront ce modèIe [69].

Une brève revue des hypothèses et de la théorie proprement dite est présentée en annexe C.

La théorie a pour objectif de trouver la relation entre les courbures p des solides en contact et la

forme de la surface de contact. La forme des solides est représentée par un para,mètre F(p). La surface

de contact (ellipse) est représentée par son ellipticité n. La relation entre ces deux pa,ramètres est une
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équation transcendante.

IV.B.2.B Méthodes numériques pour la résolution des problèmes de contact

La méthode la plus classique est celle qui consiste à utiliser des tables numériques, qui regroupent

les différentes solutions des équations et des intégrales elliptiques complètes et donne implicitement la

relation entre rc et F(p) (voir tableau C-l en annexe C)'

Les lois de comportement d'un contact sont alors obtenues en exploitant la formule (C-8). On

obtient la loi de comportement (ou relation force-déplacement) du contact qui est de la forme:

Q -- * 6t/' (rv-7e)

k est appelé module d'élasticité du contact [?0] ou encore facteur géométrique du contact hertzien [2]

. Il ne dépend que de la morphologie des surfaces en contact et des matériaux en présence et est donné

en N.m-3/2. La formule (C-8) donne alors son expression:

143

Pour obtenir l'expression des modules élastiques, il faut donc connaître la valeur de ô* qui n'est pas

accessible explicitement puisque les intégrales elliptiques n'ont pas de solutions explicites' Cependant,

il est possible de calculer une valeur approchée de la solution et d'obtenir ainsi un modèle explicite.

IV.3.2.C Méthodes approchées pour la résolution des problèmes de contact

Les valeurs des modules éIa"stiques ko et k ont été approchées pax L. Houpert [2] et peuvent être

calculées comme suit:

. 2tnÛ*
a - -

(Ep)L/2(6.1t12

kt :ao(æ)^  Nf  a ;

ko:oû(æ)- reg::Ei

(rv-80)

(rv-81)

(rv-82)

(rv-83)

(rv-84)

(rv-85)

Les rayons de courbure réduits R ont pour définition dans le cas des roulements à contact oblique:

R i:( i-;)- '

Rz,:(i.m)-

R.:(i,_*)-'
- / 2 2cosao 

)-t (IV-86), tho:(a_ff i )

Les coefficients ae et a1 sont donnés par Houpert en fonction du rapport des coubures équivalentes

Rr /'l?z des surfaces en contact comme présenté dans le tableau IV-L3.
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R t lRz Aloû
de1à4

de4à100
de 100 à 13000

0.6669 0.2625
0.5673 0.3450
o.4472 0.4110

T,c.s. IV-L3 - cofficients pour la loi de comportement de Houpert [2].

Cette formule approchée, présentée dans le cadre d'une étude sur la répa,rtition des efforts dans un
roulement à billes, donne des résultats satisfaisants.

D'autres études sur les contacts faiblement siliptiques ont été comparées par Greenwood [24], mais
ne sont pa.s adaptées au cas des roulements à billes. En effet, les modèles ne sont proposés que pour

des valeurs du rapport Rt/1?a inférieures à 20, or les roulements présentent des surfaces de contact
avec un rapport de rayons équivalents compris entre 4 et 100 [2]. Cela représente des valeurs de F(p)
comprises entre 0,6 et 0,98. Les différents exemples de roulements présentés par Ha,rris [41] donnent
des valeurs de R1/R2 comprises entre 26 et 32 environ pour le contact intérieur et entre 19 et 22 pour

le contact extérieur.

Dans I'optique de connaître avec précision, non seulement les modules d'élasticité, mais aussi les
valeurs des semi-axes et de la pression de Hertz, il est nécessaire d'obtenir des modèles, valables dans
le cas des roulements à billes, permettant d'atteindre ce but sans recourir aux méthodes numériques.

IV.3.3 Modèle approché de contact Hertzien

Nous allons dans un premier temps chercher une relation approchée donnant directement I'ellipti-
cité rc en fonction du paramètrc F(p).

IV.3.3.A Calcul du paramètre d'ellipticité rc

La première étape consiste à résoudre, pour de nombreuses valeurs de,F(p) comprises entre 0 et l,
l'équation (C-1) et de tracer la fonction n: f @@)). L'étude essentiellement graphique de la fonction

obtenue, de sa forme et de ses valeurs particulières a permis d'opter pour une fonction du type:

(t - r 101r,+ tâ F t'4 b))- t'6 (rv-87)

comme solution de l'équation implicite. Le choix s'est d'abord porté sur une fonction dont les coeffi.-
cients pz et p+ valaient respectivement L et 0. Le modèle était alors précis à L%. Le choix de la fonction
finale a permis d'améliorer sensiblement la précision.

La fonction (fV-87) a pour valeurs L et *oo lorsque F(p) vaut respectivement 0 et 1.

La fonction est ensuite optimisée au sens des moindres carrés, à I'aide de la fonction frni,nsearch
de MATLAB.

Les valeurs optimales trouvées pour les coeff.cients h ù pa sont données dans le tableau IV-14.

. 11
, t : I - - + -

ltt ltt
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I.IL P2 l-ts p4 l.L5

0,38357 1,03985 0,2L733 L,931050.54796

Tee. IV-14 - Cofficients ile la relation IV-87.
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F(p)

Frc. IV-L4 - Valeurs du pammètre d'excentri,cité n donné par Ie modèle approché (courbe) et par à

I'equation i,mpticite (symboles), en fonction d,u pammètre géométrique F(p). ù gauche: pour F(p)

compri,s entre0 et0,9, ù d'roite: pour F(p) compris entre0,9 etl.

Afin d'illustrer les résultats donnés par cette formulation approchée de rc, la figure IV-L4 présente

les résultats et les erreurs en fonction de .F(p).

La figure montre que les résultats donnés par le modèle (équation (fV-87)), concordent avec les

valeurs exactes fournies par la résolution numérique de l'équation implicite (C-1). Harris avait, par

sa pa,rt, tracé les résultats de la théorie de Hertz sur 3 graphiques, avec dilatation de l'échelle [41]. il

est possible, comme suggéré dans les travaux de Deeg [75], d'opérer un changement de variable, en

utilisant une autre variable O, telle que O : arccos F(p) et d'obtenir ainsi une distorsion de l'axe des

abscisses favorable à la précision des tracés.

Concernant la précision des résultats obtenus, le modèle fournit des valeurs de æ qui approchent à

moins de 0,35% près la valeur exacte. L'erreut ma:<imale avoisine 0.35% lorsque le paramètre F(p) vaut

0,08, valeur qui n'est ja,mais atteinte dans des roulements à billes. Classiquement, F(p) est compris

dans la fourchette 0.9 (contact elliptique) et 0,99 (contact fortement elliptique).

IV.3.3.8 Calcul approché des intégrales elliptiques comPlètes .F et t

Après le calcul approché de æ, la difficulté restant alors à surmonter est le calcul des intégrales

elliptiques qui n'a pas de solution e:çlicite. Le modèle approché n'a d'utilité que s'il permet une

résolution ecplicite du problème de contact, condition par conséquent a.streinte à I'obtention d'une
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o.2 0.4 0.6
F(p)

o.92 0.94 0.96 0.98
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la u'{

"0,

Ë " '
rd,
\ o.2
E
E
,6 o.t
E
E
g - o
-c
5-o.r
6
(D
'È-o.,

E
5-o.3g
u-o.+

ru O.4
.o
'6

Ë 
o''

ro

t o.2
E

,o O.1È
E
8 _ o
-!s
a -o.1
.D

Ë -o.2

E
5 -o.g
g
u -o.a

Ftc. IV-15 - Erreur en To du modèle approché sur la aaleur d,u paramètre d,'ellipticité, en fonction
du paramètre géométri,que F(p).à gauche: pour F(p) compris entre 0 et 0,9, à droite: pour F(p)
compris entre 0,9 et L.

formule explicite pour les intégrales elliptiques de premier et second type.

La méthode appliquée est semblable à la précédente, à savoir un calcul complet des valeurs

numériques exactes des intégrales elliptiques complètes f et t pour toutes les valeurs envisageables

d'ellipticité rc prises entre 1 et 1000. Puis à l'aide d'un outil de régression polynômiale et par des tracés

de Ia fonction âvec des cha,ngement de variables, l'expression approchée des intégrales elliptiques a été

obtenue avec, pour point de dépa,rt les formules proposées par Brewe et Ha,rnrock [78] ou Johnson [26],
et les travaux de Deeg sur les algorithmes de calcul [75]. Brewe et Ha,rnrock ont proposé les formules

suivantes, en ce qui concerne la solution de l'6quation implicite et la valeur de I'intégrale elliptique

complete du deuxième ordre e [rc), pour les contacts moyennement elliptiques mais non circulaires.

Puis dans des travaux plus récents [7fl, ces mêmes auteurs ont modifié le modèle a^fin de l'étendre au

cas particulier du contact circulaire.

rc =l.oaaet *, *: 1.oa3e (ï+4;'*'

é(æ) æ1.ooo3 + o.be68. (l'o$e) 
1 5?'?

"=(ffii)''"
7 (  - 1t(n) æL+ ffi

(rv-88)

(rv-8e)

(rv-e0)

(rv-e1)

La formule de R. Maertens, appelée aussi formule "YNOT" (Why not), (au +W)t/v, probablement

inspirée de Ia formule approchée d'Euler de 1773 pour le calcul du périmètre d'une ellipse tmp,

ïÀ
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Frc. IV-16 - à gauche: Valeurs iles intégrales ellipti,ques cornplètes f et € d'onnés par le modèIe

(courbe) et la solution numérique ero,cte (symboles) en fonction tle la ualeur du paramètre d'ellipti'cité

K.

à droite: Er"reu,r relatiae sur les i,ntégrales elliptiques complètes f et t entre les ualeurs d'u modèle

et la solution numérique exacte en fonction d,e la ualeur du paramètre d"ellipticité n.

permet d'écrire une autre expression [78]:

€(n): (L + nuf/u (rv-e2)

avec la constante A:ln(2)lln(pi/2), donnée par Maertens et calculée pour répondre à la condition

arur limites t(n : l) : r /2.

Pogr notre modèle approché, la forme et les différents paramètres présents dans les formules ont

été calculés, por que les fonctions soient justes lorsque Ie contact est circulaire, soit poru K: 1, et

pour présenter une erreur minimale jusqu'à un contact fortement glliptique avec ,t : 1000. Le modèle

approché obtenu est le suivant. L'expression de t est dérivée de celle de Hamrock et Brewe[77].

r@) :T+ 0.872 (log rc)l'offi

€(n):1+ffi
(rv-e3)

(rv-e4)

La figure IV-16 présente les résultats obtenus pour les intégrales elliptiques semplètes €(n) et f (n).

Les valeurs de rc sont comprises entre 1 et 1000. Pour des valeurs de rc inférieures à 1.00, les errelus

ssmmigsg par le modèle sont en deçà de 0,3%, pour l'intégrale elliptique complète du premier lype f ,

et en deçà de 0,2Vo pour l'intégrale du deuxième type t. La majorité des roulements à billes présentant

des valeurs de rc inférieure à 100 [2], la légère divergence du modèle (+L%) pour I'intégrale elliptique

f, observée pour des valeurs de r proche de 1000, n'a donc pas trop d'importance. Notons qu'il est

délicat, dans ce cas, de parler de contact ponctuel : I'exposa,nt n : 3/2 pourrait tendre vers la valeur

de 10/9 du contact linéaire.

A titre de comparaison, la figure fV-17 présente les r&ultats donnés par le modèle dérivé de la

paramètre d êllipticité K

o
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K

Ftc. IV-L7 - Comparaison ile I'erreur sur la aaleur ile l'intégmle elliptique æmplète € générées par
Ia forrnule dériaée d,e l'erpression d,e Maertens, le rnod,èle proposé et la formule d,e Hamrock et Brewe
en foncti,on de Ia aaleur du pammètre il'ellipticité n.

formule de Maertens, avec ceux de notre formulation (modèle proposé) et les résultats de Hamrock et

Brewe.

La formule de Maertens (rv-92) donne une légère surestimation, maximum +0.26% de la valeur de

l'intégrale du second type et est juste pour les grandes valeurs rc et pour n : L. La formule proposée

(IV-94) présente une erreur tantôt négative, tantôt positive qui n'excède pa.s 0,19% en valeur absolue.

Elle donne les meilleurs résultats sur la plage 1 ( rc ( 10. La formule proposée par Ha,mrock, exacte

pour rc : 1, est la meilleure pour les valeurs de rc comprises entre 10 et 256, mais donne I'erreur la

plus grande 7,6L% par défaut porû n :Lr757. Les formules que nous propoÉroûr sont donc une bonne

alternative au calcul numérique des intégrales elliptiques complètes.

IV.3.4 Application du modèle au calcul des caractéristiques du contact Hertzien

Dans cette section, nous allons illustrer les résultats des différents modèles en calculant les gran-

deurs de la théorie de Hertz, que sont les dimensions de I'ellipse, la déformation et la pression de

Hertz.

IV.3.4.A Dimensions de I'ellipse de contact

Les expressions des intégrales elliptiques complètes trouvées précédemment vont permettre de

ca,lculer explicitement, et pour chacun des contacts, les valeurs des demi-axes a et b (o > ô), de la

rt
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déformation ô et de la contrainte manimale de contact p0 pax les formules suivantes:

1,49

(rv-e5)

(rv-e6)

(rv-e7)

(rv-e8)

avec ,c donné par I'équation (IV-87).

La figure fV-18 présente les résultats donnés par le modèle approché et la solution numérique

exacte pour les semi a:<es et la surface de I'ellipse de contact en fonction du facteur d'osculation

y : (2r - do)lda allant de 10-3 à L. Dans un roulement à billes à contact oblique, ce facteur est de

I'ordre de 0,0b [2]. La solution exacte est calculée à l'aide de l'équation (C-1), de I'expression initiale

des intégrales elliptiques complètes et des formules (C-9) à (C-10)'

Frc. IV-18 - ù gouche : Voleurs du gmnil demi-ane a, ilu peti,t demi-oa,eb et ile lo surface d'e l'ellipse

de contact d,onnées par le moilèle (courbe) et la soluti,on numéri'que enacte (symboles) en foncti,on du

facteur i l 'osculat ion 7:(2r-dt) /ù ( fO-s < I  <L) pouruneforcenorrnole de 10 N- da:3.I7

mm, Ç: 11.b mm. à droite: Envur relati,ue sur les aaleurs ilu gmnil demi-one a, du petit dem'i-axe

b et de la surface ile l'ellipse.

Les courbes fournies par le modèIe donnent des \xaleurs proches des résultats calculés numériquement.

Du fait de I'optimisation des coefficients au sens des moindres carrés, I'erreur change de signe plu-
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sieurs fois. L'erreur relative sur la rm,leur des semi-axes reste globalement dans lâ fourchette *0,L5%.

Pour la surface, cette erreur reste inférieure à 0,14% en naleur absolue. Dans la zone concernant plus

spécifiquement les roulements à billes à contact oblique (soit environ 0,01 < .f < 0,L), I'erreur varie

entre -0,12% et *0,09% pour le semi-a:<e a, I'erreur rnrie entre -0,0870 et *0,05% pour le semi-a:<e

b. Pour la surface de I'ellipse, cette erreur reste entre -0,08% et +0,0470.

IV.3.4.B Déformations des contacts

La figure IV-19 présente les erreurs relatives commises sur la valeur de la déformation ô ou le

rapprochement mutuel des deux centres des solides. Thois modèles sont représentés: le modèle de

Greenwood pour les contacts moyennement elliptiques, utilisant une régression de puissance aux abords

de rc: 1, le modèle de Houpert précédemment explicité et le modèle approché que nous proposons.

ioo ro-t roo
I

Flc. IV-1,9 - Comparaison entre les erreurs sur le calcul de Ia d,éfornation comrnise par le modèle
proposé, le moilèle de Hou'pert et le mod,èIe d,e Greenwood (pour les contacts faiblement elliptiques) en
fonction du facteur d'osculation 7 : (2r - dù/ù.

Lorsque I'ellipse de contact est pratiquement circulaire (rc proche de 1), le modèle de Greenwood

donne les meilleurs résultats lorsque / excède 0,M75. Le modèle de Houpert, conçu pour minimiser

I'erreur pour difiérentes plages de valeurs de rc, change par conséquent de signe plus souvent. Il donne

Ia valeur exacte lorsque f :0,0027;0,0226 et 0,1192. L,erreur est inférieure à2To, et dans la zone

concernant les roulements à contact oblique, I'erreur n'excède pas 0,5% en valeur absolue. Le modèle

proposée donne la valeur exacte lorsque .f : 0,0486. Le modèle donne une erreur comprise entre
-0,333% et *0,19L% sur toute l'étendue de valeur de /. Pour la zone des roulements à billes à contact

oblique, cette erreur s'échelonne entre -0,31% et *0,LALVo.

On peut donc considérer que le modèle permet d'obtenir une bonne solution approchee du problème

s
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de Hertz en terme de déformation dans les roulements.

IV.3.4.C Pression de Hertz

La figure IV-20 présente les résultats donnés pa,r le modèle, les valeurs exactes concernant les

contraintes de Hertz en GPa et les déformations en pm, ainsi les errelus relatives correspondantes. La

force de contact est de L0 N.

Frc. IV-20 - à, gauche: Valeurs ite ta iléformation et d,e la pression de Hertz au centre d,e I'elli'pse

d,e contact données par le rnod,èle (courbe) et la solution numérique enacte (symboles) en fonction du

facteur d,'osculation 7: (2r - dùlù - F - 10.ivda :3.L7 mrn, d,^:L1.5 mm.

à drcite: Emeur rvlatiae sur les ualeurs ite ta défonnation et de la contrainte mosi,male au centre de

I'ellipse d,e contact, entre les aaleurs du modèle et la solution numérique enacte, en fonction d'u facteur

d'osculation f.

La pression ma:cimale de contact, appelée pression de Hertz, est obtenue avec une erreur inférieure

à 0,15%. Puisque la pression de Hertz est proportionnelle à I'inverse de la surface de contact, I'erteut

sur la pression est pratiquement la même (au signe près) que celle observée lors du calcul de la surface

de I'ellipse.

IV.3.5 Représentation en schéma-bloc du modèle de Hertz

Nous pouvons à présent définir le scbéma bloc du modèle obtenu. Le modèle est présenté sur la

figure IV-2L.

Le modèle fournit en sortie les raideurs de contacts et la dimensions des ellipses de contact. La

pression de contact est également calculée. Le système a pour entrée la geométrie et les propriétés des

I
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Ftc. tV-21 - Schéma-bloc d,u moilèle de Hertz.

matériaux du roulement ainsi que les efforts aux contacts intérieur et extérieur.

IV.3.6 Conclusion

L'étude de la théorie de Hertz a été détaillée. Un modèle permettant de trouver la valeur de

l'ellipticité de la surface de contact entre une bille et une surface a été proposée. Le résultat exact

est approché avec une formulation explicite à moins de 0,3%. Parallèlement, les intégrales elliptiques

ont été approchées, afin de s'a,ffranchir totalement du calcul numérique. En utilisant ces r&ultats, le

contact entre une bille et la piste intérieur d'un roulement a été étudié. Les résultats exacts concerna,nt

la déformation et la pression de Hertz sont obtenus respectivement à moins de 0,35% et 0,1b% près.

Ce modèle approché permet donc d'avoir une bonne estimation des grandeurs caractéristiques

des contacts dans un roulement à billes. Ces résultats sont utilisées pour le calcul de la rigidité d'un

roulement à billes.
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IV.A Étnde de la rigidité de roulement à billes utilisés à grande

vitesse

La rigidité des roulements à billes, qui supportent le rotor, joue un rôle déterminant dans le

comportement dynamique global du rotor. La connaissance précise des relations forces-déplacements

dans un roulement passe pax l'étude approfondie des efiorts internes. Cette relation est ca,ractérisée

pax gne matrice de rigidité. Pour obtenir la matrice de rigidité du roulement à billes, les méthodes

habituelles utilisent la sommation des efforts de contact sur les Z billes du roulement pour obtenir la

réaction du roulement associée à un déplacement 179,7L, 80,721.

La force associée à un déplacement est une somme de termes non linéaires, qui traduisent chacun la

loi du contact de chaque bille. Des calculs analytiques ont été menés pour remplacer cette sommation

discrète des efforts par la somme continue de fonctions de répartition. Cela conduit à I'utilisation

des intégrales elliptiques de Sjôvatl Jo et J, [81], qui n'ont pas plus d'expression analytique, que

celles utilisées dans la théorie de Hertz. Dans ces intégrales, Ia possibilité d'efforts de contact négatifs

(/(€) < 0) est empêchée par I'emploi de la fonction max(O,f(e)) [82], ce qui s'appa,rente à des bornes

d'intégration fonction de e, entre lesquelles /(e) est alors positive, description faite par Houpert [2].

Dans ce même article, Houpert donne un modèle analytique pour le calcul des roulements à billes.

Il est ici utilisé pour décrire le déplacement relatif des deux points de contact, en fonction de 5

déplacements imposés à la bague intérieure par rapport à la bague extérieure. Le modèle est destiné

à être utilisé dans des logiciels de calcul par éléments finis, et permet le calcul de I'efiort ma:cimal de

contact. Les efforts sont obtenus par le calcul d'intégrales sur toute Ia périphérie du roulement.

Flernot et al.l82] calcule la matrice de rigidité du roulement à partir de fonctions du facteur de

distribution des charges e, qui est le rapport du déplacement axial sur le déplacement radial imposé

à la bague intérieure. Chaque terme de la matrice contient une intégrale elliptique, notées Jro, J* ott

..I"r, dont la formulation s'apparente à celle des intégrales de Sjôvall. Chacune de ces fonctions est par

1a suite remplacées par 2 fonctions approchées, qui donnent explicitement la valeur des termes J*, Jo,

et Jn en fonction de e, selon que e est inférieur ou supérieur à 1. Les fonctions choisies sont une suite

de termes en puissances non entières de e. Cependant les auteurs ne décrivent pa.s , dans ce trava.il, la

précision de I'approximation ainsi obtenue.

Dans le premier paragraphe, Ie modèle conduisant au calcul des déformations de chaque bille

(pincement [Z]) est redéfini en fonction de Ia position orbitale de la bille et en fonction des 5 degrés

de liberté imposés à la bague intérieure (liée au rotor).

Dans le deuxième pa,ragraphe, Ies équations d'équilibre de chaque bille, les lois de comportement

des contacts et les équations de déformations établies au paragraphe IV.2.4 permettent d'obtenir le

système de 8 équations non linéaires pour la résolution du problème. Les para,mètres choisis sont les

déformations locales et globales, les angles de contact, les efforts normaux et les efforts tangentiels au

153
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contaÆt.

Dans le troisième paramètre, la résolution du problème concernant les efforts extérieurs est présentée.

Les 5 efforts (3 forces et 2 moments) a"ssociés à un jeu de 5 déplacements irnposés (3 translations et 2

rotations) sont calculés en réalisant une sommation des efforts appliqués par chaque bille sur la bague

intérieure.

Dans la quatrième paragraphe, la méthode numérique de résolution du système non-linéaire est

détaillée, avant de calculer les forces appliquées au roulement par sommation des efforts de chaque

billes.

Chaque terme de la matrice de rigidité du roulement est alors calculé et ses va.riations en fonction

de I'angle de contact, de la vitesse et de la précharge sont enfin explicitées.

IV.4.1 Modèle de déplacement à 5 degrés de liberté

Il s'agit d'étudier I'influence d'un déplacement imposé, défini par 3 translations, et 2 rotations,

d'où 5 degrés de liberté. Ce modèle a été explicité par Houpert [2] et utilisé par Hernot et at.ll2l pow

Ie calcul de la matrice de rigidité.

La figure lV-22 présente les paramètres angulaires et dimensionnels utilisés pour le calcul de

l'énergie. Les points de contact extérieur et intérieur, entre la iàème bi[e et les bagues, sont notés Ai

et Bi.

La position de la bille dans le plan du roulement est repérée pa.r I'angle @ lequel est une fonction

du temps f puisque la bille suit le mouvement de rotation de la cage (mouvement orbitat).

La bague intérieure se voit imposer 5 déplacements (modèle à 5 degrés de liberté). Les trois

translations sont notées 6r, 6, et, ô, respectivement suivant les a:res X, Y et Z du repère fixe (lié à la

bague extérieure). De même, deux rotations de la bague intérieure par rapport à la bague extérieure

sont imposées autour de I'a:re X et de l'axe Z et repérées respectivement pa,r 1ss angles 07ç et 92.

La bague intérieure tourne d'abord 6rrp angle 02 artloar de Z puis d'un angle 01 autour du nouvel

axe X1. La position du centre de la bille est alors obtenue par une dernière rotation d'angle / autour

de l'axe gr.

z i  O iz

112.D^+
ar cos 0ç

X=Xr X
yj=y

FIc. fV-22 - Position du centre d,e courbure C6i au niaeau de Ia ji"* bilte du roulement. Le tmnslation
6z ilu repère xtYt z' suiuant z par mpport au repère xY z n'est pas représentée.

Yr0z
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Le point C6r. (centre de courbure de la piste intérieur) au niveau de Ia j'm' bille située dans la

position orbitale fi se déplace alors d'une valeur notée 6r(Q) suivant Ia direction radiale (zy) et d'une

valeur notée ô"(fu)suiwnt la direction a:ciale (yr') .

Le passage de la base XY Z à la base X1Y1Z1s'écrit:

155

Cette formulation permet la prise en compte directe des rotations et des translations.

Le passage de la base X1Y1Z1à la base ryz s'écrit:

1  0  0  000
0 cos d16 sin 0.7ç 0 0 0
O-s ind ; cosd76  000

Le passage de la ba.se nyz à la ba"se njyjzi s'écrit:

I cos02 sinîz 0 -ôx cos02 -6v sinîz

l-sinî2 cæ?s 0 ôx sinïs -6v cosîz

looloo
- l- l

100010
looool
100000

{ ï }

{ ï }

6 , ( ô ) = ô 1 ç s i n @ * 6 2 c æ Q

6"(Ô) = 6v t Rîz sin@ - Rîx cæÔ

{ ï }

0
0

-62

{ ï }

0
0
1

(rv-ee)

(rv-100)

(ff-101)

(rv-102)

(rv-103)

(rv-104)

(ry-105)

(rv-106)

(rv-107)

0  0  0  100
0  0  0  010
0  0  0  001

X1
Yr
Z1
I
1
1

cosSi 0-sinfi  0 0 0
0  1  0  000

s in /30cos f t  000

0  0  0  100
0  0  0  010
0  0  0  001 { ï }

En posant zi : dml2* a6cosay : R, tj: 0 et Uj :0, on obtient le déplacement relatif du point

CU pat rapport au point Col (du repère ûxe) par inversion des matrices. Les déplacements radial dr

et a:<ial da à,Ia position orbital / sont donnés par:

dr(ù:r@@F@-a

da(ù : ôr -.Bcos Q sinîycæ?s * Rsin?ssinâ

avec les coordonnées X et Z données par:

X :6x * Ecosf sin0lç sinîz * Rcos9ssinQ

Z :62 * Rcoe{ cos0.y

Les angles 0y et 0s étant très petits,les ocpressions de dr(Q) ef da(@) deviennent:
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Ces deux fonctions de déformation sont utilisées par la suite pour calculer les at'gles de contact.

IV.4.2 Calcul des forces appliquées par une bille

Soit la j62^"bille du roulement, à une position orbitale @i.

Nous avons établis auparavant que Ie problème des angles et des forces de contact pouvait être

résolu pa,r les équations d'équilibres de la bille (fV-43 et tV-48). Ces équations permettent d'obtenir

les relations suivantes :

-Q oi cos aoi - Toi sin aoi * Q ai cos ati * T4 sin a6r' * F.i : g

Qoi sin aoi - Tsi cos aoj - QU sin a;i * Tri cæ a6i : Q

En supposant un contrôle par Ia bague extérieure, nous avons obtenu:

(rv-108)

(rv-10e)

(rv-110)

(rv-111)

(rv-113)

(rv-114)

Tu:o
t t

T"j :  
tMn: 

--EF"isinaoi

avec:

(rv-112)

A ces équatiotts s'ajoutent, les équations de la position du centre de la bille (fV-63), (IV-64), qui

peuvent faire intervenir les fonctions de déformation (IV-107) et (IV-106) po* étudier les variations

sous charge des angles de chacune des billes du roulement. Les équations (IV-63), (IV-64) deviennent:

Fcj:rrùb!a, (#W#)'

(aoi * 6oi) cæ aoi * @ii * ô;i) cos qi : (aoj * a;i) cos ay + 6r(ôi)

(aoi * ôer') sinaei * @;i * ô6i) sin aii : (aoj * a;r') sin oy + 6"(ôi)

Les relations forces-déplacements (fV-5) et (fV-6) viennent compléter le système d'équation. Ces

équations étaient les suivantes:

Qq :k';i 6f;t

Qoi :ksi 6!i

Les coefficients ko1 et k6i des lois de comportement sont des fonctions des angles de contact asi et

aii. Cette relation entre les rigidités locales et les angles de contact est représentée par les équations

(rv-e) à (rv-14).

IV.4.3 Résolution du système pour une bille

Les équations sont exploitées a,fin de ne conserver comme inconnues que les déformations 6ai et 66i

et les angles de contact d,6i et asi.
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Les équations (IV-108), (IV-109), (ry-113) et IV-114 sont réécrites sous la formes de fonctions

dterreurs:

La somme errl+errl+err!+errf; est alors minimisée par rapport aux paramètres de déformations

6si et 66i, ainsi que par rapport aux angles de contact asi et a;i. Cette minimisation est réalisée aYec

la fonction lsqnonlinde MATLAB, qui est adaptée pour la minimisation de fonctions non-linéaires par

la méthode des moindres carrés.

Les angles de contact et les déformations sont alors connus et les lois de comportement permettent

ensuite de retrouver les efforts appliqués à la bille.

1V.4.4 Calcul des forces appliquées au roulement

Dans Ie cadre de cette étude, la bague intérieure est soumise à des déplacements relatifs par rapport

à la bague extérieure fixe. Les deux bagues ne sont plus nécessairement centrées et parallèIes. Les efforts

appliqués à chaque bille sont alors fonctions de sa position orbitale (angle 4'1).

La condition QïsinaiS: FplZ n'est plus vérifiée. L'étude de l'équilibre des forces appliquées à

la bague intérieure permet cependant d'écrire:

êrr1: -Qojcosaoi -T6isinasi I Q6icoso,6i ITrisina;i J F.i

êrr2: Qoisino,oi -Toicæaoi - Qqsinaii IT'i icosa,i i

êrrs: (aoi + 6oi)cosaoi * @ei l6'ii)cosaii - (ooi + aij) cosat - 6r(Ô)

êrr4 : (aoi *ôoe') sinaoi * @u * ôa7) sin aai - (aoi + aij)sinal - 6"(Ô)

z
F*-DQri cosa6i sinfi : g

j:r

z
g"-DQli sina6y' : 0

j=1

z
et-DQqcosa;icosfi - 0

i:r
z

Mx*l Q oisin oar' R cosQ : Q
i:l
z

tWt-DQ1sinaai RsinQ: g

(ry-115)

(rv-116)

(rv-117)

(rv-118)

(rv-11e)

(rv-120)

(w-121)

(\À122)

(rv-123)
j=L

Pour résoudre le problème d'un roulement précontraint par un ressort (force Fy : Fp imposée),

il faut réaliser un calcul itératif, ici de type Newton-Raphson, en utilisant le paramètre ôy comme

variable.
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IV.4.5 Etude de la rigidité du roulement

Dans le cadre de cette approche numérique des forces, les dérivations sont réalisées par différences

finies centrées. Les termes de la matrice obtenue ne sont pas parfaitement symétriques du fait de

la précision du calcul numérique. Une symétrisation est alors effectuée en calculant la moyenne des

termes diagonalement opposés.

IV.4.5.A Étude dans une base restreinte à 3 DDL

Pour l'étude de Ia rigidité du roulement, nous définissons les paramètres de déplacement suimnt

la direction ra.diale r, a:<ial a et a,ngulaire 9. Ces paramètres sont définis par:

7 :1 / î \  22 A : Y

En étudiant la rigidité du roulement à bille à partir de ces paramètres, iI est possible de définir la

matrice de rigidité symétrique du roulement dans la base (r, a, 0):

Kat (rv-124)

Les termes de rigidités dans la matrice sont des fonctions non linéaires des paramèttes r, a, 0.

En utilisant les projections sur chaque âxe:

t ry:4{
T

Fy : Fo Fr: F,| Mex: *t+ Moz: *t?

On peut revenir à Ia matrice de rigidité dans la base (X, Y, Z, 0y, 0s). Les termes de la matrice

s'obtiennent en différenciant chaque force par rapport à chacun des para,rrètres.

K,,# + F,# K,o# # (x* - *) K*#

#llïI{l
OF"-6;.

%
oo

6Me
oo,

OF,
or

%
o1

0Me
dî

:l

K R :

Krol Koo Kro? x"eT

# (x,, - *) K,o? K,,# + 4# K*#

x*#
x"egf

rcre# (rv-125)

K,e# x"e+ K,e# xu*',-ut% W6u-+)
x*# x"eeif x,e# W (xr, - +) xu# + mr*

Ce résultat montre qu'il sufft d'étudier les rigidités dans la base des déplacements radiarur, a:cial

et angulaires (3 DDL, r, a, 0) pour connaître le comportement du roulement dans la base à 5 DDL

( X , Y ,  2 , 0 7 ç , 0 2 ) .

L'infl.uence de divers pa,ra,mètres dimensionnels ou de fonctionnement sur les rigidités est étudiée

dans les paragraphes suivants.

oT+oZ
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IV.4.6 Influence de I'angle et de la précharge

Le roulement à billes à contact oblique SNFA VEX6/NS est étudié ici à titre d'exemple a,fin de

mettre en évidence I'influence des conditions de montage et d'utilisation sur les raideurs axiale et

radiale.

Les calculs précédents montrent que la raideur du roulement est intimement liée à la précharge

appliquée, d'une part, et à I'angle de contact d'autre part. A I'arrêt, la force de précontrainte agit

directement sur la rigidité des contacts entre les billes et les bagues, mais également sur I'angle de

contact ap1 eê qui a pour effet de modifier le rapport entre les raideurs radiale Kylç (ot K22) et

axiale /(yy.

IV.4.6.4 Rigidité radiale (Kxx)

La rigidité radiale d'un roulement est étudiée pour des angles libres de L0, L2,15, 18 ou 25o angles

disponibles au catalogue. La figure IV-23 présente les valeurs de la rigidité du roulement dans la

direction radiale en statique au repos et tournant à 100000 tr/min et 200000 tr/min.

L'augmentation de la rigidité radiale du roulement avec la précharge appliquée est clairement

illustrée sur cette figure et ce quelle que soit la vitesse: la non-linéarité des contacts se retrouve dans

le comportement global du roulement. L'augmentation de I'angle de contact o; diminue la rigidité

radiale du roulement. En statique, la rigidité radiale d'un roulement d'angle dl : 25o est de 30%

inférieure à celle obtenue pour un angle a1 : 10o.

La force centrifuge générée pa,r la rotation du roulement et par le mouvement orbital des billes

entraine une modification importante du comportement du roulement. Deux observations importantes

peuvent être faites: d'une part la forte diminution de Ia rigidité radiale avec la vitesse, d'autre part

la diminution de cette rigidité avec I'angle de'contact. Par ailleurs il est à noter Ia faible influence des

faibles valeurs de précha,rge lorsque la vitesse est élevée: les rigidités varient peu pour des précharges

inférieures à 4 N. Pour les précharges phæ importantes, une forte remontée de la précharge est observée.

IV.4.6.8 Rigidité axiale (Kvv)

La rigidité a:<iale d'un roulement est maintenant étudiée pour des angles libres de L0, L2,15, 18

ou 25o angles disponibles au catalogue. La figure IV-24 présente les valeurs de la rigidité du roulement

suiriant la direction a:ciale pour un roulement âu repos et tournant à 100000 tr/min et 200000 tr/min.

Les échelles sont conservées d'un graphique à I'autre pour une compa,raison plus aisée.

En statique, la rigidité axiate augmente fortement lorsque la précharge ou l'angle varient' La

rigidité a:ciale d'un roulement d'angle dl :25o est plus de 2 fois supérieure à celle obtenu pour un

angle oy : LQo Pour Fp : 100 N.

La vitesse provoque un effondrement de la rigidité a:riale qui tend à devenir constante pour les

faibles rmleurs de précharge.
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Prédralo Fp.n N

(")

FIc. IV-23 - Variotion d,e la mid,eur radiale K7ç;ç en statique (a) à 100000 tr/min (b) et à 200000
tr/min (c) en fonction d,e la pré,charge appliquée Fo pour iliffércnts angles de æntact ay.

IV.4.6.C Rigidité angulaire (Ke,e,)

La rigidité angulaire d'un roulement est maintenant étudiée pour des angles libres de 10, 12, 1.5,

18 ou 25o angles disponibles au catalogue. La figure fV-25 présente les valeurs de Ia rigidité angulaire

du roulement autour d'un a:<e perpendiculaire à I'a:re de rotation du roulement. Les cas du roulement

au repos, à 100000 tr/min et à 200000 tr/min sont successivement décrits. Les échelles sont conservées

d'un graphique à l'autre poru une compaxaison plus aisée.

Les courbes sont similaires à celles de la raideur a:<iale. La vitesse provoque une très forte diminu-

tion de la rigidité. L'influence de l'angle de contact sur la va,leur de rigidité n'est pas la même selon que

la précharge est faible ou forte. A 200000 trf min,le point où la tendance I'inverse est ainsi clairement

visible.
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Préchtge Fo en N

(.)

Frc. IV-24 - Variation d,e la raid,eur oniale Kyy en statique (a) à 100000 tr/mi,n (b) et à 200000

tr/min (c) en foncti,on d,e la précharge appliquée Fo pour ilifférents angles d'e contact a7'

IV.4.7 Influ.ence de la vitesse et la précharge

pour le roulement précédemment étudié, lorsque l'angle de contact a été choisi, le seul pa'ra'mètre

pouvant influencer les termes de rigidité est la précharge'

L,infuence de la précharge sur les variations des rigidités radiale et æ<iale en fonction de la vitesse

de rotation est étudiée

La figure fV-26 présente les rrariations des rigidités radiale (Kxx), a:ciale (Kvv) et angulaire

(Kerer) ainsi que les vaxiations du terme de couplage entre le déplacement radial suivant X et angulaire

autour de Z (Kxer) avec la vitesse de rotation O et la précharge Fp. Les précharges étudiées sont

celles préconisées par le constructeur (12, 25 et 50 N). Le cas de précha,rges faibles (4 N) est également

étudié pour en connaître I'influence sur le comportement du roulement. Les échelles sont conservées

d'un graphique à l'autre pour une comparaison plus aisée'

Toutes les rigidités sont fortement pertrubées pax la vitesse de rotation, qu'elle que soit la precha'rge

appliquée. Les tendances de variations avec lavitesse et la précharge sont homothétiques. 2 zones sont

161
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FIc. IV-25 - Vari.ation d,e la raid,eur angulaire Kery, en statique (a) à 100000 tr/min (b) et à 200000
tr/min (c) en fonction d,e la précharge appliquée Fp pour ilifférvnts angles d,e contact ay.

observables: la première où les angles varient de façon importante, ce qui crée un effondrement des

rigidités et la seconde où les effets centrifuges génèrent une lente remontée des rigidités (le phénomène

est plus marqué aux faibles précharges).

IV.4.8 Représentation en schéma-bloc du modèle de rigidité

Nous pouvons à présent définfu le schéma bloc du modèle obtenu. Le modèle est présenté sur la

figure IV-27.

Le modèle fournit en sortie la matrice de rigidité du roulement à billes. Le système a pour entrée la

géométrie et les propriétés des matériaux du roulement. Le modèle a également en entrée la précharge

et les angles de contacts (qui font implicitement intervenir la vitesse)
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Vilgse de rcteilon n il t/mln r rd

(c)

FIc. IV-26 - Vari,ation iles rigi'di'tés ariale Kyy
ri,gidité d,e couplage Kxe" (o) en fonction de la
appliquées Fp

vlbssdo miaÙonosnt/mln r rd

(d)

(a), railiale Kyyft) et angulairc Ke"e"(c) et d'e la
uitesse d,e rotation Q et pour difrérentes précharges

IV.4.9 Conclusions sur la rigidité d'un roulement à billes

Nous avons réalisé le calcul des déformations de chaque bille en fonction de sa position orbitale et en

fonction des 5 déplacements imposés à la bague intérieure par rapport à la bague extérieure. Le système

d'équations permettant Ia résolution du problème en terme d'sngles de contact, de déformation et en

terme d'effort a été explicité.

Le système a ensuite été résolu pour chaque bille en utilisarxt une méthode de resolution des

moindres carrés. La sommation de l'effort dû à chaque élément roulant a fourni la force de reaction du

roulement puis tous les termes de la matrice de rigidité ont été calculés par différences finies centrées.

L'inf.uence de la précharge et de la vitesse de rotation a été étudiee en fonction de l'angle de

contact du roulement à billes choisi. Pour un angle de contact fixé, I'inf uence conjointe de la vitesse et

de la précharge a également été décrite. Il a été constaté la forte diminution des rigidités du roulement

Iorsque la vitesse augmente, ce qui sera préjudiciable à la stabilité du rotor et de l'électrobroche'

A partir de cette étude de la rigidité des roulements, il est à présent possible de modéliser plus
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Vitesse de
robtion

Matrice de
Rigidité

du Roulement

Ftc. IV-27 - Schéma-bloc du rnoilèle de la rigidité du roulement

précisément le comportement dynamique du rotor de la MRV et de ses roulements à billes, en fonction

du montage des roulements (précharge) et de la vitesse de rotation du rotor. La méthode de sommation

des efforts préférée ici aux intégrales de Sjôvall [81] permettent en particulier l'étude de I'influence de

la position orbitale du train de billes sur les rigidités et sur les forces.

Modèle de rigidité
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IV.5 Couple de frottement dans un roulement à billes

La connaissance et la prédiction du comportement dynamique d'un rotor guidé pa,r un montage

de roulements à billes passe par l'étude approfondie de ses paliers et des frottements internes.

Ce frottement est généré par les glissements relatifs dus aux mouvements des composants d'un

roulement (billes, cage, bagues intérieure et extérieure).

Des essais réalisés sur une grande diversité de roulement ont permis à PaJmgren [6a] de mettre en

place un modèle permettant de calculer le couple de frottement en fonction de la vitesse et de la force

appliquée. Pour tous les phénomènes dissipatifs, hormis ceux dus à la présence de lubrifiant, Palmgren

propose, pour le couple statique du roulement dû à la seule précharge Fp,la formulation suivante [67] :

165

(rv-126)

avec zun coefÊcient sans dimension fonction du type de roulement dont I'ordre de grandeur est de 10-3

(8 .10-4 polr un angle de Llo), A un exposant compris entre 0,33 et 0,5 selon I'angle de contact et d^,

a1 respectivement le diarnètre moyen du roulement et l'angle de contact libre. d"' est donné en mm'

les forces en N et les couples en N mm. C" est la capacité dynamique en N, fonction des dimensions

et des matériaux du roulement. Pour chaque type de roulement, pour chaque angle et selon la force

appliquée, les coefficients sont donnés par des tableaux numériques [67, 83].

Palmgren donne également une formulation du couple visqueux dû à la lubrification, en fonction

de la viscosité du fluide zs (en centistokes), la vitesse de rotation N en tr/min:

Ct: L0-7 fo@sN)2/e 61 (w-r27)

/e est un coefficient donné en fonction du type de roulement utilisé et de la lubrification utilisée

(graisse, brouillard ou bain d'huile). Dans le cas d'un roulement à billes à contact oblique (15o), on a

lo:2. Le facteur 10-7 permet exprimer le couple en Nmm.

La somme de Co et C6 permet d'obtenir le couple de frottement total dans le roulement. Ce modèle

a été utilisé lors du dimensionnement de notre MRV pour obtenir les pertes dans les roulements [1' 84].

Cependant les influences de l'accélération et des angles de contact ne sont pas prises en compte

dans le modèle de Palmgren. Afin de connaître avec Ie maximum de précision, Ies pertes dans un

roulement soumis à une force æriale pure, nolxr allons établir un modèle, permettant de prendre en

compte les caxactéristiques précises des roulements et permettant de décrire au mieux les phénomènes

internes.

Dans un premier temps, la cinématique de la bille est étudiée et les pa,ra,mètres des mouvements

sont mis en place. Le mouvement de la bille est modélisé conformément aux travaux de Jones [85], et

de llarris [a1].

Dans un deqxième temps, la modélisation des efforts appliqués à la bille est explicitée.

c-:z(e)'(#) *
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xo

Ftc. IV-28 - Repères utilisés pour l'étud,e cinématique.

Ensuite, l'action de la cage sur les billes est déduite des efforts appliqués à la cage et de la

cinématique de cette dernière. L'ensemble des moments de frottement générés par le mouvement relatif

des billes et des bagues est décrit suivant la modélisation de Hachkowski et Peterson [86], s'appuyant

sur les travaux de Todd et Johnson [87].

Tous les efforts étant connus et le mouvement de la bille étant défini, les équations de la dynamique

sont alors résolues pour finalement obtenir I'expression du couple de frottement du roulement.

Ce résultat sera illustré par l'étude des roulements à très grande vitesse utilisés dans la MRV.

L'influence de la vitesse et de I'accélération sur le roulement est démontrée ainsi que I'influence de la
précharge appliquée.

IV.5.1 Cinématique de la bille

La figure IV-28 représente les repères utilisés pour l'étude cinématique. Le repère fixe (indice e)
est lié à la bague extérieure. Le repère lié à la cage du roulement (indice 1) est obtenu par rotation

d'un angle @ autour d.e l'axe Q,tù. Le repère (indice z) est obtenu par rotation d'un angle B autour

de I 'axe (G&).

Dans le repère fixe liée à la bague extérieure, la cage est animée d'un mouvement de rotation

autour de l'axe (O,to) avec une vitesse angulaire notée / : O". La bille est a^nimée d'rrn peuysmsn;

de rotation autour de I'a:ce (G ràù avec une vitesse angulaire notée O6 par rapport au repère R2. Le

repère (G,X2,Y2,2) est nnimse d'une vitesse de rotation B autour de I'axe (G,Xù.

Le vecteur-rotation de la bille par rapport à la cage n'a pas de composante suivant I'a:re X2. On

zr

\

xl
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suppose que les forces de frottement sont sufrsantes pour empêcher la rotation de Ia bille autour de

l,axe (G,*) sous I'effet du moment gyroscopique. La vitesse de la bille est donc supposée dans Ie plan

(G,Y1,Z).

La vitesse du point G de la bille par rapport à la bague extérieure exprimée dans le repère lié à la

cage est donnee par:

t67

i . r * " /^n:*n"U' -

w.5.1.4 Torseur dynamique

L'accélération du point G (centre de gravité de la bille) s'écrira donc:

icens/n : !, n.Ê, - + e.' Z,

La vitesse de rotation de la bille par rapport à la bague extérieure a pour expression:

(rv-128)

(rv-12e)

(rv-130)

(rv-131)

(rv-133)

(rv-134)

(rv-135)

Ôo/ an : du/ *" + dny h+ Ôar/no

Qoàz+g&+o. t r

Cette expression reformulée dans le repère lié à la cage devient:

(rv-132)

On supposera que la vitesse de rotation B est négligeable devant les autres vitesses de rotation mises

en jeu. Par conséquent, Ie premier terme 
"o 

-f1 disparaît dans l'équation IV-132. Le tenseur d'inertie
=
i de la bille supposée parfaitement sphérique est un tenseur diagonal dont chacun des termes vaut

# 4 Vtl. Le moment cinétique de la bille exprimé dans le repère ,81 est donné par:

o'o\lRù : i.(4/m

:# [tn" 
- oocosÉ) ir + oæinB i1f

L'expression du moment dyna,mique calculé dans le repère fixe et e:çrimée dans le repère lié à la cage

Rr est par ailleurs de la forme:

dolno : g & +(o" - QocosÉ) y'r r Q6sinB 21

- à
iolnn: rt{oî,(A/Aù1. * lnaVoln" AVceo/ru

:d,

îo / no : W {o:ot f,,"îfu } ",

d'où:

{}6, désigpe un vecteur exprimé dnns le repère ftr'

(rv-136)



168 CHAPITRE TV. ETWE DES PALIERS ET MODELISATION THEHMIQW...

IV.5.1.8 Mouvements relatifs aux contacts

Il est nécessaire de décrire les mouvements relatifs des billes aux points de contact intérieur et
extérieur. Ces vitesses permettent de déterminer la distribution des forces et moments de frottement.

Au point de contact extérieur, la vitesse de passage de la bille sur la bague e.st donnée par la vitesse
de la cage O". Au contact intérieur, la vitesse de passage de la bille sur la bague intérieure est donnée
par O - Q".

On note d." 16 et dir76, les vitesses de rotation des bagues extérieure et intérieure par rapport à la
bille.

fr-76 peut être décomposé au point B en une composante de pivotement (spin) suivant la normale
au contact Çlê) et notée O"o et en une composante de roulement (roll) da,ns le plan de contact et
notée Q"o.

La projection sur I'a:ce '4ë de la vitesse de rotation O-76 dans le repère lié à la cage donne:

O"o : -O" sin oo * Oa sin (a. - Ê) (rv-137)

Pour le mouvement de roulement, les vitesses relatives de roulement s'obtiennent par les formules:

O"o : O. cos ao - (lbcos (ao - É) (rv-138)

De la même manière, la vitesse de la bague intérieure Q1"76 peut être projetée sur la normale au contact
.dG pour donner ls, semposa,nte de pivotement Os6.

O",; : (O - O") sina6 * Oa. sin (at - g)

Pour le mouvement de roulement, O4 €st donnée par:

(rv-13e)

Ori : - (A - O") cosoi - O6. cos (at - Ê) (rv-140)

IV.5.2 Modélisation des efforts appliqués à une bille

Dans un premier temps, nous allons recenser les différentes actions qui s'appliquent sur les billes.
Ces efforts sont des efforts de contact appliqués par les deux bagues et par la cage, et des efforts

dynamiques et aérodynamiques.

IV.5.2.4 Modélisation des efforts de contact entre les bagues et la bille

La surface de contact entre une bille et les bagues sont des ellipses. Les forces de contact sur la

surface de contact sont réduites au centre de I'ellipse (points A et B) à une résultante et un moment.
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3H",i*
Flc. IV-29 - Forces et moments appliqués à la bille arm contacts aaec les bagues

Bague extérieure Les forces et les moments de contact au point A sont représentées sur la

figure fV-29. La résultante des forces de contact exercées par Ia bague extérieure sur la bille au point

A se décompose en une force notée 8o normale au plan de I'ellipse et une force tangentielle 4 comprise

dans le plan de I'ellipse de contact. Cette force tangentielle I se décompose en une composarrte notée

?po dans le plan (A,ir,ir) et une autre notée ?xo suivant l'a:<e f,1. Le moment en A des forces

appliquées par la bague extérieure sur la bille se décompose en un moment Mryp normal au plan de

l,ellipse et un moment tangent M7o dans le plan de I'ellipse. Ce moment Mro a pour composantes un

moment Mao dansle plan (A,tr,Zù et un moment Mvo suivant l'axe 'f1'

Bague intérieure Les forces et les moments de contact au point B sont représentées sur la figure

IV-2g. La résultante des forces de contact exercées par la bague intérieure sur la bille au point B se

décompose en une force notée @6 normale au plan de l'ellipse et une force tangentielle 4 comprise dans

le plan de I'ellipse de contact. Cette force tangentielle 4 se décompose en une composante notée ?nt

dnns le plan (B,tt,ùt) et une autre notée fiç6 suivant I'axe -f,r. Le moment en A des forces appliquées

par la bague extérieure sur la bille se décompose en un momerrt M1n normal au plan de I'ellipse et un

moment tangent Mm daa,s le plan de I'ellipse. Ce moment Mm a pour composa,ntes un moment M66

da.ns le plan (B,fi, à; * un moment M;ç6 suivant l'a:ce -fr'

Les forces de contacts et les moments sont la conséquence des frottements existants entre la bille

et Ies bagues intérieure et extérieure. Ils sont représentés sur la figure fV-29 comme s'opposant au

mouvement qui leur donne naissance. Les moments Mno et, Mni sont appelés moments de résistance

au roulement. MNo et Mm sont, eux, les moments de conformité.
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Ftc. IV-30 - Forces et moments appliqués par la iâè*" bihe sur la co,ge au pointCi.

rv.5.2.B Modélisation des efforts de contact entre la cage et la bille

Le contact entre la cage et la bille est supposé ponctuel et situé sur un diamètre d".

La figure IV-30 montre la disposition des efforts appliqués par la iiè* bille sur la cage et les

repères utilisés pour les calculs.

- 
Le rePère (C,*.i,f"i,i"i) est obtenu par une rotation, d'angle À autour de I'axe ç,û) telle que

Y
B

X"7 soit colinéaire et opposée à la normale au contact (tangent au cercle de dia,mètre d"). L,angle À

(rv-141)

vaut (voir triangle COG):

f : arcsin 
*

Les forces de contact de la bille sur Ia cage sont supposées réduites au point C à une force normale e"
normale au contact telle que d.: Q" (.or7f"i -sio,yf"1) et une force tangentie[e f", située dans
le plan ta'ngent à la bille au point C et de même direction que la vitesse de glissement notée iceal"
du point C appartenant à la bille par rapport à la cage. La valeur de cette vitesse de glissement est

donnée p*' (-or"osB.t i *Q6sinB.2.i) n $..f"7 a'ot'

Vceu/": lau"i,,B.t i * *.nucos B.Z.i (rv-142)
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On suppose que le frottement entre la bille et la cage suit une loi de Coulomb et la force Q, orientée

dans Ia direction de fçç61", est telle que :

i" : F" Q " 
si,gn(ts ça/ c) : p,. Q. sign(Q6) (w-143)

Le signe de i"ea/. est en efiet donné par le sens de rotation de la bile/cage, donc par le signe de Q6.

Pour établir la formulation de la force appliquée à la bille par la cage, cette dernière est supposée

parfaitement centrée sur I'arce du roulement. On considère également que la force normale 8" peut

être dirigee vers la bille ou vers la cage, pour rendre compte des sens de rotation.

IV.5.2.C Modélisation des efforts aérodynamiques sur la bille

Nous allons utiliser la modélisation de Nelias [71] pour le calcul des efforts aérodyna,rniques sur la

bille.

La vitesse du centre de gravité de la bille dans le repère fixe est donnée Par Vc : 4 Q". La surface

exposée à I'aiï lors de I'avancement est Ie maitre-couple (surface frontale) de la bille (tr dll{, dont est

déduite la surface à I'abri de Ia cage d'épaisseur e", soit:

177

J2
So:  T?  -  

" . du+

La force du fluide sur Ia bille opposée à la vitesse est donnée par:

F" :, po c,p t" (+ a.)',rsnn.

z

D(d",*p+fst.61.) :d
j:L

(rv-145)

Le coefficient C* est l'équivalent du coefficient de traînée aérodynamique due aux efforts de pression

appliqués à la bille (C, ae pression). Il est de I'ordre de 0,4 à 0,5 lorsque Ie nombre de Reynolds

Re: (da&^Q")lu"varie de 103 à 2.105 [71].

IV.5.3 Calcul des efforts appliqués à la cage

IV.5.3.A Principe fondamental de la dynamique appliqué à la cage

Les efforts appliqués par chacune des billes sont supposés égau:c et Ie mouvement de Ia cage est

une rotation d'a:ce (O,fr).

Equation des résultantes appliquées à la cage Le mouvement de la cage est a.ssimilé à une

rotation suiyant l,a:re du roulement, par conséquent la somme des efforts appliqués à la cage est nul.

L'équation des résultantes appliquées à la cage donne:

(rv-144)

(rv-146)
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Cj est le point d'application de la force Q.i au point C; entre lù ji*'bille et la cage. Ce qui donne

alors:

(rv-147)

En supposa,nt la même répartition des efforts en chacun des Z points de contact entre les billes et la

cage, la relation (IV-147) s'ecrit sous la forme:

z | (Q"cos7 * 4sinÉsin .y) *.; \
t | *(-Q"sin.y*4sinÉcos",t)i. i  | :O'
i=r \ *T"cosg Z"i )

|  (Q"cos1* 2isinÉsinù D|:r*" i  \

| 
*'-o"" 

T;"i";Y;:;).Df:'r'i ):u
(rv-148)

Soit @"r' l'angle formée, à I'instant t, ptr le repère Rai lié à la cage au point Ci et,le repère fixe. On
peut écrire:

ô. , :T i  +Qct (rv-14e)

où O" est la vitesse de rotation de la cage autour de (O,ts) et j est I'indice de la bille. On a alors:

d'où:

( -(8"cos7 * ?"sinÉsinù Dî:rsin/"r. *T.cosg Df=tcosô.i \ / 0 \
|  +Z ( -Q .s in1*4s inÉcos r )  l : 1  0  |  ( r v - l b3 )

\ *(8"cos7*QsinBsin.y)eD?:rcosS") +T"cæ0 Df:tr i"ô. i  ) \  o /

La première et la troisième ligne de cette relation conduisent toutes deux à des expressions identique-
ment nulles. La deuxième coordonnée permet de déterminer Ia valeur de l'angle 7.

Equation des moments appliqués à la cage L'équation dynamique des moments appliqués
à la cage donne:

rt"! : - sin S.i*s * cos S.iàs
1 / .  - L ^- c 3  -  r u

j"i : cos Q"i *s * sin Q"i Ès

z
D,(oet nÔci + oti nfci) - M,."to: J.Q.to
j:7

(rv-150)

(ry-151)

(rv-152)

(rv-154)

oir l'inertie de la cage par rapport à son axe de rotation % est notée J..

Mr." est un moment résistant appliqué à la cage dû à l'écoulement de différents fluides en contact

avec la cage en rotation. Ces fluides sont l'air arnbiant et le fluide de lubrification.

L'équation (fV-154) écrite dans le repère Æa7 devient:

z  / 0 \  / Q . c o s 1  \  z  / 0 \  / T . s i n g s i n " y \

,I( &)^ l-oçi"r ).n |,A/^l*ËKî, )-M..,to:r.Q.to 
(rv-lbs)
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La coordonnée suivant I'axe fo donne:

à à
t 

i  Q.cos1* t ir" 
sinBsinT - M,"": J"(1.

D'après (IV-143) on déduit, pour l'effort normal, la relation:

(rv-156)

(rv-157)

(rv-158)

(rv-160)

Q. :

L'effort fa.ngentiel prend alors la forme:

2 J.Q.+ 2 Mr""
Z d"(cas1* l t .s ign(Q6) sinBsinT)

Notons que la force Q" est directement orientée dans la bonne direction donnée Pæ O", quelque

soit le sens de rotation, ce qui n'est pas le cas de 7.. Cette force induira un couple de frottement

supplémentaire dans le roulement.

IV.5.3.8 Expression des moments résistants dus aux fuottements fluides

Le moment résistant Mr"" est décomposé en une part aerodynamique, notée Mro, et une part due

aux frottements visqueux avec le lubrifiant, notêe Mr6.

trYottements aérodynamiques sur la cage Le moment résistant Mro est supposé prendre la

forme suivante [30]:

M,": 1",, t. (+o") f; to"t (rv-lbe)

,S" est la surface de Ia cage enposée au fluide, po est la masse volumique du fluide et O" est la vitesse

de rotation de la cage. La rraleur absolue permet de modéliser une force constarnment opposée au

déplacement quelque soit le sens de rotation, plus précisément quelque soit le signe de O".

Cû est un coefficient de frottement aérodynamique (dit Cr de frottement) qui est une fonction

du nombre de Reynolds Tle, qui détermine les caractéristiques de l'écoulement autour de la cage. Ce

nombre sans dimension est donné paf, un écoulement tangent à la cage:

T": l-t.rtgn@u1o ," (cos 1 1- 1t'" sign(Q6) sin B sin 7)

v.D" o".4
K , e :  - :  - -

ud zuo

avec u@ la viscosité cinématique (en m2/s). L'étude du C, est du domaine de l'aérodyna,mique, et ne

sera pas approfondie ici. On se bornera à a,ffirmer que le Cry évolue avec Ie nombre de Reynolds Re

à une puissance p (-l < p < 0) pour les faibles valeurs de Re, et tend à devenir constant lorsque

??" dépasse plusieurs millions. Sa valeur est alors uniquement fonction de la qualité de la surface en

rotation (rugosité relative).

L'ordre de grandeur de.ns le cas d'un écoulement tangent à la surface considéré est compris entre

2 x 10-3 (haute vitesse et rugosité très faible) et 10-2 (basse vitesse ou forte rugosité).
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Dans la pratique, vue la complexité de l'écoulement autour de la cage, il est nécessaire d'identifier

l'expression du Cr par une série d'essai. En effet, le modèle proposé demeure tr1ls simple, en regard

des phénomènes qu'il tente de simuler. L'écoulement autour de la cage et des billes est probablement

tridimensionnel, du fait de l'interaction entre les billes et la cage, d'une part, et le mouvement orbital

des billes, d'autre part. La complexité du problème impose souvent I'utilisation de codes de calcul par

éléments finis pour connaître I'allure de I'écoulement à chaque vitesse de rotation.

Frottements visqueux Dans les roulements haute vitesse, la cage est nécessairement centrée

par rapport à une bague [31]. Cela constitue un des choix à disposition de I'utilisateur lors de I'achat.

Ce centrage se traduit par un faible jeu radial entre la cage et la bague concernée. Ce faiblejeu, associé

à de la lubrification entraine des frottement fluides [6fl. Dans le cas d'un centrage de Ia cage par la

bague extérieure (fi*e), le couple de frottement peut être calculé par:

Mrn - €,o, S.* (rv-161)

où r, ^9" désignent respectivement la contrainte de cisaillement du fluide et la surface de la cage en

contact avec le fluide. $ est un coefficient fonction de la seule géométrie de la cage.

La contrainte de cisaillement est fonction de la vitesse de cisaillement donnée pa.r le rapport de Ia

vitesse linéaire de la cage d.Q.f2 sur l'épaisseur du film fluide. Le comportement est supposé décrit

par le modèle isotherme de fluide non-newtonien du type Ree-Eyring [88, 7L]:

r:rosinh-r 
@m) (rv-162)

avec /r0 la viscosité dyna.miqus (en Pa.s) du fluide présent dans le jeu j" entre la cage et la bague. re

est une contrainte de référence. Cette loi présente I'avantage de changer de signe en même temps que

le sens de rotation.

Le jeu radial moyen j. entue la cage et la bague utilisée pour le centrage est supposé ici être

complètement rempli de lubrifiant.

Maintenant que les efforts de Ia bille sur la cage sont connr$, nous allons pouvoir réaliser le calcul

de la dynamique de la bille.

IV.5.4 Établissement des équations de la dynamique d'une bille

Dans la suite, nous n'avons plus besoin de spécifier la bille considérée puisque les forces appliquées

sur chaque bille sont identiques.

IV.5.4.4 Torseur des actions de contact

Le torseur des forces appliquées en A sur la bille a pour expression (voir figure IV-29):

(- ., f Txo ll u"' )
lTopu.j: I 

-Qosinao-T*cosao 
ll Yy,sinoo- Mp,cosas l (IV-163)

( -8' cosao *Tposino,o ll m*"cosao I Mnosinao J
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Le torseur des forces appliquées en B sur la bille s'écrit:

(- , f - rxt ll - 
'l

Ifot*u"I: 4 Qt sinat -Tp;ccso,6ll +Urtsina; - Mplcosal l 
(IV-164)

I  Qo.ot aa*Tntsinar l l  IMNtcosa6 * Mpasinai )

Dans le cadre de I'hypothèse du contrôle par la bague extérieure, la forces ?s est mrlle.

Le torseur des forces appliquées en C sur la bille s'écrit:

( - ., f (Q. cosl * 4sinÉsin.y) cosÀ * 4.cosÉsinÀ ll I 
'l

{ f " t * r " } : - {  
( -@"s in"y* [s inBcosT)  . l l  9 l  

( IV-165)
[  - (8 "cos 'y*?"s inBs inT)s inÀ+T.cos9 cosÀ l l  0  J

Il est maintenant possible d'appliquer le principe fondamental de la dynamique aux actions ap-

pliquées à la bille.

IV.5.4.8 Principe fondamental de la dynamique appliqué à la bille

On applique le principe fondamental de la dynamique pour obtenir l'équation des résultantes:

D Fu"n'* /ùitte : muf ceutt" / no (rv-166)

et l'équation des moments:

lliIu"eu""/uue +Dck A Fxruo*""/uue: iolpn (rv-167)

Ces deux équations vectorielles fournissent les 6 équations scalaires d'équilibre sur chacun des axes

du repère lié à Ia cage:

Txo +Txt - Fo- (@" cosT - QsinBsinT) cosÀ - [ cosBsin X: *u*n"

- Qo sinoo -Tpscoso,6*8r sinar *Q" sinT -T"sinBcos7:0

{ ;8":wïfriii i; i,?;î:i."i";ïlJ; \ : - *, lnz

Mxo r Mxt - tr^, * t r* : W(Q" o6 sinB)

{-*l;::#';J:-"î;"ilT,.i;:;i{:Ëî"'}:#(ô"-ôacosr)
{ 

Miv,coso 
"+ 

u*"\'Ë 
{:;cosai 

* Mpisinai 
\ 

:W(ourinr)

(rv-168)

(rv-16e)

(rv-170)

(rv-171)

(rv-172)

(rv-173)

Lors du calcul des angles de contact ai eL do,les efforts dus à la cage ne sont pas pris en compte et

les moments Mxt et M4ço sont négligés.

IV.5.5 Résolution des équations de la dynamique

Les résultats précédents concernant les angles de contacts a6 êt as sont utilisés pour Ia résolution

des $quations de |a dyna,mique. Pour simplifier les expressions, on note:

(rv-174)

(rv-175)
At : -Fo- (Q" cos? - ?"sinBsin'y) cosÀ - ?" cosBsinÀ

Az: -Mxosinao - Mppcold,o* Mntsina6 - Mp6cosaq+T"d'o/2 cæ9
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(rv-176)

(rv-177)

(rv-178)

Le système des équations (fV-168) et (IV-172) deviennent alors:

Txo*Txr*Ar:mbfn"

,* . t  cosoo -Txr!  
"*oo* 

A2:# @.- ô6cosB)

On a alors:

[ '" ' ] : f  
1 1 

l- ' l  
m6$a'-t4 

I
I *, I- Lgc*ao g"o,on J I +e(o"-ô6cosB) -o, I

Cn: -z (ï*r@.^- d,6cosa) * Mxrsinor * (Ma,i+ us)co"u)

La force Tya intewient directement dans l'expression du moment résistant dans un roulement.

Cette expression va à présent être donnée dans la section suivante.

IV.5.6 Expression du couple de frottement du roulement

Le couple de frottement du roulement sur son axe de rotation correspond à la somme des efiorts et

des moments appliqués par les billes sur la bague intérieure. Il est donné par la formule suivante [86]:

(rv-17e)

Le modèle permet donc de prédire le couple de frottement d'un roulement à billes après une étape

d'identification des difiérents coefficients des lois de frottements. Le calcul des relations entre la force

normale au contact et les moments sont donnés en annexe D.

Nous a^llons pouvoir étudier alors les caractéristiques dynamiques des roulements utilisés dnns Ia

MRV du laboratoire.

IV.5.7 Application arD( roulements utilisés dans la MRV

Pour les applications numériques, les caractéristiques du roulement, les propriétés des fluides
présents dans Ie roulement et divers autres coefficients vont être explicités et, si besoin est, com-

mentés. Ensuite, diverses études seront présentées pour illustrer les phénomènes de frottement dans

le roulement.

IV.5.7.4 Roulement haute vitesse

Le roulement étudié est du type SNFA VEX6/NS avec d,6:8,12 mm, d^: 11,b mm, Z: g billes
et l'angle af : t2 ou 15o. La cage du roulement a une la,rgeur de 6 mm, une inertie J": 7.I0-3 kg.mm2

autour de I'a:ce Y. Elle est réalisée en fibres de coton phénolique imprégnées de résines époxydes.

IV.5.7.8 Propriétés des fluides

Nous allons détailler les caractéristiques des fluides présents dans le roulement à billes qui seront

utilisées dans les calculs.
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type Neopentylpoly-ol(tetra) ester

spécification
Ca,ractéristiques à 100oC

TO

viscosité cinématique
densité

coeff de piezt
viscosité À

MILL-23699

156
5.2

0.931

3,4L

kPa
,O_o *z/s

GPa-1

Tee. IV-L5 - Camctéristiques du lubrif'ant.

Lubriffant Les caractéristiques des propriétâ des fluides choisis pour les calculs sont extraites

des travaux de Pinel et al.l89l sur la comparaison entre la lubrification par jet d'huile ou brouillard

d'huile dans les roulements haute vitesse.

La yaleur de |a contrainte de cisaillement de référence îo est extraite de Nelias [71]. On a choisi les

propriétés du fluide à une température moyenne de 100oC, pour prendre en compte l'échauffement du

roulement. Les données concernant le lubrifiant sont regroupées dans Ie tableau IV-15'

Tous les pararnètres du modèle de frottement fluide visqueux entre la cage et les billes sont

connus. On supposera que le fluide a des propriétés constantes quelque soit la vitesse de rotation

(pas d'influence de la centrifugation). Le film fluide présent entre la cage et une bille est supposé

rester d'épaisseur constante (cage centré€, pffi d'échappement du fluide en dehors du roulement).

Air ambiant La viscosité cinématique de l'air est prise égale à vo : 15'L0-u ^'/"' sa masse

volumique est supposée constante est égale à po: L,2kgfm3. Ces caractéristiques sont en réalité

fortement influencée par la pression et la températute, suivant les lois de thermodynamique. Nous

supposerons néanmoins ces données constantes.

IV.5.7.C Coefficient de frottement

Jones [65] avait auparayant utilisé pour l'étude des frottements un coefficient de 0,06 à 0,07, qui

nous parait surestimé dans le ca.s de roulements correctement lubriûés. Comme suggéré pa"r Harris [67]

dans l,étude des frottements de.ns les roulements lubrifiés, le coefficient de frottement entre une bille

et les bagues est dans cette prêétude supposé égale ù p, :0,02. Cette même valeur est également

utilisée pour les frottements bille-cage.

IV.5.7.D Influence de la précharge

La figrue (IV-31) présente les variations du couple de frottement que nous avons calculé, Iorsque

la précharge évolue de 1 N à 100 N, pour différentes vitesses de rotation.

Pogr les hautes vitesses, le couple de frottement est essentiellement lié aux frottements fluides qui

s'additionnent au couple dû aux frottements de Coulomb. Le couple à 200000 tr/min sous 100 N est
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Précharç en N

Ftc. IV-31 - Couple d'e frottement dans un roulement VEX 6 /NS (billes céramique SizNn, angle de
contact l5o ) en foncti'on de la précharge et, pour it;i,fférentes a'itesses d,e rotation dl.

de l'ordre de 7,3 N.mm avec les caractéristiques du lubrifiant choisi.

IV.5.7.8 Influence de la vitesse

Couple de frottement La figure (fV-32) présente les variations du couple de frottement dans
le roulement, lorsque la vitesse de rotation évolue d'un fonctionnement quasi statique jusqu'à 200000
tr/min, et pour des précharges de 4 à 04 N.

Le comportement non linéaire avec la vitesse s'accentue avec la charge appliquée. Le couple maxi-
mal à 200000 tr/min est de 6,7 N.mm pour la précharge de 64 N.

Puissance dissipée La figure (IV-33) présente les variations de Ia puissance dissipée dans le
roulement, lorsque la vitesse de rotation évolue d'un fonctionnement quasi statique jusqu'à 200000
tr/min, et pour des precharges de 4 à 64 N.

Avec les caractéristiques choisies pour les fluides, la puissance dissipée dans un roulement VEX
6/NS à 200000 tr/min est respectivement de 78 W et 170 W pour une précharge de 4 N et 64 N.
Cette valeur est cependant très sensible aux propriétés du lubrifiant ou de I'air dans le moteur. Il est
donc impératif de connaître avec precision le comportement du fluide, y compris ses rnriations avec la
température.

Cette puissance doit être rapportée aux 6 grammes que pèse le roulement. Sans refroidissement

efficace, la température du roulement s'élèverait au delà de la limite admise par le matériau de la cage
(120oC en fonctionnement permanent [S3]).
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Frc. IV-82 - Couple d,e frottement d,ans un roulement VEX 6 /NS (bi'lles céramique SisÀfa, angle de

contact L1o ) en foncti,on d,e la ui,tesse de rotation Q et pour ilifférentes précharges.

Frc. IV-33 - Puissance itissi,pée d,ans un rvulement VEX 6 /NS (billes cémmiqte SisNa, angle de

contactLso) en fonction de la aitesse ile rotationQ et pour ilifiérentes précharges.
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IV.5.7.F fnfluence de ltangle de contact

Les roulements actuellement utilisés dans la machine à réluctance variable présentent un aagle de
contact de 15o. La possibilité d'utiliser un angle plus faible (12") ou plus grand (18o) est proposée

dans les catalogues, sans qu'il soit aisé d'imaginer a priori I'avantage que cela peut présenter. La figure
IV-34 présente l'évolution du couple de frottement statique en fonction de la précharge appliquée, et
pour différents angles ay de L}o L2o,15o, L8o et 25o.

too 
e,*n.11" 

"n 
N 

rd

Ftc. IV-34 - Couple statique d'un roulement du type VEX 6 /NS (bittes cémmique SisNa) en fonction
de la précharge appliquée, et, pour différents angles d,e contact.

La nette dépendance du couple statique avec l'angle de contact est ainsi vérifiée. Le couple de
frottement d'un roulement avec un angle de 10o est de 32% inférieur à celui d'un roulement à l,bo. En
revanche, le couple de frottement d'un roulement avec un angle de 25o est de 50% supérieur à celui

d'un roulement à 15o. En ce qui concerne Ie couple statique, il peut paraître intéressant d'utiliser un
angle de contact taible.

La figure W-35 présente l'évolution du couple de frottement en fonction de la vitesse de rotation
pour une précharge appliquée de 25 N, et pour différents angles a7 del0o,I2o,1bo, 18o et25o.

On remarque ici que l'infl.uence de I'angle n'est pas la même lorsque la vitesse évolue. En fonc-
tionnement qua.si-statiqu€, I'influsnse du couple confirme les résultats de la figure IV-84. Cependant
lorsque la vitesse est comprise entre 1000 tr/min et 120000 tr/min environ, le couple de frottement

est plus faible pour les grands â,ngles que pour 1ss angles faibles. Au delà de cette vitesse de 120000

tr/min, le couple de frottement devient nettement plus grand lorsque les angles sont prononcés.
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IV.5.8 Représentation en schéma-bloc du modèle du couple de frottement

Nous pouvons à présent définfu le schéma bloc du modèle obtenu. Le modèle est présenté sur la

figure IV-36. Le modèle fournit en sortie le couple de frottement du roulement. Le système a pour

entrées la géométrie du roulement, sa vitesse et son accélération. Le modèle a également en entrées les

efforts et les angles de contact n.insi qus la dimensions des contacts.

IV.5.9 Conclusions sur le couple de frottement dans un roulement à billes

Dans ce paragraphe, nous avons étudié la cinématique d'un roulement à billes puis les efforts

appliqués à la bille. En appliquant le principe fondamentale de la dynamique, nouÉr sommes parvenus

à établir I'expression du couple de frottement du roulement en fonction de la précharge appliquée

et des propriétés des fluides à I'intérieur du roulement (lubrifiant et air). Un exemple de roulement

a été utilisé afin d'illustrer les résultats en terme de couple de frottement et de puissance dissipée.

Les influences de la précha,rge, de la vitesse et de l'angle de contact sur le couple de frottement du

roulement ont été décrites.
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Vibsse fl en rads

Ftc. IV-35 - Couple d,e frottement d'un roulement du type VEX 6 /NS (billes cémmiqte SisNa) en
fonction de la ti,tesse d,e rotation pour une précharge appliquée de 25 N, et pour différents angles ile
contact.

Modèle de frottement

FIc. IV-36 - Modèle d,u couple d,e frottement sous forme de schéma-bloc.
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IV.5.10 Conclusion sur l'étude des paliers

L,étude sur les paliers haute vitesse a recensé les différentes catégories de paliers et les critères de

choix d'un palier dans une application gmnde vitesse.

La méthode de calcul des a.ngles de contact a d'abord été explicitée. A partir de I'étude de la

cinématique dans le roulement, Ies efforts appliqués à ta bille ont permis d'obtenir les équations

donnant les angles de contact. La résolution explicite proposée permet en 3 itérations d'obtenir Ia

valeur des angles de contact avec une bonne précision (moins de 0,1% en moyenne)'

La théorie de Hertz a ensuite été détaillée et une solution approchée permettant une résolution

explicite a été proposée. Les dimensions de I'ellipse, la pression de contact et les déformations des

contacts sont approchés à moins de 0r2To pour les dimensions de l'ellipse de contact et la pression de

contact, et moins de 0,35% pour la déformation des solides.

La matrice de rigidité d'un roulement à billes soumis à une précharge purement axiale a alors été

calculée à partir de l'énergie de déformation des billes, a,fin de réaliser des études vibratoires du rotor.

L'influence de I'angle de contact, de la précharge et de la vitesse a été détaillé.

La modélisation du couple de frottement dans le roulement à billes à contact oblique a été étudiée

afin de conna,ître avec plus de précision la dyna,mique de l'électrobroche autour de son axe de rotation.

Un modèle permettant de connaître I'influence de I'angle de contact, de la vitesse et de la précharge

sur le couple de frottement a été développé.

Ces résultats permettent de compléter le modèle mécanique et thermique de la MRV afin de mieux

connaitre son comportement et les performances dont elle est capable.
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rv.6 Modélisation des échanges thermiques dans la MRV

De très nombreux auteurs ont traité les problèmes d'échanges thermiques a,tn de calculer la circu-

lation des flux de chaleurs dans un solide.

Pour une étude des problèmes généraux de transfert de chaleur, on porura se reporter, entre autres,

arD( ouvrages de Leontiev [90j et d'Eyglunent [91] ou encore ceux de Ca.rslaw et Jaeger [g2] et Padet

[93] respectivement pour des échanges par conduction ou des échanges par convection.

Evaluer les échanges thermiques dans la MRV consiste à pouvoir prédire les limites admissibles en

terme de dissipation de chaleur et permet de dimensionner un dispositif visant à extraire cette chaleur

du moteur.

L'objectif de cette partie est de modéliser les échanges thermiques dans la MRV et de relier les

diverses pertes produites dans le moteur à l'échauffement subi par ce dernier.

IV.6.L Recensement des pièces constitutives

Nous allons dans un premier temps, modéliser le moteur avec la totalité des pièces majeures qui

le constituent.

Au niveau du stator sont recensées les dents (indice d) et la cula,sse statorique (indice c) ainsi que

les bobines (indice ô).

Au niveau du rotor, on dénombre Ie noyau magnétique (indice n) I'axe traversant (indice o) ainsi

que 2 flasques de positionnement (indice /q) .

Les roulements sont décomposés en bague intérieure (indice ba), bague extérieure (indice bo) et

éléments roulants (indice el).La cage n'est pas modélisée, le flux la traversant étant supposé faible

(cage en polymère). Elle ne contribue qu'à générer des pertes par frottement (qui seront rapportées

aux interfaces bille/bague.

Le bâti moteur est composée d'un carter (indice e) qui assure le positionnement du stator et deux

flasques (indice f) qui positionnent les roulements (et donc le rotor) par rapport au carter.

IV.6.2 Gaz interne au moteur

Le gaz à I'intérieur du moteur est supposé être à une température uniforme. Du tait de la rotation

du rotor, le brassage de I'air est tel que cette hypothèse est justifiée. La température de I'air (ou du
gaz) est notée fr.

IV.6.3 Pertes dans la MRV

Toutes les indices des pertes font référence au type de pertes considérées (Majuscule) et à la pièce

où elles sont injectées dans le modèle.

Les pertes joules (indice "/) sont dissipées uniquement dans les bobines stator, puisque da^ns le

cas d'une MRV il n'y a pas de bobinage au rotor (rotor froid). Dans les bobines de résistance -B et
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parconrue pax un courant efficace 1.1 1, Ies pertes joules sont donc notées Pg6 et données par :

Prb: nlït (rv-180)

En revanche, les pertes fer (indice F) sont dissipées au rotor (da.ns le noyau) et au stator. Les pertes

fer du noyau sont notées Pprr. Les pertes fer du stator sont séparées en 2 parties: les pertes dans les

dents notées Ppa et les pertes dans la culasse statorique notées Pp". Dans une approche simplifiée

(induction sinoïdale), les pertes fer massiques dans des tôles d'épaisseur e paxcourue à la fréquence /

pa,r une induction d'amplitude B-or peuvent s'écrivre sous la forme [13]:

PFd,: Kn f Bk* * Kp (e f B^o*)2 (rv-181)

oir les coefficients K p et I(p sont obtenus à partir des courbes des fabricant s. K n et K p sont respec-

tivement de 0,05 Jlkg/72 et 0,2W/lcglT2.

Nous avons choisi de différencier les pertes fer dans les dents afin de dissocier I'induction B^o, dats

les dents de celle dans la culasse (fonctionnement à saturation qui induit de fortes pertes volumiques).

Du point de vue électrique, nous avons modétisé les pertes par courant de Foucault (indice .E en

référence à 'Eddy current") dans les flasques de positionnement du noyau. Selon le matériau choisi,

ces derniers peuvent être conducteurs et générer un échauffement supplémentaire par induction, le

cha,mp magnétique qui les traverse est en effet va,riable. Ces pertes sont notée Ps1r.

Les pertes mécaniques (indice M) dans les roulements à billes dont une fraction est dissipée au

contact intérieur (notée P7a6a) et I'autre partie est dissipée au contact extérieur (notée Puuo).

Les pertes par frottement aérodyna,miques (indice /) dans le moteur sont supposées être transmises

au fluide interne. Elles sont notée Pa6

IV.6.4 Schéma des échanges thermiques

La figure fV-37 présente les différentes échanges susceptibles de se produire entre les pièces du

moteur. Chaque flux de chaleur est indiqué et la température de pièces est notée. Ces grandeurs sont

autant d'inconnues du problème. Les entrées du système sont les pertes dans la MRV. Les inconnues

sont au nombre de 37. Le schéma des échanges met clairement en évidence la position centrale du

fluide interne au moteur (ici l'air) dans les échanges.

IV.6.5 Mise en équation du modèle thermique de la MRV

Pour un noeud d,u réseau thermique, nous avons la relation suirrante:

LL.n*on "* 
Pertes- It"-roærs 

:0 (rv-182)

Le flux de chaleur donnée par Ia pièce i à la pièce j du système est noté iD6i. Pour chaque flux du

réseau thermique, nous pouvons écrire une relation du type:

185

T ; - T i : & j O i j (rv-183)
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Températures
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Ftc. fV-37 - Réseau des échanges dans la MRV.
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&i est appelée résistance thermique a,ssociée aux échanges de chaleur de i avec j.

Nous pouvons regïouper tous les flux de chaleur pour former un vecteur colonne noté iD (dimension

25 x L). De même, Ies inconnues de température sont regroupées dans un vecteur noté @ (dimension

12 x 1). Les températures imposées au système sont regroupées dans un autre vecteur noté @6-r,

(dimension 3 x 1). On pose alors:

X: { iD,  @, @i*p}" (rv-184)

@ donne la répartition de température dans le moteur. On définit par ailleurs le vecteur des pertes du

système noté P, qui regroupe les puissances dissipées aux divers endroits du système. L'exploitation

des 40 équations du système (12 relations fltx-puissances, 25 relations flux-température, et 3 égalités

pour imposer les températures) permet d'écrire le vecteur entrée du système:

187

y :  
{p ,0 ,  @i_p }?

L'expression des vecteurs iD, @ ,@i-p et P sont les suivantes:

iD : {iDaa, QM, Qd", Qd,i, Q.., Oi", Oi", (D;", (D"*, O1r, {D;-, Qbol, Qbo"t,...

... iDôa, @di, Qbi"t, Quo, Qbu, (Dni, Qnlq, Qr*, Qolq, Q ,ql,, Qa, iDo-)T

@ : {To, Td, 7", T", Tt, T 1, Too, T"L Tbi, To, Tn, 4 o}'

@i-p :{?i-p ., Timp r, Tmpo}r

P:{Plu,  PFd,  PF.r0r0,  Ppçor0,  PMt,  Ppn,  Pnîqr0,  P,qr} r

(rv-185)

(rv-186)

(rv-187)

(rv-188)

(rv-18e)

(rv-1eo)

Ti^p. etT6r*y sont les températures imposées respectivement au niveau du carter et des flasques.

Ti*po est la température de I'air au niveau de I'axe sortant.

La matrice thermique est de dimension 40 x 40. Le calcul montre qu'elle peut être écrire sous la

forme:
f Rtt o o l

R: 
| 

-Rzr Rzz -Rzs | (Iv-191)

1 o o rss l
oir R11, Rzr, Rzz, R6 sont des sous-matrices thermiques, respectivement de dimension L2 x 25,

25 x25,25 xL2 et 25 x 3. Iss désigne la matrice identité (3 x 3). R21 est diagonale. L'expression de

chaque matrice est donnée en annexe E.

Le système d'équations prend donc la forme suivante:

Y:  R .X

A partir des expressions de chacun des vecteurs et des matrices, nous obtenons:

(rv-1e2)

[ -r-" ] : | -i;, +, -+- ] [ â" ] Gv-1e3)
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La résolution du système permet d'écrire le vecteur des températures recherchées sous la forme:

@ : (R1 Rii R r)-t p + (n , R-i n, r)-t R1 R*-rt Rza @i*p (rv-1e4)

La répartition des 6smpératues dans le moteur est donc fonction des conditions limites de températures

@i6p et des pertes P dans le moteur.

Pour finir la modélisation de la thermique du moteur, il nous reste à définir les résistances ther-

miques qui composent la diagonale de la sous-matrice R21.

IV.6.6 Echanges dans la MRV équipée du rotor de Fayard [1]

Nous allons appliquer le modèle à la MRV du laboratoire dans laquelle est monté le rotor de

Fayard. Du point de vue thermique, ce rotor est éqrripée d'un alce traversant en acier, et un enrobage

en kevlar-epoxy dont les propriétés sont proches de celle d'un isolant thermique.

Les pertes fer (pa,r hystérésis et par courant de Foucault) d*r le noyau, les dents et la culasse

statorique sont calculées en fonction de l'épaisseur et des propriétés du matériau des tôles, et en

fonction de I'amplitude et de la fréquence de variation de l'induction dans chaque partie magnétique

[13].

Répartition des températures dans le moteur Les figures fV-3S(a) à (d) présentent la

répartition de la température dans un plan radial pa.ssant pa,r une dent statorique, respectivement à

une vitesse de 50000, 100000, 150000 et 200000 tr/min. La précha.rge appliquée aux roulements est de

10 N.

La température de la bobine rarie entre 90oC et 140oC lorsque la vitesse passe de b0000 à 200000

tr/min. Jusqu'à 100000 tr/min, la bobine et la dent stator sont les points chauds du moteur. Au delà

de 100000 tr/min, l'ensemble a:re et noyau est le point le plus chaud du moteur atteignant jusqu,à

Lg00c.

Température maximale dans le moteur en fonction de la vitesse La figure tV-39 présente

l'évolution de la température maximale dans le moteur en fonction de la vitesse de rotation du rotor

et pour des précharges .flp appliquées aux roulements, pour une trsmpératue imposée au carter de

60oC. A vitesse nulle, la trgmpérature ma:cimale est de 90oC dans les bobines statoriques. Dans la

zone des basses vitesses (moins de 50000 tr/min), la précharge n'a pas d'influence sur la température

maximale dans le moteur. Cette dernière augmente progressivement de 90 à 100oC lorsque la vitesse

de rotation passe de 0 à 50000 tr/min. Pour les vitesses supérieures à 50000 tr/min, les courbes

présentent chacune une vitesse de transition où la courbe de température ma:<imale s'infléchit. La

vitesse de rotation oir cette transition se produit est d'autant plus basse que la précharge est élevée.

Cette transition correspond à la vitesse où les pertes dans les roulements à billes deviennent telles

que la température globale du rotor est supérieure à celle des bobinages du stator. Si I'on se fixe une
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FrC. tV-38 - Représentation schématique de Ia MRV et de Ia répartition des tempémtures à d'es u'itesses

de rotation ite 50000 tr/min (a), 100000 tr/min (b),150000 tr/min (c) et 200000 tr/min (d)' La

précharge d,es roulements est ile 10 N, la tempémture i,mposée au co,rter est de 6FC.

température maximale de 150oC, on constate l'insufrsante du refroidissment externe pour tourner à

200000 tr/min, puisque la vitesse mæ<imale admissible est de 150000 tr/min polr une précharge de 8

N (minimum préconisé par SNFA).

IV.6.7 Conclusion concernant les échanges thermiques dans la MRV

fa.ns ss pa,ragraphe, nousr avons réalisé la modélisation des échanges thermiques en fonction des

dimensions et des matériaux des pièces contituant Ia MRV. Les pertes mécaniques, électriques et

magnétiques dans les différentes parties de la machine ont été recensées et calculées'

Nols avons ensuite modélisé les échanges thermiques entre les composants du moteur et établi

la matrice thermique de la MRV. La relation entre les pertes dans le moteur et la répartition des

températures a été obtenue.

Nous avons enfin illustré le modèle themique par I'étude de la répartition des températures da,ns

Ia MRV équipée du rotor actuel à différentes vitesses. Nous avons mis en évidence des températures

très é1evées (supérieures à 150'C) au rotor lorsque la vitesse dépasse 150000 tr/min. Enfin, I'influence
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0.6 0.8 1 1.2 1.4
Vltesso de rotalion O €n trlmin

1 .8  2

x lor

Ftc. IV-39 - Température marimale dans le moteur en fonction d,e la aitesse de rototion dl du rotor
et pour différentes précharges Fp appliquée au roulernent (température irnposée au u,rter d,e 6trC).

de la vitesse O et de la précharge I'p appliquées aux roulements sur la température maximale dans

le moteur a été décrite. Nous avons pu constater I'importance des pertes dans les roulements sur la
température ma>rimale atteinte dans le moteur.

Cette étude permet de connaître les propriétés thermiques de la MRV et d'en déduire la vitesse de

rotation maximale admissible à laquelle une température critique est atteinte dans le moteur. Cette
limite thermique est définie pour une précharge appliquée aux roulements et un refroidissement limite

donnée.



rv.T. AppLrcATroN DES MaDÈLES À r'ryr Étncrnonnocmg 191

IV.7 Application des modèles à une électrobroche

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer les résultats donnés par les modèles pax une étude globale

des phénomènes à la fois vibratoire, thermique et de fiabilité d'une électrobroche. Les données de Ia

MRV actuelle seront d'abord utilisées afin de caractériser son domaine de fonctionnement en terme de

vitesse admissible et en fonction du réglage des roulements puis, pour la même géométrie, I'influence

du choix des matériaux utilisés pour fabriquer le rotor sera présentée.

IV.7.1 Paramètres de réglage du fonctionnement

La géométrie du rotor étant déjà définie, le seul paramètre mécanique à disposition de I'utilisateur

de l'électrobroche est le réglage de la précharge Fp.

Le système de refroidissement qui assure le refroidissement du carter est également un moyen

d'optimisation du fonctionnement. Une température imposée plus basse a pour effet d'augmenter la

vitesse de limite thermique.

lV.7.2 Détermination du domaine de fonctionnement

Nous allons définir une zone dans l'espace (précharge Fp, vitesse O) où le fonctionnement de

l'électrobroche pourra être stable et durable.

L'étude vibratoire précédente montre que la dyna,mique du rotor est d'autant meilleure que la

contrainte appliquée est forte (rigidité accrue des roulements).

En réalité, il faut considérer que l'application visée par Ie projet (usinage grande vitesse) est un

processus industriel, qui nécessite une fiabilité ma:<imale, qu'une précha,rge élevée ne pourrait assurer

pour deux raisons:

- la première est une question d'endurance des roulements (durée de vie). Les roulements sont des

organes mécaniques sollicités en fatigue: une précharge doublée divise par 8 la durée de vie et

les roulements doivent être changés plus fréquemment;

- la seconde est une question d'échauffement: la puissance dissipée croit rapidement avec la

précharge, jusqu'à ce que la température soit trop importante, entraînant pèlemêle la dégradation

des propriétés du lubrifiant, le bleuissement des bagues et leur a,rnollissement (traitement ther-

mique), la destruction de la cage en polymère [67].

Par conséquent, afin d'étudier convenablement I'influence de la précharge sur la bonne ma,rche du

rotor, les trois vitesses limites vont pouvoir être utilisées: la limite vibratoire, la limite thermique et

la limite d'endurance (ou durée de vie).

fr/.7.2.A Limite vibratoire

L'action de la précharge slu le comportement vibratoire s'effectue en a,méliorant la rigidité des

roulements, qui est une fonction globalement croissante avec la précharge appliquée. A partir des
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modèles précédents, on obtient la première pulsation propre (en rad/s) en fonction de la precharge et

de la vitesse de rotation. On en déduit directement par simple conversion la vitesse limite ,iV-or1 (en

tr/min) à laquelle le rotor entre en résonance.

Pour le calcul de la courbe de vitesse limite, nous avons considéré une vitesse maximale admissible

valant 80% de la première pulsation propre. A 80% de la vitesse critique, l'a.mplitude des déformations

dynamiques vaut déjà trois fois I'a,mplitude de flèche statique [32].

LV.7.2.8 Limite thermique

On appelle limite thermique la température maximale admissible en un point du moteur. La courbe

de limite thermique Nrno.n1 est calculée pour différentes températures imposées au carter.

Nous avons choisi la température de L50oC. Cette température est la limite admissible en fonc-

tionnement continu par I'isolation des tôles magnétiques [63]. Globatement, aucun point du moteur ne

doit dépasser cette valeur limite.

Pour le calcul des pertes dans les roulements qui interviennent dans le bilan thermique de la

MRV, les propriétés du fluide lubrifiant sont supposées constantes et calculées pour 120"C. Elles sont

ro :  1,56.10u Po, po: 3,7 10-3 Pa.s, us:4 10-6 m2 /s,  po:0,92 kg/m3 fZt l .

La courbe de limite thermique est déclinée en fonction de la température imposée au carter de 20,

40, et 60oC.

Ily'.7.2.C Limite dtendurance

La durée de vie d'un roulement à billes peut être exprimée en fonction des efforts aux deux contacts

Qt, et Qo.Cette durée de vie exprimée en millions de cycles, est donnée par la formule suivante [67] :

" , : ( æ ) '

' , :  ( æ ) '

Q." et Qci sont respectivement les capacités de charge en N du contact extérieur et intérieur. Elles

correspondent à la charge cyclique qu'il faut appliquer pour obtenir la rupture du contact après 1

million de cycles.

Elles sont données par les formules:

L:  (L^s/a+ r -e l8) -8 le
\ " o  

t " i  
l

àvec Lo, et .L6 les durées de vie de chacun des contacts extérieur et intérieur:

(rv-1e5)

(rv-1e6)

(rv-1e7)

(rv-1e8)

(rv-1ee)
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A est une donnee des matériaux (en N.mm) et vaut 98,L pour un roulement tout acier. d6 est en

mm dans la formule. Pour obtenir la valeur de ce coefficient pour un roulement hybride (billes en

céra,rnique), nous utilisons les données constructeurs qui donne un charge dynamique de base inférieure

de B0% à celle d'un roulement tout acier. Le coefficient de 98,1 devient donc 68,5 [83].

La durée de vie du roulement .L1 est prise successivement à 2 000, 4 000 et 8 000 heures de fonc-

tionnement. 8 000 heures correspondent à la durée prévue pa,r les constructeurs pour I'intervalle entre

deux entretiens d'une électrobroche.

Les forces normales Q sont donnés par les équations Iv-58 et IV-59.

En posant la durée de vie de la broche L6 en heures, on obtient Ia vitesse maximale N^o* (en

tr/min) de fonctionnement à laquelle peut tourner la MRV, soit:

193

(rv-200)

Hormis l,influence de la précharge sur les angles de contact et par conséquent sur les valeurs des

capacités de charge, la durée de vie est inversement proportionnelle au cube de la précharge appliquée.

IV.7.3 Domaine de fonctionnement du rotor actuel

L'étude est réalisée sur le rotor à technologie arce traversant développé pa,r Fayard [28, U, qui

ne possède donc pas d'extension de I'ane sortant. L'ane traversant est en acier (E:206 800 MPa,

G : 82000 MPa, p : 7850 kg/*3 et À : L6W /m/oÇ). L'enrobage (flasque) est composé d'enroulement

fila,rnentaire de fibres de Kevlar (60% en volume) impréguées de résines époxydes (E : 85 000 MPa'

G :2L00 MPa, p : 1 350 kg/*3 et À : 0,05 W/m/'C).

La figure IV-40 présente les courbes de vitesses limites (vibratoire, thermique et d'endurance)

du rotor de Fayard [28, 1] en fonction de la précha,rge appliquée aux roulements hybrides (billes en

céra,rniques), qui le supportent. Les limites d'endurances sont données pour -L1, : 2 000, 4 000 et 8 000

h. Les limites thermiques sont données pour des températr:res imposées au carter de ? : 20, 40 et

600c.

La zone de fonctionnement de la MRV correspondant à une limite d'endurance à 4 000 h de

fonctionnement et une température de 40oC imposée du carter, est colorée en jaune clair.

Pour la zone de fonctionnement colorée (T : 40oc' et Ln : 4'000 h)' la vitesse optimale de

fonctionnement est de 125000 tr/min poru une precharge très faible 0,06 N. En deçà de cette limite en

raison de la rigidité trop faible des roulements, les vibrations limitent la vitesse. Pour une précharge

comprise entre 0,06 et 32 N, la vitesse est limitée par les échanges thermiques. Au delà de 32 N, la

durée de vie des roulements limite les performances de l'électrobroche.

Nrnaa2: "#: U* (+)" ({g- ,,oo, )-27/8 + (easinoo)-zzls)-els
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Ftc. IV-40 - Enemple de courbes limites d,e uitesse pour les cri,tères vibratoire, thermique et d'end,umnce
pour I'électrobroche actuelle [1] en fonction ile la précharge appliqué,e. Le dornai,ne d,e foncti,onnement
pour une d'urée de uie de 4000 heures et une tempémturv imposée au u,r'ter de 4f C est coloré en
jaune.

IV.7.4 Etude dtautres combinaisons de matériaux

Nous allons réaJiser Ia même étude que précédemment en évaluant le domaine de fonctionnement

obtenu en utilisant d'autres combinaisons de matériaux utilisés pour fabriquer I'ar<e et les flasques du

rotor.

L'étude porte sur un a)ce traversant présentant une extension (a:<e sortant) de 20 mm.

Le matériau de l'axe peut être de I'acier (E :206 800 MPa, G : 82 000 Mpa, p : T 950 kg/m3 et

À : 16 W /m/oC), de I'aluminium (E : 73 000 MPa, G : 27 500 MPa, p : 2|B}kg/*t et À : LZ$

W /m/'C) ou de la céramique nitrure de silicium (E : 315 000 MPa, G : L25 000 MPa, p : B 1g0

kg/-3 et À : 30 W/m/"C).

Le matériau des flasques rotoriques peut être un composite de Kevlar/Epoxy (solution actuelle
:85000 MPa, G:2L00MPa, p:1350 kg/*t  et  À: 0,02W/m/oC), del 'a luminium (E:28000

MPa, G :27500MPa, p:2780 tg/*t  et  À: 170W/m/oC) ou un composite Carbone/Epoxy

(E : 134000 MPa, G :4200 MPa, p: L530 kg/m3 et À: 36,8W/m/oC). Les données sont

extraites de [27].

Les combinaisons de matériaux étudiés sont les suivantes:

Combinaison 1: axe en acier et flasques en Kevlar/Epoxy (Combinaison du rotor actuel avec
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un axe sortant de 20 mm.)

- Combinaison 2: a>ce en acier et flasques en Aluminium.

- Combinaison 3: a:re en aluminium et flaques en Carbone/Epoxy.

- Combinaison 4z axe en céramique et flasques en Aluminium.

La figure IV-41 présente les domaines de fonctionnement associés à chaque combinaison de matériaux

précédemment décrite. La limite d'endurance est donnée pour ,L7, : 8 000 h. La limite thermique est

donnée pour une température imposée au carter de ?: 60"C. Le domaine de fonctionnement possible

est coloré.
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Frc. tV-41 - Courbes limites d,e ui,tesse pour les critères vibratoi;re, thermique et d'end,umnce pour

Ies ilifiérentes combi,naisons d,e matéri,arn présentées en fonction de Ia précharge appliquée aut roule-
ments. Le domaine de fonctionnement coloré est établipour une durée de vi,e de8000 heures et une

tempémture imposée au carter ile 6F C.

Pour des précharges faibles, Ia limite vibratoire des trois premières combinaisons augmente rapi-

dement avec la précharge (mode rigide), mais por:r les précha,rges assez élevées, le mode de flexion

de I'a:ce sortant limite la vitesse du rotor: Ia courbe lirnils varie peu avec la précha,rge. en revanche,
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Combinaisons 1 2 3 4
Vitesse maximale

pour la précharge.Fp(N) de
200300

1
209000

2, lL
216900

0,32
216600

0,46
Plage de précharge 0,84-1,05L,2L-5,750,r+5,750,23-5,75

Tes. IV-16 - Valeurs maxùmales d,e vitesse et plages ile précharges autorisées pour otteind,re au moins
200 000 tr/min pour les ilifférentes æmbinaisons proposées.

la rigidité de la céramique permet de repousser la fréquence du mode flexible de I'arce au delà des

précharges étudiées ici.

Du point de vue de Ia limite thermique, lorsque les fla.sques sont sufrsamment conducteurs pour

évacuer la chaleur dégagée au noyau (combinaisons 2, 3 et 4), la limite thermique n'est plus fonction

du matériau du flasque. La température maximale est d'abord située au stator (les précharges faibles

n'ont pas d'inf.uence sur la vitesse) puis la température ma:<imale est produite par les roulements: la

précha,rge fait alors chuter rapidement la vitesse limite.

Nous allons nous intéresser à la vitesse optimale autorisée par chaque combinaison ainsi qu'à la

plage de précharge permiss pour 200 000 tr/min. Les résultats de chaque combinaison sont regroupées

dans le tableau IV-16

La combinaison Ia plus performante est la troisième (a>ce aluminium et flasque en carbone/epoxy.

Elle autorise une vitesse d'environ 217000 ft/min pour une précha,rge cependant très légère 2,1 N. La

solution utilisant l'a:ce céra,rrique est cependant équivalente en terme de performance mais présente

une rigidité bien supérieure. (module de Young 4 fois plus grand).

II/.7.5 Conclusion concernant ltapplication des modèles à une électrobroche

Dans ce pa,ragraphe, noufl 4v6as ufilisé les modèles de la dynamique vibratoire et de la thermique

de la MRV ainsi que le modèle des roulements à billes pour obtenir le domaine de fonctionnement

d'une électrobroche.

Dans un premier temps, nous avons défini les limites de fonctionnement dans I'espace (précharge

Fp, vitesse Q). Ces limites sont des limites vibratoires, thermiques et d'endurance des roulements.

Ensuite, nous avons appliqué les modèIes à la MRV actuelle pour en caractériser le domaine de

fonctionnement (vitesse autorisée en fonction de Ia précharge appliquées aux roulements). Nous avons

pu mettre en évidence I'importance du refroidissement externe sur le domaine de fonctionnement de

I'électrobroche.

Enfin, nous avons étudié l'influence du choix des matériaux utilisés pour réaliser l'axe traversant

et les flasques rotoriques pour la même géométrie que le rotor actuel, mais avec une extension de l'ane

(axe sortant). L'assemblage de flasques réalisés en aluminium et d'un axe traversant en acier est la

solution autorisant la vitesse la plus élevée et une plage de précharge étendue.

Les modèles proposés permettent de caractériser un actionneur en fonction de ses caractéristiques
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propres (géométrie et matériaux constitutifs) et en fonction des conditions d'utilisation (précharge,

vitesse et température) et de pouvoir prédire I'influence de tel ou tel pa,ramètre sur les performances

globales de la machine.
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Conclusion générale et perspectives

Ce travail de thèse porte sur la conception et la modélisation d'une électrobroche Grande Vitesse

et sur la résolution de problèmes couplés. Nous avons étudié conjointement des phénomènes:

- d'ordre mécanique, concernant le rotor et les paliers qui le guident en rotation mais également

les contraintes mécaniques dans les matériaux du noyau magnétique, dues à la rotation du rotor;

- d'ordre électrotechnique, concernant le profil du noyau rotorique pour la création du couple

moteur;

- d,ordre thermique, concernant les échauffements dus aux pertes internes au moteur.

Ces phénomènes apparaissent lors de l'utilisation d'une MRV et doivent, par conséquent, être pris en

compte lors de la conception d'une électrobroche grande vitesse.

Dans le chapitre II, nous avons étudié les vibrations du rotor de la MRV, afin d'estimer son

comportement dynarnique, en proposant une autre méthode que celle de ca,lcul par éléments finis (EF).

En efiet, la méthode de calcul par EF, certes précise, est coûteuse en temps de calcul et incompatible

avec une démarche de conception et d'optimisation, oir un grand nombre de calculs est nécessaire.

Nous avons obtenus u.11 modèle qui prévoit le comportement dyna,rrique du rotor en utilisant

les méthodes de la résistance des matériaux (RDM) et de la mécanique des vibrations linéaires. Le

modèle permet d'obtenir le comportement dynamique d'un élément générique de rotor, en fonction

de sa géométrie et des propriét6r n{saniques de ses matériaux constitutifs. La matrice de rigidité du

roulement a été prise en compte dans le calcul.

Les fréquences propres sont obtenues avec une précision très satisfaisante en regard de la simplicité

et de Ia rapidité d'application du modèle à n'importe quelle nouvelle géométrie. Les formes propres sont

elles-aussi fidèles aux résultats de référence obtenus par le calcul par éIéments finis. Nous avons donc

montré que I'utilisation des méthodes approchées de RDM pouvait être appliquée à notre problème'

Le calcul analytique des matrices de masse, de rigidité et de couplage gyroscopique a permis d'éviter

le recours aux variables symboliques et de gagner en rapidité de calcul.

Afin d'obtenir un modèle 100% analytique, nous avons ensuite limité le nombre de degrés de liberté à 4

déplacements radiau:c en 4 points caractéristiques du rotor, où les masses sont concentrées. La matrice

de compliance est obtenue en dérivant deruc fois l'énergie de déformation par rapport à chaque force puis
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inversée pour donner la matrice de rigidité du rotor. Les résultats obtenus en terme de fréquence sont
plus approchés, mais les tendances de va,riation sont bien respectées et le temps de calcul permet une
utilisation répétitive de ce modèle. Le modèle proposé réalise 1500 calculs approchés des fréquences
et des formes propres d'une nouvelle géométrie de rotor pendant le temps nécessaire à un logiciel
d'éléments finis pour générer un seul résultat. Nous avons enfin montré que l'étude précédente d,un
seul élément de rotor permettait de prédire le comportement d'un rotor à plusieurs éléments assemblés
en série dans le but d'augmenter la puissance de l'électrobroche.

Dans le chapitre III, nous cherchons à connaître les contraintes ma:<imales dans le noyau de la
MRV, afin de pouvoir réaliser un choix éclairé du matériau en terme de propriétés non seulement
magnétiques mais également mécaniques, ca,r nous avons besoin de prédire la tenue mécanique d,un
profil de couple optimisé. Nous avons montré, dans le chapitre précédent, que le choix. du matériau
influence également le comportement vibratoire. Le choix du matériau constitue d.onc un problème de
couplage fort entre les études mécanique et électrotechnique.

Dans cette étude d'optimisation , nous cherchons également à éviter I'utilisation des méthodes de
calcul par éléments finis lors du calcul des contraintes mécaniques. Pour ce faire, une modélisation par

une fonction continue du proûl de la dent du noyau rotorique a d'abord été proposée afin de garder une
grande liberté lors de la conception électrotechnique et afsanique du noyau. La géométrie d.u noyau a
été ensuite dissociée du contour équirralent à la matière qui contribue à la résistan." a{sanique. L'étude

des forces centrifuges et les techniques de la RDM ont permis d'obtenir les contraintes nominales en
deux points présumés critiques du noyau. Des formules analytiques de concentration de contrainte

extraites de la littérature ont ûnalement été appliquées aux contraintes nominales pour obtenir l,ex-
pression analytique de la contrainte équivalente de Von Mises. Cette relation a été confrontée à un
grand nombre de résultats de simulation calculés par éléments finis. La précision du modèle est gran-

dement amélioree par optimisation des para,mètres de la relation analytique obtenue précédemment.

Les valeurs exactes de contraintes sont approchées à moins de L0% sur l'ensemble des configurations

testées. L'étude de I'influence de la hauteur et de la largeur de la dent réalisée pour différents diamètres
de I'axe traversant a permis de montrer qu'il était mécaniquement intéressa,nt de limiter la largeur de
la dent pour réduire les contraintes.

Dans le chapitre fV, nous cherchons à évaluer la matrice de rigidité d.'un roulement à billes qui

intervient dans l'étude des vibrations du rotor. Nous avons pu constater que cette rigidité globale

dépendait non seulement des rigidités locales des deux contacts entre les bagues et chacune des billes,
mais également de la direction des efforts et donc 4ss angles de contact internes du roulement .

Une détermination précise des angles de contact dans les roulements à billes soumis à une force
purement axiale a ainsi été effectuée.
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Nous nous sommes d'abord intéressé au problème 4s l'angle de contact dans le roulement après

application de la précharge. A partir des travaux de Jones, nous avons pu proposé une méthode

itérative de résolution plus systématique dont la convergence vers la valeur exacte est assurée, avant

d'en o<traire une loi explicite qui donne directement I'angle de contact sous cha,rge avec moins de

0,1570 d'erreur, indépendarnment du roulement étudié.

D'autre part, une étude de la cinématique d'un roulement et des forces a été réalisée et nous a

permis d'obtenir un système d'équations non linéaires dont la résolution fournit les angles de contact,

lorsque le roulement précontraint est entraîné en rotation. Un modèle explicite itératif reliant les

angles de contact aux caractéristiques des roulements à billes (dimensions, matériaux), d'une pa,rt, et

à leurs conditions d'utilisation (précha,rge, vitesse), d'autre pa,rt, a pu être proposé. Lors de l'étude de

I'influence de la précharge, de la vitesse de rotation et des dimensions des roulements sur les angles

de contact, nous avons pu constater que la précision du modèle était satisfaisante dès Ia troisième

itération et que, quelque soit le roulement étudié, les résultats concordaient parfaitement avec ceux

donnés par la résolution numérique.

Parallèlement à cette étude sur les angles, le modèle de contact de Hertz entre deux solides

élastiques a été exploité afin d'obtenir les rigidités locales des contacts. Nous recherchons là encore

une formulation des rigidités de contact ne nécessitant aucune résolution numérique, contrairement à

la plupart des méthodes classiques, lesquelles font intervenir les intégrales elliptiques complètes de Ia

théorie de Hertz initiale. Nous avons proposé une résolution approchée donnant directement le résultat

avec un précision d'au moins O,!5T0, en fonction de la géométrie des solides, utilisée dans la théorie.

Les intégrales elliptiques sont par ailleurs approchées avec une précision d'au moins de 0,3T0, sur une

large plage d'ellipticité. Nous sommes parvenut alors à un modèle généraliste reliant les propriétés

locales des contacts à une géométrie quelconque de roulement et aux forces appliquées.

La matrice de rigidité d'un palier est obtenue en dérivant par deux fois l'énergie de déformation

du roulement à billes, calculée par sommation discrète de l'énergie potentielle de chacune des billes.

Par un développement limité autour du point de fonctionnement défini par la précharge axiale et la

vitesse, l'énergie potentielle de chaque bille a été calculée à partir des 5 DDL de la bague intérieure par

rapport à la bague extérieure. La matrice de rigidité du roulement à billes obtenue est de dimension

5 x 5, et présente des termes de couplages entre les DDL de translation et les DDL de rotation. Le

comportement non linéaire du roulement est mis en évidence. L'influence de la vitesse de rotation,

de la précha,rge, mais également de I'angle de contact choisi, ont alors été présentées. Nous avons pu

mettre en évidence la modification importante du comportement dynamique du roulement entre Ie

fonctionnement statique et le fonctionnement à vitesse de rotation élevée, ce qui confirme l'importance

d'une telle étude pour accéder à un résultat réaliste au niveau du comportement vibratoire du rotor

et de ses paliers.
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L'étude des paliers a finalement abordé le problème des frottements dans les roulements à billes,

afin de pouvoir non seulement quantifier les pertes mécaniques que leur utilisation implique, mais

également connaître le couple de frottement dans les paliers pour en tenir en compte dans les lois

de commande de I'a:ce de l'électrobroche. Il y a pa^r conséquent par I'intermediaire des roulement un

couplage entre la mécanique du rotor, la loi de commande et le fonctionnement électrique du moteur.

Nous avons cherché ici à décrire avec précision la partie mécanique du couplage. Après application

du principe fonda,mental de la dyna,rnique appliqués à la bille, le couple de frottement du roulement

est obtenu par sommation des actions dues à chaque bille. L'influence de la précharge appliquée au

roulement et de sa vitesse de rotation sur le couple de frottement a été réalisée. Les tendances de

variations obtenus pour un jeu de paramètres choisis dans la littérature, sont conformes à d'autres

résultats obtenus par d'autres auteurs et les ordres de grandeurs sont respectés. Il serait intéressant

d'identifier les valeurs précises des différents paramètres du modèle, pow affner les résultats.

Pa,ra,llèlement à cette étude des performances mécaniques des paliers, les échanges thermiques dans

la MRV ont été décrits à la fin du chapitre IV, afin de mieux connaître la limite admissible en termes

de pertes internes au moteur. Les échanges entre chaque composant du roulement a été modélisé

par une relation linéaire entre le flux de chaleur et la température supposée uniforme de chaque

élément du moteur. Les résistances thermiques entre chaque élément ont été explicitée en fonction

d'une géométrie simplifiée et du matériau de chaque composant du moteur. Les pertes (Joule, fer,

mécanique ou aérodyna.miques) dans la MRV ont été quantifiées. Les pertes dans les dents stator et

dans la culasse ont été séparées pour prendre en compte les fréquences et les inductions malcimales qui

peuvent être différentes. La matrice thermique de la MRV a alors été obtenue et a ensuite permis de

décrite I'évolution de la répartition des températures dans le moteur et la va,riation de sa température

maximale en fonction de la vitesse et des performances du refroidissement externe.

Nous avons finalement pu appliquer les modèles présentés dans ce mémoire dans une étude concrète

des performances de l'électrobroche actuelle et des a,méliorations pouvant être obtenue par I'emploi

de nouveaux matériaux. Ces performances potentielles sont définies dans l'espace (vitesse de rotation,

précharge appliquée), qui lie les performances possibles à la précharge choisis (réglage). La première

pulsation propre est obtenue par utilisation des résultats des chapitre II et IV, pour connaître la

limite vibratoire. La limite thermique, déûnie comme la vitesse à laquelle une température critique est

atteinte polr un refroidissement externe donné, est obtenue pa,r la modélisation thermique (chapitre

IV). Une étude complémentaire concernant la durée de vie des roulements à billes a été détaillée

af.n d'en extraire la limite d'endurance de la broche a^ssociée à une durée d'utilisation minimale.

Afin de caractériser l'électrobroche actuelle, son domaine de fonctionnement admissible a été établi.

Les résultats confirment I'idée suivant laquelle des améliorations tant au niveau des pertes que du

refroidissement doivent être réalisée afin de pouvoir fonctionner durablement à la vitesse désirée de

200 000 tr/min. En plus de l'adjonction nécessaire de l'a:re sortant, des combinaisons de matériaux
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différentes ont été étudiées afin d'augmenter la vitesse maximale possible.

II serait intéressant utiliser de I'aluminium pour réaliser les flasques rotoriques, et de I'acier pour

I'a:ce traversant. Cette solution permettrait non seulement d'augmenter de plus de 8% la vitesse de ro-

tation (217000 tr/min) pa,r rapport à une solution qui utiliserait les mêmes matériaux qu'actuellement,

mais également d'élargir Ia plage de précharges autorisant la vitesse de 200 000 tr/min.

Les modèles présentés dans ce mémoire peuvent être utilisés dans le cadre d'une démarche d'op

timisation visant à concevoir une structure de MRV performante et fiable. Ils permettent de prévoir

I'influence d'une modification géométrique ou des matériaux sur les performances d'une future struc-

ture composée d'un ou plusieurs éléments de rotor, différents ou non.

Nous avons constaté dans le chapitre III, qu'il serait nécessaire d'utiliser un empilement de tôles

ferromagnétiques réalisées en matériaux du type verres métalliques (amorphe), pour la réalisation du

noyau rotorique. De part leur structure cristalline, ces matériaux ont en effet I'avantage de présenter

à la fois de bonnes performances dans le domaine électrotechnique (bonne perméabilité et haute

induction de saturation) et dans le domaine mécanique (dureté et résistance mécanique élevée),

mais leur structure cristallographique leur confrre une mauvaise ténacité et une grande fragilité. Un

traitement thermique (annealing) permet de réduire légèrement cette faiblesse mécanique en dimi-

nuant les contraintes résiduelles, tout en améliorant les performances magnétiques, mais des ruptures

prématurées par fatigue dues aux sollicitations cycliques peut néanmoins survenir en particulier au

stator. Il serait donc intéressant d'utiliser les nombreuses études vibratoires réalisées sur des stators

de MRV, afin de mieux connaitre I'impact de la géométrie sur les vibrations et sur la tenue en fatigue

du matériau.

Dans le chapitre III, nous avons également mis en évidence I'avantage en terme de tenue mécanique,

que présentent des dents rotoriques de petites dimensions, qui motiveraient une étude complémentaire

poru nne structure 6/4. Par ailleurs, cette structure présente I'intérêt d'une symétrie centrale dans

la section du noyau rotorique, et donc une rigidité de flexion identique pour tous les a:res du rotor.

Une structure 6/4 nécessite néanmoins des fréquences d'alimentation deux fois plus élevées, ce qui

augmente les problèmes liés aux pertes et donc les contraintes thermiques.

A partir des modèles, il serait également intéressant étudier les performances de nouvelles générations

de roulements à billes utilisant des matériaux nouveau)c, avec ou sans cage (full complement) pour

ca,ractériser les performances d'une électrobroche équipée de tels roulements.
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Annexe A

Etude des coefficients de section
réduite

La section réduite est une notion de résistance des matériaux permettant de prendre en compte

la répartition des contraintss fangentielles r dans une section S soumis à un effort tranchant T. La

section réduite est définie à partir de l'énergie de cisaillement,W par unité de longueur:

nrv f f 12 L T2

#: JJ æot: t G&
s

Le calcul montre que la valeur â # "* 
supérieure à la valeur â #, no" I'on obtiendrait en

utilisant la valeur moyenne des contraintes $ lout réaliser les calculs. La quantité S" (en rn2) est donc

inférieure à la section réelle S, d'oir le nom de section réduite.

Le coefficient de section réduite a est défini par la relation:

L T 2  L  T 2
: - n . -

2GS,  2 'GS

(A-1)

(A-2)

Dans la suite, nous allons étudier la détermination de ce coefficient en fonction des dimensions et

des composants de la section, pour une section circulaire et monocomposant puis pour une section

bi-composant.

A.O.5.A section circulaire moû>composant

lens le cas d'une section circulaire à un seul composant, Ie calcul exact est réalisé suivant la

méthode décrite par Gay [27], à partfu de fonctions de gauchissement et des conditions au:< limites.

La notion de gauchissement est détaillée plus bas. La méthode est identique à celle détaillee dans le

paragraphe suivant. ElIe donne des coefficients de section réduite a, et a, égaux à7/6.

Gay donne cette définition du gauchissement:

"Le gauchissement longitud,inal d'une section ilroite est la quantité dont cette section se déplace hors

du plan qui,Ia mmctériserui,t si elle se mouaait uuiment cornrne un soliile plan iniléforrnable"l27l.
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section
monocomposant

âx= âz= 716

FIc. A-1 - Représentation de sections rnono- et bi-composant. Le repère et les notations sont d,éfinis
pour le calcul. bi-composant

Le gauchissement longitudinal est noté 4r. Pour un effort tranchant Q, la fonction de gauchissement

g est définie par:

E"
G"
Ve

E"
G"
Va

T"
rlu: (G69\r,z)

A.O.5.B section circulaire composite

(A-3)

Da,ns le cas des sections soumises à une contrainte de cisaillement et contenant deux matériaux

différents, il est nécessaire de calculer précisément les coefficients de section réduite à partir des

équations d'équilibre et des conditions aux limites sur le contour extérieur et aux frontière intérieures.

L'objectif est de savoir quelle inf.uence ont les hétérogénéités de section sur l'énergie de cisaillement

globale.

La méthode utilisée est celle donnée par Gay [2fl mais transposée en coordonnées cylindriques plus

adéquates dans notre cas de section a:cisymétrique.

La figure A-1 présente les notation de géométrie et des matériaux utilisées pour réaliser les calculs.

On considère le cas de l'effort tranchant Q appliqué à une section æ<isymétrique et bi-composant.

Conformément à la représentation de la figure A-1, les propriétés des matériaux présents dans la

section sont définies comme suit:

Pour r I Raj,

Pour fior' 1r 1 Roi,

on a le matériau de l'æce tel que E : Eo et G : Go

on a le matériau de I'enrobage tel que E : E" et G : G.

section

Les fonctions de gauchissement pour l'a><e et I'enrobage sont notées goo et go" et sont les solutions des



équations d'équilibres suirm,ntes :

Y'soo: -tdff ir sino

Y"sn: -tdffir sing

avec I'expression du Laplacien V2 en coordonnées cylindriques (r,d) donnee par:

v'z(/) :i*0#) .il#

9p:o
or

Sur la frontière intérieure (interface entre a:<e et enrobage i r : Ro7), on a les conditions de

continuité internes de déformation et de contraintes tangentielles:

9oa: 9oe

n ogoo n og*
u"-a, : we6

La continuité des déplacements impose l'hypothèse du collage parfait entre les deux surfaces à I'in-

terface. Si les detx composants sont frettés, cette condition n'est vérifrée que dans I'hypothèse de

non-glissement. Une dernière condition est celle d'unicité qui doit être vérifiée:

(A-10)

Les fonctions goe et goo solutions des équations (A- ) et (A-5), ont pour orpressions:

(A-6)

Le terme du Laplacien suivant gr est le terme de droite dans les équations (A-a) et (A-5). Une des hy-

pothèses faite avec cette méthode est la non-influence du gauchissement de Ia section sur les contraintes

normales suivant I'a:ce gr. Sur le contour extérieur (r: R.j),la fonction gou répond à la condition:

+(t!,aio4as1):o

Les coefrcients a1 et fu sont obtenus par application des équations d'équilibre (A-a) et (A-5). II vient

alors:

2I3

(A-4)

(A-5)

(A-7)

(A-11)

(A-12)

(A-13)

(A-14)

(A-8)

(A-e)

9n:  (a1r3  +  az"  *  
o3)  

t i "a

0"": (urrs +bz," 1 
ôt) , i.,a

L E" (GSl
a l : -  

BG"@
, 1 E, (GSl
01  : -84 ,@
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L'application de l'équation aux limites sur le contour extérieur (contrainte de cisaillement nulle suim,nt
r) donne ensuite la valeur de az

274

On obtient tous calculs faits:

a 2 : - } a . r R - ; 2 +  
4 3 =

, 
Rejz

bz:3^t @?"r - aZi) - zbr RZi * "r*W

où les valeurs des coefficients a1 et a3 sont respectivement données par les équations (A-1g) et (A-12).
La condition de continuité des contraintes trangentielles à travers la frontière intérieure (r : Roi)
fournit alors le coefficient ô2:

. G oac :  
d

(A-15)

(A-16)

(A-18)

La condition de continuité des déformations à la frontiere intérieure (r : Ro) fournit alors le coefficient
aB.

as : - ar Rei2 Roi2 .G"-(4"i' : 3 !"i)- + 3G" (R"i' + n'i')

,',r,,,) (A-rz)

Le calcul montre que la condition d'unicité est vérifiée, quelque soit la valeur de ô3, qui est donc
indéterminée et sera prise égale à 0.

Le coefficient de section réduite o, est alors donné par l'expression:

1
a r : @ E.gn drdel

(A-1e)

C f l :
(Go - Ge) Ra2 + Ge

(@o - Ee) Raa * Ee Rea)z ((Ga + Ge) Re2 + (Ga - Ce m2) Ge Ca
(A-20)

Puisque la section est a:<isymétrique (circulaire), le calcul du coefficient de section réduite suivant
l'axe z n'est pas nécessaire. On a en efret, ar: q,r.

On pose les notations suirrantes:

/ (z Eez Ge Ga * T Ga2 Ee2) nee
| + (-zo Ga2 Ee2 + 2o Ee2 Ge Ga\ na2 Reo
| + (ta Ga2 Eez + (-b4 Ee2 + B6'Ea Ee\ Ga Ge\ Ra4 ne4
|  +(( -zaaaEe*208e2 +7 Eaz\  GaGe-4Ga2Eez + Ge2Eaz\  Ra6ne2
\ + (-ce2 Ea2 + (z naz - 12 Ea Ée +T nez) Ga Ge - Ga2Eer) ,ot

Ctr
a r :  

î

, E oa E :  îue
^^: H (A-21)
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Frc. A-2 - Vari,ati,on ilu cofficient de section réduite pour une section ci,rculaire composée d'un one
(myon Ro, rnoilule d,'Young Eo et cofficient de poisson u") et d'un enrobage d,e myon (rayon R",

module d,'Young E" et coeffici,ent, de poi,sson uo) en fonction d,es rapports Ro/R. et Eof E. lorsque

uo = 0105 et u": gr4

On obtient alors l'expression du coefficient de section réduite en fonction des coefficients Àç, Às

et  À6:

rot
out
6

lrl
o.=.g
att
d

I
E

E 1oo
f
t,
o
E
qt
o

E
Ë
oc\
o.
6
!r

10-'

Crz
a r : î

/ \ns (-xc' + ft - L2 ),8 * z \82) Àc - Àe') \
| +r"' ((z x"' - 24\n + 20) Àc - 4\c2 a Àæ') |
I +r"n (iao.rs - ba) Àç * 18 Àç2) |
I *r"'(zo.16 -20Àç2) 

|
\  +z.rc i7Àç2 /

( -22)

avec:

(A-23)

On vériûe qu'en absence d'a:re (Àn : 0) ou d'enrobage (À6 : 1), ou pour deux matériaux identiques

À.u : Àc : 1, on retrouve bien la valeur de 7 /6 d'une section homogène . Les figures A-2 à" ??

présentent les variations du coefficient de section réduite selon les matériaux utilisés ou les dimensions

de la section.

Les figures A-2 à A-4 présentent la variation du coefficient de section réduite trr pour une section

circulaire ssmposée d'un a:ce (rayon fta;, module d'Young .Eo et coefficient de poisson zo) et d'un

enrobage (rayon Roi S rayon I &,i, module d'Young.E" et coefficient de poisson uo) en fonction des

rapports RoilR.i et Eof 8.. La figure A-2 presente les résultats lorsque vo:0,05 Qt v":0,4. La

flgnre A-3 illustre le cas où ua: I/e et la figure A-4, celui oir zo - 0r4 et u":0,05'

Le coefficient de Poisson est compris entre 0 et 0,5. Les faibles valeurs étant illustrées par les

céra,miques (dia,mant, silice, carbure de tungstène), les valeurs moyennes par les métaux (Fer, Acier,

n"^ -  (Àc -1 )Àn2+1
"tz - 

((r" - 1) Àna + 1)2 ((Àc - 1) Àn2 + Àc + 1) Àc
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Ftc. A-3 - Variation ilu cofficient de secti,on réd,uite pour une section circulaire composée d'un axe
(rayon Ro, mod,ule d,'Young Eo et cofficient de poisson uo) et d'un enrobage d,e rayon (rayon R",
module d'Young E" et cofficient de poisson uo) en fonction des rapports R"IR. et EofE" lorsque
u a :  u e

0 o'1 o'2 o 
h"o$l0".?fro..of", *"o 

t 0'8 0'e 1

Ftc. A-4 - Variation du coffici,ent de section réduite pour une section circulaire composée d'un a,re
(rayon Ro, module d'Young Eo et cofficient, d,e poisson uo) et d,'un enrobage d,e myon (rayon R",
module d'Young E" et cofficient de poisson uo) en fonction des mpports Rof R" et Eof E. lorsque
u o : 0 r 4  e t  u . :  g r g S
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(I * v") /(L + u") 0.75 0.833 0.90 1 1.111 L.2 1.33
Ro;/R"t 0.64 0.628 0.615 0.600 0.583 0.571 0.555
E"lE" 2.209 2.5L6 2.769 3.159 3.606 3.974 4.54L

at 1.070 1.073 1.075 1.078 1.081 1.083 1.087

Tee. A-1 - Positions et ualeurs d,es minima du cofficient de section réduite pour d'ifférentes ualeurs

ilu rapport (l + v")l$ + u")

Aluminium, Cuiwe) et les valeurs hautes par les polymères (Polya,mide, Polyéthylène, Kevlar, Caou-

tchouc) [80]. Les coefficients de Poisson choisis pour I'exemple sont les valeurs extrêmes trouvées dans

127).
Dans le paragtaphe A.0.5.A, on avait affirmé que Ie coefficient de section réduite était égale 7 /6

lorsque la section circulaire était mono-composant, ce qui est le cas également si I'enrobage est fait

dans le même matériau que I'ane' Sur la figure A-3, où /o : z" et pour la valeur E"lE": 1' on observe

bien une ligne de niveau az : !,7667 : 7 /6 pour la valeur Eaf E" : l'

On observe un unique minimum global, dont la position varie avec les valeurs de z. Cet optimum

correspond à une section réduite maximale et, par conséquent, à une rigidité minimale de la section

considérée. Les valeurs et les positions des minima, calculées par le module fmi,nsearch de MATLAB,

sont regroupées dans le tableau A-1.

Remarque: Ia fonction ne présente pa.s de ma:rimum contrairement à ce que peut éventuellement

suggérer la figure .

L'étude des limites en terme de Eof E. permet de vérifier que, lorsque l'a:re est infiniment plus

rigide que I'enrobage (enrobage équivalent à du vide), la valeur du coefficient de section réduite est de

Z/6 indépendamment de la taille d,e l'a:ce. Lorsque I'axe a un rayon faible, la variation avec Ia valeur

de Rof R. est d'autant plus brutale que le rapport Às est grand'

En revanche lorsque I'enrobage est infiniment plus résistant le coefrcient de section réduite est

donné par la fonction:

7  \aa  +34Àn2  +7
r L ^ _ - _ _

6 (Àn2 + t)"

La valeur à droite de o,r,lorsque le rayon de l'a:ce tend vers 0, est de 7/6 (analogie avec un axe

mon6composant percé au centre de sa section). Cette limite tend vers la valeur 2, lorsque I'enrobage

est d'épaisseur faible (analogie à un tube à paroi mince). Cette valeur est retrouvée par le calcul avec

l,hypothèse de non-dépendance de la contrainte tangentielle suirra,nt r dans l'épaisseur d'un tube à

paroi mince.

Les figures A-5(a) et (b) présentent l'évolution du coefficient de section réduite dans un cône dont

le rayon extérieur -Rg1 évolue respectivement entre 3 et 5 mm et entre 5 et 1.0 mm. Les valeurs entre

B mm et 10 mm nous intéressent plus particulièrement da''s notre application.

Le rayon de l'a:re traversant est fixé 6 Roi :3 mm pour notre moteur. Le résultat est présenté en

(A-24)
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acler alrrminiurn
AU4G

Kevlar 60%
résine Epoxy

Carbone 60%
résine Epoxy

module d'Youag E (MPa)
module de Coulomb G (MPa)

205000
79000

75000
27000

5600
2100

7000
4200

Tee. A-2 - Propriétés mécaniques ile différmts matériarn utilàsables pour Ia fabri,cation d'un rotor de
Machi,nes à Réluctanæ. Variable. (d'après [p7])

fonction des différents matériaux utilisés pour I'a:<e et I'enrobage. Ces matériaux sont l,acier, I'alumi-
nium et des composifss rrnidirsctionnels de fibres de ca^rbone ou de Kevla,r dans une résine époxyde.
Leurs propriétés sont résumées dans le tableau A-2. Pour les composites, les propriétés sont celles du
sens transverse (perpendiculairement à I'a:ce des fibres), qui sont environ 20 fois plus faibles que celle
du sens longitudinal[27].

La figure A-5(a) montre l'influence limitée des propriétés mécaniques des matériaux en présence

lorsque Æs7 est inférieur au double de Roi. Le coefficient reste de I'ordre de 7 /6. En revanche, la figure
A-5(b) montre que ce coefficient peut prendre des valeurs bien supérieures si les modules d'young
sont très différents. Pour un axe en alrrminium et un enrobage en Kevlar/époxy, le coefficient est de
I'ordre de 2,2 potrr un rayon Æsi de L0 mm. La valeur ma:<imale de cette courbe est de aa : 2,42
lorsque R.j :11,61. Notons que pour un enrobage d'aluminium sur un axe en acier, le coeff.cient reste
constamment inférieur à la valeur de 7 /6. Les variations du coefficient demeurent faibles d.ans ce cas
(entre 1,08 et 1,1667).

A.O.5.B.i Remarque Ce calcul a été réalisé à partir d'une hypothèse de répartition de la contrainte
normale suivant I'a:re de rotation . Cette hypothèse ne répond pas aux conditions au:< limites au bord
du cône si la variation de rayon est brusque. En effet, les contraintes doivent être tangentes en tout
point à la surface extérieure, donc l'hypothèse de la contrainte parallèle à l'arce de rotation est d,autant
plus discutable que la nariation de section, le long de I'a:ce, est rapide. I1 convient donc ici de nuancer
les résultats que peut donner le modèle si le cône est très prononcé.

Toutes ces râjsorxt nous incite par la suite à utiliser la naleur de7/6 corlme rraleur moyenne d.u
coefficient de section rfiuite.
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Figure A-5 (b)

Frc. A-5 - Vari,ation du cofficient de section réiluite pour une se,ction ci,rculaire composée d,'un axe

(rayon Roj : 3) et d'un enrobage de rayon Rsi uari,ant entre 3 et 5 mm (o) ou entre 5 et I0 mm

(b) et en fonction des matériaw utilisés pour l'ane (aci,er ou aluminium) et I'enrobage (aluminium,

Keular/ epory ou u,rbone / epory )
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Annexe B

Pré-calcul de l'énergie potentielle

@ (s,') : { rf,[i!, ] : t #uf,ri;;l' ]

o(u,t) : {'f,[i!, ] : { Bf::n:::[t] i:-l ]

Nous allons présenter la démarche du pré calcul analytique, en étudiant le cas de l'énergie poten-

tielle de flexion.

Le rotor est composé de N tronçons. On considère 1" ;dème honçon du rotor.

Re). :  aSy *  bS (B-1)

Dans le repère lié au stator (fixe), les fonctions de déformation sont donnés pa.r le vecteur translation

suivant:

22r

(B-2)

(B-3)

et pa,r Ie vecteur rotation:

Nous avons montré que l'énergie potentielle de flexion du Àdèrne tronçon du rotor s'écrivait sour la

forme:

(B-4)

D'où I'oçression suivante :

( @12)(\,v) (# tri:, qn+sn(t)ro-\)' \

u.Q,,t):; Ï l-2@rxà(^'v) 
&(Di:'qo..il:i::rr"-') 

l. 
(B-5)

a=t'^-L 
\ *1rtr)1.l,rl (& (Di=, qk*r^(t)ro-t))' )

Pour sinplifier les écritures, on gardera les notations ci-dessus pou les fonctions de rigidité, sans

reprendre leurs expressions (équations (II-35) à (II-37)). En dérivant les fonctions de déformations pa,r

, Ll ( \"rrl{^,n) (W)' \u 7 Q,,t) : r,:[^_,[ ;,.;1;a :;,?#rw ).
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rappoft à gr, on obtient alors:

AJV]VEXE B. PRF-CALCUL DE L'ËûNERGIE POTENTTELLE

L7' t r
Uy(),,t): = Iz J

v:Lx-t

) , ,

(EI2l(),,s) (Di:r(k - 1) ft+e,,(t)a*-")'
-2(EIxzr(^,y) (D;:r(k - 1) qr,+sn(t)r*r)

' (Dr*:, t, - r) ti+2.^(!! y-)
+ (E I fl (\,fi (Dk, (k - L) q*+zn(t) yo-t)

(B-6)

(B-7)

En remarquant la propriété suivante pour le produit d'une somme:

(Ë",

2 r , n - L

: Iul+zD"o
lc=l ft:l

fù

sax  Lu i
j=k+L

On peut alors écrire:

Ls
1 rU|Q,t): , J

g=Lt-r'r/
J(.(

y=Lx-t

L1
L f+, J

g:Lx-t

EI7ç21(),,y)

) ) , ,

(Er)(À,y) (DLr@ - 7)2 q?ns^Q)yz(n-211 \
/ \--"-i(t -L)qn+sn(t)ak-2 \ | an+2(EIzl(^' ') 
\"r *Dî:***j -L)qi+sn(t)d-' ) /

( Dt' (k'-;)îî 
îî::iin*(t) r -2 ) ) *

(E I 7ç) (À,y) (Dtr(r - D' qî*z*Q)sz(x-211
z s-i:f 1r _ L) q*+zn(t)yk-2+,(EIàQ'') ( "' xDi:na{i -r)qi+2,(t)f-2

(B-8)

De cette expression, on peut obtenir les termes dues à la flexion dans la matrice de rigidité K. Dans le

cas présent (énergie de flexion) , seuls les termes de K relatifs aux coefficient généralisés ej:2n+r,...,4n
sont donnés. L'énergie de cisaillement fera, pour sa part, intervenir tous les coefÊcients et créera des

couplages entre 96 et qr+en ainsi qu'entte Qk+n et e*+zn.

Dans l'équation (B-8), les coefficients qj' sont des constantes. Par conséquent les produits q7 q1

peuvent être sortis du signe d'intégration. Les termes d'intégration deviennent alors les coeffcients

d'une somme de carrés et de double produits. La dérivation par rapport aux coefficients généralisés

devient très aisée.

En dérivant l'expression (B-8) conformément aux équations de Lagrange on obtient les termes de
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K correspondant à l'énergie du tronçon À suivant:

Ls

Kxr( i *2n, i *2n) :  ̂ tu '? ' ' )  :  t  @12)Q,v) ( i - lx i  -L)s t+ i -a*
oqj+znoqt+zn t

U:t '^-L

'KxfU *2n, i *2n)  (B-9)

Ks1(i+Zn,j *3n): ^tur?'') : - "i (Erv2)Q,,y) (i - 1)(i -L)vt+i-a O,
ôqi+snôqt+zn J- 

u:Lx-t
:  KM(j  * ïn, i i2n) (B-10)

Kxr(i * 2n,i* 3n) : 
#ffi,: 

- 
î 

(Ervl(),,v) (i - 1)(i - r) vt+i-t on
u:Lx-r

:  Kxr( j  *3n, i*3n) (B-11)

oir i et j sont des entiers définis entre L et n.

Remarque: vues les notations assez longues utilisées pour les indices, on a préféré prendre la

notation K(i, j) plutôt que la notation K6r'.

Pour obtenir le terme final de la matrice K, il faut recalculer chaque rraleru de Kt" associée à

l'énergie potentielle de cisaillement, ensuite calculer la somme des contributions des N tronçons à la

rigidité totale par la formule:

N

K(i,j): I (Kx"U,ù + K2,) $,i) (B-12)
,b:1
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Annexe C

Théorie du contact de Hertz

La complexité de la théorie et de ses notations impose de n'en présenter ici que les résultats

principaux.

Les principales hypothèses formulées par Hertz pour sa théorie du contact sont les suivantes:

(a) Au point de contact, la forme des deux surfaces en contact peut être décrite pax un polynôme

du second degré à deux variables;

(b) Les deux surfaces sont parfaitement lisses;

(c) Les contraintes et déformations de contact satisfont aux équations différentielles d'équilibres

des corps élastiques, homogènes et isotropes;

(d) Les contraintes disparaissent à grande distance de la zone de contact;

(e) Les contraintes tangentielles dans et hors de Ia zone de contact sont nulles;

- (f) La somme de contraintes normales dans la zone de contact est égale à la force appliquée aux

deux solides;

(g) La distance entre les deux corps est nulle à intérieur mais finie à I'octérieur hors de la zone

de contact;

(h) En absence de force, la zone de contact se réduit à un point.

Les déformations de la bille sont supposées être, d'une part, concentrées dans le voisinage des points

de contact et, d'autre part, relativement petites comparees aux dimensions des corps en présence. La

déformation relative des deux solides, sous I'action de la force Q normale agissant sur le contact, est

notée ô. Ces déformations prennent en compte celle de la bille et de la piste en contact.

La zone de contact est supposée être une ellipse dont les demi-arces ont pour longueurs a et b (a > b

par convention). On appelle para,mètre d'excentricité de l'ellipse le rapport K : I dont la valeur est

alors strictement supérieure ou égale à L.

La solution classique du problème du contact hertzien entre deux solides élastiques -I et -I-I est

définie à pa,rtir de derur para,mètres liés à la géométrie des contacts donnés par les formules (C-2) et

(C-3) et un para,mètre lié aux matériaux en présence, noté .E*, appelé module d'éIasticité équivalent
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direction

[!hr]

FIc. C-L - Representation de detn solid,e en contact

donné pa,r les formules (C-12) et (C-13) pour chacun des contacts intérieur et extérieur l4I, T0l.

On note p la courbure de la surface du solide I ou II en contact dans la direction latérale 1 ou

dans la direction de roulement 2 comme présenté dans [41]. Si le rayon de courbure est toujours de

signe positif, la courbure peut être: soit positive quand la surface étudiée est convexe dans le plan

considéré, soit négative, quand cette surface est concave.

La théorie de Hertz montre que le paramètre d'excentricité rc est relié à la géométrie des deux

surfaces en contact, représentée par F(p) pa,r l'équation transcendante suivante [41]:

avec F(p) donné par la relation:

F(p):gw (c-1)

(G2)

Ep :pn*pn+p rn * f i n (G3)

Remarque: F(p) est parfois noté cos0 dans d'autres travaux [75] ou formulaires techniques,

ce qui permet en pa.rticulier de tracer plus facilement les fonctions, et de s'a,ftanchir du nombre de

décimales nécessaires quand f'(p) tend vers L. (voir, pour illustration, le tableau C-1).

Les termes f et € dans l'équation (C-L)sont respectivement les intégrales elliptiques complètes de



premier et second types, dont les expressions sont les suivantes:

227

(c-4)

(c-5)

(c-6)

(c-7)

(c-8)

(c-e)

(c-10)

(c-11)

L'équation implicite est présente sous une forme équivalente dans les travaux de Wensing sur les

roulements [94] , mais les notations différentes utilisées rendent la comparaison délicate. Un algorithme

numérique de calcul des grandeurs de la théorie de Hertz est donné par [75].

Une fois la solution de l'équation implicite obtenue et la'raleur de rc trouvée à partir de celle

de f'fu), les expressions permettent d'obtenir les valeurs des deux semi-axes de I'ellipse , a et b, et

d'évaluer le rapprochement relative ô de deux points éloignés appartenant à I'un et I'autre des solides

en contact.

F(n):" j'l'-('- #) ,'", d] 
-'/" 

,ô
0

€(n) :"1'l, -(' - #) ,i,,, o] 
''' or

0

o':a*(#)''"

u:u.(#fu)','
ô:ô* (#)'''"+

t : (z 
n!.e1r^

u.:(x)'''
6":+(#)'''

oùr les valeurs a*,b* et, ô* dépendent uniquement du pararnètre f'fu) selon les expressions suivantes:

Les résultats de la théorie de Hertz sont habituellement présentés sous forme de tables numériques.

Le tableau C-l est octrait {e [at]. Nous lui avons ajouté la dernière colonne concernant le paramètre

d'occentricité de I'ellipse r.

Dans le cas d'un roulement à billes, la géométrie de la piste intérieure présente une courbure

positive dans la direction de roulement, puisque suinant cette direction la surface est convexe, alors

que la surface est concave et la courbure négative dans la direction dite latérale. Au contapt extérieur,

en revanche, la surface étant concave dans les deux directions latérale et de roulement, Ies deux

courbures sont négatives.

Les deux paramètres Ep et F(p) doivent être alors défini pour chacun des contacts intérieur et

extérieur en fonction du dia,mètre de la bille d6, du diamètre moyen du roulement d*r, des angles

de contact ai et ao et des myons de courbr:re Ra et Ro de chacun des deux chemins de roulement.
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P(p)
: coso

A (degrés)
[75]

ô*btla' K

0
0.1075
0.3204
0.4795
0.5916

0.6716
0.7332
0.7948
0.83495
0.87366

0.90999
0.93657
0.95738
0.97920
0.983797

0.990902
0.995112
0.997300
0.9981847

0.9989156
0.9994785
0.9998527

1

90.00
83.82
7L.3L
61.34
53.73

47.80
42.84
37.36
33.38
29.17

24.49
20.51
16.78
11.70
10.32

7.734
5.667
4.2r1
3.452

2.668
1.850

0.9834
0.0000

111
1.0760 0.9315 0.9974
r.2623 0.8114 0.9761
1.4556 0.7278 0.9429
1.6440 0.6687 0.9077

1.8258 0.6245 0.8733
2.011 0.5881 0.8494
2.265 0.5480 0.7961
2.494 0.5186 0.7602
2.800 0.4863 0.7169

3.233 0.4499 0.6636
3.798 0.4166 0.6112
4.395 0.3830 0.5551
5.267 0.3490 0.4960
6.M8 0.3150 0.4352

8.062 0.2814 0.3745
10.222 0.2497 0.3L76
12.798 0.2232 0.2705
14.839 0.2072 0.2427

17.974 0.18822 0.2106
23.55 0.16M2 0.L7L67
37.38 0.13050 0.11995

oo00

1
1.1551
1.5557

2
2.4884

2.9236
3.4195
4.0629
4.8091
5.7577

7.1860
9.1166
LL.475
15.0917
20.4698

28.649
40.937
57.339
7L.6L7

95505
L43.23
286.43

oo

Tae. C-l - Pammètres de contoct adimensionnels d,e la théorùe de Hertz -
les dewièrne et dernière colonnes ont été rajoutées au tableau de Harri,s t44 - La d,ewi,ème ælonne
représente un autre pammètre Q utilisé par Deeg ft51 dont I'échelle plus linéaire est parfois uti,Iisée
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En tenant compte des conventions de signes énoncée plus haut, le paramètre Xp est donné pour les

contacts intérieur ou extérieur par les expressions:

4 I 2cosa;
>pt:  

db- &-t-  d^ -  dbcoso,c
4 L 2cosao

zqo :6 - 
R.- d,^T db".",x"

De même, on obtient le para,rnètre F(p) pour chacun des contacts par les relations:

F(p) r  :  (  I  * , ' "o r "oo  )  ( rpo ) - t
r & ' d - - d ' 6 c æ a a /

" -,  ?' î î1,, )("0,)- 'rk) ' :  ( -R, d,mr d,acos."o/

Les modules d'élasticité équivalents .Ei et .Ej peuvent être calculés respectivement par:

I  1  ( t1+ 1; "â)  (c-12)
Eî : r \  Eb -  n"  1
1 L( r - "3*1- "3" \  (c_13)
Ei : r \  Eb -  E*  )

y est le coefficient de Poisson et.E Ie module d'Young. Les indices ir, or et ô désignent respecti-

vement les matériaux de la bague intérieur, extérieur et des billes. Comme illustration, des billes en

acier à roulement en contact avec des bagues du même matériau ont un module d'Young équivalent

d'environ 2,26 x LOLL N f mm2 .
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Annexe D

Calcul des moments de frottement

Relations entre forces et moments de contact

Le contact entre la bilte et les bagues n'est pas ponctuel mais réparti sur une ellipse de contact.

En chaque point de I'ellipse, on peut définir un point appartenant à la bille et un autre appartenant

à la bague. Considérant une ellipse très allongée, Johnson [76] a montré qu'il existe au moins une

et au plus deux lignes, où les vitesses des points de la bille sont les mêmes que celles de la bague

concernée. Il n'y a donc pas de glissement dans ces deux bandes de l'ellipse, qui sont appelées bandes

de non-glissement. Le nombre (1 ou 2) de bandes et leur position le long du grand axe de I'ellipse est

fonction de la cinématique de la bague et de la bille, et plus précisément des taux de pivotement [71]

("spin to roll ratio"). Ce taux est défini courme le rapport de la vitesse de rotation de la bille autour

de la normale au contact (O") sur la vitesse de roulement (O") autour du grand axe de I'ellipse de

contact considérée.

Les taux de pivotement ("spin to roll ratio") aux contacts extérieur et intérieur sont respectivement

notés eo et e6 et donnés par les formules [4L] :

Éo: - (r. *,"oro,) 
tan(oo - P) + frsin(a")

.o: (t -f "o"oo) ,*1oo -B)+frsin(a;)

(D-1)

(D-2)

"o,.s 
I'n.ngle B d'inclinaison de I'a:ce de rotation de la bille [41] donné par l'équation fV-40. Cette

relation a été définie par la condition de contrôIe pa,r la bague extérieure (outer race control) [65]. Cela

signifie que le mouvement au contact est un mouvement de roulement pure, d'où €o:0.

Une étude des vitesses de glissement effectuée par Hachkowski et Peterson [86] a donné la répa,rtition

des vitesses sur une ellipse de contact pour différentes valeurs du taux de pivotement e, comme

représenté sur la figure D-L.

La position des deruc points de non-glissement sr:r le grand a:ce de I'ellipse de contact extérieure

(demi gra^nd æ<e bo) sont notés IJu et azo.

On définit les nombres adimensionneb ?ro : W "t 
rt o: ff qoi permettent de définir la répa,rtition
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t :0 0<e<0.5

Ftc. D-1 - Position d,es bond,es de non-glissement (en grisé) et répartition d,es vitesses de glissement
sur I'ell;ipse de contact selon le taun d,e piuotement e d'après Hachkowski et Peterson [86].

des vitesses sur l'ellipse.

De même, la répartition des vitesses sur I'ellipse de contact intérieur est définie par ?1d : {f et

Tzl:  f f .
En posant \Li,2i: ec * A,i et rlLo,zo: €o * Ao, Todd et Johnson [8fl ont montré que A et le taux

de pivotement e étaient reliés pa,r:

a3-BA( t - . t )  *1 :o (D-3)

La position des points de non-glissement est donnée par la racine réaliste de l'équation (D-3), qui

donne 0 < A < 0.5 quand 0 ( e ( 0.5 est la suivante au contact intérieur:

(D-4)

Au contact extérieur compte tenu de €o : 0 (outer race control) onar11o,2o: *2 sin ft : *0,34729. A

partir de ces valeurs représentatives de la répartition des vitesses de glissement, les forces de frottement

seront intégrées sur toute la surface de contact pour obtenir les moments dus aux frottements.

Relations pour le calcul des moments de frottement

Moments de pivotement:

moments de friction de pivotement

Les moments orientés suivant la normale au contact sont appelés

rhi,2i: eit2(r-u?)'/" "* f*arccos (ra-+yz) . +]

(spin) et sont donnée pa,r [87, 86]:

Muo - C xo lt, Q"bo sign(Q")

M Nt : C xn F, Q 6 ba sign(Q.)

(D5)

(D-6)

e >= 0.5
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La fonction sign(Q.) intervient dans les expressions a,fin de rendre compte du changement d'orien-

tation des moments lorsque le sens de rotation du roulement s'inverse.

Les coefficients Ciyo et Cxt sont fonction de la répartition des vitesses de glissement respectivement

sur les ellipses de contact extérieure et intérieure donnés par [86]

cN.:ivr(,-+) -n?,"(t-+)l (D-z)
cN,:i [n* (' -+) -n'*(t-+)l (D-8)

Les moments Mm et Myo ne sont pas des fonctions linéaires de la force appliquee, puisque les

demi-a:ces bo et bi sont des fonctions non linéaire de la force de contact.

Moments de conformité: Les moments orientés selon la direction de roulement sont appelés

moments de friction de conformité. Leurs expressions calculées par Todd et Johnson sont données par

les formules suivantes :

MRo: 
"*'w 

sign(Q,o)

Les coefficients c6o et cat 
", 

u"ÏÏ ::'# 

sisn(Q';)

cRo :i [; . ni. (r -+)- rï. (r - +)]
cn :l [; . nl,(t -+)-ai, (r - +)]

MHo :(* * * r') Qo ao sisn(Q,o)

MHt:  (**  *uo)  Ooais isn(Q, i )

Moments de résistance au roulement: Les moments de résistance au roulement sont dus

a11x pertes internes dans les matériaux (pertes par hystérésis) et à la présence de lubrifiarrt. Ils sont

orientés selon la direction de roulement et données pa,r les formules suivantes:

(D-e)

(D-10)

(D-11)

(D-12)

(D-13)

(D-14)

(D-15)

(D-16)

Le coefficient hystérétique urù sans dimension prend en compte les phénomènes dissipatifs dans les

matériaux en présence. Il est de I'ordre de 5.10-a pour I'acier [95].

Les coefficients sans dimension uo et ui tiennent compte de la présence de lubrifiant sur les pistes

de roulement. Ils sont fonction du lubriûant de Ia vitesse et de la géométrie et prennent la forme

suivante [1]:

Rl;out po,222 (hurù4s
trO,022Uo: 4125

u e : 4 1 2 5

qoFo7:J(*)" '

(*)""
ft:f* 6o,222 (wtJ,i)'/" ,o,o*
T^
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U, est la vitesse moyenne de roulement. R, est le rayon équivalent de Hertz dans le direction de

roulement des billes (plan du roulement). À est le coefficient viscosit&pression de la loi de Barus

[96]' loi qui decrivait empiriquement I'influence de la pression sur la viscosité (phénomène de piézo

vicosité) du lubrifiant [67]. Remarquons ici que ces travaux sont contemporains d.e ceux de Hertz [6g]
et Boussinesq [43] sur les contacts entre solides ce qui témoigne de I'importance ressentie pour le

problème du contact.

L'étude des propriétés du lubriûant prend également en compte I'influence de la température en

utilisant des lois comme celle de Roelands [97].
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Annexe E

Sous-matrices du modèle
moteur

thermique du

La matrice thermique du moteur est de la forme:

| .Rt t  o  o  l

": L 
-f,' ̂ 3, -i,' 

) (E-1)

Oir les termes Rrr, Rrz,... , Raa sont des sous-matrices thermiques. I est une matrice identité de

taille 3 x 3.

R11 est une matrice L2 x 25 que l'on découpe en deux sous-matrices:

Rrr: [Rg" Rrru] (E-2)

Avec les sous'matrices suiva,ntes :

1

-1
0
0
0
0

100000

01100 :
0 -6  0  1  1  0
0  0  0 -1  0 -1 -2  1  0  0
0000001011 .

0

0

d
0
0
z

-1

0

0

0
0
0

0
-1

1

0

0

0

0
0
0

0
0

0
0

Ru" :

-i d-i d i i ,; ï -;

(E-3)
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Rrrb :

0

1
0

0
0

0
-2

0  . . .  0

00 : :
1  - 1  0  . . .  0  . . .  0

0211000 :0
0  0  0  1  2  r  0  . . .  0

i  o  o o-1 o-1 1 oo
0 -2  0  0  0 -1  2  0  11

-22  0  0 -2  -1  0  0  0  2  10

(F-4)

où Z est le nombre de billes du roulement.

R21 est une matrice carré et diagonale 25 x 25 que I'on découpe en deux sous-matrices pour une

pagination plus aisée.

Rzr: 
[ ";'" "i, ]

(85)

Avec les sous-matrices suivantes:

F"zt^:di,ag (nbd, Rbi, Rtu, Rat, Rn, &,., 4q Rye, 4*, R7û R1oo, &o1, &nù (BO)

F.ztu:diag (Rurt, R"u, Rbi"t, Rbio, R66, R^;, Rnf q, Rno, Royq, R1qr, Rot Ro*) (BZ)

La notation R* est utilisé pour désigner la résistance thermique associé aux échanges entre r et

y. La signification des indices est la suivante:b est utilisé pour désigner les bobines, d pour les dents,

i pour l'air interne au moteur, c pour la cula.sse statorique, e pour le carter, "f pour les fl.asques, oo

pour le milieu a,mbiant, bo et bi respectivement pour les bagues extérieur et intérieur du roulement,

el ponr les éléments roulants (billes), n pour Ie noyau rotorique, a pour I'a:ce et .fq pout les flaques

rotoriques.
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1 - 1  0  0

1 0 0 0

0  1 - 1  0

0 1 0 0

0  0  1 - 1

0  0 - 1  0

0  0  0 - 1

0  0  0 - 1
0 0 0 1
0  . . .  0

00 0

- 1  0

0 0

- 1  0

0 0

1 0

1 0

0 1
0 0

-1  1

0r

0 - 1

0 0

-1  0

-1  0

0 0

0 0

- 1  0

- 1  0

0

0

- 1

- 1
0

0  . . .  0

0  . . .  0
1 0 0
0 0 0
0 1 0
0  . . .  0

Fl,22:

00

10

1  - 1

1 0

0 1

0 - 1

0 0

0 0

0 0

Rzs -

0 0

0  . . .  0

1 0 0 0

L - 1  0  0

1 0 0 0

0 0 1 0

0  0  1 - 1

- 1  1 0

1  0 - 1

0 0 1

1 0 0
0  . . .  0
001

0 0100
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Annexe F

Evaluation des résistances thermiques
dans la MRV

Dans la matrice thermique de nombreux termes sont déterminés, mais il reste à définir les résistances

thermiques afin de terminer le travail de modélisation.

La géométrie du moteur étant tridimensionnelle, les échanges de chaleur le sont aussi, mais pour

simplifier le modèIe et éviter des calculs importants (par élément finis), nous décidons de découper

les trajectoires tridimensionnelles en une succession de trajectoire unia>riale et ou radiale. De plus, la

longueur paxcourue par le flrur de chaleur est considérée comme celle du paxcours moyen du flux.

La géométrie du moteur va être dans un premier temps détaillée afin d'en extraire les dimensions

essentielles aux calculs futurs.

F.0.5.C Modèle géométrique du moteur

La figure F-l représente une coupe radiale d'un sixième de la partie fixe du moteur (stator, dent,

bobine et carter). Les différentes parties du moteur prenant part aux 6gfuanges thermiques sont des-

sinées et nommées. Les dimensions principales de la dent, de la culasse statorique, de la bobine et du

carter, mais également les notations utilisées par la suite, sont explicitées. La bobine est également

représentée dans son plan afin de détaillée la géométrie simplifiée utilisée dans les calculs. L'orientation

des tôles du stator est symbolisée par les hachures horizontales.

La figure F-2 représente une coupe axiale de Ia moitié de la MRV. Les différentes parties du

moteur prenant pa.rt au:c échanges thermiques sont dessinées et nommées. Les dimensions principales

du ca,rter, de I'ensemble flaque'roulement et du rotor, ainsi que les notations utilisées par la suite, sont

explicitées. L'orientation des tôles du stator et du noyau est symbolisée par les hachures verticales.

A pa,rtir des dimensions données sur les figures F-1 et F-2, nous allons modéliser les résistances

thermiques des composants du moteur.

Généralités sur le calcul des résistances thermiques Lorsque le flruc est conduit dans une

direction privilégiée (flux a:cial) à travers une pièce prismatique de section ,9 constante, de longueur
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BOBINE VUE
DANS SON PLAN

FIc. F-l - Paramètres di,mensionnels du stator et de Ia bobi,ne pou,r l'étude thermique et géométrie de
la bobine aue daræ le plan des enroulements.

Ftc. F-2 - Paramètres dimensi,onnels du flasque, des roulements et du rotor.
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.L et de conductivité À, la résistance thermique de la pièce est donnée pa,r:

1.
R: )s- :

Lorsque le flux est conduit radialement (entre un rayon 11 et un ralon 12) dans une pièce cylindrique

d'épaisseur .L et de conductivité À, la résistance thermique de Ia pièce axisymétrique est donnée par:

ô ln(r2lr)
ro - 

2n\L

Lorsque le flux est transmis pax convection à travers une surface ,5, Ia résistance thermique de Ia

pièce a;<isymétrique est donnée par:
1n: # 

(F-3)

Ic est appelé coefficient d'échange par convection. Dans la suite, nous chercherons à décomposer le

trajet des flux de chaleur en trajet radiaux et axiaux afin d'utiliser les formules ci-dessus.

Échanges entre la culasse du stator et le cartet (R*) La température 7c de la culasse

stator est évaluée au dia,mètre notée d" (diamètre correspondant à la demi épaisseur de la culasse). De

même, la température du carter ?" est évaluée au diamètre d". L'interface culasse'carter est situé au

dia,rrètre dn. \"et .L" désignent respectivement le coefficient de conductibilité et Ia longueur du carter

(modélisé pax un cylindre creux). \. et L" désignent respectivement le coefficient de conductibilité et

la longueur du stator. La résistance thermique est calculé par I'hypothèse d'un flux purement radial.

Elle correspond à la résistance thermique de deux tubes concentriques et en série, d'où l'expression

suivante:

Ræ:tW.W# €-4)

Échanges entre une dent et la culasse du stator (.R72) On suppose un flux de chaleur

purement uniæcial dans la dent. La températur e T6 dela dent est évaluée au milieu de la dent (diamètre

(d*+ d,")12) d'après les notations de la figure F-1. La largeur de la dent stator est notee 16". La dent

du stator est réalisée dans le même matériau que la culasse, nous obtenons alors:

Ra 
dc- (d'+ d")12

' : -  zmrh-
L6s x Lç correspond à la section de la dent.

Échanges entre la dent et la bobine du stator (ftæ) On suppose un flux de chaleur pure'

ment orthoradial entre la dent et la bobine. La conductivité du matériau de la bobine est À6' Le flux

parcourt une demi épaisseur de la dent (Larl2) et Ia demi épaisseur de la bobine (eol2), et ce de pa,rt

et d,autre de la dent. On a deru< résistances R identiques et en parallèles: la résistance équivalente est

R/2. Nous pouvons alors écrire:

(F-1)

(F-2)

(F-5)

(F-6)
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Échanges entre la bobine du stator et le fluide interne au moteur (.R6a) On suppose des
enroulements rectangulaires (voir le schéma de la bobine sur la ûgure F-1). Pour passer du centre de la
bobine, au fluide interne, le flux parcourt d'abord la moitié de l'épaisseur de la bobine pa,r conduction,
puis il est échangé par convection à travers la pa,roi.

La surface de pa"ssage utilisée dans le calcul de la conduction est celle correspondant au périmètre

moyen de la bobine 2 L.*2 Las*2 e6 multiplié par la hauteur h6.Lecoefficient d'échange pa.r convection
entre la surface extérieure de la bobine et I'air interne est noté lc6,;. La surface extérieure de la bobine
est â6 (2L.+2La"+ 4e6).  Nous avons alors:

Ru: eb/2
À 6 h 6 ( 2 L " * 2 L a s * 2 e 6 ) kuhb (2 Lds + 2 L.* 4e6)

(F-7)

Échanges entre la dent du stator et le fluide interne au moteur (rt46) On suppose des
échanges uniquement à l'extrémité de la dent en bordure de l'entrefer. Le flux parcourt d,abord la
demi-longueur de la dent ((d.-d") /2) puis est échangé pa,r convection à travers la surface de I'extrémité
de la bobine (L6s x .L") avec un coefficient d'échange par convection noté ,ba6. Par conséquent, nous
obtenons la valeur suivante pour .R46:

ô  d . - d "  1
n'dl - 

2Wd, L"- kdi Ld" k
(F-8)

Echanges entre la culasse statorique et le fluide interne au moteur (.R;") Le flux de
chaleur est transmis par convection (coefficient d'échange &i") à travers la surface (surface interne de
la culasse et les 2 surfaces latérales). La section (.L".La")des 6 dents doit être soustraite. La résistance
thermique de conduction est négligée devant celle de convection: les tôles sont bonnes conductrices et
I'air est ralenti par la présence des bobines.

Ric:
k;.\L" (n ù. - 6 Lau) * 2 r / 4 (û* - æàl

(F-e)

Échanges entre le carter et le fluide interne au moteur (R;") Le flux de chaleur est
transmis par convection (coefficient d'échange ki") à travers la surface 2n d,o.L6" (surface interne
exposée à l'air du moteur). Nous supposeïons que la résistance thermique de conduction est négligeable
face à celle due à la convection (carter en aluminium et faible vitesse d'air).

Ri ,e :
ka" (2r da" L6e) (F-10)

Echanges entre le flasque du carter et le carter (R1") Le flasque est modélisé comme un
disque d'épaisseur Ly, de diamètres intérieur d,y et ext&ieur d"".

La température du flasque est mesurée au diamètre moyen (d."+d,ù /2de ce dernier. La température
du carter est mesurée dans la section centrale du cvlindre.
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Le flux radiat échangé passe d'un diamètre (d""1- dù/2 à, un diarnètre d".La conductivité du

matériau constituant le flasque est notée Ày. Ensuite le flux passe de I'extrémité au centre de carter

(longueur Le/2) àtravers une section donnée par n/4(4"- d?*)'

L./2
)*r lL(d\" - 4")

(F-11)

Échanges entre le flasque du carter et ltair interne ou externe au moteur (R1a et R,*)

La température du flasque est mesurée au diamètre moyen de ce dernier. Elle est supposée uniforme sur

la surface. Les coefficients d'échange par convection, supposés constants sur les surfaces, sont notés k1;

et kloo respectivement pour les échanges avec I'air interne et externe au moteur. D'oir les résistances

thermiques suivantes:
I

DtL t t -  
k r . " /+ (d2" " -d?)

1
trLUIæ - 

kt*r/a(4.- 4)

Le coefÊcient d,échange par convection k1- sera supposé indépendant de al vitesse de rotation

du moteur (air extérieur et paroi ûxe). La convection est naturelle (l'échauffement de I'air crée son

mouvement).

Échanges entre les billes et 1tensemble flasque-bague extérieure .R6o"1 La température du

fla.sque est mesurée au diamètre moyen (d"" - d,) 12 drflasque, la température de la bille est supposée

uniforme. L'épaisseur du fla.sque et la largeur de la bague du roulement sont notées L 7 et L6e' Les flux

de chaleur sont radiaux. Le fl1x passe d'abord du dia,mètre d6o au dia.mètre d; à travers le matériau

de la bague extérieure (conductivité Àao), puis il passe du dia.mètre d1 au dia,mèfte (d""+ d'7)12'La

résista,nce thermique ftyoa prend la forme:

lnl2d"/(d"e* dr)l ,n l " :Â rL r  -

D .. _rn(dr/db") -bl(d* + dù/(2daàl
nlu: z" ffi'.- 2" ),y L1

Reti:#

(F-12)

(F-13)

(F-14)

Échanges entre les billes du roulement et ltair interne au moteur (R"la) La température

des billes est supposée uniforme. Les échanges thermique sont du type convectifs (avec un coefficient

lcgs,, supposé constant sur toute la surface). La surface d'une bille de diamètre d"1 est donnée pat Pd2a

La résistance thermique R"16 prend la forme:

Le coefficient kgld est une fonction de la vitesse de la rotation de la bille. Sa détermination sera

réalisée plus bas.

(F-15)

,, .,, 1.",.!,.!iiîiii:'ij 
l'ùi ;rÀ:ll
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Echanges entre ltensemble rotor et les billes .R6a4 La bague intérieure est définie par sont
diamètre intérieur do et extériew d,64rpâx sa la,rgeur -L66 et son coefficient de conductivité Àu. L,a:ce est
supposé être à une température Ç uniforme (Température moyenne du rotor). La résistance thermique
associée au flux de la bague vers les billes est alors donnée par:

Rbi.r:ffi

Echanges entre Itensemble rotor et ltair intérieur (.Rri) Afin de limiter le nombre d'incon-
nues, le rotor est supposé à une température uniforme (effets de conduction négligés) comme représenté
par le schéma des échanges simplifié (figure F-2).

Le coefficient d'échange par convection est noté lcr6. La surface d'échange est donnée par la somme
de toutes les surfaces métalliques du rotor. Ces surfaces sont la section des 2 dents rotoriques (largeur
-t4', longueut L") et la surface extérieure des deux flasques rotoriques (surface unitaire n/4(d,6*
dyoz).Lrù.

Si on prend en compte les efiets de la centrifugation du fluide autour du rotor en rotation, la
pression apparente du fluide sur la paroi du fluide (dans la couche limite) chute. En effet, pour gne
trajectoire circulaire du fluide, la pression croit lorsque I'on se déplace vers les grends diamètres [80].
Un vide pa"rtiel dans l'entrefer crée une diminution des échanges thermiques par rapport à ceux obtenus
à la pression atmosphérique (diminution de la ma.sse volumique du fluide en autres) .

L'étude complète et précise des effets de la centrifugation de I'air dépa.sse le cadre de cette étude
approchée des échanges, c'est pourquoi en absence de conna"issances précises sur les propriétés de
l'écoulement' nourl choisissons de négliger les écha,nges dans I'entrefer. La résistance thermique du
rotor est a,lors :

R t -
tç6 [2 Qr / a (d. yil -r drc).L tù]

(F-17)

Échanges entre ltensemble rotor et ltair externe au moteur à travers lraxe sortant
(Â"-) Ce flux de chaleur transite par I'axe sortant baignée dans I'air ambiant. Des échanges par
convection forcée s'installent. Le mouvement relatif de l'a:<e par rapport I'air arnbiant force le fluide à
bouger, favorisant ainsi les échanges.

Le coefficient ko* est supposé constant sur toute la surface de I'arce. L'axe sortant est modélisé
comme une ailette de section circulaire (dia,rnètre d,o) et de longueur Lo.Laconductivité du matériau
de I'axe est notée Ào. Connaissant l'expression du flux de chaleur Q échangée par une ailette pour une
différence de température entre la base (ici le ptan d.u roulement) et I'air externe [g1], on obtient la
résistance thermique Eooo Pù le rapport Af /o. Dans le cas d'une ailette cylindrique, la résistance
thermique a pour expression:

(F-16)

Rroo :

r(koao^o)L/z fJz sinh(L"/I) + gtr/z cosi(LJt)
(F-18)
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où Bi est le nombre de Biot. Dans le cas de l'a:ce cylindrique, le nombre de Biot est égale à Bi, :
k"*-d"f (4Ào). / est une longueur caractéristique d.onnée par I : [^ada/(4koæ))t/r. f"coeffcient ko_
est 'ne fonction de la vitesse de la rotation de l'axe. sa détermination sera réalisée plus bas.

F.O.5.D Coefficients dréchange par convection

Il s'agit d'identifier dans les formules précédentes, les rmleurs des coefrcients d,échange pax convec-
tion' ces coeffcients correspondent à la quantité de chaleur évacuée par une paroi de L rn2 présentant
une température de 1oc supérieur à celle de l'air de la pièce (milieu inûni). Leur valeur est liée à la
vitesse du fluide circulant le long de la surface refroidie, mais également à la forme de la surface et
à la nature de l'écoulement (laminaire ou turbulent). Les propriétés du fluide refroidissant la surface
viennent s'ajouter au problème [g1].

comme la plupart des problèmes de mécanique des fluides et de thermique, la recherche d.es
coefficients d'échange par convection peut être réalisée par l'analyse dimensionnelle [ga].

Les effets de la centrifugation de l'air ne sont pa"s pris en compte dans les coefficients d,échanges.
L'hypothèse d'un brassage permanent de l'air autour des solides (en dehors de l,entrefer) est faite, il
n'y a pas de ra.réfaction de I'air à la surface des solides.

Le mouvement du rotor ou de son a:<e est celui d'un cylindre en rotation. La convection autour d.,un
cylindre en rotation a été étudiée, entre autres, par Mohant y et at.lgglet Kendoush [gg] et par l,analyse
dimensionnelle, respectivement po'r un cylindre dans un fl'x croisé et dans un air carme (solution
approchée à partir de carslaw et Jaeger [92]). Des études de problèmes plus complexes (convection
naturelle et forcée autour d'un cylindre, ou cylindre en oscillations angulaires dans un flux croisé) ont
été depuis décrites par Morares et ar.[L00] ou Mahfouz et Ba.hr [101].

convection autour de ltaxe sortant Pour la surface cylindrique de l,axe (dia,mètre do et
vitesse de rotation o), Kendoruh [99] propose I'utilisation de la formule (obtenue par l,analyse dimen-
sionnelle):

*: 
0,6866 (Re e4Llz

oir &o- est le coefficient d'échange par convection entre l'a:ce sortant et l,air ambianr.
Le terme de gauche de l'équation est connu sous le nom de nombre de Nusselt. Re et prsont les

nombres de Reynolds et de prandtl (sans dimensions) donnés pax:

R " : Q û
2 uoi,

p, -vair PairtCp

Àoi,

ua';1 6t la viscosité cinématique de I'air. p66, est la masse volumique
respectivement la chaleur massique et la conductivité thermique de l,air.

(F-1e)

(F_20)

(F_21)

de I'air. Cp et Ào6, sont

Ces grandeurs varient en
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fonction de la température du fluide, mais on montre que pouÏ les gaz' le nombre de Prandtl varie

peu. Le tableau F-L donne les caractéristiques thermophysiques de I'air à différentes températures [93]'

puisque le nombre de Prandtl est d'environ 0,7 pour l',air, Kendoush propose de simpliûer l'équation

F-1g en posant p1 æ 0,7 on obtient alors la valeur du coefficient d'échange thermique autour de I'a:ce

sortant I \
koæ: o,gzaat/'.oîîr. (F-22)

uir,

L'influence bénéfique de la vitesse de rotation est ici mise en évidence' L',effet de Ia centrifugation

de I'air n'est Pas Pris en compte'

convection autour des billes du roulement Pour la surface de la bille (dia'mètre il") en

rotation à une vitesse o"1 autour de son propre axe de rotation, Kreith [102] propose I'utilisation de

la formule (obtenue par I'analyse dimensionnelle):

qui donne alors Ia valeur du coefficient d'échange par convectionk.l; autour des billes (Pr nv 0,7):

*: 
o,B3neo,5 pro,4

keti:0,202At/' 
,+

ht: 0,376n'/''ffi

(F-23)

(F-24)

L'efÊcacité du refroidissement est d'autant plus grande que la vitesse du moteur est éIevée' Il

convient ici de nuancer ce résultat si un vide partiel apparaît à la surface du rotor' Si la pression

diminue, les échanges seront modifiés'

convection autour du rotor En ce qui la surface du rotor, de dia'mètre moyen d''* en rotation

à une vitesse O, nous supposons que le coefficient d'échange par convection est égale à celui obtenu

pour nn cylindre de diamètre d'rm en' rotation d'après [99] :

(F-25)




