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Introduction.

Le probleme de désintégrer la restriction d’une représentation unitaire 7 d’un groupe
localement compact G & un sous-groupe fermé H, a intéressé plusieurs chercheurs dans
la théorie des représentations. Dans ce cadre, on peut citer les travaux de Corwin et
Greenleaf qui ont étudié ce probléme pour les groupes de Lie nilpotents. Leur résultat
essentiel apparut dans [5] concerne les multiplicités des représentations de H dans la
désintégration centrale canonique de 7,. En utilisant toujours la méthode des orbites,
Fujiwara, a établi dans [8] un résultat plus général puisqu’il prouve que si G est un groupe
de Lie résoluble exponentiel, alors

My = /: n.(o) o dv(o) ,

ol la multiplicité n,(c) de o € H est le nombre des H-orbites qui sont contenues dans
Qe(m) Np~(Rx(0)), ce qu'on définit en notant :

e p:g°-— h* Dl'application qui restreint une forme linéaire I € g* a b,

e Qg ( respectivement 2y pour le sous-groupe H ), la correspondence biunivoque de
Kirillov entre I’ensemble G des classes d’équivalence de ses représentations unitaires
et irréductibles, et g*,Ad*(G), 'ensemble des orbites coadjointes.

L’innovation qu’apporte cette thése est qu’on donne une description concréte et explicite
A cette désintégration de m,, en utilisant une méthode différente de celle des orbites.
L’idée a pour origine les travaux de Mackey qui datent depuis les années 50. Ce dernier
a prouvé dans [16] que si 7 est induite & partir d’une représentation p de B & G, alors sa
restriction (mdi p)|x Sur un sous-groupe fermé H se désintégre sur I’ensemble des double-
classes H\ G/ B muni d’une certaine mesure bien précise. L’objectif du chapitre 3 est
de concrétiser cette désintégration quand il s’agit d’un groupe de Lie nilpotent, connexe
et simplement connexe G = exp g, puis d’expliciter un opérateur d’entrelacement 7" qui
justifie I’équivalence

< 3]
(ind X)) =~ /H\G/B o(@)d1(3) ,

ol | désigne une forme linéaire sur g vérifiant < I, [X,X'] >= 0, pour tout X et X '
éléments de b := Lie(B), il s’en suit que x, : = expX +— e~ <bX> est alors
un caractére sur B. L’expression de la classe d’équivalence o(g) dans l’ensemble des
représentations unitaires du sous-groupe fermé et connexe H, sera précisée ultérieurement
pour tout § € H\G/ B. Une étude de ’ensemble des double-classes est alors indispen-
sable, détaillée dans le chapitre 2, elle a permis de bien décrire cet espace dans le
théoréme 2.1.9, puis de le munir d’une ”bonne” mesure dy qu’on explicite en énongant



le théoréeme 2.2.10. Grace 3 cette mesure, on prouve au théoréme 3.1.2 que 7 une
isométrie. On peut enfin se référer au travail de Ludwig et de Baklouti [3] concernant la
désintégration des représentations monomiales pour aboutir & la désintégration de
en irréductibles, et finir par appliquer ce résultat pour désintégrer le produit tensoriel de
représentations.

La théorie étudiée au chapitre 4 est plutdt indépendante des résultats obtenus dans
les deux premiers, sans toutefois sortir du cadre des représentations des groupes de Lie
exponentiels. Elle concerne en effet les noyaux d’opérateurs des représentations unitaires
et irréductibles des groupes de Lie exponentiels, dans ce cadre, un résultat de Leptin
qu'il prétend prouver dans [13], sera mis en cause. La méthode des orbites développée
par Kirillov et Bernat dans [4], qui paramétrise le dual unitaire G d’un groupe de Lie
résoluble exponentiel G = exp g par son espace des orbites coadjointes, permet d’écrire
une représentation 7 unitaire et irréductible de G comme 'induite & partir d’un caractere
x, d’un sous-groupe de Lie B, dont l'algebre de Lie b est une polarization de Pukanszky
de g en une certaine forme linéaire | € g*. En gardant la notation 7; pour la représentation
de L!(G) associée a m; := indix, € G, et qu'on définie par

n(f) = /G fo)ymlg)ds, e ING),

on obtient une représentation irréductible de L!(G) sur le méme espace Hy, et associant
3 toute fonction f € L'(G), un opérateur m;(f) qui est & noyau. Dans le cas des groupes
de Lie nilpotents, toute fonction F' & support compact et infiniment dérivable sur Gx G,
et satisfaisant une propriété de covariance (1.3.3) qu’on précisera, est le noyau Kr,(f)
d’un certain opérateur m(f), ot f € L*(G). Howe a traduit ce résultat par l'existence
d’un rétracte
R: C*(G/BxG/B;x) — LYG)
F — R(EF)=:f

qui provient de la surjectivité de Kr, : S(G) — S(G/Bx G/ B ; x,), associant & toute
fonction f de Schwartz sur G, le noyau K,,(f) de I'opérateur m(f) qui est une fonction
de Schwartz sur G x G modulo B x B, qui vérifie la relation de covariance (1.3.3), (d’od
la notation S(G/B x G/B ; x,) pour 'ensemble d’arrivé de Kr,). Cependant, dans le
cas plus général des groupes de Lie exponentiels, ce résultat n’est plus vrai méme si on
impose 3 la polarization b d’étre apprivoisée, c’est & dire vérifiant certaines conditions
que Leptin juge étre suffisantes pour établir son résultat dans [13]. Un contre-exemple
sera exhibé au chapitre 4 de sorte que la fonction proposée F' € C°(G/ B x G/ B; X,)
ne puisse étre le noyau d’aucune fonction f € L'(G), pourtant, la polarization b= LieB
est apprivoisée comme il sera vérifié au début de I'exemple. On terminera le chapitre
par regarder le cas ou la polarization est un idéal, dans lequel on construit un rétracte
R comme ci-dessus, tout en prouvant que ce résultat, énoncé dans le théoréme 4.3.12,
devient vrai.



Chapitre 1

Notations et rappels.

Sans avoir recours 3 le rappeler ultérieurement, les notations, définitions et conven-
tions introduites ci-dessous seront adoptées pour tous les autres chapitres.

1.1 Généralités.

G désigne toujours un groupe de Lie résoluble exponentiel, connexe et simplement
connexe, dont l'algébre de Lie g est engendrée par les n vecteurs de sa base Z =
(Z1y s Zn)-

Définition 1.1.1 Z est dite une base de Malcev de g si dans la suite de sous-espaces

vectoriels (gi)1 <i<ny1 domnée par

Onp1={0} C ... & gi=vect<Zy...Zn>% .. & 1=9, (1.1.1)

tous les g;, © € {2,...,n}, sont des sous-algébres de Lie de g , et vérifient si g; n'est pas
un idéal de g, alors gi_; et giy1 le sont. Si de plus, toutes ces sous-algebres de Lie sont
des idéauz de g, alors Z sera dite une base de Jordan-Holder.

Proposition 1.1.2 Une algébre de Lie est résoluble si et seulement si elle possede
une base de Malcev. Elle admet une base de Jordan-Hélder si et seulement si elle est
complétement résoluble.



Démonstration.

Voir [4].

1.1.1 Notations et conventions.

1. Le groupe de Lie G étant exponentiel, on notera ” Log” I'inverse du difféomorphisme
exp : g — G. Par la formule de Campbell-Baker-Hausdorff, cette application
permet de munir I’algebre de Lie d’une la loi de composition interne, définie par :

CBH(X,Y) = Log(exp X.expY), VX,Y € g. (1.1.2)

2. Par convention, si Uy,...,Ux € g, avec k > 2, alors la notation U;...Us désigne
1'élément exp(U)...exp(Ux) de G.

3. On a deux systémes de coordonnées sur G. Le premier, dit systéme de coordonnées
de premitre espece est définit par la bijection

v. G — R"

- 1.1.3
g — (21,.42.) | g=exp (Z:lz,-Z,-). (1.1.3)

Par contre, le systéme de coordonnées du seconde espece s’obtient par
. G — R (1.1.4)

g +— (%1, Zn) | 9=7121..TpZn.

4. Les représentations adjointes de g et de G, notées respectivement ad := ady et
Ad := Adg sont données par :

ad: g — End(g)

X — adX

il s’agit d'un morphisme d’algebres de Lie, ot pour tout X € g, ad X est I'en-
domorphisme de g, Y — [X,Y].

(1.1.5)

Ad: G —  Aut(g)
z=expX +— Adz = edX (1.1.6)

cet homomorphisme de groupes est de classe C*°. Pour tout z € G, automor-
phisme Ad z de g, est lié & celui de G noté i, : y — zyz "1, par la relation

Vz€G, i(expY)=exp(Adz(Y)), VY €y (1.1.7)



5. Un sous-groupe de Lie B de G désigne toujours un sous-groupe fermé, connexe et
simplement connexe de G.

6. Toutes les bases qu’on considere sont des bases de Malcev. En notant b Palgebre de
Lie d’un sous-groupe fermé B de G, on lui fixe une base de Malcev & = (X1, Xq)
comme celle de g qu’on a noté Z = (Zi, ..., Z,). Ainsi, les groupes G et B sont
munis canoniquement de leurs mesures de Haar invariantes a gauche, notées res-
pectivement i, et p,, qui sont définies de sorte que

VFeC®), mel)= [ 1@ dol)= [ F(aFaZa)ds  (118)

C.(G) est 'ensemble des fonctions f : G — C qui sont continues et a support
compact, et dz = dz;...dz, est la mesure de Lebesgue sur R”. ( Pareil pour p).
Cet ensemble est dense dans 'espace normé LY(G) := {f : G — C, p4(|f]) < co}.

7. Les groupes de Lie unimodulaires faisant exception, généralement la mesure d, (9)
souvent notée tout simplement dg, n’est pas invariante & droite. La fonction module
de G caractérise la quasi-invariance & droite de la mesure de Haar, par la formule :

Vz € G, /G flgz™!) dg = Ag(z) /G f(g) dg. (1.1.9)
Dans [14], il est justifié que Ag est bien définie ainsi, indépendemment de la fonction
f €C(G), et qu'on a

Ag(z) = | det Adz|™ = e o9 2) | vz € G. (1.1.10)

1l est aussi utile de rappeler que cette fonction module vérifie la propriété
Ve, [ fahada™) dg= [ 1) ds (L1.11)

8. Une base de Malcev de g relative a b, - notée Z(b) := (Zx,, ..., Zx,) avec p=n—¢
est la codimension de b -, est aussi construite de fagon canonique & partir de Z.
Pour cela, on pose Z ' := {i € {1,...,n}, Z; ¢b +giy1} =t {k1 < ... <kp}. On
vérifie alors qu’il y’a au moins une sous-algebre de Lie de g, parmi deux sous-espaces
vectoriels consécutifs de la suite obtenu

pHl.=p ¢ .. G ¥:=RZ, ®..0RZ, ®b & .. & b'=g. (L112)

Les vecteurs formant cette base, dite aussi une base coexponentielle de g relative
a b, nous fournissent le difféomorphisme Dp suivant :

DB : RP — G/B

w= (wy, ..., Wp) +—> W1Zk,...Wplp, " B (1.1.13)



Il s’en suit que Pespace C.(G,/B) des fonctions numériques ¢ : G/B — C, qui
sont continues et & support compact, se confond avec C.(RP) et se munit de la
mesure image de la mesure de Lebesgue sur R?. Notée dug/b (g) := Dp,(dw) avec

§:=g-B € G/B, cette dernitre se définit pour toute fonction ¢ € C.(G/ B) par

fos () = / e(g) dg := / o(wi1Zy,.. w2, - B ) dw, (1.1.14)
G/B RP

ot dg=d,,(§) et dw est la mesure de Lebesgue sur R”.

9. Notons qu’a partir de Dp, on obtient un 3%me systéme de coordonnées @ pour G,
( autre que @ et W), il est décrit par le diagramme suivant :

G LN R"™

os | [ (1.1.15)
G/BxB —— RP xR?

'DB_1X§B

tel que pour g € G, on a

wi= (Y1, %) €  T:=(Ypt1,rYn) vérifient

(9) = (W1, s Un) &=

G 70y . Wy := Y12k, ---YpZi

Dg(wy=g-B et g=wyb g 100 Ip iy
B(w) =g et g g0g OU { by = Yps1X1.--UnXq

En fait, si on décompose le difféomorphisme Op en (Op;,0 B2), alors il est donné par

Opi(9) =g B . { wy = w1 g, ... Wp Lk
_ 1.0 1.1.16
{onm ity @ {Lnun =226 (1:1.16)

Remarque 1.1.3 Souvent on utlise la notation p pour désigner un idéal de g, si c’est
le cas de la sous-algébre de Lie b =: p, c’est a dire pour tout Y € g, [Y, p] Cp, alors la
restriction de adg(Y) d p est un endomorphisme de p. On conserve la notation ad, pour
le prolongement de la représentation adjointe de p sur toute lalgébre g.
ad, := a;Zi;, : g — End(p)
Y — adyY

Aussi on peut considérer la restriction de la représentation adjointe ady de g a | idéal p,

adg, : p — End(g)
X +— adg X

donc l'endomorphisme de b défini par adys, = adglb —ad, est nul si b est un idéal.



1.1.2 Une ”ancienne” version pour définir la représentation
induite.

B étant un sous-groupe de Lie de G, il a été prouvé dans [14] que la mesure dg définie

sur G/ B ci-dessus, est quasi-invariante & gauche. Fajsant intervenir sur G un caractere
réel x, on peut écrire une formule similaire & (1.1.9) qui est :

Vo € C(G/B), /G/B (zg - B) dg = x(z) /G/B ©(9) dg, Yz € G. (1.1.17)

On montre dans le premier chapitre de [14], que ce caractére de G est une extension de
celui qu’on définit sur B par

Agp(x) = iigg = ¢t adg/olo9 2) |y € B, (1.1.18)

de plus, que toute fonction f € C.(G) vérifie
[10rd0 = [ o a
e G/B
o 0, (47— /B x(gb) F(gb) db) € C(G/B).
On a donc I’égalité
Weawxuéﬂm@==[;34ﬂwnmw%@ (1.1.19)
_ / / () (1w, Za, )b) db duw.
Rr B

Considérons maintenant une représentation unitaire (p, H,) du sous-groupe B, et notons
7 son induite de B & G. Sur le sous-espace C.(G /B, p) des fonctions continues sur G,
formé par
C.(G/B,p) = {n :G—H,, continue et & support compact modulo B,
tel que n(gb) = p6~)(n(9)) , ¥(s,b) €G x B },

on définit une norme en posant pour tout 7 € C.(G/ B, p),

ol = [ I, da
G/B P



Pour justifier que cette norme est bien définie, on associe a 7 € C.(G/ B, p) la fonction
¢, 9 B (9= ||n(g)||i . Se rappelant de la relation de covariance vérifiée par
p

n et du fait que p est unitaire, on affirme que ¢, € C.(G/ B), bien définie et positive.
Maintenant, on exprime mieux cette norme par

lnll, = (m(2,)) -

L’espace de Hilbert obtenu en complétant C.(G/ B, p) pour cette norme, sera noté
H. = L*(G/B;p) =C(G/B, p).

Il s’agit de 'espace de 7 = mdg p sur lequel, -en tout point z € G-, 'opérateur unitaire
w(z) agit de la facon suivante :

H, @, H, e UM .
n +—  w@m: G — ¢

y — x(@)? n(zy)

Remarque 1.1.4 Quelque soit z € G,ona:
1 _ . _ .
(@)l = / @)} n(@g)|? di = x(x) / | (= g)P da.
G/B G/B

C’est donc la propriété (1.1.17) qui permet d’en tirer que l'opérateur m(z) est isométrique.

Le but de rappeler cette définition de la représentation induite adoptée par Leptin, est
de mettre en évidence qu’elle est équivalente 3 celle détaillée ci-dessous. La comparaison
des deux expressions du noyaux d’opérateurs permettra & la fin, de conclure que les
résultats obtenus sont indépendants de la méthode choisie pour la réaliser.

1.1.3 Une deuxi¢me méthode pour définir la représentation
induite.

Une deuxiéme fagon pour réaliser la représentation m = ind 7 p induite & partir d’une
représentation unitaire (p, H,) d'un sous-groupe de Lie B de G, consiste & introduire :
— les espaces :

* K(G,B) = {( :G — C, continue et 3 support compact modulo B,

tel que C(gb) = Dy, (6)7¢(9), ¥(,8) € Gx B

10



* K (G,B) = {§ :G— M, -continue et & support compact modulo B,
(98 = A, (B)F p(67)(€(9)), ¥(9,) € G x B }

— une forme linéaire positive et G-invariante sur K(G, B), notée u; , ou souvent
écrite sous forme intégrale :

hes@ = § 0(0) dug, @), VCEK(G,B), (1.1.20)
G/B

Son existence est assurée par [4], -olt on affirme aussi son unicité & un scalaire
multiplicatif prés-, de sorte que si pour f € C.(G) on définit I'application ¢, par

6= [ Banl®) F(ab) duy 0)
alors celle-ci appartient & K (G, B) et vérifie
§ 60 b, = [ 1) dielo).
G/B G
En explicitant ces notations aprés avoir remplacé (; par son expression, la formule devient

viee®), [ t@di=¢ ([Ac.0 1@ @)d. a1
¢/B B

Remarque 1.1.5 Tout comme la mesure p_,,, la forme linéaire pg 5 sur K (G, B) est
aussi connue de fagon explicite, puisqu’il suffit de se ramener d’une fonction ¢ € K (G, B)
a la fonction ¢, € C.(G/B) qu’on définit par ¢¢(g) == x(9)¢(9), Vg € G/B. On aura :

o () = i) owencore § (@) dio, @)= [ 4e) du,, @)
G/B ’ G/B
Enfin, on peut écrire
§ c@ai= [ xex@di= [ 0Ty do.
G/B G/B Rrp
On retrouve alors (1.1.19) puisque (1.1.21) devient

vfecQ), [ flo)do= Ji , X (0) do = Ji X0 [ Bes®) 1(60) v s

11



Ceci permet de compléter K(G, B) pour la forme linéaire p , et d’obtenir
K(G,B) = {g G —C, telque C(gb) =Ny ,(5)¢(g),V(g:0) € Gx B

t uoa) = [ o))l d < oo )

La derniére étape consiste & munir K,(G, B) d*une norme ||-||,. Pour cela, remarquons
qu’ & toute fonction ¢ € K (G, B), on peut associer une fonction ¢ € K (G, B) qu'on
définit par ((g) := ||£(g)]?2, - On pose alors

p

2= ¢ <@ di=¢ @I,
G/B G/B

et H, le complété de K (G, B) pour cette norme qu’on note
H. = L*(G/B,p) = K (G, B).

Il s’agit de ’espace de la représentation induite w = indﬁp, sur lequel elle agit par
translation a gauche :

G — C

veed, @ @ (52 gy

) ; w(x)GU(L2(G/B,p)).

La G-invariance de p, , sur K(G, B) fait de 7(x) une isométrie, pour tout = € G.

Remarques 1.1.6

g, clest a dire Ay 5 =1 sur B, et donc x =1
sur G, la forme linéaire pg , n'est autre que la mesure G-invariante sur G/ B et

les deuz définitions de la représentation induite coincident.

1. Dans le cas particulier ou AGl =A
B

2. Dans le cas général, on considére l’isometrie
C.(G/B,p) 5 xin=2£ € K, (G,B)

qui est un entrelacement pour les deuz réalisations de la représentation induite,
elles sont donc équivalentes.

Dans ce qui suit, on utilisera la deuxi¢éme méthode pour définir la notion de représenta-
tions monomiales, c’est I’induite & partir d’un caractére de B. On s’intéresse plus par-
ticulitrement & I’ensemble des représentations unitaires et irréductibles de G, dont I’en-
semble des classes d’équivalence est noté G. Sa paramétrisation par I’espace des orbites
coadjointes est briévement rappelée ci-dessous.
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1.2 La théorie de Kirillov.

Au début, et seulement dans ce paragraphe, on fait distinction entre une représenta-
tion unitaire 7 de G, et sa classe notée 7 formée par les représentations unitaires de G
qui lui sont équivalentes. aprés, toute représentation sera confondue avec sa classe.

Sur le dual de g noté g*, ensemble des formes linéaires sur g, définissons les représenta-
tions coadjointes de g et de G, notées respectivement ad* := ad; et Ad* := Adg, par:

ad*: g — End(g*)

3% (1.2.1)
olt pour tout I € g*, ad* X (I) :Y+—l(—ad X (Y)) =<L[Y,X]>.
Ad*: G — Aut(g") (12.2)

z — Ad'z
tel que 7.l := Ad* z (I), (I € g*), est la forme linéaire : Y —<,Adz™" (Y) >.

Notation. L’orthogonal dans g* d’une sous-algébre de Lie b de g est noté

bt = {f e g*, fj, =0}.

Soient pour ! € g*, les définitions suivantes :

Définitions 1.2.1

1. G.l:={z.l,z € G} lorbite de | pour I’action coadjointe de G sur g*.
Plus généralement, si B est un sous-groupe fermé quelconque de G, alors on note
B.l:={z.l,z € B}.
2. notonspour 1 <i<n+1,
-l =1, la restriction le I sur la sous-algébre g;, vue comme élément de g;,
- gi(l) ={X €9, <L,[X,Y] >=0VY € g;} dit le stabilisateur de l; dans g,
soit s := dim g(l), la dimension du stabilisateur de l dans g,
3. désignons par S; l’ensemble de toutes les sous-algebres de Lie de g qui sont subor-

données a1, c’est & dire les sous-algébres de Lie isotropes pour la forme bilinéaire
alternée sur g associée a I, qu’on définit par B(X,Y) :==<1,[X,Y] >.

S; = {b: sous-algébre de Lie de g, <1,[h,h] >=0}.

Son sous-ensemble formé par les sous-algébres de dimension mazimale est noté

M,. D’aprés [4], il n'est autre que M, = {h € §, dim(h) = nts_ s+

2 2}'
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(n— s est pair puisque g(l) = ker(B;) est le noyau d’une forme bilinéaire alternée).
On appelle M, Uensemble des polarisations de g en l.

Remarque 1.2.2 Si b € S;, alors on peut définir sur son groupe B le caractére x, par
x,(exp X) = e <H¥> VX €b.

La représentation monomiale indixl est notée mp), et on pose Py le sous-ensemble de
S, formé par les sous-algébres § tel que my) est irréductible.

P, = {h € S, 7y € G}-

Proposition 1.2.3 Soitb € ;. On a :
beP, <« B.l=I1+b", (1.2.3)
et dans ce cas, b est une polarisation de g enl (b € M,), dite polarisation de Pukanszky.

Démonstration.
Voir [21].

Exemples 1.2.4
1. Notons b(l) la sous-algébre de g donnée par

b(l) := Zgi(li), (1.2.4)

c’est la polarisation de Vergne, qui est une polarisation de Pukanszky de g en L.
2. Si G est nilpotent, alors M; = P,.

Théoréme 1.2.5 En notant g* /G := {G.l, | € g*}, on définit une bijection entre cet
ensemble de toutes les orbites coadjointes et ’ensemble G des classes des représentations
unitaires et irréductibles de G. Notons © cette application appelée la bijection de Kirillov,
elle est donnée par
e: g¢/G — G
G.l — 7-1-'(1,5) ot bePl
Q sa bijection réciproque est définie par
O l(7) =) = G.l < P, (etdoncVbeP), map €T .

Démonstration.
Voir [14].

(1.2.5)

14



1.3 Noyaux d’opérateurs.

Soit 7 une représentation unitaire et irréductible de G. Fixons B = expb et | € g*
tels que ™ = 7). La représentation de LY(G), qu’on définit ci-dessous, a le méme espace
H. =K, (G,B) = L*(G /B, x,) que 7, elle aussi sera notée . Associant & une fonction
f € LYG), opérateur écrit sous sa forme intégrale

x(f) = /G f(a)n(g) dg (13.1)

agit sur L(G /B, x,) de la fagon suivante :
G — C
ae 20, w06 ($ 0 ) oewwe) €7

Notation. Notons pour f dans L!(G), la fonction K, (f) définie sur presque tout G x G
par

Kx(f)(@,y) = AZHw) / A ()} fzby™)x,(b) db. (13.2)

Propriétés. Fixons f € L*(G).
1. 11 est facile de justifier que K, (f) vérifie : pour presque tout couple (z,y) € G X G,

K (f) (b, yb") = %,(0)x,(b)Kx(f)(2,y), Vb,b € B. (1.3.3)

L’ensemble des fonctions F' : G x G — C, vérifiant cette relation de covariance
et qui s’identifient, -moyennant le difféomorphisme Dp-, avec des fonctions de
C>(RP x RP), sera noté C°( G/B x G/B ;x, ). Cette identification se généralise
en confondant X, (f) avec

F: RP x R? — C
(8151 8p 5 L1y tp) +— Ka(F)(51Zk,--8pZky, t1 21y - tpZk,,)

2. La formule (1.3.3) permet de construire une fonction de K(G, B) pour presque tout
z fixé dans G et pour tout ¢ fixé dans L?(G /B, x,)- A celle-ci qu’on définie par

K«(f)(=,)§ : G 3> yr— Ku(f)(2,9)¢(y) € C, (1.3.4)

on peut appliquer la forme linéaire p , pour obtenir
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fim K (F) (@, y)E(y) dy = ]{

G/B

(856) [ 80,0} a0 @) €0) di
or d’aprés (1.1.11), on a
/B Ag ()} f(aby™)x,(b) db = /B Agn(®)7 flab ™y )x, (b7 Ap(b™") db
- / Fa@B) ) (®) ™ AgB)FAR()? db
et comme X, (571)&(y) = A, 5 (b)7¢(yb), alors

]{ Aal(y)( / f(w(yb)‘l)AG(b)-%AB(b)—%x,(b)—ldb)g(y)dg=
G/B B

§ 83w( [ 10000 8s07 00, O etar) di =

85 ( [ )00 A0 As0) A, O ewh)d) di =

c/B

$ ([ s o o) = ([ rwmac.om

ol f,  est lafonction de L'(G) qu’on définie par f, (y) := f (zy )AL (Y)™, Yy eq.
La formule (1.1.21) écrite pour f,  donne

]im( / .. (WD) A5 (B)A)dy = /G fo.(w) dy = /G ey Ew)AT ) dy
= ALY /G () ez 2) AT o) dy
- /G F)Ewn)AT () dy,

ce dernier passage provient de la définition méme de la fonction module.
De nouveau, on applique (1.1.21) pour conclure que

74 Kx(F) (2, 9)E(y) df = / F@)ewz) dy = / F0) (x@)E) (@) dy = (=(F)E) (@).
G/B G G

Cette étude se résume par la proposition suivante :
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Proposition 1.3.1 Pour toute fonction f € L*(G), Uopérateur n(f) donné par (1.3.1)
est un opérateur & noyau. L’application Ky : f — Kx(f), associant ¢ f € L'(G) le
noyau de l'opérateur w(f) est donnée, pour presque tout (z,y) € G X G, par

Kr(F)(@,y) = AZN(5) / Ay s(®)} Faby™)x,(b) db.

Remarque 1.3.2 Le calcul du noyau obtenu par la premiere méthode donnerait :
KelF)@w) = X@RAT W} [ Bport by @) b (132
B

La formule de covariance devient alors : V (z,y) € G x G, V (b,h) € B X B,

Kn(£) (@b, yh) = D o (6)285 o ()25, (0)x,(B) Kn(£) (e, 1)- (1.3.3)
Elle permet d’en tirer que K.(f)(z,.) € L*(G/B,x,), et de justifier l’égalité :

r(f)é(z) = / Ko ()@, v)E@) di Yz €G. (1.3.4)
G/B

Enfin, ces deuz exzpressions du noyau coincident évidemment, dés que AG'B = A,, puis-
qu’elles deviennent :

Kr(f) (@) = AT () / £ (eby™)x, (b) db. (135)

1.4 Quelques outils.

Certaines notions n’auront pas ’occasion d’étre développées dans les chapitres qui
suivent, leur introduction ci-dessous sera supposée connue.

1.4.1 Topologie de Zariski.

La notion d’ouverts de Zariski est indispensable pour le 2°¢ chapitre. On consacre
alors ce paragraphe pour donner les définitions suivantes :

Définition 1.4.1 Si P € R[X, ..., X,)], alors F(P) := {x € R*, P(z) = 0} est dit un
ensemble algébrique.
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Remarques 1.4.2
1. Auz polynémes constants 1 et O, sont associés respectivement les ensembles
algebriqgues F(1)=0 et F(O)=R"

2. Il est clair que si (P,)ier est une famille finie de polynémes sur R™, alors

Ns@) =3>_F) -

iel i€l

Il s’en suit que les ensembles algeébriques sont les fermés d’une topologie ( moins
fine que la topologie naturelle ) sur R™, dite la topologie de Zariski.

Définition 1.4.3 Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement conneze, et
Z = (24, ..., Zn) une base de Jordan-Holder de son algébre de Lie g. U est dit un ouvert
de Zariski de G son image par ¥ ( et/ou par @) est un ouwvert de Zariski de R™.

1.4.2 Espaces de Schwartz et transformée de Fourier.

Dans le dernier chapitre, on devra rappeler la définition de ES(G/B x G/B ; x,)
pour un groupe de Lie G résoluble exponentiel. Ceci nécessite d’abord les définitions
suivantes :

Définitions 1.4.4 Soit g € N*.

1. Notons
Co(R?) :={h: R? — C, continue, ! llilm h(z) = 0}.

2. S(RY) désigne ’espace de Schwartz. Il est constitué par les applications h:R?—C,
qui sont infiniment dérivables et & décroissance rapide.

he S(RY) < VB eN, YPeR[Xy,..,X,], P(D’h) €Co(RY),

alﬂlh
) te DPh= = = . )
ou on note aﬂlil?]_ aaqqu ( avec LBI :Bl+ +;3q pourﬁ (:Bla NBQ))

3. Son sous-espace formé par les fonctions a décroissance exponentielle sera noté
E(RY). Une application h de cet espace vérifie :

Va = (ala ..,th) € quvﬂ = (131’ ) :Bq) € Nqa ga(Dﬂh) € CO(Rq),

ot £ désigne l'application : RY 3 z = (z1,..,%,) — €51%% € R.
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4. Pour 1 < j < gq, Uopérateur transformée de Fourier partielle suivant la jém

€

direction sera noté F;. Il agit sur une fonction de Schwartz h € S(R?) par
Fih: s=(s1,..,8) — /h(sl,..,sj_l,t, Sjt+1, -+ Sq)€ * %t dt.
R

La composée F;, o...0 F;., quand {i1,..,in} C {1,..,q}, sera notée F;, _;,.

. Notons v = (71,-47) € {0,1}9 avec v; =1 <> j € {j1,-.,Jm} =t T, le choiz

des directions {j1, ..., jm} parmi {1,..,q}. Ensuite, on pose
— P est le polynéme de R[Xq, ..., X] :

(1, .oy Tq) — 1+ Z 2,
i¢Ty

- R le sous-ensemble de R? formé par
R” = {a=(a1,.,04) ER%, a; #0 <= j € T, }.
Définisons E,S(R?) le sous-espace vectoriel des fonctions h € S(R?) vérifiant

Vk € N,Va € R",VB € N?, P*€*(DPh) € Co(RY).

Il s’agit de l'espace des fonctions de Schwartz sur R? qui sont a décroissance ez-
ponentielle dans les directions ji, ..., jm, €t & décroissance rapide dans les autres
directions.
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Chapitre 2

Ensemble des double-classes sur les
groupes de Lie nilpotents.

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement
connexe, et Z = (Zy, ..., Z,) une base de Jordan-Hélder de son algebre de Lie g, avec Zy,
central. L’idéal engendré par {Z;, Z;y1, ..., Zn} €st noté g; et G; son sous-groupe de Lie.

2.1 Description de I’ensemble des double-classes.

Soient H et B deux sous-groupes de Lie de G. Comme pour g, fixons des bases de
Jordan-Holder Y = (Y3, ..., Ym) et X = (X3, ..., X,) pour leurs algebres de Lie respectives
hetb

Définition 2.1.1 On définit la double-classe relative & H et B d’un élément g € G, et on
la note § = H-g-B, le sous-ensemble de G donné par : H-g-B = { h.g.b, (h,b) € Hx B}.
L’ensemble de toutes ces doubles-classes sera noté H\G,/ B.

Notations.
1. Notons par 7 " T et Z(h,b) les sous-ensembles respectifs de {1,..,n} suivants :
_ T = {z e{l,..,n}, Z; ¢ b+gi+1}, et de méme se définit Z'°,
- I=I"nI"

— enfin, Z(h, b) est le sous-ensemble de I caractérisé par :

il existe un ouvert de Zariski non vide Y; C G,

i €I(h,b) < telque Vgelh, Z;¢h+Adgb + gin.

(2.1.1)
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2. Désignons aussi par W, pour tout indice ¢ de Z, la partie de G donnée par :

W: = {gEG7Zz¢b+Adgb +gi+1} SiiEI(b,b), (212)
) {9€G,Z;eh+Adghb +gi1} sinon h

Remarque 2.1.2 Dans ces ensembles d’indices et ces ensembles de G, c’est la suite
d’idéauz formée par les (gi)1<i<n €t obtenue par la base Z, qui influe sur leurs définitions.
On peut alors remplacer tout vecteur Z; (1 < i < n) de la base, par

Z; = Z; + U1, 0t Uiyr € giy1,

sans modzﬁer ces ensembles Par conséquent, on peut travailler avec une base de Jordan-
Hilder V' := (Y}, ..., Yy,) de by, formée par des vecteurs de la nouvelle base Z', en choi-

sissant pour tout ji e {1,...,n} ~ I = {1, jm} (et donc Z; € b+ 91k+1) un
couple (Y., Uj1) € b X Gjit1, qui réalise Z]k =Y, —Uj,41. Ainsi, forcement les vecteurs
Yy =Zj, + Uj1 = (k € {1,...,m}), forment une base de Jordan-Hélder Y’ de .

Jk’

Proposition 2.1.3 Les W; ont la propriété (P1) de stabilité par multiplication & droite
avec des éléments de B et a gauche avec des éléments de H.

Démonstration.
La stabilité par multiplication 3 droite avec des éléments de B est évidente. Main-
tenant si g € G et h € H, alors il est clair que Usy1(h) := Ad h™Y(Z;) — Z; € giy1 et donc

Zieh+Adgb +ginn = Z;+ Ui+1(h) = Ad h_l(Zi) €Eh+Adgb +gi1
= Z;eh+Adhg b +gi1
il s’en suit que gewWw, = hgeW;.

Remarque 2.1.4 Les sous-groupes de Lie H et B jouent des réles symétriques dans
toutes les définitions précédentes. En particulier, on a Z(h,b) = Z(b,b).
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2.1.1 Outils.

Bien que cette partie fait appel & de simples résultats algebriques, elle présente un
moyen indispensable dans la suite du chapitre.

Lemme 2.1.5 Soit une famille F(t) = {V(¢),..,V¥(t)} formée de k vecteurs de R™,
qui dépendent polynémialement d’un paramétre t € R™, c’est a dire, il existe un ensemble
de polynémes { P{ € R [X1,.,X,], 1 <7 <k, 1 <j<n} vérifiant :

Vi)=Y PIt)Z;, YI<r<k. (2.1.3)
=1
Notons ici, Z = (21, .., Zn) la base canonique de R™, et 7 = Max{rang (f(t)),t € R”}.
On a alors le résultat suivant :
1.V, = {t e R*,rang (F(t)) =r} est un ouvert de Zariski de R™.
2. Pour tout i € {1,...,n}, c’est U'ensemble {t € R", Z; ¢ vect < F(t) >}, ou bien
c’est son complémentaire, qui contient un ouvert de Zariski U; non vide de R™.

Démonstration.

Tout d’abord, si A € M(n,k, R ) est une matrice réelle n lignes et k colonnes,
alors une sous-matrice carrée de A notée A, € M(r, R ), d'ordre r < min{n, k}, qui
correspond aux choix des lignes {Ly,, .., L, } et des colonnes {C,, .., Ck, }, sera identifiée
avec ¢ = (ny,..,Ny ; ki,.., k). Ainsi, on note :

an ... 01k Oniky - Ongk,
A= Do > A,= . = (N0 ; k1, k) =c

Ap1 *** CGnk Qn,ky - Qnok,
L’ensemble de toutes les sous-matrices carrées d’ordre r sera noté C :
C= {C= (nla"anr ; kl?"7k'r)) 1 Snl <..<7n, Sn, 1 < kl <..< k‘r < k }
Pour le premier point, considérons pour tout ¢ € R™, la matrice A* des vecteurs
(V(¢),..,V¥(t)) dans la base canonique de R™.

PL(t) ... PE(t)
PMt) ... Pk(v)

Définissons aussi, pour toute sous-matrice ¢ € C, le polynéme P, € R[Xj, ..., X,] par :

P.(t) = det,(AL), VteR™
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Il s’en suit que :

m::&ewz&eqnm¢@
- {t eR", Y PX(t) #0}.

ceC

Ceci finit la preuve de 1.

Pour le second point, ¢’est une conséquence du premijer. Soient en effet, 7 € {1,...,n},
Fi(t) = {V (t),.., V*(E), VFH(t) := Z;} et 1y = maz{rang(Fi(t)),t € R} € {r,r +1}.
Posons aussi, -comme pour la famille -, I'’ensemble V';.- 1= {t € R*,rang (]:z(t)) = r,-}.

- Sir =, alors V& € V, NV, rang{V(t),..,V*(t)} = rang{V'(t),..,V*(t), Z:}.

Donc, I'ouvert de Zariski non vide de R® défini par U; := V. N V;i est inclu dans
{t e R", Z; € vect < F(t) >}
— Sir; =r+1, alors il est clair que ¢; := V,, C {t € R", Z; ¢ vect < F(t) >}.
|

Proposition 2.1.6 Dans l’expression (2.1.2), chague sous-ensemble W; de G, (i € 1),
contient un ouvert de Zariski non vide de G, noté U;.

Démonstration.
Soit ¢ € Z. Définissons la famille F(t) = {V(t),.., V*(t)} de la fagon suivante :
— les vecteurs V7 (t), (1 < r < q), engendrent AdG(b), on prend

VT (t) = Ad(t121.. 10 Zp) X, V1 <1 <,

qui s’écrivent sous la forme (2.1.3), puisque G est nilpotent.
— les autres vecteurs {V9+1 ... V*} sont constants et forment un systeme générateur
de b + git1.
Ainsi, le lemme précédent appliqué & la famille polynémiale F(t) qui engendre 'espace
vectoriel § + AdG(b) + gi+1, donne un ouvert de Zariski non vide de R" correspondant
3 I'image par le difféomorphisme &, de 'ouvert cherché U; C Wi.
[ ]

Remarque 2.1.7 SiUY; ne vérifie pas (Py), alors on le remplace par

Unmb

heH
beB

qui reste un ouvert de Zariski de G et contenu dans W;. Enfin, on obtient un ouvert de
Zariski non vide de G et vérifiant (Py), en posant

U= \t. (2.1.4)

i€l
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L’ensemble d’indices Z(h,b) caractérisant l’ensemble des double-classes H\G/B, est
alors :

Z(h,b)={i €I, Vg€U, Z; ¢ h+ Adgb+ gi11}. (2.1.5)

Notations. Posons Z(h,b) = {i; < ... < i}, et notons :

1.
¢ R4 — G
(tl, ...,td) —_ tlZ,-l...tdZ,-d (216)
2.
Y =¢~ (U) := {t € R% ¢(t) e U} (2.1.7)
3.
p: G — H\G/B
o G=M. g-B (2.1.8)
4. i
U=pWU):={g,gel} (2.1.9)
5. N N
o: V. U (2.1.10)

(tl,...,td) — H¢(t) B

Proposition 2.1.8 (i) L’ouvertV donné par (2.1.7), est un ouvert de Zariski de Rd.
(i5) Munissons HN\G,/ B de la topologie quotient, ( c’est la plus fine topologie qui
rend la projection continue ), alors p est aussi ouverte.

Démonstration.

(i) C’est immédiat, puisque ¢ est polyndmiale, et donc I'image réciproque d’un ouvert
de Zariski de G est un ouvert de Zariski de R%.

(i) Soit @ un ouvert de G. Pour montrer que son image p(O) est un ouvert de
H\G/ B, il faut vérifier que p! (p(@)) est un ouvert de G.
Soit pour tout (h,b) € H x B, 'ouvert de G donné par : h.O.b := {hzb,z € O}.
11 est clair que ‘

p ! (p(0)) = U h.O.b

(h,b)EHxB

est un ouvert comme réunion d’ouverts.
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2.1.2 Théoreme fondamental.

Généralement, il n’est pas évident de déterminer I’ensemble des double-classes point
par point. D’ailleurs cela n’est pas nécessaire puisque tout ce qui nous intéresse, c’est
d’explicter I’ensemble U représentant les classes de presque tous les éléments de G. Avant
d’énoncer le théoreme décrivant ’ensemble cherché, exhibons un exemple pour se rendre
compte de la structure compliquée de H\G,/B. 1l y sera clair que le calcul fait a la
méthode ”traditionnelle” est trés pénible bien qu’on est dans les meilleurs des cas : b et
b abéliennes, plusieurs produits commutent, petites dimensions,...

2.1.2.1 Exemple.

On considere V'algébre de Lie g = vect < Zy, ..., Z7 > dont les seuls crochets non nuls
sont donnés par :

(21, Z4) = Zg [Z1,Zs) = Z7 (22, Z5] = Z7

Considérons les sous-algebres de Lie h = vect < Zy, Zs, Z7 > et b = vect < Z3, Zy, Zr >,
et notons H = exph et B =expb leurs groupes de Lie respectifs.
Soit g = z1Z1...2:Z7 € G, avec (z, ..., 27) € R".

En utilisant le fait que certains produits commutent, on peut écrire :

g= 21Z1.Z5Z5.22Z2.Z626.23Z3.Z4Z4.Z7Z7 .
21Z1.Z5Z5 = 212527.2525.21Z1,

g = H. g- B = H - (lel.Z5Z5).22Z2.26Z5.(Z3Z3.Z4Z4.Z7Z7) -B
= H- (212527.Z5Z5.21Z1).22Z2.26Z6 -B
= H- 21Z1.22Z2.26Z6 - B.

De plus, pour tout (21, 22,2) € R* x Rx R, on a
2 z
ZIZI-Z2Z2-ZGZG = (—-Z—G-Z4).21Z1.Z2Z2.(Z—TZ4)
1
> H- 21Z1.22Z2.26Z6 -B = H- Z]_Zl.22Z2 -B
On en déduit que si V désigne R* x R, alors I’ensemble des doubles-classes est :

H\G/B= {H -21Z21.2925 - B, (Zl, 22) = V} U {H - 2974.262¢ - B, (22, Ze) € R2}
= P(G \ G2) U P(G2)
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Ainsi, le sous-ensemble U = p(G ~ Gy) de H\G /B représentant les double-classes de
presque tous les éléments de G, est donné par

I/?I = {H . 2121.2222 . B, (21,22) e R* x R}

2.1.2.2 Cas général.

Ce résultat se généralise par le théoreme suivant :

Théoréeme 2.1.9 &, : t= (t1, eta) — H- t1Z:,..taZi, - B, donnée par (2.1.10),
est un homéomorphisme de V dans U.

Plan de la démonstration.

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de certains résultats que nous énongons
ci-dessous, sous forme de lemmes. La preuve générale se base sur un raisonnement par
récurrence sur la codimension de b, notée p. L’exploitation de I’hypothese de récurrence
appliquée & une sous-algebre de Lie ¢ =: Lie(C) définie convenablement, permettra de
passer de H\G/C & H\G /B tout en prouvant le résultat voulu. La discussion que
nécessite ce passage, porte sur une comparaison entre Z(h, c) et 7 (b, b).

En notant [=maz I '° = {k; < ... < kp =1}, quivérifie g1 Cb et Z ¢b, on
obtient une sous-algebre de Lie de g par considération du sous-espace vectoriel

c:=b@ORZ =b+g. | (2.1.11)

Pour distinguer les différences entre les éléments caractéristiques de H\ G,/ B et de
H\G,/C, on aura besoin d’introduire, aussi pour ¢, les définitions et notations analogues
3 celles faites pour b.

1. Notons ZI°=Z"" NI’ =I~{l}, car T =T {l} = {k1 < ... <kp1}.

On rencontre les deux situations suivantes :
a) Z=Z U{l}. Cestdanslecasoule T°", ou encore Z; ¢ b+ gii1-
b) Z° =Z. Clest dans le cas contraire : Z; € b+ g1
2. Soit Z(h, ¢) I'ensemble d’indices caractérisant les double-classes relatives a HetC.

3. Comme on a noté § = H - g - B la double-classe d’'un élément g € G relativement
AHet B onnoteg=H-g-C € H\G/C celle relative & H et C.
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4. Soit aussi, comme dans (2.1.4), Pouvert de Zariski non vide de G
u=u. (2.1.4)°
i€I®
5. De méme que dans (2.1.6),..., (2.1.10) pour H\G B, on définit respectivement
¢,V ,p’, U et @, pour HNG/C.

Rappelons (2.1.5) qui nous donne :
I(h,e)={i €T’ ,VgelU’, Z; ¢ h+ Adgc+ gin1}. (2.1.5)°
Comme,
VieZI~{l}, i<l, etdonc g C gi1-
11 s’en suit que pour tout g € G,
b+ Adge+gin = b+ Adg(b+ @)+ 8in
b+ Adgb + gi11.

On en déduit que :
- ViGIo, U: =Ui.
- I(ba C) =I(ba b) ~ {l}

Par suite, le cas a) : I € Z, se partage en deux sous-cas :

a-1) l € Z(h,b).
Cette situation se caractérise par le fait que dans 'ouvert de Zariski I; non
vide de G, donné par la proposition 2.1.6, on a Vg €U, Z; ¢ b+ Adghb .

a-2) 1 ¢ I(h,b).
Ce cas correspond & Z(h,¢) = Z(h,b) tout comme le casb) : T° = I. De
plus, pour tout g € U, on a Z; € h+ Adgb, (giy1 C Adgb).

Enfin, on simplifie encore le probléme en supposant que la base de Jordan-Hélder de
h est formée par des vecteurs de Z. Cette supposition ne fait pas perdre de généralités
comme on !’a signalé dans la remarque 2.1.2.

Lemme 2.1.10 L’action de G; sur lensemble des double-classes HN\G /B donnée par

G xH\G/B — H\G/B
(w,g=H-g9-B) +— H-wgw™'-B

est triviale.
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Démonstration.

Vérifions que cette action est triviale en méme temps qu’elle est bien définie. Pour
cela, considérons un triplet (h,g,b) € H x G x B, et montrons que Yw € Gy, H-
w hgbw™-B=4§.

Posons Z := log(hgb) € g, X :=logw € g, et notons X; et X; les vecteurs respectifs
de giy1 et giq2, donnés par :

X, = (44X — Id)(Z) = e¥X(Z) — Z = |X, Z1) + L[ X, [X, Z]] + ..
{X2 .= CBH(=Z,X1) + Z — Xy = Y[~ Z, X1] + 2 [ X3, |2, X1)] — & [12, X1), 2] + -
11 est facile d’établir les égalités suivantes :
whgbw™? = iy(expZ) = exp(Ad w(Z))

= exp(e”®Z) = exp(Z + X))
= (exp Z)(exp(—Z) exp(Z + X1))
= (hgb)exp (CBH(-Z,Z + X3))
= (hgb)exp(Xi + X>)

Il s’en suit que H - w hgbw™!-B=H -hgbexp(X1+Xp)-B=H-hgb-B=H-g-B.
]

Lemme 2.1.11 Dans le cas particulier ot l'une des sous-algébres de Lie h ou b, est un
idéal de g, le résultat du théoréme 2.1.9 est immédiat.

Démonstration.

La symétrie du probleéme signalée dans la remarque 4.3.5 permet de se contenter par
prouver le lemme en supposant que f est un idéal de g, dans quel cas, h + b = Lie(H.B)
est aussi une sous-algébre de Lie de g. De plus, vu que

Vg € G, Adgh=W,

alors c’est clair que
8
Z(h,6)=INnI"*.

Or,
8 8 [}
7 eI AT =1,

et donc ,
I(h,b)=2"""".

Enfin, é- n'est autre que I’application

RE 5 t=(ty.nts) 2B 47,47, -HB € G/HB,
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car pour tout g € G, on a

H-g-B={hgbh€ Hbe B} ={gh'b,g'hg=h e H,be B} =g-H.B.

D’aprés (1.1.13), et vu que Z(h+b) = (Zi,,..., Z;,) est la base coexponentielle de g
relative 3 b + b obtenue A partir de Z, on déduit que ¢, est un difféomorphisme.

Remarques 2.1.12

1. Si on avait supposé que b est un idéal de g au lieu de by, la prevve du lemme ci-
dessus aurait fait intervenir ensemble des classes a droite H.B\G au lieu de celui
des classes & gauche. Ceci ne change pas grandes choses vu que ces deux ensembles

sont difféomorphes.

9. Le résultat est donc vrai si p = 1, en effet, si la sous-algébre de Lie b est de

codimension 1, alors elle est un idéal de g.

Notre hypothése de récurrence : validité du résultat du théoreme considére, sera
supposée vraie pour toute sous-algébre de Lie de dimension strictement inférieure
a celle de b. En particulier, puisque la codimension de ¢ est p — 1, on suppose que

¢o: V' — U C H\G/C est un homéomorphisme.

Notation. Il nous sera utile de faire intervenir la projection

AN: ING/B — H\G/C
H.g.B — H.g.c

pour la preuve du lemme ci-dessous.

Lemme 2.1.13 ¢, : 1% — u est bijective.
(tl, ...,td) — H- t1Z,~1...tdZ,-d -B

Démonstration. 3
La surjectivité de @, est équivalente & :

Hé(V).B=U

ou on note
H.¢(V).B = {h¢(t)b,h € Hit € V,b€ B}.
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En effet, tout élément H-g-B € U, avec g € U = H.¢(V).B, sécrit alors comme
H-g-B = H-hg(t)b-B, ot heHteVetbeB
= H-¢(t)- B=2:(t)
Remarquons que la preuve de (2.1.13) nécessite seulement la vérification de I'inclusion
H¢(V).B2U (2.1.14)

en effet, I'autre inclusion est une conséquence directe de la propriété (P;) de stabilité
de U par multiplication & droite, respectivement a gauche, avec des éléments de B,
respectivement de H.

Pour montrer . Pinjectivité de ¢~5, ainsi que le point (2.1.14), on applique 'hypothese
de récurrence : ¢, bijective, et on discute tous les cas possibles expliqués dans le plan
de la démonstration.

Cas a-1) [ €Z(h,b) = {ir,....5a = 1}.

Ecrivons tous les éléments utiles pour la caractérisation de H\G/C.

— Z(h,¢) = Z(h, b) ~ {1} = {i1, - ia—1}-

- ¢ Re-1 — G
S = (tl, ---,td—l) — t1Zi1...td_1Zid__1
~V° =¢"" (U’) : ouvert de Zariski de R%Y, car U’ est un ouvert de Zariski de G.
Remarquons que (\Ui=U 2 U=U NU.
i€T®
— U°={§=H'g-C,geL{°}.
_ (’5: . V° — u
s=(t1,.yta-1) +— H- ¢’ (s)-C

. ¢. est surjective ? Prouvons (2.1.14), sachant qu'on a
H¢y OWV)H).CoU. (2.1.14)°

Soit u e =U° NU,

comme u € U°, donc, -d’apres (2.1.14)°-, il existe h € H,s = (s1,...,84-1) € V’
etce C, telque u=h¢’(s)c

En écrivant c= (expyZ;))b ou b€ B et v € R,

et en posant t = (8, ..., Sa-1,ta =) € RY,

on obtient que u = h¢(t)b .

Mais t €V car ¢(t) = h~lub™ €U, toujours grace & (P1).

D'ou u € H¢(V).B.
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. ¢ est injective ?
Soient t = (ty,...,ta),t = (t1,...,t5) €V telsque H-¢(t)-B=H- #(t') - B.
Posons s = (t1, ..., td-1),8 = (t1, - tg_y) € R4
Justifions que ¢°(s) € U’, pour en tirer que s € V°.
Comme t € V, alors ¢(t) €U =U° NU; et donc ¢(t) €U’
Rappelons que d’aprés (P;), on a la stabilité de U’ par multiplication a droite
avec des éléments de C, et puisque Z; € ¢, alors ¢°(s) = ¢(t) exp(—taZi) €U’.
Ainsi s € V°. De méme s €)°.

Maintenant, du fait que
H-¢(t)-C=H -t,Z;,..44Z;,-C=H-¢ (s)exp(taZy) - C =H - ¢ (s)-C,
et de méme, H-¢(t)-C=H-¢°(s)-C, ontire:

H-¢t)-B=H-¢t)-B — H-¢(t)-C=H-¢()-C
= H-¢(s)-C=H-¢'(s)-C
= s = s

~
o

ce dernier passage découle de l'injectivité de &;.

Enfin, soit h=expY € H et b=expX € B, tel que #(t) = hé(t)b. On a
donc:  @(t)p(t) " = he(t)b H(t) .

Détaillons chacun des termes de cette égalité.

d(D)6(t)F = ¢ (s)exp ((ta—t)Z) ¢ () = exp ((ta—t)Z)) mod[Gr]

= R (¢()bo(t) ™) = (expY)exp (Ado(t)(X))
De cette égalité, puis, par passage & 1’algébre de Lie, on peut écrire :
3 U1 € G141, exp ((ta—t))Zi+ Ui) = (expY)exp (Adg(t)(X))

(exp—Y)exp ((ta—t)Zi+ Uiya) = exp (Ade(t)(X))
CBH(-Y, (ta— t)Z1+ Ui1) = Adg(t)(X)
~Y + (ta — ta) 2 mod|gi1]
On obtient

(ta—t)Z = Y +Adg(t)(X)  modlgi]
€ b+ Adg(t)(b)

Ce qui permet de déduire que 3 = t;, vuque é(t) €U et Z; ¢ h+Adgb VgeUl.
Et comme s=s, alors t =1 et on conclut que ¢, est aussi injective.
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Cas a-2) [ €Z mais ! ¢Z(h,b) = {is,..., 14}

Ecrivons, comme pour l'autre cas, les éléments caractéristiques de H\G,C.

- I((), C) =I([), b) = {'i]_, ,’Ld}

- ¢ =¢: R4 — G
i= (tl, ...,td) — tlZil...tdZ,-d
— Soit U, un ouvert de Zariski non vide de G, caractérisé par :
Vg ey, Z, € h+ Adgb.
— V° = ¢~Y(U°) : ouvert de Zariski de RY, contenant V = ¢~ (U) car U D U,

onaeneffet, ' = N U 2 U=U NUY.
ieT’
~-U ={g=H-g-C,gel’}.
_ a: . Vv’ — ao
t=(t1,....,ta) — H-¢(t)-C
Remarquons que la projection A°, définie dans (2.1.12), permet décrire

b, =N 04, (2.1.15)

. ¢, est surjective ? Prouvons (2.1.14) : H.¢(V).B 2 U, en utilisant le fait que
Ho(V).CO2U’. (2.1.14)°

Soit ueld =U" NUY,.
De méme que pour le cas précédent, puisque u € U°, il s’écrit sous la forme
u=h¢’(t)c=ho(t)c, o he Hyc=exp(yZ)beC et teV’ C V.

Ensuite, on a u € U, donc Z; € h + Ad u b, il existe alors ¥ =:logy € h et
X =:logz €b, tels que
vZ, =Y + Ad u (X). (1)

De plus, si on pose
1
Uy == CBH(Y,vZ)-Y =4 = E[Y’ Y2+ ... € G
w; = (—’)’Zl).(’)’Zl+Ul+1) € G1+1 C B
alors on obtient :

exp(Y)exp(yZi —Y) = exp(CBH(Y,7Z -Y))
= exp(7Zi + Uia)
= exp(vZ))w1 =: w€ G (2)
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Ainsi, de (1) et (2) on déduit que

exp(Ad u (X)) = exp(vZ —Y)

= exp(-Y)w
Par suite, wru™! =y lw.
Or u=he¢(t)e, dot wzu™? = he(t)cx clo(t)h™,

donc, en notant b = cyc™! € B, les deux égalités ci-dessus permettent d’écrire :

ylwhg(t) = he(t)b’

La multiplication & droite ce ces deux membres, par c, donne :

yvlwu = he@)b c
he(t)b (expyZ1)b,
ou encore, wu b=t = y he(t)b (expvZ).

Soit k' :=yh € H, donc: wubl = wl (k¢(t)b)expZ.

On en tire que ub~! wy = w (K d(t)b ) (expyZ) wn,
et par suite
H-ublw,-B=H- -w(h'¢(t)b)w- B.

Enfin, vu que wy,b,b' € B,k € H,w € G, et grace & (2.1.10), on déduit que :

H-u-B = H-K¢(t)h -B = H-¢(t)-B.

Conclusion : u € H.¢(V).B, ce qui prouve (2.1.14). En particulier, ¢a prouve
aussi que
H.¢(V).C = H¢(V).B (2.1.16)

qui nous sera utile pour le prochain lemme.

. &, est injective ? 1l suffit de se rappeler de (2.1.15) : 'application azlv =Aod, est

injective par hypothese de récurrence, il doit étre le cas aussi pour ¢;.

Cas b) 1 ¢Z =7 ouencore Z; € h+ g1
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Nécessairement Z; € b, en effet, la base V de § est formée par des vecteurs de Z.
Ce cas est facile puisque les éléments caractéristiques suivants, sont les mémes pour
H\G/ B et pour H\NG/C :

- I(b7 C) = I(b: b) = {ih )Zd}

- =9¢

~U=U=NU etV =¢""U)=¢"U)=V.

€T

La différence est seulement pour 5: qui est donnée par :

—~

a: = A" © &1‘ : v — uo 1.1
t=(t, ot — H-$(t)-C (2.1.17)
. q"s, est surjective ? D’apres ’hypothése de récurrence, on sait que
U=U = H¢ (V’).C=Ho)V).C, (2.1.13)°

donc, pour montrer (2.1.14), il suffit de vérifier que H.¢(V).C C H.¢(V).B.

Soit u = ho(t)c € H.p(V).C ou h, t=(t1,....,ta), c=exp(7Z;)b, v et b
sont des éléments respectivement de H, V, C, R et B.
Ona:

w o= he(tle = ho(t) exp(yZ)b
= (hexp(7Z1)) exp(—7Z1)¢(t) exp(vZi) b
d’ou
H-u-B = H-(hexp(vZ))exp(—7Z))¢(t) exp(7Z1)b- B
= H-exp(—vZ)9(t) exp(Z1) - B.
Ce dernier passage est dii au fait que h, exp(yZ;) € H et b€ B.

Enfin, d’aprés le lemme 2.1.10, on obtient u € H-¢(t)- B, ce qui finit la preuve.
Remarquons aussi que (2.1.13)° donne alors (2.1.16) : H.¢(V).C = H.¢(V).B.

. d‘;, est injective? C’est une conséquence immédiate de I'injectivité de a: En effet,
d’apres (2.1.17), ona: ¢, = A’ o ¢,.
|

Lemme 2.1.14 d;, est bicontinue.
Démonstration.

Puisque les applications ¢ et p données respectivement par (2.1.6) et (2.1.8) sont
continues, alors c’est aussi le cas de ¢, = po ¢|v. Pour conclure, il faut prouver que
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cette application est aussi ouverte, ce qu’on fait par récurrence sur p. Mais tout d’abord,
écrivons que

ér est ouverte <=> pour tout ouvert W deV, po #(W) est ouvert dans U
& YWCV ouvert, p~ (po¢(W)) = H.¢(W).B ouvert de G.

On a déja remarqué que si p = 1, alors on n’a pas de probléemes puisque b, serait un
difféomorphisme. Supposons alors que ¢ est ouverte, et reprenons la discussion des cas
précédents.
Soit W un ouvert de V, montrons que H.¢(W).B est un ouvert de G.
— Si on est dans 'un des deux derniers cas ( Cas a-2) ou Cas b) ), W est alors un
ouvert de V°, et I’hypothése de récurrence donne que H.¢p(W).C est un ouvert de
G. Mais les calculs faits dans la preuve précédente qui ont permis de montrer que

H.¢(V).C = H$(V).B (2.1.16)

permettent de voir aussi que H.¢(W).C = H.¢(W).B, et donc tout marche bien.
— Dans le Cas a-1), on doit passer par 'application

=: HxR¢xB — @G
(h,t,b) +— ho(t)hb

et montrer qu’elle est ouverte, sachant, -par hypothese de récurrence-, que c’est le
cas de =° définie par :

=: HxR*1xC — G
(h,t,c) — h¢’(t')c

une fois c’est fait, on déduit directement que I'image par = de 'ouvert H x W x B,
-qui est H.¢(W).B-, est un ouvert de G.
Considérons un pavé de H x R? x B qui s’écrit comme produit cartésien d’ouverts
H',W' et B respectifs de H, Réet B,ou W = W x T est aussi produit d'un
ouvert de R4! par un ouvert de R. ( I suffit de considérer les ouverts qui sont de
cette forme et montrer que leurs i images sont des ouverts). Il est clair que ’ensemble
= {exp(fyZ,)b 4 € T,b € B'} est un ouvert de C. Enfin, on voit directement
que _(H xW x B) = :°(H X W x C') qui est un ouvert de G par hypothese
de récurrence.

Démonstration du théoréeme 2.1.9. Clest les résultats des deux lemmes précédents.
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1.1.2.3 Retour a ’exemple.
Revenons 3 l'algebre de Lie g = vect < Zi, ..., Z7 > avec ses crochets
(21, Z4] = Zs (21, Zs) = Z7 (22, Z3] = Z7
et ses sous-algebres de Lie ) = vect < Z4, 25,27 > et b =wvect < Za3,Zy, Z7 >.On a
T ={1,2,3,6}, T”° = {1,2,5,6} et donc I ={1,2,6}.

De plus, si g = 21Zy...2¢Z; € G, avec (21,...,27) € R7?, alors les calculs donnent que
Adg b =< Z3,7Z4 + 21Z6, Z7 >. 1l s’ensuit que dans l'ouvert de Zariski Us := G \ G,

on a :
Vgels, Zsch+Adgb + g7 =< Z3,2Z4,2Zs, 2126, Z7 >,

par contre, pour ¢ = 1,2, on a
VgeG=U;, Z;¢Hh+Adghb + gin1.
Par suite
Z(h,b) = {z €T={1,2,6}, Z;¢b+Adgh + g1 Vg €U=G\G2} = {1,2}.
Le reste des éléments caractéristiques de H\ G/ B sont :

¢: R — G
(t1,t2) — 1121622

V=¢"U)={t e R, 112142, € G\ Go} =R* xR

U=pU)={H 21%,..22Z7 - B,z = (2, ..., z1) € R* x R°}

b R*xR — u
(t]_, t2) — H- t1Z1.t222 -B
Le théoréme 2.1.5 assurant que &, est un homéomorphisme, -et en particulier qu'elle
est surjective-, permet de confirmer le calcul fait précédemment au bout duquel, on a
trouvé que

p(G~ Go) = ¢.(R* x R) .
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2.2 Mesure sur ’ensemble des double-classes.

Soient H = exph et B = exp b deux sous-groupes de Lie, du groupe de Lie nil-
potent, connexe et simplement connexe : G = exp g. Toutes les notations et conventions
introduites dans la section précédente, restent valable jusqu’a la fin du chapitre.

2.2.1 Préliminaires.

Dans cette partie préliminaire ol on se concentre sur le groupe de Lie H, fixons un
élément y € H et un sous-groupe de Lie K =expt de H.

Rappel. Rappelons qu’une base coexponentielle de § relative & ¢ est donnée par Y(8) :=
(Y, - Y;,.) ou {j1, . Jr} = 7" De plus, le difféomorphisme

& R" — H/K

§=(81,.,8) +— 1Y;..8Y; - K (2.2.1)

nous fournit une mesure 4, , sur H /K, définie de la fagon suivante : pour toute appli-
cation ¢ € C.(H /K), on pose

o) = [ o0 (B) = JECOCE [ oortnes¥ K)is (222)

ou Vhe€H, h:=h-KeH/K et ds := ds;...ds, est la mesure de Lebesgue sur R".
Quand il n’y’a pas de confusions, on note dh := d,‘b/é (h).

Proposition 2.2.1 Notons P [’action du groupe H identifié a R™, sur l’ensemble
H /K identifié a R", définie par :

P : R™ x R" — R"
(%= W1, Ym)y 8 = (81,49 87)) > Yus=1(s],...,5;)
tel que Y1 YnYm.51Y;..8Y;, - K = 8,Y;,...8.Y;, - K.

Alors cette action est décrite par r — 1 polynémes P,, ..., P,, de la facon suivante :

(8,1 =81+ Yn
3'2 = 8 +y]2 + P2(y1, "'7yj2—1 ) 81)

s =P (y,8) < { (2.2.3)

1
8 =8 + Yi; + P.,;(’yl, ceeg ooy Yjim1 3 S1y4eey S.,;_l)

!
(S = S+ Yjr + Pr(U1, ooy oo ooy Yjpm1 5 815000y ooey Sr_1)
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Démonstration.
Voir [19].

Corollaire 2.2.2 La mesure p,, définie en (2.2.2), est invariante d gauche.

Notations.
1. On note :
t: H — H ot K' =yKy!=4,(K)
h +— yhy ' =tk ¥ = Lie(K')=Ad y t

2. Définissons aussi i, par :
w: H/K — H/K
h=h-K — yhy1-K =H
On justifie dans la proposition ci-dessous, que cette application est bien définie,
que c’est méme un difféomorphisme qui transporte la mesure p, , sur H/K en

une mesure u; o = bysbby, invariante sur H /K’ et définie par : Vo € C.(H/K')

'u:;/e(lp) =/1;I/K,¢(E,)du;/k(ﬁl) = fy*#,,,g(fﬁ)
= / «/}(zy(ﬁ))duh/é('ﬁ). (2.2.4)
H/K

3. Enfin, le difféomorphisme P := &; 1o i o0& décrit par le tableau ci-dessous,
posséde une particularité intéressante, qui fera I’objet du prochain lemme.

H/K 25 H/K'
&T 1(5&1)'1 (2.2.5)

RT - R'I‘
P

Proposition 2.2.3 L’application t, est bien définie, de plus, c’est un difféomorphisme.

Démonstration.
Clest clair quesi h € H et k € K, alors y(hk)y™' - K =yhy™!- K.
En effet, on peut écrire y(hk)y™' = yh y~ 'y ky™' = (yhy ) k' ot kK =yky ' € K.
Donc I’application Z, est bien définie.
C’est un difféomorphisme parce que ¢, est un automorphisme de H.
|
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Lemme 2.2.4 Le difféomorphisme P = E,! 0y o0& est polynémial. Plus précisément, il
ezxiste des polynomes P; € R[Xy, ..., X;—1], 1 € {2, ...,7}, tels que : Vs = (s1,...,s,) €ER",

s = P(s) = (31, Sz + Po(81)y ey i + Pi(Siz1, -3 81)5 ey Sr + Pr(Sp—1, ., sl)) (2.2.6)

Démonstration.
11 faut utiliser un raisonnement analogue & celui de la proposition 2.2.1, apres avoir
prouvé que la base coexponentielle de § relative a £ est la méme que celle relative a ¥

Ceci revient & prouver que " =1 1 k’.

Soit ¢ € {1, ...,m}, on suppose que Y; € £+b;;1, soit donc U; ;1 € hiyq tel que Y;+U; € £
Ainsi, Ady(Y; + Uiy1) € Ad y(¥),

et comme Ady(Y;+Uy1)=Y: mod[hii], alors Y; € Ad y(®) + bit1.

b 7
En conclusion, ieT" (=)Y§¢]E+bi+1(=)Y}9EAdy(E)+b,-+1(=HZEI/e
|

Corollaire 2.2.5 La mesure e invariante sur H/K' qu’on obtient comme dans
(2.2.2) par le difféomorphisme Ey, nest autre que la mesure by, , définie dans (2.2.4).

ub/t' = Hype (2.2.7)
Démonstration.

En se rappelant que les bases coexponentielles de b relatives & £ et relative & ¥ sont
les mémes, on peut écrire pour tout ¥ € C.(H/K'),

b = [ 9, ) = | v as
- / W(5,Y;..5.Y; - K') ds
]Rr

ot s =(s},..,s)=E" (L‘y(&(sl, ...,s,))) = P(s) €R", Y(s1,...,8) =s €R",
= (s1, 82+ Pa(s1), .-, i+ Pi(Si=1, -+, $1); -0s Sr + Pr(8n-1, .-, sl)) d’apres (2.2.6).

Ce changement de variable s’effectue moyennant un difféomorphisme de Jacobien 1 :

1
0 1 %
\7p= =1
0 1
o .- 0 1
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donc,

B )= [ 9, K)as =, ()

2.2.2 Mesure sur ’ensemble des doubles-classes

Commencons par introduire les définitions et notations suivantes :

Définitions 2.2.6 Pour tout g € G, et pour toute application ¢ € C.(G/B), continue
et 4 support compact modulo B, notons :
1. K,:== HNgBg™ le sous-groupe de Lie de H, d’algebre de Lie £, =HN Adgb.

2.
pg: H/K; — C
h=h-K, — ¢(hg-B)

Justifions que pour tout g € G et pour tout ¢ € C.(G/B), 'application ¢, est bien
définie. Pour cela, soient h et k' deux éléments de H tels que h = h', c’est & dire
h~'h' =1k € K, C gBg~'. On a donc

0q(K) = p(k'g- B) = p((hk)g - B) = o((hg)(g7"kg) - B) = p(hg - B) = py(h).

Remarque 2.2.7 Il sera vérifié dans la remarque 2.2.16, que si ¢ est une application
continue dont le support est un compact inclu dans U, alors

Vg €U, g, € LNH/K,), (2.2.8)

mais pour le moment, on admet ce résultat pour énoncer la proposition suivante.

Proposition 2.2.8 Soit pour toute fonction ¢ € C(G/B), qui vérifie supp(p) C U,
Papplication
g: UCH\G/B — C
g=H-g-B +— ¢(9)
avec
6@ = [ e, B= [ olhg- B, . (F). (22,9
H/K, 9 H/HngBg—1 g

Alors @ est bien définie.
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Démonstration. Assurons-nous qu’en tout point g € U, la va.leure de <,5(_(7) est
indépendente du représentant de la double-classe. Pour cela, soit g € G tel que g = g,
écrivons alors g = ygz ou ycHet z€B.

Comme pour ¢, : H /Ky, 3 h=h-K, — @(hg-B) € C, notons ¢, la fonction :

oy H/Ky 3 h=h-K; —> o(hg -B) € C.

Ensuite, adoptons les notations utilisées dans le corollaire 2.2.5 qui finira par nous

donner le résultat.

En particulier, #&;

Enfin, on obtient que

Remarques 2.2.9

!

K,

"= Lie(K, )

#(q)

yKgy ™!

y(H N gBg ")y~
H N ygBg 'y~
HnN gIa:_lBa:g'-1
= Hn g'Bg'—1

= Ky,

= Lie(Kg/) = Eg' = Ad Yy Eg.

[ e, @
H/K/ g

hyd, (h
L;Kwﬂ) . (@
car Hoge ) = '“;/eg d’apres (2.2.7),

L oo, B

d’apres sa définition donnée par (2.2.4),
¢(9)-
|

1. La proposition ci-dessus permet de considérer seulement les éléments g de U qui
sont sous la forme g=112;,..taZ;; = ¢(t) =1 g, ou tE€V.
2. Le lemme 2.1.5 permet aussi de tirer que, dans un ouvert de Zariski Uy non

vide de G, on a la constance de Uensemble d’indices I ¢ ainsi la base de Malcev
de b relative & &, notée Y(¥;) =: (Yj,...,Y;,) estla méme pour tout g € Up.
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3. Dans son ezpression donnée par (2.1.4), on remplace U par un ouvert de Zariski,
encore plus petit et non vide de G. Dorénavant, U désigne :

U=t N U. (2.1.4)

i€l

4. Compte tenu de ces remarques, ’expression de l’application @ devient :

/ ¢(hg - B)dy, , (h)
H,/ HngBg~* 9

= / <p(31Yj1...erjr.t1Z,-1...tdZ,-d . B)ds (2210)

Vg = ¢(t), tev, Sa(g)

2.2.3 Théoréme fondamental.

Comme dans la section 2, on énonce ci-dessous le théoréme fondamental concernant
la mesure sur l’ensemble des double-classes, puis on le prouve par récurrence sur la
codimension de B en discutant les mémes cas.

Théoreme 2.2.10 Il existe une mesure dy sur HN\G/B, dite la mesure associée a
la fonction rationnelle F définie sur'V et notée F := F, ., € R (X1, .., Xa), cette mesure
est décrite de la fagon suivante : pour toute fonction ¢ : HNG,/B — C, continue et a
support compact dans U,

() = / W(5) dv(3) = / G(H 1125, 2%, - B) [Flts,nta)ldt (2:2.11)
H\G/B V%

ot dt :=dty...dty est la mesure de Lebesgue sur R4,

De plus, cette mesure vérifie : Vo € C.(G/B), 'y(gb) = fG/B w(g)dg , ou encore :

[ oeww = [ (] o(hg-B) d,, () dv(@)  (2212)
G/B H\G/B H/HngBg~! 9
— / ( / o(51Y},...8,Y;, 412y taZi, - B) ds) IF(t)|dt  (2.2.13)
v ™
Plan de la démonstration.

Signalons I'importance de revenir sur tous les détails précisés dans le plan de la
démonstration du théoréme 2.1.9. La preuve se base sur un raisonnement par récurrence

42



analogue & celui fait dans la section précédente. Donc on supposera par la suite, que pour
le sous-groupe de Lie C' = exp¢, qui est de codimension plus petite que celle de B, il
existe une mesure dvy° sur l’ensemble des double-classes H\G,/C, vérifiant I’énoncé
du théoreme 2.2.10. De plus, il nous faut définir pour A\ G, C aussi, les éléments
suivants :

1. Pour tout ¢° € C,(G/C), définissons ’application ’cf : HING,/C — C par:
&9 = ¢"(hg - C)dy, ., (h),
H/HngCg~! b/t

ou
~ ¢, = hN Adge = Lie(K,),

~h=h-K. € H/HNgCg™,
~ 0 est 1a mesure sur H /H N gCg~! obtenue & partir de la base de Malcev de

b relative & h N Adge, qu’on note y(t’;) et qui est la méme pour tout g € u.

2. Soit Z(h,c) = {i1,..., 1y}, avec d e {d—1,d} d’apres la section précédente.
Soit aussi F* := Fy,c) € R(X1, .., X;) une fonction rationnelle définie sur Vet

décrivant la mesure dy’ sur I’ensemble des double-classes H\G,/ C comme dans
(2.2.11) : V4°: H\G/C — C, continue et a support compact dans U°,

2 (W) = /H\G/Cw"(g) &Y' (@) = /v W 1Tty By - C) IF (b, oty

On suppose que la relation (2.2.12) est vérifiée pour H\G/C, c'est a dire, pour
toute fonction ¢° € C.(G,/C) continue et & support compact modulo C dans U°,

/G o ¢’ (g-C)dg = /H\G/C ( /H oo ¢’ (hg-C)d,, o (;l))d7°(§7- (2.2.12)°

Ensuite, distinguons les caractéristiques de chacun des cas & discuter. Il nous faut
comparer )’ (U°) avec Y(U), les bases de Malcev de b relatives & hN Adgc, respec-
tivement & h N Adgb, pour g quelconque dans U.

Cas a-1) 1€ Z(h,b) = {i1, ...,4a = I}.

Rappelons que dans ce cas, on a : Z(h,¢) =Z(h,b)~{l} = {1, ..,5a-1} , (d =d-1).
Vérifions que Y(U) =Y U°) = (Y31, - Y;,), ce qui provient du fait que

h N Adg(b) = h N Adg(c), VgelU.
En effet, si inclusion était stricte : h N Adg(b) & hN Adg(c) pour un certain g € U, alors
3X b tel que Y := Adg(X + Z) € hn (Ad g(c) \ Ad g(b)).
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Dans ce cas, on aurait

Adg(Z) = Y—Adg(X) € b+ Adg(b)
= Z; mod [gi41]

ce qui contredit cette situation puisqu’on est dansle casott Z; ¢ h+Adgb, Vgell.

Cas a-2) l€Z mais | ¢Z(h,b) = {i1,..., %}

On a vu que Z(h,¢) = Z(h,b) = {41,...,44}, (d = d). Par contre, on verra que
yU) = Y, Y:) # Y (U), provenant du fait que b N Adg(b) & bﬂAdg(c) Ce
cas étant ca.racterlse par: VgeU, Z, €bh+ Ad g b, soit donc pour tout g €Y, un
couple (Y,, X,) € h x b qui vérifie Z; =Y, + Adg X Il devient facile de verlﬁer que
Y, € h N Adg(c) sans qu'il appartienne & bh N Adg(b). En effet, notons les éléments U,
et V, de giy1, et doncdeb, donnés par Uy :=Ad g (Z)— Z; et Vy:= Ad g™’ (Ug).
On peut alors écrire :

Y, = Zi—Adg (X)) =Zi+ (U;—Adg(Vy)) —Ad g (X)
= Adg(Zz)—Adg(Xg‘FV;)—Adg(Zz Xy —Vg)
€ (Adg(c)\Adg(b))nh car Z—X,-Vy€c\b.

Comparons maintenant pour tout 1 < 7 < m, et pour tout g € U, lintersection de
l'idéal b; := vect < Y;,..,Y:n > avec Ad g (b) et celle avec Ad g (c). Vu que :
hNAd g (c) = (h N Ad g (b)) ®RY,, alors on a la caractérisation de ce cas par

(hinAd g(b)) ® RY; si 1<i<j,
h; N Ad g(b) si j, <i<m
(2.2.14)
Avec un raisonnement utilisé au paravant, le lemme (2.1.5) permet de supposer que

I, est le méme pour tous les g € U, note alors [, et la base de Malcev de h relative a
bﬂ Ad g(c) est donc V' (U°) = (Y}, .- ]l Y; ., Y;), pour tout g € U°.

1 4107

Vgel, 3l,e{1,..,m}, h;NAdg(c) = {

Cas b) Z €.

Dans ce cas, cest le vecteur Y, = Z; qui disparait dans Y°(U°). En efet, tout
d’abord, si g € U, alors Z; est un vecteur de la base de Malcev de § relative & hN Ad g(b)
car si non, il serait dans Ad g(b) contredisant ainsi le fait que Z; ¢ b + g1 = b, (par
définition, I = mazZ"’ *). Ensuite, Z; € Ad g(c) car Ad g~Y(Z;) = Z; mod[gi41] et g C «,
d’'ott Z; € h N Ad g(c) et donc Z; ¢ YV°(U°). Enfin, si Z; = Y; avec [p < r —1, alors
on aurait b;_, Ch;, =@NhCg,et donc b, C g1 C Ad g (b), Vg € U. Ce qui
est absurde puisque Y- est un vecteur de la base de malcev Y(U) de b relative &
hN Ad g (b). On a donc lo=r et parsuite V'(U°) = (Y, Yir_y)-
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Afin de procédér par récurrence, il est utile de faire intervenir I'application T sui-
vante :

T: C(G/B) — C{G/C)
@ — T(p)=¢

oll ¢’ est donnée par : ¢ (z-C)= / ¢(zexp(wpZi) - B) dwy .
R

(2.2.15)
11 suffit de se rappeler que les mesures sur G/ B et G,/ C sont définies respectivement a
partir des difféomorphismes &, et &, suivants :

RP £ G/B . RP-1 _& G/C
€
w=(w1,..,wp) — 'wlel...‘prkp-B w°=(w1,..,wp_1) — w1Zk1...wp_1ka_1-C

et que k, = mazx '° =1 , pour remarquer que ’application 7 vérifie :

VoeCG/B) [ o By = / SO o =T(p). (2210

Enfin, pour la preuve du théoréme, on aura besoin des lemmes ci-dessous, dans cer-
tains passages de la discussion des trois cas.

Lemme 2.2.11 Pour tout X € g et pour tout a €R, ona: X.0Z-B = aZ.X-B.

Démonstration.
Soit z =exp(X) €G, etsoit a €R. Ona:

(—aZ).X.aZ; = exp(—aZ;) exp(X) exp(aZ;) = e:cp(Ad(exp(—ozZl))X).

Or Ad(exp(—aZ))(X)=e ¢ 2X =X4Y ot Y := —a|Z, X)+ %2, (2, X] )+,
donc (—X).(—aZ;).X.aZ, = exp(—X) exp(X+Y) = exp(CBH(-X, X +Y)) = exp(Z),
avee Z=Y+i-XY]+Li[-X,Y],X+Y]- L-XY),-X]+..€g1 cay
aussi est dans cet idéal g,y C b. Donc Z € b, et alors X.aZ;- B = aZ;.X - B.

|

Lemme 2.2.12 Rappelons que dans le cas a-2), on a pour tout g € U°, la base de Malcev
de b relative a h N Ad g(c) est Y (U’) = (Y, .0 Y] Y;,), il s’en suit que :

Jy—1? "Iy 417 777

(i) Y;, €Adg(c)+b; 41, mais Y; ¢ Ad g(b)+bj, 4.
(i3) La caractérisation (2.2.14) devient :

b N (Ad g(b) +b:) ORY; sil1<i<y,

b (Ad g(b) +b;) i g, <i<m (2.2.14)

Vg € U, YN (Ad g(c)+h:) = {
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(i43) Définissons Uapplication Q:V 3t Q(t) ER comme suit :
x Considérons pour g := ¢(t) = tlZil...tdZ,- , €U, un choiz quelconque d’un couple
(Rg,S,) € (bnAd 9(9)) xbj, 11, Vs, =Ry+S;€ (hNAdg (c) ) + b, +1-
* Notons alors a, =: Q(t) la coordonnée dans la direction de Z; du vecteur
Ad gl (Ry) €c= ]RZ, ®b.

L’application Q est bien définie, a valeures dans R*, et elle vérifie :

VteV, Va €R, exp (=7~ R¢(t))¢(t) B = ¢(t)exp(aZ;) - B (2.2.17)

Q)

Démonstration.

Pour (7), c’est clair que jl e hn Ad g(c) + b, +1, puisqu'’il n’apparait pas parmi
les vecteurs de la base coexponentlelle V(U°), et donc Y; €Adg(c)+ bh +1-
Par contre, si on pouvait écrire Y; = Ad g(T )+ S,, ou ( " g) €bx sz +1, alors
on aurait : Ad g(T,) = Y;, — S, € hn Ad g(b), et donc Y; €hn Ad g(b) +bj,_+1-
Ceci est absurde, en effet, Y~ est un vecteur de Y(U).

Le point qui nécessite une preuve est le (4i7).
Tout d’abord, écrivons Ad g~ (R,) pour g = ¢(t) avec t € V, sous la forme :

Ad gt (Ry) =0y Z1+T, avec T,€b et a;=Q()

Si Q(t) =0, alors on aurait ¥; = R,+ S, =Adg (Ty)+S5, € Adg () +bj,_+1,
ce qui est faux d’apres (3), et donc Q est & valeures dans R*. Pour démontrer qu’elle est
aussi bien définie indépendemment des choix de Ry et de Sy, il suffit de remarquer que
la somme RZ; @ (Ad g (b) +b; +1) est une somme directe. En effet, si ce n’était pas

le cas, on aurait Z; € Ad g (b) i bj,_+1, et ca serait alors le cas aussi de Yj car:

Y;’,o =Rs+5, = a Ad g (Z1)+ Ad g (Ty) + S,

= 0, (Z+U)+Ad g (T,)+8, avec U,:=Adg(Z)— 21 €gin
0gZ + Ad g (Ty+agAd g7 (Ug) )+ S,
= a7 mod [ Ad g (b) +b;, +1] (2.2.18)

Ainsi, Q: t > oy est bien définie par la projection de Y; surla direction de Zj,
orthogonalement & 'espace vectoriel Ad ¢(t) (b) +b;, +1-
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Enfin, pour justifier 'égalité (2.2.17), soient t €V, a €R et Ryp) =Y —Sery €
bi, ~bj ,, comme ci-dessus. On a :

¢(t)™" exp( 5= Q(t) Ry Jo(t) = (Ad ¢ (55 Q(t) Ry ) )
= ( Q(t) Ad ¢(t)™ (R¢(t) ) )
= ( Q( ) (Q)Z1 + Tyr) )
= exp (aZ) mod | B ]
ce qui donne  exp (== o0 R¢(t))¢(t) = ¢(t)exp(aZ;)- B .

Corollaire 2.2.13 De son ezpression donnée par (2.2.18) : pour tout t € ¥V, Q(t) n'est
autre que la coordonnée du vecteur Yj, selon la direction de Z;, on peut déduire que la
fonction Q est rationnelle.

Démonstration. Notons k := dim(Ad g (b) +b;_4+1) (la méme pour tout les g € U).
Considérons la famille F; = .7-'¢(t) pour g = ¢(t), avec t € V, formée par les vecteurs
{(Vi(), ... VE@R), VEFU(t) = Zop =Y, } qu’on définit de la fagon suivante.
—Pourr=m+1,..,k, (m= dzmb < k), on pose V7 (t) := Z, € bj,+1 qu ’on choisit
de sorte que Ad ¢(t) (b) +bj,_+1 = Ad ¢(1) 6) ®RZ,, . & .. o RZ,, Vt € V.
Un tel choix est possible comme conséquence du lemme 2.1.5.
— Pour 1 < r < m, on pose V"(t) := Adg(t) (X,). Ses coordonnées (Q7(t), e Q1 ()
dans la base Z sont polynomiales en ¢ et permettent de I’écrire sous la forme

n k+1
Vi(t)=> Qt)Z: =) Pj(t)Z; mod lvect{{Z1,.... Za} ~ (Z1, s Zi 1} }]
i=1 j=1

(2 2.19)
x les QT, PT € R[Xy,.., X4],V1 < i < m, satisfont & Z; = Z = Qf =

x les Z, J sont connus pour j =m+1,...,k+ 1 et seront précisés c1-dessous pour
i=1.,m
Notons alors que (V(t),...,V¥(t), Zy,; = Y;, ) devient une base de 'espace vectoriel

Fy = Fyy =RY;_ & Ad g (b) +b; 41 =vect <V'(t),.. V¥(1), V*"'(9) =Y, >

Puisque la matrice des vecteurs de la famille Fy(;) dans la base Z, ( formée par lignes
et k + 1 colonnes), est de rang k + 1, alors on choisit m vecteurs Zyy Z, , qui avec
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Zrity s 2y €8 Zpr = Y;, , correspondent au choix de k + 1 colonnes aboutissant a une

0,
sous-matrice carrée inversible d’ordre k+1. A une permutation prés, cette derniére s’écrit
comme :

(Pll(t) . PP®) 0 ... 0 0)
PL(t) --- P™t) 0 ... 0
Aity=| PL () -+ Pr,() 1 0...0 € GL(k+1,R).
: L0 0
Pi(t) --- PP®) 0 ..0 1 0
KPk1+1(t) Pl?l1(t) 0 0 1/

. ! . . . .
Imposons le choix de Z; := Zj, ceci est possible pour les deux raisons suivantes :
' ! 4 . N
* Z1 & {Zmi1, s Zys Ziyy } car tous ces vecteurs, -contrairement & Z;-, sont dans .

« on ne peut pas avoir P1(t) = ... = PP(t) = 0, qui contredit notre hypotheése de ce
cas : Z; € vect < Vl(t), ...,Vk(t),},jl >= F¢(t) =RZ, ®Adg (b) + bjto‘H'

Enfin, notons B(¢) Vinverse de la transposée de A(t) qui s’écrit sous la forme :
RMt) ... RM()

B(t) = (FAQ®) " = SN € GL(k+1,R).
R11c+1(t) RII:ii(t)

. . 1
Un simple exercice d’algebre linéaire permet de démontrer que Q coincide avec ﬁfﬁ

Q est alors rationnelle puisque c’est le cas de toutes les fonctions R! e R(Xy, ..., Xa).

. 1
Ezxercice : Q = R_’fﬁ ?
Completons Fy;) par des vecteurs Z,'c 250 Z; de telle sorte que
V() := {Vl(t), .., VE(t), VEFL(1) = Z,'€+1, e V() = Z}

soit une base de g pour tous lest € V.
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La matrice de cette nouvelle base dans I'ancienne base Z' := (23, ..., Z,,) est :

 AQ)

PZ'-»V(t) =

Son inverse est alors :

PV(t)—»Z' =

0 0
;0 \
0 0
10...0 0
0 0
0 0.0 1)

0o
0 0
10...0 0
0 . 0
6 0...0 1)/

€ GL(n,R).

= Mat(Z', V(¢)).

En regardant de prés cette matrice, on constate que sa premiére colonne, qui correspond
aux coordonnées de Z; = Z; dans la base V (t), est donnée par :

Ainsi,

Dot @=

1
Q@)
1

k+1°
Rl

[ RO\

RIT(¥)

0
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= ROV +..+ REQVE) + REI0)Y;,
mod [ Ad ¢(t) (b) +bj,_+1 ]

mod [ Ad 9(6) (6) +bs,+1]

d’apres  (2.2.18)



Remarque 2.2.14 Toujours dans le cadre du lemme 2.2.12, on peut faire une preuve
analogue & celle qui montre que Q est rationnelle ent € V, utilisant de simples résultats
d’algebre linéaire, et permettant de définir des applications qui sont aussi rationnelles
R, (respectivement S) : ¥V — R,t +— Ry, (respectivement ¢ +— Se)), et qui
présentent des solutions du systéme d’équations suwvant :

Ry + Sery = Y,
L(): { Ry € HNAd 6(2) (c)
Sew) € bj_+1

Ce systéme admet toujours des solutions vu que Y; € hNAd o) (c) + bj, +1, VEEV,

par contre, il faut se restreindre d un ouvert de Zariski V' non vide de R%, encore plus
petit que V, ot une famille {L7(t),t € V'} de sous-matrices carrées extraites des matrices
{L(t),t € V'} du systéme considéré, soient inversibles et de méme rang T que celui de
presque tous les L(t),t € V. Quitte a supposer Vouvert de Zariski U de G encore plus
petit, ( en Uinterceptant avec l'ouvert H p(V').B de G), on a une construction rationnelle
des applications R et S.

Démonstration du théoréme 2.2.10. A partir de la fonction rationnelle F =
Fue) € R(Xy, . X d/) qui décrit la mesure dy’ sur ensemble des double-classes

HNG/Cpar: W €C(HNG/O),
Y@ = [ S@aE
H\G/C
= / O (H tZiy..tyZ;i, - C) |F° (1, .., t 7 )ldt, (2.2.11)°
Ve d

construisons F' = Fgp € R(X, ..., X3) qui satisfait & 1’énoncé du théoréme. Il faut
prouver que la fonction rationnelle F', proposée dans chacun des cas & discuter, vérifie :

Vo € C.(G/B), / o(3)dg = / ( / (51050 1 Ziyta iy - B) ds ) |F(D)
G/B v N JRe
Soit ¢ € Co(G,/B). Posons ¢” := T(p) € C(G,/C), qu’on a définie dans (2.2.15) par :
cpo(a':)=/<p(xexp(ozZl)-B) da , Vi=z-C € G/C.
R

Puisque, d’apres (2.2.16), on a

/G o)y = /G @i,
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alors, le probléme revient a vérifier que
/ ( / 0(51Ysr5:Yi 1 Doy ta iy - B) ds ) |F(@)ldt =
v r

/H\G o ( /H /Hngcg_l( /R ¢(hg exp(aZ) - B) do: ) d,,ez(i:z)) i@, (22.20)

Cas a-1) 1€ Z(h,b)={i1,...,0a =1}

Définissons F € R(X1, ..., Xg) par : F(t) = F°(t1,...,ta—1), Y& = (t1,....ta) € V-
( Remarquons qu’on a déja justifié dans (2.1.9) que t° := (t1,...,t4-1) € V,VteV).
Grace A I'étude précédente, et d’aprés ’hypothese de récurrence, on obtient :

/ (] ([ othgep(azs)-B) da) du () 7' G) =
H\G/C H/HngCg—1 R g
/ ( / ( / (1Y 50, 1 Doy a1 Doy, ¥D(taZ) - B) dta)) ds) |F(£)|de” =
1s] r R

/ ( / (@(51Ys,...8.Y;, 1 Zsy a1 Ziy_y YaZs, - B) ) ds )|F(t)|dt°dtd =
V° xR r

/ ( / o(81Y,..5,Y;, 01 Ziy. 2aZ:, - B) ds) |F(t)|dt .

v T
Ce qui prouve 1'égalité (2.2.20).

Cas a-2) €T mais I ¢Z(h,b)={ir,...0d}-

On pose dans ce cas, F le produit des deux fonctions rationnelles F* et Q.
Tout d’abord, notons pour tout s = (s1,...,8,) € R, 8" := (81, --8,,_1» S o111 -
Ensuite, rappelons que si g = ¢(t) out € V, alors Y;  s’écrit sous la forme

Y;, = Row + Sy € (hNAd$(2) () ) + by, 41,

et que d’apres le lemme 2.2.12, on a l'égalité (2.2.17) vérifiée par Q, qui sert a justifier
le second passage dans le calcul ci-dessous :

/ (/ ¢(hgexp(aZ;) - B) do ) dy. (h) =
H/HngCg—! N JR .
Ar_l ( /R<p((31Y,~1...slo_1leo_1.s,o+1leo+1...s,Yj,)qb(t) exp(aZ;) - B) da) ds’ =

(84

/R ( /R (81 1ys Yy S Yig 57 Ysr) €52 (5 Bo0) 9(8) - B) da ) ds’

.8) € RTL
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o
En effectuant le changement de variable s, := ———, le dernier terme de I’égalité devient :

Q)
/r—l ( /]1; ((81Y11 10—1},.710_1 Sto+1}/jlo+1"'STer‘SzoR¢(t))¢(t) : B) |Q(t)|dszo ) ds’ =

QN [ ((51¥5 1 1Yy s Yi o 9¥i8 Ret0)010) - B) s

Vu qu'en remplagant Y; par Y; — S, = Ry, on obtient toujours une base de Malcev
(Ro(t), i, oy0 - ., Y;) de bJ relatwe ab; N Ad g (b) (car 5S¢ € b;,_ +1) et compte tenu
de la proposition 2.2.1, on peut 1dent1ﬁer I'action de H; sur H; / N gBg™! avec
une fonction polynémiale P : R+t x Rr—lotl — ]R"l"“ et en tirer que

5:Y;.5, Rotty = 5. R, 1 Yiroa o5 Yo Tt (5, 528,) =P (305 o)

s Lo+l Jlg+1°™"

.

o = (yjlo = O’yjlo+1 = 0, ...,0, yjlo+1 = Slo+1,0, ceey 0, Yi. = Sr, 0, ey Ypr = 0),
ol ¢ s :=(s,,0,...,0),
Ty € b;, N Ad §(t) b, ( donc exp(Typ)d(t) - B=o(t) B ).

De plus, on connait la forme explicite de s, = (s:o, ..., 5.) donnée par (2.2.3), qui suite &
un simple calcul devient :

¢ !
s =s_+0
lo o

1= 0+ yjlo+1 + Pz(o, ...,yjlo_H_l =0 3 Slo)
= S§,+1 + Q2(szo)

Slo+

80=y0-80<=><

s, =0+y; + P.(0,...,0, i1 = Stgrrr = Yir—1 = 0;s,,0,..0)

lo
\ = Sr + Qr(slo 3 slo+1’ [aad! sr—l)
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Ainsi, un dernier changement de variables s = Q (s), ot Q est le difféomorphisme

( 51 \ ( 51 \
slo—l Slo—l
! s, ,
R'>s=] s, |— S, + Q2(8,,) =s € R, (2221)
Sr—1 Sr—1 4 Qr-1(S,,1 81415 -+ Srz2)
Sr s‘r + Q‘I‘(Slo) 310+17 A ] sr—l)
\s )\ /

dont le jacobien est 1, permet de finir le calcul précédent :

/ (/ go(hg exp(aZ;) - B) da) dyyo (h) =
H/HngCg-* “JR g
|Q(t)| /R" (p((slifjl"'slo—ly}lo_l'slo+1YJ';o+1"'ST}/jr’stOR¢(t))¢(t) ’ B) ds =

’

Q) /R (51T s Yy 5 R0 5 Y97 Yir) XB(Ta0)(0) - B) ds =

Q)| ‘/Rr<p((s'1Yj1...slo_1Y}-lo_l.s:Ong(t).sloHY}loH...s'rer) ¢(t)- B) ds =

Q)] e lcp((h)g-B) dmg(h), car (Y, Y, s Ro Vi pyr o Yir)
959~

est une base de Malcev de § relative 4 h N Ad g b.

Enfin, on en déduit 1’égalité (2.2.20) cherchée, puisque
/ ( / ( / ¢(hgexp(az) - B) da ) dy,o (h)) &y’ (@) =
HN\G/C H/HngCg—1 R g
L ( el p(h(trZey-1aZ:) - B) duy, (1)) IF" (D)t =
° H/HngBg—1
/ | / (51 Y 1By taTiy - B) ds ) [QIIF (®)lat =

/ ( / O(81Y, .8V, 11 s, 0 s, - B) ds) |F(8)] dt.
0% Rr

Casb) Z €.

Dans ce cas, il suffit d’utiliser le lemme 2.2.11 dans le second passage du calcul ci-
dessous, avant de remarquer que Y; = Z;, pour conclure que la fonction rationnelle
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F: V>3t F(t) := F°(t), répond au probleme. En effet, on a :

/ ([ ([ othgemtaz)-B) da) du, ()@ =
H\G/C H,/HngCg—1 R 9
/ ( / . ( /cp(lejl...sr_1Y~,_1.tlZ,-l...tdZ,-d.aZl . B) da ) dso) |F0(ta)|dto =
° Rr= R
/ ( / ( /So(slyl;l---sr—l}/j.,._l-aZl-tIZi1°-~tdZid . B) do ) dso) |F°(t)‘dt =
v Rr-1 R
/ ( / ( /<p(31Y}1...s,_lY}r_l.erj,.tlZ,-l...tdZ,-d . B) dS,- ) d80)|F(t)|dt =
v Rr-1 R
/ ( / o(51Y, -8, Y}, 11 Ziy . taZ:, - B) ds ) |F(¢)| dt.
v Rr

Corollaire 2.2.15 Il s’agit d’un corollaire de la preuve et non pas de I’énoncé méme du
théoréme : lowvert Dg'(U,/B) = {w € R?, 3g €U, g- B = w1Zy,.. WpZy, - B}, est
homéomorphe a R™ x V.

Démonstration.

Notons O cet ouvert de Zariski de R? et définissons ’application T : R"xV — O par
T(S,t) = ’Dgl(lejl...erjr.tlZil...tdZ,-d . B), Vs = (31, veey 8-,-) € RT, vVt = (tl, ...,td) eV.
Pour montrer que cette application est un homéomorphisme, ( toujours par récurrence
sur codimension de b ), on suppose qu’au niveau H\GC, I'application T° est un
homéomorphisme. Faisons intervenir aussi les difféomorphismes

De: R — G/C Cs: R — C/B
w  — wiZg,..Wp1Zk,_, - C a — expaZ;-B’
la projection p: C 3 g~ c- B € C/B, et 'application continue suivante :

m: RP-1 — G
’U)o = ('wl, ...,wp_l) — (—-wp_l)ka_l...(—wl)Zkl

— Dans le Cas a-1) ot ig =1 = k,, T est 'homéomorphisme

Rr X vo —_ OO
( s, to ) — Dc_l(sl},jl...S.,-er.t1Zi1...td_1Zid_1 . C)

Pour tout s € R” et t € V, en notant t° = (¢, ...,t4-1) € V°, on peut vérifier que

T(s,t) = (T°(5,87) 5 afs, ) +ta),
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ol afs,t’) désigne Cz' o p(m o Y*(s, °Y(51Y5 8.}, 125, ta-1Zi,_,))-

En effet, posons w° = (wy, ..., wp_1) := T (s,t"), alors il existe ¢ = exp(aZ)b € C,
(avec € R,b € B), tel que  8,Y},...8:Y, 212, ba-1Ziy_, = (w1 Zg, .. Wp—1Zk,_, )C.
Or, m(Y°(s,t")) = (~wp-1)Zk,_,---(—w1)Zk,, et donc en le multipliant & gauche
par les deux membres de 1égalité précédente, on obtient

mo X (s,t°)(81Y5, -8 Y5, 4125, .. ta-1Ziy_,) = C,
ou encore,
Cg op(moY’(s, ) (515, -8, Y;, 81 Ziy - ta1Zi,_,)) = Cg* (exp(aZi)b- B) = .
Mais aussi,
$1Y5,..8:. Y5 012, ta1Ziy_, taZiy = (w1 Zk, ... Wp—1Zk,_,) exp(aZ;)bexp(taZ;)

= (wlel...wp_lzkp_l .(a + td)ka) exp(—tle)b exp(tle)
et donc

le}l...s,.Yj,.tlZ,»l...td_lzid_l.tdZ,-d -B= wlel...wp_lep_l.(a + td)ka -B
par suite,
Dgl (lejl...erjr.tlzil...td_lZ,-d_l.tdZid) = (wl, vory Wp—1, & + td)

ce qui justifie expression donnée pour T, et fait d’elle une application continue.
Enfin, pour montrer la continuité de T~ & partir de celle de

(r’rhroh)y =11t 0 — R™ x V°
w — (s=T7' (W)t =17 ("))

la méme manipulation que précédemment permet de prouver que si on décompose
T-! en (Y7}, T;1), alors pour tout w = (w’,wp,) € O, on a

{r;1<w) =T @)
Ty (w) = (£ =T (W), ta=w, —ao T (w”))

D’ott T~} est aussi continue, et alors T est un homéomorphisme.
Si on est dans le Cas a-2), alors ’homéomorphisme Y° devient I’application qui &

tout 8" = (81, ey 8y, _ys Sy 410 --5r) ERTY, bt = (t1,...,82) € V°, associe

Y,

.S jlo+1 .

T°(s°,t) = Dz (s1Y5,..8,, . Y,

Jip—1

..s,Y,-,.tlz,-l...tdZ,-d . C) € o°.

Io+1

Tout d’abord, on considére pour ¢ fixé dans V, le difféomorphisme de R", qu’on note
R(.,1) =&, tl) o é(t) : la composée de deux difféomorphismes explicités ci-dessous :
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E: R —  H/HNGH)B()™
s — 8Y..5Y; - HNot)BoE)™

et Sé(t) défini pareillement, mais en considérant une autre base coexponentielle de
b relative & h N adg(t)b, qui est donnée par (Y, ..., Y, ., By, Yoo Y;,).
Grace au fait que le vecteur Ry est rationnel en ¢ comme on 'a signalé dans la
remarque 2.2.14, I'application R : (s,t) — &tl) o é(t) (s) est continue de R" XV
dans R", et c’est aussi le cas de R : (s,t) — 8';(:) o &y ().

Soient s € R” et t € V. Posons s = (3'},,3’;) := R/(s,t) et notons, -comme

dans Vexpression (2.2.21)-, 8" = (s'l,...,slo_l,sla+1,...,s',',s:o) = Q7(s), (on a
définit le difféomorphisme Q de R" dans le cas a-2) de la preuve précédente).
Ensuite, utilisons I'hypothése de récurrence pour définir w’ = T°(s"°,t) € RF?
on s = (3'1,...,s:o_l,s:;“,...,s:) € R™L. 1l s’en suit qu'il existe ¢ € B, qui

s'écrit sous la forme ¢ = exp(aZ;)b, ( avec a € R et b € B), tel que

! " "

S Y. «sSy jr.tlZil...tdZid)c

1
w1 Zgy -« Wp—1Zy_y = (lejl....slo_1 151041 Vi

c’est & dire

! "

w1 Zg, .o Wp—1Zk,_y = (8,Y;,...8 5. Y; )o(t) exp(aZ;)b. (2.2.22)

lo—1" d1p—1 'slo+1leo+1 ”

Rappelons que d’aprs la formule (2.2.17) prouvée dans le lemme 2.2.12, on a

V9 € R, oxp (s Fu)(1) - B = 9(0) op(62) - B
qui, -en ’appliquant pour 3 := s;oQ(t)—, permet de tirer de (2.2.22) que si on pose
w = (w’,wp,) € RP, pour w, € R, alors on obtient que Dp(w) = w1Zx,...wpLk, B =

I 4

(s;}/jl"’slo_lyjlo_l .Slo+1leo+1 "'S:er) exp(s;oR¢(t))¢(t) exp((a - S:OQ(t) + wP)Zl) * B
.s:o Ryw-s, .Y,

= (1Y, Y5 _, oY Yi)e(t) exp((a - s, Q) +wp)Z) - B
car Q(s7, ---» s:o_ o s:;+ JE s, 8,) = s', ( voir ces calculs dans la preuve précédente).

Et puisque R(s',t) = s, alors il existe y(s,t) € HN ¢(t)Bp(t)~! tel que pour la
valeure wyp := s;oQ(t) — a, on obtient de 1'égalité précédente ce qui suit

jlo—l 'slo }/jlo ’slo+1leo+1 "'STer)y(s’ t)d)(t) : B
(8155, _,Y; .8, Y5 85 -5 Y5 )8(t) - B

Gipm1Ct0 " Ji, "o+l Jip41

w1 Zyy - WpZi, - B = (81Y5---8,,_,Y;

It

ce qui prouve que

Dgl(lejl ...... S.,-er.tlz.,;l...tdz,;d . B) = (wo,'wp),
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ou encore

T(s,t) = (T (s ,1),5 Q) — a).
Mais 'application Q'oR': (s,t) +—> s’ = (s"o ; s:o) est continue sur R” X V,
ainsi que o : (s°,t) — a = a(s’,t), sauf que son expression est légerement
modifiée par rapport au cas précédent puisqu’elle devient

a(s°,t)=cB—lop(mor°(s”°,t)(s;Y,-l...s' Y, .Y .Y .tZ..taZ:,)).

lo—1" J1g—1"Tlo+1 Jgg170r "I
L’important, c’est que de nouveau, la continuité de T° implique celle de Y.

Maintenant, pour tirer la continuité de T~ = (T, T51) & partir de celle de T°,
reprenons les calculs ci-dessus dans le sens inverse, on trouve alors que pour tout
w = (wy,...,wp) € O, T™}(w) s'obtient en posant w’ = (W, .., wp1) € O,
8 = (81,1 81> Syyar - Sr) == L (") € R, =" w") € V' =V, et

0 9p,—1

s:==(s",s, = '—"—LJ“Q%;—O—Q) € R", alors on obtient que les composantes de T~
{'r;1<w> =R(Q(s), T'7'(w"))
Ty (w) =T (w")
sont continues.
— Enfin, pour le Cas b), des calculs beaucoup plus simples permettent d’aboutir a
T(s,t) = (w” =T°(%8) ; wp=sr + o(s’,t)), V(s,t) € R"xV,
ot (s,t) —> s et (s,t) — a(s’,t) sont continues sur R™ x Vet données par
s" = (s1,..,8r—1) €t as’,t)= —C’B(moTo(so,t)(lejl...sr_lY-r_l.tlZil...tdZid)).
On trouve aussi que
T (w) = (s = (5" =TT (w"),sr = wp — ofs’,t)) ; t= Tagl(wo)), Vw € O

ott w’ = (Wi, ..., Wpy) € O, 8° = (1,...,51) € R"™" pour tout (w,s) € OXR".
On en déduit que T est un homéomorpisme.
|

Remarques 2.2.16

1. Comme conséquence de ce corollaire, on justifie 'hypothese (2.2.8) qu’on a admise
en définissant ¢ pour tout ¢ € C.(G/ B).

2. On obtient une désintégration de L*(G/B) en |J L*H/HNgBg™,X,.)-
GeHNG/B
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2.2.4 Exemple.

Reprenons l'algébre de Lie g = vect < Z, ...; Zz > de l'exemple proposé dans la
section précédente :

(21, Z4) = Zg (21, Zs) = Zy (22, Z5) = Z7

Considérons aussi les mémes sous-algebres de Lie qu’au paravant :
b = vect < Zy, Zs, Z7 >= Lie(H) et b=wvect<Zs, Z4, Z7 >= Lie(B).

Rappelons que l’étude précédente de cet exemple a permi de décrire 'ensemble des
double-classes de G modulo H et B. On en a déduit que 'ouvert de Zariski de H\G/B
des classes présentées par U = G \ Ga, est homéomorphes & V = R* X R par

¢: R*xR — U={ggelU}.
t= (tl,t2) — H-tlZl.t2Z2 -B

Le but consiste & munir H\G,/ B par une mesure dy(g) = F(t)dt comme l'indique le
théoreme 2.2.10:
— F = F(up) est une fonction rationnelle définie sur V,
ici, elle est méme polynémiale et est donnée par F(t) =13, Vt = (t1,t2) €V,
— pour toute fonction ¢ : H\G /B — C, continue et 3 support compact dans U,

2() = / $(3) (@) = / W(H - 1.21.1,75 - B) |F(tn, )| dtrdta,
H\G/B v

— pour toute fonction ¢ € C,(G/B), on a:

/G/B #l0)49 = /H\G/B ( /H/HquBy‘1 #(hg - B) d“”/‘y (h) ) dv(9)-

Essayons d’adopter gles notations qui nous ont servi dans ce chapitre.
D’abord, puisque 7 * ={1,2,5,6}, (p=4), labase de Malcev de g relative a b est

(Zk-,1 = Zl, Zkz = Zg, st = Z5, Zk4 = Zs)
Le difféomorphisme

R* N G/B
w= (wy,..,ws) +—> Wl .. Wl - B

décrit alors la mesure dg sur G/ B par :

/ QO(g . B)dg = / QO(’(U1Z1.'LU222.'LU3Z5.’W4Z6 . B)d'w s V(,D € CC(G/B) .
G/B R4
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Ensuite, comme pour tout g = ¢(t) = t1Z1.t2Z € U, ( avec t = (t1,t2) €V ),ona:
Eg = (’) N Ad g b = vect < Zy, Zs, Z7 > Nuect < Zs, Zy+ tlzs, L >= RZ7,

alors ¢ est définie pour toute fonction ¢ € C(G/B),en g=H - t, 71457, - B € U, par :
(ﬁ(g) = / (,O(hg . B) d“"r,/t (h) = / Q0(81Z4.82Z5.t1Z1.t2Z2 . B) d81d82.
H/HNgBg~! 9 R2

Un simple calcul donne s1Z4.59Z5.t1Z1.t2Z2 - B = t121.t975.8925.(—t181) Zg - B, donc le
changement de variable (w3, ws) := (2, —t151) transforme 'integrale ci-dessus, en

. 1
<p(g) = /2 (,0(t1Z1.t2Z2.’U)3Z5.’UJ4Z6 . B) l—t—1|dw3dw4
R —
Il s’en suit que

/ () dv(d) =/ H(H - 121437 B)  |F(tst)|dtndts
H\G/B v

dwzdw,
= / (/ SD(t1Z1-t2Z2~w3Z5-w4Z6'B) 3 4) |t1|dt1dts
*xR  JR? |t

= / / QO(t1Z1.t2Z2.U)3Z5.’LU4Z6 . B) d’w3d’lU4 dtldtz
R*xR JR?

= / ¢(g-B) dg .
G/B
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Chapitre 3

Désintégration de la restriction
d’une représentation unitaire et
irréductible sur un groupe de Lie
nilpotent.

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, d’algebre de Lie g
engendrée par sa base de Jordan-Holder Z = (Zy, ..., Zn). Soit H un sous-groupe de Lie
de G et Y = (Y4, ..., Ym) une base de Jordan-Hélder de son algebre de Lie b := Lie(H).
Considérons une forme linéaire [ € g*, et b =: Lie(B) une polarisation de g en l. Soit
= indi X, la représentation unitaire et irréductible de G, induite & partir du caractere
x,: B3>z =expX o e <bX>,

3.1 Désintégration de z'nd(;xllH en irréductibles.

Commencons ce chapitre par rappeler briévement les résultats essentiels du chapitre
précédent, dont le but était de fournir le matériel nécessaire pour résoudre le probléme de
la désintégration de indi Xi|, SW Vensemble des double-classes H\ G, B. On s’engage

alors & respecter les notations et les définitions qui ont été introduites précédemment, et
3 les adopter dans tout ce qui suit.

Rappels.
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1. L’ensemble d’indices introduits dans (2.1.5) :
I(b, b) = {z (S I, Vg € U, Zi ¢ [’) + Adgb +g,—+1} = {’1:1, ..,id},

caractérise H\ G/ B par son ouvert de Zariski non vide U= {g=H-g-B, geU}
qui est, -d’apres le théoréme 2.1.9-, homéomorphe & un ouvert de Zariski de R4 :

(]‘Sri Vv h— ZZ

(t1,...,ta) +— H-¢(t) B (2.1.10)

2. En munissant H\ G,/ B par sa mesure donnée par le théoréme 2.2.10, toute
fonction ¢ € C.(G/B) vérifie (2.2.12) :

/G 5 0(9)dg = /H\G/B ( /H neBes ¢(hg - B) dy, ('ﬁ)) dv(g) .

3.1.1 Une premiére désintégration.

Proposition 3.1.1 Pour tout g € G, notons o(g) la représentation monomiale de H
donnée par o(g) := indigx avec K,=HNgBg™' et g.l= Ad*g(l). On a alors

g.l|h7
Vze g, o(z)~oa(g). (3.1.1)
Souvent, o(g) sera confondue avec o(§) : sa classe d’équivalence dans Uensemble des

représentations unitaires de H.

Démonstration.
Soit z = ygx € §, avec y € H et z € B. Considérons l'isométrie

A:I*(H/HNgBg™,x,,) = Hotg) — Mo = L*(H/HN 2Bz, x,,)
définie pour tout & € L2(H,/HNgBg™,x,,), par A¢: H> h{(hy) €C.
11 est clair que A¢ € L2(H, /HNzBzY,x_,), en effet si h € H et k € HN 2Bz}, alors
At(hk) = &(hky) = £(hy(y'ky))
= X,y ky)é(hy)
= X..(k)AL(R).

De plus, en notant K := K, = HN gBg~! comme dans le paragraphe préliminaire 2,
alors K' .= yKy™! = HNygBg~*y™' = HN 2z 'Bzz~! = K,. Il s’en suit que

1AelE, = [ MAgoPa, G = [ v, B= )
. v: H/HNzBz! — C
> heK o JAERE
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Mais d’aprés le corollaire 2.2.5, on a (2.2.7) : B = p; o qui permet de déduire que

14117, = ﬂ;,e(w)=u[,,?'(¢)=/H/K¢(yhy‘1-K')du,,,t(7i)
d’apres la définition de u; ,, dans (2.2.4)

= -1y2 h — 24 .

/H x | AL (yhy ™) dy, , (B) /H - E@h)Pda, , (B)

= / |€(h)|2d“b/é (h) grace au corollaire 2.2.2
H/

lete, -

On justifie ainsi que A est une isométrie. Enfin, on vérifie aussi que cet opérateur entrelace
les deux représentations considérées, puisque pour tout £ € Hy(g), on a

A(a(9)€)(h) = o(9)&(hy) = £(g7 hy) = A£(g7'R) = a(g)(A&(h)), Vg,h € H.
]

Théoreme 3.1.2 La desmtegmtzon de la restriction d’une représentation unitaire et
irréductible ™ = ind.. =X € G, a un sous-groupe de Lie H de G, se fait sur l’ensemble des
double-classes H\G/ B de la fagon suivante :

gy = / ) o(§)d(9) - (3.1.2)

H\G/B
Démonstration. Définissons 1'opérateur

[*G/B, x,) — L*H\G/B; U L*(H/HNgBg™,x,,))

GEH\G/B

£ — T¢
de la f ivante : V § € H\G/B X9, e L*(H/HngBg',x,,)
e la facon swivante : V g . , h — ¢(hg) 9Bg ", X,.) -

Tout a été fait pour que 7 soit une isometrie, en effet, pour tout £ € L*(G/B, x,), en
définissant ’application ¢, € LMG/B) par ¢, :g-Br—[£ (9)]?, & laquelle on applique
la formule (2.2.12), on obtient :

T, = [ (Lm0 42) 6G)

H\G/B
- [ (f oilhg-B) dh) d1@) = [ o la)da
H\G/B H,/HngBg-1 G/B

= [ leaPds = eI,
G/B
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Enfin, 'isométrie 7 est un entrelacement qui justifie 'équivalence (3.1.2), vu que pour
tout y€ H,on a:

®
T(mae) = ([ o@n@)6)(T9), veer,,
en effet, si § € H\G /B, alorson a :

VheH, T(my@E)@)®) = maw)éhs)
= £y the) =TE@) R
= o(5)®)(TE@) W
- ([ o@an@)o)(Te@) o

H\G/B

Remarque 3.1.3 L’inverse de l'opérateur T s’obtient a Uaide de Uhoméomorphisme T.
En effet,

T-1: L*(H\G/B; U L*H/HngBg'x,)) — L G/B, x.)
GeHNG/B

associe a toute fonction 1 . H\G/B — U L*H/HngBglx,) -
‘ geH\G/B

Uapplication €:=T'n € L¥G/B, x,),

qui est définie en tout point u € U de la fagon suivante :

si @=u-B, on pose alors w:=Dg'(u) € OCRP, et (s,t) =T (w) € R"xV,

I’image de u par € n'est autre que

¢(u) =n(H - t.2;,..taZ;, - B) (1Y}, -5, Y;,)-

3.1.2 La désintégration d’une représentation monomiale en
irréductibles.

L’écriture de m|,, sous la forme donnée par (3.1.2), n’est pas encore sa désintégration
finale, vu que les représentations () de H ne sont pas généralement irréductibles.
Cependent, ce probleme a été déja résolu par Ludwig et Baklouti dans [3]. On rappelle ci-
dessous leurs résultats essentiels & ce propos. Ainsi certaines notations qu’ils ont adoptées
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seront conservées, sauf qu’on traite ici la désintégration d’une représentation monomiale
de H qui est induite & partir d’un caractére sur un sous-groupe fermé de H.

Notations. Dans toute cette section, on désigne par £ un parameétre qu’on suppose
fixé, ( donc ne jouant aucun réle pour I’instant ).
1. On considére une forme linéaire I* € h*, et une sous-algebre de Lie de b, notée £,
qui est subordonnée & I*. On définit sur son groupe K* = exp ¥, le caractere x, :

X, (exp X) = e *> 0 VX e ¥
2. désignons par I';t 'espace affine homéomorphe & R" suivant
Tp:=F+ k) ={feb,<f,Y>=<l,Y> VY et}

’ . . . H ’ s . P .
3. La représentation monomiale ind est notée o ey, et sa désintégration en
KtV (1*,8t),
irréductibles s’écrit :

7
O ) /W p. AX(f),

ol l'espace de désintégration 2, ses éléments f%, sa mesure d)\?, ainsi que les
représentations p o+ € H, seront précisés dans ce qui suit.

3.1.2.1 Orbites saturées et orbites non saturées.

Afin de déterminer ’ensemble d’indices décrivant I’espace de désintégration, on a
besoin de définir la saturation d’une orbite. On verra que cette notion ne dépend que de
la suite d’idéaux

bm-}-l = {0} & . & bj = vect < Yj,...,Ym >G .. & bl = b .
On s’interresse & 1 ’action unipotente de H sur h* donnée par la représentation coadjointe

Hxpy — h*
(h,f) +— h.f = Ad* h (f)

Vu que Y}* est H-invariante par cette action, alors pour toute forme linéaire f € §*, on
rencontre 'une des deux situations suivantes :

() f+RYyCH.f,

(i) f+RYFNH.f={f}.

Définition 3.1.4 Dans la 1°™ situation, on dit que l'orbite de f est saturée dans la
direction de RY; = by . Dans le second cas, H . f est non saturée.
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Remarque 3.1.5 La notion de saturation se définit pour toute action unipotente d’un
groupe de Lie nilpotent N, conneze et simplement conneze, sur un espace vectoriel réel
V de dimension fini. En fizant une direction par un vecteur v € V qui est N-invariant,
tout élément x € V détermine une droite L, = x +Rv et on a l'un des deuz cas précisés
ci-dessus qui détermine la saturation ou la non-saturation de Uorbite N .z dans cette
direction.

Considérons maintenant la base de Malcev de b relative 3 ¥ associée & la base Y =
(Y4, ..., Yy). On rappelle qu'elle est donnée par Y(¥¢) := {Y},...,Y;, } ol les ji sont les
§
indices de T ' = {j € {1,..,m}, Y; ¢ €&+ bj+1}- En plus, elle permet de définir la
suite de sous-algébres de Lie de § suivante :

#ytl.=¢ ¢ .. ¢ ) :=RY;, ®..0RY; @ ¥ ¢ .. & (¥)'=p.

La remarque 2.1.2 permet de considérer pour les j; n’appartenant pas a Ih/ et, donc
Gk € {Gre1 < oo < gm} = {1, .. m} ~ {41, ..., Jr}, des vecteurs Y}, formant une base de
¥ ( ceci en répétant la méme manipulation décrite dans la remarque : c’est & dire quand
Y;, € ¥ + bj,+1, considérer un nouveau vecteur Y de ¥ NYj, + b .41 qui prendra la
place de Y}, , la nouvelle base obtenue est toujours une base de Jordan-Holder de h). En
complétant la suite de sous-algebres de Lie précédente qui passe par €, on obtient celle
assosciée 3 V(1) = (Yi(t) == Y2,..Y; () ==Y} ; Y, (t) =Y}, .. Ypult) := V)

Jr12 700
qui est une nouvelle base de Malcev de h). Notons les sous-algebres de cette suite par

€y .=pt  ={0} G E)"=bt,=<Y >C .. ¢ #)VT?:=bl,& F) =¥
E=bly G @) =b ¢ .G EF=p=<Y,..Y;>¢ . & () =bh=h.

Soit maintenant pour tout k € {1, ...,7+1} et pour tout f € I'z, fi := f'r;* la restriction
k

de f sur hi vue comme une forme linéaire sur cette algebre de Lie, alors la dimension
de son orbite, notée di(f) := dim( H} . fi ), pour I'action coadjointe de H := exp(h}),
n’est autre que le rang de la matrice de la forme bilinéaire alternée associée & I*.

de(f) = dim ( HY. fi ) = rang (((£, 1% (), Yo @) hsism)-

11 est clair que dy41(It) = O puisque ¥ est subordonnée & It, (Y; (t), Y, (t) € € Vi, & > r+1,
et donc toute la matrice est nulle ). On a méme dr41(f) = 0 Vf € Tpe = I* + (£)*.

Enfin, ’argument d’algébre linéaire qu’on a souvent utilisé permet de définir de la méme
facon que précédemment, un ouvert de Zariski W{ non vide de I'x olt toutes les formes
linéaires f ont le méme di(f). ( Il est donc maximal d’apreés le lemme 2.1.5). On pose

dy := ?é%ffd’“(f) =di(f)V f eW;,
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Définition 3.1.6 Les éléments de Wt:= (| W{ sont dits en position générale.
1<k<Lr
Remarques 3.1.7 Soit f € [';z.

1. Les assertions suivantes sont équivalents :
(i) la Ht-orbite de f est saturée par rapport a bt +

(i) bL(fr) S hipy
(#2) dr(f)#0 .

2. On généralise alors cette notion pour k € {1,...,r} par l’équivalence :

la H}-orbite de f est saturée si et seulement si di(f) > di1(f) -

3.1.2.2 Résultat de Baklouti-Ludwig.
Adoptons leurs notations que les auteurs ont utilsé pour établir leur résultat dans [3].

Notations.

1. Notons I* ( resctivement Lt ), 'ensemble d’indices de saturations, ( respectivement
de non-saturation ).

I' = {k € {1, ...,'l"}; di > dk+1} et Lt = {k € {1, ...,’I”}; di = dk+1},
et posons L := {k; < ... < k;}.
2. Ensuite, soit 9U¢ le sous-espace affine de I';: constitué par les formes linéaires

f(to) = lt + Z Oj thj* y 0= (017 '-')O‘i) € Ri.

1<5<i

3. ¢ étant homéomorphe & R, il sera muni de la mesure de Lebesgue :
V ft= f(to) € WV, dX(f*)=do.

4. Adoptons aussi la notation 0% pour 'ouvert de Zariski de 2* décrit dans [3] & la
page 168, ”sur lequel tous les objets suivants seront bien définis”. Pour toute forme
lindaire f* € 9%, nous considérons

* une polarisation b(ft) de  en f?,

* une base de Malcev X(f*) = (X4(f*), ..., XL(f?)) de b relative & b(f?),

* une base de Malcev 9(f*) = (YE(f*), ..., YE(f?)) de b(f*) relative & ¥ N b(f?),
* et enfin une base de Malcev U(ft) = (Ui(f*), ..., Us(f*)) de ¥ relative & €Nb(f*).
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Dans ces définitions, les entiers a, c et b ne dépendent pas de f* € B§. En outre tous
les vecteurs X¥(f%), Y(f*) et Uj(f*) varient de fagon rationnelle et C* avec ft=
£ty € 5, ils seront notés respectivement dans cet ordre X,(t,0),Y;(t,0) et Uj(t, 0)
ot le parametre o décrit Pouvert de Zariski de R? noté O* := {0 € R?, fioy € 04}
qui est homéomorphe & U}, En particulier les dénominateurs de ces expressions
ne s’annulent pas sur @¢. Baklouti et Ludwig ont bien détaillé dans leur article [3]
le processus de construction de tous ces objets, qui se fait par récurrence. Nous
allons seulement énoncer leur théoréme 3.3 juste apres la définition suivante :

Définition 3.1.8 Pour ft € B, désignons par

— b(f*?) la polarisation ci-dessus, et
B(f*) :=exp (b(f*))
son groupe de Lie,

- la mesure
dil := d"b(f*)/a(ft)nef (@)
qui est B(f?)-invariante sur B(ft),/B(ft) N K* et qu’on obtient grice a YP(f*).

Alors on définit l'intégrale

Toroxb(h) == / £(hu)x,, (u)di (3.1.3)
B(ft)/B(ft)nK*

qui eziste pour toute fonction de Schwartz £ dans S(H,/K*,x,) et h dans H. Ceci est
Justifié dans [6] ou Corwin et Greenleaf prouvent que

TB(ft),K‘: S(H/Kt,X,t) — S(H/B(ft)’xft)
I3 — TB(ft),th

est une application linéaire, continue et surjective.

Théoréme 3.1.9 (Baklouti-Ludwig). La désintégration de la représentation monomiale
Oy = indZtX,t en wrréductibles est donnée par

@D
ey /m 0 DY), (3.1.4)
0
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ot Uespace de désintégration 0% est l'ouvert de Zariski précisé ci-dessus, qui permet le
choiz continu de polarisations b(f*) de b en f* € V. )
(On rappelle aussi que dAt est la mesure de Lebesgue sur B et p o= indg(ft)x < €H ).

De plus, Uopérateur
Ut: LXH/K' x,) — L*(D5; U Lz(H/B(ft),Xft))
Fremy (3.1.5)
I3 — Utf

qu’on défini au début sur S(H, /K%, x,) par :

UHE)(f*) := T k&,

( cette expression était précisée dans (3.1.3) pour tout £ € S(H,/K',x,,) et e Py,
cet opérateur se prolonge en un opérateur linéaire et isométrique sur L*(H /K, Xpe) QW
entrelace les deuz termes de I’équivalence (3.1.4).

Démonstration.
Voir le théoréme 3.3 dans [3].
[ |
Remarques 3.1.10
1. De maniére plus explicite, le résultat précédent se résume en
@ ’
o1t ¢t ~ / pft do , (314)
O‘QR"’ (o)

et que ces deur représentations sont entrelacées par

Ut LH/K, x) — (0 U INH/B(fy)x, )  (3.15)

ocOt
ot pour tout £ € S(H/K* x,), eto€ O ona: VheH,
CEOF) = Tauyae® = [ E(hu)x,, (u)di
B(f2,)/ BT, NK"

= /c §(h(y1Y1(t, 0)...ycYe(t, 0)))X,t (n1Y1(t,0)...y.Ye(2, 0))dy

avec une variation rationnelle (C*) des vecteurs Y;(t,0) par rapport a o € O°.
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2. Ajoutons que dans [3], il a été prouvé que Uinverse de U* noté V* est l'opérateur

Vt L2( Ot; U Lz(H/B(f(to)))Xffo))) - Lz(H/Kt7 Xp‘,)

o€t

tel que limage V*i(n) d’un vecteur n
O 5 0 — n(o) € L*(H/B(f{y): X, )
&)

est donné par la formule suivante :

V® = [ s n@)®) do

= / /77(0)(h(U1U1(t,0)-.-UbUb(t,o)))xf(t,o)(ulUl(t,o)...ubUb(t,o))du do.
ot JRb
(3.1.6)

3.1.3 La désintégration finale.

Une autre fagon d’énoncer le théoréme 3.1.2 est la suivante :

Théoréme 3.1.2" La restriction de 7 = indi X, € é, au sous-groupe H se désintégre en

® e !
_— / o (3:() | F(t)ldt , (3.1.2)
VCRd
olt on pose o (¢(t)) = indzw) X, =: Oy pour tout tE€V,

( avec ¢(t) =t1Z;..taZ;; €U et Kypy = HN(t)Bo(t)~' =: K* dont l'algebre de
Lie ¥ := Log K* est subordonnée & la forme linéaire I* := Ad*¢(t)(1);, € b*).

L’opérateur 7 qu’on a proposé dans la preuve de ce théoreme s’écrit alors

T: L¥G/B, x) — L*(v; U L*H/K'x,) )
tey
¢ — TE @ Vot— g T o € L*(H/K' x,)

h o~ £(he(t))

Ensuite, il suffit de combiner ce résultat avec le précédent pour obtenir la désintégration
de 7, en irréductibles, qui est

Ty /69 ( /@ pffo)do) |F(t)]dt .

v ot
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On obtient comme opérateur d’entrelacement

&: NG/Bx) — (ViU UM, ))

¢ — B¢ : t — GE(1)

avec  B¢(t) = U(TE®R) : OF 5 o B¢(t,0) € prf) = L2(H/B(f(’o)),xf{°))

dont la valeure en un point A € H, devient grice & la premiére remarque 3.1.10 :

& (t,0)(w) = |

¢ (h (urYi(t, 0)..uYe(t, 0)) (81 Z:, ...tdZ,-d)) X, (1Y (2, 0)..-ucYo(t, 0)) du.

c

Remarque 3.1.11 En fait, dans la formule ci-dessus, on a supposé que la codimension
c de ¥ Nb(f,) dans b(f(,) est la méme pour tout t €V et o € Ot. Ceci est tout a fait
légitime comme on l’a souvent justifié par le lemme 2.1.5. On peut méme aller plus loin
et considérer au lieu de Uouvert {(v,0),v € V,0 € O} de R?x R!, un ouvert 20 de R4+
vérifiant ”la propriété de lissité” qu’on explique et qu’on justifie dans le rappel suivant.

Rappel. 1l est utile de rappeller quelques détails techniques dans la construction des
vecteurs X1(f(,), Y} (f},) et U}(ff,)) introduits précédemment comme dans [3]. Dans leur
article, les auteurs utilisent un raisonnement par récurrence sur s € {0, ..., dim(h)} et
effectuent des remplacements du type

(Figs (St (Fly), Tha (7))
T e (i), Tt (72D

pour certains vecteurs des bases coexponentielles considérées. Pour ¢ fixé dans V), la
variation rationnelle par rapport & o € R* des vecteurs

S;(f(to))z‘gj(tao)a (S; = X;a },Jt ou U;)

S:+1 (ffo)) ~ S:-i-l(f(to)) - < W:+1(f(to))

était alors une conséquence immédiate de cette construction qui fait de ces vecteurs des
fonctions rationnelles et C*® sur O!. Le méme argument reste valable pour généraliser
cette propriété sur un ouvert de Zariski 20 non vide de R4+ de sorte que si on note un
élément quelconque w de 20 comme

w = (W1, ..., Wayi) = (¢ := (w1, ..., wa) , 0:= (Way1, -, W) ) € R? x RY,
alors on obtient que t € V et que les fonctions S;, (S; = X;, Y; ou U;),
S;: WCRH —s b
w=(60) — 5,0 = Si(fL)
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sont des fonctions rationnelles bien définies sur 20.

La conclusion de I'étude de la désintégration de 7|, en irréductibles, se résume dans
le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.12 Considérons la représentation unitaire et irréductible = = indix,
de G associée a la forme linéaire | € g*. La désintégration en représentations unitaires
et irréductibles de sa restriction au sous-groupe fermé H, s’obtient de la facon suivante.

— On prend nos bases de Jordan-Hoélder Z et Y respectivement de g et b de telle sorte
que Y soit formée par des vecteurs de Z.

— On détermine l'ensemble d’indices Z(h,b) =: {41, ...,%4} et Uouvert de Zariki V de
Re caractérisant ’ensemble des double-classes H\G /B par le théoréme 2.1.9.

— On munit H\G /B de la mesure
dv(9) = |Fim,m)(t)| dt

qu’on a précisée dans le théoréme 2.2.10.

— Pour tout t € V, on a une sous-algébre de Lie de by, notée & = h N Adg(t)b, qui
est subordonnée d la forme linéaire I* = Ad*¢(t)(I), € b*.
En cherchant les indices de non-saturation pour les orbites des formes linéaires qui
sont en position générale dans T = It + (€)", on obtient un ensemble d’indices
Lt={k1<...<k,'} =L,
qui est le méme pour presque tout t € V, ( dans un ouvert de Zariski de V).
Il permet alors de définir sur by les formes linéaires décrites dans la section 3.1.2.

f(t, O) = f(to) =1 + Z 0j YI:j* y 0= (01, ~--a0i) € R’

1<5<i
On construit ensuite, -grace a [J], un ouvert 20 de R¥** dans lequel on a
* un choiz continu
C: 2 > (t,0)— b(f(t,o)) ch,
de polarisations b(f(t,0)) de b en f(t,0) € h*,
* la propriété de lissité est vérifiée pour les fonctions
X;, Y5, Uj : 2 > (t,0)— X;(t,0), Yj(t,0), Uj(t,0) € b,

qui forment des vecteurs respectifs pour
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. une base de Malcev x(ft,0) = (Xu(t,0),..., Xa(t,0))
de b relative a b(f(t, 0)),

. une base de Malcev ‘L_’)(f(t,o)) = (Yi(¢,0), ..., Ye(t, 0))
de b(f(t,0)) relative ¢ ¥ Nb(f(,0)),
« une base de Malcev U(f(2, 0) = (Ul(t, 0), ..., Up(t, o))
de ¥ relative & ¥ N b(f(t,0)).
— On note maintenant pour tout w = (t,0) € 20, la représentation unilaire et
irréductible de H,
plw) = Py = 2'ndj:(f(t,o»Xf(t,o) € A
Alors, on a
@
@ Ty /QU p(w) dw , (3.1.7)

ot la mesure dw sur 20 C R4+ est donnée pour w = (t,0) € R? x R* par le produit
dw = |F(t)|dt do ,

F=Fup , dt et do sont les mesures de Lebesque respectivement sur R? et R:.

@ L’équivalence (3.1.7) est mise en évidence par Dentrelacement isométrigue suivant

&: I2G/B, x) — (25 [ My, dw)
¢ — 6¢ 1 w — B¢(w)
ou pour tout w = (t,0) € 25, H _Gﬁ(“’_), C € How) = LZ(H/B(f(t, 0))’ Xf(t,o))

h — 6&&(w)(h)

est donné par

&¢ (t, o) (h) = /Rc f(h (u1Y1 (t, 0)...ucYe(t, o)) (t1Z;, ...tdZ,-d)> X,z (ulYl(t, 0)...ucYe(t, o))du.

® Linverse de cet opérateur d’entrelacement est

& 17(W; [ My, dw) — L*G/B x)
n —  67(n)

qui G POUT ETPTESSION
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&) =T(¢(m), o

o [lopérateur T est donné dans la remarque 3.1.3 ,
e pour tout n € L2( 2 ; fi H, .,y dw ), Uopérateur
¢)e L*(HNG/B; |J ILH/HNgBgx,))
GcH\G/B
est défini en tout point §= ¢.(t) €U,(t €V), par:
C(m(t) = ¢(m)(g) = V&) € L*H/K'X,)
H

—

C
h — (@)
avec « V' est Uinverse de Ut dont l'expression est donnée par la formule (3.1.6),

et . ouondéfinit & € L*(O; U L*(H/B(f) X, ) ) sur Uouvert
)

0€0?
de Zariski non vide O = { 0€R: (t,0) €W } de R, par
ff, : O 3 o — n(t,0) € L*(H/B(f(t, 0)),xm,o)).
Donc ((n)(t) est la fonction de L*(H/K* x,) suivante :

Cn)(t) : h—s /o N /R (nt, 0))((ali 8,0 wTi(t,)))

X 1(t0) (urUs(2, 0).. usUa(2, 0)) du ] do.

Démonstration.
La seule partie qui n’a pas été prouvée encore est.le point @) concernant I'inverse
de 'opérateur &. Sa preuve découle immédiatement de la deuxiéme remarque 3.1.10
et du théoréme 3.4 de [3].
|

3.2 Désintégration du produit tensoriel.

Dans cette partie, on va donner une solution au probléeme de la désintégration du
produit tensoriel T, ® 7, de deux représentations unitaires et irréductibles de G. Il s’agit
donc d’une application directe du résultat précédent puisqu'’il suffit de considérer
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G=GxG

qui est un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe ayant
G:=gxg
comme algebre de Lie,

e la représentation unitaire et irréductible
II:=m X 7y
de G, dont I’espace est le produit tensoriel (voir [22]) de ceux de m; et w5 :
Hi = Huy Mo,

7 @ Ty est alors équivalente & la restriction de II au sous-groupe fermé de G, noté H,
formé par ses éléments diagonaux.

m@m I, ot A={(g,9),9€G}=1H

Grace au théoreme 3.1.12, on sait désintégrer cette restriction en des représentations
unitaires et irréductibles du groupe H qui s’identifie avec G.

3.2.1 Application de I’algorithme de désintégration.

Réalisons nos représentations m; et mo de G par
e A
M5 = T(l;,6;) = zndBj le € G,
ou pour 7 = 1,2,
— b; est une polarisation de g en [; € g*,
— X,, est le caractére sur B; = exp(b;) défini par

X, (exp X) = <5, VX €b;.
Notons ! := (l,1) la forme linéaire sur G =g X g qu’on définit par

l=(l,): gxg — R e G~
Z:=(X)Y) — <lLZ>=<},X>+<l,Y>

74



Alors II est la représentation unitaire et irréductible de @, induite & partir du caractere
X, (exp Z) = <> VZ = (X,Y) € by x by,
du sous-groupe B := B; x By = exp(b; X bs) , & G:

N GXxG ~
II=m XMy =1n B8y X(11.12) e G.

En fait, son espace L?(G x G/By X Ba, X, ,,,) M'est autre que

}(G,/B,x) = [AG/Bi,x,) & LG/ Ba,x,,)-

3.2.1.1 Notations et choix de la base pour G.

Partant de la base de Jordan-Holder Z = (Zy, ..., Z,) de g, on se propose de définir
une "bonne” base de Jordan-Hélder (Zy, ..., Z5,) de G dans le sens qu’elle permet de

— construire une base de Jordan-Holder

(Y1,...Y,) pour A, :={(Z,2),Z € g} = Lie(IH)

formée par des vecteurs de la base de G,

— déterminer facilement les indices (A4, b; X by) pour I'ensemble des double-classes

HN\G. /B en fonctions de Z"/** et T"/*.

Un choix qui convient trés bien est donnée par

7, — { (Z;,Z;) si i=2j—1 est impair, G e{l,..n).

(Zj,—Z;) si i=2j est pair

La base de A, est alors donnée par les Y :=(Z;,Z;) = Zigj_1, j=1,...,n.
Notons enfin que la suite d’idéaux de G qu’on obtient de cette base est

Gont1={0} & ... & Gajy1 = vect < Zjsr, -y Zyr, >= gj+1 X Gi+1

g g2j = vect < Zgj, Z2j+1, ceny Zgn >=gi+1 X Bj+1 ) R(Zj, —Zj)
& g2j_.1 =g@; X g; & o G G, = vect < Z]_, ceey ZZn >=G.
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3.2.1.2 L’ensemble des double-classes.
S/a
Vaque I°° = {ie{1,..2n}, Z; ¢ Ag+Gin} = {2, 5 =1, N},
S/ag I[g/b1><52

alors 1e€l=1 N
et vérifiant

si et seulement si 4 est pair (i = 25 avec j € {1,...,n}),

Z; = (Z;,~Z;) ¢ by X by + Giy1.
Mais by x by + Gipq = (b1 + gjr1) X (b2 +gj41), et donc [ = {2j, j€ T/ yr™ }
Proposition 3.2.1
]I(Ag, bl X bz) = {2], j € I(bl, bz)} (321)

Démonstration.

Tout d’abord, gardons la notation U pour louvert de Zariski non vide de G' ou
Pensemble d’indices Z(b;, by) caractérisant I’ensemble des double-classes By \G,/ B, est
donné par la formule (2.1.5)

I(by,bo) ={G €T NI, Vg €U, Z; ¢ by + Adgb, + gj11}-

11 s’en suit que ’ensemble définit par
U= {(91,92) €G, gi'g: € Ll}

est un ouvert de Zariski non vide de G. C’est lui qui nous permettra de définir I'en-
semble d’indices [(Ag, by x by) caractérisant HN\.G B par la formule analogue & (2.1.5)
suivante :

]I(Am by X by) = {z el, V(g1,9) € U, Z; ¢ Ay + Ad(g1,92) (b1 x bg) + gi+1}~

e Commencons par prouver I'inclusion ” 2 ” pour I'égalité (3.2.1).

Soit donc j € Z(by, b) et posons i := 2j qui appartient déja a I puisqu’on sait que
I(b,6,) CT=T""nT"* etque I={2j, jeT’™uI’™"}.
11 suffit alors de montrer que V(g1 g2) € U,
Z,=(Z;,—-Z;) ¢ Ag+Ad gy (b)) x Adgs (b2) + gjt1 X 8i41,  (32.2)

ce qu’on prouve par absurde. Supposons qu’il existe une couple (g1,9;) € U pour
lequel (3.2.2) est fausse. Ecrivons donc

(Z;,-2;) = (V\Y) + (Ad g (X1), Adgs (X2) ) + (U,V)
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pour certains vecteurs Y, Xy, Xo, U et V respecivement dans g, by, by et gjt1.
La soustraction des deux égalités du systeme obtenu

—Zj = Y+Adg2 (X2)+V

X -X. -V
permet de tirer que Z; = Ad g (-?1) + Ad g5 ( 5 %)+ v -
1l est clair qu’en appliquant Ad g;' et en regardant modulo g;,1, la derniére égalité
donne
X _ —X.
Z; = 71 + Ad (97" 9) ('—2—2) mod [g;1]
€ by + Adg(by) mod [g;+1]

ot g:=g;'g, € U ( par définition de U). Ceci contredit le fait que j € Z(by, bs).

e Pour l'autre inclusion : [(Ag, by x by) € {24, j € Z(by, bs)} , partons d’un indice

i du premier ensemble, il est donc pair (i =: 2j) , car on sait d’apres ce qui précede
que [(Ag,brxby) ¢ I ¢ {25, jeT"™uI”™}.

Utilsons de nouveau un raisonnement par absurde. La formule (3.2.2) qui sera
contredite provient de la définition méme de I(Ay, by x by). En effet, il existe un

ouvert de Zariski non vide U' de Gotiona
Y(g1,9) €U, (Z;,—Z;) ¢ Dg+Ad gy (b1) x Ad g2 (bg) + gj41 X Gj1-

1%r¢ étape. Elle consiste & prouver tout d’abord que j € T = vAAcH eV e

Supposons que ce n’est pas le cas, par exemple que j ¢ T"* Soit donc X, € by
qui vérifie Z; — X2 € gj1, et alors pour tout g € G,

Adg(Z;) = Adg(X2)  mod [gjn]
= Zj mod [g;41]

Ainsi, on peut définir pour tout g € G, un vecteur U, € g;41 de sorte que
Z; = Adg (X2) +U;,.
On peut maintenant tirer la contradiction en écrivant pour tout (g1, g2) € UI,
(Z;,—Z;) = (2;,Z;) + (0,Ad g (—2X5)) + (0,—2Uy,).

gtme &tape. Vu que j € Z ( d’aprés 'étape 1), on a alors
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j¢I(b1,bz) <~ Z; € by + Adgby +g;+1, Vg € U,
c’est ce qu’on suppose.
Soit (g1,92) un élément de l'ouvert de Zariski non vide de G qu'on définit par
:=U NU. Ainsi g := g;*g2 € U, on lui considére alors des vecteurs X3, X; et
U respectivement dans by, by et g1 tels que Z; = X3 + Adg(Xz) + U.
Dot Ad g, (Z;) = Ad g1 (X1) + Ad g2 (X2) mod [gj11] et Z; s'écrit alors
Zj = Ad g1 (Xl) + Ad g2 (Xz) +V avecV € gi+1-

Posons enfin Y := —Ad g1 (X1) + Ad g2 (X3) , on vérifie facilement que

(Zj, —-Zj) = (Y; Y) + ( Ad g1 (2X1) y Ad gz (—2X2) ) + (V; —V)
€ Ay + Adg (b1) x Ad g (b2) + gj+1 X g1

ce qui est impossible & cause de (3.2.2) puisque (g1, 92) € U', et alors j € Z(by, bs).
[ |

Notations.
1. Notons I(bl, 62) = {jl <..< ]d} et H(Ag,bl X bg) = {il, ...,id} y (Zk = 2Jk)
L’application qui lui correspond comme dans (2.1.6) est

R4 — G=Gx@G
(tl, ...,td) — tlzil...tdzid = (tlzju —tlel)...(tded, —tded)

Par suite, I'ouvert de Zariski de R? homéomorphe & celui de HNG, B qu’on
obtient du théoréme 2.1.9 est {t € R?, ¢(t)"1p(—t) € U}, ot (t) = t1Z;,...taZ;,
pour tout t = (t1,...,t5) € R%. Son intersection avec {t € R?, ¢(t) € U}, notée V,
est un ouvert de Zariski de R valable & la, fois pour HNG /B et pour B;\G,/ B,.

2. Désignons par F' la fonction rationnelle définie sur V qui munit HNG,/B de sa
mesure décrite dans le théoreme 2.2.10.

3. Soit pour t € V, la forme linéaire sur G, notée (If,1;*) et définie par :
(B34 : gxg 3 (X,Y) —< Ad* ¢(t) (1), X >+ < Ad* ¢(—t) (I),Y > € R
Sa restriction sur A, s’identifie alors avec I* := Ad* ¢(t) (I,)+Ad* ¢(—t) (I2) € g*.
4. Sit €V, on pose
bt x b5t := Ad ¢(t) (b1) x Ad ¢(—1t) (bg) =: Lie(Bt x B;*)

qui est une polarisation de G en (I, 1;*), et on note € x ¢ son intersection avec A;.
C’est clair que ¥ est la sous-algebre de Lie de g obtenue par I'intersection

Ad ¢(t) (b1) N Ad ¢(—t) (by) =¥ .
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Donc les représentations de H,
o(t) = U(H' (91,92) -IB) oi teV, H-(g,9) - B=H-(¢),¢(-t)) - B

qui apparaissent dans la premiére désintégration (3.1.2) comme on 1’a énoncé dans
le théoréme 3.1.2, s'identifient aux représentations de G, -qu’on a notées o gt)-,
et qui sont iduites & partir du caractére x,, de K* = exp(¥). Ceci permet d’énoncer
un premier théoréme pour la désintégration du produit tensoriel m; ® .

Théoréme 3.2.2
)

@ ~ / o(3) dv(3)
Bi1\NG/ By

577
=~ / O (it gt) |F(t)|dt,
1%

\ . G
oU Oqtery = 'det Xt

Démonstration.
On applique le théoréme 3.1.2 4 la représentation II du groupe @, restreinte au

sous-groupe H. L’étude ci-dessus donne immédiatement le résultat.
]

Remarque 3.2.3 Les formes linéaires I' = Ad* ¢(t) (L) + Ad* ¢(—t) (l2) associées
auz représentations a(d),(t)),t € V, appartiennent ¢ G .1y + G . ly. Ceci nous rassure
puisque dans [11], Kirillov prouve que les représentations o € G qui apparaissent dans la

désintégration du produit tensoriel m ® my correspondent auz orbites qui sont contenues
dans la somme des orbites Q) + Qa, 0t Q; :=QT;) =G .l;, j=1,2.

3.2.1.3 Les indices de non-saturation.

Rappelons que pour presque tous les ¢ € R%, on a la méme base coexponentielle
Z(&) := (Z;,, ..., Z;,) ol les ji sont les indices de " = {e{l,...n}, Z; ¢ €+gjn}.
Il est donc justifié de supposer la constance de cette base de Malcev de g relative a
toutes les sous-algebres ¥ pour ¢ dans V. On note comme avant {(¢°)*}, . . la suite
décroissante de sous-algébres de Lie de g qui en résulte T

) =¢ ¢ .. ¢ )V :=RZ,0..0RZ;, @ ¥ ¢ .. & )l =g.

On cherche ensuite ’ensemble des indices de non-saturation. Il est aussi indépendant de
teVetdonnépar L={ke{l,..r} d= di1} ={k <. < k:}. Malheureusement,
on peut pas avoir plus de précisions quant & ces indices qui dépendent des choix de
polarisations. On recommande 1'exemple suivant pour souligner cette dépendence.
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3.2.1.4 Exemple.

Soit g I'algébre de Lie engendrée par < Zi, ..., Z7 >, avec les seuls crochets non nuls

[Zla Z3] = Z7 [Z2) Z3] = Z5 [Z27 Zﬁ] = Z7
[Z3, Z4) = —Zg [Z4, Z5) = Z7

11 est clair que la base Z formée par ces vecteurs dans cet ordre, est une base de Jordan-
Holder de g = Lze(G) De plus, il est évident que le centre de g est 3 = RZ7 et que toute
forme linéaire f € g*, non nulle sur 3, a pour orbite G . f = Ad*(G)f = f + 3t
Considérons une forme linéaire I € g* ne s’annulant pas sur les vecteurs Zz, Zﬁ, ni Zs.

7
— * *
l= E a,-Zi, as, O, 07 € R*.
i=1

Son stabilisateur est alors réduit & 3 : g(l) = RZ;. Cependant, il y’a plusieurs po-
larisations de g en I, on en choisit by, by, b3 et by données ci-dessous, et on note les
représentations m; := zndB X,, 1=1,2,3,4, qu'on distingue de leur classe d’équivalence

dans I’ensemble des représentations unitaires et irréductibles notée m, € G.

bl = vect < Z7, Zs, Z5, Z3 >, b, := vect < Z7, Z4, Zz, 21 >, by := vect < Z7, Zs, Z4, Z1 >
et

b3 = vect < Z7, Z6+a6Z5+a5a623+a6Z2+(1+aLs)Zl, Z5+(X5Z3+Z2+£—6'Z1, Z4+OtaZ3 >.

1. Désintégration de m; & m,.

Vu que b; + by = g, alors Z(b;,b2) = @ et B;\ G/ By est trivial. Cette condition qui
sera examinée dans la suite est évidemment nécessaire pour 'irréductibilité du produit
tensoriel. Par contre, elle est insuffisante comme on le verra sur cet exemple.

Ainsi, d’aprés le théoréme précédent, on a

. G
T Q@M 2 oqeey, t= 0, oatey = anBlnBzle.

La base de Malcev Z(8) := (Z;, = Z1,..., Zj, = Zg) de g relative & € = by N by = RZy,
donne la suite

Fl=t=g, C .. ¢ *:=RZ, ®..0RZ;, ®RZ;=g: & .. & ¥ =39,

et en calculant, -pour une forme linéaire f € I'y = 21 + ¢+ = 20727 + RZ5 @ ... DRZ]-
tous les stabilisateurs ¥ (f| ) = ge(fi) = {X € g, < f,[X, 0] >= {0}} k=1,. 6
on détermine ’ensemble des indices de non-saturation qui est
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L={ke{1,..,6}, gx(fx) £ gk+1 V f € Ty en position générale }.
La calcul donne pour f = 2072} + Zf=1 BiZf € Ty, (ouf;eR,i=1,..,6), que

g6(fe) = e ¢ g7 = 6¢€lL,
os(fs) = g ¢ g¢ = bHel,
94(f1) = 86 C g5 = 4¢1L,
gs(fs) = vect < Zr,Zg,Z3—£2Zs> ¢ 9o = 3€l,
0o(fa) = vect<Zp,Zs— {2 Zs+2 7> C g3 = 2¢1L,
o(f) = o C g = 1¢1L.

On en déduit que L = {k; = 3,k, = 5,k3 = 6} et que I'espace de désintégration U est
I’ensemble des formes linéaires

f(o) =2+ Z 05 ij* y 0= (01702703) e R®
k€L

qui sont sur la méme orbite G.2l = Ty = 2l+3+ = Q(w,). ,
Enfin, la formule (3.1.4) donnée par le théoréme de (Baklouti-Ludwig). donne

2%
oy / b, N(f)
Dif

®
~ do
/]R3 Pra
onp, =indé, \x, =m, €l
i) B(f(0)) Vi) 2L : )
Utilsons en seconde étape les deux autres représententes de la classe de &, pour vérifier
qu’on a toujours 7, ® T, ~ [ ,, do.

2. Désintégration de 73 ® 4.

Du fait que

~ I7* = {4,5,6},7"" = {2,3,5} et donc T = {5}

- 75 ¢ b3+Adg (b4)+ge = b3 + by = vect < Z7,Z6,Z5+Z2,Z4,Z3,Zl > Vg € G
découle que Z(bs, by) = {5}. Remarquons qu’on rencontre ici un cas particulier qu'on
a déja discuté, c’est que by est un idéal de g, et donc ’ensemble des double-classes
B3\ G/ By n’est autre que B3 B4\ G qui est homéormorphe ( méme difféomorphe ) & R,
et ¢r(t) = B3 . tZ5 . B4 vVt € R.

Ensuite, il faut calculer la fonction rationnelle ' € R(X;, ..., X;) qui donne la mesure
sur H\ G_/IB. Malheureusement, bienque cet ensemble de double-classes est caractérisé
par les mémes indices, le méme ouvert de Zariski V de R¢, ils n’ont pas la méme fonction
qui définit leurs mesures. C’est ce qu’on peut mettre en évidence apres le calcul suivant.
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e Pour déterminer F' qui donne la mesure sur B3\ G, B, "remarquons” que
— b3 N Ad g (by) = b3 Nby, = vect < Zy,Zg + alle >, il s’en suit que la base
coexponentielle déterminant B;,/B; N B, est donnée par (Y;,,Y;,) ol
le = Z4 + 0623 et sz = Z6 + aG(Z5 + a5Z3 + Zg) + (]. + &%)Zl.
— pour tout t € R et tout couple (s;,s2) € R? on a
31}/31.82Yj2.tz5 . B4 = 32a6Z2.31a6Z3.(t + Ss0 — f%%gﬂ)Zs . B4 .
— enfin, par un simple changement de variable, on justifie 'égalité

s202as 9
/ ( / <p(32a6Z2.31a6Z3.(t+ Sollg — 2 )Z5 . B4) d81d82 )oz6 dt =
R R?

/ (,0(11)2Z2.103Z3.’U)5Zs . B4) dw = / cp(g . B4) dg y
R3 G,/ By

pour toute fonction ¢ € C.(G/ By).

Or, le premier membre de cette égalité n’est autre que

/(/ cp(lejl.szlsz.tZ5-B4)dsld.92)a§dt=/(/ ¢(hexp(tZs)- By)dh)|F(t)|dt
R JR2 R JB3/B3NBy

ol on pose F la fonction rationnelle sur R qui vaut la constante a2. Compte tenu
du dernier membre de cette égalité, on en déduit que c’est F' = F{g, p,) la fonction
qui définit la mesure sur B3\ G, B,.

e Pour déterminer maintenant [F, il faut écrire I’égalité suivante, qui se justifie par la
résolution d’un systéme provenant du passage des coordonnées de seconde espece
a celle de premiere espece.

Pour tout (s, 3, S4, S5, 96,t) € R®, on a

82Z2.83Z3.34Z4.S5Z5.8626.tZ5 . B3 = 'w4Z4.w5Z5.'w6Z6 . B3
32Z2.S3Z3.84Z4.85Z5.86Z6.(—tZ5) . B4 = UQZ2.U3Z3.tIZ5 . B4
(u2)u3)t,) = (82, 83, S5 _t)
Wy = S4 — 83-9205 —‘:sa
avec ws _ S5+t — S+ fg;—s (3.2.3)
2 2
We = 8¢ — S384 + % + (s;:; - iza%i

On se sert de ces égalités pour effectuer un changement de variables dans I'intégration
d’une fonction ® € C, (G/ IB) :

/s q)( (82Z2.33Z3.S4Z4.S5Z5.86Z5.tz5, 82Z2.S3Z3.S4Z4.S5Z5.SGZG.(—tZ5)) . (B3 X B4))
R
(d82...d86) dt
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qui n’est autre que
/H\G B [ Aﬂ HAB q’( (h, B) (exp(tZs), exp(—tZs)) -IB) d(h, h) |dy(H - t(Zs, - Z5) - B)

D’autre part, vu que la bijection (s, 83, 84, S5, S6,1) — (wa, ws, We, Uz, u3,t ) est un
difféomorphisme de R® dont le Jacobien est 1, alors en effectuant le changement de
varibale décrit par la formule (3.2.3) cette intégrale devient

/ (I)( (11)4Z4.’lU5Z5.’U)626,UgZz.U3Z3.tIZ5) . (B3 X B4)) d’l.l)4 d’ll)5 d’U)5 dU2 d’LL3 dt/
RS

qui vaut

/ 2((9,9) -B) dg,9),
G,/B

ce qui prouve que IF est la constante 1.

Passons enfin au résultat donné par le théoréme 3.2.2 qui se traduit par
®
T3 Q Ty / ot e) |F(t)|dt , avec
R
o@te) = indf{txlt, oll on pose I' = Ad*exp(tZs)(l) + Ad*exp(—tZs)(I) = 2I, et

Lze(Kt) =f = Adexp(tZ5)(bg) N Ad exp(—tZ5)(b4) = b3 N b4 = vect < Z7, Zﬁ + aLle >.
Donc, si on note o = indixm avec K = B3N By, alors

@
T3 @ Ty =~ / odt.
R
Enfin, on cherche les indices de non-saturations, on obtient que L = {k; = 5,k; = 6} et

on en déduit que
®
o~ / T, do .
2

Finalement, on retouve la premiére expression de la désintégration de m, @ =, :

® ® ®
7r3®7r4'z/ adtz/ (/ T, do) dt ~m @, .

R R 2

83



3.2.2 Critere d’irréductibilité du produit tensoriel.

Il est évident que I'étude faite dans cette section permet de tirer qu’une condition
nécessaire et suffisante pour que m, ® m, soit irréductible est qu’il existe deux pola-
risations b; et by de g, respectivement en I; et Iy, qui satisfont aux deux propriétés

suivantes :
by Nby  est une polarisation degen l; + 1, ° -

Proposition 3.2.4 Une condition nécessaire et suffisante pour avoir Z(by,bs) = @
est que by + Adgb, = g pour tout g dans un ouvert de Zariski non vide de G.

Démonstration.
La condition est suffisante par définition de Z(b;, bs).
Elle est aussi nécessaire. En effet, supposons que dans I’ouvert de Zariski non vide de
G donné par Ums, = {9 € G, dim(b; + Adgb,) est maximale}, cette dimension est
strictement inférieure a4 n, on la note dpe; < n. On définit de méme les ouverts de
Zariski (Llj)lstn non vides de G par UY; := {g € G, dim(b; + Adgb,+g;) est maximale}
et (d;), <j<n les dimesions correspondantes. Il est clair que d; =n > ... > ... > d,, = dnaz-
Soit 7 I'indice maximal vérifiant d; = n, donc 7 < n et d;;; < n. Il s’en suit que pour tout
g dans I'ouvert de Zariski non vide U;NU;,1, on a by + Adgbs+g;+1 & g = b1+ Adgbs+g;
et par suite Z; ¢ by + Adgby + giy1, V9 € U; NUiq, ce qui implique que i € Z(by, by) et
cet ensemble ne serait pas alors vide.
|

Corollaire 3.2.5
I(bl,bz)=0 <~ b1+bz=g.

Démonstration. Il suffit de justifier que la condition b; + Adgb, = g est vérifiée pour
tout g dans un ouvert de Zariski ¢/ non vide de G, si et seulement si elle est vraie
dans G tout entier. On obtiendrait alors la premiére implication grace & la proposition
précédente, (g := e). Ensuite, pour 'autre sens, on se "déplace” sur 'orbite coadjointe
de l; par I'action de g € G. Ainsi, pour ¢ quelconque dans G, la repésentation

T € G, avec B, = gByg~! = exp(Adgh,),

gl Iy

— dG ~
2 T m B;Xg'l2 >

dont le produit tensoriel avec 7y, reste irréductible, permet de tirer que Z(b;, Adgbs) = 0,
et en particulier b; + Adgbs = g, (grace au 1°F sens appliqué & b, := Lie(B,) = Adgby).

En conclusion, tout ce qu’il faut prouver, c’est que b; + Adgb, = g, Vg € G, en supposant

que U est un ouvert de Zariski non vide de G ol cette égalité est vraie. On utilise un
argument topologique, c’est que le produit B; B, est a la fois ouvert et fermé dans G :
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e C’est un fermé comme produit de deux sous-groupes fermés connexes d’un groupe
de Lie nilpotent,

e C’est un ouvert comme réunion quelconque d’ouverts qu’on précise ci-dessous.
Rappelons que I’étude de ’ensemble des double-classes (1°" paragraphe du second
chapitre ), traduit 1'égalité b; + Adgb, = g, Vg € U, par le fait qu’on est dans le
cas ol on a une seule double-classe et qui est la méme § = By -g-By; = B; -z - By
pour tout g € U, (z fixé dans U). On peut toujours se ramener au cas ou le neutre
de G est dans U, ceci en conjugant B, par z et en travaillant avec B, = Bz 1.
Donc on obtient § = €, Vg € U. Ainsi, U C By B;.

On en tire que BiUB, = U byUby, C B, Bs.
(b1,b2)€B1x B2
L’autre inclusion étant une évidence, on vient justifier que B; B, est aussi un ouvert.

Enfin, puisqu’on est dans un connexe, G = B;B,. De nouveau, on se sert des résultats
établis dans le pragraphe qui décrit 1’ensemble des double-classes, plus précisément,
comme conséquence de la proposition 2.1.3, 'intersection des ensembles W; qui donne

{g € G,b; + Ad g by = g}

vérifie la propriété (P;) de stabilité par multiplication & droite avec des éléments de B, et
3 gauche avec des éléments de B,. Mais puisqu'il contient U/, alors il contient BilUB, = G,
c’est donc G tout entier.

[ |

Une deuxiéme preuve pour la proposition consiste & utiliser le lemme suivant, ce qui
nous aurait dispensés de revenir sur les résultats établis dans le second chapitre.

Lemme 3.2.6 Soient by et by deux sous-algébres de Lie de g, et By et By leurs groupes
repectifs. Alors on a by +by =g si et seulement si B1By =G.

Démonstration.

Le sens qui nécessite une preuve est ”<=". Mais en supposant que B;B, = G, on
revient & Z(by, by) = 0, qui d’apres la proposition 3.2.4 est équivalent a l'existence de
l’ouvert de Zariski &/ non vide de G vérifiant b, + Adgb, = g, Vg € U. De nouveau grace
3 Pimplication directe, on a Vg € U, B;1(gB2g~') = G. En particulier, pour tout g € U,
G > g1 = by(gbeg™1) pour un certain couple (b1, by) € By X Bo, et g = by 'b;' € B1B;.
On obtient que U C B, B, et puis, -par Pargument topologique précédent-, on en déduit
que B1B; = G.

[

Remarques 3.2.7

1. Par considération des classes d’équivalence des représentations unitaires et irréduc-
tibles de G, il est clair que si un choiz de polarisations comme (3.2.4) existe, alors
tout autre choix entraine aussi la satisfaction de ces deux conditions.
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2. La théorie de Kirillov qu’on a rappelée dans le théoréme 1.2.5, permet d’énoncer
le critére d’irréductibilité du produit tensoriel en sa version orbitale. En effet, on a

Proposition 3.2.8 Soient 7y 1= T, p,), T2 = T(1y,65) € G deuz représentations unitaires
et irréductibles de G. Notons Q(7;) = G.l;, (j = 1,2), leurs orbites respectives pour l'ac-
tion coadjointe. Alors lirréductibilité du produit tensoriel m, ® e implique que la somme
des orbites est l'orbite de la somme. Autrement dit, s’il existe un choiz de polarisations
b, et by de g, (respectivement en Iy et ly), tel que

{ by 45, =g, (3.2.4)

b, N by est une polarisation de g en ly + 15

alors nécessairement

G-l1 +G-l2 = G- (l1+l2) (325)

Démonstration.

On prouve 'implication ”(3.2.4) = (3.2.5)” par récurrence sur la dimension de g.
Dans le cas de I’algtbre de Lie abélienne de dimension 2, les orbites sont ponctuelles et le
résultat est alors trivial. Supposons donc que 'implication considérée a lieux pour toute
algebre de Lie h de dimension strictement inférieure & n, (n > 3). On suppose que de

telles polarisations b; et by, de g respectivement en l; et I, existent. Soit § un idéal de

g de codimension 1, et contenant b;. (On évite le cas trivial ot I'une des représentations
est un caractére sur G, puisque le résultat devient évident). Ecrivons g = h @ RX ot
X € g(la) \ b, ceci est possible et traduit la non-saturation de G .l; par rapport a
ht, car sinon, on aurait que le stabilisateur de I, est inclus dans b, il s’en suit que la
polarisation de Vergne b, de g en Iy, relativement & une base de Jordan-Holder passant
par b, est aussi incluse dans h. Par conséquent b; + b; C h C g contredisant ainsi que
7 ®ms € G. Notons qu’au niveau de §, on a les polarisations p; :=b; , pa :=baNh & by,
respectivement en f; := 1l , f2 :=lp), € b*, qui sont ”convenables”, c’est a dire

pr+p2=b+(b2NDh) =, (3.2.4)
p1 Npe = by N by C b, c’est donc une polarisation de h en fi + fo -

Par hypothése de récurrence, on en tire que H. fy + H. fo = H.(f1 + f2). La conclusion
découle de [6] ol on précise I'influence de la saturation des orbites sur la structure de
leurs projections. En effet, ¢ca permet de tirer

e de la saturation de lorbite de I;, que (G. ll)| = U exp(tX). (H . f1),

e de la non-saturation de l'orbite de l;, que (G. l2) =H. fo.
e Mais on sait aussi que I'orbite de [; +1; est saturée, pulsque b.Nby C b est que c’est
une polarisation de g en l; + 1y, d'ott G (I + o)), = U exp(tX). (H.(f1 + f2))-
teR
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Avec ’hypothése de récurrence, ces égalités permettent de montrer I'inclusion qui nécessite
une preuve G.l; +G.ly C G.(l1+13), I'autre est évidente. Ecrivons donc pour j = 1,2, les
formes linéaires I[; = f;+o;X* ol oy € R et f; = l € h* est confondue avec une forme

lindaire sur g. Soient aussi pour j = 1,2, g; = exp(t X)h € G, avec (t;,h;) € R x H.
Dans les égalités qui suivent, on Justlﬁe le passage & la seconde ligne par le fait que
X € g(ly) et celui 4 la troisitme ligne par ’hypothese de récurrence :

goli+ gl = exptaXy). (b fi) +ouX* + hoo fo+ a2 X*

exp(t1 X1)« (b1 fi + ho« fo) + n X* + 0 X*

exp(tiX1)« (B« (fi + f2)) + (1 + @) X*, pour un certain h € H,
exp(t X))« (he(h+12)) € Gu(li+1b)

Remarque 3.2.9 La réciproque de l’implication précédente est fausse, comme on le voit
sur le groupe de Heisenberg ([X,Y] = Z). En effet, bien que la somme de deuz orbites est
une orbite, ( les orbites génériques sont les hyperplans Qs =82*+RY*+RX*,6 €R), le
produit tensoriel est génériqguement non irréductible. Faut-il donc ajouter une deuziéme
condition avec (3.2.5) pour obtenir I’équivalence ?

Proposition 3.2.10 Si on est dans les mémes hypotheéses que la proposition 3.2.8,
alors lirréductibilité du produit tensoriel m ® my implique que lintersection des sta-
bilisateurs est le stabilisateur de la somme. Cela veut dire que si by et by sont deur
polarisations de g, (respectivement en ly et lp), tel que

by +b; =g,
{ by N by est une polarisation de g en ly + 1o (32.4)

alors
g(h) +9(l2) = 8. (3.2.6)

Démonstration.
Commencons par montrer que ”(3.2.4) = g(l1) Ng(l2) = g(l1 + I2)”.

Vu que linclusion ”C” est triviale, il suffit de vérifier que les dimensions sont égales.
Notons les dimensions des sous-espaces vectoriels de g comme suit :
n+ Sj 1.9

2 ? J M N
. s:=dimg(ly +1) et p:=dim (byNby) = nts

en l; + I, d’apres (3.2.4).

s; ==dim g(l;) et p;:=dim b; =

car b; N by est une polarisation
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En plus, comme b;+b, = g, alors p = p;+p2—n qui permet de tirer que s = s;+$3—1.
Mais n' := dim (g(l1) + g(l2)) = 51+ 52 —s <n, ol on pose s :=dim (g(l) N9(k)),
et donc s < s'. Or g(l1) Ng(le) C g(ly + L), en particulier s < s, et on conclut que
s =25 etque g(l)Ng(l)=g(+1). Enfin, pour déduire (3.2.6), réécrivons que
n' = dim (g(l) + g(l2)) =8 +8—8 =85 +8—5=n.

|
Théoreme 3.2.11 Les assertions suivantes sont équivalentes :
I.m ®m, € G
2. il existe (et donc pour toutes) polarisations by et by, (respectivement en Iy et lp),
b1 + b2 =g,
{ b, N by est une polarisation de g enly +1p (3.24)
3. les orbites coadjointes associées par la bijection de Kirillov a m, et m, vérifient
G-l1+G-l2 = G-(ll +l2), (325)
et la somme des stabilisateurs est g tout entiere :
g(h) +a(l2) = 9. (3.2.6)

Démonstration.

On a déja prouvé que (1) <= (2) = (3).
Pour montrer implication (3) == (1), on se réfere aux travaux de Corwin, Green-
leaf et Fujiwara reliant les multiplicités des représentations qui apparaissent dans la
désintégration de la restriction de (€ () & un sous-groupe fermé H de G, au nombre
des H-orbites qui sont contenues dans Qg(m) Np~* (Rx (0)). La désintégration centrale
canonique de 7,,, notée de manitre générale par

Mg = /: n.(o) o dv(o) ,

devrait s’écrire, -pour dire que le produit tensoriel est irréductible-, de la fagon suivante

AG
B1NBg X(ll A2y T 0(11,12)

e AG

= T e G.

l1+1lo

m, ®m, ~ind

1l faut donc prouver seulement que la multiplicité Tr, xm,, (a(lm)) est 1. En effet, du

fait que G .l + G . I, est une orbite, on sait déja (voir remarque 3.2.3) que seule la
représentation 7, ., associée a 'orbite de la somme, qui intervient dans la désintégration.
D’aprés [5] et [8], cette multiplicité est le nombre des AG-orbites contenues dans
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QGXG(Wzl X 7T12) np_l (QAG(G(h,lz)))'

On rappelle que la projection p qui & une forme linéaire sur g x g, associe sa restriction
a la sous-algebre diagonale, est donnée par

p: grog* — (dg) = ¢
(fi, fo) — i+ /e

d’ou I’équivalence suivante

) ) EG.LxG.ly |
(fla f2) € QGXG(’”ll X 7r12) Np 1(XZAG(O-(th))) ~ { (_‘2 -{2}266 AG1.>EZ1, 12)2

on en déduit que

Qoxa(m, X7 )Np ™ (Qac(oy, ;) = {(91:11,92:1),39 € G, g1.li+g2:1s = g (L +1) }

= G-ll X G.lz, car G-l1+G-l2 =G-(l1+l2)
En plus, cette intersection contient une seule AG-orbite puisque si (f1, f2) € g* @ g* est
telle que sa AG-orbite soit contenue dans G.1l; X G .5, alors nécessairement elle est sur
la AG-orbite de (I, l,). En effet,
e d’une part, AG.(f1, f2) C G.l; x G.l,. En particulier, il existe (g1,92) € G x G,
tel que (f1, f2) = (91+ 4,92 o).
e D’autre part, d’apres (3.2.6), on a g(l1)+g(l2) = g, et donc G(I;)G(l2) = G grace au
lemme 3.2.6. Ainsi, il existe (z1,22) € G(l1) x G(L), tel que z := g7 'gs = 125"
Par suite, g := g17; = goTo vérifie (g,9) « (1, 1) = (gL, 9.k) = (91+11,92 . ).
Finalement (f1, f2) € AG . (I, o).
|

Exemple 3.2.12 Soit g l'algébre de Lie engendrée par < Zi,...,Zg >, avec les seuls
crochets non nuls

[Z1, Zo) = Zs [Z2, Z3) = Z¢
[Z4,Z1) = Z3 (Zs, Zs) = Z7

On considére les formes linéaires Iy = Z§,l, = Z§ € g*, et les polarisations respectives
b, :=vect < Zg, Z7, Zﬁ, Z5, Z4, Z3, 2> et by :=vect < Zg, Zn, Zg, Zs, Z4, Z3, Zy > .

Il est évident que la somme de ces deuz polarisations (qui sont aussi des idéauz de g), est g
tout entiére. La premiére condition du critére d’irréductibilité (3.2.4) est alors satisfaite.
Leur intersection est b := vect < Zg, Z7, Zg, Zs, Z3, Zo > qui est une polarisation de g en
li+15. On en déduit que le produit tensoriel des représentations unitaires et irréductibles
associées d ces formes linéaires est irréductible, c’est a dire m, @ m, € G.
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Chapitre 4

Noyaux d’opérateur pour les
représentations unitaires et
irréductibles des groupes de Lie
exponentiels.

Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel, conneze et simplement conneze. Une
base de Malcev Z = (Z, ..., Zy) de son algébre de Lie g est fizée pour tout le chapitre.

4.1 Rappels de quelques résultats.

On a établi dans la proposition 1.3.1 que st m = indixl est la représentation
unitaire et irréductible de G, induite & partir du caractére x, associé a la forme linéaire
leg, de B=expb aG, (b€ P est une polarisation de Pukanszky ), alors I’ezpression
du noyau de Uopérateur n(f), quand f € L(G), est donnée par

KelDE9) = 576) [ Ban® flaby i (t) b Vizy) € GxG.
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4.1.1 Cas des groupes de Lie nilpotents.

Soit T = g ) € G, et soit pour tout f € L}(G),

Ki(f): GXG — C
(z,y) — K«()(z,y)= [, flzby™)x,(b) db

le noyau de lopérateur w(f).
Avant d’énoncer le résultat de Howe pour les groupes nilpotents, remarquons d’abord que
la définition ci-dessous est indépendente de la base de Jordan-Hélder Z considérée.

Définition 4.1.1 L’espace de Schwartz S(G) est l’ensemble des fonctions f : G — C,
qui s’indentifient a des fonctions f : R™ 3 (21,...,2a) ¥ f(2121...2:.2,) € C, qui sont
de Schwartz sur R™.

Ceci est aussi valable pour l'espace S(G,/BXxG/B ; x,) des fonctions F : GXG — C,
vérifiant la relation de covariance (1.3.3) :

K (f) (b, yb') = %, (0)x, 0)Ka(f)(2,9), Va,y € G,Vb,b € B,

et qui se confondent, -grace au difféomorphisme Dg-, avec des fonctions Fe S(R? x RP)
définies par

Fwy,...,wy ; w’l,...,w;) = F(wy Zy, ... wpZy, , w’lel...w;,ka) Vw,w € RP. (4.1.1)

Théoréme 4.1.2 L’application

K.: S(G) — S(G/BxG/B; x,)
f — Kﬁ(f)

est un épimorphisme continu et ouvert.

Démonstration.
Voir [10).

4.1.2 Cas des groupes de Lie exponentiels.

La notion d’espace de Schwartz S(G) n’as pas généralement de sens pour les groupes
de Lie exponentiels, vu que si l’on définit comme ci-dessus pour les groupes de Lie nilpo-
tents, on obtiendra un ensemble qui dépend de la base de Malcev choisie. Ceci n’est pas
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Vunique raison qui empéche la généralisation du résultat de Howe, en effet, l'exzemple
suivant montre que la fonction F avec laquelle se confond le noyau de l’opérateur w(f),
n'est méme pas une fonction de Co(R?) bien que f € C°(G). Par conséquent, n(f) n'est
pas un opérateur compact.

4.1.2.1 Exemple.

Interressons-nous au groupe "ax + b” dont le seul crochet non nul de son algebre
de Lie g =RU @RV est [U, V] =V. On commence par distinguer linfluence sur la
»définition” de S(G), de passer de la premiére base de Malcev 21 = (Zy := U, Zy := V)
a la deuziéme Zo ot on pose (Zy :=V, Z, :=U).

Une fonction f : G — C s’identifie avec fy : R? 3 (e, B) — fi(a, ) := f(aU.BV) € C
(respectivement avec fa : R? 3 (e, B) ¥ fa(a, B) := f(aV.BU) € C), par considération
de la base 24, (respectivement par considération de Z).

Et comme oV.fU = BU.e~PaV , alors faa,B) = fi(B,e7Pa), Y(a,B) € R2. Il s'en
suit qu'on a pas équivalence entre f; € S(R?) et f, € S(R?).

Maintenant, on considére la forme linéaire | :== V* € g*, et b = RV la polarisation de
Pukanszky de g en . Son groupe de Lie B = expb étant unimodulaire, on vérifie qu’on
a alors By = A, =1 puisque A (exp(alU + BV)) = ™%, Vo, 8 € R. Il s’en suit que

l’expressioanu noyau de w(f), ot w :=n(l,b) et f € L'(G), se réduit a
KeNE) = A7) [ fahyu®) dh ey e G (135)
B

Mais K. (f) se confond avec Uapplication F : R? 5 (u, w) — Ko (f)(expul,expu'U) € C
qui devient

F(u, ) = A;l(expu'U)/R f(uU.)\V(—U'U))e—i<l,AV> d\

= & / flu—v, Ae“l)e_“‘ d\
R

= e / Flu—u/ X)er™e™ e dX
R
= Fof(u—u,e™).
On en déduit que F ne posséde pas forcément une limite nulle en linfinie, et donc

Dopérateur w(f) n'est pas compact.

4.1.2.2 Les résultats de Ludwig et de Ludwig-Leptin.

Le probleme de construire pour m = indGBx, un rétracte R, qui associe @ une fonction
FeS8(G/BxG/Bj; x,), la fonction f € L*(G), de sorte que F soit le noyau de w(f),
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ne posséde pas de solutions pour les groupes de Lie exponentiels. Il a fallut alors introduire
les espaces ES(G/Bx G/ B ; x,) et ES(G) que Ludwig a caractérisés dans [15] par les
conditions ci-dessous, pour prouver lexistence d’une telle application

R,: ES(G/BxG/B; x,) — ES(G)
7 Ro(F) (4.1.2)
vérifiant Kr(R«(F)) = F.

Définition 4.1.8 Une fois la base Z est fizée, ainsi que la polarization b et la base
coexponentielle Z(b) = (Zy, .-, Zx,) associée, on peut définir pour un choix de directions
{1y -y jm} = Ty, avec v € {0, 1}?, l'espace £,8(G/B x G/B ; x,). Cest l'espace
vectoriel des fonctions F : G x G — C, vérifiant la relation de covariance (1.3.3) et

s’identifiant par (4.1.1) & des fonctions F' qui sont dans E,S(R?). De méme se définit
£:S(G)a partir de ES(R™), si 6 € {0,1}™.

Pour énoncer le résultat de Ludwig, mettons-nous dans le cadre de ses hypothéses ot on
suppose que la suite (1.1.1) provenant de la base Z, passe par un 1déal nilpotent n qui
contient [g,g). ( Par abus de langage, on dit que Z passe par n ).

Ont1 == {0} & e & gi:= vect < Zi,...,Zn > G .. g n G .. & h=9. (413)

On suppose aussi que b est la polarisation de Vergne de g en I relative & cette base.
Dans la définition de £S(G), & va jouer le rile de I’ensemble des directions qui sortent
de n, et cet espace sera noté ES(G,n) ou tout simplement ES(G). Sans entrer dans les
détails trés techniques qui permettent de déterminer l’ensemble des directions 7, I’espace
ES(G/B x G/B ; x,) est formé par les fonctions F € ES(G/BxG/B ; x,), qu
par n'importe quelle transformée de Fourier partielles Fir,.inF, suivant des directions
bien précises, restent dans cet espace. Le résultat en sa version améliorée dans [14)], se
résume par le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.4 Sib est la polarisation de Vergne de g en l relative ¢ Z, alors ’espace
ES(G/BxG/B; x,) est bien défini indépendemment de toute base de Malcev Z passant
par un idéal nilpotent n qui contenant [g, g]- En plus, toute fonction F' de cet espace est
le noyau d'un opérateur n(f) ot f € ES(G). On construit enfin un rétracte continue
comme dans (4.1.2).

Démonstration.
Voir [14].
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4.1.2.3 Le résultat d’Andele.

On suppose qu’on a les mémes hypthéses que dans le paragraphe précédent, sauf qu’on
n’impose pas & b d’étre la polarisation de Vergne. Cette condition est trop forte, Andele
généralise dans sa thése [1] le théoréme 4.1.4 pour toute polarisation qui soit fortement
adaptée a n. Une telle polarisation est définie comme suit :

Définition 4.1.5 Soit n un idéal nilpotent de g et contenant [g,g). La polarisation b
de g en | € g*, est dite fortement adaptée a n, s’il existe une base de Malcev Z de g
passant par n, et que st on a

— bNn est une polarisation den en |,

- b est g(l},)-invariante.

Souvent, on considére le nilradical de g, c’est l’idéal nilpotent mazimal m, obtenu par la
somme de tous les idéauz nilpotents de g.

4.1.2.4 Le "résultat” de Leptin.

Pour avoir un résultat semblable au cas des groupes de Lie nilpotents, ou toute fonc-
tion F € S(G/BxG/B ; x,) est le noyau d’un opérateur w(f) avec f € S(G), Leptin
a traité dans [13] le cas particulier ot la polarisation b est apprivoisée, en espérant que
ca permettrait d’avoir, -pour les groupes de Lie exponentiels-, le résultat plus particulier
sutvant

C*(G/'BxG/B; x,)C {IC,,(f), fe Ll(G)}. (4.1.4)
La définition de l'espace C°(G/B x G/ B ; x,) s’obtient de fagon analogue d celle de
Vespace S(G/Bx G/ B ; x,) donnée aprés la définition 4.1.1 pour les groupes de Lie
nilpotents, (on y remplace S par C° tout simplement). En fait, contrairement d [’espace
des fonctions de Schwartz, la base coezponentielle Z(b) servant d lidentification (4.1.1)
de C*(G/BxG/B; x,) avec C(RP xRP) n’a pas d’influence sur la "bonne définition”
de cet espace, vu que ses fonctions sont a supports compacts. Signalons enfin que Leptin
a prouvé que la polarisation apprivoisée existe toujours, voici sa définition.

Définition 4.1.6 Soit b une polarisation de g en l € g*. Elle est dite apprivoisée, si
c’est la polarisation de Vergne relativement 4 une base de Malcev Z qui passe par le
nilradical m de g, et qui passe aussi par un idéal b vérifiant :

(@) g=g()+b, B) bn(g()+m)=m
(v) VX ephnhb, tr(ad,”mX) = 0.
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4.2 Un contre-exemple.

Malheureusement, ce dernier résultat est incorrect. En effet, Uinclusion (4.14) n’a
pas lieu pour le groupe de Lie G = expg de lezpemle ci-dessous, bien que les hypothéses
de Leptin sont satisfaites.

4.2.1 La structure de g.

Soit l’algébre de Lie g =< Zi, ..., Zg > définie par les crochets non nuls suiwants :

(21,27) = —Z7 |22, 23] = —Z3 [Z2,Z4) = Z4
[Z1,Zs) = Zs [Z2, Zs) = Zs (22, Z6) = —Z¢
[Z1, Z2) = Zy [Z3, Zs5) = Zg [Z4, Ze) = Zyg

Sa base de Malcev Z = (Z1,...Ze) est une base de Jordan-Holder puisqu’elle définit la
suite d’idéauz :

8,=1{0} G ... & gi=vect<Z;..,2Z9> % ... Co=9.

Le groupe de Lie conneze et simplement conneze, G = expg qui lui est associé, est alors
complétement résoluble, exponentiel, de plus il est unimodulaire puisque la somme des
racines est nulle.

4.2.2 wm=([g,g]=gs.

Si on s’intéresse a lidéal gz =< Zs, ..., Zg > de g, alors on remarque que
— cette algebre de Lie est définie seulement par les crochets

[Z3, Z5] = Z9 [Z4) ZG] = Z9

qui fait d’elle Ualgébre de Heisenberg by =< Z3, Z4, Zs, Zg, Zg > Si ON oublie Z7 et
Zs qui n’y jouent aucun role,
— ¢’est aussi ['idéal nilpotent mazimal : m = g3,

~ enfin, on a [g, 8] = gs.

4.2.3 La polarisation b est apprivoisée.

Considérons maintenant la forme linéaire | := Z§ € g*, dont le stabilisateur est

g(l) =< Z7, ZS) Z9 >
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L’idéal g5 étant abélien, on a gs5(ls) = g5 =< Zs, ..., Zg > Calculons le reste des stabilisa-
teurs : g4(l4) =< Z5, Z7, Zg, Zg >, g;;(lg) =< Z7, Zg, Zg > et gz(lg) =< Z2, Z7, Zg, Zg >,
pour tirer que la polarisation de Vergne de g en 1 relativement d la base Z est

10
b= gi(k) =< Za, Zs, Zo, Zr, Zs, %o > -

i=1

Ensuite, il suffit de prendre b := g dans la définition 4.1.6 pour conclure que b est une
polarisation apprivoisée. En effet, le premier point est évident ( les conditions () et (B)
sont satisfaites ). Le second point découle du fait que B = exp b est aussi unimodulaire,
et donc AG'B = 1. Par conséquent, on a (7y) :

tr(ady, X) = 0=tr(ady, _ X), VX €b=50 b. (b=g)

4.2.4 Conventions et notations.

La représentation m = zndi X, a pour espace Hy = L*(G/ B, x,) qui s’identifie grace a

Dg: R3 — G/B
z = (T1,73,%4) +—> %121.2323.T4Z4" B

avec L2(R3). Ceci en définissant l’application £z = (1,3, 74) — E(2121.7323.T4Z4),
pour tout € € L*(G/ B, x,). On procéde de la méme fagon pour identifier
- C*(G/BxG/B; x,) avec C(R%),
ou toute fonction F : G x G — C qui, -en particulier-, vérifie la rela-
tion de covariance (1.3.3), se confond avec Uapplication F € C>(R®), tel que
F(z1, 73, %45 Y1, Y3, Ya) := F(2121.2323.%4 2 ; Y121.Y3Z3.Y4Zs)-
- LY(G) avec L*(R?),
en posant f(xl,xz,...,xg) = f(2121.22Z2....T9 Zg), pour toute fonction f qui
est intégrable sur G.

Par convention, dans les notations qui vont suivre, on ne fait plus la distiction entre F
et F, ni entre f et f qui seront notées respectivement F et f.

4.2.5 Calcul du noyau.

Rappelons que dans ce cas particulier ot AGI = A,, on a pour toute fonction fe
B

- LMG), Uezpression (1.3.5) du noyau de 'opéareur 7(f), qui, -compte tenu du fait que G
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est unimodulaire-, devient
KDay) = [ fab ) d
= / f( T (tzZz.t5Z5.t6Z6.t7Z7.t8Z8.thQ) y_l )e'it” dt.
RG

Effectuons ce calcul pour (z = 11212323424 ; Y = 11 7Z1.Yy3Z3.YsZs) € G X G,
ot (1, T3, %4; Y1, Y3, Y1) € RE. On obtient que les coordonnées du seconde espéces de
T (t2Z2.t5Z5.t6Z6.t7Z7.t8Z8.thg) y~! =: zby~!, sont données par

D(zby™t) = (21 — Y1, L2 et2xs — ys, €72 ry — Ys, s, e, €V tr, €V, T + Yrta + Yale + Ysts)

et donc, Uexpression du noyau devient

Ka(f)(z,y) = / A

R6
f(z1—y1,t2, €233 — ¥, e~2xy — Y4, ts, te, € V117, €¥1Ls, o + Y1ta + Yale + ysts)
dtg dtg dt; dtg dts dto

Par le changement de variables t;, = tg + Y1tz + Yate + yats, cette intégrale devient

’Cw(f )(x,y) = / ei(y1t2+y4ts+yat5)

R5
1
—it t —1 — 4 !
/ e f(z1— y1,t2, €223 — Y3, € "Ta — Ya, 15, b6, € Vit,, eV s, ty) di
R

dtg dt; dtg dits diy

— / etz givate e'ysts
R3
( . Fof (z1—11, 12, €*Ta— Vs, €~ 24—Ya, ts, b, by, b, 1) db dt, ) dtg dis dito
R

ot b, :=eYty et tp:=eVity, et donc dt, dt, = dtg dty.
8 7 g aly

On a de nouveau des transformées de Fourier partielles relativement auz 7 ™ et 8 ¢
variables de f en 0, puis dans les directions des 5 ™ et 6 ¢™¢ variables, respectivement
en —ys et —yy. Finalement, on obtient

’qu(f)(x-) y) = / f9,8,7,6,5f($1 =Y la et2$3 —Ys» e_-t2'774 ~ Y Y3 ~Yau» 0,0, 1) et dtz‘
R
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4.2.6 F n’est pas un noyau.

Considérons maintenant une application non nulle ¢ € CP(R), choisie de sorte que :

Supp(¢) C [_%7:{' )
¢ est paire et positive,

o Jr $(u) du = ¢(0) = 1.

Posons F = ®%¢, la fonction de C(R®) définie par F(z) = ¢(z1)...4(2), Vz € RE.
On va raisonner par absurde et supposer que la fonction de C°(G/B x G/ B ; X,) qui
s’identifie & F, est le noyau K(f) pour une certaine fonction f € LYG). Du calcul
précédent, on tire que pour tout z = (T1,%3,%4 ; Y1,Y3,Y4) € RS, on a

Fle)= ./]:9’8’7’6’5f(xl — Y1, 8,€°T3 — Y3, € T — Ya, —¥3, —¥4,0,0,1) e1® ds.
R
Don, si 2 := (1 + Y1, %3, T4 ; Y1, —Ys, —Ya), alors son image par F' est

F(zl) = Af9,8,7,6,5f($1, s, €T3 + Y3, € °T4 + Y4, Y3, ¥1,0,0,1) e:® ds
= ¢(z1 + 11)(x3)P(z4) P (y1)b(y3)$(Ya)

ceci est d’aprés lexpression de F et la parité de ¢. Ensuite, vu que dans cette égalité,
lintégrale est une transformée de Fourier en —y; de la fonction qu’on note 8,
0: s+—> Fosresf(T1,8, €T3+ Ys, e *Ts +Ya, Y3, 44,0,0,1),

et qui donne aussi la fonction de Schwartz: t+— (¢(z3)p(za)d(ys)P(ya) ) (21 +1)P(2),
alors on obtient 8 par transformation de Fourier inverse :

() = 2% /R O(—t)e dt

= p(e)dla)b)ow) [ don+ P d
R

= Fporosd (@1,91,€" T3 + Y3, €7V T4 + U, Y3, Y4, 0, 0, 1)
= f9,8,7,6,5f(m1? Y1, T2, Y2, Y3, Y1, 0, 0, 1) )

avec Ty = €¥'zg + y3 et Yo 1= e Vizg + Y4 En particulier, on peut définir sur RS la
fonction © par

e(xl’ Y1, T2, Y2, Y3, y4) = fg,sn,s,sf(xla Y1, T2, Y2, Y3, Y4, 0, 0, 1)

= %d)(e—m (%2 — s))p(e¥ (Y2 — ya))(y3)P(ya) / #(z1 + t)(t)e™ dt
R

98



Or, f € L}(R®), et donc

g: (-Th 1, T2, y2ay3,y4) — '7:9,8,7f($1,y17$21y2,y37y4) 010) 1) € Ll( RG ),

mais, towjours par des transformations de Fourier inverses, on a
1.2 o
g($17 y1,$27y2)y37y4) = (—2;) /2 9(x17ylam2ay27'ra S)Gzryaezsm dr dS
R
3
= () [ #lan o dt
27T R
[, 9l 2 = (e (a — DpirIo)e e dr ds
R2
N ity
= () [ s+ iaen a
/ d(e7 ¥ (z2 — r))qb(r)eim dr / d(e¥ (yo — s))p(s)e*¥ ds.
R R

Soit E == {z = (21,...,26) € R®, |z| < e}, et soit 1 sa fonction caractéristique.

Posons h := (2n)3|g|1 g qui est alors dans L'(R®) puisque c’est le cas de g. En plus, il
est facile de vérifier que

h(Z1, Y1, T2, Y2, Y3, Ya) = & |/R¢(.'171 + t)p(t)e™¥ dt| I/R(j)(e-yl (x5 — 7))p(r)emedr|

ot a = 1g(21,%1,%2,Y2,Ys, V) |/¢(6’“(y2—S))¢(s)e_i(y2“s)”4eiy2”4ds|
R
> 1g(z1,-.,Y4) |R€(/¢(ey‘(y2—s))qb(s)e"i(y?‘s)y‘*ds)]
R

> Lyye<en} (@1, -5 Ya) B(e¥* (y2 — 5))9(s) cos (ya(y2 — 8))ds,

{s€R,|e¥1 (y2—9)[<T}

1
car si |ya| < e¥ et |e¥ (ya—s)| < %, alors |ys(y2—s)] < ’-Z et donc cos (ya(y2—s)) > 7

Ainsi , 0= a(xla -'7y4) > %1E(x11 ..,y4)‘/]R:¢(6yl(y2-——8))¢(S) ds .

L’application k définie sur R? par

k(z1,11) = /4 |h(z1, Y1, T2, Y2, Y3, Ys)| dx2 dyo dys dys
R
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devrait étre alors intégrable sur R? car h € LY(R®), elle vérifie aussi l'inégalité suivante :

kow 1) > Blzn,v1) V(@ o) | /R o1 + (e di|

avec

Bann) = [, 1] 6™ (en—r)or)emdr] dasdye
o) = 75 [ ([ o= Do) dm)iue

Détaillons Uezpression des fonctions 3 et~y en fonction de la constante ¢ = Jg #(t)dt > 0.

2ey1

1= | /R B9 y0)dyo) §(s)ds = v/2 /R ( /R o(4,)dy) H(s)ds = V2 ,

5 2 | [ [ e @ —riizs g(r)edrdus| = [, [ otaends; triewardss

r2 JR R? JR
> ¢ / en! ( / ¢(r)ei’y3dr)dy3| = ce? | / <13(—y3)dy3| = ce¥' 27¢(0) = 2mc ¥

R R R

Par suite,

kar, ) 2 2V3n8 | [ dlo + D00l
R
ca implique que la fonction

(@) — e [s@+oowena) e DE),

entrainant que si on l’intégre par rapport a Ty, on obtient une fonction de L}(R), il s’agit
de l'application

Y — eyI/R (/R d(zy — 3)¢(3)e_isy1 ds ) dzy = e’ ¢ ¢?(y1)

Finalement, la parité de ¢, et donc de qAb, permet de déduire de ce qui précede que

y — el d(y1)

est dans L*(R), contredisant ainsi le lemme qui va suivre puisqu’on a supposé que ¢ # 0.

Lemme 4.2.1 Soit ¢ € CP°(R). Alors on a :

v te eltlz&(t) est intégrable ~— P =0.
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Démonstration.
Supposons que VU est intégrable.
Pour tout z=a+ib€ C avec |b| <1, ona

/ (1 + |s])|e=*4(s)|ds < oo .
R

On obtient donc une extension holomorphe ¢ de 1 sur tout le domaine D := R+14]—1,1]
de C, définie par :

P(2) = /]Reizsqz)(s)ds VzeD.

L’analycité de ’QZ, qui coincide avec ¢ sur R, et donc nulle sur un intervalle de R de la

forme [a, +o0], implique que ces deuz applications sont identiquement nulles.
[ |

4.2.7 Conclusion.

En conclusion, il n'est pas suffisant que la représentation w € G, soit induite d par-
tir d’une polarisation apprivoisée b de g en l € g*, pour que toute application F €
C>(G/B x G/B ;Y,) soit le noyau Kr(f) d’un opérateur w(f) pour une certaine fonc-
tion f € L(G). La prochaine section a pour but de rectifier ce résultat et de l'améliorer
par la construction d’un rétracte, ceci est sous réserve de remplacer ’hypothése "la po-
larisation est apprivoisée” par "la polarisation est un idéal de g”.

4.3 Cas ou la polarisation est un idéal.

Soit # = z'ndzx, la représentation unitaire et irréductible de G, induite & partir du
caractére x, de B, qui est associ€ d la forme linéaire | € g*, et qu’on définit par

X, (epr) — e-i<l,X>, VX € b,

et tel que la polarisation b = Lie(B) soit une polarisation de Pukanszky de g en [.
Faisons référence d la section 1.3 ot on a définit Iespace C*(G/B x G/B X,)-
Lobjectif est de prowver que si b =: p = Lie(P) est un idéal de g, alors C2°(G/P x
G/P ; x,) est inclu dans l’ensemble des noyauz. On vient de prouver par le contre-
ezemple que ce n'est pas le cas si on suppose que la polarisation est seulement apprivoisée.
Avant de généraliser notre résultat, il est utile de reprendre les calculs sur le méme
ezemple ci-dessus, mais en choisissant une autre polarisation p qui sera un idéal de g.
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4.3.1 Exemple.

Sur lalgébre de Lie g = vect < Zi,...,Zg > définie dans le paragraphe 4.2.1, on
considére toujours la forme linéaire I = Zg, mais on choisit cette fois comme polarisation
de Pukanszky de g en l, l'idéal p :=< Zy, Z3, Zy, Zr, Zg, Zg > de g.

Soit 7 = indix, e G. Pour tout f € L}G), Uezpression du noyau de w(f) est :

Ke(f)(z,y) = /P f(zhy Y x, (k) dh.

Si 1= T970.%575.26%c mod(P) et y=y222.Yy5Z5.Y6Z6 mod(P) alors ,
K@) = [ fahyxm) dh

/ f( (222Z5.25Z5.76Z6) h (y2Z2-YsZs-yeZe) " )x,(h) dh
P

= /6 f( ($222.$5Z5.£L'6Z6)(tlZ1.t3Z3.t4Z4.t7Z7.t8Z8.tQZg)(y2Z2.y525.’y6Z6)_1 )C_itg dt
R i

=/, f(ty, To—y2, € P13, €21y, €2 (T5—Ys5), €% (z6—Ys), tr, Ls, to—t1Zo—taTs—taTe)e 0 dt
R

ceci est en adoptant nos conventions et notations précisées dans la section 4.2.4, et suite
au calcul qui donne

(x2Z2-x5Z5~x6Z6)(t2Z2-t5Z5-tGZG-t7Z7-tSZ8-t9Z9)(yZZ2~ySZS-y6Z6)-1 = t121.(Z2 — Y2) 22

.e_y2t3Z3.6y2t4Z4.6y2 (275 - y5)Z5.e"yz (276 - ye)Zs.t7Z7.t8Z8.(t9 — 1o — t3xy — t4$6)Z9

Si on achéve ce calcul comme on a fait précédemment dans la section 4.2.5 pour calculer
le noyau, alors on obtient que Kx(f)(@2, Ts, Te; Y2, Y5, Y6) =

Fosrasif (T, Ta — Y2, €2xs5, € a6, € (25 — Us), € (T6 — %),0,0,1).

Soit @ € C(R) tel que p(0) = 1, et soit T Uopérateur qui “déforme” une application
F € C.>(R%) en TF € C~(R®), de la fagon suivante : pour tout Z = (z1,-.,29) € R,

TF(Z) = F(zl, e Pz €1 Ty 2 — 29, €77 (23— 25), €7 P2 — ze) &(27)P(28) P20 — 1).
Prouvons que l’application

R.: C*(G/PxG/P;x) — LY(G)
F — Ry(F) = (Fograz1) "(TF)

est un rétracte, c’est a dire qu’elle vérifie

K.(Re(F))=F, YFeCP(G/PxG/P;x)
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Soit F € C°(G/P x G/P; x,) qu’on identifie avec une fonction de C.>(RS). On note
f Vapplication de L}(G) qui se confond avec celle de L'(R®) définie en tout Z € R® par

f(Z) = (]:9,8,7,4,3,1)_1 (TF) (Z)

Il est clair que f € L}(R®) puisque TF € C.2(R%). De plus, le calcul précédent donne

’Cvr(f)(xz,xs,fs;ymys,ys)
= Fograsif (T2, T2 — yo, €225, € Vg, € (25 — ys), € (26 — ¥6), 0, 0, 1)
= TF(x3, Ty — Yo, €5, € Y226, €*(T5 — Y5), T6 — Y6, 0,0, 1)

F (2,5, T6; Y2, Y5, Y6)

doi Ki(f) = F.

4.3.2 Particularité de ce cas.

On suppose dans tout le reste de la section qu’il existe une polarisation de Pukanszky p
de g enl, qui soit aussi un idéal de g. D’apres Uexpression (1.1.18) de A , et la remarque
qui l'a précédée, il est clair qu'on a Agp, = 1. Ainsi, pour toute fonction f € L}G),
on a lexpression (1.3.5) du noyau de w(f) qui, -pour presque tout (z,y) € G x G-, est
donnée par

Kx(f)(z,y) = A () / flzhy™)x, () dh.

Moyennant le changement de variable u := yhy~! dans Uintégrale ci-dessus, on obtient
Kr(f)(z,y) = eredstoss) / Flay ™ u)x, (v uy) e redler b Dy
P
= 5() / F @y u) XAz (u) 4o, (43.1)
ot 8(exp Y):= etr(adgY) —triadsY), ) — etr(ade)—tr(ade)’ VY €g.

Proposition 4.8.1 Pour touty € G, on a &(y) = d(yb), Vb € P.

Démonstration.
Soient y € G et b € P. D’une part, on a

K:(f)(z,9b) = x,(0)K:(f)(=z,v)
= x®50) [ v WX du
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D’autre part, on peut écrire, -par définition de l’application d-, que
KeDat) = 3w [ 1w ano(w) du
P
= ) [ Flov o) do,
P

ceci est obtenu par le changement de variable w := (yb~'y~")u qui reste dans P puisque
¢’est un sous-groupe distingué de G.

On remarque aussi que Ad*b(l})) = 1,,, dd au fait que p stabilise I}, (< 1), [p, p] >= {0}).
Il s’en suit que

Xaararyo (Y0¥ = Xaary (exp(Ad y (Log b) )
e—i<Ad*y(l),Ad y (Log b)> _ X (b)
1 b)

qui, -en la remplagant dans lintégrale précédente-, permet de déduire que 8(yb) = 6(y).
|

Enfin, il est pratique de simplifier le probléme en supposant que la polarisation p est
abélienne. Il faut donc justifier qu’on ne perd pas de généralités avec cette supposition.

4.3.3 Un probléme équivalent.

Notations.

1. De la formule de Jacobi, on peut tirer que la sous-algébre de Lie [p,p] est aussi
un idéal de g, notons [P, P] := exp([p, p]) son groupe de Lie qui est alors un sous-
groupe fermé distingué de G.

2. Posons G =G/|P,P] et §:=g/[p,p] son algébre de Lie.

3. Du fait que p est subordonnée a1, on peut définir sur g la forme linéaire l € g par
<l X>=<1,X> VX=X+p,p €8

4. Il s’en suit que p :=p / [p,p] est une polarisation de Pukanszky, abélienne de g en
.

5. Enfin, considérons la représentation unitaire et irréductible de G, notée T = indf_,xl_.
Pour énoncer la proposition suivante, on se servira de la projection canonique
s:z+—x-[P,P], deG surle groupe quotient G.

Proposition 4.3.2 Les deux représentations m et Tos sont équivalentes dans l’en-
semble des représentations unitaires et irréductibles de G.
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Démonstration.

En remarquant que G/P et G/P = (G/[P,P)) [ (P/|P,P]) sont isomorphes,
il suffit de considérer l'opérateur U ci-dessous, et de vérifier qu’il s’agit d’une isometrie
qui entrelace ces deux représentations.

U: PGP x)=H. — Mz=L2(G/P;x)
¢ O ug—e ol E@) =@ 4B
on voit alors que pour tout T € C_T’/I_’, on a
U(r(9)e) @) = m(9)€ (2) =(9)é(x)
= &(g7'z) =E&(g7"w)
= 7)),
ce qui donne U(m(9)€) = (o s)(g) UE). (4.3.3)
||

Notations.

1. Comme pour U défini dans (4.3.2), soit V lextension sur L*(G/PxG/P; x)
de lopérateur

C*(G/PxG/P;x) — C2G/PxG/P;x) )
F — F , F(z,9) = F(z,y)

c’est aussi une isométrie pour le choiz convenable des mesures d“B/p (9-P) surG/P
etd, (g- P) sur G/ P, décrites dans (1.1.14).

2. Soit aussi s : LY(G) 3 f — f € L}G) , Uépimorphisme canonique qui réalise

vf € I}(G), /G f(g) dg = /G @

¥

Remarque 4.3.3 Pour f € LY(G), i suffit de remplacer m( f) par son ezpression
donnée dans (1.3.1), pour trouver une formule analogue & (4.3.3), c’est

U(r(f)€) = (w0 s)(f) UE). (4.3.3)’

Avec ces notations et cette remarque, on peut prouver le théoreme suivant :
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Théoréme 4.8.4 Le diagramme suivant est commutatif,
LYG) — L'(G)
’C"l lni (4.3.4)
I*(G/P x G/P;x) —— L*(G/P x G/P;x)

Autrement dit, en partant de f € LYG), alors le noyau Ky(f) de l'opérateur 7(f) est
lié & Kx(f), ( celui de 7(f) ot f =s(f) € LY(G)), par la relation

Ka(F) = Kx(f) 1 (2,9) — Ke(f)(2,9)-

Démonstration.
Soit £ € Hz, on doit montrer que

#(PE) = [ TlhEniw) dw-P) 2 €.
G/P
Comme £ =&, ou ¢ =U€ € Hy, alors

#(Né@) = 7os(HUE)E) |
= U(r(f)€)(z) d’apres (4.3.3),
= w(f)¢(x)

= Kx(f)(z,9)(y) &y

G/P

et c’est par définition de U, -qui est une isometrie-, qu’on peut conclure.

Corollaire 4.3.5

FeC®(G/PxG/P; x,) Fece(G/PxG/P; x)
est le noyau K (f) de 7(f) = est le noyau Kz(f) de 7(f)
pour f € LY(G) pour f € L}G)

Cela justifie notre suppositioh, dans tout le reste du paragraphe, que P est commutatif. En
particulier, il sera identifié avec son algébre de Lie p, et muni de la mesure de Lebesgue.
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4.3.4 Lemme de la condition suffisante.

La représentation unitaire et irréductible m = indix, de G, est supposée induite
d’une polarisation de Pukanszky p = Lie(P) qui est aussi un idéal abélien de g. Toute
base X = (X1, ..., Xm) est une base de Jordan-Hélder de p = P = R™ qui le munit de la
mesure de Lebesgue :

VfeClP), w(f) = /P £(@) du(z) = /Rm F( 01Xy X ) do

= / f(exp( IL'1X1 + ...+ mem) ) dzx.
R™

Notons Q = Q(m) = G.l Uorbite coadjointe de l, et Qo sa restriction sur pr.r

Qp := {z‘ld"('y(l)|p = Ad*y(l|p) =Y. l|p, Yy € G} C p~

Remarques 4.3.6

1. Vu que p est une polarisation abélienne, en particulier elle stabilise l),, et donc on
a que G/P ety sont difféomorphes grace a la bijection

AZ G/P — Qo

y-P — y. llp (4'3'5)

2. Le diagramme suivant nous servira d la fin de cette section,
RF —2 A(R?) CR™

2| e (4.3.6)
G/ P - Qo Cp*

dans lequel, si w = (wy,..,w,) € RP et @ = (a,...,am) € R™, alors on a
I’équivalence

Alw) =« = w1 Zgy o WpZi, o ), = 00 X7 + .o + am X
( L’identification de p* avec R™ est notée Cy», €t permet de confondre
=X+ ...+ an X} € p* avec ses coordonnées Cps(f) = (a1, am) ER™ ) .

3. On reviendra aussi sur la description de cette paramétrisation des orbites de laction
coadjointe du groupe ezponentiel G sur p*. Pour les détails de cette description, on
fait référence 6 [17], d’ot on peut tirer la lissité de A, ainsi que celle de son inverse.
Il s’en suit enfin que A(RP) est une sous-variété (lisse) de R™.

107



4.3.4.1 Les espaces CX(G/P xp*;x) et CS(G/P x p,G).

Définition 4.8.7 Introduisons l’espace CZ° (G/ Pxp*; x) formé par toutes les fonctions
f . G xp* — C, qui satisfont aux propriétés suivantes :

(i) f est infiniment dérivable sur G X p*,

(i2) f vérifie la relation de covariance

V(z,q) € Gx p*, flzh,q) =Xq(h) f(z,q) , VhEP, (4.3.7)

ot Xq est le caractére sur P associé d la forme linéaire g € p* :
) Xq(exp X) = e7<¥> VX € p.
(iii) f est a support compact dans G/P x p*.

Remarques 4.3.8

1. De fagon naturelle, toute fonction fece (G/Pxp*; X) vérifie la deuziéme relation
de covariance suivante

V(z,q) € G x p*, f(z,Ad*b(q)) = f(z,q) , YbEP (4.3.8)

puisque la commutativité de p entraine sa stabilisation a toute forme linéaire q € p*.

2. Comme les espaces définis précédemment, et toujours grace au difféomorphisme
Dp, on confond aussi C2(G/P x p*;x) avec C(RP X R™), en identifiant une
fonction f du premier espace avec celle de C>*(R™) :

( (Wi, ey Wp) 5 (21,0, Tm) ) = Fw1 Zyy .. Zy, T XS + oo+ T X )

Notations. On va adopter des notations semblables d celles de la définition 1.4.4.

1. Pour p,m € N, tel que p+m = n, soi CS(p,m,R"™) le sous-espace de LY(R™)
formé par les fonctions de Schwartz qui sont a support compact dans les directions
des p premiéres coordonnées.

2. Grice a (1.1.16), on a le difféomorphisme Op qui identifie G avec G/P X p, et
qui a servit pour définir le 3éme gystéme de coordonnées sur G obtenu par @. Ceci
permet extension de la définition de CS(p, m,R™) pour le groupe G. On note alors
CS (G/P xp,G’) Vespace de toutes les fonctions f: G — C, dont la composée

par O donne une fonction de CS(p, m,R").

cS(G/Pxp,G)={f: G — C, foO ecCS(p,mR"}CL'(G)
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3. L’opérateur de transformée de Fourier partielle inverse fp* dans la direction de p*,
agit sur C® (G’/P X p*; x) par

Fof: @)= (G [ Fwadsd

Conséquence. _
On peut définir & partir de f € C®(G/P x p*; X), la fonction f € CS(G/P x p, G)
par la formule

f(zu) := Fp f(z,Logu) , Vz€G, VueP. (4.3.9)

En effet, tout ce qu’il faut vérifier, c’est que f est bien définie par cette expression,
puisque la condition du support compact dans la direction de G/P et de Schwartz dans
les autres, provient des propriétés de la transformation de Fourier qu’on a appliquée
partiellement d une fonction de support compact.

Soient donc z,y € G, U,V €p, tels que zexpU =yexpV.

Posons h = exp(U — V) € P qui est abélien, et donc zh = zexpUexp(—V) =y.
Ainsi, en se rappelant de la propriété de covariance (4.3.7), on obtient

fuenV) = Fufw,V) = (o [ Fehae<et>dg
p*
- (517?)m / Xqo(h) f(z,q)e"<*">dg
o
= (%)m / i<q,U-V> f(:r, q)ei<q’v>dq

€
pr
= fp*f(:c, U) = f(zexpU).

4.3.4.2 La condition suffisante.
Fizons F € C®(G/P x G/ P ; x,)- Définissons sur G x Qg , la fonction fo par

fo: GxQy — C
(z,y.1,) — &)~ F(zy,v)

Proposition 4.3.9 fo est bien définie, de classe C*® et & support compact sur G X Qo
modulo P. De plus, elle vérifie la relation de covariance

V(z,y.1,) €Gx o, folzh,y.l,) =Xy, (h) folz,y.1,) , VhEP.  (437)0

On résume ces propriétés en écrivant foe (e (G/P x Qo; x).
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Démonstration.

Pour que fo soit bien définie, il faut s’assurer que si dans Qo, ona y.d, = 2.1,
( qui, -d’aprés (4.3.5)-, est équivalent ay-P=2-P ), alors fo(z,y.1,) = fo(m,z.1},).
Ceci provient en effet du fait que F(zy,y) = F(z2,2) d cause de la relation de covariance
(1.3.3) satisfaite par F, de plus, la proposition 4.3.1 donne §(y) = 6(2) et permet de
conclure la bonne définition de fo-
Ensuite, pour la relation de covariance, soient T € G ety.l, € Q, alors pour tout
heP, ona

Fo(zh,y.l,) = 6(y) "F(zhy,y) =) F((zy)(y " hy),v)
= o)™ %, W) Foyy) =X, (B) fol@,y-1).

Enfin, prouver la lissité de fo, c'est se ramener d laide des cartes décrites dans (4.3.6) @
la fonction R? x RP 3 (w,v) — 8(01 2k, VpZk,) F (w124 Vp 2k, ), (v1 24y .- VpZk,))
et d’en tirer qu ‘elle est C®° comme produit de fonctions lisses. La compacité du support
de fo découle aussi de celle du support de F. En effet, soit K un compact de G vérifiant
F est nulle 7a Uextérieur” de K - P x K - P, ou encore

Vr,y €G, (z-PNK=0 ou y-PNK=0) = F(z,y) =0.

Il est évident que le sous-ensemble K' = {z € G,K N z71. K # 0} est un compact
de G, en effet, ce nest rien autre que {y~'2z, (y,2) € K X K} = K7'K. Du fait que
P est distingué découle aussi que K'P=KPK!={zeGKnz K- P # 0}
c'est donc un compact de G/P. Sa particularité est qu'on a si (z,y) € G X G tel que
z-PNK =0 ou y-PNK =0, alors f,(z,y) =0, en effet
- Siy-PNK =40, alors F(zxy,y) =0 et donc f,(z,y) =0.
_ Sinon, clestz- PNK =0, et il existe b € P tel que yb=:c € K.
Raisonnons par absurde, si on suppose que xy- PN K # 0, alors on pourrait écrire
zyh =: d € K pour un certain h € P. La contradiction apparait dés qu’on remplace
c=yb=g"'dh" b ez 'KPNK #0 = z€ K P ( fouz car z-PNK =0).
Ainsi, zy - PN K = 0, et par suite F(zy,y) =0= fo(z, ).
En conclusion, supp(f,) € K'P x KP,( compact de G/P x G/P).
|

Lemme 4.3.10 Soit f € C°(G/Pxp*;x), et soit f € CS(G/P xp,G) comme (4.3.9).
Si pour tout ¢ € G et pour tout y .1, € So, on a folz, v « L) = flz,y.1,), alors le
noyau de w(f) est K(f) =F. Autrement dit, on a

foxa,=fo = F=Ku(f) (4.3.10)
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Démonstration. ~ _
Supposons que la condition fig, q, = fo est vérifiée.
D’aprés (4.3.1), Uezpression du noyau de w(f) en (z,y) € G X G est donnée par

’C'lr(f)(x,y) = J(y)/f(xy_lu)XAd*y(l)(u) du
— J(y)/f(zy_l exp U) e—i<Ad*y(l),U> dUu
p
= 4(y) / For fzy™!,U) e ATvEIT> qU.
p

Le dernier passage est justifié par la formule (4.3.9). Enfin, par transformée de Fourier
d’une transformée de Fourier inverse, on aboutit @ ce que

Ko (f)(z,y) = 6@) f(zy™, Ady (L)),

mais f coincide avec fo sur G X (, et donc

K (f)(z,y) = §@) folzy™", Ad*y(Y),)) = 6(y) (5(y)"1F ((zy ™)y, v) ) = F(z,y).
m

On se rend compte maintenant de l'utilité de la proposition 4.3.9, puisque fo avec
ses propriétés de lissité, de compacité du support modulo P, et de covariance, est un bon
candidat pour avoir une extension en une fonction f € C° (G /P X p*; x).

4.3.5 Théoréme du rétracte.

On a établit dans le lemme 4.3.10 la suffisance de la condition que fo admet une
extension f € C¥ (G/P X p*;x), pour que F soit un noyau, et dans ce cas, on a la
formule (4.3.9) qui nous procure la fonction f =: R(F) €CS (G/P x p,G) réalisant
K.(f) = F. On va prouver dans ce qui suit, que cette condition est toujours réalisée.

4.3.5.1 Construction de P’extension.

Le but de ce paragraphe est de prouver que toute fonction de C* (G/P x Qo; X) se
prolonge en une fonction de C° (G/P X p*; x). Soit donc F € C*(G/PxG/P; x,) et

fo: GxQ — C

(€,y.1,) — &) F(zy,9) €  C(G/Px%;x)-
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Rappelons le diagramme (4.3.6)

RF —2 A(RP) CR™

ppl Tc,,*

G/P —— QyCyp*
A

qui paramétrise l'orbite Qo = {y.1,, y € G} C p*, par la sous-variété différentiable de
R™ décrite par

M= {A(w) = (A'(w), ..., A™(w)), w € RP},

0w les applications A7 € C®(RP), pour tout 1 < j < m.

Un élément a = (aq, ..., m) € M CR™, correspond & go = a1 Xy + ... + an Xy, € S,
qui provient de l’action coadjointe d’un élément unique de la forme wn Zy, .. wpZy, € G,
sur l,. Ainsi, on a l’équivalence Aw) = a <= w1 Zg,.. wpZy, - 1|, = a1 X7 + ... + an X5,

Tout d’abord, fizons une forme linéaire ¢ =: ay XF+...+ 0 X5, = W Zy ... Wy Ziyely, € Qo.

Pour construire un prolongement de fo,- en premiére étape-, dans un voisinage V° de
‘=o =(af,..,0ap,) dans R™, énoncons la proposition suivante.

Proposition 4.3.11 Soit M une sous-variété différentiable d’une variété N, ( de di-
mensions notées dim(M) =: p et dim(N) =:m ). Soit " € M. Alors il eziste un
systéme de coordonnées C = (C*,...,C™) wvalable dans un voisinage V° de o dans N,
tels que CY(a’) = ... = C™(a’) = 0, et tel que

U :={aeV’, C"a) =..=C™(a) =0}

avec les restrictions de (CY,...,CP) sur U°, forment un atlas de cartes locales de M
contenant .

Démonstration.
Il s’agit de la proposition 3.2 (P. 23) , de [18].
[

On applique cette proposition pour la sous-variété M = A(RP) de N := R™, elle nous
procure alors un difféomorphisme local C = (C*,...,C™) au voisinage V° dea’,

c
R*"D V' — C(V°) € R™
a — Cla) =(CHa),...,C™(e))
qui vérifie C(a°) = Ogm, et tel que le voisinage dans p* de ¢” = s X+ ...+ 05, X2,

V¥, p*) = V*:= {Qa =X +...+tapX,, @€ Vo}
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soit caractérisé par

Vg =g, € V*, g€ = CPla)=..=C™(e)=0&acU".
Quitte ¢ prendre un rayon R > 0 tel que le pavé ouvert de R™, -centré en 0 et de rayon
R-, soit inclu dans C(V°), puis travailler dans ce nouveau ouvert, on peut supposer que
V° est le voisinage de o, donnée par V° := C“l( - R,R[" ) En particulier, sa

. R R ,
fermeture est un compact de p*, de plus, Uouvert W= := C‘l( ] —5 3 [m ) vérifie
W cW cV. (4.3.11)

Soit ¢ € CX(R) dont le support est inclu dans | — R, R et tel que ¢(0) = 1.

e En premiére étape, on explique la procédure pour définir f en un point (z,q) €
G x p* dans le voisinage G x V* de (z, q’). Donc si on note ¢ =: qq, alors a € Vv’
et on a

q € — C(a) = (Cl(a), ..., CP(), 0, ...,O).
a) Notons g, := C‘l((Cl(a), ..., C?(a), 0, ...,0)) e V=V~
On a bien ¢ € Qy, de plus, g, =da <= qa € .
b) On pose en tout point (x,q) € G x p* dans le voisinage G x V* de (z,q°), ou

z =: Op~Y(&,p,) (avec & =z - P € G/P et p, € P sont donnés comme dans
le diagramme 1.1.15), et ¢ =: qq,

F(2,9) = Xaao)Xg2 (P2) Folm,00) ] ¢(C7(a)).

Jj=pt+1

e En seconde étape, on voit que cette maniére proposée pour définir f, permet la
vérification des propriétés de lissité et de covariance d cette fonction, et qu’elle
coincide effectivement avec fo sur G x (S NV*).

a) Lissité : toutes les fonctions qui apparaissent dans la définition de f sont de
classes C®, ainsi que les systéme de coordonnées C qui est un difféomorphisme.

b) Covariance : c’est grice d (4.3.7)p, pour tout h € P, on a

f(mhaqa) = X‘Ia(p(zh))qu(p(zh)) fO(xh’7QZz) H QO(CJ((I))

i=p+1
= (Rea@hxe () ) Xe®ol,02) T] #(C(@)
Jj=p+1
= (X'Ia(h)XqZ(pz)an(Pm) ) fo(l', q;) II ‘P(Cj(a))
j=p+1
= Xe(h) flz,0a)- (4.3.7)
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c) Sigy € Qy, alors, g, =qa et CP*(a) =...=C™(a) =0, ceci implique que
f(2,9) = fo(z,¢%) = fo(z, ga)-

e FEn derniéere étape, pareillement a ’extension f f(q y de fo sur le voisinage V°,
de la méme maniére détaillée ci-dessus, on construit des extensions f(q )3 oo f(q )

de fo, respectivement sur des voisinages V V dans p*, des formes linéaires
q > ,qd qu’on précise tout de suite.

a) La compacité du support de fo permet d’avoir un compact K de Qg qui vérifie
Vg € Qp \ K, folz,q) =0 Vreg.

Couvrons alors ce compact par un nombre fini de voisinages W', .., et w*
dans p*, respectivement de certaines formes linéaires ql, ,qd € Qp, ot on a
des extensions respectives f(q o f(q ) ECY (G/P xp*;x) de fo, décrites par

la 1% étape. ( En fait, l’extension f( &) est définie sur l’ouvert V? qui est plus
grand d’aprés notre construction (4.3.11), et ceci pour tout j € {1, ...,d}).

d by
b) Notons & := |J W’ qui est un compact de p*, et soit pour tout q dans son
i=1
complémentaire, B(q,r,) une boule ouverte centrée en q et de rayon rq, et qui
est incluse dans cet ouvert p* \ R. Ainsi, on peut couvrir p* par une famille

d’ouverts, en écrivant

_ (gvf) U (qu(q,rq)).

Vu qu’il s’agit d’un espace pré-compact, on peut définir de ce recouvrement

une famille (U')ies d’ouverts "plus petits” (dans le sens que chaque U’ est

inclu ou bien dans une boule ouverte B(gq,r,), ou bien dans un certain V’ ),

tels que

— toute forme linéaire q € p* nappartient qu’a un nombre fini de ces ouverts,

— on a une famille de fonctions (h;)ser, dite une partition C*° de l'unité, dont
Uexistence est assurée par [12], et qui vérifie

h; € cgo(p*)’
supp(hy) C U',

0 Shz S 1a
S h = 1.
i€l

Puisque tout ouvert U ayant une intersection non vide avec K, est forcément
inclu dans un certain V’ ( J =: j(2) est méme unique par construction ), alors
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on peut définir sur G X p* la fonction

g;: (z,q) — {h"(q)f(q")(ﬂ% q), si g€ U

0 sinon.
Du fait que supp(h;) CU' CV’, découle que g; € C(G x p*).
Enfin, et toujours parceque K est un compact, on peut supposer que de tels
ouverts U’ ( qui Uinterceptent ), sont en nombre fini. Posons {i, oy i } leurs

indices associés et {J1, .., jm} = {7(%1), .-, 5 (i) }-
¢) Définissons f comme la somme des g;,

f:= Zg] ’
=1

et vérifions que c’est bien une extension de fy comme désirée.
- soit (z,q) € G x Q.

fa,) =Y g@a =Y h@)fy@a=folz.aq h) = folz9)-
=1 i/qeV? ‘ i€l
— pour la covariance, (4.3.7) est une coséquence immédiate du fait que toutes
les fonctions f( ) satisfont a cette propriété. On obtient donc que pour tout
z€G,qepetheP,

fahg) = > hi(9)fi g, (zh,9)

i/qeV’

= Y hig) Xg(h) figy(2,9)
i/qeV?

= XQ(h)f(x’Q)

- enfin, f est évidemment dans C°(G x p*) puisque c’est la somme finie de
fonctions de ce type.

4.3.5.2 Conclusion.

C’est le théoréme sutvant.

Théoréme 4.3.12 Soient G un groupe de Lie résoluble exponentiel, conneze et sim-
plement conneze, et | une forme linéaire sur son algébre de Lie g. Sip =: Lie(P) est
une polarisation de Pukanszky de g en l, qui est aussi un idéal de g, et m = ind_X;,
alors pour toute fonction F € C°(G/P x G/ P ; x,), il existe une fonction f € LY(G)
admettant F comme noyau pour w(f).
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