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Première partie

Contribution à la Stabilisation des
systèmes mécaniques



Chapitre 1

Introduction

En théorie du contrôle, une difiérence est établie entre les systèmes se présentant sous forme
d'EDP et ceux se présentant sous forme d'EDO. Cette différence se justifie du fait que dans le
premier cas, le système se présente sous la forme

r@, r)
h(*)

(1 .1 )

ou :

- x,,l'êtat du système est une fonction, c'est à dire un objet vivant généralement dans un
certain espace vectoriel de dimension infinie,

- y est une fonction qui désigne la sortie du système ou I'observation
Dans le deuxième le système se présente sous la forme

It=
tv:

x :  f$ ,u)
Y : â(")

(r .2)

- x, l'état du système est représenté par un vecteur d'un certaitr R', qu'on désigne par (un
point>> du fait qu'il s'agisse d'un objet vivant dans un ensemble sur lequel fonctionne la
géométrie classique,

- y est un vecteur dtun certain Rp, et désigne l'observation.

Cette différence s'étend dans les outils qu'on utilise pour aborder I'analyse de ces deux classes
de systèmes suivant les divers aspects de la théorie du contrôle.

Pour les systèmes se présentant sous la forme d'EDP, les outils sont essentiellement fournis par
I'analyse fonctionnelle, pendant que la géométrie est le principal pourvoyeur d'outils lorsqu'on
traite des systèmes se présentant sous la forme d'EDO.

Les outils de I'analyse fonctionnelle, dans une certaine mesure présentent des rigidités qui peu-
vent avoir I'efiet de masque sur les propriétés que I'on obtient à l'issue de 1'étude des systèmes
qui s'y rapportent. Dans la mise en æuvre de la résolution numérique des EDP, on est amené à
considérer I'EDO obtenu pa.r diseétisation.

La théorie du contrôle des systèmes en dimension finie contient de très importants résultats de
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régularité qu'on souhaiterait quelquefois obtenir lorsqu'on fait l'analyse des systèmes en dimen-

sion infinie.

On se poserait alors la question de savoir si I'on ne peut pas analyser les systèmes en dimension

infinie i.e. du type (1.1) en commençant par obtenir les propriétés des systèmes en dimension

finie i.e. de type (1.2) obtenus de la discrétisation de cette première. Les propriétés des systèmes

discrétisés qui sont issues du contrôle des EDO pourront peut être alors s'étendre dans une cer-

taine mesure au système nominal !

Une catégorie de problèmes importants qui se posent en général en théorie du contrôle et

auxquels nous nous intéressons dans cette partie de ce travail sont présentés par le schéma de

principe suivant

Etant donné un système <<entrées-sorties>> du type (1.1) et (1.2) :

HC. 1.1 - sYstème nominal

-> Chercher une loi de commande pa^r retour d'état (ou feedback) pour stabiliser le système

en un point d'équilibre.

FIc. 1.2 - stabilisation par feedback

-) Observer Ie système, c'est-à-dire trouver un système dynamique (observateur) qui permet

reconstruire toutes les variables d'état du système.de

-> Etudier

retour de sortie

FIc. 1.3 - Observateur

la stabilité du système avec une configuration d'observateur c'est-à-dire avec un

dynamique.

Obsenrateur
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FtC. 1.4 - Régulateur par retour dynamique de sortie

Le travail que nous présentons dans cette partie consiste à appliquer le processus sous-tendu par
la question ci-dessus dans le cadre d'un exemple de système qui a déjà été l'objet d'importants
travaux par des spécialistes de la théorie du contrôle des EDP. Il s'agit du système constitué d'un
objet cylindrique surmonté d'une antenne flexible, en rotation autour de son axe de svmétrie:
le classique <<body beam system>>.

L'objectif est de déterminer pour le système nominal qui est de type (1.1), une loi de stabilisation
de meilleure régularité pour ce système que ceux qui sont déjà dans les travaux de la littérature
existante. Le modèle d'état des formes discrétisées du système nominal sont des systèmes d'EDO
du type (1.2) dont la littérature regorge d'outils permettant de les analyser. Dans cet exemple
nous établissons que les systèmes discrétisés sont stabilisables globalement asymptotiquement en
ses états d'équilibres faisables par des lois de retour d'états statiques de classe C-. Notre objectif
final est ensuite par passage à la limite d'espérer étendre cette propriété de C--stabilisabilité au
système nominal qui est un système en dimension infinie. Le passage à la limite est assez délicat.
Ce trarrail est en cours. Nous établissons que les systèmes discrétisés sont stabilisables par des
retours d'états dynamiques. On est tout de suite tenté de se demander si on pourrait aussi faire
de la régulation par retour d'état dynamique dans le système nominal l c'est un problème difficile.

Pour mener à bien ce travail, nous I'avons organisé de la manière suivante.
Le chapitre 2 est consacré aux généralités.

Nous avons commencé dans une première partie par donner quelques résultats de la litterature
sur la stabilisation des EDOs. Nous faisons également des rappels des difiérentes notions d'ob-
servabilité pour les EDOs. En particulier le concept d'observabilité pour les systèmes linéaires
est global et ne dépend pas de I'entrée du système I il n'en est pas de même pour les systèmes
non linéaires. L'observabilité pour les systèmes non linéaires dépend de I'entrée introduite et
aussi de la non linéa.rité du système.

Dans la deuxième section de ce même chapitre, nous faisons une revue bibliographique sur les
techniques d'estimation que I'on rencontre dans la littérature. L'observateur d'un système du
type (1.1) ou (1.2), lorsque sa synthèse est possible est décrite par un système qui admet pour
entrées les entrées et les sorties du système observé. Sa dynamique est généralement décrite par
un système d'équations du type :

* - 9(*, Y, u) (1 .3 )
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Nous présentons les difiérentes approches de construction d'un observateur pour les systèmes

linéaires et pour des sytèmes non linéaires.

Le chapitre B est consacré à la présentation de notre travail sur la stabilisation du satellite

cylindrique surmonté dtune antenne. Nous commençons par une section portant sur la construc-

tion du modèle d'états d'un système discrétisé du système nominal. Le système discrétisé consiste

en un satellite surmonté d'une antenne constituée d'un certain nombres de tiges rigides soudées

bout à bout en articulations qu'on suppose flexibles. (c.f. figure 3.4 page 34).

Dans la section suivante, nous nous intéressons à la stabilisation pax rétro-action statique. Nous

déterminons des lois de rétro-action de stabilisation des systèmes discrétisés que nous avons

appelés (t,). n s'agit des lois de classe C-. Nous entendons dans le futur nous servir des ob-

servations faites sur la forme que présente les divers systèmes discrétisés, et la dépendance de

l,expression des lois de rétro-action de la valeur n du rang de (X") parmi la suite des systèmes

discrétisés pour obtenir une loi de rétro-action du système en dimension infinie de même régu-

larité que celui des systèmes discrétisés. Ce travail constitue une première étape.

Dans la troisième section, nous abordons la construction des observateurs pour les systèmes

discrétisés i.e. les systèmes (E,). Cette section est préparatoire à la suivante. En efiet dans la

quatrième section, nous présentons la stabilisation par rétro-action dynamique des systèmes

(r").



Chapitre 2

Généralités

Nous rassemblons ici des rappels classiques d'Automatiques non linéaires. Le lecteur familier

avec ces notions peut passer directement au chapitre 3.

Nous avons organisé cette partie de notre mémoire autour du problème suivant :

2.L Formulation du Problème

Soit un système dont l'évolution peut être décrite par le système d'équations différentielles

suivant :
(  a :  x(z) +a2Y(z)
I
\ a :  u  ( 2 .1 )

I  f  z;u)eM, u€î, I

Où M, une variété difiérentielle connexe de dimension impaire, est I'espace des états du système,

et U C lR. l'état du système à un instant t quelconque est ("(t); ,(t)).La dynamique du système

est décrite par le champ (X(r) + w2Y(z); u) défini sur M On va noter pour la suite, lorsque la

concision est plus importante,l(z; ar) : X(z) * u2Y(z). On suppose que la dérive du champ

X p* rapport à z à I'origine (i.e. ff1211"=o) est Hamiltonienne dissipative. Nous considérons

dans notre travail M - lR2'+r pour un entier naturel n quelconque.

Le problème que nous nous posons est de construire une loi de régulation dynamique du sys-

tème (2.1) en ses points d'équilibre.

Il s'agit d'un problème de stabilisation, et d'obserriation des systèmes guidés.

A cet effet, nous consacrons la suite de ce chapitre à la revue de la littérature relative aux outils
que nous utiliseront.

La stabilité consiste essentiellement à étudier le comportement du système au voisinage d'un
point d'équilibre de ce système.

L'étude de la stabilisation revient à trouver une loi de commande z qui permet de stabiliser le

système en un point d'équilibre.

Lorsque le système est linéaire, les premiers résultats significatifs sur la caractérisation des sys-
tèmes linéaires qui sont stables sont dts à E.J. Routh et A.Hurwitz. Nous donnerons ici le critère
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de stabilité de Hurwitz.

La condition suffisante de stabilité que nous allons utiliser la plupart du temps dans ce travail

est donnée par le théorème de Lyapunov, et le théorème de LaSalle. Nous citerons ces théorèmes

dans la première partie de ce chapitre; nous en donnerons un résultat inverse dt à Massera

A la fin de la première partie, nous donnons quelques résultats de la littérature sur la stabili-

sation des systèmes controlés : le théorème de Brockett [9] qui donne une condition nécessaire

et le théorème de Jurdjevic-Quinn [22], où les auteurs donnent des conditions suffisantes de

stabilisabilité pour une classe particulière de systèmes non linéaires, proches du système que

nous étudions. Précisons ici que les résultats de Jurdjevic-Quinn l22l ont été étendus depuis à

d'autres classes de systèmes [19, 24r 371

La deuxième partie de ce chapitre introduit les généralités relatives à I'observabilité des systèmes.

En effet, réguler un système par un retour dynamique d'état nécessite que I'on utilise des outils

se rapportant à la stabilité statique du système, en relation avec I'observabilité.

Nous commençons par le rappel des différentes notions d'observabilité. L'accent porte sur les

systèmes non linéaires, pour lesquels l'observabilité dépend de la non linéarité et aussi des entrées

appliquées au système.

Nous verrons également que les approches dtétude varient selon que le système est à une seule

sortie ou à plusieurs sorties.

Ensuite nous donnons difiérentes méthodes de reconstruction des états du système.

Si on considère le système dynamique suivant

x  :  X(x ,  u )

y = â(")

Or: x € lR'o et u € IR- représentent respectivement l'état et I'entrée du système, Y € R.P est la

sortie du système ( et représente les observations)

Le problème de la reconstruction de l'état consiste essentiellement à donner une estimation de

I'état du système à pa,rtir des observations. La solution à ce problème est donnée généralement

(quand on sait le taire) par une équation du type :

fc : F(f<, u)

Pour les systèmes linéaires, lorsqu'ils sont du type

(2.2)

lt,:
Iv =

Ax*Bu

Cx

Ori x € R", u € IR.- et Y € IR.e,



2.2 Stabilité et stabilisation iles systèmes dynamiques

la méthode présentée ici et qui sera généralisée à certains systèmes non linéaires est celle de

Luenberger. Elle consiste en une recopie du système à laquelle on ajoute un terme correctif qui

est fonction de la sortie du système.

Lorsque Ie système linéaire est à temps variable, c'est-à-dire du type

A(t)x + B(t)u(t)
c(t)x

C'est I'approche de Kalman étendue que nous allons présenter. Elle consiste en une extension

du filtre de Kalman pour les systèmes dynamiques déterministes.

Pour les systèmes non linéaires, nous donnons une classification prenant en compte quelques

méthodes de la littérature. Pour réaliser cette classification, nous nous sommes inspirés d'un

article des auteurs E.A. Misawa et J.K Hedrick [33] au quel nous ajoutons des methodes con-

temporaines [13, 14, 21.

-) Le premier groupe rassemble les méthodes dites de Linéarisation.

Le principe consiste soit à transformer le système en un autre, dont la partie non linéaire dépend
uniquement de la sortie, soit à le développer autour d'un point d'équilibre ou un ensemble de
points d'équilibres.

On peut alors appliquer les méthodes d'observations standard des systèmes linéaires.

-> Le deuxième groupe concerne les méthodes dites à grand gain.

Introduite par Thau [45], plusieurs approches similaires [2, 3] sont développées de nos jours.

Que le gain soit fixe ou variable, le principe consiste à trouver un gain suffisamment large pour

<<dominer> la partie non linéaire, lorsque le système est observable uniformement et de type
Lipschitz.

-) Le troisième groupe représente les méthodes dites à modes glissant [47]. Assez proche des
méthodes à grand gain, le but ici est de déterminer un gain qui permette de faire <glisser> I'erreur

d'observation sur un hyperplan sur lequel I'erreur est linéaire et asymptotiquement stable.

-) Dans Ie dernier groupe, nous avons les méthodes numériques. Celle que nous présentons ici

[42], se base sur la minimisation d'un critère quadratique pour donner une estimation de l'état
courant du svstème.

2.2 Stabilité et stabilisation des systèmes dynamiques

Dans cette pa^rtie, nous abordons les notions de stabilité et de stabilisation des systèmes

dynamiques. Après avoir rappelé les différentes notions de stabilité, nous donnons les théorèmes
généraux sur ce concept.

En ce qui concerne la stabilisation des systèmes dynamiques, nous formulons le problème et

[ " :
Iv:
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ensuite nous rappelons des conditions nécessaires et suffisantes pour stabiliser les systèmes dy-

namiques.

Nous commençons par donner une définition de la notion de système dans la section suivante.

2.2.L Notion de Système

Définition 2.L Nous ilésignerons par systèrne un quadruplet M, C, U, F où

i) M est une uariété différentiable ile classe C*

ii) C est l'espace des contrôles

iii) U un espace d,e contrôles admissibles. Dans toute notre étuile un contrôle ad,missible sera, une

application définie d,e 10,?] --+ IR-

iu) F est une famille ile champs d,e uecteurs sur M indeæée par les contrôles

Nous supposerons que C est un espace métrique et comme nous allons pri'ncipalement nous

intéresser aux systèmes <<entrée-sortiù), nous allons consiilérer ile plus :

u) un espace de sortie E qui sera un espace uectoriel réel de dirnension f,ni'e et une application

h : M -+E ile classe C*

2.2.2 Notions de stabilitê

Considérons le système dynamique

t x : x(*)
I x(".) - o (2.3)

où x € M est l'état du système et x6 € M désigne un point d'équilibre du système où I'on

souhaite caractériser la stabilité. (comme nous I'avons déjà précisé plus haut, nous considérons

dans la suite que ,,V : R")

Nous notons dans toute cette section X1(x) la solution du système (2.3) à un instant f , telle que

Xg(x) : )c.

Définition 2.2 (stabilité) o, ilit que xo est un point d,'équilibre stable si :

Ve > 0 ,  3a >  0 ;  te lque Vx€M,  l l " - "o l l  1  a  +  Vr>0;  l l x t (x )  -xo l l  <  €

Autrement dit, si on part d'assez près d,e xs, on reste toujours aussi près ile xo 7u'on ueut.

Définition2.3 (attractivitê) On ilit que xo est attractif pour Ie système (2.3) s'il existe un

scalaire strictement positif a tel que

Yx€ M, l lx-xol l  < a,  X1(x) existe pourtoutt)0,  r r r l lgXr(x)  -  Xs (at t ract iu i té local)

Si,ll1Xr(*) - Xs Vx € IR', on ilit que xs est globalement attractif
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Définition 2.4 (Asymptotique stabilité) On d,it que xo est asymptotiquernent stable s'il est
stable et attractif

xs eEt globalement asymptotiquernent stable s'il est stable et globalement attractif

Définition 2.5 (Exponentielle stabilité) Si xo est un poi,nt il'équilibre asyrnptotiquement
stable pour le système (2.3) et s'il eaiste d,eur constantes posititses K et À telles que I'on ait :

llx,(*) - *oll S /( llx - *oll '-^'

pour tout x d,ans un uoisinage d,e xs et tout t ) 0, alors on d,ira que Ie système (2.3) est
exponentiellement stable êft xs

La stabilité des systèmes linéaires a une caractérisation simple donnée par le critère de Hurwitz.

Considérons par exemple le système

( ; r :Ax
< (2.4)
[* (o):0

La matrice A est appelée la matrice du système (2.a\

Définition 2.6 On dit que A, est une matrice ile Hurwitz si et seulement si toutes ses ualeurs
propres sont ù, partie réelle strictement négatiae.

Et un système linéaire est localement asymptotiquement stabilisable en l'origine si et seulement
si sa matrice est une matrice de Hurwitz.

Pour un système dynamique quelconque, le théorème de Lyapunov donne une condition suffi-
sante de stabilité. Pour garder une certaine cohérence à I'ensemble de ce travail, nous donnons
une définition de la fonction dite de Lyapunov, que nous voulons difiérente d'une autre fonction
que nous définirons plus tard comme fonction de LaSalle. À cet effet, soit V un voisinage de xs,
Il s'énonce :

Définition 2.7 (Fonction de Lyapunov) Soit une fonction V : V -) R continue sur V,
ad,mettant en tout point ile V une dériuée ile Dini. Si la fonction V satisfait les propriétés

/ .  V(xs)  -  g  et  V(x)  > 0 s i  x#xo surV I
p. ' i r (x)So Vx€I

elle est appelée foncti,on d,e Lyapunou pour le système (2.3) au point d'équilibre xs.
S id ,ep lusona lapropr ié té ,Ve)  <  0  Vx  €  V- {xo} ,  a lo rs la fonc t ionV es td , i te fonc t ion
ile Lyapunou stricte pour le systèrne (2.3) au point d,'équilibre >ra
Siparcontre,  onalapropr iétéÛ(*)  S0 Vx€ V-{rro},  a lors lafonct ionV est  i l i tefonct ion
d,e Lyapunou large pour le système (2.3) au point d'éqailibre xs

11
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Theorèm e Z.L S'il eùste une fonction d,e Lyapunou (large) V , d,éfinie sur un uoisinage V d'u

point il'équilibre xs, alors xs est un point il'équilibre stable pour le système (2.3)

Si d,e plus, il s'agit d,'une fonction d,e Lyapunou stricte, alors le point d,'équilibre xs est o,sqrnp-

totiquement stable pour le système (2.3)

Il est à noter que dans les défnitions et théorème ci-dessus, suivant que V, le voisinage de xs est

restreint ou étendu à I'espace des états tout entier, il s'agit des définitions et résultats globaux

respectivement.

On a le théorème inverse suivant, dû à Massera

Theorème2.2 (Massera) Si X est continue, et sixs est un point d,'équilibre asyrnptotique-

ment stable pour Ie système (2.3), alors le système (2.3) ad'met une fonction ile Lyapunou slricte

qui est d,e classe C* d,ans un uoisinage d,e ><s

D'après ces théorèmes, pour montrer qu'un point d'équilibre du système (2.3) est asymptotique-

ment stable, il sufÊt de trouver une fonction de Lyapunov stricte. Les fonctions de Lyapunov

strictes sont assez difficiles à déterminer pour un système donné.

Cependant, il est moins difficile de trouver des fonctions de Lyapunov larges. Lorsque un sys-

tème tel que (2.3) admet une fonction de Lyapunov large, on a le résultat suivant qui permet de

conclure à I'asymptotique stabilité

Theorème 2.3 (Principe d'invariance de Lasalle) SoitV une tonction de Lyapunou large,

d,e classe Cr, pour le système (2.3) en ><o. Alors toutes les traiectoires bornées pour t > 0 tenilent

uers un ensemble Q, le plus grand ensemble inuariant pour le système (2.3) contenu dans

E:  {x€  R"  /Y (x )  :0 }

Si de plus I/ est propre ou radialement non bornée, ( i.e. 
l*llt+_ 

V(x) : *oo), alors toutes les

trajectoires sont bornées pour I > 0; il s'ensuit donc que toutes les trajectoires tendent vers f,).

Pour montrer que xs est un point d'équilibre attractif, il suffit de montrer que O : {xo}.

Pour la suite de ce chapitre nous considérons xo = 0' I'origine de IR'''

2.2.3 Stabilisation des systèmes controlés

Dans cette section, nous nous intéressons au problème de la stabilisation par bouclage. Le

système étant soumis à un contrôle admissible, nous allons étudier ici le comportement du

système au voisinage d'un point d'équilibre.

Considérons le système dynamique dont l'évolution est décrite par le système d'équations

|  * :

1".
X(x, u)

R" ;  u  €  U
(2.5)
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&/ désigne I'ensemble des contrôles admissibles et X(0, 0) - 0

Nous allons à travers cette section, rappeler les principaux résultats qui donnent des conditions
nécessaires et suffisantes pour trouver une loi de commande u(x) telle que I'origine soit un point

d'équilibre asymptotiquement stable pour le système (2.5),, bouclé par le contrôle u : u(x).

Cette loi de contrôle sera appelée une rétro-action

Définition 2.8 (Stabilisabilité) On dit que le contrôle système (2.5) est stabilisable s'il eoiste
une loi d,e rétro-action u(x) au moins continue tel que le système bouclé :

x : X(x, 
"(x))

admette l'origine cornrne point d,'équilibre asymptotiquement stable.

On suppose que I'EDO bouclée admet des solutions uniques.

Le problème de stabilisation est déjà totalement résolu pour les sytèmes linéaires (i.e. où X(x, u) :

Ax * Bu). On ne peut pas en dire de même pour des systèmes non linéaires. le Problème qui
sous-tend ce travail est un problème de stabilisation de système contolé non linéaire.

Définition 2.9 On appelle système linéarisé ilu système (2.5) à l'origine, le système d,éfini par

13

{ * :
IA:

Ax*Bu

H(0, o) et  B -  #(0, o) (2.6)

Nous pouvons énoncer un premier résultat démontré par Brockett [9] et qui donne des conditions
nécessaires de stabilisabilité

Theorème 2.4 Si le systèrne (2.5) admet une rétro-action stabilisatrice de classe Cr dans un
uoisinage d,e O alors :

i) -> Le système linéarisé n'adrnet pas ile mod,es incontrôlables associés à, d,es ualeurs propres
strictement positiues.

ii) -> Il eaiste un uoisinage N de O tel que pour tout € e If, il existe un contrôle ue (.) d,éfini
su r [ 0 ,æ [qu i ra rnène lesys tèmed ,e l ' é t a t  x :  €  en t : 0  ù l ' é t a t  x : 0  l o r sque t  +  *oo .
Autrernent d,it, six(t) est solation ilei< : X(x, u6) vérifiant x(0) - ( alors

,l5g x(t) : s

iii) -> Il eaiste un voisinage V d.e l'origine dans lR' tel que l'application

ô:Vx lRm
(x, ,r)

IRN

X(x ,  u )

_>

H

soit surjectiue
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Nous allons énoncer maintenant le théorème de Jurdjevic Quinn, un des premiers résultats sig-

nificatifs qui donne une condition suffisante de stabilisation pour les systèmes affines en contrôle

et dont la dérive est linéaire et dissipative.

Theorème 2.5 (Jurdjevic-Quinn l22l) Soit le système

[  *  :  X(*)+uY(x)
{ 

_- _ -l:, , * __.-_, (2.7)
I  x€R' ,u€R

où X(x) - Ax, auec A, une matri,ce carrée d,'ord,re n o,uec n ualeurs propres imaginaires ilis-

tinctes.

Si

{oaf .V(x) ,ke  N}  =  lR '  Vx€R"- {o}

alors le système (2.7) est globalement asymptotiquement stable pour la loi d,e rétro-action

u -- - (x , Y(*))

Rappelons la définition suivante relative à I'opératerr ad du théorème ci-dessus.

Définition 2.10 Soit un champ d,e uecteurs d,e classe Cr X défini sur IR*, soit une aplication

À IR'-+ IRP de classe CL

La dériuée ile Lie de la fonction h suiuant le champ X est l'application qu'on note

.Cxh R' -+ RP

d,éfinie pour toutVx € IR' par : Lyh(x; : 
*4{*)X(*)

Ona

Vx € IR', fSln1x; : tx(L*h(x)) Vk e N

Définition 2.11 On définit sur I'ensemble ile charnps de uecteurs de classe C^rsur R.", l-(lR")

l'opérateur ad\ par :
ad\ : f-(R") -) l--r(R")

Y + ad\Y

Vx € R', adf.Y(*) : lad\-rY, Y] (*), [od!.Y, v](") : X(x)

et adlçY(x) : [X, V] (*) : .CxY(x) - ÉyX(x)

Le théorème 2.5 ci-dessus a été depuis généralisé pa,r d'autres auteurs, notamment dans [13, 37]

de la manière suivante :

L , ffi € N, rn = oo, ou rn = u) pour les champs analytiques
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Theorême 2.6 Soit n
x:  x(x)  +Duiy i lx ;  (2.8)

i= l

un système de classe C* défini sur IR.', auec X(0) - 0
I S'il existe une fonction de LyapunoulargeV d,éfinie szrR.' pourle systèrne (2.8) d'entrée nulle,
I teile que l'ensemble

W: {x€ IR ' lL f rV(x) :  LLLvrT(x) :0 ,  Vke N,  i : I , . . . , * }

est réiluit ô {0}
Alors

Le système (2.8) bouclé par les lois d,e rétro-action ui(x) : -Lv;V(x) i : 1, .. . , m, est
globalement asyrnptotiquement stable à l'origine.

Ces résultats sont d'un grand impact dans notre travail l c'est même pour cette raison que nous
adoptons la définition suivante proposée dans [37], des systèmes de type de Jurdjevic-Quinn,

ou en plus court les J-Q systèmes.

Définition 2.12 On appellera un J-Q système tout contrôle-sytème de classe C*, ffine en
controle, uerifiant le théorème 2.6 ci-dessus

Tout autant, d'un grand impact sont les résultats portant sur la stabilisation des systèmes avec

intégrateur [18, 431. n s'agit des systèmes de la forme

( *. : x(*, y)
I

{ t :u (2.s)
t -  ( * ,y )  € lR '+Pu€lRP

A cet effet, la notion de fonction de Lyapunov large est très utile pour la stabilisation de tels

systèmes.

Pour la stabilisation de ces systèmes, il est d'usage de considérer le système

[ ;, : X(x, v)

1 *€ tR 'v€tRp 
(2 '10)

(

qu'on appelle le système réduit du système (2.9)

On a les résultats obtenus dans les papiers 125,,4L,43] qui se résument en :

Theorème 2.7 Si un systèrne C* d,e type (2.10) est stabilisable en l'origine de R.' par une loi
de rétro-action d,e classe C* , alors le système (2.9) est stabilisable en l'origine de R"+p po,r une
loi d,e rétro-action d,e classe C*.

15
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Ce résultat est aussi connu sous le nom de <backstepping>.

pour étudier la stabilité du système (2.9), on recourt aux outils de stabilisation du système réduit

(i.e. te système (2.10)) à savoir fonction de Lyapunov relative au système réduit(large souvent

pour les moindres difficultés à les trouver. . . ) et loi de rétro-action stabilisante du système réduit,

afin de construire des outils de stabilisation du système d'origine, i.e. le système (2.9). L'un des

outils de stabilisation répond à :

Définition 2.13 On ilira qu'un système C* d,e type (2.L0) est un système d,e type LaSalle si il

existe :

1. une Jonction; k IR.'  + lRp d,e classeC' (r)_L) avec k(O) : g

L. une fonction scalaire V définie szr IR', ile classe Cr definie positiue et propre, telle que :

(a) ette soi,t fonction ile Lyapunou large, pour le champs de uecteur Y d'éfinie sur R par

Y :  x  €  lR"  r+ Y(*) :  X(x,  k(* ) )  ( i .e .Yx€ R' ,CvV(*)  S O)

(b) Le plus grand, ensemble i,nuariant pour le champ Y contenu dans l'ensemble

E : {x e R' I LvV(x) : O} est réiluit à l'origine de lR''

dans ce qui suit on notera L-T système pour désigner les systèmes de type LaSalle.

De [18], on a un résultat avec ce type de sytème, qui est le suivant :

Theorême 2.E Si Ie systèrne (2.I0) est un L-T système d,e loi d,e rétro-action stabilisatrice

k(x), alors, le système (2.9) est aussi un L-T système d,ont une loi d,e rétro-action stabilisante

est donnée par :

u(x; y) _ -y + k(x) + dk(x).fr(*, y) - G(*, y)r.VV(x) (2 .11)

f(*, y) - X(x, k(*)) * G(c, v).(v - k(*)) (2.12)

Dans notre utilisation de ce théoreme le choix que nous faisons de la matrice G est :

(2.13)

Démonstration:

On suppose donc que le système (2.10) est un L-T système I donc, il existe deux fonctions ft

et 7 satisfaisant les conditions 1) et 2) de la définition 2.13. Notons Î1*; : X(x, fr(x)), et O

le plus grand ensemble invariant pour la dynamique du système de champ de vecteur, Î1*;,

con tenu  dans  l ' ensemb leE-  { x€  R  l  LyV( * ) :0 } .  Pa rhypo thèse ,onaO:  {0 } .

G(*, y) : 
Io'#,*, 

,y + (1 - t)k(x))d't

/  x(", t l  \
\ "("' v) /

Soit

z(x,v) -
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où

, (x, y) :  -y + k(x) + dk(x). f(*,  y) + Y(x, y)r .  VV(x)

Z est le champs de vecteur du système (2.9) bouclé par la loi de rétro-action donnée par (2.11) ;

Soit la fonction

W : (x,y) e [R"+e +> W(x,y) :  V(x) + ] lv 
-  k(*) l l '

W est une bonne fonction candidate de Lyapunov; en effet, elle est de classe Cl définie positive

et propre. Sa dérivée pour tout ("; V) € lR"*P,

w(*, y) = t'zw(*, y) : Lxv(x) - llv - k(x)ll '? < 0

Donc I'origine de IR'*p est un point d'équilibre stable pour le système (2.9) bouclé par la loi de

réro-action (2.11) . Il faut pour en finir établir I'attractivité l'origine pour le système.

Soit
E : {(*; V) € IR"+P I LsW(x,, y) :0}

: {("; V) € lR"+P I LxV(x): 0 et y - k(x)}

Notons Ô le plus grand ensemble des points invariants du système (2.9) bouclé par la loi de

rétro-action donnée par (2.11), contenu dans E. Pour établir l'attractivité globale de l'origine,

il suffit d'établir qn" Ô est réduit au singleton constitué de I'origine de R"+p. Soit (xs; Vo) e Ô.

Sur Ô la dynamique du système (2.9) bouclé par la loi de rétro-action donnée par (2.11) est

décrite par le champs de vecteur

avec

u(x)  -  dk(x) .X(* ,  y )  +  Y(x,  y) r  .vV(x)

Notons (*(t); y(t)) la solution du système correspondant d'état initial (*o; yo). Puisque Ô est

invariant pour le système de champs de vecteur 2,, on a (x(t); y(r)) € Ô ponr tout t ) 0

Ona  
à
p(x(t)) = x(x(t))

d'où x(t) - Îr1*1 un"" Îr1.; le flot du champ de vecteur. f defioi" sur IR*.

Considérons I'ensemble

M={x€R"/  (x ;  k (x ) )eô}

Soit *o € M,on a (*a; k(*")) e Ô, et (Îr(xo); y(t)) € Ô; celaparce q,t"ô est invariant pour le

système de champs de vecteur Z, aveci(t) : fr(Îr(x.)). Ce qui montre qrrc M est invariant pour

L7

z(x,k(x)): (Î,î i )
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le système de champ de vecteurc f. Or, M est I'ensemble des points invariants du système (2.10)

bouclé par la loi de rétro-action k(x) qui sont inclus dans I'ensemble

E : { x€R"  /  LaV(x ) -0 } . onadonc  M={o }  d ' oùÔ- { (0 ;  0 ) }  t r

Nous allons aborder maintenant la deuxième partie de ce chapitre; c'est-à-dire la reconstruc-

tion des états des systèmes dynamiques. Mais avant de rappeler les différentes méthodes de

reconstruction, nous allons d'abord introduire le concept qui ctudie la <faisabilité>> de la recon-

struction. c'est-à-dire I'observabilité

2.3 Observabilité des systèmes dynamiques

Considérons le système dynamique sur lequel on fait les bonnes hypothèses de régularité

décrit par :

( ;(. : X(x, u)

{v :â(* )  
(2 '14)

[  *€R" ,  u€]R-etY€Re

Dans cette section, nous allons adopter la notation suivante :

Lorsque x(t) : Xr(xo, u) dCsigne l'état du système à un instant t pour un contrôle u , Ia sortie

sera notée :

y(r) :  h(X'(*o, u)) = o(xo, u,t)

Définition1.t4 Deux états xa et x1 distincts du système (2.14) sont ilits ilistinguables s'il

eriste un contrôle u et un temps t, t ) 0 tels que :

o(xo,  v , t )  +  o(x1,  u , t )

Ce concept de distinguabilité permet de definir la notion d'observabilité.

Définition2.L5 Un système detype (2.I4) est obseruable s'i,l n'eriste aucune paire d,'états in-

distinguables.

Cette définition de I'observabilité est difficile à obtenir dans la pratique; on vérifie plus souvent

I'observabilité des systèmes de façon locale.

Avant d'aborder la notion de système localement observable nous allons d'abord définir les entrées

universelles.

Définition2.16 (Jne entrée u(.) est d,ite uniuerselle pour le système (2.I4) sur un interualle

[0,7], auecT > 0 d,onné si elle distingue tout couple (xo, xo) d,'états initiaua du système (2.I4)

te l  quexo f  *o . ( i . e .Vxs ,  *6  €  IR '  auêc  xs f  *o ,3 t  e  [0 ,  T ) te l  que

a(xo,  u( . ) ,  , )  #  o(*o,  
" ( . ) ,  

, ) , )
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Définition 2.17 Le système (2.I4) est dit uni,formérnent obseruable sur un interualle 10, Tl,

auecT ) 0 d,onné sitoute entrée ad,rnissible u(.) est une entrée uniuerselle pour le système sur

I'interualle de ternps [0, 
"].

Définition 2.LB Une entrée u(.) est dite singulière pour le système (2.I4) si elle ne perrnet de

d,istinguer o,ucun couple d'états initiaux d,istincts du système (2.I4).

Définition 2.L9 Le système (2.14) est d,it localement obseraable ên xs s'il eûste un uoisinage

V*o d,e xs tel que tout état xs, ilistinct de xs, appartenant ù V*o est distinguable d,e xs

Une notion plus faible d'observabilité des systèmes dynamiques est donnée par :

Définition 2.2O Le système (2.I4) est dit localement faiblernent obseruable en un poi,nt xs si

pour tout uoisinage V*o de xs, il eniste un uoisinog" fr*o de xs contenu dans V*o tel que I'ensemble

des états d,e (2.I\ ilans i*o qui sont indistinguables ile xo pour toute trajectoire Xr(xo, u) ne

contient Que xs

2.3.I Espace d'observation

Définition 2.21 L'espace d,'obseruation notée 0(h) relatif au système (Z.Ia) est le plus petit

sous espace uectoriel d,e I'espace d,es fonctions scalaires iléfnies sur IR.', contenant les obseruations

h ;e t fe rmépar ladé r iua t i ondeL ie le longde tous lesé lé rnen tsd ,e l ' ensemb le {X ( . , , u ) ,  u€R- }

i .e .

O(h)  :  ( { f * " - f *uÈ- l  . .  .Lxo , ,hn(x )  l1<  i  <  p ;  k>  1 ;  u r , . . . ,u r , .  O* } ) '  (2 .15)

Une autre définition de I'observabilité, qui utilise I'espace d'observation est donnée par

Définition 2.22 Le système (2.L4) est dit obseraable au sens du rang en xa si :

dim d0(h)(xo) : tt

ot tdo(h)(xo) :  {d! I r (xe),  V eO(h)}

Proposition2.l Si le système (2.Ia) est obseruable au sens d,u rang enxs, alors il est locale-
rnent faiblement obsen:able en h

Cas particulier des systèmes linéaires autonomes

Pour les systèmes linéaires la notion d'observabilité est globale

2espace vectoriel engendré par I'ensemble entre les angles
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Considérons par exemple le système linéaire décrit par les équations :

[  
*c  _  Ax*Bu

{v:cx
I  x€R ' ,  u€R-e tY€RP

(2.16)

On montre assez facilement que I'espace d'observation dans ce cas est tel que en tout état xs otr

ait :

d7(xs) - s[cr (cA)t . . .  (cA"- ') t ] t

Le système est observable si et seulement si la matrice suivante

(2.r7)

Mo6" :  lcr (cA)r . . .  (cA"-t) t ]" (2.18)

dite matrice d'observabilité du système (2.16) est de rang n

pour les systèmes linéaires ce critère de rang est connu sous le nom de critère de Kalman

d'observabilité.

Remarqu e Z.L Il est d'usage lorsqu'on est dans une configuration d'observabilité de considérer

la paire (C, A) comme la description de tout système de type (2.16).

Remarqu e 2,2 Puisque la matrice d'observabilité (2.18) est constante et ne dépend pas de

l,état, dans ce cas si le système est observable en un point, il est observ-able en tout point.

Nous avons aussi les équivalences entre les propriétés suivantes :

1) -> le système linéaire (2.16) est observable,

2) -> le système linéaire (2.16) est complètement faiblement observable,

3) -> le système linéaire (2.16) est uniformément observable,

4) -> le système linéaire (2.16) vérifie la condition du rang'

On dit alors que la paire de matrices (C, A) est observable'

Une autre caractérisation de I'observabilité des systémes linéaires, connue sous le nom de critère

de Hautus pour I'observabilité, est la suivante

Proposition2.2 Le systèrne (2.16) est observable si et seulement si pour tout s €C, Ie rang

de la matrice

l"';" l
est égal à n

Cas des systèmes linéaires non autonomes
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Considérons à présent le système linéaire suivant

( ;r : A(t)x
I
(v=c( t )x  (2.1e)
I
I  x€R" ,  y€RP

Définition 2.23 Le système (2.19) est complètement obseruable sur un interualle [0, 
"] 

s'il est

obseruable ù tout instant t € [0, T]

Un objet mathématique permettant de caractériser les systèmes complètement observables est

le grammien d'observabilité

Définition 2.24 On appelle grammien d'obseruabilité d,u système (2.19) la matrice suiuante

\M(t ,  t  +T):  [ ' * '  o '1r ,  , )cr(7)c Q)aQ, ldr
Jt

où iD(., .) est la solution d,u système :

I to{,, r) : A(r)o(r, t)

lo1r,r; : r

2L

(2.20)

Proposition 2.3 Le système (2.19) est complètement obseruable s'il eriste T > 0 et
ts

matrice définie positiue

Déf in i t ion? .25  S ' i leûs te  ?  >  0 ,T  )  0  e t to  )  0 te lsque

Vt > to,  \M(t ,  t+T)  > n I  > 0

alors Ie système (2.19) est dit cornplètement uniformément obsensable

Pour un système linéaire de la forme :

( ;r : A(t)x + B(t)u(t)
I

{ v(t) = c(t)x (2.21)

[  * €R ' , u€R*  e t  y€ lRP

Le système homogène associé est donné par le système (2.19).

On a la proposition suivante.

Proposition 2.4 Le système (2.2L) est obsensable à l'instant ts si et seulement si le système

hontogène associé, systèrne (2.19) est obseruable ù I'instant ts
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proposition 2.b Le système (2.2I) est obseruable à I'instant ts si, et seulement si, la sortie ilu

systèrne hornogène associé, c'est-ù-d,ire Ia sortie ilu système (2.19) soit y(t, xo,to), corTespon-

d,ant à, un état initial non nul n'est pas iilentiquement nulle

2.3.2 Systèmes non linéaires

Systême affine en l'êtat

ces systèmes sont, en général, décrits par I'ensemble d'équations

( ;c : A(u(t))x + B(u(t))
) -- : C(z(r))x Q.22){ v : c(u(t))x

[  * € ]R 'e tY€RP

Le système homogène associé au système (2'22) s'écrit :

I  x : A(u(t))x
t ,  =C(u( t ) )x  (2 .23)
{ v = c(u(t))x

I  x€ ]R ' "  e tY€RP

Grâce à Ia linéarité des systèmes affines par rapport à l'état on montre que le système (2.22) est

observable si et seulement si le système (2.23\ est observable

Remarque 2.8 On considére les systèmes affines en l'état comme une famille particulière de

systèmes linéaires temps variant indexée par l'espace fonctionnel des commandes.

On définit alors par analogie le grammien d'observabilité des systèmes afrnes en l'état, soit :

Définitio n 2.2G Le gramrnien d'obseruabilité pour Ie système (2-22) est ilonné par :

ct*'T

\M,(t, t + T) : I oT(", t)cÏ(l)c" (r)il"(r,t) d,t
J t

(2.24)

où lhu(., .)est la solution du système :

( 4O,1r, t1 = A'O,(r, t) (q rt'\
I  75VUV t  ' )  du -u \ ' ,  w t  

(2 .25 )

I o"(r, t) : r

proposition 2.G [Jne entrée u(t) est uniuerselle pour le sgstème (2.22) s'i,l existe ? > 0

et  ts  )  0  ,  te ls  que pour tout  t  ) to  
"o* i r , (W., ( t r t+  

?))  > 0

Remarqu e 2.4 a-;,,(W.,(t , t + T)) est appelé I'ind,ice d,'uniuersalité ilu système sur I'intentalle

de temps ft, t + Tl.
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Enpar t icu l i ,ers ' i le , t is te? > 0 i to  )  0et  a  )  0  te lsqu,epour tout t  ) ts ,

o*6('w',,(t , t + T)) ) a alors I'entrée u est dite régulièrernent persistante

Système non linéaire uniformément observable

La propriété d'uniforme observabilité est relative à I'entrée du système. Les systèmes considérés

ici sont les systèmes non linéaires généraux I c'est à dire de la forme :

(2.26)

Définition 2.27 Le système (2.26) est dit unitorrnément observable si pour tout t ) ts, toute

entrée ailmi,ssible u est uniuerselle sur lts, tl

Nous allons donner une caractérisation de cette définition pour un type particulier de tels sys-

tèmes

Systèmes non linêaires affine en contrôle

Considérons le système non linéaires affine en contrôles décrit par :

I otrl : x(x, u, t)

{ v(t) = h(x, t)

I  x€R" ,  u€]R-  e t  Y€R.e

( ;r : x(*) + u(t)Y(x)
I

lu: â(")
I  x€R ' ,u€ lR  e t  g r€ lR

Nous avons la caractérisation suivante

I o1l : îq*1+ u(t)î(x)
\ Y(t) _ ô*

où les fonctions Î et Î sont iléfini'es ile la façon suiuante

Theorème 2.9 ([3, 7]) Le système (2.27) est uniformément obseruable pour toute entrée si et

seulement si iI eriste un difféornorphisme qui le transforme en :

(2.27)

(2.28)

î1*; - î1*;: (,^!::*:",)
t2

fr3

î n

d(x)

et e :  (1, o, . . . ,  o)
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Remarqu e 2.5 La for.me (Z.Zg) donnée ci,-d,essus est appelée la forme canonique il' obseruabilité

uniforme

Dans un cadre plus général, c'est à dire le cadre des systèmes de la forme (2.26),lorsque P: I,

le théorème suivant a été démontré par les auteurs Gauthier et Kupka [15]

Theorème 2.10 (tlbl) Si le système (2.26) est [J-uni,formément obseruable alors il eil,ste un

changement ile uariable qui Ie transforrne en :

:I
: 

"fo(rr, rt)

{0 , " ' , n - t }

f t ' (u,  t1,  xr)
. /  \

Jz (Ur  c1r  12)  Î3 )

,
F f  \

J i (u ,  0 r ,  .  . .  t  r i+ t )

i
F l \

J " ( u ,  r L r . . . t r n )

(2.2e)

Où Ia fonction f est telle que

V(u ,x )€ lR-XR ' ,  V i

0f ;

f f i (w 
rrt. .- ,  æ;+r) #

€

0

2.4 Observateurs des systèmes dynamiques

2.4.L Introduction

La reconstruction des états des systèmes dynamiques constitue une partie très importante de

la théorie du contrôle. Wiener en 1946, a été le pionnier de l'étude de ce problème. Kalman en

1961 [2g], a donné une solution dans le cas stochastique et plusieurs méthodes de reconstruction

d'états de systèmes déterministes de nos jours sont une extension du filtre de Kalman

Luenberger [82] (1966) a donné une solution du problème pour les systèmes linéaires déter-

ministes. Cette solution est optimale et résout complètement le problème de l'observation des

systèmes linéaires.

pour les systèmes non linéaires, le problème est plus complexe. Le problème de I'observation va

dépendre de I'entrée du système, et de sa non linéarité. Plusieurs approches ont été développées

dans la littérature concernant I'observation de ces systèmes. Nous n'introduisons Pas de nouveaux

résultats dans ce chapitre mais nous nous appuyons sur ce qui existe dans la littérature [1, 3, 5,
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7, 8,2I, 17, 20r 33, 30, 40, 441pour présenter une revue bibliographique sur I'observation des

systèmes dynamiques.

Nous traitons au début de cette partie, le cas des systèmes linéaires. Ensuite pour les systèmes

non linéaires, nous avons classé les différentes approches d'observation suivant qu'elles sont à

gain fixe ou à gain variable.

Le premier groupe concerne les méthodes qui linéarisent le système par une injection de la

sortie [16, 26]. Cette approche consiste à linéariser le système soit par une transformation non

linéaire (une approche globale), soit autour d'un point d'équilibre ou autour de I'ensemble des

points d'équilibres (approche locale) [1]. Les méthodes d'observations des systèmes linéaires

peuvent être alors adaptées aux cas des systèmes non linéaires.

Dans le deuxième groupe, nous retrouvons les méthodes dites à grand gain. Cette approche que

I'on retrouve très souvent dans la littérature [3, 2] consiste dans un premier temps à transformer

le système, lorsqu'il est uniformément observable, sous une forme canonique composée d'une

partie linéaire et d'une pa.rtie non linéaire lipschtzienne. Le problème de I'observation revient

alors à déterminer un gain suffisamment important pour dominer la non linéarité.

Le troisième groupe représente les méthodes d'observation à mode glissant. les auteurs [46, 471

utilisent la méthode de grands gains d'observateur pour faire <<glisser> I'erreur d'observation vers

un hyperplan sur lequel cette dernière est linéaire et exponentiellement stable

Dans le dernier groupe, les méthodes utilisées donnent une solution numérique au problème

de reconstruction des états du système étudié. Certains auteurs minimisent un critère coirt

quadratique pour trouver une estimation de l'état courant sur un horizon temps fini.

2.4.2 Systèmes linéaires

Cas des systèmes autonomes

Pour ces systèmes, I'approche proposée par Luenberger [31, 32] est simple et optimale. Aussi,

c'est cette approche que nous allons développer la plupart du temps dans notre travail.

Considérons le système (2.16)

Ax*Bu
Cx
x€ lR " ,  u€ lR -  e t  y€RP

On va supposer également que la paire de matrices (C, A) est détectable

La paire (C, A) étant détectable, on peut trouver une matrice K, de façon que le spectre de la

matrice A - KC soit dans le demi-plan complexe gauche. Cette opération est appelée placement

de pôles.

25

[x  
=

l":
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Un observateur de type Luenberger pour ce système est décrit par l'équation :

i  :  A ic+Bu(t )+K(v-ct )  (2.80)
icro -- xo

Cas des systèmes non autonomes

Un placement de pôle dans ce cas ne sert à rien dans la pratique puisque nous avons des matrices

qui varient dans le temPs.

Une solution au problème d'observation des systèmes linéaires temps variant est donné par

I'observateur de type Kalman étendu

Soit le système (2.21)

I  x  :  A( t )x+B(r)u( t )

I v = c(t)x

Theorême 2.11 (t6l) Si le système (2.2I) est complètement uniformément obseruable et si les

matrices A(t) et B(t) sont bornées alors Ie système :

I  i  :  A( t ) tc+B(t)u( t )  +Pcr( t )n( t ) - ' (v-c( t ) i ( ) .  (2.81)
\ 

p : A(r)P + PAr(t) - PCr(r)R(t)-1c(t)P + Q(r)

est un obseruateur erponentiet gtobat pour le système (2'21) auec P(ts) : Ps une rnatrice

semi-d,éfi,nie. Les matrices IL(t) el Q(t) sont iles matrices bornées respectiuement iléfinies et

semi-iléfinies positiues qui sont choisies ile taçon appropriée

systèmes affines en ltétat

Considérons le système (2.22)

J ;, : A(z)x + B(u)

\ v : C(u)x

Les auteurs Bornard et al [6] ont démontré la proposition :

propositi on 2.7 Toute entrée régulièrement persistante appliquée au système (2.22) engend,re

un système linéaire temps uari,ant cornplètement uniformément observable.

Le résultat suivant est démontré par les mêmes auteurs [6]

Theorèm e 2.12 Soit le système (2.22) pour lequel la paire ile matrices (C(u), A(r)) est unifor-

mément obseruables d,ans le ilomai,ne d,es entrées ad,rnissibles. Alors pour toute entrée régulière-

ment persistante le systèrne suiuant :

i  :  A(u)*+B(u)  *S- lCr (zXv-C(u)* )
S = -0s - Ar(z)s - sA(u) + cr(r)Q(t)c(u) 

(2'32)
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auecs ( t s )  -  Ss  >  0 ;Q  >  0  es tunobse rua teu re rponen t ie lpou r lessys tème(2 .22 )

Démonstration:

Considérons l'erreur d'observation e(t) : *(t) - x(t) et la fonction de Lyapounov

v(t) - e(r)rs(t)e(t).

Ona

è(r) : (.1,(u(r)) - r-t1r)cr(z(r))QC(u(r))e(r)

on trouve alors pour 
*rrrr,

n
#, Al : - ler (t)s(r)e(t) - erlr;cr(u(r))ec(z(r))e(r)

La matrice Cr(u(t))Qc(u(t)) étant non négative on peut écrire que :

4ral < -oer(t)s(r)e(t)
d t '

soit n
æral s -|v(t)

Les entrées étant régulièrement persistantes

V0 >  0  ;  I  t6  >  0  f  o  >  0 ;  V t  >  to ,  S ( r )  )  o I

Ainsi donc, pour t ) fs ll.(t)ll' = ry 
exp(-ht)

Remarque 2.6 Cette démonstration est encore valable pour prouver la convergence de I'obser-

vateur dans le cas des svstèmes linéaires non autonomes

2.4.3 Systèmes non linêaires

Methodes linéarisant lterreur dtobsernation

Nous présentons dans cette section les méthodes qui utilisent une linéarisation de I'erreur d'ob-
sernation pour adapter les méthodes d'obserrrations des systèmes linéaires aux cas non linéaires.

Le principe de ces méthodes introduites par Bestle et Zeitz [4] est le suivant. En considérant le
système (2.I4)

( ;, = X(x. u)

I v : lr(*)
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on cherche à trouver une transformation non linéaire T., telle que

x :  To(z)

assure I'equivalence entre le système (2.I4) et le système (2.33) suivant

( ; '

l": cz

où les matrices A et C ont les formes respectives suivantes

00 0  0
10 0  0
0 1  0  . . .  0
:  ' .  :

00 10

C :  (0 ,0 ,  . . . ,0 ,  1 )

Une fois la transformation obtenue, la détectabitité de la paire (C, A) suffit pour la conver-

gence de I'observateur de type Luenberger pour le système (2.33) qui est dans ce cas décrit par

l'équations :

à : Aà + il(y, u) + K(y - Câ)

où K est une matrice de palcement de pôle relative à la détectabilité de la paire de matrices

(C ,  A ) .

Le système (2.33) est le système linéa.risé du système (2.Ia).

Avant de donner les conditions suffisantes qui permettent d'obtenir la transformation désirée,

nous introduisons les notations :

Pour une fonction C* h, on appelle indice d'observabilité de la fonction â,, le plus petit p-uplet

} t t , t " r , . . . F )  t e l que :

p

Dr, :  netd im[({ r rxh(*)  ;  i  :  o
i=1

Les auteurs Walcott, Corless, etZac [46] ont montré que les conditions suivantes sont suffisantes

pour que la transformation T' existe.
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É!ç(an)(x)
É]ç(dn)(x)
Ei@Q$)

LTt (dh)(x)

Les auteurs Krener et Respondek[27] ont étendu cette conditi

sortie. Leur résultat est donné par le théorème :

au cas où le système est multi-

Theorème 2.13 Considérons le système (z.IQ que nous rappelons

Soient Yt(€) , Y'(() ) ... ) Y"(0 iles champs d,e uecteurs iléfinis par:

ou

6r, désigne Ie symbole d,e Kronecker, k; d,ési,gne I'inilice d'obseruabilité et / - 0 , ... , kj - 1

Le changement de coordonnée.s x : T(z) eriste si et seulement si

ladl*Yi, adt-*Yif = [

pour tou t i , j  =  1 , . . .  ,p  i k  -  0 ,  . . . , k ; -Le t l :0 , , . . .  , k i - I

Depuis, plusieurs autres chercheurs ont développé des extensions de ces méthodes. On peut citer

les travaux de Reboulet et Champetier [38] où les auteurs ont développé une méthode consistant

à linéariser le système au voisinage d'un point d'équilibre. On peut également citer la méthode

de linéarisation étendue I cette méthode développée par Bauman et Rugh [1] consiste à corriger

la dynamique de I'observateur par une fonction non linéaire déterminée de façon que les valeurs
propres du système linéarisé tangent de I'erreur d'observation restent inra,riantes.

Observateurs de type Kalman étendu

Dans cette pa,rtie nous allons présenter essentiellement I'approche de Reif et aI [21]. Comme

dans le cas linéaire temps variant, Les auteurs Reif et al utilisent la solution d'une équation de

Riccati pour construire le gain de I'obserrrateur

Considérons le système non linéaire (2.14)

ffot:

0
0

;

1

on

[ ;, : X(x, u)

lt: â(")

| ;, = x(x, u)

lv = â(*)
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Les application X : IR." x tR.- -) lR' et h: lR" + lRp sont suposées au moins de classes Cr

Le système (23a) suivant a été proposé comme observateur

f  i  :  X(* ,  u)+PH(f ( ) rR- l (Y-h(* ) )
1 .

L P :  (F( t ,u )+ar )P+P(Fr( t ( ,u )  *CI I )  -PHr( i ( )P+Q 
(2 '34)

avec 
ax.F(x, u) = 7;(x, u) et H(*) : fff*l

o)0e te  >  FLn>-  0 ,R  )  r l o  )  0son tdesmat r i cescons tan tesdepondéra t i on

Notons e I'erreur d'observation on a alors :

e:  X-*  +  è-* - i

Puisqu'on a supposé X et h de classe Cr on peut écrire :

X(x, u) - X(*, u) = F(*, u)e * O(x, i, ' ,)

h(x) - h(*) = H(*)e + x(x, e)

Theorème 2.14 Considérons le système (2Ja). Si on a :

i) il existe un réel positif h tel qu" llH(f.)ll 3 h

ii) il exi,ste des réels posi,tifs eû ) ex t K.D t Kx ) 0 tels que :

1 l lo{* ,  * , , r ) l l  s  'o l l * - t l l  aùec l l * -* l l  (  eo (2.8b)
I llx(", ')ll s rc*llx - *ll auec ll* - *ll S ex

iii) La solution de I'équation d,e Riccati uérifie

p<PSpo ,uecp ,Bd 'eua rna t r i ce i l é f i n i espos i t i ues

alors Ie système (2.34) est un obsentateur erponentiel local pour le sgstème (2.14)

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les principaux résultats que I'on trouve dans la littéra-

ture sur la stabilisation et l'observation des systèmes dynamiques. Plusieurs des résultats que

nous avons cité ne nous servent pas dans notre travail; cependant il est utile de mentionner leur

existence dans la littérature.



Chapitre 3

Stabilisation d'un objet cylindrique

surmonté d'une antenne flexible

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons I'objet qui sous-tend toute la première partie de notre thèse.

Il nous a été donné de considérer le problème de la stabilisation d'un objet cylindrique, surmonté

d'une antenne flexible, le classique <<Bod,y Beam>>, suivant une approche difiérente de la manière

dont ce problème est souvent considéré. La stabilisation d'un objet cylindrique surmonté d'une

antenne flexible a déjà fait I'objet d'un grand nombre de travaux, et la littérature contient

beaucoup de résutats s'y rapportant ( par exemple [10, 11, 28, 34, 35, 36] pour ne citer que

ceux là). Dans tous ces travaux, l'approcheest pratiquement toujours la même;Le système est

modélisé suivant un système hybride EDO-EDP,

effi{,, t)+ EI#@, ù+ pBfra, t): pw2(t)u(x, t)

u(0, r) : Hro, o = ffio, t): #rt,, r) : o

*r{"fq1"* o Io" 
u2(æ' '  t )0.) \ :  r( t)

(3 .1 )

(3.2)

dans lequel, .L est Ia longueur de I'antertne, p sa masse linéique, EI est sa raideur linéique,

w(t) : d(t) est la vitesse angulaire du système à un instant t,, Ia est le moment d'inertie du

cylindre, u(c, t) et le déplacement de I'antenne dans le plan de rotation de I'antenne a un

instant t relativement à la variable *, B# est le terme de frottement, et f(t) est le couple de

rappel appliqué sur le cylindre.

Les techniques utilisées dans la stabilisation sont basées sur la théorie des semi-groupes d'opéra-

teurs non bornées, la loi de rétro-action stabilisatrice du système n'étant pas systématique.

Nous nous proposons de considérer le même problème avec une approche différente. Dans notre

modélisation I'antenne est considéree comme la position limite d'une suite de représentations

discrètes d'elle même, comme I'on peut le voir sur les figures 3.1 et 3.2.
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Notre approche consiste à obtenir pour tout n € N\ {0} la stabilisation du système avec la forme

discrète de I'antenne correspondant, que nous appelons alors E,r.

Le modèle d'état de chaque système X,, que nous appelons alors (E,) est un système d'EDOs

non linéaires défini sur des va^riétés de dimension2n f l repectivement. Pour a,rriver à obtenir

une telle modélisation, nous faisons I'hypothèse suivante sur la stucture matérielle de I'antenne.

On suppose que I'antenne est réduite à une ligne abstraite de même masse et longueur que

l'antenne réelle, et que la masse est également répartie sur toute la longueur de I'antenne.

Avec cette hypothèse, I'antenne flexible de longueur L et de masse M pett être approximée par

un montage constitué d'un certain nombre n ) | de bouts de tiges rigides de même longueur,
T , -M

ln: a, et de même masse, Trùn: - soudés bout à bout dans des articulations élastiques, toute
nn

de même constante de flexibilitê rn.

Le système X,, qui est I'approximation d'ordre rz du système original E est constitué de I'objet

cylindrique surmonté en son centre par la nouvelle antenne, la n-approximation de ltantenne

d'origine.

Frc. 3.1 - Le système E Hc. 3.2 - le système E' pour n=4

L'idée est alors d'étudier la stabilisation des systèmes E,, pour les n € N \ {0}. et de constituer

la suite des lois de commande de stabilisation correspondants.

Nous constituons la suite des lois de rétro-action de classe C* de stabilisation correspondant à

la suite des systèmes Err. Nous présentons ensuite après avoir construit des obserla,teurs pour

les systèmes (X,,), la stabilisation par retour d'états dynamique de ces derniers systèmes.

Nous organisons le chapitre de la manière suivante :

Dans la section 3.2, nous présentons la modélisation du sytème X,,. notre modélisation est ba"sée

sur le formalisme Lagrangien de la mécanique. Le modèle d'état que nous obtenons est un système
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d'équations différentielles de la forme

x(z) + wzY(z)
u
( r ; r )€M,uetu€U

(3.3)

où M est un sous ensemble de R2'1+1 et X est un champ de vecteurs Hamiltonien dissipatif. les

champs de vecteurs X, et Y sont précisés à l'issue de la modélisation.

Dans la section 3.3, nous présentons la stabilisation par rétro-action statique d'état du sys-

tème (3.3) obtenu de la modélisation. Nous envisageons de stabiliser le satellite par une rétro-

action dynamique d'état. Il est nécessaire à cet efiet de disposer d'un obserrrateur. Nous con-

sacrons la section 3.4 à construire un observateur pour le système (3.3). Cette entreprise passe

par difiérentes étapes. Il faut choisir un système entrée-sortie adéquat à partir du système (3.3)

qui soit observable pour toute entrée, ensuite construire I'observateur du système (3.3) corre-

spondant. Dans la section 3.5, nous utilisons les lois de rétro-action statiques obtenues dans

la section 3.3 pour montrer la stabilisation au moyen des observateurs construits dans la sec-

tion 3.4 ce qui est connu comme la stabilisation du système par rétro-action dynamique, ou

encore principe de séparation.

3.2 Ntodélisation

Nous pa.rtons des hypothèses spécifiées dans la section précédente.

Nous supposons que la masse 4u \rième élément, segment rigide du bras articulé est concentrée

à son articulation avec le k * 1iè-" élément, contrairement à I'approche qui consisterait à la

considérer concentrée à son centre de masse. Cette approche est consistante, du moment où le

centre de masse de chacun des éléments du bras articulé se confond avec son articulation lorsque

le nombre de tige tend vers I'infini.

En rotation autour de I'axe du disque, l'antenne, que ce soit dans le cas des systèmes E,,, ou du

système E, sous la cha,rge de son poids, et des forces centrifuges subit une déformation.

La figure 3.3 donne une perception du système X," suivant I'approche telle que décrite ci-dessus,

pour n = 4.

On se met dans le cas où la rotation du système autour de I'axe du disque produit une déformation

plane de I'antenne pax rapport à la verticale du disque; cette situation se produit lorsque les

artculations élastiques sont planaires. La figure 3.4 donne une perception du système E," dans

son mouvement de rotation, à un instant donné, pour n : 4

Pour raison de commodité, nous considérons le système Er,, comme constitué de n * 1 parties,

indexés de 0 à n, dont 1u gtème partie est le disque, et les n autres sont les divers éléments

[ : :

l':
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d'antennes rigides, chacun indexé par sa position dans I'assemblage à partir du disque, jusqu'à

I'extrémité libre. Puisque le nombre n est fixé, nous en ferons abstraction dans l'écriture des

paramètres du système.

Notons o6, I'angle de déviatiott 4n 6ièrne élément du bras articulé avec I'axe du disque sous I'efiet

de la déformation; on a nécessairement oo : 0

Notons (6 la position de 1u 1tième articulation dans I'espace; €o est alors le point d'encrage de

I'antenne sur le disque. On se place dans le repère affine, d'origine (s I on a
k-L

{ *  :  f ( { i+ r  
-  t ) ,  k  :  r t  . . . t  Tù

i=0

Considérons I'espace affine rapporté à la base orthonormée de lR3 en coordonnées cylindriques

(ë,, ëe, ë,); il vient, pour les Ie : I, . . . ) n

Ftc. 3.3 - Le système Ea fic. 3.4 - Le système Ea à un instant donné

La dynamique du système est entièrement décrite par les lois de conseruation d'énergie du

système.

Soit à cet effet LleLagrangien du système E,,i onaL -T - U, où T etU sont respectivement

les énergies cinétique et potentielle du système X,,. Venant à la considération faite plus haut

(x:rl(à*.",) r. (Ë,'"",) u]
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dans la description, nous écrivons

T6, et U; étant respectivement l'énergie cinétique et l'énergie potentielle du /ciè-" constituant du
système X,".

Nous écrivons d'abord ci-dessous les énergies cinétique et potentielle du systèmes X,o.

Expression de l'énergie cinétique du système I,,

On a : fo: f,1a02 où .Ia est le moment d'inertie de I'objet cylindrique que I'on peut supposer
massique et de masse suffisamment importante par rapport à la masse de ltantenne.

Pour k : lr 2, . .., fl, Tp : 
-rmll(pllz

O n a

r :DTo et IJ:Dur
&=0 ik=0

(*:t 
l( Iâ;sin ",)u,* (*,i"",) eë,+(*',"",",) u"],

et

,€;,, :,, 
l(Ëô;sin",), 

*r, (Ë,i"",),. (Ëâ;cos_)l

Il s'ensuit

r, = !mtz[(*u,) *,' (8",)']

f  r  k  /  e  \2 - l
: , ' It a! +z I o;oicos(o; - o) * i, ' | f i"", | |

L, '=r  i=r , i1 i  \=T /  )
Etant donné que I'antenne subit une déformation élastique pendant la rotation du système X,
et donc aussi du système Xrr, on suppose que les angles o;, i : lr 2, .. . , n sont assez petits pour

qu 'onpu isse fa i re lesapprox ima t ions :s ino ;No ; re ; t cosd r ; - cos (o ; -o )æL, ie t j va r i an tde

I à n. Nous considérons dans la suite les approximations que :
f  r  k  /  e  \ 2 . ]

l le;ll ' : ,' It al +z f à;à1td' { I"' I I
L;= f  i= l , i ( l  \  d= !  /  )

Posons

Ar = (  ?r 'o 
ok '" -È 

) ,"  
\  on-k,k on-*,n-t  / '

la matrice carrée réelle d'ordre n écrite comme matrice de bloc, dans laquelle, a6,6, est la matrice

= "1(Ë*) *''(8"')']

t Puisque n est fixé nous en faisons abstraction dans l'écriture des paramètres ; i.e. rrùn = 7n et In - I
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est la matrice nulle de à p lignes, etcarrée d'ordre k, a,vec tous les cæfficients égaux à 1, et 0o,o

q colonnes.

Posons, s le vecteur colonne s = (or; ozi ...i on); il vient,

1
Tt, - 

'oml2 
(ar2 (A1s , s) * (AeË , ô))

' n

T : To +Drr
,b=1

: 
Tror'+ Ë 

rr*t' (r'(A,ts , s) + (Ars , Ë))
lc=1

: î,0,,+f,*P|,,((Ë"-) ,, ,) .((Ë"-) u, ,)]

Posons Â : 
Ë A6 I l'énergie cinétique du système est donnée par :
/c=1

v :f;h,'+f,*P (,'(Â' , ,) * (Âs , s))
où Â est la matrice ca,rrée d'ordre n donnée par :

Â :

n n - l  n -2

n- l  n -L  n -2

n-2  n -2  n -2

n- j  n - j  n - j

1 1 1
I  I  I  . . .

Expression de l'énergie potentielle du système

Soit r la constante de flexibilité; on a

pour  k :0 ,  Uo :0

e t  pour  k  :  L r  2 ,  . . . ,  f l ,  U*

considérons pour k :2,  .  . . ,

( on-''r-'

Br:l''-;-,

d'ordre n B* définies comme il suit :

et 81 : ( l"-''' i:':;:-' )

n- j

n - j

n - j

n - j

1
r  . . t

E,,

: rrr(or - or-t)z ;

n, les matrices carrées

ok-z,z or-r, r-r \

_l 
-l o2,n-k 

I
On-k,2 O,.-*,n-* /
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On a,

1
Ux:  r r  (B ;s ,  s ) ;

"r, oorao,-U : (É 
"*) 

, on a l'expression de l'énergie potentielle :
\E/

rr : (ro-Ë uo - T,((ËB-),,,) : ;,(Ê,,,)
urr". Ê la matrice carrée d'ordre n donnée par :

B_

Il vient le Lagrangien du système X,, sous une forme <<compacte>,

2 - r  0  . . .  0  0
-1  2- r  0  0

0 -1  2  . . .  0  0

; ;  ;  ; _ ;

0 0  0  . . .  -1  1

t -rrtar'+f,*P (r'(Â, , ,) +(as,u)) -;,(Ê,,,) (3.4)

On peut noter dès à présent que pour toute valeur de rz non nulle, Â et Ê apparaissant dans

I'expression (3.a) ci-dessus, sont des matrices carrées d'ordre n, symétriques, définies positives,

la première, comme somme de matrices symétriques positives, dont I'une est définie positive, et
la deuxième, comme matrice de déterminant non nul, somme de matrices symétriques positives.

On note également que le système X,, présente n * 1 dégrés de libertés; les n premiers sont
les angles d'inclinaison des diverses tiges constituant le bras articulé par rapport à la normale

de I'objet cylindrique, qui sont les composantes du vecteur colonne s, et le n + Iiè*', d est la
position à un instant donné du plan de déviation par rapport à I'axe des X.

L'équation de conservation d'énergie du système E,, s'exprime par les équations de Euler-

Lagrange; à ce point, on fait le bilan des diverses actions externes qui peuvent agir sur le
système. Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons au cas où ltévolution du système X
n'est soumis à aucun frottement, et dont la seule action externe au système est un couple de
forces qu'on applique sur I'objet cylindrique dans le but de le mettre en rotation autour de son
axe. C'est le cas le plus difficile de stabilisation [11].

Ces considérations faites sur les systèmes Er, le formalisme de Euler-Lagrange correspondant

s'écrit :
daÊ aL :0

:g

ôs
AL
a0

ûaè
daÊ
dt 0u

(3.5)
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où g est I'intensité du couple de forces qu'on applique au disque.

un calcul simple nous permet d'obtenir du système d'équations (3.5) :

[ *t'îs - ml2u2îs + r/2Ês _ o

)
L  r z  \ \  -  t ^  \

[  (n  *mt2(Â'  ,  ' ) )  o  *2umt2(Âu ,  ' )  :  s

A présent, nous considérons les matrices A = 12î et B = I-2Êr le vecteur colonne x :

(ur; ur; . . . ;  un) avec pour tout i ,  0 < i  1n ut - Io; l 'approximation de la projection de

(; la position de 1u ;ième tige du bras articulé sur I'axe ((s, â"). Soit p et EI = rl les masse

linéique, et constante de flexibilité linéaire du bras articulé,

ona :
( pÂ,lé - pu2Lls * EIBIs : o
I
{

I  fn ]  p l (Lts,  / r ) )  u*2upt(A/è ,  ls)  = 's

i.e. 
( oA*. _ ourrLxt EIBx : 0
I
I
|  ,  t ^  \ \  - l l - -  \

[ (n+p/(Âx,"))  w*2wa(Â*,*)  :  s

puisque la matrice A est définie positive, on a pour tout x € R', Ia* pt(Â* , x> + 0; il vient

(8")

[ ,o : wzpx- ElA-rBx

{  .  g-2up(a' t ,  *)

[':@
Posons y : *, il s'ensuit le modèle d'état du système E,r, que nous notons (8"),

x :  y

y : uzx-ffA-tnx

.  s-2upl (ar t ,  * )
u:@

que l'on peut écrire de manière plus <<compacte>,
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(x")

Le systèm" (X") se présente comme une cascade de deux sous-systèmes; en amont, on a le

système intégrateur
g - 2wpl

{ ,

: H(w2)z

g-zwd( îx ,  x )

Ia*p l  (a* ,  * )

avec H(u.r2) la matrice carrée d'ordre 2n êcirte sous forme de matrice blocs donnée par :

^ /  o I" \  (  o I , \  , (o o\
H(ar2 )  : f  , r  l : t  

' -  
l+ r ' l\  /  

\ rrr"-olrrn o/ \- f f1- 'n o) 'v \r"  o)
I' est la matrice carrée identité dtordre n, e\ zr le vecteur colonne à 2n composantes, dont les

n premières sont les composantes du vecteur colonne x, et les n suivantes, les composantes du

vecteur colonne y; nous le notons , : (*; y)"

L'espace des états du système (X,) est M: (Û, 
- €k t ,-t) 

" 
IR'*r où les e;, k : I ,  . . . ,  n

sont des réels positifs de petites valeurs.

Ia *  p l
\

Ax,  x )

et en aval, le système

z :  H (w2)z

qui est linéaire affine en l'état. Nous considérons à cet efiet le système (I") dans un premier

temps dans I'espace d'état étendu 6 p2n*r.

s - 2wpl (Â* , *)
L 'en t réedusys tème(E" )es t l a fonc t i onu :# , fonc t i ondexe tdea l .

Ia*  p l  (Ax ,  x)

On considèrera I'espace des êtats M - p2n*1, I'espace d'état réel étant un sous ensemble non

vide de ce dernier, ceci afin d'utiliser les propriétés d'espace vectoriel inhérentes au système (8,).

Nous noterons quelques fois la matrice H(z) par :

H(z)  -  Q+u i t (3.6)

Ceci termine la phase de modélisation du système X,,. Nous aJlons dans les sections suivantes

efiectuer la stabilisation de ce svstème.

2notatin matlab; le point virgule < ;> lorsqu'il s'agit d'un vecteur colonne. . .
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3.3 Stabilisation par rétro-action statique

Dans cette section, nous faisons l'étude de la stabilisabilité du systèm" (I") obtenu dans la

phase de modélisation. On a l'écriture suivante du système (8") t

(  A  =  en*uzVz
I

( r")  {ô:u
f .  (z; u) e P2n*1 , u €.L*

Cette section est organisé de la manière suivante; nous commençons par déterminer les points

d'équilibre du système (Er), puis ensuite, nous déterminons parmi ces équilibres, ceux en lesquels

le système est stabilisable, en même temps qu'une loi de rétro-action stabilisation correspon-

dante.

Il s'agit d'un système avec intégrateur. La difficulté provient du fait que le système réduit

z : dlz + a2ltz est à contrôles positifs.

3.3.1 Les équilibres du système (tn)

proposition 8.1 Un point (r; ,) ç pzz*l est un point d,'équilibre d,u système (E") s'il est d,e la

forme (r; ,): (0; u) où cu € IR, ou encore ile Ia forme (z; u) = (x; O; ,.r), auec ,i2 , ualeur propre

ile la matrtce ff1*-LF , etx la matrice d,es composants d,'un uecteur proPre de l'enilomorphisme

d,e R2" dont EjA-rB est la matrice relatiuement ù, la base canonique d,e R2" -

Démonstration:

Soit (z; c,;) € [qz"+l un point d'équilibre du systéme (E"); on a :

!  n"+u2vz :  o

[a :  o
ce qui est équivalent à :

( (rrt^ - Ejrtn)x : o

1 ":oI  c r€R
donc,

et tpt.-r,,(c.r2) est le sous espace vectoriel propre de lR2" associé à u2 e Sq(+A-'B), de I'en-

dom6rphisme dont la matrice relativement à la base canonique de lR2" est ffy'--rn- 
tr
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3.3.2 Stabilisabilitê du système (En)

Nous commençons notre étude par envisager la stabilisabilité du système (E") en un de ses

équilibres quelconques de la forme (0; ,o) € R2n+1 avec lro l< ec,@" une valeur critiqueréelle

strictement positive que nous préciserons;à cet effet, nous considérons le système (X,)", obtenu

en efiectuant la translation de l'équilibre du système (8,) en l'origine de l'espace des états. Le

système (X")" est donc :

4L

(E")"

nous adoptons la notation :

dlz * wsVz * w(w t2ws)iPz
u

(E")"
: Qqz * (w(u * 2us))Vz

Ia:
Ia =

{ :

çù, ,o: (  
, ; r_âo- , "  ; )

avec f,1..2 la matrice carrée d'ordre 2n :

Il est donc question de traiter de la stabilisabilité du système (X")" à I'origine de I'espace des états
p2n*1, et d'en déduire par la translation inverse la stabilisabilité du système (E") en l'équilibre.

Stabilisabilité du système (E")" en l'origine

Les outils que nous entendons utiliser pour l'étude de la stabilisabilité du système (X,)" en

I'origine de son espace d'état exigent que la matrice A-rB soit symétrique. Ce qui n'est pas le

cas. Nous commençons donc pa,r construire un système équivalent au système (E")" où ne se

pose pas ce problème. Nous appelons ce nouveau système (X',)". Nous étudions la stabilisabilité

du système (E',)" au point d'équilibre correspondant, et nous en déduisons la propriété de

stabilisabilité du système (8")" ensuite. On a la proposition suivante.

Proposition 3.2 Le système (X")" est équivalent au système (E;)" suivant :

( / \
(E;) ,  lu  

:  (o4+(o(cu*zwo)) i t )z
[ô  =  u

auec

ç.,=(,r, !rn;)
Il est une rnatrice d,iagonale d,ont les termes diagonaua sont les valeurs propres ile la matrice
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A-tB, qui sont des nombres réels strictement positifs.

Nous noterons quelque fois pour raison de concision G4(z) = O,B I uV

Démonstration;

A et B sont des matrices carrées d'ordre n symétriques, définies positives. On peut écrire la

décomposition de Choleski de la matrice B par : B - LLT, où L est une matrice triangulaire

inférieure. Soit D : L-lAL-T. La matrice D est une matrice carrée symétrique définie positive

au même titre que la matrice A. On peut écrire la décomposition en valeurs singulières de la

matrice D p* : D : QT^-IQ, la paire de matrices (Q, A) étant unique (à une permutation

près). (le choix d'écrire Â=1 est une question de commodité;il s'agit d'une matrice à termes

diagonaux strictement positifs)

Notons dès à présent que les diverses valeurs singulières de la matrice D qui sont aussi celles de

la matrice A sont les termes diagonaux de la matrice diagonale Â-1. les matrices À-l et B-lA

sont semblables; en effet, D : LTB-IAL-T, et donc Â-1 : E-IB-IAE, avec E : 1-Tqt.

Donc Â : E-lA-lBE

On a également

ErAE: eL-lAL-re" : eDQr = À-r

et

ErBE: e1,_ll,I,rl,_rer _ I

soit  la matr ice , :  (  '  
9 ).  o" '

\0  E/

(3.7)

La transformation linéaire 4" p2n'*r dont la projection sur I'espace R2' des 2n premières com-

posantes est de matrice relativement à la base canonique F et qui laisse invariant Ia 2n 11iè*'

composante assume le changement de variable. ce qui termine Ia démonstration tr

Nous allons aborder l'étude de la stabilisabilité de (E',)" de la manière classique. Il s'agit d'un

système avec intégrateur I classiquement, on se préoccupe d'abord de la stabilisabilité du système

réduit de ce dernier (ou encore backstepping) (voir [18, 431) comme nous l'avons rappelé dans le

chapitre 2 sur les généralités. Nous appelons le système réduit de ce dernier (S'")r. On a :

(S' , )"  z:  t l ,gz+ (w(w *2us)) i tz

Etudier la stabilisabilité du systèm" (S',)" considéré sous cette forme n'est pas évidente' Pour

le faire, nous recourons à des outils classiques [39] parlant de la géométrie des équivalences des

systèmes. Le système (^9',")" est un système affine en l'état, et quadratique en le contrôle. Son

aspect est tel que ce système est contrôle-équivalent à un système que nous nommons (,9',')" par

/o
F-'H4(z)F: (.  

G;, 
_";. l -)+,t ;) 

:  G'Be)
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la transformation définie par

(u; ,; u) € IR.2" x [-,.,0, *oo[xR + (z; u(u t 2ws); u) € IR.2'" x l-r3, *oo[xR (3.8)

qui est un difféomorphisme.

L'étude de la stabilisabilité des systèmes (S',)" 
"t flJ" est équivalente chacun sur l'espace

respectif contenu dans la définition de la transformation (3.8). L'étude de la stabilisabilité du- -
système (S',)" est plus aisée; on considère ce dernier système. Le système (S',)" est donnée par :

(S'")" z: iDu,"oz I utz

qui est affine en le contrôle.

Nous allons établir la stabilisabilité du système (E'*)" en procédant à la stabilisation du système

(S',)" (ce qui est équivalent à celle du systèm" (S'")").

Stabilisabilité du système (3f,)"
-

Le système (S',,)" est un J-Q système (voir la définition 2.I2 de la page 15). L'étude de la

stabilisabilité de tels systèmes est tributaire de la détermination d'une fonction de Lyapunov

pour le système en I'origine. On a :

Proposition 3.3 Pour tout réel us, tel que uzo soit stricternent inférieur à Ia plus petite ualeur

propre ile la rnatrtce Elt-rF , le systèm"Ti), est globalement et asgmptotiquement stabilisable

ù l'origine de 1R.2" par la loi d,e rétro-action u(z) : -r (y , *)

Dérnonstration:

(g)" z: i l,gz * utz

est un système affine en contrôle sur IR2'd'entrée z. Il nous suffit de déterminer une fonction de

Lyapunov qui en fait un J-Q type système, suivant les hypothèses du Théorème 2.6 (page 15).

Considérons la fcinction

V :z€. IR2 ' , ->  V(z)  -  +( ( f+n- rô2 l ) * , * )  * (y ,  v ) )  e  R;Vestunefonct ionde

Lyapunov large pour le système @-)" t en effet I
1.-> elle est de classe Cr, définie positive et propre;

2.-> La dérivée par rapport au temps de la fonction V dans Ia direction du champ du système
g)" d'entrée nulle

Lo.,v(z): - (t#n -,1r)y , *) + (f gn -,3r)* , 
") 

:

Donc, tç,rV(z) < 0 Vz € IR2"

3. -> Détermino ns W : 
{"€ 

lR2" I EL*.àV(z) - L$,,LvV(z) = 0; l, e X} ;



De l'énumération précédente, on a ; L&.tV(,) :0; II vient,

L\+,\"V(z) =0 V/c e N

Vz € IR2' ,  LvV(z):  (Y ,  x)

Lq'"Lstv(z) ::f:l?- 
é;:2l.:,(:i""' 

'(v; *))

L2ç., LvV(z) : (o.r"(r) , Y(Lp,rL'oV(")))

: -+ (tffn - ,3r)" , t)

Lt" Lvv(z) 
: ;il;lU$'Ï) -îî,]^ -"Jli,, "))

On établit par récurrence que :

; . t "((r#n 
-ulr)#*, *)-(t#o -ulr\+", 

"))LLqL*v('): 
l"(,+" -urt1t*, ,)

a v e c a € Z

Nous notons Â,2 - ^ - wf;l: diag(À; -,.'fr)t5;3"

Considérons Ie système d'équations linéaires homogènes

LL "  t 'vV(z)  :0  i  :2P *  L ,-a6

Q l p 1 n

!  
t",rÛvv(z) : g i  =2p,, Q 1 p 1 n

[  "e w,

Stabilisation d,'un objet cYli'n surmonté d'une antenne fleaible

si j est impair

si j est pair

(3.e)

dont  les  inconnuesson t  les  { t :  ( ) ;  - r i l r? -g?  |  S i  1n ;  x  =  ( t t ;  xz i " ' ; xn )  e t

y  :  (v t  uz i  " ' i  a )  (
Le système d'équations (3.9) admet pour ensemble des solutions Wr - {z e R'2" I llVll : lln4xll}'

En efiet, il s'agit d'un système de Cramer I en effet, le déterminant de ce système est un déter-

minant de Vandermonde basé sur les termes diagonaux de la matrice Àrg. Ce déterminant est

non nul, du fait que les termes diagonaux de la matrice Âr, sont deux à deux distincts.

Le système d'équations linéaires homogènes

(3.10)

dont les inconnues sont les cf I < i ( n admet pour ensemble solution Wz - {0}, pour la

même raison que celle évoquée ci-dessus. Il s'ensuit que W - {0}'

Ces trois conditions satisfaites font du système (S'")" un J-Q système. Un tel système, d'après

le théorème 2.6 de la page lb, est globalement et asymptotiquement stabilisé à I'origine par la
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loi de rétro-action u(z) avec

,(z) : -rLspV(z)

:  _ r ( y ,  x ) (3 .11)

où r est un paramètre réel strictement positif, le gain de stabilisation.

Ce qui termine la démonstration. tr

Stabilisabilité du système (S'")"
-

Le système (S',)", est stabilisable en I'origine; puisqu'il est contrôle-équivalent au système (S',)"

par la transformation définie par (3.8), il s'ensuit que le système (S',)" est aussi stabilisable en

I'origine.

Nous allons maintenant déterminer la loi de rétro-action ar du sVstème (S',")", tel que

u : e(u *2ws) soit une loi de rétro-action stabilisante du système (S',)", telle que déterminée

dans la section précédente.

La loi de contrôle ar du système (S'")" requiert que la fonction u : F--+ u(w) - ,(, + 2a.rs) soit

bornée inférieurement par -w2o. La conséquence de ceci est qutaucune des solutions de l'équation

u(z) - u(u *2ws) en ar, où u(z) est donné pa^r l'équation (3.11), ne serait pas une rétro-action

satisfaisante pour la stabilisation du système (S'"),. En effet, pour certaine valeurs de z, u(z) est

inférieur à -r3. On se sert néanmoins de la loi de rétro-action stabilisatrice du système (S',)"

pour fabriquer une loi de rétro-action stabilisatrice pour le système (S'")" d'après le résultat

qui suit. Le principe de ce résultat est simple; il s'agit de trouver une fonction qui mettra à zéro

u(z) chaqtte fois qu'on se trouve en des z où l'équation u(z) : u(u * 2ws) n'a pas de solution,

et en veillant aussi que la solution obtenue reste C-.

Proposition 3.4 Soit $ une fonction i,nd,éfiniment d,éri,vable définie szrR, positiue, d,e ualeur

nulle pour les ualeurs négatiues il,e la uariable, et ayant la propriété de plus forte décroissance

que toute puissance rationnelle au uoisinage d,e 0; soit un réel as tel que décrit d,ans la proposi-

tion 3.9 ;

La fonction le,o défin'i,e sur lR^2' por ;

(3 .12)

est une loi d,e rétro-action globalement et asymptotiquement stabilisatrice pourle système (^9;)"

en I'origi,ne, ettelle pourtout z € IR2', k*(z)(k*(z)+2us) est bornée inférieurement par -wf;.

Démonstration:

Il nous suffit, pour établir ceci de prouver que le système (S',)", pour le choix de la fonction k,o

de la proposition ci-dessus vérifie les conditions de la définition 2.L3 de la page 16 établissant

que (,5',,)" est un L-T système, ce qui, par I'entremise du théorème de LaSalle [29], impliquera
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que la loi de rétro-actioa k,o stabilise globalement et asymptotiquement le système (S'")" à

I'origine.

Posons à cet effet G,,A = G,,o(k,o(z\(k*(") * 2ar6)).

Il vient,

k.,o est une fonctionC*, positive, et on a k o(0) : g.

Considérons la fonction candidate de Lyapunov

V :z€ 1R2" =+V(z):  + (( f#Â-a,fr I)*,  *)  *(v, v)) e n;
On a :

La V(z\  :  Eo ,V(z) *  ô?rLvV(z))LvV(z)
"rro 

_ @6

:  QÇrLsV(z))Lvv(z) 30 (3.13)

En effet, pour les z € lR2" pour lesquels LsV(z) > 0, on a -rû,sv(u) 3 0, et donc,

g( - rLvv  ( r ) )  -  0 ;

Pour les z € IR2' pour lesquels LvV(z) < 0, on a -rLsV(") 2 0, et donc, $(-rLsV(")) 2 0

Déterminons à présent I'ensemble tr des points invariants de LaSalle, c'est à dire le plus grand

ensemble invariant porr. ê4 contenu dans E : 
{z 

eR'" / 
'itçr1 : O}

ona  (  -  )
t :  

\ "  
€  lR2" I  Eéqtv(z) :O j

Il ressort de l'égalité (3.13) qu'on peut encore écrire

E: { ,€ lR2"  ILvV(z )20}

Il va de soi que O e L; soit zs e L, zs f O.

Notons ,r: (é-g), {uo) un point à un instant t de la trajectoire du point zs dans le champ de

vecteurs ër,

Il vient, pour tout t ) 0,

L6,,V (zt) - f,a,,V (zr) - g

Puisque, sur .L, on a $(-rLu,V(z)): 0, i l  vient, le.o(21):0

Ainsi, on a pour tout f ) 0,

V (u , ) :V (zo ) :  a2  2  0  ( 3 .15 )

(3.14)
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Des égalités (3.la) et (3.15) Il s'ensuit que les fonctions

9;(z) : ( ) , ; -u ! )x !+V?

sont les integrales premières du champ de vecteurs lFu-zz.

zt dans ce cas vit dans le tore ellipsoïdale de IR2"

(
)  

g " zè

I  t  <  i1n\ -

T2n:{"  e n '"  /

Soit zo : S,(x"; y,) € IR2' définie par :

Vo :  (a11  az i  . . . i  en ) ,e t  xo  -  (+ ,  -L
1tffi' \^r -uF' '

On a zo eT2"1 en efiet, pour tout i, L 1 i 1 n,

o r \

Æ-uT l

g;(r"): (); - , ')(*")? + $")? : o?

tvv(2"):  (xo ,  vo) = - lÉ S.o- '=' t/(Àt - u3)

donc zo e {z e R2" / LvV(z) < 0}.

Ce résultat est absurde, ca,r la fermeture de la trajectoire de zo qui dans ce cas est le tore 'll2'

est incluse dans {z € R2" / tvv(z) > 0}. dans ce cas, on a tr - {O}.

En dehors du cas non générique de la première énumération ci-dessus, les trois conditions de
définition des L-T systèmes sont vérifiées par le système (S'")r. Il s'ensuit que (^9',,)", pour la
loi de rétro-action k o est globalement et asymptotiquement stable à I'origine de R2'. tr

{î2',:=I\
où les d; sont des constantes réelles positives telles que g;(zs) : a?; on : v (zo ) :  a ,

L'une des deux situations suivantes est satisfaite :

Soit la trajectoire de zs est périodique.

Ce cas se produit dans les situations de rationelle dépendance des valeurs propres de la matrice
(ff1-tn - rBI). Il s'agit de la situation pathologique de notre problème. Dans ce cas, on a .t
n'est par réduit au singleton origine de I'espace des états du système (S',)".

Il s'agit d'une situation qui n'est pas générique; en effet, la matrice (ffA-tn - 4D dépend de
la longueur / de chaque élément du bras articulé.

Soit la trajectoire de ze est dense dans 'lf2'.

^f"?
i=l
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Stabilisation du système (X'')" en I'origine

Proposition 3.5 Soit un réel us tel que u2o soit strictement inférieur à la plus petite aaleur

propre d,e la matrlce Ely''-LB , soit $ une fonction telle que ilécri,te ilans la proposition 9.1, soit

k,o la fonction réelle introd,uite ilans la proposition 9..1 cornme loi ile rétro-action stabilisatrice

6u systènre (S'^)", le système (1,)" est globalement et asyrnptotiquement stabilisable ù l'origine

4, p2ri*1 par Ia loi ile rétro-action u,o((z; w)) auec :

û(z;  a)_ - ( r* ro)(1 * (* ,  y) )+ @(1 
- (* ,  v) )

-,fr1,(-, (* , y)) (ttrtt '* (cu *, ') ' l lxl , '  - (Tn- , ")) (3.16)

or"" îr,o : s € lR ,-+ fr,o(") - -u3 + ,/ffi-O{ù et É',o sa ilériuée.

Démonstration:

Le théorème 2.8 de la page 16 établit la corrélation entre la stabilisabilité d'un système, et

I'extension de ce dernier par ajout d'un intégrateur. Précisément ce résultat dit que le système

(,S,)" est un L-T système, Il s'ensuit que son extension pa,r ajout d'un intégrateur (1")" est en

conséquence de cause un L-T système.

Il vient de ce tait que le système (X")" est globalement et asymptotiquement stabilisable à

l,origine de lR2,ù+r par les lois de rétro-action û,(z; ar) definies sur IR2'+1 par :

û,(z; u) : -u * k,o@) * dlc,o@)' lé,@S1z * E(z, r)' (, - k,,(ù)]

- - (u,  u)r  .vV(z)

_ - ( r* ro)(1 * (x ,  y) )+ t l rS+ô?r(* ,  v) ) (1 - (* ,  v) )
/  

c"o)2l lx l  P -  (a/  r ' * ,  * ) )- r i /*1-, (* , y)) ( l lvl l '* (a.r 1 -v, ,,--,,  \  p 
- 

|  /

avecâ(2, u) : (u * 2uo * k*(z))(O; x) n

Stabilisabilitê du système (X,)"

La stabilisabilité du systèm" (E,)" est équivalente à celle du système (E'')". Puisque le deuxième

système est globalement asymptotiquement stabilisable en I'origine 4" p2n*1 par la rétro-action

d'état donnée par 3.16, il s'ensuit que le système (E,), est globalement et asymptotiquement

stabilisable en l'équilibre correspondant 4" p2n*1 (qui est I'origine car la transformation réalisant

l'équivalence entre les deux systèmes est linéaire) par la loi de rétro-action obtenue en appliquant

aux composantes de l'état du système (X'r)" la transformation inverse établissant l'équivalence
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entre les deux systèmes. cette loi est donnée par :

u(z ;w) :_( , * ,o) (1* ( * ,v )s)+@(1_(* ,y )s) (3 .17)

- , f r ' . , ( - , (* ,  y)s)  ( f  f " f  fe*(ar*,0) ' l lx l  h-(y^-rBx ,  " ) r )

avec (. , .)" l" produit scalaire défini sur lR2"qui à (x, y) € R'" x IR2" fait correspondre

(* , y), : (x , By), et ll . lle la norme associée

Stabilisabilitê du système (E")

Theorème 3.1 Soit un réel ws tel que uf; soit strictement inférieur à la plus petite ualeur propre

ile la rnatrlce ElA_-rn, soit $ une fonction telle que ilécrite d,ans Ia proposition 9./, et soit lc,o

la fonction réelle introiluite ilans la proposition 3.1; Le systèmr (1") est stabili,sable globalement

et asymptotiquement en ses points il'équilibres ile la forme (0; c.r6), respectiuement par la loi de

rétro-action

49

u.o(z ;  w) :  -@(1 * ( * ,  v )s )  +  @(1 
- ( * ,

-, i,!.,(-, (* , y)s) (tt"tta *,,11*llL - (4Io-'r*
' .  \ p

Y)s)

' - ) " ) (3 .18)

Démonstrationz

Des états d'équilibres du systèm" (Xr), ceux dont le carré dt?n+Iiè^ composantru2o strictement

inférieur à la plus petite valeur propre de la matrice ffl-rn sont de la forme (0; ,o). Ces états

sont ceux qui correspondent aux démonstrations ci-dessus. Ils sont par conséquent les équilibres

où (8") est stabilisable. Soit (0; ,o) 6 p2a*1 un tel point d'équilibre; les systèmes (X,,)" et

(E"), sont équivalents à la translation suivant le composant u; de l'état du système. Pour obtenir

la rétro-action qui stabilise en (0; ars) le système (E") globalement a"symptotiquement, il suffit

d'appliquer à la rétro-action de stabilisation du systèm" (E,)" à l'origine 4" p2n*r la translation

inverse. Il s'ensuit la loi (3.18) de l'énoncé du résultat ci-dessus. Ce qui termine la démonstration.

tr

Remarque 3.1 La stabilisation du système (8") présentée ci-dessus a commencé par la déter-

mination des équilibres du système (E,r), ensuite la prise en considération des équilibres de

la forme (0;,.,0), pour les aro € lR tels que cufr soit strictement inférieur à la plus petite des

valeurs propres de la matrice EIA-IB. La motivation de ceci est de conserver à la matrice
ELA-LB - r3I le signe positif. Pour des valeurs de ars en dehors de cette caractérisation, la ma-
tùce ffL-l8 

- afl n'est plus postive. Dans ce cas, la matrice O.,z est instable, ce qui implique

I'instabilité du système (E") en tous les équilibres correspondants à de tels c,.rs.
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3.4 Observabilité, et observateurs

Dans cette pa,rtie, nous nous proposons d'étudier les propriétés d'observabilité du système

(X,) auquel nous avons ajouté quelques équations, caractérisant certaines sorties; nous avons

appelé le système obtenu (f"). Le but de cette manæuvre est d'utiliser les propriétés d'observa-

bilité de (f,) dans la construction d'un observateur pour le système (E"), de s'en servir ensuite

pour recueillir des informations sur le système (8,) que nous utilisons dans la stabilisation de ce

dernier par rétro-action dynamique d'état. Ce qui correspond au procédé bien connu du principe

de séparation.

Les quantités que nous mesurons sont : la position du bout de I'antenne libre (i.e. l'écart de celui

ci par rapport à l'axe du système), et la vitesse angulaire de I'ensemble du système I ceci donne

le svstème à une entrée et deux sorties :

( f " ) {l
: dlz * w2tz
:u

= C.z

où, C: (Cr, 0), C, : (l_!_!) "t 0: ($A/)
n lois n Joic

3.4.L Observabilitê du système (f")

Nous allons décomposer l'étude de I'observabilité du système (f") en deux étapes. Nous com-

mençons par établir I'observabilité du système réduit (2"), 
"t 

nous nous servons des résultats de

cet étape pour établir I'observabilité du système (f"). L'introduction du système réduit est liée

aux facilités que nous en tirons dans la suite. En efiet, Ia 2n * 1iè*" composante de l'état du

système (E,) est mesurée dans le système (f"), il est donc question d'étudier la distingabilité

des 2n premières composantes de l'état de (E").

0")
dlz * uVz

Cz

Proposition 3.6 Le système (l) est uniformément obseruable sur lR2'

Démonstrat'ion:

Le système (l) est un système bilinéaire. d'après la remarque 2.1 de la page 20et le théorème 2.10

de la page 24 il est observable si et seulement si les conditions suivantes sont remplies :

la:
l" =



3.1 Obseruabilité, et obseruateurs

1. -> la paire de matrice (C, O) est observable

2. -> le système à une seule entrée, une seule sortie (SISO-sytème3) (7,) est équivalent au

svstème

où (Z'") est un SlSO-système sous la forme canonique d'observabilité.

Nous procédons sui'vrant l'énumération ci-dessus.

Observabilité de la paire (C, O)

L'observabilité de la paire (C, O) est équivalente à celle de la paire ("r, #O-tB) I ceci

provient de la structure des deux matrices dans la paire (C, O).

La paire (Cr, +t-tB) est observable si et seulement si la condition du rang est satisfaite. i.e.' \ p /

aet (cf l ,  ( f fa- 'n;c] ,  (#A- 'B) 'cT, . . . ,  ( îA-18)a-1cr) + o

En efiet, Considérons la décomposition en de la matrice At'n*lB déjà évoquée lors de la démon-

stration de la proposition 3.2 page 44;iI vient que

det (cl, (ffa-'n;c], . .., (+A-'B)"-'cI) : det(E)det (ô1, A'ôT, ...,  ̂ "- 'ôT)
avec ffE-rA-lBE : À (cf proposition 3.2) et ô : CE-l. Nous devons donc établir que

der (ôT, AtôI,  ̂ rôT, . . . ,  Â"-tôT) + o

La matrice Â étant une matrice diagonale. det (ô1, ntôT, ^'ôT, ..., À'-tôi) *t le pro-

duit des composants du vecteur ô1, et d'un déterminant de Vandermonde basé sur les cæfficients

de la matrice Â

det (ôî, A'ôï, ̂ 'ôî, . . ., Â'-'ôï) : II r, il (À, - Àr)
\  

r '  L '  r '  '  L /  

, = ,  i = L , j ) i

Les cæfficients (À;)1a;<,, sont deux à deux distincts I en effet, il s'agit des valeurs propres d'une

matrice symétrique définie positive générique.

On aaussi  c i+0 pour tous les i ,  1  < i< n.  En ef ie t ,supposons par  I 'absurdequ' i lex is teun i ,

1< i < n, avec e:0:lei iè^" termediagonal delamatriceôIô, est égal àzêro,et pourtant

on a l'égalité

ôlô' - E-rcTcrE-'

Tous les termes diagonaux de la matrice CICt sont égaux à 1 donc non nul. '5,. ;ième terme

diagonal de la matrice E-TC]C1E-1 est égal au ca,rré de la norme de la idè-" colonne de la

matrice E-I, qui ne peut être nul.

Mise sous forme normale

Le système (2") est bilinéaire. Dans la littérature, il existe des résultats proposant un changement
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de variable permettant de mettre un tel système sous la forme canonique [48]. Nous considérons

la transformation linéaire de matrice (relativement à la base canonique de R'") R donnée par :

R - r  :  (C t ;  OCt ;  O2Cr ;  . . . ;  O2n- rCr )

On  a :

R - t (O* r z !û )R  :  N+A*uM

Dans notre cas, 14: diag(Do)rSrS,- est une matricebloc diagonale de.rtl2'(lR.) avec

(oo\
D' : l  1 .1< i (n"  

\ r0) ' -

cR -  (1 ,  0 ,  . . . ,  0 )

Cette transformation nous permet donc de mettre le système ('y",) tot t la forme canonique

d'observabilité, et ce qui achève la démonstration de la deuxième énumération pour ce cas.

La conséquence de ce résultat est que le système est uniformément observable sut IR2'. tr

Proposition 3.7 Le système (f") est uniformément obseruable

Démonstration:

Ceci n'est qu'une conséquence de la proposition 3.6 et du fait que la 2n * 1dè-" composante de

l'état du système (t,) est mesuré dans Ie système (f'). tr

3.4.2 Observateur pour le système (E")

L'Observateur que nous proposons est une copie de l'observateur du système bilinéaire (S") que

nous avons étendu au système (8").

Proposit ion 3.E Le système

(a) {l : gJ:i;l;i;,î!ii1.*,+crc
est l'obseruateur étend,u du type d,e Kalman à gain aari,able pour le système (5")

auec 0 un nom,bre réel positif assez grand,, S est une matrice appar"tenant au cône des matrices

symétriques d,éfinies positiues, E+ .

La démonstration de ceci est typiquement celle proposée par les auteurs de [12] dans leur article.

En efiet, le système (S") est bilinéaire. Il s'agit d'un observateur qui converge exponentiellement.
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Cet observateur est valide pour des contrôles bornés régulièrement persistants.

Proposition 3.9 le système

( i .) [  
à. : aî + w2vî- s-lcrc (î - ')

n)  
I  S :  -os-(o+. ,2 i [ r ) ts-s(o+ r rv)+crc

est un obseruateur erponentiel pour le système (E^)

Démonstration:

La dynamique de l'erreur d'estimation e : î - z entre le système (X,,) et le système (f) est

régie par le système:
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é =  (O+a, ' zV)e -S- rCrCe

S :  -ds- (o+r 'zv)"s-s(o+ r 'v)+crc

Considérons la fonction de Lyapunov

(3 .1e)

(3.20)

I/ : (e, S) i-+ (e , S")

en se servant des équations (3.19) et (3.20) ci-dessus, on a

V : -0 (e , Se) - l lC"l l '

soit

v<-ev

et

V <V(O)e-et

Sous I'hypothèse que la quantité r.r2 est régulièrement persistante, ce qui s'exprime autrement

Par :

V0,3l to 3o )  0 lVt  > fs,  S(t)  > aI

o n a :

ll"ll, s vL.Q) 
"-,e

d'où la décroissance exponentielle de e. Ce qui termine la démonstration. tr
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3.5 Stabilisation par rétro-action dynamique

Dans cette section, il est question d'établir que Ie système

(  à :  aî+u2vî-s-1crce
I

(t ' )  
I  3 : 

u-r"-(o+@2iû)'s-s(o+,,v)+crc
I

I  a  :  (O+a r2 r l r ) e -S - lC rCe

pour la loi de rétro-action donnée par :

F-o : (î; u) ,-+ 1t,o(î; u) : u,o(î; u) (3'21)

est globalement asymptotiquement stable au point d'équilibre (0; ,o; So; O). u,o est donnée

par (3.18)

Il revient au même d'établir que le système

à : çt-gî * @(w * 2ws))itî- S-lCrCe

u:u

S : -as - (o4 * (a;(c.r + zc.ro))rrr)t s - t (*-, * (u(u+ zc.ro))rr) + crc @'22)

è :  ( t - ,  +(ar(ar+za.,o))v)  e-S- lCrCe

pour la loi de rétro-action donnée par

p : (à; cr) + p(î; ,) : u(î; u) (3.23)

avec u donnée par (3.17) est globalement asymptotiquement stable au point d'équilibre (0; 0, Ss; 0).

Ss étant la solution de l'équation

-es-  (o. , ,  * (a,(c. , ,+zrr) )v) tS-t  (n, ,  +(w(w+zt,o))v)  +CrC =o

Nous considérons le système réduit (3.22), qui est donné par :

(à :  g .g? tu t t î -S - rCrCe

{  S :  -as-(o, ,  * (a,(c. ,+zaro))v) ts- t ( t - ,  * (w(u+za,o))ur)  +crc @.24)
|  /  . .  \

I 
a : (t.,t * (c.r(c,r + zro))V) e - S-lCrCe

Ce système entre dans le cadre des systèmes considérés par Gauthier et Kupka dans [12]. Il

s'agit d'un système obtenu du système (,9")" qui est un système bilinéaire, et qui est globalement

asymptotiquement stabilisable à I'origine de son espace des états par la loi de rétro-action donnée
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par :

Dans leur papier, les auteurs établissent que dans cette situation, Ie système (3.24) est globale-

ment asymptotiquement stabilisable au point (0; So; O) par la loi de rétro-action

k," ( î ) - -@s+@

Le système (3.22) est obtenu par ajout d'intégrateur dans le système (3.24).Il vient des résultats

de [18] sur l'ajout de I'intégrateur dans un système, que la loi de rétro-action donnée par (3.23)

stabilise globalement asymptotiquement le système (3.22) en l'équilibre considérée. I
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

Notre travail dans cette partie a consisté essentiellement sur un exemple de stabilisation d'un

système décrit par un système hybride EDP EDO que nous appelons (E).

Nous avons considéré les systèmes discrétisés de (X) que nous avons appelés (X"). Nous avons

établi que ceux ci pour toutes valeurs de n ) 1 sont stabilisables globalement asymptotiquement

par de lois de commande de classe C-. Notre intension est de prouver que les propriétés obtenues

dans les systèmes discrétisés qui sont des systèmes en dimension fini s'étendent au système (X)

qui est un système en dimension infinie. En clair, que lton peut trouver une loi de commande de

classe C- pour la stabilisation du système (X). Ce travail est en cours, et le passage à la limite

est assez délicat.

Nous nous sommes lancés ensuite pour un n ) I fixé, dans la construction d'un estimateur
pour le système (E"). Pour cela, nous avons considéré quelques mesures ou sorties des systèmes

(E") que nous avons ajoutées au système (1") afin de construire un système entrées-sorties que

nous appelons alors (f,,) qui est observable pour toute entrée. Nous nous servons du système
(f") pour fabriquer un estimateur qui converge exponentiellement pour le système (X,'). Il n'est
question dans cet étape que d'un soigneux exercice à I'aide des résultats de la littérature.

Nous utilisons enfin cet estimateur pour établir que le système (E") est stabilisable par retour

d'état dynamique. La question du passage à la limite pour la stabilisation par retour d'états

dynamique du systèm" (E) à l'aide des résultats obtenus pour les systèmes (E*) reste ouverte.

Ce travail est I'objet d'un article que nous avons soumis, dans une revue (ESAIM COCV), qui a

été accepté et que nous sommes entrain de réviser. La version originale n'avait pas les ambitions

qui se sont dégagées des commentaires des rapporteurs de la revue. A I'origine, I'ambition n'était

pas de faire le contrôle d'un système hybride EDP-EDO.

Nous avons établi dans cette première version que les systèmes (E") pour toutes les valeurs de

n € N \ {0} sont stabilisables, chacune pax une rétro-action dynamique de classe C* . A présent

nous sommes en train d'établir des adaptations afin d'étendre ces propriétés au système (X).
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Deuxième partie

Etude de la stabilité des modèles

épidémiologiques



Chapitre 1

Introduction

Le 30 avril 1760, Daniel Bernoulli présenta un article titré < Essai d,'une nouuelle anal-

yse de la mortalité causée par la petite uérole, et des auantages d,e la préuenir>> à I'académie

des sciences de Paris. Pour la première fois, un modèle mathématiques fut utilisé pour évaluer

I'efficacité des techniques de lutte contre la ',rariole. Bernoulli formula le modèle d'équations dif-

férentielles correspondant, et le résolut. Le résultat montrait que la riariolation se traduisait en

terme d'accroissement de ltespérance de vie.

Les pionniers de l'épidémiologie mathématiques sont des médecins épidémiologistes avec une
passion pour les mathématiques. Ils ont utilisé les mathématiques pour étudier la transmission

des maladies infectieuses.

En épidémiologie,le fondateur de l'utilisation des équations différentielles ordinaires et des sys-

tèmes compartimentaux est sans doute Sir Ronald Ross.

Sir Ronald Ross a obtenu le deuxième prix Nobel de médecine en 1902 pour avoir prouvé que

la transmission du paludisme était faite par un moustique, I'anophèle. Sir Ronald Ross était

convaincu que pour éradiquer le paludisme, il suffisait de faire baisser la population des anophèles

femelles, et qu'il n'était point nécessaire d'éradiquer cette population. Cette hypothèse était alors

considérée comme peu crédible. Pour cela, Sir Ronald Ross développa un modèle d'équations

difiérentielles ordinaires pour soutenir cette thèse en 1911, ce qui fut tait avec succès.

On peut dire que ce modèle est le premier modèle compartimental proie-prédateur, bien avant

les fameux modèles de Lotka-Volterra. Le modèle de R. Ross s'exprime simplement par :

[  
-  _  ay ( I -æ) - ra

l .  I  _  0*G-y)- t ty
(1 .1 )

basé sur les proportions des deux espèces en interaction. c désigne la proportion d'humains infec-

tieux, et y la proportion d'anophèles infectieux. les cæfficients a et B désignent respectivement

les taux d'incidence de I'infection dans la population des humains et des anophèles, les cæfficients

r et p, désignent respectivement les taux suivant lesquels humains et anophèles quittent la classe

des infectieux; ce qui peut se traduire soit pa.r la guérison, soit par la mort des individus des

classes respectives.
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Cette découverte marque le début de l'histoire des modèIes <<proie-prédateurl>. Historiquement,
le premier modèle proie-prédateur fut donc formulé par Sir Ronald Ross, dans une situation où
la proie est l'humain, et le prédateur I'anophèle.

A. Lotka, en 1913 étudia en détail le modèle de Ross. Il est à remarquer que les modèles de
Lotka et Volterra furent formulés dans les environs des années 7925-1926, plusieurs années après
le modèle de la même classe de similitude dt a R. Ross. Une expression élémentaire de ces
modèles est :

[ .  
_  aæ-bæv

I  t  _  bæy-cy
(1.2)

dans lequel la variable c représente la quantité des proies, et la variable y,la quantité des
prédateurs. Les équations du système (1.2) exprime I'accroissement de la quantitê a des proies
qui se fait suivant le taux instantané a qui entre temps est ralenti du fait des contacts avec
les prédateurs en quantité gr suivant une incidence instantanê bæy. Cependant, la survie de la
quantité y des prédateurs dépend des contacts qu'ils ont avec la quantité c des proies, suivant
I'incidence ci-dessus, et dipa^ralt suivant le taux instantané c.

Entre les années L927 et 1929, W.O. Kermack et A. G. McKendrick proposèrent un modèle
d'équations difiérentielles ordinaires pour simuler une épidémie de peste à Bombay. Ce modèle
s'écrit classiquement :

ù _ -9*y

ù :  / xy - ra
2  :  uA

(  1.3)

Il s'agit d'un modèle dit SIR (comme il va apparaître un peut plus loin dans un tableau
descriptif, S pour Susceptible, I pour Infectieux, et R pour Rétablis). McKendrick débuta sa
carrière en tant que médecin de I'armée. Au même temps que R. Ross, il exerça dans le service
médical de I'armée de sa majesté la reine en Inde. Il appa,rût que A.G. McKendrick était un
brillant Mathématicien, et de plus, il travailla avec R. Ross dans ses premières années de carrière
en Sierra Leone. Le plus saillant des résultats de McKendrick fut le très célèbre théorème du
seuil. Ce théorème stipule que l'introduction dans une communauté d'individus susceptibles
d'individus infectieux ne provoquerait pas une explosion de l'épidémie, tant que la densité des
susceptibles demeurent en deçà d'une certaine valeur critique. D'un autre coté, si le seuil critique
est dépassée, l'épidémie s'installe. C'est le début de I'histoire du fameux nombre Ra.

Il semble peu connu que R. Ross publia certaines équations épidémiologiques qui sont attribuées à
A. G. McKendrick (Ross et Hudson I9LT ). De plus, Le premier théorème du seuil est attribuable
a R. Ross, qui identifia le seuil critique en densité de moustiques par rapport aux humains, en
deçà duquel la pérennisation du paludisme ne pouvait pas s'entretenir d'elle même. (Fine 192b,
Dietz 1985 ).
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Le couple <<Principe du seuil>> et <<la loi de masse-action>> forme la pierre angulaire de la théorie

moderne de l'épidémiologie mathématique.

Nous concluons ce survol historique par une citation de Sir Ronald Ross

< As a rnatter of fact, all epidemiology concerned, as it is with uariation of ilisease from
time to time or from place to place, must be considereil mathematically, howeuer

rno,ny uari,ables are implicated, if it is to be considereil at all. To sag that a disease

depends upon certain factors is not to say rnuch, until we can also form an estimate as

to how largely each factor influences the whole result. And the mathematical rnethod

of treatment is really nothing but the application of careful reasoning to the problern

at issue >

Depuis ces pionniers, I'essor de la contribution des mathématiques dans la compréhension et la
prise en main des systèmes de l'épidémiologie s'est accrue. Cette contribution, du fait de la grande

complexité des systèmes de l'épidémiologie se focalise sur I'acquisition des données, la construc-
tion des modèles déterministes et stochastiques décrivant de mieux en mieux la dynamique dans
ces systèmes, et I'analyse de la stabilité des équilibres.

Les modèles déterministes en dimension finie rencontrés en épidémiologie mathématique sont
des modèles compartimentaux particuliers. Il existe une abondante littérature sur les modèles
compartimentaux. Les recherches dans l'épidémiologie mathématiques s'en trouveront enrichies
par I'assimilation des résultats déjà existant sur les modèles compartimentaux.

Dans cette partie de notre mémoire, nous amorçons un travail visant à cette assimilation. nous
caractérisons les modèles déterministes de l'épidémiologie mathématiques en tant que mod-
èles compartimentaux. Il en résulte des systèmes avec une écriture particulière qui permettent

d'établir la stabilité du <<point d,'équilibre non end,émique>>.

Le chapitre 2 est consacré à la modélisation épidémiologique. Les systèmes obtenus sont en

dimension finie et déterministes. Ils vont se décrire par des EDO.

La.première section précise le vocabulaire classique utilisé. La deuxième section donne une
description en tant que modèle compartimental de l'évolution d'une épidémie. Nous donnons
quelques exemples standards. Dans la troisième section, nous rappelons pour la commodité du
lecteur les notations utilisées dans la description d'un modèle compartimental. Nous profitons
pour fixer les notations qui seront utilisées par la suite. La quatrième section décrit les spécificités

des modèles épidémiologiques en tant que modèles compartimentaux.

Le chapitre 3 rassemble les outils classiques dont nous avons besoins. Il reprend essentiellement

les notions introduites par Jacquez [201. Nous faisons le lien avec des résultats de LaSalle [24].
Nous rappelons aussi un résultat de Bhatia-Szegô [3] qui est d'une grande importance dans
nos résultats. Les modèles épidémiologiques sont des modèles compartimentaux particuliers. Les
matrices de Metzler y jouent un rôle important. Pour rendre notre travail auto-référent, nous
rappelons des résultats dispersés dans la littérature. Le problème de donner un crédit particulier
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à chaque résultat est difficile, voire impossible. Un facteur de complication supplémentaire est

la diversité des applications des Matrices de Metzler stable, qui a pu conduire à des critères

établis de façon indépendante. Ce que nous appelons une matrice de Metzler, suivant Hea.ron,

Luenberger, Arrow, LaSalle, Gantmacher est I'opposé d'une M-matrice stable pour Bergmann

et  Plemmons. . .

Le chapitre 4 propose, une méthode pour calculer facilement une expression liée au Ra des

épidémiologistes, et une méthode systématique pour déterminer la globale asymptotique stabilité

de l'équilibre non endémique (DFE) des modèles épidémiologiques. Il y a très peu de résultats

globaux pour la stabilité du DFE dans la littérature.

Le chapitre 5 reprend une série d'exemples de la littérature. Nous améliorons les résultats

obtenus, et prouvons une conjecture de Perelson Kirshner et De Boer. Cela illustre I'efiectivité

des résultat du chapitre 4. Les exemples ne sont pas exhaustifs.

en Annexe, nous reprenons un résultat de réduction qui nous est utile pour la stabilité.



Chapitre 2

Généralités

2.L Principes Epidémiologiques

Avant de mathématiser les phénomènes liés aux maladies infectieuses, nous allons décrire
brièvement le scénario du cycle d'une maladie infectieuse.

La transmission d'une maladie peut se taire de différentes manières. Par exemple, dans le cas
de la Tuberculose, il suffit d'inhaler les germes émis par une personne infectieuse. Dans le cas
d'une maladie sexuellement transmissible (blennorragie, syphilis . . .), Il faut avoir un contact
sexuel avec une personne infectieuse. Il s'agit des infections par contact direct. Dans certains
cas, la transmission se fait par un hôte secondaire insecte ou animal, on parle alors de maladie à
vecteur; Il faut par exemple la piqtre d'un moustique contaminé (le paludisme, la fièvre jaune,

la RVF, . . .), ou la morsure d'un animal (la rage, la peste .. .); il s'agit de la transmission
indirecte.

Dans tous les cas on dit que la contamination d'un individu susceptible est suite à w <<contact
ailéquat>> de cet individu avec des individus infectieux.

z.L.I Description du cycle d'une infection épidémiologique

On appelle susceptible tout individu de la population en considération qui n'est ni malade, ni
immunisé contre la maladie considérée, et qui suite à un contact adéquat peut développer cette
maladie.

Le cycle d'une infection épidémiologique commence par une certaine quantité d'individus sus-
ceptibles, et d'au moins un individu malade de la maladie en considération. Les individus

malades et transmettant la maladie sont dits infectieux. Lors de contacts adéquats des indi-
vidus susceptibles avec des individus infectieux, les individus susceptibles vont être contaminés
par la maladie.

En général, on ne devient pas infectieux tout de suite; il existe une période de latence. Durant
cette période, le développement des organismes responsables de la maladie est purement interne,
sans aucun symptôme externe faisant état de la maladie. Les individus contaminés durant cette
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période sont dits Latents, et ne peuvent pas transmettre la maladie. A la fin de la période, les

individus concernés peuvent alors transmettre la maladie à d'autres individus susceptibles. Ils

sont devenus des individus infectieux. La période pendant laquelle un individu infectieux peut

transmettre la maladie en cas de contact adéquat avec des individus susceptibles est appelée la

période infectieuse pour ce dernier.

A un certain moment du cycle de l'infection, apparaissent les symptômes reconnaissables faisant

état de la maladie. la période allant du point d'infection, à I'instant de I'apparition des premiers

symptômes est reconnu sous I'expression de Période d'incubation.

Point d'infection

> 
observation

Infectieuse Rétablie / lmmune

Unité de temps

FIc. 2.1 - un cvcle d'infection

Dépendant de I'infection,les symptômes peuvent apparaître avant ou après le début de la période

infectieuse, et la durée des symptômes n'est pas nécessairement synchronisée sur celle-ci.

La période d'incubation n'a pas d'intérêt du point de vue de la transmission en général, en

raison du manque de synchronisme avec le début de la période infectieuse. Cependant, dans les

cas des infections dangereuses du point de vue de la santé publique, I'apparition des symptômes

est le signal pour la mise en quarantaine des malades; Elle a alors une signification pour la

modélisation. Le tableau 2.1 présente une récapitulation de quelques cas de figure.

A la fin de la période infectieuse les individus guérissent (ou il meurent) dans tous les cas, ils ne

transmettent plus la maladie.

Suivant la maladie considérée, les individus guéris peuvent avoir une immunité acquise ou non.

Les personnes ou les animaux ont des anticorps spécifiques ou une immunité cellulaire. Cette

immunité peut être temporaire. Dans Ie cas du paludisme, il n'y a pas à proprement parler

d'immunité, de même qu'il n'y a pas d'immunité pour la Trypanosomiase, la blennorragie, la

fièvre au virus d'Ebola-Marburg. . . Dans le cas de la variole, l'immunité est très longue. Dans le

cas du tétanos, I'immunité (obtenu par vaccination) est d'au moins une dizaine d'années

Les individus qui portent un agent responsable d'une maladie spécifique en l'absence de toute

manifestation clinique discernable de la maladie sont appelés des porteurs. Ils sont une source
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Maladie infectieuse
Période en jours

d'incubation de latence Infectieuse
Rougeole 8-13 6-9 6-7
Oreillons 12-26 12-T8 4-8
Coqueluche 6-10 2I-23 7-I0
Rubéole I4-27 7-r4 IL-I2
Diphtérie 2-5 14-27 2-5
Varicelle 13-I7 8-12 10-1 I
Hépatite B 30-80 13-17 19-22
Poliomvélite 7-12 1-3 r4-20
Grippe 1-3 1-3 2-3
Variole 10-15 8-11 2-3
Scarlatine 2-3 r-2 L4-27

TAg. 2.1 - Période d'Incubation, de Latence et Infectieuse (en jours)

potentielle de l'infection.

L'état de porteur peut exister chez des individus infectieux pour lesquels il n'y a aucune manifes-
tation apparente d'infectiosité discernable pendant leur période d'infectieuse. De tels individus
sont appelés des porteurs sains, ou aussi des porteurs asymptômatiques.

L'état de porteur peut être considéré pendant la période d'incubation, de convalescence ou de
post-convalescence. On parle alors de porteurs incubants ou de porteurs convalescents. Dans
tous les cas, l'état de porteur peut être d'une durée variable, courte ou longue. Les porteurs
temporaires ou chroniques jouent dans certaines maladies un rôle très important dans la péren-
nisation de la maladie. C'est le cas pour : I'hépathite B, la typhoide, le choléra, La poliomyélite,
la tuberculose. ..

2.2 Structure compartimentale des modèles épidémiologiques

L'utilisation des modèles compartimentaux a une longue histoire en épidémiologie mathéma-
tique, depuis Sir Ronald Ross (1911) Kermack et Mac Kendrick (1929) ...

Comme on I'a vu précédemment,les individus peuvent être répartis en diverses classes Suscep-
tibles, Latents, Infectieux, Rêtablit, .. .Le principe de la modélisation par compartiments
consiste à créer des <<réseruoirs>> virtuels qu'on nomme alors les compartiments.

IJn compartiment est un réservoir hypothétique ou conteneur, ne correspondant pas
forcement à une représentation physique volumique, spatiale ou massique, ou à un
espace physiologique.

Par exemple l'on considère le compartiment des <<szsceptibles>> ... L'hypothèse est que le com-
partiment est une structure homogène. Autrement dit, pour le compartiment des susceptibles,
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chaque susceptible est identique à tout autre du point de vue de l'épidémiologie. C'est ainsi que

dans le cas des maladies sexuellement transmissible par exemple où la transmission est relative

aux habitudes sexuelles des individus de la population concernée, on suppose que les habitudes

sexuelles des individus d'un compartiments sont les mêmes.

Les éléments dans un compartiment sont considérés comme des particules, des élé-

ments de matière. La modélisation va consister à décrire le flot de particules entre

les divers compartiments.

Un modèle compartimental peut être graphiquement représenté par un ensemble de boîtes, cha-

cune étant un compartiment du modèle, et un système d'arcs orientés reliant les compartiments.

Si un arc orienté va d'un compartiment A vers un compartiment B, cela signifie que les éléments

de A sont susceptibles de passer dans B.

Dans un modèle compartimental, il est essentiel de faire l'hypothèse d'homogénéité dans les

compartiments I c'est-à-dire, que la matière dans un compartiment ne présente pas de différence,

et que, une unité de matière qui entre dans un compartiment se mélange instantanément au

contenu du compartiment.

Les modèles compartimentaux furent utilisés d'abord en physiologie, où il est question de décrire

des flots de matières (des biomasses, de l'énergie . . . ) entre les compartiments. À présent, les

modèles compartimentaux sont assez largement utilisés en modélisation mathématique. Leur

utilisation permet d'exprimer le comportement des dynamiques apparaissant dans l'étude des

traceurs cinétiques, dans des réactions chimiques, en biochimie, en écologie, dans les applications

médicales...

En épidémiologie, les compartiments correspondent naturellement à des classes homogènes d'in-

dividus; différents types de compartiments de susceptibles, de latents d'infectieux etc . . . Dans le

tableau récapitulatif 2.2 nous donnons une description de la terminologie des notations usuelle-

ment utilisées pour désigner les compartiments dans des cycles épidémiologiques. Les termes

et notations sont d'origine anglo-saxonnes; nous en donnons pour chacun la signification en

Français.

2.2.L IJn exemple classique : le modèle Kermack-Mckendrick

Pour donner un exemple, nous allons considérer le modèle classique de Kermack et McKendrick

déjà présenté en page 66, et que nous rappelons ci-dessous.

-0*v
0*y - ry
ua



2.2 Structure compartimentale des rnod,èles épid,émiologiques 73

Tableau terminologique

Nom du com-
partiment en
Anglais

signification en
trYançais

Notation Commentaires

Susceptibles Susceptibles S Individus qui peuvent être at-
teints par I'infection

Infective Infectieux I Individus atteints par I'infection
et qui peuvent la transmettre

Exposed Latents ou Ex-
posés

E Individus atteints par I'infection,
mais inapte à la transmettre

Removed Rétablis ou Im-
muns

R Individus guéris de l'infection et
prémunis contre elle

Mother pro-
tected children

Bébés sous anti
corps maternels

M Individus protégés par les anti
corps acquis

Carrier Porteurs C Individus de saine apparence,
mais aptes à transmettre I'infec-
tion (i.e. Porteurs sains)

Vaccinated Vaccinés V Individus vaccinés contre I'infec-
tion

Theated Traités T Individus ayant reçu avec succès
le traitement contre I'infection

Quarantine Quarantaine a Individus mis en quarantaine
N Nombre total des individus en

considération

TlS. 2.2 - Récapitulatif des termes et notations utilisées dans les modèles épidémiologiques

Kermack et McKendrick avaient pour but d'étudier une épidémie de peste dans l'lle de Bombay

entre le 17 décembre 1905 et le 21 juillet 1906. Il s'agit d'un modèle SIR. Ce qui signifie que

les individus passent du compartiment des susceptibles à celui des infectieux et enfin à celui

des <<removed>. On considère que la population de l'1le est homogène. Les quantités r, y et z
représentent les proportions de population respective de S, I et R. L'unité étant le millier, on
considère que ces quantités sont des réels. Il est clairement indiqué par Kermack et McKendrick
qu'il s'agit en fait de densités surfaciques. En efiet Ia population vivait sur une surface fixe. Le
diagramme de flux entre les compartiments du modèle est présenté dans la figure 2.2 suivante

FlC. 2.2 - diagramme de flux de matière entre compartiments du modèle SIR

Le terme -0ra représente la quantité <<instantanée> de population des susceptibles devenus
infectieux. Les nouveaux infectieux proviennent des susceptibles qui ont eu un contact adéquat
avec un infectieux. Kermack et McKendrick ont choisi de I'exprimer par la <loi d'action de
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masse> : un cæfficient B multiplié par le produit des densités des susceptibles et des infectieux,

r y. Nous reviendrons plus loin sur ce choix de modélisation.

Le terme B æy qui apparaît dans l'équation différentielle, exprime I'accroissement de la quantité

des individus dans le compartiment des infectieux. C'est le principe du bilan de matière.

Le terme -uy rcprésente la vitesse de guérison des infectieux qui passent dans le compartiment

des Rétablis R.

Il est fait I'hypothèse que I'immunité acquise est permanente, ou plus exactement, l'épidémie

est étudiée sur une période de temps assez courte relativement à la durée de vie moyenne d'un

individu, et I'immunité est considérée comme permanente sur cette période.

De même Kermack et McKendrick en raison de la brièveté de la période de la maladie ont

supposé la population constante, (y compris avec R qui comprenait les décédés). Autrement dit

les naissances sont négligées.

Frc. 2.3 - Modèle sIS

Dans des infections où les individus gardent de manière permanente leur immunité,les modèles

SIR sont appropriés pour la modélisation. On rencontre ces situations dans des infections dont

les parasites responsables sont les virus par exemple, la rougeole, la varicelle, les oreillons. . .

Lorsque I'immunité d'un individu qui est guéri d'une infection comme dans la situation précé-

dente n'est pas permanente, au bout d'un certain temps, d'immunité, ce dernier retourne dans

le compartiment des S. Les modèles SIRS sont appropriés pour la modélisation des maladies

correspondantes.

Ftc. 2.4 - Modèle sIRS

Les modèles épidémiologiques déterministes modélisés par les équations difiérentielles ordinaires

sont des modèles compartimentaux. Ces modèles peuvent être très compliqués. Par exemple,

nous donnons le diagramme des flux entre compartiments du modèle de la tuberculose dans

la figure 2.5 où nous exprimons pour i'instant les taux instantanés relatifs aux différents arcs

d'interconnection par des descriptions. cette figure sera reprise plus loin dans le chapitre sur les

exemples d'application de nos résultats.
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oft4
N

w
N
ki
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infection à la souche 1

infection à la sorrche 2

passage de tétat de latent à létat dinfectierx, souche i

prise incorrecte de traitement

prise inconecte de traitement

taitercnt avec strccès

traitenent avec succès

rnortalité par voie naturelle

surmortalité de la souche f
parmaladie

Frc.

.d2 z souche résisrante iî.$:"rffi ffi: 
bnanche de la souche 2

Z.b - diagramme de flux entre les compartiment du modèle de la tuberculose à deux souches

Nous reviendrons en détail sur le modèIe correspondant à cette figure plus loin. pour Ie moment,

ii nous suffit de savoir qu'à chaque modèle compartimental correspond un diagramme de flux

présentant des compa,rtiments et des arcs orientés rnatérialisant les flots de matières entre les

compa,rtiments.

Ava.nt d'étudier des modèles épidémiologiques spécifiques, nous allons donner les principes de

base des modèles cornpartimentaux dont nous avons besoin'

2.3 Modèles compartimentaux généraux

on considère un système quelconque, sujet à une modélisation compartimentale. Par rapport

aux hypothèses de base, I'ensemble des matières dans le système est subdivisé en un certain

nombre de classes de matières élémentaires avec chacune des propriétés communes qui définis-

sent l,homogénéité de la classe correspondante ; iI s'agit Ià des compartiments. supposons dans

notre cas que les matières sont réparties dans n compartiments, chacun repéré par un indice

i, I < i ( n. on note x; la qua.ntité de matière dans le compartiment i ; usuellement, le

compa,rtiment i est aussi appelé le compartiment xt. L'état du système est un vecteur colonne

X=(Xr;Xzi. , , |x^)€'MclR!.,dontlesdifférentscomposantssontlesva,r iablesreprésentants

l'état du compartiment du même nom. La flgure 2.6 ci-dessous donne un aperçu du diagramme

des flux du compa.rtiment X;. On a naturellement )L(t) > 0'

on note par fri(x) la vitesse à laquelle la matière quitte le compa,rtiment x; pour aller dans Ie

compartiment Xi, O;(X) désigne la vitesse de sortie du système vers I'environnement extérieur

par le compartiment X;, et Ii(X) désigne la vitesse de rentrée veuant de l'environnement extérieur

pa"r le compartiment Xr.
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FtC. 2.6 - Représentation des échanges des matières du compartiment X;

Un bila"n de matière donne pour le compa.rtiment )Ç l'équation différentielle

n l l

x: !,t;tx) - f û,(x) - o;(x)+ Ii(x)
'i7'; l7l

Les fonctions 1;1 et O; ont une propriété pa.rticulière. Quand le compa.rtiment x; est vide (i.e.

X i=0) , i lnepeut r ienensor t i r ldonc ,pour lespo in tsde la fo rm"* i= (Xr ; . . . ;X i - r ;0 ;X+r ; . . . ;X^)

M,, on a

Il est bien connu

où

/i;(i,) - o et o;(&) - o

que si f ii est de classe Cl, alors on peut écrire pour tout X, f ic(X) 
- o,ic(X)X,

De même si O; est

On supposera que c'est le cas pour la suite.

Avec ces notations, le bilan de matière pour le compartiment X; donne :

X, :  Dqj(X)Xj 
-  

D ai  ; (X)X;- oi(X)X, + 4(X)
j = l  J = l

i+i i+i

Soit A I'application définie sur .,14 qui à tout X € .iV associe la matrice A(X) : (a;;(X)) avec

Ies termes o;i(X) défini par :

f r  â f , ,
ai;(X) : 

Jo ffi6; 
Xz; "' X;-t; tX;i X+t; "' ; X")dt

de classe Cl alors on a O;(X) : ot(X)&, avec

fL  nn.
o; (X)  -  I  #6 t iXz;  . . .X , - r i tX ; ;  X ;+r ;  . . . ;X" )d t

Jo uAi

ai i (X)  _  -  
Dot i (X)  

-  o i (X)
j = l

i+i

x-A(x) x+r(x) (2 .  1)
o n a :
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avec I(X) : (11(X); Ir(X); . .  . ;  /"(X))

L'application A est particulière : pour tout X e M,
- les termes hors diagonaux de la matrice A,(X) sont positifs (i.e. aij(X) ) 0 pour les i I j)

- Les termes diagonaux de la matrice A(X) sont négatifs (i.e. orr(X) ( 0), et tels que

-@ii(x) > t  oi ;(X)
1.-r.
J+r

Remarque 2.1 L'équation fondamentale (2.1) d'un système compartimental n'est en aucun cas

unique. L'intérêt sera de choisir la représentation de l'application A la plus intéressante possible.

Définit ion 2.1 (Matrice de Metzler) Toute matrice A: (o;i) € t l"(R) tel le que aal) 0

pour tout i I j est appelée matrice de Metzler

Définition 2.2 (Matrice Compartimentale) Toute rnatrice A : (o;i) € Il"(R) qui est une

ma t r i ced ,eMe tz l e r , e t t e l l equea , i i / - 0 ,e t - a ; t lD " r t pou r tou t i ,  I l i l nes tappe lée

i7"
m atri ce co rnp artim ent al e

2.3.L Convention de reprêsentation des modèles compartimentaux

L'équation fondamentale d'un système compartimentale est donné par l'équation (2.1) que

nous rappelons ci-dessous.

X:A(X)X+I

définie sur un ensemble M C Rf, avec A une application définie sur M, telle que pour tout

X e M, "{(X) soit une matrice compa"rtimentale.

Les applications czij correspondants aux termes non diagonaux des rialeurs de I'application A

sont de dimension ?-t (T représentant ici I'unité de temps). Chacune représente le taux par unité

de temps sui'rant lesquels la matière est transférée du compartiment Xi vers le compartiment X;.

On parlera de taux instantané de transfert de matière du compartiment X1 vers le compartiment

X;.

On conviendra de représenter le modèle compartimental par un graphe orienté avec le cas échéant

les arcs à un seul sommet. que nous appelons le diagramme de flux de matière du modèle.
- Les sommets seront les compartiments.
- Un arc joindra deux sommets de i vers j s'il existe un flux de matière du compartiment

X; vers le compartiment Xi.
- On attachera à l'arc [i, j] a1;t le taux instantané de transfert de matière du compartiment

X; vers le compartiment X;.

77
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- On attacherale cas échéant à l'arc [i, ]lo;,le taux instantané de transfert de matière

vers le ltenvironnement extérieur lorsqu'il existe un transfert de matière vers ltenviron-

nement extérieur par le compartiment X; et à I'arc ] +, il \,,la vitesse de rentrée de

matière dans le système par le compartiment )Ç, lorsqu'il existe un transfert de matière

de l'environnement extérieur vers le système par le compartiment X;

La figure 2.7 ci-dessous donne un aperçu de la représentation d'un modèle compartimental

correspondant au compartiment Xl.

FlC. 2.7 - Diagramme de flux de matière au niveau du compartiment X;

De cette représentation, on obtient automatiquement l'équation fondamentale (2.1).

2.4 Les modèles épidémiologiques en tant que modèles com-

partimentaux

En général un modèle épidémiologique déterministe est un modèle compartimental où les quan-

tités de matières correspond au nombre d'individus mesuré avec une certaine unité (centaine,

millier, million, etc . . . )

On appelle incidences horizontales dans un modèle épidémiologique les lois qui caractérisent

les arcs entre un compartiment d'individus sains et un compartiment d'individus infectés. Ces

lois sont caractéristiques de la maladie correspondant au modèle. Les incidences verticales

sont les lois qui caractérisent les entrées et sorties des compartiments.

2.4.L Incidences horizontales à partir du compartiment des suscepti-

bles

Un susceptible quitte le compartiment des susceptibles quand il est infecté lors d'un contact

adéquat avec des individus infectés. On va considérer à titre d'exemple une maladie hypothétique

dans une population homogène avec un seul compartiment des individus susceptibles que nous

notons S, et un compartiment d'individus infectieux que nous notons I. Le vecteur X - (S; I; . . .)

désigne l'état du système. la restriction du diagramme de flux entre les compartiments du modèle

au niveau du compartiment S se présente comme sur la figure 2.8 ci-dessous.
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HC. 2.8 - Festriction du diagramme de flux des matières au compartiment S

ori /(X) est la vitesse de transfert de matières du compartiment S vers les autres compartiments
auxquels il est connecté par un arc.

Si le bilan instantané de matière au niveau du compartiment S donne

^9: -/(X) * autres termes

9:0  +  / (X)
I :0  +  / (X)

Si la fonction / est de classe Cl, alors on peut écrire

/(x) : a(x)/.9

et l'équation difiérentielle exprimant la variation dans le compatiment S s'écrit :

^9 : -a(X) /.9 + autres termes

La fonction

X :  r+ o(X) I

qui est le taux instantané de "quittage" du compartiment S est par définition la loi d'incidence
horizontale de la maladie sur la population considée. On parle aussi de taux d'incidence.

La forme la plus commune de cette loi est la loi dite d'action de masse ou vraie loi dtaction
de masse donnée par :

a(X) / : P+
.1V

où /f est la population totale.

B est le nombre moyen de contacts adéquats pa,r individu et pa,r unité de temps.

L'interprétation en modélisation est la suivante :

Les susceptibles au nombre de ^9 font instantané ment pS contacts adéquats, mais seuls I O"
ces contacts sont avec les infectieux qui transmettent alors la maladie

-0
-0
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Avec nos conventions de notation' on aura :

FtC. 2.9 - Restriction du diagramme de flux des matières au compartiment S

Il existe dans la littérature une autre loi d'incidence appellée pseudo loi dtaction de masse'

où

a(X)/ : BI

Elle est utilisée par May et Anderson [1]

Des essais de modélisation du taux d'incidence pour diverses maladies ont été faits sur plusieurs

modèles épidémiologiques. On a considéré la loi

?N"

pour des systèmes constitués de populations variant entre 1000 et 400000 individus I les diverses

valeurs de v obtenues varient entre 0.03 et 0.07.

2.4.2 L'intervention de la dêmographie dans les modèles

Toute population se déplace, se reproduit et décède. Les systèmes épidémiologiques consl-

dèrent généralement des populations confinées dans un espace géographique limité. Dans certain

cas, il est nécessaire de prendre en compte ces variations de population, surtout lorsque l'échelle

de temps dans la maladie considérée est assez grande. La prise en compte des variations de la

population se caractérise par des entrées et sorties des compartiments du modèle correspondant.

Ces entrées et/ou sorties mettent en relation le système avec I'environnement extérieur suivant

des taux par unité de temps donnés. Généralement,les arcs représentant des recrutements dans

le modèle sont annotés par les vitesses auxquelles les compartiments recoivent de la matière,

contrairement aux autres arcs, dont les annotations utilisées sont les taux instantanés de transfert

de matières correspondants. Les recrutements correspondent à des naissances, les transmissions

verticales, et les immigrations. Ils sont représentés sur le graphique du modèle compa^rtimental

par des arcs dépendant d'un seul compartiment.

La figure 2.5 àlapage 75 est le graphique d'un modèle épidémiologique où tous les compartiments

sont sujets aux décès de leurs membres. Dans ce modèle, le recrutement de nouveaux membre

n'est considérée dans aucun compartiment.

I
N
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La figure 5.2 de la page 123 est la représentation du diagramme des flux entre compartiments d'un

modèle MSEIR où la reproduction des membres de certains compartiments est prise en compte.

Le décès des membres de tous les compartiments est également pris en compte. L'immigration

cependant n'est prise en compte dans aucun des compartiements.

La figure 5.3 de la page 131 est la représentation du diagramme des flux entre compartiments

d'un modèle SEIR où la reproduction n'est prise en compte dans aucun compartiment. Le décès

des membres de tous les compartiments est également pris en compte. L'immigration est prise

en compte dans le compartiment S.

La démographie joue un rôle assez important dans les systèmes épidémiologiques. Il est arrivé

quelquefois que I'immigration d'un seul individu contaminé par le paludisme soit à l'origine d'une

épidémie dans une région où cette infection était inconnue.
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Chapitre 3

Quelques outils Mathématiques

3.l- Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté des généralités sur l'épidémiologie. L'usage

des modèles compartimentaux dans la modélisation des infections épidémiologiques est naturel.

La modélisation suivant des structures compartimentales sont des techniques assez répandues

dans la modélisation des systèmes en sciences fondamentales telles que les biosciences ou I'é-

conomie [21, 19]. Les modèles déterministes de l'épidémiologie mathématique sont des modèles

compa,rtimentaux. Ceci nous conduit à consacrer une partie de ce chapitre aux modèles compar-

timentaux. Nous présentons les modèles compartimentaux de manière générale. Nous présentons

dans la partie suivante un certain nombre de résultats, essentiellement contenus dans [2] et [20]
sur les matrices quasi positives ou matrices de Metzler, qui sont à la base de nos résultats. Les

démonstrations que nous en donnons pourraierit parfois être nouvelles.

En épidémiologie mathématique, le Principe de LaSalle se trouve être souvent évoqué, lorsque

il est question d'analyser la stabilité des points d'équilibre des systèmes. On rencontre souvent

des utilisations abusives de ce Principe. En efiet, le Principe de LaSalle établit l'attractivité des
points d'équilibre. Ce critère seul ne suffit pas à conclure à I'asymptotique stabilité des points

d'équilibre en considération. Nous consacrons la quatrième partie de ce chapitre au Principe de

LaSalle et les résultats de stabilité et de stabilité asymptotique qui s'y rapportent.

3.2 Les Modèles compartimentaux

Sous des conditions de régularité suffisante des vitesses de transferts de matières entre com-
pa,rtiments d'un modèle compartimental, la dynamique dans celui-ci s'exprime par l'équation

fondamentale

x -A (x ) x * I  ( 3 .1 )

définie sur un ensemble M c R[ qui est l'orthant positif de lR", avec A I'application

A :  x e M +>A(x) -  (or i (*))  € I4"(R) (3.2)



telle que pour tout x E M A(*) soit une matrice compartimentale.

Inversement, Soit une application

B : x € Ri r-> B(x) : (ô;;(x)) € Il"(R)

où pour tout x € Ri, on a :
- Les bni(*) 2 0 pour Ies i I j
- l esô ; r ( * )<01< i1n  

n
- pour tout  f ,  I  < i  < rz,  lb6;(x) l  > D lô i r (*) l

'i7',
Le système

x :B (x ) x * I

(3.3)

(3.4)

est le modèle d'état d'un système compartimental constitué de n compartiments, dont les vitesses

de transfert de matière du compartiment 4 est donné par :
-> bi;(x)r; pour la part cédée au compartiment x;,

\--> -(bo;(x) + DU,;(x))o; cédée à I'environnement extérieur au système
l = l

i+;
(I); est la vitesse de réception de matière dans le compartiment x;.

Définition 3.1 (Systême compartimental) On appelle système compartirnental ile classeCr

tout système d'équations différentielles qui peut se rnettre sous la forme

x :A (x ) x * I  ( 3 .5 )

définie sur un ensernble M C IRl, auec l'application

A : x € M r>A(x) : (onr'(*)) € /v{"(R)

de classe Cr tel que pour tout x € M

1. -> ai j(x) 2 0 pour tous les i et j avec i f j

2 .  ->  oon ( * )  10  pou r  tous  l es  i ,  I  1 i  1n

3.  -> l " r ; ( * ) l  >  I  o1; (x)  pour  tous les i ,  I  1 i  1n

l7'u

3.2.L Propriétés des systèmes et matrices compartimentaux

L'usage dans I'analyse des systèmes compartimentaux impose une terminologie qui emprunte

les mots et expressions à des disciplines connexes. Par exemple à la théorie des graphes, les
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næuds, les arcs et la matrice d'adjacence I les næuds correspondent aux compartiments, les arcs,

aux interconnections entre compartiments en interactions I la matrice d'adjacence, ou la matrice

d'incidence sommet-sommet correspond à la matrice du système. On parlera donc de système

compartimental connexe, fortement connexe, et autres d'après les précisions suivantes.

Définition 3.2 (système fortement connexe) On dira qu'un système cornpartimental est

fortement conner,e si pour tout couple d,e compartiments ilu moilèle, il existe toujours un chemin

orienté pour aller de l'un à I'autre.

Définition 3.3 (systême connecté sur fuite) On dira qu'un système compartirnental est con-

necté sur fuite si tout cornpartiment d,u système est relié pa,r un chemin ù un compartiment qui

o, une fuite ou sortie sur l'enuironnement ettérieur.

Définition S.4 (Système à piège) Un système compartimental est à piège s'il existe un sous

ensemble non uide de compartiments interconnectés en sous système fortement connere où toute

rnatière qui y entre ne repartira plus uers les autres compartiments. Le sous ensernble d,es com-

partiments correspondant est appelé le piège d,u systèrne compartimental.

Ceci peut avoir des caractérisations numériques; il est nécessaire pour cela de donner quelques

défi nitions supplémentaires

Remarque 3.1 Dans la littérature on trouve le terme de trappe I notre notion de piège est un

peu plus générale. Dans la littérature anglo-saxonne, la trappe est un ensemble de comparti-

ments, d'un système comprtimental, constituant un sous système dans lequel toute matière qui

entre ne <(ressort plus>>. Ce qui exclut la possibilité d'excrétion vers I'extérieur. Dans notre cas,

le piège peut avoir des sorties sur l'extérieur.

Définition 3.5 (Matrice réductible, matrice irréductible) Soit A - (o;i) € M"(R) une

matrice carrée.

On dit que la matrice A est réiluctible, si il eaiste une matrice de permutationP tel que

85

prAe-(A"  A" )

\  o  Azz/

La matrice A est dite ir'réiluctible si et seulement si elle n'est pas reductible.

(3.6)

Remarque 3.2 Il est à noter dans la définition 3.5 ci-dessus, il est question d'une matrice

semblable, mais seul sont concernés comme matrice de passage, les n! matrices de permutations

de la base usuelle de lR' .

La réductibilité de la matrice A peut s'exprimer autrement; si (e1, Ezt . .., e,,) est la base usuelle
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de lR', il existe V : ((e;, t Eiz, ..., e;o)) sous espace propre de IR' (i.". p < n) tel que AV C V.

L'irréductibilité d'une matrice A est caractéristique de la corinexité de l'hypothétique système

compartimental dont la matrice associée prend pour tout état la valeur matrice constante A.

On a le résultat suivant :

Theorême 3.1 Soit un système compartimental de type (3.5)

1 -A (x ) x * I

Les d,eux propriétés suiuantes sont équivalentes :

1) -> pour tout x € M, la rnatrice A(x) d'u systèrne est irréductible

2) -> Le systèrne (3.5) est forternent conneîe sur M.

Démonstration:

Supposons que pour un x, la matrice A : A(x) soit réductible; Soit ^9 : {ir, iz, ..., ip}

I'ensemble des indices des vecteurs de la base usuelle de IR', tel que V : ((e;, , Qiz, ..,, e;"))

(V étant un sous espace vectoriel de lR'tel que AV C V). Soit i e S, on a pour tout j f ^9,

oni(*):0 ce qui signifie concrètementque les compartiments x;,i € ^9, et x;, j ç S ne sont pas

en connections dans le sens xj -) x;. La conséquence en est qu'il nty a pas de chemin pour aller

d'un compartiment xi, i € ^9 vers un compartiment xi, j É.9, et donc le système correspondant

n'est pas fortement connexe.

Supposons réciproquement que le système envisagé ci-dessus n'est pas fortement connexe. Il

existe en conséquence de cause un couple de compartiments (*r, *r), tel qutil n'existe pas de

chemin pour aller du premier vers le deuxième. Soit ,S : {ir, iz, ..., io} I'ensemble des indices

des compartiments tel qu'il existe un chemin (*n <-> x,t), k € S. On a card(,S) I n car sinon le

système serait fortement connexe. Soit j ( S on a nécessairement pour un x €. M, a;p(x) : g

pour tout k e SU {i}; en efiet, si tel n'est pas le cas, c'est à dire pour un k e Su{i} a16(a) l0

pour tout xs e. M, alors les compartiments x6 serait en connection avec le compartiment x;

dans le sens x& -) *j, et il existerait le chemin (*r -> xr). Soit (";, u;, , êiz, .. . , e;") une famille

constitué des vecteurs de la base canonique, indexé par les éléments de ̂ 9, soit ("j, 
"r, 

,êizr.. . , ejr)

la famille constituée des vecteurs es de Ia base canonique de IR', tel que I ç S U {i} I notons

t : ("u, Eit,  @izr. .  .  ,  €, ip, eit  êi '  Ejz,, . . . ,  ejq); t  est une base de ]R.". Soit /  I 'endomorphisme

de lR' dont la matrice realtivement à la base canonique de lR" est A(xe). On a, la matrice

de / relativement à la base t,, M(T, t) : Â(*o) est une matrice de la forme donnée dans

l'égalité (3.6). Il s'en suit que la matrice A(*o) est réductible. tr

Définitions 3.6 Soit un système d,onné par (3.5), (sgstème compartimental ou non).
-> On d,it que le système (3.5) est forternent conneæe si pour tout x € R', Ia matrice

A(x) : ("nt(*)) est irréd,uctible.
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-> On d,it que le sgstème (3.5) est connecté sur fuite si pour toutx € IR" et pour tout i,
1 < i < n, il eûste un j;, tel que

-  o , i j ; ( * )  l0

- pour toutx € R", i l  existe un sous ensemble d' ind,ice J : { ir ,  iz, . . . , ,  ic}, e 1n, et pour

tout j, I < ii I n, tel que le système (3.5) ad,met un sous système corespondant à

xt :  (x;r i  æ;zi . . . ;  t ;) € IR'q gz? s'écrit  d"e la forme

x. r :A. r (x)x ;+I " r

o,uec pour toutx € lR" 4"1(x) e ",140(R) une matrice irréil,uctible

Les caractérisations numériques de ces définitions conduisent aux définitions suivantes.

Définitions 3.7 (Matrice à diagonale dominante) Soit A: (o;) € /tl"(R) une matrice
-> On ilit que A est une matrice à diagonale dominante colonne si pour tout i, I < 

' 
< n,

onala; ; l )  I  la i ; l
j=1, i{ i

-> On dit gu1-l est une rnatri,ce à diagonale domônante ligne si pour tout i, I I i 3 n,

onala; ; l )  t  l "o i l
j=r, i+i

-> On parlera de matrôce à d,iagonale dorninante stricte colonne (respectiaement

ligne) lorsque les signes d'inégalités dans les relations respectiues ci-d,essus sont plutôt des iné-

galité,s strictes

Définitions 3.8 (Matrice fortement connexe, matrice connectée sur fuite)

Soit A: (o;r) € Jt4"(R) une matrice
-> On ilira que A, est une matri,ce fortement conneae Si elle est ircéd,uctible
-> On ilira que A est une rnatrice connectée sur fuite colonne (respectiuement, ligne), Si pour

tout i ,1 < i  < n, i l  eaiste un j; ,  tel que :

Définition 3.9 (Matrice compartimentale)

On appelle matrice compartimentale, toute m,atrice A : (a;l) € I4"(R), d,ont les cæfficients
uérifient les propriétés :

- a;j ) 0 pour tous les i et j aaec i f i
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- lo i , r , (x ) l  >  Ë  ar i , (x )
k-r, k* ji

-> On d,ira que Ie systèrne (3.5) esf à pièrye Si :
- i,l existe un x € IR" tel que la matrice A(x) soit réductible

- o,ii. l0 (reytectiuement at,i # 0) 
rL

- loi,t , l> 
t lorr, l  ( respectiaementlot, i , l> t lo'r l)

k=1, k*ii k=L, k*i;
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a;; S 0 pour tous les i, I I i I n

A est à Diagonale ilominante Colonne

L'usage des matrices compartimentales est lié à I'analyse des systèmes dont les états restent

positifs tout le temps. La comparaison des vecteurs et matrices est souvent utilisée dans cette

analyse. On se sert à cet efiet de l'extension de I'ordre usuel dans lR,le <<(>> et I'ordre strict

associé ((<)) sur I'ensemble des matrices. L'utilisation de ces relations, du fait qu'il s'agisse des

relations d'ordre partielles masque les détails de comparaison I Nous précisons ci-dessous I'usage,

tel que nous ferons dans la suite. Nous précisons aussi I'usage de la relation (<> associée au

symbole de I'ordre ci-dessus.

Déf in i t ion 3.10 Soient  x  -  ( r r ;  xz t  . . . i  h)  €  Ri ,  A :  (o ; r )  € .  M**(m,  n)

-> On dit que le uecteur x, ( respectiuernent Ia matrice A) est strictement positif, et on note

x )  0  ( respect iuernent  A> O),  S i  pour tout  i ,L  < i  1n,  r ;  )  0  ( respect iuement  Pour tout

i , ,  j ,  I  <  i  <m,  I  <  j  <n ,  a ;5  )  0 )
-> On ilit que Ie vecteur x , respectiuement Ia matrice A) est positif, et on note x ) O

(respect iuement  A> O),  S i  pour tout  i ,  l  <  i  1n,  r ;  )  0  et  pour  au moins uni ,  c ;  )  0

(respectiuement Pour tout i ,  j ,  L < i  1 m, L 1 j  < n, ai i  ) 0 et pour au moins un couple

( i , , j ) , a i j >o )
-> On dit que Ie uecteur x, (respectiuement la matrice A,) est positif (largernent), et on note

x20  ( respec t i , uemen t  A .>O) ,  S i x>  O  oux :O  ( respec t i uemen t  A  >0  ouA :O) .

Ces notations sont d'usage assez courant dans ltanalyse des systèmes dont les états évoluent dans

I'orthant positif. D'une référence à une autre, on note cependant des difiérences de sens entre

l'inégalité stricte, et I'inégalité large. Nous avons adopté celle qui est la plus courante [2, 55].

La classe des matrices compaxtimentales est d'une grande importance dans les systèmes dont

les états évoluent dans I'orthant positif d'un espace lR'. De tels systèmes constituent une classe

plus importante.

Soit un svstème linéaire

x :Ax (3.7)

Une condition nécessaire et suffisante pour que I'un des composants r;(t) d'une courbe solution

du système (3.7) x(t) reste positif tout à tout instant est que :i; 2 0 pendant que oi : 0, et

r i ) 0 pour les j I i cette condition est remplie pour le système (3.7) si et seulement si o;; ) 0

pour tous les i j, i + j. Toute matrice qui satisfait à cette condition est une matrice dite de

Metzler [16, 15, 32].

Les matrices de Metzler sont utilisées dans une classe de systèmes assez large. De nombreux

systèmes de la biologie, de l'économie et même des sciences physiques appartiennent à cette

classe. Dans la section suivante, nous portons notre attention sur les matrices de Metzler, dans

Ie but d'utiliser les résultats dans la ca"ractérisation des systèmes épidémiologiques.
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3.3 Les Matrices de Metzler

Définition 3.11 (Matrices de Metzler) On appelle matri,ce d,e Metzler, toute matrice

A - (ai) € I4"(R), ilont les cæfficients vérifient la propriété :

a ; j >0  pou r tous les  i  e t j  auec i l j

(i.e. ilont tous les cæfficients extra-diagaono,ut sont positifs)

Les matrices de Metzler sont aussi connues sous le nom de < matrices quasipositiues > [50]

Nous commençons par le résultat suivant qui est dt à Gershgorin [12]. Il est lié au théorème de
Hadamar-Frobenïus qui a été démontré à plusieurs reprises par plusieurs auteurs différents dans
des cadres qui se rapprochent [I2,22, 40,41, 44, 42,, 43, 47 r 55,52, 58].

Theorème 3.2 Soit A: (a;) € ,t4"(R) une matrice carrée.

Le Spectre d,e Ia matrice A, Sp(A) C C est contenu d,ans la réunion iles d,isques d,ont les centres
sont les cæfficients iliagonaur ile la rnatrice A, les a;;, et d,ont les rayons respectifs sont les

sornrnes des ualeurs absolues d,es cæfficients ertra-ili,agonaua lignes correspondantes, leslla;it
'i7'o

En d'autres termes, pour tout i, I 1i |-n, si on poserc : Ë fu;11, on a

17"

sp(A) c)nço,, , , , ,y
d=l

La preuve de ce théorème nécessite que le résultat préalable suivant soit établi

Lemme 3.1 Soit A: (a;r) € I4"(R) une matrice carrée.

Si A est une rnatrice singulière, Alors il eûste un indice is tel que
fL

lo;orol S t la;ol ft.e. le terme d,i,agonal d;o;o r:st ilominé par la ligne is)
. l= l

i*io

Démonstration du lemme 8.1:

Soit un n quelconque fixé, on \/a supposer que A est une matrice singulière. On va aussi faire
I'abus de noter la matrice A et I'endomorphisme de R" correspondant par le même symbole, A.
On a kerA # {0}; soit x = (æt, nzt . . . ,  rn)T € kerA, x#O,soit is I ' indice du composant de
x tel que lr;ol réalise la norme du maximumde x (i.e. lrrol : prex(lc;l) = ll*ll-)
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on a Ax :  o,  et  donc (Ax);o :  E a;o1a1 :  o i
j= l

il s'ensuit,
ê-Q;o ioûio - 
)_, 

alo iî j

iF:'
Il vient . rL

lo;o;ol l " ;ol  s I  lor.r l l " l l
t = l

i*io 
n

s |ru, lD lor, i l
il:'

puisque *no # 0 il vient enfin

lo;o;ol < f lo,,rl
iri"

ce qui achève la démonstration du lemme.

Pour ce lemme, on a le corollaire suivant, qui se trouve être plus adapté au théorème que le

lemme 3.1.

Corollaire 3.1 Soit A: (a;) € t l"(R) une matrice carrée.

Si A est une matrice singulière, Alors il existe un inilice is tel que
,L

loo.orl < t la1;"1 (i.e. le terme diagonale &;o;o êEt ilominé par la colonne is)

io*i

La démonstration est identique à celle du lemme 3.1 ci dessus, où on remplace la matrice A p*

sa transposée, AT qui a les même propriétés de régularité que la matrice A.

Démonstration du theorème 9.2:

Considérons une matrice A : (o;i) € /14"(R); pour tout ,\ € Sp(A), on a A - ÀI est une

matrice singulière. Par application du lemme 3.1, on a : 
n

pour tout ) e Sp(A), il existe f.r € N, 1 ( i.r ( n tel que la;^;^ - )l < | lon^r'l
l = l

i* ix

^ !  ê ,  I  lSi on pose ri : 
Llor^il,la ligne ci-dessus s'exprime autrement par :
j = l

i+i
pour tout À € Sp(A), i l  existe f1 € N, I 1 is( n tel que ) e B(a;^;^, r;^)

Si on considère indifiéremment toutes les boules B(oor, r;) pour tout i, 1 < i < n, il vient que

tout À e Sp(A) est dans I'une d'entre elle, et donc, ) a Û B(a;;, r;). tr
i= l
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Notons au passage le corollaire du théorème 3.2 qui est plus adapté à la notion de dominance

colonne :

Corollaire 3.2 Soit A, = (a;i) € IZ"(R) une matrice carrée.

Le Spectre d,e Ia matrice A, Sp(l) CC est contenu dans Ia réunion d,es ilisques ilont les centres

sont, les cæfficients d,iagonaur d,e la rnatri,ce A, les a;;, et d,ont les rayons sont respectifs sont les

sornrnes d,es valeurs absolues iles cæffi,cients extra-d,iagonaux colonne corcespond,ants, les I loiol

i+;

En d,'autre terme, pour tout i, 7 o n a

fL

sp(A) cl)B(a;;, r;)
d=l

Le résultat suivant, dt a Hadamard-Frobénius [2]. Nous le traitons en tant que corollaire du

théoreme 3.2.

Corollaire 3.3 Soit A: (a;) € I4"(R) une matice carrée.

Si' A est une matrice ù d,iagonale d,ominante stricte, alors A est une matrice inuersible.

Dérnonstration:

Il s'agit d'une conséquence immédiate du théorème 3.2, et du corollaire 3.21 en efiet, Si A est
àD iagona leDominan teS t r i c t e ,onapou r tou t i ,  1< i l n r l a ; ; l  2 r i r r e tdoncaucunedes

boules B(o;;, r;) ne contient l'origine de C, et par conséquent aucune des valeurs propres de la
matrice A ne peut être nulle.

Corollaire 3.4 Soit A,: (a;) € IZ"(R) une rnatrice carrée.

Si A est une matrice compartimentale à d,iagonale d,orninante Stricte, alors A est une matrice

as y mpt oti qu em ent st ab I e

Dérnonstration:

Dans le théorème de Hadamard-Frobénius qui est le corollaire 3.3 ci-dessus, le spectre de A a le
droit de se trouver dans n'importe lequel des demi plans complexes où il y a un des cæfficients

diagonaux de la matrice A, Ies a;;. Le tait que A est une matrice compartimentale force tous les
a;; à se trouver sur le demi axe réel gauche du plan complexe I et donc toutes les valeurs propres

lavec r; = f lorrl si ce sont les colonnes qui sont concernées, ou ri = f lrrrl si ce sont les lignes qui sont
t = l
i* i

concernées
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de la matrice A sont dans des boules strictement incluses dans le demi plan complexe gauche.

d'où I'Asymptotique stabilité de la matrice A tr

Du résultat suivant, on établit aisément une corrélation entre les systèmes linéaires positivement

invariants dans IR.[ et les matrices de Metzler.

Theorème 3.3 Soit le système d,éfinie szr lR" par

x : A(x)x (3.8)

Ona :

Si pour tout x € R', A(*) : (o;;(x)) est une matrice d,e Metzler alors le système (3.8) fafsse
positiuement inuariant l'orthant positif R\

Démonstration:

Supposons que pour tout x € lRi, A(x) soit une matrice de Metzler; on a, pour tous les i, j, i + j

o , i j ( x )  )  0 ; so i t  un i  que lconque ,  1<  i  <  r l ,  on  a :  su r  I ' ensemb leT l ;  -  { x€  R ' ,  l * r : 0 }nR i ,

n
. f - -

i t i  :  )  a; i \x)x1
j=L

:  fonig)* i>o
'i7',

Autrement dit sur les ensemblesTû qui sont les diverses faces de la frontière de R|, la restriction

du système (3.8) a un champ de vecteurs qui pointe vers I'intérieur de Ri. et par continuité du

flot, aucune trajectoire de ce système qui commence dans IRI n'en sort pas. tr

Remarque 3.3 La reciproque de la propriété énoncée dans ce théorème dans le cas général est

fausse, comme on peut le voir sur un exemple simple pris dans le plan, avec

A(*) =( -- ' :*? 
t- : '* :3)

\1+r?-*,  -r-*Z /

qui est une matrice qui laisse invariant IR.f sans être pour tout x € Ri une matrice de Metzler.

Cependant, dans les cas où la matrice A(x) serait constante pour tout x A(x) : A, I'implication

reciproque est aussi vraie; en efiet, le système (3.8) dans ce cas particulier laisse positivement

invariant R|; Sur les 7{i, sa restriction est I'équation difiérentielle scalaire

n
. S

r ; :  / a i i r i
l = l

i+i
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qui est positif. Sa valeur en x : e; est cl;r' où e; est I'un des vecteur de la base canonique qui

est inclu dans I'hyperplan?{;.

Doncpou r tous les i e t  j i +  j  e t pou r tou t x€R i ,  a ; l 20 ,e tAes tunema t r i cedeMe tz l e r .

Le résultat suivant est un classique théorème de Perron-Frobenius; il établit une certaine car-

actérisation des matrices positives que nous utilisons par la suite dans la caractérisations des

Matrices de Metzler. Ce résultat fut présenté en premier par O. Perron [46] dans le cadre des

matrices positives, et ensuite étendu par G. Frobenius [11] à des matrices irréductibles.

Theorème 3.4 A : (a;r) € I4"(R) une matrice canée.
-> Si A ) 0, alors le ro,yon spectral de Ia matrice A, est une ualeur propre d,e la rnatrice A,, et

il existe un uecteur propre associé v, aaec v > 0
-> Si A ) 0, alors, Ie rayon spectral de A, p(L) est une ualeur propre simple et strictement

positiue ile la matrice A1 ile plus, il eûste v € Ri, v ) 0 tel que Av: p(A)v
-> Si.A, > 0 et d,e plus A est une matrice irréiluctible, alors, Ie rayon spectral de A,, p(A) est

une ualeur propresirnple dela matrice A1 d,e plus, il existe v € IRi, v ) 0 tel que Av: p(A)v

Des démonstrations assez techniques de ce résultat peuvent être trouver dans [33]
Ce résultat possède d'importantes conséquences pour des systèmes dont les états évoluent dans

un orthant positif. Le résultat suivant est I'une de ces conséquences sur les matrices de Metzler.

Theorème 3.5 Soit A : (a;i) € IZ"(R) une matrice d,e Metzler d,onnée. Notons o(A) :

max m()), le mod,ule de stabilité de Ia matrice A.
)€.5p(A)
-> o(A) est une valeur propre d,e la matrice A ù, laquelle est associé un uecteur propre positif

( i .e. 3v e R[., v + o tel que, Av : o(A)v/
-> Si ile plus, la rnatrice A est irréiluctible, alors o(A) est une ualeur propre simple de la

matrice A à, laquelle est associé un uecteur propre strictement positif (i.e.lv € Ri, v D O tel

que, Av : o(A) v,)

Démonstrati,on:
r)

Soit rn = min{ -ryb o,;;, 0l ; oo a, A - rnl > 0;
I rJiJn )

On applique à la matrice A - mI le théorème 3.4 ci-dessus I
Il vient,

l v€R i ,  /  (A - * I )v=  p (A-ml )v

autrement dit,

3v  €  R i ,  /  Av :  (p (A-mI ) *  m)  v

Le vecteur v est vecteur propre de la matrice A.

La valeur propre de la matrice A à laquelle ce vecteur propre est associé est p(A - rn[) * m;
on a nécessairement p(A - ml) * rn - o(A). En effet, il est bien connu que pour une matrice
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carrée B donnée, on a Sp(B + CI) : C +Sp(B) ; (p(A - rl)* rn) e R ;

o n a

puisque

p(A - mr) : ^."ffif_r) ft())

p(A - rn r) * * : 
^."o(lt-1îr+-ry m(À) = ̂ S3ôr m(À) : o(A)

tr

Remarque 3.4 Ce théorème est caractéristique des matrices de Metzler. Il dit littéralement

que toute matrice de Metzler admet une valeur propre réelle qui est le module de stabilité de la

matrice en considération, dont un vecteur propre associé est positif.

Cette caractérisation, et d'autres propriétés auxquelles nous avons déjà fait allusion, vont nous

permettre de parler ci-après d'une sous classe de la classe de matrices de Metzler, les matrices

de Metzler Stables.

3.3.1 Matrices de Metzler Stables

L'une des propriétés les plus importantes dans la théorie des systèmes est celle de la stabilité.

Pour cette raison, de la classe des matrices de Metzler qui représente un grand nombre de sys-

tèmes se dégage naturellement la sous classe de ceux qui de plus ont la propriété d'être stable.

Du théorème 3.5, il se dégage le fait que les matrices de Metzler stables se caractérisent par le

fait d'avoir un module de stabilité qui est négatif, et strictement négatif pour les matrices de

Metzler asymptotiquement stables.

Dans le théorème suivant nous donnons des caractérisations des matrices de Metzler stables que

nous utilisons dans nos résultats.

Il s'agit d'un extrait d'un résultat donné dans le livre de Berman et Plemmons [2], sous forme

d'une cinquantaine de conditions équivalentes pour qu'une matrice soit une M-matrice2 in-

versible. Nous avons donc considéré de ces équivalences celles que nous utilisons dans nos résul-

tats.

Comme les résultats dans [2] sont donnés par référence à Ia littérature, nous donnons les démon-

strations.

Theorème 3.6 Soit A = (a;) € /tZ,(R) une matrice ile Metzler, les propriétés suiuantes sont

équiualentes.

1. -> La matrice A est globalernent asgmptotiquernent stable.

2. -> La matrice -A-1 est strictement posi,tiue (i.e. -A-1 > 0/

3. -> ^9i b € IR.i est une uecteur stricternent positif (b > O), Alors I'équation Ax*b - O

admet une solution x € IR|, srfctement positiue (i.e. x > 0/

2Une matrice A est dite M-matrice si et seulement si -A est une matrice de Metzler stable
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4. -> II eûste un uecteur c € IR[, strictement positif (i.e. c > 0/ tel que le vecteur Ac soit

strictement négatif (i.e. Ac ( 0,)

5. -> II eriste une matri,ce d,iagonale D €. ylnl"(lR+), tel que la matrice ,FrD soit ù Diagonale

Dominante Stricte Colonne (respectiaement DA soit à diagonale Dominante Stricte Ligne)

6. -> Il eriste une matrice diagonale D e /r4"(R+), auec diag(D) > O tel que la matrice
-(ArD + DA) soit symétrique iléfinie positue.

Dérnonstration:

Nous allons établir successivement les implications 1. -> 2.,2. -) 3., 3. -) 4., 4. -> b.,5.
->  1.

r. -> 2.
La matrice A est globalement asymptotiquement stable, elle est par conséquent inversible, et on
a o(A) < 0; Il existe donc un scalaire positif K teI que pour tout xs € R^,

l l"to*oll . 6""(A)'l lxoll

Il s'ensuit donc que la matrice [* .'o dt estabsolument convergente, car en effet, la fonction
Jo

t € R+ ,-y 
"o(A)t 

e .,V"(R+) est Lr(0, oo), et on a

B - [* . to d.t:  -. ! fL
Jo

Déterminons le signe de chacun des cæfrcients de la matrice B : (ô;r');

Considérons à cet efiet la base canonique de IR", (";) on a pour tout i, e; ) O

il vient

b; j  :  (8" i ,  e ; )  -  (Ber ) ;  =  (  f  e 'Adtur ,  
" , )\Jo /

:  
lo* Gr"ei ,  e,)  at= 

lo* 
(u 'oui) ,  dt>o

cette dernière inégalité est dte au fait que le cæfficient ("t^e;)- est une combinaison linéaire à
cæfficients positifs de fonctions exponentielles. Ce qui prouve la première implication.

2->3
Cons idé ronsbe lR [ ,avecb>0 ;so i t x= -A-1b ;onanécessa i remen tx )0commeprodu i t

de deux matrices strictements positives ; il vient la relation A x* b - 0 escomptée, ce qui achève
la preuve de la deuxième implication.

3->4
Soit b € Ri, avec b ) 0; soit c : -A-rb; il va de soi que Ac : -b ( 0, ce qui prouve la
troisième implication

4 ->5
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Considérons I'un des vecteurs c: (cr;

OnaAc (0 ; so i t f ,  I ( - i 1n ,

(A . ) t

Cette inégalité implique :

cia i i

ceci du fait que c ) O, et A est une

fù

S:  c i& i i  +  La ; i c i  10
i= i
i+i

. -Ë  a ; i c i 1o
i=.
i+i

(3.e)

matrice de Metzler I il s'en suit

ê ,
l " ,on , l ,  L la ; ic |

i= i
i+i

(3.10)

Soit D e M"(lR+) la matrice diagonale tel que c: diag(D);oo a AD : (a;jci), et l'inégal-

ité (3.10) nous permet d'avoir la conclusion escomptée, doù la fin de la quatrième implication.

5 ->1

Considérons le vecteur c de la propriété 4. (i.e. Ac < 0)

Soit o(A) le module de stabilité de la matrice A I d'après le théorème 3.5, appliqué à la matrice

AT il existe un vecteur v € IRi, v + O tel que Av : a(AT)v; ce qui revient au même en trans-

posant d'écrire vr.A. : o(AT)vr. Faisons le produit des vecteurs (ligne) de cette égalité par le

vecteur (colonne) c; on a vTAc : o(Ar)vTc. Le scalaire vTc est strictement positif comme

produit de d'une matrice positive vT, et d'une matrice strictement positive c; le scalaire vTAc

est strictement négatif comme produit d'une matrice positive vT et d'une matrice strictement

négative Ac; il s'en suit que le module de stabilité de A, o(A) : o(Ar) est strictement négatif,

d'où I'asymptotique stabilité de la matrice A.

Nous allons démontrer l'équivalence 1.<-) 6. en nous servant des résultats des diverses impli-

cations précédentes.

6 .  ->  1 .

On suppose qu'on a une matrice diagonale D, avec diag(D) ) 0 telle que -(ArD + DA) soit

symétrique définie positive. Soit la fonction scalaire V z x + V(x) = (Dx , x); il s'agit d'une

fonction de Lyapunov stricte pour Ia matrice A sur IR"; il s'en suit que A est une matrice Metzler

asymptotiquement stable.

1 .  ->  6 .

La propriété 5. nous garantit l'existence d'une matrice diagonale D1, avec diag(D1) ) O telle

que AD1 soit une matrice à diagonale dominante stricte ligne; Puisque AD1 est encore une

matrice de Metzler, on re-applique la propriété 5. à la matrice ADr i elle nous garantit I'ex-
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istence d'une matrice D2, avec diag(D2) ) 0 telle que D2AD1 soit une matrice à diagonale

dominante stricte colonne; Il en est de même pour sa transposée, D1ATD2. Il vient, la matrice

Q : DTATDz * DzADI est une matrice de même nature que les deux précédentes, avec en plus

qu'elle est symétrique, et que tous les cæfficients diagonaux sont strictements négatifs, d'après

I'inégalité (3.9) et le théoreme 3.4 la matrice Q est une matrice asymptotiquement stable. La

Matrice Dt tQDt t : ArDzD, I + Dr tlzA est asymptotiquement stable au même titre que la

matrice Q, d'où le fait qu'elle soit définie négative, et symétrique au même titre que Q. Ce qui

termine la démonstration du théorème.

Le théorème suivant donne aussi une caractérisation des matrices de Metzler stables. Ce résultat
a êtê obtenu par Varga et exprimé pour les M-matrices. Pour ce résultat nous avons besoin

d'une définition :

Définition 3.12 (décomposition régulière) Pour une matrice réelle d,e Metzler A,
A : D * M esl une d,écomposition régulière siD est Metzler stable et M > 0.

Theorème 3.7 (Varga : [57, theorem 3.13]) Soit A - D + M une ilécornposition régulière

d,'une matrice réelle A, alors A est Metzler stable si et seulement sip(-D-lM) < t.

La preuve de ce théorème est dans le livre de Varga [57], on le trouve aussi dans le livre de
Bermann and Plemmons [2], c'est la condition N+s. De ce théorème, on déduit immédiatement

d(A)  <0<+p( -D- rM)<1

o(A) -0e+p( -D- rM)  :1

o(A) ; '  Q ç=e p(-D-rM) > 1

(3 .11)

Toute décomposition régulière donne une condition de seuil équivalente sur les paramètres.

Définition 3.13 (Matrice à diagonale dominante généralisée)

Une matrice A : (or) e I4"(R) est d,ite à diagonale d,ominante stricte généralisée ligne
(respectiaernent colonne) si il existe un vecteur c: (cr, c2t ..., 

"r)T 
D O tet que pour touti,

1< i<n ,ona i t

cila;;lt Ë cila;l ( respectiue,ment qla;;lt Ë clpi; l)
't7', ]7i

A' est dite à diagonale d,ominante généralisée ligne (respectiuement colonne) au cas où d,ans les
inégalités ci-d,essus, on a ù la place iles inégalités strictes, d,es inégalités larges.
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On a de cette définition le résultat suivant qui est corollaire du théorème 3.6 ci-dessus
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Corollaire 3.5 Soit A: (a;) € I4"(R) une matrice ile Metzler I On a :

A, est globalement asymptotiquement stable si et seulernent si elle est une matrice à iliagonale
dominante stricte généralùsée lignes et colonnes.

Démonstration:

Il suffit de poser p - diag(c), et la propriété 5. du théorème 3.6 est exactement la caractérisation
du fait que A est une matrice à diagonale dominante stricte généralisée lignes et colonnes. tr

Remarque 3.5 Le champ d'applications de ce corollaire est celui des matrices de Metzler;
l'équivalence est brisée lorsqu'on prend une matrice à diagonale dominante stricte généralisée
complètement quelconque; rien ne nous garantit plus même seulement qu'elle soit stable
Cependant la propriété d'être à diagonale dominante généralisée stricte lignes et colonnes munit
la matrice considérée de propriétés de stabilité énoncées dans le résultat suivant.

Theorème 3.8 Soit A: (a;) € /14"(R) une matrice d,onnée. On a :
Si A est une matrice à d,iagonale d,ominante stricte généralisée lignes et colonnes, Alors A est
une matrice asymptotiquement, stable.

Démonstration;

On suppose que A est une matrice à diagonale dominante stricte généralisée lignes et colonnes;
en exploitant la démarche utilisée dans la preuve de l'implication des proriétés 1. -> 6. du
théorème 3.6 ci-dessus, il vient qu'il existe une matrice diagonale D e M,,(R-,.) telque la matrice
-(A"D + D A) soit une matrice symétrique, définie positive.

La fonction V : x € lR." r+ V(x) = (Dx , x) est une fonction de Lyapunov stricte pour
Ia matrice A, comme il en ressort de la preuve de I'implication des propriétés G. -) 1. du
théorème 3.6. Il s'ensuit donc que A est une matrice asymptotiquement stable. tr

Le résultat suivant dt à Hadamard-Frobenius, est dans le même ordre que celui donné en
corollaire 3.3, aussi résultat des même auteurs. Dans le cas présent, la perspective est plus large;
en efiet, il définit une classe plus importante de matrices inversibles que celle que le corollaire B.B
permet d'avoir.

Theorême 8.9 Soit A,: (o;) € /tz"(R) une matrice carrée à Diagonale Dominante.
Si A est une matrice connectée sur fuite, alors A est une matrice inuersible

La démonstration de ce résultat requiert le résultat intermédiaire suivant.

Lemme 3.2 Soit A : (o;r) € Il"(R) une matrice d,e Metzler et B : (ô;;) e M*(R) une
matrice dont tous les cæfficients diagonaur sont inférieurs à zéro (i.e. b;;10 pour tous les i ).
On suppose que B < A

Si A asymptotiquement stable, alors B aussi.
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Dérnonstration du lemme 9.2:

A est une matrice de Metzler asymptotiquement stable; elle est donc à diagonale dominante
généralisée stricte. Le théorème 3.6, propriété 3. nous garantit I'existence d'un vecteur c € Ri
avec c ) 0 tel que Ac ( 0. Considérons un tel vecteur. La post-multiplication des matrices
de I'inégalité B < A p- c ne change pas le sens de I'inégalité, puisque c > O; plus encore, on
a Bc ( Ac ( 0; (i.e. Bc ( 0); de même, la pré-multiplication de I'inégalité B ( A par le
vecteur cT nous conduit à : cTB ( O. De I'implication des propriétés 4. -> b. du théorème 8.6
il vient que la matrice B est une matrice à diagonale dominante stricte généralisée lignes et
colonnes. le théorème 3.8 permet de conclure à I'asymptotique stabilité de la matrice B. tr

Démonstration d,a theorèrne 9.9:

Considérons la matrice A : (a;i) Soit Â : (ari) une matrice construite comme il suit :
-)  pour i  + j ,âui:  loui l
-> pour irI 1 i 1 n â;; : -lo;nl

Par hypothèse, nous avons déjà que Â est une matrice compartimentale en même temps qu,elle
est connectée sur fuite. C'est donc un cas particulier du théorème A.6 donnée à la page \TT, avec
la fonction à valeurs matricielles qui est constante. La matrice Â est donc asymptotiquement
stable dans IRi. Elle est nécessairement aussi asymptotiquement stable dans lR." I en effet, toutes
ses valeurs propres sont à partie réelle strictement négative, car o(Â) < 0 (Sinon, le fait qu,il
existe un vecteur propre v ) o et v f 0 associé à la valeur propre o1Â; a" Â
( i .e .3v)  0  v  +o o(Â)v:Ârr )  impl iquera i t l ' ins tabi l i tédeÂ dans Ri ) .

Soit la neatrice t : (a;) telle que
-S a;i - aii pour les i I j
- )  a ; ; :  - l a ; ; l  pou r  t ous  l es  f ,  1  1 i  1n

On a : À < Â, et la matrice Â est une matrice de Metzler asymptotiquement stable. par
application du lemme 3.2, il vient que la matrice À est asymptotiquement stable.
La conclusion à l'inversibilité de A tient à ce qui suit :
si D est une matrice diagonale avec c : diag(D) > O tel que ÀD soit une matrice à diagonale
dominante stricte ligne, on a nécessairement que AD est aussi une matrice à diagonale dominante
stricte ligne. Il vient, AD est inversible; Puisque la matrice D est inversible, il en est de même
pour la matrice A. !

Le résultat suivant est une ca,ractérisation des matrices de Metzler stable qui s'inscrit comme un
complément des caractérisations que nous donne le théorème 3.5 dans le cadre de notre travail.

Theorème 3.10 Soit A: (a;) € /tZ"(R) une rnatrice de Metzler stable qui ad,met une ualeur
propre nulle d'e multiplicité algébrique égale ù la multiplicité, géométrique. On a le résultat :
Il eûste un uecteur v € Ri., v ) 0 tel que Av ( O

Dérnonstration:

Toute matrice de Metzler A e ,Â4"(R) peut s'écrire A _ pTÂp, avec p une matrice de permu_

99



100 Quelques outils Mathé,rnatiques

tation des vecteurs de la base canonique de IR", et A une matrice blocs triangulaire supérieure
(ou inférieure), dont tous les blocs diagonaux sont irréductibles. Dans cette décomposition, tous
les blocs hors de la diagonale de la matrice Â sont des matrices constituées des termes positifs.

Considérons une matrice A Metzler stable, suivant la propriété définie dans le théorème. Soit Â
la matrice bloc diagonale supérieure vérifiant la propriété sus-décrite. On a :

PAPT _ jl
On suppose que l'ordre des matrices blocs diagonales dans Â est décroissant. Si 0 est valeur
propre de A d'ordre r, on a alors Âr, = 0 € IR., pour s - r - 1 < i < s, et Â;; - 0 vecteur ligne
de  €  IR " r  pou r  s  - r  - l  <  i  <  s  e t  pou r  s - r -  1  <  j  <  s .

Posons

0\

: | € ,u,-"(R)

î " - ' - ,  
" - ,  )

la matrice bloc diagonale de la matrice PAPT correspondant à la partie dont les matrices bloc
diagonales sont non nulles. La matrice Â" est une matrice de Metzler asymtotiquement stable.
On applique la propriété 3). du théorème 3.6. Il vient qu'il existe un vecteur c € IRfl", c ) 0
tel que Â"" < O. Considérons le vecteur î : (c; b) e R[, avec b € Ri b > 0 quelconque. On

"Â î (  
0 .  cons idé rons  l evec teu rv :P î ; onav )0 ,  ca rp )0 ,  e t  Av (0 .  t r

3.4 Quelques théorèmes de stabilité des systèmes Autonomes

3.4.L Notations et Préliminaires

Dans cette partie, nous considéronsl,l un sous ensemble de R'd'intérieu, ù connexe non
vide. Nous considérons un système équations différentielles autonomes définie st;6 l,l

,t : X(x) . (3.12)

On suppose que le champ de vecteursX:1,1--> IR" est continu. Nous notons pour tout x€l,l
par X1(x) la solution du système (3.12) que nous supposons définie pour tout f ) 0, et telle
que Xs(x) : x. On suppose X satistait des conditions telles que X1(x) une fonction continue de
(t, *). Les points d'équilibres du système (8.t2) sont des points xo €î,1tels que X(xe) _ g.

[ï!
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Définition 3.14 (Lyapunov stabilité) Soitxs €î,1 un point il'équilibre. Le système (J.I2) est
stable (ou Lyapunov stable ) au point xs (ou xe est un point il'équilibre stable pour Ie sgstème
(3.I2))' Si pour tout e > 0, il existe un nombre réel positif 6 tel que pour tout x € l,l auec
llx-*oll 16, la solution Xr(xo) est définie d,ansI,l pour toutt) 0, et satifait l lx,(*)-*oll < ,
pour tout t > 0. Le système (3.12) est instable au point xo si iI n'est pas Lyapunou stable au
point ><s.

Définition 3.15 (Attractivité) (In point d,'équilibre xs d,u système (8.12) est dit être attractif
(on d'it aussi que Ie système (3.12) est attratif au point xs ) s'il existe un uoisinage V C l,l d,e xs,
tel que pourtout x € D la trajectoire commençant au pointx ù, l'intantt:0, Xr(x) ilu sytème
(3.12) est iléfinie pour tout t ) 0 et tend uers xs lorsque t tenil uers l,infinie i.e., 

rlf_ X1(x) :
xo' pour tout x e V . Le point d,'équilibre xs est dit globalement attractl"i 

,If"" Xr(x) : xe pour
tou tx€U

Le domaine d'attraction d'un point d'équilibre xo R(xo) est l'ensemble de tous les points x € l/
tels que .lim X1(x) : *o

t-)+oo

Définition 3.16 (Asymptotique stabilité) un état il'équilibre xs est dit asymptotiquement
stable pour Ie système (3.12) si il est LSrapunov-stable et attractif.

Remarque 3.6 Il est bien connu qu'un point d'équilibre peut être attractif sans être stable.
L'exemple classique du système en dimension 2 en coordonnées polaires (p, d) suivant permet
d'illustrer ce fait.

(3 .13)

Ce système a deux points d'équilibres. L'origne 0 du plan IR2 et le point x6 défini par p - L
et d = 0. Il peut être prouvé que le point xs est attractif, et que le domaine d'attraction esr
R(*o) : R2 \ {o}. cependant, ce point d'équilibre n'est pas stable. voir figure 8.1

Définition 3.17 Un ensemble G C 1,I est dit positiuement inaariant pour le système (J.Iz) si
pour toutx € G et toutt ) 0, on a X1(x) e G. II est ilit invariant (sans précision)sf X1(x) e G
pour toutx € G et  tout t  € R.

I  o=p0-p)
I  d= sin2$.

e
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FIC. 3.1 - Attractivité Sans stabilité.

Définition 3.18 Soit G un sous ensernble positiuement inuariant ile U, d,'intérieur non tsiile et

connere. Soitxsq-_ G un point il'équi,libre ilu système (3.12). Le système (3.12) est dit stable en

xs re la t i uemen tà l ' ensemb leGs ipou r tou te>0 i l ea i s teunnombre rée l6 )0 te l quepou r tou t

x€G auec l l x - xo l l  < -6 ,on  aXs (x )  € .Gpoa r tou t t ) 0e t l l x r ( * ) - *o l l  <epou r tou t t ) 0 .

Remarque 3.7 Soit G un sous ensemblepositivement invariant deU, un état d'équilibrexo € G

du système (3.12) peut être stable (respectivement attractif) pour le système (3.12) considéré

comme système définie sur G sans être stable (respectivement attractif), si I'on considère sys-

tème (3.12) comme système définie stlr U. Un exemple académique tout simple est le cas du

sytème (3.14) en dimension 2

(3.14)

FIc. 3.2 - Point d'équilibre noeud-selle (saddle-node).

L'origine de lR2 est un point d'équilibre du système (3.1a). Il est clair que l'origine est un

point d'équilibre instable et non attractif pour le système (3.14) d'éfinie sur l,l : lR2. Cependant,

ce point est un équilibre asymptotiquement stable pour le système (3.14) sur l'ensemble posi-

tivement invariant sous la dynamique du système (3.14), G : {(*, y) € R' I y > 0}. On peut

I t--,,
lù--v'.

Le portrait de phase de ce système est donné sur la figure 3.2.
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remarquer que ce point d'équilibre est sur la frontière 0G de G. Le point xs est un point d'equili-
bre globalement asymptotiquement stable pour le système (3.13) relativement au sous ensemble

{(*, y) € IR.2: t + 0, y < 0} positivement invariant sous la dynamique du système (3.t8), et se
trouve sur la frontière de celui-ci. Ce type de situation se produit très souvent dans des modèles
biologiques, où très souvent les états des systèmes sont appelés à vivre dans I'orthant positif
d'un certain 1R.", comme nous allons le voir plus loin.

Dans une vaste majorité de la littérature classique, il est accepté qu'une fonction V :tl -J IR. est
une fonction de Lyapunov si elle est continue définie positive sur l,l, au delà des hypothèses de
régularité. Nous adhérons à cette convention. Nous distinguons donc du tait de cette positivité
les fonctions de Lyapunov des fonctions de LaSalle :

Définition 3.19 (fonction de LaSalle) Soit L : U + lR. une fonction, et soit G rrn sous
ensemble deU. On dira que L est une fonction d,e Lasalle pourle système (3.12) surG si L est
cont inue,  Din i -dér iuable entout  po intx€ G et  L@)10 pour toutxe G

Relativement à la fonction de LaSalle ,L pour le système (3.12) nous introduisons les notations
suivantes :

La fonction .L est supposée seulement continue et i est définie par :

est fini pour tout x e G.

Dans certaines applications,

classe Cl ; dans ."r .u,r, i(x)

.  1 ri1*; : rlT;lr i (2,1x,1*l) - r(*))

il est souvent nécessaire de considérer des fonctions tr qui soient de
est donnée par le produit scalaire : (X(x) , VI(x)).

3.4.2 Stabilitê des systèmes d'équations différentielles ordinaires

Theorème 3.11 (Principe d'Invariance de LaSalle : [26] et [25, Chap 2, Théorème 6.a])
Soit L une fonction d,e LaSalle pour le système (3.12) sur G, un sous-ensemble quelconque de
U;Soit Xr(x) une solution du système (3.12) qui ilemeure d,ans G pourtous les ternps t > 0.
Sil'ensemôle {X1(x) I Vt> 0} est borné3, Alors, il existe une constantec€ IR, tel queXl(x)
tend, vers MnL-r({c}) lorsquet tend, uers }oo. M étantle plus granil ensemble inuariant pour
le systèrne (3.12) contenu d,ans l'ensernble E = {x € GnU ' i1*;: g1

En conséquence, on a :

Si I'ensemble M n L-r({c}) est constitué de points isolés, ces points isolés sont nécessairement
des points d'équilibre du système (3.12) pour tout c I alors toute solution bornée Xr(x) tend vers
un point d'équilibre du système (3.12) lorsque t tend vers l'infini.

3On dit dans ce cas que la trajectoire Xs(x) est bornée dans son futur
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Remarque 3.8 Le théorème 3.11 précédent donne seulement des informations sur I'attractivité
de I'ensemble M. Plus précisément il dit qre M est un attracteur de toutes les trajectoires
bornées du système (3.12) qui demeurent dans G. Cependant, il ne dit rien à propos de la
stabilité de l'ensemble M, ou des équilibres du système (8.12).

Remarque 3.9 Le théorème 3.11 n'exclut pas la possibilité d'avoir des attracteurs qui soient
inclus dans la frontière 0G de I'ensemble G.

Le Théorème de LaSalle suivant donne un critère d'asymptotique stabilité (pas seulement d,at-
tractitvité) assez important :

Theorème 3.12 (Lasalle z f24, Corcllary 1] et [25, Chaptitre 2, Théorème z.g])
Soit G un ouoert positiuernent inuariant de 1,1 aaec la propriété que toute tmjectoire du
système (3.12) qui, cornmence dans G reste bornée et ne possède de pas de point ornéga
Iirnite sur Ia frrontière d,e G. Soit M le plus grand ensemble inaariant pourle système (8.12)
contenu dans I 'ensemble E: {x € G nU ' i1x) : 0}. Si
i) -> L est une fonction d,e Lasalle d,u système (8.12) sur G,
ài) -)  Mo: Mft c G
iii) -> Ms est compact

alors, Mg est un attracteur et G CR(M1).

Si de plus

iu) -> L est constante sur la frontière d,e M6,
alors, Ms est asymptotiquernent stable.

Remarque 3.1O Ce théorème fut d'abord énoncé dans [26] sans démonstration, puis ensuite
avec des preuves dans [24] et [25]. À la difiCrence du théorème 3.11, dans ce cas, on suppose que
I'ensemble G est ouvert, que les trajectoires du système (3.12) commençant dans G n'admettent
pas de point oméga limite sur la frontière de G, et que I'ensemble Ms est compact inclus dans
G.

Le cas où est pris en compte le fait que G peut ne pas être un ensemble ouvert, et donc que
l'ensemble M puisse contenir les points frontières de G est dt à G. P. Bhatia et N. P. Szegô [3].
Ce résultat est présenté dans le théorème suivant :

Theorème 3.13 (Bhatia-Szegô : [3, Theorem 3.7.11]) Soit G un ensernble bomé positiuement
inuariant pour le système (3.12) contenu dans î,1 ; Soit L une fonction de classe Cr iléfinie sur
G. On suppose que :
-> L est une fonction de LaSalle d,u systèrne (9.12) sur G I
Soit les ensernbles suiuants
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i )  ->E={x€G lL$) :0}
ii) -> M le plus grand ensemble inuariant pour le système (3.12) contenu d,ans E
iii) -> S Le plus grand, ensernble inuariant le systèrne (3.12) contenu ilans G
On a les résultats :

a) -> M est attracti,f pour le système (3.12) relatiuement ù G

b) -> S est asymptotiquement stable pour le systèrne (3.12) relatiuement à G
c)  ->  S:DÈ(M):  {v  I  f  { *^ }^cG,{ t . }  c lR+ te lquex, , - }  x€M,xr , (x , , )  -+v}
d) -> S est le plus petit ensemble asymptotiquement stable contentant M
e) -> Si de plus L est constante sur la frontière de M, alors M : S et M est asymptotiquement
stable pour Ie système (3.12) relatitsement à G

fl -> Si on a soit S cô ou M çfr, abrs l'erpression < relativement àG>> ilans les énoncés
précédents est à supprimer

Le théorème suivant est dt à B. Kalitine; Il a originalement été énoncé dans le cadre de ia
stabilité des ensembles compacts pour les systèmes dynamiques définies sur un espace métrique
localement compact.

Theorème 3.14 Soit G un ensemble borné, positiuement invariant pour le système (3.12) con-
tenu dans U ; soit K un compact positiuement inuari,ant, contenu dans G, soit V un uoisinage
d'e K . on suppose qu'il eaiste une fonction continue d,éfinie sur v tel que :
i )  - >V ( r ) ) 0  Vc  €V  e tV (x )  : 0Vx  e  K

i i )  - rV(* )<0Vr€V

iii) -> L'ensemble (VnE)\I( ne contient aucune demi-trajectoire où E = {x e G lV(*1 : gy
alors K est asymptotiquernent stable

3.4.3 Les Théorèmes de stabilité des systèmes compartimentaux

Sur l'étude de la stabilité des systèmes compartimentaux, la littérature est très riche est très
dispersée. Une raison possible est la dispersion des spécificités des domaines ayant sous-tendu
la conception de ces systèmes. Les résultats de stabilité s'étendent du domaine des systèmes
d'équations différentielles autonomes en général aux systèmes coopératifs et compa.rtimentaux
spécialisés. Dans I'article de Jacquez et Simon [20], se trouve un compte rendu des principaux
résultats sur la stabilité des systèmes compartimentaux lces résultats sont dts à Maeda et al. [Ba]
et à Sandberg [49]. Cependant un résultat plus général dt à Jacquez et Al. est le suivant :

Theorème 3.15 Soit un systèrne detype (3.12), d,e classeCr. on suppose que la rnatrice Jaco-
bienne d,e x. ( *) est une rnatrice compartimentale pour tout x e î/. on a :'  

\ o r j  
n

1) -> La fonction : x € Il t-> ! lXr{") | est rnonotone iléuoissante le long des trajectoires
i=l



106 Quelques outils Mathérnatiques

solutions du système (3.12)

2) -> Toute trajectoire solution ilu systèrne (3.I2) est soit non bornée, soit conuergente uers
l'ensemble des équilibres du système

Une preuve de dispersion dont nous faisons allusion est ce théorème. Les articles relatifs à
ce théorème [20, 34, 491sont postérieurs aux résultats de LaSalle, Aucun cependant ne semble
connaître les travaux de LaSalle. Les Travaux de LaSalle auraient contribué à simplifier les outils
et techniques que ces derniers utilisent dans les démonstrations de leurs résultats. Ce résultat
est déjà énoncé dans le papier de Rosenbrock [48].
En efiet, La matrice jacobienne de X en tout point de1t,1 êtant une matrice compartimentale, il
vient que tout point d'équilibre du système est localement stable pour le système. (une matrice
compartimentale est une matrice de Metzler asymptotiquement stable). Le principe d'invariance
de LaSalle est l'équivalent de la deuxième conclusion du théorème.

Le résultat ci-dessus peut être considéré comme une étape dans la preuve de la conjecture de
MarKus-Yamabe-Hartman (Markus et Yamabe [14], Hartman [35]) sur l'étude de la stabilité
des équations difiérentielles. Cette conjecture est la suivante :

Conjecture 3.1 (MarKus-Yamabe-Hartman) Soit X un champs de uecteur d,e classe Cr
défini sur un conuere Z/ € lR.'.

On suppose que :

i) -> x(o) : s,
ii) -> la matrice jacobienne d,eX en toutxrU, (æ(*)) , toutes ses ualeurs propres d,ans
le demi-plan compleæ gauche (i,.e. d,e partie réelle strictement négatiue).
Alors

O est un point d,'équili,bre globalement asyrnptotiquement stable pour le système d'équations d,if-

férentielles x : X(*) sur U.

Dans le cas donc où la matrice Jacobienne du champs de vecteur X en tout point x € î,1est une
matrice compartitmentale,le théorème 3.15 est une réponse à cette conjecture.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons regroupé des outils et résultats de la littérature sur les modèles
compartimentaux, les théorèmes de stabilité et de stabilité asymptotique des systèmes d,équa-
tions différentielles ordinaires. Nous ne pouvons pas prétendre avoir été exhaustifs; en effet, la
Iittérature sur les modèles compartimentaux et des études connexes est assez étendue et disper-
sée [1L,72, L8,2I,34,43] pour ne citer que ceux là. Concernant l 'étude de la stabil i té et la
stabilité asymptotique des systèmes, la littérature est énorme.
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Pour rendre notre travail autonome, nous avons proposé pour quelques résultats des démonstra-

tions; ces démonstrations peuvent avoir déjà été proposées par d'autres auteurs. Nos démon-

strations sont cependant adaptées à nos objectifs.

En efiet, notre objectif est d'étudier la globale asymptotique stabilité du point d'équilibre non

endémique KDesease Free Equilibrium>> des modèles épidémiologiques. Il s'agit des cas particu-

liers de système d'équations difiérentielles aux quels s'appliquent le théorème de Bhatia-Szegô
(théorème 3.13), avec l'ensemble M se trouvant sur la frontière de G et réduit au seul point

d'équilibre non endémique. Ces systèmes ont la propriété supplémentaire d'être des systèmes

compartimentaux, ou le cas échéant à quelques changements de variables près, présentent une
composante compartimentale.

Dans le chapitre suivant, nous présentons les résultats de nos investigations, suivi par un chapitre
où nous présentons quelques applications de ces résultats.
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Chapitre 4

Stabilité globale de l'équilibre non
endémique, et calcul de Rg

4.L Introduction

Les résultats du type théorème du seuil ont toujours joué un rôle important en épidémiologie.
Le nombre de reproduction de base Ro est défini typiquement (Diekmann-Heesterbeek [g])
comme :

le nombre rnoyen d,e cas second,aires engend,rés po,r un i,ndiuid,u typique infectieun,
durant toute sa période d'infectiosité quand, il est introiluit d,ans une population ile
susceptibles.

La relation entre les théorèmes de seuil et le nombre Ro est donnée par une situation que I'on
rencontre dans de nombreux modèles. En général on trouve deux équilibres : l'équilibre non
endémique (le DFE), et un autre équilibre endémique. Très souvent si 7?o < 1 alors le DFE
est localement asymptotiquement stable et dans de nombreux cas, si 7?o > 1, il y a un unique
équilibre endémique localement asymptotiquement stable, contenu dans I'orthant positif.
Très souvent on obtient les théorèmes de seuil en calculant le Jacobien du système au DFE, et
en utilisant le critère de Routh-Hurwitz. Bien évidemment, cela est difficilement envisageable
au dela de la dimension 4. Comme le font remarquer Diekmann et Heesterbeek, bien souvent
le critère de Routh-Hurwitz reste implicite et ne donne pas de formule directement exploitable.
De plus, Ra a une signification biologique et les théorèmes de seuil sont souvent les conditions
équivalente à?'o ( 1, mais différentes.

Dans ce chapitre, nous allons donner un algorithme pour déterminer une condition de seuil.
Très souvent, ce sera Re qui apparaltra dans la formule comme on le verra dans les exemples
d'application. Cette condition exploite la structure particulière des modèles épidemiologiques.
En utilisant cette condition de seuil, nous donnons une condition nécessaire de stabilité du DFE
sous certaines hypothèses biologiquement raisonnables. Ce théorème donne un résultat de glob-
ale stabilité et répond à ce qui se passe pour le point de bifurcation 7?a - 1.
Nous montrons ensuite que ce théorème s'applique à de nombreux exemples pris dans la littéra-
ture bie-mathématiques.
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4.2 Caractérisation des modèles épidémiologiques

Les systèmes épidémiologiques sont des systèmes compartimentaux particuliers. Une des particu-

larité des modèles compa,rtimentaux est que quand il n' y a plus de matière dans un compartiment

il ne peut y avoir de sortie. Les modèles épidémiologiques ont la particularité que I'on ne peut

avoir un flux vers les compartiments <infectés, latents ... > que s'il y a contact adéquat avec

des malades. En un certain sens le flux des susceptibles vers les compartiments << malades> est

(receveur> contrôlé. C'est cette remarque que nous allons formaliser.

Nous considérons un svstème

{ î '  
:

( xz  =
-f(*t, xr)
g(xr, xz)

(4.1)

(4.2)

(4.3)

où x1 € RT,  xz € lRT,et  f  e t  g  sont  Cl

La variable xl désigne le nombre (où la concentration ) dans les compartiments des susceptibles,

des immunisés, etc . . . en fait ceux qui ne transmettent pas la maladie. La variable x2 représente

toutes les classes des individus ne transmettant pas la maladie. De cette présentation découle

des hypothèses sur les fonctions / et g de nature biologique.

1. On suppose que le système est défini sur un sous-ensemble O positivement invariant de

I'orthant positif RT 
" 

Rf ; cela signifie que le modèle est bien posé.

2. L'apparition de nouveaux individus <infectés> provient des rencontres adéquates avec les

différents individus des compartiments (transmetteurs). En d'autres termes si x2 - 0 Ie

flux vers les compa^rtiments correspondant sera nul. Ce qui signifie que g(x1,0) : 0. Comme

g est Cr on a g(x1, *r) : Ar(x) x2 où Ar(*) est une matrice continue rr2 x rt2.

3. On suppose qu'il existe un équilibre <<sans maladie>> (disease free equilibrium DFE) que

l'on notera par abus de langage par xi en identifiant R|' x {0} dans IRf * Rl avec Rf .

Cela signifie que I'on peut écrire /(*t, *r) : A1(x).(x1 - xi) * A12(x).x2

On peut donc maintenant écrire le système (4.1) sous une forme pseudo triangulaire :

I  o,  :  A1(x).(x1 -  xî)  1A12(x).x2

[ *, : A2(x)x2

Comme nous avons affaire à un modèle compartimental, les termes hors diagonaux sont positifs.

A la différence de ce qui avait été fait dans le chapitre 3, les matrices ne sont pas nécessairement

à diagonale dominante. Les systèmes épidémiologiques peuvent donc, à quelques aménagements

près dans la stucture des variables, être écrits sous la forme :

x:A(x)x+b(x)



4.3 Le calcul pour les systèrnes

avec pour tout x €U la matrice A(*) qui s'écrit

A(x) :
At(x)  At r (x)

0 Ar(x)

est une matrice de Metzler, où pour tout x €.UrIa matrice Ar(*) correspond au groupement
des compartiments qui constitue un piège du système (Tout ce qui rentre dans le groupe de com-
partiments, ne peut repartir vers les autres compartiments mais peut aller vers I'environnement
extérieur).

b(x) : (A1(x)xi; 0)

On va maintenant faire une autre hypothèse raisonnable que I'on trouve dans beaucoup d'ex-
emples de la littérature : l'équilibre non endémique est démographiquement asymptotiquement
stable. Autrement dit on suppose qu'en l'absence de maladie la population se stabilise en xf . Ce
que l'on peut formuler en disant que xf est un équilibre globalement asymptotiquement stable
du sYstème 

xr : Ar(xr, o).(x, - xî).

sur OîRlr. Ce que I'on peut encore exprimer en disant que I'origine est un équilibre globalement
asymptotiquement stable du système

x r :A r ( x1  f x i , 0 ) . x1

Nous allons exploiter cette structure dans la section suivante.

4.3 Le calcul de Rs pour les systèmes épidémiologiques

Dans la littérature le nombre Ra, est appelé le rapport de reproduction de base. Il est typique-
ment défini comme le nombre moyen de cas secondaires créés par f introduction d'un individu
infectieux, au cours de sa période d'infectiosité, dans une population de susceptibles.

Ce nombre 7?a a êtê défini mathématiquement par O. Diekmann et al dans [8, 9] en utilisant la
décomposition régulière de la matrice de Metzler associée aux individus (infectieux)).

comme le font remaxquer o. Diekmann et J.A.P. Heesterbeek dans [g] :

beaucoup ile modélisateurs sont habitués à écrire iles équations d,ifé,rentielles et à,
déritter une conilition de seuil en d,éterminant la stabilité du DFE (par exemple en
consid,érant le critère d,e Routh-Hurwitz)...Souuent le critère d,e Routh-Hurwitz reste
implicite et ne permet pas d'obtenir ilirectement une formule eaplicite.

Nous pouvons aussi ajouter qu'il est difficile d'utiliser le critère de Routh-Hurwitz au delà de la
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dimension 4, même avec des systèmes de calcul formel.

Toute décomposition régulière donne une condition de seuil équivalente sur les paramètres. Seul le

rayon spectral associé à la décomposition régulière correspondant à la diagonale de A correspond

à R6 Dans [8] ce résultat est attribué à Nold (1980) [39], mais on le retrouve pourtant dans

Varga en 1960 [56, 57].

Cette section va fournir un algorithme explicite et facile d'application pour obtenir des conditions

de seuil. Ces conditions sont équivalentes à celles utilisant 7?0.

Si on considère le Jacobien du système (4.2) calculé au DFE, il s'écrit

/  , t r1xi;  o; A12(xi;  o) \
t:Io 

A,t*1, ol,l
(4.4)

Comme le système xr : Ar(xr * xi,0).x1 est globalement asymptotiquement stable à I'origine,

la matrice At(xi; 0) est non instable, i.e. a(A1(xi; 0)) < 0.

En raison de la forme triangulaire de J la stabilité de xi est associée à la stabilité asymptotique

de A2(xi; 0). Donc une condition de seuil pour la locale stabilité est

o(A2(xi; 0)) < 0

Si on considère une décomposition régulière de A2(xi; O), on aura une condition de seuil : si

Ar(xi; 0) : D * M on aura stabilité locale si p(-D-lM) < 1.

Le rapport de reproduction de base correspondra à une décomposition régulière où D : diag(Az)

est la diagonale de Az [6, 8, 9].

Nous allons exploiter les propriétés particulières des matrices de Metzler. Les faits suivants sont

bien connus et faciles à démontrer à partir du théorème 3.6 :
-) Toute sous-matrice principale d'une matrice de Metzler stable est une matrice de Metzler

stable.
-) Une condition nécessaire pour qu'une matrice de Metzler soit stable est que sa diagonale

soit strictement négative.

La proposition suivante constitue une méthode de réduction par récurrence. Cette proposition

semble nouvelle, même si elle est à peu près évidente.

Proposition 4.1 Si une matrice d,e Metzler M se d,écompose en blocs

' : ( â ; )

M est Metzler stable si et seulement si A etD -CA-rB sont Metzler stables.



4.9 Le calcul de Ro pour les systèmes

Montrons que la conditon est nécessaire

Puisque M est une matrice de Metzler stable, il existe un vecteur d'un certaitr Rî de dimension
adéquate, c = (cr, 

"r) 
) 0 tel que Mc ( 0; ce qui est équivalent de dire :

De ces deux inégalités, il vient Ac1 ( 0 et Dcz ( 0 ce qui prouve que les matrices A et D sont
Metzler stables (cf théorème 3.6). Puisque A est une matrice de Metzler stable, on a : -A-l > O.
on va pré-multiplier I'inégalité (4.5) par la matrice cA-l ) 0; on obtient

-Cc r -CA- rBc2 (0

Acr * Bcz

Ccr + Dcz

Cc, + Dc2 : (D - CA-tB)", * Cev <( 0

On a également

Ac t+Bc2 :Aev(0

nous déduisons des inegalités (4.8) et (4.9) que M est une matrice de Metzler
termine Ia démonstration.

Cet algorithme sera utilisé dans les applications au chapitre b

(4.5)

(4.6)

(4.7)

De I'inégalité (4.6) autrement exprimé par : Dc2 ( -Cc1 combiné avec I'inégalité (4.2), on a

(D-CA-rB)c2<o

ce qui implique que D - CA-rB est une matrice de Metzler stable.

Montrons que la condition est suffisante.

On suppose que A et D - CA-lB sont des matrices de Metzler stables. II vient qu'il existe un
vecteur c2 de dimension adéquate, cz ) 0 tel que

(D-A- tB)c2<0 .

Soit le vecteur ca = -A-tB", > 0; il vient que A-rca * Bc2 : 0 et Cc, + Dcz < 0.
Soit v ) O tel que Av ( 0, et soit cl = csf ev avec e ) 0; on a cr ) 0 pour tout e. On
choisit r assez petit pour que

(4.8)

(4.e)

stable. Ce qui

D



4.4 Un résultat de globale stabilité pour le DFE

On va maintenant donner un résultat de stabilité pour le DFE sous des conditions de seuil,
en utilisant la section précédente et un principe de réduction.

Theorème 4.1 Soit G C U : lRi : RT * Rf zn ensemble d'intérieur non uid,e. Soit le système

:  A1(x) . (x1 -  x i )  *  412(x) .x2

A2(x)x2

qu'on suppose au moins d,e classe CL defini sur l,l

On suppose que les hypothèses suiuantes sont satisfaites :
1) -> l'ensernble G est positiuement inuariant pour le système
2) -> toute trajectoire positiue ilu système 

"o**"nçont 
en un pointx€.G, f+(x) est relatiue-

ment compacte

3) -> le sous-système xr: Ar(xr *xi,0)x1 est globalement asymptotiquement stable en l,o_
rigine

D -> La matrice A2(x) est Metzler et ircéductible pour tout x € G
5) -> Il existe une matrice A2 qui est un majorant pour l'ensembte M: {A2(x) € Mnz(R)/x e
Gj auec la propriété que soit A2 # M ou si Àz e M, (i.e., Ar: mgx/./-), alors pour tout

x€G te lquey ' . r=Ar (x ) ,  onax€RîxâRf  ( i . e . ,  l espo i ,n t soù leàaùrnu rnes t réa l i séson t
sur la frontière de I'orthant dans G)

6) -> o(À2) < 0.

Alors l'équilibre non end,émiquex* = (xi, 0) esf globalement asymptotiquement stable d,ansG.

Remarque 4.1 Les conditions 1) à 4) sont naturelles et très souvent satisfaites dans la littéra-
ture, comme on pourra le vérifier au chapitre 5. La condition 4) exige que A2(x) soit irréductible,
cela signifie biologiquement qu'il n'y a pas un compartiment ou un groupe de compartiments
complètement sans relation avec les autres dans le groupement de compartiment correspondant
à la variable x2. On peut s'y ramener en considérant des sous-systèmes isolés. La condition b)
est tout simplement une condition de seuil obtenue par l'algorithme de la section précédente.

Remarqu e 4.2 La condition 5) est compliquée. La raison en est que nous cherchons le meilleur
majorant pour obtenir la meilleure majoration de la condition 6). C'est le cas quand le majorant
est un maximum. Voir le lemme technique ci-dessous.

Remarque 4.3 Le théorème 4.1 ci-dessus est un théorème général; les conditions de globale
stabilité qu'on en obtient ne sont pas toujours optimales. Il retrace cependant le cheminement
qu'on utilise lorsqu'on est en quête des conditions optimales.

Io,
lo,



4.4 Un résultat de globale stabilité

Remarque 4.4 Le théorème va s'appliquer quand on regroupe les compartiments <<sains>> et les
compartiments des <<malades>>. Mais il peut aussi s'appliquer à un regroupement des comparti-
ments (receveur controlé> si les autres conditions du théorème sont vérifiées. En fait le théorème
s'applique à toute décomposition pseudo triangulaire convenable.

Lemme 4.1 Si A2 est une matrice de Metzler ircéd,uctible et 0 ( Az 1.ALz,
alors a(A,) < o(Âr)

Démonstration:

Il existe une constante positive m tel que 0 ( Az - ml < À2 - mI. Puisque A2 est irréductible,
il en est de même de Az - ml. nous avons établi dans la démonstration du théorème B.b que
p(Az-ml)*m:  a(Aù.  D 'après le  théorème3.4,  ona p(A2-rnI )  < p(Ar- rn l ) . I l  s 'ensui t
immédiatement que a(Az) < o(Àz). tr

Démonstration d,u theorème 4.1:
La matrice À2 est irréductible comme L2 > Ar(x), et A2(x) est irréductible. Il vient du théorème
de Perron-Frobenius (théorème 3.5) que o(Àr) est dans le spectre de À2, et il existe un vecteur
uelRf ,u>0te lque

urÀz = e(Àz)ur

Soit la fonction .D défini sut U par ;

L : x€.U r-> tr(x) :  ((0; u) ,  (*r;  *r)) :  (r  ,  *r)

L est une fonction de classe C- sur U, et sa dérivée en tout x € î,1 est :

L1*1 : ( r ,  * r ) : (u ,  A2(x)x2)

En prenant en compte l'hypothèse 5), on obtient de (4.10) que :

, (*) (u ,  À2x2)

(u ,  o(À2)x2)

(4.10)

(4 .11)

En utilisant I'hypothèse 6), il vient qn" i ( 0, sur î/.Ilvient donc que.L est bien une fonction
de LaSalle sur U
Il nous reste à établir que le DFE est globalement asymptotiquement stable pour le système (4.2)
restreint à à I'ensemble M, le plus grand ensemble in'rariant pour le système contenu dans
E : {x e G I i1*; - 0}. Nous aurons ainsi toutes les hypothèses du théorème de réduction, ie
théorème A.2.

De (4 .10) , i l v ien tqueE - {xeG I  (u ,  A2(x ) * r ) -0 } .  Nousaf f i rmonsque
E cw : (RT x ôRf) n G. En effet, soit x e E; si A2(x) - Lr,il n'y a rien à prouver, car
pa,r I'hypothèse 5) x, = 0, donc x €. W.
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Supposons maintenant que A2(x) < Â, ; par le lemme4.1, on en déduit que o(A2(x)) < o(Àr) <
0' Ceci prouve que la matrice Ar(x) est inversible. De cette inégalité, puisque u ) 0, on a encore

urAr lx ;<urÀ2(x)<o

si x n'est pas dans la frontière, et donc xz ) 0, comme Ar(*) est inversible,le vecteur uTAr(x)
n'est pas nul l donc, (u , A2(x)*r) < 0. Ce qui est une contradiction, et donc x ne pourrait pas
être dans E.

Nous aff irmons à présent que M c RT nG. Enefiet soit xe M c E cW,i lexiste
i  €  Nz:10,  nz l  te l  que æ;( t ) :0  pour  tout  t  €  ( -e ,  e)  (e  > 0) .  Donc

(x2) ; ( r )  :  
D  (A2) ;1x5  :Q.

i€Nz' i#ô

Ainsi, on a ti = 0 pour tous les j e N" tel que (Ar);i f 0 sur un intervalle réel positif. Ceci
prouve que les variables oj représentant les compartiments connectés au compartiment d'indice
i sur le graphe du diagramme des flux correspondant de la matrice A2(x) sont toutes nulles.
Puisque la matrice Ar(x) est irréductible pour tout x, le graphe correspondant est fortement
connexe. Ce qui prouve qlue M C Ri O G, et donc la restriction du système (a.\ à M est
globalement asymptotiquement stable au DFE par le principe de réduction, le corollaire A.1. Ce
qui termine la démonstration

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un moyen systématique pour donner des conditions
nécessaires de globale stabilité du DFE.

Ces conditions utilisant les structures des matrices de Metzler sont facilement calculables; nous
en apporterons la preuve dans les exemples qui suivent. Cependant, certain systèmes échappent
à cette technique. Plus exactement, la condition obtenue par le théorème 4.1 peut être a,ffaiblie
en tenant compte de certaines particula^rités des systèmes rencontrés. L'exemple d,un modèle
intra-hôte du VIH sera donné.

Le théorème de stabilité présenté généralise et corrige un théorème de Castillo-Chavez, Feng
et Huang [6]; en particulier la compacité des trajectoires dans le futur est essentielle pour la
globale stabilité.



Chapitre 5

Applications à différents modèles

Introduction

Les résultats que nous avons fournis dans le chapitre précédent sont motivés par un besoin

d'outils permettant de traiter de la stabilité des points d'équilibres qui se trouvent sur la frontière

de I'espace des états d'un système biotechnologique ; précisément lorsque I'ensemble des états de

ce système sont dans I'orthant positif d'un certain IR".

Dans ce chapitre, nous considérons un certain nombre de ces systèmes, qui présentent des équili-

bres frontières, et utilisons successivement les divers résultats de stabiliié afin de les éprouver. 11

s'agit des exemples que nous avons pris dans Ia littérature, et dont quelques fois I'appréciation

donnée par les auteurs de leur stabilité est hâtive.

Nous proposons ensuite un exemple de modèle MSEIR, qui est une extension d'un modèle

SEIR que nous avons pris dans la littérature. 11 s'agit d'un modèle dt à D. Greenhalgh [13],
qui peut se prêter à la modélisation par compartimentale de plusieurs maladies. Notre extension

prend en compte I'introduction d'un compartiment M. Nous analysons la stabilité du point

d'équilibre non endémique, car c'est le point d'équilibre qui dans ce cas se prête à I'application

de nos résultats. Nous justifions le fait que ce résultat correspond à une extension des résultats

existants déjà dans la littérature. Nous donnons un sens à ce fait, en I'apparentant suivant les

cas à divers modèles épidémiologiques existants, suivant les spécifications des paramètres.

5.1 Un exemple de modèle épidémiologique de la littérature

Dans [27], un modèle SEIR (5.1) de transmission d'une maladie infectieuse est considérée. Il

s'agit d'un modèle SEIR avec loi d'action de masse standard et démographie exponentielle. Ce

modèle peut s'appliquer suivant le choix des paramètres à une classe de maladies dans lesquelles

on peut subdiviser Ia population concernée en les quatres compartiments dont les .initiales dans

I'ordre constituent le nom du modèle : les susceptibles, les exposés, les infectieux, et les rétablis.

Le diagramme de flux entre compa.rtiment de tels modèle est représenté sur la figure 5.1.

Remarquons que dans ces modèles on considère les paramètres de telle sorte que seul le com-
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FtC. 5.1 - Représentation du diagramme de flux du modèle

pa.rtiment des individus susceptibles recoit des touveaux individus, et ceci par des naissa'nces' Il

s,agit d,une concession biologiquement acceptable car à la naissance, les individus sont générale-

ment naifs au regard des mala.dies concernées dans ces modèles. Le système (5.1) d'équations

difiérentielles suivant s'en déduit pa.r le bilan de matières dans chaque compa,rtiment

b -bs - / i t t a i s ,

| i t - ( " *b )e *a ie ,
ee -  ( " y+  a+b ) i *a i z .
' l i - b r *a i r

j  :  b -bs -? i t l a i s ,

è  :  g i t - ( e  *b )e *a ie ,

;  - -  Ee - ( f+o *b ) i *a i z

Notons que A est un simplexe compact positivement invariant pour le système (5'2)

Le point (1, 0, 0) € A est un équilibre de (5.2), eui est point situé sur Iafrontière de A'

Dans les nouvelles coordonnées rr: s - 1t z.2: €, fr3: i, le système (5'2) devient :

(5 .1 )

défini normalement dans C/ - lRa. L'espace de faisabilité épidémiologique est

c  -  { ( s ,  e ,  i ,  r )  eRf  /  s+e* i+ r  :  1 ) } '

Du fait qu'il s'agit d'un système d'équations différentielles surdéterminé sur G, une simplification

possible, que I'on considère défini sur I - {(s, e, i) e R} I ste*i < 1} est donnée par le

système d'équations difiérentielles suivant.

(5.2)

-bnt * (o

0* t - ( t+
€rz-( r+

défini sur ^ :  {("t ,  12, 13) e IR.3 I -  I  1 t1,

Le point d'équilibre du système (5.3) est xo :

Soit 7ts - Be
(e*bXr*a*b) '

-  0 ) * t *  (o  -  0 ) * r * " ,

b ) * r+ / r r r s *  Q . r2 r3 ,

a *b ) r z+dn? .

r t * r z I r s<0 ) .

(0,  o,  o).

(5.3)

La matrice Jacobienne du système à I'etat d'équilibre est



5.1 Un exemple d,e mod,èle épid,érniologique ile la littérature lLg

" :  (

-b

0

0

0
-b-e

a-  B
p
eB

(b + e)17o

Le polynôme caractéristique de A est :

P(x):  (b+ x)(x '+ (e *  . , t  + a +2b) x + pef* -  r l l
tto

1. -> Si 7% < 1, les trois valeurs propres de la matrice Jacobienne du systtème (5.3) A a
l'équilibre sont propres à partie réelles strictements négatives. Donc, le point d'équilibre xs :

(0, 0, 0) est localement asymptotiquement stable.

2. -> Si Ro > 1 Alors A a une valeurs propre à partie réelle strictement positif. Il s'en suit
dans ce cas le point d'équilibre xs : (0, 0, 0) est instable.

3. -> Si 7%: l  les valeurs propres de A sont:0, -ô, -(e+ 1+a+zb). Lal inéarisationn'est
pas suffisante pour conclure à la stabilité du système (5.3) en l'équilibre xo : (0, 0, 0).

Cas :  Ro=1

Nous explorons les propriétés de stabilité du système (5.3) comme un système sur I'espace IR.3
tout entier. Nous utilisons à cet effet les techniques de la variété centrale.
Dans une base constituée des vecteurs propres de la matrice du linéarisé, le sytème (5.3) prend
la forme

h(æt ,12 )æs) )
-b*, + fz(n1, r21r,s))
-(e + ^l + a * 2b)xs * fs(ar,n2, es),

(5.4)

où fi(O, 0, 0) = o, *%{0,0, 0) :0. D'après [4], le système (5.a) a une variété centrale qui peuto r ; '

être localement représenté par æ2 : hz(at), æs = hs(xr) with à;(0) : 
#fr: 

0. De plus, les
propriétés de stabilité de (5.a) sont les mêmes que celles du système suivant :

f i :  f1(æ1,  hr( r t ) ,  â t ( " t ) ) .

Pour le système (5.4), nous avons,

It,:
t;: :

(c.ôl

*e  (b*e)  gx t tz*  e(b+e)gxr r " - (u+ i2  
(a- -09 

*z
/  

'  ' -  

r r t r ' ^ , r ' r " ^  
b+e*o

+ (" e+ e)2 * ae B * W - o+ 
;t? !î#),,,,

(",u + e), * ae B * 
e (u + ù la - il g)' 

*,f t(xr, fr2, as) :



En utilisant les propriétés de â; et le fait que A > 0, on a

h(æt,, hr(rr) ,h"(*r)) - Aæ?f termes d'ordres supérieurs .

Donc, la solution nulle de (5.5) est instable; il en est donc de même pour la solution nulle de
l'équation difiérentielle (5.a).

Nous résumons dans le tableau suivant les propriétés de stabilité du point d'équilibre (1, 0, 0)
du système (5.2) obtenu de l'étude du système linéarisé, et des techniques de la variété centrale

système (5.2) defini sur IR.3 système (5.2) defini sur A
Ro 17 asymptotiquement stable( locale) asymptotiquement stable (locale)
R4> l instable instable

Ro :  I instable ?

Nous utilisons d'autres outils pour étudier la stabilité globale du point d'équilibre (1, 0, 0)
du système (5.2) défini sur A. On peut voir sur les équations du système (b.4) que le point
d'équilibre non endémique est un point d'équilibre næud-selle. Nous allons prouver que en
regard du simplexe A, on est exactement dans la situation de la remarque 3.7, page 102. Il peut
actuellement être établi que la valeur 7?o - 1 est un point de bifurcation transcritique pour le
système (5.2).

Dans [27], Les auteurs prouvent que la fonction .L définie par

L=ee+(e+b) i

est une fonction de LaSalle pour le système (5.2) sur A (voir aussi [31] où une telle fonction
est utilisée). Ils concluent que le point d'équilibre non endémique xe : (1, 0, 0) est globale-
ment asymptotiquement stable sur A en invoquant le théorème de LaSalle, théorème B.1l ([25],
Chapitre 2, Théorème 6.a). Mais ce théorème ne peut être utilisé que pour prouver que l,équili-
bre x6 : (1, 0, 0) est globalement attractif, et ne peut donner d'informations sur sa stabilite.
D'un autre coté, le théorème 3.I2 (124, Corollaire 1] et [25, Chapitre 2, Théorème 2.8] ) ne peut
non plus être utilisé du moment où I'ensemble A considéré est fermé, et le point d'équilibre est
un point frontière de A. La même remarque peut être fait relativement à certains articles qui
se trouvent dans la l i t térature ( voir [29,27,,30, 37,28,38]), où le théorème de LaSalte ([25],
Chapitre 2, Théorème 6.4). est à chaque fois invoqué un peu trop rapidement.
Nous pouvons à I'aide de nos résultats, le théorème 4.L, donner des preuves simples et correctes.

Nous écrivons le système sous la forme requise par le théorème 4.1 Les équtions du système (b.2)
sont déjà écrites suivant le regroupement de variable nécessaire pour l'application du théorème.
On considère les regroupements x1 : s et x2 - (e; i). Le système s'écrit donc

(5.6)x :A(x )x*b
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et  b :  (ô ;  0 ;  0 )

Le maximum de la matrice Ar(*) n'est pas réalisé en un point de A; il existe néanmoins un
majorant, matrice irréductible qui est atteint au point x : (1, 1, 1) qui est un point situé en
dehors du A. Si nous notons À2 ce majorant, on a :

A,:  (  - (e+ô)

\ €

e(9+a)  . ,  1
(eaô1fia61-'

g+o 
\-h+uS 1

En efiet la matrice
pQ-s)  +a( t -e)

a( I  -  i )

est positive

L'hypothèse 6) du théorème 4.1 requiert que 
"(Âr) 

( 0; ce qui est équivalent à :

-  lD
^2 -Az (x ) :  |  )

\0

(5.7)

Les diverses autres hypothèses sont triviales. En effet,
-) en hypothèse 3) il est nécessaire que le systèmeréduit à xr - Ar(xr; O)*, +b1, qui dans
notre cas se réduit à l'équation différentielle .i - b - bs soit globalement et asymptotiquement
stable au point d'équilibre correspondant au DFE. Ce qui est le cas.

Il s'ensuit donc d'après le théorème 4.1 que sous Ia conc"'' 
e(0 + a)lition 

ffiD 
( 1, le point xs :

(1; 0; 0), DFE du système (5.2) est globalement asymptotiqueà""t rùuUi" relativement à A.
Cependant, si on considère la matrice bloc J2 de la matricejacobienne du champ du système (5.6)
correspondant à la matrice bloc A2(x) a I'cquilibre xs : (1; 0; 0) qui est :

Jz :
- (e+ô)  B

e - (a+r+b)

elle ne réalise une majoration pour les matrices A2(x), x € A. Elle est tout de même irréductible
au même titre que les matrices A2(x). Nous dérivons en nous servant du théorème de réduction,
le corollaire A.1 une condition nécessaire de globale asymptotique stabilité du DFE meilleure
que celle que nous obtenons du théorème 4.1.

soit le vecteur ,r : (e; (e + b)) € R1; on a : x € a, Jlu - (0; eg - (e + b)(a + 7 + ô)) ; pour
que Jlu < 0, il suffit que

)

(5.8)R^o:ffist



Considérons la fonction candidate

L  : x  €  Â  r+  t r ( x ) :  ( ( 0 ;  
" )  

,  x )  =  ee *  ( e *b ) i

C'est une fonction de classe C*ret sa dérivée sur A est donnée par;

L:( t lu ,  * ) - (Jr -Ar(x) ,  x)  :  i lgr - (b+e)(a+ô+7) + e(g i , -1)  +ae)  *a(ô+e)f l

Le terme entre les crochets est une fonction affine de (s, e, i). Les extrema de cette expression
dans le simplexe A sont atteints sur les sommets de A. Donc I'une des quantités suiyantes est
une borne supérieure de la fontion ,t sur A :

9t  -  (b+e)(o+ô+ ù :  (b*e)(a+ ô+ ù( jZ"-  1)  <  0 (du fa i r  que Ro < 1) ,

ae- (b+e)(o+ô+7)<0

a(b *  €)  -  (b+ e) (o + ô + ?)  < o

- (ô+e) (a*ô+z)<o

Ceci prouve que la fonction ,L est bien une fonction de LaSalle sur A.
Avec les notations (corol laire A.1), considérons I 'ensemble E = {(s, ei) e n lL@, e, i) :gy.
on  a  E  C  { ( r ,  e ;  i )  € .  L  l i  : 0 } .

Le système (5.2) restreint à I'ensemble E est donné par l'équation différentielle

. i :  ô -ôs

Le plus grand ensembleinvariant pour le système (5.2) contenu dans E est M: {(I,0, 0)}.
Par I'usage du théorème de réduction, le corollaire A.1, on conclut à la globale asymptotique
stabilité de l'état d'équilibre xs : (1, 0, 0) pour le système (b.2) sur a. tr

Commentaire :

On a deux conditons de seuil ci dessus pour la stabilité du DFE du système (b.2)et par la même
celui du système (5.1). Ce deux condions dérivent des théorème 4.1 et corollaire A.1 respec-
tivement. chacune assurant I'asymptotique stabilité du DFE. La condition obtenu du théorème
de réduction i.e' le corollaire A.1 est la condition classique de la littérature. Cependant, on a
I'inégalité :

eB -  e(9+a)
G+a)G + ?TD 

' 
1' 1a1a 1r1

Ce qui établit que la condition de seuil donnée par l'inégalité (5.8) est meilleure que la condition

correspondant à I'inégalité (5.7). En efiet, elle est optimale, car la valeur Ro : , . ,r r'Ê
est un point de bifurcation. 

" (e + ô)(a + I + b)
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5.2 Exemple de modélisation

Introduction et présentation du modèle épidêmiologique

Dans cette section, nous donnons un exemple de modèle épidémiologique M S E I R S re-

latif à une population homogène. Nous entendons par là une population soumise à une maladie

telle que les divers compartiments de la modélisation épidémiologique M S E I R classiques

sont supposés homogènes. Notre modèle est une extension d'un modèle S E I R S qui a déjà

été considéré par Greenhalgh [131. Dans notre cas, nous faisons des hypothèses plus larges que

celles faites par Greenalgh pour son modèle. Nous considérons ce modèle ici afin de présenter

un exemple de modélisation. Il s'agit d'un travail qui va au delà du cadre de cette thèse. Nous

allons nous intéresser ici à présenter le modèle, et à analyser la stabilité du point d'équilibre non

endémique sous certaines restrictions qui seront précisées plus loin. La représentation schéma-

tique du diagramme de flux dans les compartiments du modèle est donnée par la figure 5.2.

Pour les passages entre ie compartiments M -> S, E -) I, I ->R et R -) S , nous n'échangeons

FIC. 5.2 - Représentation du diagramme de flux du modèle

rien à ce qui est pratiquement devenu un classique I Les taux par unité de temps de passage cor-

respondant sont respectivement ô, er 1, et r.

On suppose que pour la maladie considérée, une politique de vaccination de la population est

définie; les individus soumis aux vaccins sont les susceptibles, c'est à dire les individus du com-

partiment S. On suppose que le vaccin immunise les individus vaccinés contre Ia maladie. Ce

fait se matérialise par une connection S -> R. Soit p le taux par unité de temps régissant cette

connection.

On suppose aussi que pour la maladie, les enfants sont soumis à la vaccination, ceci indépen-

damment du compartiment d'appartenance de leur mère. Le succès de cette opération confère

aux enfants vaccinés une immunité,leur permettant d'entrer dans Ie compatiment R. Si la prob-

abilité du succès de vaccination est donné par Ç, puisque le recrutement des nouveaux nés se fait

classiquement suivant le taux par unité de temps b, le compartiment R reçoit par bouclage du

système bqlf individus par unité de temps.

b(1-qXN-.f)
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Il s'ensuit en conséquence que les b(1 - q)N enfants par unité de temps correspondent au cas

d'échec de la vaccination. Ceci devrait être le recrutement par unité de temps du compartiment

M; On peut cependant faire aussi l'hypothèse que les enfants de parents susceptibles c'est à dire

sans immunité ne recoivent aucune prémunition contre la maladie. Auquel cas, les enfants pour

qui I'opération de vaccination aurait été sans succès restent donc totalement exposé au même

titre que tout autre susceptible; ce qui justifie que la quantité ô(1 -q)ff correspond à un recrute-

ment de ô(1 - q).9 individus par unité de temps par le compartiment S, et de b(1 - qXN - S)

individus par unité de temps par le compartiment M.

Puisqu'il s'agit des populations de vivants, ces derniers sont sujets à la sortie des divers com-

partiments c'est à dire au décès, soit par voie naturelle, soit par maladie. Nous supposons à

cet effet, que le taux de mortalité par voie naturelle est le même quel que soit le compartiment

d'appartenance, et qu'il est une fonction de l/ le nombre totale de la population /(/f) La fonc-

tion /(.n/) peut être sujette à divers critères de régularité souhaitables correspondants le mieux

avec la réalité modélisée. On suppose aussi, pour la prise en compte des décès causés par la

maladie, que le compartiment I, présente un taux de fuite du système /(l/) I a, d étant le taux

de décès par unité de temps dans le compartiment causé par la maladie. Ceci est d'autant plus

vraissemblable que la vitesse à laquelle une population est décimée par une épidémie quelconque

donnée dépend de la taille de la population.

Enfin, Nous présentons le taux d'incidence de la maladie sur le modèle; pow cela, nous allons

poser X: (M; S; E; I; .R) l 'état du sytème à un instant donné. Le taux d' incidence de la maladie,

est caractérisé par le ccefficient souvent notê p; Ce taux caractérise la connection S -> E. Dans

le modèle, on va supposer qu'il s'agit d'une fonction de l'état du systèm", B(X) : Àh(+X)*.

On suppose que la fonction â a toutes les bonnes propriétés de régularité.

On peut déjà constater à ce niveau que tous les paramètres classiquement utilisés sont pris en

compte. Le modèle peut s'appliquer à une grande classe de maladies infectueuses.

On peut aussi constater que à des variations dans le choix des divers taux directeurs des flux

d'échanges entre compartiments, On a un modèle qui couvre un grand nombre de modèles qui

ont déjà fait l'objet d'analyse, et se trouvent dans la littérature.

Le modèle d 'é tat  M S E I  R S proposé

Le modèle compartimental sur le système constitué de Ia population s'écrit aisément en effectuant

le bilan de masse par unité de temps des divers compartiments décrit par la figure 5.2 de la
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page 123. ce modèle est donné par le système d'équations difiérentielles (5.9) qui suit

(5.e)

Le choix de la fonction /(1{) devra être telle que la population trf ne croisse pas indéfiniment.

la loi logistique est un cas particulier d'une telle fonction.

Le passage au modèle sur les proportions se fait de manière naturelle I en efiet, les seules entrées
dans le système dépendent de ses états. Soit 

'W 
un compartiment, et w : $ la proportion de

ce compiLrtiment dans le système, on a

ù: #--y-
W
n- lu l (ô - l (N)  

-o , i )

ce qui se traduit dans le système (5.9) par :

b( l  -  qxl  -  
" )  

-  (b t  6)m! aim
6m I m - (bq+ p)s + -Àh(x)fs * cis
Àâ(x ) i s - (b+e)e*a ie

ee- (b* r *  a ) i+o iz

l i l ps - (b+r ) r+o , i r *bq

(5 .10)

Remarque 5.1 L 'état  dusystèmeest x =(m,,  s,  e, i ,  r )T e [0,  I ]u: î /

Remarque6.2  du  fa i t  de la réa l i tédu sys tème,on a  Ç -  {xe  l , l ,  I  *+  s*e*  i t r : l }

Analyse du comportement asymptotique au DFE
Dans cette section, nous proposons une analyse asymptotique du système (5.10) obtenu dans
la section précédente. Il va de soi que le comportement asymptotique du système (b.10) est
caractéristique du comportement asymptotique du système (5.9). Un avantage certain du choix
du système (5.10) est que le domaine de faisabilité biologique est compact, contrairement à celui
du système (5.9). De plus, il est indépendant de la fonction /(N). Il importe qu'avant toute
investigation nous notions la nécessité de regrouper les variables dans le but d'appliquer les
résultats de réduction.

ft
li

: b(l - qxN - s) - (/(N) + t)rw
: 6M + b(l - q),s + rR - (/(N) + p)s - Àh(#x)ts
: Àh(+x)#s - (/(N) * e)E
:  eE-  ( / ( / r )  t t *a) I
: bqN * 1R - (/(N) + r)R + pS
: (b - /(N))N - aI
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L'ensemble G est positivement invariant pour le système (5.10). Puisque le système (5.10)

est surdéterminé du fait qu'en tout point x € G, on doit avoir m * s * e + i + r : L, on peut

réaménager le système de plusieurs manières en système constitué de quatre équations scalaires.

Chacun des systèmes possibles de l'aménagement du système (5.10) décrit ci-dessus peut être

mis de plusieurs manières sous la forme

1:A( î ) î+b( î ) (5 .11)

avec A(Î) une matrice de Metzler stable.

Certaine des formes présentent un léger avantage par rapport à d'autres. Il s'agit des formes
permettant une lisibilité de le piège du système sans qu'il soit nécessaire d'effectuer des transfor-

mations supplémentaires. Nous choisissons pour notre usage de prendre les équations relatives
aux variables rn, r, eret i;afin de mettreen groupe les variables correspondant à un piège du
système, î2: (e; i) et les autres î1 : (rn; r), et de considérer la matrice :

A(î) :

-(ôq + d)
0
0
0

b( r -q )  b ( r -q )  ô (1 -  q ) *am
- (ô+r tp )  o  -y *a r

0 -(ô + e) Àâ(x)s * oe
0  e  - (ô+7+a(1  - i ) )

et

b ( î )  :  ( b1 ( î ) ;  0 ;  0 )  avecb l ( î ) :  ( b (1  -q ) ;bq+p( l  - ra -u - i ) )

I'ensemble de définition de ce système correspondant à G est alors le simplexe

l :  { Î : ( r n ,  r ,  e ,  i )  €  R i  I  m<  1 ,  e  (  I ,  i 1 I ,  r  < - I ,  r n * r+e+ i  <  1 }

Nous montrons que le système (5.11) est bien positivement invariant dans A, son espace <ies
états.

En effet, pour tout Î e A, A(Î) est une matrice de Metzler, il vient d'après le théorème 3.3
de la page 92 que le système Î : A(Î)Î est positivement invariant sur lR.f ; puisque pour tout
1 € A, b(Î) est un vecteur positif, il s'ensuit que le système (5.11) est positivement invariant
dans Rf ;

I l  ne reste qu 'à établ i r  que la  face 4, ,p :  { Î  e  A I  ** r*e* i :1}  repousse toutes les
trajectoires solutions du système commençant en un point de A vers I'intérieur de A. En d'autres
termes, que le vecteur A(Î)Î + I(Î) en tout Î € fr,,p est rentrant dans A. Un calcul simple
nous permet d'avoir que le composant du vecteur A(Î)Î + I(Î) en tout î e F",rp par rapport à
la normale est donnée par b(q - 1) - 6m- zr, qui est bien négative en tout point î e f""p.

Nous avons ainsi prouvé que I'espace des états A est un compact positivement invariant pour le
système (5.11) d'où la positive invariance de G pour le système (S.10).
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Nous nous intéressons à I'analyse de la stabilité du point d'équilibre non endémique du modèle,
c'est à dire le point d'équilibre où le composant correspondant au compartiment des infectieux
est égal à zéro. Ce point d'équilibre existe bien pour le système (5.11) ; il est donné par :
fu : (-0, ror 0, 0), avec

f T t g :
ô(1 -  q) (bq+p)

? . O :

p(b+6)+(bq+ôXô+7) '
(6+bq)(bq+p)

p(b+ô) +(6q+dXô+') '
Nous allons maintenant présenter I'analyse de la stabilité du point d'équilibre non endémique
du système (5.11) dans A.

Nous utilisons pour procéder à cette analyse le théorème 4.I.

Des préréquis, Les matrices At(î) et A2(î) sont respectivement donnée par :

A,( î )  : ( -Qt+t1  ô(1  -q)  \  / -çu+e)  Àâ(x)s*ae 
\'  

\  o  - (b* , iù ) 'A ' ( Î ) : ( .  e  - (b* t+a( r - i ) ) /

Ar(Î) est bel et bien une matrice de Metzler pour tout î € A, irréductible.
Supposons que le maximumde A2(Î) est atteint en un point x - (m;r;ë;i). On a nécessairement
I = 1 et e: r. La matrice Â2 correspondant à ce maximum s'écrira alors :

Àr :  (
- (ô + e)  Àà(x)r  * '  \

e - (b +.y)  l
(5 .12)

Au cas où ce maximum n'est pas réalisé en un point, son existence est lié à l,existence d.'un
maximum pour la fonction x : r_} â(x)s. Nous supposons que le maximum de cette fonction
est atteint en un point x : à(x).r. Dans ce cas, I'expression de la matrice À2 sera celle dans
l'égalité (5.12). Dans tous les cas, il s'agit d'une matrice irréductible correspondant à I'hypothèse
5) du théorème 4.1.

I'hypothèse 6) du même théorème requiert que o(À2) ( 0; ce qui est équivalent à :

e()h(*)s + o)
(5 .13)(ô+e)(ô+z)

L'hypothèse 3) est vérifiée comme nous allons l'établir plus bas lorsque nous allons considérer
le cas pa,rticulier où Àz - Jz avec J2 la matrice bloc de la matrice Jacobienne J du champ de
vecteurs du système (5.11) au point d'équilibre Îs correspondant à la matrice bloc Ar(î).
nous avons ainsi toute les hypothèses du théorème 4.1; on peut donc conclure à la globale
asymptotique stabilité du DFE du système (5.11) sous la condition de seuil donnée par l,inégal-
i té  (5 .13) .

Dans ce qui suit, nous établissons la globale et asymptotique stabilité du DFE du système (5.11)
en appliquant le théorème de réduction, le corollaire A.1. A cet effet, nous devrons trouver une

<1
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fonction de LaSalle pour le système. Celle ci est tributaire d'une matrice à la <hypothèse 5)>>
du théorème 4.1 qui ne satisfait par toujours la condition dans cet hypothèse. Le bloc J2 de la
matrice jacobienne du système (5.11) au DFE, correspondant la l'application A2 est convenable.
La matrice J2 est :

u : ( -(ô + e) Àâ(xs)ss 
\

\  e  - (6+t+a))

La matrice

12 - A2(î) : ( I 
^tor*lss - â(x)s) - 

"" )
\ u  

- d , 2  
/

Considérons le vecteur u : (e; (b+ e)) ; on a Jlu : (0; â(xo)sse) - (ô+ e)(ô + ^t + a))

Pouravo i rJ î . ,<0 i l su f f i tqo"#4(1Cependant , lamat r iceJz_Azn,es tpas

de signe constanr *;;- 

=-- (ô + e)(b * t + o) - ^

On considère la fonction candidate

V : î  €  A  pr  Y( î ) :  ( (0 ;  0 ;  u )  ,  î )

Il s'agit d'une fonction de classe C- sur A et sa dérivée le long de trajectoires du système est
donnée par :

û ( * )  :  ( r I " ,  î r ) - ( ( l r_Ar ( î ) ) "u ,  î r )
:  [â (x6)sseÀ _  (ô+e) (6+ 1 ta)  _eÀ(â(xs)ss_â(x)s )+eae+(ô+ e)a i ] i
:  [ eÀâ(x )s  ]aee*a(b re ) i -  (ô+eXô + t+a) l i

Considérons la fonction

R :1€ A r+ 73(î)  :  
eÀh(x)s +,aee + (b + e)ai' \ ' \^ / :@ (5.14)

on a y(i) : 
Cffu(7?(î) 

- l)i
La fonction 'll a les propriétés de régula^rité de la fonction h. Nous faisons I'hypothèse que
ces propriétés de régula,rité sont telles que R admette un maximun sur A I notons par Rs ce
maximum.

Ro: 
T.TR(Î) (b.lb)

Si donc Ro .-1, il s'ensuit que Û(*) S 0 pour tout î € A, d'où la fonction V est bien une
fonction de LaSalle sur A pour le système (b.11).

considéronsl 'ensembleE:  { î  €  L lv{ .1)  -  0} ;Eestcontenudanslafacedea,  { î  e  a/ i  =  o}
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Le système (5.11) restreint à I'ensemble E est donné pa,r :

A1(î1)îr  + br( î r )

0

avec b1(Î1) - (6(1 - q);bq*p(t --)) Soit M le plus grand ensemble invariant du système (5.11)

contenu dans E; il vient que

M c { ( î t ;  0)  e  A I  î ,  :Ar ( Î r ) Î r  +br( Î r ) }

Il reste à établir que le point fu : (Îro; O) est globalement asymptotiquement stable pour le

système (5.11) restreint à M. Ce qui revient au même d'établir que le point î1s est globalement

et asymptotiquement stable pour le système

1r :A r ( î r ) î r *b t ( î t )

su r  A2  :  { î r  =  (m ; r )  e  R . }  I  r n<1 ,  r  (  I ,  r n * r  <  1 }

(5.16)

Le système (5.16) est positivement invariant sur A2; en efiet, pour tout Îr € R1, la matrice

At(Ît) est une matrice de Metzler, et le champ de vecteurs défini par br est positif ; il s'en suit le

système (5.16) est positivement invariant sur IR.l; la face ?{,up: {îr e L, I rn+r: 1} de Az

repousse toute trajectoire solution du système (5.16) de point initial dans A2 à I'intérieur de 42,

car par un calcul simple on peut constater qu'en tout point Î1 € ?l",rp, le composant du champ

de vecteurs du système (5.16) relative à la normale sortante à,17n,up, r(m - 1) - ô(1 - q) - 6*

est négative

Le système (5.16) admet dans A2 un unique point d'équilibre qui est Î16, et la matrice

Jacobienne du système en ce point

, , : ( - (bq+ô) ô(1 -ql  
)

\  0 -(b+,) /

admet deux valeurs propres strictement négatives, et par conséquent le point Î16 est localement

asymptotiquement stable. Puisque toutes les trajectoires sont relativement compactes, et pour

cause, le domaine A2 est compact, le point Î1s est un point attractif pour toutes les trajectoires

solutions du système (5.16) dans A2; D'où la globale asymptotique stabilité du point î1e

Il s'ensuit que le point d'équilibre non endémique Îs est globalement asymptotiquement stable

du système (5.11) dans M.

Le théorème A.1 a toutes ses hypothèses remplies; à la condition que le cæfrcient donnée par

I'inégalité (5.15) 7?4 < 1, le point d'équilibre non endémique îs est globalement asymptotique-

ment stable pour le système (5.11) dans A.

Ii,:
Ir,:
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Il va alors de soi que si 77o = 1 le point (l - *o - roi moi 0; 0; 16) qui est le point d'équilibre

non endémique pour le système (5.10) est globalement asymptotiquement stable pour ce système

dans G. Dans le cas où Le maximum de la fonction R(Î) est réalisé au DFE, la condition donnée

par I'inégalité (5.15) est optimale En effet, si R4 > 1 le point d'équilibre non endémique est
instable I car, la matrice Jacobienne du champ de vecteurs du système (5.10) en ce point admet

une valeur propre positive. tr

Commentaire

Cet exemple est un cas particulier où le théorème 4.1 donne une condition nécessaire de globale

asymptotique stabilité du DFE qui n'est pas optimale. Comme nous l'avons mentionné plus haut,
les particularités de ce système nous offrent la possibilite d'appliquer le théorème de réduction
où I'on dérive lorsque cela est possible une condition nécessaire de globale stabilité du DFE
meilleure que celle du théorème précédent. Dans le cas où le maximum de la fonction R(î) est
réalisé au DFE, la condition donnée par I'inégalité (5.1b) est optimale.

5.3 Exemple de modèle avec domaine non compact

5.3.1 Introduction

Dans les modèles présentés dans les sections précédentes, nous nous trouvons avec des sys-
tèmes sur des domaines compacts. Ceci est courant dans les modèles épidémiologiques corre-
spondants aux modèles compartimentaux d'infections sur des populations d'individus où les
seuls recrutements admis dans les systèmes sont les entrées en boucle fermée; en dtautres termes
le diagramme des flux ne présente le cas échéant que des flux entrants dans les compartiments
qui sont des fonctions des divers composants de l'état du systèmes. Le cas de I'exemple de mo.
délisation présenté dans la section 5.2 est un tel cas, et on peut le constater sur le diagramme
des flux présenté par la figure 5.2 de la page 123.

Dans ces cas, on recourt au modèle sur les proportions, qui réduit alors le domaine du système
à un n-simplexe donc un ensemble compact.

Si un compartiment reçoit de la matière de I'environnement extérieur totalement indépendante
du système, les choses se passent difiéremment. On ne peut plus passer au modèle sur les pro.
portions I le cas échéant, cela engendre les calculs compliqués. En efiet, lorsqu'on quotiente les
équations caractéristiques de l'évolution dans les compartiments où interviennent un flux entrant
de matière par la somme des matières dans le système à un instant donné, les termes relatifs
aux entrées de matière ne sont pas résolus. Cette situation est caractéristique des immigrations
des populations dans les modèles épidmiologiques.

Pour illustrer ces cas, nous considérons deux exemples. Le premier correspond à un modèle
classique de l'epiodemiologie, représentant un cas de modèle SEIRS dans une population qui
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est sujette à I'immigration de population correspondant à un recrutement dans le système de

Â individus pa^r unité de temps. En deuxième exemple, nous considérons un cas d'une maladie,

dont certains compartiments présentent une hétérogénéité dans leurs éléments; nous avons déjà

représenté le diagramme des flux entre compartiments sur la figure 2.5 à la page 75' La maladie

concernée dans ce modèle est la tuberculose avec deux souches de malades. Nous commençons

par donner une description du diagramme des flux'

5.3.2 un modèle sEIRS simple avec immigration

Prêsentation de l'infection

Comme nous avons dit dans la section introductive précédente, il s'agit d'un modèle SEIRS

simple avec action de masse standard. Il s'agit d'un modèle dt à Hethcote [36]. La population

concernée est homogène. Les divers autres taux directeurs des flux entre compartiments sont

ceux qui sont classiquement utilisés.

Nous présentons sur la figure 5.3 le diagramme

cription du sYstème.

de flux d.ans le système pour complèter la des-

Frc. 5.3 - Représentation du diagramme de flux d'un modèle SEIRS simplifié

Nous supposons, comme il peut être lu sur le diagramme de flux du modèle que tout nouvel

individu arrivant est totalement naif et sans aucune prémunition immunitaire relativement à Ia

maladie considérée (on suppose aussi que les immigrants sont naifs''')' o" ne fait pas d'hy-

pothèse sur l'accroissement de la population par des naissances' L'intérêt mathématique que

nous trouvons à cet exempre vient d.u fait qu'on a un cas simple où pour le modèle d'états qui

en découle, I,ensemble invariant de LaSalle n'est pas confiné au seul point d'équilibre dont nous

analysons la stabilité.

Modèle dtêtats et analyse de la stabilité

Le modèle compartimental sur le système constitué d.e la population s'écrit aisément en effec-

tuant le bilan de masse suivant le shéma décrit par la figure 5.3. Ce système est donné par les
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équations (5.17) qui suivent

A(*)

et

Les applications A1 et A,2

A+rR-d,rs-  p#S

P* .9 -  (d r *e )E

e E - (dt + 1)I

1 I - (dn* r )Ë

(5 .  17)

On est en présence d'un système bien déterminé.

Pour des raisons de commodité, notons d: pctâd,;on a d;: d+ai; l 'équation régissant la

variation de la population totale définie sur IR1 est

I/ : Â - dN - atS - azE - azl - deî

Il s'agit de l'équation sur la variable somme des difiérents composants d'état. Il est clair que
^

I'intervalle [0, ;] est globalement attractif pour cette équation différentielle. Il s'agit donc d'un
d '

système dissipatif. La conséquence en est que, toutes les trajectoires du système (5.17) sont

positivement bornées dans R!.

Nouscons idé rons lava r i ab lex :  ( x r ;  * r ) :  (S ;  Æ;  E ;  I ) eG :  R f  avecXr :  ( ^9 ;  E )  e t

x2: (E;.I), dans le but de I'application du théorème4.I; il vient dans ce cas pour tout x € G

I'application à valeur matricielle A est donnée par :

-dt - p*

0

0

0

0
-(d,  *  ")

0

0

0
^l

- (d,  *  e)

e

0

0
p#

-(d' + 7)

b(*) - (bt (") i  0, 0) avec br - (A; 0)

sont données pour tout x € G par :

A 1 ( " )

r-ù-p+ 0
1V

o -(d' * ")

-(dr* e) B+' l t r
e -(dt  + ?)

A2(")

La matrice A(x) que nous avons choisie pour tout x € G est une matrice de Metzler, ce qui

apporte le fait que I'espace des états est positivement invariant pour le système (5.17).

En résumé, nous avons que :

Le système (5.17) est positivement invariant sur G qui est un ensemble non compact; de plus,

toutes les trajectoires du système (5.17) dans G sont positivement bornées. Comme on pouvait

s'y attendre, pour tout x e G la matrice A(x) est réductible, et le piège du système corresponds
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aux compartiments E, et I.

Nous nous intéressons maintenant à la stabilité du système au voisinage du point d'équilibre non

endémique, le point x6 = (x1o; 0; 0) : (So; Âo; 0; 0).

La matrice bloc Jz de la matrice Jacobienne du champ de vecteurs du système (5.i7) au point

d'équilibre correspondant à l'application à valeurs matricielles 42, est donnée par :

/ - ? \

J " : ( - l dz - l e )  
/ :  

I" 
\  '  -(d" +'Y) )

réalise le maximum de I'ensemble des matrices Ar(x), pour tout x € G. En effet, l'application à

valeur matricielle qui à tout x € G assocosie

îr(")  :  J2- Az(x)

est de signe positif sur G

La matrice J2 est une matrice de Metzler, irréductible. L'hypothèse 6) du théorème 4.1 requiert

que c(J2) ( 0; ce qui est équivalent au fait que

Ro :
ep

(d ' * t )@r*e)

L'hypotèse 3) est aussi satisfaite. En effet, le sous-système x1 : Ar(xr)xr * br est globalement

asymptotiquement stable en son équilibre sur RI comme système d'équations différentielles affine

dont la matrice du système homogène associé est de spectre dans le demi-plan complexe gauche.

Toutes les hypothèses du théorème 4.1 sont satisfaites dans ce cas. On conclut donc à la globale

asymptotique stabilité du système (5.17) au point d'équilibre xs sur G sous la condition Rs ( 1.

!

5.3.3 Un modèle d'une maladie avec hétêrogênêité de la population

Le modèle que nous considérons dans cette section est proposé par Castillo-Chavez et

Feng [5]. Nous présentons sur la la figure 5.4 le diagramme des flux entre compartiments du

modèle de I'infection. Nous donnons dans le paragraphe suivant une description des divers arcs

d'interconnection des compartiments. L'intérêt de cet exemple réside dans le fait qu'il nous per-

met de mettre en application la remarque 4.4. En effet, nous allons appliquer le théorème 4.1

deux fois en cascade.
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Dans une première décomposition du système sous la forme

A1(*)* t  *  Atz(x)xz *  bt  ( * )

A.2(*)*,

pour appliquer le théorème 4.1 nous avons besoin que le système soit globalement asymptotique-

ment stable. pour prouver cette stabilité, nous allons encore faire de la réduction et réutiliser

Ie théorème 4.I. On utilise deux fois le théorème 4.1 relativement à un groupement (receveur

controlé>> de compartiment à chaque fois.

I souche sensible

2 souche résistante

FtC. 5.4 - graphique de modèle compartimental pour une population non homogène

Présentation de la maladie

La maladie concernée dans ce modèle est la tuberculose. On suppose qu'elle présente deux souches

différentes : une souche résistante, et une souche sensible. La résistance est relative au traitement

de la maladie. Ce qui implique l'existence de deux compartiments distincts d'infectieux Ir et 12,

deux compartiments de latents E1 et E2, correspondants à Ia souche sensible et à la souche

résistante respectivement. La contamination par la souche sensible se produit dans les contacts

adéquats entre individus du compartiment S des sucseptibles ou du compartiment T des traités

avec les infectieux du compartiment Ir. On suppose cependant que I'adéquation du contact

est soumis à une probabilité o.Le taux d'incidence correspondant est alors oB1ft, avec lf la

population totale considérée.

La contamination par la souche résistante se produit dans les contacts adéquats entre individus

du compartiment S des susceptibles, du compartiment T des traités ou du compartiments E1

des latents de la maladie de souche sensible, avec les infectieux du compartiment Iz. Le taux

d'incidence correspondant est alors B2fr.

Les transferts d'individus entre compartiments E1 -) Ir et E2 -) lz se font suivant les taux

Ix l
I je
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k1 et lc2 par unité de temps respectivement.

Les cæfficients r et f sont utilisés pour désigner le taux par unité de temps de récupération

après traitement pour les malades en phase latente et infectieuse de la souche sensensible. (i.e.

les compartiments concernés sont respectivement E1 et 11 et les transferts sont E1 -) T et

Ir -) T respectivement ). O" fait l'hypothèse qu'en cas d'échec du traitement des individus

du compartiment 11, deviennent des latents du compartiment E1 suivant une probabilité p, des

latents du compartiment E2 suivant une probabilité q (mutation de la souche), et guérissent

complètement pour la probabilité complémentaire, i.e. I - p - q; d'où les taux directeurs des

flux d'échanges pfr , qF et (I - p- q)F par unité de temps entre compartiments 11 -> Er, Ir -)

E2 et Ir -) T respectivement.

La sortie du système (par décès... ) est prise en compte suivant un taux directeur de flux par

unité de temps êgal p,, auquel on augmentepour les compartimentsdes infectieuxd; suivant les
souches comme sortie liée à la maladie.

Ces considérations restent dans une certaine mesure assez simple, car les entrées dans le système

ne sont considérées que par voie d'immigration, ceci suivant un flux de Â individus par unité
de temps (i.e. une entrée en boucle ouverte). Il n'est point fait d'hypothèse sur des entrées en
boucle fermée dans le système.

Modèle et analyse de la stabilité

Le modèle compartimental sur le système constitué de la population s'écrit aisément en effec-
tuant le bilan de masse suivant le schéma décrit par la figure 5.4. Du fait du grand nombre

de compartiment, le réaménagement suggéré dans le théorème 4.1 donné en page 114 est d'un
grand intérêt dans cette situation. Le bloc (Er,Ir) n'a que des flèches rentrantes et rien ne sort.
Un groupement <(receveur controlé> du système est constitué des compartiments E2 et 12. Nous
allons donc écrire le modèle du système d'équations difiérentielles dans I'ordre des lettres du mot
STE1IrE2I2. C'est donné par le système d'équations (5.18) qui s'écrit

e

i
E,
i,
it,
i,

L'équation régissant la variation de la population totale définie sur ft..- est donnée par :

Iù -Â-p r ,N-ùh-dz lz (5 .1e)

L-@9,*+gz*+p)s
rÛr * (r - p - q)ih - ("9'* + gz* + p)T
o9r*S + oB1ftT * pill- (kr + r * F + gzfi)n,
l e rEr - (F+p*dr ) I r
grft1s * h * r) + qrh - &" t p)8,
kzÛz- (p*dz ) l ,

(5 .18)

Il est clair que l'ensemble [0, 
11 

"rt 
attractif pour l'équation (5.19) dans 1R+. II s'ensuit que

tt '
toutes les trajectoires du système (5.18) sont relativement compactes dans G - Ri qui est
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l'espace de faisabilité biologique du modèle, et bornées dans le futur.

Nous notors X1 = (S; T; Et Ir), ,x2:(Ez; 12)et 1: (x1; x2).

Le groupe de compartiments correspondant à la variable x2 D€ reçoit de la < matière > que si
*, * O.On peut donc <<mettre en facteur ) x2 et écrire la matrice A(") du système (5.20) en
faisant apparaltre un bloc sous-diagonal nul

Si I'on considère Ia matrice At(x), de la même façon, le bloc de compartiments (Et, Ir) ne reçoit
de la <<matière > que si (Et, Ir) I (0, 0).

On va donc pouvoir de nouveau faire apparaître dans A1 un bloc sous-diagonal nul.

On peut écrire le système sous la forme

x-A(x)x+b(x) (5.20)

A(x ) :
At(*)  At r (x)

O Ar(x) )

A 1 ( x )  :
( 

-Ge,* +ogzk + u)

t;
A,(x) : (-rort ̂

00
-@g'*+92ft+ù r :,:çl;l

- ( f ,+ u+d,ù )

0
0

- (kr*r tF+grk)

kt

et b1 : (Â; 0; 0; 0)

Si J est la matrice Jacobienne du système (5.18) en l'équilibre non endémique, le bloc J2 corre-
spondant à l'application A2 est donnée par :

/  , .  \
J ' :  (  

- \kz  *  t t )  
)

\ kz -(r'+ dù /

Il s'agit bien d'une matrice de Metzler irréductible, qui réalise la majoration des matrices Ar(x)
pour tout x € G. L'hypothèse 6) du théorème 4.1 requiert que e(J2) < 0; ce qui est équivalent
au fait que I'inégalité

Êrk,
fu+ttr l fuadz)

soit satisfaite.

L'hypothèse 3) requiert que le sous-système

xr  :  Ar(xr ;  0 ;  O)xr  *  br

soit globalement asymptotiquement stable en son point d'équilibre correspondant au DFE du
système (5.18) relativement à G1 - Ri.

Br{-H \-0'+ dr) /

<1
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Ceci qui nous amène à considérer I'analyse de la stabilité du système

(5 .21)*:Â(*)*+6

défini sur Gr - Ri avec pour tout x1 e Gr Â(xr) : Ar(xr; 0; 0)
De la même façon que la première étape, le système (5.21) présente un groupemenr (receveur

controlé>> est constitué du groupement des deux variables E1 et I comme on peut le voir sur la
matrice At(x) ci-dessus. On constitue les groupements 11 - (S; 

"), 
i.2: (81; I),f: (i1; i2)

on procède de manière similaire à I'itération précédente. La matrice

Â1*1 : (^f", i,,s )
avec

-  / - rogr#+p) o \  =(_(,rr+r*p) rgr#+pr \A l (1 ) : l  \ - r r 'A - r , '  
,  n " î . ,  \  f  À r1 * ;  : 1

\  o -("0,#+p)/  \  h -(r+p+dù)

et 61 - (^; o)
Soit Jz la matrice bloc de la matrice jacobienne du système (5.21) au point d,équilibre ïs
correspondant à I'applicatio" Âr1i;. Son expression est :

/  r ,  \  ^  \
i , - ( - (k r * r tP)  oh*Pi  \-  

\  te r  - ( f ,+p+d))

Cette matrice est une matrice de Metzler, irréductible et réalise une majoration des matrices
Âr(î) pour tout I e Gr.

L'hypothèse 6) du théorème4.1 requiert que o(1ù ( 0 ce qui revient au mêmeque I'inégalité

ffi<r
soit satisfaite.

L'hypothèse 3) du théorème 4.1 requiert que le sous-système

xr=Ar (1 r i0 ) i r *b r

admette 11s comme point d'équilibre globalement asymptotiquement stable dans R|.
Ceci nous amène à considérer I'analyse de I'asymptotique stabilité du système

i :Â1*;*+6 g.2z)

défini sur Gz - {î : (S; 
") 

€ R1} au point d'équilibre îo : *ro; ce qui impliquerait donc la
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globale asymptotique stabilité du point d'équilibre fu : (Îo; 0). dans le système (5.22), on a
pour tout î e Gz, Â1*; : Ât(î; o), et 6 - 1n; o;.
Onapour tout l€Gz,

_i)
qui est une matrice globalement asymptotiquement stable. Il vient, la globale et asymptotique

stabilité du point Îo : (:; 0) pour le système (5.22) dans G2. Ceci implique la globale asymp-
l-r

totique stabilité du point d'équilibre io = (Îo; 0; 0) du système (5.21) dans G1. Cette dernière

conséquence correspond à la globale asymptotique stabilité du point d'équilibre xs - (*o; 0; 0)
du système (5.18) pour sa restriction à I'ensemble M. Ce qui est le résultat que nous voulons.

D'où la globale asymptotique stabilité du point xo pour le système (5.18) défini dans G, sous les

conditions,

Â(r): (ï

0zkz <1,
@+t'r1çr1dz)

Le point d'équilibre non endémique xs : (4; 0; 0; 0; 0; 0) est globalement asymptotiquement
l.t

stable pour le système (5.18) définie dans G, sous ces conditions. tr

Conclusion

Par rapport à la littérature citée, nous retrouvons facilement le7',s, qui est le maximum des deux
quantités. Nous obtenons le résultat plus précis que, si 7?45I alors le DFE est globalement et
asymptotiquement stable (Dans [5] le résultat est seulement pour Tts < 1 ). La démonstration

utilise les techniques de <limiting system>> [53, 54] qui permet de prouver I'attractivité; la sta-

bilité étant obtenue par l'étude du Jacobienl ce qui impose 7?,o < 1. Notre méthode permet de
conclure pour la valeur de bifurcation.

5.4 Un modèle Intra-Hôte du VIH-1

Dans un article sur la modélisation intra-hôte du VIH, Perelson, Kirchner et De Boers

[45] donnent une conjecture sur la condition de stabilité globale de l'équilibre sans virus, ni

lymphocytes infectés. Le modèle intra-hôte du VIH qu'ils proposent est un modèle avec deux
populations d'hôtes, les cellules T C D4+ quantifiées par unité de volumel dans laquelle on a trois
compartiments homogènes qu'on peut désigner dans le langage classique de l'épidémiologie par

un SEI et une population de virus, qui dans ce cas est une population de vecteur transmettant

la maladie.

Nous prouvons la conjecture énoncée dans [45].
Le modèle d'interaction du VIH avec les cellules T C D4+ est donné par le système d'équations

suivant :

kr(oh + w)
(i + t, + dt)(kt +, + tù 

<L et

ll'unité de volume ici est le rnrn3
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"- t " r r*r t  ( t -  H)-kJr
hVT -  FrT" -kzT"
le2T" - p,6T;

N  poT ;  -  bLVT -  Fv  V

(5.23)

Dans ce modèle, ? représente le nombre de cellulesT C D4+ par unité de volume non infecté par le
virus, T" et T; représentent respectivement le nombre de cellules latentes et le nombre de cellules
activement infectées (i.e. les cellules qui produisent de nouveaux virus dans le sang), les deux
par unité de volume. Le nombre de virus libres dans le sang par unité de volume est représenté
par V. La population totale des cellulesT CD4+ par unité de volume est: T1o1- T +7"*T;.
Ce nombre lf est la quantité de virus qui sont produits par unité de temps par une cellule T
infectée.

Les restrictions

0 < s 1 prTrnao i ttr 1 t_tu

sont imposées sur les paramètres p,r et tr16 pour garantir que le modèle garde une dynamique de
population réaliste des cellules T. La première condition garantit que le nombre total de cellules
T reste bornée; en d'autres termes, en I'absence des virus, l'intervalle (0, T^o) pour l,équation
donnée par :

?: ,  -FrT*rT ( t -3) ,
\ T^o,) 

t

est positivement invariant avec un unique point d'équilibre ?s satisfaisant 0 < ?o < T^o,.
On peut écrire la dynamique des cellules T C D4+ en I'absence des virus par :

/  T  \  /  cn  \

s-trT+rr ( t--)  : -(r  -rù(r*#-)
\  tmao ,/  

'  
\  

' l '^"r ' l 'o 
/

La deuxième condition dit que la mort causée par la cytopathicité virale arrive en moyenne plus
vite que la mort naturelle.

Dans [45], les auteurs supposant que N < I + Frf k2, prouvent que la fonction

L z x : (T; T"i T;i V) -> tr(x) : T" + NT; +V

est une fonction de LaSalle du système. Comme nous I'avons déjà dit, ceci n'est pas suffisant
pour prouver que le point d'équilibre est globalement attractif. Une condition de dissipativité
(i.e. I'existence d'un ensemble globalement attractif, [51]) est nécessaire. Dans le papier cité, il
est supposé que le point d'équilibre non endémique est localement asymptotiquement stable.
Nous sommes en mesure d'établir avec notre résultat, que l'état d'équilibre non endémique est
globalement asymptotiquement stable, si N ( I * prlkz.

[ i  
:

)T" :

lr:
tv:
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Dans ce même papier, les auteurs calculent sans I'exprimer ainsi un seuil Ro. Ils donnent une
valeurs critique Ncrittel'Ro peut alors s'exprimer Ro: *.ttr conjecturent que si lf < N"";1
alors le DFE est globalement asymptotiquement stable. Comme Ncrit - (1 + frXl* ff), on a
év idemmen t l *EaN-u .

Nous allons prouver que si I?a S 1, alors le DFE est globalement asymptotiquement stable, ce
qui constitue la conjecture de [45], et réglant aussi le point de bifurcation. Nous allons voir que
le théorème 4.1 permet seulement d'obtenir une conditon nécessaire plus forte que Ro ( 1, et
moins forte que N < 1 + ff. Pour prouver la conjecture, il va falloir adapter la démonstration
du théorème 4.L. Nous allons d'abord étudier le système sur un ensemble positivement invariant
plus petit.

Lorsqu'on écrit l'équation de la population totale de lymphocites fio1, on a

i tot = I - FrTtot - (t, - pr)T;* r?(1 - 
ff i l

Comme po ) pr, et T l TtotrIe membre de droite de (5.2a) est majoré par

s - PrTtot * rT(r - 
ffl 

: -(Tro, - T)(Tr", + 
#)

ce qui prouve que pour (5.24) I'intervalle [0, 
"o] 

est positivement inva,riant.
Si on se restreint à ? + T. + T; 1Ts,, alors on a

(5.24)

N puT, - krVT - FvV

N puTo - FvV

(5.25)

Ce qui prouve que (5.25) laisse invariant I'intervalle [0, Yl
Nous venons ainsi de prouver que ltensemble

O: {(?; T.i T;i V) e G f Tr,r 1To,,Y . 
NPuTo,

llv 
)

est positivement invariant et attractif pour le système (b.2J)

Nous commençons par écrire le système (b.29) sous la forme

x :A (x ) x *b

défini sur f,), avec A(x) sous la forme pseudo triangulaire, où les applications A1 et A2 sont
définies par :

-Fr -kz  0  k I
kz -pu o
0 Npu -k tT-pv

At(x) : -pr - krV et A2(x) :
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Le

La

du

vec teu rb_  ( r * rT
\

matrice A,z(*) est une

champ de vecteurs du

h- 3_),0, o; o)
Ul'*o, '/ 

' 
/

matrice de Metzler irréductible. Le bloc J2 de la matrice Jacobienne

système (5.23) au point d'équilibre xo : (?o; 0; 0; 0) est donné par :

- ltr - kz 0 ktTo

kz -Fu 0

0 N pu -krTo

On remarque qu'à cause du terme sur la diagonal (3, 3), -lcrTo- Lrv, J2 ne peut pas majorer la

matrice Ar(x). Si I'on veut majorer I'ensemble des matrices Ar(*) pour les x € O, on aura

Az

- ltr - kz 0 lctTo

kz -Fu 0

0 Np, - t tv

Cela nous donnera une valeur seuil pour la stabilité globale de DFE, par application du théorème 4.1.

En utilisant la technique de la proposition 4.L, pour les matrices de Metzler, cette valeur s'obtient

facilement en exprimant que Ia matrice

kftzTo
(D  CA- l8 )

- Ltu

N ttu

ltr * kz
- ltv

est Metzler stable : i.e.

on remarque A,2 est un majorant et

Si on cherche à exprimer que J 2 est

R" :
kftz'^f7b

0t, * kz) p, 
r

non un maximllm.

une matrice de Metzler

Ro:
lcrkzlf Tb

stable, or trouve de la même façon

0t, * lcz)(kt To * pv)

On a évidemment Ro 1R".

La démonstration du théorème 4.1, en majorant Ar(x) permet de trouver une fonction de LaSalle.

Ici, le fait que ktT et -k{ apparaissent dans la troisième colonne de la matrice A2(x) permet

de conserver cette fonction de LaSalle et de démontrer directement le résultat.

Soit la fonction de LaSalle associée au vecteur u : (kr?o * pv; &r?oN; kr"o) e Rf i.e.

L : x € Ri r(") - (krTo * Fv)krToT" + IVT1 * ktToV
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Il s,agit bien d'une fonction C- sur Rf ; sa dérivee sur R'f est donnée par :

si 7?û
Considérons E

Soit M le Plus

x€MronaV

que

L'équation

i1*; : (teJç2NTo- (kr"o * pv)(kz + pr))T" - hpv(To - r)v

3To,ooui (x)<o
:1* ' .O 7 i1*1 -0) ;  onaE-{* :  (T;T ' ;T; ;V)eA lT--To v V:0}

grand ensemble invariant pour le système (5.23) contenu dans E; pour tout

: 0 ce qui entraln e T; : T.:0i T : ?s conespond au DFE' Ceci prouve bien

Mc{(T;0; 0; 0) eAl ' i ' -"- t t tTfr?( l  - f i l t

T' i -s -FrT*rT(1  
,  )
L TTL&Î

pour les conditions retenues dans le problème admet ?s comme point d'équilibre globalement

et asymptotiquement stable. Il s'ensuit donc que le système (5'23) restreint à M a'dmet xs :

(?o; 0; 0; 0) comme point d,équilibre globalement asymptotiquement stable. on a ainsi par Ie

principed'eréd'uctiondémontrélastabil i téglobaleduDFEsuro.

Maintenant, s,il n,y a pa"s de virus, alors ?o est globalement asymptotiquement stable (loi logis-

tique); s'il y a des virus, alors toutes les trajectoires finissent par rentrer dans O' à cause des

équations (5.24) et (5.25). ceci établit que te DFE sous ra condition Tto < 1 est globalement

asymptotiquement stable dans G' 
El

5.5 un modèle de la T\rberculose avec réinfection

Dans cet exempre nous considérons le modèle de Ia tubercurose avec réinfection exogène de

la population déjà considéré d.ans la littérature dans [10] :

Le diagramme de flux de matière entre les compartiments

ure 5.5.

du mod.èle est représenté sur la fig-

FfC. 5.5 - graphique des flux entre les compartiments du modèle

Le cæfficient B est le taux directeur correspondant à toute infection, ou réinfection. ce taux, dans

le cas d,une réinfection des individus traités (i.e. du compartiment T) est soumis a une probabilité

o, si on suppose que ces individus sont moins disposés à I'infection du fait d'avoir acquis une
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certaine immunité d'avoir été malades. La réinfection exogène correspond à une infection possible

des individus du compartiment E (qui est une deuxième infection avant que la maladie ne soit
déclarée). Un cæfficient p € IR.. permet alors de distinguer le degré de cette deuxième infection.

Les divers autres taux directeurs s'expliquent simplement à partir du diagramme de flux entre
compartiment ci-dessus. Le modèle de système d'équations diférentielles correspondants est le
suivant

S - ^-  ps*-ps
i  -  r l - "pr#-pT
È - p*(^9 + oT - pE) - (p + k)E
i  -  ppÛ#+kE-(p+r+d, ) I

(5.26)

IR + est donnée par :

,^ f  - .9+T+E+I

Nous réécrivons donc le système sous la forme :

x -A( * )x+b

avec pour tout x - (,S; T; E; I) € G - R+

(5.27)

A(")

-(Pfi+ù o o o
o -("lfr+ù o r
o o -(pgf+p+k) pY
o o (pg*+t)  - (p*r+d)

et  b _ (br ;

x€Gpa r :

A1 ( * )  -

Cette matrice qui est

si et seulement si 7?,o

T-(Pi + p) o
o -("9* + p)

T-@9F+ P+k) PY
@gt+k) -(p*r+d)

0; 0), b1 : (À; 0); Les applications A1 et A2, dans ce cas sont définies pour tout

Nous nous intéressons au point d'équilibre non endémique,le point xo : (xro; 0; 0), x1s : 14, O;.

La matrice Jacobienne du systèm e (5.27) en l'équilibre xs est donnée par : 
11

A'z(*)

0

0
-0' + k)

k

0

r

p
-0 ' * r+d)

0
- l_r
0

0

une matrice de Metzler admet trois valeurs propres strictement négativepk
1.

0'+ r + d)(p + k)
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Il s'ensuit que le point d'équilibre xs est localement asymtotiquement stable pour le système (5.27)

sous la condition R4 < I

Nous nous intéressons maintenant à I'application du principe de réduction, le corollaire A.1 pour

I'analyse de la stabilité du point d'équilibre xs. Nous établissons à cet effet que les diverses hy-

pothèses du corollaire A.1 sont satisfaites dans certaines conditions que nous allons spécifier.

Le champ de vecteurs du système (5.27) s'écrit comme somme de champ de vecteurs positive-

ment invariant sur G; pour tout x € G la matrice A(x) est une matrice de Metzler, et donc

d'après le théorème 3.3, tout système d'équations différentielles de champ de vecteurs donné par

I'application

x € R] r+ A(x)x e R."

avec A(x) matrice de Metzler pour tout x € R.i est positivement invariant dans IR.i I le vecteur

b est positif. Il s'ensuit donc que le système (5.27) est positivement invariant sur G.

La dynamique de la population totale das le modèle est donnée par :

N :À -p .N -d I

toute trajectoire solution de l'équation différentielle (5.28) dans R.a
^

pact [0; 
'^]. 

il s'ensuit que toute trajectoire solution de l'équation'  "u '
tivement compacte sur Rf.

Considérons La matrice bloc Jz de la matrice Jacobienne du système (5.27) en l'équilibre, cor-

respondant à I'application A2 i on a :

J2
-0 '+ k)  P )

k  - (p* r+d , )  
)

il s'agit d'une matrice de

termes, si et seulement si

Metzler irréductible,stab

Ro --
pk

0'+r+dXp+k)

(5.28)

entre dans l'intervalle com-

différentielle (5.27) est rela-

si et seulement si o(J r)

1 .

par  ^r ( " )  _  J2 A.2(*)  ;on a pour  tout

0;rle

sp(L '|-

0

en d'autres

Considérons l'application définie pour tout x € G

x€  G ,

A2(*) _

L'application Âz n'est pas de signe constant. Cependant, on a néanmoins que :

la fonction
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est de classe C*, positive sur G, et sa dérivée sur G est définie pour tout x € G par :

^L(*) _

.L est donc une fonction de LaSalle pour le système (5.27) sur G à condition que l'inégalité

0@p + k)

((k + pp)P - (k + p)0, * r + d))I

(5 .29)Rt
0'+ r+ d)(p+k)

soit satisfaite

Soi t  E:  {x  € G lL(ù:  O} ; I l  va de so i  que E c { (x1;  0 ;  0)  e  G}.  Soi t  M Le p lus grand

ensemble invariant pour le système (5.27) contenu dans E; on a

M c {(x1; 0; 0) € G I *r: Ar(xr; o)*t + b1}. Nous devons établir que la restr ict ion du
système (5.27) à I'ensemble M est globalement asymptotiquement stable en xs. Il revient au
même d'établir que le système

est positive sur G. Il s'agit donc d'une matrice de I'hypothèse 5) du théorème 4.1 pour le sys-
tème (5.27).

xr  :  A(xr )* t  +  bt  (b .80)

a.te" Â(x1) : Ar(xr; 0) est globalement asymptotiquement stable au point d'équilibre x1s. Ceci
a déjà été fait dans le cadre de l'exemple de la tuberculose avec deux souches voir page 137

Nous avons donc que sous la condition que Rr 1 1 toutes les hypothèses du corollaire A.1
satisfaites; ce qui nous permet de conclure à la globale asymptotique stabilité du système (b.ZT)
au point xs dans G. Il s'agit d'un condition qui n'est pas optimale.

Maintenant, en appliquant le théorème 4.1, nous arrivons a dériver une autre condition différente

de celle donnée par (5.29) sur les cæfficients du modèles d'état du systèmes.

En considérant la matrice J2 suivante

:  ( -Q'+t)  B \
J " : l  

\ r ' ' ' - l  -  
|-  

\  PB+k - (P+r+d) )

qui est une matrice de Metzler, irréductible qui est un majorant de l'ensemble des matrices
Ar(x) pour les x € G; en effet I'application Â, defi.tie pour tout x € G par
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L'Hypothèse 6) requiert que o(jù ( 0; ce qui est équivalent à I'inégalité:

R * o r :
0(p0 + k)

0 '+r+d)(p+k)
(5 .31)

Les diverses autres hypothèses sont vérifiées pour le système comme il ressort de I'application
du corollaire A.1 ci-dessus. On conclut donc à la globale asymptotique stabilité de l'équilibre x6
sous la condition donnée par l'inégalité (5.31) sur G. D

Discussion : Nous avons donné deux conditions nécessaires de globale asymptotique stabilité
du DFE, avec 7?a l Rt et Ro I R^o,.L'exemple étudié est particulier. Castillo-Chavez Feng
et Capuro dans [10] ont prouvé que pour Ro I 1, il peut y avoir deux équilibres endémiques
faisables pour 7l" 1 Ro < 1 (où R" est une constante déterminée). Le DFE est seulement
localement asymptotiquement stable, pour R" < Ro 1I.

5.6 Les modèles \
a multicompartiments

Dans cette section, nous présentons les applications du théorème 4.1 à des cas de maladies
qui se caractérisent par une certaine hétérogénéité dans les diverses classes de la modélisation
compartimentale classique. Il s'agit des modèles (SIS), et des modèles (SEIRS),I c'est à dire,
les modèles de maladies relatives à une population, constituée de n sous populations distinctes;
une sous population d'indice i (par exemple) constituée N; individus présente une division en
compartiment S; et I; (respectivement S;, E;, I; et R;). Les sous populations sont en contact
croisés I en d'autres termes on considère que les individus susceptibles d'un compartiment S; dans
de contacts adéquats avec des individus infectieux de de n'importe quelle sous population, font
des infectés de la sous population dont ils sont membres. I1 s'agit des exemples de la littérature
existante, [23] pour le modèle (SIS)" où les auteurs s'intéressent à la blénnoragie, et [12] pour
le modèle (SEIRS)". Dans ce dernier article, les auteurs s'intéressent un modèle (SIRS), où
ils donnent une analyse de la condition d'existence du point d'équilibre endémique, et I'analyse
de la stabilité de ce point d'équilibre. Dans notre cas, nous étendons leur modèle en incluant les
compartiments des latents, les E; ; nous analysons la stabilité du point d'équilire non endémique,
comme conséquence de nos résultats, et nous faisons une ouverture sur I'existence du point
d'équilibre non endémique en nous appuyant sur les résultats de [12].

5.6.1 Un modèle (SEIRS)"

Le modèle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la
figure 5.6

Pour des raisons de simplicité, nous considérons que les recrutements et les sorties des compar-
timents du modèle sont telles que la population considérée reste constante. Comme il est de
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?r,=lf,ifr

Les traits continus court représcntent

les cmtacts adéryats

FlC. 5.6 graphique des flux entre les compartiments du modèle

coutume dans de telles situations, on considère le modèle sur les proportions des populations

dans divers compartiments. Dans le cas présent, les proportions sont à considérer relativement

aux sous populations. en d'autres termes, si 
'W'; 

est un compartiment correspondant à la sous

population N; le compartiment de proportion correspondant est noté w; - wt

N i '

Le modèle de système d'équations difiérentielles décrivant la dynamique dans le système sur les

proportions est donné Par :

- trjsi * djrj + pj

1<j3n (5.32)

(ti + pi)ei

s3* r ;  * e t * i i : I  l < i <n

le domaine de faisablité biologique est le simplexe de IRa'

G - { ( s ;  r ;  e ;  i )  €R1 l  I  , i + r i * e1+ i i : 1  1<  i < " )avecs : ( s i ) ' " : ( " i ) ' e : ( e i ) ' e t

i : (ir) Ies vecteurs de IR' dont les composants sont les variables du système organisées suivant

les classes d,appartenance. Le point d'équilibre auquel nous nous intéressons, le point d'équilibre

nonendémiquees t l epo in t ( 1 ;  O ;  O ;  O )avec t : ( 1 ;  1 ;  ' ' ' ; 1 )e tO : (0 ;  0 ;  " ' ; 0 )dansR ' '

Du fait qu,il s,agisse d'un système surdéterminé, nous considérons le système de 3n équations

différentielles suivant :

o .
û q

J

(Ë 
gini- ' -)

ttii @i * pi)ri

(Ë 
p,-o-)sy

€jej (ti * P)ii
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(5.33)

(5.35)

Gi * p)ri 1<j

CI - { * - ( " ;  e ;  i )  €R i :  l r i+e j * i i

x -  A(x)x

ii - t i i i  @i * p)ri

/ T t  \èi -  t t  Bininl  si
\ l '=t /

ta

i i  _  € je j  ( l i *p ) i i

e IR.3"simplexe d

sj

définie sur le

avec pour tout x € CI,

le point d'équilibre du système (5.33) correspondant au point d'équilibre du système (5.32) donné

ci-dessus est I'origine de IR3".

Soient g: (fun), M: diag(pi), E: diag(e), I t :  diag(ai) et I :  diag(ï) les matrices des

cæfficients du système (5.33).

Le système (5.33) à I'aide de ces notations prend la forme abrégée :

M)r * I i

M)e * diag(s)Bi (5.34)

M)i + Ee

La forme réquise par le théorème 4.1 s'en suit facilement, car nous I'avions déjà préparé dans la

présentation du système ci-dessus. La trappe du système est constituée des variables x2 : (e; i) ;
on a donc x : (r; x2). Le domaine de faisabilité du système (5.34) est le simplexe O de IR.3'.

Sur f,), on a :

Nous établissons à présent que les hypothèses du théorème 4.1 sont satisfaites par le sys-

tème (5.35) en l'équilibre qui nous intéresse, à savoir I'origine de IR3'.

Le système (5.35) est positivement invariant sur f,); en effet, l'application A dans le champ de

vecteurs du système (5.35) a des valeurs qui sont des matrices de Metzler en tout point x € O;

La face  F "up :  { x  e  Q  I  , i * e i * i j : l  L  <  j  <  n }  r epousse  t ou te t ra j ec to i r edu

système (5.35) commençant en un point intérieur à O à I'intérieur de O; en effet, la valeur du

champ de vecteurs du système (5.35) en tout point x € Frup relativement aux normales sortantes

de chacune des faces {(ri; "i; 
i) I ,i * et * ii : I} valent respectivement -(o1r; * p), qui sont



relativement compacte.

Les applications A1 et A2 sont données pour tout x € O

A,(*) : -(^ + M) € tl,(R) Ar(x) : ( 
-tn+ vrl diag(s)B

\  J  - ( r '+*) ) '

La matrice Ar(x) est une matrice de Metzler irréductible.

Soit J2 la matrice bloc de la matrice Jacobienne du système (5.35) en l'origine,

l 'application 421 on a

-  ( - (E+M) B \
J ' : [  

E r  ( r \  |

\  E -(r+M))

Cette matrice est un majorant de l'ensemble des matrices Ar(x) I en effet, soit

définie pour tout x € O par :

Â,(* )  -  J2-4, (x)  :  (  ?  
d iag( l  - ' ) t  

)'  
\o o )

I'application Â2 est positive sur O. Il s'agit donc d'une matrice candidate pour I'hypothèse 5)

du théorème 4.1

L'hypothèse 6) du théorème 4.1 requiert que a(J2) S 0 ce qui est équivalent (cf théorème 3.5) à

l'inégalité

5.6 Les modèles à multicompartiments L49

négatives. Ceci nous permet d'établir que le domaine Q du système est positivement invariant,

et puisqu'il s'agit d'un compact, toute trajectoire du système dont la source est dans O est

M z n ( R )

correspondant à

A,2 I 'application

p(B(r + M)-rE(E + wt)-r) < t

L'hypothèse 3) requiert que le sous-système

(  5 .36)

i :_ (^ *M) r (5.37)

dé f i n i  su r  l es imp lexede lR "0 l :  { r €  R i  f  r ; 1L ,  1< i  <n }  adme t te l ' o r i g i nede lR "  pou r

point d'équilibre globalement asymptotiquement stable

Il est évident que ce système qui est un système linéaire homogène découplé est globalement et

asymptotiquement stable à I'origine de lR." dans f,)1.

Nous avons ainsi réuni toutes les hypothèse du théorème 4.I; on conclut donc que sous la

condition de I'inégalité (5.36), le système (5.32) est globalement asymptotiquement au point

(r ;  o; o; o) dans G

5.6.2 Un modèle

Le modèle que nous

figure 5.7 .

!

(srs)"

considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la
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Vi+ di

Ti

FtC . 5.7 graphique des flux entre les compartiments du modèle

Les hypothèses sur la démographie des groupes de population dans le modèle sont les mêmes que

pour le modèle (SEIRS),. de la section précédente I c'est à dire, les sorties et les recrutements

dans les divers compartiments du modèle sont tel que les gloupes N; pour tout i, I 1 i I n

restent invariant. Les recrutements instantanés dans chaque groupe se font par le compa,rtiment

S; par des naissances et valent Lt;N;. A nouveau, on considère le modèle sur les proportions des

populations dans divers compartiments. Dans le cas présent, les proportions sont à considérer

relativement aux sous populations.

Le modèle de système d'équations difiérentielles décrivant la dynamique dans le système sur les

proportions est donné Par :

1S  j

- -0i * pi)ii +

s i  +  i i -  1

le domaine de faisablité biologique est le simplexe de lR'2"

G : { ( s ;  i )  e  n ] l  I  , i * i j : I  l < i  ( n }avec t : ( " i ) , e t i : ( i i ) l e svec teu rsde lR ' ' don t l es

composants sont les variables du système organisés suivant les classes d'appartenance' Le point

d,équilibre auquel nous nous intéressons, le point d'équilibre non endémique est le point (r; o)

Du fait qu'il s,agit d'un système surdéterminé, nous considérons le système de n équations

(5.38)

1< j
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différentielles suivant :

-0i + pj)*i

1S  j

x  -  A(x )x

A ( " )  _ -D+d ias ( l  - x )B

(1  -  * i )

dé f i n i esu r l es imp lexede lR "O :  { x  €  R i  I  , i  1 I ,  |  <  i  <n } ; l epo in td ' équ i l i b re

correspondant au point d'équilibre du système (5.38) donné ci-dessus est I'origine de lR'.

Soient B : (gio), et D : diag(1 + tti) les matrices des cæfficients du système (5.39).

Le système (5.39) à I'aide de ces notations prend la forme compact :

x - -Dx+d iag ( l  - x )Bx

(5 .39)

(5.40)

(5 .41)

La forme requise par le théorème 4.1 s'ensuit facilement I sous I'hypothèse que la matrice B est

irréductible; ceci prend tout son sens, car il s'agit de la matrice représentant le contact entre les

individus du modèle sur lesquels on fait I'hypothèse qu'ils sont en contact les uns avec les autres.

avec pour tout x € fl,

Nous établissons à présent que les hypothèses du théorème 4.1 sont satisfaites par le sys-

tème (5.41) en l'équlibre qui nous intéresse, à savoir l'origine de IR".

Le système (5.a1) est positivement invariant sur Q; en effet, I'application A dans le champ

de vecteurs du système (5.a1) est une matrice de Metzler en tout point x € 0;

La face  F "up :  { xe  f l  I  x ; : L ,  æ i  1 I  I 1 i ,  j  1n , i +  j }  r epousse tou te  t r a j ec to i r edu

système (5.41) commençant en un point intérieur à O à I'intérieur de f); en effet, la valeur du

champ de vecteurs du système (5.41) en tout point x ç Fsun relativement à la normale sortante

sur la face {x;: 1 et n1 3 t} pour j f i est -('yr + p;) qri est négatif. pour tout i. Ceci établit

que le domaine O est positivement invariant, et puisqu'il s'agit d'un compact, toute trajectoire

du système (5.a1) originaire d'un point intérieur à 0 est relativement compacte.

Soit J la matrice Jacobienne du système (5.41) en l'équilibre qui nous intéresse; on a

J -B-D

Cette matrice est un majorant de I'ensemble des matrices A(x) pour tout x € fl; en efiet, soit

Â I'application définie pour tout x € f,) par :

Â ( * )  - J -A ( * )  _d iag ( * )B
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I'application A est positive sur O.

L'hypothèse 6) du théorème 4.1 requiert que le module de stabilité de la matrice J, a(J) < 0;
ce qui est équivalent à I'inégalité

(5.42)

Nous aurons ainsi toutes les hypothèses du théorème 4.1. On conclut à la globale asymptotique
stabilité de I'origine de IR' pour le système (5.41) dans O sous la condition exprimée par I'iné-
galité (5.42). Ce qui entraine par la même la globale asymptotique stabilité du DFE (1; 0) pour
le système (5.38) dans G.On retrouve le résultat de Lajmanovitch et Yorke [28] tr

5.7 Un modèle de la Diarrhée virale bovine

Pour montrer la facilité d'application de nos résultats, nous traitons un exemple de la lit-
térature vétérinaire. La dimension est sept. Après regroupement des compartiments suivant le
principe (receveur contrôlé>, on obtient une matrice de Metzler en dimension quatre. L'applica-
tion directe des critères de Routh-Hurwitz sera difficile.

Nous concluons encore une fois à la stabilité globale quand Ro .-1. Dans I'article original [Z],
les auteurs calculent Rs avec I'hypothèse que les animaux infectés temporaires ne jouent aucun
rôle, i.e. avec nos notations gr = 0 (les animaux du compartiment f ne transmettent pas)1 seuls
les animaux infectés de façon persistente (les animaux du compartiment P) transmettent la mal-
adie. Aucun résultat de stabilité n'est donné, et Rs est estimé par des considération biologiques.
Le théorème 4.1 permet de conclure, dans le cas général, à la globale asymptotique stabilité du
DFE pour Ro 1L.

Dans cet exemple nous considérons le modèle d'une maladie des animaux, à savoir I'infection
diarrhéique virale bovine. Ce modèle a déjà été considéré dans la littérature [7] dans le cadre de
l'évaluation du contrôle du virus de la Diarrhée virale dans les cheptels bovins, par I'utilisation des
modèles mathématiques déterministes de la dynamique de l'infection. Ce modèle mathématique
est issu d'une modélisation compartimentale de la maladie considérée.

Sur la figure 5.8, nous donnons le diagramme de flux de matière entre les compartiments du
modèle, suivi des explications nécessaires à la compréhension de la maladie.

Description des compartiments :

Comme le diagramme de flux de la figure 5.8 le montre, la population concernée dans le modèle
est divisée en un compartiment M des bêtes protégées par les anticorps, un compartiment S des
bêtes susceptibles, un compartiment E des bêtes infectées en phase d'incubation de l'infection, un
compartiment f des bêtes activement infectées (i.e. malades), des compartiments R; 1 < i < B
des bêtes rétablies et disposant d'une certaine immunité, et d'un compartiment P des bêtes
devenues incurables.
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t tRr

0rRr

grossesse se rétablissent complètement, €t sont

deviennent alors des bêtes du compartiment Rr

1t(S+E)

p

6-1t(M+I)+ t!Rz+ R) + (a+b)P - (002R z+Q$t)

FIC. 5.8 - graphique des flux entre les compartiments du modèIe

Description des transferts entre compartiments :

On suppose qu'une bête susceptible (du compartiment S) attrape la maladie dans un contact

adéquat avec des bêtes infectieuses (du compartiment I avec un taux instantané de transfert B1

ou du compartiment P avec un taux instantané de transfert ,62). D'oti le taux d'incidence gJ

et B2p de l,infection sur la population considérée. Les hypothèses de variation démographique

sont telles que la population reste invariable; et en conséquence, les diverses variables sont des

proportions.

Rétablissement ou la sortie du compartiment I : Les bêtes infectieuse qui se rétablissent

de l,infection gagnent une certaine prédisposition immunitaire contre l'infection. On suppose que

le rétablissement se fait suivant un taux ? par unité de temps. Cette prédisposition immunitaire

varie suivant l'état des individus concernés d'être en grossesse ou non'

On suppose que les bêtes qui ne sont pas en

totalement immunisées contre la maladie; elles

(suivant un taux instantané de transfert "Ynt)'

Les bêtes en grossesses, restent dans un état transitoire de rétablissement où elles ne sont pas

totalement immunisées contre la maladie, dépendant de la durée de leur grossesse' si cette

durée est en d.essous d'un certain temps ? en nombre de jours donné, les bêtes concernées sont

transférées dans le compartiment Rz (suivant un taux instantané 7n2)'

Lorsque cette durée excède le temps ?, les bêtes concernées sont transférées dans le compartiment

R3 (suivant un taux de transfert lzrs)'

Les bêtes du compartiment R3 complètent I'acquisition totale de leur immunité après avoir mis

bas. Les bêtes du compartiment R3 sont transférées dans le compartiment R1 suivant un taux

instantané de transfert t'3. On a rr * n2 ! n3 : t

Le compartiment R2 est celui des bêtes dont la maladie présente des complications. Elles vont

donner naissance à des bêtes dont I'infection sera persistante. Ces nouveaux nés sont transférés
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dans le compartiment P suivant le taux instantané 0$2. avec 0 < 0 < 1, soit donc 0$2Rz Par

unité de temps.

La sortie du système : La sortie des bêtes du système se fait par abattage, vente, ou décès

indépendant de la maladie des bêtes. Ces sorties sont appliquées à tous les compartiments du

modèle suivant un taux instantané de p. On suppose des sorties additionnelles dans les compar-

timents I et P dues à la maladie, suivant les taux instantanés fu et dp respectivement. Il va de

soi que d,1 1d,p

Les recrutements dans le système : Les entrées des bêtes dans le système se font par des

naissances ou reconstitution du troupeau par I'exploitant par des animaux sains. On suppose

que les individus des compartiments S et E donnent naissance à des bêtes qui sont tout autant

susceptibles du fait que les parents n'ont pas de prémunition contre la maladie. Les bêtes du

compartiment R1 donnent naissance à des bêtes qui entrent de fait dans le compartiment M

suivant un taux instantané p.En effet, les nouveaux nés acquièrent les anticorps de leur mère.

Les naissances pendant la <<résidence>> dans le compartiment R3 se passent à la sortie de ce

compartiment. Les nouveaux nés sont alors supposés avoir les même dispositions immunitaires

que leur mère; d'où un recrutement instantané équivalent au transfert instantané des parents

dans le compartiment R1.

Les bêtes du compartiment P ont une mortalité juvénile supérieure aux autres animaux. D'où

0r - o)P et donnent naissance à des animaux infectés de façon persistente. Leur mortalité est

aussi plus grande

Modèle d'états et analyse de la stabilité du DFE

Le modèle de système d'équations différentielles décrivant la progression de I'infection dans la

population est obtenu en effectuant le bilan dde matière dans chaque compartiment. Ce système

est Ie suivant :

M

s
E

i
r L T

itn
P

HRt (p  + " )M
oM I p,(S + E) + A - p.9 - (0rI + CrP)S

@' I+7zP)S-(p+o)E
aE (p + 1) I
^l7TrI + ÔrR, + 2Ô3R3 - HRr
^tTt ; I  -  (p  + ô; )R;  ( i  :2 ,  3)

ïôrR,  + (p -  o)P (p + b)P

(5 .43)

Nous donnons une analyse de la stabilité du point d'équilibre non endémique de ce modèle. A

cet effet, nous écrivons le système sous la forme requise pour I'application du théorème 4.1. Du

fait qu'il s'agisse d'un système surdéterminé, nous considérons les sept dernières équations du

système. On met les variables du système en groupement xl : (S; Ër; Re) et x2 : (R2; E; I; P)

suivant qu'ils font partie du plus grand piège du système ou non, et le système est ainsi défini



5.7 Un modèle de la Diarrhée uirale bouine 155

(5.44)

et l'application
a

a

est défini pour tout x par :

(b,(*);  0; 0; 0; 0) avec b,(*) - (^(*) i  0, 0)

(M + E+ ^9) + ( a*b)P * p,(R * Ës) - ( ïôrfuz* ôt&t)
aire avec les blocs Ar et A,2 données pour tout x par

sur le simplexe

O:  {x=( * t ;  x2 )  e  R !  I  * r<  1  1<  i<7} .  Lesys tèmeprend la fo rme

x :A(x )x+b(x )

où le champ de vecteurs b

b(*)  -

avec Â(*) - o(M + s) * p,

A est de la forme triangul

A1( * )

et

Le système (5.4a) est positivement invariant sur O; En efiet, il est positivement invariant sur

Rl n O, car son champ de vecteurs est somme de champs de vecteurs positivement invariants

sur lR! n O (en tout point de x € Rl n O la matrice A(x) est une matrice de Metzler, et le

vecteur b(x) est positif) ;Laface F,up:{x e O I f,c; 
: 1} de O repousse toute trajectoire

d= l

du système (5.4a) de point initial dans O vers I'intérieur de O; en efiet, le composant du champ

de vecteurs du système (5.44) relatif à la normale sortante de F,uo, qui est égale à -pr.R1 est

négative.

Considérons la matrice bloc J2 de la matrice Jacobienne du système (5.a4) correspondant à

I'application A2 au point d'équilibre. La matrice J2 est donnée par :

Il s'agit d'une matrice de Metzler irréductible qui est une majoration de I'ensemble des matrices
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n

est positive sur O.

L'hypothèse 6) du théorème 4.1 requiert que o(Jr) < O.
/  s B\

Si nous notons pour résumer J2 : | - l, pursque suivant cette notation, les matrices blocs

A et D sont déjà des matric", a" Vf\rÎ"r?tJ*, if .,i"nt que l,inégalité o(J2) ( 0 est équivalente
à I ' inégali té o(D-CA-rB) < 0 (ou de la même manière o(A-BD-tC) < 0) (cf proposit ion 4.1
de la page 112).

Dans le cas où les matrices blocs dans l'expression compacte de J ci-dessus sont les divers blocs
carrées, I'inégalité a(D - CA-18) ( 0 est équivalente à :

défini OnRl soit globalement asymptotiquement stable €n X1s. Il s'agit d'un système d'équations
différentielles linéaire de matrice

Cette matrice admet trois valeurs propres réelles strictement négatives.
Toutes les hypothèses du théorème 4.1 sont satisfaites. On conclut à la globale asymptotique
stabilité du DFE du système (b.aa) sur o sous la condition (5.45). tr

A.2(") pour les x € ft ; en effet, A2 définie pour tout x par

00  0  0
o o 7rQ s) cr\ s)
00 0  0
00  0  0

I 'upplicatio

^r(* )  _  Jz -  A,2(*)  _

(5.45)
a(0{p, * ôz)(a * b) * 920ôztnz) - .,

= ,

L'hypothèse 3) du théorème 4.1 requiert que le sous-système

xr  -  A l ( * t ;  0 ) * t  +  b r ( x r ;  0 )

5.8 Modèles d'infection avec porteurs asymptômatiques

L'infection aux virus de la Diarrhéee virale bovine (BVDV) se présente à tout point de vue
comme un cas atypique de modèle avec deux compartiments d'infectés, des compartiments I et
P. Généralement, on devient infecté après la période d'incubation I Dans le cas de la BVDV, le
deuxième compartiment des individus infectés est comme le présente la figure 5.8, sans connec-
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tion aux réseaux des autres compartiments. Dans les exemples suivants, nous allons considérer

les cas d,infections épidémiologiques qui se prêtent à la modélisation par les compartiments, où

on peut avoir difiérents compartiments d'individus infectés après la période de latence. Nous

présentons les cas d'un modèle SITIzRS, d'un modèle SEI1I2RS, où on a deux compartiments

d'individus infectés, et le cas d'un modèle SE1E2I1I2RS présentant en plus des deux compar-

timents d'individus infectés, deux compartiments d'individus en période de latence. Ce genre

de modélisation se retrouve dans les maladies où la classe des infectés présente des variances

parmi les individus qu'il contient. Les cas où on a deux compartiments d'individus infectés, sont

caractéristiques des maladies où on a des individus malades qui ne présentent aucun symptôme

de la maladie. Le cas d.'un modèle SI1I2RS se trouve dans I'infection au virus de I'hépatite B, où

suivant les prédispositions immunitaires des individus, on peut être infectieux, et ne présenter

aucun symptôme clinique.

5.8.1 Un modèle SITIzRS

Le modèle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la

figure 5.9 suivante

I

I t '
Y

FtC. 5.9 - graphique des flux entre les compartiments du modèle

pour des raisons de simplicité, on fait I'hypothèse que tout nouveau né est susceptible; pl est

également le taux instantané suiva,nt lequel tout compartiment perd ses membres. On fait égale

ment I'hypothèse de I'existence d'une probabilité 7r pour qu'un individu susceptible dans un

contact adéquat avec un infectieux devienne infectieux du compartiment 11, et (1 - 
") 

pour qu'il

devienne infectieux du compartiment 12'

Le système d'équations différentielles régissant la dynamique dans ce modèle est le suivant

À=p# *ûfr

: -0, * Ltf * P,*)s + rR+ tLIv
:  -0, I  r)Æ + TIt * 'yzIz

- -0t * ?t)/ t  * r(

: -0t * ^,lr)Iz * (1

(5.46)
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Les hypothèses du problème font en sorte que la population dans le modèle est invariante. Le

système (5.46) est surdéterminé; le domaine de faisabilité biologique de ce système est donc

G:  { (S ;  R ;  I t  1 r )  e  R f  I  S+R*h+12 :  l / } .  Nous  cons idé rons  l es  t ro i s  de rn iè res

équations; le système que nous considérons est donc :

- 0 t * r )R* : ' r l t *T I z

(5 .47)

Sur  I ' ensemb le0 :  { * :  (Ë ;  h  I z )  €  R l  I  R* / r *  I r  3  N }  Lepo in t  d ' équ i l i b re

non endémique du système (5.47) correspondant au point d'équilibre non endémique du sys-

tème (5.46) est I'origine de IR3. Nous donnons ci-dessous I'analyse du point d'équilibre non

endémique du système (5.a6) par I'intermédiaire de celui du système @.a7).
Nous appliquons le théorème 4.1; il est nécessaire d'établir que le système (5.47) vérifie toutes

les hypothèses de ce théorème pour le point d'équilibre considéré. En effet,

on peut écrire le système (5.47) sous la forme requise dans ce théorème, c'est à dire

x  -  A(x )x (5 48)

avec I'application A définie sur O par

A(*)

Le système (5.a8) est positivemment invariant sur f) I en effet, ce système est positivement

invariant sur R| f) O, car en tout point x e R| O 0, la matrice A(x) est une matrice de

MetzlerlLaface F"up: {x € O I R+ Ir* Iz - N} repousse toute trajectoire solution

du système (5.a8) de point initial dans CI à I'intérieur de O; en effet, la composante du champ

de vecteurs du système (5.a8) relativement à la normale sortante de la face F"u, en tout point

x € F"u, qui est égale à - p - r.R est négative.

Les applications A1 et Az ici sont définies pour tout x € O par :

-0' * ")
0

0

A1(")  -  -0 t  + 7) ,  A2(" )

^lt

-0r+71 )  +

(1 n)0 '

^lz

Soit J2 la matrice bloc de la matrice Jacobienne du système (5.a8) correspondant à I'application
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A,z au point d'équilibre ; on a :

r  (  -0r*  7r)  + rgt
12:  

\  (1  -  7 r )g '

Cette matrice est un majorant de I'ensemble de

I'application î, définie pour tout x € CI par

r0z
-0r* "Yr )+1t  -Tr )0 ,

matrices A2(*), pour € fl ; en effet, soit

(5.49)

On a pour tout x e O, Âr(x) > 0

Jz est une matrice de Metzler irréductible, stable si et seulement si

Ce qui correspond à la condition de I'hypothèse 6) du théorème 4.1. On suppose cette condition

satisfaite pour la suite.

L'hypothèse 3) du théoème 4.1 requiert que le sous-système 'R : -(p+")R soit globalement

asymptotiquement stable en I'origine relativement à fl n lR.. Ceci est trivialement vérifié.

On a toutes les hypothèses du théorème 4.I. On conclut donc à la globale asymptotique stabilité

de l,origine de R3 pour le système (5.48) relativement à f) sous la condition (5.49). n

5.8.2 Un modèle

Le modèle que nous

figure 5.10 suivante

SEITIzRS

considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la

FlC. 5.10 graphique des flux entre les compartiments du modèle

On fait l,hypothèse que l'entrée dans le système est par naissance, qui se fait suivant un taux

instantané pl, et que tout nouveau né est susceptible; p est également le taux instantané suivant

lequel tout compartiment perd ses membres.
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Le système d'équations difiérentielles régissant la dynamique dans ce modèle est le suivant

-0, * gtf * PrI#)^s + rR* pN
-0t  *  r )Ë *  : ' rh* TIz
-0r* er * ez)E + (0,,f * orftls
-0 r * r ) I t *e tU

-0 t * ' ' l r )1 , *ezU

(5.50)

Les hypothèses du problème font en sorte que la population dans le modèle est invariante. Le

système (5.50) est surdéterminé; le domaine de faisabilité biologique de ce système est donc

G: {(S; R; E; h Iz) € R| I S+R+E *1r* Iz: N}. Nous considérons les quatre dernières

équations; le système que nous considérons est donc :

- 0 t * r )Ë+  T I t * " yz l z

-0r* er * ez)E + (grf * orft ls
- 0 t+71  ) / 1  *e1E
-0 t * ' ' l r ) 1 , *ezU

(5 .51)

Sur I'ensemble

O:{x: (Æ; E; I t  /z)  e nX I  R+E+Ir* Iz<^r}
Le point d'équilibre non endémique du système (5.51) correspondant au point d'équilibre non

endémique du système (5.50) est I'origine de IRa. Nous donnons ci-dessous l'analyse du point

d'équilibre non endémique du système (5.50) par l'intermédiaire de celui du système (5.51).

Nous appliquons le théorème 4.1 ; il est nécessaire d'établir que le système (5.51) vérifie toutes

les hypothèses de ce théorème pour le point d'équilibre considéré. En effet,

on peut écrire Ie système (5.51) sous la forme requise dans ce théorème, c'est à dire

x -  A(x)x (5.52)

avec I'application A définie sur CI par

^lt ^fz

+ez) P,# P,#
-0' * rr) o

o -(P + ̂ '/2)

Le système (5.52) est positivemment invariant sur O I en effet, ce système est positivement

invariant sur lR| flO, car en tout point x e R| n f,), la matrice A(x) est une matrice de Metzler ;

La face  Fsup :  { x  e  0  I  R+E*L* I z :  l / }  r epousse  tou te t ra jec to i reso lu t i on  du

-0 '*")  0

0  - (p  *  e r

0 €,1

0 €,2
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rieur de

normale

système (5.52) de point init ial dans CI à I ' inté

de vecteurs du système (5.52) relativement à la

x € Fsup, eui est égale à - p - r,R est négative.

Les applications Ar et A2 ici sont définies pour

Soit J2 Ia matrice bloc de la matrice Jacobienne

A,2 au point d'équilibre ; on a :

O ; en effet, lu composante du champ

sortante de la face Fsup en tout point

tout x

*e r+

e,1

€,2

l 'applicationdu système (5.52) correspondant à

0' C,
-0 r+71  )  0

o  - (p+h)

Cette matrice est un majorant de I'ensemble des matrices Ar(x) pour tout x € 01 en effet,

I'applicatioo Â, defitrie pour tout x € 0 par Âr(") - Jz - Ar(x) est positive.

La matrice J2 est une matrice de Metzler irréductible, stable si et seulement si

Ro :
et0t ez 0z (  5 .53)

0t + ryr) (p * e, 1 rr) ' (p * ^tr)0t * ez a tr)

Ce qui correspond à I'inégalité de I'hypothèse 6) du théorème 4.1. On suppose cette condition

satisfaite pour la suite.

L'hypothèse 3) du théorème 4.1 requiert que l'équation différentielle R : -(p + r)R soit glob-

alement asymptotiquement stable en I'origine de IR relativement à 0 n R.. Ceci est vérifié.

On a toutes les hypothèses du théorème 4.1. On conclut donc à la globale asymptotique stabilité

de I'origine de IR3 pour le système (5.4S) relativement à 0 sous la condition que l'inégalité (5.53)

soit satisfaite. D'où la globale asymptotique stabilité du point d'équilibre (Ii; 0; 0; 0; 0) pour le

système (5.50) dans G si et seulement si Ro 11, avec Re donné dans I'expression (5.53). I

5.8.3 Un modèle SETE2III2RS

Le modèle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la

f igure 5.11.

Dans cet exemple, on fait l'hypothèse qu'un individu susceptible lors de son infection soit trans-

féré dans le compartiment des incubants E1 avec une probabilité zr, et dans le compartiment des

E2 avec la probabilité complementaire | - n

+
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Le système d'équations différentielles régissant la dynamique dans ce modèle est Ie suivant

s
n
r--t

L t l

E,

î,

i,

-0, * r.tf * Br#),s + rR+ pN
- Q t * r ) R * ? t / r * l z I z

- 0 t * ? t ) / t * e t U t

-0r *'Yr)Ir * ezÛz

Esj It j Iz)€ Ri I .9 + R+ h * Ez* /r * Iz :Ir) lr étantdéfinie dans G : {tS; R; EË

FfC. 5.11 - graphique des flux entre les compartiments du modèle

constante.

Nous donnons une analyse de la stabilité du point d'équilibre (lf; 0; 0; 0; 0; 0) de ce système'

Le système étant surd,éterminé sur G, nous considérons le système constitué des cinq dernières

équations, c'est à dire :

È. -  -0t  *  r)Ë * 7t l r  * 'yzlz

Î ,  :  - 0 t * ' y r ) / t * e rU r

h  _  -0 r * ^ f r ) I r *ezÛz

(5.55)

dé f i n i esu rO :  { * : (Ë ;  E r , ;  Ez i  I t ;  I z )e  R l  I  R+E t lEz * / r * f r< l f }

Le point d'équilibre du système (5.5a) que nous considérons correspond pour le système (5.55)

à I'origine de 1R.5. Nous appliquons le théorème 4.1 au système (5.55) pour le point d'équilibre

0. Il est nécessaire comme nous l'avons fait dans les exemples précédents que nous établissions

que le système (5.55) vérifie les hypothèses de ce théorème'
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On peut le mettre sous la forme requise dans le théorème 4.1 à savoir :

x  -  A(x)x

avec I'application A définie pour tout x € CI par :

(5.56)

-0 t * " )  0

0  - ( p  1 t t )

o :u ' ^Yz

o - (p+71 )  o
€,2  0  - (p*n)

0

0

0

0

€ 1

0

-0t  a  t t )

0

€ t

0

-0 t  1 t t )

0

€ 1

0

Le système (5.55) est positivement invariant dans O; en effet, le système est positivement in-

variant sur IR.! fl O car en tout x e R| n O la matrice A(x) est une matrice de Metzler;

La face  f sup :  { xe  O  /  R+  E t *Ez*1 r * / zSN} repousse tou te les t ra jec to i resso lu t i ons

du système (5.55) de point initial dans O à l'intérieur de O I en efiet, la composante du champ de

vecteurs du système (5.55) relativement à la normale sortante du système (5.55) en tout point

x € frup qui est égale à - p - rR est négative.

Les applications A1 et Az ici sont définies par :

o - (p*r r )  o
€2  0  - ( p * t z )

Soit J2 la matrice bloc de la matrice Jacabienne du système (5.55) en l'équilibre correspondant

à I'application A2; on a :

0
-0t + ez)

0

€,2

r0r
(1 - 7r) 0,
-0t * rr)

0

r0z

(1 - r)0,

0
-0, * n)

L'.pplication A,z definie pour tout x € 0 par :

00

0

0

0

0

00

00

00
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est positive sur f,)

J2 est une matrice de Metzler, irréductible, stable si et seulement si on a

Ro :
r 0Ér (1 - 7T) /zez+ (5.57)

0 r+61) (p+ t r ) 0'+ e2)(p + n)

On suppose pour la suite que cette condition est satisfaite par les cæfficients du modèle.

L'hypothèse 3) du théorème 4.1 requiert que l'équation différentielle .R : -(t, + r)r? soit glob-

alement asymptotiquement stable en I'origine de IR relativement à f,) O IR. Ceci est vérifié.

On a toutes les hypothèses du théorème 4.L. On conclut donc à la globale asymptotique stabilité

de I'origine de IR.3 pour Ie système (5.56) relativement à f) sous la condition que l'inégalité (5.53)

soit satisfaite. D'où la globale asymptotique stabilité du point d'équilibre (N; 0; 0; 0; 0; 0) pour

le système (5.54) dans G si et seulement si Ro < 1, avec Rs donné dans l'expression (5.57). tr

5.8.4 Généralisation du principe aux modèles S(E)"(I)-(R)oS

Les trois exemples ci-dessus nous permettent d'évoquer une situation générale, où on serait

en présence d'une hypothétique maladie avec un seul compartiment de susceptibles S, un nom-

b rendecompar t imen tsd ' i nd i v i dus la ten t s (qu ipeu tê t renu l )E ; ,  1 ( i 1n (s i n l 0 ) , un

nombremdecompar t imen tsd ' i nd i v i dus in fec t i euxavecn l )1 I ; , | < j< rn ,e tunnombrep

de compartiments d'individus rétablis avec p) 1 R6, I < k < p.

On fait I'hypothèse qu'à chaque compartiment I; d'infectieux, correspond une incidence d'in-

fection sur les individus susceptible" /rfr par unité de temps de taux directeur Bi. Le taux

d'incidence de la maladie est donc donnée par : ) :i rr#
j = l

Les individus susceptibles (i.e. du compartiment S) suite à un contact adéquat avec des indi-
vidus infectieux dans notre modèle ne transitent pas tous par un compartiment de latent (i.e. un
compartiment E;); nous faisons I'hypothèse que certains compartiments d'individus infectieux
sont sujets aux transferts directs des individus nouvellement contaminés au même titre que tous
les compartiments des latents. Le transfert des individus du compartiment S aux compartiments

auxquels il est connecté est soumis à une distribution de probabilité (nr)r1;<', ( q est le nom-

bre de compartiments auxquels S est connecté; on a I "o 
= 1 ). D'une façon similaire, nous

supposons que lorsque tout compartiment W transfertt sls matières suivant un taux instantané

fixe o, et lorsque ce transfert le met en connection avec un nombre p de compartiments, ceci
est fait avec une distribution de probabilité correspondant aux divers compartiments conjoints.
Nous présentons ci-dessous un exemple de diagrammes de flux entre les compartiments.

Nous notons par :
-) e; Ie taux instantané de sortie du compartiment E;,
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r=Ê# ***

Prt€t

FfC. 5.12 - Exemple de graphique des flux entre les compartiments du modèle pour illustration

donné par :
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du système est

1<j

1< j

p j kenÛn  1< i

(
défini dans G: { (S' r; e; i) € lR'f+'+r+t I S

l.
avece  : (E t ;  Ez i . . . ;  E * )  e  lR î , i : ( I ;  12 ;  '

point d,équilibre qui nous intéresse, (i.e. le point d'équilibre non endémique) est (N; 0) e G'

Le système (5.5S) est surdéterminé; nous considérons le système (5'59) ci-dessous constitué des

m*n*ldernières équations du système (5.58), qui est un système bien déterminé correspondant'
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à I'ensemble G du sYstème (5'58)

ek

tovl,ensemble de faisabilité biologique de
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est le simplexe :
( ' l

n: {x:(r ;  e;  i )e lRg+"+t I  hSN, Ei--N, I i  <N, D( fu- tg+r;)  <lr} ,
( j = r )

et le point d'équilibre correspondant à celui du système (5.58) est I'origin" 4" pzr+n+l

Soient les matrices à cæfficients réelles positifs suivantes :
- p : ( n ; i e )eMw* (n ,m)

-e :k ; i11)eMw*( l ,m)
-B - ( " t | i ) €Ms r (m ,n )

- Êi - G,il e .,v,(R+)
Le système (5.59) prend la forme compacte

(5.60)

(5 .61)

Qi

#ei
#Êi + Pe

+ rj)" *

*e )e *

* ^t i) i  +

matricielle

Nous nous proposons d'appliquer à ce système théorème 4.1; nous établissons à cet effet que le

système satisfait toutes les hypothèses dudit théorème.

Le système(5.61) est positivement invariant dans O I en effet, il est positivement invariant dans
g 61pn+m*|, en tout point x € f,), la matrice A(x) est une matrice de Metzler I II reste à montrer

n1'mII

que la face F"uo: {x € O I D r; : N} de O repousse toute trajectoire solution du
i=1

système (5.61) d'état initial dans O à I'intérieur de O. En efiet, la composante du champ de

vecteurs du système (5.61) relative à la normale sortante à la face Fru, et en tout x € f".,o qui

est égal à, -pN - 
I4,R7, est négative.
/c= I

Les applications A1 et A2 sont ici définies pour tout x € f,) par :

quton peut écrire sous forme

avecpou r tou t x€C I  )

x  -  A(x)x

A1(*)  -  -d iag(p +

-diag(p + ei)

P -dia1}r
) €

M*+"(R)A'2(")



Soit Jz la matrice bloc de la matrice Jacobienne du système (5.61) à l'équilibre de 0, relatif à

I'application A2 j on a

Jz :

OB

PÊ

-diag(p * ei) B

P -diag(p + ri) + Ê
:M-D

M:

La matrice J2 est telle que l'application Az définie pour tout x € O par :

Â,(*) - rz-A,(x) : ( 2 
(t - i) l )

\u (1 -#)É/

est positive sur O

La prochaine étape du thèorème 4.1 exige que la matrice J2 soit Metzler irréductible et stable;

J2 est évidemment déjà une matrice de Metzler irréductible; en effet, l'écriture Jz : M - D

proposé ci-dessus est une décomposition régulière de la matrice J2. Pour que la matrice J2 soit

stable, il suffit que o(J2) < 0, (où o(Jz) est le module de stabilité de la matrice J2) ; ce qui est

équivalent au fait que p(MD-t) < 1.

nous supposons pour la suite que cette condition est satisfaite.

La dernière hypothèse à établir est celle relative à la globale asymptotique stabilité de I'origine

de lRl pour le sous-système

i : - d i ag (p * r i ) r

relativement à O n Rl. Ce qui est évident.

Toutes les hypothèses du théorème 4.1 sont satisfaites par le système (5.61). Il s'ensuit que

I'origine 4" pria+n+l*l est globalement et asymptotiquement stable pour le système (5.61) sur Q.

Ce qui apporte en conséquence la globale asymptotique stabilité du point d'équilibre (N; 0; 0; 0)

pour le système (5.58) dans G si et seulement si 1?4 < 1, avec 1?o - p(MD-t). tr

Conclusion

Danc ce chapitre, se trouvent quelques exemples de modèles épidémiologiques, dont nous

avons étudié la stabilité asymptotique du DFE à I'aide de nos théorèmes de réduction. La quasi

totalite de ces modèles proviennent de la littérature existante sur ltépidémiologie mathématique.

Il en ressort que notre théorème de réduction et les aménagements que nous y avons faits sont

des outils adaptés pour I'analyse de la stabilité du point d'équilibre non endémique des modèles

épidémiologiques. Elles nous permet de donner de manière plus systématique I'analyse de la

)  D : (d iag(p*e1)  
o

)  \  o  d iag(p+t i )
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stabilité du point d'équilibre non endémique que ce qui est déjà fait par les auteurs des travaux

qui se rapportent, et qui existent déjà dans la littérature. Généralement, un recours est fait aux

résultats de LaSaIle et les conditions d'application de ces résultats pour déduire à la stabilité

asymptotique ne sont pas suffisantes pour tirer des conclusions.

Nous avons dans la lancée répondu à une question posée par Perelson Kirshner et De Boers [45]
dans leur papier parlant du VIH-Sida.

Dans certains cas nos techniques permettent d'étudier la stabiilité globale de l'équilibre endémique.

Mais il s'agit pour le moment de modèle assez particuliers.



Chapitre 6

Conclusion

Dans cette partie de notre thèse, nous nous sommes intéressés à I'analyse systématique de la

stabilité du point d'équilibre non endémique (DFE) des modèles épidémiologiques.

Ce problème est apparu en consultant des reférences de la littérature où la déduction de l'équilibre

asymptotique du DFE était incomplète.

La littérature de l'épidémiologie mathématiques traitant de I'analyse de la stabilité du DFE des

modèles épidémiologiques est en pleine expansion, et les résultats de stabilité qui sont établis

très souvent ne le sont pas de manière systématique.

Nous avons réuni les travaux existants en vue de placer les systèmes épidémiologiques détermin-

istes dans un contexte dans lequel on peut développer des résultats de stabilité systématiques.

Nous avons construit un résultat de stabilité à la LaSalle, en appliquant le principe de réduction

de Florio-Seibert.

De ce théorème de réduction, nous avons établi un théorème assez général, qui permet de déter-

miner de façon systématique des conditions d'asymptotique stabilité du DFE des systèmes

épidémiologiques. Ce résultat, comme c'est le cas des résultats généraux, ne permet pas de

dériver les conditions optimales dans tous les cas. Dans le cas où on n'obtient pas des résul-

tats optimaux, le recours au théorème de réduction permet quelques fois d'obtenir de meilleurs

résultats.

Nous avons donné un algorithme qui peut s'implémenter facilement, de calcul du rapport de

reproduction de base, qui est un élément important en épidémiologie mathématique. Nous avons

consacré tout un chapitre à confronter notre méthode à des exemples que nous avons pris dans

la littérature en vue de les éprouver.
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Annexe A

Princip" de réduction pour la stabilité.

Applicatron aux modèles épidémiologiques

Pour l'étude de la stabilité du DFE, nous avons besoin d'un résultat de réduction. ce résultat

ne se trouve pas de façon explicite dans la littérature I c'est pourquoi nous en donnons une

démonstration. Cela dit, cela peut être considérer comme un exercice élémentaire d'application

des résultats du livre de Bhatia-Szëgo [3].

Nous considérons l,/ C IR" tel que ù est un ouvert connexe non vide. Nous considérons un système

d'équations difiérentielles autonomes défini sw U

t x: x(x)
|. *(O) : xo

(A .1)

On suppose que le champ X: U -> IR" est continu et admet une solution maximale unique.
Nous notons pour tout x € U par Xr(x) la solution du système (A.1) que nous supposons definie
pour tout t ) 0, et telle que )ts(x) : x. On suppose que X satisfait des conditions telles que
Xr(x) soit une fonction continue de (t, x) e Ra xU.Les points d'équilibres du système (A.1)

sont des points xo e tl tels que X(xs) : g.

A.1- Quelques résultats de réduction

Nous allons donner des résultats de réduction. Ils ne sont pas plus difficiles à montrer dans
le cadre des systèmes dynamiques et de la stabilité asymptotique des compacts positivements

in'va^riants. Cela dit, I'utilisation que nous ferons sera quand K sera réduit au point d'équilibre.

Theorême A.l Soit G CU un ouvert borné positiuement invariant pour le systènre (A.I); On
suppose que :

1 -> il esiste L une fonction ile classe Ct definie sur U , qui est une fonction de Lasalle sur G .
Soit E : {x e G I Lç*1 - 0}, soit M* le plus grand, ensemble positiuement invariant contenu
d,ans E.

2) -> Soit K un co'mpact, tel que : K C M* et K soit asymptotiquement stable pour le sys-
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tème(A.l) relatiuement à M*

3) -> L soit constante sur la frontière 0K d,e K

alors K est asymptotiquernent stable pour le système (A.1) relatiuernent à G

Démonstration:

On designe par M le plus grand ensemble invariant contenu dans E;

On va successivement établir que K est attractif, et qu'il est stable pour le système (A.1)

relativement à G.

attractivité de K z K est un compact stable relativement à M* d'après [3, corollaire 1.5.26] il

est positivement invariant. (La stabilité implique la positive invariance)

On vamaintenant prouver q:ue M C K. On a MûK +A car,Yy € M, on Â+(y) C M C M*,

(c'est le principe de LaSalle) et Â+(y) C K (car par hypothèse K est attractif relativement à

M*)  doncAlL*$)c  MiK
Supposons  pa r l ' absu rdeque  M\K  #A ;so i t  doncx€  M\  K ;on  aÂ- (x )  C  M,ca t  M  es t  un

compact invariant; on a également ̂ -(") î K :0; en efiet, si ce n'était pas le cas, on aurait

une trajectoire négative 7-(x) (qui est contenue dans M) qui tendrait vers K, avec x Ç K; et

cela contredit la stabilité de K relativement à M*.

Maintenant, soit z e Â-(x); puisque ̂ -(*) est un compact invariant, on a Â+(z) C ^-(*) C

M*, et donc

I r * (u )ÀK :0  avecz€M* ,

ce qui contredit I'attractivité de K relativement à M* Ceci prouve que M C K, par le principe

d'invariance de LaSalle, M est attratif relativement à G, donc K également.

Stabilité de K : On va démontrer que D+ (K) : K ce qui implique [3, Théorème 2.6.6] la

conclusion recherchée.

On a D+(*) :  Z+(x) U J+(x) où

D*(*) :  {y : 3{x,} CZl, x,.-rx, l{r"} C R+ Xr,(x,,) + y} est la première prolongation

positive de x,

et  " I+(x)  :  {y  :  3{x"}  C| , l ,xn-+x,  l { t " }CIR+ tn-}+oo Xr , (x , , ) - }y}  est  I 'ensemble

limite prolongé. pour x e G, J+(x) est un ensemble compact invariant

De fa i t , onaKCD+(K ) .

Supposons par I 'absurde qu'on 
" 

K ç D*(K); alors J*(K)\K + 0;9n peut mêmeaff irmer

que J+(ôK) \ I( *0 enefret, K étant positivement invariant, on a J+d{) C K;

soit donc y e J+(AK) \ 1(, i l  existe donc {z'} C U, xn Ç K Vn,x", -J x e 0K,{t"} c R*

f,, -+ foo, X1,(x,) -r y

La fonction ^L étant décroissante sur les trajectoires de (A.1), il vient que

L(Xr,(*")) S L(*")
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par passage à la limite, on a

r(v) S tr(x) :6

et puisque ,L est constante sur la frontière K, il vient que la fontion .t est inférieure à c sur

J+ (AK) \  K

Maintenant, du fait que K est attractif relativement à G, et donc Xr(V) + z€ ÔK d'où.L est

supérieure à la constante c sur la trajectoire négative d" f-(y) I cependant du tait que K est

positivement invariant, on a f-(V) C "I+(x) \ K, il vient que .L est constante sur f-(y), donc ,L

est de dérivée nulle sur J+(AK) \ K. Comme par hypothèse K C M* C E, si la trajectoire issue

d" y, Z+(V) <( rentre >> dans K, alors elleest constante. Donc f(V) C E, autrement dit, y e M*.

Cela prouve aussi que J+(x) C M*

Il vient que Â-(y) C J+(x) C m* d'où Â-(y) n I( : fl, sinon cela contredirait le fait que K est

stable dans M* (on aurait alors une trajectoire négative dans M* tendant vers K, issue d'un

point de M. \ K)

Maintenant, soit z e À-(y); du tait que À-(y) est un compact invariant, on a Â+(z) c A-(V),

soit Â+(z) A K :0, ce qui contredit le fait que K est attractif, d'où la contradiction.

Ce qui nous permet de conclure à l'égalité D+(K) : K et en conséquence, que K est stable

pour le système (A.1) relativement à ê, et ce qui termine la démonstration. !

On peut encore <<améliorer > ce théorème en remplaçant M* (le plus grand ensemble positivement

invariant contenu dans E) par un ensemble plus petit M,, où M esl Ie plus grand ensemble

invariant contenu dans I'ensemble E : {x € C 1 L1x1: 0} Ce résultat est le suivant :

Theorème A.2 Soit G C U d,'intérieur non uide, borné et positiuement inuariant pour Ie sys-

tème (A. l ) .

On suppose que

1 -> il eaiste L une fonction d,e classeCr definie surU, qui est une fonction ile Lasalle surG.

Soit E: {x e G I i1*; : 0}, soit M le plus grand, ensernble inuariant contenu d,ans E. Soit

K un compact tel que :

2) -> K C M et K soit asymptotiquement stable pour Ie système(A.I) relatitsement à M

9) -> L soit constante sur le bord de K

alors K est asymptotiquernent stable pour le système (A.1) relatiuement à G

La démonstration est une redite de la démonstration du théorème A.1 ci-dessus, qui fonctionne

parce que J+(x) est in'ua,riant, contenu dans E, et donc aussi dans Mrdu moment où M est ie

plus grand ensemble in'uariant contenu dans E.

Corollaire A.1 Soit G C U d,'intérieur non uid,e, borné et positiuement inuariant pour le sys-

tème (A.L) .

On suppose que

1-> il existe L unefonction d.e classeCr definie surî,.l, qui estunefonction ile Lasalle surG.
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Soit E: {x eG I L(x):0}, soit M Ie plus grand, ensemble inuari,ant contenu d,ans E. Soit
xs de G un point d,'équilibre du système (A.1) tel que :

2) -> xs soit asymptotiquernent stable pour le système(A.I) relatiuement à M
alors xs est un point, il'équilibre globalement asyrnptotiquement stable pour Ie système (A.t) ret-
atiuement ù, G

4.2 Adaptation à des modèles compartimentaux

Dans la plupart de modèles biologiques les états évoluent dans de sous--ensembles compacts
positivement invariants de lR" ( par exemple [45, 27 r3Il) et très souvent ont un état (ou des états)
d'équilibre qui est un point frontière du domaine en considération. Nous donnons un résultat qui
est plus adapté à I'analyse de ces types de systèmes.

Les résultats suivants sont des adaptations du corollaire A.1 aux cas où le champ de vecteurs X
du système (A.1) est de la forme

X : x e U ++ X(*) : A(x)x (A.2)

avec

A:  x€U  +  A (x ) : ( " , t ( * ) ) €M" (R )

une application définie sut U à valeurs matricielles, qu'on suppose continue. On s'intéresse alors
à la stabilité de I'origine. En efiet, De nombreux systèmes peuvent être mis sous une forme telle
que X soit décrit par I'application (A.2), nommément les systèmes biotechnologiques qui sont
les objets de notre intérêt, et qu'on peut écrire suivant des modèles compartimentaux.

Les systèmes dont il est question dans le théorème 3.15 donné en page 105 forment une sous-
classe des systèmes considérés dans cette partie. En effet, si la matrice Jacobienne du champ de
vecteurs X en tout point x €. U est une matrice compartimentale, alors, par un changement de
variable adéquat, le système peut se mettre sous une forme où son champ de vecteurs sera de la
forme donnée dans I'application (A.2) ci-dessus. L'implication contraire n'est pas vraie.

Nous donnons un résultat inspiré d'un résultat de LaSalle [2a] qui est passé inaperçu jusqu'à
présent. Ce résultat concerne les système de type

x : A(x)x

Le résultat est le suivant.

Theorème 4.3 Soit G C U un ensemble d,'intérieur non uide. Soit un système d,u type d,onné
par le système (4.1), auec x l'application donnée par (A.2) ; on suppose que :
i) -> G est positiuement inuari,ant pour le système (A.1).
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ii) -> toute trajectoire positiue de (A.1) cornrnenço.nt en un pointx € G, f+(x) est relatiuement

compacte.

i i i )  ->  i l eûs teunuec teu r l i gnec :  ( c r ,  cz t . . . , , cn )  €  R [  t e l  quepour tou tx  €  G ,  cA(x ) *  <  0 .

Soit E: {x € G / cA(x)x : 0} ; soit M le plus grand, ensemble inuariant pour le système (A.1)

contenu d,ans E

Si l'état xo : 0 est globalement asymptotiquement stable pour (A.L) dans M, alors xs est le

point il'équilibre globalement asymptotiquement stable du système (A.1) dans G.

Dérnonstration:

Considérons la fonction

L : x€ î , / t - > t r ( x )  : ( c r ,  x )  ;

il s'agit bel et bien d'une fonction de LaSalle, car, elle est de classe Cr dans U,et sa dérivée,

L@) = (vr(x),x(*))
: (cr , l,(x)x)

: (,Lr(x)cr , x)

= cA(x)x

est inférieure à 0 par hypothèse, pour tout x € G;

le reste n'est pas différent de ce qui est présenté dans la démonstration du théorème A.2 tr

Remarque A.1 Dans le cas où U est contenu dans un orthant positif, on se préoccupe de la

recherche d'un vecteur ligne c € R[ tel que cA(x) ( 0 pour tout x € G.

Remarque A.2 Si on peut écrire pour tout x € G la matrice A(*) : J + Â(x) ut'". J une

matrice appartenant à Ia classe des matrices décrites dans le théorème 3.10, un potentiel vecteur

c € R| du théorème ci-dessus est apporté par le théorème 3.10 tel que Jrc ( 0

Le résultat suivant va dans la même direction que le théorème A.3. Il est cependant difiérent

dans Ia mesure où on construit à partir de l'application A une nouvelle application Â, telle que

pour tout x, Â(x)est une matrice de Metzler. I'application Â est définie par :

Â' x e 1/ èÂ1*; - (ôrr(*)) € /u,,(R)

avec pour loul x €U,
- âi;(*) :  lo; i(x)l  pour tout i  j  i  + j

- â;;(x) - a;i(x) pour tous les i

Le résultat est le suivant, et reprend un résultat de LaSaJle [24] :

(A .3)

Theorème A.4 Soit G C U un ensemble il'intérieur non vide. Soit un systè'me ilu type donné
par le système (A.1), avec X une application ilu type donnée pa,r (A.2). On suppose que :
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i) -> G est positiuement inuariant pour le système (A.1).

ii) -> toute trujectoire positives de (A.1) cornrnençant en un pointx € G f+(x) est relatiuement
compacte.

Soit A l'application donnée par (A.3) définie sur l,l. On suppose que :

i i i )  ->  i l  eùste untsecteur  ce lRi . ,  c)0 te l  que Â(*)c(0 pour toutx€ G.
Soit E: {x e G I Â1*;" <4 O} ; soit M le plus granil ensemble inuariant par (A.I) contenu
dans E

Si M U {O}: {0}, alorsO globalement asymtotiquement stable pour (3.L2) surG.

Démonstration:

Considérons I'un des c € IR.i vérifiant la condition iii) dans l'énoncée du théorème, soit la fonction

L : x€ IR.' r+ .L(x) - m?x!
t c i

.L est une fonction définie positive, continue et Dini-dérivable sur IR". Soit f I'indice du composant
de x tel que ,L(x) : 

#, 
pour t assez petit, Xr(*) réalise le maximum en c;(t) ; il vient donc,

,(*) : 1f ,r,ci
: 

i+a;i(x)æia;
: '+ 

Ecia;i(x)+ 
co'(*))

Par passage à la limite sur G, otr u i(*) < 0

et .L est une fonction de Lyapunov large pour le système (A.1) sur G. Le système (A.1) est donc
stable à l'origine de G

Il vient de I'investigation ci-dessus que {x € G I i1*; : 0} c {x e G I Â1xy" < 0} U {0}

L'attractivité de I'origine est donnée par le théorème A.2. tr

Remarque 4.3 Le théorème ci-dessus reste rralable si on considère à la place de I'application
Â I'application

Â '*€î /+Â1*;  : (âu(x))  €M"(R)

avec pour tout x € U,
- â;i6): max{a;;(*), o} pour tout i j i + i
- âr;(x): or;(x) pour tous les i

Une extension qui peut être faite de ce résultat est le suivant :

Theorème A.5 Soit G C U un ensernble d,'intérieur non uid,e. Soit un système d,u type d,onné
par le système (A.1), avecX une application de type donnée par (A.2). On suppose que :
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i) -> G est positiuement invariant pour le système (A.1).

ii) -> toute trajectoire positiue de (A.1) l+(x) conxrnençant en un point x e G est relatiuement

compacte.

Soit Â, l'application ilonnée par (A.3) défini,e surl,l. On suppose que:

iii) -> il eaiste un vecteur c € Ri, c ) 0, et un ensemble I non vid,e il'ind,ices tel que pour

tout, x €. G on ait
- (Â(")c); < g pour tout i  € I
-  (Â ( * ) c ) ;  :  o  pou r  l es  j  €  [ 1 ,  . . . ,  " ]  \  /

/  \  /  . .  . \
Soit  E :  (  Ut-  €G I  æt:011, {  Ul*  eG /  (Â(*)c) ; :0! ' | r .  s"r  M te ptus srani t

\ rà" r  /  \ ;àr t  
' /

ensemble inuariant pour Ie système (A.1) contenu dans E

Si M U{0}: {0}, alorsO est globalement asymtotiquement stable pourle système (A.1) surG.

Démonstration:

La démonstration est exactement la même que celle du théorème A.4, et on obtiendra déja avec

les points x € G ,(*) S 0; en effet, il est possible que le i où ^[(x) réalise les maximum soit

élément de J auquel cas I'inégalité reste respectée sur G par passage à la limite pour des raisons

de continuité.

Remarque A.4 Ces résultats ramènent l'étude de la stabilité asymptotique de l'équilibre des

systèmes de type en investigation à la détermination du vecteur c, et de I'ensemble M.

Le résultat suivant est une forme générale du théorème 3.15. En effet, il correspond au cas où le

champ de vecteurs X est donné par I'application (A.2). Un autre résultat relatif à ce théorème

est le théorème de Hadama.r-Frobenius ( thCorème 3.9 ) que nous avons donné en page 98; nous

avons utilisé dans notre démonstration du théorème 3.9 le théorème A.6 ci-dessous.

Theorème A.6 Soit G C U un ensemble d'intérieur non uiile. Soit un système d,u type d,onné

par le système (A.1), auec X une application d,e type donnée par I'application (A.2). On suppose

que : G est positiuement inrsariant pour le système (A.1).

1) -> Si pour tout x € G, A(x) est une matrice ù diagonale ilominante colonne alors le

système (A.1) est stable en I'origine ilans G.

Si de plus,

2) -> pour tout x e G, A(x) est une matrice de Metzler,

9) -> pour tout x €. G, A(*) est une matrice connectée sur tuite,
alors, le système (A.1) est globalement asymptotiquement stable en l'origine d,ans G n Ri

Démonstration:

Pour établir la stabilité du système (A.1), on vô considérer la fonction candidate de Lyapunov

V :  x€ IR'r+ Iz(x)  :  l l * l l t  -  ! l " r l .
i=l
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Il s'agit bien d'une fonction continue définie positive sur tR* et Dini-dérivable sur lR'; Pour écrire

sa dérivée de manière profitable, écrivons V(x) sous la forme I/(x) : 
f rrr, avec €i : sgn(r;)
i= l

(sgn est la fonction signe); il vient
n

Y(*) : Dr,t"
t'=1

n n
S f / \:  
Lt i* i  ) eie;a;i \x)
j=l  r '=1

"  /2  \

j=L \ ;=r , ;7 ,  /

d'où la stabilité du système (A.1) en I'origine de IR'I et par conséquent, aussi en I'origine de lRi,
puisque la restriction du système (A.1) sur lRi est positivement invariant ( pour tout x € IR|.,

A(*) est une matrice de Metzler). (cf théorème 3.3 page 92).

Pour établir I'asymptotique stabilite de I'origine, nous déterminons M r le plus grand ensemble
invariant contenu dans I'ensemble.E - {x € Rî / Û1*; :61

Soit donc xe M, otr u Û(*) :0, c'est à dire

f  l" i l(  D lour(*)l  +a;;(x)) : 0 pour tout x € Rî
j= l  i=1 ,  i *  j

On utilise I'hypthèse 2. du,,théorèmelce qui s'exprime autrement par le fait qu'il existeJb (les

indices de fuite), tel que t a;io(x)tarot(x) ( 0 pour tout x € Rî., et donc pour ces indices,

o I1  ô  c10 :0  
i = l ' i * i o

Pour tout t € lR.-., Xr(x) e M. Pour un t suffisamment petit, on a pour tous les indices de fuites

io, t a;;o(X1(x)) * o;or;(Xr(x)) < 0, par continuité de la matrice A(x) par rapport à x.
i=|,  i* jo

Donc, sur Ia trajectoire Xr(x) issue de x, les *n(t) restent nulles.

Les équations correspondant aux indices de fuites 3s pour les x états initiaux donnent :

* r b :  É  o j o ; ( x ) c ; :Q .
i=|,  i* jo

Puisque pour tout x € IR[., la matrice A(*) est connectée sur fuite, pour chaqte jo, il existe

un iro I js tel que les or'o;1'(x) f 0, et donc pour ces indices, on a îiio 0. On applique

successivement le même argument. Puisque pour tout x € Ri on est en présence d'une matrice

connectée sur fuite, on est sûr que de proche en proche on aura tous les x;:lret donc, M - {O},

E'' f c;1(x)c;
d=l j=t

y t",t l(,â,,;,,o,;1*;) +',,(*)]

ce qui prouve que I'origine est globalement asymptotiquement stable dans lR[
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coNTRIBUTToN À le srABrLrsATroN DES sysrEMES tuÉcentQuBs

çoNTRIBUTIoN À t 'ÉlunE DE LA srABlltrÉ DES MoDÈl,ps ÉptoptvtIoLocIQUES

Résumé - Cette thèse est constituée de deux parties correspondant aux deux titres ci-dessus.

L'objectif de la première partie est d'étudier les propriétés d'un contrôle--système en dimension infinie

(stabilisabilité par rétro-action statique et dynamique d'état), en se servant des propriétés obtenues

sur une suite de contrôle--systèmes en dimension finie que I'on a obtenu suite à la discrétisation du

contrôle-système en dimension infinie.

Après avoir fait des rappels des outils fondamentaux sur la stabilité et I'observabilité des systèmes dy-

namiques, puis passé en revue les principales techniques dtobser\rations, nous nous sommes intéressés à

un système nominal, le classique <Body Bearn System> dans le contexte que nous avons énoncé. Nous

considérons le système sans frottement avec un contrôle sur le couple de rotation du disque. Le mod-

èle d'état de ce système est un contrôle*système en dimension infinie. Nous construisons une suite de

formes discrêtes de ce système qui sont alors des contrôle--systèmes en dimension finie. Nous établis-

sons les propriétés de C---stabilisabilité de ces derniers par des retour d'états statiques et dynamiques.

Notre travail est encore en cours sur les ajustements nécessaires pour ltextension de ces propriétés au

contrôle-système en dimension infinie.

L'objectif de la deuxième partie est de fournir un outils permettant I'analyse systématique de la stabilité

du point d'équilibre non endémique (DFE) des modèles épidémiologiques.

Après avoir fait quelques rappels terminologiques de l'épidémiologie, rassemblé les notions et terminolo-

gies éparses dans la littérature dans des domaines divers contribuant tous aux fins de la modélisation

épidémiologique, nous avons proposé et démontré un résultat duquel on obtiendrait systématiquement

des conditions nécessaires de stabilité du DFE des modèles épidémiologiques. nous avons également

proposé un algorithme de calcul de 70s, lorsque la méthode classique basée sur la condition de Routh

Hurwitz devient inexploitable. Nous avons ensuite présenté une liste non exhaustive d'exemples que nous

avons pris dans la littérature pour établir I'efrcacité de notre résultat. L'application de nos résultats

nous permet d'obtenir les résultats des auteurs des modèles considérés, le cas échéant, de proposer des

conditions nécessaires de stabilité meilleur. Dans plusieurs cas, nous établissons que Ro: 1 est point

de bifurcation. C'est ainsi qu'à I'aide de nos résultats, nouÉr avons prouvé une conjecture de Perelson,

Kirshner et De Boer posée dans [45].

Mots clés - Système mécanique, stabilisabilité, observabilité, observateurs, principe de sépara-

tion, modélisation et modèles épidémiologiques, système compartimental, stabilité en des points

frontières, principe de réduction.



CONTRIBUTION TO THE STABILIZATION OF MECHANICAL SYSTEMS

CONTRIBUTION TO THE STUDY OF THE STABILITY OF EPIDEMIOLOGICAL MODELS

Abstract - This thesis is constituated in two parts as presented by the two tiltes above.

The aim of the first part to design infinite dimensional control+ystems stabilizability (statique and
dynamique state feedback stabilization) properties as consequence of the stabilizability properties of a
sequence of finite dimensional control-systems. The finite dimensional systems are the discretised form
of the infinite dimension system. After some recalls regarding fondamental tools on stability and ob
servability, and statement of leading state estimation technics, we carry our interest on a particular case
of the problem stated above, the classic "Body Beam systenf', that we consider without damping, and
with only the torque control.

The state space model of the nominal system is an infinite dimensional system. We design a sequence
of discretised form of this system which are finite dimensional control--systems. We establish Cæ-
stabiliszability properties of these systems by means of static and dynamic state feedback. We are
still working on how to manage the extension of those properties to the infinite dimensional control-
system.

The aim of the second part is to provide tools with which the analysis of the stability of the desease
free equilibrium (DFE) of epidemiological models will be systematic.

After stating some usefull terminological notations regarding the epidemiolog5 and collecting tools that
are already in the litterature regarding other domaines, that are usefull for the epidemiological issue,
we propose and prove a result with which the necessaries conditions of the stability of the DFE in
epidemiological models are obtained systematically. We also propose an algorithm for the computation
of Rs, which can be very usefull when the Routh Hurwitz condition become unemployable. To show
the effectiveness of our tools, we presente a non exhaustive list of exemples coming from the existing
litterature. The application of our results enable us to obtained results of the authors, when they are
not better. In few carles, we establish that Rs is a bifurcation point. We have also prove with the help
our result the conjecture of Perelson, Kirshner and De Boers stated in [ab]

Key words - Mechanical system, stabilizability, obsenrability state estimation, separation prin-
ciple , epidemiological models and modelling, compartmentale system, stability of boundary
states point, reduction principle epidemiology




