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Premiére partie

Contribution a la Stabilisation des

systémes mécaniques



Chapitre 1

Introduction

En théorie du contréle, une différence est établie entre les systémes se présentant sous forme
d’EDP et ceux se présentant sous forme d’EDO. Cette différence se justifie du fait que dans le

premier cas, le systéme se présente sous la forme

(20 o w

- z, I'état du systéme est une fonction, c’est & dire un objet vivant généralement dans un
certain espace vectoriel de dimension infinie,
- y est une fonction qui désigne la sortie du systéme ou ’observation

Dans le deuxiéme le systéme se présente sous la forme

(3ol iz

- X, I'état du systéme est représenté par un vecteur d’un certain R”, qu’on désigne par «un
pointy» du fait qu’il s’agisse d’un objet vivant dans un ensemble sur lequel fonctionne la
géométrie classique,

— ¥ est un vecteur d’un certain R?, et désigne 1’observation.

Cette différence s’étend dans les outils qu’on utilise pour aborder I’analyse de ces deux classes
de systémes suivant les divers aspects de la théorie du contréle.

Pour les systémes se présentant sous la forme d’EDP, les outils sont essentiellement fournis par
'analyse fonctionnelle, pendant que la géométrie est le principal pourvoyeur d’outils lorsqu’on
traite des systémes se présentant sous la forme d’EDO.

Les outils de I’analyse fonctionnelle, dans une certaine mesure présentent des rigidités qui peu-
vent avoir ’effet de masque sur les propriétés que 1’on obtient & 1’issue de ’étude des systémes
qui s’y rapportent. Dans la mise en ceuvre de la résolution numérique des EDP, on est amené a
considérer I’EDO obtenu par discrétisation.

La théorie du contrdle des systémes en dimension finie contient de trés importants résultats de
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régularité qu’on souhaiterait quelquefois obtenir lorsqu’on fait I’analyse des systémes en dimen-
sion infinie.

On se poserait alors la question de savoir si I’on ne peut pas analyser les systémes en dimension
infinie i.e. du type (1.1) en commengant par obtenir les propriétés des systémes en dimension
finie i.e. de type (1.2) obtenus de la discrétisation de cette premiere. Les propriétés des systémes
discrétisés qui sont issues du contréle des EDO pourront peut étre alors s’étendre dans une cer-
taine mesure au systéme nominal!

Une catégorie de problémes importants qui se posent en général en théorie du contréle et
auxquels nous nous intéressons dans cette partie de ce travail sont présentés par le schéma de

principe suivant

Etant donné un systéme «entrées-sorties» du type (1.1) et (1.2) :

u , y

- 5 "x=f(x,u) L 5
y=h(x)

FIG. 1.1 - systéme nominal

— > Chercher une loi de commande par retour d’état (ou feedback) pour stabiliser le systéme

en un point d’équilibre.

—> “x=f(x,u)

u(x) -

F1G. 1.2 - stabilisation par feedback

— > Observer le systéme, c’est-a-dire trouver un systéme dynamique (observateur) qui permet

de reconstruire toutes les variables d’état du systéme.

u
“x=f(x,u) y >

y=h(x)

A
X
Observateur ——

u

FiG. 1.3 — Observateur

—> Ftudier la stabilité du systéme avec une configuration d’observateur c’est-a-dire avec un

retour de sortie dynamique.



[ 'J.(=f(x,u)
+ y=h(x)

[ >

Observateur

u(x)

FIG. 1.4 — Régulateur par retour dynamique de sortie

Le travail que nous présentons dans cette partie consiste & appliquer le processus sous-tendu par
la question ci-dessus dans le cadre d’un exemple de systéme qui a déja été I’objet d’importants
travaux par des spécialistes de la théorie du contréle des EDP. Il s’agit du systéme constitué d’un
objet cylindrique surmonté d’une antenne flexible, en rotation autour de son axe de symétrie ;
le classique «body beam systemy.

L’objectif est de déterminer pour le systéme nominal qui est de type (1.1), une loi de stabilisation
de meilleure régularité pour ce systéme que ceux qui sont déja dans les travaux de la littérature
existante. Le modeéle d’état des formes discrétisées du systéme nominal sont des systémes d’EDO
du type (1.2) dont la littérature regorge d’outils permettant de les analyser. Dans cet exemple
nous établissons que les systémes discrétisés sont stabilisables globalement asymptotiquement en
ses états d’équilibres faisables par des lois de retour d’états statiques de classe C*. Notre ob Jectif
final est ensuite par passage & la limite d’espérer étendre cette propriété de C®—stabilisabilité au
systéme nominal qui est un systéme en dimension infinie. Le passage 4 la limite est assez délicat.
Ce travail est en cours. Nous établissons que les systémes discrétisés sont stabilisables par des
retours d’états dynamiques. On est tout de suite tenté de se demander si on pourrait aussi faire

de la régulation par retour d’état dynamique dans le systéme nominal ; c’est un probléme difficile.

Pour mener & bien ce travail, nous ’avons organisé de la maniére suivante.

Le chapitre 2 est consacré aux généralités.

Nous avons commencé dans une premiére partie par donner quelques résultats de la littérature
sur la stabilisation des EDOs. Nous faisons également des rappels des différentes notions d’ob-
servabilité pour les EDOs. En particulier le concepf d’observabilité pour les systémes linéaires
est global et ne dépend pas de ’entrée du systéme; il n’en est pas de méme pour les systémes
non linéaires. L’observabilité pour les systémes non linéaires dépend de I’entrée introduite et
aussi de la non linéarité du systéme.

Dans la deuxiéme section de ce méme chapitre, nous faisons une revue bibliographique sur les
techniques d’estimation que I’on rencontre dans la littérature. L’observateur d’un systéme du
type (1.1) ou (1.2), lorsque sa synthése est possible est décrite par un systéme qui admet pour
entrées les entrées et les sorties du systéme observé. Sa dynamique est généralement décrite par

un systéme d’équations du type :
x=g(%,y,u) (1.3)
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Nous présentons les différentes approches de construction d’un observateur pour les systémes

linéaires et pour des sytémes non linéaires.

Le chapitre 3 est consacré a la présentation de notre travail sur la stabilisation du satellite
cylindrique surmonté d’une antenne. Nous commengons par une section portant sur la construc-
tion du modeéle d’états d’un systéme discrétisé du systéme nominal. Le systéme discrétisé consiste
en un satellite surmonté d’une antenne constituée d’un certain nombres de tiges rigides soudées
bout 3 bout en articulations qu’on suppose flexibles. (c.f. figure 3.4 page 34).

Dans la section suivante, nous nous intéressons  la stabilisation par rétro-action statique. Nous
déterminons des lois de rétro-action de stabilisation des systémes discrétisés que nous avons
appelés (Z,). Il s’agit des lois de classe C*°. Nous entendons dans le futur nous servir des ob-
servations faites sur la forme que présente les divers systémes discrétisés, et la dépendance de
I’expression des lois de rétro—action de la valeur n-du rang de (¥,) parmi la suite des systémes
discrétisés pour obtenir une loi de rétro-action du systéme en dimension infinie de méme régu-
larité que celui des systémes discrétisés. Ce travail constitue une premiére étape.

Dans la troisiéme section, nous abordons la construction des observateurs pour les systémes
discrétisés i.e. les systémes (Z,). Cette section est préparatoire & la suivante. En effet dans la

quatriéme section, nous présentons la stabilisation par rétro-action dynamique des systémes

(Xn)-



Chapitre 2
Généralités

Nous rassemblons ici des rappels classiques d’Automatiques non linéaires. Le lecteur familier
avec ces notions peut passer directement au chapitre 3.

Nous avons organisé cette partie de notre mémoire autour du probléme suivant :

2.1 Formulation du Probléme

Soit un systéme dont 1’évolution peut étre décrite par le systéme d’équations différentielles

suivant :
z = X(2z)+w?*Y(2)

w = u (2.1)
(z; W)EM, uel

Ou M, une variété différentielle connexe de dimension impaire, est ’espace des états du systéme,
et U C R.’état du systéme & un instant ¢ quelconque est (z(t); w(t)). La dynamique du systéme
est décrite par le champ (X(z) + w?*Y(z); u) défini sur M On va noter pour la suite, lorsque la
concision est plus importante, F(z; w) = X(z) + w?Y(z). On suppose que la dérive du champ
X par rapport & z & lorigine (i.e. %(z) |z=0) est Hamiltonienne dissipative. Nous considérons

dans notre travail M = R?"*! pour un entier naturel n quelconque.

Le probléme que nous nous posons est de construire une loi de régulation dynamique du sys-
téme (2.1) en ses points d’équilibre.

Il s’agit d’un probléme de stabilisation, et d’observation des systémes guidés.

A cet effet, nous consacrons la suite de ce chapitre a la revue de la littérature relative aux outils

que nous utiliseront.

La stabilité consiste essentiellement & étudier le comportement du systéme au voisinage d’un
point d’équilibre de ce systéme.
L’étude de la stabilisation revient & trouver une loi de commande u qui permet de stabiliser le
systéme en un point d’équilibre.
Lorsque le systéme est linéaire, les premiers résultats significatifs sur la caractérisation des sys-

témes linéaires qui sont stables sont dts & E.J. Routh et A.Hurwitz. Nous donnerons ici le critére
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de stabilité de Hurwitz.

La condition suffisante de stabilité que nous allons utiliser la plupart du temps dans ce travail
est donnée par le théoréme de Lyapunov, et le théoréme de LaSalle. Nous citerons ces théorémes

dans la premiére partie de ce chapitre ; nous en donnerons un résultat inverse dit & Massera

A la fin de la premiére partie, nous donnons quelques résultats de la littérature sur la stabili-
sation des systémes controlés : le théoréme de Brockett [9] qui donne une condition nécessaire
et le théoréme de Jurdjevic-Quinn [22], ot les auteurs donnent des conditions suffisantes de
stabilisabilité pour une classe particuliére de systémes non linéaires, proches du systéme que
nous étudions. Précisons ici que les résultats de Jurdjevic-Quinn [22] ont été étendus depuis &

d’autres classes de systémes [19, 24, 37]

La deuxiéme partie de ce chapitre introduit les généralités relatives 4 1’observabilité des systémes.
En effet, réguler un systéme par un retour dynamique d’état nécessite que I'on utilise des outils
se rapportant & la stabilité statique du systéme, en relation avec ’observabilité.

Nous commencons par lebra,ppel des différentes notions d’observabilité. L’accent porte sur les
systémes non linéaires, pour lesquels ’observabilité dépend de la non linéarité et aussi des entrées
appliquées au systéme.

Nous verrons également que les approches d’étude varient selon que le systéme est & une seule

sortie ou a plusieurs sorties.

Ensuite nous donnons différentes méthodes de reconstruction des états du systéme.
Si on considére le systéme dynamique suivant

{5{ = X(x,u)
y = h(x)

Ot x € R™ et u € R™ représentent respectivement 1’état et ’entrée du systéme, y € R” est la

sortie du systéme ( et représente les observations)

Le >probléme de la reconstruction de 1’état consiste essentiellement & donner une estimation de
I’état du systéme & partir des observations. La solution & ce probléme est donnée généralement

(quand on sait le faire) par une équation du type :

% = F(k, u) (2.2)

Pour les systémes linéaires, lorsqu'ils sont du type

x = Ax+Bu
y = Cx

OuxeR™ ueR™etycR?
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la méthode présentée ici et qui sera généralisée & certains systémes non linéaires est celle de
Luenberger. Elle consiste en une recopie du systéme & laquelle on ajoute un terme correctif qui

est fonction de la sortie du systéme.

Lorsque le systéme linéaire est & temps variable, c’est-a-dire du type

{x = A(t)x+B(t)u(t)
y = C(t)x

C’est ’approche de Kalman étendue que nous allons présenter. Elle consiste en une extension

du filtre de Kalman pour les systémes dynamiques déterministes.

Pour les systémes non linéaires, nous donnons une classification prenant en compte quelques
méthodes de la littérature. Pour réaliser cette classification, nous nous sommes inspirés d’un
article des auteurs E.A. Misawa et J.K Hedrick [33] au quel nous ajoutons des methodes con-

temporaines [13, 14, 2].

—> Le premier groupe rassemble les méthodes dites de Linéarisation.

Le principe consiste soit & transformer le systéme en un autre, dont la partie non linéaire dépend
uniquement de la sortie, soit a le développer autour d’un point d’équilibre ou un ensemble de
points d’équilibres.

On peut alors appliquer les méthodes d’observations standard des systémes linéaires.

—> Le deuxiéme groupe concerne les méthodes dites a grand gain.

Introduite par Thau [45], plusieurs approches similaires [2, 3] sont développées de nos jours.
Que le gain soit fixe ou variable, le principe consiste & trouver un gain suffisamment large pour
«dominer» la partie non linéaire, lorsque le systéme est observable uniformement et de type

Lipschitz.

—> Le troisiéme groupe représente les méthodes dites & modes glissant [47]. Assez proche des
méthodes & grand gain, le but ici est de déterminer un gain qui permette de faire «glisser» Perreur

d’observation sur un hyperplan sur lequel l’erreur est linéaire et asymptotiquement stable.

—> Dans le dernier groupe, nous avons les méthodes numériques. Celle que nous présentons ici
[42], se base sur la minimisation d’un critére quadratique pour donner une estimation de ’état

courant du systéme.

2.2 Stabilité et stabilisation des systémes dynamiques

Dans cette partie, nous abordons les notions de stabilité et de stabilisation des systemes
dynamiques. Aprés avoir rappelé les différentes notions de stabilité, nous donnons les théorémes
généraux sur ce concept.

En ce qui concerne la stabilisation des systémes dynamiques, nous formulons le probléme et
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ensuite nous rappelons des conditions nécessaires et suffisantes pour stabiliser les systémes dy-

namiques.
Nous commencons par donner une définition de la notion de systéme dans la section suivante.

2.2.1 Notion de Systéme

Définition 2.1 Nous désignerons par systéme un quadruplet M, C, U, F ou
i) M est une variété différentiable de classe C*

i) C est lespace des controles

iii) U un espace de controles admissibles. Dans toute notre étude un contréle admissible sera une
application définie de [0,T] — R™

) F est une famille de champs de vecteurs sur M indezée par les contréles

Nous supposerons que C est un espace métrique et comme nous allons principalement nous
intéresser auz systémes «entrée-sorties, nous allons considérer de plus :

v) un espace de sortie E qui sera un espace vectoriel réel de dimension finie et une application
h : M —FE de classe C*

2.2.2 Notions de stabilité

Considérons le systéme dynamique

x = X(x)
{X(XO) . (2.3)

oll X € M est 'état du systéme et xo € M désigne un point d’équilibre du systéme ot I’on
souhaite caractériser la stabilité. (comme nous 1’avons déja précisé plus haut, nous considérons
dans la suite que M = R")

Nous notons dans toute cette section X;(x) la solution du systéme (2.3) & un instant ¢, telle que
Xo(x) = x.

Définition 2.2 (Stabilité) On dit que xo est un point d’équilibre stable si :
Ve>0, Ja>0; telque VXEM, |x—%o| < & = VE>0; || X:(x)—Xol < €
Autrement dit, si on part d’assez prés de Xo, on reste toujours aussi prés de Xo qu’on veut.

Définition 2.3 (attractivité) On dit que xo est attractif pour le systéme (2.3) s’il existe un

scalaire strictement posilif o tel que

Vx €M, |[x—xo|] < @, Xi(x) eziste pour tout t > 0, et tli)m X:i(x) = xo (attractivité local)
o0

St tlim X:(x) = xo Vx€R" on dit que Xo est globalement attractif
—»00
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Définition 2.4 (Asymptotique stabilité) On dit que xo est asymptotiquement stable s’il est
stable et attractif

Xo est globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement attractif

Définition 2.5 (Exponentielle stabilité) Si xo est un point d’équilibre asymptotiqguement

stable pour le systéme (2.3) et s’il existe deuz constantes positives K et \ telles que l'on ait :
IXe(x) = x0fl < Klx — %ol ™

pour tout x dans un voisinage de Xo et tout t > 0, alors on dira que le systéme (2.3) est

exponentiellement stable en xq

La stabilité des systémes linéaires a une caractérisation simple donnée par le critére de Hurwitz.

Considérons par exemple le systéme

{xz)) Y (24)

La matrice A est appelée la matrice du systéme (2.4)

Définition 2.6 On dit que A est une matrice de Hurwitz si et seulement si toutes ses valeurs

propres sont 4 partie réelle strictement négative.

Et un systéme linéaire est localement asymptotiquement stabilisable en I’origine si et seulement

si sa matrice est une matrice de Hurwitz.

Pour un systéme dynamique quelconque, le théoréme de Lyapunov donne une condition suffi-
sante de stabilité. Pour garder une certaine cohérence a I’ensemble de ce travail, nous donnons
une définition de la fonction dite de Lyapunov, que nous voulons différente d’une autre fonction
que nous définirons plus tard comme fonction de LaSalle. A cet effet, soit V un voisinage de xg,

Il s’énonce :

Définition 2.7 (Fonction de Lyapunov) Soit une fonction V. : V — R continue sur V,

admettant en tout point de V une dérivée de Dini. Si la fonction V satisfait les propriétés

1. V(xo) = 0 et V(x) > 0 six#Xo surV;

2.V(x) <0 VxeV
elle est appelée fonction de Lyapunov pour le systéme (2.3) au point d’équilibre x,.
Si de plus on a la propriété, V(x) < 0 Vx € V — {xo0}, alors la fonction V est dite fonction
de Lyapunov stricte pour le systéme (2.3) au point d’équilibre x,
Si par contre, on a la propriété V(x) <0 VYx € V—{xo}, alors la fonction V est dite fonction
de Lyapunov large pour le systéme (2.3) au point d’équilibre x,
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Theoréme 2.1 S’l existe une fonction de Lyapunov (large) V, définie sur un voisinage V du

point d’équilibre xo, alors Xo est un point d’équilibre stable pour le systéme (2.3)

Si de plus, il s’agit d’une fonction de Lyapunov stricte, alors le point d’équilibre xo est asymp-

totiquement stable pour le systéme (2.3)

Il est & noter que dans les défnitions et théoréme ci-dessus, suivant que V, le voisinage de xg est

restreint ou étendu a Iespace des états tout entier, il s’agit des définitions et résultats globaux

respectivement.

On a le théoréme inverse suivant, dd & Massera

Theoréme 2.2 (Massera) Si X est continue, el si Xo est un point d’équilibre asymptotique-
ment stable pour le systéme (2.3), alors le systéme (2.3) admet une fonction de Lyapunov stricte

qui est de classe C* dans un voisinage de Xo

D’apres ces théorémes, pour montrer qu’un point d’équilibre du systéme (2.3) est asymptotique-
ment stable, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov stricte. Les fonctions de Lyapunov

strictes sont assez difficiles & déterminer pour un systéme donné.

Cependant, il est moins difficile de trouver des fonctions de Lyapunov larges. Lorsque un sys-
teme tel que (2.3) admet une fonction de Lyapunov large, on a le résultat suivant qui permet de

conclure & ’asymptotique stabilité

Theoréme 2.3 (Principe d’invariance de Lasalle) Soit V une fonction de Lyapunov large,
de classe C*, pour le systéme (2.3) en xq. Alors toutes les trajectoires bornées pourt > 0 tendent
vers un ensemble 0, le plus grand ensemble invariant pour le systéme (2.3) contenu dans
E={xeR" /V(x) =10}

Si de plus V est propre ou radialement non bornée, ( i.e. | |l‘im V(x) = +o0), alors toutes les
x|{—+o0

trajectoires sont bornées pour ¢ > 0; il s’ensuit donc que toutes les trajectoires tendent vers (2.

Pour montrer que Xo est un point d’équilibre attractif, il suffit de montrer que Q! = {x0}.

Pour la suite de ce chapitre nous considérons xo = 0, I'origine de R™.

2.2.3 Stabilisation des systémes controlés

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme de la stabilisation par bouclage. Le
systéme étant soumis & un contrdle admissible, nous allons étudier ici le comportement du
systéme au voisinage d’un point d’équilibre.

Considérons le systéme dynamique dont ’évolution est décrite par le systéme d’équations

{ x = X(x,u) (2.5)

x€eR* ueld
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U désigne ’ensemble des contréles admissibles et X(0, 0) =0

Nous allons a travers cette section, rappeler les principaux résultats qui donnent des conditions
nécessaires et suffisantes pour trouver une loi de commande u(x) telle que ’origine soit un point
d’équilibre asymptotiquement stable pour le systéme (2.5), bouclé par le contréle u = u(x).

Cette loi de contréle sera appelée une rétro-action

Définition 2.8 (Stabilisabilité) On dit que le controle systéme (2.5) est stabilisable s’il existe

une loi de rétro—action u(x) au moins continue tel que le systéme bouclé :
x = X(x, u(x))
admette l'origine comme point d’équilibre asymptotiquement stable.

On suppose que ’EDO bouclée admet des solutions uniques.
Le probleme de stabilisation est déja totalement résolu pour les sytémes linéaires (i.e. ot X(x, u) =
Ax + Bu). On ne peut pas en dire de méme pour des systémes non linéaires. le Probleme qui

sous-tend ce travail est un probléme de stabilisation de systéme contolé non linéaire.

Définition 2.9 On appelle systéme linéarisé du systéme (2.5) & Uorigine, le systéme défini par

{ X = Ax + Bu 2.6

A=20,00 ¢ B= 20,0

Nous pouvons énoncer un premier résultat démontré par Brockett [9] et qui donne des conditions

nécessaires de stabilisabilité

Theoréme 2.4 Si le systéeme (2.5) admet une rétro-action stabilisatrice de classe C' dans un

voisinage de O alors :
i) —> Le systéme linéarisé n’admet pas de modes incontrélables associés & des valeurs propres

strictement positives.

) —> Il existe un voisinage N de O tel que pour tout £ € N, il existe un contréle ug(.) défini
sur [0, oo [ qui raméne le systéme de l’état x = £ ent = 0 & Pétat x = 0 lorsque t — +oo0.
Autrement dit, si x(t) est solution de x = X(x, u¢) vérifiant x(0) = ¢ alors

lim x(¢) = 0

t—o0

iii) —> Il existe un voisinage V de l’origine dans R™ tel que I’application

$:VxR" - R
(x,u) = X(x,u)

soit surjective
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Nous allons énoncer maintenant le théoréme de Jurdjevic Quinn, un des premiers résultats sig-
nificatifs qui donne une condition suffisante de stabilisation pour les systémes affines en contréle

et dont la dérive est linéaire et dissipative.

Theoréme 2.5 (Jurdjevic—Quinn [22]) Soit le systéme

x = X(x)+uY(x
(x) + uY(x) (2.7)
xeR*ueR
ot X(x) = Ax, avec A une matrice carrée d’ordre n avec n valeurs propres imaginaires dis-
tinctes.
St

{ad"Y(x),k €N} = R* VxeR"—{0}

alors le systeme (2.7) est globalement asymptotiquement stable pour la loi de rétro-action

u= — (x, Y(x))
Rappelons la définition suivante relative & ’opérateur ad du théoréme ci—dessus.

Définition 2.10 Soit un champ de vecteurs de classe C' X défini sur R™, soit une aplication
h R® — RP? de classe C*

La dérivée de Lie de la fonction h suivant le champ X est lapplication qu’on note
Lxh R™ — R?

définie pour tout Vx € R™ par :  Lxh(x) = g—i(x)X(x)
On a
Vx e R", LX'h(x) = Lx(L5%h(x)) VEEN

Définition 2.11 On définit sur l’ensemble de champs de vecteurs de classe C™ sur R™, ¥™(R")
Popérateur ad par :
ads : X"(R") — X" 1(R7)
Y —  adgY
Vx € R”, adkY(x) = [ad¥'Y, Y] (x), [adkY, Y](x)=X(x)
et adx¥Y(x)=[X, Y](x)=LxY(x)- LyX(x)

Le théoréme 2.5 ci-dessus a été depuis généralisé par d’autres auteurs, notamment dans [13, 37]

de la maniére suivante :

1 m € N, m = 00, ou m = w pour les champs analytiques
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Theoréme 2.6 Soit o
x = X(x)+ Z u' Y (x) (2.8)
=1
un systéme de classe C* défini sur R, avec X(0) =0
S’il existe une fonction de Lyapunov large V définie sur R™ pour le systéme (2.8) d’entrée nulle,

telle que ’ensemble
W={xeR"/LL'V(x)=LxLy:V(x)=0, VkEN, i=1,..., m}

est réduit & {0}
Alors
Le systéme (2.8) bouclé par les lois de rétro-action u'(x) = —LyiV(x) i =1, ..., m, est

globalement asymptotiquement stable a [’origine.

Ces résultats sont d’un grand impact dans notre travail ; c’est méme pour cette raison que nous
adoptons la définition suivante proposée dans [37], des systémes de type de Jurdjevic—Quinn,

ou en plus court les J—Q systémes.

Définition 2.12 On appellera un J-Q systéme tout contréle-sytéme de classe C*®, affine en

controle, verifiant le théoréme 2.6 ci~dessus

Tout autant, d’un grand impact sont les résultats portant sur la stabilisation des systémes avec

intégrateur [18, 43]. Il s’agit des systémes de la forme

x = X(x,y)
(x,¥) €ER™” ueR?

A cet effet, la notion de fonction de Lyapunov large est trés utile pour la stabilisation de tels
systémes.

Pour la stabilisation de ces systémes, il est d’usage de considérer le systéme

{)'c = X(x, v)

x€R* veR? (2.10)

qu’on appelle le systéme réduit du systéme (2.9)
On a les résultats obtenus dans les papiers [25, 41, 43] qui se résument en :

Theoréme 2.7 Si un systéme C* de type (2.10) est stabilisable en ’origine de R™ par une loi
de rétro-action de classe C*, alors le systéme (2.9) est stabilisable en 'origine de R™"*P par une

lot de rétro—action de classe C°.
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Ce résultat est aussi connu sous le nom de «backstepping».

Pour étudier la stabilité du systéme (2.9), on recourt aux outils de stabilisation du systéme réduit
(i.e. le systéme (2.10)) a savoir fonction de Lyapunov relative au systéme réduit(large souvent
pour les moindres difficultés & les trouver. . . ) et loi de rétro-action stabilisante du systéme réduit,
afin de construire des outils de stabilisation du systéme d’origine, i.e. le systéme (2.9). L’un des

outils de stabilisation répond & :

Définition 2.18 On dira qu’un systéme C*® de type (2.10) est un systéme de type LaSalle si il
eziste :
1. une fonction : k R® — RP de classe C" (r > 1) avec k(0) =0
2. une fonction scalaire V définie sur R", de classe C' définie positive et propre, telle que :
(a) elle soit fonction de Lyapunov large, pour le champs de vecteur Y définie sur R™ par
Y i xeR"— Y(x) = X(x, k(x)) (i.e. VX € R* LyV(x) <0)
(b) Le plus grand ensemble invariant pour le champ Y contenu dans ’ensemble
E = {x€R"/LyV(x)= 0} est réduit a l'origine de R"

dans ce qui suit on notera L—T systéme pour désigner les systémes de type LaSalle.

De [18], on a un résultat avec ce type de sytéme, qui est le suivant :

Theoréme 2.8 Si le systéeme (2.10) est un L—T systeme de loi de rétro—action stabilisatrice
k(x), alors, le systeme (2.9) est aussi un L—T systéme dont une loi de rétro—action stabilisante

est donnée par :
u(x; y) = -y + k(x) + dk(x).X(x, y) - G(x, y)T.VV(x) o (211)

avec

X(x, y) = X(x, k(x)) + G(z, y)-(y — k(x)) (2.12)

Dans notre utilisation de ce théoreme le choix que nous faisons de la matrice G est :
16X
G(x, y) = / o, ty + (1= k() (2.13)
0

Démonstration:

On suppose donc que le systéme (2.10) est un L-T systéme; donc, il existe deux fonctions &
et V satisfaisant les conditions 1) et 2) de la définition 2.13. Notons X(x) = X(x, k(x)), et
le plus grand ensemble invariant pour la dynamique du systéme de champ de vecteurs i(x),
contenu dans ’ensemble E = {x € R* / LxV(x) = 0}. Par hypothése, on a Q = {0}.

Z(xa y) = ( X(x, y) )

Sait

u(x, y)
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ou
u(x, ¥) = —y + k(x) + dk(x) - X(x, y) + Y(x, ¥)T - VV(x)
Z est le champs de vecteur du systéme (2.9) bouclé par la loi de rétro-action donnée par (2.11);

Soit la fonction
1
W (%, y) € R™ s Wik, ) = V(x) + 5lly - k(x|

W est une bonne fonction candidate de Lyapunov ; en effet, elle est de classe C! définie positive

et propre. Sa dérivée pour tout (x; y) € R™*?,

W(x, y) = LaW(x, y) = LxV(x) — |ly = k(x)|* < 0

Donc lorigine de R™*? est un point d’équilibre stable pour le systéme (2.9) bouclé par la loi de
réro—action (2.11) . Il faut pour en finir établir ’attractivité 1’origine pour le systéme.
Soit _
E = {(x;y) eR™ [ LzW(x, y) =0}
= {(x y) ER™? [ LxV(x) =0 ety = k(x)}

Notons ) le plus grand ensemble des points invariants du systéme (2.9) bouclé par la loi de
rétro-action donnée par (2.11), contenu dans E. Pour établir 'attractivité globale de ’origine,
il suffit d’établir que ) est réduit au singleton constitué de I’origine de R™*?. Soit (xo; yo) € Q.
Sur  la dynamique du systéme (2.9) bouclé par la loi de rétro-action donnée par (2.11) est

décrite par le champs de vecteur
zmmm=(””)
u(x)

avec

u(x) = dk(x) - X(x, y) + Y(x, y)T - VV(x)

Notons (x(t); y(t)) la solution du systéme correspondant d’état initial (Xo; yo). Puisque {) est
invariant pour le systéme de champs de vecteur Z, on a (x(2); y(¢)) €  pour tout ¢ > 0
On a y ~
5 (x(2)) = X(x(t))
d’ou x(t) = Xt(x) avec it() le flot du champ de vecteurs X définie sur R™.
Considérons 1’ensemble

M={xecR"/ (x; k(x)) € 0}

Soit %o € M, on a (%o; k(o)) € €, et (Xi(%o); () € Q; cela parce que { est invariant pour le
systéme de champs de vecteur Z, avec ¥(t) = k(X:(%o)). Ce qui montre que M est invariant pour
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le systéme de champ de vecteurs X. Or, M est ’ensemble des points invariants du systéme (2.10)
bouclé par la loi de rétro-action k(x) qui sont inclus dans I’ensemble

E={xeR*/ LgV(x)=0}. on a donc M = {0} d’ot Q= {(0; 0)} m]
Nous allons aborder maintenant la deuxiéme partie de ce chapitre; c’est-a-dire la reconstruc-
tion des états des systémes dynamiques. Mais avant de rappeler les différentes méthodes de
reconstruction, nous allons d’abord introduire le concept qui étudie la « faisabilité» de la recon-

struction, c’est-a-dire I’observabilité

2.3 Observabilité des systémes dynamiques

Considérons le systéme dynamique sur lequel on fait les bonnes hypothéses de régularité
décrit par :
x = X(x,u)
y = h(x) (2.14)
x€R" ueR™etyeR?

Dans cette section, nous allons adopter la notation suivante :

Lorsque x(t) = X¢(xo, u) désigne I’état du systéme & un instant ¢ pour un contrdle u , la sortie

sera notée :

y(t) = h(Xi(xo, 1)) = (0, u,t)

Définition 2.14 Deuz états xg et xy distincts du systéme (2.14) sont dits distinguables s’il

existe un contréle u et un temps t, t > 0 tels que :
U(XO’ u,t) 7é O'(Xl, uat)

Ce concept de distinguabilité permet de définir la notion d’observabilité.

Définition 2.15 Un systéme de type (2.14) est observable s’il n’eziste aucune paire d’états in-

distinguables.

Cette définition de ’observabilité est difficile & obtenir dans la pratique; on vérifie plus souvent
P’observabilité des systémes de facon locale.
Avant d’aborder la notion de systéme localement observable nous allons d’abord définir les entrées

universelles.

Définition 2.16 Une entrée u(.) est dite universelle pour le systéme (2.14) sur un intervalle
[0, T], avec T > 0 donné si elle distingue tout couple (X0, Xo) d’états initiauz du systéme (2.14)
tel que Xo # Xo.(i.e. ¥ Xo, X0 € R™ avec Xo # %o, At € [0, T tel que

U(XO’ u(')’ t) 7£ U(iOa u('), t))
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Définition 2.17 Le systéme (2.14) est dit uniformément observable sur un intervalle [0, T,
avec T > 0 donné si toute entrée admissible u(.) est une entrée universelle pour le systéme sur

Uintervalle de temps [0, T).

Définition 2.18 Une entrée u(.) est dite singuliére pour le systéme (2.14) si elle ne permet de

distinguer aucun couple d’états initiauz distincts du systéme (2.14).

Définition 2.19 Le systéme (2.14) est dit localement observable en xo s’il existe un voisinage

Vx, de Xo tel que tout état Xo, distinct de Xo, appartenant & Vy, est distinguable de x,

Une notion plus faible d’observabilité des systémes dynamiques est donnée par :

Définition 2.20 Le systéme (2.14) est dit localement faiblement observable en un point xq si
pour tout voisinage Vx, de Xy, il existe un voisinage f}'xo de xq contenu dans Vy, tel que l'ensemble
des états de (2.14) dans )A}'xo qui sont indistinguables de Xo pour toute trajectoire X¢(xo, u) ne

contient que Xo

2.3.1 Espace d’observation

Définition 2.21 L’espace d’observation notée O(h) relatif au systéeme (2.14) est le plus petit
sous espace vectoriel de l’espace des fonctlions scalaires défnies sur R™, contenant les observations
h; et fermé par la dérivation de Lie le long de tous les éléments de I’ensemble {X(., u), u € R™}

1.€.

Oh) = <{£xuk£xuk_l...[,xulh,-(x) /1<i<p; kZI;ul,...,ukER"‘}>2 (2.15)

Une autre définition de I’observabilité, qui utilise I’espace d’observation est donnée par :

Définition 2.22 Le systéme (2.14) est dit observable au sens du rang en xq si :

dim dO(h)(x9) = n
ot dO(h)(x0) = {d¥(x0), ¥ € O(h)}

Proposition 2.1 Si le systéme (2.14) est observable au sens du rang en xo, alors il est locale-

ment faiblement observable en xq

Cas particulier des systémes linéaires autonomes

Pour les systémes linéaires la notion d’observabilité est globale

2espace vectoriel engendré par I’ensemble entre les angles
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Considérons par exemple le systéme linéaire décrit par les équations :

x = Ax+Bu
y = Cx (2.16)
x€R?”, ueR™etye€cR?

On montre assez facilement que 1’espace d’observation dans ce cas est tel que en tout état Xo on
ait :

dO(xo) = S[CT (CA)T ... (CA™H)T|T (2.17)

Le systéme est observable si et seulement si la matrice suivante
M,ss = [CT (CA)T ... (CA™HT|T (2.18)

dite matrice d’observabilité du systéme (2.16) est de rang n
Pour les systémes linéaires ce critére de rang est connu sous le nom de critére de Kalman

d’observabilité.

Remarque 2.1 11 est d’usage lorsqu’on est dans une configuration d’observabilité de considérer

la paire (C, A) comme la description de tout systéme de type (2.16).

Remarque 2.2 Puisque la matrice d’observabilité (2.18) est constante et ne dépend pas de
I’état, dans ce cas si le systéme est observable en un point, il est observable en tout point.
Nous avons aussi les équivalences entre les propriétés suivantes :

1) —> le systéme linéaire (2.16) est observable,
2) —> le systéme linéaire (2. 16) est complétement faiblement observable,
3) —> le systéme linéaire (2.16) est uniformément observable,
4) —> le systéme linéaire (2.16) vérifie la condition du rang.

On dit alors que la paire de matrices (C, A) est observable.

Une autre caractérisation de 1’observabilité des systémes linéaires, connue sous le nom de critére

de Hautus pour 1’ observabilité, est la suivante
Proposition 2.2 Le systéme (2.16) est observable si et seulement si pour tout s € C, le rang

sI— A
C

de la matrice

est égal a n

Cas des systémes linéaires non autonomes
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Considérons & présent le systéme linéaire suivant

x = A(t)x
y = C(t)x (2.19)
x€eR* yeR?

Définition 2.23 Le systéme (2.19) est complétement observable sur un intervalle [0, T s’il est
observable & tout instant t € [0, T

Un objet mathématique permettant de caractériser les systémes complétement observables est

le grammien d’observabilité

Définition 2.24 On appelle grammien d’observabilité du systéme (2.19) la matrice suivante

t+T
W, t+T) = / &7(r, £)CT(r)C(r)®(r, t) dr
t
ot ®(.,.) est la solution du systéme :

+8(r,t) = A(n)®(r, 1)
®(t,t) = I

(2.20)

Proposition 2.3 Le systéme (2.19) est complétement observable s’il existe T > 0 et
to > 0 tels que le grammien d’observabilité correspondant, c’est-a-dire W (tq, to + T'), est une

matrice définie positive
Définition 2.25 S’il eziste T > 0, n > 0 etto > 0 tels que

Vt > t,, W(Ht+T) 29I >0
alors le systéme (2.19) est dit complétement uniformément observable

Pour un systéme linéaire de la forme :

x = A(t)x+B(t)u(t)
y() = C(t)x (2.21)
x€ER", ueR™ et y eR?

Le systéme homogéne associé est donné par le systéme (2.19).

On a la proposition suivante.

Proposition 2.4 Le systéme (2.21) est observable & Iinstant to si et seulement si le systéme

homogeéne associé, systéme (2.19) est observable a l'instant t,
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Proposition 2.5 Le systéme (2.21) est observable a 'instant to si et seulement si la sortie du
systéme homogéne associé, c’est-a-dire la sortie du systéme (2.19) soit y(t, Xo,t0), correspon-

dant & un état initial non nul n’est pas identiqguement nulle

2.3.2 Systémes non linéaires

Systéme affine en I’état

Ces systémes sont, en général, décrits par I’ensemble d’équations

x = A(u(t))x+ B(u(t))
y = C(u(t))x (2.22)
x€R” ety e R?

Le systéme homogene associé au systéme (2.22) s’écrit :
x = A(u(t))x
y = C(u(t))x (2.23)

x€R™ ety € R?

Grace 3 la linéarité des systémes affines par rapport & I’état on montre que le systéme (2.22) est

observable si et seulement si le systéme (2.23) est observable

Remarque 2.3 On considére les systémes affines en ’6tat comme une famille particuliére de

systémes linéaires temps variant indexée par ’espace fonctionnel des commandes.
On définit alors par analogie le grammien d’observabilité des systémes affines en 1'état, soit :
Définition 2.26 Le grammien d’observabilité pour le systéme (2.22) est donné par :
t+T
Wt t+T) = / ®T(7,1)CT(r)Co(r)Bu(r, 1) dr (2.24)
t

ot ®,(., .)est la solution du systéme :

{zd;q,u(ﬂ t) = AuBu(,1) (2.25)

®,(,1) =1

Proposition 2.6 Une entrée u(t) est universelle pour le systéme (2.22) s’il existe T > 0
et to > 0 , tels que pour tout t > to : Omin(Wau(t, t4+T)) > 0

Remarque 2.4 omin(W.(t, t+T)) est appelé Uindice d’universalité du systéme sur Uintervalle
de temps [t, t+T).
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En particulier s’il eviste T > 0 ;to > Oet o > 0 tels que pour toutt > to,

Omin(Wu(t, t +T)) > o alors lentrée u est dite réquliérement persistante

Systéme non linéaire uniformément observable
La propriété d’uniforme observabilité est relative & ’entrée du systéme. Les systémes considérés

ici sont les systémes non linéaires généraux; c’est & dire de la forme :

x(t) = X(x,u,t)
y(t) = hix, t) (2.26)
x€R", ueR™ et yeR?

Définition 2.27 Le systéeme (2.26) est dit uniformément observable si pour tout t > 1o, toute

entrée admissible u est universelle sur [to, t]

Nous allons donner une caractérisation de cette définition pour un type particulier de tels sys-

témes

Systémes non linéaires affine en contréle

Considérons le systéme non linéaires affine en contréles décrit par :

x = X(x)+u(t)Y(x)
y = h(x) (2.27)
xeR*", ueR et yeR

Nous avons la caractérisation suivante

Theoréme 2.9 ([3, 7]) Le systéme (2.27) est uniformément observable pour toute entrée si et

seulement si il eriste un difféomorphisme qui le transforme en :

() = O (2.28)

{x(t) = ):c(x)+u(t)?(x)

ot les fonctions X et Y sont définies de la facon suivante

(=)

T3 g1(z1)
X(x) = : Y(x) = gg(wi,:cz)
\ ¢(X) / g"(zl"") Tn)
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Remarque 2.5 La forme (2.28) donnée ci-dessus est appelée la forme canonique d’ observabilité

uniforme

Dans un cadre plus général, c’est & dire le cadre des systémes de la forme (2.26), lorsque p =1,

le théoréme suivant a été démontré par les auteurs Gauthier et Kupka [15]

Theoréme 2.10 ([15]) Si le systéme (2.26) est U-uniformément observable alors il exziste un

changement de variable qui le transforme en :

' ( 2 \ ( fi(u, 21, 22) \

T ' fa(u, 21, T2, T3)

:i:i . fi(u7 L1y .'17,‘+1) (2 29)

\j;n) \fn(u,zl,...,xn) }

) = fO(ua 1171)

O la fonction f est telle que :
V(u,x) ER™xR"? Vi e {0,...,n—1}
ofi
i (u, T1,..., Ziy1) # 0

8-’17i+1

2.4 Observateurs des systémes dynamiques

2.4.1 Introduction

La reconstruction des états des systémes dynamiques constitue une partie trés importante de
la théorie du contréle. Wiener en 1946, a été le pionnier de ’étude de ce probléme. Kalman en
1961 [23], a donné une solution dans le cas stochastique et plusieurs méthodes de reconstruction
d’états de systémes déterministes de nos jours sont une extension du filtre de Kalman
Luenberger [32] (1966) a donné une solution du probléme pour les systémes linéaires déter-
ministes. Cette solution est optimale et résout complétement le probléme de P’observation des

systémes linéaires.

Pour les systémes non linéaires, le probléme est plus complexe. Le probléme de ’observation va
dépendre de I’entrée du systéme, et de sa non linéarité. Plusieurs approches ont été développées
dans la littérature concernant ’observation de ces systémes. Nous n’introduisons pas de nouveaux

résultats dans ce chapitre mais nous nous appuyons sur ce qui existe dans la littérature [1, 3, 5,
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7, 8,21, 17, 20, 33, 30, 40, 44] pour présenter une revue bibliographique sur ’observation des

systémes dynamiques.

Nous traitons au début de cette partie, le cas des systémes linéaires. Ensuite pour les systémes
non linéaires, nous avons classé les différentes approches d’observation suivant qu’elles sont &

gain fixe ou & gain variable.

Le premier groupe concerne les méthodes qui linéarisent le systéme par une injection de la
sortie [16, 26]. Cette approche consiste a linéariser le systéme soit par une transformation non
linéaire (une approche globale), soit autour d’un point d’équilibre ou autour de I’ensemble des
points d’équilibres (approche locale) [1]. Les méthodes d’observations des systémes linéaires

peuvent étre alors adaptées aux cas des systémes non linéaires.

Dans le deuxiéme groupe, nous retrouvons les méthodes dites & grand gain. Cette approche que
lon retrouve trés souvent dans la littérature [3, 2] consiste dans un premier temps & transformer
le systéme, lorsqu’il est uniformément observable, sous une forme canonique composée d’une
partie linéaire et d’une partie non linéaire lipschtzienne. Le probléme de ’observation revient

alors & déterminer un gain suffisamment important pour dominer la non linéarité.

Le troisiéme groupe représente les méthodes d’observation & mode glissant. les auteurs [46, 47]
utilisent la méthode de grands gains d’observateur pour faire «glisser» ’erreur d’observation vers

un hyperplan sur lequel cette derniére est linéaire et exponentiellement stable

Dans le dernier groupe, les méthodes utilisées donnent une solution numérique au probléme
de reconstruction des états du systéme étudié. Certains auteurs minimisent un critére coft

quadratique pour trouver une estimation de 1’état courant sur un horizon temps fini.

2.4.2 Systémes linéaires

Cas des systémes autonomes
Pour ces systémes, ’approche proposée par Luenberger [31, 32] est simple et optimale. Aussi,

c’est cette approche que nous allons développer la plupart du temps dans notre travail.
Considérons le systéme (2.16)
x = Ax+Bu
y = Cx
xX€ER", ueR™ e¢ y € R?
On va supposer également que la paire de matrices (C, A) est détectable

La paire (C, A) étant détectable, on peut trouver une matrice K, de fagon que le spectre de la
matrice A — KC soit dans le demi-plan complexe gauche. Cette opération est appelée placement

de péles.
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Un observateur de type Luenberger pour ce systéme est décrit par 1’équation :

% = A%x+Bu(t)+K(y—Cx)
%o

(2.30)

X,

Cas des systémes non autonomes

Un placement de péle dans ce cas ne sert a rien dans la pratique puisque nous avons des matrices
qui varient dans le temps.

Une solution au probléme d’observation des systémes linéaires temps variant est donné par

’observateur de type Kalman étendu

Soit le systéme (2.21)
{ x = A(t)x+ B(t)u(t)
y = C(t)x

Theoréme 2.11 ([6]) Si le systéme (2.21) est complétement uniformément observable et si les

matrices A(t) et B(t) sont bornées alors le systéme :

% = A%+ B(t)u(t) + PCTH)R() ™ (y — C(H)%)
) T T g (2.31)
P = A(t)P+PAT(t)—PCT()R(t)'C(t)P + Q(¢)

est un observateur ezponentiel global pour le systéme (2.21) avec P(to) = Po une matrice

semi-définie. Les matrices R(t) et Q(t) sont des matrices bornées respectivement définies el

semi-définies positives qui sont choisies de fagon appropriée

systémes affines en 1’état

Considérons le systéme (2.22)
x = A(u)x+B(u)
y = Cu)x

Les auteurs Bornard et al [6] ont démontré la proposition :

Proposition 2.7 Toute entrée réguliérement persistante appliquée au systéme (2.22) engendre

un systéme linéaire temps variant complétement uniformément observable.
Le résultat suivant est démontré par les mémes auteurs [6]

Theoréme 2.12 Soit le systéeme (2.22) pour lequel la paire de matrices (C(u), A(u)) est unifor-
mément observables dans le domaine des entrées admissibles. Alors pour toute enirée réguliére-

ment persistante le systéme suivant :

% = A(w)k+B(u) +S7CT(u)(y - C(v)%)

S = —0S— AT(u)S —SA(u)+ CT(u)Q(t)C(u) (2.32)
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avec S(tp) = So >20;Q > 0 est un observateur exponentiel pour les systéme (2.22)

Démonstration:

Considérons ’erreur d’observation e(t) = %(t) — x(¢) et la fonction de Lyapounov
V(t) = e(t)"S(t)e(t).

On a

é(t) = (A(u(t)) — STH(t)CT (u(t))QC(u(t))e(t)

d
on trouve alors pour EZV(t) :

%V(t) = —0e’(t)S(t)e(t) — e (t)C™ (u(t))QC(u(t))e(t)

La matrice CT(u(t))QC(u(t)) étant non négative on peut écrire que :
d T
Iv(t) < ~0e"(BS(Delr)

soit
—V < =0V

Les entrées étant réguliérement persistantes
VO > 0; 3t > 030 > 0;Vt > 1, S(t) > ol

Ainsi donc, pour t > 5 |le(®)|* < @exp(——at) ]

Remarque 2.6 Cette démonstration est encore valable pour prouver la convergence de 1’obser-

vateur dans le cas des systémes linéaires non autonomes

2.4.3 Systémes non linéaires

Methodes linéarisant ’erreur d’observation
Nous présentons dans cette section les méthodes qui utilisent une linéarisation de I’erreur d’ob-
servation pour adapter les méthodes d’observations des systémes linéaires aux cas non linéaires.
Le principe de ces méthodes introduites par Bestle et Zeitz [4] est le suivant. En considérant le
systéme (2.14)
{ x = X(x,u)
y = h(x)
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on cherche a trouver une transformation non linéaire Ty telle que
x = Tu(2z)

assure ’equivalence entre le systéme (2.14) et le systéme (2.33) suivant

(2.33)

z = Az + ®(y,u)
y = Cz

oti les matrices A et C ont les formes respectives suivantes

(00 -~ 0 0)
10 -- 0 0

A=]l010 -0 C=(0,0--,01)

\0 0 -~ 1 0/
Une fois la transformation obtenue, la détectabilité de la paire (C, A) suffit pour la conver-

gence de 1'observateur de type Luenberger pour le systéme (2.33) qui est dans ce cas décrit par

I’équations :

=A%z + ®(y,u) +K(y — C3)

ot K est une matrice de palcement de pole relative a la détectabilité de la paire de matrices
(C, A).

Le systéme (2.33) est le systéme linéarisé du systéme (2.14).
Avant de donner les conditions suffisantes qui permettent d’obtenir la transformation désirée,
nous introduisons les notations :

Pour une fonction C® h, on appelle indice d’observabilité de la fonction £, le plus petit p-uplet
(B, p2 s -+ Hp) tel que:

p
Zp; = netdim[({ﬁgch(x) 5 =0,...,0-1;i€Ll,...p})] =n pour tout x
=1

Les auteurs Walcott, Corless, et Zac [46] ont montré que les conditions suivantes sont suffisantes

pour que la transformation T, existe.
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[ £%(dh)(x) | 0

LL(dh)(x) 0
3@ | D) =

| £ (dh)(x) |

Les auteurs Krener et Respondek [27] ont étendu cette condition au cas ou le systéme est multi-

sortie. Leur résultat est donné par le théoréme :

Theoréme 2.13 Considérons le systéme (2.14) que nous rappelons

{x = X(x, u)
y = h(x)

Sotent Y'(£), Y?(¢), ..., YP(€) des champs de vecteurs définis par :

0 si 0<I<k-1
& si 1l =k—-1

Lyvi L5 (y') = {

ol
5{ désigne le symbole de Kronecker, k; désigne lindice d’observabilité etl = 0, ... , k;— 1

Le changement de coordonnées x = T(z) eziste si et seulement si
lad 5 Y', ad Y] = 0
pourtouti,j =1, ..., p;bk=0,...,kk—1etl =0,,...,k-1

Depuis, plusieurs autres chercheurs ont développé des extensions de ces méthodes. On peut citer
les travaux de Reboulet et Champetier [38] ou les auteurs ont développé une méthode consistant
3 linéariser le systéme au voisinage d’un point d’équilibre. On peut également citer la méthode
de linéarisation étendue; cette méthode développée par Bauman et Rugh [1] consiste & corriger
la dynamique de ’observateur par une fonction non linéaire déterminée de fagon que les valeurs

propres du systéme linéarisé tangent de 1’erreur d’observation restent invariantes.

Observateurs de type Kalman étendu
Dans cette partie nous allons présenter essentiellement ’approche de Reif et al [21]. Comme
dans le cas linéaire temps variant, Les auteurs Reif et al utilisent la solution d’une équation de

Riccati pour construire le gain de 1’observateur

Considérons le systéme non linéaire (2.14)

{5{ = X(x, u)
y = h(x)
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Les application X : R* x R™ — R" et h: R* — RP sont suposées au moins de classes C?

Le systéme (2.34) suivant a été proposé comme observateur

% = X(k, u)+PH®X)TR(y — k(X)) (230
P = (F(% u)+al)P +P(FT(%, u)+al) - PHT(X)P + Q '
avec 9 o
F(x,u) = 2—(x,u) et H(x) = =-(x)
a>0etQ > ul, > 0, R > rI, > 0sont des matrices constantes de pondération
Notons e ’erreur d’observation on a alors :
e =x—% = é=%—%
Puisqu’on a supposé X et h de classe C! on peut écrire :
X(x, u) — X(k%, u) = F(% u)e+ ®(x, X, u)
h(x) —h(X) = H(X)e+x(x,e)
Theoréme 2.14 Considérons le systéme (2.14). Si on a :
i) il existe un réel positif h tel que |[H(X)| < h
ii) il existe des réels positifs €e , €x , K&, Kx > 0 tels que :
{ [®(x, %, )| < sallx—%| avee |Ix—%| < s (2.35)
Ix(x, el < mxlix—%ll  avee [x—%] < e '
i1i) La solution de I’équation de Riccati vérifie
p<P<p avec P, P deuz matrice définies positives

alors le systéme (2.34) est un observateur ezponentiel local pour le systéme (2.14)

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les principaux résultats que I’on trouve dans la littéra-
ture sur la stabilisation et 1’observation des systémes dynamiques. Plusieurs des résultats que

nous avons cité ne nous servent pas dans notre travail ; cependant il est utile de mentionner leur

existence dans la littérature.



Chapitre 3

Stabilisation d’un objet cylindrique

surmonté d’une antenne flexible

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons 1’objet qui sous—tend toute la premiére partie de notre thése.

Il nous a été donné de considérer le probléme de la stabilisation d’un objet cylindrique, surmonté
d’une antenne flexible, le classique « Body Beam», suivant une approche différente de la maniére
dont ce probléme est souvent considéré. La stabilisation d’un objet cylindrique surmonté d’une
antenne flexible a déja fait ’objet d’un grand nombre de travaux, et la littérature contient
beaucoup de résutats s’y rapportant ( par exemple [10, 11, 28, 34, 35, 36] pour ne citer que
ceux 13). Dans tous ces travaux, I’approche est pratiquement toujours la méme; Le systéme est

modélisé suivant un systéme hybride EDO-EDP,

2 4

0Tt e, 1)+ BIS a(@, )+ p B oo(z, 1) = pe(t)ula, 1) (3.1)

u&ﬂ=§%&ﬂ a(Lt) a3@t)o

Z{MN&+p/L%%ﬂd@}=Nﬂ (3.2)

dans lequel, L est la longueur de ’antenne, p sa masse linéique, ET est sa raideur linéique,
w(t) = 6(t) est la vitesse angulaire du systéme & un instant ¢, I; est le moment d’inertie du
cylindre, u(z, t) et le déplacement de ’antenne dans le plan de rotation de ’antenne a un

instant ¢ relativement & la variable z, B % est le terme de frottement, et I'(t) est le couple de

rappel appliqué sur le cylindre.

Les techniques utilisées dans la stabilisation sont basées sur la théorie des semi-groupes d’opéra-

teurs non bornées, la loi de rétro—action stabilisatrice du systéme n’étant pas systématique.

Nous nous proposons de considérer le méme probléme avec une approche différente. Dans notre
modélisation I’antenne est considérée comme la position limite d’une suite de représentations

discrétes d’elle méme, comme ’on peut le voir sur les figures 3.1 et 3.2.
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Notre approche consiste 4 obtenir pour tout n € N\ {0} la stabilisation du systéme avec la forme

discréte de I’antenne correspondant, que nous appelons alors Z,,.

Le modéle d’état de chaque systéme ¥, que nous appelons alors (X,) est un systéme d’EDOs
non linéaires défini sur des variétés de dimension 2n + 1 repectivement. Pour arriver & obtenir

une telle modélisation, nous faisons ’hypothése suivante sur la stucture matérielle de ’antenne.

On suppose que l’antenne est réduite & une ligne abstraite de méme masse et longueur que

’antenne réelle, et que la masse est également répartie sur toute la longueur de I’antenne.

Avec cette hypothése, I’antenne flexible de longueur L et de masse M peut étre approximée par
un montage constitué d’un certain nombre n > 1 de bouts de tiges rigides de méme longueur,
I, = =, et de méme masse, m, = — soudés bout & bout dans des articulations élastiques, toute

de méme constante de flexibilité r,,.

Le systéme X, qui est ’approximation d’ordre n du systéme original ¥ est constitué de I’objet
cylindrique surmonté en son centre par la nouvelle antenne, la n-approximation de ’antenne

d’origine.

T

w

F1G. 3.1 — Le systéme & F1G. 3.2 — le systéme X, pour n=4

L’idée est alors d’étudier la stabilisation des systémes X, pour les n € N\ {0}. et de constituer
la suite des lois de commande de stabilisation correspondants.

Nous constituons la suite des lois de rétro-action de classe C* de stabilisation correspondant a
la suite des systémes ¥,. Nous présentons ensuite aprés avoir construit des observateurs pour

les systémes (X,), la stabilisation par retour d’états dynamique de ces derniers systémes.

Nous organisons le chapitre de la maniére suivante :
Dans la section 3.2, nous présentons la modélisation du sytéme X,,. notre modélisation est basée

sur le formalisme Lagrangien de la mécanique. Le modéle d’état que nous obtenons est un systéme
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d’équations différentielles de la forme

z = X(z)+w?Y(2z)
w = u (3.3)
(z; w)eM, uetveld

ot M est un sous ensemble de R?**! et X est un champ de vecteurs Hamiltonien dissipatif. les
champs de vecteurs X, et Y sont précisés & l’issue de la modélisation.

Dans la section 3.3, nous présentons la stabilisation par rétro-action statique d’état du sys-
téme (3.3) obtenu de la modélisation. Nous envisageons de stabiliser le satellite par une rétro-
action dynamique d’état. Il est nécessaire a cet effet de disposer d’un observateur. Nous con-
sacrons la section 3.4 & construire un observateur pour le systéme (3.3). Cette entreprise passe
par différentes étapes. Il faut choisir un systéme entrée—sortie adéquat a partir du systéme (3.3)
qui soit observable pour toute entrée, ensuite construire I'observateur du systéme (3.3) corre-
spondant. Dans la section 3.5, nous utilisons les lois de rétro-action statiques obtenues dans
la section 3.3 pour montrer la stabilisation au moyen des observateurs construits dans la sec-
tion 3.4 ce qui est connu comme la stabilisation du systéme par rétro-action dynamique, ou

encore principe de séparation.

3.2 Modélisation

Nous partons des hypothéses spécifiées dans la section précédente.

Nous supposons que la masse du k%™ élément, segment rigide du bras articulé est concentrée
A son articulation avec le k + 1%™¢ élément, contrairement & I’approche qui consisterait a la
considérer concentrée a son centre de masse. Cette approche est consistante, du moment ou le
centre de masse de chacun des éléments du bras articulé se confond avec son articulation lorsque

le nombre de tige tend vers D’infini.

En rotation autour de ’axe du disque, ’antenne, que ce soit dans le cas des systémes X,,, ou du

systéme 3, sous la charge de son poids, et des forces centrifuges subit une déformation.

La figure 3.3 donne une perception du systéme X, suivant 1’approche telle que décrite ci—dessus,

pour n = 4.

On se met dans le cas ot la rotation du systéme autour de ’axe du disque produit une déformation
plane de I’antenne par rapport & la verticale du disque; cette situation se produit lorsque les
artculations élastiques sont planaires. La figure 3.4 donne une perception du systéme X, dans

son mouvement de rotation, & un instant donné, pour n = 4

Pour raison de commodité, nous considérons le systéme X,,, comme constitué de n + 1 parties,

indexés de 0 & n, dont la 0™ partie est le disque, et les n autres sont les divers éléments
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d’antennes rigides, chacun indexé par sa position dans I’assemblage a partir du disque, jusqu’a
Pextrémité libre. Puisque le nombre n est fixé, nous en ferons abstraction dans I’écriture des

parameétres du systéme.

Notons o, I’angle de déviation du k**™¢ élément du bras articulé avec I’axe du disque sous 1effet

de la déformation ; on a nécessairement oo = 0

Notons & la position de la k*®™¢ articulation dans 1’espace; & est alors le point d’encrage de
P P g

Pantenne sur le disque. On se place dans le repére affine, d’origine £ ; on a
k-1

€k=2(§i+1—€i),k=l,...,n

1=0
Considérons P’espace affine rapporté & la base orthonormée de R? en coordonnées cylindriques

(€, €p, €;); Il vient, pour lesk =1, ..., n

K K
&=1 [(Z cos 0;) g + (Z sin ai) é‘,]

a
| a
t
I %
| Y
1 [+ ] >
—_ =
w
Fi1G. 3.3 — Le systéme X4 FiG. 3.4 — Le systéme 4 & un instant donné

La dynamique du systéme est entiérement décrite par les lois de conservation d’énergie du
systéme.
Soit & cet effet £ le Lagrangien du systéme X,;0ona £ =T —U, ou T et U sont respectivement

les énergies cinétique et potentielle du systéme X,. Venant a la considération faite plus haut
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dans la description, nous écrivons

Tk, et Uy étant respectivement 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du k**™¢ constituant du
systéme X,,.

Nous écrivons d’abord ci—dessous les énergies cinétique et potentielle du systémes X,,.

Expression de I’énergie cinétique du systéme X,
Ona:Tp= %Idéz ol I est le moment d’inertie de ’objet cylindrique que ’on peut supposer
massique et de masse suffisamment importante par rapport & la masse de ’antenne.

1 .
Pour k=1,2,...,n, T = §m||£k“2

On a \ . \
fk =1 [(— Z 0; sin a,-) €, + (Z sin a;) e, + (Z 0; cos 0',-) é',.J !
=1 =1 i=1

et

k 2 k 2 k 2
Iz = (ansinm> + 6" (ZSinm) +(Z&,-cosa,-)
=1 i=1 )

=1

k 2
= [? Za +2 Z ;6 cos(o. —0,)+02 (Zsinm)

i=1,i<g i=1

Etant donné que ’antenne subit une déformation élastique pendant la rotation du systéme ¥,
et donc aussi du systéme X, on suppose que les angles 0;,7 =1, 2, ..., n sont assez petits pour
qu’on puisse faire les approximations : sino; = a;, et coso; = cos(a, —0;) &~ 1, 1et j variant de

1 4 n. Nous con31derons dans la suite les approx1mat10ns que :

&l = 2 Za +2 Z 6:6 + 0 (Za,)

l_l 1=1,i<j

Il s’ensuit

- | () (£-)

Posons

ag, i Ok, n—k
Ak = 3
On—k,k On—k n—i

la matrice carrée réelle d’ordre n écrite comme matrice de bloc, dans laquelle, a; x, est la matrice

1Puisque n est fixé nous en faisons abstraction dans I’écriture des paramétres; i.e. mp = m et I, = |



36 Stabilisation d’un objet cylindrique surmonté d’une antenne flexible

carrée d’ordre k, avec tous les ccefficients égaux a 1, et 0y, , est la matrice nulle de & p lignes, et

g colonnes.

Posons, s le vecteur colonne s = (01; 03; ...; 0n); il vient,

Ty = %mﬂ (WP (Ars , )+ (Aws , 8))
T = T0+ZT’€

= —Idw +sz12 (W (Axs , 8)+ (Ass , 8))
k=1

bl { () {(E0) )]

Posons A = E A} ; énergie cinétique du systéme est donnée par :
k=1

= %Idw2 + %mﬁ (w2 <KS ) S> + <A\é ’ s>>

ot A est la matrice carrée d’ordre n donnée par :

( n n—1n-2 ... n—3 ... 1\
n—1 n—-1n-2 ... n—3 ... 1
n—2 n—2 n—-2 ... n—3 ... 1
K= . . . . .
n—j n—j n—3 ... n—j3 ... 1

\ 1 1 1 .. 1 ..1)

Expression de I’énergie potentielle du systéme X,

Soit r la constante de flexibilité; on a

pour k=0, Up=0

1
etpourk=1,2,...,n, Uy = 57'(07; — 0%-1)?;

considérons pour k = 2, ..., n, les matrices carrées d’ordre n B, définies comme il suit :

Or—2,k—2 Ok—2,2  Or—2,n—k

1 -1 1 0y n-
Bi=| 0342 02, n—k et B, = tnet
1 1 0n—l,l On—l,n—l

On—kk—2 On_k2  Onek,n—k
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On a,

1
Up = 5" (Bis , s);

n

en posant B= (Z Bk) , on a ’expression de I’énergie potentielle :

k=1
. 1 . 1 /=
U = Uo+kz_;Uk= §r<(kZ_;Bk)s , s> —§r<Bs , s>
avec B la matrice carrée d’ordre n donnée par :
[ 2 -1 0 0 0)
-1 2 -1 0 0
~ 0 -1 2 0 0
B=
0 0 0 2 -1
\ 0 0 0 -1 1)

Il vient le Lagrangien du systéme X, sous une forme «compacte»,

L= %Idwz + %mﬂ (w2 <Ks , s> + <Ks , s>) _ %r <1§s , s> (3.4)

On peut noter dés & présent que pour toute valeur de n non nulle, A et B apparaissant dans
I'expression (3.4) ci-dessus, sont des matrices carrées d’ordre n, symétriques, définies positives,
la premiére, comme somme de matrices symétriques positives, dont 1'une est définie positive, et

la deuxiéme, comme matrice de déterminant non nul, somme de matrices symétriques positives.

On note également que le systéme ¥, présente n + 1 dégrés de libertés; les n premiers sont
les angles d’inclinaison des diverses tiges constituant le bras articulé par rapport & la normale
de 'objet cylindrique, qui sont les composantes du vecteur colonne s, et le n 4 1%™¢, § est la

position & un instant donné du plan de déviation par rapport a l’axe des X.

L’équation de conservation d’énergie du systéme X, s’exprime par les équations de Euler—
Lagrange; & ce point, on fait le bilan des diverses actions externes qui peuvent agir sur le
systéme. Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons au cas o ’évolution du systéme ¥
n’est soumis & aucun frottement, et dont la seule action externe au systéme est un couple de
forces qu’on applique sur 1’objet cylindrique dans le but de le mettre en rotation autour de son

axe. C’est le cas le plus difficile de stabilisation [11].

Ces considérations faites sur les systémes X,, le formalisme de Euler-Lagrange correspondant

s’écrit :
4oL oL _
dtds ds
doL or (3.5)

ditow o0 ~ 9
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ot g est I'intensité du couple de forces qu’on applique au disque.

Un calcul simple nous permet d’obtenir du systéme d’équations (3.5) :
mi?As — ml?w?As + ri*Bs =0

(Id+ml2 <Ks , s>)d.z+2wmlz <Ké , s> = g

A présent, nous considérons les matrices A = 2A et B = [-2B, le vecteur colonne x =
(uy; ug; ...; ug) avec pour tout 4, 0 < ¢ < nowu = lo; P’approximation de la projection de
¢; la position de la ™ tige du bras articulé sur P’axe (&0, €). Soit p et EI = rl les masse

linéique, et constante de flexibilité linéaire du bras articulé,

on a:
pAls — pw®Als + EIBIs =0
(Is + pl(Als , Is))w+2wpl (Al , Is) = ¢
1.e. R
pAx — pw?Ax + EIBx = 0

(Id+pl <Kx , x>)d:+2wpl<x)'c , x> =g
Puisque la matrice A est définie positive, on a pour tout x € R”, I3+ pl <Kx , x> # 0; il vient
pk = wlpx— EIA™'Bx
g—2wp <Kx , x>
I;+p <Kx , x>

Posons y = X, il s’ensuit le modéle d’é¢tat du systéme X, que nous notons (Zn),

r x = y
y = wx—ZABx
(Zn) ' g — 2wpl <Kx , x>
w =
k Li+pl <Kx : x>

que I’on peut écrire de maniére plus «compacte,
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z = H(w?)z
(Zn) g — 2wpl <Kx , x>
I+ pl <Kx , x>

avec H(w?) la matrice carrée d’ordre 2n écrite sous forme de matrice blocs donnée par :

H() 0 I, 0 I, o 00
w’) = = w
w2ln-%A-1B 0 —%A-IB 0 I, o

I,, est la matrice carrée identité d’ordre n, et z, le vecteur colonne i 2n composantes, dont les
n premiéres sont les composantes du vecteur colonne x, et les n suivantes, les composantes du

vecteur colonne y ; nous le notons z = (x; y)?
n
L’espace des états du systéme (X,) est M = (H] — &k, ek[) xR otilesey, k=1,...,n
k=1

sont des réels positifs de petites valeurs.

Le systéme (X,) se présente comme une cascade de deux sous-systémes; en amont, on a le

systéme intégrateur
g — 2wpl <A)°c , x>
w= ~—
I; + pl <Ax , x>

et en aval, le systéme

z = H(w?)z
qui est linéaire affine en I’état. Nous considérons a cet effet le systéme (X,) dans un premier
temps dans I’espace d’état étendu & R?"+1,

g — 2wpl <Kx , X
> , fonction de x et de w.

L’entrée du systéme (X,) est la fonction u =

Id+pl<Kx, x

On considérera ’espace des états M = R?"t! D’espace d’état réel étant un sous ensemble non

vide de ce dernier, ceci afin d’utiliser les propriétés d’espace vectoriel inhérentes au systéme (X,).

Nous noterons quelques fois la matrice H(v) par :

H(v) = Q+ ¥ (3.6)

Ceci termine la phase de modélisation du systéme X,. Nous allons dans les sections suivantes
effectuer la stabilisation de ce systéme.

2notatin matlab; le point virgule «;» lorsqu’il s’agit d’un vecteur colonne. ..
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3.3 Stabilisation par rétro—action statique

Dans cette section, nous faisons I’étude de la stabilisabilité du systéme (Z,) obtenu dans la

phase de modélisation. On a I’écriture suivante du systéme (Zn) :

z = Qz+w'Pz
(Zn) w = u
(z; w) € R e L™
Cette section est organisé de la maniére suivante; nous commengons par déterminer les points
d’équilibre du systéme (E,,), puis ensuite, nous déterminons parmi ces équilibres, ceux en lesquels
le systéme est stabilisable, en méme temps qu’une loi de rétro—action stabilisation correspon-

dante.
Il s’agit d’un systéme avec intégrateur. La difficulté provient du fait que le systéme réduit

% = 2z + w?* WPz est & controles positifs.

3.3.1 Les équilibres du systéme (Z,)

Proposition 3.1 Un point (z; w) € R?™*! est un point d’équilibre du systéme (3,) s’il est de la
forme (z; w) = (0; w) ot w € R, ou encore de la forme (z; w) = (x; 0; w), avec w?, valeur propre
de la matrice E7I-A‘1B , et x la matrice des composants d’un vecteur propre de l’endomorphisme

de R?™ dont %A"IB est la matrice relativement & la base canonique de R?".

Démonstration:

Soit (z; w) € R?"! un point d’équilibre du systéme (X,); on a:

Qz+ w0z = 0
w =0
ce qui est équivalent & :
(W?l, — EPLA‘IB)X =0

y=0
weR
donc,
x=0 x € E%LA-IB(wz)
y=0 ou y=0
weR w? € Sp(ELA™'B)

Dans I’expression ci—dessus, S p(%A‘lB) est I’ensemble des valeurs propres de la matrice %A‘IB,
et Ep1 5-1p(w?) est le sous espace vectoriel propre de R2" associé 3 w? € S p(EplA‘lB), de ’en-
P

domorphisme dont la matrice relativement & la base canonique de R?" est %A"IB. O
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3.3.2 Stabilisabilité du systéme (¥,)

Nous commengons notre étude par envisager la stabilisabilité du systéme (X,) en un de ses
équilibres quelconques de la forme (0; wp) € R?"*! avec | wp |< w, w, une valeur critique réelle
strictement positive que nous préciserons; a cet effet, nous considérons le systéme (25)s, obtenu
en effectuant la translation de 1’équilibre du systéme (Z,) en l'origine de I’espace des états. Le

systéme (X,), est donc :

w = u

(=) {z = Qz+ w¥z + w(w + 2w, Pz

w = u

(), {z = Q2+ (w(w + 2w)) Tz

avec €2, la matrice carrée d’ordre 2n :

0 I
Q,; =
g (wgl—%lA-lB o)

Il est donc question de traiter de la stabilisabilité du systéme (3,,), 4 ’origine de I’espace des états

R?"*1 et d’en déduire par la translation inverse la stabilisabilité du systéme (X,) en 1’équilibre.

Stabilisabilité du systéme (Z,); en 'origine

Les outils que nous entendons utiliser pour ’étude de la stabilisabilité du systéme (X,), en
origine de son espace d’état exigent que la matrice A~'B soit symétrique. Ce qui n’est pas le
cas. Nous commengons donc par construire un systéme équivalent au systéme (2, ), o ne se
pose pas ce probléme. Nous appelons ce nouveau systéme (X’,),. Nous étudions la stabilisabilité
du systéme (¥’,), au point d’équilibre correspondant, et nous en déduisons la propriété de

stabilisabilité du systéme (X,), ensuite. On a la proposition suivante.

Proposition 3.2 Le systéme (L,), est équivalent au systéme (¥7,), suivant :

u

w

0 I
3, =
g (wgl—%lA 0)

A est une matrice diagonale dont les termes diagonauz sont les valeurs propres de la matrice

(Z%)s { 2 = (‘I’wz + (w(w + 2wo))‘1’) z

avec



42 Stabilisation d’un objet cylindrique surmonté d’une antenne flezible

A~1B, qui sont des nombres réels strictement positifs.

Nous noterons quelque fois pour raison de concision ng(l/) =&, + v

Démonstration:

A et B sont des matrices carrées d’ordre n symétriques, définies positives. On peut écrire la
décomposition de Choleski de la matrice B par : B = LLT, ot L est une matrice triangulaire
inférieure. Soit D = L~'AL-T. La matrice D est une matrice carrée symétrique définie positive
au méme titre que la matrice A. On peut écrire la décomposition en valeurs singuliéres de la
matrice D par : D = QTA™!Q, la paire de matrices (Q, A) étant unique (3 une permutation
prés). (le choix d’écrire A™! est une question de commodité; il s’agit d’une matrice & termes
diagonaux strictement positifs)

Notons dés & présent que les diverses valeurs singuliéres de la matrice D qui sont aussi celles de
la matrice A sont les termes diagonaux de la matrice diagonale A~'. les matrices Alet B1A
sont semblables; en effet, D = LTB-'AL-T, et donc A™' = ET'B'AE, avec E = L-TQT.
Donc A = E7'A'BE

On a également

ETAE = QL'ALTQT = QDQ" = A™!

et
ETBE = QL'LLTL-TQ" =1

Soit la matrice F = E 0 .Ona
0 E

0 I
F'H_(V)F = ( (w(z,l— %A) 4l 0 ) = Gz(v) (3.7

La transformation linéaire de R2"+! dont la projection sur 'espace R?*" des 2n premiéres com-
posantes est de matrice relativement a la base canonique F et qui laisse invariant la 2n + 1%me

composante assume le changement de variable. ce qui termine la démonstration o

Nous allons aborder 1’étude de la stabilisabilité de (X’,), de la maniére classique. Il s’agit d’un
systéme avec intégrateur ; classiquement, on se préoccupe d’abord de la stabilisabilité du systéme
réduit de ce dernier (ou encore backstepping) (voir [18, 43]) comme nous I’avons rappelé dans le

chapitre 2 sur les généralités. Nous appelons le systéme réduit de ce dernier (S’,);. On a:
(S’n)s 2z=®,2+ (Ww+t 2uwp)) ¥z

Etudier la stabilisabilité du systéme (S°,), considéré sous cette forme n’est pas évidente. Pour
le faire, nous recourons & des outils classiques [39] parlant de la géométrie des équivalences des
systémes. Le systéme (S’,), est un systéme affine en 1'état, et quadratique en le contréle. Son

——

aspect est tel que ce systéme est controle-équivalent & un systéme que nous nommons (S’»), par
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la transformation définie par
(z; w; v) € R*™ X [~wp, +0o[XR = (z; w(w + 2wp); v) € R*™ x [—wl, +4oo[xR  (3.8)

qui est un difféomorphisme.
L’étude de la stabilisabilité des systémes (S5°,), et (S’»), est équivalente chacun sur ’espace
respectif contenu dans la définition de la transformation (3.8). L’étude de la stabilisabilité du

A~

systéme (S, ), est plus aisée ; on considére ce dernier systéme. Le systéme (5, ), est donnée par :

——

(%), z=®R,z2+v¥z

qui est affine en le contréle.
Nous allons établir la stabilisabilité du systéme (¥’ ), en procédant a la stabilisation du systéme

(S’n), (ce qui est équivalent & celle du systéme (57,,),).

Stabilisabilité du systéme (’.ST’-,:).‘J

Le systéme (S’,), est un J-Q systéme (voir la définition 2.12 de la page 15). L’étude de la
stabilisabilité de tels systémes est tributaire de la détermination d’une fonction de Lyapunov

pour le systéme en Vorigine. On a :
Proposition 3.3 Pour tout réel wy, tel que wa soit strictement inférieur & la plus petite valeur
propre de la matrice %A‘IB , le systéme (S7,), est globalement et asymptotiquement stabilisable

a lorigine de R*™ par la loi de rétro-action v(z) = —r (y , x)

Démonstration:

(Sn), 2=R,z+v¥z
est un systéme affine en contréle sur R?" d’entrée v. Il nous suffit de déterminer une fonction de

Lyapunov qui en fait un J-Q type systéme, suivant les hypothéses du Théoréme 2.6 (page 15).

Considérons la fonction

V iz € R™ — V(z) = %(<(TIA—w§I)x , x> +(y , y)) € R; V est une fonction de

—

Lyapunov large pour le systéme (S,), ; en effet;

1.—> elle est de classe C!, définie positive et propre;

2.—> La dérivée par rapport au temps de la fonction V' dans la direction du champ du systéme
(S»), d’entrée nulle

‘C‘I’wg V(z) = — <(%A -y, x> + <(%A —-wih)x , y> =0

Donc, Lg ,V(2) <0 Vze R
“o

3. —> Déterminons W = {z e R / E'&,‘:% V(z) = E’&,ugﬁ.pV(z) =0; k€ N} ;
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De 1’énumération précédente, on a : Lg ,V(z) = 0; Il vient,
“0
L V(z)=0 VkeN
“0
Vz e R™, LeV(z)=(y, x)
Lo LoV(z) = (B402) ) V(LaV() = (25(2) , (5 %)

= (v, y) - {(BA-uiDx, x)

L4, LaV(z) = (®u402) V(Le, LaV(2))
= —a4((BA-uiDx, y)
L4, LeV(a) = —4(B4(2) , V (((EA-wiD)x , ¥)))
= a(((EA -1y x, x) - ((EA-uDy , v))
On établit par récurrence que :
o (((%A ~RD)H x, X> - <(%A —i)Fy y>) si j est impair

Ly, LeV(z) = .
o a <(E;I-A — @i x , y> si J est pair

avec a € Z

Nous notons A,z = A — W21 = diag(Xi — wd)i<i<n

Considérons le systéme d’équations linéaires homogénes

Li LaV(z)=0 j=2p+1

ng v ( ) p ? (3.9)
0<p<n

dont les inconnues sont les & = (A —w2)z? —y? 1 < i < n;x = (215 295 -5 Ta) €t

Y = (y1; Y25+ Yn)

Le systéme d’équations (3.9) admet pour ensemble des solutions W = {z eR” | |lyll = [Auzx|l
En effet, il s’agit d’un systéme de Cramer ; en effet, le déterminant de ce systéme est un déter-
minant de Vandermonde basé sur les termes diagonaux de la matrice A,z. Ce déterminant est

non nul, du fait que les termes diagonaux de la matrice A,z sont deux & deux distincts.

Le systéme d’équations linéaires homogénes

L{Lzﬁ\yV(z)=0 j=2p, 0<p<n
8 (3.10)
Z € W1
dont les inconnues sont les 2 1 < i < n admet pour ensemble solution Wz = {0}, pour la
méme raison que celle évoquée ci-dessus. Il s’ensuit que W = {0}.
Ces trois conditions satisfaites font du systéme (S°,), un J-Q systéme. Un tel systéme, d’aprés

le théoréme 2.6 de la page 15, est globalement et asymptotiquement stabilisé a P'origine par la

}-
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loi de rétro—-action v(z) avec
v(z) = —-rLeV(z)
= —-r(y, x) (3.11)

ol T est un paramétre réel strictement positif, le gain de stabilisation.

Ce qui termine la démonstration. m]

Stabilisabilité du systéme (5°,),

Le systéme (.5'/7,1/)5, est stabilisable en I’origine ; puisqu’il est contréle-équivalent au systéme (S°,,),
par la transformation définie par (3.8), il s’ensuit que le systéme (S°,), est aussi stabilisable en
Porigine.

Nous allons maintenant déterminer la loi de rétro-action w du systénig/(S "n)s, tel que

v = w(w + 2wp) soit une loi de rétro-action stabilisante du systéme (.S°,),, telle que déterminée

dans la section précédente.

La loi de contréle w du systéme (S’,), requiert que la fonction w : — v(w) = w(w + 2wp) soit
bornée inférieurement par —w?. La conséquence de ceci est qu’aucune des solutions de I’équation
v(2z) = w(w + 2wp) en w, ol ¥(2z) est donné par 1’équation (3.11), ne serait pas une rétro-action
satisfaisante pour la stabilisation du systéme (S’,),. En effet, pour certaine valeurs de z, v(z) est
inférieur & —w?. On se sert néanmoins de la loi de rétro-action stabilisatrice du systéme (/S\/’n)s
pour fabriquer une loi de rétro-action stabilisatrice pour le systéme (S’,), d’aprés le résultat
qui suit. Le principe de ce résultat est simple; il s’agit de trouver une fonction qui mettra & zéro
v(z) chaque fois qu’on se trouve en des z ou I’équation 1(z) = w(w + 2wp) n’a pas de solution,

et en veillant aussi que la solution obtenue reste C*°.

Proposition 3.4 Soit ¢ une fonction indéfiniment dérivable définie sur R, positive, de valeur
nulle pour les valeurs négatives de la variable, et ayant la propriété de plus forte décroissance
que toute puissance rationnelle au voisinage de 0; soit un réel wy tel que décrit dans la proposi-
tion 3.3;

La fonction k., définie sur R®™ par :

o (2) = —wo + /w + §(—r (x , ¥)) (3.12)

est une loi de rétro—action globalement et asymptotiquement stabilisatrice pour le systeme (S 7,),

en l’origine, et telle pour tout z € R, k, (2)(ku,(2) + 2wo) est bornée inférieurement par —w?.

Démonstration:

Il nous suffit, pour établir ceci de prouver que le systéme (S’,),, pour le choix de la fonction k,,
de la proposition ci-dessus vérifie les conditions de la définition 2.13 de la page 16 établissant

que (S’n), est un L—T systéme, ce qui, par 'entremise du théoréme de LaSalle [29], impliquera
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que la loi de rétro-action k., stabilise globalement et asymptotiquement le systéme (Sn)s 3
Porigine.

Posons 4 cet effet G,z = Gz (ko (2)(Kuy (z) + 2wo)).

Il vient,

k., est une fonction C*, positive, et on a k,,(0) = 0.

Considérons la fonction candidate de Lyapunov
V:zeR*—V(z)=3} (<(%A—w§l)x , x> +{y , y)) €R;
Ona:

L5, V(2) = La,V(z)+d(-rLeV(=)LeV(2)
= $(-rLeV(z))LeV(z) <O (3.13)

En effet, pour les z € R?" pour lesquels L& V(2z) > 0, on a —rLeV/(z) < 0, et donc,
¢(—rLeV(z)) = 0;
Pour les z € R?" pour lesquels £LgV(z) <0, on a —rLgV(z) > 0, et donc, ¢(—rLeV(2)) 2 0

Déterminons a présent 1’ensemble L des points invariants de LaSalle, c’est & dire le plus grand
ensemble invariant pour (Ewg contenu dans E = {z eR™ | V(z) = 0}

On a
E = {Z € R2n / E(“-«;( 2)‘/(Z) = 0}

Il ressort de 1’égalité (3.13) qu’on peut encore écrire

E={z€eR™ [ LgV(z) > 0}

Il va de soi que O € L; soit zo € L, zo # 0.

Notons z; = (éwg) (o) un point & un instant ¢ de la trajectoire du point zo dans le champ de
t

vecteurs G,

Il vient, pour tout ¢t > 0,

Lawz V(Zt) = ﬁ@wg V(zt) =0 (314)

Puisque, sur L, on a ¢(—rLeV (2)) = 0, il vient, ku,(z) =0

Ainsi, on a pour tout ¢t > 0,

V(z:) = V(zo) =a®> >0 (3.15)
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Des égalités (3.14) et (3.15) Il s’ensuit que les fonctions

gi 1z — gi(z) = (N —wd)z? + 47
1<:1<n

sont les integrales premiéres du champ de vecteurs ®,:z.

z; dans ce cas vit dans le tore ellipsoidale de R?"

T2n= = R2'n/ g,'(Z) =a?
1<:<n

ol les a; sont des constantes réelles positives telles que g;(zo) = a?; on a Z a? = V(z) = a®.
1=1

L’une des deux situations suivantes est satisfaite :

Soit la trajectoire de z; est périodique.

Ce cas se produit dans les situations de rationelle dépendance des valeurs propres de la matrice

(%A‘IB — wal). Il s’agit de la situation pathologique de notre probléme. Dans ce cas, on a L

n’est par réduit au singleton origine de ’espace des états du systéme (S’,),.

Il s’agit d’une situation qui n’est pas générique; en effet, la matrice (%A"IB — w2I) dépend de

la longueur ! de chaque élément du bras articulé.

Soit la trajectoire de z, est dense dans T?".
Soit z, = 71§(xa; Ya) € R?" définie par :

Yo = (a1; G5 5 Gn), € Xo = (e oy oy 2
VAL —w? VA —w? VA, — w2

On a z, € T?"; en effet, pour tout 7, 1 <: < n,

9i(za) = (N — wz)(xa)? + (ya)? = a?

LoV (zs) = (Xa , Ya) =

22 vV (’\ — w3)
donc z, € {z € R* |/ L¢V(z) <0}

Ce résultat est absurde, car la fermeture de la trajectoire de zo qui dans ce cas est le tore T?"
est incluse dans {z € R* / LgV/(z) > 0}. dans ce cas, on a L = {0}.

En dehors du cas non générique de la premiére énumération ci—dessus, les trois conditions de
définition des LT systémes sont vérifiées par le systéme (5°,),. Il s’ensuit que (S’,),, pour la
loi de rétro-action k,, est globalement et asymptotiquement stable & 1’origine de R?". O
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Stabilisation du systéme (X’,), en 'origine

Proposition 3.5 Soit un réel wo tel que wy soit strictement inférieur a la plus petite valeur
propre de la matrice -E;—IA‘IB, soit ¢ une fonction telle que décrite dans la proposition 3.4, soit
k., la fonction réelle introduite dans la proposition 3.4 comme loi de rétro—action stabilisatrice
du systéme (S7,),, le systéme (Zn), est globalement et asymptotiquement stabilisable a Dorigine

de R2™+! par la loi de rétro—action u.,((z; w)) avec :

iz w) = —(Wtwo) L+ (x, Y)+fud+é(-rx, yNA-(x, )
ek e ) (VP + o el - (ZlAx, ) ) (319

avec ki, 1 5 € R kyo(s) = —wd + /w2 + 8(s) et k., sa dérivée.

Démonstration:

Le théoréme 2.8 de la page 16 établit la corrélation entre la stabilisabilité d’un systéme, et
’extension de ce dernier par ajout d’un intégrateur. Précisément ce résultat dit que le systéme
(S,)s est un L—T systéme, Il s’ensuit que son extension par ajout d’un intégrateur (Zn)s est en

conséquence de cause un LT systéme.

Tl vient de ce fait que le systéme (X,); est globalement et asymptotiquement stabilisable a

I'origine de R2"t! par les lois de rétro-action #(z; w) définies sur R2**! par :

iz w) = —w+ k() + dhun(2) - [Gpz + Bz, 0)- (0~ ku(2))]
_E(z, w)T-VV(2)
= —(we)(1H(x, ) +edé(—rix, Y- (x, ¥)

ek, ) (VI + ool = (S x))

avec E(z, w) = (w + 2w + ku, (2))(0; x) 0

Stabilisabilité du systéme (Z,),

La stabilisabilité du systéme (X, ), est équivalente & celle du systéme (¥’5),. Puisque le deuxiéme
systéme est globalement asymptotiquement stabilisable en I'origine de R27*! par la rétro-action
d’état donnée par 3.16, il s’ensuit que le systéme (X,), est globalement et asymptotiquement
stabilisable en ’équilibre correspondant de R?**! (qui est I’origine car la transformation réalisant
I’équivalence entre les deux systémes est linéaire) par la loi de rétro-action obtenue en appliquant

aux composantes de ’état du systéme (X’,), la transformation inverse établissant ’équivalence
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entre les deux systémes. cette loi est donnée par :

u(t; W) = —(@+w)(l+(x, y)p)+ /b +d(-r(x, y)p) 1~ (x, y)p) (317)

. EI
vt (=, 9)o) (1l + o+ s = (SrA~Bx , x) )
B

avec (-, -)g le produit scalaire défini sur R**qui & (x, y) € R?® x R?" fait correspondre

(x , ¥)g =(x, By), et | -||B la norme associée

Stabilisabilité du systéme (X,)

Theoréme 3.1 Soit un réel wo tel que w3 soit strictement inférieur & la plus petite valeur propre
de la matrice %A‘IB, soit ¢ une fonction telle que décrite dans la proposition 3.4, et soit k,,
la fonction réelle introduite dans la proposition 3.4 ; Le systéeme (X,) est stabilisable globalement
et asymptotiquement en ses points d’équilibres de la forme (0; wp), respectivement par la loi de

rétro—-action

uwo(z; w) = "'w(l + <X 3 y)B) + \/wtz) -|-¢(-—T (X 3 y)B) (1 - (X 9 y)B)

ey (=r ¥ (Il + o7l - ( 2 A7Bx x>B) (3.18)

Démonstration:

Des états d’équilibres du systéme (X, ), ceux dont le carré du 2n+1%™¢ composant, w? strictement
inférieur a la plus petite valeur propre de la matrice %A‘IB sont de la forme (0; wp). Ces états
sont ceux qui correspondent aux démonstrations ci-dessus. Ils sont par conséquent les équilibres
ot (X,) est stabilisable. Soit (0; wp) € R**! un tel point d’équilibre; les systémes (Z,), et
(3,), sont équivalents & la translation suivant le composant w de 1’état du systéme. Pour obtenir
la rétro-action qui stabilise en (0; wp) le systéme (Z,) globalement asymptotiquement, il suffit
d’appliquer & la rétro-action de stabilisation du systéme (X, ), & I’origine de R?"*! |a translation
inverse. Il s’ensuit la loi (3.18) de I’énoncé du résultat ci-dessus. Ce qui termine la démonstration.
a

Remarque 8.1 La stabilisation du systéme (X, ) présentée ci-dessus a commencé par la déter-
mination des équilibres du systéme (X,), ensuite la prise en considération des équilibres de
la forme (0;wp), pour les wp € R tels que w? soit strictement inférieur & la plus petite des
valeurs propres de la matrice EEI-A‘IB. La motivation de ceci est de conserver 4 la matrice
%A‘IB — wil le signe positif. Pour des valeurs de wp en dehors de cette caractérisation, la ma-
trice %A'IB — wgI n'est plus postive. Dans ce cas, la matrice £2,; est instable, ce qui implique

Pinstabilité du systéme (X,) en tous les équilibres correspondants & de tels wy.
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3.4 Observabilité, et observateurs

Dans cette partie, nous nous proposons- d’étudier les propriétés d’observabilité du systéme
(£,.) auquel nous avons ajouté quelques équations, caractérisant certaines sorties; nous avons
appelé le systéme obtenu (I',,). Le but de cette manceuvre est d'utiliser les propriétés d’observa-
bilité de (I',) dans la construction d’un observateur pour le systéme (X,), de s’en servir ensuite
pour recueillir des informations sur le systéme (X,) que nous utilisons dans la stabilisation de ce
dernier par rétro-action dynamique d’état. Ce qui correspond au procédé bien connu du principe
de séparation.

Les quantités que nous mesurons sont : la position du bout de I’antenne libre (i.e. ’écart de celui
ci par rapport & ’axe du systéme), et la vitesse angulaire de I’ensemble du systéme; ceci donne

le systéme & une entrée et deux sorties :

z = Qz+ WUz
w = u
|
( ) s = C.z
c = w
Ofl,C:(Cl, 0),Cl=(1, 1,,1) et 0=(0,0,,0)
fou foi

3.4.1 Observabilité du systéme (T')

Nous allons décomposer 1’étude de I’observabilité du systéme (I';) en deux étapes. Nous com-
mengons par établir 'observabilité du systéme réduit (), et nous nous servons des résultats de
cet étape pour établir 'observabilité du systéme (I'z). L'introduction du systéme réduit est liée
aux facilités que nous en tirons dans la suite. En effet, la 2n + 1*¢me composante de 1’état du
systéme (Z,) est mesurée dans le systéme (I'), il est donc question d’étudier la distingabilité

des 2n premiéres composantes de 1’état de ().

z = Qz+v¥Pz
(711) s =

Proposition 3.6 Le systéme (7,) est uniformément observable sur R*"

Démonstration:

Le systéme (7,) est un systéme bilinéaire. d’aprés la remarque 2.1 de la page 20et le théoréme 2.10

de la page 24 il est observable si et seulement si les conditions suivantes sont remplies :



3.4 Observabilité, et observateurs 51

1. —> la paire de matrice (C, §2) est observable
2. —> le systéme a une seule entrée, une seule sortie (SISO-sytéme3®) (,) est équivalent au

systéme
, z = Nz+ Az+vMz
(V'n)

S = I
ol (v’,) est un SISO-systéme sous la forme canonique d’observabilité.
Nous procédons suivant I’énumération ci—dessus.

Observabilité de la paire (C, )
L’observabilité de la paire (C, €2) est équivalente & celle de la paire (Cl, %A‘lB); ceci
provient de la structure des deux matrices dans la paire (C, ).

La paire (Cl, %A‘IB) est observable si et seulement si la condition du rang est satisfaite. i.e.
det (CIT, (E2A-1B)CT, (EZA-'BYC, ..., (%A-IB)n-lc;F) £0

En effet, Considérons la décomposition en de la matrice }—%I-A‘IB déja évoquée lors de la démon-
stration de la proposition 3.2 page 44; il vient que

det (clT, (ELA-B)CT, ..., (%A—IB)n-lcf) = det(E) det (61T, ACT, ..., A"—lfilT)
avec %E"IA‘IBE = A (cf proposition 3.2) et € = CE~!. Nous devons donc établir que
det (élT, A'CT, A2CT, ..., A"‘IGIT) £0

La matrice A étant une matrice diagonale. det (6'11‘, Alaf, A261r, ceey Aﬂ—lélT) est le pro-
duit des composants du vecteur 61, et d’un déterminant de Vandermonde basé sur les coefficients

de la matrice A

11 (i =)

1 =1, 3>t

det (6’11‘, Alé;[‘, A2a,1r’ ERE) An—l(’j’ll‘) = Ci

n
1=
Les ceefficients (Ai)1<i<n sont deux & deux distincts; en effet, il s’agit des valeurs propres d’une
matrice symétrique définie positive générique.

On a aussi ¢; # 0 pour tous les 7, 1 < ¢ < n. En effet, supposons par ’absurde qu'’il existe un 7,
1 <i < n, avec ¢; = 0; le i**™* terme diagonal de la matrice CTC; est égal & zéro, et pourtant
on a ’égalité

CIC, =E'C]C,E™!

Tous les termes diagonaux de la matrice CTC, sont égaux & 1 donc non nul. Le %™ terme
diagonal de la matrice E-TCTC;E~! est égal au carré de la norme de la ™ colonne de la

matrice E~!, qui ne peut étre nul.

Mise sous forme normale

Le systéme (+,) est bilinéaire. Dans la littérature, il existe des résultats proposant un changement

3Single Input Single Ouput system
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de variable permettant de mettre un tel systéme sous la forme canonique [48]. Nous considérons

la transformation linéaire de matrice (relativement a la base canonique de R?**) R donnée par :

R = (CT; QCT; QCT; ...; Q-1CT)

R!'(Q+v¥)R = N+A+vM

Dans notre cas, M = diag(D;)1<i<n €st une matrice bloc diagonale de M, (R) avec
D,‘ = 00 ) 1 S 7 S n
10

CR=(L0,...,0)

Cette transformation nous permet donc de mettre le systéme (7,) sous la forme canonique
d’observabilité, et ce qui achéve la démonstration de la deuxiéme énumération pour ce cas.

La conséquence de ce résultat est que le systéme est uniformément observable sur R?, a
Proposition 3.7 Le systéme (T,) est uniformément observable

Démonstration:

Ceci n’est qu’une conséquence de la proposition 3.6 et du fait que la 2n + 1¥™¢ composante de

’état du systéme (Z,) est mesuré dans le systéme (T',). O

3.4.2 Observateur pour le systéme (,)

L’Observateur que nous proposons est une copie de ’observateur du systéme bilinéaire (S,) que
q p q

nous avons étendu au systéme (Z,).

Proposition 3.8 Le systeme

&) z (R +v¥)% — S-1CTC(Z - 2)
" § = —0S—(Q+¥)TS-S(Q+0¥)+CTC

est l'observateur étendu du type de Kalman & gain variable pour le systéme (Sy,)
avec 0 un nombre réel positif assez grand, S est une matrice appartenant au cone des matrices

symétriques définies positives, Lt.

La démonstration de ceci est typiquement celle proposée par les auteurs de [12] dans leur article.

En effet, le systéme (.S,,) est bilinéaire. Il s’agit d’un observateur qui converge exponentiellement.
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Cet observateur est valide pour des contréles bornés réguliérement persistants.

Proposition 3.9 le systéme

) z = QF+w?¥z—S1CTC(Z - z)
" S = —0S— (+w'¥®)'S—S(Q+w¥)+CTC

est un observateur exponentiel pour le systéeme (3,)

Démonstration:

La dynamique de l’erreur d’estimation e = Z — z entre le systéme (X,) et le systéme (i\n) est

régie par le systéme :

(R+*T)e—S"ICTCe (3.19)
S = —65-(Q+u*¥)' S-S (Q+w?¥) +CTC (3.20)

Considérons la fonction de Lyapunov

V :(e, S) — (e, Se)
en se servant des équations (3.19) et (3.20) ci—dessus, on a

V=-0(e, Se)—||Ce|’

soit
V< -9V

et
V <V(0)e

Sous I’hypothése que la quantité w? est réguliérement persistante, ce qui s’exprime autrement
par :
VO, Jto Ja >0 / Vi > 1o, S(t) > ol

on a:

V() _
e < L0

d’ou la décroissance exponentielle de e. Ce qui termine la démonstration. o
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3.5 Stabilisation par rétro—action dynamique

Dans cette section, il est question d’établir que le systéme

= Q% +w?W% —S"1CTCe

-

= —6S— (2 +w?¥)TS - S(Q+w?¥) +CTC
(R +w?T)e - SICTCe

(Z.)

o »- € N
!

pour la loi de rétro—action donnée par :
Huwo - (E, w) l"’wo(i; w) = uwo(i; w) (3.21)

est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre (0; wo; So; 0). uu, est donnée
par (3.18)
Il revient au méme d’établir que le systéme

’

Z = Q.7+ (w(w+2uw))¥Z - S7'CTCe
w = u
. T
ﬁ S = —6S- (ng + (w(w + 2wo))\I'> S-S (ﬂwg + (w(w + 2wo))\I') + CTC (3-22)
e = (nwg + (w(w + 2w0))\I') e —S1CTCe
pour la loi de rétro-action donnée par
g (Z; w) — p(Z; w) = u(z; w) (3.23)

avec u donnée par (3.17) est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre (0; 0, So; 0).

So étant la solution de 1’équation
T ;
08 — (R + (wlw+ 2w0))\I') S—S (nwg + (wlw+ Zwo))\I') +CTCc=0

Nous considérons le systéme réduit (3.22), qui est donné par :

= Q% +v¥2—S1CTCe

T
= 05— (R +(o(w+20))¥) S—5 (2 +(w(w+2))¥) +CTC (324
¢ = (R +(wlwt 20))®) & — S71CTCe

- W)
f

Ce systéme entre dans le cadre des systémes considérés par Gauthier et Kupka dans [12]. Il
s’agit d’un systéme obtenu du systéme (S, ), qui est un systéme bilinéaire, et qui est globalement

asymptotiquement stabilisable & ’origine de son espace des états par la loi de rétro-action donnée
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par:

kuy(2z) = —wo + y/wi + ¢(— (x , By))

Dans leur papier, les auteurs établissent que dans cette situation, le systéme (3.24) est globale-

ment asymptotiquement stabilisable au point (0; So; 0) par la loi de rétro-action

Fuo(B) = —wo + 1/} + ¢(— (R , BF))

Le systéme (3.22) est obtenu par ajout d’intégrateur dans le systéme (3.24). Il vient des résultats
de [18] sur ’ajout de l'intégrateur dans un systéme, que la loi de rétro—action donnée par (3.23)

stabilise globalement asymptotiquement le systéme (3.22) en I’équilibre considérée. O
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

Notre travail dans cette partie a consisté essentiellement sur un exemple de stabilisation d’un
systéme décrit par un systéme hybride EDP EDO que nous appelons (X).
Nous avons considéré les systémes discrétisés de (X) que nous avons appelés (X,). Nous avons
établi que ceux ci pour toutes valeurs de n > 1 sont stabilisables globalement asymptotiquement
par de lois de commande de classe C*. Notre intension est de prouver que les propriétés obtenues
dans les systémes discrétisés qui sont des systémes en dimension fini s’étendent au systéme (%)
qui est un systéme en dimension infinie. En clair, que I’on peut trouver une loi de commande de
classe C* pour la stabilisation du systéme (X). Ce travail est en cours, et le passage a la limite

est assez délicat.

Nous nous sommes lancés ensuite pour un n > 1 fixé, dans la construction d’un estimateur
pour le systéme (X,). Pour cela, nous avons considéré quelques mesures ou sorties des systémes
(X5) que nous avons ajoutées au systéme (X,) afin de construire un systéme entrées-sorties que
nous appelons alors (I',) qui est observable pour toute entrée. Nous nous servons du systéme
(T'y) pour fabriquer un estimateur qui converge exponentiellement pour le systéme (X,). Il n’est

question dans cet étape que d’un soigneux exercice a l’aide des résultats de la littérature.

Nous utilisons enfin cet estimateur pour établir que le systéme (X,) est stabilisable par retour
d’état dynamique. La question du passage & la limite pour la stabilisation par retour d’états

dynamique du systéme (X) & ’aide des résultats obtenus pour les systémes (X,,) reste ouverte.

Ce travail est I’objet d’un article que nous avons soumis, dans une revue (ESAIM COCV), qui a
été accepté et que nous sommes entrain de réviser. La version originale n’avait pas les ambitions
qui se sont dégagées des commentaires des rapporteurs de la revue. A 1’origine, I’ambition n’était
pas de faire le contréle d’un systéme hybride EDP-EDO.

Nous avons établi dans cette premiére version que les systémes (X,) pour toutes les valeurs de
n € N\ {0} sont stabilisables, chacune par une rétro-action dynamique de classe C*. A présent
nous sommes en train d’établir des adaptations afin d’étendre ces propriétés au systéme (I).
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Deuxiéme partie

Etude de la stabilité des modéles

épidémiologiques



Chapitre 1

Introduction

Le 30 avril 1760, Daniel Bernoulli présenta un article titré « Essai d’une nouvelle anal-
yse de la mortalité causée par la petite vérole, et des avantages de la préveniry i ’académie
des sciences de Paris. Pour la premiére fois, un modéle mathématiques fut utilisé pour évaluer
efficacité des techniques de lutte contre la variole. Bernoulli formula le modéle d’équations dif-
férentielles correspondant, et le résolut. Le résultat montrait que la variolation se traduisait en

terme d’accroissement de ’espérance de vie.

Les pionniers de I’épidémiologie mathématiques sont des médecins épidémiologistes avec une
passion pour les mathématiques. Ils ont utilisé les mathématiques pour étudier la transmission

des maladies infectieuses.

En épidémiologie, le fondateur de 'utilisation des équations différentielles ordinaires et des sys-

témes compartimentaux est sans doute Sir Ronald Ross.

Sir Ronald Ross a obtenu le deuxiéme prix Nobel de médecine en 1902 pour avoir prouvé que
la transmission du paludisme était faite par un moustique, ’anophéle. Sir Ronald Ross était
convaincu que pour éradiquer le paludisme, il suffisait de faire baisser la population des anophéles
femelles, et qu’il n’était point nécessaire d’éradiquer cette population. Cette hypothése était alors
considérée comme peu crédible. Pour cela, Sir Ronald Ross développa un modéle d’équations

différentielles ordinaires pour soutenir cette thése en 1911, ce qui fut fait avec succes.

On peut dire que ce modéle est le premier modéle compartimental proie-prédateur, bien avant

les fameux modéles de Lotka—Volterra. Le modéle de R. Ross s’exprime simplement par :

T = ay(l;z)—rz
{i/ = Pfz(l-y)—py 1)

basé sur les proportions des deux espéces en interaction. z désigne la proportion d’humains infec-
tieux, et y la proportion d’anophéles infectieux. les ccefficients a et B désignent respectivement
les taux d’incidence de I'infection dans la population des humains et des anophéles, les ceefficients
r et pu désignent respectivement les taux suivant lesquels humains et anophéles quittent la classe
des infectieux ; ce qui peut se traduire soit par la guérison, soit par la mort des individus des

classes respectives.
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Cette découverte marque le début de I’histoire des modeéles «proie~prédateur». Historiquement,
le premier modéle proie-prédateur fut donc formulé par Sir Ronald Ross, dans une situation ou

la proie est I’humain, et le prédateur I’anophéle.

A. Lotka, en 1913 étudia en détail le modéle de Ross. Il est & remarquer que les modéles de
Lotka et Volterra furent formulés dans les environs des années 1925-1926, plusieurs années apreés
le modéle de la méme classe de similitude dG a R. Ross. Une expression élémentaire de ces

modeles est :

{i = azx—bzry (1.2)

y = bzy-cy

dans lequel la variable z représente la quantité des proies, et la variable y, la quantité des
prédateurs. Les équations du systéme (1.2) exprime I’accroissement de la quantité z des proies
qui se fait suivant le taux instantané a qui entre temps est ralenti du fait des contacts avec
les prédateurs en quantité y suivant une incidence instantané bry. Cependant, la survie de la
quantité y des prédateurs dépend des contacts qu’ils ont avec la quantité z des proies, suivant

Pincidence ci-dessus, et diparait suivant le taux instantané c.

Entre les années 1927 et 1929, W.O. Kermack et A. G. McKendrick proposérent un modéle
d’équations différentielles ordinaires pour simuler une épidémie de peste a Bombay. Ce modéle
s’écrit classiquement :
—PBzy
= fBzy—vy (1.3)
Z = vy

Il s’agit d’'un modéle dit SIR (comme il va apparaitre un peut plus loin dans un tableau
descriptif, S pour Susceptible, I pour Infectieux, et R pour Rétablis). McKendrick débuta sa
carriere en tant que médecin de ’armée. Au méme temps que R. Ross, il exerca dans le service
médical de ’armée de sa majesté la reine en Inde. Il apparat que A.G. McKendrick était un
brillant Mathématicien, et de plus, il travailla avec R. Ross dans ses premiéres années de carriére
en Sierra Leone. Le plus saillant des résultats de McKendrick fut le trés célébre théoréme du
seuil. Ce théoréme stipule que l'introduction dans une communauté d’individus susceptibles
d’individus infectieux ne provoquerait pas une explosion de 1’épidémie, tant que la densité des
susceptibles demeurent en deca d’une certaine valeur critique. D’un autre coté, si le seuil critique

est dépassée, ’épidémie s’installe. C’est le début de I’histoire du fameux nombre R,.
p

Il semble peu connu que R. Ross publia certaines équations épidémiologiques qui sont attribuées &
A. G. McKendrick (Ross et Hudson 1917 ). De plus, Le premier théoréme du seuil est attribuable
a R. Ross, qui identifia le seuil critique en densité de moustiques par rapport aux humains, en
deca duquel la pérennisation du paludisme ne pouvait pas s’entretenir d’elle méme. (Fine 1975,
Dietz 1985 ).
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Le couple «Principe du seuil» et «la loi de masse-actiony forme la pierre angulaire de la théorie

moderne de 1’épidémiologie mathématique.

Nous concluons ce survol historique par une citation de Sir Ronald Ross

« As a matter of fact, all epidemiology concerned as it is with variation of disease from
time to time or from place to place, must be considered mathematically, however
many variables are implicated, if it is to be considered at all. To say that a disease
depends upon certain factors is not to say much, until we can also form an estimate as
to how largely each factor influences the whole result. And the mathematical method
of treatment is really nothing but the application of careful reasoning to the problem

at issue »

Depuis ces pionniers, I’essor de la contribution des mathématiques dans la compréhension et la
prise en main des systémes de I’épidémiologie s’est accrue. Cette contribution, du fait de la grande
complexité des systémes de 1’épidémiologie se focalise sur ’acquisition des données, la construc-
tion des modéles déterministes et stochastiques décrivant de mieux en mieux la dynamique dans

ces systémes, et I’analyse de la stabilité des équilibres.

Les modéles déterministes en dimension finie rencontrés en épidémiologie mathématique sont
des modéles compartimentaux particuliers. Il existe une abondante littérature sur les modéles
compartimentaux. Les recherches dans 1’épidémiologie mathématiques s’en trouveront enrichies

par ’assimilation des résultats déja existant sur les modéles compartimentaux.

Dans cette partie de notre mémoire, nous amorgons un travail visant & cette assimilation. nous
caractérisons les modéles déterministes de 1’épidémiologie mathématiques en tant que mod-
éles compartimentaux. Il en résulte des systémes avec une écriture particuliére qui permettent

d’établir la stabilité du «point d’équilibre non endémique».

Le chapitre 2 est consacré a la modélisation épidémiologique. Les systémes obtenus sont en
dimension finie et déterministes. Ils vont se décrire par des EDO.

La premiére section précise le vocabulaire classique utilisé. La deuxiéme section donne une
deséription en tant que modéle compartimental de 1’évolution d’une épidémie. Nous donnons
quelques exemples standards. Dans la troisiéme section, nous rappelons pour la commodité du
lecteur les notations utilisées dans la description d’un modéle compartimental. Nous profitons
pour fixer les notations qui seront utilisées par la suite. La quatriéme section décrit les spécificités

des modéles épidémiologiques en tant que modéles compartimentaux.

Le chapitre 3 rassemble les outils classiques dont nous avons besoins. Il reprend essentiellement
les notions introduites par Jacquez [20]. Nous faisons le lien avec des résultats de LaSalle [24].
Nous rappelons aussi un résultat de Bhatia—Szegd [3] qui est d’une grande importance dans
nos résultats. Les modéles épidémiologiques sont des modéles compartimentaux particuliers. Les
matrices de Metzler y jouent un réle important. Pour rendre notre travail auto-référent, nous

rappelons des résultats dispersés dans la littérature. Le probléme de donner un crédit particulier



68 Introduction

4 chaque résultat est difficile, voire impossible. Un facteur de complication supplémentaire est
la diversité des applications des Matrices de Metzler stable, qui a pu conduire & des critéres
établis de facon indépendante. Ce que nous appelons une matrice de Metzler, suivant Hearon,
Luenberger, Arrow, LaSalle, Gantmacher est ’opposé d’une M—matrice stable pour Bergmann

et Plemmons. ..

Le chapitre 4 propose, une méthode pour calculer facilement une expression liée au Rq des
épidémiologistes, et une méthode systématique pour déterminer la globale asymptotique stabilité
de ’équilibre non endémique (DFE) des modéles épidémiologiques. Il y a trés peu de résultats

globaux pour la stabilité du DFE dans la littérature.

Le chapitre 5 reprend une série d’exemples de la littérature. Nous améliorons les résultats
obtenus, et prouvons une conjecture de Perelson Kirshner et De Boer. Cela illustre V'effectivité

des résultat du chapitre 4. Les exemples ne sont pas exhaustifs.

en Annexe, nous reprenons un résultat de réduction qui nous est utile pour la stabilité.



Chapitre 2
Généralités

2.1 Principes Epidémiologiques

Avant de mathématiser les phénoménes liés aux maladies infectieuses, nous allons décrire

briévement le scénario du cycle d’une maladie infectieuse.

La transmission d’une maladie peut se faire de différentes maniéres. Par exemple, dans le cas
de la Tuberculose, il suffit d’inhaler les germes émis par une personne infectieuse. Dans le cas
d’une maladie sexuellement transmissible (blennorragie, syphilis ... ), Il faut avoir un contact
sexuel avec une personne infectieuse. Il s’agit des infections par contact direct. Dans certains
cas, la transmission se fait par un héte secondaire insecte ou animal, on parle alors de maladie &
vecteur; Il faut par exemple la piqtire d’un moustique contaminé (le paludisme, la fisvre jaune,
la RVF, ...), ou la morsure d’un animal (la rage, la peste ...); il s’agit de la transmission
indirecte.

Dans tous les cas on dit que la contamination d’un individu susceptible est suite & un «contact

adéquaty de cet individu avec des individus infectieux.

2.1.1 Description du cycle d’une infection épidémiologique

On appelle susceptible tout individu de la population en considération qui n’est ni malade, ni
imrnunisé contre la maladie considérée, et qui suite & un contact adéquat peut développer cette

maladie.

Le cycle d’une infection épidémiologique commence par une certaine quantité d’individus sus-
ceptibles, et d’au moins un individu malade de la maladie en considération. Les individus
malades et transmettant la maladie sont dits infectieux. Lors de contacts adéquats des indi-
vidus susceptibles avec des individus infectieux, les individus susceptibles vont étre contaminés

par la maladie.

En général, on ne devient pas infectieux tout de suite; il existe une période de latence. Durant
cette période, le développement des organismes responsables de la maladie est purement interne,

sans aucun symptdéme externe faisant état de la maladie. Les individus contaminés durant cette
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période sont dits Latents, et ne peuvent pas transmettre la maladie. A la fin de la période, les
individus concernés peuvent alors transmettre la maladie & d’autres individus susceptibles. Ils
sont devenus des individus infectieux. La période pendant laquelle un individu infectieux peut
transmettre la maladie en cas de contact adéquat avec des individus susceptibles est appelée la

période infectieuse pour ce dernier.

A un certain moment du cycle de I'infection, apparaissent les symptémes reconnaissables faisant
état de la maladie. la période allant du point d’infection, a I'instant de I’apparition des premiers

symptomes est reconnu sous ’expression de Période d’incubation.

Point d'infection

Incubation Symptomes

= S S Observation

Latent Infectieuse Rétablie / Immune

¢ ¢ b
.—rr—r—t+ -+ 11111117 1T 1 "1T 1T

Unité de temps

Fi1G. 2.1 - un cycle d’infection

Dépendant de I’infection, les symptémes peuvent apparaitre avant ou aprés le début de la période

infectieuse, et la durée des symptémes n’est pas nécessairement synchronisée sur celle-ci.

La période d’incubation n’a pas d’intérét du point de vue de la transmission en général, en
raison du manque de synchronisme avec le début de la période infectieuse. Cependant, dans les
cas des infections dangereuses du point de vue de la santé publique, ’apparition des symptémes
est le signal pour la mise en quarantaine des malades; Elle a alors une signification pour la

modélisation. Le tableau 2.1 présente une récapitulation de quelques cas de figure.

A la fin de la période infectieuse les individus guérissent (ou il meurent) dans tous les cas, ils ne

transmettent plus la maladie.

Suivant la maladie considérée, les individus guéris peuvent avoir une immunité acquise ou non.
Les personnes ou les animaux ont des anticorps spécifiques ou une immunité cellulaire. Cette
immunité peut étre temporaire. Dans le cas du paludisme, il n’y a pas & proprement parler
d’immunité, de méme qu’il n’y a pas d’immunité pour la Trypanosomiase, la blennorragie, la
fievre au virus d’Ebola-Marburg. .. Dans le cas de la variole, 'immunité est trés longue. Dans le

cas du tétanos, 'immunité (obtenu par vaccination) est d’au moins une dizaine d’années

Les individus qui portent un agent responsable d’une maladie spécifique en ’absence de toute
qui p g p q

manifestation clinique discernable de la maladie sont appelés des porteurs. Ils sont une source
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Période en jours

Maladie infectieuse || d’incubation | de latence | Infectieuse
Rougeole 8-13 6-9 6-7
Oreillons 12-26 12-18 4-8
Coqueluche 6-10 21-23 7-10
Rubéole 14-21 7-14 11-12
Diphtérie 2-5 14-21 2-5
Varicelle 13-17 8-12 10-11
Hépatite B 30-80 13-17 19-22
Poliomyélite 7-12 1-3 14-20
Grippe 1-3 1-3 2-3
Variole 10-15 8-11 2-3
Scarlatine 2-3 1-2 14-21

TAB. 2.1 ~ Période d’Incubation, de Latence et Infectieuse (en jours)

potentielle de I’'infection.

L’¢état de porteur peut exister chez des individus infectieux pour lesquels il n’y a aucune manifes-
tation apparente d’infectiosité discernable pendant leur période d’infectieuse. De tels individus

sont appelés des porteurs sains, ou aussi des porteurs asymptomatiques.

L’état de porteur peut étre considéré pendant la période d’incubation, de convalescence ou de
post—convalescence. On parle alors de porteurs incubants ou de porteurs convalescents. Dans
tous les cas, I’état de porteur peut étre d’une durée variable, courte ou longue. Les porteurs
temporaires ou chroniques jouent dans certaines maladies un réle trés important dans la péren-
nisation de la maladie. C’est le cas pour : I’hépathite B, la typhoide, le choléra, La poliomyélite,

la tuberculose. ..

2.2 Structure compartimentale des modéles épidémiologiques

L’utilisation des modeéles compartimentaux a une longue histoire en épidémiologie mathéma-
tique, depuis Sir Ronald Ross (1911) Kermack et Mac Kendrick (1929) ...

Comme on I'a vu précédemment, les individus peuvent étre répartis en diverses classes Suscep-
tibles, Latents, Infectieux, Rétablis, ...Le principe de la modélisation par compartiments

consiste & créer des «réservoirsy virtuels qu’on nomme alors les compartiments.

Un compartiment est un réservoir hypothétique ou conteneur, ne correspondant pas
forcement & une représentation physique volumique, spatiale ou massique, ou & un

espace physiologique.

Par exemple ]’on considére le compartiment des «susceptiblesy . .. L’hypothése est que le com-

partiment est une structure homogéne. Autrement dit, pour le compartiment des susceptibles,
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chaque susceptible est identique & tout autre du point de vue de I’épidémiologie. C’est ainsi que
dans le cas des maladies sexuellement transmissible par exemple oil la transmission est relative
aux habitudes sexuelles des individus de la population concernée, on suppose que les habitudes

sexuelles des individus d’un compartiments sont les mémes.

Les éléments dans un compartiment sont considérés comme des particules, des élé-
ments de matiére. La modélisation va consister a décrire le flot de particules entre

les divers compartiments.

Un modéle compartimental peut étre graphiquement représenté par un ensemble de boites, cha-
cune étant un compartiment du modéle, et un systéme d’arcs orientés reliant les compartiments.
Si un arc orienté va d’un compartiment A vers un compartiment B, cela signifie que les éléments

de A sont susceptibles de passer dans B.

Dans un modéle compartimental, il est essentiel de faire ’hypothése d’homogénéité dans les
compartiments ; c’est-a-dire, que la matiére dans un compartiment ne présente pas de différence,
et que, une unité de matiére qui entre dans un compartiment se mélange instantanément au

contenu du compartiment.

Les modéles compartimentaux furent utilisés d’abord en physiologie, ot il est question de décrire
des flots de matiéres (des biomasses, de 1’énergie ...) entre les compartiments. A présent, les
modeéles compartimentaux sont assez largement utilisés en modélisation mathématique. Leur
utilisation permet d’exprimer le comportement des dynamiques apparaissant dans 1’étude des
traceurs cinétiques, dans des réactions chimiques, en biochimie, en écologie, dans les applications

médicales. ..

En épidémiologie, les compartiments correspondent naturellement & des classes homogénes d’in-
dividus ; différents types de compartiments de susceptibles, de latents d’infectieux etc ... Dans le
tableau récapitulatif 2.2 nous donnons une description de la terminologie des notations usuelle-
ment utilisées pour désigner les compartiments dans des cycles épidémiologiques. Les termes
et notations sont d’origine anglo—saxonnes; nous en donnons pour chacun la signification en

Frangais.

2.2.1 Un exemple classique : le modéle Kermack-Mckendrick

Pour donner un exemple, nous allons considérer le modéle classique de Kermack et McKendrick

déja présenté en page 66, et que nous rappelons ci—dessous.

z = —fay
= fay—vy
z2 = vy
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Tableau terminologique

Nom du com- |signification en | Notation | Commentaires

partiment en | Francais

Anglais

Susceptibles Susceptibles S Individus qui peuvent étre at-
teints par ’infection

Infective Infectieux I Individus atteints par I’'infection
et qui peuvent la transmettre

Exposed Latents ou Ex- E Individus atteints par ’infection,

posés mais inapte & la transmettre
Removed Rétablis ou Im- R Individus guéris de I'infection et
muns prémunis contre elle

Mother pro- | Bébés sous anti M Individus protégés par les anti

tected children corps maternels corps acquis

Carrier Porteurs C Individus de saine apparence,
mais aptes a transmettre I'infec-
tion (i.e. Porteurs sains)

Vaccinated Vaccinés \'% Individus vaccinés contre 1’infec-
tion

Treated Traités T Individus ayant recu avec succés
le traitement contre 1’infection

Quarantine Quarantaine Q Individus mis en quarantaine

N Nombre total des individus en

considération

TAB. 2.2 — Récapitulatif des termes et notations utilisées dans les modéles épidémiologiques

Kermack et McKendrick avaient pour but d’étudier une épidémie de peste dans 1'ile de Bombay
entre le 17 décembre 1905 et le 21 juillet 1906. Il s’agit d’un modéle SIR. Ce qui signifie que
les individus passent du compartiment des susceptibles & celui des infectieux et enfin a celui
des «removed». On considére que la population de I’lle est homogéne. Les quantités z, y et z
représentent les proportions de population respective de S, I et R. L’unité étant le millier, on
considére que ces quantités sont des réels. Il est clairement indiqué par Kermack et McKendrick
qu’il s’agit en fait de densités surfaciques. En effet la population vivait sur une surface fixe. Le

diagramme de flux entre les compartiments du modéle est présenté dans la figure 2.2 suivante

I
S %T_ I LW R

susceptibles | infectieux “|  rétablis

F1G. 2.2 — diagramme de flux de matiére entre compartiments du modéle SIR.

Le terme —fBzy représente la quantité «instantanée» de population des susceptibles devenus
infectieux. Les nouveaux infectieux proviennent des susceptibles qui ont eu un contact adéquat

avec un infectieux. Kermack et McKendrick ont choisi de ’exprimer par la «loi d’action de
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massey : un ceefficient # multiplié par le produit des densités des susceptibles et des infectieux,

zy. Nous reviendrons plus loin sur ce choix de modélisation.

Le terme S8 zy qui apparait dans I’équation différentielle, exprime ’accroissement de la quantité

des individus dans le compartiment des infectieux. C’est le principe du bilan de matiére.

Le terme —vy représente la vitesse de guérison des infectieux qui passent dans le compartiment

des Rétablis R.

Il est fait I’hypothése que 'immunité acquise est permanente, ou plus exactement, I’épidémie
est étudiée sur une période de temps assez courte relativement & la durée de vie moyenne d’un

individu, et I'immunité est considérée comme permanente sur cette période.

De méme Kermack et McKendrick en raison de la briéveté de la période de la maladie ont
supposé la population constante, (y compris avec R qui comprenait les décédés). Autrement dit

les naissances sont négligées.

Br
S N 1
susceptibles infectieux
t v |

FiGg. 2.3 — Modéle SIS

Dans des infections ou les individus gardent de maniére permanente leur immunité, les modéles
SIR sont appropriés pour la modélisation. On rencontre ces situations dans des infections dont

les parasites responsables sont les virus par exemple, la rougeole, la varicelle, les oreillons. . .

Lorsque I'immunité d’un individu qui est guéri d’une infection comme dans la situation précé-
dente n’est pas permanente, au bout d’un certain temps, d’immunité, ce dernier retourne dans

le compartiment des S. Les modéles SIRS sont appropriés pour la modélisation des maladies

correspondantes.
Jild
S N | 1 "R
susceptibles infectieux rétablis
{ Y |

FiG. 2.4 — Modéle SIRS

Les modéles épidémiologiques déterministes modélisés par les équations différentielles ordinaires
sont des modeéles compartimentaux. Ces modéles peuvent étre trés compliqués. Par exemple,
nous donnons le diagramme des flux entre compartiments du modeéle de la tuberculose dans
la figure 2.5 olt nous exprimons pour ’instant les taux instantanés relatifs aux différents arcs
d’interconnection par des descriptions. cette figure sera reprise plus loin dans le chapitre sur les

exemples d’application de nos résultats.
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Gﬁl 4 infection a la souche 1
N

_&1_2 infection 4 1a souche 2

k passage de 1'état de latent 2 I'état d'infectieux, souche {

gr prise incorrecte de traitement
pr prise incorrecte de traitement

1-p-9)T traitement avec succes
r traitement avec succés

n mortalité par voie naturelle

d. surmortalité de la souche i
: par maladie

1 souche sensible
+d, 2 souche résistante

Dés qu'on entre dans la branche de la souche 2
on n'en sort que mort...

FI1G. 2.5 — diagramme de flux entre les compartiment du modéle de la tuberculose 3 deux souches

Nous reviendrons en détail sur le modéle correspondant & cette figure plus loin. pour le moment,
il nous suffit de savoir qu’a chaque modeéle compartimental correspond un diagramme de flux
présentant des compartiments et des arcs orientés matérialisant les flots de matiéres entre les
compartiments.

Avant d’étudier des modéles épidémiologiques spécifiques, nous allons donner les principes de

base des modéles compartimentaux dont nous avons besoin.

2.3 Modéles compartimentaux généraux

On considére un systéme quelconque, sujet & une modélisation compartimentale. Par rapport
aux hypothéses de base, ’ensemble des matiéres dans le systéme est subdivisé en un certain
nombre de classes de matiéres élémentaires avec chacune des propriétés communes qui définis-
sent ’homogénéité de la classe correspondante; il s’agit 1a des compartiments. Supposons dans
notre cas que les matiéres sont réparties dans n compartiments, chacun repéré par un indice
i, 1 < i < n. On note X; la quantité de matiére dans le compartiment :; usuellement, le
compartiment 7 est aussi appelé le compartiment X;. L’état du systéme est un vecteur colonne
X = (X1; Xa;...; Xn) € M CRE, dont les différents composants sont les variables représentants
I’état du compartiment du méme nom. La figure 2.6 ci-dessous donne un apercu du diagramme

des flux du compartiment X;. On a naturellement X;(t) > 0.

On note par f;:(X) la vitesse & laquelle la matiére quitte le compartiment X; pour aller dans le
compartiment X;, O0;(X) désigne la vitesse de sortie du systéme vers ’environnement extérieur
par le compartiment X;, et [;(X) désigne la vitesse de rentrée venant de ’environnement extérieur

par le compartiment X;.
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FIG. 2.6 — Représentation des échanges des matiéres du compartiment X;

Un bilan de matiére donne pour le compartiment X; ’équation différentielle
p q

X qu Zfﬂ - )+[(X)

J#t J#z

Les fonctions fi; et O; ont une propriété particuliére. Quand le compartiment X; est vide (i-e.
X; = 0), il ne peut rien en sortir ; donc, pour les points de la forme )0(,- (X153 Xio1;0; X5 .. Xn) €
M, on a

fii(X) =0 et Oi(X:) =0

Il est bien connu que si f;; est de classe C?, alors on peut écrire pour tout X, fii(X) = a;i{(X)X;

ol
1
of;:
a;i(X) = a];é.(Xl; Xa; oo Xicy; X Xigas -5 Xo)dt
0 i

De méme si O; est de classe C! alors on a O;(X) = 0;(X) X, avec

' 90;

X)= | 3x,

—(Xy; Xo; ... Xio1; t X Xigas o5 Xn) dt

On supposera que c’est le cas pour la suite.

Avec ces notations, le bilan de matiére pour le compartiment X; donne :

X; = Za” )X; — Za“ X; — 0i(X)X; + L(X)

g %

Soit A 1’application définie sur M qui & tout X € M associe la matrice A(X) = (a;;(X)) avec
les termes a;;(X) défini par :

n

a;i(X) = — Z a;i(X) — 0:(X)

J#1

on a :

X = A(X)X +I(X) (2.1)
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avec I(X) = ([1(X); L(X); ...; I,(X))

L’application A est particuliére : pour tout X € M,
— les termes hors diagonaux de la matrice A(X) sont positifs (i.e. a; ;(X) > 0 pour les i # 7)

-~ Les termes diagonaux de la matrice A(X) sont négatifs (i.e. a;;(X) < 0), et tels que

—a;i(X) > Z a;i(X)

i=1
J#i

Remarque 2.1 L’équation fondamentale (2.1) d’un systéme compartimental n’est en aucun cas

unique. L’intérét sera de choisir la représentation de ’application A la plus intéressante possible.

Définition 2.1 (Matrice de Metzler) Toute matrice A = (a;;) € M,(R) telle que a;; > 0
pour tout © # j est appelée matrice de Metzler

Définition 2.2 (Matrice Compartimentale) Toute matrice A = (a;;) € M,(R) qui est une
matrice de Metzler, et telle que a;; < 0, et —a;; > Zaj; pour tout 1, 1 < 1 < n est appelée

=1
) ) I#
matrice compartimentale

2.3.1 Convention de représentation des modéles compartimentaux

L’équation fondamentale d’un systéme compartimentale est donné par 1’équation (2.1) que

nous rappelons ci—-dessous.

X=AX)X+I

définie sur un ensemble M C R?, avec A une application définie sur M, telle que pour tout
X € M, A(X) soit une matrice compartimentale.

Les applications a;; correspondants aux termes non diagonaux des valeurs de 1’application A
sont de dimension T'~! (T représentant ici ’unité de temps). Chacune représente le taux par unité
de temps suivant lesquels la matiére est transférée du compartiment X; vers le compartiment X;.

On parlera de taux instantané de transfert de matiére du compartiment X; vers le compartiment

X..

On conviendra de représenter le modéle compartimental par un graphe orienté avec le cas échéant
les arcs & un seul sommet. que nous appelons le diagramme de flux de matiére du modéle.
- Les sommets seront les compartiments.
- Un arc joindra deux sommets de ¢ vers j s'il existe un flux de matiére du compartiment
X vers le compartiment X;.
~ On attacheraal’arc i, j] a;;, le taux instantané de transfert de matiére du compartiment

X; vers le compartiment X;.
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— On attachera le cas échéant & 'arc [i, — [ o;, le taux instantané de transfert de matiére
vers le Penvironnement extérieur lorsqu’il existe un transfert de matiére vers ’environ-
nement extérieur par le compartiment X; et & ’arc | =, 1] I;, la vitesse de rentrée de
matiére dans le systéme par le compartiment X;, lorsqu’il existe un transfert de matiére
de ’environnement extérieur vers le systéme par le compartiment X;

La figure 2.7 ci—dessous donne un apercu de la représentation d’'un modéle compartimental

correspondant au compartiment X;.

ll,(x)

a,,X)

a; X)

X

X

i

0lX) |

Fi1G. 2.7 — Diagramme de flux de matiére au niveau du compartiment X;

De cette représentation, on obtient automatiquement ’équation fondamentale (2.1).

2.4 Les modéles épidémiologiques en tant que modéles com-

partimentaux

En général un modéle épidémiologique déterministe est un modéle compartimental oti les quan-
tités de matiéres correspond au nombre d’individus mesuré avec une certaine unité (centaine,

millier, million, etc ...)

On appelle incidences horizontales dans un modéle épidémiologique les lois qui caractérisent
les arcs entre un compartiment d’individus sains et un compartiment d’individus infectés. Ces
lois sont caractéristiques de la maladie correspondant au modéle. Les incidences verticales

sont les lois qui caractérisent les entrées et sorties des compartiments.

2.4.1 Incidences horizontales & partir du compartiment des suscepti-
bles

Un susceptible quitte le compartiment des susceptibles quand il est infecté lors d’un contact
adéquat avec des individus infectés. On va considérer & titre d’exemple une maladie hypothétique
dans une population homogéne avec un seul compartiment des individus susceptibles que nous
notons S, et un compartiment d’individus infectieux que nous notons I. Le vecteur X = (S; I;...)
désigne ’état du systéme. la restriction du diagramme de flux entre les compartiments du modéle

au niveau du compartiment S se présente comme sur la figure 2.8 ci-dessous.
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lI(X)

X
g | /X X,

l

F1G. 2.8 — Restriction du diagramme de flux des matiéres au compartiment S

ot f(X) est la vitesse de transfert de matiéres du compartiment S vers les autres compartiments
auxquels il est connecté par un arc.

Si le bilan instantané de matiére au niveau du compartiment S donne
S =—f(X)+ autres termes

on a

S=0 = f(X)=0
I=0 = f(X)=0

Si la fonction f est de classe C!, alors on peut écrire

et I’équation différentielle exprimant la variation dans le compatiment S s’écrit :
S = —a(X)IS+ autres termes

La fonction
X:aX)I

qui est le taux instantané de “quittage” du compartiment S est par définition la loi d’incidence

horizontale de la maladie sur la population considée. On parle aussi de taux d’incidence.

La forme la plus commune de cette loi est la loi dite d’action de masse ou vraie loi d’action

de masse donnée par :

o(X) I = ﬂ%

ol N est la population totale.

f3 est le nombre moyen de contacts adéquats par individu et par unité de temps.

L’interprétation en modélisation est la suivante :

Les susceptibles au nombre de S font instantanément 3S contacts adéquats, mais seuls % de

ces contacts sont avec les infectieux qui transmettent alors la maladie.
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Avec nos conventions de notation, on aura :

lI(X)

2|~

B

,

FIG. 2.9 — Restriction du diagramme de flux des matiéres au compartiment S

X

1l existe dans la littérature une autre loi d’incidence appellée pseudo loi d’action de masse,

ol

a(X)I =pI
Elle est utilisée par May et Anderson [1]

Des essais de modélisation du taux d’incidence pour diverses maladies ont été faits sur plusieurs

modéles épidémiologiques. On a considéré la loi

I
NY —
TN

pour des systémes constitués de populations variant entre 1000 et 400000 individus; les diverses

valeurs de v obtenues varient entre 0.03 et 0.07.

2.4.2 L’intervention de la démographie dans les modéles

Toute population se déplace, se reproduit et décéde. Les systémes épidémiologiques consi-
dérent généralement des populations confinées dans un espace géographique limité. Dans certain
cas, il est nécessaire de prendre en compte ces variations de population, surtout lorsque I’échelle
de temps dans la maladie considérée est assez grande. La prise en compte des variations de la
population se caractérise par des entrées et sorties des compartiments du modéle correspondant.
Ces entrées et/ou sorties mettent en relation le systéme avec I’environnement extérieur suivant
des taux par unité de temps donnés. Généralement, les arcs représentant des recrutements dans
le modeéle sont annotés par les vitesses auxquelles les compartiments recoivent de la matiére,
contrairement aux autres arcs, dont les annotations utilisées sont les taux instantanés de transfert
de matiéres correspondants. Les recrutements correspondent 4 des naissances, les transmissions
verticales, et les immigrations. Ils sont représentés sur le graphique du modéle compartimental

par des arcs dépendant d’un seul compartiment.

La figure 2.5 4 la page 75 est le graphique d’un modéle épidémiologique ol tous les compartiments
sont sujets aux décés de leurs membres. Dans ce modéle, le recrutement de nouveaux membre

n’est considérée dans aucun compartiment.
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La figure 5.2 de la page 123 est la représentation du diagramme des flux entre compartiments d’un
modéle MSEIR ot la reproduction des membres de certains compartiments est prise en compte.
Le décés des membres de tous les compartiments est également pris en compte. L’immigration

cependant n’est prise en compte dans aucun des compartiements.

La figure 5.3 de la page 131 est la représentation du diagramme des flux entre compartiments
d’un modéle SEIR ou la reproduction n’est prise en compte dans aucun compartiment. Le décés
des membres de tous les compartiments est également pris en compte. L’immigration est prise

en compte dans le compartiment S.

La démographie joue un réle assez important dans les systémes épidémiologiques. Il est arrivé
quelquefois que I'immigration d’un seul individu contaminé par le paludisme soit & 1’origine d’une

épidémie dans une région ou cette infection était inconnue.
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Chapitre 3

Quelques outils Mathématiques

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté des généralités sur 1’épidémiologie. L’usage
des modéles compartimentaux dans la modélisation des infections épidémiologiques est nature].
La modélisation suivant des structures compartimentales sont des techniques assez répandues
dans la modélisation des systémes en sciences fondamentales telles que les biosciences ou 1’é-
conomie [21, 19]. Les modéles déterministes de I’épidémiologie mathématique sont des modéles
compartimentaux. Ceci nous conduit & consacrer une partie de ce chapitre aux modéles compar-
timentaux. Nous présentons les modéles compartimentaux de maniére générale. Nous présentons
dans la partie suivante un certain nombre de résultats, essentiellement contenus dans [2] et [20]
sur les matrices quasi positives ou matrices de Metzler, qui sont a la base de nos résultats. Les

démonstrations que nous en donnons pourraient parfois étre nouvelles.

En épidémiologie mathématique, le Principe de LaSalle se trouve étre souvent évoqué, lorsque
il est question d’analyser la stabilité des points d’équilibre des systémes. On rencontre souvent
des utilisations abusives de ce Principe. En effet, le Principe de LaSalle établit ’attractivité des
points d’équilibre. Ce critére seul ne suffit pas & conclure & I’asymptotique stabilité des points
d’équilibre en considération. Nous consacrons la quatriéme partie de ce chapitre au Principe de

LaSalle et les résultats de stabilité et de stabilité asymptotique qui s’y rapportent.

3.2 Les Modéles compartimentaux

Sous des conditions de régularité suffisante des vitesses de transferts de matiéres entre com-
partiments d’un modéle compartimental, la dynamique dans celui—ci s’exprime par ’équation

fondamentale
x=AX)x+1I (3.1)

définie sur un ensemble M C R} qui est ’orthant positif de R”, avec A 1’application

-A : X €M A(x) = (a:(x)) € Mn(R) (3.2)
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telle que pour tout x € M A(x) soit une matrice compartimentale.

Inversement, Soit une application
B:xe€ R’_‘l_ — B(x) = (b,-j(x)) € M,(R) (3.3)

ot pour tout x € R}, ona:
— Les b;j(x) > 0 pour les 1 # j
—les b;;(x) <01<i<n
n
- pour tout i, 1 <i <, b)) = 3 [byu(x)
7
Le systéme

x = B(x)x+1 (3.4)

est le modéle d’état d’un systéme compartimental constitué de n compartiments, dont les vitesses
de transfert de matiére du compartiment x; est donné par :

—> b;(x)z; pour la part cédée au compartiment x;,
n
—> —(bii(x) + Z b; i(x))z; cédée a ’environnement extérieur au systéme

j=1
J#
(I); est la vitesse de réception de matiére dans le compartiment x;.

Définition 3.1 (Systéme compartimental) On appelle systéme compartimental de classe C*,

tout systéeme d’équations différentielles qui peut se metire sous la forme
x=Ax)x+1 (3.5)
définie sur un ensemble M C R%, avec lapplication
A xeMm— A(x) = (a;j(x)) € Ma(R)

de classe C! tel que pour tout x € M
1. —> a;j(x) > 0 pour tous les i et j avec i # j
2, —> a;i(x) <0 pour tous les i, 1 <1 <n

n

3. —> |a;i(x)| 2 Zaj,-(x) pour tous lesi, 1 <i<n

i=1
i
3.2.1 Propriétés des systémes et matrices compartimentaux

L’usage dans ’analyse des systémes compartimentaux impose une terminologie qui emprunte

les mots et expressions & des disciplines connexes. Par exemple & la théorie des graphes, les
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nceuds, les arcs et la matrice d’adjacence ; les noeuds correspondent aux compartiments, les arcs,
aux interconnections entre compartiments en interactions ; la matrice d’adjacence, ou la matrice
d’incidence sommet—sommet correspond & la matrice du systéme. On parlera donc de systéme

compartimental connexe, fortement connexe, et autres d’aprés les précisions suivantes.

Définition 3.2 (systéme fortement connexe) On dira qu’un systéme compartimental est
fortement conneze si pour tout couple de compartiments du modéle, il existe toujours un chemin

orienté pour aller de 'un & ’autre.

Définition 3.3 (systéme connecté sur fuite) On dira qu’un systéme compartimental est con-
necté sur fuite si tout compartiment du systéme est relié par un chemin a un compartiment qui

a une fuite ou sortie sur l’environnement eztérieur.

Définition 3.4 (Systéme a piége) Un systéme compartimental est a piége s’il existe un sous
ensemble non vide de compartiments interconnectés en sous systéme fortement conneze ou toute
matiére qui y entre ne repartira plus vers les autres compartiments. Le sous ensemble des com-

partiments correspondant est appelé le piége du systéme compartimental.

Ceci peut avoir des caractérisations numériques ; il est nécessaire pour cela de donner quelques

définitions supplémentaires

Remarque 3.1 Dans la littérature on trouve le terme de trappe; notre notion de piége est un
peu plus générale. Dans la littérature anglo-saxonne, la trappe est un ensemble de comparti-
ments, d’un systéme comprtimental, constituant un sous systéme dans lequel toute matiére qui
entre ne «ressort plusy. Ce qui exclut la possibilité d’excrétion vers I’extérieur. Dans notre cas,

le piége peut avoir des sorties sur ’extérieur.

Définition 3.5 (Matrice réductible, matrice irréductible) Soit A = (a;;) € M.(R) une
matrice carrée.

On dit que la matrice A est réductible, si il existe une matrice de permutation P tel que

pTap= | A Az (3.6)
0 A,

La matrice A est dite irréductible si et seulement si elle n’est pas réductible.

Remarque 3.2 Il est & noter dans la définition 3.5 ci—dessus, il est question d’une matrice
semblable, mais seul sont concernés comme matrice de passage, les n! matrices de permutations
de la base usuelle de R™ .

La réductibilité de la matrice A peut s’exprimer autrement ;si (e;, e, ..., e,) est la base usuelle
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de R”, il existe V = ((e;,, €;,, ..., €;,)) sous espace propre de R" (i.e. p < n) tel que AV C V.
[’irréductibilité d’une matrice A est caractéristique de la cornnexité de I’hypothétique systéme

compartimental dont la matrice associée prend pour tout état la valeur matrice constante A.

On a le résultat suivant :
Theoréme 3.1 Soit un systéme compartimental de type (3.5)
x=A(x)x+1I

Les deuz propriétés sutvantes sont équivalentes :
1) —> pour tout x € M, la matrice A(x) du systéme est irréductible
2) —> Le systéeme (3.5) est fortement conneze sur M.

Démonstration:
Supposons que pour un X, la matrice A = A(x) soit réductible; Soit S = {iy, i, ..., ip}
'ensemble des indices des vecteurs de la base usuelle de R", tel que V = ((e;,, e, ..., e;,))

(V étant un sous espace vectoriel de R” tel que AV C V). Soit i € S, on a pour tout j ¢ S,
a; ;(x) = 0 ce qui signifie concrétement que les compartiments x;, i € 5, et x;, 7 ¢ S ne sont pas
en connections dans le sens x; —> x;. La conséquencé en est qu’il n’y a pas de chemin pour aller
d’un compartiment X;, ¢ € S vers un compartiment X;, j ¢ S, et donc le systéme correspondant

n’est pas fortement connexe.

Supposons réciproquement que le systéme envisagé ci-dessus n’est pas fortement connexe. Il
existe en conséquence de cause un couple de compartiments (x;, X;), tel qu’il n’existe pas de
chemin pour aller du premier vers le deuxiéme. Soit S = {iy, 12, ..., ip} 'ensemble des indices
des compartiments tel qu’il existe un chemin (x; <-> X¢), k¥ € S. On a card(S) < n car sinon le
systéme serait fortement connexe. Soit 7 ¢ S on a nécessairement pour un x € M, a;i(x) =0
pour tout k € SU{i}; en effet, si tel n’est pas le cas, c’est a dire pour un k € SU{s} a;jx(x0) #0
pour tout X9 € M, alors les compartiments X serait en connection avec le compartiment x;
dans le sens x; —> X;, et il existerait le chemin (x; —> x;). Soit (e;, €;,, €;,, ..., €;,) une famille
constitué des vecteurs de la base canonique, indexé par les éléments de S, soit (e;, e;,, €5, ..., €; )
la famille constituée des vecteurs e; de la base canonique de R™, tel que [ ¢ S U {i}; notons
£ = (e, €i, €, ..., €, €, €, €, ..., €;,); £ est une base de R™. Soit f I’endomorphisme
de R™ dont la matrice realtivement & la base canonique de R™ est A(Xo). On a, la matrice
de f relativement & la base £, M(f, ) = A(xo) est une matrice de la forme donnée dans

’égalité (3.6). Il s’en suit que la matrice A(xg) est réductible. m]

Définitions 3.6 Soit un systéme donné par (3.5), (systéme compartimental ou non).
—> On dit que le systéeme (3.5) est fortement connexe si pour tout x € R", la matrice
A(x) = (a;;(x)) est irréductible.
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—> On dit que le systéme (3.5) est connecté sur fuite si pour tout x € R™ et pour tout ¢,
1 <1 < n, il existe un j;, tel que
- aij;(x) #0
n
- |ajij.'(x)| > Z a’kji(x)

k=1, k#3i
—> On dira que le systéme (3.5) est a piége St :

— il existe un x € R™ tel que la matrice A(x) soit réductible
— pour tout x € R", il existe un sous ensemble d’indice J = {i1, iz, ..., 1}, ¢ < n, et pour
tout j, 1 <i; <n, tel que le systéme (3.5) admet un sous systéme corespondant d

x5 = (Tiy; Tig5 - -5 Ti,) € R? qui s'écrit de la forme
x5 =As(x)x;+1;
avec pour tout x € R™ A j(x) € My(R) une matrice irréductible
Les caractérisations numériques de ces définitions conduisent aux définitions suivantes.

Définitions 3.7 (Matrice & diagonale dominante) Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice

—> On dit que A est une matrice & diagonale dominante colonne si pour tout:,1 < 1 < n,
n

on a |a,:,-| Z Z |a,~,-|

J=1, j#i
—> On dit que A est une matrice a diagonale dominante ligne si pour tout i, 1 <i < n,
n

on a |a;;| > Z |a: ;]
j=1,j¢i . . . . .
—> On parlera de matrice a diagonale dominante stricte colonne (respectivement

ligne) lorsque les signes d’inégalités dans les relations respectives ci-dessus sont plutét des iné-

galités strictes

Définitions 3.8 (Matrice fortement connexe, matrice connectée sur fuite)

Soit A = (a;;) € Mu(R) une matrice

—> On dira que A est une matrice fortement connezxe Si elle est irréductible

—> On dira que A est une matrice connectée sur fuite colonne (respectivement ligne), Si pour
tout 1, 1 <1 < n, il existe un j;, tel que :

-a;; #0 (reipectivement a;;i #0)

n

~lajiil > ) lakil ( respectivement |aj;l > > lajxl)
k=1, ki k=1, ki

Définition 3.9 (Matrice compartimentale)
On appelle matrice compartimentale, toute matrice A = (a;;) € My(R), dont les cefficients
vérifient les propriétés :

- a;; > 0 pour tous les i et j avec i # j
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- a;; <0 pourtouslesi, 1 <1 <n

- A est a Diagonale dominante Colonne

L’usage des matrices compartimentales est 1ié 4 ’analyse des systémes dont les états restent
positifs tout le temps. La comparaison des vecteurs et matrices est souvent utilisée dans cette
analyse. On se sert a cet effet de l'extension de ’ordre usuel dans R, le «<» et I’ordre strict
associé «<» sur I’ensemble des matrices. L’utilisation de ces relations, du fait qu’il s’agisse des
relations d’ordre partielles masque les détails de comparaison ; Nous précisons ci—dessous 'usage,
tel que nous ferons dans la suite. Nous précisons aussi 1'usage de la relation «&» associée au

symbole de ’ordre ci-dessus.

Définition 3.10 Soient x = (z1; Z2; ...; Tn) € R}, A = (a;;) € Mg, (m, n)

—> On dit que le vecteur X, ( respectivement la matrice A) est strictement positif, et on note
X > 0 (respectivement A > 0), Si pour tout i, 1 < ¢ < n, z; > 0 (respectivement Pour tout
,7,1<i<m,1<j<n,a;>0)

—> On dit que le vecteur x , respectivement la matrice A) est positif, et on note x > 0
(respectivement A > 0), Si pour tout i, 1 < i < n, z; > 0 et pour au moins un 1, r; > 0
(respectivement Pour tout i, j,1 <i<m,1<j<n,a; >0 el pour au moins un couple
(ia .7) y i > 0)

—> On dit que le vecteur X, (respectivement la matrice A) est positif (largement), et on note
X > 0 (respectivement A > 0), Si x > 0 ou x = 0 (respectivement A > 0 ou A =0).

Ces notations sont d’usage assez courant dans I’analyse des systémes dont les états évoluent dans
Porthant positif. D’une référence & une autre, on note cependant des différences de sens entre

’inégalité stricte, et I'inégalité large. Nous avons adopté celle qui est la plus courante {2, 55].

La classe des matrices compartimentales est d’une grande importance dans les systémes dont
les états évoluent dans ’orthant positif d’un espace R™. De tels systémes constituent une classe
plus importante.

Soit un systéme linéaire

x = Ax (3.7)

Une condition nécessaire et suffisante pour que 'un des composants z;(t) d’une courbe solution
du systeme (3.7) x(t) reste positif tout a tout instant est que &; > 0 pendant que z; = 0, et
z; > 0 pour les j # 1 cette condition est remplie pour le systéme (3.7) si et seulement si a;; > 0
pour tous les 7 j, i # j. Toute matrice qui satisfait & cette condition est une matrice dite de
Metzler [16, 15, 32].

Les matrices de Metzler sont utilisées dans une classe de systémes assez large. De nombreux
systémes de la biologie, de 1’économie et méme des sciences physiques appartiennent & cette
classe. Dans la section suivante, nous portons notre attention sur les matrices de Metzler, dans

le but d’utiliser les résultats dans la caractérisation des systémes épidémiologiques.
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3.3 Les Matrices de Metzler

Définition 3.11 (Matrices de Metzler) On appelle matrice de Metzler, toute matrice
A = (a;;) € M,(R), dont les cefficients vérifient la propriété :

a;; 20 pourtousles 1 etj aveci # j

(i.e. dont tous les ceefficients extra—diagaonauz sont positifs)

Les matrices de Metzler sont aussi connues sous le nom de « matrices quasipositives » [50]

Nous commengons par le résultat suivant qui est dt & Gershgorin [12]. Il est 1ié¢ au théoreme de
Hadamar-Frobenius qui a été démontré  plusieurs reprises par plusieurs auteurs différents dans
des cadres qui se rapprochent [12, 22, 40, 41, 44, 42, 43, 47, 55, 52, 58].

Theoréme 3.2 Soit A = (a;;) € My(R) une matrice carrée.
Le Spectre de la matrice A, Sp(A) C C est contenu dans la réunion des disques dont les centres

sont les cafficients diagonauz de la matrice A, les a;;, et dont les rayons respectifs sont les
n
sommes des valeurs absolues des ceefficients extra-diagonauz lignes correspondantes, les E la; ;|

=L
J#i
n

En d’autres termes, pour tout 1, 1 <1 < n, si on pose r; = E lai;l, on a

=1
J#i

Sp(A) | B(ai, )

=1

La preuve de ce théoréme nécessite que le résultat préalable suivant soit établi

Lemme 3.1 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée.

Si A est une matrice singuliere, Alors il eziste un indice iy tel que
n

|@ig i < Z lai, j| (i.e. le terme diagonal a;yi, est dominé par la ligne io)

j=1
J#io

Démonstration du lemme 8.1:

Soit un n quelconque fixé, on va supposer que A est une matrice singuliére. On va aussi faire
I’abus de noter la matrice A et I'endomorphisme de R™ correspondant par le méme symbole, A.
On a ker A # {0} ; soit x = (21, 22, ..., z,)T € ker A, x # 0, soit 7o I'indice du composant de
x tel que |z;,| réalise la norme du maximum de x (i.e. |z;,| = lrgagiﬂx,l) = ||%/|oo)
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n
On a Ax = 0, et donc (Ax);, = E aiy iz = 0;
j=1
il s’ensuit,
n
—QigigTip = E :aiojxj

j=1

I#i0
Il vient _
n
laiillenl < laille;l
o
n

|Zi0] ) laios]
j=1

J#%0

IA

puisque z;, # 0 il vient enfin
n
|aioio| < § :laioj|
j=1
a#40
ce qui achéve la démonstration du lemme. |

Pour ce lemme, on a le corollaire suivant, qui se trouve étre plus adapté au théoréme que le

lemme 3.1.

Corollaire 3.1 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée.

Si A est une matrice singuliére, Alors il existe un indice 1o tel que
n
@i i | < E lai,| (i-e. le terme diagonale a;yi, est dominé par la colonne io)
=1
i0#]
La démonstration est identique & celle du lemme 3.1 ci dessus, ot on remplace la matrice A par
sa transposée, AT qui a les méme propriétés de régularité que la matrice A.

Démonstration du theoréme 3.2:
Considérons une matrice A = (a;;) € M,(R); pour tout A € Sp(A), on a A — Al est une

matrice singuliére. Par application du lemme 3.1, on a :

n
pour tout A € Sp(A), il existe iy € N, 1 < iy < n tel que |a;,;, — A| < Z las, ;1
j=1
#in
n
Si on pose r; = Z |as, jl, la ligne ci—dessus s’exprime autrement par :

j=1
J#i
pour tout A € Sp(A), il existe i) € N, 1 < iy < n tel que A € B(ai,i,, 7i,)

Si on considére indifféremment toutes les boules B(a;;, r;) pour tout ¢, 1 <: < n, il vient que

tout A € Sp(A) est dans 'une d’entre elle, et donc, A € U B(ais, 7). O

=1
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Notons au passage le corollaire du théoréme 3.2 qui est plus adapté a la notion de dominance

colonne :

Corollaire 3.2 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée.
Le Spectre de la matrice A, Sp(A) C C est contenu dans la réunion des disques dont les centres

sont les cefficients diagonauz de la matrice A, les a;;, et dont les rayons sont respectifs sont les
n
sommes des valeurs absolues des ceefficients extra—diagonauz colonne correspondants, les E la;i
J=L
J#
n
En d’autre terme, pour tout i, 1 < i < n, st on pose r; = E laji|, on a
iz
J#i

Sp(A) C OB(GH, ri)

=1

Le résultat suivant, dd & Hadamard-Frobénius [2]. Nous le traitons en tant que corollaire du

théoreme 3.2.

Corollaire 3.3 Soit A = (a;;) € Mn(R) une matice carrée.

Si A est une matrice & diagonale dominante stricte, alors A est une matrice inversible.

Démonstration:

Il s’agit d'une conséquence immédiate du théoréme 3.2, et du corollaire 3.2; en effet, Si A est
a Diagonale Dominante Stricte, on a pour tout 7, 1 < i < n, |a;;| > r;, ! et donc aucune des
boules B(a;;, r;) ne contient I’origine de C, et par conséquent aucune des valeurs propres de la

matrice A ne peut étre nulle. ‘ O

Corollaire 3.4 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée.
St A est une matrice compartimentale & diagonale dominante Stricte, alors A est une matrice

asymptotiquement stable

Démonstration:

Dans le théoréme de Hadamard-Frobénius qui est le corollaire 3.3 ci~dessus, le spectre de A a le
droit de se trouver dans n’importe lequel des demi plans complexes ot il y a un des coefficients
diagonaux de la matrice A, les a;;. Le fait que A est une matrice compartimentale force tous les

a;; & se trouver sur le demi axe réel gauche du plan complexe ; et donc toutes les valeurs propres

n n

lavec r; = E |aji| si ce sont les colonnes qui sont concernées, ou r; = _s_ lai j| si ce sont les lignes qui sont

_!' = 1' _1 =1
J#s J#
concernées
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de la matrice A sont dans des boules strictement incluses dans le demi plan complexe gauche.

d’ou I’Asymptotique stabilité de la matrice A O

Du résultat suivant, on établit aisément une corrélation entre les systémes linéaires positivement

invariants dans R} et les matrices de Metzler.
Theoréme 3.3 Soit le systéme définie sur R™ par
x = A(x)x (3.8)

Ona:
Si pour tout x € R", A(x) = (a;;(x)) est une matrice de Metzler alors le systéme (3.8) laisse

positivement invariant 'orthant positif R%

Démonstration:

Supposons que pour tout x € R}, A(x) soit une matrice de Metzler ; on a, pour tous les 7, j, 4 # j

a;;(x) > 0; soit un i quelconque, 1 < i < n, on a: sur 'ensemble H; = {x € R", / z; = 0} NR2,

n

:If,' = Z a,-j(x):z:j

=1

n
= Za,-j(x):cj Z 0
p
Autrement dit sur les ensembles H; qui sont les diverses faces de la frontiére de R?, la restriction

du systéme (3.8) a un champ de vecteurs qui pointe vers l’intérieur de R?7. et par continuité du

flot, aucune trajectoire de ce systéme qui commence dans R} n’en sort pas. O

Remarque 3.3 La reciproque de la propriété énoncée dans ce théoréme dans le cas général est

fausse, comme on peut le voir sur un exemple simple pris dans le plan, avec

A(x)=< -1-2z} l—a:1+a:§)

l1+23 -z, —1-22

qui est une matrice qui laisse invariant R% sans étre pour tout x € R? une matrice de Metzler.
Cependant, dans les cas ol la matrice A(x) serait constante pour tout x A(x) = A, I'implication
reciproque est aussi vraie; en effet, le systéme (3.8) dans ce cas particulier laisse positivement

invariant R% ; Sur les H;, sa restriction est 1’équation différentielle scalaire

‘'n

:i‘,'= E Qi;T;

=1

I#
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qui est positif. Sa valeur en x = e; est a;; ol e; est I'un des vecteur de la base canonique qui

est inclu dans I’hyperplan H;.
Donc pour tous les i et 7 ¢ # j et pour tout x € R}, a;; > 0, et A est une matrice de Metzler.

Le résultat suivant est un classique théoréme de Perron-Frobenius; il établit une certaine car-
actérisation des matrices positives que nous utilisons par la suite dans la caractérisations des
Matrices de Metzler. Ce résultat fut présenté en premier par O. Perron [46] dans le cadre des

matrices positives, et ensuite étendu par G. Frobenius [11] & des matrices irréductibles.

Theoréme 3.4 A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée.

—> Si A > 0, alors le rayon spectral de la matrice A est une valeur propre de la matrice A, et
il existe un vecteur propre associé v, avec v > 0

—> Si A > 0, dlors, le rayon spectral de A, p(A) est une valeur propre simple et strictement
positive de la matrice A ; de plus, il existe v € R}, v>> 0 tel que Av = p(A)v

—> Si A >0 et de plus A est une matrice irréductible, alors, le rayon spectral de A, p(A) est
une valeur propre simple de la matrice A ; de plus, il existe v € R}, v>> 0 tel que Av = p(A) v

Des démonstrations assez techniques de ce résultat peuvent étre trouver dans [33]
Ce résultat posséde d’importantes conséquences pour des systémes dont les états évoluent dans

un orthant positif. Le résultat suivant est 1’'une de ces conséquences sur les matrices de Metzler.

Theoréme 3.5 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice de Metzler donnée. Notons a(A) =

max R(A), le module de stabilité de la matrice A.
AESP(A)

—> a(A) est une valeur propre de la matrice A a laquelle est associé un vecteur propre positif
(i.e. 3vERY, v #0 tel que, Av=a(A)v)

—> Si de plus, la matrice A est irréductible, alors a(A) est une valeur propre simple de la
matrice A a laquelle est associé un vecteur propre strictement positif (i.e. Iv € R}, v > 0 tel
que, Av=a(A)v)

Démonstration:

Soit m = min{lrzl_;n aii, 0} ;ona, A—mlI>0;
ssn
On applique & la matrice A — m I le théoréme 3.4 ci-dessus;

Il vient,
dveR}, /[ (A-mI)v=p(A-mI)v

autrement dit,
dveR:}, [ Av=(p(A-mI)+m) v

Le vecteur v est vecteur propre de la matrice A.
La valeur propre de la matrice A a laquelle ce vecteur propre est associé est p(A — mI) + m;

on a nécessairement p(A — mI) 4+ m = a(A). En effet, il est bien connu que pour une matrice
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carrée B donnée, on a Sp(B + (I) = ( + Sp(B); (p(A —mI)+m) €R;
puisque '

A= = Ry Y

on a

p(A—mI)+m= reso (X R(A) = /\gg()i) R(A) = a(A)

Remarque 3.4 Ce théoréme est caractéristique des matrices de Metzler. Il dit littéralement
que toute matrice de Metzler admet une valeur propre réelle qui est le module de stabilité de la
matrice en considération, dont un vecteur propre associé est positif.

Cette caractérisation, et d’autres propriétés auxquelles nous avons déja fait allusion, vont nous
permettre de parler ci-aprés d’une sous classe de la classe de matrices de Metzler, les matrices
de Metzler Stables.

3.3.1 Matrices de Metzler Stables

L’une des propriétés les plus importantes dans la théorie des systémes est celle de la stabilité.
Pour cette raison, de la classe des matrices de Metzler qui représente un grand nombre de sys-
témes se dégage naturellement la sous classe de ceux qui de plus ont la propriété d’étre stable.
Du théoréme 3.5, il se dégage le fait que les matrices de Metzler stables se caractérisent par le
fait d’avoir un module de stabilité qui est négatif, et strictement négatif pour les matrices de
Metzler asymptotiquement stables.

Dans le théoréme suivant nous donnons des caractérisations des matrices de Metzler stables que
nous utilisons dans nos résultats.

Il s’agit d’un extrait d’un résultat donné dans le livre de Berman et Plemmons [2], sous forme
d’une cinquantaine de conditions équivalentes pour qu’une matrice soit une M-matrice? in-
versible. Nous avons donc considéré de ces équivalences celles que nous utilisons dans nos résul-
tats.

Comme les résultats dans [2] sont donnés par référence 4 la littérature, nous donnons les démon-

strations.

Theoréme 3.6 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice de Metzler, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. —> La matrice A est globalement asymptotiquement stable.

2. —> La matrice —~A~! est strictement positive (i.e. —A™! > 0)

8. —> Si b € R} est une vecteur strictement positif (b >> 0), Alors l’équation Ax +b = 0
admet une solution x € R%, srictement positive (i.e. x> 0)

2Une matrice A est dite M—matrice si et seulement si —A est une matrice de Metzler stable
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4. —> Il existe un vecteur c € R%, strictement positif (i.e. ¢ > 0) tel que le vecteur Ac soit
strictement négatif (i.e. Ac < 0)

5. —> Il existe une matrice diagonale D € M, (R,), tel que la matrice AD soit a Diagonale
Dominante Stricte Colonne (respectivement DA soit & diagonale Dominante Stricte Ligne)

6. —> Il existe une matrice diagonale D € M,(R}), avec diag(D) > 0 tel que la matrice
—(ATD + DA) soit symétrique définie positve.

Démonstration:

Nous allons établir successivement les implications 1. —> 2., 2. —> 3., 3. —> 4., 4. —> 5., 5.
—> 1.

1. —>2.
La matrice A est globalement asymptotiquement stable, elle est par conséquent inversible, et on

a afA) < 0; Il existe donc un scalaire positif K tel que pour tout xo € R”,
lle**x0l < Ke™)*|ixq|

o o]
Il s’ensuit donc que la matrice / e'# dt est absolument convergente, car en effet, la fonction
0

t € Ry et e M (R,) est L1(0, o), et on a
B = / efhdt = —A"1
0

Déterminons le signe de chacun des ccefficients de la matrice B = (b;;);
Considérons a cet effet la base canonique de R™, (e;) on a pour tout ¢, e; > 0

il vient

bi; (Be; , &) =(Bej), = </ ethdte; e,->
0

= / (e, e) dt:/ (e'*e;), dt >0
0 0

cette derniére inégalité est dde au fait que le ccefficient (ef# ej)i est une combinaison linéaire &

ceefficients positifs de fonctions exponentielles. Ce qui prouve la premiére implication.

2—>3
Considérons b € R%, avec b >> 0; soit x = —A~! b; on a nécessairement x > 0 comme produit
de deux matrices strictements positives ; il vient la relation A x+b = 0 escomptée, ce qui achéve

la preuve de la deuxiéme implication.

3—>4
Soit b € R}, avec b > 0; soit ¢ = —A~'b; il va de soi que Ac = —b < 0, ce qui prouve la
troisiéme implication

4 —>5
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Considérons 'un des vecteurs ¢ = (¢y; ; €3, - -.; ¢q) vérifiant la propriété 4.
OnaAc«k0;s0iti, 1 <i<n,

(A c),- = ca;; + Z a;c; < 0
I=t

J#i
Cette inégalité implique :

Cilis < — Za,'jCj <0 (3.9)
J=t

I#i

ceci du fait que ¢ > 0, et A est une matrice de Metzler; il s’en suit

|c,-a,-,-| > Z |a,-jcj| (3.10)
7
Soit D € M,(R4) la matrice diagonale tel que ¢ = diag(D); on a AD = (a;c;), et I'inégal-

ité (3.10) nous permet d’avoir la conclusion escomptée, dou la fin de la quatriéme implication.

5 —>1

Considérons le vecteur ¢ de la propriété 4. (i.e. Ac < 0)

Soit a(A) le module de stabilité de la matrice A ; d’aprés le théoréme 3.5, appliqué & la matrice
AT il existe un vecteur v € R?%, v # 0 tel que Av = a(AT)v; ce qui revient au méme en trans-
posant d’écrire vTA = a(AT)v7T. Faisons le produit des vecteurs (ligne) de cette égalité par le

Tc est strictement positif comme

vecteur (colonne) c; on a vIAc = a(AT)vTec. Le scalaire v
produit de d’une matrice positive vT, et d’une matrice strictement positive c; le scalaire vTAc
est strictement négatif comme produit d’une matrice positive vT et d’une matrice strictement
négative Ac; il s’en suit que le module de stabilité de A, a(A) = a(AT) est strictement négatif,
d’ot I'asymptotique stabilité de la matrice A.

Nous allons démontrer ’équivalence 1.<—> 6. en nous servant des résultats des diverses impli-

cations précédentes.

6. —> 1.

On suppose qu’on a une matrice diagonale D, avec diag(D) 3> O telle que ~(ATD + DA) soit
symétrique définie positive. Soit la fonction scalaire V : x — V(x) = (Dx , x); il s’agit d’une
fonction de Lyapunov stricte pour la matrice A sur R”; il s’en suit que A est une matrice Metzler

asymptotiquement stable.

1. —> 6.
La propriété 5. nous garantit I’existence d’une matrice diagonale D,, avec diag(D;) > O telle
que AD; soit une matrice & diagonale dominante stricte ligne ; Puisque AD; est encore une

matrice de Metzler, on re-applique la propriété 5. a la matrice AD, ; elle nous garantit 1’ex-
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istence d’une matrice D,, avec diag(D2) >> 0 telle que D,AD; soit une matrice a diagonale
dominante stricte colonne; Il en est de méme pour sa transposée, D; ATD,. Il vient, la matrice
Q = D;ATD; + D,;AD,; est une matrice de méme nature que les deux précédentes, avec en plus
qu’elle est symétrique, et que tous les ceeflicients diagonaux sont strictements négatifs, d’apres
I'inégalité (3.9) et le théoreme 3.4 la matrice Q est une matrice asymptotiquement stable. La
Matrice D;'QD;! = ATD,D;! + D;'D;A est asymptotiquement stable au méme titre que la
matrice Q, d’oi1 le fait qu’elle soit définie négative, et symétrique au méme titre que Q. Ce qui

termine la démonstration du théoréme. ]

Le théoréme suivant donne aussi une caractérisation des matrices de Metzler stables. Ce résultat
a été obtenu par Varga et exprimé pour les M-matrices. Pour ce résultat nous avons besoin

d’une définition :

Définition 3.12 (décomposition réguliére) Pour une matrice réelle de Metzler A,
A =D 4+ M est une décomposition réguliére si D est Metzler stable et M > (.

Theoréme 3.7 (Varga : [57, theorem 3.13]) Soit A = D + M une décomposition réguliére
d’une matrice réelle A, alors A est Metzler stable si et seulement si p(—D~'M) < 1.

La preuve de ce théoréme est dans le livre de Varga [57], on le trouve aussi dans le livre de

Bermann and Plemmons [2], c’est la condition N,s. De ce théoréme, on déduit immédiatement

a(A) <0< p(-D"' M) < 1
a(A)=0<= p(-D"M) =1 (3.11)
a(A)>0< p(-D'M) > 1

Toute décomposition réguliére donne une condition de seuil équivalente sur les paramétres.

Définition 3.13 (Matrice 4 diagonale dominante généralisée)

Une matrice A = (a;;) € Mn(R) est dite & diagonale dominante stricte généralisée ligne
(respectivement colonne) si il eziste un vecteur ¢ = (¢, ¢z, ..., ¢2)T > O tel que pour tout 1,
1<i<n, onait

n

n
claii| > Ecjla,-,-| ( respectivement c;la;| > ch|a_,-,-|)
j=1 J

i s

A est dite & diagonale dominante généralisée ligne (respectivement colonne) au cas on dans les

inégalités ci-dessus, on a a la place des inégalités strictes, des inégalités larges.

On a de cette définition le résultat suivant qui est corollaire du théoréme 3.6 ci—dessus
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Corollaire 3.5 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice de Metzler; On a :
A est globalement asymptotiquement stable si et seulement si elle est une matrice & diagonale

dominante stricte généralisée lignes et colonnes.

Démonstration:

Il suffit de poser D = diag(c), et la propriété 5. du théoréme 3.6 est exactement la caractérisation

du fait que A est une matrice & diagonale dominante stricte généralisée lignes et colonnes. O

Remarque 3.5 Le champ d’applications de ce corollaire est celui des matrices de Metzler;
'équivalence est brisée lorsqu’on prend une matrice 4 diagonale dominante stricte généralisée
complétement quelconque ; rien ne nous garantit plus méme seulement qu’elle soit stable

Cependant la propriété d’étre & diagonale dominante généralisée stricte lignes et colonnes munit

la matrice considérée de propriétés de stabilité énoncées dans le résultat suivant.

Theoréme 3.8 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice donnée. On a :
Si A est une matrice & diagonale dominante stricte généralisée lignes et colonnes, Alors A est

une matrice asymptotiquement stable.

Démonstration:

On suppose que A est une matrice & diagonale dominante stricte généralisée lignes et colonnes;;
en exploitant la démarche utilisée dans la preuve de 'implication des proriétés 1. —> 6. du
théoréme 3.6 ci-dessus, il vient qu’il existe une matrice diagonale D € M, (R, ) telque la matrice
—(ATD + D A) soit une matrice symétrique, définie positive.

La fonction V' : x € R® — V(x) = (Dx , x) est une fonction de Lyapunov stricte pour
la matrice A, comme il en ressort de la preuve de I'implication des propriétés 6. —> 1. du

théoréme 3.6. Il s’ensuit donc que A est une matrice asymptotiquement stable. o

Le résultat suivant dd & Hadamard-Frobenius, est dans le méme ordre que celui donné en
corollaire 3.3, aussi résultat des méme auteurs. Dans le cas présent, la perspective est plus large;
en effet, il définit une classe plus importante de matrices inversibles que celle que le corollaire 3.3

permet d’avoir.

Theoréme 3.9 Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée & Diagonale Dominante.

St A est une matrice connectée sur fuite, alors A est une matrice inversible

La démonstration de ce résultat requiert le résultat intermédiaire suivant.

Lemme 3.2 Soit A = (a;;) € Mu(R) une matrice de Metzer et B = (b;;) € M,(R) une
matrice dont tous les ceefficients diagonauz sont inférieurs & zéro (i.e. bi; < 0 pour tous les i ).
On suppose que B < A

St A asymptotiquement stable, alors B aussi.
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Démonstration du lemme 3.2:

A est une matrice de Metzler asymptotiquement stable; elle est donc & diagonale dominante
généralisée stricte. Le théoréme 3.6, propriété 3. nous garantit 1’existence d’un vecteur ¢ € R}
avec ¢ >> 0 tel que Ac < 0. Considérons un tel vecteur. La post-multiplication des matrices
de I'inégalité B < A par ¢ ne change pas le sens de inégalité, puisque ¢ > 0; plus encore, on
a Be < Ac < 0; (i.e. Bc < 0); de méme, la pré-multiplication de I'inégalité B < A par le
vecteur ¢T nous conduit & : ¢TB < 0. De I'implication des propriétés 4. —> 5. du théoréme 3.6
il vient que la matrice B est une matrice & diagonale dominante stricte généralisée lignes et

colonnes. le théoréme 3.8 permet de conclure 3 Pasymptotique stabilité de la matrice B. O

Démonstration du theoréme 3.9:

Considérons la matrice A = (a;;) Soit A = (@i;) une matrice construite comme il suit :

—> pour 1 # j, @;; = |aij

—>pour i, 1 <i<n @;=—|ay

Par hypothése, nous avons déja que A est une matrice compartimentale en méme temps qu’elle
est connectée sur fuite. C’est donc un cas particulier du théoréme A.6 donnée & la, page 177, avec
la fonction & valeurs matricielles qui est constante. La matrice A est donc asymptotiquement
stable dans R7. Elle est nécessairement aussi asymptotiquement stable dans R"™; en effet, toutes
ses valeurs propres sont & partie réelle strictement négative, car a(K) < 0 (Sinon, le fait qu’il
existe un vecteur propre v > 0 et v # 0 associé 4 la valeur propre a(K) de A

(ie.3v>0 v#£0 aA)v= Av) impliquerait Iinstabilité de A dans R?).

Soit la matrice A = (a;;) telle que

—> @;; = a;j pour les 1 # j

~—> @;; = —|a;;| pour tous les 1,1 <i<n

Ona: A < A, et la matrice A est une matrice de Metzler asymptotiquement stable. Par
application du lemme 3.2, il vient que la matrice A est asymptotiquement stable.

La conclusion & P’inversibilité de A tient 3 ce qui suit :

si D est une matrice diagonale avec ¢ = diag(D) > 0 tel que AD soit une matrice & diagonale
dominante stricte ligne, on a nécessairement que AD est aussi une matrice & diagonale dominante
stricte ligne. Il vient, AD est inversible ; Puisque la matrice D est inversible, il en est de méme

pour la matrice A. a

Le résultat suivant est une caractérisation des matrices de Metzler stable qui s’inscrit comme un

complément des caractérisations que nous donne le théoréme 3.5 dans le cadre de notre travajl.

Theoréme 3.10 Soit A = (a;;) € Mn(R) une matrice de Metzler stable qui admet une valeur
propre nulle de multiplicité algébrique égale & la multiplicité géométrique. On a le résultat :
1l eziste un vecteur v € R%, v > 0 tel que Av< 0

Démonstration:
Toute matrice de Metzler A € M,(R) peut s'écrire A = PTAP, avec P une matrice de permu-
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tation des vecteurs de la base canonique de R™, et A une matrice blocs triangulaire supérieure
(ou inférieure), dont tous les blocs diagonaux sont irréductibles. Dans cette décomposition, tous
les blocs hors de la diagonale de la matrice A sont des matrices constituées des termes positifs.
Considérons une matrice A Metzler stable, suivant la propriété définie dans le théoréme. Soit A

la matrice bloc diagonale supérieure vérifiant la propriété sus—décrite. On a :

A, O 0
A, A

PAPT = | 7% 7%
Kal KSZ .t Kss

On suppose que l’ordre des matrices blocs diagonales dans A est décroissant. Si 0 est valeur
propre de A d’ordre r, on a alors A\“ =0€R,pour s—r —1<4< s, et Aj; = 0 vecteur ligne

de € R pours—r—1<i<setpours—r—1<j;<s.

Posons R
Al 1 0 ‘e 0
- A A :
As — .21 '22 c Mn_r(R)
Ks—r 1 K.s—r 2 °°° Ks—r s—r

la matrice bloc diagonale de la matrice PAPT correspondant & la partie dont les matrices bloc
diagonales sont non nulles. La matrice Ks est une matrice de Metzler asymtotiquement stable.
On applique la propriété 3). du théoréme 3.6. I vient qu’il existe un vecteur ¢ € R, e>0
tel que Ksc < 0. Considérons le vecteur Vv = (c; b) € R?%, avec b € R, b > 0 quelconque. On
a AV < 0. Considérons le vecteur v = Pv;onav>>»0,car P> 0, et Av<O0. O

3.4 Quelques théorémes de stabilité des systémes Autonomes

3.4.1 Notations et Préliminaires

o
Dans cette partie, nous considérons ¢/ un sous ensemble de R™ d’intérieur 7/ connexe non

vide. Nous considérons un systéme équations différentielles autonomes définie sur I
x = X(x) . (3.12)

On suppose que le champ de vecteurs X : f —s R™ est continu. Nous notons pour tout x € ¥
par X;(x) la solution du systéme (3.12) que nous supposons définie pour tout t > 0, et telle
que Xo(x) = x. On suppose X satisfait des conditions telles que X¢(x) une fonction continue de
(¢, x). Les points d’équilibres du systéme (3.12) sont des points x, € U/ tels que X(xo) = 0.
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Définition 3.14 (Lyapunov stabilité) Soit xo € U un point d’équilibre. Le systéme (3.12) est
stable (ou Lyapunov stable) au point X (ou xo est un point d’équilibre stable pour le systéeme
(3.12)), Si pour tout € > 0, il existe un nombre réel positif § tel que pour tout x € U avec
[Ix —xo|| < 8, la solution X4(xo) est définie dans U pour toutt > 0, et satifait |X,(x) — Xo|| < ¢
pour tout t > 0. Le systéme (3.12) est instable au point Xo si il n’est pas Lyapunov stable au

point Xg.

Définition 3.15 (Attractivité) Un point d’équilibre xo du systéme (3.12) est dit étre attractif
(on dit aussi que le systeme (3.12) est attratif au point Xo ) il existe un voisinage V C U de Xo,
tel que pour tout x € V la trajectoire commengant au point x 4 l'intant t = 0, X:(x) du sytéme
(3.12) est définie pour tout t > 0 et tend vers xo lorsque t tend vers Uinfinie i.e., t_l)iﬂ() Xi(x) =
Xo, pour tout X € V. Le point d’équilibre xo est dit globalement attractif si tléfloo X:(x) = xg pour
toutx €U

Le domaine d’attraction d’un point d’équilibre xo R(xo) est I’ensemble de tous les points x € U

tels que tkinoo Xi(x) = xo

Définition 3.16 (Asymptotique stabilité) Un état d’équilibre xo est dit asymptotiquement
stable pour le systéme (3.12) si il est Lyapunov—stable et attractif.

Remarque 3.6 Il est bien connu qu’un point d’équilibre peut étre attractif sans étre stable.
L’exemple classique du systéme en dimension 2 en coordonnées polaires (p, ) suivant permet

d’illustrer ce fait. ( )
p=p(1-0p
{ f = sin® g. (3.13)
Ce systéme a deux points d’équilibres. L’origne 0 du plan R? et le point x, défini par p = 1
et § = 0. Il peut étre prouvé que le point xq est attractif, et que le domaine d’attraction est
R(x0) = R?\ {0}. Cependant, ce point d’équilibre n’est pas stable. voir figure 3.1

Définition 3.17 Un ensemble G C U est dit positivement invariant pour le systéme (3.12) si
pour tout X € G et tout t > 0, on a Xy(x) € G. Il est dit invariant (sans précision) si Xix) e G
pour tout x € G et tout t € R.
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Fi1G. 3.1 — Attractivité Sans stabilité.

Définition 3.18 Soit G un sous ensemble positivement invariant de U, d’intérieur non vide et
conneze. Soit X9 € G un point d’équilibre du systéme (3.12). Le systéme (3.12) est dit stable en
Xo relativement a l’ensemble G si pour tout € > 0 il existe un nombre réel § > 0 tel que pour tout

X € G avec ||x — xo|| < 8, on a Xy(x) € G pour tout t > 0 et | X;(x) — Xo|| < € pour tout t > 0.

Remarque 3.7 Soit G un sous ensemble positivement invariant de I/, un état d’équilibrexe € G
du systéme (3.12) peut étre stable (respectivement attractif) pour le systéme (3.12) considéré
comme systéme définie sur G sans étre stable (respectivement attractif), si ’on considére sys-
téme (3.12) comme systéme définie sur Y. Un exemple académique tout simple est le cas du
sytéme (3.14) en dimension 2

{ i _ _:2" (3.14)

Le portrait de phase de ce systéme est donné sur la figure 3.2.

FI1G. 3.2 - Point d’équilibre noeud-selle (saddle-node).

L’origine de R? est un point d’équilibre du systéme (3.14). Il est clair que I’origine est un
point d’équilibre instable et non attractif pour le systéme (3.14) d’éfinie sur «{ = R2. Cependant,
ce point est un équilibre asymptotiquement stable pour le systéme (3.14) sur I’ensemble posi-

tivement invariant sous la dynamique du systéme (3.14), G = {(z, y) € R? / y > 0}. On peut
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remarquer que ce point d’équilibre est sur la frontiére G de G. Le point X, est un point d’equili-
bre globalement asymptotiquement stable pour le systéme (3.13) relativement au sous ensemble
{(z, y) € R?: 2 # 0, y < 0} positivement invariant sous la dynamique du systéme (3.13), et se
trouve sur la frontiére de celui—ci. Ce type de situation se produit trés souvent dans des modéles
biologiques, ol trés souvent les états des systémes sont appelés & vivre dans ’orthant positif

d’un certain R", comme nous allons le voir plus loin.

Dans une vaste majorité de la littérature classique, il est accepté qu’une fonction V : U — R est
une fonction de Lyapunov si elle est continue définie positive sur U, au dela des hypothéses de
régularité. Nous adhérons a cette convention. Nous distinguons donc du fait de cette positivité

les fonctions de Lyapunov des fonctions de LaSalle :

Définition 3.19 (fonction de LaSalle) Soit L : U — R une fonction, et soit G un sous
ensemble de U. On dira que L est une fonction de LaSalle pour le systéme (3.12) sur G si L est
continue, Dini—dérivable en tout point x € G et L(x) < 0 pourtout x € G

Relativement 4 la fonction de LaSalle L pour le systéme (3.12) nous introduisons les notations

suivantes :

La fonction L est supposée seulement continue et L est définie par :

L(x) = lim inf%(L(Xt(x)) - L(x))

t—0t

est fini pour tout x € G.

Dans certaines applications, il est souvent nécessaire de considérer des fonctions L qui soient de

classe C' ; dans ces cas, L(x) est donnée par le produit scalaire : (X(x) , VL(x)).

3.4.2 Stabilité des systémes d’équations différentielles ordinaires

Theoréme 3.11 (Principe d’Invariance de LaSalle : [26] et {25, Chap 2, Théoréme 6.4])
Soit L une fonction de LaSalle pour le systéme (3.12) sur G, un sous-ensemble quelconque de
U ; Soit Xi(x) une solution du systéme (3.12) qui demeure dans G pour tous les temps t > 0.
Si Uensemble {Xy(x) / ¥Vt >0} est borné®, Alors, il existe une constante c € R, tel que X,(x)
tend vers M N L™ ({c}) lorsque t tend vers +oo. M étant le plus grand ensemble invariant pour
le systéme (3.12) contenu dans I’ensemble E = {x € GNU : L(x) = 0}

En conséquence, on a :
Si Pensemble M N L~'({c}) est constitué de points isolés, ces points isolés sont nécessairement
des points d’équilibre du systéme (3.12) pour tout c; alors toute solution bornée X;(x) tend vers

un point d’équilibre du systéme (3.12) lorsque ¢ tend vers I’infini.

30n dit dans ce cas que la trajectoire X;(x) est bornée dans son futur



104 Quelques outils Mathématiques

Remarque 3.8 Le théoréme 3.11 précédent donne seulement des informations sur 1’attractivité
de I’ensemble M. Plus précisément il dit que M est un attracteur de toutes les trajectoires
bornées du systéme (3.12) qui demeurent dans G. Cependant, il ne dit rien & propos de la

stabilité de '’ensemble M, ou des équilibres du systéme (3.12).

Remarque 3.9 Le théoréme 3.11 n’exclut pas la possibilité d’avoir des attracteurs qui soient

inclus dans la frontiére G de ’ensemble G.

Le Théoréme de LaSalle suivant donne un critére d’asymptotique stabilité (pas seulement d’at-

tractitvité) assez important :

Theoréme 3.12 (LaSalle : [24, Corollary 1] et [25, Chaptitre 2, Théoréme 7.8])

Soit G un ouvert positivement invariant de U avec la propriété que toute trajectoire du
systéme (3.12) qui commence dans G reste bornée et ne posséde de pas de point oméga
limite sur la frontiére de G. Soit M le plus grand ensemble invariant pour le systéme (3.12)
contenu dans Uensemble E = {x € GNU : L(x) = 0}. Si

i) —> L est une fonction de LaSalle du systeme (3.12) sur G,

ii) —> My=MNGCG

i) —> My est compact

alors, My est un attracteur et G C R(Mp).

St de plus

w) —> L est constante sur la frontiére de My,

alors, My est asymptotiquement stable.

Remarque 3.10 Ce théoréme fut d’abord énoncé dans [26] sans démonstration, puis ensuite
avec des preuves dans [24] et [25]. A la différence du théoréme 3.11, dans ce cas, on suppose que
I'ensemble G est ouvert, que les trajectoires du systéme (3.12) commencant dans G n’admettent

pas de point oméga limite sur la frontiére de G, et que I’ensemble M, est compact inclus dans

G.

Le cas ol est pris en compte le fait que G peut ne pas étre un ensemble ouvert, et donc que
I’ensemble M puisse contenir les points frontiéres de G est da 4 G. P. Bhatia et N. P. Szego [3].

Ce résultat est présenté dans le théoréme suivant :

Theoréme 3.13 (Bhatia-Szeg? : [3, Theorem 3.7.11]) Soit G un ensemble borné positivement
invariant pour le systéme (3.12) contenu dans U ; Soit L une fonction de classe C! définie sur
G. On suppose que :

—> L est une fonction de LaSalle du systéme (3.12) sur G;

Soit les ensembles suivants
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i) —>E={x€G/L(x)=0} |

i) —> M le plus grand ensemble invariant pour le systéme (3.12) contenu dans E

iti) —> S Le plus grand ensemble invariant le systéme (3.12) contenu dans G

On a les résultats :

a) —> M est attractif pour le systéme (3.12) relativement ¢ G

b) —> S est asymptotiquement stable pour le systeme (3. 12) relativement a G

¢) —>8=DEM)={y /| I{xu}n C G, {t.} CR* tel que x, =+ x € M, X, (x2) = y}

d) —> § est le plus petit ensemble asymptotiquement stable contentant M

e) —> Si de plus L est constante sur la frontiére de M, alors M = S et M est asymptotiquement
stable pour le systéme (3.12) relativement & G

f) —> Si on a soit S CG ou M CCOJ, alors lezpression « relativement & G» dans les énoncés

précédents est a supprimer

Le théoréme suivant est dt & B. Kalitine; Il a originalement été énoncé dans le cadre de la
stabilité des ensembles compacts pour les systémes dynamiques définies sur un espace métrique

localement compact.

Theoréme 3.14 Soit G un ensemble borné, positivement invariant pour le systéme (3.12) con-
tenu dans U ; soit K un compact positivement invariant, contenu dans G, so0it V un voisinage
de K. On suppose qu’il existe une fonction continue définie surV tel que :

i) —>V(z)2>20VzeVetV(z)=0Vze K

ii) —>V(z)<0VzeV

tii) —> L’ensemble (VN E)\ K ne contient aucune demi-trajectoire ou E = {z € G/ V(z) =0}

alors K est asymptotiguement stable

3.4.3 Les Théorémes de stabilité des systémes compartimentaux

Sur 1’étude de la stabilité des systémes compartimentaux, la littérature est trés riche est trés
dispersée. Une raison possible est la dispersion des spécificités des domaines ayant sous-tendu
la conception de ces systémes. Les résultats de stabilité s’étendent du domaine des systémes
d’équations différentielles autonomes en général aux systémes coopératifs et compartimentaux
spécialisés. Dans I’article de Jacquez et Simon [20], se trouve un compte rendu des principaux
résultats sur la stabilité des systémes compartimentaux ; ces résultats sont dfis & Maeda et al. [34]

et & Sandberg [49]. Cependant un résultat plus général d & Jacquez et Al. est le suivant :
Theoréme 3.15 Soit un systéme de type (3.12), de classe C. on suppose que la matrice Jaco-
bienne de X, (%—ﬁ?) est une matrice compartimentale pour tout x €U. On a :

n
1) —> La fonction : x € U —» Z |X:(x)| est monotone décroissante le long des trajectoires

=1
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solutions du systéme (3.12)

2) —> Toute trajectoire solution du systéme (3.12) est soit non bornée, soit convergente vers

Densemble des équilibres du systéme

Une preuve de dispersion dont nous faisons allusion est ce théoréme. Les articles relatifs a
ce théoréme [20, 34, 49] sont postérieurs aux résultats de LaSalle, Aucun cependant ne semble
connaitre les travaux de LaSalle. Les Travaux de LaSalle auraient contribué 3 simplifier les outils
et techniques que ces derniers utilisent dans les démonstrations de leurs résultats. Ce résultat
est déja énoncé dans le papier de Rosenbrock [48].

En effet, La matrice jacobienne de X en tout point de &/ étant une matrice compartimentale, il
vient que tout point d’équilibre du systéme est localement stable pour le systéme. (une matrice
compartimentale est une matrice de Metzler asymptotiquement stable). Le principe d’invariance

de LaSalle est I’équivalent de la deuxiéme conclusion du théoréme.

Le résultat ci-dessus peut étre considéré comme une étape dans la preuve de la conjecture de
MarKus—Yamabe-Hartman (Markus et Yamabe [14], Hartman [35]) sur I’étude de la stabilité

des équations différentielles. Cette conjecture est la suivante :

Conjecture 3.1 (MarKus—Yamabe-Hartman) Soit X un champs de vecteur de classe C1
défini sur un convere Y € R™.

On suppose que :

i) —> X(0) =0,

i1) —> la matrice jacobienne de X en tout x € U, (g—i{jﬂ(x)) a toutes ses valeurs propres dans
le demi—plan compleze gauche (i.e. de partie réelle strictement négative).

Alors

0 est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systéme d’équations dif-
férentielles x = X(x) sur U.

Dans le cas donc ot la matrice Jacobienne du champs de vecteur X en tout point x € ¥/ est une

matrice compartitmentale, le théoréme 3.15 est une réponse & cette conjecture.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons regroupé des outils et résultats de la littérature sur les modéles
compartimentaux, les théorémes de stabilité et de stabilité asymptotique des systémes d’équa-
tions différentielles ordinaires. Nous ne pouvons pas prétendre avoir été exhaustifs; en effet, la
littérature sur les modeéles compartimentaux et des études connexes est assez étendue et disper-
sée [11, 12, 18, 21, 34, 43] pour ne citer que ceux la. Concernant I’étude de la stabilité et la

stabilité asymptotique des systémes, la littérature est énorme.
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Pour rendre notre travail autonome, nous avons proposé pour quelques résultats des démonstra-
tions; ces démonstrations peuvent avoir déja été proposées par d’autres auteurs. Nos démon-

strations sont cependant adaptées & nos objectifs.

En effet, notre objectif est d’étudier la globale asymptotique stabilité du point d’équilibre non
endémique «Desease Free Equilibrium» des modeéles épidémiologiques. Il s’agit des cas particu-
liers de systéme d’équations différentielles aux quels s’appliquent le théoréme de Bhatia-Szego
(théoréme 3.13), avec I’ensemble M se trouvant sur la frontiére de G et réduit au seul point
d’équilibre non endémique. Ces systémes ont la propriété supplémentaire d’étre des systémes
compartimentaux, ou le cas échéant & quelques changements de variables prés, présentent une

composante compartimentale.

Dans le chapitre suivant, nous présentons les résultats de nos investigations, suivi par un chapitre

ol nous présentons quelques applications de ces résultats.
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Chapitre 4

Stabilité globale de I’équilibre non

endémique, et calcul de R

4.1 Introduction

Les résultats du type théoréme du seuil ont toujours joué un réle important en épidémiologie.
Le nombre de reproduction de base Ry est défini typiquement (Diekmann-Heesterbeek [8])

comime :

le nombre moyen de cas secondaires engendrés par un individu typique infectieuz,
durant toute sa période d’infectiosité quand il est introduit dans une population de

susceptibles.

La relation entre les théorémes de seuil et le nombre Ro est donnée par une situation que l’on
rencontre dans de nombreux modéles. En général on trouve deux équilibres : équilibre non
endémique (le DFE), et un autre équilibre endémique. Trés souvent si Ry < 1 alors le DFE
est localement asymptotiquement stable et dans de nombreux cas, si Ro > 1, il y a un unique
équilibre endémique localement asymptotiquement stable, contenu dans ’orthant positif.

Trés souvent on obtient les théorémes de seuil en calculant le Jacobien du systéme au DFE, et
en utilisant le critére de Routh-Hurwitz. Bien évidemment, cela est difficilement envisageable
au dela de la dimension 4. Comme le font remarquer Diekmann et Heesterbeek, bien souvent
le critére de Routh-Hurwitz reste implicite et ne donne pas de formule directement exploitable.
De plus, Ry a une signification biologique et les théorémes de seuil sont souvent les conditions
équivalente & Ry < 1, mais différentes.

Dans ce chapitre, nous allons donner un algorithme pour déterminer une condition de seul.
Trés souvent, ce sera Ry qui apparaitra dans la formule comme on le verra dans les exemples
d’application. Cette condition exploite la structure particuliére des modeles épidémiologiques.
En utilisant cette condition de seuil, nous donnons une condition nécessaire de stabilité du DFE
sous certaines hypothéses biologiquement raisonnables. Ce théoréme donne un résultat de glob-
ale stabilité et répond 4 ce qui se passe pour le point de bifurcation Ro=1.

Nous montrons ensuite que ce théoréme s’applique 4 de nombreux exemples pris dans la littéra-

ture bio—mathématiques.
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4.2 Caractérisation des modéles épidémiologiques

Les systémes épidémiologiques sont des systémes compartimentaux particuliers. Une des particu-
larité des modéles compartimentaux est que quand il n’ y a plus de matiére dans un compartiment
il ne peut y avoir de sortie. Les modéles épidémiologiques ont la particularité que 1’on ne peut
avoir un flux vers les compartiments «infectés, latents ...» que §’il y a contact adéquat avec
des malades. En un certain sens le flux des susceptibles vers les compartiments « malades» est

«receveury» contrélé. C’est cette remarque que nous allons formaliser.

Nous considérons un systéme

{*l = i, %) (4.1)

Xy = g(xla x2)

ot x; € R}, x, € R} , et f et g sont C!

La variable x; désigne le nombre (ou la concentration ) dans les compartiments des susceptibles,
des immunisés, etc . . .en fait ceux qui ne transmettent pas la maladie. La variable x; représente
toutes les classes des individus ne transmettant pas la maladie. De cette présentation découle

des hypothéses sur les fonctions f et g de nature biologique.

1. On suppose que le systéme est défini sur un sous—ensemble ) positivement invariant de

Iorthant positif R} x R%?; cela signifie que le modéle est bien posé.

2. L’apparition de nouveaux individus «infectés» provient des rencontres adéquates avec les
différents individus des compartiments «transmetteurs». En d’autres termes si x; = 0 le
flux vers les compartiments correspondant sera nul. Ce qui signifie que g(x;,0) = 0. Comme

est C! on a g(x1,%2) = Az(X) X2 ot Ay(x) est une matrice continue ny X n,.
g g

3. On suppose qu’il existe un équilibre «sans maladie» (disease free equilibrium DFE) que
’on notera par abus de langage par x} en identifiant R} x {0} dans R}' x R?}? avec R}".

Cela signifie que ’on peut écrire f(x;, X2) = Ay(x).(x1 — X]) + Apz(x).x2

On peut donc maintenant écrire le systéme (4.1) sous une forme pseudo triangulaire :
{ X1 = A(x).(%1 — X2 + Ap2(x).x (42)

Xy = A, (x)x;
Comme nous avons affaire 4 un modeéle compartimental, les termes hors diagonaux sont positifs.
A la différence de ce qui avait été fait dans le chapitre 3, les matrices ne sont pas nécessairement
4 diagonale dominante. Les systémes épidémiologiques peuvent donc, & quelques aménagements

prés dans la stucture des variables, étre écrits sous la forme :

x = A(x)x + b(x) (4.3)
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avec pour tout x € U la matrice A(x) qui s’écrit

[ Ax(x) Aga(x)
A(x)_( 0 Az(x))

est une matrice de Metzler, oit pour tout x € U, la matrice A;(x) correspond au groupement
des compartiments qui constitue un piége du systéme (Tout ce qui rentre dans le groupe de com-
partiments, ne peﬁt repartir vers les autres compartiments mais peut aller vers ’environnement

extérieur).

b(x) = (A1(x)x]; 0)

On va maintenant faire une autre hypothése raisonnable que ’on trouve dans beaucoup d’ex-
emples de la littérature : 1’équilibre non endémique est démographiquement asymptotiquement
stable. Autrement dit on suppose qu’en I’absence de maladie la population se stabilise en x]. Ce
que l'on peut formuler en disant que x} est un équilibre globalement asymptotiquement stable

du systéme
)'(1 = Al(xl, 0).(X1 - XI)

sur QNR%!. Ce que 'on peut encore exprimer en disant que l’origine est un équilibre globalement

asymptotiquement stable du systéme

)'(1 = A1(X1 + X;, 0).)(1

Nous allons exploiter cette structure dans la section suivante.

4.3 Le calcul de R, pour les systémes épidémiologiques

Dans la littérature le nombre Ry, est appelé le rapport de reproduction de base. Il est typique-
ment défini comme le nombre moyen de cas secondaires créés par 'introduction d’un individu

infectieux, au cours de sa période d’infectiosité, dans une population de susceptibles.

Ce nombre Ro a été défini mathématiquement par O. Diekmann et al dans [8, 9] en utilisant la

décomposition réguliére de la matrice de Metzler associée aux individus «infectieux.
Comme le font remarquer O. Diekmann et J.A.P. Heesterbeek dans [8] :
beaucoup de modélisateurs sont habitués & écrire des équations différentielles et a
dériver une condition de seuil en déterminant la stabilité du DFE (par exemple en

considérant le critére de Routh-Hurwitz). .. Souvent le critére de Routh-Hurwitz reste

implicite et ne permet pas d’obtenir directement une formule ezplicite.

Nous pouvons aussi ajouter qu’il est difficile d’utiliser le critére de Routh-Hurwitz au dels de la
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dimension 4, méme avec des systémes de calcul formel.

Toute décomposition réguliére donne une condition de seuil équivalente sur les paramétres. Seul le
rayon spectral associé a la décomposition réguliére correspondant & la diagonale de A correspond
4 Ro. Dans [8] ce résultat est attribué & Nold (1980) [39], mais on le retrouve pourtant dans
Varga en 1960 [56, 57).

Cette section va fournir un algorithme explicite et facile d’application pour obtenir des conditions

de seuil. Ces conditions sont équivalentes a celles utilisant Ry.

Si on considére le Jacobien du systéme (4.2) calculé au DFE, il s’écrit

A;(x}; 0) Ajpz(x3; 0)
3= (4.4)
0 A2(x’{; 0)

Comme le systéme X; = A;(X; + X},0).x; est globalement asymptotiquement stable & V’origine,

la matrice A;(xJ; 0) est non instable, i.e. a(A(x}; 0)) < 0.

En raison de la forme triangulaire de J la stabilité de x} est associée & la stabilité asymptotique

de A;(x}; 0). Donc une condition de seuil pour la locale stabilité est

a(As(x3;0)) < 0

Si on considére une décomposition réguliere de A,(x3; 0), on aura une condition de seuil : si
A;(x3; 0) = D 4+ M on aura stabilité locale si p(—D"'M) < 1.

Le rapport de reproduction de base correspondra 4 une décomposition réguliére ou D = diag(A;)
est la diagonale de A; [6, 8, 9].

Nous allons exploiter les propriétés particuliéres des matrices de Metzler. Les faits suivants sont
bien connus et faciles & démontrer & partir du théoréme 3.6 :

—> Toute sous—matrice principale d’une matrice de Metzler stable est une matrice de Metzler
stable.

—> Une condition nécessaire pour qu’une matrice de Metzler soit stable est que sa diagonale
soit strictement négative.

La proposition suivante constitue une méthode de réduction par récurrence. Cette proposition

semble nouvelle, méme si elle est & peu prés évidente.

Proposition 4.1 Si une matrice de Metzler M se décompose en blocs

w=(en)

M est Metzler stable si et seulement si A et D — CA~1B sont Metzler stables.
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Démonstration:
Montrons que la conditon est nécessaire
Puisque M est une matrice de Metzler stable, il existe un vecteur d’un certain R% de dimension

adéquate, c = (c;, c2) > 0 tel que Mc < 0; ce qui est équivalent de dire :

Ac;+Bc, < 0 (4.5)
CC1+D02 € 0 (46)

De ces deux inégalités, il vient Ac; < 0 et Dc; < O ce qui prouve que les matrices A et D sont
Metzler stables (cf théoréme 3.6). Puisque A est une matrice de Metzler stable,ona: —A~"! > 0.

On va pré-multiplier I'inégalité (4.5) par la matrice CA~! > 0; on obtient
—Cc; —CA™'Be, <0 (4.7)
De I'inégalité (4.6) autrement exprimé par : De, < —Cc; combiné avec I'inégalité (4.7), on a
(D~ CA™'B)¢; < 0

ce qui implique que D — CA~!B est une matrice de Metzler stable.

Montrons que la condition est suffisante.
On suppose que A et D — CA~!B sont des matrices de Metzler stables. Il vient qu’il existe un

vecteur c; de dimension adéquate, c; > 0 tel que
(D-A"'B)c; < 0.

Soit le vecteur c3 = ~A~'Bc; > 0; il vient que A~'c3 + Be, = 0 et Cez + Dey < 0.
Soit v > 0 tel que Av « 0, et soit ¢; = cz+¢evavece > 0;0nac¢; > 0 pour tout €. On

choisit € assez petit pour que
Cc;+Dc; =(D—CA™'B)c; + Cev < 0 (4.8)

On a également
Acl + BCz = Aev <0 (49)

nous déduisons des inegalités (4.8) et (4.9) que M est une matrice de Metzler stable. Ce qui

termine la démonstration. 0

Cet algorithme sera utilisé dans les applications au chapitre 5
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4.4 Un résultat de globale stabilité pour le DFE

On va maintenant donner un résultat de stabilité pour le DFE sous des conditions de seuil,

en utilisant la section précédente et un principe de réduction.

Theoréme 4.1 Soit G CU = R% = R} xR} un ensemble d’intérieur non vide. Soit le systéme

X1 = Aj(x).(x1 — x}7) + A12(x).x;
Xy = Aj(x)x;

qu’on suppose au moins de classe C' défini sur U

On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

1) —> Pensemble G est positivement invariant pour le systéme

2) —> toute trajectoire positive du systéme commengant en un point X € G, vt(x) est relative-
ment compacte

3) —> le sous—systeme X; = Ay(x; + x},0)x; est globalement asymptotiquement stable en I’o-
rigine

4) —> La matrice Ay(x) est Metzler et irréductible pour tout x € G

5) —> Il eziste une matrice A, qui est un majorant pour ’ensemble M = {Az(x) € M,,,(R)/x €
G} avec la propriété que soit Ay ¢ M ou si Ay, € M, (i.e., Ay = mgxM), alors pour tout
% € G tel que Ay = Ay(X), onax € R%' x ORY? (i.e., les points ot le mazimum est réalisé sont
sur la frontiére de lorthant dans G)

6) —> a(Az) <0.

Alors Uéquilibre non endémique x* = (x}, 0) est globalement asymptotiquement stable dans G.

Remarque 4.1 Les conditions 1) & 4) sont naturelles et trés souvent satisfaites dans la littéra-
ture, comme on pourra le vérifier au chapitre 5. La condition 4) exige que A,(x) soit irréductible,
cela signifie biologiquement qu’il n’y a pas un compartiment ou un groupe de compartiments
complétement sans relation avec les autres dans le groupement de compartiment correspondant
a la variable x;. On peut s’y ramener en considérant des sous—systémes isolés. La condition 5)

est tout simplement une condition de seuil obtenue par 1’algorithme de la section précédente.
p g p

Remarque 4.2 La condition 5) est compliquée. La raison en est que nous cherchons le meilleur
majorant pour obtenir la meilleure majoration de la condition 6). C’est le cas quand le majorant

est un maximum. Voir le lemme technique ci-dessous.

Remarque 4.3 Le théoréme 4.1 ci-dessus est un théoréme général ; les conditions de globale
stabilité qu’on en obtient ne sont pas toujours optimales. Il retrace cependant le cheminement

qu’on utilise lorsqu’on est en quéte des conditions optimales.
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Remarque 4.4 Le théoréme va s’appliquer quand on regroupe les compartiments «sains» et les
compartiments des «malades». Mais il peut aussi s’appliquer & un regroupement des comparti-
ments «receveur controlé» si les autres conditions du théoréme sont vérifiées. En fait le théoréme

s’applique & toute décomposition pseudo triangulaire convenable.

Lemme 4.1 Si A; est une matrice de Metzler irréductible et 0 < A, < A,,
alors a(Az) < a(A;)

Démonstration:

Il existe une constante positive m tel que 0 < Ay — mI < A, —ml. Puisque A; est irréductible,
il en est de méme de A; — mI. nous avons établi dans la démonstration du théoréme 3.5 que
p(Az —mlI) + m = a(A;). D’apreés le théoréme 3.4, on a p(A; — ml) < p(A; — mlI). Il s’ensuit
immédiatement que a(A;) < a(A,). O

Démonstration du theoréme 4.1

La matrice A; est irréductible comme Az > Az(x), et Ay(x) est irréductible. Il vient du théoréme
de Perron-Frobenius (théoréme 3.5) que a(A;) est dans le spectre de A, et il existe un vecteur
u € R, u > 0 tel que

uTA; = a(Az)u”

Soit la fonction L défini sur ¢ par :
L:xelv— L(x)=((0; u) , (x1; x2)) = (u, x,)
L est une fonction de classe C* sur U, et sa dérivée en tout x € U est :

L(x)=(u, %) =(u, Ay(x)xs) (4.10)

En prenant en compte I’hypothése 5), on obtient de (4.10) que :

L(x) < (u, A2x2>
< (u, a(A)xs) (e11)

En utilisant ’hypothése 6), il vient que L < 0, sur . Il vient donc que L est bien une fonction
de LaSalle sur U

Il nous reste & établir que le DFE est globalement asymptotiquement stable pour le systéme (4.2)
restreint & & ’ensemble M, le plus grand ensemble invariant pour le systéme contenu dans
E ={x € G | L(x) = 0}. Nous aurons ainsi toutes les hypothéses du théoréme de réduction, le
théoréme A.2.

De (4.10), il vient que E={x € G / (u, A,(x)x;) = 0}. Nous affirmons que

E CW = (R} x 0RP)NG. En effet, soit x € E;si Ay(x) = Ay, il n'y a rien a prouver, car
par ’hypotheése 5) x; = 0, donc x € W.
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Supposons maintenant que A;(x) < A; ; par le lemme 4.1, on en déduit que a(A4(x)) < a(A;) <

0. Ceci prouve que la matrice A;(x) est inversible. De cette inégalité, puisque u > 0, on a encore
uTA,(x) <uTAy(x) <0

sl X n’est pas dans la frontiére, et donc x; >> 0, comme A;(x) est inversible, le vecteur uTA,(x)
n’est pas nul; donc, (u , Az(x)x;) < 0. Ce qui est une contradiction, et donc x ne pourrait pas
étre dans F.

Nous affirmons & présent que M C R}' N G. En effet soit x € M C E C W, il existe

1 € Ny = [0, ny) tel que z;(t) = 0 pour tout ¢ € (—¢, €) (¢ > 0). Donc

(ki) = D (Az)ijz;=0.

JEN2, j#i

Ainsi, on a z; = 0 pour tous les j € N; tel que (A;);; # 0 sur un intervalle réel positif. Ceci
prouve que les variables z; représentant les compartiments connectés au compartiment d’indice
1 sur le graphe du diagramme des flux correspondant de la matrice A,(x) sont toutes nulles.
Puisque la matrice A3(x) est irréductible pour tout x, le graphe correspondant est fortement
connexe. Ce qui prouve que M C R} N G, et donc la restriction du systéme (4.2) & M est
globalement asymptotiquement stable au DFE par le principe de réduction, le corollaire A.1. Ce

qui termine la démonstration ]

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un moyen systématique pour donner des conditions
nécessaires de globale stabilité du DFE.
Ces conditions utilisant les structures des matrices de Metzler sont facilement calculables ; nous
en apporterons la preuve dans les exemples qui suivent. Cependant, certain systémes échappent
a cette technique. Plus exactement, la condition obtenue par le théoréme 4.1 peut étre affaiblie
en tenant compte de certaines particularités des systémes rencontrés. L’exemple d’un modéle

intra-héte du VIH sera donné.

Le théoréme de stabilité présenté généralise et corrige un théoréme de Castillo-Chavez, Feng
et Huang [6]; en particulier la compacité des trajectoires dans le futur est essentielle pour la

globale stabilité.



Chapitre 5
Applications & différents modéles

Introduction

Les résultats que nous avons fournis dans le chapitre précédent sont motivés par un besoin
d’outils permettant de traiter de la stabilité des points d’équilibres qui se trouvent sur la frontiére
de ’espace des états d’un systéme biotechnologique ; précisément lorsque 1’ensemble des états de

ce systéme sont dans 'orthant positif d’un certain R™.

Dans ce chapitre, nous considérons un certain nombre de ces systémes, qui présentent des équili-
bres frontiéres, et utilisons successivement les divers résultats de stabilité afin de les éprouver. Il
s’agit des exemples que nous avons pris dans la littérature, et dont quelques fois I’appréciation

donnée par les auteurs de leur stabilité est hative.

Nous proposons ensuite un exemple de modéle MSEIR, qui est une extension d’un modéle
SEIR que nous avons pris dans la littérature. Il s’agit d’'un modéle da & D. Greenhalgh [13],
qui peut se préter & la modélisation par compartimentale de plusieurs maladies. Notre extension
prend en compte l'introduction d'un compartiment M. Nous analysons la stabilité du point
d’équilibre non endémique, car c’est le point d’équilibre qui dans ce cas se préte a ’application
de nos résultats. Nous justifions le fait que ce résultat correspond a une extension des résultats
existants déja dans la littérature. Nous donnons un sens a ce fait, en ’apparentant suivant les

cas a divers modéles épidémiologiques existants, suivant les spécifications des paramétres.

5.1 Un exemple de modéle épidémiologique de la littérature

Dans [27], un modeéle SEIR (5.1) de transmission d’une maladie infectieuse est considérée. Il
s’agit d’'un modéle SEIR avec loi d’action de masse standard et démographie exponentielle. Ce
modéle peut s’appliquer suivant le choix des paramétres & une classe de maladies dans lesquelles
on peut subdiviser la population concernée en les quatres compartiments dont les initiales dans
I’ordre constituent le nom du modéle : les susceptibles, les exposés, les infectieux, et les rétablis.
Le diagramme de flux entre compartiment de tels modéle est représenté sur la figure 5.1.

Remarquons que dans ces modéles on considére les paramétres de telle sorte que seul le com-
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B
g

F1G. 5.1 — Représentation du diagramme de flux du modéle

partiment des individus susceptibles recoit des nouveaux individus, et ceci par des naissances. Il
s’agit d’une concession biologiquement acceptable car a la naissance, les individus sont générale-
ment naifs au regard des maladies concernées dans ces modeles. Le systéme (5.1) d’équations

différentielles suivant s’en déduit par le bilan de matiéres dans chaque compartiment

§ = b—bs— Pis+ aus,

¢ = Pis—(e+b)e+ aie,

i = ee—(y+a+b)i+ai
ro= vyi—br+arr

(5.1)

défini normalement dans U = R%. L’espace de faisabilité épidémiologique est

G={(s,e i,r)€ER} [s+et+itr=1)}

Du fait qu’il s’agit d’un systéme d’équations différentielles surdéterminé sur (7, une simplification
possible, que ’on considére défini sur A = {(s, e, i) € R® [ s+e+i< 1} est donnée par le

systéme d’équations différentielles suivant.

§ = b—bs—Pis+ ais,
¢ = pPis—(e+ble+ aie, (5.2)
i = ee—(y+atb)i+a’

Notons que A est un simplexe compact positivement invariant pour le systéme (5.2)
Le point (1, 0, 0) € A est un équilibre de (5.2), qui est point situé sur la frontiére de A.

Dans les nouvelles coordonnées z; = s — 1, 25 = €, T3 = 1, le systéme (5.2) devient :

i = —bz+(a—PB)z3+ (a— B)ziTs,
iy = Pzz—(e+b)zy+ Brizs+ azazs, (5.3)
i3 = exs—(y+o+ b)rs + Ol$§~

déﬁm sur A = {(.7/'1, o, .’Eg) € R3 / -1 S i, T1 + z2 + z3 S 0}
Le point d’équilibre du systéme (5.3) est xo = (0, 0, 0).

} B Be
Soit Rg = (E+b)(7+a+b).

La matrice Jacobienne du systéme a ’etat d’équilibre est
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-b 0 a—p
A= 0 —-b-—¢ ﬂ
ep
0 € —_—(b+e)Ro

Le polynéme caractéristique de A est :
1
P(X)=(b+ X)(X* + (e+’y+a+2b)X+ﬂg(R—0 ~1))

1. —> 8i Ry < 1, les trois valeurs propres de la matrice Jacobienne du systtéme (5.3) A a
’équilibre sont propres a partie réelles strictements négatives. Donc, le point d’équilibre xo =
(0, 0, 0) est localement asymptotiquement stable.

2. —> 8i Ro > 1 Alors A a une valeurs propre & partie réelle strictement positif. Il s’en suit
dans ce cas le point d’équilibre xo = (0, 0, 0) est instable.

3. —> Si Ro = 1 les valeurs propres de A sont : 0, —b, —(¢ + v+ a + 2b). La linéarisation n’est
pas suffisante pour conclure & la stabilité du systéme (5.3) en 1'équilibre xo = (0, 0, 0).

Cas: Ro=1

Nous explorons les propriétés de stabilité du systéme (5.3) comme un systéme sur I’espace R3

tout entier. Nous utilisons & cet effet les techniques de la variété centrale.

Dans une base constituée des vecteurs propres de la matrice du linéarisé, le sytéme (5.3) prend

la forme
T = f1($1,.’1,'2,$3),
Ty = —bzy+ foz1, 22, 23), (5.4)
3 = —(e+v+a+2b)zs+ fi(z1,z2, 3),
ou f;(0, 0, 0) = 0, %(0, 0, 0) = 0. D’apres [4], le systéme (5.4) a une variété centrale qui peut
étre localement représenté par z; = hy(z1), 23 = ha(z;) with 2;(0) = g:’:' (0) = 0. De plus, les
1

propriétés de stabilité de (5.4) sont les mémes que celles du systéme suivant :

21 = fi(z1, ha(z1), ha(z1)). (5.5)
Pour le systéme (5.4), nous avons,
A
fi(z1, 22, 73) = (a(b+e)2+aeﬂ+ 6(b+6)£a_ﬁ)ﬂ) a2
2
t+e(b+e) Bziza+ e(b+e)Brras — (b+b€?l-£c-yi:gf)ﬂ$§
s (a(b+€)z+a€ﬂ+s(b+e)éa—ﬂ)ﬂ_(b+z>+£a+—ﬂﬂ)ﬁ)
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En utilisant les propriétés de h; et le fait que A > 0, on a
fi(z1, ha(z1) , ha(z1)) = Az? 4+ termes d’ordres supérieurs .

Donc, la solution nulle de (5.5) est instable; il en est donc de méme pour la solution nulle de
I’équation différentielle (5.4).

Nous résumons dans le tableau suivant les propriétés de stabilité du point d’équilibre (1, 0, 0)

du systéme (5.2) obtenu de I’étude du systéme linéarisé, et des techniques de la variété centrale

systéme (5.2) defini sur R3 systéme (5.2) defini sur A
Ro <1 | asymptotiquement stable( locale) | asymptotiquement stable (locale)
Ro>1 : instable instable
Ro=1 instable ?

Nous utilisons d’autres outils pour étudier la stabilité globale du point d’équilibre (1, 0, 0)
du systéme (5.2) défini sur A. On peut voir sur les équations du systéme (5.4) que le point
d’équilibre non endémique est un point d’équilibre nceud—selle. Nous allons prouver que en
regard du simplexe A, on est exactement dans la situation de la remarque 3.7, page 102. Il peut
actuellement étre établi que la valeur Ry = 1 est un point de bifurcation transcritique pour le

systéme (5.2).

Dans [27], Les auteurs prouvent que la fonction L définie par
L=ce+(e+b)

est une fonction de LaSalle pour le systéme (5.2) sur A (voir aussi [31] ou une telle fonction
est utilisée). Ils concluent que le point d’équilibre non endémique xo = (1, 0, 0) est globale-
ment asymptotiquement stable sur A en invoquant le théoréme de LaSalle, théoréme 3.11 ([25],
Chapitre 2, Théoréme 6.4). Mais ce théoréme ne peut étre utilisé que pour prouver que 1’équili-
bre xp = (1, 0, 0) est globalement attractif, et ne peut donner d’informations sur sa stabilité.
D’un autre coté, le théoréme 3.12 ([24, Corollaire 1] et [25, Chapitre 2, Théoréme 7.8] ) ne peut
non plus étre utilisé du moment ou ’ensemble A considéré est ferme, et le point d’équilibre est
un point frontiére de A. La méme remarque peut étre fait relativement 3 certains articles qui
se trouvent dans la littérature ( voir [29, 27, 30, 37, 28, 38]), ot le théoréme de LaSalle ([25],
Chapitre 2, Théoréme 6.4). est & chaque fois invoqué un peu trop rapidement.

Nous pouvons a l’aide de nos résultats, le théoréme 4.1, donner des preuves simples et correctes.

Nous écrivons le systéme sous la forme requise par le théoréme 4.1 Les équtions du systéme (5.2)
sont déja écrites suivant le regroupement de variable nécessaire pour I’application du théoréeme.

On consideére les regroupements x; = s et X, = (e; ). Le systéme s’écrit donc

% = A(x)x+b (5.6)
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avec

—(e+b) Bs + ae

e —(a(l—z‘)+7+b)> o b=00:0)

Al =—-b— ,BZ, Ag(X) = (

Le maximum de la matrice A;(x) n’est pas réalisé en un point de A; il existe néanmoins un
majorant, matrice irréductible qui est atteint au point X = (1, 1, 1) qui est un point situé en

dehors du A. Si nous notons A, ce majorant, on a :
A = —(e+bd) fB+a
g =
€ —(v+9)

En effet la matrice

e G

est positive
L’hypothése 6) du théoréme 4.1 requiert que o(A;) < 0; ce qui est équivalent a :

(8 + )
(e+b)(y+b) ~

Les diverses autres hypothéses sont triviales. En effet,

(5.7)

—> en hypothése 3) il est nécessaire que le systéme réduit & x; = A;(xy; 0)x; + by, qui dans
notre cas se réduit & ’équation différentielle $ = b — bs soit globalement et asymptotiquement

stable au point d’équilibre correspondant au DFE. Ce qui est le cas.
e(B+a) :
— <1 =
C+o+D) = b le point xq
(1; 0; 0), DFE du systéme (5.2) est globalement asymptotiquement stable relativernent a A.

Il s’ensuit donc d’aprés le théoréme 4.1 que sous la condition

Cependant, si on considére la matrice bloc J; de la matrice jacobienne du champ du systéme (5.6)

correspondant & la matrice bloc As(x) a I’équilibre xo = (1; 0; 0) qui est :

3. = —(e +b) B
’ e —(a+qy+b) )’

elle ne réalise une majoration pour les matrices Az(x), x € A. Elle est tout de méme irréductible
au méme titre que les matrices Az(x). Nous dérivons en nous servant du théoréme de réduction,
le corollaire A.1 une condition nécessaire de globale asymptotique stabilité du DFE meilleure
que celle que nous obtenons du théoréme 4.1.

Soit le vecteur u = (¢; (¢ +b)) € Ri;ona:x€ A, IJTu=(0; 6 — (¢ + b)(a+ v+ b)) ; pour

que JJu < 0, il suffit que
= ep <1
C(et+d)(aty+d) T

Ro (5.8)
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Considérons la fonction candidate
L:x€Am L(x)=((0; u) , x)=ce+ (e +b)i
C’est une fonction de classe C*®, et sa dérivée sur A est donnée’pa,r;
L=(Tfu, x)=(J2—Asx(x) , X) =i [fe— (b+e)(a+b+7) +e(B(s— 1)+ ae) +alb+e)i]

Le terme entre les crochets est une fonction affine de (s, e, 7). Les extrema de cette expression
dans le simplexe A sont atteints sur les sommets de A. Donc ’'une des quantités suivantes est

une borne supérieure de la fontion L sur A :
Be—(b+e)(a+b+v)=(b+e)(a+b+7)(Ro—1) <0 (du fait que Ry < 1),

ae—(b+e)(a+b+7)<0
ab+e)—(b+e)(a+b+v)<0
—(b+e)(a+b+v)<0

Ceci prouve que la fonction L est bien une fonction de LaSalle sur A.

Avec les notations (corollaire A.1), considérons I'ensemble E = {(s, ei) € A [L(s, e, i) = 0} ;
ona EC{(s, e 1) €A /i =0}

Le systéme (5.2) restreint & 'ensemble E est donné par ’équation différentielle

§ =b—1bs

Le plus grand ensemble invariant pour le systéme (5.2) contenu dans E est M = {(1, 0, 0)}.
Par 'usage du théoréme de réduction, le corollaire A.1, on conclut & la globale asymptotique
stabilité de 1’état d’équilibre xo = (1, 0, 0) pour le systéme (5.2) sur A. 0

Commentaire :

On a deux conditons de seuil ci dessus pour la stabilité du DFE du systéme (5.2)et par la méme
celui du systéme (5.1). Ce deux condions dérivent des théoréme 4.1 et corollaire A.1 respec-
tivement. chacune assurant 1’asymptotique stabilité du DFE. La condition obtenu du théoréme
de réduction i.e. le corollaire A.1 est la condition classique de la littérature. Cependant, on a
I’inégalité :

$_____cBto)
(e+b)(at+y+0) " (e+0b)(b+7)
Ce qui établit que la condition de seuil donnée par l'inégalité (5.8) est meilleure que la ;ondition
€

(e+b)(a+v+b)

correspondant & I'inégalité (5.7). En effet, elle est optimale, car la valeur Ry =

est un point de bifurcation.
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5.2 Exemple de modélisation

Introduction et présentation du modéle épidémiologique

Dans cette section, nous donnons un exemple de modeéle épidémiologique M S E 1 R S re-
latif & une population homogéne. Nous entendons par 13 une population soumise & une maladie
telle que les divers compartiments de la modélisation épidémiologique M S E I R classiques
sont supposés homogénes. Notre modéle est une extension d’un modéele S E IR S qui adéa
été considéré par Greenhalgh [13]. Dans notre cas, nous faisons des hypothéses plus larges que
celles faites par Greenalgh pour son modele. Nous considérons ce modéle ici afin de présenter
un exemple de modélisation. 11 s’agit d’un travail qui va au dela du cadre de cette thése. Nous
allons nous intéresser ici a présenter le modéle, et & analyser la stabilité du point d’équilibre non
endémique sous certaines restrictions qui seront précisées plus loin. La représentation schéma-
tique du diagramme de flux dans les compartiments du modéle est donnée par la figure 5.2.

Pour les passages entre le compartiments M —> S, E-> I, I->Ret R —> S , nous n’échangeons

‘i'b(l—q)(N—S)
M

o

b(1-@)§

ot v

FIG. 5.2 — Représentation du diagramme de flux du modéle

rien A ce qui est pratiquement devenu un classique; Les taux par unité de temps de passage cor-

respondant sont respectivement d,e,7, et 7.

On suppose que pour la maladie considérée, une politique de vaccination de la population est
définie ; les individus soumis aux vaccins sont les susceptibles, c’est a dire les individus du com-
partiment S. On suppose que le vaccin immunise les individus vaccinés contre la maladie. Ce
fait se matérialise par une connection S —> R. Soit p le taux par unité de temps régissant cette

connection.

On suppose aussi que pour la maladie, les enfants sont soumis & la vaccination, ceci indépen-
damment du compartiment d’appartenance de leur mére. Le succeés de cette opération confére
aux enfants vaccinés une immunité, leur permettant d’entrer dans le compatiment R. Si la prob-
abilité du succes de vaccination est donné par ¢, puisque le recrutement des nouveaux nés se fait
classiquement suivant le taux par unité de temps b, le compartiment R recoit par bouclage du

systéme bgN individus par unité de temps.
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Il s’ensuit en conséquence que les b(1 — q)N enfants par unité de temps correspondent au cas
d’échec de la vaccination. Ceci devrait étre le recrutement par unité de temps du compartiment
M ; On peut cependant faire aussi [’hypothése que les enfants de parents susceptibles c’est & dire
sans immunité ne recoivent aucune prémunition contre la maladie. Auquel cas, les enfants pour
qui ’opération de vaccination aurait été sans succés restent donc totalement exposé au méme
titre que tout autre susceptible ; ce qui justifie que la quantité b(1 —g) N correspond & un recrute-
ment de b(1 — ¢)S individus par unité de temps par le compartiment S, et de b(1 — ¢)(N — S)

individus par unité de temps par le compartiment M.

Puisqu’il s’agit des populations de vivants, ces derniers sont sujets & la sortie des divers com-
partiments c’est & dire au déceés, soit par voie naturelle, soit par maladie. Nous supposons a
cet effet, que le taux de mortalité par voie naturelle est le méme quel que soit le compartiment
d’appartenance, et qu’il est une fonction de N le nombre totale de la population f(N). La fonc-
tion f(IN) peut étre sujette & divers critéres de régularité souhaitables correspondants le mieux
avec la réalité modélisée. On suppose aussi, pour la prise en compte des décés causés par la
maladie, que le compartiment I, présente un taux de fuite du systéme f(N)+ e, « étant le taux
de décés par unité de temps dans le compartiment causé par la maladie. Ceci est d’autant plus
vraissemblable que la vitesse & laquelle une population est décimée par une épidémie quelconque

donnée dépend de la taille de la population.

Enfin, Nous présentons le taux d’incidence de la maladie sur le modéle; pour cela, nous allons
poser X = (M; S; E; I; R) ’état du sytéme & un instant donné. Le taux d’incidence de la maladie,
est caractérisé par le ceefficient souvent noté 3 ; Ce taux caractérise la connection S —> E. Dans
le modele, on va supposer qu’il s’agit d’une fonction de I'état du systéme, 3(X) = M (%X) 4.

On suppose que la fonction h a toutes les bonnes propriétés de régularité.

On peut déja constater & ce niveau que tous les paramétres classiquement utilisés sont pris en

compte. Le modéle peut s’appliquer & une grande classe de maladies infectueuses.

On peut aussi constater que & des variations dans le choix des divers taux directeurs des flux
d’échanges entre compartiments, On a un modéle qui couvre un grand nombre de modéles qui

ont déja fait 'objet d’analyse, et se trouvent dans la littérature.

Le modéle d’état M S EI R S proposé
Le modéle compartimental sur le systéme constitué de la population s’écrit aisément en effectuant

le bilan de masse par unité de temps des divers compartiments décrit par la figure 5.2 de la
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page 123. ce modéle est donné par le systéme d’équations différentielles (5.9) qui suit

(

= b1 -q)(N-25)—(f(N)+)M

= M +b(1—q)S+ 7R~ (f(N)+p)S—I(EFX)£S
= M(FX)§S ~ (f(N) +¢)B

= eE-(f(N)+v+ a)]

= bgN +~4R—(f(N)+7)R+pS

= (b— f(N))N —al

(5.9)

Z D~ e R

\

Le choix de la fonction f(N) devra étre telle que la population N ne croisse pas indéfiniment.

la loi logistique est un cas particulier d’une telle fonction.

Le passage au modele sur les proportions se fait de maniére naturelle ; en effet, les seules entrées
dans le systéme dépendent de ses états. Soit W un compartiment, et w = % la proportion de

ce compartiment dans le systéme, on a

ce qui se traduit dans le systéme (5.9) par :

(m = b(1—q)(1—8)—(b+8m+aim
5 = dm+471r—(bg+ p)s+ —Ah(x)is + ais

{ € = Ah(x)is— (b+¢)e+ aie (5.10)
i = ece—(b+ 7+ a)i+oi?

(7 = yi+ps—(b+7)r+ air + bq

Remarque 5.1 L’état du systéme est x = (m, s, e, 1, r)T € [0, 1]°=U
Remarque 5.2 du fait de la réalité du systéme,ona G = {x €U, /| m+s+e+i+r=1}

Analyse du comportement asymptotique au DFE

Dans cette section, nous proposons une analyse asymptotique du systéme (5.10) obtenu dans
la section précédente. Il va de soi que le comportement asymptotique du systéme (5.10) est
caractéristique du comportement asymptotique du systéme (5.9). Un avantage certain du choix
du systéme (5.10) est que le domaine de faisabilité biologique est compact, contrairement 3 celui
du systéme (5.9). De plus, il est indépendant de la fonction f(N). Il importe qu’avant toute
investigation nous notions la nécessité de regrouper les variables dans le but d’appliquer les
résultats de réduction.
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L’ensemble G est positivement invariant pour le systéme (5.10). Puisque le systéme (5.10)
est surdéterminé du fait qu’en tout point x € G, on doit avoir m + s+ e+1+r =1, on peut

réaménager le systéme de plusieurs maniéres en systéme constitué de quatre équations scalaires.

Chacun des systémes possibles de ’aménagement du systéme (5.10) décrit ci-dessus peut étre

mis de plusieurs maniéres sous la forme
X = AX)X +b(X) (5.11)

avec A(X) une matrice de Metzler stable.

Certaine des formes présentent un léger avantage par rapport & d’autres. Il s’agit des formes
permettant une lisibilité de le piége du systéme sans qu’il soit nécessaire d’effectuer des transfor-
mations supplémentaires. Nous choisissons pour notre usage de prendre les équations relatives
aux variables m, 7, e, et i; afin de mettre en groupe les variables correspondant & un piége du

systéme, X; = (e; ©) et les autres X; = (m; r), et de considérer la matrice :

—(bg+46)  bl-q) bl-gq) b1l-q)+am

“ 0 —(b+7+p) 0 Y+ ar
A(X) =
0 0 —(b+¢) Ah(x)s + ae
0 0 > —(b+v+a(l—3))

et
b(x) = (bi(X); 0; 0) avec by(X) = (b(1 — q); bg + p(1 — m — e — 1))

I’ensemble de définition de ce systéme correspondant & G est alors le simplexe

A={X=(m,rei)eR} /m<l,e<l,i<l,r<l,m+r+e+i<1}

Nous montrons que le systéme (5.11) est bien positivement invariant dans A, son espace des
états.

En effet, pour tout X € A, A(X) est une matrice de Metzler, il vient d’aprés le théoréme 3.3
de la page 92 que le systéme X = A (X)X est positivement invariant sur R% ; puisque pour tout
X € A, b(X) est un vecteur positif, il s’ensuit que le systéme (5.11) est positivement invariant
dans Ri;

Il ne reste qu’a établir que la face Foyp = {X € A /| m+r+ e+ i = 1} repousse toutes les
trajectoires solutions du systéme commencant en un point de A vers l'intérieur de A. En d’autres
termes, que le vecteur A(X)X + I(X) en tout X € F,up est rentrant dans A. Un calcul simple
nous permet d’avoir que le composant du vecteur A(X)X + I(X) en tout X € F,,, par rapport a

la normale est donnée par b(q — 1) — dm — 7r, qui est bien négative en tout point X € Fyyp.

Nous avons ainsi prouvé que ’espace des états A est un compact positivement invariant pour le

systéme (5.11) d’ot la positive invariance de G pour le systéme (5.10).
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Nous nous intéressons & I’analyse de la stabilité du point d’équilibre non endémique du modéle,
c’est & dire le point d’équilibre ol le composant correspondant au compartiment des infectieux
est égal & zéro. Ce point d’équilibre existe bien pour le systéme (5.11) ; il est donné par :
Xo = (mo, o, 0, 0), avec
__ b(1-q)(bg+p)

p(b+6) + (bg+ 8)(b+7)’
ro = (6 +bg)(bg + p)

p(b+6) + (bg+ 8)(b+7)’

Nous allons maintenant présenter I’analyse de la stabilité du point d’équilibre non endémique
du systéme (5.11) dans A.

mg

Nous utilisons pour procéder & cette analyse le théoréme 4.1.

Des préréquis, Les matrices A;(X) et A,(X) sont respectivement donnée par :

A(R) = —(bq+6) b(1 - q) As(®) = —(b4+e)  Mr(x)s+ae
' 0 —(b+7+p) )’ ’ € —(b+7+a(l —1))

A;(X) est bel et bien une matrice de Metzler pour tout X € A, irréductible.
Supposons que le maximum de A,(X) est atteint en un point X = (; 7; € 7). On a nécessairemnent

t=1et € =1. La matrice A, correspondant & ce maximum s’écrira alors :

A, - ( —(b+e) Ah(x)g+a)

_ (o4 ) (5.12)

Au cas ol ce maximum n’est pas réalisé en un point, son existence est 1ié¢ & V’existence d’un
maximum pour la fonction x : — h(x)s. Nous supposons que le maximum de cette fonction
est atteint en un point X : h(X)5. Dans ce cas, 'expression de la matrice A; sera celle dans
I’égalité (5.12). Dans tous les cas, il s’agit d’une matrice irréductible correspondant 3 I’hypothése
5) du théoréme 4.1.

I’hypothése 6) du méme théoréme requiert que o(Az) < 0; ce qui est équivalent 3 :

e(AR(X)3 + a)
b+e)b+q) —

(5.13)

L’hypothése 3) est vérifiée comme nous allons I’établir plus bas lorsque nous allons considérer
le cas particulier ot A; = J, avec J; la matrice bloc de la matrice Jacobienne J du champ de
vecteurs du systéme (5.11) au point d’équilibre X, correspondant & la matrice bloc A,(X).

nous avons ainsi toute les hypothéses du théoréme 4.1; on peut donc conclure 3 la globale
asymptotique stabilité du DFE du systéme (5.11) sous la condition de seuil donnée par 'inégal-
ité (5.13).

Dans ce qui suit, nous établissons la globale et asymptotique stabilité du DFE du systéme (5.11)

en appliquant le théoréme de réduction, le corollaire A.1. A cet effet, nous devrons trouver une
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fonction de LaSalle pour le systéme. Celle ci est tributaire d’une matrice & la «hypothése 5)»
du théoréme 4.1 qui ne satisfait par toujours la condition dans cet hypothése. Le bloc J; dela
matrice jacobienne du systéme (5.11) au DFE, correspondant la I’application A, est convenable.
La matrice J, est :
3, = ( —(b+¢e)  Ah(%o0)s0 )
€ —(b+v+0)

La matrice

—Ql

Ja— Ay®) = ( ) G0~ Bx)s) —ac )

Considérons le vecteur u = (&; (b+¢€)); on a Jju = (0; A(xo)seeX — (b+e)(b+v+ )
eAh(xo)so
b+e)b+v+a)

Pour avoir JJu < 0 il suffit que < 1 Cependant, la matrice J, — A; n’est pas

de signe constant sur A

On considére la fonction candidate
| %4 :ﬁEAl—)V(ﬁ)z((O; 0; u) , x)

Il s’agit d’une fonction de classe C® sur A et sa dérivée le long de trajectoires du systéme est

donnée par :

V(iE) = <ngl 5 ig) — <(J2 —Ag(ﬁ))Tu ) )?2)
= [A(x0)s0eA ~ (b+€)(b+ v + ) — eA(h(x0)s0 — A(X)s) + cae + (b+ €)aili
= [eMh(x)s + ace+ a(b+e)i— (b+ e)(b+ v+ a))s

Considérons la fonction

eAR(x)s + ace + (b+ €)ai

R:RE€EARER) = G+e)b++a)

(5.14)

1
C(b+e)b+r+a)
La fonction R a les propriétés de régularité de la fonction h. Nous faisons I’hypothése que

On a V(X)

(R(X) - 1)i

ces propriétés de régularité sont telles que R admette un maximun sur A ; notons par Ry ce

maximum.
Ro = max R(X) (5.15)
%€A
Si donc Rg < 1, il s’ensuit que V(ﬁ) < 0 pour tout X € A, d’ou la fonction V est bien une
fonction de LaSalle sur A pour le systeme (5.11).

Considérons I’ensemble E = {X € A/V(X) = 0} ; E est contenu dans la face de A, {xeA/i=0}
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Le systéme (5.11) restreint & ’ensemble E est donné par :

22= 0

{:*cl = AR+ b(R)

avec by (X;) = (b(1 —q); bg+ p(1—m)) Soit M le plus grand ensemble invariant du systéme (5.11)

contenu dans F; il vient que
Mc{Z;0) €A /% =A(R)% +bi(F1)}

Il reste & établir que le point Xo = (X10; 0) est globalement asymptotiquement stable pour le
systéme (5.11) restreint & M. Ce qui revient au méme d’établir que le point X, ¢ est globalement

et asymptotiquement stable pour le systéme
X1 = A1 (R1)%; + by (%)) (5.16)

sur Ag={X;=(m;r)eRE /m<1,r<1l,m+r<1}

Le systéme (5.16) est positivement invariant sur A,; en effet, pour tout X; € R2, la matrice
A, (X;) est une matrice de Metzler, et le champ de vecteurs défini par b; est positif; il s’en suit le
systéme (5.16) est positivement invariant sur R? ; la face Howp = {X1 € Ay / m+r =1} de A,
repousse toute trajectoire solution du systéme (5.16) de point initial dans A, a l'intérieur de A,,
car par un calcul simple on peut constater qu’en tout point X; € Hayp, le composant du champ
de vecteurs du systéme (5.16) relative & la normale sortante & Hayp, 7(m — 1) — b(1 — ¢) — ém

est négative.

Le systéme (5.16) admet dans A, un unique point d’équilibre qui est X,q, et la matrice

Jacobienne du systéme en ce point

3. [ ~(ba+8) b(1—-g)
' 0 —(b+ 1)

admet deux valeurs propres strictement négatives, et par conséquent le point X;¢ est localement
asymptotiquement stable. Puisque toutes les trajectoires sont relativement compactes, et pour
cause, le domaine A, est compact, le point X;¢ est un point attractif pour toutes les trajectoires

solutions du systéme (5.16) dans A, ; D’oll la globale asymptotique stabilité du point X,

Il s’ensuit que le point d’équilibre non endémique X, est globalement asymptotiquement stable
du systéme (5.11) dans M.

Le théoréme A.1 a toutes ses hypothéses remplies; & la condition que le ceefficient donnée par
'inégalité (5.15) Ro < 1, le point d’équilibre non endémique X, est globalement asymptotique-
ment stable pour le systéme (5.11) dans A.
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Il va alors de soi que si Ro < 1 le point (1 — mg — ro; mo; 0; 0; r¢) qui est le point d’équilibre
non endémique pour le systéme (5.10) est globalement asymptotiquement stable pour ce systéme
dans G. Dans le cas ot Le maximum de la fonction R(X) est réalisé au DFE, la condition donnée
par 'inégalité (5.15) est optimale En effet, si Ry > 1 le point d’équilibre non endémique est
instable; car, la matrice Jacobienne du champ de vecteurs du systéme (5.10) en ce point admet

une valeur propre positive. a

Commentaire

Cet exemple est un cas particulier ou le théoréme 4.1 donne une condition nécessaire de globale
asymptotique stabilité du DFE qui n’est pas optimale. Comme nous ’avons mentionné plus haut,
les particularités de ce systéme nous offrent la possibilité d’appliquer le théoréme de réduction
ot 'on dérive lorsque cela est possible une condition nécessaire de globale stabilité du DFE
meilleure que celle du théoréme précédent. Dans le cas ou le maximum de la fonction R(X) est

réalisé au DFE, la condition donnée par 'inégalité (5.15) est optimale.

5.3 Exemple de modéle avec domaine non compact

5.3.1 Introduction

Dans les modéles présentés dans les sections précédentes, nous nous trouvons avec des sys-
témes sur des domaines compacts. Ceci est courant dans les modéles épidémiologiques corre-
spondants aux modéles compartimentaux d’infections sur des populations d’individus ou les
seuls recrutements admis dans les systémes sont les entrées en boucle fermée ; en d’autres termes
le diagramme des flux ne présente le cas échéant que des flux entrants dans les compartiments
qui sont des fonctions des divers composants de 1’état du systémes. Le cas de I’exemple de mo-
délisation présenté dans la section 5.2 est un tel cas, et on peut le constater sur le diagramme
des flux présenté par la figure 5.2 de la page 123.

Dans ces cas, on recourt au modéle sur les proportions, qui réduit alors le domaine du systéme

a un n-simplexe donc un ensemble compact.

Si un compartiment regoit de la matiére de ’environnement extérieur totalement indépendante
du systéme, les choses se passent differemment. On ne peut plus passer au modéle sur les pro-
portions; le cas échéant, cela engendre les calculs compliqués. En effet, lorsqu’on quotiente les
équations caractéristiques de I’évolution dans les compartiments o interviennent un flux entrant
de matiére par la somme des matiéres dans le systéme & un instant donné, les termes relatifs
aux entrées de matiére ne sont pas résolus. Cette situation est caractéristique des immigrations

des populations dans les modéles épidmiologiques.

Pour illustrer ces cas, nous considérons deux exemples. Le premier correspond & un modéle

classique de 1’épiodémiologie, représentant un cas de modéle SEIRS dans une population qui
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est sujette & 'immigration de population correspondant & un recrutement dans le systéme de
A individus par unité de temps. En deuxiéme exemple, nous considérons un cas d’une maladie,
dont certains compartiments présentent une hétérogénéité dans leurs éléments ; nous avons déja
représenté le diagramme des flux entre compartiments sur la figure 2.5 2 la page 75. La maladie
concernée dans ce modéle est la tuberculose avec deux souches de malades. Nous commengons

par donner une description du diagramme des flux.

53.2 Un modéle SEIRS simple avec immigration

Présentation de I'infection

Comme nous avons dit dans la section introductive précédente, il s’agit d’'un modele SEIRS
simple avec action de masse standard. Il s’agit d’'un modéle dii & Hethcote [36]. La population
concernée est homogéne. Les divers autres taux directeurs des flux entre compartiments sont
ceux qui sont classiquement utilisés.

Nous présentons sur la figure 5.3 le diagramme de flux dans le systéme pour compleéter la des-

cription du systéme.

FIG. 5.3 — Représentation du diagramme de flux d’un modéle SEIRS simplifié

Nous supposons, comme i} peut étre lu sur le diagramme de flux du modéle que tout nouvel
individu arrivant est totalement naif et sans aucune prémunition immunitaire relativement a la
maladie considérée (On suppose aussi que les immigrants sont naifs...). On ne fait pas d’hy-
pothése sur l'accroissement de la population par des naissances. L’intérét mathématique que
nous trouvons a cet exemple vient du fait qu’on a un cas simple o pour le modéle d’états qui
en découle, 'ensemble invariant de LaSalle n’est pas confiné au seul point d’équilibre dont nous

analysons la stabilité.

Modéle d’états et analyse de la stabilité
Le modéle compartimental sur le systéme constitué de la population s’écrit aisément en effec-

tuant le bilan de masse suivant le shéma décrit par la figure 5.3. Ce systéme est donné par les



132 Applications a différents modéles

équations (5.17) qui suivent

S = A+7R-d,S—-pBLS
E = BES—(d+e)E

[ = €¢E—(ds+7)I

R = ~yI—(ds+7)R

(5.17)

On est en présence d’un systéme bien déterminé.

Pour des raisons de commodité, notons d = r£11<n d;; on a d; = d+ «;; équation régissant la
1<i<4

variation de la population totale définie sur R est

N:A—dN—alS—azE—agl—a4R

Il s’agit de ’équation sur la variable somme des différents composants d’état. Il est clair que
Pintervalle [0, E] est globalement attractif pour cette équation différentielle. Il s’agit donc d’un
systéme dissipatif. La conséquence en est que, toutes les trajectoires du systéme (5.17) sont
positivement bornées dans RY.

Nous considérons la variable x = (x1; X3) = (5; R; E; I) € G = RY avec x; = (5; R) et
x2 = (E; I), dans le but de I’application du théoréme 4.1; il vient dans ce cas pour tout x € G

Papplication & valeur matricielle A est donnée par :

—di-BLE 0 0 0
A(X) = 8 —(d20+ T) Y OS
—(d2 +¢) O
0 0 E —(d3 —+ ")/)

et
b(x) = (bi(x); 0, 0) avec b; = (A; 0)

Les applications A, et A, sont données pour tout x € G par :

I S
—dl — ﬁN 0 Az(X) _ —(d2 + 5) ﬂj‘v-

AI(X) =
0 —(d2+ 1) € —(ds +7)

La matrice A(x) que nous avons choisie pour tout x € G est une matrice de Metzler, ce qui

apporte le fait que I’espace des états est positivement invariant pour le systéme (5.17).

En résumé, nous avons que :
Le systéme (5.17) est positivement invariant sur G qui est un ensemble non compact ; de plus,
toutes les trajectoires du systéme (5.17) dans G sont positivement bornées. Comme on pouvait

s’y attendre, pour tout x € G la matrice A(x) est réductible, et le piége du systéme corresponds
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aux compartiments E, et I.

Nous nous intéressons maintenant & la stabilité du systéme au voisinage du point d’équilibre non

endémique, le point Xo = (x10; 0; 0) = (So; Ro; 0; 0).

La matrice bloc J; de la matrice Jacobienne du champ de vecteurs du systéme (5.17) au point

d’équilibre correspondant & ’application a valeurs matricielles A, est donnée par :

3, = ( —(dz2 +¢) I )
€ ~(ds +7)

réalise le maximum de ’ensemble des matrices Ay(x), pour tout x € G. En effet, 'application &

valeur matricielle qui & tout x € GG assocosie

KQ(X) =5 AQ(X) = 0 ,;"3(] = V)

0 0
est de signe positif sur G
La matrice J, est une matrice de Metzler, irréductible. L’hypothése 6) du théoréme 4.1 requiert

que a(Jz) < 0; ce qui est équivalent au fait que

ep <1

il P Ty

L’hypotése 3) est aussi satisfaite. En effet, le sous-systéme x; = A, (x;)x; + by est globalement
asymptotiquement stable en son équilibre sur R% comme systéme d’équations différentielles affine
dont la matrice du systéme homogéne associé est de spectre dans le demi-plan complexe gauche.
Toutes les hypothéses du théoréme 4.1 sont satisfaites dans ce cas. On conclut donc & la globale
asymptotique stabilité du systéme (5.17) au point d’équilibre %o sur G sous la condition Ro < 1.
O

5.3.3 Un modéle d’une maladie avec hétérogénéité de la population

Le modéle que nous considérons dans cette section est proposé par Castillo-Chavez et
Feng [5]. Nous présentons sur la la figure 5.4 le diagramme des flux entre compartiments du
modéle de 'infection. Nous donnons dans le paragraphe suivant une description des divers arcs
d’interconnection des compartiments. L'intérét de cet exemple réside dans le fait qu’il nous per-
met de mettre en application la remarque 4.4. En effet, nous allons appliquer le théoréme 4.1

deux fois en cascade.
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Dans une premiére décomposition du systéme sous la forme

{ X A (x)x1 + Ap2(x)x2 + by (%)
Xy = Az (%)X,

pour appliquer le théoréme 4.1 nous avons besoin que le systéme soit globalement asymptotique-
ment stable. pour prouver cette stabilité, nous allons encore faire de la réduction et réutiliser
le théoréeme 4.1. On utilise deux fois le théoréme 4.1 relativement & un groupement «receveur

controlé» de compartiment a chaque fois.

ptd,

+d, 1 souche sensible

2 souche résistante

F1G. 5.4 - graphique de modéle compartimental pour une population non homogéne

Présentation de la maladie

La maladie concernée dans ce modéle est la tuberculose. On suppose qu’elle présente deux souches
différentes : une souche résistante, et une souche sensible. La résistance est relative au traitement
de la maladie. Ce qui implique ’existence de deux compartiments distincts d’infectieux I, et I,
deux compartiments de latents E; et E,, correspondants a la souche sensible et a la souche
résistante respectivement. La contamination par la souche sensible se produit dans les contacts
adéquats entre individus du compartiment S des sucseptibles ou du compartiment T des traités
avec les infectieux du compartiment I;. On suppose cependant que 'adéquation du contact
est soumis & une probabilité o. Le taux d’incidence correspondant est alors aﬁl%, avec N la
population totale considérée.

La contamination par la souche résistante se produit dans les contacts adéquats entre individus
du compartiment S des susceptibles, du compartiment T des traités ou du compartiments E;
des latents de la maladie de souche sensible, avec les infectieux du compartiment I,. Le taux
d’incidence correspondant est alors ﬁz%

Les transferts d’individus entre compartiments E; —> I; et E; —> I se font suivant les taux
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ki et ky par unité de temps respectivement.

Les ccefficients r et 7 sont utilisés pour désigner le taux par unité de temps de récupération
aprés traitement pour les malades en phase latente et infectieuse de la souche sensensible. (i.e.
les compartiments concernés sont respectivement E; et I, et les transferts sont E; —> T et
I, —> T respectivement ). On fait ’hypothése qu’en cas d’échec du traitement des individus
du compartiment I, deviennent des latents du compartiment E; suivant une probabilité p, des
latents du compartiment E; suivant une probabilité ¢ (mutation de la souche), et guérissent
complétement pour la probabilité complémentaire, i.e. 1 — p — q; d’ou les taux directeurs des
flux d’échanges p7*, g7 et (1 — p— q) par unité de temps entre compartiments I, —> E;, I; —>
E; et I; —> T respectivement.

La sortie du systéme (par décés...) est prise en compte suivant un taux directeur de flux par
unité de temps égal u, auquel on augmente pour les compartiments des infectieux d; suivant les
souches comme sortie liée a la maladie. .

Ces considérations restent dans une certaine mesure assez simple, car les entrées dans le systéme
ne sont considérées que par voie d’immigration, ceci suivant un flux de A individus par unité
de temps (i.e. une entrée en boucle ouverte). Il n’est point fait d’hypothése sur des entrées en

boucle fermée dans le systéme.

Modéle et analyse de la stabilité

Le modéle compartimental sur le systéme constitué de la population s’écrit aisément en effec-
tuant le bilan de masse suivant le schéma décrit par la figure 5.4. Du fait du grand nombre
de compartiment, le réaménagement suggéré dans le théoréme 4.1 donné en page 114 est d’un
grand intérét dans cette situation. Le bloc (E;, I;) n’a que des fléches rentrantes et rien ne sort.
Un groupement «receveur controlé» du systéme est constitué des compartiments E, et I,. Nous
allons donc écrire le modéle du systéme d’équations différentielles dans ’ordre des lettres du mot

STE; I, E,I;. C’est donné par le systéme d’équations (5.18) qui s’écrit

S = A—(oBk+pE +u)S
T = rEi+(1-p=-q)fh— (o +Bp+u)T
E1 = 0',31%5+0’ﬂ1-1N'LT+pf11—(k1+T+ﬂ+ﬁ2%)E1

< . 5.18
Il = klEl—(F+#+d1)Il ( )
E; = BR2(S+E+T)+qfl — (ks + p)Es
L = kE - (p+d)l
L’équation régissant la variation de la population totale définie sur R, est donnée par :
N=A-uN—d I —dy], (5.19)

Il est clair que I’ensemble {0, é] est attractif pour I’équation (5.19) dans R,. Il s’ensuit que

toutes les trajectoires du systéme (5.18) sont relativement compactes dans G = RS qui est
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Pespace de faisabilité biologique du modéle, et bornées dans le futur.

Nous notons x; = (S; T; Ey; L), X2 = (E2; L) et x = (x1; X2).

Le groupe de compartiments correspondant a la variable x; ne recoit de la « matiére » que si
x2 # 0. On peut donc «mettre en facteur » x; et écrire la matrice A(x) du systéme (5.20) en
faisant apparaitre un bloc sous-diagonal nul

Si Pon considére la matrice A;(x), de la méme fagon, le bloc de compartiments (E;, I1) ne regoit
de la «matiére » que si (Ey, ) # (0, 0).

On va donc pouvoir de nouveau faire apparaitre dans A; un bloc sous—diagonal nul.

On peut écrire le systéme sous la forme

x = A(x)x + b(x) (5.20)
A(x) — AI(X) Al 2(X)
0 AQ(X) ’

—(oBi % + B2 + 1) 0 0 0
As() = 0 —(oB1s + B + 1) r (1-p-q)F
1 0 0 —(ky 47+ p+Bk) o ST 4 pi

| (ka4 p) BEHEAT — (A O O
Ay(x) = ( k, it dy) et b; = (A; 0; 0; 0)

Si J est la matrice Jacobienne du systéme (5.18) en 1’équilibre non endémique, le bloc J, corre-

spondant & l’application A, est donnée par :

N TN
’ ke —(u+do)

Il s’agit bien d’une matrice de Metzler irréductible, qui réalise la majoration des matrices A,(x)
pour tout x € G. L’hypothése 6) du théoréme 4.1 requiert que a(J,) < 0; ce qui est équivalent

au fait que l'inégalité

B2k
Gt k)utd) =

soit satisfaite.

L’hypothése 3) requiert que le sous-systéme
X1 = A;(xy; 0; 0)x; + by

soit globalement asymptotiquement stable en son point d’équilibre correspondant au DFE du

systéme (5.18) relativement & G; = R4.
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Ceci qui nous améne & considérer I'analyse de la stabilité du systéme
x=A(x)x+b (5.21)

défini sur G, = R} avec pour tout x; € G, K(xl) = A,(xy; 0; 0)

De la méme fagon que la premiére étape, le systéme (5.21) présente un groupement «receveur
controlé» est constitué du groupement des deux variables E; et I; comme on peut le voir sur la
matrice A;(x) ci-dessus. On constitue les groupements X; = (5; T), X, = (Ey; 1), X = (X1; X2)

On procéde de maniére similaire & I’itération précédente. La matrice

A& - ( AR A(®) )

0 Ay
avec
. — L ~ - 51T x
a@=( ARrH O ) R (TREre oS
0 —(oB 3 + 1) ky —(F+p+di)
et by = (A; 0)

Soit 32 la matrice bloc de la matrice jacobienne du systéme (5.21) au point d’équilibre X,

correspondant a I’application Xg(i) Son expression est :

j, = ~(ki+r+p) b +pF
ki —(F+p+d)

Cette matrice est une matrice de Metzler, irréductible et réalise une majoration des matrices
Kg(i) pour tout X € G.
L’hypothése 6) du théoréme 4.1 requiert que a(j 2) < 0 ce qui revient au méme que 1’inégalité

k(0B + pf)
F+tutd)(ber+r+p) ~

soit satisfaite.

L’hypothése 3) du théoréme 4.1 requiert que le sous-systéme
X, = A’1(i1; 0)x; + by

admette X;o comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable dans R3.

Ceci nous ameéne & considérer 1’analyse de ’asymptotique stabilité du systéme
x=AR)x+b (5.22)

défini sur G2 = {X = (S; T) € R2} au point d’équilibre X = %0 ; ce qui impliquerait donc la
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globale asymptotique stabilité du point d’équilibre X = (Xo; 0). dans le systéme (5.22), on a
pour tout X € Ga, A(X) = A1(X; 0), et b = (A; 0).

On a pour tout X € G,
~ - 0
AR) = ( g )
0 —p

qui est une matrice globalement asymptotiquement stable. Il vient, la globale et asymptotique
stabilité du point Xo = (—; 0) pour le systéme (5.22) dans G,. Ceci implique la globale asymp-
totique stabilité du pointﬂd’équilibre Xo = (Xo; 0; 0) du systéme (5.21) dans G,. Cette derniére
conséquence correspond & la globale asymptotique stabilité du point d’équilibre xo = (%o; 0; 0)
du systéme (5.18) pour sa restriction & l'ensemble M. Ce qui est le résultat que nous voulons.
D’oti la globale asymptotique stabilité du point xo pour le systéme (5.18) défini dans G, sous les
conditions,

ki(aBy + pf) <1 et B2k <1

(FHp+d)ks+r+p) ~ (p+k)(p+d) — 7

A
Le point d’équilibre non endémique xo = (—; 0; 0; 0; 0; 0) est globalement asymptotiquement
stable pour le systéme (5.18) définie dans G, sous ces conditions. m]

Conclusion

Par rapport & la littérature citée, nous retrouvons facilement le Ry, qui est le maximum des deux
quantités. Nous obtenons le résultat plus précis que, si Ro < 1 alors le DFE est globalement et
asymptotiquement stable (Dans [5] le résultat est seulement pour Ry < 1 ). La démonstration
utilise les techniques de «limiting system» [53, 54] qui permet de prouver 1’attractivité; la sta-
bilité étant obtenue par I’étude du Jacobien; ce qui impose Ry < 1. Notre méthode permet de

conclure pour la valeur de bifurcation.

5.4 Un modéle Intra-Hote du VIH-1

Dans un article sur la modélisation intra—héte du VIH, Perelson, Kirchner et De Boers
[45] donnent une conjecture sur la condition de stabilité globale de 1’équilibre sans virus, ni
lymphocytes infectés. Le modéle intra-héte du VIH qu’ils proposent est un modéle avec deux
populations d’hétes, les cellules T C' D4t quantifiées par unité de volume! dans laquelle on a trois
compartiments homogénes qu’on peut désigner dans le langage classique de 1’épidémiologie par
un SEI et une population de virus, qui dans ce cas est une population de vecteur transmettant
la maladie.

Nous prouvons la conjecture énoncée dans [45).
Le modéle d’interaction du VIH avec les cellules T C'D4* est donné par le systéme d’équations

suivant :

1]’unité de volume ici est le mm?3
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= s—prT+rT (1-f&) —lVT
= MVT—prT.— kT,
k2Te_/‘l'bTi

= N/.tbf[;_kIVT_,uVV

(5.23)

<. M. (H. ~.

Dans ce modéle, T représente le nombre de cellules T C D4* par unité de volume non infecté par le
virus, T et T; représentent respectivement le nombre de cellules latentes et le nombre de cellules
activement infectées (i.e. les cellules qui produisent de nouveaux virus dans le sang), les deux
par unité de volume. Le nombre de virus libres dans le sang par unité de volume est représenté
par V. La population totale des cellules T CD4* par unité de volume est : T}y, = T + T. + T
Ce nombre N est la quantité de virus qui sont produits par unité de temps par une cellule T
infectée.

Les restrictions

0<3<ﬂTTmaa: ;ﬂT<#b

sont imposées sur les parameétres ur et u;, pour garantir que le modéle garde une dynamique de
population réaliste des cellules T. La premiére condition garantit que le nombre total de cellules
T reste bornée; en d’autres termes, en 1'absence des virus, l'intervalle (0, T}y,,) pour I’équation

donnée par :

. T
T=s—purT+rT <1—T ),

max
est positivement invariant avec un unique point d’équilibre Tj satisfaisant 0 < Ty < Trez-
p que p q

On peut écrire la dynamique des cellules T CD4* en 1’absence des virus par :

T sr
s—urT+rT (1 - Tmu) = —(T - To) (T+ Tma:zTO)

La deuxiéme condition dit que la mort causée par la cytopathicité virale arrive en moyenne plus

vite que la mort naturelle.

Dans [45], les auteurs supposant que N < 1 + ur/k;, prouvent que la fonction
L:x=(T;T; T;; V)— L(x)=T.+ NT; + V

est une fonction de LaSalle du systéme. Comme nous ’avons déja dit, ceci n’est pas suffisant
pour prouver que le point d’équilibre est globalement attractif. Une condition de dissipativité
(i.e. 'existence d’un ensemble globalement attractif, [51]) est nécessaire. Dans le papier cité, il
est supposé que le point d’équilibre non endémique est localement asymptotiquement stable.
Nous sommes en mesure d’établir avec notre résultat, que I’état d’équilibre non endémique est
globalement asymptotiquement stable, si N < 1 + ur/k;.
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Dans ce méme papier, les auteurs calculent sans ’exprimer ainsi un seuil Ry. Ils donnent une
valeurs critique Nei¢, et Ry peut alors s’exprimer Ry = % Ils conjecturent que si N < N,.;;
alors le DFE est globalement asymptotiquement stable. Comme N, = (1 + )1+ £L), on a
évidemment 1 + %g"— < Nis.

Nous allons prouver que si Ro < 1, alors le DFE est globalement asymptotiquement stable, ce
qui constitue la conjecture de [45], et réglant aussi le point de bifurcation. Nous allons voir que
le théoréme 4.1 permet seulement d’obtenir une conditon nécessaire plus forte que Ro < 1, et
moins forte que N <1 + %L. Pour prouver la conjecture, il va falloir adapter la démonstration
du théoréme 4.1. Nous allons d’abord étudier le systéme sur un ensemble positivement invariant
plus petit.

Lorsqu’on écrit 1’équation de la population totale de lymphocites T, on a

T'tot

mazxr

Toot = 8 — prThot — (s — pr)Ts + rT(1 — ) (5.24)
Comme p > pr, et T < Ty, le membre de droite de (5.24) est majoré par

T3, s
8 = #rTot rT(L = 725) = ~(Tior = T)(Tio + )

ce qui prouve que pour (5.24) l'intervalle [0, Tp] est positivement invariant.

Si on se restreint & T + T, + T; < T, alors on a

V = NuT. —k&VT — vV (5.25)
< NwTo— pvV

Ce qui prouve que (5.25) laisse invariant P'intervalle [0, Eﬁ&]

Nous venons ainsi de prouver que ’ensemble

Q={(T; T T; V) €G / TtatSTo,VS%}
174

est positivement invariant et attractif pour le systéme (5.23)

Nous commencgons par écrire le systéme (5.23) sous la forme
x=A(x)x+b

défini sur Q, avec A(x) sous la forme pseudo triangulaire, ot les applications A; et A, sont

définies par :

—HT — k‘g 0 le
Al(X) = —ur — k1V et Ag(X) = kg —Hb 0
0 Npy —kiT —py
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Ty
Le vecteur b = (s-{-rT (1—T”); 0; 0; 0)

maxr

La matrice A;(x) est une matrice de Metzler irréductible. Le bloc J, de la matrice Jacobienne

du champ de vecteurs du systéme (5.23) au point d’équilibre xo = (Tp; 0; 0; 0) est donné par :

—UT — kz 0 leo
J2 = k; — b 0
0 Nuyy —kiTo— py

On remarque qu’a cause du terme sur la diagonal (3, 3), —k;To — pv, J2 ne peut pas majorer la

matrice A,(x). Si l’on veut majorer I’ensemble des matrices Ay(x) pour les x € 2, on aura

—HT — k’z 0 k‘lT()
A; = kq —Hb 0
0 Nuy —pv

Cela nous donnera une valeur seuil pour la stabilité globale de DFE, par application du théoréme 4.1.
En utilisant la technique de la proposition 4.1, pour les matrices de Metzler, cette valeur s’obtient

facilement en exprimant que la matrice

kik;To
(D-CA™'B)=| ™ ur+h
Nuy  —pv
est Metzler stable : i.e.
R - kN,
© (pr+k)py —

on remarque A, est un majorant et non un maximum.

Si on cherche & exprimer que J; est une matrice de Metzler stable, on trouve de la méme fagon

klngTg

Re =
0 (pr + k2)(kiTo + pv) —

On a évidemment Ry < R..

La démonstration du théoréme 4.1, en majorant A,(x) permet de trouver une fonction de LaSalle.
Ici, le fait que k1T et —k;T apparaissent dans la troisiéme colonne de la matrice A;(x) permet
de conserver cette fonction de LaSalle et de démontrer directement le résultat.

Soit la fonction de LaSalle associée au vecteur u = (k1o + uy; kiToN; ki Tp) € Ri l.e.

L:x¢€¢ Ri — L(X) = (leo + MV)leOTe + NT‘, + leOV
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Tl s’agit bien d’une fonction C*° sur R? ; sa dérivée sur R$ est donnée par :

i(x) = (ikaNTo — (ki To + pv)(ka + pr)Te = kupy (To = T)V

SiRo <1etT < To,onal(x)<0

Considérons E = {x € Q / L(x)=0};ona E={x=(T; Ty T:V)eQ [ T=T, vV V=0}
Soit M le plus grand ensemble invariant pour le systéme (5.23) contenu dans E; pour tout
x € M, on a V = 0 ce qui entrafne T; =T, = 0; T = T, correspond au DFE. Ceci prouve bien

que

MC{(T;0,0,0 €0/ T=s—pT+rT(1—7—)}

L’équation

T=s—purT+rT(1—

Tma:c)

pour les conditions retenues dans le probléme admet To comme point d’équilibre globalement
et asymptotiquement stable. Il s’ensuit donc que le systéme (5.23) restreint a M admet xo =
(To; 0; 0; 0) comme point d’équilibre globalement asymptotiquement stable. On a ainsi par le
principe de réduction démontré la stabilité globale du DFE sur Q.

Maintenant, s’il n’y a pas de virus, alors Ty est globalement asymptotiquement stable (loi logis-
tique); il y a des virus, alors toutes les trajectoires finissent par rentrer dans €, & cause des
équations (5.24) et (5.25). Ceci établit que le DFE sous la condition Ro < 1 est globalement
asymptotiquement stable dans G. a

5.5 TUn modéle de la Tuberculose avec réinfection

Dans cet exemple nous considérons le modéle de la tuberculose avec réinfection exogene de
la population déja considéré dans la littérature dans [10] :
Le diagramme de flux de matiére entre les compartiments du modéle est représenté sur la fig-

ure 5.5.

FIG. 5.5 — graphique des flux entre les compartiments du modéle

Le coefficient B est le taux directeur correspondant 4 toute infection, ou réinfection. Ce taux, dans
le cas d’une réinfection des individus traités (i.e. du compartiment T') est soumis a une probabilité

o, sl on suppose que ces individus sont moins disposés a l'infection du fait d’avoir acquis une
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certaine immunité d’avoir été malades. La réinfection exogéne correspond & une infection possible
des individus du compartiment E (qui est une deuxiéme infection avant que la maladie ne soit
déclarée). Un ceefficient p € R, permet alors de distinguer le degré de cette deuxiéme infection.
Les divers autres taux directeurs s’expliquent simplement & partir du diagramme de flux entre

compartiment ci-dessus. Le modéle de systéme d’équations diférentielles correspondants est le

suivant _
S = A- ﬂS% —uS
T = rl—oBTL —uT
. BTy —w (5.26)
E BL(S+0T —pE) — (u + k)E
I = pBEL+KkE— (u+r+d)l
R, est donnée par :
N=S+T+E+1
Nous réécrivons donc le systéme sous la forme :
x=A(x)x+b (5.27)

avec pour tout x = (S; T; E; I) € G =R,

—(B% + 1) 0 0 0
B 0 —(oB% + 1) 0 r
S 0 -Bhtath) s
0 0 (PBx+k)  —(u+r+d)

et b = (by; 0; 0), by = (A; 0); Les applications A; et A, dans ce cas sont définies pour tout

x € G par:
(B4 + 1) 0 —(pﬁi+u+k) pEet
Al(x) = N AZ(X) = N N
0 —(oB% + 1) (PBx +k)  —(utr+d)
. o B I . . A
Nous nous intéressons au point d’équilibre non endémique, le point xo = (x;0; 0; 0), X;0 = (—;0).
7
La matrice Jacobienne du systéme (5.27) en I’équilibre X est donnée par :
—u 0 0 0
3y 0 -—-p 0 r
0 0 —(ptk) B
0 o0 k —(p+r+d

Cette matrice qui est une matrice de Metzler admet trois valeurs propres strictement négative
Bk
(k+r+d)(p+k)

si et seulement si Ry = < 1.
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Il s’ensuit que le point d’équilibre x, est localement asymtotiquement stable pour le systéme (5.27)
sous la condition Rg < 1
Nous nous intéressons maintenant & ’application du principe de réduction, le corollaire A.1 pour
I'analyse de la stabilité du point d’équilibre xo. Nous établissons & cet effet que les diverses hy-
pothéses du corollaire A.1 sont satisfaites dans certaines conditions que nous allons spécifier.
Le champ de vecteurs du systéme (5.27) s’écrit comme somme de champ de vecteurs positive-
ment invariant sur G; pour tout x € G la matrice A(x) est une matrice de Metzler, et donc
d’aprés le théoréme 3.3, tout systéme d’équations différentielles de champ de vecteurs donné par
I’application

x € R} — A(x)x € R”

avec A(x) matrice de Metzler pour tout x € R est positivement invariant dans R% ; le vecteur
b est positif. Il s’ensuit donc que le systéme (5.27) est positivement invariant sur G.

La dynamique de la population totale das le modéle est donnée par :
N=A-uN—dl (5.28)

toute trajectoire solution de 1’équation différentielle (5.28) dans R, entre dans I’intervalle com-
A s mrm . . ) .

pact [0; —]. Il s’ensuit que toute trajectoire solution de ’équation différentielle (5.27) est rela-
7

tivement compacte sur R%.
Considérons La matrice bloc J; de la matrice Jacobienne du systéme (5.27) en 1’équilibre, cor-

respondant & "application A,; on a :

3. — ~(p+k) 6
’ k —(p+r+4d)

Il s’agit d’une matrice de Metzler irréductible, stable si et seulement si a(J,) < 0; en d’autres
Bk
5 Ii;
(p+r+d)(p+k) ~
Considérons 'application définie pour tout x € G par Ay(x) = J, — A3(x); on a pour tout

x € G,

termes, si et seulement si Rg =

1 S+oT
~ P,l'f == ﬁ(l — -
Ag(x) = "\} N

—pB— 0

)

L’application A, nest pas de signe constant. Cependant, on a néanmoins que :

la fonction

L:xeGr—L(x)={(0;0;u), x)=kkE+(p+k)I
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est de classe C*, positive sur G, et sa dérivée sur G est définie pour tout x € G par :

Lx) = (JTu, x) - <‘12(X)TU : Xg)

S 40T E
( J:\” kB + p,u@’— — (k4 p)p+r+d)I
5 T -

< ((k+ pu)ﬂ (k + u)(u +r+d)l
L est donc une fonction de LaSalle pour le systéme (5.27) sur G & condition que I’inégalité

B(pu + k)

M et h

(5.29)

soit satisfaite

Soit E = {x € G /L(x) = 0}; Il va de soi que E C {(xy; 0; 0) € G}. Soit M Le plus grand
ensemble invariant pour le systéme (5.27) contenu dans £; on a

M C{(x1;0,0) € G / % = Ai(x1; 0)x; + b;}. Nous devons établir que la restriction du
systéme (5.27) & P'ensemble M est globalement asymptotiquement stable en xg. Il revient au
méme d’établir que le systéme

).(1 = A\(xl)xl + bl (530)

avec X(xl) = A,(x;; 0) est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre x; . Ceci

a déja été fait dans le cadre de ’exemple de la tuberculose avec deux souches voir page 137
pag

Nous avons donc que sous la condition que R; < 1 toutes les hypothéses du corollaire A.1
satisfaites ; ce qui nous permet de conclure a la globale asymptotique stabilité du systéme (5.27)
au point xo dans G. Il s’agit d’un condition qui n’est pas optimale.

Maintenant, en appliquant le théoréme 4.1, nous arrivons a dériver une autre condition différente
de celle donnée par (5.29) sur les ccefficients du modeéles d’état du systémes.

En considérant la matrice J, suivante

j, = —(u + k) B
pB+k  —(p+r+d)
qui est une matrice de Metzler, irréductible qui est un majorant de ’ensemble des matrices

A,(x) pour les x € (G; en effet "application A, définie pour tout x € G par
p p p

S+ 0T
o e (1 - )
Ao(x) = Ty — Ag(x) = N N

est positive sur G. Il s’agit donc d’une matrice de I’hypotheése 5) du théoréme 4.1 pour le sys-
téme (5.27).
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L’Hypothése 6) requiert que a(jg) < 0; ce qui est équivalent a I'inégalité :

Blpb+k) . (5.31)

7zma.:c = P
(w+r+d)(p+k)

Les diverses autres hypothéses sont vérifiées pour le systéme comme il ressort de Papplication
du corollaire A.1 ci-dessus. On conclut donc a la globale asymptotique stabilité de I’équilibre xg

sous la condition donnée par ’inégalité (5.31) sur G. O

Discussion : Nous avons donné deux conditions nécessaires de globale asymptotique stabilité
du DFE, avec Ry < Ry et Ry < Ruaz- L'exemple étudié est particulier. Castillo-Chavez Feng
et Capuro dans [10] ont prouvé que pour Ry < 1, il peut y avoir deux équilibres endémiques
faisables pour R, < Ro < 1 (ot R, est une constante déterminée). Le DFE est seulement

localement asymptotiquement stable, pour R. < Rq < 1.

5.6 Les modéles & multicompartiments

Dans cette section, nous présentons les applications du théoréme 4.1 & des cas de maladies
qui se caractérisent par une certaine hétérogénéité dans les diverses classes de la modélisation
compartimentale classique. Il s’agit des modeles (SIS), et des modéles (SEIRS), ; c’est 4 dire,
les modeles de maladies relatives & une population, constituée de n sous populations distinctes;
une sous population d’indice ¢ (par exemple) constituée N; individus présente une division en
compartiment S; et I; (respectivement S;, E;, I; et R;). Les sous populations sont en contact
croisés ; en d’autres termes on considére que les individus susceptibles d’un compartiment S; dans
de contacts adéquats avec des individus infectieux de de n’importe quelle sous population, font
des infectés de la sous population dont ils sont membres. Il s’agit des exemples de la littérature
existante, [23] pour le modele (SIS), ot les auteurs s’intéressent & la blénnoragie, et [17] pour
le modéle (SEIRS),.. Dans ce dernier article, les auteurs s’intéressent un modéle (SIRS), oi
ils donnent une analyse de la condition d’existence du point d’équilibre endémique, et I’analyse
de la stabilité de ce point d’équilibre. Dans notre cas, nous étendons leur modeéle en incluant les
compartiments des latents, les E; ; nous analysons la stabilité du point d’équilire non endémique,
comme conséquence de nos résultats, et nous faisons une ouverture sur l’existence du point

d’équilibre non endémique en nous appuyant sur les résultats de [17].

5.6.1 Un modéle (SEIRS),

Le modéle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la
figure 5.6

Pour des raisons de simplicité, nous considérons que les recrutements et les sorties des compar-

timents du modele sont telles que la population considérée reste constante. Comme il est de
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=SBk
i—j=1 IJAG

Les traits continus court représentent
les contacts adéquats

FI1G. 5.6 — graphique des flux entre les compartiments du modéle

coutume dans de telles situations, on considére le modéle sur les proportions des populations
dans divers compartiments. Dans le cas présent, les proportions sont & considérer relativement

aux sous populations. en d’autres termes, si W; est un compartiment correspondant & la sous

N;’

Le modéle de systéme d’équations différentielles décrivant la dynamique dans le systéme sur les

population N; le compartiment de proportion correspondant est noté w; =

proportions est donné par :

§ = — (Z ﬁjkikSk) — pis; +oyTi K
k=1
T rpo= it — (e + )T
€ = (z ﬁjkik) s; — (€5 + pj)e;
k=1

|15 = eiei— (i #)G

1<j<n (5.32)

3j+rj+ej+ij:1 1<3<n

le domaine de faisablité biologique est le simplexe de R4

G={(s;r;e; ) €RI [/ si+rj+e+ij=1157 < n} avec s = (s;), r = (r;), e = (&;), et
i = (4;) les vecteurs de R™ dont les composants sont les variables du systéme organisées suivant
les classes d’appartenance. Le point d’équilibre auquel nous nous intéressons, le point d’équilibre
non endémique est le point (1; 0; 0; 0) avec 1 = (1;1; ...; 1) et 0=(0; 0; .5 0) dans R”

Du fait qu’il s’agisse d’un systéme surdéterminé, nous considérons le systéme de 3n équations

différentielles suivant :
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rio= 7t — (@ e

é = (Z ﬁjkik) sj—(gj+p)e; 1<5j<n (5.33)
k=1

1= eje— (v + )i

définie sur le simplexe de R3"
Q={x=(r;e; 1) €RY [/ rj+e;+i; <1, 1<j<n}

le point d’équilibre du systéme (5.33) correspondant au point d’équilibre du systéme (5.32) donné

ci-dessus est l’origine de R3".

Soient B = (B;), M = diag(y;), E = diag(e;), A = diag(e;) et I' = diag(y;) les matrices des
ceefficients du systéme (5.33).

Le systéme (5.33) a l’aide de ces notations prend la forme abrégée :

i = —(A+M)r+Ti
e = —(E+ M)e + diag(s)Bi (5.34)
i = —(T+M)i+Ee

La forme réquise par le théoréme 4.1 s’en suit facilement, car nous ’avions déja préparé dans la
présentation du systéme ci-dessus. La trappe du systéme est constituée des variables x; = (e;1);
on a donc x = (r; X;). Le domaine de faisabilité du systéme (5.34) est le simplexe  de R3".

Sur Q, on a :

x = A(x)x (5.35)
avec pour tout x € €1,
—(A+M) 0 r
A(x) = 0 —(E + M) diag(s)B
0 E —(I'+ M)

Nous établissons a présent que les hypothéses du théoréme 4.1 sont satisfaites par le sys-

téme (5.35) en 1’équilibre qui nous intéresse, a savoir 'origine de R>".

Le systéme (5.35) est positivement invariant sur Q; en effet, ’application A dans le champ de
vecteurs du systéme (5.35) a des valeurs qui sont des matrices de Metzler en tout point x € Q;
La face Foup = {x € Q | rj+e+i =1 1 < j < n} repousse toute trajectoire du
systéme (5.35) commencant en un point intérieur a Q) & Uintérieur de Q; en effet, la valeur du
champ de vecteurs du systéme (5.35) en tout point x € F;,, relativement aux normales sortantes

de chacune des faces {(r;; e;; 7) / 7; 4+ €;+1; = 1} valent respectivement —(a;r; + y;), qui sont
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négatives. Ceci nous permet d’établir que le domaine 2 du systéme est positivement invariant,
et puisqu’il s’agit d’un compact, toute trajectoire du systéme dont la source est dans €2 est

relativement compacte.

Les applications A; et A, sont données pour tout x € {2

(E+M) diag(s)B

A(x) = —(A+M) € Ma(R) Ax(x) = ( E —(T + M)

) € M2, (R)

La matrice A;(x) est une matrice de Metzler irréductible.

Soit J, la matrice bloc de la matrice Jacobienne du systéme (5.35) en l'origine, correspondant &

;_(-®+M) B
‘T E —(T+M)

Cette matrice est un majorant de l’ensemble des matrices A2(x); en effet, soit A, I’application

I’application A;;on a

définie pour tout x € € par :

Ra(x) = 2 — Ag(x) = ( o deell ZeB )

I’application A, est positive sur Q. Il s’agit donc d’une matrice candidate pour 1’hypothése 5)
du théoréme 4.1

L’hypothése 6) du théoréme 4.1 requiert que a(J3) < 0 ce qui est équivalent (cf théoréme 3.5) &
I’'inégalité

p(B(T+M)'E(E+M)™1) <1 (5.36)

L’hypothése 3) requiert que le sous-systéme
r=—(A+M)r (5.37)

défini sur le simplexe de R® Q; = {r ¢ R? / r; <1, 1 <: < n} admette origine de R™ pour

point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

Il est évident que ce systéme qui est un systéme linéaire homogéne découplé est globalement et
asymptotiquement stable a P'origine de R™ dans ;.

Nous avons ainsi réuni toutes les hypotheése du théoréme 4.1; on conclut donc que sous la
condition de l'inégalité (5.36), le systéme (5.32) est globalement asymptotiquement au point
(1; 0; 0; 0) dans G O

5.6.2 Un modéle (SIS),

Le modéle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la

figure 5.7.
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38,4
A =j§1f3ij N
Kt di

Les traits continus court représentent
les contacts adéquats

Fi1G. 5.7 — graphique des flux entre les compartiments du modéle

Les hypothéses sur la démographie des groupes de population dans le modéle sont les mémes que
pour le modéle (SEIRS), de la section précédente; c’est & dire, les sorties et les recrutements
dans les divers compartiments du modeéle sont tel que les groupes N; pour tout ¢, 1 <1< n
restent invariant. Les recrutements instantanés dans chaque groupe se font par le compartiment
S; par des naissances et valent y; V;. A nouveau, on considére le modéle sur les proportions des
populations dans divers compartiments. Dans le cas présent, les proportions sont & considérer

relativement aux sous populations.

Le modéle de systeme d’équations différentielles décrivant la dynamique dans le systéme sur les

proportions est donné par :

5§ = — (Z ﬁ:‘kik) Sj — Misi + Vit + K
k=1
—(vi w2 + (Z ﬁjkik) Sk
k=1

1<j<n (5.38)

Sj+ij=l 1§j§n

le domaine de faisablité biologique est le simplexe de R
G ={(s;1) €R¥ [ sj+i;=11<j<n}avecs= (s;), et i = (i;) les vecteurs de R™ dont les
composants sont les variables du systéme organisés suivant les classes d’appartenance. Le point

d’équilibre auquel nous nous intéressons, le point d’équilibre non endémique est le point (1; 0)

Du fait qu'il s’agit d’'un systéme surdéterminé, nous considérons le systéme de n équations
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différentielles suivant :

i = —(v+p;)zi+ Bikzk | (1 — z;

f) (7‘7 luJ) ¥ (; ik L) ( .7) (5.39)
1<j7<n

définie sur le simplexe de R* 2 = {x € R} / z; <1, 1< j < n};le point d’équilibre

correspondant au point d’équilibre du systéme (5.38) donné ci-dessus est ’origine de R™.

Soient B = (8;k), et D = diag(y; + ;) les matrices des ccefficients du systéme (5.39).

Le systéme (5.39) & l'aide de ces notations prend la forme compact :
x = —Dx + diag(1 — x)Bx (5.40)

La forme requise par le théoréme 4.1 s’ensuit facilement ; sous I’hypothése que la matrice B est
irréductible ; ceci prend tout son sens, car il s’agit de la matrice représentant le contact entre les

individus du modéle sur lesquels on fait I’hypothése qu’ils sont en contact les uns avec les autres.

x = A(x)x (5.41)

avec pour tout x € Q,

A(x) = —D + diag(1 — x)B

Nous établissons & présent que les hypothéses du théoréme 4.1 sont satisfaites par le sys-

téme (5.41) en ’équlibre qui nous intéresse, & savoir l'origine de R™.

Le systéme (5.41) est positivement invariant sur Q; en effet, ’'application A dans le champ
de vecteurs du systéme (5.41) est une matrice de Metzler en tout point x € Q;
La face Fop ={x€Q /[ z;=1, 2; <1 1<, 7 <n,i# j} repousse toute trajectoire du
systéme (5.41) commengant en un point intérieur & ) & 'intérieur de ; en effet, la valeur du
champ de vecteurs du systéme (5.41) en tout point x € F,, relativement a la normale sortante
sur la face {z; =1 et z; < 1} pour j # ¢ est —(; + ;) qui est négatif. pour tout ¢. Ceci établit
que le domaine §) est positivement invariant, et puisqu’il s’agit d’un compact, toute trajectoire

du systéme (5.41) originaire d’un point intérieur a Q est relativement compacte.

Soit J la matrice Jacobienne du systéme (5.41) en 1’équilibre qui nous intéresse; on a
J=B-D

Cette matrice est un majorant de ’ensemble des matrices A(x) pour tout x € Q; en effet, soit

A I’application définie pour tout x € Q par :

Ax) =J — A(x) = diag(x)B
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I’application A est positive sur €.
L’hypothése 6) du théoréme 4.1 requiert que le module de stabilité de la matrice J, a(J) <0;
ce qui est équivalent & I'inégalité

p(BD1) <1 (5.42)

Nous aurons ainsi toutes les hypotheéses du théoréme 4.1. On conclut 4 la globale asymptotique
stabilité de I'origine de R™ pour le systéme (5.41) dans Q sous la condition exprimée par 'iné-
galité (5.42). Ce qui entraine par la méme la globale asymptotique stabilité du DFE (1; 0) pour
le systéme (5.38) dans G.On retrouve le résultat de Lajmanovitch et Yorke [23] O

5.7 Un modéle de la Diarrhée virale bovine

Pour montrer la facilité d’application de nos résultats, nous traitons un exemple de la lit-

térature vétérinaire. La dimension est sept. Aprés regroupement des compartiments suivant le
principe «receveur contrdlé», on obtient une matrice de Metzler en dimension quatre. L’applica-
tion directe des critéres de Routh~Hurwitz sera difficile.
Nous concluons encore une fois a la stabilité globale quand Ro < 1. Dans Darticle original [7],
les auteurs calculent Ry avec I’hypothése que les animaux infectés temporaires ne jouent aucun
réle, i.e. avec nos notations B; = 0 (les animaux du compartiment I ne transmettent pas) ; seuls
les animaux infectés de fagon persistente (les animaux du compartiment P) transmettent la mal-
adie. Aucun résultat de stabilité n’est donné, et R est estimé par des considération biologiques.
Le théoréme 4.1 permet de conclure, dans le cas général, & la globale asymptotique stabilité du
DFE pour Ry < 1.

Dans cet exemple nous considérons le modele d’une maladie des animaux, & savoir I'infection
diarrhéique virale bovine. Ce modeéle a déja été considéré dans la littérature [7] dans le cadre de
I'évaluation du contréle du virus de la Diarrhée virale dans les cheptels bovins, par 'utilisation des
modéles mathématiques déterministes de la dynamique de I'infection. Ce modéle mathématique

est issu d’une modélisation compartimentale de la maladie considérée.

Sur la figure 5.8, nous donnons le diagramme de flux de matiére entre les compartiments du

modele, suivi des explications nécessaires & la compréhension de la maladie.

Description des compartiments :

Comme le diagramme de flux de la figure 5.8 le montre, la population concernée dans le modéle
est divisée en un compartiment M des bétes protégées par les anticorps, un compartiment S des
bétes susceptibles, un compartiment E des bétes infectées en phase d’incubation de Pinfection, un
compartiment I des bétes activement infectées (i.e. malades), des compartiments R; 1 < 4 =8
des bétes rétablies et disposant d’une certaine immunité, et d’un compartiment P des bétes

devenues incurables.
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F1G. 5.8 — graphique des flux entre les compartiments du modéle

Description des transferts entre compartiments :

On suppose qu'une béte susceptible (du compartiment S) attrape la maladie dans un contact
adéquat avec des bétes infectieuses (du compartiment I avec un taux instantané de transfert 3y
ou du compartiment P avec un taux instantané de transfert 3;). D’ou le taux d’incidence Bl
et By P de l'infection sur la population considérée. Les hypothéses de variation démographique
sont telles que la population reste invariable; et en conséquence, les diverses variables sont des

proportions.

Rétablissement ou la sortie du compartiment I : Les bétes infectieuse qui se rétablissent
de l'infection gagnent une certaine prédisposition immunitaire contre I'infection. On suppose que
le rétablissement se fait suivant un taux y par unité de temps. Cette prédisposition immunitaire

varie suivant I’état des individus concernés d’étre en grossesse ou non.

On suppose que les bétes qui ne sont pas en grossesse se rétablissent complétement, et sont
totalement immunisées contre la maladie ; elles deviennent alors des bétes du compartiment R,

(suivant un taux instantané de transfert y71).

Les bétes en grossesses, restent dans un état transitoire de rétablissement ou elles ne sont pas
totalement immunisées contre la maladie, dépendant de la durée de leur grossesse. Si cette
durée est en dessous d’un certain temps 7' en nombre de jours donné, les bétes concernées sont

transférées dans le compartiment R, (suivant un taux instantané yms).

Lorsque cette durée excede le temps 7', les bétes concernées sont transférées dans le compartiment

R; (suivant un taux de transfert ym3).

Les bétes du compartiment R complétent I'acquisition totale de leur immunité aprés avoir mis
bas. Les bétes du compartiment R sont transférées dans le compartiment R, suivant un taux

instantané de transfert ¢3. On a my + mp +m3 =1

Le compartiment R, est celui des bétes dont la maladie présente des complications. Elles vont

donner naissance & des bétes dont I'infection sera persistante. Ces nouveaux nés sont transférés
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dans le compartiment P suivant le taux instantané 6¢,. avec 0 < § < 1, soit donc ¢, R, par

unité de temps.

La sortie du systéme : La sortie des bétes du systéme se fait par abattage, vente, ou décés
indépendant de la maladie des bétes. Ces sorties sont appliquées & tous les compartiments du
modele suivant un taux instantané de g. On suppose des sorties additionnelles dans les compar-
timents I et P dues & la maladie, suivant les taux instantanés dj et dp respectivement. Il va de

soi que d; < dp

Les recrutements dans le systéme : Les entrées des bétes dans le systéme se font par des
naissances ou reconstitution du troupeau par l’exploitant par des animaux sains. On suppose
que les individus des compartiments S et E donnent naissance & des bétes qui sont tout autant
susceptibles du fait que les parents n’ont pas de prémunition contre la maladie. Les bétes du
compartiment R, donnent naissance a des bétes qui entrent de fait dans le compartiment M
suivant un taux instantané p. En effet, les nouveaux nés acquiérent les anticorps de leur mére.
Les naissances pendant la «résidence» dans le compartiment R3 se passent & la sortie de ce
compartiment. Les nouveaux nés sont alors supposés avoir les méme dispositions immunitaires
que leur meére; d’oit un recrutement instantané équivalent au transfert instantané des parents

dans le compartiment R;.

Les bétes du compartiment P ont une mortalité juvénile supérieure aux autres animaux. D’ott
(4 — a)P et donnent naissance a des animaux infectés de fagon persistente. Leur mortalité est

aussi plus grande

Modéle d’états et analyse de la stabilité du DFE
Le modéle de systéme d’équations différentielles décrivant la progression de l'infection dans la
population est obtenu en effectuant le bilan dde matiére dans chaque compartiment. Ce systéeme

est le suivant :

M = pRi—(p+o)M

S = oM+u(S+E)+A—uS— (Bl +BP)S

E (B1] + B2P)S — (p+ a)E

I = aE—(p+y)I (5.43)
Ry = ~yml+ ¢oRy+263Rs — pky

B, = yml—(p+¢)R: (i1=2, 3)

P = 0¢Ry+ (u—a)P —(p+b)P

Nous donnons une analyse de la stabilité du point d’équilibre non endémique de ce modéle. A

.

cet effet, nous écrivons le systéme sous la forme requise pour 'application du théoréme 4.1. Du
fait qu’il s’agisse d’un systéme surdéterminé, nous considérons les sept derniéres équations du
systéme. On met les variables du systéme en groupement x; = (S; Ry; R3) et xo = (Ry; E; I; P)

suivant qu’ils font partie du plus grand piége du systéme ou non, et le systéme est ainsi défini
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sur le simplexe
Q= {x=(x; x2) € RY / 2, <1 1< i< 7} Le systéme prend la forme

x = A(x)x + b(x) (5.44)
ou le champ de vecteurs b est défini pour tout x par :
b(x) = (by(x); 0; 0; 0; 0)  avec by(x) = (A(x); 0, 0)

avec A(x) = o(M +8)+pu(M+ E+S)+(a+b)P+ u(R; + Rs) — (8¢ Ry + ¢3Rs) et I'application

A est de la forme triangulaire avec les blocs A; et A, données pour tout x par :

—(Bil+ BP)—(o+p) O 0
Ai(x) = 0 —H 2¢3
0 0 —(u+¢3)
et
—(pn+ ¢2) 0 YTy 0
- - ) S
Ag(x) _ 0 (ﬂ +a) M1 B2S
0 o =i+ 0
0, 0 0 —(a+b)

Le systéme (5.44) est positivement invariant sur 2; En effet, il est positivement invariant sur
Rl N, car son champ de vecteurs est somme de champs de vecteurs positivement invariants

sur R7 N Q (en tout point de x € RT N Q la matrice A(x) est une matrice de Metzler, et le

7

vecteur b(x) est positif) ; La face Fyp = {x € Q / Z z; = 1} de § repousse toute trajectoire
=1

du systéme (5.44) de point initial dans {2 vers I'intérieur de {2 ; en effet, le composant du champ

de vecteurs du systéme (5.44) relatif & la normale sortante de Fi,p, qui est égale & —uR; est

négative.

Considérons la matrice bloc J; de la matrice Jacobienne du systéme (5.44) correspondant &

I’application A, au point d’équilibre. La matrice J; est donnée par :

—(p + ¢2) 0 Y7o 0
0 —(p + «) B B2
Jg —
0 a —(u+7) 0
0, 0 0 —(a+b)

Il s’agit d’une matrice de Metzler irréductible qui est une majoration de I’ensemble des matrices
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A (x) pour les x € ; en effet, ’application A, définie pour tout X par

0 0 0 0
0 0 0 0

est positive sur ).

L’hypothése 6) du théoréme 4.1 requiert que o(J;) < 0.
A B

Si nous notons pour résumer J, = P puisque suivant cette notation, les matrices blocs

A et D sont déja des matrices de Metzler stable, il vient que I'inégalité a(J,) < 0 est équivalente
a I'inégalité o(D—CA~'B) < 0 (ou de la méme maniére «(A —~BD~'C) < 0) (cf proposition 4.1
de la page 112).

Dans le cas ot les matrices blocs dans I'expression compacte de J ci—dessus sont les divers blocs

carrées, 'inégalité o(D — CA~!B) < 0 est équivalente & :

a(Bi(p + ¢2)(a + b) + B20aymy)
(h+a)E+NE+e)atd) (5.45)

L’hypotheése 3) du théoréeme 4.1 requiert que le sous-systéme
x1 = Ai(x1; 0)x; + by(xy; 0)

défini QNR? soit globalement asymptotiquement stable en x; o. Il s’agit d’un systéme d’équations

différentielles linéaire de matrice

N —(rt+0o) —(nt+0) —(0+¢s)
A= 0 —p 2¢3
0 0 —(u + ¢3)

Cette matrice admet trois valeurs propres réelles strictement négatives.
Toutes les hypothéses du théoréme 4.1 sont satisfaites. On conclut 3 la globale asymptotique
stabilité du DFE du systeme (5.44) sur Q sous la condition (5.45). O

5.8 Modeéles d’infection avec porteurs asymptomatiques

L’infection aux virus de la Diarrhéee virale bovine (BVDV) se présente & tout point de vue
comme un cas atypique de modéle avec deux compartiments d’infectés, des compartiments I et
P. Généralement, on devient infecté aprés la période d’incubation ; Dans le cas de la BVDV, le

deuxiéme compartiment des individus infectés est comme le présente la figure 5.8, sans connec-
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tion aux réseaux des autres compartiments. Dans les exemples suivants, nous allons considérer
les cas d’infections épidémiologiques qui se prétent & la modélisation par les compartiments, ol
on peut avoir différents compartiments d’individus infectés aprés la période de latence. Nous
présentons les cas d’un modéle SI; ,RS, d’un modéle SEL;I,RS, ot on a deux compartiments
d’individus infectés, et le cas d’un modéle SE,E.I,ILRS présentant en plus des deux compar-
timents d’individus infectés, deux compartiments d’individus en période de latence. Ce genre
de modélisation se retrouve dans les maladies ot la classe des infectés présente des variances
parmi les individus qu’il contient. Les cas ot on a deux compartiments d’individus infectés, sont
caractéristiques des maladies ol on a des individus malades qui ne présentent aucun symptome
de la maladie. Le cas d’un modéle SI; I, RS se trouve dans 'infection au virus de ’hépatite B, ou
suivant les prédispositions immunitaires des individus, on peut étre infectieux, et ne présenter

aucun symptoéme clinique.

5.8.1 Un modéle S, ILRS

Le modéle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la

1 1 Eri
}‘zﬁlﬁ + 62—1%, Il |
B . 11
uwN iu
— >
T

S, T
lu (1-m)A ¥
\ l
u

FIG. 5.9 — graphique des flux entre les compartiments du modéle

figure 5.9 suivante

Pour des raisons de simplicité, on fait Phypothése que tout nouveau né est susceptible; p est
également le taux instantané suivant lequel tout compartiment perd ses membres. On fait égale-
ment hypothése de Pexistence d’une probabilité 7 pour qu’un individu susceptible dans un
contact adéquat avec un infectieux devienne infectieux du compartiment I, et (1 —7) pour qu’il

devienne infectieux du compartiment I,.

Le systéme d’équations différentielles régissant la dynamique dans ce modéle est le suivant

S = —(M+ﬂ1 +52 )S'*'TR“"“N
R = —(ﬂ+T)R+’Y111+72[2
- 5 (5.46)
L, = —(,u+’71)11+7f(131 +ﬁ2 )
. I I
B = —(u+72)12+(1f—w )(Bimg + o)
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Les hypothéses du probléme font en sorte que la population dans le modéle est invariante. Le
systéme (5.46) est surdéterminé; le domaine de faisabilité biologique de ce systéme est donc
G={S; R Ii; ,) e RY |/ S+ R+ 1+ I, = N}. Nous considérons les trois derniéres

équations ; le systéme que nous considérons est donc :

R = —(p+7)B+ vl + 1l

: i A .

L= ~(p+n)h+a(Biy +ey)S (5.47)
: TR (e

I, = —(Hﬁuﬁu—ﬂ)(_;a,ﬁf,mgwjjb

Sur Pensemble @ = {x = (R; I1; ,) € R} |/ R+ 5L+, < N} Le point d’équilibre
non endémique du systéme (5.47) correspondant au point d’équilibre non endémique du sys-
teme (5.46) est l'origine de R® Nous donnons ci-dessous l’analyse du point d’équilibre non
endémique du systéme (5.46) par I'intermédiaire de celui du systéme (5.47).
Nous appliquons le théoréme 4.1; il est nécessaire d’établir que le systéme (5.47) vérifie toutes
les hypothéses de ce théoréme pour le point d’équilibre considéré. En effet,

on peut écrire le systéme (5.47) sous la forme requise dans ce théoréme, c’est & dire

x = A(x)x (5.48)
avec 'application A définie sur () par
—(p+7) " 7
. o D
S - ; -

Le systéme (5.48) est positivemment invariant sur € ; en effet, ce systéme est positivement
invariant sur R} N Q, car en tout point x € R} N €, la matrice A(x) est une matrice de
Metzler; La face Fyypy = {x € Q@ |/ R+ I, + I, = N} repousse toute trajectoire solution
du systéme (5.48) de point initial dans 2 & l'intérieur de 1 ; en effet, la composante du champ
de vecteurs du systéme (5.48) relativement & la normale sortante de la face Fj,, en tout point
X € Fsup, qui est égale & —p — 7R est négative.

Les applications A; et A, ici sont définies pour tout x € €) par :

. S -

—(JU + 7 ) + ‘.?'1':.")’1 'v W))z?
Ax) = —(u+7), Ay(x)= | e N
(1= ?T)."-J)lw —(+7)+(1- W).i'j-zjv

Soit J; la matrice bloc de la matrice Jacobienne du systéme (5.48) correspondant a ’application
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A, au point d’équilibre;on a :

3, = ( —(p+m) +7h uge )
(1- )P —(p+ y2) + (1 — )32

Cette matrice est un majorant de ’ensemble de matrices A (x), pour les x € Q; en effet, soit

I’application A, deéfinie pour tout x € §) par

Ry(x) = T2 - Anl) = (1~ ) ( e i )

On a pour tout x € 2, A,(x)>0

J, est une matrice de Metzler irréductible, stable si et seulement si

7 (1-m)p2
Ry = + <1 5.49
°Tu+ye utm (5.49)

Ce qui correspond & la condition de I’hypothése 6) du théoréme 4.1. On suppose cette condition
satisfaite pour la suite.

L’hypothése 3) du théoéme 4.1 requiert que le sous—systéme R = —(p + 7)R soit globalement
asymptotiquement stable en l'origine relativement a N R. Ceci est trivialement vérifié.

On a toutes les hypotheéses du théoréme 4.1. On conclut donc & la globale asymptotique stabilité

de Porigine de R3 pour le systéme (5.48) relativement & () sous la condition (5.49). 0

5.8.2 Un modéle SEII:RS

Le modéle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la

figure 5.10 suivante

FI1G. 5.10 — graphique des flux entre les compartiments du modéle

On fait Phypothése que entrée dans le systéme est par naissance, qui se fait suivant un taux
instantané u, et que tout nouveau né est susceptible ; u est également le taux instantané suivant

lequel tout compartiment perd ses membres.
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Le systéme d’équations différentielles régissant la dynamique dans ce modéle est le suivant

. I I,
S = - —= —
_ (#+/31N+,82N)S+TR+#N
R = —(p+7)R+mh+%h
. I I
E = —(p+et+e)E+ (IBINI + ﬁzﬁ)s (5.50)
f;: = —(p+m)L+FE
| I: = —(p+7)lz+ekE

Les hypothéses du probléme font en sorte que la population dans le modéle est invariante. Le
systéme (5.50) est surdéterminé; le domaine de faisabilité biologique de ce systéme est donc
G={(S;R;E; I,; I,) R} |/ S+R+E+1+1,= N}. Nous considérons les quatre derniéres

équations ; le systéme que nous considérons est donc :

R = —(u+7)R+mhL+ vk
S Il 12
J B o= —luteat e)E+ (B +Fagy)S (5.51)
I = —(p+m)h+akE
I, = —(p+v)+¢eF

Sur I’ensemble

O={x=(RE; L;L)eRY /| R+E+L+L <N}

Le point d’équilibre non endémique du systéme (5.51) correspondant au point d’équilibre non
endémique du systéme (5.50) est P'origine de R*. Nous donnons ci-dessous ’analyse du point

d’équilibre non endémique du systéme (5.50) par I’intermédiaire de celui du systéme (5.51).

Nous appliquons le théoréme 4.1; il est nécessaire d’établir que le systéme (5.51) vérifie toutes
les hypothéses de ce théoréme pour le point d’équilibre considéré. En effet,

on peut écrire le systéme (5.51) sous la forme requise dans ce théoréme, c’est & dire

x = A(x)x (5.52)
avec ’application A définie sur 2 par
—(u+7) 0 g o
0 —(n+er+e) B E . 2
Allx) = prerTes 'N *N
0 €1 —(e+m) 0
0 €2 0 —(p+72)

Le systéme (5.52) est positivemment invariant sur {; en effet, ce systéme est positivement
invariant sur R3 N, car en tout point x € R3NQ, la matrice A(x) est une matrice de Metzler ;

La face Fop = {x € @ |/ R+ E+ 11 + I, = N} repousse toute trajectoire solution du
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systéme (5.52) de point initial dans Q & l'intérieur de ; en effet, la composante du champ
de vecteurs du systéme (5.52) relativement a la normale sortante de la face F,, en tout point
X € Fsup, qui est égale & —u — 7R est négative.

Les applications A; et A, ici sont définies pour tout x € {2 par :

5 b
~(uteate) Ay Pry
Aj(x) =—(p+71) As(x) = €1 —(p+m) 0

Soit J; la matrice bloc de la matrice Jacobienne du systéme (5.52) correspondant a ’application

A, au point d’équilibre; on a :

—(p+e1+¢€2) B B2
J, = €1 —(p+m) 0
€ 0 —(#+72)

Cette matrice est un majorant de ’ensemble des matrices Ay(x) pour tout x € 2; en effet,
Papplication A, définie pour tout x € { par Xz(x) = Jy — Ay(x) est positive.

La matrice J5 est une matrice de Metzler irréductible, stable si et seulement si

e1b €20
(b+m)p+e2te2) i (1 +72)(p + €2 + €2) el (5.53)

0:

Ce qui correspond & 'inégalité de I’hypothése 6) du théoréme 4.1. On suppose cette condition
satisfaite pour la suite.

L’hypothése 3) du théoréme 4.1 requiert que ’équation diftérentielle R = —(u+ 7)R soit glob-
alement asymptotiquement stable en 1'origine de R relativement & 2 N R. Ceci est vérifié.

On a toutes les hypothéses du théoréme 4.1. On conclut donc a la globale asymptotique stabilité
de I’origine de R® pour le systéme (5.48) relativement & Q sous la condition que 'inégalité (5.53)
soit satisfaite. D’oti la globale asymptotique stabilité du point d’équilibre (N; 0; 0; 0; 0) pour le
systéme (5.50) dans G si et seulement si Rg < 1, avec Ry donné dans 'expression (5.53). O

5.8.3 Un modéle SE{E;I1I;RS

Le modéle que nous considérons dans cet exemple correspond au diagramme des flux de la
figure 5.11.
Dans cet exemple, on fait ’hypothése qu’un individu susceptible lors de son infection soit trans-
féré dans le compartiment des incubants E; avec une probabilité 7, et dans le compartiment des

E; avec la probabilité complémentaire 1 — 7
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Le systéme d’équations différentielles régissant la dynamique dans ce modéle est le suivant

§ = —(#+ﬂ1 +ﬂ2—)S+TR+'“N
R = —(;L+T)R+’Y1I1+’72I2
) B = (ut ) By + (B +ﬁzN) (5.54)
By = —(ute)Bat (1—«)([31“%32)
@ = —(u+rn)hteak
| & = —(pt+mr)bh+teak

définie dans G = {(S’; R; Ei; Es3; I1; L) € RZ_ /| S+R+E+E+L+ L= N} N étant

A=Bi

FIG. 5.11 - graphique des flux entre les compartiments du modéle

constante.
Nous donnons une analyse de la stabilité du point d’équilibre (N; 0; 0; 0; 0 0) de ce systéme.
Le systéme étant surdéterminé sur G, nous considérons le systéme constitué des cing derniéres

équations, c’est a dire :

R = —(u+7)R+mhL+rnbh
5= —(u+e)B+(l ilfva)
VB2 = —(pte)B+(1-m)(Big +62I2) (5.55)
lfl = —(p+m)hteak :
L = —(p+v)l+ek;

définie sur ) = {x =(R; Ey; Ey; I; I) € R. / R+E+E+6L + I, < N}

Le point d’équilibre du systéme (5.54) que nous considérons correspond pour le systéme (5.55)
a lorigine de R°. Nous appliquons le théoréme 4.1 au systeme (5.55) pour le point d’équilibre
0. 1 est nécessaire comme nous I’avons fait dans les exemples précédents que nous établissions

que le systéme (5.55) vérifie les hypothéses de ce théoreme.
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On peut le mettre sous la forme requise dans le théoréme 4.1 a savoir :
x = A(x)x (5.56)

avec ’application A définie pour tout x €  par :

(_(#-H») 0 0 71q 728 \
0 —(p+e1) 0 W.Bli_, \ Wﬁzﬁ
Ax=| o 0 ~(ute) -DBF) 0-n@E)
0 €1 0 —(p+m) 0
\ 0 0 €2 0 —(u+7) )

Le systéme (5.55) est positivement invariant dans {1; en effet, le systéme est positivement in-
variant sur RS N Q car en tout x € R} N la matrice A(x) est une matrice de Metzler;

La face Fpp = {x € Q |/ R+ E1 + E2 + I + I, < N} repousse toute les trajectoires solutions
du systéme (5.55) de point initial dans & I'intérieur de Q; en effet, la composante du champ de
vecteurs du systéme (5.55) relativement a la normale sortante du systéme (5.55) en tout point
X € Foup qui est égale & —p — TR est négative.

Les applications A; et A, ici sont définies par :

S S
—(,U +51) 0 Trﬁlﬁ ?T,Bzﬁ
S S
A(x)=—(u+71) Ag(x)= 0 —(p+e) (1- NJ(JIE) (1— ﬂ')(»‘-f”zﬁ)
€1 0 ~(p+m) 0
0 €2 0 —(k+m)

Soit J, la matrice bloc de la matrice Jacabienne du systéme (5.55) en 1’équilibre correspondant

a ’application A;;0n a:

—(p+e1) 0 6 uye
P 0 —(p+e) (1-mp (1-m)B
’ €1 0 —(p+m) 0
0 €2 0 —(p+ )

L’application Kz définie pour tout x € () par :

Aj(x)=J; — Ay(x) =

o O o @ ©
o O o O
o
o
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est positive sur §
J; est une matrice de Metzler, irréductible, stable si et seulement si on a

Ro= —er__ (I-mbes (5.57)

(p+e)(e+m) (k+e)p+r)

On suppose pour la suite que cette condition est satisfaite par les coefficients du modéle.
L’hypothése 3) du théoréme 4.1 requiert que ’équation différentielle R = —(u + 7)R soit glob-
alement asymptotiquement stable en 'origine de R relativement & @ N R. Ceci est vérifié.

On a toutes les hypothéses du théoréme 4.1. On conclut donc & la globale asymptotique stabilité
de l'origine de R® pour le systéme (5.56) relativement & {2 sous la condition que I'inégalité (5.53)
soit satisfaite. D’ot1 la globale asymptotique stabilité du point d’équilibre (N; 0; 0; 0; 0; 0) pour

le systeme (5.54) dans G si et seulement si Ry < 1, avec R donné dans I'expression (5.57). O

5.8.4 Généralisation du principe aux modéles S(E),(I),,(R),S

Les trois exemples ci—dessus nous permettent d’évoquer une situation générale, ol on serait
en présence d’une hypothétique maladie avec un seul compartiment de susceptibles S, un nom-
bre n de compartiments d’individus latents (qui peut étre nul) E;; 1 <7 < n (si n # 0), un
nombre m de compartiments d’individus infectieux avec m > 1 I, 1 < j < m, et un nombre p
de compartiments d’individus rétablis avec p > 1 Ry, 1 <k < p.

On fait 'hypothése qu’a chaque compartiment I; d’infectieux, correspond une incidence d’in-

i e . .
fection sur les individus susceptibles ﬁf—]{]f par unité de temps de taux directeur ;. Le taux

m
. . I;
d’incidence de la maladie est donc donnée par : A = Z ﬂj?\fi
=1
Les individus susceptibles (i.e. du compartiment S) suite & un contact adéquat avec des indi-
vidus infectieux dans notre modéle ne transitent pas tous par un compartiment de latent (i.e. un
compartiment E;); nous faisons I’hypothése que certains compartiments d’individus infectieux
sont sujets aux transferts directs des individus nouvellement contaminés au méme titre que tous

les compartiments des latents. Le transfert des individus du compartiment S aux compartiments

auxquels il est connecté est soumis & une distribution de probabilité (m;)1<i<q, ( g est le nom-

q
bre de compartiments auxquels S est connecté; on a E m; = 1 ). D’une fagon similaire, nous
=1

supposons que lorsque tout compartiment W transfert ses matiéres suivant un taux instantané
fixe w, et lorsque ce transfert le met en connection avec un nombre p de compartiments, ceci
est fait avec une distribution de probabilité correspondant aux divers compartiments conjoints.

Nous présentons ci—dessous un exemple de diagrammes de flux entre les compartiments.

Nous notons par :

—> ¢; le taux instantané de sortie du compartiment E;,
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FIG. 5.12 — Exemple de graphique des flux entre les compartiments du modéle pour illustration

—> =; le taux instantané de sortie du compartiment I;,
— > 1; le taux instantané de sortie du compartiment R;

Le systéme d’équations différentielles régissant la dynamique du systéme est donné par :

:
§ = —(A+p)S+> mRe+pN
k=1
Ri = —(p+ Tj)RJ-+Zq3'k’7kfk 1<;<l
T k=1 ' (5.58)
E, = —(}£+E')E'+Z ﬂ"ﬁk£ Iy 1<j<n
7 ) I < i N = m—
. m _ lS. T .
| Iy = ~(,uf+'yj)fj+;(7fjﬁkﬁ) [k-i—;pjkekEk l<jy<m

4 m n
défini dans G = {(S; r; e i) € RTHFHHL /Sy Z R; + ZEJ- 4 Z I; = N}
=1 §=1 =1
avec e = (Ey; Eg; ...; En) € R?, i = (Iy; L -5 I,) e R et r = (Ry; Ra; -5 R) € R.. Le
point d’équilibre qui nous intéresse, (i.e. le point d’équilibre non endémique) est (N; 0) € G.

Le systéme (5.58) est surdéterminé; nous considérons le systéme (5.59) ci—dessous constitué des

m-n+1 derniéres équations du systéme (5.58), qui est un systéme bien déterminé correspondant.

Ry = —(utm)Ri+ Y gl 1<5<1
k=1
. i Sl .
: E; s _[H-i'&‘j)Ej“i'kz_:l(ﬂjﬂk_]V) Ik 1<j<n (5.59)
: (o S - :
L I; = _(#+’Yj)fj+kz=;(7"jﬂkﬁ) Ik+kZ=;ij€kEk 1<j<m

’ensemble de faisabilité biologique de notre systémecorrespondant & Pensemble G du systéme (5.58)
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est le simplexe :

!
0= {x:(r; e;i)eRT™™ | R, <N, E;<N, <N, Z(Rj+Ej+]j)SN},
Jj=1

et le point d’équilibre correspondant & celui du systéme (5.58) est ’origine de R™+7+!
Soient les matrices & ccefficients réelles positifs suivantes :

- P = (pijej) € Mry(n, m)

- Q= (gi;7) € Mr,(l, m)

- B = (mf;) € Mgr,(m, n)

- B = (mif;) € Ma(Ry)

Le systéme (5.59) prend la forme compacte

r = —diag(p+ 7)r+ Qi
e = —diag(y+¢;)e+ £Bi (5.60)
i = —diag(p+v,)i+ %ﬁl + Pe

qu’on peut écrire sous forme matricielle

x = A(x)x (5.61)
avec pour tout x € (1 |
—diag(p + 75) 0 Q
A(x) = 0 —diag(u + €;) 2
0 P —diag(u +v;) + ¥B

Nous nous proposons d’appliquer & ce systéme théoréme 4.1; nous établissons & cet effet que le
prop q

systéme satisfait toutes les hypothéses dudit théoréme.

Le systéme(5.61) est positivement invariant dans §; en effet, il est positivement invariant dans

QNR™ ™+ en tout point x € Q, la matrice A(x) est une matrice de Metzler ; Il reste & montrer
n+m-l!
que la face Fp = {x € Q@ / Z z; = N} de Q repousse toute trajectoire solution du
i=1
systéme (5.61) d’état initial dans © & l'intérieur de Q. En effet, la composante du champ de
vecteurs du systéme (5.61) relative a la normale sortante a la face F,, et en tout x € Fyy, qui
I
est égal & —uN — Z Tk R est négative.
k=1
Les applications A; et A, sont ici définies pour tout x € ) par :

Aj(x) = —diag(s + 7;) € Mi(R)

Ay = [ ToRelE ) VB ) € Mu(®)
P ~diag(p +7;) + 5B e
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Soit J; la matrice bloc de la matrice Jacobienne du systéme (5.61) & ’équilibre de ©, relatif &

I’application A;; on a

Jz — -_dla’g(lJ + 8]) . B - — M _ D
P —diag(p +7;) + B

M = 0 ]3 D= diag(p + €;) . 0 -
P B 0 diag(p + ;)

La matrice J; est telle que I’application A, définie pour tout x €  par :

avec

Ay(x) =Ty — Ap(x) = (

est positive sur )

La prochaine étape du théoréme 4.1 exige que la matrice J; soit Metzler irréductible et stable;
J; est évidemment déja une matrice de Metzler irréductible; en effet, I’écriture J; = M — D
proposé ci-dessus est une décomposition réguliére de la matrice J,. Pour que la matrice J, soit
stable, il suffit que a(J;) < 0, (ot a(J2) est le module de stabilité de la matrice J;); ce qui est
équivalent au fait que p(MD™1) < 1.

nous supposons pour la suite que cette condition est satisfaite.

La derniére hypothése & établir est celle relative a la globale asymptotique stabilité de ’origine
de R! pour le sous-systéme
r = —diag(p + 7;)r

relativement a @ NR’. Ce qui est évident.

Toutes les hypothéses du théoréme 4.1 sont satisfaites par le systéme (5.61). Il s’ensuit que
’origine de R™+"+!+1 est globalement et asymptotiquement stable pour le systéme (5.61) sur (.
Ce qui apporte en conséquence la globale asymptotique stabilité du point d’équilibre (V; 0; 0; 0)
pour le systéme (5.58) dans G si et seulement si R < 1, avec Ro = p(MD™). m]

Conclusion

Danc ce chapitre, se trouvent quelques exemples de modéles épidémiologiques, dont nous
avons étudié la stabilité asymptotique du DFE & ’aide de nos théorémes de réduction. La quasi

totalité de ces modéles proviennent de la littérature existante sur ’épidémiologie mathématique.

11 en ressort que notre théoréme de réduction et les aménagements que nous y avons faits sont
des outils adaptés pour 1’analyse de la stabilité du point d’équilibre non endémique des modéles

épidémiologiques. Elles nous permet de donner de maniére plus systématique l’analyse de la
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stabilité du point d’équilibre non endémique que ce qui est déja fait par les auteurs des travaux
qui se rapportent, et qui existent déja dans la littérature. Généralement, un recours est fait aux
résultats de LaSalle et les conditions d’application de ces résultats pour déduire & la stabilité

asymptotique ne sont pas suffisantes pour tirer des conclusions.

Nous avons dans la lancée répondu & une question posée par Perelson Kirshner et De Boers [45]
dans leur papier parlant du VIH-Sida.
Dans certains cas nos techniques permettent d’étudier la stabiilité globale de I’équilibre endémique.

Mais il s’agit pour le moment de modéle assez particuliers.



Chapitre 6

Conclusion

Dans cette partie de notre thése, nous nous sommes intéressés a I’analyse systématique de la

stabilité du point d’équilibre non endémique (DFE) des modéles épidémiologiques.

Ce probléme est apparu en consultant des reférences de la littérature oi1 la déduction de 1’équilibre

asymptotique du DFE était incompléte.

La littérature de ’épidémiologie mathématiques traitant de I’analyse de la stabilité du DFE des
modéles épidémiologiques est en pleine expansion, et les résultats de stabilité qui sont établis

trés souvent ne le sont pas de maniére systématique.

Nous avons réuni les travaux existants en vue de placer les systémes épidémiologiques détermin-
istes dans un contexte dans lequel on peut développer des résultats de stabilité systématiques.
Nous avons construit un résultat de stabilité a la LaSalle, en appliquant le principe de réduction
de Florio-Seibert.

De ce théoréme de réduction, nous avons établi un théoréme assez général, qui permet de déter-
miner de fagon systématique des conditions d’asymptotique stabilité du DFE des systémes
épidémiologiques. Ce résultat, comme c’est le cas des résultats généraux, ne permet pas de
dériver les conditions optimales dans tous les cas. Dans le cas olt on n’obtient pas des résul-
tats optimaux, le recours au théoréme de réduction permet quelques fois d’obtenir de meilleurs

résultats.

Nous avons donné un algorithme qui peut s’implémenter facilement, de calcul du rapport de
reproduction de base, qui est un élément important en épidémiologie mathématique. Nous avons
consacré tout un chapitre & confronter notre méthode & des exemples que nous avons pris dans

la littérature en vue de les éprouver.
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Annexe A

Principe de réduction pour la stabilité.

Application aux modéles épidémiologiques

Pour 1’étude de la stabilité du DFE, nous avons besoin d’un résultat de réduction. ce résultat
ne se trouve pas de facon explicite dans la littérature; c’est pourquoi nous en donnons une
démonstration. Cela dit, cela peut étre considérer comme un exercice élémentaire d’application

des résultats du livre de Bhatia-Szégo [3].

o
Nous considérons U C R™ tel que ¢/ est un ouvert connexe non vide. Nous considérons un systéme

d’équations différentielles autonomes défini sur U

{ x = X(x) | (A1)

x(0) = Xo

On suppose que le champ X : # — R"” est continu et admet une solution maximale unique.
Nous notons pour tout x € U par X;(x) la solution du systéme (A.1) que nous supposons définie
pour tout ¢t > 0, et telle que Xo(x) = x. On suppose que X satisfait des conditions telles que
X¢(x) soit une fonction continue de (¢, x) € Ry x U. Les points d’équilibres du systéme (A.1)
sont des points Xo € U tels que X(xo) = 0. '

A.1 Quelques résultats de réduction

Nous allons donner des résultats de réduction. Ils ne sont pas plus difficiles & montrer dans
le cadre des systémes dynamiques et de la stabilité asymptotique des compacts positivements

invariants. Cela dit, I’utilisation que nous ferons sera quand K sera réduit au point d’équilibre.

Theoréme A.1 Soit G C U un ouvert borné positivement invariant pour le systéme (A.1); On
suppose que :

1 —> il eziste L une fonction de classe C' définie sur U, qui est une fonction de LaSalle sur G.
Soit E={x € G | L(x) = 0}, soit M* le plus grand ensemble positivement invariant contenu
dans E. v

2) —> Soit K un compact tel que : K C M* et K soit asymptotiquement stable pour le sys-
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teme(A.1l) relativement ¢ M*
8) —> L soit constante sur la frontiére 0K de K

alors K est asymptotiquement stable pour le systéme (A.1) relativement a G

Démonstration:

On désigne par M le plus grand ensemble invariant contenu dans E;
On va successivement établir que K est attractif, et qu'’il est stable pour le systéme (A.1)
relativement a G. _
attractivité de K : K est un compact stable relativement & M* d’apreés [3, corollaire 1.5.26] il
est positivement invariant. (La stabilité implique la positive invariance) '
On va maintenant prouver que M C K. Ona M N K # { car, Vy € M, on At(y) C M C M*,
(c’est le principe de LaSalle) et A*(y) C K (car par hypothése K est attractif relativement a
M*) donc @ # At(y)C MNK
Supposons par ’absurde que M \ K # §; soit donc x € M\ K;on a A~(x) C M, car M est un
compact invariant; on a également A~(x) N K = (; en effet, si ce n’était pas le cas, on aurait
une trajectoire négative v~ (x) (qui est contenue dans M) qui tendrait vers K, avec x ¢ K ; et
cela contredit la stabilité de K relativement & M*.
Maintenant, soit z € A~(x); puisque A~(x) est un compact invariant, on a A*(z) C A~ (x) C
M*, et donc

A*(z)NK =0  avecz € M*,

ce qui contredit I’attractivité de K relativement & M* Ceci prouve que M C K, par le principe
d’invariance de LaSalle, M est attratif relativement & G, donc K également.

Stabilité de K : On va démontrer que D¥(K) = K ce qui implique [3, Théoréme 2.6.6] la
conclusion recherchée.

On a D*(x) = y*(x) U J*(x) ol

DY (x) ={y : I{x.} CU, x, = x, I{t.} C Ry X;,(xs) = y} est la premiére prolongation
positive de x,

et Jt(x) = {y : I{x.} CU, X, = x, F{tn} CRy t, = +00 X;,(Xs) = y} est 'ensemble
limite prolongé. pour x € G, J*(x) est un ensemble compact invariant

De fait, on a K C D*(K).

Supposons par l'absurde qu'on a K G D*(K); alors J*(K)\ K # 0; on peut méme affirmer
que JY(OK) \ K # 0 en effet, K étant positivement invariant, on a J*(K) C K

soit donc y € J*(8K) \ K, il existe donc {z,} C U, x, ¢ K Vn, x, = x € 0K, {t,} C R,
tn = +00, Xi, (Xn) 2 Yy

La fonction L étant décroissante sur les trajectoires de (A.1l), il vient que

L(th (xn)) S L(xn)
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par passage a la limite, on a
Ly)<L(x)=c¢

et puisque L est constante sur la frontiére K, il vient que la fontion L est inférieure & ¢ sur
JY(OK)\ K

Maintenant, du fait que K est attractif relativement a G, et donc X;(y) — z € 9K d’ou L est
supérieure & la constante c sur la trajectoire négative de v~ (y); cependant du fait que K est
positivement invariant, on a v~ (y) C J*(x) \ K, il vient que L est constante sur v~ (y), donc L
est de dérivée nulle sur J*(0K) \ K. Comme par hypothése K C M* C E, si la trajectoire issue
de y, v*(y) « rentre » dans K, alors elle est constante. Donc 4(y) C E, autrement dit, y € M*.
Cela prouve aussi que J*(x) C M*

Il vient que A=(y) C J*(x) C m* d’oa A=(y) N K = 0, sinon cela contredirait le fait que K est
stable dans M* (on aurait alors une trajectoire négative dans M* tendant vers K, issue d’un
point de M*\ K)

Maintenant, soit z € A~(y) ; du fait que A~(y) est un compact invariant, on a At(z) C A~ (y),
soit A*(z) N K = (), ce qui contredit le fait que K est attractif, d’ott la contradiction.

Ce qui nous permet de conclure a ’égalité D*(K) = K et en conséquence, que K est stable

pour le systéme (A.1) relativement a4 G, et ce qui termine la démonstration. a

On peut encore «améliorer » ce théoréme en remplagant M* (le plus grand ensemble positivement
invariant contenu dans E) par un ensemble plus petit M, ot M est le plus grand ensemble

invariant contenu dans ensemble E = {x € G / L(x) = 0} Ce résultat est le suivant :

Theoréme A.2 Soit G C U d’intérieur non vide, borné et positivement invariant pour le sys-
teme (A.1).

On suppose que

1 —> il existe L une fonction de classe C! définie sur U, qui est une fonction de LaSalle sur G.
Soit E = {x € G | L(x) =0}, soit M le plus grand ensemble invariant contenu dans E. Soit
K un compact tel que :

2) —> K C M et K soit asymptotiquement stable pour le systéme(A.1) relativement a M

8) —> L soit constante sur le bord de K

alors K est asymptotiquement stable pour le systéme (A.1) relativement ¢ G

La démonstration est une redite de la démonstration du théoréme A.1 ci—dessus, qui fonctionne
parce que J¥(x) est invariant, contenu dans E, et donc aussi dans M, du moment ot M est le

plus grand ensemble invariant contenu dans E.

Corollaire A.1 Soit G C U d’intérieur non vide, borné et positivement invariant pour le sys-
téeme (A.1).

On suppose que

1 —> il eziste L une fonction de classe C' définie sur U, qui est une fonction de LaSalle sur G.
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Soit E = {x € G | L(x) =0}, soit M le plus grand ensemble invariant contenu dans E. Soit
xo de G un point d’équilibre du systéme (A.1) tel que :

2) —> xg soit asymptotiqguement stable pour le systéeme(A.1) relativement & M

alors xo est un point d’équilibre globalement asymptotiqguement stable pour le systéme (A.1) rel-

ativement a G

A.2 Adaptation & des modéles compartimentaux

Dans la plupart de modéles biologiques les états évoluent dans de sous-ensembles compacts
positivement invariants de R™ ( par exemple [45, 27, 31]) et trés souvent ont un état (ou des états)
d’équilibre qui est un point frontiére du domaine en considération. Nous donnons un résultat qui

est plus adapté a ’analyse de ces types de systémes.

Les résultats suivants sont des adaptations du corollaire A.1 aux cas ot le champ de vecteurs X

du systéme (A.1) est de la forme
X:xeld—X(x)=A(x)x (A.2)

avec

A xel - A(x) = (a;(x)) € M.(R)

une application définie sur ¢/ & valeurs matricielles, qu’on suppose continue. On s’intéresse alors
a la stabilité de Porigine. En effet, De nombreux systémes peuvent étre mis sous une forme telle
que X soit décrit par I’application (A.2), nommément les systémes biotechnologiques qui sont

les objets de notre intérét, et qu’on peut écrire suivant des modéles compartimentaux.

Les systémes dont il est question dans le théoréme 3.15 donné en page 105 forment une sous—
classe des systémes considérés dans cette partie. En effet, si la matrice Jacobienne du champ de
vecteurs X en tout point X € U est une matrice compartimentale, alors, par un changement de
variable adéquat, le systéme peut se mettre sous une forme oii son champ de vecteurs sera de la

forme donnée dans 1’application (A.2) ci-dessus. L’implication contraire n’est pas vraie.

Nous donnons un résultat inspiré d’un résultat de LaSalle [24] qui est passé inapercu jusqu’a

présent. Ce résultat concerne les systéme de type
x = A(x)x
Le résultat est le suivant.

Theoréme A.3 Soit G C U un ensemble d’intérieur non vide. Soit un systéme du type donné
par le systéme (A.1), avec X lapplication donnée par (A.2); On suppose que :

i) —> G est positivement invariant pour le systéme (A.1).
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i) —> toute trajectoire positive de (A.1) commengant en un point x € G, v+(x) est relativement
compacte. .

it1) —> il existe un vecteur ligne ¢ = (¢1, ¢z, ..., ¢z) € R} tel que pour tout x € G, cA(x)x < 0.
Soit E = {x € G | cA(x)x = 0} ; soit M le plus grand ensemble invariant pour le systéeme (A.1)
contenu dans E

Si Détat xo = O est globalement asymptotiquement stable pour (A.1l) dans M, alors xo est le
point d’équilibre globalement asymptotiquement stable du systéme (A.1) dans G.

Démonstration:

Considérons la fonction
L:xeUUr— L(x)={(c", x);

il s’agit bel et bien d’une fonction de LaSalle, car, elle est de classe C! dans U, et sa dérivée,

L(z) = (VL(x), X(x))

= (cT, A(x)x)
= (AT(x)cT , x)
= cA(x)x

est inférieure & 0 par hypothése, pour tout x € G;

le reste n’est pas différent de ce qui est présenté dans la démonstration du théoréme A.2 O

Remarque A.1 Dans le cas ot U est contenu dans un orthant positif, on se préoccupe de la

recherche d’un vecteur ligne ¢ € R7 tel que cA(x) < 0 pour tout x € G.

Remarque A.2 Si on peut écrire pour tout x € G la matrice A(x) = J + A(x) avec J une
matrice appartenant a la classe des matrices décrites dans le théoréme 3.10, un potentiel vecteur

c € R% du théoréme ci—dessus est apporté par le théoréme 3.10 tel que JTc < 0

Le résultat suivant va dans la méme direction que le théoréme A.3. Il est cependant différent
dans la mesure ol on construit & partir de ’application A une nouvelle application A, telle que

pour tout x, A(x)est une matrice de Metzler. ’application A est définie par :
A :xelU - A(x) = (4;(x)) € Ma(R) (A.3)

avec pour tout x € U,
- @;j(x) = |a; j(x)| pour tout ¢ j i # 5
- @;i(x) = a;i(x) pour tous les 1
Le résultat est le suivant, et reprend un résultat de LaSalle [24] :

Theoréme A.4 Soit G C U un ensemble d’intérieur non vide. Soit un systéme du type donné

par le systéme (A.1), avec X une application du type donnée par (A.2). On suppose que :
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i) —> G est positivement invariant pour le systeme (A.1).

it) —> toute trajectoire positives de (A.1) commengant en un point x € G vt(x) est relativement
compacte.

Soit A ’application donnée par (A.3) définie sur . On suppose que :

i1i) —> il eziste un vecteur ¢ € R%, ¢ > 0 tel que A(x)c < 0 pour tout x € G.

Soit E={x€ G | A(x)c ¢ 0}; soit M le plus grand ensemble invariant par (A.1) contenu
dans E

Si M U {0} = {0}, alors O globalement asymtotiquement stable pour (3.12) sur G.

Démonstration:

Considérons I'un des ¢ € R?} vérifiant la condition iii) dans ’énoncée du théoréme, soit la fonction

2

L :x€R"+—)L(x)=mjax$—;
t Ci-

L est une fonction définie positive, continue et Dini-dérivable sur R™. Soit i I'indice du composant

de x tel que L(x) = f;'—; pour ¢ assez petit, X;(x) réalise le maximum en z;(¢); il vient donc,

‘

2 2

Lx) = R = 3 > aii(x)zjm;
1 i ‘
2 ] 222
< 2 Zaij(x)i_z? = 3 (Z cja,-j(x) + c,-a,“(x))
G5 Gi C; —
! J#i
S = (Z#: cilai(x)| + c;a,-,-(x)) = c_?’(A(x)c)‘ <0
' J#i i

Par passage & la limite sur G, on a L(x) <0

et L est une fonction de Lyapunov large pour le systéme (A.1) sur G. Le systéme (A.1) est donc
stable & ’origine de G

Il vient de I'investigation ci-dessus que {x € G / L(x) =0} C {x € G / A(x)e ¢t 0} U {0}

L’attractivité de 1’origine est donnée par le théoréme A.2. o

Remarque A.3 Le théoréme ci—dessus reste valable si on considére i la place de ’application
A I’application
A :xelr Ax) = (dij(x)) € M,(R)
avec pour tout x € U,
— @;j(x) = max{a;;(x), 0} pour tout i j i # j
— @;;(x) = a;;(x) pour tous les ;

Une extension qui peut étre faite de ce résultat est le suivant :

Theoréme A.5 Soit G C U un ensemble d’intérieur non vide. Soit un systéme du type donné

par le systéme (A.1), avec X une application de type donnée par (A.2). On suppose que :
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i) —> G est positivement invariant pour le systéeme (A.1).
i) —> toute trajectoire positive de (A.1) v (x) commengant en un point x € G est relativement
compacte.
Soit A Uapplication donnée par (A.3) définie surU. On suppose que :
i1) —> il existe un vecteur ¢ € R}, ¢ > 0, et un ensemble I non vide d’indices tel que pour
tout x € G on ait

- (A(x)c); < 0 pour tout i € I

- (A(x)c);=0pourlesj€[l,...,n] \ I

Soit E = (U {xeG [/ z;= 0}) U (U {xe G/ (A(x)c); = 0}) Soit M le plus grand
ensemble z'nviz&;";ant pour le systéme (A.l)ieclontenu dans E

Si M U{0} = {0}, alors O est globalement asymtotiquement stable pour le systéme (A.1) sur G.

Démonstration:

La démonstration est exactement la méme que celle du théoréme A.4, et on obtiendra déja avec
les points x € G L(x) < 0; en effet, il est possible que le 7 ot L(x) réalise les maximum soit
élément de J auquel cas 1'inégalité reste respectée sur G par passage & la limite pour des raisons

de continuité. O

Remarque A.4 Ces résultats raménent I’étude de la stabilité asymptotique de 1’équilibre des

systémes de type en investigation & la détermination du vecteur c, et de I’ensemble M.

Le résultat suivant est une forme générale du théoréme 3.15. En effet, il correspond au cas oii le
champ de vecteurs X est donné par ’application (A.2). Un autre résultat relatif & ce théoréme
est le théoréme de Hadamar-Frobenius ( théoréme 3.9 ) que nous avons donné en page 98 ; nous

avons utilisé dans notre démonstration du théoréme 3.9 le théoréme A.6 ci—dessous.

Theoréme A.6 Soit G C U un ensemble d’intérieur non vide. Soit un systéme du type donné
par le systéme (A.1), avec X une application de type donnée par lapplication (A.2). On suppose
que : G est positivement invariant pour le systéme (A.1).

1) —> Si pour tout x € G, A(x) est une matrice & diagonale dominante colonne alors le
systéme (A.l) est stable en lorigine dans G.

Si de plus,

2) —> pour tout x € G, A(x) est une matrice de Metzler,

3) —> pour tout x € G, A(x) est une matrice connectée sur fuite,

alors, le systéme (A.1) est globalement asymptotiquement stable en l’origine dans G NR™

Démonstration:

Pour établir la stabilité du systéme (A.1), on va considérer la fonction candidate de Lyapunov
n

VixeR "= V(x)= x| =) |zl.

=1
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Il s’agit bien d’une fonction continue définie positive sur R™ et Dini~dérivable sur R™; Pour écrire

n

sa dérivée de maniére profitable, écrivons V(x) sous la forme V(x) = Ze,-:c; avec €; = sgn(z;)
=1

(sgn est la fonction signe); il vient

V(X) = Z&ii}i = Ze,-Za,-j(x)wj
= ) em;i Yy ejEiaii(x) = ) |l l( > eje,-a,-,-(x)) +aj,~(x)]
i=1 i=1 7=1 =1, i#j
< Zl%‘l( > |a,-j(x)|+a,-,-(x)) <0

i=1, i#j
d’ot1 la stabilité du systéme (A.1) en P’origine de R"; et par conséquent, aussi en 1’origine de R3%,
puisque la restriction du systéme (A.1) sur R? est positivement invariant ( pour tout x € R?,
A(x) est une matrice de Metzler). (cf théoréme 3.3 page 92).
Pour établir I’asymptotique stabilité de 1’origine, nous déterminons M, le plus grand ensemble
invariant contenu dans I’ensemble E = {x € R} / V(x) = 0}

Soit donc x € M, on a V(x) = 0, cest & dire

Z lz;|( Z la;j(x)| + a;;(x)) = 0 pour tout x € R%

=L sl

On utilise ’hypthése 2. du théoréme; ce qui s’exprime autrement par le fait qu’il existe jo (les
n

indices de fuite), tel que Z a;jo(x)+aj, j,(x) < 0 pour tout x € R%, et donc pour ces indices,
i=1,i#jo
onacj=0

Pour tout t € Ry, X;(x) € M. Pour un ¢ suffisamment petit, on a pour tous les indices de fuites

Jo, Z aijo (Xe(x)) + ajo jo(Xe(x)) < 0, par continuité de la matrice A(x) par rapport & x.
i=1, i#]o
Donc, sur la trajectoire X;(x) issue de x, les z;,(¢) restent nulles.

Les équations correspondant aux indices de fuites jo pour les x états initiaux donnent :

n

Xip= Y api(x)zi=0.

i=1,1#50

Puisque pour tout x € R%, la matrice A(x) est connectée sur fuite, pour chaque 7o, il existe
un ij, # Jjo tel que les ajoi; (x) # 0, et donc pour ces indices, on a z;;, = 0. On applique
successivement le méme argument. Puisque pour tout x € R%} on est en présence d’une matrice
connectée sur fuite, on est sr que de proche en proche on aura tous les z; = 0, et donc, M = {0},

ce qui prouve que 'origine est globalement asymptotiquement stable dans R? a
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CONTRIBUTION A LA STABILISATION DES SYSTEMES MECANIQUES
CONTRIBUTION A L’ETUDE DE LA STABILITE DES MODELES EPIDEMIOLOGIQUES

Résumé — Cette thése est constituée de deux parties correspondant aux deux titres ci—dessus.
L’objectif de la premiére partie est d’étudier les propriétés d’un contréle-systéme en dimension infinie
(stabilisabilité par rétro—action statique et dynamique d’état), en se servant des propriétés obtenues
sur une suite de controle—systémes en dimension finie que I’on a obtenu suite a la discrétisation du
contrdle-systéme en dimension infinie.

Aprés avoir fait des rappels des outils fondamentaux sur la stabilité et ’observabilité des systémes dy-
namiques, puis passé en revue les principales techniques d’observations, nous nous sommes intéressés a
un systéme nominal, le classique «Body Beam System» dans le contexte que nous avons énoncé. Nous
considérons le systéme sans frottement avec un controle sur le couple de rotation du disque. Le mod-
éle d’état de ce systéme est un contréle-systéme en dimension infinie. Nous construisons une suite de
formes discrétes de ce systéme qui sont alors des contréle—systémes en dimension finie. Nous établis-
sons les propriétés de C>°—stabilisabilité de ces derniers par des retour d’états statiques et dynamiques.
Notre travail est encore en cours sur les ajustements nécessaires pour 1’extension de ces propriétés au
contréle-systéme en dimension infinie.

L’objectif de la deuxiéme partie est de fournir un outils permettant ’analyse systématique de la stabilité
du point d’équilibre non endémique (DFE) des modéles épidémiologiques.

Aprés avoir fait quelques rappels terminologiques de 1’épidémiologie, rassemblé les notions et terminolo-
gies éparses dans la littérature dans des domaines divers contribuant tous aux fins de la modélisation
épidémiologique, nous avons proposé et démontré un résultat duquel on obtiendrait systématiquement
des conditions nécessaires de stabilité du DFE des modéles épidémiologiqﬁes. nous avons également
proposé un algorithme de calcul de Rg, lorsque la méthode classique basée sur la condition de Routh
Hurwitz devient inexploitable. Nous avons ensuite présenté une liste non exhaustive d’exemples que nous
avons pris dans la littérature pour établir D’efficacité de notre résultat. L’application de nos résultats
nous permet d’obtenir les résultats des auteurs des modéles considérés, le cas échéant, de proposer des
conditions nécessaires de stabilité meilleur. Dans plusieurs cas, nous établissons que Ry = 1 est point
de bifurcation. C’est ainsi qu’a ’aide de nos résultats, nous avons prouvé une conjecture de Perelson,

Kirshner et De Boer posée dans [45].

Mots clés — Systéme mécanique, stabilisabilité, observabilité, observateurs, principe de sépara-
tion, modélisation et modéles épidémiologiques, systéme compartimental, stabilité en des points

frontiéres, principe de réduction.



CONTRIBUTION TO THE STABILIZATION OF MECHANICAL SYSTEMS
- CONTRIBUTION TO THE STUDY OF THE STABILITY OF EPIDEMIOLOGICAL MODELS

Abstract — This thesis is constituated in two parts as presented by the two tiltes above.

The aim of the first part to design infinite dimensional control-systems stabilizability (statique and
dynamique state feedback stabilizatibn) properties as consequence of the stabilizability properties of a
sequence of finite dimensional control-systems. The finite dimensional systéms are the discretised form
of the infinite dimension system. After some recalls regarding fondamental tools on stability and ob-
servability, and statement of leading state estimation technics, we carry our interest on a particular case
of the problem stated above, the classic “ Body Beam system”, that we consider without damping, and
with only the torque control.

The state space model of the nominal system is an infinite dimensional system. We design a sequence
of discretised form of this system which are finite dimensional control-systems. We establish C*—
stabiliszability properties of these systems by means of static and dynamic state feedback. We are
still working on how to manage the extension of those properties to the infinite dimensional control—
system.

The aim of the second part is to provide tools with which the analysis of the stability of the desease
free equilibrium (DFE) of epidemiological models will be systematic.

After stating some usefull terminological notations regarding the epidemiology, and collecting tools that
are already in the litterature regarding other domaines, that are usefull for the epidemiological issue,
we propose and prove a result with which the necessaries conditions of the stability of the DFE in
epidemiological models are obtained systematically. We also propose an algorithm for the computation
of Ro, which can be very usefull when the Routh Hurwitz condition become unemployable. To show
the effectiveness of our tools, we presente a non exhaustive list of exemples coming from the existing
litterature. The application of our results enable us to obtained results of the authors, when they are
not better. In few cases, we establish that Ry is a bifurcation point. We have also prove with the help

our result the conjecture of Perelson, Kirshner and De Boers stated in [45]

Key words - Mechanical system, stabilizability, observability, state estimation, separation prin-
ciple , epidemiological models and modelling, compartmentale system, stability of boundary

states point, reduction principle epidemiology





