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Introduction générale

L'attention portée aux problèmes non linéaires se montre de nos jours de plus en plus

indispensable dans presque tous les domaines de la science. Les processus physiques, chi-

miques, biologiques, épidémiologiques...sont représentés par des modèles mathématiques

non linéaires. Pendant une longue période, les méthodes développées pour les systèmes

linéaires ont été appliquées par approximation à ces processus. Par soucis de précision et

d'efficacité, il était intéressant de développer une méthodologie propre aux systèmes non

linéaires. C'est ainsi que la théorie des systèmes non linéaires a obtenu des résultats si-

gnificatifs au cours des deux dernières décennies. Il existe une grande variété d'approches

et d'outils mathématiques pour I'analyse des systèmes non linéaires. La raison principale

de cette variété est qu'aucun outil ou méthodologie n'est universellement applicable dans

I'analyse des systèmes non linéaires. En conséquence, les approches systématiques et les

outils mathématiques sont seulement disponibles pour certaines classes de systèmes non

linéaires. Parmis ces résultats, la stabilisation des systèmes non linéaires et l'étude ma-

thématique des maladies infectieuses représentent d' importants problèmes en theôrie de

contrôle moderne et en épidémiologie mathématique.

De nos jours, les systèmes contrôlés apparaissent presque partout : dans nos maisons

(dans, par exemple,la radio, la télévision,la vidéo, le lecteur CD), dans plusieurs types de

véhicules (dans, par exemple,les automobiles, les avions, les bâteaux, le vaisseau spatial),

dans I'industrie (par exemple, les robots, le contrôle des procédés ), dans les télécom-

munications, dans la technologie biomédicale, et dans de nombreux autres endroits et

situations. C'est pourquoi, le contrôle non linéaire est un domaine important en théorie

du contrôle, car pratiquement tous les systèmes mécaniques, chimiques, biologiques et
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épidémiologiques sont de nature non linéaires.

Au cas où un système ne dévierait pas trop de l'ensemble nominal de conditions de fonc-

tionnement,les modèles linéaires peuvent être souvent employés pour décrire les systèmes

non linéaires et concevoir des lois de commande stabilisantes. Cependant, quand la gamme

d'opération exigée est étendue, un modèle linéarisé est généralement imprécis. De là, la

commande non linéaire entre en jeu. Les lois de commande non linéaires sont capables de

manipuler directement les non linéarités dans les plages étendues de fonctionnement. De

même, lorsque la gamme d'opération est assez petite, la linéarisation ne fonctionne pas

toujours car les systèmes contrôlables existent, comme une voiture, dont la linéarisation

autour d'un point d'équilibre est incontrôlable. En conséquence la théorie de la commande

non linéaire doit être utilisé pour ces systèmes. D'autre part, notons que dans de nombreux

cas pratiques, on s'intéresse au comportement du système au voisinage d'un point d'équi-

libre ou d.'une trajectoire de fonctionnement. D'où le rôle de l'automaticien dont I'un des

buts principaux est d'établir des lois de commande pour qu'un système évolue selon un

objectif prédéterminé. Cette thèse traite le problème de la stabilisation asymptotique glo-

bale de points d,équilibre ou de trajectoires de certaines classes de systèmes non linéaires

en dimension finie. Le problème de la stabilisation d'un système consiste à trouver une loi

d.e commande ou feedback dépendant de l'état du système tel que le système en boucle

fermée soit asymptotiquement stable. On peut aussi chercher une loi de commande qui

ne dépend que de la sortie (état mesuré). C'est le problème de la stabilisation à travers

la sortie ou par retour d'état estimé.

D,autre part, les maladies émergentes et réémergentes ont conduit à un regain d'interêt

pour l,étude des maladies infectieuses, si bien que les modèles mathématiques sont devenus

des outils importants dans l'analyse de la propagation et du contrôle des pathologies infec-

tieuses. Les modè1es épidémiologiques ont la propriété d'être suffisamment non linéaires

pour constituer un défi mathématique intéressant, mais aussi suffisamment simples pour

permettre d'obtenir des résultats applicables. Comprendre les caractéristiques de la trans-

mission d'une maladie infectieuse dans une communauté, une région, un pays peut mener

à d,e meilleures approches pour faire décroître la transmission de la maladie. Les modèles



épidémiologiques peuvent être utilisés pour comparer, planifier, mettre en place, évaluer,

optimiser difiérents programmes de détection, de prévention, de thérapie et de contrôle

d'une maladie. La modélisation épidémiologique peut aussi contribuer à la conception et

à l'analyse des sondages épidémiologiques. Elle peut aussi suggérer les données cruciales à

collecter, identifier des tendances, faire des prévisions et estimer I'incertitude de ces prévi-

sions. Par ailleurs, la dynamique des modèles épidémiologiques peut être très compliquée,

et des comportements tels que des cycles limites et du chaos peuvent apparaître en plus

des équilibres. Il est donc important de chercher lorsqu'il y a des points d'équilibre locale-

ment stables, ceux qui sont globalement asymptotiquement stables, c'est à dire, si quelles

que soient les conditions initiales les trajectoires convergeront vers ces équilibres. Cette

thèse concerne également l'étude mathématique des systèmes épidémiologiques modélisés

par des équations différentielles ordinaires. Une des raisons importante pour s'intéresser

à de tels modèles est que c'est dans cet axe que les outils opérationnels sont les plus

nombreux.

Cette thèse comporte deux parties relativement indépendantes précedées par le cha-

pitre 1 qui contient quelques notions mathématiques et résultats strictement nécessaires

pour la suite de la thèse. Des rappels de base sur la stabilité et l'observabilité des systèmes

non linéaires autonomes ainsi que quelques définitions et théorèmes utiles pour la stabi-

lité des systèmes non linéaires non autonomes sont présentés. Nous exposons également

quelques théorèmes cruciaux et résultats sur la stabilisation des systèmes non linéaires à

contrôles non affines et des observateurs à grands gains et illustrons brièvement les tech-

niques du backstepping et du forwariling. Les hypothèses sur les systèmes non linéaires

étudiés seront posées, ces hypothèses restant vraies tout au long de ce travail.

Dans la première partie, on aborde le problème de la stabilisation globale des systèmes

non linéaires. Soit le système d'équations difiérentielles suivant :

I r=f(t ,x,u)
I  r .  M; u€(J

(1 )

avec M c IR' une varieté difiérentiable connexe appelée espace d'état et tJ c IR- I'espace

des contrôles. c représente l'état du système à I'instant t, u l'entrée et / un champ de
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vecteurs défini sur M.

Le problème auquel on s'intéresse

u : u(æ,t) telles que le sYstème en

est de construire des lois de commande stabilisantes

boucle fermée

r  :  1 ( t , x ru ( r , t ) ) ) (2)

admette le point ro €. M (ou la trajectoire r"(r))) comme un point d'équilibre (ou une

traj ectoire de référence) asymptotiquement stable'

Cette partie traite trois problèmes spécifiques de la stabilisation globale de certaines

classes de systèmes non linéaires. Elle est subdivisêe en trois chapitres.

Le chapitre 2 est consacré à I'application de la technique de Jurdjevic-Quinn pour

des systèmes non linéaires à contrôles non affines et d'un observateur à grands gains à

la commande d'un pendule en rotation et d'une version du théorème de LaSalle à la

commande d,un système électromécanique. Historiquement, I'un des premiers résultats

significatifs dans la stabilisation globale des systèmes non linéaires est dt à Jurdjevic-

euinn [a6] qui a utilisé le principe d'invariance de LaSalle pour donner une condition

nécessaire et suffisante pour la stabilisation globale d'un système non linéaire à contrôles

affines avec une dérive dissipative. La première partie de ce chapitre traite le problème de

la stabilisation par retour d'état estimé des oscillations d'un pendule contraint à osciller

dans un plan en rotation. L'algorithme de stabilisation proposé est basé sur une extension

d,u théorème de Jurdjevic-Quinn pour des systèmes non linéaires à contrôles non affines [5]

et d'un observateur à grands gains [3a]. Par ailleurs, Ie principe d'invariance de LaSalle

[55] joue un grand rôle dans l'étude de la stabilité et de la stabilisation des systèmes

non linéaires en dimension finie. Dans la seconde partie de ce chapitre, nous traitons le

problème de la stabilisation d'une balle soulevée magnétiquement (système de lévitation

magnétique). Nous exposons une loi de commande dérivée d'une version du théorème de

LaSalle [7] qui permet de maintenir la balle dans une position désirée'

Le chapitre 3 propose une exrension de la technique d'ajout d'intégrateur ou backstep-



ping portr la classe de systèmes non autonomes suivante :

(3)

avecr  € lR" ,  z  € IR,  z  € IRest  I 'ent rée,  T( t , , * ) ,g( t ,æ),p( t ) ,b( t ,æ,2)sont  des fonct ions

périodiques en f de période T et f  (t ,r) et b(t,r,  z) sont tel les que /(t,0) :  o et b(t,O,0) :

0 pour tout /.

Le but de ce travail est de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que

la famille de systèmes non autonomes de la forme (3) soit globalement uniformément

asymptotiquement et localement exponentiellement stabilisable par des feedbacks bornés

et continus. Plus précisement, on cherche une loi de commande (t,x) -+ u(t,x) stabilisant

le sous-système â : T(t,,r) * o(t,x)u(r) (d'entrée u) telle que le système (3) soit globale-

ment uniformément asymptotiquement et localement exponentiellement stabilisable par

une loi de commande bornée et différentiable. La méthode de contrôle utilisée est basée

sur la construction des fonctions de Lyapunov strictes.

Dans le chapitre 4, nous examinons comment et sous quelles hypothèses les bouclages

dtétat peuvent s'étendre, dans le cas d'un système non linéaire pour stabiliser une trajec-

toire de référence qui n'est pas nécessairement une fonction périodique du temps. Du point

de vue pratique, Ie problème de faire en sorte qutun système suive une certaine trajectoire

est intéressant. On peut penser aux robots qui doivent exécuter un mouvement désiré, un

vaisseau spatial se déplaçant le long d'un chemin prédéterminé, des pilotes automatiques

pour des avions, et de nombreux autres exemples. Puisque le problème de la poursuite

de trajectoire pour des systèmes non linéaires est complexe pour être résolu en général,

nous nous intéressons à une classe de systèmes non linéaires qui après un changement de

variables peut se mettre sous la forme dite feedforward suivante :

(  x  :  Mx+Ht(Y)*H2(Y,u)u
I
1. (4)
(  Y  =  Fo (Y) *F2 (Y ,u )u

où X € R*, Y € IR", z € IRq, toutes les fonctions sont de classe C2 avec Hr(Q) :0 et

ro(0)  :0.

Ir: r(t,")as(t,*)z

t ;  :  p( t ) (u+b( t , t ,z) )
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Ce travail est une continuation des résultats de Mazenc et Praly [67] sur la stabili-

sation d.'une trajectoire de référence périodique des systèmes non linéaires possédant la

forme feedforward (a) par la technique d'ajout d'intégration ou forwariling. Notons que

la technique du forwariling a été inventée par Praly et Mazenc [65,671. En raison de la

présence du terme u dans la première équation du systèm" (4), on adopte une démarche

inverse de celle appliquée pour le système (3) : on stabilise d'abord le sous-système en Y

puis on cherche à stabiliser le système global. Notons que cette technique permet d'obtenir

des feedbacks bornés, ce qui, d'un point de vue applicatif, présente un interêt certain.

Dans ce chapitre, on montre comment la famille des lois de commande bornées obtenue par

Mazenc et praly [62] stabilise globalement uniformément asymptotiquement et localement

exponentiellement une trajectoire de référence qui n'est pas nécessairement une fonction

périodique du temps à partir de la construction des fonctions de Lyapunov. Il apparait que

I'emploi des commandes saturées permet d'obtenir d'intéressants résultats qui loin d'être

théoriques se sont immédiatement avérés avoir des applications pratiques intéressantes.

Remarquons que les systèmes dont la dynamique peut se mettre sous la forme feedfor-

ward ne sont pas des singularités de la nature. Ainsi, le célèbre système pendule-chariot

décrit dans presque tous les ouvrages dtAutomatique, peut se mettre sous la forme feedfor-

ward après un changement de coordonnées [65]. Bien que le problème de la stabilisation

du système pendule-chariot ait reçu beaucoup d'attentions [21, 67, 3,, 61], le problème

de la stabilisation d'une trajectoire n'a pas encore été traité. Aussi, dans ce chapitre, le

problème de la stabilisation d.'une trajectoire périodique pour le système pendule-chariot

sera résolu.

La deuxième partie sera consacrée à l'analyse d'une classe de modèles épidémiolo-

giques, en vue d'assurer la stabilité de ces modèles au voisinage d'un point d'équilibre

(car c'est très généralement le premier problème posé au biomathématicien) et à l'étude

d'un modèle épidémiologique appliqué à la tuberculose'

Le chapitre 5 est consacré au calcul d'un paramétre de seuil Ro et son rôle sur Ia



stabilité globale de la classe de modèles épidémiologiques suivante :

I 
Ot, : T(xy, rz)

{ (5)
I  i ,  :  g(æuxz)

âv€c tr1 € Ri ,, rz €.IRf et g(ru}) : 0 où Rl et.Bf sont des espaces biologiques où

toutes les variables c1 et rr2 sont'positives. Les fonctions / et g sont supposées de classe

Cl. Cette classe de modèles épidémiologiques englobe une grande partie de systèmes épi-

demiologiques de certaines maladies réémergentes telles que le paludisme, la tuberculose,

la dengue, le SIDA, etc...

Cependant, dans certains cas, ce paramétre de seuil Ro est le nombre de reproduction de

base. En effet, le nombre de reproduction de base est le nombre moyen de cas secondaires

produit par un individu malade pendant sa maladie lorsqu'il est introduit dans une popu-

lation de susceptibles, i.e, des individus qui peuvent contacter I'infection. Ce nombre sans

dimension a évidemment une signification biologique et ne peut être explicitement calculé

dans la plupart des cas parce que la description mathématique de ce qu'est un individu

malade est difficiler à quantifier dans une population à haut dégré d'héterogeneité. Il est

souvent calculé à partir de l'étude et du calcul des valeurs propres de la matrice jacobienne

au point d'équilibre non endémique. Il faut noter que très peu de travaux existent sur ce

sujet dans la littérature.

Inspiré des travaux de [25, 26,, 18,27], nous proposons un algorithme simple pour le

calcul d'un paramétre de seuil .R6. Ensuite nous donnons une condition nécessaire pour

la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre non endémique. Notons qu'il existe

un raccordement entre le paramétre de seuil .R6 et la stabilité asymptotique globale du

point d'équilibre non endémique. L'efficacité de cette méthode est illustrée sur les modèles

épidémiologiques du paludisme [72] et de la dengue [29]. Nous corrigeons quelques erreurs

contenues dans [72].

Dans le chapitre 6, nous étudions un modèle épidémiologique appliqué à la tuberculose.

En effet, dans la plupart des pays à forte prévalence de l'endémie tuberculeuse, I'augmen-

tation rapide du nombre de cas de tuberculose a causé une grande anxiété et a suscité

de multiples questions telles que : rrcomment I'infection se propage-t-elle ?,rr rrquelle est
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la prévalence actuelle de l'infection?,rr rrquelle sera Ia prévalence future?,rr rrparmi ceux

qui sont infectés par le Bacille de Koch (BK), combien vont avoir une tuberculose à mi-

croscopie positive?.rr Dans ce chapitre, un système représentant la tuberculose est rendu

perceptible, grâce à l'emploi des composantes épidémiologiques qui sont des catégories

épidémiologiques. L'interaction de ces composantes caractérise l'évolution future de la

maladie. Nous incorporons des réinfections exogènes et des rechutes à un modèle épidé-

miologique typique pour la dynamique de transmission de la tuberculose. Nous explorons

la possibilité du rôle fondamental que les réinfections exogènes et les rechutes peuvent

jouer dans la dynamique de transmission et l'épidémiologie de la tuberculose au niveau

d,une population humaine. Aussi les résultats principaux du chapitre 5 donnés dans cette

thèse seront utilisés pour calculer un paramétre de seuil fio et pour montrer que le point

d'équilibre non endémique est globalement asymptotiquement stable. Notre analyse ma-

thématique montre que les réinfections exogènes et les rechutes peuvent théoriquement

augmenter le nombre des cas de tuberculose maladie et par conséquent dimunier I'efficacité

des mesures de santé Publique.

Au terme de ces deux parties, les problèmes de la stabilisation globale de certaines

classes de systèmes non linéaires, du calcul d'un paramétre de seuil -Ro et de son rôle sur

la stabilité globale d'une classe de modèles épidémiologiques et de l'étude d'un modèle

épidémiologique appliqué à la tuberculose sont essentiellement résolus.

Certains de nos résultats seront exposés sous la forme d'articles publiés, soumis dans

des révues scientifiques et d'autres seront présentés ici pour la première fois.

Nous terminerons cette thèse par une conclusion et quelques recommandations pour

des recherches futures.
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Généralités

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats que nous utiliserons

le long de cette thèse. Tout d'abord, quelques définitions mathématiques fondamentales

sur la stabilité et I'observabilité des systèmes difiérentiels non linéaires autonomes sont

rappelés. Le concept de la stabilité au sens de Lyapunov et le principle d'invariance de

LaSalle sont brièvement présentés. Nous rappelons également un résultat de Bhatia et

Szegô [7]. Ensuite, quelques définitions et théorèmes utiles pour la stabilité des systèmes

non linéaires non autonomes considérés dans cette thèse sont rappelés. Nous présentons

quelques théorèmes cruciaux et résultats sur la stabilisation des systèmes non linéaires à

contrôles non affines et un observateur à grands gains. Des développements plus appro-

fondis pourront être trouvés dans les ouvrages [37,50,38,56]. Enfin, nous énonçons deux

résultats fondamentaux sur les techniques du backstepping et du forward,ing.

t.2 Systèmes autonomes

Soit Q un sous-ensemble de IR". Considérons l'équation différentielle autonome définie

sur O par :

i  -  x (x ) .  (1 .1 )

Nous supposons que X : O c lR" + lR" est continu et satisfait des conditions telles

qu'une solution du système (1.1) existe en tout point, est unique et dépend de manière
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continue des conditions initiales. Les états stationnaires ou points d'équilibre du système

(1.1) sont des points co € 0 satisfaisant X(rs) :0. Pour chaque z € f,), nous notons par

Xr(*) la solution de (1.1) satisfaisant Xo(r): r. Nous supposerons que X satisfait des

conditions telles que X1(r) est continu en (t, r)'

L'ensemble des points sur la courbe solution lorsque t parcours IR noté 7(r) est appelé l

trajectoire.

t.z.t Notion de stabil ité

Nous introduisons les définitions suivantes :

Définition t.Z.l : Soit ro € f,l un poi,nt d'équilibre d,u système (1.1).rs est un point

d,,équilibre stable pour (1.1) ou Ie système (1.1) est stable cn r.s, si pour tout e > 0, il

eyiste un nombre réel positif 6 tel que pour chaque n €. Q auec ll" - "oll 
16, Ia solution

x r ( * )  es t  d ,é f i n ie  pou r tou t t20  e t  sa t i s fa i t  l l& ( t )  - t o l l  1e  pou r tou t t )0 .

Le système est dit instable ên rs s'il n'est pas stable €n rs'

Définition 1.2.2 : Le point d'équilibre ûs est dit attractif (nous ilirons aussi que le sys-

tème (1.1) est attractif en æs) s'il exi,ste un uoisinage D C Çl de xs tel que pour toute

cond,ition initiale r conxn'Lençant d,ans D,la solution correspondante X{x) de (1.1) est

d,éfi,nie pour tout t > 0 et tend, uers rs lorsquet tend uers I'i 'nfini,, i.e., 
rt1[Xt(r) 

: r.ot

pour toute condition initiale t € D.

Le point d,'équilibre rs est ilit globalernent attract'i| 
"i )ÆXr(*) 

: r,ot pour toute conilition

ini,tiale r e O.

La région d'attraction B(xs) d'un point d'équilibre os est l'ensemble de tous les états

r € f) tels que,t lg&(r) - r.o.

Définition 1.2.3 : L'état rs est un point d'équilibre asymptotiquement stable pour Ie

système (1.1) s'il est stable et attractif.

Définit ion L.2,4 : [Jn sous-ensemblel l  deÇl est dit inuariant pour le système (1.1) si

Xr(*) €î,1 pour tout * €U et pour tout t € IR'

Il est d,it positiuement i,nuariant si X1(æ) €.1,1 pour tout r €.U et pour tout ' > 0'

10
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Définition t.2.5 : Soitî,1 un sous-ensernble positiuentent inuariant d,eQ dont I'intérieur

est non uide et connere. Soit xs € Ll un point d,équilibre d,e (1.1). Le système (1.1) est

d,it relatiuement stable ên ûs po,r rapport à I'ensernble l,l, si pour chaque 6 ) 0, il eriste

un nombre réel posit i f  6 tel que pour chaque x €1,1 auec l lr  -rol l  < 6,la solution Xr(r)

est  déf in ie  pour tout  t  >  0 et  sat is fa i t l lx r ( r )  - ro l l  <€ pour tout t )0 .

Si en plus le point d,'équilibre rs est attractif, 1."., 
]ÆXr(r) 

: rs pour toute conilition

initiale æ e U , on dira alors que rs est relatiuement asymptotiquement stable par rapport

ùu.

Soit 7: 0 C IR' -+ lR une fonction continue

Définit ion L.2.6 : V est dite définie posit iue siV(xs) :0 etV(*) > 0 d,ans un uoisinage

Q de xs pour tout æ * xo dans ce uoisinage.

V est dite semi-définie posit iue siV(rs):0 etV(")>_0 i lans un uoisinage e d,e h.

V est dite d,éfinie négatiue si -V est définie positiue.

V est dite radialement non bornée s'il eriste une fonction g ile classe K* telle que V(æ) >

g(lltll) pour tout r € lR'. Notons qu'une fonction g est ili,te d,e classe K si elle est zéro en

zéro et strictement croissante. Si,, d,e plus, elle iliuerge uers !æ, elle est alors d,e classe

rc*.

La recherche d'une fonction de Lyapunov est généralement une chose délicate et on a

interêt à se laisser guider par la nature du système étudié. Ainsi c'est l'étude de l'énergie

totale d'un système mécanique qui a conduit à la notion de fonction de Lyapunov.

Relative à la fonction V de (1.1), nous introduisons la notation suivante : la fonction

7 est supposée de classe Cr de O C IR' dans IR et Û sa dérivée le long des trajectoires

du système (1.1) est définie par

. tv(*) : fiv(xlx))lÈs
:  (X(r) ,  VV(a))

: ipr,alF-r 0x;

11
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où (.,.) est le produit scalaire dans IR'. La notion de dérivée directionelle provient de ce

que la fonction V évaluée le long des trajectoires du système (1.1) a pour dériveeV.

Nous rappelons également la définition de la dérivée de Lie d'une fonction V(r) le long

d,un champ de vecteur X(r). Cette dérivée sera utilisée afin de construire une commande

stabilisante d.'un système non linéaire à contrôle non affine (Chapitre 2)'

Définition 1.2.7 : La ilériuée d,e Lie il'une foncti,onV(x) le long d'un charnp de uecteur

X(") est notée LyV(n) et est définie par

L1çv(x):iry xJ.)' 
7=t dr;

pou r tou t rgO .

Si la fonction V est dérivée k fois le long de X(r), on note alors L\V (r) la fonction définie

par

r\,v (r) : fttt*-' v (r)lx (r)

Définition 1.2.8 : (Jne fonction V de classe Cr definie positi,ue dont Ia dériuée par rap-

port au système (1.1), v est défini,e négatiue sur o est appelée fonction de Lyapunou

stricte pour le systèrne (1.1). Si V est d,e classe Cr, semi-iléfinie positiue et V(x) < O

pour tout r €.d|, alorsv est une fonction de Lasalle pour le système (1.1).

Si dans l'étude théorique de la stabilisation des systèmes non linéaires, des progrès consi-

dérables ont été accomplis ces dernières années, la théorie de Lyapunov y joue un rôle

central. Lyapunov a montré les résultats suivants'

Théorème 1.2.1 (Stabilité o,u sens d,e Lyapunou [37]) : Si V est définie posi'ti'ue et V

est semi-iléfinie négatiue sur dl alors Ie point d'équilibre ts est stable pour le système

(1.1). SiV est d,éfinie positiue etV definle négatiue sur(l alors ts est un point d'équi,libre

asyrnptotiquement stable pour le système (1'1)'

Le théorème précédent prouve que pour montrer qu'un point d'équilibre rs est stable,

il suffit de trouver une fonction de Lyapunov en ce point. Par ailleurs, afin d'utiliser le

théorème original de Lyapunov dans le but de prouver la stabilité asymptotique d'un

svstème d.onné. nous devons trouver une fonction I/ définie positive dont la dérivée Û est

L2
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définie négative. En général, c'est une tâche difficile. La condition sur la dérivée V peut-

être relaxée en employant le principe d'invariance de LaSalle que nous exposons ci-après

(on trouvera la démonstration dans [bb]).

ThéorèmeL.2-2 (Principe d'inuariance de Lasatte [ss]) : Soitdl un sous-ensernble d,e

R". Supposons que Q est un ouuert positiuement inuariant pour le système (1.1). Soit

V:Q -+ IR une fonction de classe C,, pour (1.1) en æs tel le que :

t .  V(n)  (  0  szr  O.

2. Soient l'ensemble fr : {æ € Q, Vçr1 :0} et L le plus granil ensernble positiuement

inuariant par X et contenu dans E. Alors, toute solution bornée conxnxença,nt d,ans

Q tend, uers l'ensemble L lorsque le temps tend, uers l,infini.

Ce théorème est un outil très utile pour I'analyse des systèmes. A la différence du

théorème de Lyapunov, il n'exige ni de la fonction V d'être définie positive, ni de sa

dérivée Û d'êt." définie négative. Cependant, il fournit seulement des informations sur

I'attractivité du système considéré. Par conséquent, il ne peut être employé que pour

prouver que les solutions tendent vers un point d'équilibre si I'ensemble ,L est réduit à ce

point d'équilibre. Mais, il n'indique pas si ce point d'équilibre est stable ou pas. puisque

nous voulons établir la stabilité asymptotique d'un point d'équilibre (supposé être es de

O), nous employons le corollaire du principe d'invariance de LaSalle suivant :

Corollaire 1.2.1 : Soit O C lR" un ouuert connere tel que ro € O. Soitîl un uoisinage

de æs de Q. SoitV :l/ -+ IR une fonction definie positiue d.e classe CL telle qu" V@) < 0

surl,l. Soit E: {x €1.,!, vç*1 -0}, et supposons que le plus grand, ensemble positiue-

ment inuariant contenu dans E est réduit au point ns. Alors ûs est un point d,'équilibre

asymptotiquement stable pour le système (1.1).

Si les conditions sont satisfaites pour l,{ : Q et si en plus I/ est propre sur f,), i.e.,

lim V(x\: *oo alors toutes les trajectoires sont bornées pour tout t > 0 et rs est unlloll-r+oo
point d'équilibre globalement asymptotiquement stable pour le système (1.1).

Ce résultat contient le théorème original de Lyapunov comme un cas spécial. Il faut noter

que I'ensemble Q n'a pas besoin d'être borné.

13
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Cependant, lorsque f,l C lR' n'est pas un sous ensemble ouvert de IR", Bhatia et Szegô

[7] ont donné des conditions nécessaires et suffisantes du type LaSalle sur la stabilité des

systèmes autonomes. ce résultat est présenté dans le théorème suivant :

Théorème 1.2.3 (ft1, Théorème 3.7.11, page 3/16) : soitQ un ensemble compactposit i-

uement inuariant pour Ie flot d,écrit par le système d'équation differentielle (1.1). SoitV

une fonction d,e classe Ct definie surdl. Supposons q""V("1 10 pourtout x eQ. Soit L

le plus grand, ensemble inuariant contenu d,ans E: {r € n, Û(c; - 0}. On suppose que

1. L attire toutes les solutions issues de dl, i.e., Vr e Q, d(Xt(")rL) -+ 0 lorsque

t -+ +oo (d est la ilistance entre X1(x) et L)'

L. S est Ie plus petit ensemble relati,uement asymptotiquement stable pa'r rapport à Q

contenant L.

Si les hypothèses I et 2 sont satisfaites, alors L est asymptotiquement stable par rapport

ô0.

Une conséquence immédiate de ce théorème est le corollaire suivant :

Corollair e L.2.2 : Sous les hyporthèses d,u Théorème 1.2.3, si l'ensemble L est réiluit au

poi,nt ro € f) alors as est un point d,'équilibre globalement asymptotiquement stable pour

le système (1.1) défini surdl.

ces quelques principes précédents, très généraux, trouvent leur application dans de

nombreuses disciplines. A titre d'exemple, nous abordons le problème de la stabilisation

d,un système de lévitation magnétique et l'étude de la stabilité des modèles épidémiolo-

giques dans les chapitres 2 et 5 par des méthodes du type de Lasalle.

L.Z.Z Observabilitê et observateurs des systèmes non linêaires

Dans la pratique, il peut s'avérer coûteux de mesurer ltétat complet d'un système

(capteurs de position et de vitesse pour un système mécanique pal exemple)' On peut

alors se demander si la connaisance dtune certaine partie de l'état permet de reconstituer

l,état complet. Ceci correspond à la propriété d'observabilité du système dont nous allons

donner une définition dans la cas des systèmes non linéaires.

L4
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Soit le système non linéaire :

avec rgC IC lR"

r  :  f@,u)
(1.2)

a :  h(*)

. z représente l'état, z l'entrée et y Ia sortie., ,u€ 'Wn" r r . *o [

Notion d'observabilité

Une condition nécessaire d'existence d'un observateur pour un système donné est I'ob-

servabilité de ce système dont la définition est la suivanre :

Définition L.2.9 (t431) : Le système (1.2) est obseruable si, étant d,onné l'instant ts,

il eriste un 'instant t1 fini tel que Ia connaissance ile y(ts,t) et u(ts,tù perrnette de

déterminer de manière unique l'état r(ts): ro (ceci quelque soit I'entrée du système).

En fait, le problème de l'observabilité d'un système est celui de pouvoir retrouver, à

tout instant, et à partir des mesures et des entrées, une estimation de l'état à I'instant

initial. Une notion importante est I'indistinguabilité de deux états initiaux.

Définition 1.2.10 ( t49l) : Deur états initiaux æor(ts) et æl(ts) sont d,its inilistinguables

si, pour toutt auec ts S t < t1, les sorties correspondantes A{t) et Az(t) sont iilentiques

quelle que soit I'entrée admissible u([to,t]) du système.

L'indistinguabilité est une relation d'équivalence sur l'espace d'état O. On note alors I(*o)

la classe d'équivalence d'un êtat æo quelconque.

Définition 1.2.11 (t431) : L'état xo est obseruable si l'ensemble d,es points inilistinguables

dexo  se rédu i tàxo , i . e . ,  / ( co ) :  {æo} .Lesys tème(1 .2 )  es tobse ruab les i , pou r tou tx€d l ,

I (æ) :  {æ} .

On remarque que I'observabilité du système (1.2) ne signifie pas obligatoirement que toute

entrée distingue tous les points de O. On peut retrouver les notions brièvement exposées

ci-dessus dans [48] par exemple.

Observateurs non linéaires

L'observabilité d'un système non linéaire n'est pas suffisante pour I'existence d'un

observateur : en efiet, contrairement aux systèmes linéaires, on ne peut affirmer d'une
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manière générale qu'un système non linéaire observable admet un observateur. Néam-

moins, des travaux donnent des conditions d'existence d'un observateur pour un système

donné (voir par exemple pour les observateurs exponentiels [33, 35' 44]).

Un observateur est un système dynamique qui a pour entrée les entrées et les sorties

(et éventuellement un nombre fini de leurs dérivées) du système à observer, et qui a pour

sortie I'estimation de l'état.

: On appelle obseruateur asArnptotique (ou reconstructeur il'état) du

(1.2), un système dont les entrées sont constituées iles uecteurs d'en-

système à obseruer et d,ont le uecteur de sortie, noté â, est l'état

Définit ion L.2.Lz

système dynamique

trée et de sortie d,u

esti,mé :

(1 .3 )

tel que :

r .  l le(t) l l  :  l lâ(t)  -  
"( t) l l  

-+ 0 quand I -r  oo

2.  Si ,  à t : to ,  on a â( ts) :  n( to) '  a lors  pour  tout  t )  ts '  on a à( t ) :  x( t ) '

On peut schématiser un ensemble système-observateur comme sur la Figure 1.1.

Flc. 1.1 - Ensemble système-observateur

Remarque 1.2.1 : La présentation faite ci-dessus du rôle de l'obseruateur laisse penser

que le problème posé est erclusiuernent celui de d"éterminer à un instant ts l'état qui peut

alors être consid,éré con'Ln're un état i,nitial. En fait,, en pratique, on recherche plutôt I'es-

timation ile l,état à chaque instant, afin de calculer p&r elenxple une loi ile commande

répond,ant au cahier iles charges. Par contre, chaque perturbation non mesurée qui affecte

I  
'  = ÎQ'Y'u)

t t  :  he,s,u)

S Y S T E M  E

O  B S E R V A T E U R
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le système peut être uue com,rne réinitialisation de I'obseruateur qui d,oit alors estimer

un état perturbé. On peut également faire cette rernarque lorsque la sortie (rnesurée) du

système est bruitée. L'obseruateur peut alors restituer un état ttpropreil qui permettra d,e

déterminer une loi de commande plus performante. L'obseruateur a d,ans ce cas un rôle

supplémentaire de .filtre.

A

Un observateur qui satisfait les deux points de la définition 1.2.9 est dit posséder la

propriété (locale) de reconstructibilité, et le système (1.3) est appelé observateur (local)

asymptotique.

Hypothèse 1.2.1 (t421) : Il eriste un uoisinage G C Q d,e l'origine tel que, si e(to) e G,

alors lle(t)ll s K"-"' où K et a sont des constantes positiues.

Définition 1.2.13 : S'il eriste un obseruateur (1.3) pour le système (1.2) qui uérifie la

définition 1.2.12 et l'hypothèse 1.2.1, alors l'obseruateur est d,it (localernent) erponentiel.

Si G : dl, I'obseruateur est dit globalement erponentiel.

Remarquel.2.2 (t421) : Le rôle de I'obseruateur étant d,e settsubstihrerttau système

réel, on doit pouuoir alors déterminer, à partir de l'estimation d,e l'état, la loi d,e cornmand,e

répondant au cahier des charges. On peut donc compléter le schéma ile la Figure 1.1 par

un bouclage systèrne-obseruateur (Figure 1.p).

Le lien entre Ia comrnande et I'obseruateur est d,onc très fort, uu que les inforrnations

nécessaires à Ia synthèse de la loi d,e comrnand,e sont exclusiuement issues de l'obseruateur.

Une grande robustesse face aur uariations des paramétres d,u système et aux bruits d,e

n'ùesure est d,onc particulièrement importante.

L.3 Systèmes non autonomes

Considérons le système non autonome suivant :

à -  f ( t ,x )

t7

(1 .4 )
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Flc. 1.2 - Bouclage entre le système et I'observateur'

où / : [0, oo[xC] -+ lR" est continue en morceau en t et localement lipschtzienne en t

sur [0, oo[xg avec f,] C lR" un domaine contenant I'origine r : 0' Nous supposons que

l',origine est un point d'équilibre pour le système (1.4) lequel est exprimé par

/ (0, t)  :  o, vr>0.

Les notions de stabilité et d'asymptotique stabilité des points d'équilibre des systèmes

non autonomes sont fondamentalement les mêmes que celles introduites pour les systèmes

autonomes. La solution d'un système autonome dépend de (t - fs) alors que la solution

d,un système non autonome peut dépendre de t et tsà la fois. C'est pourquoi Ie compor-

tement d'un point d'équilibre dépendra en général de te. La théorie de Lyapunov pour les

systèmes autonomes peut-être étendue aux systèmes non autonomes. Il existe plusieurs

extensions du théorème de Lyapunov pour les systèmes non autonomes. Mais, nous nous

concentrerons sur la stabilité uniforme, I'uniforme asymptotique stabilité et l'uniforme

exponentielle stabilité. Ce sont ces cas que nous utiliserons dans les chapitres 3 et 4.

r Nous noterons une boule ouverte de centre I'origine et de rayon r par Bn i.e.,

B,:  { r  € R",  l l " l l  < 
"} .

o Une fonction continue g , 10, a] x [0, oo[-+ [0, *[ est dite de classe KL si pour chaque

s fixé, la fonction g?, t) est de classe K par rapport à r et pour chaque r fixé, la fonction

g?,t) est décroissante par rapport à s et BQ,s) -+ 0lorsque s -+ 0'

pour étudier la stabilité de I'origine du système (1.4), nous introduisons les notions sui-

vantes (voir [50, 58]).

Définition 1.8.1 : Le point d,'équilibre r : 0 de (1./) est dit (localement) stable (au

sens d,e Lgapunou) s'il existe une constante positi,ue r ) 0 telle que pour tout (to, r(to)) e
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7.3. Systëmes non autonomes

lR+ x 8,, il eùste une fonction a de classe K telle que :

l l " ( t ) l l  S o( l lz( to) ;1; .  (1.5)

Si la borne de (1.5) est satisfaite pour tout (ts,c(to)) € IR+ X R,, alors l,origine est

globalement stable.

Défi,nition 1.3.2 : Le point d,,équilibre r :0 est dit :

1. (localement) asymptotiquement stable s'il eriste une constante r ) 0, telle que pour

tout (ts,r(to)) € lR+ x 8,, il eûste une fonction B d,e classe KL telle que :

l l"(t)l l  3 g\l"(to)l l, r - ro). (1 .6 )

2. globalement asymptotiquement stable (GAS) s'il eriste une fonction B d,e classe KL

telle que I'inégalité (1.6) est satisfaite pour tout (ts,æ(ts)) € IR+ x IR'.

Définition 1.3.3 : Le point d'équilibre c : 0 d,u système (1.1) est dit (localement) erpo-

nentiellement stable s'il est (localement) asyrnptotiquement stable et l,inégalité (1.6) est

satisfaite auec

p ( r , t ) - k re - l " ,  k  )  0 ,7  >  0 .

De manière similaire nous pouvons définir que le point d'équilibre r :0 du système (1.a)

est globalement exponentiellement stable (GES).

Définition L.3.4 : Le point d'équilibre r : 0 du systèm" (1.4) est d,it uniformément

stable s'il eûste une constante positiue r ) 0 et une fonction a d,e classe K ind,épend,arn-

ment de ts telles que :

l l"(t) l l  S ofl lz(rs)l l),  v, > ro > 0, vc(r6) € 8,. (1.7)

Si la borne de (1.7) est satisfaite pour tout (t6, o(ro)) € IR+ X R', alors I'origine est

globalement uniformément stable.

Définition 1.3.5 : Le point d,'équilibre x =0 d,u système (1./) est d,it
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1. (localement) uniforrnérnent asymptoti,quement stable s'il existe une constante posi-

tiue r ) 0 et une fonction B ile classe KL indépendamment de ts telle que :

l l ' ( t) l l  s É(l l ' ( to)l l , t  - to), vt > t0 > 0, vc(ts) € B' '  (1'8)

2. globalem,ent uniform,ément asymptotiquement stable (GUAS) s'il existe une fonction

B d,e classe KL telle que I',inégalité (1.8) est satisfaite pour tout (to,r(to)) € IRa x

lR'.

Définition 1.8.6 : Le point il'équi,li.brer : 0 du système (1.1 est dit (localement) unifor-

mément erponentiellement stable/ globalement uniformérnement etponentiellement stable

s,i,l est (localement) uniformément asymptotiquement stable/globalement uniformément

asyrnptotiquement stable, respectiuement, et I',inégalité (1.8) est satisfaite auec

0?, t) 
- Iere-1' , k )0 ,7>0 .

Avec toutes ces définitions de I'uniforme stabilité, nous sommes à présent à mesure

de formuler quelques résultats de l'uniforme asymptotique et exponentielle stabilité des

systèmes non autonomes.

est ilite d,éfinie posi,tiue s'il eri,ste une fonction

Wr(*), radialement non bornée siWl(x) I 'est

Théorème 1.3.1 (t501) : soit r :0 un point il'équili'bre pour le systèrne (1.1 et o c IR'

un d,oma,ine contenant I'origine x :0. Le point d'équili'bre r : 0 est uni,formément st'able

s'i,l eûste une fonction continuement différentiable V : [0, oo[x0 -] lR telle que

Définit ion L.3.7 : f lne fonction V(t,æ)

d,éfini,e positiue Wlr) telle que V(t,t) 2

aussi.

Wr(*)  <V( t . ,x )  SWz(æ)

av 4v .,. .
*+fiT{t,r) 

(0,

v, > 0 etvæ €dl, oùwr(") etw2(x) sont d,es fonctions continues, definies positiues sur

fi.

(1.e)

(  1 .10)
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Stabilisatîon d'un point d,êquilibre

Le point d'équilibre c : 0 est dit globalement uniformément stable si les hypothèses du

Théorème 1.3.1 sont satisfaites avec

AV AV.
At + Arï\ t ,x) 

< -Ws(r),  V, > o et Væ € e

où Ws(æ) est une fonction continue, définie positive sur f,). Si en plus, O : IR' et W1(r)

est radialement non bornée alors x : 0 est globalement uniformément asymptotiquement

stable.

Théorème 1.3.2 [50J : soit r : 0 un point d'équilibre d,u systèm" (1.4) et o c ]R'

un d,omai,ne contenant æ : 0. S'il eriste une fonction continuement d,ifférentiable V :

[0, oo[x0 -+R, tel le que

k'll*ll' < V(t,,r) < k2lltll (r.r2)
av av
At + yf  çt ,c)  < - f r3 l l r l l "  (1.13)

v, > 0 etvx Ç D, où k1, kz, lre et a sont d,es constantes positiues alors r :0 est

etponentiellement stable. Si les hypothèses sont satisfaites globalement alors r : 0 est
globalement erponentiellement stable.

Dans la section qui suit nous allons rappeler quelques résultats de stabilisation et d,un

observateur à grands gains que nous utiliserons dans le chapitre 2, J et 4.

L.4 Stabilisation d'un point d,équilibre

Considérons le système contrôlé :

5 :  f  ( x ,u )

(1 .11)

(1 .14)

où c € O C lR" avec O un ouvert connexe de IR", u : (ur, . . .ru^)T e U C R

représente le contrôle et f : Q x tl -) lR" est un champ de vecteurs de classe Cl( resp.

C-) satisfaisant /(0,0) : O. Nous introduisons la définition suivante :

Définition 1.4-1 : Le système (1.1/) sera d,it stabilisable s'il eriste un feed,back u - u(x),

au moins continu, tel que le système en boucle fermée :

i :  -  ï (æ,"(r))
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ad,mette l,origi,ne conlrne point d'équilibre asymptoti,quement stable.

Supposons que le système contrôlé (1.14) peut se mettre sous la forme :

(  ù :X ( * ) t uY (x )
I

Ize IR",  u€lR
(  1 .15)

où X(r) : Ar avec Aune matricenxn avecnvaleurs propres imaginaires distinctes. Pour

un tel système, Jurdjevic et Quinn ont proposé dans [46] une technique de synthèse de loi

d.e commande stabilisante relevant de la méthode de Lyapunov. Pour cela les hypothèses

requises sont :

1. L, existence d'une fonction propre définie positive V telle que la fonction LvV est

continue et satisfait

LyV(n) < 0

2 .

span{X(x), ad\V(x); k e IN} - R', Vc € IR'- {0} '

Si ces deux hypothèses sont satisfaites, alors I'origine du système (1'15) est globalement

asymptotiquement stable au moyen de la loi de commande

u = - (* , ,  Y(r ) ) .

Une des caractéristiques de Ia technique de Jurdjevic et Quinn est de tirer partie d'une

propriété de passivité. cette technique va être la technique de base à laquelle nous allons

nous référer dans les chapitres 2, 3 et 4. Elle ne sera pas directement applicable dans

les chapitres 3 et 4 du fait des termes de couplage des systèmes considérés' Aussi notre

première tâche va être d'en relâcher le plus possible les hypothèses.

ce résultat a été ensuite généralisé à des systèmes affines quelconque par plusieurs auteurs,

notamment dans [74] et sous la forme suivante :

Théorème 1.4.1 (outbi,b et sallet [zl,]) ' considérons le système affine ù contrôles af-

[  *:x(*)+i"nY(*)
J i--r

l "e IR',  u€lR-

fines suiuant :

22
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7.4. Stabilisation d,un point d,équilibre

où X(r) et Y(r) sont des champs de uecteurs auec X(0) : 0. S,i,l eùste une fonction d,e
classe C* V : lR' -+ B, d,éfi,nie positiue et propre telle que :
(i) La dériuée de Lie de v par rapport au champ d,e uecteurs x satisfait

X .V( r )  <  0 .

(ii) La solution r :0 est la seule solution d,e :

W:  { r  €  R ' ,  Xk+ t .V@) :XkV .V ( r ) : g ,  k  €  lN ,  i : 7 , 2 . . . , r n } :  { 0 } .

Alors le système bouclé auec le feed,back

u = - (y .v ( r ) , . . . ,y^ .v ( * ) ) ,  
(1 .17)

est globalernent asymptotiquement stable à l,origine.

Il faut noter que d'intéressantes conditions suffisantes très fines ont été obtenues dans
[5, 60, 6J sur la stabilisation des systèmes non linéaires à contrôles non affines. Le résultat
dû à [5] va être la technique de base à laquelle nous allons nous référer dans la première
partie du chapitre 2 pour le calcul d'une loi de commande bornée d,un pendule en rotation.

t.4.L Observateurs à grands gains

Cette classe d'observateuts, s'appliquant à une classe de systèmes physiques très éten-
due, a été étudiée à travers de nombreux travaux [8,24, 2J] et appliquée à l,électrotech-
nique ou en chimie [33,22]. Le résultat rappelé dans ce paragraphe est issu de [J3, 44] et
sera appliqué dans le chapitre 2 pour la commande d'un pendule contraint à osciller dans
un plan vertical en rotation

une des hypothèses de base pour pouvoir appliquer ce type d,observateur est que
le système soit uniformément observable pour tout entrée. on considère le système non
linéaire suivant :

( : i  =  f@)+g(æ)u

J , ,  .  (1.18)
|. y -- h(r)

avec ' € Q c R', ? € lR- ety €.rR. on considéreleshypothèses suivantes:
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Hr- Le système (1.18), pour u = 0r et uniformément observable'

]H2-Lesystème(1.18)estobservablepour touteentréeuadmiss ib le .

On introduit le résultat suivant :

Théorèm e L.4.2 : ([ss]) Le systèrne (1.15) est unifonnémemt obseruable pour tout en-

trée u si et seulement s,il est équiualent au système :

[ ,  
:  Az+f 'Q)*s ' (z )u

[ ,  :  cz
(  1.1e)

ou 
f  o 1 " '  o l
t l

o_l i  ,  '1.  c:1t,0,. . . ,01,^- lo o 1l '  
-  r '

Lo o . . .  ol

-f' , IR' -+ IR' et g' : IR' -> IR' x W sont ileur fonctions non linéaires sous forme

triansulai'r" 
I rre) I l- !:("r) . f

f'(,) -l TLQ';à 
I , s'(") :l oz\";z') 

I
I  T^Qr, ' - . .  ,zn) I  L s 'n(",  " ' ' "à l

Cette classe de systèmes englobe une grande partie de systèmes physiques' on pose de

plus I'hYPothèse suivante :

Hypothèse 1.4.1 : En notant par 2a Ie uecteur (21r... ,"t)T, toutes les fonctions f i  et

go (auec I s i S n) d,u système (1,1g) sont globalement lipschtziennes ile constantes de

li.pschi,tz o1 êt 02, respectivement'

puisque la paire \A,C)est observable, il existe une matrice K e IR"*1 telle que la matrice

M:(A-KC)atoutescesvaleursproplesavecdespar t iesréel lesst r ic tementnégat ives '

soit ^9 € lR'x,, une matrice symétrique définie positive, solution de l'équation matricielle

Mr s + s M =. -Q avec Q une matrice symétrique défrnie positive, on a le résultat suivant :

Thêorème 1.4.3 (t351) : supposons que le système (1'18) soit uni'formément obseruable

pour tout entrée u : le système (1.15) est ilonc équiualent au sgstème (1'19)' Supposons

que l'hypothèse 1.1.1 soit satisfai'te' Soit le système

l
1

.

I

I

I

t

I

2 : A2 + | @ + g' (2)u - LeK(c2 - Y)

24
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7.4. Stabilisation drun point d,êquilibre

où (c,A) est sous Ia forme canonique d, 'obseruabil i té (1.1g) et L^s : d, iag(Q, 0r, . . . . ,  0n)
auec 0 ) 0 une constante. Alors pour tout entrée u uniformérnent bornée, le système (1.20)
est un obseruateur d,u système (1.1g) sur dl, c'est à d,ire pour 0 > 0 sffisamment grand,

d'où le terrne de grand gain,

llz - rll < Lerp(-0t)ll2o- roll.

Remarque 1.4.1 : Des cond,itions géométriques inuariantes ont été d,onnées pour la
transformation de (1.18) en (1.19) ( et également pourles systèmes non ff ines enu, uoir

t34l). On peut alors déduire une condition nécessaire et sffisante pour la transformation

de (1.15) en (1.19), ce dernier système étant suffisant pour l'etistence d,,un obseruateur.

A noter que les obseruateurs ù grands gains peuuent être sensibles au bruit [S/J.

A

L.4.2 Backstepping

Une méthode couramment utilisée pour désigner des contrôles non linéaires est la tech-

nique ùt backstepping.Cette technique est adaptée à des systèmes de forme triangulaire

inférieure suivante ;

i1  :  f { r t ) *gt ( r r )xz

i2  :  fz(*1,x2)  + gz(x1,xz)xz

i n  :  Tn ( r t , . . . , r n )  *  gn (xu . . . , r , . ) u

(1 .21)

où u est I'entrée du système. Ces systèmes sont dits de forme feedback. Les avantages

qu'offre cette méthode sont les suivantes :

1' Les lois de commande qu'elle procure sont régulières et induisent un comportement

de stabilité asymptotique globale.

2' Cette technique est récursive : un sous-système du système considéré est stabilisé

puis des composantes de l'état sont ajoutées les unes après les autres jusqu,à I'ob-

tention du système global.
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3. Les constructions reposent sur la détermination à chaque étape des fonctions de

Lyapunov.

Pour mieux appréhender cette technique qui sera utilisée dans le chapitre 3' nous pré-

sentons dans ce paragraphe un résultat de base dt backstepping.Pour plus d'explications 
I

détaillées, Ie lecteur est renvoyé à [16]'

Considérons Ie sYstème :
l

I

(1 2r\Ir  
= /( ')+ g(x,a)a

tl  = u+h(r,a)

où r € R', 9 € R, u € ]R est l,entrée et /(r) est une fonction de classe Cl telle

que /(0) = 0 et g(x,,y) est une fonction de classe C2' Supposons qu'il existe une loi de

commande y"(r) de classe C2., tnefonction de Lyapunov V(c) de classe C2 et une fonction

W(") définie positive telles que :

ffOWf.) + g(x',v")v"(')l : -w(æ)' (1'23)

On a le résultat suivant :

Théorèm e 1.4.4 : Le système (1.22) est globalement asymptotiquement stable et une

erpress'ion particulière d'e Ia loi d'e commande est

u : -u + a"@) - h(*,,ù - 
#@b@,,v) +'y' , ,r l  * *@)t/(") + g(*,v)v) (r '24)

où 1(r,y) est Ia fonction

4*,,y)(y - y"(")) : ls(t,,a) - g(n,v"(')l ' (I '25)

Cette technique est aussi appelée technique d'ajout d'intégrateur puisque les hypothèses

requises sur le sous-système en t portent prinicipalement sur le fait que les composantes

en r intégrent des fonctions de 9r et de u. Notons que de nombreuses lois de commande

stabilisantes peuvent être déterminées grâce à cette technique et il s'agit de choisir celles

qui donnent les meilleurs résultats dans un contexte donné.



1.4. Stabilisation drun point d,êquilibrc

1.4.3 Forwarding

Le forwarding esr une technique de stabilisation des systèmes non linéaires qui a émergé
ces dernières années. L'application récursive de la technique dr forwariling permetde trai-
ter le problème de la stabilisation des systèmes admettant la forme triangulaire supérieure
suivante :

ùr :  f r ( ryu)

à2  :  Tz( * t , t z ,u )

i n  :  f . ( * r r . . .  r t n - t r u )

(1 .26)

où u est I'entrée. Ces systèmes sont dits de forme feedforward, où chaque composante de
l'état intervient sur celles qui les suivent dans la chaîne d'intégration en partant de la com-
mande' A notre connaissance, il n'existe pas pour I'instant des conditions nécessaires et
suffisantes de nature géométriques pour qu'après un changement de variables et bouclage

dynamique un système non linéaire s'exprime sous forme feedforward. Toutefois, certaines
conditions suffisantes de nature géométriques ont été exposées par Teel dans [ZZ].

Notons que la théorie de base dr forwariling alesmêmes caractéristiques que la tech-
nique du backstepping. Cependant, elles se distinguent sur deux points majeurs : les fa-
milles de systèmes auxquelles elles s'appliquent sont différentes et la théorie de base du
backsteppinq procure généralement des lois de commandes non bornées tandis que celle
du forwarding conduit à des lois de commande bornées.

Dans ce paragraphe' nous présentons un résultat fondamental de la technique du

forwarding' Considérons la famille de systèmes non linéaires sous la forme dite feedforward
suivante :

(r.27)

où r € R", U € R-, u € IRq est I'entrée, To(A), fz(x,y,u),, hr(y) et h2(x,y,u) sont des
fonctions de classe c2 avec /o(0) et hr(O) - 0. ce type de système n,est génériquement
pas linéarisable par bouclage dynamique. Nous introduisons les hypothèses suivantes :

I  
à  :  Mæ *  hr (y)  *  h2(x ,y ,u) ,

lo:  ro(ù+ïz(x,y,u)u
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A1 : Le sous-systèmeù: /s(y) est globalement asymptotiquement stable et localement

exponentiellement stable. pour ce système, il existe une fonction de Lyapunov V (g) et

W(a) : -#r^/o(y) telles que V(y) et W(y) sont localement à l'origine supérieures à

une fonction quadratique définie positive'

A2 : L'approximation linéaire du système (I.27) est asymptotiquement stabilisable' De

plus le point r : 0 est I'unique solution de

r ,  :  Mx,  ærqçhrçx,o,  o)  + P f r@,0,0))  :  o

où P est solution de l'équation

(1.28)

( 1.2e)

A3 : La matrice M est critiquement stable, i.e., il existe une matrice symétrique, définie

positive Q telle que

QM + M'Q:0. (1 .30)

Théorêm e 1.4.5 ([65, 67, 68]) : si, les hypothèses At, Az et As sont uérifiées alors pour

tout u ) 0, le système (1.27) est globalement asyrnptotiquement et localement exponen-

tiellement stabilisable po,r une loi ile commande u de classe c2 satisfaisant

lu(c) l  I  a (1 .31)

c,est cette approche que nous allons suivre dans le chapitre 4 pour étudier d'une part la

poursuite de trajectoire qui ne sera pas nécesairement une fonction périodique du temps

des systèmes non linéaires ayant une structure feedforward et la poursuite d'une trajectoire

périodique du système pendule-chariot d'autre part'

1.5 Conclusion

Les notions mathématiques utilisées dans la suite de la thèse, ainsi que quelques résul-

tats de base sur la stabilité, I'observabilité, la stabilisation des systèmes dynamiques non

linéaires et un observateur à grands gains qui seront étudiés, ont été regroupés dans ce

r:ffo): -IrP -#r,
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7.5. Conclusion

chapitre' Le théorème de Lyapunov et le principe d'invariance de Lasalle seront utilisés
de manière constante' Deux résultats de base sur les techniques du backstepping et dtt
forward'ing ont été brièvement rappelés. certains outils mathématiques que nous avons
présentés au cours de ce chapitre permettront de calculer soit directement, soit indirec-
tement des lois de commande stabilisantes des systèmes non linéaires autonomes et non
autonomes étudiés. ce chapitre est donc uniquement composé de rappels.
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Première partie

Sur quelques problèmes de la
stabilisation globale des systèmes non

linéaires

3 l



2

Stabilisation d'un pendule en rotation
et d'un système électromécanique

2.L Introduction

Ce chapitre est consacré à I'application d.'une extension du théorème de Jurdjevic-

Quinn pour les systèmes non linéaires à contrôles non affines, d'un observateur à grands

gains et d'une version du théorème de LaSalle pour la stabilité de deux systèmes phy-

siques dans le but de les commander. En effet, l'automatique non linéaire a, entre autres

buts, celui de résoudre des problèmes concrets de commande. Une des particularités de

I'automatique est de s'appliquer à des domaines physiques très divers. C'est dans cet

état d'esprit qu'est exposé dans ce chapitre d.eux exemples physiques de commandes de

systèmes non linéaires. Dans la première partie de ce chapitre, une commande bornée

calculée à partir de la technique de Jurdjevic-Quinn pour des systèmes non linéaires à

contrôles non affines [5] et d'un observateur à grands gains [34] d'un pendule en rotation

sera développée. Le but de la construction d'un observateur est de permettre d'estimer

les variables d'état non accessibles à la mesure, pour en déduire une commande réaliste.

Dans la seconde partie du chapitre, une application d'une version du théorème de LaSalle

[55] en électrotechnique sera développée avec la commande d'un système de lévitation

magnétique.
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Chapitre 2. Stabilisation d'un pendule en rotation et d'un système êIectromêcanique

2.2 stabilisation des oscillations d'un pendule en rota-

tion

Le modèIe considérê dans cette section est constitué d'un pendule simple de masse rn

et de longueur I dont l'extrémité supérieure est fixée sur I'axe vertical dtun moteur' Le

moteur tourne à une vitesse de rotation u. Lependule est contraint à osciller dans un plan

vertical tournant à la vitesse c.r autour de l'axe vertical du moteur (voir Figure 2'1)' Le

lecteur est renvoyé au livre de Hale [39] pour plus de précisions sur ce système oscillatoire'

Cette section est donc consacrée à l'étude de la stabilisation de ce modèle mathématique'

FIc. 2.1 - Schéma d'un pendule en rotation'

soit I la déviation angulaire du pendule et g sa vitesse. Les énergies cinétique et

potentielle du système sont respectivement :

T : ! rà2 +L* l ' r ' s in2 d  (2 .1)^ 2- ' ,z

V : mgl(L - cos d) Q'2)

où 1 : mt2 est le moment d'inertie du pendule. Ainsi, le hamiltonien du système est

, n . 2 l . i oe
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2.2. Stabilisation des oscillations d'un pendule en rotation

donné par :

n : r.tà' - l;*[, 'r,sin2 
d * mg(,e- cos d).

22

La formulation hamiltonienne donne l'équation dynamique

i) : (ro + u)2 sin d cos 0 - 
g; 

sin0.(,

Ig : mt2a2 sin0 cos d - mg(.sin0. (2.4)

Supposons à présent quton désire contrôler le système à travers la vitesse de rotation du

moteur. De ce fait, posons :

u :@o+u (2.5)

où u est Ia commande et t 16 la vitesse de rotation du moteur lorsque le pendule se trouve

dans l'état d'équilibre auquel on veut stabiliser le système. Dans cet ordre, l'équation

dynamique (2.4) peut se réecrire comme suit :

(2 .3)

(2.6)

A cause du terme u2 rle système ci-dessus est un système à contrôle non affine. Son espace

d'état est M : Sr x IR avec 51 un cercle de rayon /. Sous forme de modèle d'état, le

système (2.6) devient le système :

(2.7)

où r :0e t y - i .

Notons que le système (2.7) sans aucun contrôle, i .e.,u:0 a trois points d'équil ibre

dans M donné par (0, 0), (0, zr) et (cos-t À, 0) avec À : *. Ce dernier point d'équilibre
{u6

n'apparaisant bien sûr que si l)l < 1.

Notre objectif est d'étudier la stabilisation de ce système avec des commandes bornées.

La technique de Jurdjevic-Quinn pour des systèmes non linéaires à contrôles non affines

s'est révelée très utile dans ce contexte avec des adaptations nécessaires. En effet, depuis

le travail pionnier de Jurdjevic et Quinn sur la stabilisation des systèmes non linéaires

à contrôles affi.nes, plusieurs conditions suffisantes du type de Jurdjevic-Quinn ont été

[r :  
a

I  ,  :  ( ro+z)2s in  rcost -gV" in*
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Chapitre 2. Stabilisation d'un pendule en rotation et d'un système êIecttomêcanique

développées par plusieurs auteurs aussi bien dans le cas des systèmes non linéaires à

contrôles affines 174,,32,, 47,571que dans le cas des systèmes non linéaires à contrôles non

affines [5, 6, 601. Le résultat dt à [5] va être la technique de base à laquelle nous allons

nous référer dans le prochain paragraphe pour proposer une loi de feedback bornée simple

pour stabiliser asymptotiquement le point d'équilibre (cos-r ), 0) du pendule en rotation'

Cependant, bien que la mesure de la vitesse puisse être faite, la procédure est coûteuse

et sensible aux bruits. Un observateur à grands gains permet d'estimer la vitesse de

rotation du pendule, à partir de la mesure de la déviation angulaire du pendule. Une

étude numérique a permis de valider les résultats théoriques obtenus'

2.2.L Résultat
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Abstract

This paper deals with the control problem of a rotating pendulum. We propose
an output-feedback control law for stabilizing the oscillations of the pendulum to
one of its equilibrium position. The control strategy is based on the Jurdjevic-
Quinn result for continuous-time non affine systems and the physical character of
the system. An estimate of the basin of attraction is also given. Simulation results
are given to explain the effectiveness of the proposed control scheme.

Keywords: Non affine control system, Lyapunov function, Observer, Rotating pendu-

lum.

1- Introduction

The stabilization of mechanical systems has been an active research field in recent years.

Various control methodologies have been developed by many researchers from a point of

view of dynamic system theory and traditional feedback control. Among these creative

control algorithms are the celebrated Jurdjevic-Quinn method [3], Lyapunov approaches

[3, 4, 5], backstepping strategies [6, 131, semiglobal schemes [6, 7] and robotic control

methods lI2,14] (see the books [9, 10, 11] for a rather complete list of references in this

quickly expanding area).

In this paper, the problem of controlling an oscillatory mechanical system with a

bounded control action is addressed. The mechanical system considered is shown in

Figure 1. It is a conventional pendulum of mass rn and lenght / constrained to oscillate



m o2l sin 0

Figure 1: Rotating pendulum

in a plane rotating with angular velocity c..r about a vertical line. Let 0 denotes the

angular deviation of the pendulum from the vertical line, the moment of centrifugal force

is ml2u2 sindcos 0, the moment of the force due to gravity is mg(.sin0 and the moment

of inertia is 1 : mtz . The differential equation for the motion is

I0 : mt2a2 sin 0 cos d - mg(.sin0

The angular velocity c.., is not considered as a state variable because it is irrelevant for

the stabili zation of the pendulum. The interested reader should consult the book of ([8] ,

Example 1.3, page 182) for background of oscillatory phenomena of this system.

Let the revolute pendulum on rotating disk be controlled throught its velocity and let

u:uo+u (2)

The control u is added in order to order or guide the dynamics to meet our specific

requirements. Here, we are interested in moving the pendulum to one of its equilibrium

position. Taking into account (2), the system (1) is equivalent to the system

ti i  :  * l '4 sin20 * rn(2aousin2| + *t '{sin20 - mg(.sin0 (3)
2 -2

Because of the large range of motion, the control problem is highly nonlinear and challeng-

ing. Due to the u2 term, the above system is a non-affine control system. This property

(1 )



is extensively used to carry out for this system the design of asymptotically stabilizing

state feedbacks by using the Jurdjevic-Quinn approach for non affine control systems.

To make this feedback control law physically realizable, a state observer is used to esti-

mate the unmeasurable velocity state based on the measurable position. It is hoped that

our methodologies developed for this peculiar system will be applicable to other types of

underactuated mechanical systems.

The remainder of this paper is organized as follows. In the second section, the key

results of [1, 4, 5] on the Jurdjevic-Quinn result for continuous-time non affine systems

are briefly recalled and these results are applied to the control problem of a rotating

pendulum in the third section. The fourth section is concerned with the global separation

principle based on the stabilization of results developed in the third section. In the fifth

section, simulations results are presented showing the performance induced to the rotating

pendulum system by the control laws we determine. Finally, in the sixth section, a brief

conclusion ends the paper.

2 Feedback control of non affine systems

Consider a continuous-time nonlinear system of tn" for-

i  :  f  ( r ,u )

wherez € IR' ,u € IR.-and/:  lR'x lR- ---+ IR. ' isasmoothfunct ionsat isfy ing/(0,0) :  g.

Denote by X and Y1, ...,Y^ the vector fields defined on IR.'by:

X( r )  :  f  ( r ,0 ) ,  and,  V( r )  :  ^ - l ( *$ ) ,  i  :  t , . . . ,m (b )
ou t '

Suppose that there exists a positive definite and proper smooth function |/ : IR" ---+ R

such that:

Assumption A1: The Lie derivative of 7 along the vector field X satisfies

XV(æ) < 0, Vr € IR" (6 )

Assumpt ionA2:  These t  L : {x  €R ' ,  Xk+LV( r ) :XbYV(X) :0 ,  k€N,  i -
1, . . . ,m\ is reduced to set  {0}.

Let 9: IR" x IR.- x IR- -+ R be the smooth function defined bv

(4)

s(x,u,, : (1,' ,r - ù#r,,t,1e,at)' orç*1 (7 )



/ â 2 f  \
where 

l#(r ,*)) ,  
" f r (R-XR-,  R.")  ( thespaceof bi l inearappl icat ionsfromlR-xlR-

to R') ir th" ,".ond order derivative of / with respect to z at (r, tu) and q2 :1 8, Q ):

ffio,tu)q2 : (n #o,tu)q, . . ., n' l#@,tQq)
For a fixed 4 > 0, l"t Kr,(r) and K2(r) be any nonnegative smooth real valued functions

satisfying, for any c € lR', Kt(*) t K2(æ) I 0 and

Kt(")  2 sup lp(* , , r ,q) | ,  Kr(")  2 l ly ty( t )  ,  - . . ' ,Y*V(r) l l  (8)
l lo l l (a, l lq l l=t

and set

K(æ):
,tK{*) * K2(æ)

(e)

The following result gives explicitly a bounded stabilizing feedback for system (4).

Theorem 1 [1, l, 5]: If Assumptions A1 and A2 are satisfied, then for any positi'ue

constant r7, the non-affi,ne system (4) it globally asymptoti,cally stabi'li'zable by rneans of

the smooth state feedback control law

:  -  K ( r ) (YV (* ) ,  . . . ,Y^V (x) ) (  10)

which sati,sfies z(0) : g

l l "(") l l  S t l ,  Vr € IR" (11 )

For sake of completeness, we recall the proof of this result:

Proof: From the Taylor expansion formula, the derivative of the function V along the

solutions of the closed-loop system (a)-(10) is

u(* )

and

(t2)

:  XV (æ) + i u6(æ)Yv (*) t e(r, u(æ), u(r))
z = l

If Vz € R', z(r) : 0, one has Û(r) : XV(r) which, according to Assumption A1 is

negative. Otherwise from the homogeneity property of 9(r,u, q) with respect to q one

gets:

v(*) : (ou1,;, f(*,,0)*H@,o)z(r) + l" '{r-

'ù@) :  xv(r)  -  * l l , ( " ) l l '?+ l lu(z) l l '?e^w)

ù#@,tu(r) )u '?(Qdt)

( ' ' u ( * ) '

( * , u ( * ) ,

" ( " )  \wa':|-)
,(") \l

l l " (") l l l  J

(  13)



According to (8), (9) and (11), one has 1- K(r)p (*,u(*),#+) > 0. By Assumption

Ar it foltows that v(r) ( 0, vr € IR'which i*pr), rn;, ,JJ:illJo;", system (4)-(10)
is Lyapunov-stable. Furthermore, from the control law (10) and inequalities (8), one has

u(*) # 0 + K2(x) I 0 + r - K(r)e (*,u(*),ffi) * t

and, from (10), it turns out that:

Vç"7  :0  <+  X  .V( r )  :  0  and ,  Y .V( r )  :  0 ,  i  =  I , . . . ,Tn (14)

lr: 
a

I  I  :  
{rrr2, 

- Is inr *ususin r-  *+sin2r

Its state space is fI : Sr x lR

Thanks to LaSalle's invariance principle we can conclude that the feedback (10) stabilizes

globally asymptotically syste- (4).

3 Control of the rotating pendulum system

The aim of this section is essentially to control the oscillations of the pendulum based on

the stability results described in section 2.

By le t t ing r :0  and g :0 , th"  equat ion (3)  has the form

(15)

3.1 Equilibrium points

Let À : *, for z : 0, the equilibrium points of the system are located at (kn,0), foru6
k:0, ,+I ,+2, . . .  and (cos-rÀ,0) ,  the last  one of  course appear ing only  i f  lÀ l  <  1.  From

the physical description of the pendulum, it is clear that for any given À, the system has

only three equilibrium points corresponding to the equilibrium points (0,0), (2r,0) and

(cos-rÀ,0). Other equil ibrium points are the repetit ions of the points (0,0) and (n,0)

which correspond to the number of full swings the pendulum would make.

Fo r0  <  À  <  1 ,  wede f i ne to :  cos - rÀwh i chsa t i s f i es  g  < *o< î  o r  T  a *oz -Z r .

Physically, one can have ) < 1 if the angular velocity ars is large enough. Thus, the

control of the oscillations of the pendulum is reduced to the stabilization of system (1b)

at the equilibrium point (r0,0).



3.2 Stabilization of the system at the equilibrium (ro' 0)

As stated above, the control objective is to drive the state (*,A) to the target point ("0' 0)

by using a bounded feedback control. More precisely, we shall show that for any given

positive real number 4 it is possible to construct a feedback law u(x,A) that stabilizes

system (15) and which is bounded by 17. Towards this end, we transform the stabilization

problem of (15) around (r0,0) into the stabilization problem at the origin by performing

the following change of coordinates: zy : t - z,ot zz : U. In this way, the dynamics of

system (15) becomes:

{

The

z l :  z 2

.u7 , . ^ ,g . ,
tr: 

î 
sin2(21* ro) - "Vsin(a * ro) I uousin2(21+ ro) *

vector fields X(z) andY(z) defrned in (5) are given by:

t 2

? sin 2("t + ro) -
z

,  (16)

)  " i " 2 ( 2 1 !  
x s )

)  
(12)

)  

,  
" , , , : (" , r , : ( gV 

si"(zr* ro)

0

û..rs sin 2(", + *o)

We propose the following Lyapunov candidate function

1  , , , ?
V(z) :  

i r |  * \1 . " " ( r t1"o)  -  cosrs l2  (18)

This function is positive definite over the domain G :{zr € H, -ro 1 21 I 7t - to}'

From (17) and (18), the Lie derivative of V with respect the vector fields X(z) andY(z)

are given by X 'V (") :  0, and

Y .V(z)  :  u)ozzs in2(21 *  ro) ( 1e)

02
Besides, the function g defined in (7) is given by g(",u,Q): 

izzsin2(rt 
+ re). one can

easily check that, for a given T ) 0, the real-valued nonnegative functions K1 and K2

def ined on H by K{z)  :  
, { rZ 

*  1)  and Kr( r ) :  1*  af ;z ls in22(r t+ re)  sat is fy  (8) .

Following (10), the feedback control law is designed as follows

u(z )  :  - 2r7asz2s in2(21*  ro )

"Zlrt + 2wf; sin2 2(tt + "o)l * ry + 2

The desired stability properties of the closed-loop system are summarized in the following

result.

(20)



Theorem 2 : The systern (16) in closed-loop with the control taw (20) is globally asAr-np-
totically stable at the origin within the domain

(2r)

Proof: It is sufficient to show that the set f,) is a positively invariant set for the closed
ioop system and that the above candidate Lyapunov function y (18) together with the
vector fields (17) satisfy the assumptions of Theorem 1 on the set f). The assumption
A1 is satisfied since we have X.V(r) : O. By construction of the feedback u(z) and
according to the proof of Theorem 1, the time derivative of the function V along the
trajectories of the closed-loop system (16)-(20) is non positive. Therefore the function
V is a nonincreasing function along the trajectories of the closed-loop system (16)-(20)
which implies that the set f) is positively invariant.

It remains to prove that Assumption A2 is fulfilled, that is, the set ̂ L : {z € e, X;+LV (z) =

xkYv(z) : 0, k e N] is reduced to the origin {(0,0)}. From (19), one gets y . v(z) :
0  ++ zz :0  or  s in2(211"0)  :  0 .  Suppose that  zz # 0,  hence s in2(21* rs)  :  g

and z1€]  - ro ,  n  -  *o l .  Th is  impl ies that  
" ,  

:  
I -  16.  But  X .y  .  V(r )  :  2aoz2z I  0

if  z2 10. Hence, the points (;-.r,"r) ao n-oa b"lorr* to L. Therefore z € L in.-
p l ies that  2  :  ( " r ,0)  wi th  a e]  -  r ,s , r  -  rs f .  Moreover ,  X .y  .V(Z) :  @osin 2(" ,  +

\ .  ' f  .  0 1/sJ stn(21 tv xo) 
lwficosla a ro) - 

i l  
Hence, it is immediate that X .Y .V(z): 0 leads

to  z1  :0  o r  z1  : ; -  ro  an{ i t  fo l l ows  tha t  Z :  (0 ,0 )  o r  z  :  ( ; - "0 ,0 ) .  Bes ides ,

x3  .Y  .v  (T  -  * ,  
- \  6o2

\z . ,0)  :  - î  I  0 which impl ies that  L:  { (0,0)}  and this ends the
proof. n

4 Observer-based output feedback

The state-feedback law (20) relies on the knowledge of the system states z - (21, z2)r .
The purpose of this section is to remove the assumption that z is measured and to find
an observer-based output-feedback controller. Consider the case where only the ouput

U : zr is measured. Since z2 is tnavailable to the designer, the controller (20) is not
implementable' So, we need an observer to reconstruct the (unknown) variable 22. We
first rewrite the rotating pendulum equation (16) as

a: 
{z 

e H, v(,)  <f O -"o,"0),}

2 -  Az Ig (z ,u )

A : Cz
(22)



where

A: I
01
00 ] '  

c :  (1 'o)

and

;0.l
sQ,ù: l  , ,2 n u2 I

L T 
tt" 2(r, + to) - sVsin(a1 to) * wousin2(z1a 'o) + | 

sin 2(z1t rs) )

Since the admissible controls we use are bounded OI n, the function 9(z,u) is globally

Lipschitz with the Lipschitz constant o : Lr{ro + rù2 + 
f,. 

fn"tefore, \ /e can apply the

results of [15, 16, 17] as follows: For any positive real number 0, define

o,: | 3 :"1
Since the pair (A,,C) is observable, there exists a matrix F € R2x1 such that A- FC has

all its eigenvalues with negative real parts. Let .9 € IRzxz be a symmetric positive definite

matrix, solution of the matrix equation MTS + SM: -IRz where M : A- FC and '[p'

the identity matrix of dimension 2.

Theorem 3 [15, 16, 17]: The sYstem

i :  A2 - l  e?,u)  + LoF(a -  C2) (24)

where L,6 is d,efi,neil in (29) and, F is such that A- FC has all i,ts eigenualues with negatiue

real parts, is a global obseruer for the state of system (16) with erponential conuergence,

i,.e., for all initial conilitions z(0) and,2(0), 2(t) - 
"(t) 

tends etponenti'ally to zero when

f -+ oo i,T 0 > o*in:2oÀ^",(s), with )*,"(s) the largest eigenualue of s'

Now, let a be any positive real number satisfying 0 < 
" 

as{t-cos rs)2' and consider

the compact set Oo : {z e H, V(r) Sa}. This set is positivây invariant for system (16-

20) and is contained in o. Let f be a compact of R.2 such that o c l. According to [1s]

(Theorem 1.1, pp 128), the stabilization of system (16) by an estimated state feedback is

solvable. More precisely, let u.(2) be a smooth compactly supported function satisfying

Znao2zs in2 (21*  co )
for 2 € O..u"(2):  -Wrt  

" i t l \2r+ 
*o) l+r t+z

Then we have the following

proposition I- ; Consid,er the rotating pendulum equati'on (16) in closed-Ioop wi'th the

obseruer-based, output-feedback control taw (2/), where u -- u,(2). Il 0 is large enough,

then the closed,-loop system is globally asymptotically stable at the origi'n within flo x f '

(23)



rror f # il
F: l  l , andS: l  l (hence ,0^ in :b30 ,2 )L10 r L+ #J

I
i

5 Simulations results

In order to validate the performance of the proposed control law we have performed

simulations on MATLABTM of the rotating pendulum moving in the vertical plane. We

have considered the system taking the parameters rn - IKg, (.: lm, g: l\mls2 and

ao : I2radls. The control parameter ? was chosen âs 4 : 10. The observer is constructed

with

and the observer gain value was chosen as 0 :535. We must not forget that our control

law requires initial conditions such that (21) is satisfied. The initial conditions for system

(16)  were ( t t (O) , r r (0) ) :  (1 ,2)  and for  observer  (24)  (4(0) ,2r (0)) :  ( -0 .b, -5) .  F igure

2 shows the stabilization of the rotating pendulum for the chosen initial conditions. An

estimate of the basin of attraction and the phase portrait of the system are depicted in

Figure 3. The simulations show that our control law brings the state of the system at

the origin as expected. The performance of the system is presented in Figure 4. The

Lyapunov function 7 is decreasing and converges to zero.

6 Conclusion

In this paper, we have studied the control problem of a rotating pendulum. We have

presented an output-feedback control law that brings the state of the pendulum to one of

its equilibrium position. The mathematical stabiii zability conditions are derived from the

Jurdjevic-Quinn result for continuous-time non affine systems and the rotativity property

of the system. It has been shown that Lyapunov-type controllers in conjunction with

recent developments in non affine control systems yield a promising way of engineering

dynamics. An estimate of the basin of attraction has been explictly computed. Simulation

results are provided to show the effectiveness and the efficiency of the proposed control

methodology. Further works, as the control performance, the use of this scheme in robotic

and so, are going on.
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2,3. Stabilisation d'un systême de lévitation magnêtique

2.3 Stabilisation d'un système de lévitation magnétique

L'électrotechnique constitue un champ d'application pour la théorie de la commande

des systèmes non linéaires. En efiet, les modèles mathématiques représentant les dyna-

miques des appareils électriques (à courant continu) sont non linéaires. Aussi, depuis

quelques années, on peut noter une utilisation de plus en plus importante de la commande

non l inéairepour contrôlerdes appareils électr iques: on peut citer I40,2,Tg,87,,21] (cette

Iiste n'étant pas exhaustive).

Dans cette section, nous étudions analytiquement et numériquement cette question

pour un problème simple de stabilisation d'un système de lévitation magnétique. Le sys-

tème de lévitation magnétique est un système électromécanique constitué d.,une partie

électrique et d'une partie mécanique. Le schéma descriptif est celui de la Figu re 2.2. La

partie électrique est constituée d'un électroaimant produisant un champ magnétique ver-

tical lorsqu'il est branché aux bornes d'un génerateur de tension. Cet électroaimant est

une bobine caractérisée par une inductance tr et d'une résistance R > 0 du fil qui la

constitue. La partie mécanique est constituée d'une balle métallique pouvant se déplacer

verticalement lorsqu'elle est soumise à une force électromagnétique. Ce système a êtê dé-

crit pour la première fois par WONG en 1986. Il présente un aspect non linéaire instable

en boucle ouverte très difficile à commander.

Ftc.2.2 - Schéma d'une balle
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Notre attention sera focalisée sur la construction d'une commande stabilisante de la

tension d,entrée du circuit électrique qui maintiendra la balle métallique dans une position

d,équilibre désirée. Ce problème de stabilisation trouve une très grande importance dans

les systèmes tels que les coussinets sans frottements, dans la lévitation des trains à grandes

vitesses (TGV) et les tables d'isolation vibratoire dans la fabrication des semi-conducteurs'

L,une de nos motivations du choix de ce système provient du fait que les systèmes de

lévitation magnétique permettent de tester différents schémas de contrôle, et sont utilisés

comme rbenchmarkrr dans difiérentes universités pour tester des lois de commande non

linéaires.

La stabilisation du système de lévitation magnétique a déjà fait I'objet d'un grand

nombre de travaux. En efiet, plusieurs auteurs 179,76,59,70,91 ont proposé des résultats

intéressants sur Ia stabilisation du système de lévitation magnétique. Cependant, un in-

convénient majeur de ces méthodes est qu'elles ne prennent pas en compte les contraintes

physiques imposées par le système. Dans ce travail, nous donnons une solution à ce pro-

blème. Nous proposons une méthode simple basée sur la théorie de Lyapunov qui prend en

compte les contraintes physiques imposées par le système. une estimation du bassin d'at-

traction du système est explicitement calculée. On s'intéresse également aux incertitudes

sur la masse de Ia balle et le courant électrique d'équilibre du système. En efiet, pour Ie

système de lévitation magnétique, il y a des paramètres mal connus ou variant pendant

I'utilisation : pour la partie mécanique, il s'agit de la masse; pour la partie électrique, il

s,agit notamment de la résistance et I'inductance de la bobine qui sont difficile à évaluer'

2.3.L Equations d'êvolution

Considérons le système de la Figure 3.1 consistant à une balle métallique dans un

champ magnétique créee par un électroaimant. Nous notons par a la position de la balle

mesurée par rapport à l'origine de I'axe y orienté vers le haut' L'équation du mouvement

de la partie mécanique obtenue à partir de la loi de Newton est

mù:F(a , i ) -nxg
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où nz est Ia masse de la balle, rng est la force de gravitation, F(y, i) est la force électroma-

gnétique produit par l'électroaimant avec i ) 0 le courant électrique traversant la bobine.

Adoptant le modèle de flux utilisé dans [69], la force électromagnétique F(y,i) peut être

calculée comme suit :

F(a,i): 
h lon ô@,,)a,

on ô(y,i) est le flux magnétique. La dynamique de la partie électrique résulte des lois de

voltage de Faraday et de Kirchoff

ô+Ri :u (2.e)

avec .R > 0 la résistance du circuit électrique et u la tension d'entrée du circuit électrique

considérée comme la commande. Si nous supposons que le circuit magnétique est linéaire,

le flux est donné par ô(y,i) : L(y)i, avec tr(y) l'inductance de la bobine. Une approxima-

tion appropriée de ce dernier dans le domaine -oo ( U t h - e où .L1 est une constante

positive est

L(a): t ' "+. !3-
I ' t -U

où .Ls est l'inductance de la bobine, 6 est un nombre positif suffisamment petit, et L2 est

une constante positive qui dépend du nombre de tours d'enroulements, de la perméabilité

à I'air et de la section de l'électroaimant.

Ce modèle représente le cas où I'inductance a sa plus grande valeur lorsque la balle est

proche de l'électroaimant et décroit vers I'inductance de Ia bobine lorsque la balle s'éloigne

vers I'infini. Pour simplifier la présentation dans la suite, nous prendrons Lt : Im et

Lo :  L .

Collectionnant toutes les équations ci-dessus en réarrangeant les termes, nous obtenons

les équations d'évolution suivantes :

['r
Li2

zmçt ,y 
- s

-\rort-v)- 
h+io-v).

(2.10)
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Sous forme de variables d'états, le système (2.10) s'écrit :

1 1 : Ï 2

. L*?
t2  :  

2n4r -qy-g

.  R  l a  , ,  r 2 l g  ,  u ,
xs :  - ï*"0- 

" , )  
-  

T;+ ;G- ")

(2 .11)

où11  :U , , t 2 -ùe t re : i .

L'objectif du contrôle est de trouver une loi de commande stabilisante de la tension

d'entrée du circuit électrique z qui permettra de maintenir la balle dans une position

désirée.

Notons pour terminer que les contraintes physiques à savoir le courant électrique ca doit

toujours rester positif et la balle ne doit pas toucher l'électroaimant imposent que le

système ci-dessus soit étudier sur I'espace d'état :

G : l -æ,  1  -e ]  x  IR x  [0 ,  +oo[ .

2.3.2 Contrôle du système de lévitation magnêtique

(2.r2)

Dans cette étude, I'objectif du contrôle est de régler l'état 11(t) à un état désiré z1a.

De l'équation (2.11), lorsque rt(t) : r14 alors i:{t) : 0 et n24 :;Q. -De même lorsque

rr ( t )  :  r2d:0,  i l  su i t  que â2( t )  :  0  et  q( t )  :  r3d:+(1 -  . rUl '# .  Sans perdre les

généralités, sur l'espace d'état G, la solution r34 - --(1 -.")l'# est à écarter. C'est

pourquoi, q(t) :0 et z(l) - Ltrd : Rrza.Ainsi, le problème auquel on s'intéresse est de

trouver u de telle sorte que le point d'équilibre ra : (rra, rza, rsa) du système de lévitation

magnétique (2.11) soit globalement asymptotiquement stable. Il est important de noter

que ce point d'équilibre est un point d'équilibre instable car une petite perturbation

éloigne la balle de cette position. La technique de stabilisation sera basée sur le résultat

de Bhatia et Szegô [7]. Les propriétés de la stabilité désirée sont résumées dans le résultat

suivant :
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Proposit ion 2.3.1 : La loi d,e commande

u:Rrs_m(r -cr )  |  |  r ' xZ l l-Ë 
L', 

- ru*k*,+rlffi - s+r,ll (2.18)

est une solution pour Ie système (2.11) du problèrne de la stabilisation asymptotique globale

du point d'équilibre

r ra  1  I  -  e ,  tzd :0  e t  tsd :  ( t  -  . rù l '# (2.r4)

dans le domaine

Q:{x€G,  U( r )<c } . (2.15)

(2 .16)

o ù  x :  ( æ 1 r æ 2 r l ' s ) ,

t / ( " ) : l f  
L""u 1 '  k '

;1frffi 
- s + îr - trd* ",1 + )l@' 

- r.')z +'3)

et c: min(c1rc2) où c1 et c2 sont des constantes positiues, respect'iuement d,éfinies p&r :

1
c1  :  ; t ( - g+1 -s - ru )2+k ( l  

- e - * rd ) ' l
L

c2:  I f * *1X1 
-  c - r td )2 .

Preuve :

Pour faciliter la construction de la loi de commande z, il est utile de ramener l'étude

de la stabilisation du point d'équilibre rd à l'étude de la stabilisation de I'origine. De ce

fait, posons :
€ t :  I l  -  t t d ,  € 2 :  t 2  -  f Z d

€ 3 : t Z - f \ d t  U : U - U d .

La dynamique du système (2.11) devient

e 1 : ê 2

. L(es* æsù'e2: 
@æ-s e.r l )

.  R  / a  ,  e z ( e s * r a a )  .  u , ,ès :  
t  

es( t  -  €1-  r rd)  -  
f f i+  7Q 

-  er  -  nn) .

4L
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Dans cette voie, l'espace d'état G devient

G t : l - € ,  ! - e - ru ) x  IRx  [ - r 34 ,  * * [ .

Le problème auquel nous nous proposons de résoudre à présent est de trouver une loi

de commande u telle que I'origine du système (2.17) soit globalement asymptotiquement

stable.

Soit la fonction de Lyapunov suivante :

(2.18)

oùe :

propre.

u  \e )

("r, 
"r, 

es)T et fr est une constante positive. Cette fonction est définie positive et

La dérivée de cette fonction le long des trajectoires du système (2.17) satisfait

I Rezks * rsa) L(es ! rsa)2 - , (es I rya)u I

L  - ( t  -  e r -  ru ) '  " ' '  2m( I  -  e r  -  ru )2 '  * ( l  -  e r -  ru ) l

L(4 a xs4)2

2m(L -e r - ru )2

Ainsi le choix de la loi de commande

u : Res - m(r-- :r:-eta) 
1", * *", - r1ffiffiT- r * ",] ]

conduit à

ùk) -- -l#ffiæ - s +",+ ",)' -*"7.o
lequel implique que le système en boucle fermée est stable au sens de Lyapunov. Notons

que toutes les trajectoires du système en boucle fermée sont bornées parce que V est

propre et sa dérivée est décroissante. L'analyse de la stabilité sera basée sur le principe

d,invariance de Lasalle. soient E l 'ensembledéfini par E: {eeGr, Ùç"1 :0} et r

ie plus grand ensemble positivement invariant contenu dans E. Sur l'ensemble E (voir

(2.2r)), Ùç"1 :0 implique \rre e2: 0 et 
#+4æ 

- s + et * ez: 0. Difiéren-

t iante2:0nousobtenonsèz:0 lequel impl iquef f i :%_g-0.Puisque

L - ( " "+xsa ) '  - -  -  g+  e r *ez :0 ,  i l  v i en t  que  e r : 0 l eque l condu i t  à  e3 :0 .  C 'es t
2m( l - e t - r u )2

']

(2 . le)

(2.20)

(2.2r)
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pourquoi le plus grand ensemble positivement invariant .L contenu dans l'ensemble E est

I 'origine de I 'espace d'état G1,i.e., le point ("r, 
"r, ,  

tr) :  (0, 0, 0). Notons que lorsqu'on

introduit (2.16) dans (2.20), on retrouve la loi de commande (2.13).

A priori, on connaît un certain nombre de contraintes physiques que le modèle doit

respecter : la variabl€ o1 rre doit pas depasser la valeur -1 pour éviter que la balle ne touche

l'électroaimant et le courant électrique doit rester positif. C'est pourquoi nous devons

vérifier que le système (2.11) en boucle fermée avec la loi de commande (2.13) respecte

bien ces conditions. Lorsqu'on introduit la loi de commande (2.13) dans le système (2.11),

on obtient le svstème en boucle fermée :

à:1 : t2

L"'"
ù 2 :

ùs :

-9
(2.22)

(2.23)

2m(I - r1)2

-tzrz

r -æt

Pour s'assurer que le système (2.22) satisfait bien les contraintes physiques imposées par Ie

système, nous avons besoin de définir un ensemble compact positivement invariant O C G

qui aura la propriété que toute solution du système en boucle fermée (2.22) qui commence

dans 0 demeure dans f) pour tout temps futur. Pour ce fait, nous avons besoin d'analyser

le comportement du système (2.22) sur la frontière de I'espace d'état G. Cette analyse

pour permettra de déterminer une estimation du bassin d'attraction du système (2.22).

Soit I/r : or tel que la frontière de I'ensemble G est donnée par W1: 1-e. La dérivée

deWl le long des trajectoires du système (2.22)est donnée pu, {Wl :2Wrùr -- 2W1x2.' d t

Sur la frontière W1- t - e,

#w :2(r - e)æ2 .-e, vr2 ( o

Ceci implique que lorsque la trajectoire est en tout point d'un segment de la frontière

Wr - 1 - e pour lequel xz 10, il ne quitte pas I'ensemble G parce qu'en un tel pointrWrz

est une fonction décroissante. La contrainte physique x2 I 0 va imposer des contraintes

sur la variable ca du système. Pour garantir que le modèle conserve bien cette propriété,

.B:
,k

43



Chapitre 2. Stabilisation d'un pendule en rotation et d'un systême êIectrornêcanique

il doit vérifier la propriété suivante : pour la variable x2,lechamp 
ff 

a"ttpointer vers la

partie de I'espace admissible. En d'autre terme, lorsque rr : | - erla contrainte physique

12 10 ne sera vérif iée que si 
# 

=0 lorsque rz -- 0. Ainsi lorsque ût: I- e et rz :0t

il vient que :
, l*^

;<o+o 1xs<6

Notons que Ia condition 13 ) 0 ne sera vérifiée que si * ,0 lorsque rB : e où e est
dt

un nombre positif suffisamment petit. Ainsi, de la dernière équation du système (2.22),

lorsque r t :  I  -  € ,  t2 :  0  et  ts :  € t  i l  v ient  que

drs me I  L1

È:i lrn 
-1+e*æu- 

*l

On voit bien qu'on peut chois ir L etrn tels qtre29-I i .e*rra- 
t 

,0. Notons également
n'L

que la condition ," 3 ,t[Y ne sera vérifiée que si * = 0 lorsque , M
u rJ 

lra verlnee que sl 
ù 

- "13 : 'U 
L 

'

Toujours de la dernière équation du système (2.22), on montre aisément que

d rz  f L

I 
: -me(r - e - *'o)l ,^n S,

,m-
lo rsque *" :  t \ , / "# t  t2  :0  et  z1 :  I  -  e .

D'autre part, soit Wz - 13 tel que la frontière de I'ensemble G est donnée par W2 : Q.

De Ià.

#*; 
: -2m(r - *r)21*, - nrd+ (k + 2)r2 - Zsl.

lr*
Yt (2.24)

(2.25)

De l 'équation ci-dess u", 
f iW; 

( 0 lorsqu e rt l(k+2)r2 < 2g+ rl4.Demanière similaire,

soit I,Za : rt* (k +2)r, tel que la frontière de I'ensemble G est donnée par Ws : 29 * æra

Iorsque rs : 0. La dérivée de W! le long des trajectoires du système (2.22) satisfait

d

dtw: 
:2(2g I æu)lnz - (k + 2)gl < 0,, vr2<- (k + 2)s. (2-26)

Ainsi, la conditio rr r,2 1 (k + 2)g sera satisfaite si et seulement 
"i #- 

( 0 lorsque 13 - 0

et 12: (k + 2)g. De la seconde équation du système (2.22),, il suit que :

#: -s <o
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Notons que lorsque t,2 : (k +2)g, i l  vient eue 11 : gl2 - (k + 2)' l+ x6. I l  apparait

qu'on peut choisir k tel eue o1 < I - e. Ainsi sur la frontière de l'espace d'état G, si on

admet que les variables t1 et ïs sont telles eue u1 < 1- e et rs ) 0 alors les conditions

(2.24) et (2.25) seront satisfaites pour tout x2 I 0. On voit bien que si la condition (2.24)

est satisfaite, la condition (2.25) le sera aussi. C'est pourquoi, nous nous limiterons à

la condition (2.2a). Ces informations seront utilisées pour former un ensemble compact

positivement invariant.

Soit c1 une constante telle que la surface de Lyapunov U(æ): cr intercepte la frontière

f i r : I - een  f r z : 0e t r s :0 , i . e . , aupo in t (1 -e ,0 ,0 ) .So i t c2u r r€cons tan te te l l eqge l i r ,

surface de Lyapun ov U(r): cz intercepte lafrontière rr : I-e êïr t2 :0 et 13 : ,rl'#,

/ 6-\

c'est à dire au point I t - ,, O, ,rl'P | . Aiori, La surface de Lyapunov désirée est définie
\  v  I J I

par U(x) - min(c1,,c2) où les constantes c1 et c2 sont données à l'équation (2.15).

Puisque la fonction U(r) définie en (2.18) est propre et décroissante (voir (2.21)), alors

les variabl€s /1, t2 et 13 sont bornées. C'est pourquoi, la solution X : F(X) demeure

à I'intérieur de I'ensemble compact O défini en (2.15). Cet ensemble est fermé, borné

et positivement invariant. En plus, U(r) S 0 dans O puisque O C G. Ainsi, toutes les

conditions du Théorème 1.2.3 du chapitre l sont satisfaites et nous pouvons conclure

que toutes les trajectoires du système (2.11) qui commencent dans O approchent le point

(*M, ararr3a) lorsque le temps tend vers I'infini.

2.3.3 Simulations numériques

Pour illustrer la performance de la loi de commande proposée, nous allons présenter

dans ce paragraphe quelques résultats des simulations numériques pour le système de

lévitation magnétique (2.11) en boucle fermée avec la loi de commande (2.13). Nous avons

donné les valeurs suivantes aux composantes du système

m: IKg ,  L :LH  e t  R : lQ .

N'oublions pas que la loi de commande proposée a besoin des conditions initiales telles

que la condition (2.25) soit satisfaite. Nous avons une certaine liberté sur le choix du
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paramétre de contrôle k et du nombre positif sufÊsamment petit e. Ainsi, pour k : 1 et

e : 0.01, nous avons choisi pour état initial du système (2.11)

r1(0)  :  9 .4,  r2(0)  -  0  et  xs(o)  :2 .7.

Supposons à présent qu'on désire soulever la balle à la positiorr rrd:0.5m. De là, il suit

qlre rzd - \mf s, rsd:2.2361A et u4 :2.236IV.

Les courbes de la Figure 2.3 montrent la position et vitesse de la balle ainsi que

I'intensité d.u courant électrique. D'après, les résultats des simulations on remarque que

la position de la balle est à 0.5rn, la vitesse de la balle à \mf s et I'intensité du courant

électrique à 2.236IA. La performance du système est donnée sur la Figure 2.4. Notons

que la fonction de Lyapunov U est décroissante et tend vers zéro et que le signal de la

tension d'entrée du circuit électrique tend vers la tension d'équilibre ua:2.236LV.

FIc. 2.3 - Etats du système.

l|'HÉ û dÉil 4dhq.: xg
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- o 5 t o t 5 a 6 s s @ s s

rffi(d

fffi d.lysû: U

u

Flc. 2.4 - Performance du svstème.

Pour tester numériquement la robustesse de la loi de commande, on suppose qu'il y

a une erreur de 50% de la masse m et du courant d'équilibre rsd.Il est donc intéressant

de voir comment la commande réagit à ces variations. Il semble qu'à partir des Figures

2.5 et 2.6 ci-dessous que la commande est robuste car la balle change de position dans

les premiers instants, mais revient à sa position d'équilibre 0.5rn. D'après la Figure 2.5,

I'intensité du courant électrique a augmenté , ce qui est tout à tout fait normal car pour

maintenir des masses différentes à la même position, il faut des courants différents.

2.4 Conclusion

Le but de ce chapitre a été surtout de démontrer I'aspect constructif d'une extension

du théorème de Jurdjevic-Quinn pour les systèmes non linéaires à contrôles non affines

et d'une version du théorème de LaSalle. En effet, on a pu voir I'applicabilité de ces

méthodes à travers la commande d'un pendule en rotation et d'un système de lévitation

magnétique. On a également vu à travers les résultats de ce chapitre que dans certains cas

la quête d'une commande stabilisante va de pair avec celle d'une fonction de Lyapunov

convenant pour le système en boucle fermée, et il peut être utile de savoir s'il existe

une fonction de Lyapunov héritant des propriétés géométriques dudit système, ce qui

permettrait notamment de construire une estimation du bassin d'attraction d'un point

d'équilibre du système en boucle fermée.

2.2 t
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Ftc. 2.5 - Etats du système pour une erreur de 50% de la masse rn.
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6 t o 1 6 æ â $ $ 4 s æ

Ftc. 2.6 - Etats du système pour une erreur de 50% du courant d'équilibre- r34.
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3

Stabilisation d'une classe de systèmes
non autonomes

3.1- Introduction

Depuis les travaux pionniers de [16, 52, 80, 20], la technique de backsteppitrg ou ajout

d'intégrateur a été largement dévelopée. Elle est actuellement devenue I'un des outils de

base dans les méthodes proposées pour construire les commandes stabilisantes des sys-

tèmes non linéaires. De nombreuses lois de commande stabilisantes peuvent être détermi-

nées et la bonne application dr backstepping consiste donc à déterminer celles qui donnent

les meilleurs résultats lorsque dans un contexte particulier des propriétés spécifiques sont

recherchées.

Afin de rappeler de quelle façon procéde la technique dt backstepping pour la stabilisation

des systèmes non linéaires, nous donnons dans ce qui suit un exemple.

Exemple 3.1.1 : Considérons le problème ile Ia stabilisation asymptotique globale du

système non autonome suiuant :

' ù1  :  xz td , ( t )x?

ù 2 : u

(3 .1 )

où (æy, *r) € R2 , u € IR est I'entrée et d,(t) est une fonction ilu temps inconnue telle

que pour tout t > 0, ld(r)l (-1. Nous uoulons trouuer une conxrnand,e u qui renil Ie point

(*rr*r) = (0,0) globalement asymptotiquement stable. Il est aisé de uérifier qu'aucune

commande linéaire ne permet de résouilre ce problème et que d'autre part le système
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Chapitre 3. Stabilisation d'une classe de systèmes non autonontes

non cornn'tandé est instable ce qui rnontre I'impossibilité d'appliquer de façon directe le

théorème de Jurdjeuic-Quinn. Toutefois, on peut obseruer qu'obtenir un résultat de stabilité

asymptotique pour le sous système en 11 est immédiat en considérant 12 non pas cornrne

la uari.able qu'elle est mais cornTne une entrée : la loi de commande æ2 : -ær - 11

conuient pa,r eternple. Cette rernarque fondamentale perrnet de déterrniner une command,e

stabili,sante u pour le système global de telle sorte que n2 s'approche asymptotiquernent de

-t1- xl. Si celui-ci est atteint, 11 conr)êrgera uers zéro.

Définissons la uariable X2 : rz I q * æ?. Le systèrne (9.1) peut se réecrire dans les

nouuelles coordonnées (r1, X2) comme suit :

I 
r ' : -r1- rl + d(t)æ? + x'

[ 
", 

: z * (1 + 3rl)(x2 - 11 - xl + d(t)xl).
(3.2)

ConsidéronsV(r1): ' ;*? en raison d,u fait que cette fonction est une fonction de Lyapu-

nou pour le sous sgstè-me err 11 lorsque Xz:0. La dériuée ile cette fonction le long des

trajectoires d,u systèrne (3.2) uérifie :

'i/ : -æ? - û + d(t)xl < -l.,l -'r,,f t xtxz

Pour obtenir un cand,id,at d,e fonction de Lyapuno'r, nor, troutons simplement la fonction

de Lyapunou o,uec un terme quadratique en X2 :

(J (*r, Xz) : V (*r) * T*; : 
tU"? * I*; (3 .3 )

La dériuée d,e U le long des solutions ilu système (3.2) est

Ù@,,x,) S -!.1 -lrt * x2fu+ (1 + Jxl)(x2 - 11 - rl + d(t)æ?) + *rl. (s.4)

En utilisant l'inégalité triangulaire, on obtient

x2(r + rrl)rld(t) = +.î + x;e + Jr?)2L  \  '  -  
4  

r  '  . \

pour tout ld(r)l < l. Nous concluons que

.  1 ^  1
IJ(rr,  xz) < -; .? - 

;r î  * X2lu t  rr  * (L + Jr?)(x2 - t1 - ' î )  + X2(r +3rf), ] .  (3.b)
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3.7. Introduction

Le choir de la loi de comrnande

conduit à,

u : -Xz - " t - ( 1 + 3û)(x2 - 11 - 
"?) 

- X2(r + 3*?)' (3.6)

ù@,, x,) 3 -l.,l -'U.l - x3 (3.7)

Remarquons que cette technique d'ajout d'intégrateur peut se combiner avec la preuve

de Lyapunov que nous venons d'effectuer et cela même dans le cas où la conclusion

s'obtient en appliquant le principe d'invariance de LaSalle. Notons que cette technique

a êtê gênêralisée de diverses manières : systèmes incertains, contexte adaptatif, feedback

d'état partiel (voir [53, 54, 58]). Malheureusement, cette technique, ne procurant que

des lois de commande non bornées, ne permet pas de stabiliser les systèmes mécaniques

dont l'énergie disponible est limitée. C'est récemment que la technique du backstepping

a été adaptée au problème de la construction des lois de commande bornées grâce aux

travaux de Freeman-Praly [3t] et de Mazenc-Iggidr [66]. En effet, Freeman-Praly [et] et

Mazenc-Iggidr [66] ont montré que que pour une certaine classe de systèmes autonomes

(par exemple la chaine d'intégrateur de dimension n) des lois de commande stabilisantes

bornées peuvent être construites en appliquant la technique de backstepping. Cependant,

les résultat obtenus par Freeman-Praly [31] et Mazenc-Iggidr [66] ne peuvent pas être

étendus à des systèmes non autonomes.

Ce chapitre est consacré à la construction des lois de commande bornées accompa-

gnée des fonctions de Lyapunov strictes pour une classe de systèmes non autonomes en

appliquant la technique du backstepping. Une motivation d'étudier les systèmes non auto-

nomes vient du fait que le problème de la stabilisation de trajectoires de certains systèmes

non linéaires autonomes peut être reformuler comme le problème de stabilisation de la

dynamique de I'erreur d'un système non autonome.

Plus précisement,le problème qu'on cherche à résoudre, peut formellement se formuler

de la manière suivante. Soit le svstème non autonome :

Ir  
= r(t ,*)!s(t,x)z

tz :  p( t ) (u+b(t , , r ,z))
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Chapitre 3, Stabilisation d'une classe de systèmes non autonomes

où r € F'n',  z € IR, z € IR est I 'entrée, f (t , ,*), g(t, , t),  p(t), b(t,r,z) sont des fonctions

périodiques en f de période T et f  (t ,æ) etb(t,,x,z)sont tel les qte f (t ,0) :  0 etb(t,0,0) :

0 pour tout f.

Est-il possible de construire une loi de commande bornée u telle que la stabilisabilité

asymptotique globale du système :

r :  f ( t , x )+g ( t . , r ) z  ( 3 .9 )

entraine la stabilisabilité asymptotique globale du système complet (3.8)?

Dans le paragraphe qui suit, nous allons nous intéresser au problème de l'élaboration des

lois de commande bornées stabilisantes accompagnée des fonctions de Lyapunov strictes

pour la famille de systèmes non linéaires sous la forme (3.8) par la technique dr backstep-

ping.

3.2 Résultat
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Introduction

One of the most popular nonlinear technique of design of control laws is the backstepping

approach. The multiple advantages offered by it are well-known. Observe in particular

that this technique yields a wide family of globally asymptotically stabilizing control laws,

allows to address robustness issues and to solve adaptive problems. However, for a long

time, it was a well-established fact that this technique could not be used to solve the

problem of designing feedbacks bounded in norm, which in many practical situations

should be addressed: for instance the possibility of actuator saturation or constraints on

actuators impose bounded input. But it turns out that as a matter of fact the backstepping

approach can be adapted to the problem of designing bounded feedbacks. In three recent
works IzL, 2, 101, it is shown that for some time-invariant systems (an n-dimensional

chain of integrators for instance), bounded stabilizing feedbacks can be constructed by

applying new versions of this technique: the approach of [21, 2] mainly relies on the nested

saturation control laws proposed in [17, 19] and the approach of [10] mainly relies on the

determination of a particular family of control Lyapunov functions. However, for families



of time-varying systems, no bounded backstepping method has ever been developed and

the main results of [21, 2] and [10] cannot be straightforwardly extended.

In the present work, we address the problem of constructing globally uniformly asymp-

totically stabilizing differentiable bounded feedbacks and accompanying strict Lyapunov

functions using the backstepping approach for time-varying systems of the following form

(1 )

wi th r€ IR ' " , z€ lR ,whe reu€R is the inpu t , p ( f )  i sabounded func t i ono f t and  l ( t , * )

and b(1, z, z) satisfy /(r,0) :  0, b(t,0,0) : 0 for al l  l .

In the particular case where p(t) is a continuous function larger (resp. smaller) than

a strictly positive real number (resp. a strictly negative real number), then a Lyapunov

design of bounded feedbacks can be carried out for instance by combining the results of

lZ2,2J] and [21]. But when p(t) is a time-varying function which is neither strictly positive

nor strictly negative, then the construction of globally uniformly stabilizing feedbacks and

accompanying strict Lyapunov functions for systems (1) is a challenging open problem:

to the best of our knowledge, no technique of construction of this type of Lyapunov func-

tions is available in the literature, even in the case where the systems (1) are stabilized

by unbounded control laws. We want to emphasize that in the present paper' we will not

imposeon p(t) to be a function which is never equal to zero: we will only assume that p(l)

satisfies a persistency of excitation property and is of class Cl. Observe that the study

of nonlinear time-varying systems is motivated in particular by the fact that a tracking

problem for a nonlinear system can be reformulated as a stabilization problem for the

time-varying error system. Through the family of chained form nonholonomic systems,

we will show in Section 4 how tracking problems for nonlinear systems may lead to the

study of systems of the form (1) where p(l) is a function which takes positive and negative

values and how, by applying the main result of the present work repeatedly, one can solve

the open problem of determining explicit expressions of globally uniformly asymptotically

and locally exponentially stabilizing bounded feedbacks and of accompanying strict Lya-

punov functions for time-varying chains of integrators, which in turn implies that one

can solve the problem of constructing globally uniformly asymptotically and locally ex-

ponentially stabilizing bounded feedbacks and accompanying strict Lyapunov functions

for error equations of systems in chained form.

The approach we propose relies extensively on two results. On the one hand, we

exploit the family of change of coordinates used in [10] to obtain explicit expressions of

! . :  fU,,*)*s(t ,x)2,

I  i  -  p( t ) (u+b( t , r ,z) ) ,



globally uniformly asymptotically stabilizing bounded feedbacks. On the other hand, we

construct explicitly strict Lyapunov functions using the main result of [9].

Observe that the strict Lyapunov functions (which at the same time are control Lya-

punov functions) we will construct are not just tools enabling us to establish the asymp-

totic stability of the closed-loop system: the knowledge of continuously differentiable strict

Lyapunov functions can be of great help. The potential benefits they offer are so multiple

that they cannot be exhaustively enumerated. However, observe in particular that:

o Recent advances in stabilization of nonlinear delay systems are based on the knowledge

of continuously differentiable Lyapunov functions: see in particular [20, 3, 11].

o Lyapunov functions are known to be very efficient tools for robustness analysis: for

example, many proofs of nonlinear disturbance-to-state Lp stability properties rely on

Lyapunov functions (see [18, 8]). Moreover, the control Lyapunov function based theory

has provided control designs with guaranteed robustness to different types of disturbances

including deterministic [1], stochastic, [6], as well as the robustness to unmodeled dynam-

ics [13,  15] .

e When a control Lyapunov function satisfying the small control property is available, one

can apply universal formulas, in particular the one proposed in [16] and obtain that way

the expression of an asymptotically stabilizing feedback which is optimal with respect to

the control Lyapunov function as optimal value function.

The expressions of the bounded control law and of the Lyapunov function we propose

are far from being the only possible expressions that can be obtained: many diferent

formulas can be determined. Moreover, many extensions of the result can be provedl we

have briefly mentioned some of them in the discussion of the main result given in Section

3 and in the concluding remarks of Section 5. For the sake of clarity, we have chosen

to restrict ourselves to the systems (1): the control design can be easily carried out for

them. However it is worth noting that the key ideas of our approach can be used in

several contexts beyond the scope of the present work. In particular, they can be utilized

to solve the problem of constructing bounded feedbacks for systems of the form

T( t , r , , z )  +  h ( t ,æ,2 ,u )u  ,
p( t )u + b(t ,  n,z)  ,

which, due to the term h(t,r,z,u)u, are not in feedback form.

The paper is organized as follows. In Section 2, a technical lemma is given. In Section

3 the main result is stated and proved. The technique is applied to an illustrative example

(2)
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in Section 4. Concluding remarks in Section 5 end the work.

Prel iminaries.

1. The argument of the functions will be omitted whenever no confusion can arise from

the context.

2. We assume throughout the paper that the functions encountered are sufficiently

smooth.

3. For a real-valued Cl function k(.), we denote bV k'(.) its first derivative.

a. l"l: l,m stands for the Euclidean norm of vector r € lR'.

5. A real-valued function k(.) is of class rc." if it is continuous, zero at zero, strictly

increasing and unbounded.

6. By ^9, we denote the set of the functions o : lR -+ lR such that

a) o(s) is a bounded function

b) so(s) is positive definite,

c)  so(s)  (  s2,

d) o'(s) is nonnegative, bounded and o'(0) : 1.

7. A function V(.) is a strict Lyapunov function for the time-varying system

x: ç(t ,x)

if there exists a positive definite function W(ù such that, for all t and y,

av. av
&(r, x)e(t, ù + ft(t, x) < -w (x)

and there exist two functions ft(.),f2(.) of class Koo such that, for all t and y,

r, f lxl)  <v(t, ,x) S rzf lxl)  .

2 Technical result

In this section, we give a technical result which will be used in the next section to prove the

main result of the work. We construct a strict Lyapunov function for the one dimensional

time-varying system:

(  :  -q(t)a(0 (3)

where q(t) is a nonnegative function of class Cr such that

0Sq(r)  <f i , ,Yt ,  (4)

4



[ ' * 'n4)osàdz>o,vr,  (b)
J t

where d1 and d'2 and T arc positive real numbers and where o(.) belongs to the set S
defined in the preliminaries. We carry out the construction by adapting the approach
of [9] to the case where q(l) is not necessarily a periodic function of I but satisfies the
persistency of excitation condition (5). First, observe that the property 0 ( so(s) ( s2
imply that the function 

W tr bounded. Moreover o'(') is bounded and (a) is satisfied.

It follows that

M: su3 h- I  [ '* '  r ,  - t  -r)q(s)dsl r]p ( lo(s)l+lso'(s)l) l  (6)
re f r  L  lJ ,  tseR,s#o \  l " l  /  )

is finite and positive. We are now in position to give a technical lemma.

Lemma 2.L. The function

, ( t , ( )  :  (M + 1)€,  *  (  [ ' . '  fs  -  t  - " )q(s)ds)  6, ( ( )  (T)
\J t  /

' is a strict Lyapunou function for the system (S).

Remark 1. When q(t) is a periodic function, then u(t,() is a periodic function of I as
well and these functions have the same period.

Proof. The derivatives of the functions

Æ,(,,0 :  (1, '* ' ,s -t  -?)q(s)ds) €o(0 , Æz(€) : f ;e, (8)

along the trajectories of (3) satisfy

:  I  f ' + r  . l  ç1 t+ r  IRr :  l -  |  q(s)ds +rq(t) l  ("(0 -  |  I  ("  - ,  -r)q(s)d" l  t"(0 + (" ' (01 q(t)o€) ,LJ t  
' J  

LJ t  I

h' : -q(t)("(€) .
(e)

Further, since

, ( t ,€) :2(M + t)Æz(€) + f i r(r ,  ()  (10)

it follows from (9), (6) and (b) that

,rr(t,€)
\ . / ,  /  (11)



Moreover, (7) and (6) implY that

(M + lx '  -  M( '  3"(t ,€) s (M + lx '  + Mt '  (12)

which results in

€'çr( t ,€)S(zM +1X' .  (13)

According to (11) and (13), the function v(t,{) is a strict Lyapunov function for the

system (3). This concludes the proof. tl

3 Main result

In this section we state and prove the main result of the paper. Consider the nonlinear

time-varying system (1). We introduce a set of assumptions'

Assumption Al. The functions p(t) and p(t) are bounded in norm by a positive real

number P and two positive numbers ? and .y such that, for all t,

I r ' * '  
P(s)2ds>'Y > o (14)

are known.

Assumption A2. Let e be a positive real number and n a nonnegative integer. A

Lyapunov function V(t,'x) such that

a' ( l r l )  SV( t ,x)  <  a2( lx l )  , (  15)

where the o;(.)'s are functions of class K*, a positive definite function W(") and a

feedback z,(t,x): p(t)"+rlt"(t ,x1,bounded in norm by e such that pr"(t,0) :0 and

av. av,.
#(r,r) + f ;U,,") lr( t ,x) + oQ,r)2"(t, ,) l  s -w(*) (16)

are known. Moreover the functions

ffa,,,1= as(t"t),

ffa,ùru,",l , lffa,ùs(t,"Yl , ;a1t, t,z)l , (12)Ir,,U,ùt ,lffrr,"ll ,
are bounded.

Assumption AB. A real-valued functio" ((.) such that ((t) > 0 for all s f 0 and

,Ë((r)ar is of class K*, a function aa(.) of class K- and a nonnegative function B(')

such that the inequalities

((v(t,Alfftr,r)g(t,',1'= 'rrOr, (1s)



f f ( t , " ) l  <  oa( l " l )  , lg( t , " ) l  <  Bkl ) ( 1e)

are satisfied for all trr are known.

Assumption A3'. The function w(r) is such that, for a real number c1 ) 0,

W(*) )  c l r l2 ,Vr :  l r l  <  1 .  (20)

Theorem 3.L. Assume that the system (1) satisfies the Assumptions A1, Ag and, AS.

Then the system (1) is globally uniformly asyrnptotically stabilizable by a bound,ed, feed,back
u"(t,x,z) such that, for al l  t ,  u,(t,O,0) : 0 and a str ict Lyapunou function for the corre-

sponding closed-loop system can be constructed. If in add,ition Assumption A3' is sati,sfied,,

the system (1) is globally uniformly asymptotically and locally erponentially stabilizable

by a bounded feedback u"(t,r, ,z), such that, for al l  t ,  u"(t, ,0,0) = 0 and a str ict Lyapunou

function for the corresponding closed-loop system with a deriuatiue along the trajectories

upper bounded on a neighborhood of the origin by a negatiue definite quad,ratic function of

(*rr) can be constructed.

Discussion of Theorem 3.1.

o AII the real-valued periodic functions of class Cr which are not identically equal to zero

satisfy Assumption A1. In the particular case where, for all t, p(t) ) 0 or p(t) < 0, then

a simpler proof than the one we shall give can be carried out by taking advantage of

the change of  feedback u:  p( t ) (u+b( t , r ,z) ) .But  assuming that ,  for  a l l  t ,p( t )  )  0  or

p(t) < 0 is very restrictive.

o The boundedness property of the functions in (17) in Assumption A2 and the growth

property in Assumption A3 are not surprising assumptions: in the time-invariant case,

similar assumptions have been imposed (see [2, 10]). Due to the finite escape time phe-

nomenon, they cannot be removed without being replaced by other assumptions.

o Assumption A3'ensures that the feedback z"(t,x) not only globally uniformly asymp-

totically stabilizes the origin of r-subsystem of (1) but also locally exponentially stabilizes

i t .

o In the formula of the stabilizing feedback we shall construct (see (25)), the function

V(t,x) is not involved: so it turns out that the control design strategy we propose can be

applied even when the function V(t,c) is not accurately known.

o An important issue is whether or not Theorem 3.1 can be applied recursively. In general,

it appears that the assumptions will not be satisfied repeatedly because the presence of

b(t,t,z) in the expression of the control law we will construct (see (25)) typically prevents

u,(t,x,z) and its derivatives along the trajectories from vanishing with p(t). However, in



particular cases, Theorem 3.1 can be applied recursively. Basically, this can be done for

systems of the form
i :  f ( t ,æ ,21 ) ,

21  :  n ( t ) 2 " *h ( t , n , z ) ,

2n : pt^(t)u + b*(t,  r,  z) ,

(21)

when the b;(t, x, z)'s are identically equal to zero or when, roughly speaking, they are suffi-

ciently "smallrr: indeed, since one can construct explicitly a globally uniformly asymptot-

ically stabilizing feedback with an accompanying strict Lyapunov function for a systems

(21) in absence of the b;(t,r,z)'s, one can take advantage of these tools to determine in a

second step how rrsmallrr the terms b;(t,r,z), regarded as disturbances, should be for not

destroying the stability properties of the system stabilized by the control law constructed

in their absence. It is quite clear that the choice of the feedback at each step plays an

important role in this approach. In particular at each step the control law must anticipate

the pi(r)'s that follows: one understands from the mechanism of the control design used

to prove Theorem 3.1 that a possible strategy of design for the system (21) consists in

constructing repeatedly feebacks, that for convenience we denote al(trt, zrr. . . , za-1) lot

i  : 2  t o  n  *  1 ,  such  t ha t  za ; ( t , t , , r r , . . . , 2 ; - t )  :  p i ( t ) 2 . . . n ^Q) " - i +2^ ( t , t , z r , . " , z ; t )

where À(t,r,, z.t. . . ,, z;-t) is a sufficiently smooth function. We will not present a rigorous

and complete study of this problem: it would require pages of simple but lengthy calcu-

lations which can be inferred from the ideas of the proof of Theorem 3'1. For the sake

of simplicity, we restrict ourselves to illustrating the possibility of applying the approach

repeatedly by solving in Section 4 the problem of stabilizing a three-dimensional chain of

integrators with time-varying coefficients.

Proof of Theorem 3.1.

Fi,rst step: new uariable.

We introduce the variable

2 :Q(z ) -2 " ( t , r )

where f)(.) is a diffeomorphism such that:

a) 0'(z) 2 1 for all z,

b) f l ' (z) :  1 when lzl < 2e,

c)  0 ' (z)  2  lz l  when lz l>  2e*1.

(22)



with

Its time derivative satisfres

z : a,(z)p(r)(u + b(t, r,z)) - *(t,*) - k(t,*)11(t 'x) + s(t ' t)zl
(23)

-p(t)"+'Hu,*)lT(t,n) + o(t,"),1 '

We choose for u
(25)

where rn is a positive integer and where o(') is a function belonging to the set ̂ 9 defined

in the preliminaries' Such a choice of feedback yields

2=-p( t ) ' *o(Z) '  
(26)

one can check readily that Assumption A1 and the properties of o(') imply that this sys-

tem is globally uniformly asymptotically and locally exponentially stable' our objective

is now to construct a strict Lyapunov function for the system (1) in closed-loop with (25)

by exploiting the stability properties of (26)'

Second, step: strict Lyapunou function for the system (26)'

UsingYoung,s inequal i ty ,onecancheckreadi ly thatAssumpt ionAl impl iesthat for

all positive integer rn one can frnd a positive real number'lm such that' for all t'

[ '*' 
"' ' '^d's 

]- 1* > o ' Q7)
J t

Moreover p(t) is bounded in norm. It follows that Lemma 2'1 applies to the system (26):

the function

u( t ,Z)  -  (M + \22 +
zo(z) (28)

where

(24)

( / ' -" , ,  - t -ne4) 'z*ds)

|  |  f ,+r -", ,- l  ̂ . .^ / lo(s) l  + lso'(s
r = î;p L" - ll (" - t - r)p(')'*"|:ËR \--l;1-

(2e)

is a strict Lyapunov function for the system (26): its time derivative along the trajectories

of (26) satisfies

s - ( [ '*' rr"rr*ar\ zoçz) S t*zo(z) < 0, vz + 0' (30)
\Jr /

Third, step: strict Lgapunou function for the sgstem (1)'

u:-b(tr î rz)- 'W



we construct a strict Lyapunov function for the system (1) in closed-loop with thefeedback (25) by using a combination of the Lyapunov functio ns v(t,r) and u(t, z). Thisconstruction is reminiscent of the construction of Lyapunov functions presented in [12].Consider the function

U (t,  r ,  z) -  t(V (t ,  
"))  + k(u(t,  Z)) (31)

where /(') and k(.) are functions of class ,C* such that fr,(s) ) 1 for all s ) 0. Thanks
to Assumption A2, one can prove easily there exist two functions 1(.),.y2(.) ofclass ,C_such that

' ,n((æ, ,)D s [J(t, æ,, 
") S n((*, r)l) . (32)

The derivative of IJ(t,r,z) along the trajectories of the closed-loop system satisfies
Ù : f(VU,x))ir + k,(u(t, Z))r)

From the triangular inequality, the inequality

ù

_k, (u( t ,  2) )6Zo(Z)

(33)

can be deduced' According to Assumption A3, a possible choice for /(.) is /(r) = fi ((s)ds.
Moreover, for such a choice, the inequality

ù

is satisfied. Now observe that

(36)

because lz"(t,r)l < e

(37)

Since ft'(") > 1 for all

(38)
holds. Combining (JS) and (Bb) yields

U

(34)

(35)

22 - (e(z) - 
",(t, 

r)), : @(") _ e(z"(t, r)))2

and O(s) : s when lsl < 2e.It follows that

z r : ( [ "  
12

\./,"(r,c) 
a'@)ds 

)

s, the inequality

Z">( "_2" ( t , r ) )2

10
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Thanks to the inequalities (13) and

function k(') such that

the properties of o('), one can easilY determine a

1^k'(u(t ,  Z))Zo(Z) /
r-2, . (40)
2

This inequalitY ieads to

Ù s - l | .v( t ,*))w(*) -  \k ' (u(t '  z))zo(z) < -N(t 'z)

where N(x,z) is the positive definite function

N (r, z): iâf, (|,, u,,, n))w (t) + )r ' '  ç' çt, z )) z o Q))

It follows lhat (J(t,r,z) is a strict Lyapunov function for the system (1) in closed-ioop

with the feedback (25). This implies that the system (1) in closed'-loop with the feedback

(25) is globally uniformly asymptotically stable'

Fourth step: bound,ed,ness of the feedback (25)'

Since Q'(r) 2 1, lp(t)l S P and lp(')l S P, the inequalitv

l,r l

*pn+t lHu,ùr4,') l  + P*+'lt | ,r)g(t,, l l  Id( ' l

is satisfied. On the one hand, Assumption A2 ensures that the functions lb(t'r'z)l'

lp , ( t , ' )1,  l t | , ' )1,  la#(r ,*) r | , r ) l  and l* ( ' , * )g( t ' r ) l  are bounded'  on the other

hand, the functions o(.) and Ct(.) have been chosen such that lo(Z)l *O 
I Wal "t'

bounded. It follows that the feedback (25) is bounded in norm'

F i , f t hs tep : thepar t i cu la rcasewhereAssumpt ionAs , i ' ssa t i s f i ed .

When (16) holds, then N(r, z) defined in (42) satisfies

N(x,z)> ir .r f i  ( |<trtr, ' )) l ' l '  +)r* 'ç 'çt,z))zo(Q) '  v ' :  l r l  < 1 '  (44)

The function o(') is such that o'(0) : 1 and the functio" k(') is such that /c'(s) 2 1 for

all s. It follows that there exists a positive real number c2 such that

N(x,z)> i t f i  ( |eVt ' ,")) l ' l '  +czz2), v( ' '  z): l ' l<r '  lz l<L '  (45)

Moreover Assumptions A2, A3 and A3', ensure that there exists a positive real number ca

such that

^l#a,ùg(t,",1' = ïwr =T*ol' vr: l ' l < 1 ' (46)

(41)

142)

(43)

11



It follows that, if necessary, ((.) can be modified in such a way that ((0) > 0 and (1g)
is satisfied. In that câs€, c4 - inl 

/ 1 \

property 
,enrlJt<r (2etr1r,.))) " 

a positive real number and the

N( r , z ) )  c l ca læ12  * c11*22 ,  V ( r ,Z ) : l r l < I ,  l z l < I  eT )
is satisfied' Through lengthy but simple calculations, one can prove that there exists a
positive real number cs such that

N(æ, z)  >  
"u( l t l ,  +  l r l t )  ,  V( r ,  z )  :  l ( t ,  r ) l  <  I .  (48)

This implies that the system (1) in closed-loop with the feedback (25) is globally uniformly
asymptotically stable and locally exponentially stable. This concludes the proof. !

4 lllustration: time-varying chain of integrators
we will illustrate Theorem 3.1 by using it to construct for the particular three dimensional
chain of integrators with time-varying coefficients

I 
r' = cos(t)r2 ,

|  * ,  :  cos( t )23 ,

I
[  ; r  =  cos( t ) , ,

(4e)

a globally uniformly asymptotically and locally exponentially stabilizing bounded state
feedback and a strict Lyapunov function for the corresponding closed-loop system. Before
doing that, we give a motivation for it.

4.L Motivation: systems in chained form

For the sake of simplicity, we will restrict our attention to the system (a9). But it is worth
noting that Theorem 3'1 can be successfully applied repeatedly to any time-varying chain
of integrators

:  P^(t)rn-,  ,

:  P n - r ( t ) r , - r ,

where the p;(l)'s are functions

41 .

I r,r",

l,
such th

(50)

:
:  n(t)u ,

at the product

12

n(t) . . .p"(t) satisfies Assumption



One of the motivations for solving the problem of globally uniformly asymptotically

stabilizing time-varying chains of integrators by bounded feedback arises from the tracking

problem for systems in chained form under input saturation. The importance of this family

of systems is well-known: the kinematic model of several nonholonomic systems can be

transformed into a system in chained form and a lot of interest has been devoted to the

stabilization and the tracking of these systems. In particular, in 14,5,71, the backstepping

approach has been used to achieve for them the global tracking of trajectories. Let us

briefly recall how. Systems in chained form of order n with two inputs (see for instance

[14]) are described by the equations

(51)

2 2  :  u 2 ,

Assume that the trajectory to be tracked satisfies

2",,( t )  :  zn-1,,( t )u1,,( t )  ,

2s,,(t) 22,,( t)u1,,( t )  , (52)

22,,(t) :  uz,,(t) ,

2r , , ( t )  :  q , , ( t )  ,

and is bounded. Then, after the change of feedbacks u1 : q,,(t) * ur,u2 : u2,r(t) * uz,

and denoting u1,"(f) simply by p(t), the error equation is

: p(t)z^-t," * zn-rur ,

p(t)22," * zzur ,

u 2 t

u l t

t2 rê

. l , e .F
rF

H
-l
hf

13
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2g," p(t)r2," ,

22," :  u2 t

are available a bounded control law u2(t,,2") with z": (22,",, . . .r2n,"), a str ict Lyapunov

function V(t,2") and a positive definite function W"(r") such that the derivative of V"(.)

along the trajectories of (5a) in closed-loop with z2(t, z") satisfies

V < -w.("")

where zi,e : (z; - z;,,(t)) for all i : l t o n .

; -

OV,

u1(t ,  21,",  z")  :

satisfies

4.2 Control design for the system

We begin the construction with a preliminary

remaining part of the section.

Assume that for the chain of integrators

P(t)zn-t," ,

(54)

(ÔDJ

Then the derivative of the function

[J"( t ,2",  zr ,")  :  V(t ,  z")  * ' ; "?,"  (56)

along the trajectories of (53) in closed-loop with u2(t,2") and the bounded feedback

f f i ( t ,z")zn-r+.. .+-î"+?*(t,,")zz t zt,e

r + (f f i { t ,  z")2,-1) '  * . . .  * (*a, "")rr) '  +,?,"
(57)

(58)[J" s -w"(r") - (#(t ' '")"- '  +-" '+ #(t ' '")"+ " '") '
r + (ffi{t, z.)2,-1)' * .. . * (r'J.=a, r")r,)' + "?,"

One can check readily that this implies that tl,(.) is a strict Lyapunov function for the

system (53) in closed-loop with the bounded feedbacks u1(t,21,",2"), u2(t,2").

Consequently, we have shown that the problem of determining globally uniformly

asymptotically stabilizing bounded feedbacks and strict Lyapunov functions for error

equations resulting from the problem of tracking a bounded trajectory of a system in

chained form can be reduced to the problem of determining globally uniformly asymp-

totically stabilizing bounded feedbacks for time-varying chains of integrators (50) and

accompanying strict Lyapunov functions.

(4e)

result which will be used throughout the

I4



Preliminary result.

By applying Lemma 2.1, one can prove that the derivative of the function

v( t , r ) :8012 * (  [ ' * ' " ( r - r  -2n)cos61s;as)  + (b9)
\ J t  /  t / I + r z

along the trajectories of

ù - - .oru(t)- l' , r / I+* ,

satisfies
- )

i rçt,r)s_+_:./ -  8  \ / L+12
Moreover, V(t,r) is periodic of period 2tr and

(60)

(61)

7012  1V( t , r )  1g0 r2  . (62)

We are ready now to carry out the backstepping construction of a bounded feedback for

(a9) by applying repeatedly the main result of Section 3.

The r;subsystem.

According to the preliminary result, the time derivative of the function V(t, r) along

the trajectories of (49) satisfies

v s -T#.,r+ #(t,r1)cos(f) l ' ,*cos5(r) f.n)

The x2-subsystem.

Consider the variable

x2 - Q,(*r) + 
"oru(t)$ 

(64)" 1/r + x2,

where Q,(.) is the odd function

o.( ' )  :  f  (1 +max{O,e( ls l  -2)3})ds .  (6b)
Jo

An immediate calculation yields

*, : e'"(*r)cos(t)ca - 5sin(t) cosa(t)ffi+ cos6(t)*r

: - cos6(t)ffi + Oi(r2) cos(t)23 + cos6(t)J#U - b sin(t) cosa(t)ffi

* cos6(t)--z- '

(63)

(66)

15



The derivative of

IJ (t,  r 1, Xz) : l(V (t,r '  )) * k(V (t, ,  X2))

satisfies

ù

-+k,(v(t,xrDffi

(70)

Choosing for l(.)

Considering ca as a fictitious input u and choosing for it

u ( t r t 1 r 1 2 ) :

the dynamics (66) become

r +

Y2
*z: - cos6(t)-ft

t(r)  -

leads to

(67)

(68)

(6e)

(71)

(73)

leads to

ù

Choosing for k(.)

k(r) : 480 
[((80 

- 4n') +,)* - (ao - 4r\*)

ù s -îr(v1,ùffi - ik'(v(t,x,Dffi (74)

The ouerall systern.

From the above analysis, it results that the system (a9) is equivalent to the system

æ1 : cos(t)r2 ,

*,  :  -  cos6(t)f f i  + Q'"(*z)cos(t)(r3 - u(t ,rr ,rz)),

4  :  cos ( t )u ,

16
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with e2 - Oo-' (r, -".rt(r)ffi).

Using the inequality

oo(')

Its time derivative satisfies

(1 + max{0,21( ls l  -  20)3})  ds

( 76)

(77)

(7e)

(80)

But an explicit value is

where c is a positive constantl and observing that (tlitJt)- 
is of class Koo, one can prove

that the assumptions A1, A2, A3 and A3'"*n".rYiï, 
(u]r" 

,utirfi"a Uv tfr" system (25)

with (r1,Xz)r playing the role of r, 13 playing the role of z and. U(.) playing the role of
y('). It follows that the construction of a globally uniformly asymptotically and locally

exponentially stabilizing bounded feedback for the system (75) can be achieved. The last

part of the section is devoted to this construction.

The function u(1, rbr2) defined in (67) satisfies:

lu(t ,r1,*r)r<#s10

These inequalities lead to consider the change of variable

Xs :  oa ( " s )  - u ( t , r b r2 )

where Q6(.) is the odd function defined as

( 78)

: lo'

*, = ol(tr) cos(t)u - ù(t,rr) g.z)

lThe explicit value of c can be determined through lengthy calculations.
useless: to carry out the proof, it is only required to know that c exists.

L7



with

* cos(l)

One can check readily that the feedback

u=

yields

ù :  cos2( l ) ( (1 ,  t1 , r2 ,gs)

, 
rf"i"1ty"",'1ty (ffi-Ag)+1"".n1t1+s"t"'(r))fr]

ç -

+ #b l#Ë", - ##- *"('),,*ïrr]
I

-"'"""1".-"."'"',,'lr:l::;;;::;:ï;:ff -""-.''*Ëtl
(81)

max{0, 27(lx2l - 2)'} .

- 
"o"5 1t; - f t=f cos(t)((t ,c1,r2,r3 )

r  / 1 I X *

oâ(")

- 
"o.5 1t1 -+=f cos(t)((t ,u 1,c2,ca )

^  / t + x :

l lmax{o,21 ( lcgl -20)3 }

*z: - "oru1t ;$.
y t *X !

(82)

(83)

Moreover the feedback z is bounded:

l " l
(84)

Remark 2. The feedback we have constructed is bounded in norm by 94. But for all

6 ) 0, one can modify the design in such a \4/ay that the resulting control law is bounded

by e instead of 94.

5 Conclusion

We have proposed a new extension of the backstepping technique which applies to time-

varying nonlinear systems and thereby can be utilized in particular for solving problems

of global tracking. We do not have explored all the possible extensions of the approach:

we want to emphasize that the key ideas of the technique are even more important than

the results themselves. Much remains to be done, robustness and disturbance attenuation

issues, applications to the control design for systems with delay are some issues that may

be pursued.

co* 1t1 -fu-s sin(t) -H.*cosz (t; - -
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4

Stabilisation d'une trajectoire des
systèmes feedforward

4.L Introduction

Ce chapitre fait suite à plusieurs efforts récents concernant la stabilisation des systèmes

non linéaires par la technique du forwariling ou ajout d'intégration (voir par exemple

[45,77,65, 84, 58]). n s'agit de répondre essentiellement à la question de savoir quand la

stabilisabilité asymptotique globale du système :

! :  g (æ,u)

implique la stabilisabilité asymptotique globale du système :

(4 .1 )

Ir  
:  f( ' 'Y'u)

t I  :  g@,u).
(4.2)

La réponse à cette question est qu'en général on ne peut rien dire.

Ce chapitre traite le problème de la stabilisation d'une trajectoire d'une famille de

systèmes non linéaires sous la forme feedforward suivante :

! *  
:  MX+H'(Y)*H2(Y,u)u

t"  :  F. (y)  *F2(y,u)u
(4.3)

où X € R-, Y € IR", u € IRq, toutes les fonctions sont de classe C2 avec //t(0) :0 et

Fo (O)  :0 .



Chapitre 4. Stabilisation d'une trajectoire des systêmes feedforward

Supposons qu'il existe une trajectoire de référence admissible (X"(t), Y(t), 
",(t))

bornée sur [0, oo[ et de classe C2 satisfaisant

(  x,( t)  :  MX,(t)  + H{Y(t)) + Ur(V(t),u,(t))u,(t)
{ (4.4)

I v"ttl

Nous nous proposons de trouver une loi de commande de classe C2

u :  u( t ,  x , ( t ) ,Y(t ) ,  x ,Y) (4.5)

(4.7)

(4.e)

satisfaisant lu(t,X,(t),Y(t),X,Y)I ( û telle que pour le système en boucle fermée (4.3)-

(4.5)

gg llx(t) - x,(t)l l  :0 et , l l1 l lv(r) - v"(r)l l  : 0 (4.6)

Commençons notre analyse par I'exemple suivant qui synthétise les idées de base de la

technique du forward,ing.

Exemple 4.L.L : Considérons le problèm,e ile la poursuite de trajectoire du système sui-

uant :

I  
r '  :  t2anl+u2

I t , :  u
où (ry *r) € n"fl est I'état et u est I'entrée. Supposons que nous uoulons trouuer une loi

de commande u telle que la variable 12 effectue un rnouuen'ùent périodique x2r(t): cosf .

Dans cette uoie, une trajectoire de référence satisfaisant (4.7) est donnée par

at(t) : 
#rcr* 

21 sin t - 3 sin 2t * sin 3tl

(4.8)* r r ( t )

u , ( t )

= cos f

:  - s in t .

x 1 -  n ç ( t ) t  e 2  :  1 2 - az,(t) et u : u - u,(t) et obtenonsNous définissons

la dynarni,que de

l 'erreur e1 :

l'erreur :

! 
u, : ez * (ez * r2"(t))3 - 

"t,(t) + u2 + 2u,(t)u

I u, : u.



4.7. Introduction

En raison de la présence du tertne u2 dans le sous-système en e1, la technique du

baclcstepping ne peut être appliquée. D'un côté, stabiliser le sous-systèmê êfi, €2, rnê,me au

rnoyen d'une commande bornée, ne pose aucune dfficulté. Adoptons d,onc une démarche

inuerse de celle employée pour stabiliser Ie système (3.1) de l'eremple 3.1.1 du chapitre

précédent : stabilisons d'abord le sous système efl, €2, puis essayons ensuite d,e stabiliser

le système global. Firons con'Lrne objectif d'obtenir une loi de cornmande bornée, ce qui

d'un point de uue applicatif présente un intérêt lorsque Ie phénomène ile saturation des

actionneurs est à prendre en compte.

Ainsi Ie changement de loi d,e commande

o , - - 3 - t n , ,
- | w

1/t + el

ez r (ez + r2,(t))r - rr,(t) - & 
- 

ffi+.,

(4 .10)

conduit au système

f i :

(4 .11)
) a

+ 2u,(t)w - -?w
1/r + el

-  
" '  *  0 , , ,

- | 
w

1lt + e|

qui admet le sous sgstème en e2 globalement asymptotiquement stable et localernent erpo-

nentiellement stable lorsque u.' = 0. On peut montrer que ces deur propriétés impliquent

que toutes les solutions d,u système sont iles fonctions bornées du ternps lorsque to : 0.

En efret, Ia uari.able e1 intègre une fonction qui conuerge erponentiellement uers l'origine.

Cette'propriété ua jouer un rôle crucial ilans la construction d,'une fonction ile Lyapu-

noa qui pennettra d'appliquer le théorème de Jurdjeuic-Quinn. Le changement ile uariable

o t



Chapitre 4. Stabilisation d'une trajectoire des systêmes feedforward

X t :  € t

En parti,culi,er, I(a) :

deuient

ù(xr,"r1 s

I e2 transforrne le système

|  :  ez*  (ez + r2, ( t ) )3

Q1 .11 )  en

-*t(t).&- 2u,( t )ez

6+"', Fa,

Considérons Ia fonction de Lyapunou

u(x ' , ,e2):k( i "Z)* ln( l  +x?) (4.13)

où k(a) : 6a * 2a2 est une fonction de classe Cr de dériuée strictement positiue, telle que

,liïL 
k(o) -- *oo. So dériuée le long des trajectoires d,u système (4.12) satisfait

+ r.2+w*2u,(t)u-+. e.r2)
! t+e i

. € 2
ê -  - -  L  O r r

-  t .  ,
I t+e -z

+ ffi|,,* (ez+æ2,(t))'-,3,(t)+& tffil ,n.tn,

+ lo G"z) ",+ #b| *r,.1,1 - +*,ll ,,
L . -  '  L*x iL 1 l t+" |  l l

En remarquant que ln(1+Xr'?) a une dériuée bornée par 1 et que e2!(e2+n2,(t))3 - xl,(t)+

e2, 2u,(t)e2

;A, 
- 'ffi, 

est inférieur Eur un uoisinage de I'origine à une fonction quadratique,

il eri,ste une fonction I(.) strictement positiue telle que :

#fu1' * t' * x 2'(t))3 - *""(t) - &'ffi] ='(I"z)ffi
3+2a conuient. De là, il uient que k'(a) > zl(a) et l'équation (4.14)

-(o+2e;.-L
2\f I+eZ

I ZX, l,+ l$+2")",-*,,-lt
,fô

(4.15)

* Zu,(t) - . , ] ] , "
2ez

1/r + e2,



4.7. Introduction

Le tenne d,e ilroite de cette égalité est constitué d'un terrne négatif en Ia uariable e2, ce

qui tradui,t la stabi,Iité asymptotique du sous systèm,ê €ft Ê2 lorsque u) :0, et d,'un terrne

qu'il s'agit de rendre négatif et strictement négatif lorsque ez: 0 et e1 f 0 par un choir

approprié d,e w. La loi de commande

r+ (to+

, Y .
(6+2e2r)er+ 

ffi

r\ 2Xt
e i )ez_ r  

Æ

2ez

I *e llr 
+ z,"ttl -

2ez

I te ll, * r,"t,) 
-

lra 
+ z"Zl", +

| '

(4 .16)

(4.r7)

conduit à,

2Xt
TT77

Le système (/r.11) est donc globalement asyrnptotiquernent et localement exponentiellement

stabilisé à l'origine. Obseruons que la loi de comrnand"e u ainsi choisie est bornée et

que les lois de commande arbitrairement petites en norrne peuuent ê,tre trouuées. Par

contre, en raison d,u fait que Ie système (4.11) est non ffine en la commande et qu'en

conséquence Ie terme de droite du système (4.15) est non ffine en w, des lois de comrnande

arbitrairement grandes solutions du problème ne peuuent être obtenues I en génèral, seule

d,es command,es bornées sont solutions du problème.

C'est cette approche que nous utiliserons dans ce chapitre, i.e., dans les prochaines

sections pour étudier le problème de la stabilisation d'une trajectoire périodique du sys-

tème pendule-chariot et de la stabilisation d'une trajectoire qui n'est pas nécessairement

une fonction périodique du temps d'une famille de systèmes non linéaires sous la forme

feedforward (4.3).

Dans un premier temps, nous resolvons le problème de la stabilisation d'une trajectoire
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Chapitre 4. StabÏIisation d'une trajectoire des systêmes feedforward

périodique du célèbre système pendule-chariot

( (M t m)i * m(.cosl i i  :  mt02 sind * /
t
1 . .
(  âcos0+ ( ,0 -gs in |

(4.18)

ou

- (M, r) est la masse et la position du chariot qui se déplace horizontalement,

-(*, [, d) est la masse, la longueur et la déviation angulaire par rapport à la verticale du

pendule qui pivote autour d'un point fixe sur la chariot,

- Finalement f est la force horizontale appliquée sur le chariot et considérée comme la

commande.

Après un changement de variables et un changement de feedback on montre que le sys-

tème (4.18) peut se mettre sous la forme (a.3) et nous appliquons les idées de [65, 68]

pour trouver une loi de commande stabilisante de manière à donner à I'angle du pendule

un mouvement oscillatoire d'une amplitude strictement inférieur. à i.Les simulations

numériques permettent de valider les résultats obtenus.

Dans un second temps, le problème de la stabilisation d'une trajectoire qui n'est pas

nécessairement une fonction périodique du temps des systèmes non linéaires sous la forme

feedforward (4.3) est résolu. Plus précisement, nous montrons sous quelles conditions les

lois de commande obtenues par Mazenc et Praly dans [68] conduisent à un comportement

global d'uniforme asymptotique stabilité d'une trajectoire qui n'est pas nécessairement

une fonction périodique du temps.

4.2 Mouvement périodique du système pendule-chariot
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Abstract

The problem of tracking a periodic trajectory of the well-known cart-pendulum system is solved. After a change of coordinates and
a change of feedback, the equations of this system are nonlinear but feedforward. This prop€rty is extensively used to carry out for this
system the design of uniformly asymptotically stabilizing time-varying state feedbacks by using the forwarding approach.
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l. Introduction

The planar inverted pendulum on a cart is one ofthe most
well-known physical devices: it is in control laboratories for
50 years. Its dynamics obtained eitherby applyingNewton's
second law or by Euler-Lagrange formulation are

(M + m)s + mlcitcos(0) - mlotz sin(0):1, i:.r,

^i cos(0) + /(i) - g sin(g) : 6, 0 : o, (l )

where (M,x) are mass and position of the cart which is mov-
ing horizontally, (m,1,0) are mass, length and angular de-
viation from the upward vertical position for the pendulum
which is pivoting around a point fixed on the cart, / is a hor-
izontal force action on the cart. The force f is the only input
ofthis system and in Jakubczyk and, Respondek (1980), it
is shown that it is not linearizable. Because of the nonlin-
ear nahre of Eqs. (l), this underactuated mechanical sys-
tern is frequently used to validate the efficiency of emerging
nonlinear control design techniques: see for example Atassi
and Khalil (1999) and Gurumoorthy and Sanders (1993).
Although the problem of globally asympûotically stabiliz-
ing the origin ofthis system by continuous feedback is still

Ê This paper was not pres€nted at any IFAC meeting. This paper was
recommended for publication in revised form by Associate Editor Daiâan
Cheng under the direction of Editor Hassan Khalil.

* Corresponding author. Tel.: +33-l-87 -54-72-6E; fax: +33-3-E7-5,1-
72-77.

E-nail adùesses: mazenc@loria.fr (F. Mazenc), bowong@loria.fr
(Samuel Bowong).

0005-1098/03/$-see front matter @ 2003 Elsevier Science Ltd. All rights resewed.
doi: 10. l0l6/50005-1098(02)00279-0

an open problem which may be admits no solution, large
basins of athaction can be achieved through state or output
feedback by applying the forwarding approach: see for ex-
ample Mazenc and Praly (1996), Teel (1996) and Mazenc
and Vivalda (2002). An alternative way consists in adopt-
ing energy-shaping techniques (see for example Shiriaev,
Ludvigsen, & Egeland, 1998; Angeli,2001; Spong & Praly,
1996; Lozano, Fantoni, & Block, 2000; Astrom & Furuta,
2000). In this case, the control design is carried out through
Lyapunov functions which are not necessarily radially un-
bounded and do not admit derivatives which can be rendered
negative definite.

Although the tracking control problem for nonlinear sys-
tems, due to its difficulty and its practical interest is one of
the most challurging of the control theory it has never been
addressed for the cart-pendulum system. It can be solved
locally for small reference state trajectories using linear con-
hol techniques. But to track bounded trajectories with large
amplitudes and obtain large basins of attraction, a nonlinear
technique is required: when partially linearized, system (1)
is not minimum phase. Such a general technique is presented
by Mazenc and Praly (2000), where a Lyapunov construc-
tion of time-varying feedbacks which globally uniformly
asymptotically and locally exponentially stabilize bounded
reference staûe trajectories of feedforward systems is pre-
sented. Indeed, it turns out that after a preliminary change
of feedback, the cart-pendulum system is described by
equations in feedforward form. The objective of the present
work is to exploit this fact to carry out a Lyapunov design
of a control law which uniformly asympûotically and locally
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exponentially stabilizes a periodic hajectory of the
cart-pendulum system, with the set defined by 0 e ] -

nl2,nl2l as basin of athaction. Thus, for the first time, the
design of Mazenc and Praly (2000) is applied to a problem
of control of a mechanical system. Observe that, by apply-
ing this strategy of design, similar tracking problems can
be solved for systems such as for example the PWOL and
the TORA system (see Sepulchre, Jankovic, & Kokotovic,
1997, Example 6.7 and Section 4.4), the ball and beam
with a viscous friction term (see Sepulcbre et al., 1997,
Section 5.4.3) or models of helicopters (see Shim, Koo,
Hoffmann, & Sastry, 1998; Sira-Ramirez, Castro-Linares,
& Licéaga-Castro, 1999). At last, observe that neither in
Mazenc and Praly (2000) nor in the present work robustness
issues are studied, but since the approach of Mazenc and
Praly (2000) is a Lyapunov design, robustness with respect
to external perturbations and to parameters uncertainty can
be proved by taking advantage ofthe strict Lyapunov func-
tionsr obtained for large families of feedforward systems
and the cart-pendulum system in particular. The perfor-
mances induced to the cart-pendulum system by the control
laws we determine in this work are validated by simula-
tions. The paper is organized as follows. In Section 2, the
key results of Mazenc and Praly (2000) are briefly recalled.
In Section 3, these results are applied to the problem of
tracking a trajectory of the cart-pendulum system.

Preliminaries

o A function o: R + R is said to be a saturation if it is
a continuous, bounded, differentiable at 0 and such that:
o(s)s > 0, Ys 10, o'(0) > 0, ol1o,+-t / Zr([0, +oo[),
o l l -æ,ol  /  L t ( l -  æ,01) .

o For Q > 0, we denote: l*l:rFtr*, lxla: \FQi.
c A /{ *-fiinction a : R+ + R+ is continuous, zeto atzero,

strictly increasing and unbounded.
o lf V(y,t) is a continuously differentiable function,

we denote by V(X,t)6 the function: V(X,t)<r.t :
(ôVlôfi(x,t)E(x,a,t) + (ôVlôt)(X,t) where q(X,a,t) is
the vector field ofthe differential equation

i :  E( t ,a, t ) .  (2)

The function V(X,t) is a strict Lyapunov function for
system (2) if there exist two ;f--functions at(),az(.)
and a real-valued continuous positive definite fi.rnction
a3(') such that ar(lXl) < V(X,t) 4 uz(lXD,V(y,t)p1 4 -

ar( l r l ) .

2. tr'eedback control offeedforward systems

In this section, we present a result which summarizes the
two main results of Mazenc and Praly (2000, Theorem I

t S"" ,ft" preliminaries for the defrnition of strict Lyapunov function.

and Corollary 6). We will exploit extensively this result in
the zubsequent sections. Consider the following system:

X :MX+H(Y) }HZ(Y ,U)U ,

t :FoV)] -F2(Y,u)u

with X in R', I in R', a in Rs, all the functions are of
class C2 and Il(0):0,F0(0):0 and introduce a set of
assumptions:

Assumption A1. There exist functions (X,(t),Y,(t),u,(t))
bounded on [0, +oo[, of class C2 and veriffing:

i,7t7 : 1rxy,çt) + H (YrQD * H2(Y,(t), u,(t))u,(t),

t,1t1: Fo7v,1t)) + Fz(Yr?),u,(t))u,(t). (4)

Let i : X - X,(t),i : Y - Y,(t).

Assumption A2. The point f : 0 is a globally miformly
asymptotically stable equilibrium point of system:

i :Fo(t + Y,(t)) - Fo(Y,(t))

+ F2(i + Y,(t),u,(t))u,(t) - F2(Y,(t),u,(t))u,(t)
(5)

and there exist a positive definite symmetric mafrx Q and
c ) 0 - a > 0 s u c h t h a t

u r Q + Q M = - R 4 0 ,

lexp(M(s - t))ll@z(as)l ( cexp(-a(t - s)),

Vt > 0, Vse[0,t ]

where

n -
Aç)::-  [Fo(Y + r ,( t )) ] l f=o

+ *frXi + Yr(t),u,(t))u,(t)llto
ô Y '  - '

and @7(t, ls) is the fansition matrix associated to this matrix,
i.e. the function veri$ing: iÛtQo, to) : I, (ô iD,q I ôt)(t, to) :
aAQ,h)A(t).

Fact 1. If system (3) satisfies Assumptions Ll and
A2, then there exist a Lyapunou function V(i,t) of
class Ct, a function W(i,t), ff*-fimctions ai(.),
i : I to 3 of class C2 and a posithte definite ftmction
aq(.) of class Cz such that al(O) : u!r(0) : af(O; :
0, a{'(0) > 0,ai(0) > 0, ci(O) > 0, af (0) > 0 and for u :0
andfor  at l i  andt>0,

(3)

(6)

(7)

d,( lr l )  <r(t , t)  (  az(lr l ) ,  
l#rO,,r l  < d3(lr l ) ,  (8)

v( i , t )61: - l t / ( i , t )  < -  oh( l i l )  < 0, v i  + 0. (9)



Fact 2. Assurnption A2 implies that the equation:
PQ): up(t) - P(t)A(t) - c(t) where

ô -
c(t; : ; lHt(Y + Y,(t))llr=o

O I

A

+ L--- lH zÛ + Y, (t ), u,(t ))u,(t)ll r :o,
ô Y -  

- '

admits on [0, +oo[ a unique continuous and bounded
solution:

.+æ
PQ|: I exp(M(t-s))C(s)@7(s,r)ds.

J,
( 1 0 )

Fact 2 allows us to introduce the notation:
ât+^

D(t) : 
I 

(Y,(t), u,(t))u,(t) + Hz(YrQ), u,(t))

| âF" 
'l

+ P(r ) | ! 1Y,1t 7, u,1t))u, (t) + F 2(Y,(t), u,(t)) |
L o u  I

and to state the assumption:

Assumption 43. There exist bounded and continuous func-
tions Ka(t) and K,(t) such that the system:

i : (M + Kd()D(t)r Q + x,1t1ntt21x

is exponentially stable.

Before stating the main result of this section, observe that
by letting:

u : u - u , ( t ) ,  x : i  + P ( t ) i ,  l : i , (r2)

where P(.) is the tunction defined in (10), the dynamics (3)
become

i: Mx 4 fu(y,t) I h2(y,o,t)u,

j' : .f o(y, t) i f z(y,o, t)u,
( 1 3 )

where i1(.), hz(), f o(.) and f2() are tunctions of class
Cl, bounded with respect to f and where lr1(.) is such that
there exists a continuous positive function y(.) such that
lh(v,t)l < r(lvl)lvl'z.

Theorem 3. If Asswnptions Al-A3 are satisfied by sys-
tem (3), there exist a .t*-fwction rc(.) of class C2 and
a smooth saturation o(.), such that the deriuatiue of the
Lyapunou function

F. Mazene, S. BowonglAutomatica 39 (2003) 677-684

( l  I  )

where 1(y) is a strictly positiue function of class Ct,
satisfies

I

Û(x, y,t)çt'1 4 -; rc'1V1y,t))I lt(y,t)

|  , ,  ,  , x rRx  l o ( x , y , t ) 1z-  
ro(blù t  te 

(16)

Moreouer, for all ù in ]0, +oo[, one can select a function
).(y) such t hat ù(X, Y, t) : s,111 a u(x, y, t) w her e u(x, y, t ) is
the function giuen in (15) satisfies lû(X,Y,t) - u,(t)l < ù.
If (X,(t),Y,(t),u,(t)) are periodic functions, system (3) in
cl o s ed- lo op w it h ù(X, Y, t ) admit s (X,(t), Y, (t )) as a g lo b al ly
uniformly asymptotically stable and a locally exponentially
stable solution.

We omit the proof of Theorem 3: a detailed demonstration
of this result and discussions on its significance are given
by Mazenc and Praly (2000).

3. Conhol ofthe cart-pendulum system

In this section, we show how Theorem 3 can be applied to
stabilize the oscillation around the upward vertical position
of a pendulum on a cart moving on a horizontal axis. More
precisely, the problem we address is to design / so that the
cart-pendulum system exhibits a periodic oscillation with
the angle 0 tracking the following reference:

/  l ; \
tan(0"(t)): *r(.V7 t,) ,

IJ (x, y, t) : rc(v (y, t)) * 
Io"'n 

o(s) ds,

along the trajectories of (13) in closed-loop with

u(x, y, t) : - tQ) 
lrc' 

( (y, ù K 
(y, t) f 2(y, 0, t)

+o<tÀo>@].,

whenever the initial condition of the variable 0 is in I -

n12,nl2l.

3.1. Stability analysis

As in Section C of Mazenc and Praly (1996), to simplify
the analysis, we inûoduce the following changes of time,
coordinates and control law

*,: |  +zrn(a + ,r-.,) ,
i 2rt

":w-764-tr '
I f + nt02 sin g - rng sin gcos 0
s  M +msn2 0

/ r ? \+2',  \ r  +f f i )+, ,

which transforrr R2 x l- nl2,nlÀl x R into R4. We do
not recall how these transformations have been determined,
explanations are given in Section C of Mazenc and Praly

(14 )

(  l 7 )

(  l 8 )

(15 )



j r : s r  -  f r ,

i t  :  u t ,

i t  :  r r ,

t ^ t ^

i1 : -Q: a rr)r,l 1 + ti + u1 yf | * tf,

(1996), and do not give the calculations showing that these
transformations allow us to rewrite (1) as

F. Mazenc, S. BowonglAutomatica 39 (2003) 677-684

(  le)

The problem we address in the following is to design
u2 to make the zero solution of these equations globally
uniformly asymptotically stable and locally exponentially
stable. We solve the problem in tbree steps: (i) Stabi-
lization of the (ir,fr)-subsystem. (ii) Stabilization of the
(.i1,i1,i1)-subsystem by applying Theorem 3. (iii) Stabi-
lization ofthe overall system by applying Theorem 3.

3.2. Stability of the (fi,f 1)-subsystem

It turns out that in the family of changes of feedback
which give to the (i1,i1)-subsystem the required stability
properties, the following

-ivQ)i?
U a : -- ((h,h,U)).,/r + t2,

2(û * ir)q,(t)ir
+ u 3 (24)

t+ t?+Jr+t? t / r+1?
leads to reasonably simple calculations in the next two steps.
The dynamics of (22) become
t - a
x l : s t - I t ,

, -ivG)i?
( r : -

(1t1,t1,1t7)1/TTfi

2(û i î1)tçQ)\
- - l+Pr+J lTVJ l  -72-u3 '

it : /t,

fi: -(i1 + D\F+ i? - t?Jt)(\ + ît)

JTTV, + \/TT77

| +t?,(t)+ rfr +4Av/TTV,
2içQ)tç(t)i1

+ ur{* t'r'

(2s)

unbounded

(26)

with z3 : 6

where the notation "" denotes the derivative with respect
to the new time z which is still denoted t. The key property
satisfied by this system is that it is a feedforward system.
More precisely, the (s1 , f1, 11 )-subsystem belongs to the fam-
ily of systems (3) with s1 playing the role ofX and (tr,n).
playing the role of Z and the overall system belongs to the
family of systems (3) with this time x1 playing the role of
X and (s1,t1,r1 )T playing the role of I. It follows that to
solve the tracking problem we consider one may try ûo ap-
ply Theorem 3 twice. The remaining part of the section is
devoted to achieving this task.

A (periodic) reference trajectory meeting (19) is given
by:

t '  / 1  \
x l r?) : l  -cos( t ) -  /  arcs in(  is in(s)  )  ds,ro >"i (
s r , ( r ) : cos ( r ) * s i n ( r )  - a r cs in I  os in ( t )  | ,

\ v z  /
t1,(t) : çss(1;, 4,(t): -sin(t),

u1,(t) :+ + cos(r) - sin(r).
v l + cos"(t)

(20)

This allows us ûo ffansform the tracking problem we con-
sider into the problem of the global uniform asynptotic sta-
bilization of the origin of a time-varying nonlinear system.
By letting:

it : xt - xv(t), .il : Jl - .tl/(t),

ir : tt - tv(t), ir : rr - nr(t),

u2 :ur  -  u t r ( t ) ,  (21)

the dynamics of system (19) become:
: - a
x l : ^ t l - t l ,

:
sl : I l2,

Consider the positive definite and radially
smooth function:

n(n,îù = Q + ftf/z - | + îfi + 4.
Its derivative along the trajectories of (25)
satisfies

v1fi,î;1251i, : it,

:  . a  -  \
r t : - \ t t + r t ) l - - ,  .  i?+2 i rh , ( t )

vr+' i+rv-f t ;1ff i
< -f t f  +î? +40 -2@)

+ lh  +2 f  t l
tv?)2(h + Ft)

JT17, + JTT77

ztl,(t)i1

*ur1fr +,7
with

( ( t t , t v ( t ) ) : l + û , Q ) +

(22)

(23),lr, - r'r,(r){- t+4,Q)+\fT4aJTTq
(27)
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By using Young's inequalitY, we get

vr6r,rù<zst * -'*-f î?\M (33)

(34)

(35)

(36)

(30)

is satisfied. In combination with (28) it leads us to choose

rc(s):3s. Such a choice Yields

v21î1,i1,i)ps, ç -1cri? +czt)1f t +il

' r G(ir/r, it)ut,

where c1 = 5\f2 - 3f 4, c2:2(J2 - I ) and

Gr(ri,fr,^îr)=3(ir * 2î)rf rit. 
;fu

v21î1,i1,i)ps, = -f 4\lt4 - 
*nJ;*

t s Î- 
zoo 1rç5

2(û + ir)tv?)ir

I + r? + 11 + tlt/t +Ti

is obtained. It ensures the global uniform asymptotic stabil-

ity and the local exponential stability of the origin of the

(.ir , ir, ir )-subsystem when a4 : 0'

3.4. Stabilization of the ouerall system

Using argumurts similar to those invoked to show that As-

sumptions A1-A3 are satisfied by the (s1,/1,11)-subsystem

of (iS) after the change of feedback (24) one can check

tnai tnése assumptions are satisfied by system (19) after the

successive changes offeedback (21),(24) and (33), withxl

playing the role of X, (s1, !1, rt )T playing the role of I' The

function P(t) corresponding to the particular case we con-

sider is P(t) : (50,0,0) for all /, which leads to the change

of coordinates (3a) and to the system

, sî , Soiv?)i?i ' :Gffi"**^æ,
100t,(tx;r +tr)ir , .^..

; )Ult3'

(31 )

(32)

.( 'u('

-o(-*r 'n.rJ' .n) (28)

The right-hand side ofthis inequality is a negative definite

frrnctià'n independent ofr and is upper bounded on a neigh-

borhood of the origin by a negative definite quadratic form'

It follows that the origin of the (i1,f1)-subsystem of (25)

with u::0 is globally uniformly asymptotically and locally

exponentially stable.

3.3. Stabilization of the (Sviçi1)'subsystem

Let us check that Assumptions Al-A3 are satisfied by the

(s1,f1,11)-subsystem of (19) after the changes offeedback

izi>, <z+>, witih s1 playing the role of X, (t1,4) ' playtog

tnr.ofà oiI. According to (20) Assumption Al is satisfied'

It follows from (28) that Assumption A2 is satisfied' At last,

in the particular case we consider, one has P(r): 0' D(t): I

for alf t which implies that Assumption A3 is satisfied' It

follows that Theorem 3 applies: one can determine a control

law n3 and a Jt*'finclion rc(') and of class Cz such that

the derivative of the function

V2(31,i1,F): rc(V(ir,irll + ,/r + t? - r (2e)

along the solutions of (.i1 , i1, f1 )-subsystem in closed-loop

with- zl is smaller that a negative definite fi'rnction of

(S l ,  t l ,  r l  , , .
One can easily prove that the inequality

9 -Trt -a r . ir
<  __4_  t i  + r i+  

f f i u t

At this stage, we remark tbat V2(') can be made negative

definite by picking any a3 which has opposite sign to Gr(')'

But z3 is not the end of the desigrr. We still have to stabilize

the il component. According to the results given in Section

2, the problem with this new component can be solved by

doing the new change of coordinate (12) which is defined

tom tne integral relation (10). To facilitate the determina-

tion ofa change ofcoordinate (12), we choose a v€ry par-

ticular expression for z3' More specifically, we take ar in

the form

" ( "  . i r  \
u t =  Ê o  

\ , ,  

-  

æ  ) * " ^

with (o > 0, a constant to be specified' The motivation for

this choice is that bY letting:

l -
x 2 : x l  *  ( o  " t

the expression ofiz has no linear term in (/1,'î1 )' This means

that the problem of determining the change of coordinates

(12) is settled. However, one has to show that the above

expression ofa3 is aPProPriate.-Wh.n 
,o : 0, by using Young's inequality and (32) one

can prove, after some lengthy computations, that

Gr(ît,Ft,3r)ut < Éol"ti? +^\lJl +i?

-i.(,+s
wirh c: : (37 + 3J | *'l-slz),ca : (23 + tJz +ffi)'

Picking for instance (o : #,the inequality

tr) **),
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r t  :  r l ,

it: -(it + î)\FE - t?,(t)(n + h)

, 2ir,(t)t1,(t)i1' t+t1,1t laff i

.(+('-Ë) .-)
1-s1l:7i2,îyî1, i1 ). One can easily deduce from Theorem 3
that one can determine a control law ua and a ,:{ *-fiinction
rc(.) and of class C2 such that the derivative of the
function

F. Mazenc, S. Bowongl Automatica 39 (2003) 6ZZ_654

(3e) - G2(i2,î;fi,i)

with

(40 )  f t :

renders Z3(.) negative definite and locally upper bounded
by a negative definite quadratic function. Retuming to sys-
tem (1), the final conclusion we draw is that the uniform
asymptotic tracking ofthe reference output trajectory 0,(t)=
arctan(cos((l / g)t)) of the cart_pendulum system is achieved
by the time-varying conhol law:

f : mg sin(0)cos(O) - m/a2 sn(O)

o ^ f
(37)  +7(M *msin ' (0)) l -ut  *2tan(0)

L

.('*i#).rl'u^Al (43)

4127 :  rc(V291,1, i1))  + /r  + 4 -  | (38)
with

-cos(r)
ut: -# * cos(z) - sin(r)

v I + cos'(î)along the solutions of the overall system in closed_loop witb
ua is smaller that a negative definite function of Z.

The inequality

, i? , 633 
"2 

. 7354 J,*æ* lb - ' r * loo" i

, 50îz
/î-l---7T'+

v t + x i

,  2cos(r)(û+F)ù |  (_ si  \.------
cos2(0) + 1/r + rf cos(o) 50 \"' ,frTil )

{ t *P ,

r) * cos(9))

(44)

and (36) lead us to choose rc(s): 164(s + l)2 _ 164. Such
a choice yields

v r(Z)<r.,t < -i? \F 4 - 4{r + I?
, : 

I I ,, ît :tan(o)- cos(t),

,[at*^+sin(?)'
4g?' + G2(Z)ua

with

- sni^
G2Q): -- r (r(i1,iy,i)

v t + x ;

* ("u *""

- ,t lt 0)
r r  :  - :  + '  / -  -  * tan(0)  -  cos( t )'  

t /s /  !ecos(0)

/ 1 . . . \- sin(r) * arcsin | -
\' 'Æ 

ttn(t)/ '

i r : l + 2 h ( t a n ( o \ + -  I  \
,  \  . * 4 ; / - l + c o s ( r )

.  f '  . ( t . - . \+ 
/0 

arcs'n 
\7, 

sin(s)J ds * 50.ïr. (45)

3.6. Simulation results

In order to validate the performance of the proposed con_
trol law, we have performed in the initial coordinates sim_
ulations in Matlab. We have selected the values M : m:
l,l:T and g:9.8 and the initial conditions.r(0):ô,;(O):
9.8,0(0):0,9(0):0. The tlree first figures show a fast

l/G l,it, i ù : 328(l/2(fi ,î1, /r ) + I ). ( 41 )

Since we want the origin of the overall system to be globally
uniformly asymptotically stable, 1231.; has to be negative
definite. This property is induced by a control ua with the
opposite sign of G2(2).

3.5. Stabilizing control law

Choosing for instance

uc: -Gz(Z), 
G2)

ùî1
I + cosz(r))cos(O)(/t +
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Thacking Ihajectories of Feedforward Systems

F. Mazenc and S. Bowong

Absfiact-The oblective of this not€ ls to solve the problem of tracking
trajectorles offeedforward systcms. A family ofthe time-varylng statc feed-
backs which globally, uniforDly, esympûotically, and locally exponentially
stabillze traJectories whlch are not necessarily periodic functions of the
tine ts exhibited. The control design is based on the construction ofa sûlct
Lyapunov function,

I ndex Terms-Fedforward systems, nonllnear systemq tracking.

L INTRoDUCTToN

The tracking control problem for nonlinear systems is one of the
most cballenging in conrol theory, due to its difficulty and its practical
int€rest. It has received a considerable amount of attention from sev-
eral researchers. Some approaches to this problem are well known. In
particular, the linearization, the partial linearization ofsystems, (se€ [2]
and [6]), and the concept offlatness (see [7] and the references therein)
have been used successfirlly to track locally, and in some cases globally,
trajectories of particular nonlinear systems. The backstepping and the
pæsivity techniques (see [3], [11], and [10]) also provide very efficient
help for solving globally the problem for wide families ofsystems.

However, the feedforward systems (see tSl, t9l, and [12]) are, in
general, not in feedback form, have no particular passivity properties,
are not linearizable, not flat, and, when parrially linearized, nonmin-
imum-phase. It follows that the æchniques previously mentioned do
not apply.

For chains of integators with bounded input (which are particular
feedforward systems), the problem has been solved in [13]. Recently,
Mazenc and Praly [9] constructed a family of feedbacks (which con-
tains bounded functions arbifarily small in norm) which globaily, uni-
formly, asymptotically, and locatly exponentially stabilize periodic ref-
erence state trajecûories of nonlinear feedforward systerns. This new
result relies on the construction of a Lyapunov function which is not
a strict Lyapunov function, i.e., which admits a derivative along the
trajectories of the closed-loop systems which is not smaller than a neg-
ative-definite function independent of the time. It follows thae l) uri_
form asymptotic stâbility of the stabilized trajectories can be estab-
lished only if they are periodic and 2) the technique cannot always be
applied repeatedly.

The purpose ofthis note is ûo complement [9]. We consider the gen-
eral class of systems studied in [9] and prove for these systems, under
slightly more restrictive zlssumptions, the global uniform asymptotic
stabilizâbility of signals which are not necessarily p€riodic frrnctions of
the time through the construction of a srrio Lyapunov function which
can be carried out repeatedly. Moreover, observe that strict Lyapunov
functions are known to be very efficient tools for robustnes5 anatysis.

Organization of the Note: In Section II, the main result in [9]
is briefly presented. In Section III, we construct a strict Lyapunov
function and stabilizing feedbacks. Section tV contâins concluding
remarks.
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Basic Definitions:
. We assume throughout this note that the functions are sufficiently

many times differentiable.
' A function a: R + R is said to be a saturation if it is a con-

tinuous, bounded, differentiable at 0, and such that o(s)s >
0,-Y s t '  0, o'(0) > 0, al1o,a_t e L'(p, +oo[), alt__,0] É
trt (l - -, 0l). It is said to be a-linear saturation if there exists
.t ) 0 such that o(s) = s, !s e I-L, Ll.

. W,th_Q a positive-definite symmetric matrix, we denoæ lcl =
y'fr,1,1q = JM.

. A function a: [0, +oo) + [0, 4oo) is said to be of class K_
if it is. zero at zero, shictly increasing and unbounded.

. BJ V(X, t)1ry, we denote the function: V(y,t)g
(ôV/ôù(x, t)e(x, o, t) + (AV/AI)Q, r) where çk, a, t)
is the vector field of the differential equation

x - 9(x, a, t) .

II. TrE MAIN SouncB oF oIJR woRK

In this section, we present a result which sunmarizes the two main
results of [9]: Theorem I and Corollary 6. We will exploit extensively
this result in the subsequent sections. Consider the following system:

A(t) =

( l )

{:  
= ** + EJy) * E2(y, u)u

( Y = r à ( Y ) * F z ( Y , u ) u

with X in R" , Y in R-, u in Rq, all the functions are of class C2 and
trlr (0) = 0, Fo (0) = 0, and intoduce a set of assumptions.

Assurnption 41.. There exist functions (X"(t),y.(t), u.(t))
bounded on [0, +oo[, of class C2 and verifying

[ 
*,6 = u x"(r)+8, (r"(0) + Ez(y(t), u,(t))u,(t) 

(3)
I v"ta = rotv, uD+F2(y.(t), u.(t))u"(t).

l-ett = Y - Y"(t). Assumption Al guarantees that the matrix

(2)

#F(r+r"r t))

( r+r" t r t ) -

+ F, (t +ye),",1r;)u"1r1]l__, (4)

is well defined and of class CI. I.et iD1(t,t6) be the transr-
tion matrix associated ûo this matrix, i.e., the function verifying:
(ôot/ôt)(t ,  ro) = ip^1s, to)A(t),$a(r6, 16) = /.

Asswnption A2:
A2.l) The poht f = 0 is a globally uniformly asyrrptotically

stable equilibriurn point of the system

Y = F o ro(v"(r)) + F, (t + Y,(r), u,(r))

' -  Fz(Y( t ) ,  u " ( t ) )2 , ( t ) .  (s )

42.2) There exists a positive{efiniæ symmetric matrix I and c >
0,o ) 0suchthat

M ' Q + Q M  = - R < 0  ( 6 )

l exp(M(s  -  4 ) l lQr ( t ,  s ) l  =cexp( -a( r  -  s ) )

Vt > 0, Vs e [0, t l .

0018-9286Æ2$17.00 @ 2002 rF'F',F

(7\
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Fact 2.1: If (2) satisfies Assumptions Al and A2' then there exists

a Lyapunov function V (1' , t) of class Cl, strictly positive-real num-

bers p,, i : 1, . . . ,5, a functionW(t , t), and functions dr ('), or('),

a3(. ) ,  andon( ' )  of  c lassK- suchthat

,"ltl" <v (t, ù < o. lil' l# (r,41 s ,. 1"1
o, ltl' < "' (ltl), when lr'l s r' (s)

", (l?l) s, (t, ') s * (lr1;
lYO. ' \1." .  f l i , l ) ,  v i '  (e)
l ô y \  / l -  \ r  r . /

i l (i,. t\ =-w (i'.r) < -o, (lEl) . o' \ - ' " / r s r  
\  /  

-  - \ l  
l /

v i '+0 .  (10)

Fact 2.2: Assumption A2.2 implies that

F1t1 : mnqtl - P(t)A(t) - c(t) (11)

where

ca\ = + la, (t +v,at)
a y L  \

+ H, ( !  +v.( t) ," ' t t i )"" t t t ] l - - .  (r2)

admits on [0, +oo[ a unique continuous and bounded solution

f+æ
p(ù = 

J, 
exp(M(t - s))C(s)On(s, t)ds. (13)

Fact2.2 allows us ûo inEoduce the notation

â H "
D(t) = Y::!  (y,(t) ,  u"(t))u"(t) + E2(Y"(t),  

",( t))

+ PU)l+(v"(r), z"(t))2"(t)' ' L O u

+ A(%(4, ",(4).1 
(14)

and to s[ate the following assumption'

Assumption A3: The pair (M, (QD(t), R't')' ) is uniformly de-

tectable. i.e., there exist bounded and continuous firnctions K a(t) nd

1(, (t) such that the system

e : (* + N"çt1o1tf q + K,Q)R,/2)Ê (1s)

is exponentially stable.
Before staûng the main result of this section, observe that by lefting

X  = X  -  X , ( t )  i '  = Y  - Y " ( t )  a  -  u - u . ( t )

r = X + P ( t ) i  a = i
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Theorem 2.3: If Assumptions A1-A3 are satisfied, there exists a

function r(.) of class K- and of class C2, a srrooth saturaton o('),

such that the derivative of the Lyapunov function

U(x, y, t)  = n(V(y, t11 + [ ' ' 'o o61a, (19)
Jo

along the ûajectories of (17) in closed-loop with

I A V
u(x , s , t )  =  - ) ( s )  l * ' (V (a ,  t ) ) * ( y '  t ) 12 fu ,0 , t )

L o Y
^ 1  6  

' l T

+ a( l r la) i -Y h2@,0,  t ) l  (20)
p p I

where À(y) is a srictly positive function of class Cr, satisfies

.  r  I  . rT .R t
Ù(x, s,  t )ç4 < - i" ' (V(y,t))W(u, t)  -  

,o( lx lo)1f i

- - *  f u @ , y , t ) 1 2 .  ( 2 r )
. ^ \ g  )

Moreover, for all ù in ] 0, +oo[, one can select a fimction À (9 ) such that

û(X, Y, t) = u,(t)+u(n, y, t) whaeu(t, g, t) is the function given

in (20) with r, y defined in (16) satisfies: lû(X, Y, t) - u' (t) | < ù. If
(X,(t),Y"(t), z,(t)) are periodic tunctions, (2) in closed loop with
û(X,Y, t) admits (X"(t),Y,(t)) as a globally uniformly asymptoti-
cally stable and a locally exponentially stable solution.

III. GLOBAL UMFORM ASYI"FT TIC STABI.TTY

Iæt us state the main result of this note.
Theorem 3.1: fi (2\ satisfies Assumptions A1-A3, then for all

,ù in 10, +oo[, there exists a continuous time-varying feedback law

û(X,Y, t) verifying

lû(x,v,  t )-u,( t) l< ù (22)

and such that the closedJoop sysæm admits (X"(t) ' y,(t)) as a glob-

ally uniformly asymptotically and a locally exponentially stable solu-

tion.
Pmof: To estabtish the result, we shall exhibit a strict Lyapunov

function for the sysæm (17) with the feedback law (20). The Lyapunov
function (19) is not strict; the right-hand side of (21) with v - 0 is

not smaller than a negative-definite fimction of c. So, in a first step,

we consfuct a Lyapunov function for the c-subsystem of (17) whose

derivative along the ûajectories of the system is negative-definite in r

when g = 0. With this function in hand, we shall be able to build in a

second sæp a sFict Lyapunov function for the overall system.
The assumptions of Theorem 3.1 ensure that Theorem 2.3 applies'

So there exiss a function t/(') given in (19) and a feedback law (20)

such that inequality (21) holds. Notice that from (20), we have

- i l * l

u(r, 0, t) = -ro dll l lcl DQ)r Qr, Ào = À(0). (23)
l c l a

To make our arguments simpler, we restrict ourselves by imposing on
a(.) to be a linear saturation function, bounded in norm by one and

equal to the identity function on ]-1/2' 1/2[.

A. First Step: A Lyapunov Functionfor the n Subsystem

We start the construction with the following result established in

Appendix A.
Izmna 3.2: Under (6) and Assumption A3, for the system

(16)

where P(') is the function defined in (13), the dynamics (2) become

( ;:  -  t t tr  + ht@, t) * hz(s, u, t)u
{  

- ' - '  ( t 7 )
I y = .fo(g, t)- l  1z(A, u, t)a

where Èr('), hz('), /o(') and /:(') are functions ofclass Cr' bounded
with respect to t, and where lr1 (') is such that there exists a continuous
positive function 7(') such that

l r r r(s,  t ) l  S r( lv l ) lv l ' . (18) x=l*  -eD(t )D( faely (24)
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where s is a strictly positive-real number, there exists a continuously
differentiable, bounde{ positive-defi nite, symmetric Datrix 8. (t)
such that

xr e.(t)xe4\ = -lxl'. (25)

Then, with Ào efven in (23) and p a stricfly positive-real number !o be
specified later on, we let

.  /  I  -  \ 2
Q ( x , t ) -  e l r ' Q î )  * c ' Q r o ( t ) r .  ( 2 6 )

This frmction combines the strict Lyapunov function given by Q1o (t)
with the one given by Q. This construction is reminiscent from the
one proposed in [5] (see also [4]). The key point about 9(.) is the
following property established in Appendix B.

lænma 3.3: Consider the following system:

x =  M x *  D ( t ) u ( y , 0 , t ) .  ( n )

There exists p"(Ào) > 0 such that, for all p > p.(À6)

Q1y, t)pz> < -Àopo (xlq )lxlqloftf erl' - îlrl '. (zB)
r l

From now on, p is related ûo Ào as indicated by this lemma.
To exploit easily the function O(.) in the forthcoming construction

of a strict Lyapunov function for the sysûem (17), it is convenient to
modif it as

A(Q(x,t)) = arctan(Q(c, t)).  (29)

To simplify the notation, we use A(.) to denote arctan(.).
The derivative of A(Q@, t)) along the solutions of the system (17)

in closedJoop with (20) is given by

f A/-l
A(Q(", r))1rz; = A'(Q(r, r)) lÉ (t, t)lMr * hr(s, t)

* hz(y, u(x, y, t), rtrtr, u, tll + ff(r, r)] . (30)

Observe that the function arctan(.) admits the following fint deriva-
tive: arctan' (s) = t / (l + q2 ). Ir follows that lA' (Q)(0 Q / ô r)l < t.
Using this inequality, (28), and

g17, t)pz1 = 
K,*, t) lMy+ 

D(t)u(7,0, o) l+f f  (y,  t )  (31)

we deduce by adding and subtracting the term D(t)u(x,0, t) in (30)
that

A(Q(r, t))rrr ' ,

S -A'(Q(,,r11 (.lor" (l'lq) l'le lo1t1. 
q,l" * à l'l ')

t â o l
* l r , r(y,  r) l+ lâ ' (o(r ,  t )) ! j  (c,  r) l

I o î |
. lh2(9, a(t,  g, t) ,  t)u(t,  U, t)  -  hz(O, O, t)u(x,0, t)1. (32)

To obain an estimation of the last tetD, we remark tbat the definition
ofo in (20) and fte inequalities (8) and (9) imply the existence ofc > 0
and a positive continuous function €z(') such tbat

lu(y, a, t)  -  u(0, t ,  t) l  S €z(lyl) lsl l  lz(v, O, t) l
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However, since .\(.), f z O, hz (. ) are of class Cl, and both L, (t) anO
u.(t) are bounded, this inequality can be reduced to

lu(y, n, t) - u(0, r, t) l S €s (lsl) lyl (34)

with €e ( .) a positive continuous function. With the same æguments and
the boundedness of the function u, we get

l h2(v ,u (y ,x , t ) , t )  -  hz (o ,o , t ) l  S  € .  ( l s l )  l s l+  c lu (a ,q t ) l  (35)

with c ) 0 and €n(.) a positive continuous function. So, finally, with
the boundedness of u and h2 (0, 0, t), we get

lhr(y, ,(y, x, t) ,  t)u(y, x, t)  -  h2(0,0, t)u(0, c, t) l

S s (lyl) lyl + clu(o, r, t)12 (36)

with c ) 0 and E(') a positive continuous function. By using this
estimation, (32) becomes

A(Q(n, t))rr. , ,

. / r - t 2 - ^ \< -A'(Q(x, t ))  (Àona ( l ' lq) l ' lq ln@' Q,l  + Èl* l '  )
l â a l

+  lh , (v ,  t ) l  +  lA ' (Q( î ,  t ) )Ç  (x ,  t ) l
I o r I

. (= tlyl) lel + clu(o, ,, t)l ') . G7)
By completing the squares, we have

A(Q(r, t))rr, ,

l ^

S Ë = ( l r l ) '  lu l '  + lh,(v,  t ) l  -  A'(Q@, t))

. (^.r" (l'lq) l'lq loAl- 
q,l'+ â l'l ')

/  r ,

+ A' (e(î,r)) (" l# 6, qllus, r, t1l2

|  ^ ^  l 2 \

where e is any strictry r".,::"t::i:ff;,1à"::
inequality, we give the following result established in Appendix C.

Iztwna 3.4: The constants p > 0 and Ào ) 0 being given, there
existse > 0suchthat

eA'(e(x,ùl#', Ol' < àt't' (3e)

and if Ào is sufficiently small, by choosing p sufficiently large, the
ine4uality

l a o  .  l .  t ,  , z
" lÉ(" ,  t ) l lu(0,  c ,  t ) l '  S Ë l ' l '

+l \ooo(l'lq) l'lq lo1t1- q,l" (40)
holds.

With p and e chosen as indicated in Lemma 3.4 and with inequality
(18), we finelly gsi

A(Q(n, t))rr. , ,

1 ^
< à = tlrtl' lsl' + r (lvl) tuf - A'(Q(r, t))

*clÀ(y)h2(y, 0, t)  -  À6h2(0, 0, t)1. (33)
'  
[à t ' l '  

+ ! \6po(l ' le) l ' lq lr<tl .o' l ' ]  .  (4r)
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This is the key result we wanted to prove: the rigbt-hand side of (41) is
negative-definite with respect to o when y = Q.

B. Second Step: A Strict Lyapunov Functionfor the Overall System

Since U(c, g, t) > n(V(y, t)), [8, Iæmma 82, App. B] ensures
the existence of a function E(-) of clæs C2, of class Æ- and with a
derivative strictly larger than one such that

ld (U@, y, t))n'(V(y, t))w(s, t)

= *  
= 0r l , '  ly l '  +  r  (y l )  ly l ' .  (42)

Using this (42), (21), and (8H10), we deduce thât the derivative of the
function

u(t, s, t) = A(Q(r, t))+n(u(r, v, t)) (43)

along the ûajectories of(17) in closed-loop with the feedback u defined
in (20) satisfies

ùç4(r, a, t) < -I,r '(V(y, t))W(y, t) - f, A'(Q(n, t))lnl2.
(44)

According to (10) and (26), the boundedness property of Qro (t) and
the fact that xf(s) > 1, Vs ) 0, there exists c > 0, such that

.  1  I  I  r Êuç21(t,  y, t)  S - io'  ( lvl)-7 
TT*T*ITI ' .  

(45)

To conclude our proof, we rerrark the following.
. From (8), ftom the definition of l,/(-) in (43), the fact that /(.) is

arctan(.) and from [7, Corollary 3.4], we deduce that the origin
of the system (17) with the conûol (20) is locally exponentially
stable.

. Since lQlo (f)l is a bounded function, we have

plrlq
x  ( x  ( 4 1  ( l Y l ) ) )  +  |  o ( s )  d s

Jo
1U(x ,  y ,  t )

<  A(c ln l2  +  c lc la )  *E(n(az  ( l y l ) )  +  
" l " lo )  @6)

for some c > 0. Thereforc,U(x, y, f) is positive-definite and
possesses an infiniæly small upper bound.l

. The right-hand side ofthe inequality (45) is a negative-definite
function independentoft. So, [1, Ch. 10, Th. 3.1] applies; we de-
ducethatthefeedbackt(X,Y, t) = u(Y -Y(t), X -X"(t)+

P(t)(Y - Y(t)), t) + u" (t) globally uniformly asymptotically
stabilizes the rajecwry (X"(t), y.(t)). Atlast, observehat(22)
is satisfied by u( X, Y, t) .

[V. CoNcLUSIoN

This note is devoted to the problem of globally ûâckiûg trajectories
of nonlinear feedforward systems. It is the continuation of [9] which
itself is an adaptation of the key ingredients of the forwarding method
to the case of racking problems.

The novelty of the present note is the construction of strict Lyapunov
functions. This tool allows us to apply the æchnique repeatedly and
to stabilize signals which are not necessarily periodic functions of the

time. Moreove! we conjecture that it can be of great help to study ro-

bustness properties (like in particular disnrbance-to-state Lz stability)
induced by the proposed control laws.

lSee the definitions of [l, Ch. 10, Th. 3.1].
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APPENDD( A

kooF oF L,Etfi\44 3.2

According ûo [4, Ch. 3, Th. 3.10], AssumFtion A3 irnplies that there
exists a continuously differentiable, bounded, positive-definite, sym.-
metric matix Or (t) such that

€-o'1t;4,ru, = - l{ l ' '  (47)

using rhe e4nlity M - €D(t)D(t)Î Q - M -r Kd(t)DQ)rQ +
K, G) R1 /2 - K a(t) D (t)r Q - K, (ù Rt /2 - e D (t) D (t)r Q, we de-
duce that

y- e,1t1yrrn, = -lxl2 + Zxr Q{t) 
l- 

x n{t) o {t)' Q

- K,(t1Ùt/z - eD(t)D(l lQ]y. (4s)

The boundedness of Or (t), K d(t), K. (t)implies that one 
"* 

C"*r-
minec)0suchtha t

t:+- ^ |  -  t2 |  , ,^ t2
xr Q{t)xe4) s -i lxl" + cloltll qvl- + "la'/' xl- - {+s1

It follows that:

-:-
xTfi2(t)xeù S -àlxl' - ,lD(t)' Axl- - x'Rx (50)

whereO2(t) = f)l(t) + (1 + c + ("/e))Q.Itfollows thatthe system
(Z) is exponentially stable. This property and t4, Ch. 3, Th. 3.101 en-
sure the existence of 8. (t) continuously differentiable, bounded, pos-
itive-definite, symmenic, and satisfring (25). ^

APPENDIX B
kooF oF I,EMMA 3.3

A simple calculation yields

ë(x, t)e,t = -2pÀoxr exg-$+lr) lou)'e*l''  
l x l e  |  "  ' ' ' l

- lxl' - 2px'Qxx' Rx+ 2À" |-" I]lla) - 1l'  
L t x t a  I

'  xr Q ̂  o(t) D (t) D (t) '  Q x. (51)

Tbânks to the boundedness of D(f) and 8;,0(t), ty completing the
squlres, we get

," f ffi 
- rf x. e ̂ "G) D(t) D(t)r ex

r  ^  r 2

< it.t'*p(Ào)Ào lffi 
- rJ tottr'oxt' 62)

where p(.) is a function defined on [0, +oo[. Since o(-) is a linear
sanrâtion equâl to the identity function on ] - 1 / 2 , 1 / 21, there exists
p-()o) > 0suchthat

p(.r . t  [ "  I l l lc)  -  , l '  s o*t  oro( lx le) vp )  p"(À6).  (s3)' ' - ' L  l x l q  I  - ' "  - "  l x l e
So, for such a constant p, we have the result. A

AppENDrx C
PRooF oF LEMMA 3.4

1) We fust prove (39). I,et Q and Qio(t) te symmetric posi-

tive-definiûe matrices with

Qro(t) < s(Ào) V, > o. (s4)



From the definition of O(.), one can prove tbrough lengthy but
simple calculations that

19.9. r - +tl2

tr frfi s (1610l' +r6p2lel2 + 8s(Ào)'z) lol'?. (55)

We deduce that (39) holds with € = l/(r28(lQl" + p'lQl' +
S (Ào ) ' ) ) .

2) Now, we prove (40), which is satisfied if, for a given new constant
c à 0, there exist Ào and p such that

"p û 1,' al o l,td2 lo af q,l'

< l'l' + ù,so (lrlq)1,1qlo1tf q,f' rsol

4,' O ̂, u11*"ff lo Al. q,l'

< l'l ' + ù.o (rlq)1*1olnçf q,l' . c7)

Using_lo(.)l ( 1, one can check readily that (56) holds if
cÀelc'Ql < lrlq Thisinequalityissatisfiedif .\o issuffi-
ciently small.

Inequality (57) is satisfied if, with Ào chosen such that (57)
holds, there exists p > 0 such that

ACKNOWLEDGMENT

The authors would like to thank L. Praly for his help and comments.

REFERENCES

[ll I. K. Hîle, Ordinary Diferential Eqmrrbnr. Malabâr, FL: Krieger.
[2] A. Isidori, Nonlinear Contml System,3rd ed. New York: Springer-

Verlag, 195.
[3] M. Kntic, I. Kaoellakopoulos, and P. Kokoovic, Nonlinear md Adap-

tive Conîol Design. New York: Mley, 195.
[4] H. Khalil,lVonlinear Systems,2nd ed. Upper Saddle River, NJ: hen-

tice-Hall. 1996.
[5] W. Uu, Y. Chitour, and E. Sonrâg, "Remarks on finiæ gain stabilizabiliÇ

of linear systems subject to input saturaai@," SIAM J. Contol Optim,,
vol. 34, pp. 1l9G-1219, July 1996.

[6] R. Marino, L Kaæ[akopoulos, atrd P. Kokotovic, ,'Adaptive trackitrg
for feedback liæarizable SISO sysæms," in Pmc. 28th ConI Decision
Conrol., lamga, FL, Dec. 19E9.

[7] P. Msrtin, S. Devasia, and B. Paden, "A different look at ouçut cacking:
Conhol of a VTOL airclaft," Auromatica, vol.32, no. l, pp. l0l-10?,
19%.

[8] F. Mazenc and L. haly, "Adding an integration and global asynptotic
sabilization of feedfcn ard systems," IEEE Trans. Automat, Conti,vol,
41, pp. 1559-1578, Nov. 1996.

IFFF TRr{NSACITONS ON AUTOMAIIC CONTROL, VOL.47, NO.8. AUGUST 2OO2

-, "Asymptotic tracking of a reference state of systems with feedfor-
wald structure," Autorutica, vol. 36, pp. 179-187 , ?M.
R. Ortega, A. Loria, P J. Nicklasson" ard H. Sira-Ramirez, Paç.
sivity-Based Control of Euler-lngrmge S/srem. New York:
Springer-Verlag, 1998.

[111 K. Y. PetterseD and H. Nijneijea "Global practical stabilization and
tracking of a! underactuated ship-A combined averasing and back-
sæpping approach," in Prcc. IFAC Conf Systems Streture Contrcl,
NantÊs, Franc€, July 1998, pp. 59-64.

[2] R. Seputcbre, M. Jankovic, and P. Kokotovic, CoÆtructive Nonlinear
Crnrror. New York: Springer-Verlag, 1996.

U3l A. Te€|, "Feedback stabilization: Nonlinear solutions to inherently non-
linear problems," Mem., UCB/ERL M97J65, June 12, 1992.

t14l -, "A nonlinear small gain theorem for the analysis of control
systems with sahrration," IEEE Trans. Aulomat. Contr, vol. 41, pp.
1256-1270, Sept.1996.

Optimal Control of a Resource-Sharing Multiprocessor
With Periodic Maintenance

Konstantin Kosan, Sheldon Lou, and Avi Herbon

Abstrutt-Shared resources and the processes that control them
play a critical role in the functioning of concurrent systems. This note
analyzes the pnoductlon control of a workstation producing a number
of products concurrently. The workstation ls periodically stopped for
maht€nânce. The obJective of the production control is to mlnimize
lnvenûory and backlog costs over an infiniûe tlme horizon. Using the

I. INTRoDUCI.IoN

Sharing resources is common in industrial applications. Advances
in information technology have challenged Intemet and database
suppliers with the problem of providing a high level of service in the
face of permanently gowing demands. Specifically, the explosive
gowth of the Internet and the World Wide rfVeb has brought a dramatic
increase in the number of users that compete for the shared resouces
of distributed system environments [0]. Similarly, efficient control
of shared resources is crucial for data base processing where online
memory is allocated to each miooprocessor [l], [8], as well as for
designing a high-performance robot controller with multiple arithmetic
processing units (APUS) ul. Besides these modern applications, the
classical problem of optimal scheduling of flexible-manufacturing
systeurs, which comprise a number of work-cells where production
resources are shded remains of significant practical imporunce [14].

As technology progresses, systems with shared resources become
nore complex. In order to realize the firll economic life cycle ofthese
systerns, as well as 1e e[tain maximum availability and reliability
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loaf q,l'
WIA I

Using the triangular inequality, we deduce tbat this inequality is
satisfied if

cÀlo lclq)3 lnçf q,l' s pl,l"q (5e)

wherec > 0 is aconstantindependentofp and À6. Sincc lD(t)l
is smaller than a strictly positive constant for all t ) 0, we de-
duce that one can choose a sufficiently large p such that (59) is
satisfied.

< l'l' + ),6po qnlq)1,1olo1t'f q,l' . (58) ff;Hi ',fffffii,*i:i'i,,'""il#'1":i"iÏ",ff'"ii:'Tff;
' cost structure, the problem can be solved in polynomhl tiEe.
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Deuxième partie

Sur la stabilité des modèles
épidémiologiques
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Sur le calcul de Rg et son rôle sur la
stabilité globale

5.1 Introduction

Les phenomènes de seuil sont répandus dans l'étude des phénomènes scientifiques. Le

calcul des quantités sans dimension qui déterminent la nature des transitions dynamiques

ou des points de bifurcation, ont une longue tradition en épidémiologie. Sir Ronald Ross,

qui a reçu le prix Nobel pour son travail sur la malaria (1902), a fondé le domaine de

l'épidémiologie mathématique avec sa recherche pour établir (au sein d'une communauté

épidémiologique) qu'il n'est pas nécessaire de conduire une population vectorielle (mous-

tiques) à I'extinction pour éliminer Ia rnalaria. Il a fait cette remarque après avoir présenté

un modèle mathématique pour la malariaen 1911 [82]. Il a utilisé son modèle pour montrer

qu'amener la population de moustiques au dessous d'un certain seuil était sufftsant pour

éliminer la malaria. Ce seuil a naturellement dépendu des facteurs biologiques tels que le

taux de piqûre et la capacité vectorielle (rapport du vecteur à la population humaine).

Son travail mathématique a été intensivement employé non seulement dans l'étude de la

rnalaria (voir [62]) mais également dans l'étude d'autres maladies [1, 14].

L'importance des procédés de contacts (bien identifiés par Ross dans son travail sur la

malaria) est au centre de l'étude des phénomènes de seuil (voir [15, 1g]). Dans un récent

livre, Diekmann et Heesterbeek [26] ont présenté une étude approfondie et systématique

du phénomène de seuil. Ils définissent le nombre de reproduction de base .Rs comme le
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Chapitre 5. Sur Ie calcul de Ro et son rôIe sur Ia stabilitê globale

rayon spectral de l'opérateur de la prochaine génération. Ce nombre sans dimension est

très souvent calculé à partir de l'étude et du calcul des valeurs propres de la matrice

jacobienne au point d'équilibre non endémique. Cependant, lorsque le système étudié a

une dimension supérieure à 4, le critére de Routh-Hurwitz donne des formules qui ne sont

pas directement exploitables.

Independamment du fait que -R6 peut être explicitement calculé ou pas, son rôle sur

l'étude de la stabilité des points d'équilibre peut être déterminé. La plupart des modèles

épidémiologiques ont au moins deux points d'équilibre : un point d'équilibre non endé-

mique et un point d'équilibre endémique. En général, on montre que le point d'équilibre

non endémique est globalement asymptotiquement stable (GAS) lorsque Eo ( 1 et in-

stable lorsque Eo > 1. En outre dans beaucoup de modèles épidémiologiques, on montre

que la condition Æo > 1 implique I'existence d'un point d'équilibre endémique localement

asymptotiquement stable (LAS). En plus, plusieurs modèles trouvés dans la littérature

ont été employés pour montrer que lorsque .Ro croise le seuil Rû - 1, une bifurcation

transcritique a lieu, c'est à dire, la stabilité locale asymptotique est transferée à partir

du point d'équilibre non endémique à un nouveau point d'équilibre endémique (positif).

Dans certains cas, on montre que le transfert de la stabilité asymptotique est indépendant

des conditions initiales, c'est à dire globale'

Cependant, comme nous l'avons souligné un peu plus haut, le calcul du nombre de repro-

duction de base ,Bs est souvent difficile à cause de la complexité du modèle étudié. Aussi,

il existe dans la littérature des conditions de seuil équivalentes à Ëo ( 1 qui permettent

d'étudier la stabilité globale de certaines classes de modèles épidémiologiques.

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme simple pour déterminer une condition

de seuil .Bs pour une classe de modèles épidémiologiques. Nous exploitons la structure

compartimentale d,'une classe de modèles épidémiologiques pour calculer un paramétre de

seuil. Son rôle sur la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre non endémique est

exploré. L'utilisation de cette méthode est illustrée sur les modèles épidémiologiques du

paludisme l72l et de la dengue [29]. Nous corrigeons quelques erreurs contenues dans [72].

En conclusion, des conditions qui clarifient le raccordement entre le paramétre de seuil
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5.2. F,,êsultat

.Ro et la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre non endémique sont données.

5.2 Résultat
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Abstract

Motivated by papers [L,,12,19] we give a sufficient condition for the disease free
equilibrium to be globally asymptotically stable for some epidemiological models.
We pointed out and correct some errors contained in [19]. As a by product we give
an algorithm to compute threshold condition.

Introduction

In this paper, motivated by [11], we consider an epidemiological model that can be



written in the form

(  * ,  :  f ( xu rz )

{  ( 1 )

I  t r  :  g (x r ,nz )

where rr € lRT, rz € Rl and g(r1,0) :0. The vector z1 denotes the numberof suscep-

tibles and other classes of uninfected individuals. The variable æ2 denotes the number of

infected individuals capable of transmitting the infection (e.g., latents, infectious, etc.).

The functions / and g are suppose to be Cr.

We have some biological hypothesis on this systems:

1. First \/e suppose that the system is defined on a compact positively invariant subset

O of the positive orthant Ri : R.f x R'f '

2. The appearance of new infective individuals comes from the differents compartments

of infected individuals. In other words, if the initial state is in the manifold {t, : 0}

the forward trajectory of the system stays in this manifold. This means that Rf

(which we identify with Rf x {0} in R.f * Ri) is invariant by the system. This

implies that for an1l 11 € Q

s ( r1 ,0 )  :  g

Since g is Cr, we can write

g(xt , , rz)  :  Az(a)  rz (2)

where A"(r) is a n2 x n2 corftinuous matrix.

3. We suppose that there exists a disease free equilibrium of the system oi e fl C Ri.

Since f is C\, we can write

f  @t , * r )  :  A t ( * )  ( r t  -  t i )  +  A2 ( r )  12

where Al is n1X n1 and A2 is n1 x n2.

So we consider the pseudo-triangular form system:

(3)

(4)
(  * '  :  Ar ( " )  ( " '  -  u  i )  +  A2( t )  t2
,
\
[  " ,  

:  A3( r )  t2



Since epidemiological systems are peculiar compartmental systems, we deduce that the

matrix

I  a,@) A'(ù 1
A(r) : l  |  (5)

L 0 A"(*) l
is a Metzler matrix (i.e. off diagonal terms are nonnegative).

Now we add a reasonnable hypothesis: the disease free equilibrium ri € RT is globally

asymptotically stable on Rf o ft. This implies that for the system in R.[1 n Q

x1: A1(x1)x1 (6)

zi is a globally asymptotically stable equilibrium.

In this paper, we give a sufficient threshold condition for system (a). We examine how

our condition is related to the basic reproduction ratio fie. We give a simple algorithm

to compute .Rs, âs well as our necessary stability condition system of this kind .

As an application we investigate two models of vectorial diseases: malaria and dengue

fever, respectively of dimension 7 and 9. The malaria model come from [19]. We show

that the stability results of [19] are incorrect; and we give a necessary condition for global

asymptotic stability of the disease free equilibrium.

2 Notations and Basic Definitions

Throughout this paper, we shall use the following notations:

o The stability modulus of matrix A is denoted by a(A) : 
^Sitll 

R"(^) where R"(^)

denotes the real part of the eigenvalue À of A. [3]
. p(A) is the spectral bound of matrix A,i.e., the greatest singular value of A [3].
o IR.,. is the set of nonnegative reals.

o IJI^,^ denote the set of real matrices with rn rows and n columns.

We denote as in [3]

o r )0 i f f 2 ; 20 fo rany i

. r>0 i f f r ; ) 0 fo rany i

Definition r (Metzler rnatrh) [5, 17] : A real matrix A = a;j is Metzler if a;i ) Q,

vi+i.

Proposition 1 (Metzler stable matrfu): If A is Metzler stable, the following are equiua-

lent



1 .  a (A )  <0 .

2. A is Metzler and -A-r t 0.

3. There eûsts a uector c ) 0 such that Ac K 0.

To prove this proposition we use another definition.

Definition 2 (M-matrice): A non singular real matrir M is said to be a M-Matrir if

-M is a Metzler matrfu.

Definition 3 (Regular splitting): For a real Metzler matrir A, A: D + M is a regular

splitting if D is a Metzler stable matrix and' M 20.

In the literature there is many references and results on M-matrices [7, 8].

3 Main Results

3.1 Computation of .R6

The basic reproduction number .Ro is typically defined as the average number of sec-

ondary cases produced by a rrtypicaltr infected (assumed infectious) individual during

his/her entire life (infectious period) when introduced in a population. .Ro is defined by

Dieckmann and al. [1, 2] by using the regular splitting associated to the diagonal of the

Metzler matrix associated with rrinfectedrr individuals.

Proposition 2 (VargarL962, Theorem 3.13' [0]) ,

Let A - D + M be a regular splitting of a real matrir A then A is Metzler stable if

and only  i f  p?D- 'M)<1

Proof: The proof of Proposition 2 is in Varga (1960) [6, 7]. This is also in Bermann and

Plemmons [8] : the condition ÀIa5 expressed in terms of M-matrices. From this proposition

the following is immediately deduced.

d(A) < 0 <+ p(- D-t M) < |

a (A )  : 0  <+  p ( -D- t  M)  :  1  (7 )

o(A) > Q q4 p(- D-r M) > I

All regular splitting give an equivalent threshold condition on the parameters. Only the

spectral bound of the regular splitting associated to the diagonal of A give E6 which has



a biological meaning. In [2] this result is attributed to Nold (1980) [9], but is already in

Varga (1960) [6] and in Berman and Plemmons [8]. We give an easy algorithm to compute

one of the equivalent threshold conditions (obviously related to fte).

Let r* : (xi,O) € R.T+"2 denote the disease-free equilibrium (DFE), that is,

/(" i ,0) : e(ri ,O) : O

In view of the expression (a) of the system, the jacobian matrix at the DFE ci can be

written as

Since q: Ar(rr)rr is globally asymptotical

unstable. i .e..

(8)

at xi, the Jacobian A1(ri) is non

a(41 ( r i ) )  <  0

By the block triangular form of "/ the local stability of ei is then associated to the

stability of the Metzler matrix A"(*i). Then o(43(æi)) ( 0 is a threshold condition for

local stability, and o(43(ri)) ) 0 is a local condition for unstability. This result does not

depends on the regular splitting. When the splitting is A : D * M with D diagonal,

from [1,2] the threshold condition associated to ^Ro is:

Rg :  p ( -D- r  M)

We have reduced the problem of expressing a threshold conditions to giving a condition for

stability of a Metzler matrix. Now using the specificity of Metzler matrices we shall give

an algorithm to obtain conditions for a Meztler matrix to be stable. Usually threshold

conditions are obtained by Routh-Hurwith techniques from the jacobian at the DFE. But

Routh-Hurwith conditions are usually not tractable when the dimension is superior to 4.

Even more often, the Routh-Hurwith criteria remain implicit and do not yield an explicit

formula. Our algorithm does not suffer from these limitations. The following facts are

well known (and can be deduced easily from Proposition 1)

o any principal submatrix of a Metzler stable matrix is Metzler stable

. as a consequence a necessary condition for a Metzler matrix to be stable is that the

diagonal is negative

, : 
I 
A'("i)ar@il 1

I
A'('i) I
ly stable

(e)

.tÀ
,Ë,

-
.|tl

im
T

About the jacobian matrix J, we have the following result:



Proposition 3 : Let M be a Metzler matrir written in blocks

M:l 4 2l" - 
lc D J

M is Metzler stable if and only if A and D - CA-LB are Metzler stable.

This proposition gives the algorithm, if we remark that 2-dimensional Metzler matrix

| 
-: b, 

| *ith (a,,b,cd) > 0 is Metzler stable if and only if ad - bc > 0. In a finite
I  c  - d l
riumber of s'teps, we obtain a set of necessary and sufficient conditions.

Proof:

The condition is necessary :

Since M is Metzler stable, there exists c : (cr,cz) (", ) 0 and cz D 0) such that

M c K.0 which leads to

Acr * Bcz
(10)

Ccr * Dcz

The above inequalities imply that Act (( 0 and Dcz K 0 which prove that A and 2 are

Metzler stable. Since A is Metzler stable, -A-r >- 0. With this in mind, multiplying

the first inequality of (10) by -CA-I ) 0, we obtain -Cc, - CA-rBcz 1 0. From the

second inequality of (10) we have Dcz K -Cq. Combining these two inequalities' one

has (2 - CA-rB)cz K.0 which implies that D - CA-rB is a Metzler stable matrix.

The condition is sufficient:

We suppose that ,4 and D -CA-rB arc Metzler stable. So we have a vector cz ) 0

such that (D - cA-rB)c2 < 0' Setting cz : -A-t0", ) 0, we have Acz I Bc2 : g

and Ccs IDcz < 0. Letu ) 0 such that Au ( 0, and c1 : cs*eu ) 0. We

choose e > 0 suf f ic ient lysmal l  such that  C"r '+Dc2:Dcz-CA-rBcz *Ceu (0 '  S ince

A", + Bc2 - eAu K,0 we deduce that M is Metzler stable which ends the proof.

A

3.2 Stability Theorem

In this section, we show that under certains conditions, the disease free equilibrium is

a globally asymptotically stable equilibrium for system (4) when the threshold parameter

.Ro is below 1.

To establish this result, we first present a stability theorem on which the main result

of this section will be based.



Consider the autonomous svstem

t  r :  X(x)

1 ., ,  '  ^ (11)
( X(rs) = I

Theorem L : If on & cornpact, positi,uely inuariant set Q containing an equilibriurn rs

there exists a function V e. Ct(O, R) such that

t .  ' i r (n)  :  (VV(I ) ,X(" ) )  10 for  a l t  æ € e.

2. The restricti,on of X on the greatest positiuely inuariant set M contained in {r e

O, Vçr1 :0j is asYmptotically stable.

Then rs is an asymptotically stable equilibrium point for system (ll).

The proof of this theorem is a simple exercise from the paper of LaSalle (1963) [17] or

the classical book of N. P. Bhatia-G. P. Szegô (1967) [24]. This result is immediate if

the results of reduction of Seibert are used [19, 20]. The theorem is peculiar case of the

reduction principle :

Theorem 2 (Seibert: [19, 20]) : We consider a dynamical system on X a locally metri,c

spo,ce. Let K C Y two compact positiuely inuariant sets in X

i) IT K is asymptotically stable relatiuely to Y , if Y i,s stable then K is stable in X

ii) A K is an attractor relatiuely toY, ifY is an attractor of X, then K is a weak attractor

orx
iii) IÏ K est asymptoti,cally stable relatiuely to Y , if Y is asymptotically stable relatiuely

to X, then K is asymptotically stable i,n X

If the function V is nonnegative this result is in Kalitine [21].

Consider now the system on the positively invariant set O

(  * ,  :  Ar(* )  ( r t  -  t i )  +  A2(a)  x2
I
{  (12 )

[ â, :  As(x) q

In this paper, we study and analyse the model (12) under certains assumptions. To do

this we make the following hypothesis :

H1: The system (12) is defined on a compact, positively invariant set O.

H2: The sub-system ùt: At(æi,0)"t is globally asymptotically stable.

Hs: The matrix A"(*) is Metzler and irreducible.



Ha: There exists Â3 an irreducible upper-bound matrix for lll: {ft(r) | r € O} with

the property that either Â" /ffi or if Às €ffi,i.e.,, Â3: mâ,Xfi, then for any r € f,)

such that Âr: A"("), t € ôRT (i.e., the points where the maximumis realized are on

the boundary).

H5:  c(Â3)  < 0

On these conditions, we have the following comments. Condition H2 means that if there is

no disease, all the population will stabilize at the disease free equilibrium. Condition H1

is the case of many models with bounded demography of the literature. Condition Hs is

realistic because in most cases there are not a block of compartments with no interaction

with others. Condition H5 give a threshold condition for Àa to be Metzler stable.

Remark L : We giue a cornplicated condition IJa. This is motiuated by looking for the

least upper bound matrix, to obtain the best conditions for the threshold giuen bA I{u.

It can happen when the least upper bound is maxirnum. See also the followi,ng technical

lernma.

Moreover about the matrices A3 and Às we have the following technical lemma.

Lemma L : If A3 is Metzler irred,uctible and,O < Ae 1 Âs then a(Az) < o(Àr)

Proof:

There exists a positive constant rn such that 0 I As * mI < Âr T mI. Since ,43 is

irreducible, Az*rn./ also. By Perron-Frobenius theorem (cf. [6, 8]) we have p(A3 * Im) :

p(As) *rn. Since by Perron-Frobenius theorem [6,8], p(As* /rn) is the spectral radius

of As * mI, we deduce p(Âz + *I) - 1 : a(Âs) and conclude that 0 < o(43) < o(À.).

A

If system (12) satisfies the above five conditions, then the following theorem hold.

Theorem 3 : If all the conditions H1 to Hs and, Eo < 1 are satisfied, then the DFE is a

globally asymptotically stable for system (12).

Proof:

Since Às ir Metzler irreducible, as a consequence of Perron-Frobenius theorem (see

proof of Lemma 1), a(À3) is in the spectrum of Âs, and there is a positive vector 0 (

uz € IR? such that

"T 
Ât: a(Â3) ul

8



Now we consider the following function

V(*):  (rr l")

where we identify as usually u2 with (0,rr) in R[l x RT .

V(r) is a positive semidefinite Lyapunov function on Q.

along the trajectories of system (12) satisfies

V(') : 'T ù,

The derivative of this function

(14)
: ul As(æ)x,

Taking into account condition Hq, Eq. (1a) become
't@)

S uf a(Â3)a2

Using condit ion Hs,oîe has Û(r) ( 0, Vz € IRf+'2.

It remains to show that the restriction of system (12) is globally asymptotically stable

on the invariant set M contained in E : {r € O, I 
't@) - 0}.

F rom(15 ) ,wehaveE  - { r e  O ,  u lA " ( x )a r -0 } .  Wesee tha t  ECARî ,oO .  I f  r z

realizes the maximum Àr, there is nothing to prove by hypothesis Ha. Now we suppose

that x2 does not realize the maximum À3. We shall prove that 12 € ART. By hypothesis

At(r) < ÂB and A3(c) * Â", by the preceding lemma a(fu(r2)) < a(Â3(r) ).  Suppose

12 is not in the boundary, i.e., x2 > 0,, u{ A3("r) < ,T À" < 0 is non positive, and nonzero

because A"(*r) is non singular, then if rz ù 0 one has u[ A3(rz)xz < 0. Hence, o2 canrot

be in E. Let M the greatest invariant set contained in E.

Let r €. M C E C âR.f fl O, there exists i e Nz: l},nzl, such that r;(f) : g 1o.

all -e < t < e (e > 0). Thus, (*r),(t) : 
,r*D**,(as);jr 

j: 0. Then all the xi for which

(ot)ti # 0 are nul on a positive interval. This proves that for all the indexes incident to

i on the graph of incidence of the matrix As the correspondant component of 12 is null.

Since the matrix As(*r) is irreducible, the directed graphed is strongly connected, this

proves that 12 = 0. Hence M C Ri n O. By hypothesis Hr the disease free equilibrium

is globally asymptotically stable on M and this ends the proof.

A

Applications

In this section, we show

endemic and dengue fever.

(13)

the usefulness of the results stated above to the malaria



4.L Malaria Model

The following model was developed to study the dynamics of endemic malaria with

variable human and mosquitoes populations (see Ngwa and Shu, 2000, [19]). The model

is given by the following set of equations:

Sn : Àr,lùn * gnRn + rhlh- /n(Nn)S o - C,oo,Ifi

ith 
IoSn: ç,no"-ff - (rn+ Tn(Nn))En

in  :  unEn-  ( ro+ o,o* ln+ Tn(Nn)) In

ith : anln - (gn + fn(Nn))Rn

s" : À,t/, - f,(N")s, - +:I^su - ôn auff

E, : cn o,I# + ôn o,T - (r" + Ï,(N,DE,

i ,  :  u rEu-1 , (Nr1 I ,

where fn@ù and /,(Ny) are given by

( 16)

fn@n) = un * vzhNn, f"(N") : u, * u2uNa (17 )

Sn, En, In, Rn, Su, Eu and 1, aJe susceptible humans, incubating humans, infectious

humans, immune humans, susceptible mosquitoes, incubating mosquitoes and infectious

mosquitoes, respectively. It was assumed that infectious mosquitoes never recovered. The

population sizes N6(t) and N"(t) can be determinedby N;(t) : Sn(t)+En(r)+Ih(r)+ Rn(t)

and ÀI,(t) : ,9"(t) + E"(t) + I"(t) or from the differential equations

Nh : ÀnNn - f i( lr i ') - 1nln,, N,: ÀoN, - f"(N") (  18)

which is derived by adding the equations in (16). All the parameters are assumed to

be positive. The population are governed by logistic equations, hence the restriction

Àn - un -.yn ) 0 on parameters À7r, u1 and '/y, guarantees the existence of a nonnegative

steady-states solution for N7, from a biological point of view. The model (16) is defined

in the positively invariant subset

0 :  { (Sn ,  En , In ,Rh ,Su ,Eu , Iu )  €  R | ,  0  (  S1 ,  En , In ,R1 ,  1N1 ,  0  <^9 , ,  Eu , I ,  <  ru " } ( tO)

10



In their paper, Ngwa and Shu [19] consider the existence of steady-state solutions of the

model, and the stability of the equilibria. They give a threshold ,És depending on time :

Actually the system of differential equations is composed by seven equations. The authors

replace this system by five nonautonomous differential equations. In their notations ( is

a function depending of time. Actually, ((t) is the ratio of the vectorial population by the

human population, multiplied by a constant. For nonautonomous system

i :  f ( t ,x )

an equilibrium is a point rg such that

Vt, f (t, xo) : g

The authors give a threshold .És depending on (, hence of time. Equating the equations of

the nonautonomous model to zero yields a five-order polynomial with coefficient depending

on time. The authors argue on Descartes rules of sign to conclude that the model has at

least one equilibrium if B0 < 1. Unfortunately this argument only proves that for any t

there is a solution r*(t), depending on t, equating the equations to zero. This is not an

equilibrium for the system. Then the Proposition 3.1 in section 3 is false.

For the stability of the equilibria, the authors I'linearizerr the model giving a Jacobian

depending of {(t). They use Routh-Hurwitz criterion to prove that this Jacobian has all

his eigenvalues with negative real parts. It is well known [11] that for the nonautonomous

linear equation

à :  A( t ) r

this is not a sufficient condition for stability. Hence a fortiori nothing can be said for

the nonautonomous system. Proposition 4.1 is then incorrect. For proving Proposition

4.2, the global stability of the DFE, the authors use Lyapunov function. They need

three inequalities (see equation (26) in the quoted paper). It is true that theses three

inequalities implies that Éo ( 0, the converse is not true, an easy counterexample can be

given and once again Proposition 4.2 is false.

4,1.L Basic Reproduction Number

According to our notations, let c1 : (St, Sr) and rz : (En,In, Rn, Eu,Io), the model (16)

has the form (12) and the DFE is given by r* : (N;, N,T, 0, 0, 0, 0, 0) where lfi : 
Àn - un

\  , ,  u2h

a n d  N j  -  n ' - ' u  
.

u2u

11



Thus, the Jacobian at the DFE has the form (8) with

| -rrnNi, o I
Ar(ci)  :  

|  |
L o -" 'Ni )

f  
' ln rn*Àn gn-lÀ1 o c'n

A'("i): 
I o -co"o,# -co,o,# À, À,

nd ft(ri) has the form of M given in Proposition 3 with

| -(ro 1 Àr') o o

A: I  uh -( 'o + an * ' ' ,n t ' -  Àn) o
I
I
L 0 ah -(0n + À6)

l -(r,+À") o lD:l I
l- 'u -À" I

Clearly ,4 is always a Metzler stable matrix. Then the threshold condition reduce to the

threshold condition for a 2-dimensional matrix :

the form (12),

l

,: Ii ï"]
,: I 

o co'o'#* cn'o'#i

L0 o 0

aalC"1,Nj anÔnu \
(pffi)-( , ,  *  À")

uu

( ' ^ *

(20)

D - CA_TB :

Then we obtain

Ë o :

NiQo * )1,)(r7, * a,l "yn * À6)
-À,

uuu1,a2,C,1, Njl(gn + Àn)C n + dhÔ hul
Nf,À,(u, + À")(go * À6)(4* À6)(17, * an * % * À1)

4.L.2 Stabil i ty of the DFE

A simple manipulations can prove that the model (16) has

I rn - 74Nn) o
At( r ) :  I

L o À"-T,(N,)

with,

T2



A2(æ)  :

-(ro + Tn(Nn
q ,g"no"fr

q,
0 C"nft

-cn,o"#, ̂ u À,

0

0

0

0

uh

0

[ :

) )

r n *Àn

q
-Cn q#

1\ t

0

_A

0n*À6

t/u - T"(N,)

whe re  Â :  ( r n  *an+%*  f n (Nù )  and  * :  (Sn ,Su ,Eh , I n ,Rn ,Eu , I u ) .

Since the population vectorial and human are governed by logistic equations, we have a

lower bound for these two populations

0<trf S lf i ,  < /ç, 0< Irf < N, <tf;

In this case the matrix À3 is given by

(2r)

tu(r) :

As:

ah -(0n+ fn@n))

- ( ro+/n(nf))  0 0

-Âo 0

d1, -(0n + /n(lrf ))

o cn o,fr cn o,fr -(r, + r,Wù) o

MI
^  / - 1  ' ' h

U U uhA"TrO
1 "  l "

0

0

0

0

uh

0

o cn o,ffi ôn o,ffi -(r, +/,(l/,)) o

ua - f"Wl)

where Âs : (r,, * an I ln + fn@î)).

À3 is strict upper bound (not a max). A necessary and sufficient condition for Âz to be

Metzler stable, is obtained by the same process as for Rs, reducing the condition to a

2-dimensional metzler matrix. Thus, Àa is Metzler stable if the threshold parameter

R"=
u"u6a2oC 1,6 Nll(pn + T h(Nil)C hu + dhÔ ho)

f f,@l)Q" + ,f,(lùf)X gn + Tn(NlD@o + fn@il)?n * an + rr + /a(/4))
is smaller than 1. Then we have the following result.

13
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Proposition 4 .' The d,isease-free equilibrium t. - (l{t, NJ,0,0,0,0, 0) is globally asymp-

totically stable in Q if R" I L.

Proof:

We apply Theorem 2 and check that the five hypothesis are satisfied. The restriction of

the system to Rf is given by the two subsystems :

Sn : (Àn - u1- u2151)571 
(æ)

S ,  =  (À r -uu -u2 ,Su)5 ,

Since there are two independent logistic equations, the equilibriu (L'n 
)' - z'\

-  
\  l r zn ' t t ^  )

is globally asymptotically stable.

This proves also that the system is contained in a compact positively invariant set.

Since the elements under the main diagonal and the elements on the upper right corner

of the matrix Às are never vanishing, it is straighforward to check that the directed graph

associated to the matrix À3 is strongly connected. Hence the matrix is irreducible.

The conditions Ha and IIs are satisfied by the threshold condition. Since the popula-

tion are governed by logistic equations, it is immediate that the trajectories are forward

bounded.

Thus all conditions of Theorem 2 are satisfied and we can conclude that the DFE is a

globally asymptotically stable equilibrium on f,l.

A

4.2 Dengue Fever Model

We consider the following model developed in [23] to study the dynamics of dengue

fever. The model equations are:

S  :  h - (g t+82 )S -uS

it :  BrS - o3B2I1- ulr

i ,  :  BzS-o1B1 I2 -u l z
(24)

Yt :  o1B1 I2 - ( r t +u * r )Y

h  :  o2B2 I1 - ( " "+u * r )Yz

h. : r(Y +Y2) - uR

t4



and

where

A2(x i ) :

and A3(cf)

0

azM*

c 1 uuS*

3 with

M

h

w

= q- (h+Az)M -6M

:  A:M-6V

: AzM - 6Vz

(25)

c+uhs*  c+Qhs*

00

(26)

If : ^9* It* Iz+yr +Yz-l R and ? - M +Vt*Vz are the host and vector total population

sizes respectively. Let

f t  :  { ( ^9 , / r ,  I z ,Y t ,Yz ,R,M,V,V | )  e  R} :  0  <  ^9+  h l  I z+  y l  +  Vz l  R1  N,
(27)

0<M- lVr *VzST\

be the subset on which the model (24) is defined.

4.2.L Basic Reproduction Number

The model (24) has the form (12) with 11 : (S, M) and xz : (It,Iz,Y,Yz, R,Vr,Vz).

Thus the DFE is (hlp,df 6,0,0,0,0,0,0,0) and the Jacobian at the equil ibrium has the

form (8) with

A1(ri) :

0rS* 0zS*

n.v. ar(I; * Y)B;: - i \ ,  -4;:  --- ;- .  z:  I .2.
C l ( , 1 r l U  C + A V I \

[; 
j,]

000

atM* atM* azM*-  
c+aô-  

-  
ç t r ,  .< -  

-  
c+a"S-

has the form of M given in Proposition

|  - ( " '  *urr )  o
n- l  o  - ( " r+u+r)^:l o o

loo

00
00

-u0
0-u

0
0

0tN*
c  +  c ihN*

0

0
0

0

0zN*

B_

15

c + uhN*



t / -

atM*

c * oi.uN*

0

0
azM*

atM*

" + r"N-
0

ol
-6 I

0
azM*

c  !  uoN"

0

a2B2N* M*
u("+ w6N*)(c + c,;, ly'*)

by putting

-s*-h
u

c !  uuN*

": lï
and ?* : M*: 

f. cl"urlv,where .f[*

-6+ a1p1N* M*

u(c+w6N. ) ( c+a r ,1 { * )
D  _CA-LB :

4.2.2 Stabil ity of DFE

The dynamics of the model (24) is simi

A1@)  -

Consequently

( a,;\rN* x4* IÊo:maxtæt

which is exactly the threshold parameter given in [12].

-ô+

(28)

lar to that

l; j,
of (12)

I
I

0

azM
A2(x)  :

A3( r )  :

00

azM arM

- 0'S
c*unN

0

0

0

9zS
c*  wnN

0

hs
c *  unN

0

0

0

- ô

0

0

d r M

c+

-u -

u u N  c l w r N  c l w r N

oz1zVz
c+uhN

0

0

ofitV
- o t  -*  

c+uhN

ot7tV

c * w r N

0

0

0

0zS

- ( r t+u* r )  0

c + u h

00

orflzVz

"+ 
r^N

arM
c + ,r"lr{

0

c*wnN

0

0

azM

0

drM

"+ 
rrJ'{

0

- ( " r+u- l r )

0

azM

c*u rNc * a r N

16



and D : (hd,0,0,0,0,0,0,0)t. The only difference is the migration term D. As we

shall see in the sequel, this term does not causes any problem. As derived earlier, we can

suppose that the following inequalities

o < I ro  (  f f  (  N* ,  0  < ?o <T <T*

hold. In this way, the matrix À3 is given by

(2s)

Az:

Consider the threshold

-uooo0'T*==o
c  +  ah lY*

o-uooo0'T*==
c* anl\ ' l  *

0 0  - ( " t+u* r )  0  0  0

0  0  0  - (e2 tu t r )  0  0

0rT*_ o o 7tT*.  o -ô 0
c *woNo  c lwoNo

^ azT* ^ azT*o ;fu, o ,a r,y" o -d

(30)

If R" > 1, then A3 is Metzler stable. We have the following result about the stability of

the DFE of the model (24).

Proposit ion 5 . '  IT R.,z 11, the DFE (hlp,,df 6,0,0,0,0,0,0,0) is globally asyrnptoti-

cally stable in Q.

Proof:

The sub-system i1 : Ar(ri,Q)u 1 is reduced to

3 -  h-p.s
( 31 )

ù  :  q_6M

which is globally asymptotically stable at ,9 - hlu and, M : ql6 and the condition H1 of

Theorem 2 is satisfied. As in the malaria model example, it is not hard to show that the

matrix Às is irreductible. Therefore all the conditions of Theorem 2 are satisfied which

proves that the disease free equilibrium is globally asymptotically stable.

A

t) t a;BiS*T* lnc:ï ïra,xtæ/
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5 Conclusion

We give sufficient condition for two vectorial epidemiological models for the disease

free equilibrium to be globally asymptotically stable. This condition is R" 1 1 with

Ro 1 R". This raise the question what happens when ,Ro ( 1 1 R". For the moment we

have no ans\Mer on the two proposed models but an example of Feng and al. [13] (2000)

shows that the disease free equilibrium can be not globally asymptotically stable.
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6

Etude d'un modèle épidémiologique
appliqué à la tuberculose

6.1- Introduction

Le caractère infectieux de la tuberculose a êtê demontré en 1865 lorsque Jean-Antoine

Villemin est parvenu à transmettre la tuberculose à des lapins à partir de pus ponctionné

sur des personnes tuberculeuses. En 1882, Robert Koch a isolé Mycobacterium tuberculosis

(M. Tuberculosis) à partir des lésions pulmonaires des patients tuberculeux et a demontré

de manière formelle que cette bactérie est I'agent étiologique de la tuberculose.

Les épidémies de tuberculose ont connu leur apogée en Europe au cours du XIX"-"

siècle, époque à laquelle elles auraient été responsables du tier des décès survenus à Paris.

Au début du 20" " siècle, I'amélioration des conditions de vie et d'hygiène, la vaccina-

tion par le bacille de Calmette et Guérin (BCG), ainsi que la découverte des premières

drogues antituberculeuses ont permis un recul important de la tuberculose dans les pays

industrialisés. Ce declin de la tuberculose s'est poursuivi jusqu'au milieu des années 1985,

puis a recommencé à augmenter régulièrement aussi bien en Europe, aux Etats-Unis qu'en

Afrique [10, 49]. Au début des années 90, l'Organisation Mondiale de la Santé (OMS) re-

connaisait que l'épidémie de tuberculose était hors de contrôle dans de nombreuses régions

du monde et classait cette infection au rang des principales maladies émergentes.

Selon I'Organisation Mondiale de la Santé (OMS), la tuberculose tue encore plus de 2

millions d'hommes dans le monde. Elle représenterait ainsi la deuxième cause de mortalité
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dû à un seul agent infectieux et la cinquième cause de décès dans la monde par maladie

contagieuse. En 1997, 7.96 millions de nouveaux cas de tuberculose, dont la moitié haute-

ment contagieuse seraient survenus dans le monde dont g5% sont survenus dans les pays

en voie de développement. Et c'est en Afrique que l'incidence de la maladie reste la plus

élevée. En 1998, 1.9 milliard de sujets seraient infectés par le bacille de la tuberculose,

soit un tier de la population mondiale. On compte dans le monde une nouvelle infection

par bacille tuberculeux chaque seconde.

Toujours selon les estimations faites par I'OMS, 80 millions de nouveaux cas de tu-

berculose vont apparaitre et entrainer près de 20 millions de décès durant cette décennie

si la lutte contre la tuberculose ne s'améliore pas de manière radicale. La plupart de ces

cas surviendront dans le groupe d'âge 20-49 ans, atteignant ainsi le groupe le plus actif

de la population. Devant cette nouvelle 'répidémierr, la lutte contre la tuberculose a été

proclamée rrurgence mondialerr. Les facteurs qui ont conduit à cette situation de crise sont

multiples et aujourd'hui assez bien définis. Dans certains pays industrialisés, la dégrada-

tion des systèmes de prise en charge des soins médicaux a provoqué la marginalisation des

personnes les plus vulnérables. Ainsi, chez les personnes économiquement défavorisées, les

cas de tuberculose sont souvent diagnostiqués tardivement, à un stade où la charge bacté-

rienne est très importante et où la maladie est difficile à soigner. Par ailleurs, le manque

de suivi médical de ces personnes est responsable de l'échec d'un nombre important de

traitements antibiothérapiques [4] et, par conséquent, de l'émergence et de la dissémina-

tion des souches de M. tuberculosis multi-résistantes aux antibiotiques. Ces problèmes

sont également récurrents dans les pays en développement, mais à une échelle beaucoup

plus importante puisque la prise en charge par I'Etat des problèmes de santé publique est

quasiment inexistante. Par ailleurs, la progression de la pandémie du Syndrôme de I'Im-

munodéficience Acquise (SIDA) est fortement impliquée dans la recrudescence des cas de

tuberculose [36]. En effet, le Virus de l'Immunodéficience Humaine (VIH) provoque une

immunodéficience chez les personnes infectées, ce qui les sensibilise aux infections par

M. tuberculosis, ainsi que par d'autres mycobactéries atypiques. Encore aujourd'hui, les

régions où le SIDA est endémique sont celles qui enregistrent la progression la plus spec-
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taculaire des cas de tuberculose [41]. A titre d'exemple, au Cameroun, 30% des personnes

séropositives au VIH sont également infectées par M. tuberculosis [75].

Devant ce constat aux perspectives inquiétantes, I'OMS a décidé de financer à nou-

veau des recherches sur la tuberculose dans I'espoir de découvrir de nouveaux moyens

prophylactiques et/ou thérapeutiques de luttes contre les mycobactéries pathogènes.

Dans ce travail, un système représentant la tuberculose est rendu perceptive grâce à

l'emploi des composantes qui sont les catégories épidémiologiques caractérisant la maladie.

L'interaction de ces composantes caractérise l'évolution future de la maladie. Ce modèle de

simulation pour la transmission de la tuberculose pourrait apporter une réponse simple à

un problème épidémiologique en apparence surmontable : quelles actions de santé publique

pouvons-nous appliquer à une population d'une région d'un pays en voie de développement

pour faire face au véritable délurge de contamination rencontrée dans cette région ?

Il existe très peu de modèles classiques de I'endémie tuberculose dans la littérature.

Cependant, certains auteurs ont proposé des modèles simples pouvant décrire la dyna-

mique de transmission de la tuberculose. Nous pouvons citer les modèles de Waaler [89],

Revelle [81], Blower [11, 12], Castillo Chavez [17] et de Feng [30]. Nous n'allons pas don-

ner ici une description de ces modèles mais utiliser uniquement les idées pour construire

un modèle dynamique susceptible de déterminer de façon réaliste les effectifs des sujets

infectés et malades dans une population humaine.

Nous incorporons des réinfections exogènes et des rechutes à un modèle épidémiologique

typique pour la dynamique de transmission de la tuberculose. Nous explorons la possibilité

du rôle important et fondamental que les réinfections exogènes et les rechutes peuvent

jouer dans la dynamique de transmission et l'épidémiologie de la tuberculose au niveau

d'une population humaine.

6.2 Généralités

La tuberculose est une maladie infectieuse et contagieuse dte à une mycobactérie

dénommée bacille tuberculeux dont la variété la plus répandue est le bacille de type hu-
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main, Mycobaterium tuberculosis. Dans les régions d'élévage,les bovins et les dromadaires

peuvent être infectés par une autre variété, Mycobaterium bovis transmissible à I'homme

par ingestion du lait frais bouilli. Il a été identifié chez I'homme un bacille de type in-

termédiaire, Mycobacterium africanum dont la pathogénicité est la même que celle de

Mycobacterium tuberculosis.

La tuberculose se transmet presque toujours par voie aérienne, par ltintermédiaire des

microgouttelettes de salives émises lors des toux ou des éternuements par des malades at-

teints de lésions ouvertes de tuberculose pulmonaire c'est à dire ceux dont l'expectoration

contient des bacilles mis en évidence par I'examen microscopique direct. Ces fines gout-

telettes se séchent rapidement et se transforment en noyaux microscopiques (1 à 10pm)

démeurant longtemps en suspension dans I'air ambiant. Ces particules inhalées par un

sujet sain peuvent atteindre les avéoles pulmonaires et provoquer I'infection tuberculeuse.

La porte d'entrée est donc les voies respiratoires inférieures. La contamination peut être

digestive (M. Bovis), cutanée ou conjonctivale. La pénétration et la fixation du bacille

dans un organismes vierge constitue la primo-infection. Elle est habituellemnt silencieuse

cliniquement (90 % des cas latents et I0 % des cas patents, i.e., accompagnés de signes

cliniques etf ot radiologiques). Les personnes qui ont été en contact avec M. tuberculosis

sans développer la maladie, mais qui deviennent réactifs à la tuberculine, auront 5 à I0%

de chance de développer une tuberculose au cours de leur vie [85]. Cette susceptibilité

accrue est dûe au fait que M. tuberculosis peut persister dans le corps sans créer de pa-

thologie grâce à sa capacité à entrer en latence. Les bacilles peuvent rester quiescents dans

I'organisme très longtemps voire toute la vie de I'hôte. Les sujets infectés par le bacille

de Koch (BK) peuvent développer une tuberculose maladie à tout moment. Pour un in-

dividu, la survenue de la maladie est essentiellement liée à l'intensité de la transmission

et à la qualité des moyens de défense de I'organisme .

On distingue trois types de tuberculose :

o La tuberculose pulmonaire : elle attaque le poumon dans 80 % des cas. Elle se mani-

feste par une toux prolongée (depuis au moins 3 semaines) le plus souvent accompagnée

d'une hémoptysie ou présence de filets de sang dans I'expectoration (crachat), une dou-
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leur thoracique, des difficultés respiratoires (essouflement) et des symptômes généraux

tels qu'une perte d'appétit, un amaigrissement, une transpiration noctune, l'anorexie, de

la fièvre et de la fatigue. Chez I'adulte, la tuberculose est souvent à microscopie positive

et par conséquent hautement contagieuse.

o La tuberculose extra-pulmonaire : selon les pays, elle représente 20 à 35To de l'ensemble

des cas de tuberculose repertoriés. Sans atteinte pulmonaire associée, elle ne joue pas

un rôle important dans la transmission de la maladie. Les atteintes des organes tels que

les ganglions lymphatiques, les os et les articulations, l'intestin et bien d'autres parties

du corps sont fréquents. Les symptômes sont assez évocateurs et dépendent des organes

atteints : tuméfactions des ganglions lymphatiques avec quelque fois écoulement de pus

lorsque ces ganglions sont atteints, douleur et gonflement articulaire en cas d'atteinte

des articulations, céphalée, fièvre, raideur de la nuque et confusion mentale en cas de

méningite tuberculeuse.

r La tuberculose de I'enfant : chez les enfants, la tuberculose réalise habituellement une

primo-infection typique (complexe gangliopulmonaire). On rencontre également des tu-

berculoses milaires et des tuberculoses extra-pulmonaires souvent plurifocales.

La tuberculose est une complication fréquente des sujets séropositifs au VIH. En effet,

I'infection par le VIH entraine une destruction profonde de I'immunité cellulaire. Les

personnes infectées font des maladies graves et souvent mortelles dites opportunistes.

Dans les pays à forte prévalence du VIH, I'affection opportuniste la plus fréquente est

la tuberculose. L'infection par le VIH est le facteur de risque le plus important que I'on

connaisse dans I'apparition d'une tuberculose. La tuberculose associée à une séropositivité

VIH fait actuellement partie de la définition du SIDA.

Pour finir notons que pour lutter contre la tuberculose et le problème de résistance aux

drogues, I'OMS a dévéloppé un plan connu sous le nom de DOTS, pour Direct Obserued

Therapy Short-Course l4l. Ce nouveau programme de contrôle de la tuberculose a pour

objectif affiché de détecter au niveau mondial 70% des cas de tuberculose et d'en guérir

85%, tout en évitant I'apparition et la dissémination des souches résistantes aux drogues.

L'idée essentielle du plan DOTS repose sur une surveillance directe de la prise des drogues
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prescrites aux patients tuberculeux. Cependant, la stratégie mis en place par I'OMS pour

lutter contre la tuberculose a permis un ralentissement sensible de I'epidémie, mais elle ne

suffit pas pour espérer éradiquer la maladie. Ceci est dt essentiellement à son cott élevé

(notamment pour traiter les souches multirésistantes)'et à la difficulté liée au traitement

sous surveillance direct, car celle-ci nécessite une énorme logistique et une coopération à

long terme des autorités locales. Pour ces raisons, I'OMS soutient la recherche fondamen-

tale menée par les laboratoires à travers le monde, et selon ses recommandations, les axes

de recherche pouvant contribuer à faire reculer la tuberculose sont : (i) la découverte de

nouvelles drogues efficaces et peu toxiques pour I'homme, (ii) l'amélioration du pouvoir

protecteur du BCG ou le développement de nouveaux vaccins et (iii) la compréhension

détaillée de la dynamique de transmission et du cycle infectieux de M. Tuberculosis afin

de mieux contrôler l'épidémie et de découvrir de nouveaux moyens de lutte ou la cible de

nouvelles drogues [28].

6.3 Mathématiques et tuberculose

Comme nous I'avons mentionné dans la section précédente, seule une faible proportion

d'individus développe une tuberculose maladie après une infection primaire. La plupart

des personnes restent latentes et ont un risque de développer une tuberculose maladie par

suite des réinfections exogènes ou des réinfections endogènes des bacilles latents.

Dans cette section, nous formulons un modèle mathématique simple pour I'endémie tuber-

culose qui incorpore aussi bien les réinfection exogènes que les rechutes. La construction

du modèle nécessite l'établissement d'un graphe de transmission. Et de toute évidence,

ceci nécessite :

. une idée précise sur la tuberculose. Elle a été faite dans le paragraphe précédent.

une formulation précise et claire des hypothèses de base et,

une estimation des valeurs des paramétres pour une région donnée.
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6.3.1 Hypothèses

II s'agit de donner des faits épidémiologiques que l'on est en droit de considérer comme

importants et qui permettront d'avoir un modèle simplifié. Elles sont les suivantes :

1. La tuberculose est une maladie transmissible d'homme à homme. On négligera les

infections causées par les mycobacterium bovis.

2. En raison de leur contagiosité, nous ne considérons que les malades tuberculeux à

microscopie positive, i.e., atteints de tuberculose pulmonaire bactériologiquement

confirmée ou non.

3. L'isolement des malades à frottis positifs est exclu.

4. On négligera la vaccination par le BCG. En effet, il a été demontré que l'efficacité du

BCG varie de 70 à 80 % dans certaines régions alors qu'elle est quasiment nulle dans

d'autres régions [83]. Ce qui fait que certains pays ne pratiquent pas la vaccination

par le BCG.

p n-Y )+

FIc. 6.1 - Modèle simplifié pour la tuberculose.

6.3.2 Système dynamique

Le modèle proposé est une adaptation du modèle de Castillo Chavez et al [17, 30].

En effet, Castillo Chavez et al ont proposé un modèle pour I'endémie tuberculose qui

ne prend pas en compte des rechutes. Cette négligence des rechutes ne décrit pas la

situation de la tuberculose dans les pays à forte prévalence du SIDA où on enrégistre un

P +d+ô P
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nombre important des cas de rechutes. Ceci est le cas de la plupart des pays en voie de

développement où le SIDA est endémique (c'est le cas du Cameroun). Notons que nous

entendons par rechutes des individus qui ont souffert de la maladie, qui ont été déclarés

guéris après une chimiothérapie antituberculeuse et dont les examens microscopiques des

crachats redeviennent positives.

Dans ce travail, nous proposons un modèle simple pouvant décrire la situation de la

tuberculose aussi bien dans les pays à faible et forte prévalence du SIDA. Le graphe de

transmission est celui de la Figure 6.1.

La population humaine est divisée en quatre classes ou sous-groupes épidémiologiques

suivants :

1. Les susceptibles (S) : ce sont des individus réceptifs c'est à dire des sujets aptes à

contacter l'infection.

2. Les infectés (E) : ce sont des individus qui hébergent le bacille tuberculeux dans

leur organisme.

3. Les malades (I) : ce sont des sujets atteints d'une tuberculose pulmonaire à micro-

scopie positive (bactériologiquement confirmée ou non).

4. Les guéris (R) : il s'agit des infectés ou des malades qui ont souffert de la mala-

die et qui ont été déclarés rrguérisrr après une chimiothérapie de traitement ou de

retraitement.

Au total i l  y a S + E + I +.R: l /  sujets.

La dynamique de transmission de la tuberculose est donnée par le système d'équations

différentielles :

s : ^- psf,--ps

E :  pt f -  -  pp+* + p0-ùR] '  -  0,+k+r1)E

i : kE +.tR + pp++ - 0, + d, t rz+ ô)1

È. :  ryE *rz l  -  BQ-ùRf,-  -  0r+ùR
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où Â est le taux de recrutement comprenant le taux d'immigration et le taux de natalité,

B est le taux avec lequel un malade tuberculeux réussit à faire des contacts qui soient

suffisants pour transmettre I'infection à un individu susceptible, infecté ou malade par

unité de temps, k est le taux avec lequel un infecté devient malade, 7 est le taux de

rechute des guéris, d est le taux de transfert d'un malade de la région où il a commencé

son traitement dans une autre région, pr est le taux de mortalité générale, d est le taux

de létalité c'est à dire le taux de mortalité dte à la maladie, 11 et 12 sont les taux

de guérison (naturelle et thérapeutique) des infectés et des malades. Le terme gpn!
1V

modèlise le taux de réinfection exogène avec p un nombre positif représentant le niveau

de réinfection. Lorsque p - 0, le système (6.1) est réduit à un modèle sans réinfection

exogène. La valeur de p € [0, 1] implique que la réinfection est moins probable qu'une

nouvelle infection. En fait, une valeur de p € [0, 1] implique qu'une infection primaire

fournit un certain degré d'immunité aux réinfections exogènes. Une valeur de p ) 1

implique que l'infection tuberculeuse augmente la probabilité d'une tuberculose active.

Une valeur de p ) 1 est raisonnable pour des individus co-infectés par le VIH. /f est la

population humaine considérée dont l'équation obtenue par addition des cinq équations

du système (6.1) est donnée par :

#:L-r,N-(d+6)r. (6.2)

(6.3)

Pour le système (6.1), on montre aisément que dans I'espace d'état, I'orthant positif est

positivement invariant, c'est à dire que les solutions restent dans I'espace biologique où

toutes les variables sont positives. Puisque (dldt)N(t) ( 0 pour N > Llp, sans perdre

les généralités, nous ne considérons que seules les solutions du système (6.1) se trouvant

dans le sous-ensemble positivement invariant de IRa suivant :

(
o: {  (s,  E,  I ,  R),

(
o<s +E+r+R=i)

6.3.3 Existence des points d'équilibre

présentons quelques résultatsDans ce paragraphe, nous

n,
l t

concernant I'existence des
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points d'équilibre du modèle (6.1). Dans cette voie, nous nous servirons d'un paramétre

de seuil que nous noterons ,R6.

Proposit ion 6.3.1 : Le modèle (6.1) a au moins un point d'équil ibre X* : (S* ,8",1*, Ë*)

où S*, E*, I* et R sont des constantes positiues dont l'enistence et les propriétés sont

détermi,nées par Ie paramétre de seuil :

^-g lk(p! - t )+t r r l t i r r? '+k+r t ) .  (6 .4)'- - 
0' + t)fu+ k + rr)(p * d * rz+ 6)'

Preuve :

Soit X. : (S*, E* , I*,.R*) un état d'équilibre du système (6.1). Nous pouvons aisément

exprimer S*, E*, I* et R* en fonction de r : $ ,orrs la forme
,1V *

S-:;@

E* : lfu + d + rz ! 5)10(!:t)n +.p' + tl - TzlI.
.trr * (k + 0p*)100 - t)x * rL,+ 4

(6.5)

R* :

r* Àr

P+ (d ' *d ) z

où r est solution de l'équation :

x (a1 r3  +  az r2  *  az r  *  a+ ) :0  (6 .6 )

avec

( t r1  :  p "PPQ- I )

a2 :  g 'p l ( I  - t ) l t '+ d +rz* 6 +p(p + d+ t )  -  gpl+ pfu *  r  *  rz) l

a3 :  g lp1 '+d+rz+6) lp(2-?)+k+r1l  + ' tp(p+d+ d*rr )  Ip t " r ,

+kp,l(r - ù0' + d + 6 - p) -r t - d, - 6l + pp1' + t)fu + d + 6 - B)l

cr4 : t tglk(p+ ?) + Trrl + yr|r+ k + r ')f  (*; - 1) .
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De l'équation (6.6), il vient que le système (6.1) a un point d'équilibre non endémique

Qvltt,0, 0, 0). De même, lorsque,Ro > 1 et 7 ( 1, le modèle (6.1) a un point d'équilibre

différent du point d'équilibre non endémique appelé point d'équilibre endémique. Pour

démontrer I'existence de ce point d'équilibre endémique, considérons la fonction / : IR -+

IR définie par /(r) : eLrs * azæ2 * a$ f aa où les coefficients a1, e2, ds et c4 sont ceux

de l'équation (6.6). On montre que

/(0) : plllu(p+ 7) + yl * yz(p+ k + 
")f 

(* - 1) .

De là, il vient que /(0) ( 0 lorsque .Eo ) 1. De même quelques manipulations algébriques

montrent que :

/ (1)  :  7rpr r+ 7p l r {p+ d +rz* t )  *  kr2 l

+ IPG+ù+ t t  + k+ r ' l [@(r -7) + ù0'+d,trz+6) + t fu+ d+d)] .

Il est maintenant trivial de voir que /(1) ) 0 lorsque 1 < 1. Par application du théorème

des valeurs intermédiaires on conclut qu'il existe au moins une solution r € [0, 1] lorsque

Ro>1 .

Par ailleurs, de l'équation (6.6) on voit que si ^l 1 L, les coefficients a1, a2 et a3 sont

positifs tandis que le signe de aa dépend de celui de (l-,Rs). Ainsi, si 7 ( 1 et ,Rs > l,

il suit eue oa < 0 de sorte qu'il n'y a qu'un seul changement de signe dans la suite des

coefficients {or, or, a3, a4}. Par conséquent, en appliquant la régle de signes de Descarte,

on conclut qu'il existe une seule solution æ € [0,1] lorsque Ro > 1.

6.3.4 Stabilité des points d'êquilibre

Dans ce paragraphe, nous analysons la stabilité asymptotique des points d'équilibre

obtenus dans le paragraphe précédent. Nous utiliserons la technique proposée dans le cha-

pitre 5 pour étudier la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre non endémique.

Nous commençons par donner un résultat de la stabilité asymptotique globale du point

d'équilibre non endémique. Il est le suivant :
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Proposition 6.3.2 : Le point d,'équilibre non endémique X* : (l\1p,,0, 0, 0) est globa-

lement asymptotiquernent stable si R6 1L et instable si Ro > I.

Preuve :

La matrice jacobienne du système (6.1) au point d'équilibre non endémique X* -

Uvltt ,0, 0, 0) s'exprime comme suit :

l - r '  0 -B 0 I
r: l  9 -( '*k*r) P o I

I  o  k  - (p+d+rz+6) 1 |
L 0  11  12  -1 t+ t ) )

Puisque la première composante -p de la matrice J est négative, la stabilité locale de

la matrice jacobienne au point d'équilibre non endémique est associée à la stabilité de la

sous matrice

On voit bien que .I1 est une matrice de Metzler, i.e., tous les éléments non diagonaux sont

positifs. De plus, la matrice .I1 ci-dessus a la forme de la matrice M de la Proposition 3

du  chap i t re  p récéden t  avec  A -  - (p+k+r t ) ,  B :10 ,01 ,

c:lkl et D:l-0'+d'+rzt6) ,1...1
L',  1 

--L 12 -fu+"y))
Notons que la condition a(Jr) < 0 (où o(Jt) est la plus grande valeur de la partie réelle

des vaieurs propres associées à -f1) est une condition de seuil pour la stabilité locale et

"(Jr) 
) 0 est une condition d'instabilité. En utilisant la technique de la Proposition 3 de

la section 3.1 du chapitre 5, on montre aisément que la condition de seuil de la matrice J

se réduit à Ia condition de seuil de la matrice de dimension 2 suivante :

f , - .0k . l
l-( '+d+rz*6)+,ffi, 

' t 
I

D-CA- tB- - l  I

L 'r + ;L* 1, *,, 
-(r'+ r) l

Ains i  la  matr ice c i -dessus sera Metz ler  s i  (p  +d+rz-16)(p+k+r")  )  Bk et  s tab le s i

det(D - C A-r B) ) 0. De la condition d,et(D - C A-r B) ) 0, on obtient facilement que

, ,  7 l t  (p+7)  +y l*yz(p+/r+rr )  - . ,
r y :  = t .

l - } '*k-rr)  B 0 I
" l t : l  k  - (p+d*rz+6)  1  |

L  " '  
12  - ( t '+ t ) l
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Cette dernière inégalité peut se réecrire comme suit :

0, + a * rz +d)(p + k + 12) > gk +t[grt 
+ rz(p' + k + rr)]

tL+ ̂ f

On remarque tout de suite que si la condition ci-dessus est satisfaite, la condition (p + d +

rz * 6)(p + À + ,r) ) Bk le sera aussi. On vient ainsi de démontrer que le point d'équilibre

non endémique est localement asymptotiquement stable lorsque Ro < 1 et instable lorsque

.Ro > 1.

Notons que lorsque 1 :0, on retrouve le nombre de reproduction de base proposé par

Feng et al dans le cas d'un modèle de transmission de la tuberculose avec des réinfections

exogènes [30].

Montrons à présent que le point d'équilibre non endémique est globalement asymp-

totiquement stable. Remarquons que le modèle (6.1) a la forme du système (I2) de la

section 3.2 du chapitre 5, i.e., il peut se réecrire sous la forme :

I  
r t  :  Af ir  I  A2(x)r2

I t, : A3(r)r2
(6.7)

où  : r 1  :  S , r z :  (E , I ,R ) ,  A r ( " ) :  -F ,  A r ( r )

-0 '+  k  + 11)  BQ - 7)

A 3 ( a ) :

, -ofr, o] "t

I
tc+7nV -0 '+d+rz+6) ^ l

12 -(r" + ̂ t) - p0 - ù*

En remarquant que 
# = t ,# = t  . t  - ( t+. t ) -  p(L- t )# < -0r+7),  i l  v ienr qu,un

majorant de la matrice As(t) peut s'exprimer comme suit :

T1

l - ( r*k*r1) 
gQ-ù o

_l
As(e ;  : ;  k+9p - (p+d,* rz+6)  ^ l

L ', 12 -(tr + t)
Il est important de noter que la matrice Â"(n) est un majorant et non un maximum. Elle

nous permettra de calculer la valeur d'un paramétre de seuil pour la stabilité asymptotique
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globale du point d'équilibre non endémique. Une condition nécessaire et suffisante pour

À3 d'être Metzler stable est obtenue par le même processus que pour le paramétre de seuil

-Ro en réduisant Â3 à une matrice de Metzler stable de dimension 2. Ainsi, toujours de la

technique de la Proposition 3 de la section 3.1 du chapitre 5, on montre aisément que la

valeur du paramétre de seuil s'obtient en exprimant que Ia matrice

l-,r+d+rztd).W 
.y 

I
D -eÂ-'B: |  |

I - , 7Jre__l) _( rt 1 
|

L "z+iffi -û,+z)l

est Metzler stable, i.e.,(1.t*d,*rz+6)(p*k1tr) > BQ-l@+pg) et det(D-e Â-tB) > O.

On déduit alors que À3 est stable si le seuil

D PQ- 7) [ (k+ p0)0r+7)  +r r r ]  *  rz (p  *k+11)
rLcr : (6.8)

est plus petit que 1. Comme dans le cas du paramétre de seuil &, on montre aisément

que la  condi t ion (p+ d*rz l  dXf ,  +  k+12)  > P(2-1)&+pP) est  sat is fa i te  lorsque

R., 11 et on conclut que A3 est Metzler stable. De même, des équations (6.4) et (6.8),

on montre aisément que

, 9lpg0' + 7) + (1 - r)[r" + (k + p0)0' + 7)]l
Ite : 114 1

#=^-0,+d+d)^/.

(6.e)

De là, il est facile de voir que .Rs 1 R",.

Par ailleurs, notons que lorsquê g2:0, le point lt f p est un point d'équilibre globalement

asymptotiquement stable pour le système ̂ 9 : Â - pr,S. Les conditions fI+ et I/5 sont

satisfaites par la condition de seuil. Puisque seul le troisième élément de la première ligne

de la matrice Âs est nul, il est facile de vérifier que le graphe associé à la matrice À3 est

fortement connexe. De là, la matrice As est irréductible. De même, en remarquent que

I I N,l'équation (6.2) peut se réecrire sous la forme :

(6.10)

De l'équation ci-dessus, on voit que la population totale est gouvernée par une loi logis-

tique et il est immédiat que les trajectoires du système (6.1) sont bornées. Ainsi toutes
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les conditions Ifi - f/s du Théorème 2 de la section 3.2 du chapitre 5 sont vérifiées et

nous pouvons conclure que le point d'équilibre non endémique X* : (lylp, 0, 0, 0) est

globalement asymptotiquement stable si fio < 1 et instable si .Rs > 1.

A

Le prochain résultat concerne la stabilité locale du point d'équilibre endémique. Nous

utilisons les conditions de Routh-Hurwitz.

Proposition 6.3.3 : L'unique point d'équilibre enilémique est localement asymptoti,que-

ment stable si Rs) I et I  < I.

Preuve :

La stabilité locale du point d'équilibre endémique peut-être examinée en linearisant

le système (6.1) au point d'équilibre endémique (S*, E*, I*, R*).Pour ce faire, posons
-s*E*I"R*

s* : 
1A, 

e* : 
1ç;., 

r* : 
M 

et r* : 
l,r. 

oU E*, €*, t* et T* sont solutions des équations

suivantes:

p,(I  -  s*) -  Bs*x* :0

0"**" -  gp"*** + P0 -.1)r"r" -  0r +k 1 r1)e* :  0

ke* *'yr* + 0p"*** - 0t + d + rz{ ô)r* : 0

rÉ* + rzl.,* - pQ - 1)r*** - 0" +7)r* : 0

(6 .11)

Les variables s*, e* et r* s'expriment aisément en fonction de c* sous la forme

^*Pù -  
P+Pt-

e* :  (6 .12)

r* : lr'Q' + ! + r., !!) + rr(F + 7p*.)l*l
. t r r I (k+ ppt ) lp(L- t )x"  *  p+t l

où c* I 0 est l'unique solution de l'équation :

ôt(t.)t * b2(x*)2 + hæ* * ôa : g (6 .13)
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avec

U :  0"p0- t )Q'+d+6)

b2 :  0r l0 '+d,+ d) t ( l  -  t )Q.r+k+pp)+p(p +7) l  + p, ( r - t ) ( rz-  0ù+p\rz l

bs:  010'+d+6) lkp,(1 -7)  +t lp(p+1) +k+r1l l

+u( t t+d+rz+6) lk  * r r  *  p(2-  'y+p) l  + gplk( t  -  1)  -  p0 '+t ) l l

ou

b4 : plgl*(p+ ?) + -rri + yz(p+ k + 
")l 

(* - 1) .

La matrice jacobienne du système (6.1) au point (s*, e*, r*, r*) est donnée par :

1 -

Jt 0s*æ* -0".(I - r*) |s*r*

Jz Jz Ja Js

-0p""** Ja Jz ^l - /pe*r*

P0 -'v)r*** Js Js Jrc

Jr  :  -p -0*" ( I -s . )

Jz-  :  0* . l I -s**pe*- (1  - ,y ) r ]

Js :  - (p+k+rù-7** l t *+p( l  -e . )  +(1 -z)" . ]

J+ :  91" .$-**)*pe(r*-1)  +"*(1 - rX1 -" . ) l

Js

Je :  k+ppr . ( l -e* )

Jz : -(tt + d * rz+ ô) + /p".(I - r*)

Je  :  r t t0G-^ t ) r * * *

Jg :  ,r* 0G - 1)r*(r.  -  t)

J ro :  - (p+ l )  +  0G- 7) r . ( r .  -  1)

Ainsi le polynôme caractéristique de la matrice jacobienne J est donné par

Xn + qX3 + czXz l csX l c+: o (6.14)
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avec

c1  :  - J t - Js - Jz - J to ,

c2 : Jr(Js-l Jrc) * JsJrc+ Jz(û* Js* Jrc) - J+Ja- JsJa- tJs

- B s* æ*[Jz + P G - 1)r* *"] I B pe* x*lJs + 0 r. (-I * r.)]

cs : (fi+ Jrc)(JqJa- JzJz) * JsJa(û+ Js) - JtJrc(Js+ &) - JsJaJs

+tlJs(A + Je) - J+Jel * Bs*r*lJz(J, + Jrc - Ja) + pG - 1)r* r"(Js + Jz - Js))

*Bpe"x*[J+Je - Js(û + Js) ] Bs*r*(J++ Jr)l

+És.(1 - r-)lJzJa + P(l - 1)r*x*("r - gp"***) * Bpe*r*(Js -l Jrcl

c4 : flJrc(JzJz - JqJa) t Js(JaJs- J',J")l*(Bpe*r* -t)(JsJs- JoJe)l

lBs*x*lJz[Jr(J* - Jrc) + Js(t - Jù] * Bpe*æ"[JaJe * Js(Js - Jz - Jù - JnJro)]

+PQ - t)r. x.lJz(Js - Js) * J+(Ja * gpe*x* - 7)l

La condition nécessaire et suffisante de la stabilité locale du point d'équilibre endémique

du système (6.1) vient des conditions de Routh-Hurwitz c1 ) 0, c2 ) 01ca ) 0, ca ) 0 et

c1c2cs - c! - clca ) 0. Les calculs sont très longs et seront omis.

6.3.5 Simulations numériques

Dans ce paragraphe, nous analysons numériquement le modèle (6.1). Pour explorer

le rôle que peuvent jouer les rechutes et les réinfections exogènes dans la dynamique de

transmission de la tuberculose, nous appliquons le modèle à la situation particulière de la

province du Centre du Cameroun. Les valeurs des paramétres et des conditions initiales

du modèle ainsi que les sources des données sont confinées dans les tableaux suivants :

Tableau I : Valeurs des Paramétres du modèle
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Valeurs des paramétres Source

l l  :  0 .101

0 :13
k : 0.005
r r :0
rz  :0 .8
d  :  0 .011
ô :  0.068
Â : 886803

Dérivé des estimations du MINATDT
Dérivé des estimations de I'OMS
Dérivé des estimations de I'OMS
Dérivé des estimations du PNLT2
Dérivé des estimations du PNLT
Dérivé des estimations du PNLT
Dérivé des estimations du PLNT
Dérivé des estimations du MINATD

Ministère de I'Administration Territoriale et de la Décentralisation

Programme National de Lutte contre la Tuberculose

Tableau II : Conditions initiales

^9(0) : 692958 | Nombre initial de suscepti
E(0) : 1625032 | Nombre initial d'infectés
I(0) :2322 | Nombre initial de malades contagieux
Ë(0) : 1162 | Nombre initial de guéris

Ces conditions initiales décrivent bien la situation rencontrée dans les pays à forte

prévalence du SIDA on 70% de la population est infectée, une personne sur 1000 est

atteinte de tuberculose pulmonaire et près de29 personnes sur 100 sont susceptibles, i.e.,

aptes à contacter I'infection. Les résultats des simulations sont donnés sur les Figures 6.2,

6.3 et  6 .4.

La Figure 6.2 montre le paramétre de seuil fio en fonction du taux de rechute 7. On voit

bien que .Eo croît avec 7, i.e., les rechutes augmentent le nombre de cas secondaires. Nous

avons également tracé le nombre de malades pour différentes valeurs du taux de rechute

.f .La Figure 6.3 montre que les rechutes n'augmentent pas de manière considérable le

nombre de malades. Ce qui est tout à fait normal puisque 80% des malades tuberculeux

guérissent. Un moyen de regarder le rôle que peut jouer les réinfections exogènes sur

la dynamique de transmission de la tuberculose est de tracer le nombre de malades en

fonction du paramétre p comme le montre la Figure 6.4. Les résultats de simulations

montrent que lorsque p croît, le nombre de malades croît aussi.
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r . u 6 q @ d . b r $

0 0.1 0-2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.6 4e I

Flc. 6.2 - Paramétre de seuil -Rs en fonction du taux de rechute'y.

r 0  æ  s  &  s  æ  ? 0  æ  æ  r æ l  \
r m F  

\ a /

t o  æ  I  &  s  @  7 0  æ  æ  i æ / l  \
r i l F  t D f

Flc. 6.3 - Nombre de malades .I pour trois différentes valeurs du paramétre de rechute 7 lorsque
(u )  p -0 .5 ; ( b )  p=2 .

Îlq

FIc. 6.4 - Nombre de malades 1 pour

1 :2 .  (u)  p  e  [0 ,  t ]  ;  (b)  p  > 1.

æ s & s
lsil

trois différentes valeurs du taux

æ æ æ o  ' * (b )

de réinfection p lorsque

' ' (u)
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6.4 Conclusron

Le but de ce chapitre a été de regarder I'effet des réinfections exogènes et des re-

chutes sur la dynamique de transmission de la tuberculose et I'applicabilité des résultats

principaux du chapitre 5 dans le cas de la tuberculose. Nous avons examiné le rôle d'un

paramétre de seuil r?s sur la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre non en-

démique. L'incorporation des réinfections exogènes et des rechutes montre qutils peuvent

théoriquement augmenter le nombre des cas de tuberculose maladie et par conséquent

dimunier I'efficacité des mesures de santé publique. Ceci a été illustré par des simulations

numériques.
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Discussion générale et perspectives

Le but de ce travail de thèse fut d'étudier quelques problèmes de la stabilisation globale

des systèmes non linéaires, de la stabilité d'une classe de modèles épidémiologiques et de

l'étude d'un modèle épidémiologique appliqué à la tuberculose.

Un bref rappel sur la théorie de la stabilité, I'observabilité et la stabilisation des

systèmes non linéaires a été présenté dans le chapitre 1. D'une part, ces résultats nous

ont permis de dégager des lois de commande stabilisantes qui garantissent la stabilité

asymptotique globale des divers systèmes étudiés, et d'étudier la stabilité asymptotique

globale du point d'équilibre non endémique pour une classe de modèles épidémiologiques

d'autre part.

Dans la première partie de cette thèse, des solutions à trois problèmes spécifiques de

la stabilisation asymptotique globale de points d'équilibre ou de trajectoires de certaines

classes de systèmes non linéaires ont été presentées.

Tout d'abord, Nous avons étudié le problème de la stabilisation par retour d'état estimé

des oscillations d'un pendule en rotation et de la stabilisation d'un système de lévitation

magnétique. Dans une voie, nous avons adapté au pendule en rotation la technique de

Jurdjevic-Quinn pour la stabilisation des systèmes non linéaires à contrôles non affines

et un observateur à grands gains. Cette méthode nous a permis de construire une loi

de commande stabilisante d'un stabilisateur à incorporer dans le moteur pour maintenir

l'état du système (deviation et vitesse angulaire du pendule) dans une position d'équilibre.

Notons que ce type d'approche pourrait être étendu en robotique et plus particulièrement

au problème de la commande d'un pendule à deux ou plusieurs bras en rotation. Ce tra-

vail sera realisé très prochainement. Dans une autre voie, nous avons utilisé une version
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du théorème de LaSalle pour construire une loi de commande stabilisante de Ia tension

d'entrée du circuit électrique d'un système de lévitation magnétique qui permet de main-

tenir la balle dans une position désirée. En particulier, nous avons abordé numériquement

la question de la sensibilité des paramétres (imprécision sur les paramétres) du système

de lévitation magnétique. Une étude numérique a permis d'observer la performance de la

loi de commande proposée. L'algorithme de stabilisation apparait beaucoup plus simple

comparativement aux stratégies de contrôle existantes.

On pourrait envisager de construire un observateur et faire ensuite un bouclage par retour

d'état estimé par I'observateur en utilisant la technique de Gauthier-Kupka [35]. Cela fera

I'objet d'un travail ultérieur. Par ailleurs, une question particulièrement importante est

d'étudier analytiquement et numériquement la robustesse de la loi de commande proposée

et de les comparer aux résultats existants dans Ia littérature.

Ensuite, nous avons proposé une construction Lyapunov de loi de commande stabilisante

bornée calculée à partir d'une nouvelle extension de la technique du backstepping pour

une classe de systèmes non autonomes.

Dans un proche avenir, cette technique pourra être étendu à d'autres classes de systèmes

non autonomes.

Enfin, nous avons considéré le problème de la stabilisation d'une trajectoire qui n'est pas

nécessairement une fonction périodique du temps des systèmes non linéaires ayant une

structure feedforward. Ce travail est une extension de quelques résultats sur la stabili-

sation d'une trajectoire périodique pour une classe de système non linéaire ayant une

structure feedforward [67]. La solution proposée est basée sur la technique du forwarding

et la construction des fonctions de Lyapunov. Il est apparu que I'emploi des commandes

saturées permet d'obtenir d'intéressants résultats qui loin d'être théoriques se sont immé-

diatement avérés avoir des applications pratiques intéressantes.

Comme nous I'avons mentionné à I'introduction, le problème de la poursuite de trajectoire

des systèmes non linéaires est un important sujet de recherche ayant plusieurs applica-

tions possibles. Malheureusement, dans la pratique nous avons toujours affaire au fait

que certains paramétres ne sont pas exactement connus. Par conséquent, il serait plus
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intéressant d'étudier le problème adaptatif de la stabilisation de trajectoire des systèmes

non linéaires ayant une forme feedforward. Cependant, avant que nous puissions le faire,

nous devons avoir une formulation correcte et précise du problème. Evidemment, avoir

une formulation appropriée du problème est un problème intéressant en soi qui mérite une

attention particulière. Et une fois que nous aurons une formulation propre du problème,

résoudre le problème est aussi très intéressant.

Nous avons également adapté les idées de Mazenc et Praly [67] au problème important

de la stabilisation d'une trajectoire périodique du célèbre système pendule-chariot. On

a montré qu'après un changement de coordonnées, le système pendule-chariot est un

système ayant une structure feedforward. Cette propriété a été utilisée pour trouver une

famille de lois de commande qui stabilise globalement uniformément asymptotiquement

et localement exponentiellement une trajectoire périodique du système pendule-chariot.

Par ailleurs, il serait intéressant d'étendre cette étude dans le cas d'une trajectoire qui

ne sera pas nécessairement une fonction périodique du temps (par exemple carrée, rec-

tangulaire,..) lequel sera aussi une contribution importante de ce travail par rapport à

[67].

Pour récapituler, les contributions principales de cette partie sont les suivantes :

1. Nous avons montré les étapes de construction de deux lois de commande en temps

continu dans le but de commander un pendule en rotation et un système de lévita-

tion magnétique et souligné point par point les difficultés pratiques et les solutions

envisageables.

2. Une famille de systèmes non linéaires non autonomes est stabilisée par des com-

mande bornées à travers une nouvelle extension de la technique du backstepping. Les

expressions explicites des lois de commande et des fonctions de Lyapunov strictes

sont données.

3. Une famille de lois de commande qui stabilise globalement uniformément asymp-

totiquement et localement exponentiellement une trajectoire de référence qui n'est

pas nécessairement une fonction périodique du temps à partir de la construction des
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fonctions de Lyapunov est exhibée. En plus, le problème de la stabilisation d'une

trajectoire périodique pour le système pendule-chariot a été résolu.

Dans la seconde partie de cette thèse, nous avons étudié le problème du calcul d'un

paramétre de seuil et sa relation avec la stabilité globale du point d'équilibre non endé-

mique pour une classe de modèles épidémiologiques qui englobe la majorité des maladies

réémergentes. Un modèle épidémiologique pouvant décrire la dynamique de transmission

de la tuberculose est également étudié dans cette partie. Dans un premier temps, une

nouvelle méthode pour le calcul d'un paramétre de seuil évidemment lié au nombre de

reproduction de base et la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre non endê

mique a été présentée. Cette méthode est originale par son approche et par les moyens mis

en oeuvre. Elle a conduit à énoncer des conditions nécessaires pour la stabilité asympto-

tique globale du point d'équilibre non endémique. L'efficacité de ce critère a été illustrée

sur les modèles épidémiologiques du paludisme et de la dengue. Les résultats donnés par

cette méthode sont très satisfaisants.

Par ailleurs, la dynamique de transmission de certaines maladies émergentes est décrite

par des systèmes stochastiques. Ainsi on pourrait étendre I'utilisation de cette technique

à des modèles épidémiologiques stochastiques.

Dans un second temps, nous avons analysé un modèle pouvant décrire la dynamique

de transmission de la tuberculose aussi bien dans des pays à forte prévalence du SIDA

que dans les pays à faible prévalence du SIDA. Un paramétre de seuil .Rs existe et la

maladie persiste lorsque Ro est plus grand que 1. Le point d'équilibre non endémique

existe et est globalement asymptotiquement stable lorsque le paramétre de seuil .Rs est

plus petit que 1 alors que le point d'équilibre endémique existe, est unique et localement

asymptotiquement stable lorsque .Ro > 1. Nous avons examiné le rôle que peut jouer les

réinfections exogènes et les rechutes sur la dynamique de transmission de la tuberculose.

Les résultats obtenus ont été illustrés par des simulations numériques.

Comme nous I'avons souligné au début du chapitre 6, I'une des raisons de la recrudes-

cence de la tuberculose est l'émergence et la dissémination des souches de M. tuberculosis
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multi-résistantes aux antibiotiques. Par ailleurs, la dynamique génetique et la diversité

hôte-germe semblent avoir des implications majeures sur la dynamique du contrôle de

l'évolution de la résistance et du contrôle de l'émergence de nouveaux pathogènes. Un

modèle de la tuberculose en intra-hôte pourrait permettre la compréhension des feed-

backs impliquant les deux classes de lymphocytes Thl et Th2. C'est pourquoi, développer

des modèles qui incorporeraient la réponse immunitaire et la chimiorésistance serait d'une

importance considérable et devrait donner des indications pour des stratégies thérapeu-

tiques.

Pour récapituler, les contributions de cette partie sont :

1. Nous avons mis au point un algorithme simple pour le calcul d'un paramétre de

seuil .Ro et une méthode pour démontrer la stabilité asymptotique globale du point

d'équilibre non endémique pour une classe de modèles épidémiologiques.

2. Nous avons exploré la possibilité du rôle fondamental que les réinfections exogènes

et les rechutes peuvent jouer dans la dynamique de transmission et l'épidémiologie

de la tuberculose au niveau d'une population humaine.

*
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Abstract. The objective of the work is twofold. A
first part is devoted to the problem of tracking tra-
jectories of feedforward systems. A family of the
time-varying state feedbacks which globally uniformly
asymptotically and locally exponentially stabilize tra-
jectories which are not necessarily periodic functions
of the time is exhibited. Strict Lyapunov functions are
constructed. In a second part, the problem of track-
ing a trajectory of the practical system called cart-
pendulum system is solved.
Key words. Nonlinear feedforward systems, tracking,
cart-pendulum system.

1 Introduction

The tracking problem for nonlinear systems is one of
the most challenging of control theory, owing to its
difficuliy and its practical interest. It has received a
considerable amount of attention. Some approaches
of this problem are well-known. In particular, the lin-
earization, the partial linearization (see [2, 6]), the con-
cept offlatness (see [7] and the references therein) have
been successfully used to track locally, and in some
cases globally, trajectories of particular nonlinear sys-
tems. The backstepping and the passivity techniques
(see [3, 11] and [10]) provide also a very efficient help
for solving globally the problem for wide families of sys-
tems. However, the feedforward systems (see [8, 9, l2])
are in general not in feedback form, have no particu-
lar passivity properties, are not linearizable, not flat
and, when partially linearizable, nonminimum-phase.
It follows that the techniques mentioned above do not
apply.
For chains of integrators with bounded input (which
are particular feedforward systems), the tracking prob-
lem has been solved by A. Teel in [13]. Recently, F.
Mazenc and L. Praly [9] have constructed a family of
feedbacks (which contains bounded functions arbitrar-
ily small in norm) which globally uniformly asymptot-

0-7803-7061 -9/01Æ1 0.00 @ 2001 |EEE

Proceedlngs ofthe 40th IEEE
Conference on l)ecision and Control
Orlando, trlorlda USA, December 2û)1 TuM03-2

Cart-pendulum System

S. Bowong
Institut de Mathématiques
et de Sciences Physiques,

B.P. 613, Porto-Novo,
République du Bénin,

email: bowong@loria.fr

ically and locally exponentially stabilize periodic ref-
erence state trajectories of nonlinear feedforward sys-
tems. This new approach relies on the construction
of a Lyapunov function which is not a strict Lyapunov
function i.e. which admits a derivative along the trajec-
tories of the closed-loop systems which is not smaller
than a negative definite function independent of the
time. It follows that: (i) The uniform asymptotic sta-
bility of the stabilized trajectories can be established
only if they are periodic. (ii) The technique cannot al-
ways be applied repeatedly.
The purpose of the present work is to complement [9].
In a first part, we consider the general class of sys-
tems studied in [9] and prove for these systems, under
slightly more restrictive assumptions, the global uni-
form asymptotic stabilizability (GUAS) and the local
exponential stabilizability (LES) of signals which are
not necessarily periodic functions of the time through
the construction of a strlct Lyapunov function. In a
second part, we apply to the nonlinear benchmark me-
chanical system usually called'the cart-pendulum sys-
tem' the tracking technique of [9].
This system is a good example to illustrate cases where
the design of [9] can be fruitfully applied: when par-
tially linearized, this system is not minimumphase and,
on the other hand, after a preliminary change of feed-
back, it is described by equations in feedforward form.
Orgonization of the paper. In Section 2, the main result
in [9] is briefly presented. In Section 3, we construct a
strict Lyapunov function. In Section 4, we apply the
theoretical results to the cart-pendulum system. Sec-
tion 5 contains concluding remarks.
Basic definitions.
o Unless otherwise stated, we a^ssume that the func-
tions a,re sufficiently many times differentiable.
o Throughout the paper, the symbol c denotes generi-
cally a strictly positive real number.
o A function a : ffi -l S is said to be a saturation
if it is a continuous, bounded, differentiable at 0 and
s u c h t h a t  :  a ( s ) s )  0 , V s l 0 ,  a ' ( 0 )  >  0 ,  

" l n - /
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I t( f t*) ,  aln_ É ,t(n-) .  I t  is said to be a l in-
ear saturation if there exists .L ) 0 such that for all
s €] - tr , , t [ ,  then a(s) = s.
o With Q a positive definite symmetric matrix, we de-
note :  l c l  =  \F i , l r le  =  lFA i .
o A function o : ft.' --) Sa is said to be of class lC- if
it is zero at zero, strictly increasing and unbounded.
o By V11y(X,t) we denote the function: Vg(y,t) =

#(x , t )çQ,a , t )+#(x , t )  ,  where  P(x ,a , t )  i s  the  vec-
toi field of the differential equation

x - P ( x , a , t ) .  ( 1 )

2 The main source of our work

In this section, we present a result which summarizes
the two main results of [9]: Theorem 1 and Corollary 6.
We will exploit extensively this result in the subsequent
sections. Consider the following system:

l 4  =  M x + H { Y ) t H 2 ( Y , u ) u ,
l y  =  F o ( v ) + F 2 ( Y , u ) u ,  

( 2 )

with X in D", Y in D-, u in ffiq and II1(0) = 0, F6(0) =

0 and introduce a set of assumptions:
Assumption A1: There erist X,(t),Y,(t),u,(t)
bounded on [0, +oo[, of class C2 and uerifying:

(  * , ( t )  =  MX, ( t l  +  H l (Y" ( , ) )

{  .  +Hz(Y( t ) ,u " ( t ) )u " ( l )  ,

[  }1(r)  = ro(%(r))  + F2(v,( t) ,u"(r))u,( t)  .

This assumption guarantees that the matrix:

A(t) = *le,ff + v,(,))l l7-^
o r ^ L  

r  _  J  r - v  . . 1

+# lF^Y + v"(r),",(t))""(t)l ll-o

is well-defined. Let iDa(t,t6) be the transition matrix
associated to this matrix, i.e. the function verifying:

ârb ̂: ; i ( t , t o )  =AA( t , t o )A ( r )  ,  O / ( t o , ro )  = f  .
ot

Àssurnption A2:
A2.l: The point Y = 0 is a GUAS equilibriunt' point
of the system:

î  = rs(i  +v,(r))+ r2(7 +Y$),u,(t))u,(t)
-Fo(Y'(r))  -  Fz(Y(t) ,u"(t))u"(t)  .

(3)

A2.2: There erist a positiue defnite sgmmetric matrix

Q and c ) 0, o; 0 such that:

t r t rQ+QM = - .R <  0 ,  (4 )

lexp(M(s -  r)) l loA(r,  s) l  (  cexp(-o(t  -  
"))  ,V r > 0 ,  V s e  [ 0 , t ]  

( b )

Fact 2.1 If the system (2) satisfes Assumptions AI

and A2, then there edst a Lyapunou function V (y ,t) ,
strictly positioe real numbers p;, i - L to 5, a function
W(Y,t) and functions ar(.),  az(.),  as(.) and a+(.) of
class K* Tuch that:
c for all lYl < pt'

pr l l l ,  Sv( l ,qSp" l i l ' ,  l p tv , t l l  <pn l?1  ,
pul l l '  <" ' (17l)  3 wç1,t1 ,

o for u - 0 and for ol l l :

" ' ( l l l )  S v(?,ù S "r(17l)  ,
logrT. l l  < a.n7t)  ,
l ô v '  ' l :

V(Y,  l )1ay  =  -W (Y , t )  S  - "a ( lY l )  .

Fact 2.2 Assurnption A2.2 implies that the equahon:

P( r )  =  MP( t )  -  P( t )A( t )  -  C( t ) ,

where

â r  -  r
CU)  =  É ln ' ( v+Y" ( , ) ) l  l i _o

aJy  - r

+* |  nXv + v"( , ) ,  u" ( r ) )u"( t ) ]  l7-0,
A Y L  

- '

admits on [0, +oo[ a unique continuous and bounded
solution:

f+æ
P(r )  =  |  exp(M( t  -s ) )C(s)oa(s ,1 )ds .  (6 )

J t

Fact2.2 allows us to introduce the notation:

âr+^
D(t)  = "â-  "  1y, ( t ) ,  u"( t ) )u"( t )  + H2(Y,( t ) ,u , ( t ) )

,  ̂ gu
+  p  O l *w( t ) ,  u " ( t ) )u " ( t )  +  Fz (Y( t ) , u , ( r ) ) ] ,

" L d u  ' ' l

and to state the assumption:

Assumpt ion  A3:  The po ; ,  (u , (7n@,n+) t )  *'  
\  

' \ -  /  /
uniformly detectoble.

Before stating the main result of this section, observe
that by letting:

I  =  x  -  x " ( r ) ,  !  
- - v  -Y , ( t ) ,  o -=  u  -  u , ( t ) ,

n = X l P ( t ) Y , y = Y
(7)

where P(.) is the function defined in (6), the dynamics
(2) become:

I  i  =  M x t h t ( a , t ) * h 2 ( y , u , t ) u ,  , R r
t  r l '  = fo@,t)  r  f2(y,u, L)u ,  \" ' /

where lr1(.),  hz(.),  /s(.) and 1z(.) are functions
bounded with respect to t. This system will be used in
Section 3.
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Theorem 2.3 If Assumptions AI to A3 are satis-

fed, there erist o smooth function o(.) of class K*,
a smooth saturation a(.), such that the deriuatiue ol
the Lyapunot function

U @ , u , t )  - o(s)ds , (9)

along the tmjectories of (8) in closed-loop with

v ( x , y , t )  =  - \ ( y \ T ( z , y , t \ 1

T(r,v, t )  = n ' (v(s, t ) ) f f i (v, t ) f2(v,0, t )  (10)
+o(lxldffihz(a,o,t) ,

where \(y) is a strictly positiue function of class CL,
satisfes

Û@,E,t)ç1 S - ln '  (v(y, t))W(y,t)
_;u,tnt1:*,_qt# . (11)

Moreouer, for all ù in ]0, +oo[, one can select a tunc-
t ion ),(y) such that u(X,Y,t\  -  u,(t)  * u(x,y,t) where
a(x,y,t) is the function gioen in (10) satisfes:

l u (X ,Y, t )  -u " ( t ) l  <  ù .

I f  (X,(t),%(t),  u"(t)) are periodic functions, the
sEstern (2) in closed-loop uith u(X,Y,t) admits
(X"(t),%(t)) as a GUAS and a LES solut ion.

3 Global uniforrn asymptotic stability

To deal with the more general case where X"(t),Y,(t),
u"(t) are not periodic and to obtain a strict Lyapunov
function for the error equation, we strengthen Assump
tion A3 by requiring not only a detectability property
but an observability property.

Assumption A4: The pot, (u,(Qo(r),a+)t) , ,
\  \ -  /  /

unifonnly obseraable.
Let us state the main result of the work.

Theorem 3.1 If the sgstem (2) satisfies Assumptions
AI to A,1,, then for all ù in 10, +oo[, there etists a con-
tinuous tirne-uorying feedback law ù(X,Y,t) aeritying:

l u (X ,Y, t ) -u" ( t ) l  <  ù (12)

and such that (X,(t),Y"(t)) is a GUAS and a LES so-
lution of the closed-loop sgstem.

Remark 1: The control law we use is similar to the
one proposed in [9] i.e. the one provided by Theorem
2.3. Only a slight additional requirement on its gize is
imposed.

Sketch of the proof. Due to space limitation, we
only give the key ideas of the proof.
To establish the result, we shall exhibit a strict Lya-
punov function for the system (8) with the feedback
law (10). The Lyapunov function (9) is not strict: the
right hand side of Inequality (11) with 9 = 0 is not
smaller than a negative definite function of c. So in
a first step, we construct a Lyapunov function for the
c-subsystem of (8) whose derivative along the trajecto'
ries of the system is negative definite in c when y = Q.
With this function in hand, we shall be able to build in
a second step a strict Lyapunov function for the overall
system.

The assumptions of Theorem 3.1 ensure that Theorem
2.3 applies. So there exist a function t/(.) given in (9)
and afeedback law (10) such that Inequality (11) holds.
Notice that from (10) we have:

u(c,0, r )  =  - ro"{ l i le)  DOrex,  Ào = À(0)  .  (18)- 
lxlq

Finally to make our arguments simpler, we impose on
a(.) to be a linear saturation, bounded in norm by 1
and equal to the identity function o" ] 

- 
à, à [.

First step: A Lyapunov function for the z-
subsystem.

We start the construction with the following result.

Lemma 3.2 Under (fi ond Assumption Al, for the
sgstem

x = lM - eD(t)D(t)Î Q1y , (14)

where e is a strictly positiue reol number, there erists a
continuouslE differentiable, bounded, positiue definite,
symmetric matrir QrQ) such that:

A" lq
'r(v(v,t)) + 

Jo

xrQ"1t\vrrn, = -lxl2 (15)

Then, with Às given in (13) and p a strictly positive
real number to be specified later on, we let:

Q(x,t) = pln' t  Qd2 + xr Qço(t)x .

This function combines the strict Lyapunov function
given by Q1"(l) with the one given by Q. This con-
struction is reminiscent from the one proposed in [5]
(see also [1a]). The key point about Q(.) is the follow-
ing property.

Lemma 3.3 Consider the systern:
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There exists p (Ào) > 0 such that, for all p à p (Ào),

8(", t)1,uy S -Àopo(lxlo)lxlq lD(t)tO *l '  -  
I lr f  .

From now on, p is related to À6 as indicated by this
lemma.
After calculations, which are omitted due to space lim-
itation, we obtain, for some Às and p suitably chosen,
the inequality

i**'(o[JDrrl s -P(r,t) t=#Wf (12)
+r( lcl) lv l '

with

n, ,, Ilrl' + \Àopo(lrlq)lrlalD(t)r Qrlzr | x , L ) = @

This is the key result we wanted to prove: the right
hand side of inequality (17) is negative definite with
r e s p e c t t o c w h e n y = Q .

Second step: Strict Lyapunov function for the
overall system.

Using [8, Lemma82, Appendix B], one can determine a
smooth function rc(.) of class f- such that the deriva-
tive along the trajectories of (8) of the function

U(r,y,t) -  arctan(Q.(x, t)) + rc(t/(c, y, t))

satisfies

I ,, ,, L lrl2us(z,u, t )  S -+" ' ( ly l )  - i .qæTAæ

To conclude, one can check that [1, Chapter 10, The-
orem 3.1] applies: we deduce that the trajectory
(X"(r),Y"(t)) is GUAS and LES by the feedback

u ( X , Y , t )  =  u ( i , * + P ( ù t , t ) * u " ( t )  ,

which satisfies Inequality (12). tr

4 Control of the cart-pendulum system

In this section, our main objective is to show how
Theorem 2.3 can be applied to stabilize the oscillation
around the upward vertical position of a pendulum on
a cart moving on a horizontal axis.

4.L Problern forrnulation

The dynamics of the cart-pendulum system
either by applying Newton's second Iaw or
Lagrange formulation are:

obtained
by Euler-

(M + m)i t m%j cos? - mlàz sinl
i c o s d *  l . â - g s i n ?

where (M, c) are mass and position of the cart which
is moving horizontally, (m,L,0) are mass, Iength and
angular deviation from the upward vertical position for
the pendulum which is pivoting around a point fixed on
the cart, / is a horizontal force action on the cart. The
problem we address is to design / so that the cart-
pendulum system exhibits a periodic oscillation with
the angle d tracking the following reference:

(18)

4.2 Stability analysis

After changes of coordinates, control and time (see [8,
Section 5.3]), we get the following system:

s r  - J r  ,
L l r , t r  =  r r ,  ( 1 9 )
-(t, +,ùrM + q1/lTP, .

In these coordinates, a (periodic) reference trajectory
meeting (18) is given by:

rv(t) = - cos(l) - f, arc"ir, (; 'i"1r1) ,

sl"(r) = cos(t) + sin(t) - ut.. io (ftsin(r)) ,
t v ( t )  =  cos ( t )  , r v ( t ) -  - s i n ( t )  ,
uv(t) = 

ff i+cos(')-sin(t) 
'

This allows us to transform the tracking problem we
consider into the problem of GUAS and LES the origin
of a time-varying nonlinear system. By letting:

11 = 11 - rL,(t),  Fr = 
"r 

- sr"( l)  ,
t t  =  t r  -  t e ( t ) ,  f t  =  r r  -  r r r ( t ) ,

r.t2 = rh - uv(t) ,

the dynamic of system (19) become:

ran(d"(r)) = *'(fr)

=  i r _ T r ,
=  u 2 , T 1  =  7 1 ,

= -(T, + vr)JTTT, + rr,ffi,# (20)

+urJLTPl ,{ î

î
n

with

c(rl ,11"(r)) = r + t?,(t) + \F +tr i i4\5*,
From now on, the problem we address is to design u2
to make the zero solution of these equations GUAS and
LES. We solve the problem in three steps:
o Stabi l izat ion of the (t1,71)-subsystem. The (t1,Ë1)-
block is controlled by 22. This will be a grblock ac-
cording to our general notations.
r Stabilization of the (ir,7r,7r)-subsystem. The lr-
block is also directly controlled by u2. But since u2
will be predetermined by handling the (i1, F1)-block, we
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shall consider this new block as an c-block. Together
with the previous block, it gives us a feedforward sys-
tem.
r Stabilization of the overall system. The Zr-block in-
tegrates functions from the previous blocks. So after
having found a stabilizing control for the (Ft,It,it)-
subsystem, the ir-block will give us another c-block
to handle. Before giving the starting point of our de-
sign, we have to be sure that we shall be able to pursue
our design. So we have found appropriate to take the
control as

u,= *;fffu,*r94çH*u"'
The dynamics of (20) become

3t -It ,
-i1r(rfr , zGr+7r)tt.(t1ir

ct..,,*Ct -;,;+@,m

(21)
Stabilization of the (I1rFr)-subsvstem We prove
that the origin of the (t1,i1)-subsystem of (21) is
GUAS and LES when us = 0 by means of the posi-
tive definite and radially unbounded smooth function:

W(TL , ïL )  =  ( r+ î ! ) t  - r+T f i L+V? .

By using Young's inequality, one can prove that the
derivative of this function along the trajectories with
us = 0 satisfies

i r . ,^. .  z -z+' /r7^f1apv 1 ( 2 1 )

t -- i?( - ,Ëa +zyf r+f i )  ,-  \  - /

which ensures the GUAS and the LES of the origin of
the (I1,F1)-subsystem when u3 - 0.
Stabilization of the (ir , ir, i1)-subsystem One can
check readily that

^ / t  + *

This leads us to propose the following candidate Lya-
punov function for the (11,11,71)-subsystem:

v2(f i , f ,71) = 3Vr(t l ,7r) + tF, -t  .

With (22), its derivative along the trajectories satisfies

i ,  -  5 tÆ-3n E-=vzp\ s ---fr;Vr:!_
-2(,/, - r)4\/r +?1+ Gr(r,vt, îr),s ,

where

G1(T1,v1 , l l

t l

S l

t .

r l

= t(T, + 27ùJTTP, + 
JÈr1, 

(2s)

At this stage, we remark that V2(.) can be made nega-
tive definite by picking any u3 which has opposite sign
to Gr('). But u3 is not the end of the design. We still
have to stabilize the â1 component. According to our
general analysis, this problem can be solved by per-
forming the change of coordinate (7). So to facilitate
the determination of such a change of coordinate, we
choose a very particular expression for u3. More specif-
ically, we take u3 in the form

/ - - \
u 3  =  € o ( t t - - - f t 1 + u a ,

\  Y  r + r 1 7

with €o f 0, aconstant to be specified. The motivation
for this choice is that by letting:

_ _  r_
12 =  r t+  

6s1
(24)

the expression ofâz has no linear term in 1I1,;1;. fnis
means that the change of coordinates (7) is simply
given by â2. However, it remains to be shown that
the above expression of u3 is appropriate.

When we set u4 = 0, by using Young's inequality, (23)
gives, after some computations,

'  /t '*3\Æ) 
4'l-*?'G 1 ( t 1 , 7 1 , î 1 ) u s S € o I  y  ,  ) , v

+eo (za + u,Mù t\f *, -4.*,

Picking for instance €o = *!, we obtain finally the in-
equality:

v,e,) s - #,rF -,+,v?\f, + æ,
-mGm, (25)

which ensures that the origin of the ({, t1,71)-
subsystem when u4 = 0 is GUAS and LES.
Stabilization of the overall system. As mentioned
above, we know that the variable d2, introduced in (24),
is a suitable coordinate. By picking €o = *, one can
check readily that

S #+rcTL+lot+ 
ÉJtA"n

(26)
Hence, we propose the following Lyapunov function
which is smooth, radially unbounded aud positive def-
inite:

Vs(i2,i1,T1,V1) = 200v2(û,Tr,Vù
+101[Y2(A, i r , i t )  + 1] '
+\ffir- 102 .

-  t 1  |  ; z
\ l L t ' 2
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With (25) and (2ô), its time derivative satisfies:

ù,<,,t s -bÊ,\fræ,-tft\m- =:?#
*Gz( iz ,Tr , t t , i r )un ,

with

G 2(i.2,11,T1,711 = so -"fu=
\ /  r+ t ;

+bo [4 + # (vz(û,L,n) + t)J c,(I,, i ,, 3,) .

Since we want the origin of the overall system to be
GUAS, Iz3(.) has to be negative definite. This property
is induced by a control ua with the opposite sign of
^  t -  -  7  - \
11 2 lx :2 ,  s l  ,  lL ,  r l  )  .

4.2.1 Stabilizing control law: The choice

1 ^  t -  -  ?  - \
u4 -  -€6(JZ\ I2 ,s t , tL , r t l  ,

results in a function V3(.) smaller than a negative
definite function independent of I and locally upper
bounded by a negative definite quadratic function. It
follows that the uniform asymptotic tracking of the (pe-
riodic) reference output trajectory tt"(t) - cos(l) ofthe
cart-pendulum system is achieved by the time-varying
control law:

5 Conclusion

This work is devoted to the problem of globally track-
ing trajectories of nonlinear feedforward systems. It is
the continuation ofthe paper [9] which itselfis an adap-
tation of the key ingredients of the forwarding method
to the case of tracking problems. The novelty of the
present paper is the construction of strict Lyapunov
functions. This tool allows us to apply the technique
repeatedly and to stabilize signals which are not nec-
essarily periodic functions of the time. Moreover, we
conjecture that it can be of great help to study robust-
ness properties (like in particular disturbance-to-state
.û2 stability) induced by the proposed control laws.
The recursive application of the tracking version of the
forwarding approach has been illustrated by means of
the cart-pendulum system. It allowed us to design a
control law which makes uniformly asymptotically sta-
ble a periodic oscillatory behavior of the pendulum.
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Resumé

Les travaux présentés dans cette thèse portent sur la stabilisation et la stabilité globale des systèmes

dynamiques non linéaires. Elle comporte deux parties relativement indépendantes. La première partie

(Chapitre 2 à 4) traite du problème de la stabilisation asymptotique globale de points d'équilibres ou de

trajectoires par les méthodes de Lyapunov de certaines classes de systèmes non linéaires commandés. Le

chapitre 2 est consacré à la stabilisation d'un pendule en rotation et d'un système de lévitation magnétique

par les techniques du type Lyapunov et du principe de séparation. Le chapitre 3 propose une extension de

la technique d'ajout d'intégrateur ou backstepping pour la stabilisation globale d'une classe de systèmes

non autonomes par des commandes bornées. Le chapitre 4 présente un résultat théorique portant sur

la technique d'ajout d'intégration ou forwarding pour Ia stabilisation de trajectoires des systèmes non

linéaires ayant la structure feedforward et un résultat sur la stabilisation uniforme asymptotique d'une

trajectoire périodique du système mécanique dit pendule-chariot.

La deuxième partie (chapitre 5 et 6) traite des conditions de stabilité globale d'une classe de modèles

épidémiologiques qui englobe la plupart de systèmes épidémiologiques des maladies réémergentes telles

que Ie paludisme, la dengue, le sida, la tuberculose etc. Le chapitre 5 présente un résultat sur le calcul

d'un paramétre de seuil .rRe et sa relation avec la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre non

endémique pour une classe de modèles épidémiologiques. Un nouveau critère analytique pour la stabilité

asymptotique globale du point d'équilibre non endémique de la classe de modèles épidémiologiques étudiée

est proposé. L'efficacité de cette méthode a été illustrée sur les modèles épidémiologiques du paludisme et

de la dengue. Le chapitre 6 applique ces résultats à un modèle épidémiologique appliqué à la tuberculose.

Une particularité de ce modèle est sa prise en compte des réinfections exogénes et des rechutes dans la

propagation de la maladie.

Mots clés: Systèmes non linéaires, Stabilité, Fonctions de Lyapunov, Stabilisation globale, Principe de

séparation, Stabilisation d'une trajectoire, Modèles épidémiologiques, Paramétre de seuil.

Abstract

The problem under interest in this thesis concerns the global stabilization and stability of nonlinear

dynamics systems. The thesis consists of two relatively independent parts. The first part (chapter 2 to 4)

deals with the problem of globally asymptotically stabilizing equilibrium points or trajectories of families

of nonlinear control systems through Lyapunov methods. Chapter 2 is devoted to the stabilization of a

rotating pendulum and a magnetic levitation system by the Lyapunov-type techniques and the principle

of separation. Chapter 3 proposes an extension of the backstepping technique for the global stabilization

of a class of time-varying systems by bounded feedbacks. Chapter 4 presents a theoretical result on the

forwarding design for the tracking trajectories of feedforward systems and a result on the tracking a

periodic trajectory of the so-called cart-pendulum system.

The second part (chapter 5 and 6) deals with global asymptotic stability conditions of a class of

epidemiological models which include most of the epidemiological systems of the infectious diseases such

as malaria, dengue, aids, tuberculosis etc. A new criterion for the global asymptotic stability of the disease

free equilibrium for the class of epidemiological models under studied is proposed. The effectiveness of

this method is illustrated on the epidemiological models of malaria and dengue fever. Chapter 6 applies

these results to an epidemiological model of tuberculosis. A characteristic of this model is that it takes

into account exogenous reinfections and relapses in the propagation of the disease.

Keywords: Nonlinear systems, Stability, Lyapunov functions, Global stabilization, Separation principle,

tacking, Epidemiological models, Threshold parameter.




