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Introduction générale

Les problèmes de contact occupent une place centrale dans les applications de la méca-

nique des solides, car Ie contact est le moyen par lequel un chargement est transmis à un corps

déformable. Ainsi le contact a une influence significative sur le comportement des structures:

déformation, déplacement, distribution des contraintes. Le contact est un phénomène très prê

sent dans les processus de mise en forme: le matériau se déplace plus ou moins pa,r rapport aux

outillages, ce qui génère des efforts de pression et de frottement entre produit et outil. Ces pro-

cédés (laminage, emboutissage, forgeage, extrusion...) sont utilisés dans de nombreuses bra.nches

de l,industrie comme I'automobile, I'industrie aéronavale ou I'industrie agroalimentaire pour Ia

fabrication des boltes de conserve

D'un point de vue numérique, la simulation des procédés de mise en forme est difÊcile à mettre

en ceuvre, car plusieurs difficultés apparaissent: la non-linéarité matêrielle est couplée aux non-

Iinéarités dues aux grands déplacements et grandes rotations, auxquelles s'ajoutent les non-

linéarités dues au contact. A Ia différence des autres problèmes mécaniques, Ies problèmes de

contact font intervenir des conditions aux limites inconnues. Plus précisément, Ies surfaces de

contact actuelles et les forces de contact sont autant d'inconnues supplémentaires au problème.

Des progrès ont été réalisés dans I'étude numérique des problèmes de contact. De nombreuses

méthodes existent. La méthode des éléments finis est la,rgement employée et permet de traiter

des géométries et des matériaux variés. Mais les difficultés sont multipliées lorsque le nombre de

nceuds concernés par Ie contact devient grand. Il est donc important de développer des outils

de rêsolution numériques adaptés et performants. Les problèmes de contact sont donc délicats à

formuler correctement et également difficiles à résoudre. La recherdre dans le domaine du contact

s'est principalement focalisée sur les formulations les plus adêquates du problème- Les méthodes

de prise en compte des conditions unilatérales sont par exemple bien connues (méthode de pé-

nalité, multiplicateurs de Lagrange, lagrangien augmenté). Mais la mise au point d'algorithmes

performants pour Ia résolution des problèmes de contact mérite d'être approfondie. Notre travail

s,inscrit dans ce cadre purement numérique avec pour objectif final la mise en æuvre de nouveaux

algorithmes performants.



Introduction gênéraJe

Les systèmes d'équations non-linéaires sont souvent traités par des méthodes incrémentales itê
ratives de type Newton-Raphson. Dans l'approche incrémentale, cette stratégie de résolution
itérative pose des difficultés de convergence dues aux problèmes du choix de I'incrément qu,il est
délicat de rendre optimal. Les difficultés dues à l'utilisation des processus itératifs ont motivé
le développpement et I'utilisation de schémas non itératifs d.its explicites. C'est ainsi qu'a été
développée la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) qui doit son nom à la combinaison de
techniques de développements asymptotiques avec la méthode des éléments finis. EIle consiste
à chercher la solution d'un problème non-linéaire sous forme de série entière. Ce qui permet de
transformer Ie problème de départ en une succession de problèmes linéaires admettant le même
opérateur de rigidité tangente. A chaque ordre les termes non-linéaires sont reportés dans un
second membre obtenu de façon optimale. La seconde étape consiste à résoudre les systèmes
Iinéaires de manière récursive à l'aide de Ia méthode des éléments finis. Etant donné que les sê
ries ont un rayon de convergence limité, on n'obtient qu'une portion de la courbe solution. pour
décrire toute Ia courbe solution, il convient d'appliquer une mêthode de continuation. La robus-
tesse de cette méthode de continuation pour le suivi des courbes et l,adaptation automatique
de la longueur des pa^s font de la MAN une méthode très fiable. Après avoir été appliquée alx
problèmes d'élasticité non-linéaires et en mécanique des fluides, la MAN a ensuite été utilisée
pour des non-linéa,rités plus fortes: certains modèles plastiques ou viscopla^stiques et le contact
unilatéral. C'est dans ce but que Elhage [EH98l a établi une stratégie de résolution des pro-
blèmes de contact basée sur la MAN. La MAN ne peut s'appliquer dans le cas d.,un contact dur
car Ia réponse n'est pas une fonction analytique du chargement. Elhage a donc remplacé Ia loi de
contact pax une relation régulière entre Ia force de contact et l'écart entre les corps concernés par
Ie contact: la régularisation ainsi introduite pouvant s'interpréter comme une pénalisation. pour
se rapprocher des simulations numériques de la mise en forme, deux applications de la MAN ont
été réa"lisées pour des problèmes de poinçonnement. Brunelot [Brug9] a considéré des matériaux
viscoplastiques incompressibles (lois de Norton-Hoff) et un contact avec frottement dans un cadre
2D-axisymétrique. Abichou [Abi01] a considéré des modèles de coques trid.imensionnels et une
loi non-linéaire de type déformation. Ces deux études ont montré que la MAN pouvait très bien
fonctionner en présence de non-linéa.rités couplées, en particulier avec du contact unilatéral.

Ce travail de thèse a pour but de revisiter I'application de Ia MAN au contact unilatéral. En
effet, depuis les premiers travaux d'Elhage (1994-98), les algorithmes MAN ont beaucoup évolué.
En pa,rticulier, I'utilisation des approximants de Padé est d.evenue systématique et Ia MAN est
désormais pensée dans un cadre de prédiction-correction. De plus, cas premiers travalx sur Ie
contact n'introduisaient pas de multiplicateurs de Lagrange comme la plupart des auteurs et la
technique de régula,risation du contact dur soulevait de nombreuses questions. C,est l,ensemble
de ces problèmes qui seront abordes dans cette thèse, en pa.rticr:lier en couplant la MAN avec Ia
méthode du lagrangien perturbé pour obtenir des matrices mieux conditionnées.



Contenu de la thèse

Ce mémoire s'organise en cinq chapitres.

Le premier est consacré à la formulation du problème de contact unilatéral et aux mêthodes clas-

siquement utilisées pour la résolution de ce type de problème. Après un bref rappel sur le cadre

des transformations finies, nous donnons les différentes relations traduisant Ie contact unilatéral.

Puis Ia formulation va,riationnelle du problème d'élasticité nonlinéaire avec contact est présen-

tée. Sans avoir la prétention d'établir une liste exhaustive des méthodes numériques traitant les

problèmes de contact, nous présentons enfin ce qui nous semble être les principales méthodes de

résolution.

Le second chapitre traite de la formulation du problème de contact unilatéral, dans le cadre de la

MAN. Les conditions de contact unilatéral n'étant pas analytiques, nous les remplaçons par une

relation hyperbolique entre les forces et les déplacements. Nous appliquons ensuite la MAN au

problème régula"risé. Les forces de contact sont considérées comme des efforts extérieurs et cher-

chées sous forme de séries entières. La discrétisation par éléments finis se fait selon deux schémas

différents: nous avons couplé la MAN, dans un premier temps, à Ia méthode de pénalisation et

ensuite à la méthode du lagrangien perturbé. Dans le cadre de la méthode de pénalisation, la

réaction de contact est condensée et le champ des déplacements est considéré comme l'inconnue

principale. Avec la méthode du lagrangien perturbé, les forces de contact constituent des in-

connues supplémentaires du problème discret. Enfin nous décrivons la méthode de continuation

utilisée: elle est basée sur une représentation de Ia solution pax des approximants de Padé.

Dans le troisième chapitre, la mise en æuvre des algorithmes décrits précédemment est présen-

tée sur des problèmes bidimensionnels sans frottement. Tout d'abord nous montrons I'intérêt

d'utiliser les approximants de Padé. Puis nous définissons un ordre de troncature optimal pour

les séries solutions. Les solutions MAN ainsi obtenues sont validées par comparaison avec celles

issues du code de calcul industriel Abaqus. Puis nous discutons de l'in-fluence du paramètre de

régularisation et du maillage sur I'effi.cacité des algorithmes MAN. Enfin nous mettons en évi-

dence I'importance du pilotage des calculs pour le fonctionnement des algorithmes.

Pour augmenter Ia fiabilité des algorithmes MAN, nous définissons dans le ctrapitre 4 des aI-

gorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé pour les problèmes de contact. Nous rappelons

d'abord les techniques itératives courarnment utilisées pour la résolution des problèmes non-

linêaires. Puis nous présentons les teeÀniques d'homotopie et de perturbation adoptées pour la

définition des correcteurs d'ordre élevé. Nous proposons deux correcteurs, caractérisés par Ie choix

de I'opérateur tangent à inverser. Ensuite nous couplons le prédicteur d'ordre élevé dêfini dans le

ctrapitre 2 aux correcteurs d'ordre élevé et nous proposons deux stratégies de calcul autour des

algorithmes de prédiction-correction ainsi obtenus.

Le cinquième et dernier chapitre est consacré à I'expérimentation numérique des algorithmes de

prédiction-correction d'ordre élevé. Nous montrons d'abord les apports de la correction à ordre

élevé par rapport aux correcteurs cla.ssiques. Puis nous testons Ies différents algorithmes d'un

point de vue de I'efficacité et de la fiabilité.



CHAPITRE 1

Formulation d'un problème de contact

unilatéral et méthodes numêriques

classiquement utilisées

ous présentons dans ce chapitre, les approches utilisées pour modéliser les

problèmes de contact. Nous décrivons ensuite les méthodes numériques

classiquement employées pour la résolution de ces problèmes.
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1.1. lntroduction

l.L Introduction

Le traitement d.e la mécanique du contact est extrêmement compliqué d'un point de vue nu-

mérique. Pa,r rapport à Ia mêcanique classique des solides, Ia mécanique du contact fait intervenir

delx solides (voire plus) au lieu d'un. Les problèmes de contact sont donc ca,ractérisés par Ia

présence de discontinuités matérielles et géométriques à I'interface qui est en directe opposition

avec I'hypothèse de continuité de la mécanique des solides. En conséquence, Ies problèmes de

contact sont fortement non-linéaires et non-rêguliers. De plus ils induisent des conditions aux

Iimites incorrnues a priori, la surface de contact êvoluant au cours du chargement. Une consé-

quence de ces non-linéarités est que les formulations mathématiques utilisées pour modéliser les

problèmes de contact sont compliquées. Elles induisent des systèmes d'équations aux dérivées

partielles et des inégalités provenant de la Ioi de contact unilatéral.

Dans ce chapitre, nous rappelons les équations intervenant dans Ia description du contact: d'une

part les équations classiques de Ia mécanique [Ger62], c'est à dire les équations d'équilibre, Ies lois

de comportement des matériaux et les conditions aux limites et d'autre part les relations forte-

ment non-linéaires et non-régulières spécifiques au contact. Nous présentons ensuite les méthodes

numériques les plus utilisées pour la résolution de cette classe de problèmes.

L.2 Formulation du problème élastique sans contact

t.z.L Tlansformations finies

Le but de cette section est de formuler le problème d'élasticité non-linéaire. A cet effet,

nous rappelons les concepts génêraux et principes de Ia mécanique des milieux continus avec une

attention pa.rticulière au cadre des grands déplacements, encore appelé cadre des transformations

finies.

Nous commençons par décrire la cinématique des corps déformables [Ger62] [Cia85l.
Nous considérons un solide déformable occupant un domaine borné O de IR.3 à un temps donné.

O est appelé la con-figuration de référence du solide. Sa frontière âO est supposêe régulière' Un

point du système est repéré par Ie vecteur position X e O dans Ia configuration de réfêrence.

Comme le solide se déplace et se déforme, Ie domaine qu'il occupe dans I'espace IR3 change

continuellement. La région qu'il occupe dans I'espace euclidien à l'instant t noté O1 est appelée

Ia con-figuration actuelle déformée. La configuration initiale Qs est la configuration du corps au

temps t: 0 (Oo : OÊs) et diffère généralement de Ia configuration de référence. La position

d'un point quelconque sur la configuration déformée s'écrit:

x :  X*u (1 .1 )

où u désigne le vecteur déplacement.



SChapitte 7. Formulation d'un problème de contact unilatéral et mêthodes numêriquæ classiquement utilisêæ

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, deux systèmes de coordonnées sont utilisés:

- Lagrangien (ou matériel) ({)(rh Ic:1,2,3) associé à la configuration de référence O

- Eulérien (ou en espace) ({"rh k:1,2,1) tié à ta configuration actuelle e6

Si toutes les grandeurs, c'est à dire les déplacements, les contraintes et les déformations sont
décrites dans la configuration actuelle, la description est dite eulérienne. Ce choix de description
peut dans certains cas simplifier les formulations.
Dans notre étude, nous adoptons la description lagrangienne ou description lagrangienne totale:
c'est la con-figuration initiale qui est prise comme configuration de référence (Oo : O).
La déformation d'une fibre matérielle infinitésimale dX de la configuration initiale à la configu-
ration actuelle s'écrit :

dx: FdX

où F est appelé Ie tenseur gradient de la transformation et a pour composantes (l < i,j < 3):

n on;
r i j :  

ax i

Nous pouvons de manière équivalente utiliser le tenseur gradient des déplacements

Vu:*:r . - r
ox

où I représente le tenseur identité.
Le déterminant du gradient de la déformation est noté J: detF. Le tenseur gradient de défor-
mation F peut être décomposé de Ia manière suivante:

f :F .U

ou encore:

F: VR,

U et V désignent respectivement le tenseur des dilatations à droite et à gauche. R est le tenseur
des rotations qui vérifie:

R-l : Rt et det R: l.

Les changements dans la géométrie du corps induits par ses déformations peuvent être décrits
par le biais de différentes mesures équivalentes de déformations. Comme F n'est pas objectif (il
est défini à un déplacement de corps rigide près), nous introduisons le tenseur symétrique de
Cauchy-Green à droite défini pa^r:

C :F tF

Sa version normalisée, le tenseur symétrique de Green-Lagrange 7 appelé également le tenseur
des déformations est donné par:
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1 1 1

Donc 

1: ;ç-  r ) :5 t r t r - r ) :  i tv , t *vut+Vutvu)

z(r) : .yt(o) +.yt(tr,n)

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange se décompose donc en une partie linéaire 7l et

une partie bilinéaire symétrique 7d.
Dans le cas des petites déformations (Vu ( 1), I est réduit au tenseur des déformations d'Euler:

1  = e:  
| {oo 

*  Vut) (1.2)

Le tenseur des contraintes de Cauclry noté o dorrne en un point de Ia configuration actuelle Ie

vecteur contrainte t exercé sur une facette de normale N. Il est défini par la relation:

t :  oN

Il existe dans la littérature d'autres tenseurs pour représenter les contraintes dans un milieu

continu. Le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff P permet d'obtenir en un point de la

configuration de référence le vecteur contrainte t9 exercé sur une facette de normale Ns. Comme

ce tenseur n'est pas objectif, nous introduisons le second tenseur de Piola-Kirchoff S défini par:

S : F-lP

Le tenseur S est relié au tenseur de cauchy par la relation suivante:

o: J-rFSFé

1.2.2 Loi de comportement élastique linéaire

Dans toute l'étude, Ie matériau considéré est homogène, isotrope, c'est à dire invariant pa,r

rapport à toute rotation ou translation de Ia configuration de référence.

Le matériau a un comportement supposé élastique linéaire. La loi de Kirchoff-St Venant, une

version objective de la loi de Hooke standard est Ia loi élastique isotrope la plus simple et la plus

souvent utilisée. Elle s'exprime de Ia manière suivante:

S(r )  :  I  t r (7)  I+2 p ' t  (1 .3)

où tr désigne la trace d'un tenseur. À et p sont les coefficients de Lamé du matériau liés au

module d'Young .E et au coefficient de Poisson v pari

\ _  EU  E^:71*ry|-2rY t tr :  r@

L'équation (1.3) peut se réécrire:
S :D :?
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où D désigne le tenseur d,élasticité.
La loi de Kirchoff-St Venant dérive du potentiel élastique quadratique suiyant:

w(.v) :) l (*t) ,  + p,tr( t2) (1.4)

L.2.3 Formulations globales du problème dréIasticité non-linéaire

Nous nous plaçons dans le cadre quasi-statique, et nous négligeons les termes d,inertie. La
frontière âO du solide déformable se décompose en trois parties disjointes (voir figure 1..1):

âO :6f)" UAOù U âO/

où âQrr: surface avec déplacements imposés
âOy: surface avec forces imposées
âQ.: surface potentielle de contact.

./ rface esclave

surface maÎtre ,/

FrcuRp 1.1 - Problème du contact

Nous supposons que le corps déformable est soumis à des efforts conservatifs: des forces vo-
lumiques b dans Q et des forces de surface. Dans un premier temps, nous supposons que les
efforts de contact t sont donnes sur âOy et âo" et rappelons les formulations variationnelles
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du problème élastique non-linéaire ainsi obtenu. Nous imposons un déplacement mrl sur la par-

tie de la frontière âO.,. Nous introduisons I'ensemble C.A des déplacements cinématiquement

admissibles:

C .A : { . t / t :Osu r?Qu}

Nous écrivons Ia formulation issue du principe des travaux virtuels en faisant apparaître explicite-

ment Ia contrainte S et en séparant Ie problème en des équations d'équilibre et de comportement'

Le problème s'écrit:

ôr(u) :7r1ôu) a 27d(u,ôu)

Remarque 1.2.3

Dans le cas où t est donné, l'énergie potentielle totale du système s'écrit:

rl(u) : /*ttl do - P"(u)
{-,

où \M(7) a été introduite précédemment (1.4) et désigne la densité d'énergie élastique emma-

gasinée (ou énergie de déformation), et P"(u) est le travail des efforts extérieurs avec P. défini

-f St' \ d,Q: / b.ôud0 * t t.ôudf Vôu e C.A
ô ô urrdun"

s : D : 7 : D r (rt(u) +?ol(u,u))

u€c .A

P"(.r): la.uan+ I t .udr
O ôOyUôOq

pax:

(1.5)

(1.6)

Notons aussi qu'on peut synthétiser les deux premières équations (1.5) sous une forme variation-

nelle mixte.

/  s t 'ô7+ôst  r ( t -D-1:s)  d,a:  Ib .ôudo* t  t .ôudr  (1.7)
J J J
O O ôOyUôOs

Pour écrire Ia formulation du problème avec contact unilatéral, il nous reste à introduire les

relations issues des interactions de contact.
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L.3 Formulation du problème avec contact unilatéral

l.3.L Conditions de contact

Nous adoptons Ie concept maître-esclave pour définir I'interaction de contact [HGBgb]. En
principe les rôles des surfaces maître et esclave doivent être intercha.ngeables. En pratique la
surface maÎtre est choisie comme étant la plus rigide des deux et de ce fait la surface esclave
est celle appartenant au corps déformable. Dans notre trarrail la surface esclave est la parti e Nl.
définie précédemment. A chaque point x" candidat au contact, nous a^ssocions un point de la
surface ma,ître :rr,, appelé point le plus proche, solution du problème:

)&p : ] *g i " l l t * - * r l l 2
z x'efl(l^

où ôO- désigne la surface maitre et ll.ll représente la norme euclidienne dans lR3. L,unicité de ce
problème de minimisation peut dans certains cas poser des problèmes [CHK9S]. Une condition
nécessaire et suffisante pour obtenir le minimum est de définir rq?? comme la projection ortho-
gonale de x. sur la surface maître, voir figure (1.2). Le vecteur liant x. à rçr, est appelé vecteur
écart normal [Pieg7]. Il est défini pa,r:

où r est le vecteur tangent à la surface maître au point >ç,. et n Ie vecteur normal à cette sur{ace.
Le scalaire h est appelé distance normale de contact. Il joue un rôle fondamental dans la mise en
évidence de I'interpénétration entre les deux corps. Il traduit le statut géométrique d'un point
de contact. Thois statuts de contact sont envisageables, voir figure (l.a):

lo - x,,n: hn

I t to-)Ço):o

(1 .8)

En gênéral la réaction R est une fonction de la distance h (voir figure 1.2). Dans le cas d.'un
contact sans frottement, elle est portée par le vecteur normal n à la surface maître.

Loi de contact unilatéral

La loi de contact unilatéral exprime les conditions de non-interpénétration des solides. Elle
se traduit par trois relations liées entre elles, appelées conditions de Hertz-Signorini, entre h et
la pression normale de contact RN (Rt : R.n):

[oor, "orrtuct 
t] > 0

I

I 
contact parfait h:0

[interpénétration â < 0
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surface esclaYe

". t  
-"""" 

"""" i"  """ ""r. . . .

: t

in

Ftcunp 1.2 - Distance de contact

non-pénétration

compression

condition de complémentarité

(1.e)

Donc d'après la loi de contact unilatéral, aucune pênétration n'est admise et la pression de

contact peut prendre des valeurs positives seulement si les corps sont en contact. Sinon, elle est

mrlle (figure 1.4).

Lois de frottement

Les lois de frottement permettent de décrire le comportement des différents corps qui entrent

en contact lorsque le contact est maintenu. Différents modèles existent, ils sont caractérisés par:
- un critère de frottement qui limite I'intensité de la force de frottement

- 1ne règle de glissement qui dêfinit Ia direction de Ia vitesse de glissement en termes de direction

de la force de frottement, et
- une condition énergétique de complémenta,rité.

Avec cette description, il semble normal qu'il existe une analogie entre le frottement et la plas-

ticité, comme cela est démontré dans [Cur8a]. La loi de frottement Ia plus utilisée est Ia loi de

Coulomb qui exprime Ia contrainte tangentielle en fonction de la contrainte normale par le biais

d'un réel appelé coefficient de frottement. La modélisation du frottement par Ia loi de Tbesca est

également courante. D'autres modèles couplent frottement et adhérence [RCC99] [Rao99a]. Une

Io.o
{ t*>o
[nat : o
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curbce mrlhe

(b) Contact parfait

(c) Interpénétration

FrcuRp 1.3 - Statuts de contact

discussion détaillée sur les modèles pour le frottement est prêsentée dans [Mong3] et [Raoggb].
Dans notre étude, nous nous limitons au cas de problèmes de contact sans frottement.

1.3.2 Formulation globale du problème de contact sans frottement

Pour obtenir la formulation globale du problème de contact nous écrivons la formulation
va.riationnelle mixte (1.7) et nous ajoutons les conditions de contact (1.g). Notons que ni u, ni t

surface esclave

surfece maitre
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Flcunp 1.4 - Loi de contact unilatéral

ne sont donnés sur âO.. Le problème s'écrit:

trouver u € CA tel que:

. [  S t ,ô7+ôSt , ( t  -D-1 :S)dO : /  b .ôu  dA+ I  t .ôudF+ 1  n t  6hdr  Vôue C.A
ô o Nl1 ôoc

S:Dt (Z t (u )+ fd (u ,u ) )

ôh:  ôu.n

RNh:  o

RN>O

h>0
(1.10)

Notons que I'ensemble d'équations (1.10) n'est pas complet. Il faudra encore préciser les relations

géométriques donnant la distance h et la normale n en fonction du déplacement.
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Remarque 1.3.2

Si on adopte l'hypothèse des petites perturbations, ou si la surface maître est plane, la dernière
relation peut être réécrite sous la forme suivante:

uN  -d ,<o

où d est l'éca,rt initial entre un point de la surface esclave et la surface maître, et uN le déplacement
normal en ce point. C'est cette relation que nous utilisons dans ce qui suit, pour traduire la non-
pénétration d'un point de la surface esclave dans Ia surface maître.

l-4 Méthodes numériques pour le traitement du contact

Les problèmes de contact sont difficiles à formuler correctement mais encore plus difficiles à
résoudre. Les modèles mathématiques associés à ces problèmes possèdent rarement des solutions
analytiques, qui lorsqu'elles existent couvrent une part infime des besoins. C'est pour cela que la
méthode des éléments finis est largement employée pour le traitement numérique des problèmes
de contact. Elle a tout d'abord été associée aux techniques itératives d'essai et d,erreur.

L.4.L Technique de résolution itérative ou procédure rrdtessai et dterreurrt

Cette technique consiste à appliquer le chargement par incréments successifs et à vérifier que
Ia condition de contact unilatéral est bien satisfaite à chaque pas. Le problème qui au départ
est fondamentalement non-linéaire est transformé en une succession de problèmes linéaires. A un
instant donné une solution du problème est supposée connue. Le nombre de næuds susceptibles
d'entrer en contact est alors également connu. Il reste à déterminer I'ensemble des nceuds qui vont
entrer en contact à la prochaine itération. La localisation de ces nceuds de contact est réalisée à
I'aide d'algorithmes spécifiques [CT71] IFZ71| [ZN89b] [ZN8ga]. A chaque incrément de c]rarge,
Ies conditions de contact doivent être vérifiées en ces points. Si elles ne le sont pas, I'estimation d.e
départ de l'ensemble des næuds est erronée et l'itération de calcul est anmrlée. Cette opération
d'estimation et de correction doit être répétée tant que les cond.itions de contact ne sont pas
vérifiées.

La technique de résolution itérative n'a pas seulement été mise en oeuvre dans le cadre de la
méthode des éléments finis, elle a été également utilisée avec Ia méthode des éléments de frontière
[AFAP80] pour la résolution de problèmes de contact bidimensionnels. Les méthodes itératives
encore appelées méthodes d'essai et d'erreur imposent en général l'application du chargement en
plusieurs fois, un contrôle systématique de la condition de contact unilatéral en chaque næud, et
un calcul itératif des contraintes et déplacements pour atteindre l'état d'équilibre. Cette méthode
est d'une efficacité limitée pour des problèmes avec de grands déplacements où la procédure de
détection du contact devient compliquée: des problèmes d.e convergence peuvent appa,raître, les
incréments de calcul deviennent très petits et le temps de calcul augmente en conséquence .
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L.4.2 Minimisation sous contraintes

Le problème de contact peut être écrit comme un problème de minimisation sous contraintes'

La contrainte à prendre en considération est la condition de contact unilatéral (1.9). Dans Ie

cadre de la méthode des éléments finis, Ies méthodes de minimisation sous contraintes les plus

utilisêes sont les méthodes de régularisation.

Ces méthodes consistent à introduire une régularisation des lois de contact et de frottement.

Les forces de contact sont définies corlme des fonctions des déplacements. Ces expressions sont

ensuite reportées dans l'énergie de contact. Il existe trois principales familles de mêthodes de ré-

gularisation. La première est ba.sée sur Ia méthode de pénalisation. La seconde sur I'utilisation de

Ia dualité pour un traitement géométrique des conditions de liaison. Et Ia troisième, intégrant ces

delx approches est qualifiée de mixte. La méthode de pénalisation passe par une régularisation

des lois de contact. Elle permet I'interpénétration des corps en contact sur des profondeurs dépen-

dantes de la valeur du coefficient de pênalisation. L'avantage de cette méthode est qu'elle conduit

à Ia résolution d'un système de même taille que celle d'un problème sans contact vu qu'aucun

degré de liberté supplémentaire n'est introduit. Elle conduit cependant à des problèmes numê

riques et nécessite un soin particulier pour la résolution des systèmes matriciels. Les formulations

variationnelles pénalisées tendent vers les formulations à multiplicateurs de Lagrange lorsque le

paramètre de pénalisation tend vers zéro. Avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange, Ies

conditions géométriques de non-pénétration sont traîtées directement. Les méthodes ba.sées sur

cette approche nécessitent I'introduction de nouvelles variables qui sont les multiplicateurs de

Lagrange. Elles conduisent donc à des systèmes à résoudre de taille plus importante. L'approche

mixte basée sur des méthodes de type lagrangien augmenté ou perturbé met en æuvre les deux

méthodes précédentes.

1.4.2.a Pénalisation

Les méthodes de pénalisation permettent d'éliminer les inconnues que sont les forces de

contact dans Ie problème de minimisation sous contraintes: elles sont écrites en fonction des

dêplacements. Supposons que nous voulons minimiser la fonctionnelle fI sous Ia contrainte que Ie

minimum u appartienne à un espaÆe convexe V bien dêfini. Dans le cas des problèmes de contact

cet espace est défini commme suit:

Y : { v€C .A  I  u * -d<0 }

où les quantités utr et d ont été définies dans la remaxque (1.3.2). L'idêe de Ia méthode de

pénalisation est d'a,ffecter à II une fonctionnelle de pénalité P qui augmente d'autant plus que

Ia contrainte n'est pas respectée. En d'autres termes, plus la contrainte est violée, et plus la

pénalité à payer est gra,nde. Nous introduisons la fonctionnelle de pénalité suivante, dépendante

d'un pa,rarnètre réel e ) 0:

II"(v) : II(v) + ,1r1r,; 
(1.11)

II existe alors un u' unique tel que [KO88]:

17
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n,(u,) : inf II,(v)
v€V

(1 .12)

(1.13)

(1.14)

(1.17)

La solution cherchée u vérifie:

u:  I imu.
e+0

Dans [KS81], I'ensemble des conditions de contact unilatéral (1.9) sont remplacées par la relation
suivante:

Êr:!o!-or
où a+ : man{a,O}. L'hypothèse émise est que le support rigide peut être remplacé par une
répartition de ressorts de raideur 1. C'"rt également la déma,rche qui sera adoptée lorsqu,il sera
question de la méthode de penalisition dans la suite de notre travail.
La méthode de pénalisation présente des atouts. EIle est simple à mettre en oeuvre cax son
implémentation dans un code de calcul ne nécessite pas de modification de la structure du code;
c'est pour cela que son utilisation est très répandue, [Kik82] [BenBS] [pog2] lwrigb] [EHgg]
[CRVB02]. Pa,r ailleurs aucune va^riable n'est ajoutfu dans Ie problème. Elle présente cependa.nt
I'inconvénient d'être très sensible au coefficient de pénalisation [NOW86]. Si ce coefficient est
trop petit, les conditions de contact sont satisfaites correctement mais les matrices sont mal
conditionnées ce qui engendre des problèmes numériques. Si le paramètre est trop grand, les
pénétrations autorisées sont inacceptables au niveau physique et la précision du calcul s,en trouve
a,ffectée. Le choix du pa'ramètre de pénalisation est donc d'une importance cruciale.

L.4.2.b Points selles et multiplicateurs de Lagrange

Les problèmes de minimisation sous contraintes peuvent être transformés en des problèmes de
recherche de point selle par I'utilisation de Ia méthode des multiplicateurs de Lagrange [DLT \.
Nous considérons le problème de minimisation de l'énergie potentielle fI. Soit À un multiplicateur
de Lagrange associé à la contrainte unilatérale:

), e K: {À > 0 sur AO"}

Nous définissons la fonctionnelle lagrangienne suivante:

,c(v,À) : r(v) - [ ^ @* - d) dr
u{',"

Le problème devient alors, trouver Ie point selle (u,.R) € c.A x .I( tel que:

(1.15)

(1.16)

4(u,À) <É(u'R) <L(v,R) V(v,À) e C.AxK

La fonctionnelle 4 possède alors un point selle (n,R) si et seulement si u est solution du problème
primal et -R est solution du problème dual et:

inf sup L(v)): sup inl
veC.A ÀeJ( À€tr( v€C.A

f,(v,À) (1.18)
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et le problème dual est de trouver:

Dans les problèmes de contact, le multiplicateur de Lagrange représente la pression normale de

contact. La recherche d'un point selle s'opère généralement par I'algorithme d'Uzawa.

Algorithme d'Uzawa

L'algorithme d'Uzawa utilise une méthode de gradient avec projection pour résoudre Ie problème

dual (1.20). On part de À0 et on calcule u0 puis À1 et ainsi de suite de manière itérative. A la

pi* it&ation, ÀP a déjà été déterminé et on cherche uP dans C.A tel que:

L(uP,xP) < 4(u,)P) Vv e C.A (1.21)

ÀP+l est ensuite déterminé de la ma.nière suivarrte: comme (u,R) est un point selle, on a:

4(u,À) < 4(u,R) VÀ e K (r.22)

c'est à dire (1..16) :

II(,r) - VÀ e  K (1.23)

Donc
(1.24)

sachant que Ie problème primal consiste à trouver:

inf sup L(v,,\)
v€C.A À€tr(

sup i,nf 4(v,À)
ÀeI( veC.A

Cette inéquation équivaut à [ET7a]:

R: Projx(.r - p(uil - d))

où Proj4ç désigne l'opérateur de projection orthogonale sur K et

.\P*1 sous Ia forme:
Àp+l - projy(Àp _ f("*o _ ù)

f ) 0, / désigna"nt le pas de déplacement à Ia pi* êtape.

[  ^@*-d)dr  s r l ( . , ) -  [ *@*-d, )drJJ
ôo. Ôî2"

r
I  tn-À)( , rN-d)df  <o vÀe K

J
ôo.

(1.1e)

(1.20)

(1 .25)

p > 0. Nous drerchons donc

(1.26)

Remarque 1.4

/ doit être choisi correctement pour a^ssurer la convergence de I'algorithme [ETZa].

L'avantage principal de la méthode des multiplicateurs de Lagrange est que les conditions de

contact sont vérifiées exactement [KS81] [PS98]. Mais cette approche induit des inconnues sup-

plémentaires (les multiplicateurs de Lagrange), ce qui augmente la taille du problème.
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L.4.2.c Méthode du lagrangien perturbé

Les méthodes de pénalité présentent un inconvénient majeur dans le traitement numérique
du problème discrétisé par éléments finis puisque la précision de la solution approximée dépend
fortement du paramètre de pénalité choisi. Pour faire face à ces problèmes, une méthode mixte
utilisant la pénalité et les multiplicateurs de Lagrange a été proposée. Le lagrangien classique
défini en (1.16) est remplacé par un lagrangien dit perturbé lswrgs] [Tay9g]:

fln,(v,À) : II(v) - ^2 dI (1.27)

Le dernier terme dépendant de 4" à la forme d'un terme de pénalité et doit être très grand. Il
a pour rôle de régulariser le lagrangien classique. Ce terme permet du point de vue numérique,
d'avoir une matrice de rigidité définie positive avec des termes non nuls sur la diagonale. La
méthode du lagrangien perturbé a largement été utilisée pour la résolution des problèmes de
contact unilatéral [JT88] [KO88] [Zho93] [SWTS5]. Lorsque le terme -+ 

I 
^2 dT esr rem-

0{lc

placé par T t (.,t - d,)2 ff on parle de lagrangien augmenté [FG92l [Kla92] [HA96] [pC99]zJ
adlc

[BVZ00]. La méthode du lagrangien augmentê a êtê beaucoup utilisée pour Ia résolution des
problèmes de contact avec frottement [SLg2] IAC9U [DF98] [Bz}zal. Les algorithmes de type
IJzawa utilisés pour la résolution des problèmes formulés pa,r des fonctions lagrangiennes aug-
mentées IDF9U sont stables mais lents. Afin d'obtenir une convergence plus rapide, une méthode
de Newton généralisée a été proposée dans [AC88l. Le principe est de d.istinguer au sein de
l'équation non-linéaire à résoudre, une partie différentiable et une partie non-différentiable. Un
jacobien généralisé est alors introduit pour le traitement de cette partie non-différentiable [Alag7].

Une autre technique avec régula.risation permettent de traîter les problèmes de contact: Ia mâ
thode de la barrière [KVDVDBH0U. Une autre approche est basée sur une combinaison de la
méthode de la ba,rrière et de la méthode de pénalisation [ZWS9g] [AGJJO2].

L.4.3 Autres méthodes pour les problèmes de contact

Outre les méthodes de régula.risation, Ies méthodes courarlment associées alrx problèmes de
minimisation sous contraintes sont les méthodes de point fixe, de relaxation avec projection ou
méthode S.O.R.P(Successive Over Relaxation Projection) [Gre95] [RCL88], la méthode de Gauss
Seidel [Rao99c] ou les méthodes de contraintes actives [Dum9b].
Le problème de minimisation de l'énergie potentielle peut être écrit comme un problème de
programmation mathématique [Kla92]: il peut être formulé en un problème de programmation
quadratique [JQ89] [RM96], ou sous forme de problème linéaire complémentaire [KB8Bb] [KB88a]
[Kla86] [Lee9a]. Le problème linéaire complémentaire peut alors être résolu par I'algorithme clas-
sique de pivot complémentaire dt à Lemke [CDR98] [RCL88] [Lee9a]. Le problème discrétisé

I ^r," -d)dr-+ I
adl" all"
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peut encore être traité par Ia méthode du point intérieur [ABH96] [CKPS98].
D'autres techniques ont été développées dans Ie cadre des problèmes de contact: des méthodes

de décomposition de domaines [ABLTV0O] [DGNS00], des méthodes multigrilles [Gre95], des

techniques de base réduite [NP98], de continuation par Iongueur d'arc [8A03]. D'autres travaux

sont tournés vers la recherctre d'un maillage optimum des zones de contact [Ben98] lB%l2bl.
Cette optimalité est mesurée à l'aide d'estirnateurs d'erreur a posteriori [WR01].

Cette présentation des méthodes numériques pour le contact n'est pas exhaustive tant les mé-

thodes employées sont nombreuses et peuvent différer en fonction de I'application visée.

1.5 Bilan du chapitre

Dans ce ctrapitre, nous avons présenté les formulations associées auK problèmes de contact.

Puis nous avons décrit les principales méthodes numériques développées pour la résolution des

problèmes de contact unilatéral. Les comparer n'est pas un exercice facile puisqu'elles présentent

toutes leurs avantages et leurs inconvénients. Les approches les plus souvent utilisées par les codes

par éléments finis restent la méthode de pénalisation et la méthode du lagrangien augmenté.

Dans notre travail, nous nous sommes intéressés à Ia méthode de pénalisation et à la méthode

du lagrangien perturbé. Il ne sera donc question que de ces deux approdres dans la suite.

Nous avons couplé ces méthodes à la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) en vue de

résoudre des problèmes de structures à fortes non-linéarités dues aux conditions de contact. Les

conditions classiques de contact unilatéral ne sont pas décrites par des fonctions analytiques,

cette propriété est indispensable pour appliquer une technique de perturbation [EH98]. Nous

avons donc remplacé ces conditions par une relation force-déplacement. Nous pourrons ensuite

appliquer la MAN au problème régularisé. Les forces de contact seront alors considérées comme

des efforts extérieurs et dêterminées sous forme de séries entières. Nous nous limiterons dans

tout ce qui suit à l'étude de problèmes de contact sans frottement. La loi de comportement sera

Iinéaire et nous prendrons en compte les grands déplacements.



CHAPITRE 2

Résolution du problème de contact par

la MAN couplée à la méthode du

lagrangien perturbé

ans ce chapitre nous appliquons la Méthode Asymptotique Numérique

aux problèmes de contact unilatéral. Dans Ie travail présenté dans Ia

thèse [EH98], la MAN a été couplée à la méthode de pénalisation. Pour

empêcher les problèmes numêriques liés au mauvais conditionnement de Ia matrice

de rigidité issue de cette méthode, nous proposons de coupler la MAN à Ia méthode

du lagrangien pertrubé.
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2.1 Introductron

Dans les problèmes de contact unilatéral, des conditions aux limites sont imposées sur les

næuds susceptibles d'entrer en contact. L'inclusion de ces contraintes dans le problème discré-

tisé pa.r éléments finis peut être réalisée de différentes manières. Une approche commune est Ia

méthode de pénalisation [KO88] [PO92] [KS81] qui dépend du coefficient de pénalité choisi. Une

autre approche est l'utilisation de la méthode du lagrangien perturbé [SWT85]' UT88]. Cette

méthode est une extension de la méthode de pénalisation qui utilise des valeurs du coefficient de

pénalité conduisant à un problème mieux conditionné numériquement [Tay98]'

Dans Ia thèse [EH98], le problème de contact a été traité en couplant la Méthode Asymptotique

Numérique à la méthode de pénalisation. La MAN ne peut s'appliquer dans le cas d'un contact
'dur', ca,r la réponse n'est pas une fonction analytique du chargement. Pour pouvoir appliquer

la MAN, il est nécessaire de remplacer Ia loi de contact par une relation régulière entre la force

de contact et l'écart entre les deux corps: une régularisation de Ia loi de contact dur est ainsi

introduite pouvant s'interpréter corrme une pénalisation. L'atout principal de la méthode de

pénalisation est que son utilisation n'influe pari sur la taille de la matrice de rigidité. En outre

son implémentation da,ns un code de calcul ne nécessite pa^s de modification de la structure de

ce code. Pourtant, son efficacité dépend principalement du choix du paramètre de régularisation.

Un paramètre trop grand conduit à des pénétrations trop importantes et la précision du calcul

s'en trouve alors a,ffectée. Si le paramètre est petit les conditions de contact sont mieux satisfaites

mais les matrices sont mal conditionnées.

Pour pallier à ces probièmes numériques, nous proposons dans ce chapitre d'utiliser des multipli-

cateurs de Lagrange comme variables additionnelles au problème de contact [Zho93]. Par rapport

au travail d'Elhage [EH98], la principale modification est le traitement des forces de contact (ou

multiplicateurs de Lagrange), qui ne sont plus éliminêes avant Ie traitement numérique. Pour

pouvoir appliquer Ia Méthode Asymptotique Numérique, nous conserverons une régula,risation

de la loi de contact, qui peut être exactement la même que dans [EH98]. Ainsi nous aurons des

matrices de rigidité un peu plus grandes, mais mieux conditionnées, ce qui favorise la conver-

gence des algorithmes itératifs. II n'est pas évident que cette approche avec muitiplicateurs de

Lagrange aura une contribution importante dans un cadre MAN, qui n'implique pas du tout

d'aspect itératif.

2.2 Formulation du problème de contact

Dans cette partie, nous formulons le problème de contact en éIasticité non-linéaire en vue de

Ie résoudre par la suite avec la Méthode Asymptotique Numérique.

2.2.L Formulation mixte

Pour écrire l'équation d'équilibre et la loi de comportement (1.10), nous e,hoisissons une for-

mulation mixte en déplacements et en contraintes. Faire apparaître explicitement Ie champ des

25
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contraintes S dans la formulation nous permet de traiter une équation quadratique en u et S, ce
qui est favorable aux développements en séries.
Nous notons P"(u) le travail des eforts de contact sur âQ". Le problème à rêsoudre est donc le
suirrant :

Tbouver u € CA, S, R satisfaisant à:

(2.1)

où À est un paramètre de drargement,

^P.(ôu): / R.ôudf , et
AO"

P"(ôu) : / b.ôu d{t + I r.ôu df .
o ôat

Nous introduisons la variable mixte g : (u,S), qui contient à la fois les déplacements et le
champ des contraintes. L'équation (2.1) peut s,écrire alors sous la forme:

t (U)+Q(U,U) :ÀF+R' (2.2)

où les opérateurs linéaire L et quadratique Q, ainsi que le vecteur des eforts o<térieurs F et de
contact R,c sont caractérisés par:

L(U).ôU : 
"f 

($ : 7,(ôu) + ôSt : (.y,(u) - D-r : s)) d0
o

Q(U1,Uz).ôLI : "[ 
(Stt :7'l(u2,ôu) + Szt :7d(u1,ôu) + ASt :7',(u1,u2)) dO

F.ôU: Ib .6u f f t+  [  r .ôudf
o oat

(2.3)

Rc.ôU : -[ R,.ôu dl
ôo.

Le problème consiste alors à trouver la branche solution U(À) vérifiant I'équati on (2.2).

Remarque 2.2.1

Il ne sera en ancun cas question dans la suite, d'éléments finis mixtes. L'utilisation d,une
formuiation mixte n'est opérée que dans le but d'obtenir une expression quadratique propice aux
développements en série [DPFg0]. Cette écriture quadratique est l'un des gara,nts de I'efficacité
de Ia MAN: les seconds membres sont simples à calculer même pour des ordres élevés des séries
et peu coûteux.
Mais les développements asymptotiques ne sont possibles que Iorsque les équations étudiées sont
analytiques. La loi de contact illustrée par Ia figure (1.4) ne l'est pas. Nous allons donc régulariser
cette Ioi pour pouvoir appliquer la technique de perturbation aux variables du contact.

/ (S" ôZ + ôSt : 7 - St : D-l : ôS) d0 - .P"(ôu) - Àp"(ôu) : a
J
o



2.2. Formulation du problème de contact

2.2.2 Régutarisations de la loi de contact

Les cond.itions de contact ne sont pas analytiques. Comme nous I'avons expliqué dans la

remaxque (2.2.L), il est nécessaire de régula,riser au préalable ces conditions afin d'appliquer une

procédure MAN. Nous avons choisi de modéliser la loi de contact par la loi hyperbolique suivante:

*:f#o (2.4)

i

I

- - t - loi non régularisée

î= l
î=0 .1
1 = 0.01

I
écart h

Frcunp 2.1 - Influence du paramètre de régularisation ? sur la loi de contact

où ô est l'écart initial entre le næud de contact et Ia surface rigide, h l'écart actuel et 4 est un

paramètre positif suffisamment petit. Lorsque ce pariunètre 4 tend vers zéto,le comportement

du contact décrit par la loi (2.4) tend vers celui sans régularisation, voir figure (2'1).

Pour obtenir un comportement homogène à I'interface de contact, nous définissons Ie paramètre

de régularisation 4 en chaque næud. Nous supposons que pour un éca,rt donnë hu,la norme de

la force de contact doit être égale à une valeur donnée R, voir figure (2.2).Le paramètre de

régularisation en chaque point 4,no6 est alors défini par l'expression suivante:

27
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1.50.50

R-h*
rlnod: 

t _ tr*

Ainsi la régularisation caractérisée pa.r les deux pa,ra,mètres ht et .Ro est uniforme pour l'ensemble

des næuds de contact. En prenant bien soin de choisir h" inférieur au plus petit des écarts initiaux,

nous limitons les pénétrations éventuelles.

(2.5)
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næud evec écart initial ô,

inifiat ô2

FtcuRB 2.2 - Uniformisation de la loi de contact

2.2.3 Tbaitement de la géométrie du problème

Le problème régularisé est donc formulé pa.r les équations (2.2) et (2.4). Ces dernières doivent
être complétées par les définitions des variables supplémentaires dues à la géométrie. Dans notre
étude, nous nous limitons au contact entre un solide éIastique et une surface rigide plane ou
circulaire. Une étude sur le contact avec des géométries plus complexes a été réalisée dans le
cadre de la MAN dans [EH98].
Soit X la position initia.le d'un næud de la surface esclave et u(X) son déplacement. Son écart
initial à la surface rigide de normale unitaire extérieure n est appelé ô. Son écart actuel h(X) est
défini selon Ia géométrie de Ia surface rigide.
Dans Ie cas d'un contact avec une su@rgt4e plane (c/ figure : 2.J),la normale n étant
constante, lz(X) est caractérisé par:

h(X) :ô+u .n (2.6)

Dans Ie cas d'un contact avec une surface rigide circulaire de centre C et de rayon r, Ia normale n
est une variable supplémentaire. L'écart h(X) et la normale n(X) (c/figu rc :2.4) sont définis par :

lo*r)2: 
(x

l,o *r)n: (x

-c+

-c+
(2.7)

u) . (x -C+u)

u)
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surface maître

.iu

'L*, -"i".........

surface esclave

Ftcuno 2.3 - Contact avec une surface rigide plane

Finalement le problème de contact est constitué de:

. Une équation variationnelle globale (élasticité non-linéaire)

t (u)+Q(u,u)-ÀF-R":o

. Des lois de contact écrites en draque point de contact

n (d -h \rt: -i-n

Soit lr : ô + u.n (obstacle Plan)

Soit ln+rz 
: (x- c +u).(x - C +u) (obsracle circutaire)

(h+r )n  :  (X -C+u)

Dans la suite, nous résumerons I'ensemble des relations ponctuelles sous la forme générale:

R": Ê(u) (2.8)

où la fonction n(u) tient compte de la régularisation effectuée et de la géométrie de la surface

rigide.
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h

't*,
surface esclave

\
^\
o\

I
I

FrcuRp 2.4 - contact avec une surface rigide circulaire

Avec cette notation, le problème de contact peut se réécrire:

t (U)+Q(U,U)-ÀF-R' :0  (2 .s .2)

R': R(u) (2.8.A)

2.3 Forme discrète du problème de contact dans le cadre de la
MAN

2.3.L La MAN en élasticité non-linêaire

Les premières étapes de Ia MAN consistent en I'a.ssociation d'une technique de perturbation
et d'une tectrnique de discrétisation par éléments finis. Les variables du problème de contact sont
représentées pa.r V - (fJ,R',h,n). Nous supposons qu'une solution initiale Vo : (Uo,R6,/ro,rro)
est connue, et que la branche solution est analytique au voisinage de ce point. Nous cherchons
V et le pa^ramètre de chargement À sous la forme d'une série entière tronquée à un certain ordre
lI par rapport à un paramètre de contrôle judicieusement choisi 'o':

v (a )  : vo *av r  *a2Y2+ . . .  +oNvrv  À (o )  :  Ào*aÀr  *a2À2+ . . .  +aNÀrv  (2 .g )

Par analogie avec les méthodes de longueur d'a,rc, nous identifions ce paramètre à la projection
de I'incrément de déplacement (u - uo) et de chargement (À - Ào) sur la direction tangente
(ur , ) r ) .

o: (u - uo).ur + (À - Ào)Àr (2.10)
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où 'u.v' dêsigne un produit scalaire sur l'espace des champs de déplacement.

Pour la discussion sur Ie choix du pa,ra,mètre de développement 'o', nous envoyons le lecteur aux

références [Coc94b] [Naj97].
Puis nous injectons les développements (2.9) dans le problème non-linéaire (2.8.2) ainsi que dans

(2.10). Nous obtenons pax identification terme à terme selon les puissances croissantes de '@',

une succession de problèmes linéaires s'écrivant à I'ordre 1:

(2.11)

et à I 'ordre n (2 <n < N):

L t (U ' ) :À ' "F *RS
n-L- D a@c,U,,-i)
i :1 (2.r2)

L'opérateur tangent L1 est Ie même pour tous ces systèmes linéaires (2.11) (2.I2).Il s'écrit :

Lt ( . ) : t ( . )+2Q(u0, . ) (2.13)

Ainsi après discrétisation par éléments finis, la résolution des problèmes linéaires à chaque ordre

nécessitera le traitement d'une seule matrice.

Remarque 2.3.1

Comme le point de départ (Vo,Ào) est supposé être une solution régulière, I'opérateur Ll est

inversible en ce point et donc les problèmes linéaires mixtes à chaque ordre sont bien posés.

Ensuite nous discrétisons les problèmes linéaires continus à chaque ordre par éléments finis.

Nous prenons tout d'abord en compte uniquement la partie due à la non-linéarité géomêtrique

du problème (nous n'explicitons pa^s pour I'instant les termes du contact).

Le problème continu à I'ordre n (2.I2) s'écrit:

/  (  s , t :  ( .y t (ôu)+27d(u6,ôu))+Sst :27 ' r (u , ,ôu)  +ôSt :  (7 t ( ' * )+zrd(r ro,u. )  -D-r :  s ,1  )aoô \

: À,nP"(ôu) + Rg.ôu - / i (s;: z7d(u,"-i,ôu) * ôs:7d(ur,un,-d)) do
O i: l

Pour utiliser des éléments finis cla.ssiques en déplacement, nous reportons la relation de compor-

tement dans les équations d'équilibre. Nous obtenons les équations suivantes exprimant:

| "r(ur): 
ÀrF * Rl

I tr.o, * À1À1 : 1
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I'équilibre

*l' ((zr(0"1 +21d(ts,6u)) : D r (zt(n ) + 2zd(uo,'*)) + sot :21dg4,6u)) do
o

: À,"P"(ôu) + ng.Au

- 
I E s;t :21d(4-i,ôu) + Stzt(,+,,r,-i) : D: (r,(ôu) + z'yd(rro,au1)) ao
f, \i:1 d:l /

et la loi de comportement

( n - L \

sn : D t I rr(o,) + 2-yd(uo,rrn.) + Drd(.rr,tr*-r) ]
\ i : t /

Après discrétisation par éléments finis (c/Annexe: A.l), l'équation (2.r4) s,écrit:

lxi'nl{q"} : À,{F} + {Ffr} + {ry} (2.16)

où Kft'l : [Kfto(qo,Ss)] est la matrice de rigidité tangente classique évaluée au point de départ
(Uo,Ào). Le vecteur {q"} désigne le vecteur des déplacements à I'ordre n et {F} est le vecteur
des efforts extérieurs. Le vecteur des seconds membres {F*ln} dus à Ia non-linéa.rité géométrique
dépend uniquement des termes aux ordres précédents fiusqu'à I'ordre n- L). Le vecteur {Rf,}
représente les efforts de contact discrétisés et est explicité dans ce qui suit.

2.3.2 Définition des efforts de contact discrétisés

Nous nous intéressons maintenant à la discrétisation des efforts de contact. Nous identifions
Ies nceuds candidats au contact de la surface â0. aux næuds de Ia surface discrétisée. Le travail
virtuel des efforts de contact est égal à:

, Nænt

/ n. auar : t au@)'.n@)
J - -

ôo" IÈL

(2.r4)

(2.15)

(2.17)

où Ncont est le nombre total des næuds de la surface esclave susceptibles d'entrer en contact
avec la surface rigide.
ôu(e)t.Ê@) est Ie trar,rail virtuel dt à Ia force de contact concentrée au næud de contact p. Cette
force Ê@) est définie par:

Ê1e) : tr1p)r1e)n(e) (2.18)

où n(p) est la normale extérieure à Ia surface de contact au næud p, et f(p) est défini dans la
figure (2.5). Cette définition permet de travailler avec une réaction fi9(p) ayant Ia dimension
d'une pression.
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r(p)=+

FtcunP 2.5 - Définition de f(P)

2.3.3 La MAN appliquée aux termes de contact

Nous traitons à présent par la MAN les termes dus au contact. Nous développons donc en

série entière R", h et n. Puis nous injectons ces développements dans l'équation (2.8.3). Après

identification selon les puissances croissantes du paramètre de développement, à I'ordre rL nous

pouvons écrire:
R; : n-(")

où Ê- est défini en chaque nceud P Par:

R-(p) :$(e)r(e)lr(p) (2.1e)

Remarque 2.3.3.1

Cette relation (2.19) n'est valable que si Ia normaie ne varie pas au cours du calcul, c'est le

cas pour un contact avec une surface rigide plane. Si elle rrarie, n(p) dans I'équation (2.19) est

remplacée pax ng(p), et des termes suppémentaires viennent s'ajouter (c/Annexe : A.2).

Pour connaître la valeur de .ffi(p) en chaque næud de contact, nous écrivons les équations issues

de la méthode de perturbation appliquée à la loi de contact régularisée (2.4), soit hH : q(6 -h)'

Nous obtenons:

à I'ordre 1:

Inû.: -hr($ + r,) (2.20)

et à I'ordre n: 
n_l

tnB: -/ù"(4 +rù -ltr&Â (2.21)
i:L

Nous écrivons également les relations provenant de Ia géométrie de la surface rigide (voir les

équations (2.6) et (2.7)).
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ces relations s'écrivent dans le ca^s d'une surface rigide plane à I'ordre 1:

Irt : ut.n

et à l 'ordre n (2 <n < /V):

h :u^ .n

Dans le cas d'une surface rigide circulaire, les équations obtenues sont:
à I'ordre I :

(  l " :  ur 'no
)
)
[ (n" + r)nr - ur - lzrno

et à I'ordre n

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

r n-l n-L
h',: n .rao - 

ùdt\t"t*-r- Ir+.u,-i)

(fo + "1n* 
- u,r - .l.;no -E ,n-r*

d:L

Remarque 2.3.3.2

Toutes les grandeurs utilisées sont définies en chaque nceud de contact p. Nous avons omis
volontairement le (p) p* souci de lisibilité.
Nous proposons de résumer les relations (2.21), (2.23) et (2.25), pa^r les de'x relations scalairss
suivantes:

I 
nol : c(p)h^(ù + ry,@)

| "r,r 
: {.t,)}'{ i:B} +æot

où les constantes C$t) et h*(p) dépendent de la géométrie du problème et Ie terme 4r1p) est
issu de la régula,risation adoptée pour la loi de contact. Ainsi avec Ia loi régularisée (2.4), les
nombres C(p) et 4@ s'écrivent sous la forme:

c(p): , 4@): -B hry-{e)
i:l llg

(2.27)

De même, les nombres h#@) sont nuls dans le cas d.'un obstacle plan. Pour un obstacle circulaire,
ils sont donnés par:

lto

hy @) : - 
#rî,,r,n-, T',.u,i)

d:l i:l

(2.28)
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Nous réécrivons les relations (2.26) de la manière suivante:

ry,(p) : {c(p),"(p)}' {Z;EI
4@ : ryt@\ +c@\h*(p)

rR-(p)) : n@rb)o(p) : { iflltr BiE)

)+4rrl

)* t ' '  
H@{"(p)}

(
: l(Cflre"Xp)]{

(

(2.2e)

(2.30)

C'est à cette étape du travail que I'on fait ta distinction entre une discrétisation en vue d'appliquer

Ia méthode de pênalisation ou d'utiliser des multiplicateurs de Lagrange. Soit les forces de contact

sont condensées: c'est à dire qu'elles sont écrites en fonction des déplacements puis injectées dans

le problème d,iscrétisé. La seule inconnue du problème à I'ordre n qui reste est donc {q'}. Et

c'est donc la méthode de pénalisation qui est utilisée.

Soit les forces de contact discrétisées sont gardées dans l'écriture du problème et elles deviennent

de nouvelles inconnues du problème discrétisé. Le problème consiste a,lors à trouver {q',} et les

réactions de contact. C'est ce qui correspond à la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Nous

couplons ces deux méthodes à la MAN dans ce qui suit.

2.4 Algorithme de calcul des séries avec la méthode de pénalisa-

tion

2.4.I Discrétisation par éléments finis

Nous nous intéressons à la discrétisation des efforts de contact. Reprenons I'équation (2.19).

Si I'on injecte dans cette relation la définition d" .ffi(p) (voir système (2.29)), alors nous pouvons

écrire:

,n"(P)

hu(p)

| @"@))2 ",(ùry@) 1
où [(Crn e lrXP)] : c(P)r(P) I I

l, ""(p)n,(p) 
(nu@D' I

Nous assemblons à présent les vecteurs des déplacements à l'ordre tl, sur tous les næuds susceP

tibles d'entrer en contact. Nous obtenons le vecteur suivant pour les déplacements des næuds
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concernés par le contact:

{ q ; } :

u"r(pù

u"u(m)
u*r(n')

,r*r(p**rrr)

u-s(nN-rrt)

(2.31)

Le vecteur {q,r} se décompose a,lors en:

tqr r ) :  {  {  }
tq3"J

où {qi'} représente les déplacements des næuds non concernés par le contact.

Nous introduisons I'opérateur de projection Q" : IRNddJ + lf,2rvcont défini par:

(2.32)

ta"l{q"}: {qî}

où NddI désigne le nombre de degrés de liberté de la structure.

(2.33)

Si les relations (2'30) sont assemblées pour tous les næuds de contact, nous obtenons l,équation
vectorielle suirrante :

{fryi :

r@ù4,,(pt) n,(pù
rkr)4(pr) 

"n@r)r@ùry,@ù",(n)

| @ x *,rt) 4(p N *,,r) n r(p x.-rt)
| @ x *,rt) 4(e N.""r) nu (p x *,,t)

[(Cr tt e nXpr)]
0

;

00
[(Cr t'e nXpz)] 0

0:

0
0

{qi} + {rR#}

lcr Ns Nl

0 [(Cln8nXpr",,r)]

(2.34)
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-r*r:{

r@ù4@ùn,(pù
r@ùff,[(pù"ureù
r@)4@)",(n)

| (P n.r t) 4 (P * *r,r)n,(P * *,,r)
t (p n "",rt) 4I (P N *,,r)nn (P x *rrt)

(2.35)

Finalement

{rry} : [cr N e N]{qi} + {fRir}

Il reste à écrire le travail virtuel des efforts de contact à I'ordre n:

(2.36)

{ôq"}'{rR;} : {ôq"}tlcr N o Nl{qi} + {ôq"}t{r$} (2.37)

L'exposant '"' dans l'écriture du vecteur des déplacements virtuels {ôq"} indique que les nceuds

concernés sont ceux susceptibles d'entrer en contact. On a alors:

{ôq"}: [aJtaq]

L'expression (2.37) se réecrit:

{ôq}' IeJt[fl N I N][e.] {q,} + {ôq}' IQ"l'lrryt}
tKtl {F#"}

(2.38)

(2.3e)

où la matrice symétrique [Ki] désigne Ia matrice de rigidité de contact, et {Ff;'} Ie vecteur des

seconds membres qui ne dépendent que des termes aux ordres précédents.

Remarque 2.4.L.1

Rappelons que les expressions (2.39) de Ia matrice de contact [Kfl et des seconds membres

{F#"} s'appuient sur Ia formule (2.19) qui suppose une normale fixée. Ces formules ne sont

valables que pour Ie cas d'un obstacle plan. Les formules liées à I'obstacle circulaire sont dans

I'annexe (A.2).

Le problème discrétisé à I'ordre n (2.L6) devient:

Krl{q"}:À,n{F}+tF#} (2.40)

où la matrice de rigidité globale [K1] ainsi que les seconds membres {Ff;} contiennent les contri-

butions dues au contact:
lKrl : trfnl+ tKil

er tF#) : {F#e} + {F#,}
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La définition du paramètre de dremin 'a' (2.L2) conduit à l,ordre zl à la relation:

{q ' } t { q t } *À , ,À1  :g (2.4r)

Finalement, le problème de contact, lorsque la méthode de pénalisation est utilisée, consiste à
I'ordre L, à trouver {qr} et À1 solutions de:

I[Kr]tar]: Àr{F}
)

I
[ { a t } t {e t } *À1À1  :1

et à I'ordre n (2< r < JV), à trouver le déplacement {q,"} et Àr, solutions d.e:

IK,] tn, l :À,{F}+{FiI}
1

[ {o'} ' tn,}*À,,À1 :6

(2.42)

(2.43)

Remarque 2.4.L.2

Le problème à I'ordre L (2.42) correspond au problème tangent qui sert de prédicteur dans
I'algorithme de Newbon-Raphson. Les problèmes aux ordres supérieurs (2 < n < jV) permettent
d'obtenir un prédicteur d'ordre élevé. En pratique .l[ est choisi entre l0 et 80. Avec ces ordres
élevés, Ies corrections qui font partie intégrante de I'algorithme de Newton-Raphson ne sont
plus indispensables [CDPFgaa]. La MAN peut donc être vue comme une méthode de prédiction
d'ordre élevé, sans correction.

2.4.2 Algorithme MAN avec pénalisation

Les termes des séries sont obtenus par résolution du système (2.4J). La procédure de calcul
se résume ainsi:

Algorithme à ltordre 1

1. Résoudre [Kt]{q}: {F}

2. Calculer À1 : +
tlt * {E}'tE}

{qr} :  Àr{q}

{sr} : [D][eo]{qr}

{Rî}:  Kf l{qr}
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Algorithme à ltordre n

1. En chaque point de Gauss calculer {S*t}

2. Assembler {S,} et 1r*rn}

{F*r} :1ritr} + {F*t"}

[K,]{E,} : {F#}

À,. : -Àr{Q,.}t{qt}

{q,,}:fto' l+{q'}

{S,} : [D][Bo]{q"} + {sir}

{R;}: tr f l {q"}+{Fir ' }

3. Résoudre

4. En déduire

A la fin de chaque pas de calcul, les contraintes sont mises à jour pa,r la relation de comportement.

Et les variables de contact R", r ainsi que lr sont calculées à partir des relations géométriques.

Remarque 2.4.2.L

Avec notre implémentation, le calcul des séries jusqu'à l'ordre N nécessite d'une part I'in-

version d'une matrice de rigidité tangente globale, et d'autre pa,rt I'assemblage et le calcul de

N vecteurs second membre {FiI}. Ainsi, le temps de calcul est similaire à celui d'un pas de la

procêdure de Newton-Raphson modifiée avec N * 1 itérations [ACDPF93], [Coc94a].

Remarque 2.4.2.2

Dans la pratique, I'ordre de troncature N optimal est grand (entre 10 et 30) et augmente

avec la taille de la structure étudiée. Généralement, le temps de calcul pour Ie traitement de Ia

matrice est de même ordre que celui pour le traitement des seconds membres: cela signifie que

I'on peut calculer environ 20 termes des séries pour environ deux fois Ie cott d'une prédiction

tangente [ZCPF99] [CCDPF0I].

2.5 Algorithme de calcul des séries avec les multiplicateurs de

Lagrange

Dans cette partie, norn proposons de coupler la MAN à Ia méthode des multiplicateurs de La-

grange. La modélisation adoptée s'inspire de ce que Zhong [Zho93] appelle les approches directes
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de traitement des contraintes de contact. Elle peut être assimilée à Ia méthode du lagrangien
perturbé. La réaction de contact est une nouvelle inconnue qui est traitée indépendamment des
déplacements u.

2.5.L Ecriture discrétisfu du problème

Nous reprenons l'équation (2.19) que nous réécrivons au næud de contact p sous Ia forme:

(2.44)

Après assemblage de ces Nwt'trelations nodales, nous obtenons l'expression suirrante du vecteur
des efforts de contact:

R.(p) : n@)r (pr{:;?,,} : or,,(rn)to)}

{fry} : Arr,rR_(p) :

000

{(rlr)(e2)} 0 0

0 : :

! O {(fnXpiv"-,t)}

{(ro)(pr)}
0

0

4@ù
ry,@2)

(2.47)

4@x*r,t)

{ry,}

(2.45)
où fi est un opérateur d'assemblage.
Le travail virtuel des efforts de contact à I'ordre n est égal à:

{ôq"}'{fR;} : {ôq.}t [rl,q {q}

Avec la définition de I'opérateu Q" (2.38),

{ôq"}'[fN]{.q} : {ôq}'[e"]'[rN]{^q}

Et donc le problème à I'ordre n (2.LG) se réécrit:

(2.46)

Kfol{q"} - [e"]'[rlt]{G} : À,"{F} + {r.#r} (2.48)

Le multiplicateur de Lagrange {ffi} constitue dorénavant l'inconnue supplémentaire du problème
discrétisé à I'ordre rr.

Nous reprenons à présent I'expression de {.Ç} en chaque næud de contact p (2.2g). Nous la
réécrivons sous Ia forme sui',rante:

u*r(p)

u"a(p) \ 
- urr: -Rât@)c(p)r,,(p))'{

[fN]

Ce qui nous donne:

(2.4e)
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u*r(P)

qs@)
(2.50)

(2.52)

Après assemblage sur les Næntnceuds de contact, nous obtenons la relation matricielle suivante:

) 
- .r, tr @): -r1p) R#'(p\c@)r@){n(e)}'t

Donc:

{f(p)rrr(p) f,. "' |. 
"'(P) 

) 1
\p)nu\p)r\ hs@) l 

- 
ubt @) tr(p): -h'@) 4@) (2'51)

Nous réécrivons (2.51) de la manière suivante, en faisant à nouveau apparaître le vecteur {(fn)@)i :

{€oXp)}'{,,,(p)} - 
hr*\ ry,@): -ufotr @) 4@)

où [Ss] est une matrice de souplesse et {Hib} est un vecteur issu des non-linéarités de contact.

Ils sont définis par:

{(ro)(er)}t 0
0 {(frrxp2)}'
io

0 :

ls'l :

f*'
L -pnl'tq"l

{qâ} -ts'ltRfi} : -{H*t"} 
(2.b8)

0
0

0

2.54

0

f(pr)
c(p2)

0

I
)

rbr
c(Pt

0

0

00

00

^ f (Prv"o,.t)

" c(p**,rr)

et {t*'"}: 

{

ffin'r,,
ffiw"*>

:

ffi*r*^,,,

Nous réécrivons l'équation (2.53) sous la forme:

-[fN]'[Q"]{q"} + ts'lt^q,} : {riry ,'"}

Finalement, lorsque I'on regroupe les êquations (2.48) et (2.55), le problème discrétisé à l'ordre

rz apparait : il s'agit de trouver {q'} et {-ffi} solutions du problème:

(2.55)

-':iïlt;):^'{:}.ti }

{(fIr)(riv.",*)}'

(2.56)
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Remarque 2.5

Lorsque C(p) tend vers I'infini ce qui revient à dire que ? tend vers zéro, le système à rê
soudre (2.56) est celui que l'on aurait à résoudre si I'on utilisait la méthode des multiplicateurs
de Lagrange.

Le problème à l'ordre n (2.b6) est réécrit sous la forme plus compacte:

Ixfl){qf'} : À,,{F-tl' + {ttyt\ (2.57)

Lors de I'utilisation de Ia méthode du lagrangien perturbé, nous définissons le paramètre de
chemin 'a' en ne considérant pas uniquement les déplacements u (2.10), mais en prenant aussi
en compte les réactions de contact. Cela conduit à I'ordre n, après discrétisation par éléments
finis, à la relation:

{qfl'lt '{q?'}+À,.Àr:s (2.58)

Ainsi, le problème de contact, lorsque la méthode du lagrangien
l'ordre L, à résoudre:

perturbé est utilisée, consiste à

lvrrlurt): 
Àr{F*'}

lrn*'r'rn*')+À1À,:1
(2.5e)

et à I'ordre n (2 <n ( /V), à résoudre:

W?\{q?'} : À,',{F*t} + {rryt}

{qfl']t'{q?'} + À,,), :6
(2.60)
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2.5.2 Algorithme MAN avec lagrangien perturbé

L'algorithme issu du couplage de la MAN avec la méthode du lagrangien perturbé est le

suivant:

Algorithme à ltordre 1

1. Résoudre [KF"I{E*'}: {F-t}

2. Calculer

{qÎ-"} : Àr{Q-t}

3. En déduire {qr} et {nÎ}

4. Calculer {Sr}: [O][eo]{qr}

L\  _ _
L i - - - - - - - - - - - - - - -

r + {E"'"t}'{A*"'}

Algorithme à ltordre n

1. En chaque point de Gauss calculer {S*l}

2. Assembler {S,} et {F*re}

trr@tùtr- I 
"*" 

\Lrrn , - l  H#"  J

3. Résoudre [Kf-']{8ff.,'l1 : {Itfft}

4. Calculer À,: -Àr{âff*t}t{q?'}

5. En déduire

6. Calculer

{qy'r1:f{oî-"}+{q#-t}

{q"} et {4}

tS,,) : tol[eo]{q"} + {s#}

Les termes des va,riables géométriques du contact (h et n) sont calculés à partir des relations

données dans une section précédente. Ils sont réinjectés dans le calcul des ordres suivants. A la fin

du calcul, Ies difiérentes variables du problème de contact notées V (voir $2.3.1) sont assemblées

en série entière.
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2.6 Méthode de continuation

Les algorithmes étudies dans les parties précédentes permettent de calculer des séries d,ordre
relativement élevé, en pratique il varie de L0 à 30 voir [AZPF02] [8ru99] [ZCpFggl ICCDPFOU.
La représentation analytique de Ia solution est ainsi de bonne qualité. Cependant elle n'est rralide
que dans un voisinage du point de départ limité par le rayon de convergence des séries. pour
des valeurs de 'o' supérieures à ce rayon, la qualité de la solution se détériore rapidement. Il est
donc nécessaire, afin d'obtenir toute la branctre, dlutiliser une technique de continuation [AGg6].
L'évaluation de la représentation à la fin du pas devient le nouveau point de départ pour Ie pas
suivant. Etablir un critère d'arrêt qui fixe de manière optimale Ia longueur de chaque pas est
donc primordial. Cochelin [Cocg4b] a défini un tel critère. Il est exigé que la différence normalisée
entre deux solutions à deux ordres consécutifs reste inférieure à un petit paramètre réel ô:

llurv(",") - urv-r(",,)ll _,
ff i :o

où .ô[ désigne I'ordre de troncature des séries. Ainsi la longueur de pas a'n est définie a
posteriori, à pa.rtir de la série qui a été calculée. Contrairement aux méthodes de prédiction-
correction classiques, la MAN permet de définir naturellement et simplement une taille de pas
adaptative et optimale. C'est I'un des principaux avantages de cette méthode.

Remarque 2.6.1

Il existe également un critère basé sur le résidu d'équilibre [CDPFgaa]. Une nouvelle stratégie
pour Ie choix de Ia longueur du pa,s a été mise en oeuvre récemment [GS02].

Pour améliorer la convergence de la méthode, nous remplaçons les séries polynomiales

I "(") 
: uo + @ur *... * a'ury

I r(") :  Ào * aÀr *. . .  + aNÀp (2.62)

par des fractions rationnelles appelées approximants de Padé [BGMg6l [BVIg4l. La première
étape de la transformation consiste en une orthonormalisation de Gram-Schmidt des termes
des séries. Puis nous remplaçons les sériqs obtenues par des fractions rationnelles qui leur sont
asymptotiquement équivalentes.
Les dénominateurs des fractions rationnelles peuvent comporter des pôles et donc engendrer des
singularités. Pour pallier à cette difficulté, nous utilisons des Padés à dénominateur commun
[Naje7]:

_ r I

4r'+'-t

fi^^-'
It","t,,:uo+ 

offiur+...

1",,^r,, : Ào * "o#^,+... +

4 a n

an-L

(2.61)

(2.63)
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Les termes Di sont des polynômes à coefficients réels:

Di@): I * ùt * azda + ...  + aid"i

Le lecteur pourra se référer à [Naj97] [EH98] pour le détait du calcul des coefficients d,l. Récem-

ment, une technique de continuation basée sur les approximants de Padé a été mise en oeuvre

[EHDPF6g]. EIle repose sur la détermination de la longueur de l'incrément ma>cimum anlaî par

le critère suivant:

45

llPiv(o"-') - Pry-r(a-"')ll - t,
llPiv(a-") - uoll 

-r (2.64)

où ô1 est un petit paramètre réel.

En pratique nous cherchons les racines du polynôme Dn-t par I'algorithme de Bairstow, et en

particulier sa première racine réelle 11. Puis nous cherchons pa.r dichotomie la valeur arno qtlj

satisfait au critère (2.64), dans l'intervalle [a*,rt), a* êtarft déterminée à partir du critère (2.61).

Cette précaution permet d'éliminer les pôles de la représentation (2.63) à l'intérieur du domaine

de vatidité l},arrr*]. La construction des approximants de Padé à partir des séries polynomiales

est très peu coûteuse, ce qui représente un arrantage considérable d'un point de vue numérique.

A I'issue de divers calculs [EHDPFOO], it a étê montré que I'utilisation de ces approximants de

padé permet de réduire de moitié Ie temps de calcul [DvK94 [cDPFg4b] [ACDPFg3]. Dans la

suite de notre étude c'est Ia représentation par approximants de Padé qui sera privilégiée.

Remarque 2.6.2

It a été établi récemment dans [BZPFBO3], qu'en présence de points de bifurcation, Ia qualité

de Ia solution reste satisfaisante même au delà du pôle 11.

2.7 Bilan du chapitre

Ce chapitre a été consacré à Ia présentation du couplage entre Ia MAN et la méthode de

pénalisation, puis entre la MAN et la méthode du lagrangien perturbé pour la résolution des

problèmes de contact unilatéral sans frottement. C'est Ia performance des deux algorithmes issus

de ces couplages qui est discutêe dans le prochain chapitre. Les algorithmes de calcul des séries

ont été écrits en dêtai|, au moins pour ce qui concerne les termes de contact, ce qui n'avait jamais

été présenté jusqu'à présent. En revanche, pour les autres aspects de I'algorithme (perturbation-

d.iscrétisation pour I'élasticité non-linéaire, continuation, approximants de Padé, etc.'.), qui

étaient bien connus, nous renvoyorxl à la Iittérature sur la MAN.





CHAPITRE 3

Premières expérimentations numériques

avec les algorithmes MAN

e chapitre a pour but l'expérimentation des algorithmes définis dans le

chapitre précédent. Nous les appliquons donc à deux exemples de contact

sans frottement en deux dimensions. Les résultats des tests numériques

sont comparés à ceux obtenus par le code de calcul industriel Abaqus.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous mettons en application les algorithmes construits dans le chapitre

précédent sur difiérents tests. Nous comparons I'efficacité de la MAN couplée à la méthode de

pênalisation ou à Ia méthode du lagrangien perturbé avec celle du code industriel Abaqus. Pour

mener à bien cette étude, nous choisissons deux exemples de contact unilatéral sans frottement

en 2D. L'gn sur le contact entre une poutre élastique et une surface rigide plane, et I'autre sur

le contact entre la même poutre et une surface rigide circulaire [EHDPF98]. Ils ne représentent

certes pas une batterie exhaustive de tests sur le contact mais ils su-ffisent, à notre avis, à faire une

analyse du fonctionnement des algorithmes étudiés. On peut d'ailleurs trouver des applications

plus variées de la MAN au contact unilatéral dans [Bru99] [AZPFO2]. Ces algorithmes dépendent

de divers paramètres. Nous allons étudier d'abord I'influence du type de représentation de la

solution (séries polynomiales ou approximants de Padé) puis I'influence de I'ordre de troncature

des séries, sur le temps de calcul. Enfin nous étudions I'influence du paramètre de régularisation

ainsi que I'influence du maillage utilisé, sur le comportement des diffêrents algorithmes'

3.2 Présentation des tests

3,2.L Premier test

Nous considérons une poutre élastique de longueur L:200mm et de largeur e :8mm. Le

matériau qui constitue cette poutre est caractérisé par un module d'Young E êgal à 20000 MPa

et nn coefficient de Poisson u :0.3. L'êtude est faite dans le plan rapporté au repère orthonormé

(g,Xr,Xz). La poutre est encastrée à l'une de ses extrêmités. Elle est chargée en son milieu pa,r

une force ponctuelle d'intensité croissante. PIus précisément, le chargement est appliqué au point

D. Sous I'effet de ce chargement, elle entre en contact avec une surface rigide plane, de normale

extérieure -X2 et distante de 2 mm, (c/ figure : 3.1). Tous les points susceptibles d'entrer en

contact apparbiennent au segment [AB]: nous lui donnons donc i'appellation de 'surface esclave'.

Nous avons discrétisê la poutre à I'aide de 200 éléments isoparamètriques quadrilatères à quatre

nceuds représentant une structure à 510 degrés de liberté.

3.2.2 Second test

Le second exemple est celui du contact entre Ia poutre élastique précédente et une surface

rigide circulaire de centre C et de rayon r (c/frgure :3.2). Les propriétês matérielles et géomê

triques de la poutre sont les mêmes que celles utilisées précédemment. EIle est encastrée à I'une

de ses extrêmités et soumise à son autre extrêmité, plus exactement au point ?, à un drargement

ponctuel d'intensité croissante. Au cours du chargement, Ia poutre entre en contact avec une

surface circulaire de rayon 50 mm. Le centre du cercle C est situé à une distance de 54 mm du

point A. Pour discrétiser la poutre, nous avons utilisé le même maillage que pour le premier test.
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E=20000MPa v=03 L=200mm e:8mm F,=2f i )N

surface maître
\ \  \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

+
:
e
I

t

1_,
FtcuRp 3.L - Contact entre une poutre élastique et une surface rigide plane

3.2.3 Gestion du contact dans Abaqus

Dans toute notre étude les résultats obtenus avec les algorithmes MAN sont comparés à ceux
du code de calcul par éléments finis Abaqus qui constitueront une référence numérique [HKS61].

3.2.3.a Lois de contact

Dans Abaqus, Ia définition de Ia pression de contact entre deux surfaces en un point, appelée
p, est donnée comme fonction de I'interpénétration h de ces surfaces. Notons que dans la notice
Abaqus, h est I'opposé de I'écart que nous avons défini au chapitre 2. Deux principaux modèles
pour p(h) sont proposés:
Loi dure

Dans ce cas, deux surfaces sont en contact si la distance qui les sépare h est nulle. Une pression
de contact p apparait alors à I'interface. Lorsque cette pression s'annule, les surfaces se séparent:

P  >  0 ,  h  )  0 ,  ph :g  (A .1 )

La loi dure est celle utilisée pa.r défaut dans tous les problèmes de contact dans Abaqus.
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E :20000MPa v :0.3 L = 200 mm e = I mm F:800 N

surface maître \ \\ \ ;

:\X
\ \ \ \ \

+
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e
I

t
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1*,
FrcuRe 3.2 - Contact entre une poutre élastique et une surface rigide circulaire

Loi régularisée avec une relation e:rponentielle liarrt Ia pression p et l'écaIt h

Avec ce modèle, Ia pression est reliée à I'écart h par une relation exponentielle. L'utilisateur doit

entrer une distance initiale de contact c, et une pression initiale p0 correspondant à Ia pression

en h : 0. II y a naissance d'une réaction de contact lorsque h : -c (c/ figure : 3.3) :

p :0  Pour  h  1  - c  ,

^h

, : |$ilr! +1x"(; 
* t) - r)l Pour -c < h < 6c '

e: hll{ 
- 1+ (2- 6x8ez - 1)l pour h > 6c

Loi régularisée définie à partir d'une table

Il est possible d'utiliser une autre loi de contact régularisée: la relation liant p à h est directement
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Ftcunp 3.3 - Loi régularisée avec exponentielle

définie par I'utilisateur qui entre une table donnant les coordonnées des points représentés dans
la figure (3.4).

pression p

FIcuRp 3.4 - Loi régularisée avec table



3.2. Præentation des tests

3.2.3.b Représentation des surfaces de contact

Dans notre étude, nous utilisons I'approche 'Contact Pair'. Avec cette approche, les sur-

faces susceptibles d'entrer en contact sont associées par paires. Une surface constitue la'surface

maitre' et l'autre s'appelle Ia 'surface esclave'. Les næuds de la surface esclave ne doivent en

aucun cas pénétrer Ia surface maître. La surface 'maître' est généralement choisie comme celle

appa,rtenant au corps constitué du matériau Ie plus rigide si les matériaux constituant les deux

corps sont différents. Sinon, le corps possédant Ie maillage le plus fin contiendra la surface maÎtre.

Dans Abaqus, delx options permettent de modéliser I'interaction entre deux corps. La première

s'appelle 'Small Sliding' et est utilisée pour formuler le contact entre deux corps déformables ou

entre un corps dêformable et un corps rigide en deux ou trois dimensions. Avec cette formula-

tion, les surfaces de contact ont relativement de faibles glissements l'une par rapport à I'autre,

mais des rotations arbitraires sont permises. Cela implique qu'un næud esclave donné interagît

toujours avec Ie même ensemble de næuds de la surface maitre. Cet ensemble est défini au départ

et sert à la paramètrisation d'un plan avec lequel le nceud esclave peut entrer en contact durant

le calcul.

La seconde formulation appelée 'Finite Sliding', est plus générale et est celle qui est utilisée par

défaut. Avec cette formulation, de grands glissements, de grandes rotations et de gra^ndes défor-

mations des surfaces sont autorisés. Lorsque I'option Finite-Sliding est utilisée, Abaqus régularise

systématiquement la surface maître pour éviter des problèmes de convergence [Far93].

Si les corps susceptibles d'entrer en contact sont déformables, ils doivent être maillés. Dans le cas

de corps rigides, il est possible de représenter les surfaces de contact de deux manières. La pre'

mière consiste à définir des géométries de surfaces simples à l'aide de lignes droites ou courbes.

Cela se fait avec I'option 'Rigid Surface'. Avec la seconde, les surfaces des corps rigides sont

maillées à l'aide d'éIéments rigides et la surface de contact est définie par l'utilisateur à I'aide de

I'option'Surface Definition'.

Après avoir défini le maillage, les grandeurs relatives au contact sont définies en chaque point

d'intégration. Et elles sont introduites dans Ia formulation du problème discrétisé avec la tech-

nique des multiplicateurs de Lagrange.

3.2.3.c Fonctionnement du calcul

La résolution des problèmes non-linéaires et en particulier les problèmes de contact dans

Abaqus se ba^se sur une procédure de Newton-Raphson. Le pa^ssage de I'état initial (t : 0) du

calcul à l'état final (t: 1) constitue un pas. Ce pas est décomposé en incréments At avec deux

possibilités: soit Ie choix de la taille des incrêments est laissé à I'utilisateur, soit Ie choix des

incrérnents est laissé à Abaqus, I'utilisateur définit uniquement le premier incrément ainsi que

Ies incréments minimum et mæcimum autorisés. Abaqus règle seul la taille des incréments avec
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I'obsenvation suivante: si la conv€rgence est rapide, Ia taille de I'incrément est augmentée de
50%. Sinon Abaqus analyse la façon avec laquelle décroit le residu sur 4 itérations puis une
estimation de la convergence est eflectuée et la taille du pas initial est raccourcie de 25To en cas
de problème. Après plusieurs tentatives, le calcul peut être arrêté si la difiérence mtre la taille
d'incrément maximum et minimum utilisée est trop importante. Un message d'erreur est alors
généré signalant que le calcul n,a pu être archevé.
Dans l'étude des deux exemples, nous avons utilisé I'approche 'Contact pair' et une loi de contact
de type dur. Pour étudier Ie premier ercemple, nous avons utilisé une formulation 'Small Sliding,
prenant en compte les non-linéarités géométriques. Pour le second exemple, c,est la forrrulation
'Finite Sliding' qui est utilisée.

3.3 Calculs de référence

Pour garantir une bonne précision du calcul effectué avec les algorithmes MAN, nous fixons
Ie paramètre de contrôle de la longueur des pas ô1, défini par (2.64), à 10-6. Nous discuterons le
choix de ce paramètre par la suite.

3.3.1 Choix de la représentation

Dans cette première étude, nous montrons l'apport des approximants de padé dans le fonc-
tionnement des algorithmes MAN. Nous avons donc effectué une série de calculs sur Ie premier
test ($ 3.2.1). Les rraleurs de R" et /u définis dans la pa.rtie (2.2.2) du chapitre précédent sont
respectivement 10-3 et 1' Comme tous les næuds susceptibles d.'entrer en contact sont à égale
distance de Ia surface rigide (6 :2mm), ? st le même pour tous ces næuds et rraut l0-3. Les
calculs sont a,rrêtés lorsque le paramètre de chargement À vaut 1. Pour réaliser tous les calculs,
nous avons utilisé I'algorithme 'MAN avec lagrangien perturbé'. Nous avons fait varier I'ordre
de troncature 1V des représentations polynomiales et des approximants de padé.

Ordre N 10 15 20 26
Séries 116 77 61 54
Approximants de Padé 39 32 28 27

TesLp.Au 3.1 - Comparaison du nombre de pas nécessaires avec séries polynomiales
ou approximants de Padé

Pour différentes valeurs de JV, nous avons reporté dans Ie tableau (8.1) le nombre de pas nê
cessaires au calcul de la branche solution. II apparait clairement que les approximants de padé
réduisent de manière significative le nombre de pas nécessaires au calcul. par exemple pour N
égal à 20, iI faut 61 pas pour obtenir la solution avec une représentation polynomiale alors qu'uti-
Iiser les approximarrts de Padé permet d'obtenir toute la courbe solution en seulement 2g pas.



3.3. Calculs de référence JA

approximants de Pade
series polynomiales ------ --

FrcuRp 3.5 - Résidu à I'ordre 20: représentation de la solution par séries polynomiales

ou approximants de Padé

Par ailleurs avec les approximants de Padê tout comme avec une représentation par séries po-

lynomiales, nous obtenons une bonne precision du calcul, voir la figure (3.5) dans laquelle nous

avons reprêsenté Ie résidu d'équilibre au cours du cha.rgement pour N :20. L'évolution du résidu

est comparable pour les d.eux représentations. Ce dernier reste inférieur à l0-a tout au long du

calcul. Il est donc d'autant plus intéressant d'utiliser ces approximants de Padé, sachant qu'il

permettent une accélération du calcul tout en a^ssurant une bonne précision. D'autres études ont

été réalisées dans le même but de comparer les performances obtenues en utilisant les approxi

mants de Padé ou une représentation par série classique [EHDPFO0] [NCDPF98]. La conclusion

est toujours en faveur des approximants de Padé qui permettent de réduire d'environ de moitié

Ie nombre de pas nécessaires au calcul.

Remarque 3.3.1

Il est à noter que Ie résidu passe d'environ 10-10 à 10-5 dès que À atteint 0.02. Car cette

valeur du cha.rgement correspond au déclenchement du contact, voir ce qui suit ($ 3.3.3).

Dans toute la suite, la représentation par approximants de Padé sera la seule représentation

utilisée.

3.3.2 Choix de ltordre de troncature

Nous nous focalisons à présent sur I'influence de l'ordre N sur Ie comportement des algo-

rithmes MAN. Dans un calcul linéaire, c'est l'érialuation et Ia décomposition de la matrice de

4
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rigidité qui consomme le plus de temps. Dans le cadre de la MAN, en plus de la matrice de
rigidité, on calcule des seconds membres îy (i,: 2 jusqu'à iV) qui deviennent a^ssez cotteux
Iorsque I'ordre de troncature JV est grand. Nous chercherons s'il existe un ordre de troncature
qui permet d'obtenir des solutions avec de bonnes précisions et avec un temps de calcul optimal.
Nous prenons comme référence le temps de l'évaluation et de la décomposition de la matrice
de rigidité tangente tKl. Ce temps correspond à celui de la résolution d'un problème linéaire
par une méthode directe: nous utilisons la méthode de décomposition de Choleski. tKt dépend
bien str du mode de stockage adopté: ici nous avons utilisé un stockage par ligne de ciel. Nous
proposons d'évaluer le temps de calcul d'un pa^s MAN en fonction de I'ordre de troncature par
rapport à tKt. Nous notons t^Fut(JV) le temps de calcul des seconds membres à I'ordre .tV. Le
temps de calcul relatif à un pas MAN est:

t&+tN(N) : 1+ rF-r(ff)
tKt 

r ' 
tK,

Donc le tem
**t(N)

tKt

(3.2)

: 1+ a(/V)

ps de calcul des seconds membres tpt(N) est évalué pa.r le biais du rapport a(/V) :

4968 ddl
13676 ddl

051015202530

Or&e de toncatureN

FIcuRP 3.6 - Rapport entre le cott de calcul des termes des séries et le cott de calcul
dtune matrice en fonction de ltordre

Nous étudions la va^riation de ce rapport en fonction de I'ordre N. Les calculs sont effectués avec
I'a^lgorithme 'MAN avec lagrangien perturbé' sur le premier test. Nous ga.rdons Ia même valeur
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3.3. Calculs de rêfêrence

pour ? c'est à dire L0-3 et nous faisons varier le pa,ramètre N.

Dans I'exemple utilisé, le nombre de degrés de liberté est trop petit pour que I'analyse des

temps de calcul réels soit considérée cornme significative. Nous allons donc utiliser deux maillages

plus denses que celui défini précédemment: le premier maillage compte 4968 degrés de liberté

(ddl) et 2SL nceuds de contact, et le second totalise 13676 ddl et 501 næuds de contact. Nous

avons représenté pour ces deux maillages, le rapport a(N) pour différentes valeurs de I'ordre de

troncature des séries (c/figure:3.6). II apparaît que le temps de calcul des seconds membres

augmente à peu près linéairement avec I'ordre N. Pour un maillage à 4968 ddl, le temps de

calcul des seconds membres est Ie même que celui d'une matrice de rigidité lorsque I'ordre N est

environ égat à 12. Avec Ie second maillage il faut un ordre de troncature plus élevê pour obtenir

Ie même rapport a(N) : 1 (N = 25).

Un ordre de troncature N élevé augmente certes le temps de calcul d'un pas asymptotique mais

il permet en même temps d'accroître la longueur du pas. L'ordre optimum doit être celui qui

permet d'obtenir toute la branche solution au moindre cott. Pour discuter du temps tota'l de

calcul, nous introduisons le Temps Total Relatîf (TTR), qui est égal au temps relatif d'un pas

MAN multiptié par le nombre de pas nécessaires pour obtenir la branche solution (NbPas):

TTR(N): NbPas (1+ CI(N)) (3.3)

Ordre de troncature 5 10 15 20 25 30 35

Nb Pas 89 46 37 39 35 33 31.

a(N) 0.31 0.73 L.29 1.96 2.73 3.6 4.63

TTR(N) 116.6 79.6 84.7 115 .4 130.5 151.8 t74.5

TRgLpRu 3.2 - Influence de ltordre de troncature sur le temps de calcul, maillage à

4968ddl

Dans Ie tableau (3.2), nous avons reporté les quantités NôPos, o(JV) et le temps total 1l"R(N)

correspondant à différents ordres de troncature N pour des calculs effectués avec le maillage à

4g68 degres de tiberté. Nous observons que Ie nombre de pas de calcul diminue avec I'ordre N.

Cependant au delà de l'ordre 15, cette diminution du nombre de pas n'est plus significative.

Pa^r ailleurs, nous observons la croissance de a(N) avec I'ordre ff (c/figure :3.6). A I'ordre 20,

o(N) est éga,l à L.96, ce qui signifie que le cott d'un pas de calcul est de 1+ 1.96 : 2.96 donc

environ trois fois celui de l'évaluation et de Ia décomposition d'une matrice de rigidité. Au delà

de cet ordre, le cott d'un pas augmente fortement (un pas à I'ordre 35 vaut 5.63 fois le cott

d'1ne matrice) alors que Ia diminution du nombre de pas n'est plus marquée. Cela entraîne une

croissance du temps total relatif fTR(N).Il faut donc choisir un ordre inférieur ou égal à 15

pour avoir un temps ?"n(N) de calcul moins élevé.

Nous nous sommes ensuite intéressés à la précision des calculs. Nous avons donc représenté Ie

résidu au cours du chargement, pour diférentes rraleurs de N (c/figure:3.7). Nous observons

a t
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ordrc 5
ordre l0
ordre 15
ordre 20
ordre 25

Ftcune 3.7 - Résidu au cours du chargement avec différents ordres

que les résidus sont satisfaisants pour tous les ordres choisis, avec une légère amélioration, si le
nombre de termes des séries est supérieur à 10.
Nous préconisons donc d'utiliser un minimum de 10 termes de la série pour effectuer le calcul.
Nous observons également qu'au delà de I'ordre 15, le gain en précision est moins prononcé. Donc
L5 termes de la série sufrsent pour avoir une bonne précision du calcul.

Remarque 3.3.2

D'autres calculs ont été effectués avec des ordres plus grands et le résidu au cours du cha^r-
gement variait de manière similaire à celle du résidu obtenu avec I'ordre 20. Nous n,avons pas
ajouté les courbes obtenues pour ne pas a,ffecter la lisibitité de la figure (B.z).

Dans Ia suite, tous les calculs seront effectués avec trfi: Lb.

3.3.3 Validation des algorithmes MAN

Cette partie est destinée à Ia comparaison des courbes de réponse obtenues avec les différents
algorithmes, c'est à dire I'algorithme 'MAN avec pénalisation', I'algorithme ,MAN avec lagrangien
perturbé' et Abaqus. Pour pouvoir comparer dans la suite les algorithmes MAN avec Abaqus
d'un point de vue de I'efficacité et de la robustesse, il nous semble nécessaire de montrer qu,avec
un paramètre de régularisation bien choisi, les courbes obtenues avec la MAN sont les mêmes
que celles d'Abaqus.
Nous nous intéressons d'abord à I'exemple de contact avec Ia surface rigide plane (c/ figure :
3.1). Nous effectuons d'abord les calculs à I'aide de I'algorithme MAN couplé à la méthode de
pénalisation. Puis nous utilisons I'algorithme MAN couplé à la méthode du lagrangien perturbé

-2

É-5rr,
q)

3-6

8-7
Fl

-9

-10
0.4 0.6 0.8 | 1.2

1"
0.2



3.3. Calculs de Éfêrence

pour résoudre le problème. Les valeurs de &, et h, définis dans Ia partie (2.2.2) du chapitre

précédent sont respectivement L0-a et L et donc 4 vaut L0-a pour tous les nceuds de contact.

Nous rappelons que Ie calcul est arrêté lorsque le paramètre de chargement À vaut 1.
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(c) Profil de llRll pour À :0.18 (d) Profil de llBll pour À :0.58

FrcuRp 3.8 - F.volution de la zone de contact au cours du chargement

Avant de faire I'étude comparative, nous voulons d'abord observer l'évolution de Ia zone de

contact au cours du chargement (c/figure : 3.8). Le næud B vient le premier en contact avec la

surface rigide. Puis tous les points du segment [AB] viennent tour à tour au contact de la surface

rigide, jusqu'au næud A.

Nous présentons à présent les courbes de déplacement vertical en fonction du chargement, du

noeud A kf figure : 3.9) et du næud B (cl figure : 3.10). Dans ces deux figures, les courbes

obtenues pa; les algorithmes MAN et par Abaqus sont tout a fait comparables, il y a donc une

bonne corrélation entre les résultats MAN et ceux d'Abaqus. Nous présentons ensuite dans la

figure (3.11) le glissement du næud B au cours du chargement. Là encore, les trois algorithmes

donnent des courbes de réponse similaires. Pour la régularisation choisie, Ies algorithmes MAN
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FtcuRp 3.9 - Déplacement vertical du næud A avec les différents algorithmes
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FtcuRp 3.10 - Déplacement vertical du næud B avec les différents algorithmes

prennent bien en compte les glissements.
Dans les figures (3.12) et (3'13), nous avons tracé les nonnes des réactions au nceud A ainsi qu,en
B au cours du chargement avec les algorithmes MAN et Abaqus. Les courbes obtenues avec les
algorithmes MAN se superposent à celles d,Abaqus.
Enfin, nous avons voulu présenter les profils de réaction de contact obtenues par les d.ifférents
algorithmes. Nous avons donc représenté ces profils pour À:0.5 (c/figure:8.14) et pour À: l
(c/figure: 3.15). Pour ces courbes, les mêmes observations sont faites: les résultats MAN sont
en bon accord avec ceux d'Abaqus.
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MAN+penalisation " "- "-.-
MAN+lagrangien perhxùe
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FtcuRe 3.11 - Glissement du næud B avec les différents algorithmes

Abaqus
MAN+penalisation -' "

MAN+lagrangien pertube
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FIcunB 3.12 - ll.Rll au næud A avec les diffêrents algorithmes

Nous nous intéressons à présent au second exemple (c/figure : 3.2). Dans ce cas, Ies non-linéa.rités

du problème sont non seulement dues au contact mais aussi d'ordre géométrique à cause des

Srands déplacements. Sous I'effet du chargement, le nceud A entre le premier en contact avec la

surface rigide et le næud B est le dernier point du segment [AB] à entrer en contact avec cette

surface. Nous voulons toujours compaxer les courbes rêponses obtenues par les algorithmes MAN

à celles obtenues par Abaqus. Nous avons efiectué des calculs avec une régularisation caractérisée

par R- :8 et h" :0.1.
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FtcuRe 3.13 - ll.Rll au næud B avec les difiérents algorithmes
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FtcuRp 3.14 - Proffl de llftll avec les différents algorithmes À : 0.b

Remarque 3.3.3.1

De nombreux tests ont été effectués pour déterminer les pa^ramètres R- et à, qui permettent
de décrire au mieux le contact. Ce sont ces va.leurs (ft, : g, hu:0.1) qui ont été choisis.

Nous avons représenté le déplacement vertical du næud A ("1figure : 8.16) ainsi que celui du
nceud B kf figure:3.17) au cours du chargement. Que ce soit avec les algorithmes MAN ou
Abaqus, les courbes sont comparables.
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Ftcunp 3.16 - Déplacement vertical du næud A avec les différents algorithmes, surface

rigide circulaire

Remarque 3.3.3.2

D'autres calculs ont été réalisés avec les difiérents algorithmes sur ce test, et les conclusions

sont les mêmes que celles faites précédemment'

Nous pouvons donc à présent discuter des algorithmes et les compaxer sur le plan de Ia fiabilité

et de Ia robustesse sans revenir auK courbes de réponse obtenues avec les difiérentes méthodes.
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Abaqus
MAN+penalisation -------- -

MAN+lagrangien pertube

0 0.2 0.4 0.6 0.8 | r.2
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FtcuRe 3.I7 - Déplacement vertical du næud B avec les différents algorithmes, surface
rigide circulaire

3.4 Comment régulariser la loi de contact?

Nous étudions dans cette partie I'influence du paramètre de régularisation ? sur les calculs
effectués avec les algorithmes MAN. Nous proposons donc d'effectuer des tests sur Ie premier
exemple (celui du contact avec une surface rigide plane) pour différentes valeurs du paramètre de
régula"risation 4. Les calculs sont efectués avec I'algorithme 'MAN+lagrangien perturbé,. Nous
rappelons que le maillage comporte 255 degrés de liberté et 26 næuds candidats au contact.
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FtcuRp 3.18 - Déplacement vertical du næud B pour différentes rialeurs de 4



3.4. Conment régulafiser Ia loi de contact?

Dans la figure (3.18), nous avons représenté le déplacement vertical du nceud B obtenu pour

difiérentes rialeurs du paramètre rT.Lacourbe de rêponse obtenue pour ?: l0-4 est comparable

à celle obtenue avec Abaqus (c/figure: 3.10). Par contre, Pou T:lO-2 et q- 10-1, nous

observons clairement une surestimation du décollement du nceud au cours du chargement.

Nous avons ensuite représenté la réaction au næud B pour différentes valeurs du paramètte q.

Nous observons qu'une régularisation avec de grandes valeurs de 4 peut conduire à une sous-

estimation des efforts de contact. Le para,mètre de régularisation doit donc être sufrsamment

petit a^fin de garantir une bonne représentation des conditions de contact. Cependant diminuer

la valeur du paramètre 4 conduit à une augmentation du nombre de pas nécessaires au calcul.
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FtcuRp 3.19 - Réaction au næud B pour différentes valeurs de 4

4 utilisé 10-5 10-4 10-3 to-2 10-1

Nb Pas 96 C T 32 15 7

Tasloau 3.3 - Contact entre une poutre encastrée et une surface rigide plane, in-

fluence du paramètre 4, 26 næuds de contact

Dans le tableau (3.3), nous avons représenté le nombre de pas nécessaires au calcul de la branche

solution du problème pour difiérentes valeurs du pa"ramètre de régularisation 4. Il appa.raît que

plus 4 est grand et plus le nombre de pas nécessaires au calcul diminue. Nous expliquons ce

phénomène par le fait que lorsque 4 est grand, la non-linéa.rité est adoucie et par conséquent le

nombre de pa"s nécessaires au calcul diminue. Il faut donc trouver un compromis pour garantir

une bonne représentation des conditions de contact à un moindre cott. Nous choisissons dans la

suite d'utiliser pour le premier test, un paramètre de régularisation ?: l0-3.
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FtcuRp 3.20 - Déplacement vertical du næud A pour différentes valeurs de 4

Valeur de l?" 8 2 0.8 0.01 0.001

4 au næud A 0.205 0.051 0.0205 2.6 * LÛ-a 2.6 * 10-5
4 au næud B 0.013 0.003 0.0013 L.7 + L0-5 1.7 *. 10-6
Nb Pas 30 44 53 58 92

Teel,peu 3.4 - Influence du paramètre ? sur le nombre de pas pour 26 næuds de
contact

Nous avons procédé à une série de tests comparables sur I'exemple du contact entre Ia poutre
élastique et Ia surface rigide circulaire. Sur cet exemple I'écart initial et donc le paramètre de râ
gularisation 4 diffère d'un nceud de contact à I'autre. Nous discutons donc de Ia régularisation par
le biais des paramètres R". et t*. Pour tU:0.1, nous avons tracé les lois de contact régularisées
obtenues pour différentes valeurs de ft, (c/figure : 3.21) : la Ioi de contact unilatérale est d,autant
mienx décrite que le paramètre R, est choisi petit. Nous rappelons que ? : R.lr-/(6 - h",) donc
à à, fixé, si R., décroit, 4 décroit aussi. Dans le tableau (3.4), nous avons reporté pour ftu :0.1,
la valeur du paramètre de régularisation ? correspondant aux næud.s A et B, ainsi que Ie nombre
de pas nécessaires au calcul pour les différentes valeurs de ft, choisies.
Nous observons que plus le pa.ramètre de régularisation est choisi petit et plus le nombre de
pas pour obtenir la courbe solution augmente. Pa^r ailleurs un para^rnètre de régularisation mal
choisi risque d'a,ffecter la représentation des conditions de contact. Nous avons représenté les
déplacements verticaux des nceuds A et B au cours du chargement (c/figure :J.22), (c/figure
: 3.23). Le déplacement du nceud B est le même quel que soit le choix du paramètre ? que
nous avons effectué. Par contre nous observons que pour de petites vaJeurs de 4, le déplacement
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Ru:8
Ru=2
Ru:0.E
Ru:0.01
Ru:0.001

écart h

FIcuRp 3.2I - Influence du paramètre .R" sur la loi de contact, h-:O.L

vertical du næud A est surestimé. Le næud pénètre même la surface rigide pour 4 : 2.6 x L0-5.

Nous avons représenté (c/figure :3.24),le résidu au cours du chargement correspondant aux

différentes valeurs de E" utilisées pour les calculs précédents, voir tableau (3.4). n s'avère que

le rêsidu devient inacceptable pour de trop petites va,leurs de R'. La valeur de R' qui conduit

aux résidus les plus satisfaisants est R., : 8. Par ailleurs le dêplacement vertical du næud A

correspondant à cette valeur de R, est comparable à celui obtenu avec Abaqus (c/figure : 3.16).

Le nombre de pas nécessaires au calcul pour R., : 8 est moins élevé que celui correspondant aux

autres R, considérés. Nous décidons donc d'utiliser dans la suite pour ce test, une régularisation

définie par h',, :0.1 et R" :8.

3.5 Finesse du maillage et efficacité de l'algorithme

Nous étudions dans cette partie, I'influence du maillage utilisé sur la convergence des algo-

rithmes MAN. Le raffnement du maillage permet I'amélioration de Ia description du contact à

I'interface. Il est donc important d'avoir des algorithmes adaptés à des maillages aussi fins que

souhaité. Nous rappelons que nous travaillons avec des pressions de contact, contrairement au

trarrail effectué dans [EH98], où les efforts de contact étaient supposés ponctuels. Nous utilisons

quatre maillages différents, Ie premier étant celui défini au départ ($ 3.2). Pour le second maillage,

Ia structure est discrétisée à I'aide de 1260 degrés de liberté (ddt) et 110 næuds sont candidats

au contact. Les maillages appelés Maillage 3 et Maillage 4 correspondent respectivement à un

maillage à 4968 (13676) ddl et 251 (respectivement 501) næuds de contact (c/figure : 3.25).
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FIcuRn 3.22 - Déplacement vertical du næud A pour différentes raleurs de a.r, surface
rigide circulaire

Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3 Maillage 4
Nddl 510 1260 4968 13676
Ncont 26 101 25r 501
Nb Pas MAN 32 39 37 32
Nb Dec Abaqus r28 193 274 385

TneLpRu 3.5 - Contact entre une poutre encastrée et une surface rigide plane, in-
fluence du maillage

Dans les tableaux (3.5) et (3.6), nous avons représenté pour chaque maillage étudié, Ie nombre
de pas réalisés à I'aide des algorithmes MAN, ainsi que le nombre de décompositions de matrices
nécessaires à Abaqus pour effectuer le calcul.
Nous observons que le ra^ffinement du maillage n'a pas une influence significative sur le nombre
de pas nécessaires au calcul MAN, voir tableau (3.5) pour le premier test et le tableau (8.6)
pour le second test. Ce nombre reste globalement le même pour les quatre maillages utilisés
(même si le temps de calcul d'un pas augmente avec la densité du maillage). Au contraire, avec
Ie code Abaqus, il faut beaucoup plus de décompositions de matrices pour faire le calcul avec
des maillages ra,ffinés: pour Ie cas du contact avec une surface rigide plane, il faut décomposer
385 matrices pour Ie maillage à 13676 degrés de liberté, alors qu'avec Ia MAN seuls 82 pas sont

t.20.80.6
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0.4
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FrcuRp 3.23 - Déplacement vertical du næud B pour différentes valeurs de Ârrt surface

rigide circulaire

Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3 Maillage 4

Nddl 510 1260 4968 13676

Ncont 26 101 25r 501

Nb Pas MAN 34 4l 42 34

Nb Dec Abaqus 70 124 L79 251

Tl.slpeu 3.6 - Contact entre une poutre encastrée et une surface rigide circulaire,

influence du maillage avec la MAN

requis (c/tableau 3.5). Pour le contact avec une surface rigide circulaire, Ia MAN n'a besoin que

de 42 pas pour le calcul avec le maillage à 4968 ddl lorsque Abaqus totalise 179 décompositions

de matrice (voir tableau 3.6).

It fallait encore vérifier que ces résultats émanaient d'une estimation correcte des conditions de

contact. Nous avons donc représenté le déplacement vertical du næud B au cours du cha.rgement

(c/figure : 3.26) pour le premier test et le déplacement vertical du næud A pour Ie second test

(c/flgure :3.27). Les courbes obtenues avec les différents maillages sont comparables. Il est donc

beaucoup plus avantageux d'utiliser les algorithmes MAN lorsque le maillage devient plus dense.

3.6 Analyse complémentaire des rêsultats obtenus par la MAN

Les algorithmes MAN définis dans le chapitre précédent sont donc validés. Que ce soit I'algo-

rithme 'MAN+pénalisation' ou'MAN+lagrangien perturbé', ils permettent d'obtenir les mêmes
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Ru :8
Ru :2

Ru:0.8
Ru:0.001

Ftcunp 3.24 - Résidu au cours du chargement pour difiérentes valeurs de R,,, surface
rigide circulaire

résultats que le code Abaqus avec une bonne précision et à un cott de calcul moins élevé. II existe
tout de même un ordre de troncature optimum pour les séries: nous utilisons désormais I'ordre
15 pour tous les calculs. Par ailleurs, nous avons constaté que le paramètre de régula.risation
jouait un rôle fondamental dans le bon comportement des algorithmes MAN. Ce paramètre doit
être suffisamment petit pour gara.ntir une bonne représentation des conditions de contact, mais
pas trop pour ne pas a.ffecter les temps de ca.lcul.

3.6.1 compléments sur ltinfluence du nombre de points de contact

Les algorithmes MAN permettent également d'effectuer des calculs sur des maillages de den-
sité plus grande sans influer sur le nombre total de pas nécessaires au calcul. Cela n'était pas
le cas dans [EH98], où les réactions de contact étaient supposées ponctuelles. Le ra^ffinement de
maillage pouvait être alors considéré comme un adoucissement de la régularisation et le nombre
de pas nécessaires au calcul diminuait en conséquence. Dorénavant, le rafinement de maillage et
donc I'augmentation de næuds de contact à prendre en considération ne mod.ifie pas le nombre
de pas nécessaires au calcul, contrairement aux méthodes itératives classiques et en particulier
la méthode de Newton-Raphson utilisée par le code industriel Abaqus.

3.6.2 Analyse du coût de calcul

Nous n'avons pas pour I'instant comparé les deux types d'algorithmes MAN du point de vue
du temps de calcul. Tout d'abord, il est évident que le temps tKt (S 3.3.2) de l'évaluation et de
la décomposition de la matrice de rigidité, est plus grand pour I'algorithme ,MAN+lagrangien

à -2
14
É
Y4
(,
o
È _ 6

-8

-10
0.4 0.6 0.8 | t.2

î,

0.2



3.6. Analyse complémentaire dæ résultats obtenus par la MAN 71

Maillage 4

FtcuRp 3.25 - Les différents maillages utilisés

perturbé' où la taille de la matrice est (Ndil + Nænt) x (Ndd,l * Ncont) comparé à celui de

I'algorithme avec pénalisation où Ia matrice a poru dimension NddI x NdÀ\. Nous rappelons que

nous effectuons Ie stockage des matrices par Iignes de ciel et que la méthode de décomposition

de matrice utilisée est Ia méthode de Choleski.

Nous avons effectué une compaxaison des temps tKt pour les deux algorithmes MAN et avec

des maillages différents. Nous considérons Ie rapport B entre Ie temps de calcul t.I(Él pour Ia

matrice dans I'algorithme 'MAN+lagrangien perturbé' et celui correspondant à I'algorithme
'MAN+pénalisation' t Ktz.

^ tKtL
t 1  - -' -  tKt2

(3.4)
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FIcuRp 3.26 - Déplacement vertical du næud B pour différents maillages

Le temps de calcul d'une matrice est environ égal au cube du nombre de degrés de liberté (NddI)
de la structure: tKt: Ndl,l3. Donc

s - (NMIr!,!*t\t' Nd,dI ,

Pour le premier maillage, Ies temps sont sensiblement les mêmes:

B = (!91#)3 = (1* #)'- (r + ffil - l.rb (3.6)

B= rt9%*4)s: (1+lsjffi)'- r+ffi = t.t

(3.5)

Plus le maillage compte de nceuds candidats au contact et plus le calcul et la décomposition de
Ia matrice avec les multiplicateurs de Lagrange va cotter cher. Cependant, pour comparer tf(tl
àtKtz, il faut également considérer comment ce nombre de nceuds de contact évolue par rapport
à" NddI. Ainsi, pour Ie maillage 4 qui compte 501 næuds de contact et 18676 dd\, p est égal à :

(3.7)

Donc avec ce maillage plus fin, une matrice de rigidité pour I'algorithme 'MAN avec lagrangien
perturbé'cotte L0% plus cher que pour l'algorithme 'MAN avec pénalisation'. Il n'est donc pas
très pénalisant, pour les problèmes considérés, d'utiliser les multiplicateurs de Lagrange dans la
formulation du problème quel que soit Ie maillage utilisé.

3.6.3 Pilotage de la longueur de pas et comparaison des deux méthodes MAN

En fait, si I'on compaxe uniquement Ie nombre de pas nécessaires au calcul pour les degx
algorithmes, avec un paramètre de contrôle de Ia longueur des pas ôr suffisamment petit pour
avoir une bonne précision des calculs, c'est I'algorithme avec pénalisation qui nécessite le moins
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FrcuRp 3.27 - Déplacernent vertical du næud A pour différents maillages, surface

rigide circulaire

de pas. Par exemple, pour ôr : 10-6, il faut 32 pas pour faire le ca,lcul avec I'algorithme 'MAN +

Iagrangien perturbé' alors que I'autre algorithme MAN n'a besoin que de 30 pas de ca'lcul. Mais

ceci n'est valable que si ô1 est choisi petit. Nous rappelons que nous avions fixé au tout début ce

pa,ramètre ô1 à 10-G pour garantir une bonne précision du calcul. Si nous augmentons à présent

la valeur de ce paramètre, alors Ia précision du calcul se dégrade. L'avantage principal de la mé-

thode avec multiplicateurs de Lagrange est qu'elle permet une bonne précision du calcul, même

avec des ô1 plus grands. Nous avons représenté l'évolution du résidu au cours du chargement (c/

figure : 3.28), ainsi que Ia réaction au nceud B (c/figure : 3.29) pour ô1 : 10-a et pour Ie premier

test. Les réactions obtenues pour les deux algorithmes sont tout à fait comparables. Par contre, Ie

résidu d'équilibre varie selon I'algorithme utilisê. Pour I'algorithme 'MAN+lagrangien perturbé',

ce résidu reste satisfaisant tout au long du chargement. Par contre pour I'algorithme 'MAN+

pênalisation' le résidu est inacceptable dès I'apparition du contact. Pour ce calcul, I'algorithme
'MAN * lagrangien perturbé' n'a besoin que de 21 pas. Ainsi, si I'on considère qu'ii faut faire le

ca,lcul avec Ie ô1 le plus grand possible (pour faire le minimum de pas) tout en gardant un bon

résidu, I'algorithme 'MAN* Iagrangien perturbé' est Ie plus efficace des algorithmes MAN'

Un problème subsiste cependant. Si I'on augmente encore plus la taille des pas en choisissant ôr

supérieur à l-0-4, Ies résidus se dégradent et ce pour les deux algorithmes MAN. Par ailleurs,

pour un exemple donné, on ne peut pas connaître a priori ie paramètre ô1 qui va permettre

de faire le minimum de pas (et donc de minimiser Ie temps de calcul), tout en garantissant Ia

précision des résultats. Ce qui est str, c'est qu'avec un petit pa,ramètre ô1, nous obtenons des

rêsultats précis. Mais en contrepartie, nous augmentons Ie nombre de pas nécessaires au calcul.
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FtcuRe 3.28 - Résidu au cours du chargement avec ô1 : 10-4
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FtcuRo 3.29 - Déplacement vertical du næud B avec ôr - 10-a

II serait donc intéressant de nous délier de notre dépendance envers ce paramètre de contrôle des
Pas ôr. C'est pour cela que nous introduisons des phases de corrections dans les calculs dans Ia
suite de notre travail.

3.7 Bilan du chapitre et perspectives

Les tests effectués dans ce chapitre ont montré l'efficacité des algorithmes MAN dans la
résolution des problèmes à forte non-linéarité de contact. Nous avons obtenu des solutions de
bonne quahté et un gain en temps de calcul par rapport à la méthode itérative de Newton-
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3.7. Bilan du ehapitre et perspectivæ

Raphson utilisée dans Abaqus. Avec un ùoix adéquat du paramètre de régularisation 4, la MAN

permet de satisfaire les cond.itions aux limites de contact avec précision. En outre, contrairement

à Abaqus, avec la MAN, un ra,ffinement de maillage n'a pas d'influence significative sur le nombre

de pa"s nécessaires au calcul.

Deux formulations pour discrétiser le contact unilatéral ont été testées dans le cadre de la MAN :

soit avec une pénalisation et condensation des forces de contact, soit en ga.rdant les multiplicateurs

de Lagrange comme variables discrètes. II semble que la seconde méthode permette de faire des

pas plus grands.

Un problème apparaît cependant: tous les calculs sont effectués pour des valeurs prêcises du

paramètre qui fixe la longueur des pas ô1. Si ce paramètre est suffisamment petit, Ia précision du

catcul est bien a.ssurée. Cependant, la taille des pa"s étant réduite, le nombre de pas nécessaires

au ca,lcul augmente. Il faudrait avoir la possibilité de faire des calculs sans se préoccuper de

ces considérations. Les algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé que nous proposons

dans la suite, ont justement pour vocation I'amélioration de ta fiabilité et de la robustesse des

algorithmes MAN.

t c



CHAPITRE 4

Résolution du problème de contact par

prédiction-correction d'ordre élevé

ans ce chapitre nous introduisons des phases de corrections dans Ie calcul

de Ia branche solution des problèmes de contact lorsque cela est néces-

saire. Les correcteurs d'ordre élevé utilisés sont construits à I'aide d'une

transformation d'homotopie et des techniques usuellement utilisées dans Ie cadre

de Ia MAN. Nous définissons ainsi une classe d'algorithmes de prédiction-correction

d'ordre élevé pour les problèmes de contact unilatéra,l.
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4.L Introduction

Le calcul de la branche solution de problèmes non-linéaires s'opère généralement à I'aide d'al-

gorithmes de prédiction-correction. Les plus utilisés sont ceux du type Newton-Raphson [AG90]

[crigl] [crig7] [KMggl [Rikg4]. Le principe de ces méthodes est de suiwe la branche solution pas

à pas par le biais d.'une succession de linéarisations et d'itérations afin d'atteindre l'équilibre.

Des prédicteurs, ainsi que des correcteurs d'ordre deux ont été définis [Cri97] [Wag91].

Mais I'efrcacité et la fiabilité des méthodes de prédiction-correction peuvent être nettement

améliorées en utilisant des développements d'ordre élevé et des approximants de Padé. C'est Ie

principe des algorithmes asymptotiques numériques qui fonctionnent même sans phase de correc-

tion: dans le cas de la MAN classique, la taille des pas est définie a posteriori; ainsi I'utilisateur

peut réduire ou allonger la taille des pas pour garantir une qualité certaine de la représentation

de la solution. Cependant dans la technique la plus courante que nous avons adoptée aux cha-

pitres précédents, ce procédé se fait via un paramètre ô1, qui doit être choisi assez petit si on

veut éviter une croissance forte du résidu.
pour nous déIier de cette dépendance, nous proposons d'introduire des phases de corrections dans

le calcul de la branche solution des problèmes de contact unilatéral lorsque cela est nécessaire.

Dans des études précédentes, des stratégies de prédiction-correction ont été proposées dans Ie

cadre de ta MAN [VCDPF98] [DCPF97], Ia correction étant faite par Ia méthode de Newton.

Dans notre étude nous couplons des correcteurs d'ordre êlevé à des prêdicteurs d'ordre élevé

ILCZ+021. Ces correcteurs d'ordre élevê sont construits à I'aide d'une transformation d'homoto-

pie, d'une technique de perturbation et d'approximants de Padê [DPFN+gg] [MLDPF00].

Dans un premier temps, nous allons rappeler les méthodes itératives classiques de traitement des

problèmes non-linéaires. Puis nous présentons les correcteurs d'ordre élevé que nous couplons

a'x prédicteurs d,ordre élevé pour traiter les problèmes de contact unilatéral. En-fin nous défi-

nissons les algorithmes de prédiction-corrrection d'ordre élevé que nous utilisons pour résoudre

ces problèmes.

4.2 Algorithmes de correction classiques

4.2.1 Problème à rêsoudre

Nous nous intéressons au calcul de la brandre solution U(À) d'un problème non-linéaire qui

peut s'écrire sous la forme:
R(U,À) :0 (4.1)

où À est un paramètre de charge, et le vecteur mixte U peut représenter à Ia fois les déplacements,

Ies contraintes et dans le cadre de notre trarail les variables du contact'

Il existe plusieurs méthodes et techniques de résolution de problèmes non linéaires. Le choix de

la technique de résolution peut être guidé par le type de non-linéarité rencontré. La solution

recherchée du problème non-linéaire étudié est généralement obtenue pax un processus itératif.
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A partir d'une estimation de la solution, on calcule une correction qui, additionnée à Ia solution
estimée, doit I'améliorer et ce d'itération en itération:
soit IJo une solution approchée du problème (a.1). La solution peut être définie de manière
itérative à pa.rtir de ce point, en ga,rdant par exemple fixe le pa,ramètre de cha.rge À au cours des
itérations. A I'itération p+ 1, la correction AU: lJpll - Up doit satisfaire:

R(I/ + AU,À) : Lr(AU) + c(AU) * Rp : 0 (4.2)

ori tf(') et Rp représentent respectivement I'opérateur tangent et le vecteur résidu, définis au
point UP et G(.) représente des termes d'ordre supérieur ou égal à 2 dans le développement de
Taylor.

Remarque 4.2.L

Il est à noter que dans le cadre de la MAN, il est souhaitable d'écrire le problème non-linéaire
(4.1) dans un cadre quadrarique [cDpF94a] [pFDB+gzl [ccDpF0l].

Naturellement les techniques utilisées pour estimer cette correction doivent être assez robustes
pour converger vers la solution désirée en un minimum d'itérations et à moindre cott. On utilise
généralement les méthodes de type Newton ou quasi-Newton pour déterminer cette correction.

4.2.2 Méthode de Newton

La méthode de Newton est la plus répandue et la plus connue des méthodes de résolution.
Elle consiste à résoudre une succession de problèmes linéaires. L'algorithme de Newton-Raphson
s'écrit :

{au} : Fçfl-l{Re} (4.3)

ori [Kf] désigne la matrice de rigidité tangente à l'itération p. Nous devons donc évaluer cette
matrice tangente et son inverse à chaque itération, ce qui représente un cott élevé. Ce cott est
très prédominant par rapport aux autres calculs surtout pour des problèmes à grand nombre de
degrés de liberté- D'autres algorithmes de résolution plus performants ont donc été développés.
La technique Ia plus naturelle est d'exploiter le fait que la matrice tangente n,a pas besoin d,être
calculée et triangula^risée à chaque itération pour converger vers Ia solution.

4.2.3 Méthode de Newton modifié

La méthode de Newton modifié est définie par:

(4.4){au} : Fqnl-l{Re}
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où rn est généralement égal à zêro, c'est à dire que Ia matrice tangente est êvaluée à Ia première

itération et gardée fixe tout au long des itérations du pa^s. Cependant après un certain nombre

d'itérations, on peut réactualiser Ia matrice tangente pour accélérer Ia convergence (d'où rn < p).

Comme plusieurs itérations sont calculees avec la même matrice, cet algorithme est moins cotteux

que le précédent. Cependant cette méthode n'est pas assez robuste dans les zones de forte non-

linéarité ca,r la correction est moins bien évaluée que dans le cas de la méthode de Newton.

4.2.4 Méthode de quasi-Newton

Cette méthode est un compromis entre les méthodes de Newton et de Newton modifié. Le

compromis se fait au niveau du temps de calcul et de la robustesse de convergence. L'utilisation

de cette méthode en calcul non-linéaire des structures a été suggérée par [MS79]. La méthode se

ba.se sur I'équation de quasi-Newton suivante:
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[Kf-t]{auo-t} : {aRn-t1

où AUP-I : VP -TJP-L

[(1 - e)L. + etf](AU) + G(AU) * eR? : 0

(4.5)

ARP-r  :  - (RP-IÙP- l )

Cette équation est qualifiée de quasi-Newton car contrairement à la méthode de Newton, on

n'admet pas que le résidu à I'itération p soit mrl. Toute matrice [B] vérifiant (4.5) peut servir

d'approximation à la matrice tangente en IJp. L'équation (4.5) ne détermine pas de façon unique

la matrice [B] et différentes approximations conduisent à Ia définition de cette matrice.

La méthode de qua^si-Newton est donc un processus itératif semblable à la méthode de Newton

où la matrice tangente est ca,lculée approximativement à I'aide de l'équation (4.5).

Dans ce qui suit, nous proposons des algorithmes itératifs d'ordre élevé basés sur la MAN.

4.3 Algorithmes de correction d'ordre élevé

4.3.1 Techniques d'homotopie et de perturbation

Afin de calculer la correction pax Ia MAN, une homotopie dépendant du paramètre réel 'e'

(0 < e < 1) est utilisée. Nous introduisons ainsi le problème artificiel suivant:

(4.6)

où L* est un opérateur inversible a.rbitraire: le choix de cet opérateur est crucial dans Ia définition

des algorithmes.
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Remarque 4.3.1

Il est à noter que AU(e) passe contintment de 0 pour e:0 à Ia solution de l'équation @.2)
pour € : L.

Puis AU(e) est cherchée sous forme de série entière pa^r rapport à e.

afJ :eau1 +e2LTJr+. . .+eNAUry (4.7)

Remarque 4.3.2

On peut également remaxquer que si la série est tronquée à I'ordre 1, la solution du problème
(4.6) est également solution de (a.3). Donc les algorithmes proposés peuvent être considéres
comme des extensions d'ordre élevé des algorithmes itératifs classiques. Ces algorithmes MAN
permettent de prendre en compte les termes G(AU) d'ordre supérieur ou égal à 2.

La représentation polynomiale de Ia solution peut être améliorée à I'aide d'approximants de Padé
IEHDPFOO] [MLDPFO0]. Vu la remarque (4.3.1), la solution est cherchée pour e égal à t. Ce qui
conduit à cette représentation de la solution:

rr : rrP+au(l) : r . rP*i  eau, (4.8)
i:l

où les scalaires cl sont calculés par la procédure d'approximants de Padé décrite dans IMLDPFOQ].

Remarque 4.3.3

La technique de résolution par série et approximants de Padé est la même que pour la
prédiction. Ce qui change lors de la phase de corrrection est que Ia continuation pax rapporr
au paramètre e n'est pas nécessaire [Chag7], [DPFN+99]: si le résidu poru € : I n,est pas
satisfaisant, alors nous passons à I'itération suivante sans chercher la solution de (4.6) pa.s à pa"s.

4.3.2 Choix de l'opérateur

Comme I'opérateur L* est arbitraire, différents algorithmes peuvent être définis. Si L* est
choisi égal à I'opérateur tangent Lf, une triangulation de matrice tangente au point actuel est
nécessaire au calcul des termes AU;. Cet algorithme est une sorte dtalgorithme de Newton
dtordre élevé.

Si L* est remplacé par I'opérateur tangent à Ia première itération, une seule matrice est inversée
en LIl pour toutes les itérations. Cela revient à appliquer un algorithme de Newton Modiffé
dtordre élevé.
Dans la pratique, ces deux algorithmes ne diffèrent pas beaucoup puisque la convergence est
généralement obtenue au bout d'une seule itération. Par ailleurs Ia convergence est si rapide
qu'une seule série avec de petits ordres de troncature (5 à 1-0) suffisent là où un algorithme de
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Newton-Raphson classique a besoin d'itérer 3 à 4 fois [MLDPF00].
Il est également possible de définir des algorithmes de correction sans aucune nouvelle trian-

gulation de matrice. Pour cela il sufit de choisir un opérateur L* qui a été inversé dans une

phase précédente du calcul. Les tests effectués dans [MLDPFO0] ont montré que cet algorithme

peut bien fonctionner, certes avec des ordres de troncature ou un nombre d'itérations plus grand

qu'avec les algorithmes précédents, mais avec un coût global moindre. La même idée a été testêe

dans un cadre de prédiction-correction, I'opérateur L* étant I'opérateur tangent au début de

la prédiction ILCZ+021, mais les résultats n'étaient pas très satisfaisants: avec les grands pas

effectués avec Ia MAN, la distance est trop grande entre le début et la fin du pa.s pour qu'un tel

algorithme de correction fonctionne de manière fiable. C'est pourquoi nous nous limiterons ici à

I'algorithme de Newton d'ordre élevé et à I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé.

4.3.3 Stratégie à longueur d'arc

La stratégie de pilotage des calculs est très importante à définir. De meilleurs résultats sont

obtenus si I'on considère des variations de À au cours des itérations. Comme dans les algorithmes

cla*ssiques de longueur d'arc imposée [Vêm71] [Rik84] [SC95] [Cri91] [Cri97] [KM89], on demande

que la correction (Au,AÀ : À - trr) soit orthogonale à la tangente (u',À') à la courbe de réponse

[Rik84]. En supposant pour simplifier que R(U,À) varie linéairement en À, cela conduit à défi.nir

(AU,AÀ) comme solution d'un système de la forme:
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R(Ur +AU,Àp + AÀ) : tr(AU) + C(AU) +Rp - aÀF : 0

Au.u * AÀÀ' :0
(4.e)

où F est un vecteur donné, Ies opérateurs linéaire Lf, non-linéaire G et le résidu RP à I'itération

p étant indépendants du paramètre AÀ.

Pour rêsoudre le problème (4.9) nous utilisons les mêmes techniques d'homotopie et de per-

turbation que celles décrites prêcédemment (4.6) (4.7) (4.8). Nous cherdrerons donc la solution

(AU,AÀ) sous la forme suivante:

'  
N- l

U:Up+t  qAUi
i:1

N_T.

À:Àp+t  qAÀi
i:1

(4.10)

Remarque 4.3.4

Da,ns notre étude, la tangente (U',À') à la courbe de prédiction est connue. PIus précisément,

cette pente est définie à la fin du pa"s de prédiction pax:

" 
_ rfr(a) - uî,(o.gsa) ^, : 

)oN(o) : ]l'(o.gs")
0.054 0.05o

où uP1, désigne la solution Padé à I'ordre /V; Ie pa,ramètre de développement est o.
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4.4 Algorithmes de prédiction-correction d'ordre êlevé

Les algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé sont issus d'une concaténation de la
représentation de la courbe présentée dans le chapitre 2 et d'un algorithme itératif défini dans la
section précédente. Comme nous sommes en possession de procédures efficaces de continuation
sans correction, nous laissons I'utilisateur libre d'efiectuer des corrections seulement lorsque cela
devient nécessaire et pas forcément à chaque pas. Dans cet esprit, nous introduisons deux nou-
veaux paramètres de contrôle supplémentaires. L'un, appelé ô2 pour décider à partir de quelle
valeur du rêsidu une correction est exigée, et un second ô3 pour définir la valeur du résidu toléré
après une phase de correction.

Réfrrence

- t - t ' c,*,
- ê

- Correction d'ordre élevé
, .  l _ ,

,"\ prédiction d,ordre élevé

U (ur,4)

FtcuRp 4.1 - Algorithme de prédiction-correction dtordre élevé

Le schéma des algorithmes est décrit dans la figure (a.1). Le i*" pas consiste en un passage du
point -ft, qui représente le début de la courbe de prédiction, au point de prédiction suivant P;..,.1,
par I'intermédiaire d'un point C;. Ce point Q, non seulement termine la courbe de prédiction,
mais encore représente le point de départ pour les itérations de correction. Un pas se divise en B
ou 4 étapes définies comme suit:
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Les algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé dépendent des paramètres suivants: Ies

ordres de troncature des séries, les paramètres de contrôle 6t 6z et ô3, le choix de la transfor-

mation d'homotopie et enfin le choix de la matrice à trianguler pour la prédiction et pour Ia

correction. C'est sur ce dernier point que nous nous focalisons à présent. Nous définissons ainsi

deux stratégies possibies pour la combinaison du prédicteur avec le correcteur d'ordre élevé:

Méthode de Newton dtordre élevé: (Stratégie à deux matrices)

Elle consiste à associer une étape de prédiction (triangulation de tt(ft)) à un algorithme de cor-

rection de Newton ou de Newton modifié d'ordre élevé (triangulation de Q(C;)). Cette stratégie

nécessite le traitement d'au moins deux matrices par pasi en cas de correction.

Méthode de Newton modifié dtordre êlevé: (Stratégie basée sur la matrice de correction)

Mis à pa,rt le premier pas, la courbe de prédiction est obtenue en remplaçant I'opérateur tangent

Lt(Pi) par celui de la correction précédente. La correction s'effectue par l'algorithme de Newton

modifié (triangulation de tr(Q)).

La méthode de Newton d'ordre élevé est Ia plus fiable, mais la plus cotteuse en temps de calcul

de la même manière qu'un algorithme de Newton-Raphson: au moins deux triangulations de ma-

trices sont nécessaires pa,r pas de calcul. La méthode de Newton modifiée d'ordre élevé demande

une seule triangulation de matrice pax pa^s, mais une triangulation de matrice supplémentaire

est ajoutée à la fin du calcul s'il termine pax une correction. En outre d'autres triangulations
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1. Calcul de la courbe de prédiction (voir drapitre 2)

2. Définition de la fin de Ia courbe de prédiction C;. Ce point dépend du paramètre ô1( ch2 S2.6)

3. Test de convergence:

SI ll R,ésidu(Ci)ll S ô2,

ALORS P;+t: C6 + aller en 1.

SINON Nbiter - Nbiter* 1 + aller en 4.

4. Calculer la correction, en résolvant le problème (4.9), jusqu'à ce que

ll Résidu(UP + AU)ll S ô3

La nouvelle solution approchée est donnée par:

UpFr -Up+AU(e :1 )
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peuvent être nécessaires pour certains pils pour lesquels plusieurs itérations seraient effectuées.

Technique complémentaire pour ajuster la longueur de pas

Afin d'améliorer la convergence des algorithmes, nous procédons à une réduction systéma-
tique de la taille du pas en cas de trop grand résidu: on réduit alors la taille du pas jusqu'à ce que
ce résidu devienne inférieur à 10-r et la phase de correction est alors amorcée. Nous réduisons
également la taille du pas en cas de pénétration.

Nous définissons dans ce qui suit les correcteurs d'ordre élevé utilisés pour résoudre les problèmes
de contact.

4.5 Comecteurs d'ordre élevê pour les problèmes de contact

Nous rappelons qu'en élasticité non-linêaire, le problème de contact peut s'écrire sous la forme

f  t (u)+Q(u,u):ÀF*R.

I
( Rc : R(u)

où L(.) est un opérateur linéaire, Q(.,.) un opérateur quadratique, F est le vecteur des forces
extérieures, À un paramètre de charge et Rc représente la réaction de contact. Le vecteur inconnu
IJ est un vecteur mixte qui représente à Ia fois Ies déplacements u et le champ des contraintes S.
Nous rappelons que la fonction Ê(u) prend en compte la régularisation opérée (voir équation
2.4), ainsi que la géométrie de l'obstacle rigide.
Soit (U0,À0,R"{o),*,t) une solution approchée du problème (4.11). La solution approchée (à
I'itération p) (Un,Àr,R,'@,ry,h) est obtenue de manière itérative à partir de ce point. Nous utili-
sons la technique de longueur d'arc décrite précédemment pour résoudre le problème à I'itération
(p + t;. La correction se définit de la manière suivante:

ALI: LtPrr - fJP, AÀ: ÀPfr - ÀP,

(4.r2)
AR' : Rc(P+l) - R, (p), Ah: hp+L - hp, An: rilD+l - np

Cette correction doit satisfaire le système suivant:

R(ur + AU,AÀ) : Lf(AU) + Q(AU,AU) +Rn - AÀF - AR" : 0

Au.u'*  AÀÀ' :0

AR': aÊ1au1

(4.13)
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orl tf(.) : L(.) + 2Q(Up,.) et RP : R(UP,ÀP) représentent respectivement I'opérateur tangent

et Ie vecteur résidu, définis au point (Ur,Àr1.

La technique d'homotopie décrite dans la section (4.3.1) est utilisée pour calculer la correction.

Nous introduisons également un opérateur inversible arbitraire L*. Cela conduit à I'introduction

du problème artificiel suivant dépendant du para,rrètre réel e (0 < e < 1):

[(1 - e)L. +etf](au) + Q(au,au) +eRP - aÀF - aRc : 0

Au.u * AÀÀ' :0

AR": aÊ1au;

De cette manière la correction pa^sse contintment de 0 pour e : 0 à la solution du problème

(4.13) pour e: l .

Comme lors de Ia pha^se de prédiction, nous utilisons une technique de perturbation pour résoudre

le problème (a.la). Cela consiste à développer les inconnues du problème de contact en séries

entières par rapport à e.

N J V
AS: !e iAS ;  AÀ :De iAÀ i

i:t i:l i:L

. I V / v I V
ARc : D rtARf An: D rtAon Lh: D rtAnt
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N
Au: D rtArr,

(4.r4)

(4.15)

i:1 d:1

Dans un premier temps, nous introduisons ces développements dans les deux premières équations

du système (4.14). Par identification selon les puissances croissantes de e, nous obtenons la série

de problèmes linéaires s'écrivant à I'ordre 1:

/ 
r,-{aur) : -RP + aÀlF + aRî

I arrr.; $ a)1À' : o
(4.16)

n-1

D Q(AUi,AU,n-i) - Fî - L.)(AU'"-l)
d=1. (4.r7)

Nous rappelons que I'opérateur ta.ngent reste le même pour tous les systèmes linéaires (4.16)

et @.L7). Et donc après discrétisation par éléments finis, la résolution des problèmes linéaires à

et à I'ordre n (2 < rz < N) :

[ "-(oat 
) : aÀ,F + aR; -

{

I o*.r * aÀ,.À' : o
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chaque ordre nécessite Ie traitement d'une unique matrice.
Comme I'opérateur L* est arbitraire, différents algorithmes peuvent être définis.
Si Z* est choisi égal à I'opérateur tangent t'!,Iapremière équation du problème à I'ordre n Q.IT)
s'écrit :

n-l

rr(au"):aÀoF+aq-DQ(AU;,AU,+) (4.18)
i:1

Si .L* est remplacé par I'opérateur tangent Lrl à la première itération, l'équation devient:

tl(au,) : aÀ,,F + aR; - i e(aud,au,-d) - 2e(up - ul,au,,-r)
d:1

(4.1e)

Remarque 4.5.1

En pratique, les algorithmes issus de ces deux choix de L* ne diffèrent pas beaucoup puisque
avec ces correcteurs d'ordre élevé, Ia convergence est généralement atteinte au bout d,une seule
itération.

Après discrétisation par éléments finis (c/Annexe:8.1), I,équation (4.12) s'écrit:

1xf'e11Aq,) : aÀ,,{F} + lArye} + 1Ary} (4.20)

où Ia matrice de rigidité tangente classique [Kf"] et le vecteur des seconds membres {AFi'o}
dus à la non-linéarité géométrique dépendent de I'algorithme utilisé (c/Annexe : 8.1). Le vecteur
{Aq'} désigne I'incrément des déplacements à I'ordre n et {F} est le vecteur des efforts exté-
rieurs. Le vecteur {ARf,} représente I'incrément des efforts de contact discrétisés et est explicité
dans ce qui suit.

Nous traitons à présent par la MAN les termes dus au contact. Nous injectons donc dans Ia
dernière équation du système (4.L4) les développements en série entière (4.15). Après identifica-
tion selon les puissances croissantes du paramètre de développement e, à l'ordre n nous pouvons
écrire:

ARfi : AÊ-1Au)

où AÊ- est défini en chaque næud p par:

aR-(p) : aR,(p)f (p)n(p) (4.2r)

Remarque 4.5.2

Cette relation (4.2L) n'est valable que si la normale ne 'rarie pas au cours du calcul. Si elle
varie, n(p) dans l'équation (4.21) est remplacée pa.r rg(p) (c'est à dire Ia normale à I'itération
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p), et des termes suppémentaires viennent s'ajouter (c/Annexe : 8.2)'

Pour calculer ARr(p) en chaque næud de contact, nous écrivons les équations issues de la mé-

thode de perturbation appliquée à Ia loi de contact régularisée (2.4), soit hff : n@ - h) et ce à

I'itération p + l.Nous obtenons :

à l'ordre l:
he16t: -A,ht(ff(r) + rl) @.22)

et à I'ordre n: n_r
lf AR*: -At41(tr@ +rù - D LIuLR^-; (4'23)

i:1

Nous écrivons également les relations provenant de la géométrie du problème (voir les êquations

(2.6) et (2.7)). Ces relations s'écrivent dans le cas d'un contact avec une surface rigide plane à

I'itération ptl et à I'ordre L:

e tà l ' o rd ren (2<n<N) :

et à I'ordre n:

Ahr - Au1.n

LIU: Agr.n

Dans Ie cas d'un contact avec une surface rigide circulaire, Ies équations obtenues sont:

à I'ordre L:
( tnt: aur'nP

{ (4.26)
I

[ (I]P + r)An1 : Aur - AhrnP

(4.24)

(4.25)

(4.27)

, n-l n-L

Llu:An*.pP - 
i6(Ian'an 

-r - 
Iarq.au'-i)

(hr 4r)Ann - Au* - Lh*fl- Bott-;o*
i=1

Nous proposons de résumer les relations (4.23), (4.25) et (4.27), pa,r les deux relations scalaires

suina^ntes' 
( AR'(ù : Ôtùtt'*(p)+ ary(o)

{ (+'ze)
I an,11l) : {o(p)}t{4",(p)} + Lh#(p)
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où les constantes C1p1 et Ah#@) dépendent de la géométrie du problème et le terme A.o1g2)
est issu de la régularisation adoptée pour la loi de contact. Ainsi avec la loi régularisée (2.4), les
scalaires Cçr1 et A$t@) s,écrivent sous la forme:

(4.2e)

De même, les scalaires Ah!(fl sont nuls dans le ca^s d'un obstacle plan. Lorsque I'obstacle est
circulaire, ils sont donnés par:

ô@) : -re@(2) + n, A4..rp): - F akar-.-t@)
- \ t ' t  

hp 
r Èrr ' \ ,yl  -  -  

*-r- tp-

r -1

Nousréécrivons,es:T::-,ffi;lf;1î""-1p'o*o*-'r

! 
m^ot : {cro)"'r,nrt,{ïZ;B} *ooo

l
I oryfol : ^4@)+c(p)ahi|g2)

{AR-(p)} : ^R*(p)rra)o(p) : 
{ ifllî X?riB}

: r(ôroeoxp)t 
{îZ:3} 

*rr,  ̂ Ht(p)n(p)

(4.30)

(4.31)

Nous distinguons à partir de maintenant deux écritures du problèm e @.LT): I,une avec une
pénalisation et l'autre correspondant à une formulation avec multiplicateurs de Lagrange.

4'5'L Algorithme de correction dtordre élevê avec la méthode de pénalisation

Nous considérons I'équation (4.21) et nous y injectons la définition de Afir(p) (4.81). Nous
pouvons alors écrire:

(4.32)

où la matrice [(CfnolrXp)] est définie dans le chapitre 2, voir équation (2.80). Nous assemblons
ensuite les incréments de déplacement à l'ordre rz, sur tous les nceuds susceptibles d.'entrer en
contact. Nous obtenons le vecteur suirant pour les déplacements des næuds concernés par le
contact:

{aqi} 
[^;ffi,,|

(4.33)
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Le vecteur des incréments de déplacement {Aq"} se décompose alors en:

{aq,} : { :9}  @34)
IaqffJ

où {Aq[c] représente les déplacements des næuds non concernés par Ie contact.

D'après la définition de [Q.] (2.33), nous avons:

IQJ{aq"}: {aqî} (4.35)

Si les relations (4.32) sont assemblées pour tous les næuds de contact, nous obtenons I'équation

vectorielle suivante:

r@ùAR*(pù n"(pù
r@ùAR^(pù ns@ù

{rlry}: I 
r@ùLR*(p2)"'(p') 

I :l""NeNl{aqi}+{raR*t} (4.86)
:

| (P N 
"-rt) 

A R*(P x 
"""t) 

nr(P x *rrt)

| (P x *"ù A R*(P x 
"','t) 

nu @ N *rrt)

où [ôf N 6l N] est définie de la même manière que [Cf N S N] dans le chapitre 2 et

tran3,) : I 
t(PùLryt.@z)"'(n)

91

@ùn,@r)
@ù"n(pù

AryI
Lryt
Lry,t

)a
)a

rbr
rbr

(4.37)

f (piv"-,r ) A 4I (p N 
"",rùn,(p 

x *,,t)

f (pr"-,t ) A ftI (rt x -,,t)nu (p x.-,t)

Finalement, il reste à écrire I'apport des termes de contact dans l'équation d'équilibre à I'ordre

n :

{aôq"}t{raRÊ}:{^ôq"}tlcfNeNl{aqi}+{aôq"}t{ran#} (4.38)

L'exposant '"' dans I'écriture du vecteur {Aôq"} indique que les næuds concernés sont ceux

susceptibles d'entrer en contact. On a alors:

{Aôq'} : [Q"]{Aôq} (4.3e)

L'expression (a.38) se réécrit:

{Aôq}' [Q"]'[cr N s N][Q"] {aq"} + {aôq}t {Q"l'{ra4}_ ,, .^
tKtl {aF#'}
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La matrice symétrique [Kf] désigne Ia matrice de rigidité de contact, et {AFfc} le vecteur des
seconds membres qui ne dépendent que des termes aux ordres précédents.

Remarque 4.5.1.1

Rappelons que les expressions (4.40) de la matrice de contact [Ki] et des seconds membres
iF#") s'appuient sur la formule (4.2I) qui suppose une normale fixée. Ces formules ne sont
valables que pour Ie cas d'un obstacle plan. Les formules liées à l'obstacle circulaire sont dans
I'annexe (8.2).

Le problème discrétisé à I'ordre n @.20) devient:

K'l{aq,} : aÀ,n{F} + {aFir} @.41)
où la matrice de rigidité globale [K1] ainsi que les seconds membres {AF#} contiennent les
contributions dues au contact:

K,l : lKi,n)+ fKfl

{aF*I}:{aF#e}+{aF#"}

Remarque 4.5.L.2

La matrice de rigidité globale [K1] est exactement celle de I'itération actuelle lorsque l,on
utilise I'algorithme de Newton d'ordre élevé. Si c'est l'algorithme de Newton modifié d,ordre
élevé qui est utilisé, [K1] est la matrice de la première itération.

La condition d'orthogonalité à I'ordre n @.17) s'écrit après discrétisation sous la forme:

{aq " } t {q } *AÀ, ,A ) ' :Q  (4 .42 )

Finalement, lorsque l'on utilise la méthode de pénalisation, cela nous donne le problème à râ
soudre suivant:

à I'ordre I

Jtxdton'): 
aÀr{F} - {n,o}

Itao't ' to)*aÀ1À':Q

J 
t*,ttoo,) : aÀ,,{F} + 1arirl

Ito*t'tn')*aÀ,.À':o

(4.43)

e tà l ' o rd ren , (2SnSN) :

(4.44)
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Les termes des séries (4.15) sont obtenus par résolution des systèmes (4.43) et (a.4Q. La procé-

dure de calcul se résume ainsi:

Algorithme à ltordre 1

1. Résoudre

2. Calculer

Kr l {qa} : { -Re}

lK'l{qr} : {F.}

^ \ -tqa)ttq )aÀ1 : tq" t t tq- t+x

{ A q r } : { q . R } + A À l { q F }

{Asr} : [D][BP]{aqr}

{AR,r}: [Kf]{Aqr}

Algorithme à ltordre n

1. En draque point de Gauss calculer

2. Assembler

3. Résoudre

4. Calculer

tas#)

{Âs"} er {aFire}

{AF#} : {aF#s} + [Q"]'{a#"}

tKrltad") : {aFir}

^ \ -tad")t{q }aÂn:{æiq') 
+T

{Aq' ' } :AÀn{qr}+{acû,}

{AS"} : tDltBol{Aq,"} + {As#}

{AR-} : Kfl{Aq"} + {Arir"}
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4.5-2 Algorithme de correction dtordre élevé avec la méthode du lagrangien
perturbé

Dans cette partie, nous construisons le correcteur d'ordre élévé avec la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange. Nous reprenons l'équation (4.2I) que nous réécrivons au næud de contact
p sous la forme:

Après assemblage de ces Nænt relations nodales, nous obtenons I'expression suirrante du vecteur
incrément des efforts de contact:

( o*^rrù 'l

{rARg} : Af'.,,aR-(p) : trl,q | "U*, I
I ouro*".,,1 ) (4.46)

où fi est un opérateur d'a'ssemblage et la matrice [fN] a été définie précédemment (voir chapitre
2 92.5).
Nous écrivons le travail virtuel des eforts de contact à I'ordre z, à I'itération p*l sous Ia forrre
suivante:

{aôq"}t{f aRg} : {aôq.}t [fN] {ann}
Avec Ia définition de I'opérateur Q" (4.99),

{aôq.}' [fN] {a,%} : {aôq}t [Q"]r [fN] {A^R, }

Et donc Ie problème à I'ordre n @.20) se réécrit:

[ri'n]{aq,} - [e"]t [fN]{An"} : AÀ,,{F} + {Arirel (4.4e)

Le multiplicateur de Lagrange {AÆ"} constitue une inconnue supplémentaire du problème dis-
crétisé à l'ordre n.

Nous reprenons à présent I'enpression de {An"} en chaque næud de contact p (4.81). Nous la
réécrivons sous Ia forme suirrante:

Ôrd{"tp)tt{at,} - AR^(p): -AR*(p)

Ce qui nous donne en multipliant pa.r Ia longueur f(p):

(4.45)

(4.47)

(4.48)

(4.50)

{4,%}

c61r611,.(e))'{ îi:3} 
-.r, ^R^@)- -f(p) ̂HI@) (4.51)
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Donc:

{t(p)n,(p) tc ' "' 
( a^'b) ) 1

?)nuw)rl a,,',.o) I 
- 

ù'@) 
^R^(p): -h',) 4@) e,2)

Nous réécrivons (4.52) de la manière suivante, en faisant à nouveau apparaître le vecteur {(fn)@)} :

{(ro)1e)}'{au,"(p)} - 
ùrn 

aR (p): -Ufotr @) ^4'@) (4-53)

Après assemblage sur les Ncm,t næuds de contact, nous obtenons la relation matricielle suivante:

lfl,rlt{Ad,} - ts,l{AR"} : -{ar#,"} (4.54)

o,i ISr] est une matrice de soupless e et {AH!"} est un vecteur issu des non-linéa.rités de contact.

Ils sont définis pa,r:

lS'l :

0

0

l@tt**)
C(Px*rrt)

.oD

| (e ' ) .oo
c@ù

o l(Æ)o
C@z)

io:
0io

et ,^r*"r: 

{

Ho*r''
W',"ry*'

:

m^*r.I
Nous réécrivons I'équation (4.54) sous la forme:

- tfNl'tQJ{aq"} + [s']{aa"} : {ani'"} (4.56)

Finalement, lorsque I'on regroupe les équations (4.49) et (4.56), Ie problème discrétisé à I'ordre

rz apparait: il s'agit de trouver {q"} .t {AR"} solutions du problème:

I 
Kr'l -rQ"l'rfNl 

I I 
^* 

) :o^,{' } *{ 
o"*'

L-F*l'tq"l ts,t l looJ loJ Iaa#'
Le problème à l'ordre n @.57) est réécrit sous la forme plus compacte:

(4.57)

pq,-tl{Ld7t} : aÀ,{F*'} + {arf'} (4.58)
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Remarque 4.5.2.1

La matrice de rigidité globale F(f-,\ est exactement celle de I'itération actuelle en cas d'uti-
Iisation de I'algorithme de Newton d'ordre étevé. Si I'algorithme de Newton modifié est utilisé.
[K,'] est Ia matrice de rigidité globale calculée à Ia première itération.

Lors de I'utilisation de la méthode du lagrangien perturbé, nous écrivons la condition d'ortho.
gonaiité issue de la technique de longueur d'arc (4.LT) en prenant en compte les réactions de
contact en plus des déplacements. Cela conduit à I'ordre n, après discrétisation pax éléments
finis, à la relation:

{Lqflt\' {q^'} f AÀ,,À' : Q (4.5e)

Ainsi, le problème de contact, Iorsque la méthode du lagrangien perturbé est utilisée, consiste à
I'ordre L, à résoudre:

IKï'rl{aq?'} : AÀr {F-t}

{Aqî-,t}t{ ri*r} * aÀ1À' : o

(4.60)

(4.61)

et à I'ordre n (2 <n ( N), à résoudre:

IKfl-\{AqflÉ} : aÀ,,{F^t} + {AIfl'-,,t}

{Aqff*t}t{ o'ænt' * AÀ,,À, : g

Nous rappelons que la matrice de rigidité et {AFiIe} dépendent du choix du correcteur d,ordre
éIevé utilisé.

L'algorithme issu du couplage de la MAN avec la méthode du lagrangien perturbé est le suivant:
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Algorithme à ltordre 1

1. Resoudre

2. Calculer

3. En déduire

4. Calculer

lx?'\{qtr'}: { - Rwtl

lxfl"l{qf'} : {F*'}

^ \- - -{qff't'{ri*'I
4' \L-  

{q{} ' {dc"nt} tÀ '

{nqfl'} : {qff|1 + AÀ1 {qgrtl

{Aqr} et {AR1}

{asr} : [D][BP]{Aqr}

Algorithme à ltordre n

1. En chaque point de Gauss calculer {AS#}

2. Assembler iAS,) et {AF*re}

{antrt}: { îli }l r r r rn  J - \  LH i *  I

3. Résoudre lK.|{Ad"-t} : {Altfft]'

4.Calculer AÀ,n: -ffi

[Aqfi-t] : a'À,-{qff',t} + {4.Î'.*t}

5. En déduire {Aq'} et {An"}

6. Calculer {AS"} : tDl[Be]{Aq"} + {AS#}

Remarque 4.5.2.2

Si I'algorithme de Newton modifié est utilisé, Ia matrice de rigidité tangente a déjà été calcu-

lée à Ia première itération. Le cott de calcul pour déterminer les séries (4.15) est donc celui de
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I'assemblage de quelques seconds membres et de la résolution de eueleues systèmes triangulaires.

Les correcteurs d'ordre élevé présentés dans cette partie sont combinés au prédicteur d'ordre élevé
défini dans le chapitre 2. Nous obtenons ainsi des algorithmes de prdiction-correction d,ordre
élevé qui fonctionnent selon le schéma présenté dans la partie (4.4).

4.6 Bilan du chapitre et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté des algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé
pour Ia résolution des problèmes de contact. Plusieurs tests numériques seront présentés dans
ce qui suit, pour compaxer I'efficacité et la fiabilité des deux stratégies de calcul choisies. Le
pa.ramètre de contrôle ô1 est importa.nt pour la définition de ces stratégies. Pour de petites valeurs
de ce paramètre, la longueur des pa"s est raccourcie, mais la précision de calcul est grande: cela
nous permet de limiter le nombre de phases de correction. Pour de très petites rzaleurs de ô1, il n'y
a donc pa,s besoin de corrections et on retrouve ta MAN classique. Pour de grandes valeurs de ô1,
une réduction du nombre de pas est espérée, mais en contrepartie, il faudra corriger comme lors
de I'utilisation des méthodes classiques itératives d'ordre un. Le choix de l,ordre de troncature
Nærc est également important. II sera discuté dans Ia suite du travail. Il s'agira en outre de
compaxer le comportement des algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé lorsqu'ils sont
couplés à la méthode de pénalisation ou Ia méthode du lagrangien perturbé.



CHAPITRE 5

Expérimentation numérique des

algorithmes de prédiction-correction

ans ce chapitre, nous mettons en ceuvre sur différents tests, les algorithmes
de prédiction-correction d'ordre élevé pour les problèmes de contact, dâ
finis dans le chapitre précédent.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de divers tests choisis dans le but d'évaluer,

d'optimiser et de comparer les algorithmes présentés dans Ie chapitre précédent. Les exemples

choisis sont ceux du chapitre 3 (c/ figure : 3.1) et (c/ figure : 3.2). Nous rappelons dans un

premier temps Ie fonctionnement des algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé. Puis

nous montrons les améliorations apportées pax ces algorithmes par rapport aux algorithmes

itératifs classiques. Ensuite nous testons les algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé

Iorsqu'ils sont couplés à Ia méthode de pénalisation et à la méthode du lagrangien perturbé.

Les critères d'évaluation de ces algorithmes sont la fiabilité et l'efficacité. Enfin nous étudions

l'influence du pa,ramètre de régula,risation sur le comportement des algorithmes avec pénalisation

et avec multiplicateurs de Lagrange.

5.2 Prédiction-correction d'ordre êlevé pour les problèmes de contact

5.2.L Fonctionnement des algorithmes

Nous rappelons que nous utilisons deux algorithmes qui correspondent à des stratégies de

prédiction-correction distinctes. Le premier est appelé algorithme de Newton d'ordre élevé: il

nécessite le traitement et la décomposition de deux matrices de rigidité tangente au moins par

pafi: une lors de la phase de prédiciton et une pour chaque itération de correction.

Le second ne nécessite le traitement que d'une seule matrice par pas: une seule matrice est traitée

pour toutes les itérations et c'est cette même matrice qui est utilisée pour la prédiction du pas

suivant. Cet algorithme est appelé par la suite algorithme de Newton modifié d'ordre élevé.

Ces algorithmes sont couplés à une formulation du problème de contact soit pa,r la méthode de

pénalisation, soit pa,r la méthode du lagrangien perturbé.

Lors d'un pas a*symptotique, on procède d'abord au calcul de la branche de prédiction avec une

représentation par approximants de Padé à I'ordre N : Npred. La fin de la courbe de prédiction

est défrnie à I'aide du para^mètre ô1. Les procédures de prédiction MAN sont relativement efficaces,

il n'est donc pas nécessaire de corriger à chaque pas. Une correction n'est jugée nécessaire que

lorsque le residu devient supérieur à une valeur ô2 eue nous fixons à 10-2. Les corrections sont

alors calcnlées itérativement à I'ordre N -- Næm et elles sont arrêtées dès que Ie résidu devient

inférieur à ôs - 10-4. Ensuite on passe au pa^s suivant.

Nous prenons des précautions pour tous les calculs: lorsque le résidu est supérieur à 10-1 la

longueur du pas est réduite de 10%. Nous réduisons de la même manière la longueur des pas en

cas de pénétration.

Nous dirons qu'un algorithme diverge lorsque le nombre d'itérations lors d'un pa.s est supérieur

à5 .
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5.2.2 Analyse du temps de calcul

Nous avons vu dans la partie (3.3.2), que le temps d'une itération de calcul est celui de
I'évaluation et de la décomposition d'trne matrice de rigidité tKt a.dditionné à celui du ca.lc'l
des seconds membres. Ce dernier est proportionnel à I'ordre de troncature choisi pour les séries
(c/figure :3.6) ($ 3.3.2). Nous avons également vu que le cott de calcul d'environ 12 seconds
membres est égal à tKt,lorsqu'on utilise le maillage 3. En prenant pour référence le cott d,un
calcul linéaire par une méthode directe, nous comptons 1 unité pour chaque matrice à traiter, et
nous approximons le temps pour calculer .lV"- termes de la série par cette formuie:

t(/v"-) :ry
Et donc le cott d''ne prédiction à l,ordre Lb sera égal environ à:

(5.2)

TReLpau 5.1 - Temps de calcul dtun pas avec les deux algorithmes. Niter: nombre
total dtitérations

II convient de distinguer les deux algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé pour définir
le cott d'un pa^s de prédiction-correction. Nous présentons ce coût dans le tableau (b.1). pour
I'algorithme de Newton d'ordre élevé, il faut compter le temps de Ia pha.se de prédiction (b.2) plus,
à chaque itération, une unité pour la matrice de rigidité et Ie temps de calcul des seconds membres.
Dans I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé on ne compte qu'une seule unité pour la
matrice de rigidité pour la prédiction et la correction. Il faut ensuite rajouter le temps de calcul
des seconds membres pour la prédiction, 

#, "r 
le temps de calcul des seconds membres pour

chaque itération, d.onc en rorr- 
(Nitu*-!-ù, 

olt Niter désigne le nombre total d,itérations
et Nærr I'ordre de correction.
Notons que' en utilisant le nombre a(lV) présenté au paragraphe $ (3.3.2), Ies deux temps de
calcul s'écrivent de façon plus générale en fonction des deux ordres de troncaturc Nyred, et Nærr
et du nombre d'itérations Niter

| + a(Npred) + (1 * a(Nærr)) + Niter pour I'algorithme de Newton d,ordre éIevé, et

L * a(N pred) + a(N ærr) * Niter pour l'algorithme de Newton modifié d,ordre élevé.

Nous nous servons de ces considérations pour érraluer dans ce qui suit, I'efficacité des difiérents
algorithmes utilisés.

(5.1)

t * i; :2.25

Algorithme de Newton dtordre élevé Algorithme de Newton modiffé dtordre élevé

2.25 + $+ ry) * Niter 2.25+wry@
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5.3 Pourquoi corriger à ordre élevé?

Dans un premier temps, nous montrons I'intérêt de corriger à ordre élevé. L'exemple utilisé

pour les ca,lculs est le test f (c/figure : 3.1) (poutre éla^stique en contact avec une surface rigide

plane). La formulation du contact se fait avec la méthode de pénalisation. Les calculs sont

a,rrêtés lorsque le paramètre de cha,rge À est égal à 1. Nous utilisons pour les calculs I'algorithme

de Newton d'ordre élevé. Nous choisissons dans un premier temps d'utiliser un ordre Nærr : L

pour les corrections, ce qui correspond à une prédiction MAN classique avec une correction de

Newton. Nous noterons 'Correcteur de Newton' cet algorithme. Puis nous effectuons les mêmes

calculs avec un ordre Ncorr :5 et nous appelons cet algorithme 'Correcteur de Newton d'ordre

élevé'. Pour différentes valeurs du pa,ramètre de contrôle de longueur des pa^s ô1, nous reportons

Correcteur de Newton

(Nærr : L)

NbPas Ni,ter Nhmt

Correcteur de Newton

d'ordre élevé (Nærr :5)

NbPas Ni,ter Nhrlat

Tee1,pau 5.2 - Correcteur de Newton: influence de ltordre de correction pour diffé-

rents ô1 sur NbPas: nombre de pas, Niter: nombre total de corrections et Nbmatz

nombre total de matrices à traiter.

dans le tableau (5.2), Ie nombre de pa.s, le nombre d'itêrations nécessaires ainsi que Ie nombre

total de matrices à traiter pour effectuer le calcul avec les deux algorithmes de Newton.

Nous observons d'abord que pour toutes les valeurs de ô1, les algorithmes convergent. PIus ô1

est grand et plus le nombre de pas pour faire le calcul diminue. En contrepartie, il faut faire

des corrections. II n'est pas nécessaire de faire des corrections lorsque ô1 est inférieur à 10-6, on

retrouve alors le schéma MAN classique. Pour de plus grandes valeurs de ô1, il faut corriger la

solution. Comme les procédures MAN sont efficaces, il n'est pa^s nécessaire de corriger à chaque

pas. Avec les corrections de Newton d'ordre élevé, une seule itération suffit à I'obtention d'un bon

résidu. Par contre avec des corrections de Newton, il faut corriger plusieurs fois pour atteindre

nn résidu acceptable: pax eKemple pour ôr : 10-3, le nombre d'itérations (Ni'ter: 43) est deux

fois plus grand que le nombre de pas nécessaires au calcul NbPas : 20. Pour ôr : 10-6, il

faut faire 28 pa^s pour les deux algorithmes et il faut corriger au L7ffi" et au 22ffi pas. Nous

présentons dans le tableau (5.3), les résidus après correction avec les deux correcteurs de Newton.

Le correcteur de Newton d'ordre élevé corrige pour les deux pas une seule fois et permet d'obtenir

de très bons résidus : 0.32 x L0-6 au pa^s noL7 et 0.26 * 1.0-5 au 22ffi pas. Le correcteur de Newton

34034
28230
24 10 34
22 13 35
20 15 35
20 18 38
19 18 37

34034
28735
23 18 4r
21 27 48
20 43 63
20 52 72
19 47 66
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No Pas Itération Résidu apr
Correcteur de Newton

(Ncorr : l)

'ès correction

I Correcteur de Newton

I d'ordre élevé (Ncur :5)
L7 I

2
3

0.92 x 10-2

0.35 x 10-3

0.52 * 10-6

0.32 x t0-6

22 I
2
3
4

0.49 * L0-1

0.87 * l0-2

0.37 * 10-3

0.71 * 10-6

0.26 x 10-5

TeeLpRu 5.3 - Résidu après correction avec correction de Newton et correction de
Newton dtordre élevé pour ôr :10-6

permet une convergence moins rapide puisqu'il faut au moins 3 itérations pour obtenir des résidus
comparables.

Corriger à ordre élevé permet donc de réduire de ma.nière significative Ie nombre d'itérations de
correction et donc le nombre de matrices à traiter. Le meilleur calcul est celui correspondant
à 61 : 10-6, pour ce calcul 30 matrices doivent être traitées. D'après le paragraphe précédent
(5-2.2),le temps total est celui des 28 pas à I'ordre L5 auquel s'ajoute celui des 2 itérations à I'ordre
5. D'après la règle qui a été établie, Ie temps est d'environ 66 unités. A titre de comparaison, le
meilleur calcul obtenu avec Ia MAN classique cotte 34 unités pour les matrices plus 84 fois le cott
des seconds membres à I'ordre 15. Donc ce calcul requiert 76.5 unités. En utilisant I'algorithme
de Newton d'ordre élevé, nous gagnons donc en plus de la fiabilité, une diminution du temps de
calcul. En comparaison avec Abaqus, I'algorithme MAN est plus rapide: le meilleur ca,lcul se fait
avec 128 unités. Nous rappelons que le résidu requis lors d'un calcul par Abaqus est b * 10-3.
Donc I'algorithme de Newton d'ordre élevé est plus efficace.
Mais nous voudrions optimiser au maximum Ie temps de calcul. Il est donc nécessaire de traiter
le moins de matrices possible. Nous utilisons dans ce qui suit I'algorithme de Newton mod.ifié
d'ordre élevé qui permet de traiter une seule matrice de rigidité par pas.

5-4 comment réduire le nombre de matrices à traiter?

Nous avons voulu en premier lieu tester I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé avec un
ordre de correction égat à l-: il diverge sur cet exemple. Nous rappelons qu'au delà de b itérations,
nous interrompons Ie calcul. Nous avons donc appliqué uniquement l'algorithme de Newton mo-
difié d'ordre élevé pour des ordres de correction supérieurs ou égal à 5 dans ce qui suit. Nous
expérimentons cet algorithme (avec pénalisation) toujours sur le test L. Dans Ie tabteau (b.4),
nous avons représenté pour différentes valeurs du paramètre ô1, le nombre de pa,s, Ie nombre total
de corrections ainsi que Ie nombre total de matrices à traiter. Nous rappelons qu'à ôr : 10-7,
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ô1 Nwrr NbPas Niter Nbrnat

10-6

10-5

10-4

o 28
24
24

2
22
28

28
24
24

10-3 10 20 T7 2T

10-2

10-1

15 22 19 23
20 19 2r

Tns1,plu 5.4 -Algorithme de Newton modifié dtordre élevé: influence de ôt sur

NbPas: nombre de pas, Ni,ter: nombre total de corrections et Nbnnt: nombre total

de matrices à traiter. Noorr: ordre de correction.

il n'est pas nécessaire de corriger, voir tableau (5.2). Nous rappelons que I'intérêt majeur de cet

algorithme est de ne traiter qu'une seule matrice de rigidité par pas. Le nombre total de matrices

à traiter Nbmnt est donc égal à NbPas, et on ajoute 1 si Ie ca,lcul se termine par une correction.

Ainsi pour le calcul correspondant à ô1 : 10-5, il faut corriger 22 fois, cela revient à calculer 22

seconds membres supplémentaires à I'ordre 5 et on ne traite qtrc 24 matrices. Pour ô1 : 10-4,

certains pas ont été corrigés en deux itérations, mais comme la matrice de la première itération

est réutilisée pour les itérations suivantes, il n'y a pas de matrice supplémentaire à traiter. Pour

des ô1 supérieurs à 10-4, I'algorithme ne converge plus pour un ordre de correction Nærr :5.

On augmente en conséquence I'ordre de correction à 10, puis à 15 pour ô1 > l0-2.

L'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé fonctionne pour toutes les valeurs de ô1, avec nê

cessité de corriger presque à tous les pa^s pour ô1 ) 10-5, et d'augmenter I'ordre de correction

Netrr pour pouvoir faire de grands pa.s. Le meilleur calcul est celui correspondant à ô1 :10-3.

Il faut traiter seulement 21 matrices. Pour avoir Ie temps de calcul, il faut rajouter le temps

des seconds membres à l'ordre 15 pour la prédiction et à I'ordre 10 pour Ia correction. Le calcul

compte donc en tout un peu plus de 53 unités. Nous avons donc réduit le temps de calcul par

rapport à I'algorithme de Newton d'ordre élevé et par rapport à Abaqus.

Nous avons appliqué I'algorithme de Newton d'ordre élevé et I'algorithme de Newton modifié

d'ordre élevé sur le second test (c/figure : 3.2). Pour différentes valeurs de ô1, nous avons reporté

dans le tableau (5.5), le nombre de pa.s, d'itérations et de matrices à traiter pour faire le calcul

avec un ordre de correction Nærr :5.

Pour toutes les rraleurs de ô1, Ies deux algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé convergent.

Pour ô1 ( 10-6, il n'est pas nécessaire de corriger ce qui correspond à la MAN classique. Puis

pour de plus grandes valeurs de ô1, le nombre de pas diminue et le nombre de corrections aug-

mente. Les algorithmes fonctionnent même pour de grandes valeurs de ô1 (10-2 et 10-1) avec

des corrections à chaquê pN, mais le nombre total des itérations reste faible: une seule itération

suffit par pas. La MAN sans correction requiert 30 traitements de matrice ce qui correspond à

67.5 unités. L'introduction de corrections permet de réduire le nombre de pas pour de grandes
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ô1

Algorithme de Newton Algorithme de Newton
dtordre élevé modiffé dtordre élevé

NbPas Nitrl. Nbmat ll fAp"" Ni,ter Nbmat

L0-7

10-6

L0-5

10-4

10-3

L0-2

10-l

37037
30030
25 Ll 36
2L 16 37
19 L7 36
20 18 38
19 18 37

37
30
28
26
27
26
24

0
0
23
24
26
25
22

37
30
27
25
26
25
23

Tael,peu 5.5 - Cas de ltobstacle circulaire: influence du paramètre ô11 avec Npred -
15 et Ncorr - 5. NbPas: nombre de pas, Niter: nombre total de corrections, Nbmntz
nombre total de matrices à traiter

valeurs de ô1. De meilleurs résultats sont obtenus avec I'algorithme de Newton modifié d'ordre
élevé: il faut traiter moins de 30 matrices. L'algorithme de Newton d'ordre élevé donne également
des résultats satisfaisants. Comparé à I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé, Ia prédiction
est opérée de manière exacte ce qui conduit à des longueurs de pa,s plus grandes et également
à une réduction du nombre d'itérations. Mais le nombre de matrices à traiter n'est jamais en
deçà de 30. A titre de comparaison, pour cet exemple, le calcul Abaqus cotte 7l unités, donc les
algorithmes MAN sont aussi performants.

5-5 Comparaison entre les algorithmes avec pénalisation et avec
multiplicateurs de Lagrange

Nous voulons comparer les algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé lorsqu'ils sont
couplés à la méthode de pénalisation et la méthode du lagrangien perturbé. Nous avons d.onc
procédé à une série de calculs sur le premier test avec I'algorithme de Newton d'ordre élevé et
I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé couplés à la méthode du lagrangien perturbé. pour
différentes valeurs de ô1, nous donnons dans Ie tableau (5.6) le nombre de pas, d'itérations et de
matrices à traiter. L'ordre de corrrection Nærr est le même pour les deux algorithmes et est
égal à 5.
Les deux algorithmes sont robustes puisqu'ils convergent pour toutes les valeurs de ô1. par
rapport à l'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé avec pênalisation où il n'y arrait plus
convergence avec cet ordre Nærr : 5 pour des ô1 supérieurs à 10-4, voir tableau (5.4), I'at-
gorithme de Newton modifié d'ordre élevé avec multiplicateurs de Lagrange converge toujours
avec Ncorr:5. Jusqu'à ôr - L0-4, il n'est pa"s nécessaire de corriger. En compa,raison, avec les
algorithmes avec pénalisation, il fallait corriger dès que ô1 était égal à L0-6, voir tableau (b.2).
Pour de plus grandes longueurs de pas, il faut corriger mais le nombre total des itérations est



5.5. Comparaison entrc 1æ algorithmæ avec pênalisation et avæ muJtiplicateurs de LagrangeT}T

Algorithme de Newton

dtordre élevé

NbPas Niter Nbrnat

Algorithme de Newton

modiffé dtordre élevé

NbPas Ni,ter Nbmat

TLgr,plu 5.6 - Muttiplicateurs de Lagrange, influence du paramètre ô1 sur NbPas:

nombre de pas, Niter: nombre total de corrections et Nbmat: nombre total de ma-

trices à traiter (Ncorr :5).

faible compa,ré aux algorithmes avec pénalisation: même pour de grandes valeurs de ô1, on ne

corrige pas à chaque pas. Pour I'algorithme de Newton d'ordre élevé, ce nombre d'itérations va,rie

entre 5 et 1.1 alors que pour le même algorithme avec pénalisation, ce nombre rra,rie entre L0 pour

ôr:10-5 et 18 pour de plus grands pas.

La diffêrence est plus prononcée pour I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé: il faut une

vingtaine d'itérations dès que ôr : 10-5 avec I'algorithme avec pénalisation alors que celui avec

multiplicateurs de Lagrange compte toujours moins de 10 itérations. Ceci conduit à une réduc-

tion du nombre de matrices de rigiditê à traiter et donc du temps de calcul. Le meilleur calcul

correspond à celui sans correction qui cotte 47.25 unités. Rappelons que le calcul avec Aba-

qus exige 128 unités. L'introduction de corrections nous permettent essentiellement de fiabiliser

I'algorithme 'MAN avec lagrangien perturbé': nous avons représenté dans Ie tableau (5.7), Ie

No Pas Résidu anant correction Résidu après correction

1

2

6

t4

16

18

2L

0.0343
0.0855
0.036
0.0512
0.0166
0.0402
0.0594

2.41*10-LL

3.81'r,10-1r

4.1*10-11

3.47x10-11

3.59*10-11

3.59x10-11

3.11*10-1r

Tl,srpnu 5.7 - Algorithme de Newton modiffé dtordre élevê: résidu avant et après

correction pour ô1 : L0-2, Nwr -- 5.

résidu avant et après correction lors du calcul avec I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé

(avec multiplicateurs de Lagrange) correspondant à ôr - 10-2. n est clair qu'avec un ordre de

37037
32032
25025
2L021
2L922
2L722
24825

37037
32032
25025
2t021
20929
22527
24 11 35
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correction relativement petit, une seule itération sufrt à obtenir des résidus bien plus petits que
ce qui est demandé: tous les résidus après corrections sont inférieurs à 5* 10-11.
Nous rappelons que pour ces valeurs de ô1 et de Næt'r,le même algorithme avec pénalisation
diverge.

5-6 Influence de la régularisation sur les algorithmes de prédiction-
correction dtordre élevê

Le but d'introduire les multiplicateurs de Lagrange dans la formulation discrétisée du pro-
blème de contact est d'obtenir des matrices de rigidité mieux conditionnées que celles que I'on
obtient par Ia méthode de pénalisation pour de très petites valeurs du paramètre de régularisa-
tion 4. Nous voulons donc comparer le comportement des algorithmes avec pénalisation et avec
multiplicateurs de Lagrange. Comme nous voulons toujours optimiser le temps de calcul, nous
nous limitons à l'étud" 6s I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé. Nous choisissons pour
le test I' de plus petites valeurs de 4 que celle qui était utilisée jusqu'à présent: nous rappelons
que nous avions choisi ?:10-3.
Tout d'abord, nous fixons T à,lÙ-a et nous faisons 'rarier le paramètre de contrôle de la longueur
des pas ô1. Nous avons choisi des rraleurs de ô1 entre L0-6 (ce qui correspond au calcul avec
des corrections pour les algorithmes avec pénalisation) et fO-e: nous estimons qu,il ne faut pas
choisir des ô1 plus grands que 10-3 car au-delà il y a, au cours du calcll, beaucoup de réductions
de la longueur du pas conformément aux précautions adoptées, voir la partie (b.2.1).

Pénalisation (Nwr: t0)
NbPas Ni,ter Nbmat

Lagrangien perturbé

NbPas Niter NbnÆt

TRsLpRu 5.8 - Algorithme de Newton modifié dtordre élevé avec q: L0-4 pour dif-
férents 61. NbPas: nombre de pas, Niter: nombre total de corrections et Nbrnatz
nombre total de matrices à traiter.

Nous donnons dans le tableau (5.8), Ie nombre de pas, d'itérations et de matrices à traiter
Iorsqu'on utilise I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé avec la méthode de pénalisation
et avec Ia méthode du lagrangien perturbé, lorsque 4 est égal à 10-4. De Ia même manière que
lorsque ?: 10-3, il n'est pas nécessaire de corriger quand ô1 est inférieur ou égal à lO-a avec
I'algorithme de Newton modifié d'ordre élevé avec multiplicateurs de Lagrange. Pour I'algorithme
avec pénalisation, la convergence n'est plus assurée lorsque ô1 est supérieur ou égal à 10-5. pour
faire converger l'algorithme à ôr : 10-6, il a fallu augmenter I'ordre de correction: nous avons
utilisé un ordre Ncorr : 10. Avec les multiplicateurs de Lagrange, I'algorithme de Newton

45 26 46
divergence

divergence

divergence

57

ûû

54

49

0
0
0
2

o /

oo

54

50
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mod.ifrê d'ordre élevé converge toujours avec Næn:5, et peu d'itérations: environ 4% des pas

doivent être corrigés lorsque ôr: l0-3.

109

Pénalisation

NbPas Niter Nbmat

Lagrangien perturbé

NbPas Niter Nbrnat

Taaleau 5.9 - Algorithme de Newton modiffé dtordre élevé avec n: L0-5 pour dif-

férents \. NbPas: nombre de pas, Ni,ter: nombre total de corrections et NAmat:

nombre total de matrices à traiter, Nenrr :5.

Nous avons ensuite diminué la rialeur de 4. Nous avons effectué le même type de tests que pre'

cédemment, mais pour 4: L0-5, voir Ie tableau (5.9).

Pourcettevaleurde4,i lestnécessairedecorrigerdèsqueô1:10-aavecl 'algorithmeavecmul-

tiplicateurs de Lagrange. Mais Ie nombre d'itérations est très faible: il faut corriger à moins de

b% des pas. Quant à I'algorithme avec pénalisation, il diverge même pour un ordre de correction

Nærr: L5. L'algorithme avec multiplicateurs de Lagrange converge avec un ordre de correction

égal à 5 et avec peu d'itérations.

Notons que choisir q égat à L0-4 ou l0-5, constitue une régularisation très sévère (c/ figure :

2.1). il n'est donc pa^s étonnant que I'algorithme avec pénalisation rencontre des difficultés de

convergence. Pour faire converger cet algorithme, il faut droisir des valeurs de ô1 beaucoup plus

petites, de I'ordre de 10-8, ce qui revient à réduire Ia longueur des pa^s et appliquer la MAN

classique sans correction.

5.7 Bilan du chapitre et perspectives

Nous avons montré dans ce chapitre que coupler un prédicteur d'ordre élevé à un correcteur

d'ordre élevé permet une amélioration significative de I'efficacité et de la fiabilité de la Mêthode

Asymptotique Numérique cla,ssique. En comparaison avec la MAN classique, les algorithmes de

prédiction-correction présentés sont plus robustes parce qu'ils fonctionnent pour une large plage

de valeurs du paramètre de contrôle de la longueur des pa^s. Ils sont efficaces puisqu'ils convergent

avec peu d'itérations. En comparaison avec Abaqus,le nombre d'inversions de matrice est réduit.

Enfin, les algorithmes avec multiplicateurs de Lagrange sont plus fiables et plus efficaces que ceux

avec pénalisation, et plus encore lorsque le paramètre de régularisation est choisi petit.

divergence 96

divergence 90

divergence 90

0
3
4

96

91

91



Conclusion générale

Dans ce tra'rail, nous avons défini de nouveaux algorithmes asymptotiques numériques pour

la résolution des problèmes de contact unilatéral. Ces algorithmes sont basés sur la Méthode

Asymptotique Numérique (MAN) qui associe une méthode de perturbation à la méthode des

éléments finis. Les conditions classiques de contact qui ne sont pa.s analytiques sont remplacées

pax une relation hyperbolique entre les forces et les déplacements. Le problème régularisé est

alors résolu par la MAN. Les forces de contact sont considérées comme des efforts extérieurs et

sont déterminées sous forme de séries entières. Pour discrétiser le problème de contact unilatéral,

deux formulations ont été testées : une avec la méthode de pénalisation et condensation des forces

de contact et l'autre avec une méthode mixte basêe sur les multiplicateurs de Lagrange consi-

dérant les forces de contact cornme des variables discrètes supplémentaires. Puis une technique

de continuation basée sur une représentation de Ia solution par approximants de Padé est utilisée.

Les résultats des algorithmes proposês ont été comparés avec ceux du code de calcul par éIé-

ments finis Abaqus qui utilise la méthode de Newton-Raphson pour résoudre les problèmes non-

Iinêaires et des multiplicateurs de Lagrange pour modéliser les conditions de contact. Rappelons

que contrairement aux méthodes itératives classiques pour lesquelles les branches de solution ne

sont obtenues que de manière discrète (point pa,r point), Ies calculs asymptotiques donnent des

représentations continues à chaque pas de calcul. Avec un choixjudicieux du paramètre de régu-

larisation, les algorithmes MAN donnent des courbes de réponse comparables à celles obtenues

avec Abaqus. En outre, les algorithmes proposés conservent leur efficacité lorsque la taille des

problèmes augmente: le ra,ffinement du maillage n'entraine pas d'augmentation du nombre de

pas nécessaires au oalcul, ce qui n'est pa.s Ie cas pour I'algorithme itératif de Newton-Raphson.

Ce résultat est important en vue de la simulation des procédés de mise en forme où les problèmes

sont de grande taille et Ie ra,ffinement de maillage est souvent nécessaire pour assurer une qualité

satisfaisante de la solution.

La procédure de continuation est contrôlée pax un paramètre qui fixe la longueur des pas. Pour

fiabiliser les algorithmes MAN, et ne pas sous-estimer la taille des pas, nous avons dans un

second temps proposé de corriger si nécessaire à ordre élevé. Nous avons donc présenté deux

stratégies de prédiction-correction: I'une nécessitant le traitement d'au moins der:x matrices pax

pas asymptotique, et I'autre permettant de ne traiter qu'une seule matrice de rigidité par pas.

111



ILz Conclusion gén&ale

Les correcteurs d'ordre élevé sont beaucoup plus efficaces que les correcteurs cla.ssiques de New-
ton (d'ordre un) puisque très peu d'itérations sont nécessaires pour l'obtention d,un bon résidu.
Les algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé proposés permettent une amélioration si-
gnificative de la fiabilité de la MAN classique. L'efficacité est aussi a,rréliorée puisque le nombre
de matrices à traiter est réduit.

Par rapport aux travaux précédents sur le contact unilatéral par Ia MAN [EHg8] [Brugg] [Abig!,
les apports spécifiques de ce mémoire sont:
o Le traitement des efiorts de contact comme des efforts de pression.
o La définition et la mise en æuvre de I'algorithme MAN avec multiplicateurs de Lagrange.
o La définition et la mise en æuwe des algorithmes de prédiction-correction MAN avec pénali-
sation.
o La définition et la mise en oeuvre des algorithmes de prédiction-correction MAN avec multipli-
cateurs de Lagrange.

A court terme, il serait intéressant d'introduire dans nos développements la paramètrisation de
surfaces de formes arbitraires.
Les algorithmes proposés dans ce travail peuvent être étendus aux applications de mise en forme
des matériaux où plusieurs non-linéa,rités sont combinées. Ceci à condition de maîtriser la prise
en compte de la plasticité dans la MAN.
Nous ne considérons pa.s comme définitive la technique de régula.risation proposée. D'autres
travaux seraient nécessaires pour définir des algorithmes de calcul moins dépenda.nts du choix
du paramètre de régularisation.
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Annexe A. Phase de pr&iction

4.1 Discrétisation en élasticitê non-linéaire

La présentation de la discrétisation par éléments finis que nous adoptons se ba.se sur celle de
[ZT9L]. Nous avons utilisé des éléments quadrilatéraux isoparamétriques à 4 næuds. Le déplace
ment u et sa contrepa^rtie virtuelle ôu sont donnés par:

{o} : tNl{q} {ôu} : [N]{aq} (A.1)

où [N] est la matrice des fonctions de forme qui interpolent les déplacements nod.aux {q} et {ôq}
d'un éIément.
La déformation 7 s'écrit sous forme discrétisfu de la manière suivante:

{z } : {z I }+{zd}
où les parties linéaire {l} et non linéaire {,y"t} sont données par:

(A.2)

{+} : [sr]{q}

{tdt: }nt"ttot : }utrl : }t"rl{n}
ori [A(q)] est la matrice du gradient de déplacement, et [G] la matrice du gradient des fonctions
de forme. [Bs] est la matrice classique des déformations. La parbie non-linéaire {zd} peut s'écrire
comme le produit de la matrice [A(q)] et du vecteur gradient de déplacement {0(q)}, ou encore
comme le produit du vecteur {q} et de la matrice [B"r(q)] qui est linéaire en {q}.
La déformation virtuelle s'écrit:

{ôz} :{ô7r}+{ôrd} : [B]{ôq}
: ([Br]+ [e"r]Xôq] : ([Br]+ h(q)llclXaq]

Avec ces notations (A.1), (A.2), (A.3) et (4.4), nous écrivons Ia contrainte à l,ordre n (2.L5),
sous la forme discrétisée {S,n} suivante:

{s'"} : [D][B(qo)]{q"} + {s#} (A.5)

où [D] est Ia matrice d'élasticité linéaire et {qr} représente les déplacements à l,ordre n. {S*r}
est donné par:

(A.3)

(A.4)

(A.6)
n- l  r

{sir} : tDlt ita(q"_o)}{e(q)}
i : l '

L'équation d'équilibre (2.L4) s'écrit sous la forme matricielle suivante:

[Ki''l{q"} : À,{F} + {F#r} + {ry} (A.7)



A.1.. Discrétisation en élasticité non-Linêaire

où {Rg} désigne la forme discrétisée des efforts de contact qui est explicitée dans le chapitre 2.

tKf| est la matrice de rigidité tangente cla"ssique évaluée au point (Uo,Ào).

lKi'nl : Ï" / tt"ot'tot[Bo] + [c]tlS0llcl) dçt
e:lfr"

(A.8)

Dans l'équation (A.8),[ désigne I'opérateur d'assemblage de tous les éléments et NeIe le nombre

total d'éléments utilisés pour Ia discrétisation. [Ss] est une matrice symétrique qui contient les

contraintes initiales Se, et [Bo] : [B(qo)].
Le second membre de l'équation (A.7) est la somme des forces nodales À'{F}, des efforts de

contact et du vecteur:

(A.e)
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4.2 Termes du contact dans le cas où la normale varie

Nous rappelons qu'après application de la méthode de perturbation à l'équation (2.8.3) nous
obtenons:

R; : n-(n)

Dans le ca.s où la normale en un point de contact p n'est pas constante au cours du cha,rgement
Ê- s'écrit:

n- l
R.(p) : fi@)r(p)no(e) +.ffi(p)r(p)"*(p)+f(p) Dry_rte)"rb) (A.10)

d:l

Nous réécrivons les équations donnant la géométrie de la surface rigide et Ia régularisation à
l'ordre ?? sous la forme suirrante:

ry,@ : C@)h"(p)+H@)

l,-(p) : u.(p).no(p) +n\tfO'1

n"@) : t<#(ùrn('p) +nlil(p)

(A.11)

où C(p) et h!(pt) dépendent de la géométrie de la surface rigide et le terme 4@) est issu de la
régula,risation de la loi de contact utilisée. Ces quantités sont définies par les équations (2.22) et
(2.28), voir g(2.3.3).

Par ailleurs nous avons d'après (2.25):

tsart r L 
t-l n-L

Kit @) : 
ffi (l ru,+@h@ - 

I 
*-'r)ur(r))

et -nlr-'r - 
-1 n-l

"*t@\: frD T r,*-,(p)"r(p)
i:l

Nous réécrivons les relations (A.11) de la manière suivante:

ry,@ : {c(p)^o@)l'{ ^'9, }+q"rol
l r'*o@) ) 

'

4t@) : ry'@) + c@) h*@)

n*(p) : K"t(p)u(p) + 
"i'@)

(A.12)

(A.13)
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La relation (A.10) se réécrit donc:

R-(p) :ff(e)r(p) no(p) + ft(e)f(p) x#tplrote) + $(p)r(p) r#(p) + r(p) î, O-rr)r,"(p)
d: l  

(A.14)
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A-2.1 Contact avec une surface rigide circulaire: méthode de pénalisation

Nous rappelons à présent que (voir équation 2.30):

ry,@rb)tuo(o)) : [(cr no s no)(p r{:,:?r} * rr, -a,oro (A.15)

I t"o,{ù)' no,(p) 
"oo@) 1

où [(Crns e to)(p)] : c(p)r(p) 
| |
L ̂ u@) "o'@) Qwn@D' J

Donc l'équation (4.14) se réécrit:

R-(p) : [(cf no s noXp)]u,"(p) + f (p) 4@) ^o@)

+^q(e)r(e) x#re)q@)+ r6(e)r1e) 4b) + r(p) E *^_,fr)nr1e) (A'16)
i:1

Nous a"ssemblons sur tous les points de contact, les relations (A.16). Nous obtenons la relation
matricielle suivante:

{Ê-} : lcf No e No]{qî} + {rR.iI} + {fr6Kit} + tr.r6rs} + {rmr*} (A.tz)

où

[Cr No I Noj :

[(cfooeno)(pr)] o o o
0 [(cr "o 

e "o)(pz)] 0 0
!o: :
0 i o [(Crnoerr4,)@xællrt)l

(A.18)

I rb2)4@)rn,rw)
{rR#}: {

t :

r@ù4@ùno,(pù
r@ù4@ùrw,s@ù

| @ x 
"-,t) 4t (p x 

"oot)rro r(p n 
"oot)

| @ x *rrt) 4 (p n *,,r)ns,(p x 
"on )

1
I 

(A le)
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4(pr)rkr)Kit(m)no,@ù
4(pr)f (pr\K*(pùrwn@ù

ry@ù@r)x#(ù"o,@)

x 
"oot)l 

(P x.-rr) K* (p n 
"",rr)rn r(p N 

"'rrù
N 

"o,,t)l 
(P x 

"o,,ù 
KII (p u *,t) rw u (p N *rrt)

ft@r)rbr)"#,(pr) l
ftt'r)rbr)"#u@ù |
ry@F@)"*,(n) l

tI
ft@ x"-,ùl (Px *,,r)n#,(P w.-,t) |
M@ N *,,t)T (p n.-,r)n*t o(n N -,,r) )

{fRrY"r}:

n - l

fhr) D tr"-t(pùru,(pù
d:1
n-1

f(pr) D tr -;@ùryu(pù
i:1
n-L

fbr) D ft-r(pùrrn,(n)
i=L

n-L
|(pN-,,t) D tr -i(PN*"r)ur(PN*"t)

i :1
n-L

| (p x """t) D 4- r(p N "-,r)rus 
(P N *,,r)

i:1

Nous rappelons que d'après (A.12) dans (A.21) le terme nXIr(pL) s'écrit

t
tffi6Ki'): 

1

txs
t

{fP6N'}: l

t

(A.20)

(A.21)

( .22)

(4.23)

(A.24)

et

r  n - l

"*,(pr) 
: (foËD I n"-r@',)'u,@ù

d:1

Le travail virtuel des efforts de contact à I'ordre n s'écrit:

{ôq'}t{&,} : {ôq'}t [cf N0 6 Nol {q;} + {aq"}'{rR*'}

+{ôq"}t (tr.qK*t} + {r.n6N"t} + lrnrt*11

Soit {fNL} le vecteur défini pa,r:

{rNr} : {rn6K#} + tr^ffiNd} + {fRN'r} (A.25)
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Nous utilisons la matrice [Q"] definie dans la partie (2.4) pour réécrire I'expression (A.24) sous
Ia forme suivante:

{ôq}' IQJ'tcr No s NolleJ {q"} + {ôq}' Je.l'({rry} + {rxr,115 - : (A.26)

Le problème discrétisé à l'ordre n (2.L6) lorsque I'on utilise la méthode de pénalisation et quand
la normale n'est pas constante au cours du drargement est:

Krl{q"}:À,n{F}+{F#} (A.27)

où la matrice de rigidité globale [(6] ainsi que les seconds membres {Ff;} contiennent les contri-
butions dues au contact:

K'l : Ix!I+ Kfl

tFi t) :{Fite}+{F#"}

{F#"}tKfl
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A.2.2 Contact avec une surface rigide circulaire: multiplicateurs de Lagrange

Nous reprenons I'expression de R-(p) en un point de contact p (voir équation A.14):

n-l

R-(p) : 4@)r(p) "o(p) + ft(e)rb) x#(p)rufp) + 4(e)rb) "*'(e) + r(p) D ry,-,tO "a(e)
i:1

Nous la réécrivons de la ma.nière suivante:

n- I

R-(p) :,ffi(ex(|rl0)(p)) +$(e)r(p) tÇ'@)rqlr.'e) +16(e)r(e)'#(p) +f(p) D ry-,O)',"(p)
i:r 

(A.2g)

Puis nous a.ssemblons sur tous les points de contact les relations (A.28). Avec (A.17), nous

obtenons:

{R- } :

(A.2e)

+{rI6K#} + {r.qN'I} + {rrwd}

Ce que nous réécrivons:

{Ê-} : [ruo]{^q} + {rNr} (A.30)

où le vecteur {fNt} a été défini par l'équation (A.25).

Le travail virtuel des efforts de contact s'écrit à I'ordre n de la manière suivante:

{0no)(pr)}
0

;

00

t(r',o)(pz)) 0
0:

:0 , )

4(pù
ry,@r)

fi(pr,t-,,t

tn;)

{aq.}t{Ê-} : 1ôq"}t[rNg]{.4} + {ôq"}'{rNL}

Avec l'introduction de I'opérateur Q. (2.33),

{ôq'}t{R-} : {ôq}tlQ.ltlrNol{.q} + {ôq}'[Q"]t{rNL}

Et donc le problème à I'ordre n (2.L6) se réécrit:

1xfe11q"1 - [Q.]'[fNo]t^q] : À"{F} + {Firs}+ Ia.l'{rru}
{r#c}

(A.31)

(4.32)

(A.33)

Nous reprenons à présent I'o<pression d" {.ffi} en chaque næud de contact e (A.13). Nous la

réécrivons sous la forme suirrante:

{(ftro)@iv.-,r)}
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c(p){q(p)}'{"'.(p)} - ry,@: -4@)

Ce qui nous donne:

c(r)r6o){,,o @Ir{ 
u'-l'\ )

| ^;ir; I 
- tr'l 4@ - -r(P) 4@)

Donc:

{r(p)no,@) f(p),,,1o)}{ 
i:3} 

- rbr @ ry.@): -ufo,r @ 4@ (A.36)

{(r"o)o)}'t",1r)} - 
hrn M@): -Uforr @) N@)

(A.34)

(A.35)

Nous réécrivons (A.36) de la manière suiriante, en faisant à nouveau apparaître le vecteur
{(r"oXp)}'

(A.37)

Après assemblage sur les Nesû næuds de contact, nous obtenons la relation matricielle suivante:

{(r"o)(pr)}t 0 0
0 {(r',0)bz)}' 0

{qi} -[s']{4} : -{H#"}

(A.38)
où [S1] est une matrice de souplesse et {Hfti"} est issu des non-linéarités de contact. Ils sont
définis pa,r:

rbr)

ls'l :

c(pù

0

0

4.39

0

r(n)
c(p2\

0

00

00

" 
l(Ptt*,"r)

" c(p*^ù

et r*"r:{

ffiæ'o't
ffia"*t

:

ffiær**,r,

0 {(tlna')(pNænt)}t

[rNo]t
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Nous réécrivons l'équation (4.38) sous la forme:

-[fNo]'[Q"]{q"} + [st]{^4} : {r4"} (A.40)

Finalement, lorsque I'on regroupe les équations (A.33) et (A.38), le problème discrétisé à I'ordre
z appa.raît : il s'agit de trouver {q"} et {,ffi} solutions du problème:

I tryq

L -tr*ortq"l

-.ljï' 
] { ; } : ̂ , { ; } . { "*;*:*' } (A.41)
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T4 Annexe B. Phase de conætion

8.1 Discrétisation en élasticité non-linéaire

Dans cette pa,rtie, nous nous intêressons à la discrétisation du problèm e @.17).
A I'itération p*1, nous pouvons écrire I'incrément de déplacement Au et de déplacement virtuel
Aôu sous la forme discrétisée suivante:

{au} : [N]{aq} {aôu} : [N]{aôq} (B.1)

où [N] est la matrice des fonctions de forme définie dans I'annexe (A.1).

L'incrément de déformation A7 s'écrit sous la forme discrétisée suivante:

{ar} : {a",} + {azdJ (8.2)

où les parties linéaire {A,yl} et non linéaire {Afd} sont données pax:

{Arr}: terl{Aq}
(8.3)

{az't} : }tott"ttoe} 
: 

}F,ul{aq}
Les matrices [A], [G], [Br] et [Bru] orr, UrU définies précédemment (c/Annexe: A.1).

L'incrément de déformation virtuelle s'écrit :

{Aôr} : {Aô7,} + {Aô7'r} : [B]{Aôq}
: ( [Br ]+[B,r ]XAôq]  

I  r \  a)  
G'4)

Avec les notations (8.1), (B.2), (B.3) et (B.4), nous écrivons l'équation d'équilibre @.LT) sous la
forme matricielle suivante :

Kfnl{aq"} : aÀ,{F} + {ar#s} + 1aryy (8.5)

ori {ARf,} désigne la forme discrétisée de I'incrément des efforts de contact qui est explicitée
dans le chapitre (4) et {Aq"} est I'incrément des déplacements à I'ordre n.

Si on utilise I'algorithme de Newton-Ra,phson d'ordre étevé (4.18) , p{n1est Ia matrice de rigidité
tangente classique définie à I'itération actuelle c'est à dire évaluée au point (Ur,Àr):

l#n): i" / rt""t'rotFol+ tcl'tspltcl) do
":rd,"

(8.6)

Dans l'équation (8.6),[ désigne l'opérateur d'assemblage de tous les éléments et Nelele nombre
total d'éléments utilisés pour Ia discrétisation. [D] est Ia matrice d'élasticité linéaire, [9] est une
matrice symêtrique qui contient les contraintes à I'itération p SP, et [BP] : [B(q|)].
Le second membre de l'équation (B.5) est Ia somme des forces nodales AÀr{F}, des efforts de
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contact et du vecteu {AF#e} qui est donné par:

Nele

{ar;ro1 : -'^" 
/ (t"t'toS,} + [Bo]'{asfy) ao (B.z)

e:l (i"

avec {as#} : [D] f *f"foq,-i)]{a(aq,)}
i:l z

et {aS,}: pjf"toq,-r)lt{as;}

L'incrément de contraintes à I'ordre n AS,n s'écrit sous la forme discrétisée suivante:

{as"} : tDltB(d)l{aq"} + {as#} (B.8)

Si c'est I'algorithme de Newton-Raphson Modifié d'ordre élevé qui est utilisé, ators [ffe1 désigne

la matrice de rigidité tangente calculée à la première itération et {AFfle} s'écrit:

{argrel : - Ï" / (t"t'ttos,} + taSfzlt1 + [Bp],({as#} + lasfrz)ly) ao
J : l d  a '  ' - '  '  \  ' 3  ) '  '  I  r  \ '  ' 3 '  "  ) ' /

ori {aS[2)1 et {A5f;(z)} sont des termes supplémentaires dus à I'utilisation de I'algorithme de

Newton modifié.
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8.2 Termes du contact dans le cas où la normale varie

Nous rappelons qu'après application de Ia méthode de perturbation à l'équation (4.14) nous
obtenons:

AR* : AR-(,')

Dans Ie cas où la normale en un point de contact p n'ast pa^s constante au cours du chargement
AÊ- s'écrit:

n-l

aR-(p) : r(p)[aa, @)f (p) + nc(e)@)a n*(p) + D aa--4(p)Lndb)] (B.e)
i:l

Nous réécrivons les équations donnant Ia géométrie de la surface rigide et la régularisation à
I'ordre n sous la forme suivante:

AR^(p) : Ôro)nn^tù +a4b)

Ath@) : Lu^(ù.e@) + a'ny1o!

A,'',(p) : k{ç1nnr6+a4(p)

(8.10)

(8.11)

(8.12)

ori ô@) et Lhil(fi dépendent de la géométrie de la surface rigide et le terme A4@) est issu de
la régularisation de la loi de contact utilisée. Ces quantités sont définies pa.r les équations (4.29)
et (4.30), voir $(4.5).
Par ailleurs nous avorur d'après (4.27):

r r- l  n-L

kytpl: 
ffi fpat"- @^kt@). 

f 
ar,,_i(p)aud(e))

t 1-I

et Ll4" \ -r ri@): @T1àou-,tOant@)
Nous réécrivons les relations (8.10) de la manière suivante:

^R^(p) : {c(p)^,(p)r{îi:B} *o*,r,

A4@ : A4@ +ct@\ At*(p)

An'(p) : k*t@)rro(ù + at#(p)
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La relation (8.9) se réécrit donc:

] aR-(e) : r(p)[aÂ, (p)r(p) + tr@ @) TIOWrA + wrntçra4@) *i oo-r(e)aq(e)]
i:l

(8.13)



18 Annexe B. Phase de correction

8.2.L Contact avec une surface rigide circulaire: méthode de pénalisation

Nous rappelons à présent que (voir équation 4.32):

^R^(p) r(pxoo(p)) : [(sf np e nl)(p )r{ :*,y), } * rr, ^4@.e@ (B.14)' * "L Art"o(ù I

| (n\@))'z 
"Z@) "8@ 1où [(Cfnr e 

"PXp)] 
: c@)r@) | |y ,6çy n\{e\ Q,fr@)), j

Donc l'équation (8.13) se réécrit:

AR-(p) : [(Crnr e np)(p)]Arr,"(p) + rh) A4@) 
"o@)

a4c(r)fu,)r @) ki,@)oo(n) + rerntç)r11o) a'r#11,) + r6y E o,r,-,1p)aq1p) (B'15)
d:1

Nous assemblons sur tous les points de contact, les relations (B.15). Nous obtenons la relation
matricielle suirrarrte :

{AR- } : [Cf Ne a Np] {Aq;; } + {f AR*I } + {r^trb)**t + {r rerrl alrt } + {raRrw } (8. 16)

où

[Cr NP E) NP] :

l(ÔrnPsorXpr)] o o o
0 [(Ôr rrp o nPXpz)] 0 0
:o: :
0 : 0 11Cr*aÊ)tppcont)l

(8.17)

. I r@ù^ry|@)n\(n)
{raR#}: { :

r(er)a$d(rù"*@ù
rûh)Affr(eù"â@ù

| (p x.ooù A 4 @ n *,,ù nZ (p x ",,,r)
| (p N "-,ù 

L 4 @ * *,,ùû @ N *,")

I
I 

(B 18)

p"tùrp)r@t)k!@)nï(nù
p"{ù@)rQtùkil@ù"&@ù

{rrrrrÊfy:{ 
p"rù$$r@1kgt@)ne.(n) 

[ qr.rny
:

tr@) (p x "o,,r)l @ x *,,ù k# @ x *,,r)n*(p N *,"r)
tr@) kt n.o,,t)T (p n *,,ù k# @ n *,,t)nfi (p x *,,t)
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et

{rtr.")a*'r:{

{raRr\T'I}:

p"rù@)r(pùLn#,(pù
pctù@fir@)Ln*o@ù
p"rùggr@ùLr#,(p)

tr@) (p r,t "-,ùr @ *, *rr) Anf;t r(p N 
"-rt)

tr@) Ut x *,,ùl (p N *,,t) An# u@ x 
"-,t)

n-1
r(pr) D AA,+@r)Aru,(pù

i:1
n-1

rbr) D AR*-;(pùAuv(pù
i:l
n-l

f(pr) D LR^-{n)Nu,(p2)
d:1

n-L 

:

t (P x 
"',rù D A R^-;(P x *,,t) Ar',r(P w 

"""t)d:1
n-l

| (p N *"t) D AÆ"+ (prv *rrt) Ln;s(p n *,,ù
i : t

(B.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

Nous rappelons que d'après (8.11) dans (8.20) le terme An*'r(pr) s'écrit

'r n-l

Anl',(pr) : 
tI 

ot-r tr ) ari'(pr )

Le travail virtuel des efforts de contact à I'ordre n s'écrit:

{aôq"}t{afu} : {aôq"}' [ôr xp s Np] {A4;} + {aôq"}'{rary}

*{Aôq"}t ({rne(e)K#} + {rR"(PlAN'"r} + {fARr\T"r})

Soit {AINL} le vecteur défini par:

{arNr} : {rR"(p)K#} + {rr(P)aN"I} + {faRJ\"t}

Nous utilisons la matrice [Q.] définie dans la partie (2.4) pour réécrire l'expression (8.23) sous

Ia forme suivante:

{aôq}' IQJ'tcr Ne s r.TPltQ"l {aq"} + {aôq}t {g:l'(t.4lË'}ll4lx!})
{aF#"}

(8.25)
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Le problème discrétisé à I'ordre n @.20) lorsque I'on utilise Ia méthode de pénalisation et quand
Ia normale n'est pas constante au cours du chargement est:

Ed{q"} :aÀ,{F}+{aF#} (8.26)

où Ia matrice de rigidité globale [K1] ainsi que les seconds membres {AF#} contiennent les
contributions dues au contact:

K'l :[ry'n] +Kil

{aF,#} : {aFire} + {aFit"}



8.2. Termes du contact dans Ie ca^s où Ia normale varie

8.2.2 Contact avec une surface rigide circulaire: multiplicateurs de Lagrange

Nous reprenons I'expression de An-ftr) en un point de contact p (voir équation 8.13):

n-L

AR-(p) : rft')[an, @)r.o(p) + tr@@) tq'@*te) + tr@@)A"*rb) + t aa"+(]D)an"(p)]
d:l

Nous la réécrivons de la manière suivante:

AR-(p) : an"(l'xr |to(p)) a aetr)@)f @) k*@\"o(ù + rerrtç)f (1D) a'#(p)

n-l

+r(p) D LR^-;(ùattt(p)
i:1

Puis nous assemblons sur tous les points de contact les relations (8.27).

obtenons:

(8.27)

Avec (8.16), nous

{AÈ"} :

{(r'P)(er)} 0
0 {(f fr)(pr)}

io

0 :

0
0

;

aR*(pù
LR*(p2)

LR^(Pn*rrt,l
{An"}

+{rRgtr)1ç*r } + {rR.(P)4p't} + {fARN'r}

Ce que nous réécrivons:

{aR-} : [fNe]{aR,} + {arNt}

où le vecteur {AfNt} a été défini par l'équation (8.24).

Le travail virtuel des efforts de contact s'écrit à I'ordre n de Ia manière suivarrte:

{aôq"}t{aÊ-} : {aôq"}t[rxe]tan"] + {aôq"}tlarNr,}

Avec la définition de I'opérateur Q" (2.33),

{aôq"}t{aÊ-} - {aôq}tle"lt[rNr11aa"] + {aôq}tlQ"lt{arNt}

Et donc le problème à I'ordre n @.20) se réécrit:

1t'011aq,) - [e.]'[rDrp]{an"} . : aÀ,"{F} + {aF#s}+ Je"l'{arNr,}

(8.28)

(8.2e)

(B.30)

(8.31)

{(fooXPrv""*t)}

{aF#c} (8.32)



Annexe B. Phase de corrætion

Nous reprenons à présent l'expression de {ARr} en chaque næud de contact e @.L2). Nous la
réécrivons sous la forme suivante:

c tù{* tù}t{4u,,(p)} - AR*(p) : - A4 @) (8.33)

Ce qui nous donne:

c6;r6;1,,r@))'{ îz:3} 
-.r, ^R^@\- -f(p) ̂R#(ù (8.34)

Donc:

{r@)nr,@) r@)nt(ùt{iZ:fl} - Ubr @ ̂R*(p): -Uf,r @) ^ryt@) (B.Bb)

Nous réécrivons (8.35) de Ia manière suivante, en faisant à nouveau appa,raître le vecteur
{(rnP)(e)}:

{(rIroXp)}'{au,,{r)} - 
ùrn 

^R^(p): -U|,r @) ̂n#I@) (8.a6)

Après assemblage sur les Nænt næuds de contact, nous obtenons la relation matricielle suivante:

{(r'oXpr)}' 0 0
0 {(f'Pxp2)}t 0

{aqi} -[s']{an-} : -{an#"}

(B.37)
où [S1] est une matrice de souplesse et {AI/f;"} est issu des non-linéarités de contact. Ils sont
définis par:

ls'l :

rbr)-:-
c(pù

0

0

0

r@)
--
c(p 2)

0

00

00

'^ 
r@*..rrù

t - -

C(PN"""ù

et {^o,"} : { m:ii;, I
t 

^r)ffi^4@*'(8.88)

0 {(fnr)(pry"oor)}t
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Nous réécrivons l'équation (B.37) sous Ia forme:

- [fNo]'[Q.] {aq,} + [sr]{an"} : {L1#,"} (B.3e)

Finalement, Iorsque l'on regroupe les équations (8.32) et (8.37), Ie problème discrétisé à I'ordre

n apparaît: il s'agit de trouver {Aq"} et {A^R,} solutions du problème:

I 
tKr''l

L -[rNr1t1n",

.lji.-" ] { ; } :.^,{ ; }.{ ""i;;. } (8.40)



Nouveaux algorithmes €$ymptotiques numériques pour la rêsolution des pro-

blèmes de contact unilatéral

Rêsumê: Ce travail est une contribution au dêveloppement de méthodes numériques
performantes pour les problèmes de contact unilatéral. Nous proposons de nouveaux al-
gorithmes basês sur la Méthode Asymtotique Numêrique (MAN) pour la résolution de ce

type de problèmes. La loi de contact n'étant pa.s analytique et non adaptée aux développe-

ments en série, nous utilisons une relation hyperbolique liant les déplacements et les forces.

Les rêactions de contact sont considérées comme des efforts extérieurs et sont dêterminêes
sous forme de séries entières. Pour discrétiser le problème de contact unilatéral, deux for-

mulations sont testées: une avec la méthode de pénalisation et I'autre avec une méthode
mixte basée sur les multiplicateurs de Lagrange. Puis une technique de continuation basée

sur une représentation de la solution par approximants de Padé est utilisée. Pour fiabiliser

les algorithmes MAN, de nouveaux algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé sont
proposés. Un prédicteur d'ordre élevé est couplé à un correcteur d'ordre élevé construit

à l'aide d'une technique associant développements en série, technique d'homotopie et ap-
proximants de Padé. Ces algorithmes de prédiction-correction d'ordre élevé améliorent de
manière significative la fiabilitê et l'efficacité de Ia MAN classique.

Mots-clés: Contact unilatéral, développements asymptotiques, continuation, approxi-
mants de Padé, homotopie, correcteurs d'ordre élevé, prédiction-correction d'ordre élevé,
Méthode Asymptotique Numêrique, éléments finis.

New Asymptotic Numerical algorithms to solve unilateral contact problems

Abstract: This thesis is a contribution to the developpement of efficient numerical

methods for unilateral contact problems. We propose new algorithms based upon the
Asymptotic Numerical Method (ANM) to solve this kind of problems. Since the contact
law is not analytic and not adapted to asymptotic expansions, \'ue use a hyperbolic relation

between forces and displacements. The contact forces are considered as external ones and

determined in the form of series. So a^s to discretise the unilateral contact problem, we have

chosen two formulations: we have first coupled the ANM with the penalty method and

then we have combined the ANM with a mixed method involving Lagrange multipliers.
To describe the whole solution curve, we use a path following technique which is based

upon rational fractions called Padé approximants. In order to improve the reliability of

the ANM algorithms, $/e propose to correct the solution at high order when it becomes
necessaxy. We propose new high order prediction-correction algorithms for contact pro-

blems: a high order predictor is combined with a high order corrector which is built up

using a technique which associates series expansions, a homotopy technique and Padê ap-
proximants. These new high order prediction-correction algorithms improve significantly
the reliability and the efficiency of the classical ANM.

Keywords: Unilateral Contact, asymptotic expansions, path following technique, Padé
approximants, homotopy, high order correctors, high order prediction-correction, Asymp-
totic Numerical Method. finite elements.




