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NOTATIONS

- Nous réservons les lettres minuscules pour les variables locales et les lettres majuscules pour
les correspondants globaux ou macroscopiques.

- La moyenne volumique d'une fonction f( x) est notée :
Flx)= =L dv
flx)=(f(x))y=; ] f(x)
Ly,

- Un tenseur T d'ordre 2 ou 4 sont notées de la maniére suivante : [T ]

- Le point "." et le double point ":" définissent les produits matriciels suivants :

[T]v = T.v

g

[TLIA] = T,A,

,
[T]:[A] = 7}].A,.j
Nous utilisons la convention d'indice muet.

- Le symbole "®" correspond au produit tensoriel
[TI®[A] = T,A,
- L'exposant (indice) « eff » est utilisé pour indiquer les propriétés effectives
- L'exposant (indice) « I » est utilisé pour indiquer une grandeur liée a I’inclusion.
- L'exposant (indice) « ¢ » est utilisé pour indiquer une grandeur liée a I’enrobage.

- L'exposant (indice) « Ic » est utilisé pour indiquer une grandeur liée a I’inclusion enrobée.

-[T] Transposé du tenseur T
-[T) Inverse du tenseur T
[T trénsposée de l'inverse du tenseur T

- Les symboles suivants sont réservés pour :

w Energie de déformation

K, Configuration initiale

K Configuration actuelle



Vecteur de la configuration initiale

Vecteur de la configuration actuelle

Tenseur gradient de la transformation

Vecteur vitesse

Tenseur gradient de vitesse

Tenseur de dilatation de Cauchy-Green gauche
Tenseuf de dilatation de Cauchy-Green droit
Tenseur de déformation dEuler-Almansi
Tenseur de déformation de Green Lagrange
Tenseur taux de déformation

Tenseur taux de rotation

Tenseur des contraintes de Cauchy

Tenseur des contraintés de Piola-Kirchhoff

Tenseur des contraintes de Boussinesq

Tenseur des propriétés tangentes effectives
Tenseur des propriétés tangentes locales
Tenseur de Green

Module d'Young initial

Coefficient de poisson

Module de cisaillement

Allongement
Déterminant du gradient de la transformation

Invariants principaux du tenseur des dilatations de Cauchy-Green
Opérateur de localisation du gradient de vitesse microscopique

Opérateur de localisation du gradient de vitesse macroscopique.
Fonction caractéristique

Tenseur unité d'ordre 2
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A. RAISONS ET OBJECTIFS DE L' ETUDE

Les caoutchoucs utilisés dans le domaine industriel sont généralement obtenus a partir
de mélanges de caoutchoucs naturels et de caoutchoucs synthétiques. La connaissance des
propriétés et des performances de tels mélanges constitue un champ de recherche en plein
développement du fait des applications potentielles qui y sont liées.

Il existe deux fagons de connaitre les propriétés mécaniques d'un mélange de
caoutchouc et plus généralement, deux méthodologies pour déterminer le comportement
mécanique d'un composite; en introduction du chapitre I de 'ouvrage [25], André Zaoui parle
d'approches inductive et déductive.

¢ L'approche inductive repose sur une démarche phénoménologique. Fondée sur
l'expérience, elle intégre les résultats de tout un ensemble de mesures réalisées sur éprouvette
d'un matériau donné, en réponse a des sollicitations déterminées, dans une représentation
unifiée compatible avec ces mesures. Plus simplement, il s'agit d'élaborer et fabriquer des
éprouvettes. Puis, les tester sous diverses sollicitations, dépouiller ensuite les résultats de ces
essais pour déduire les propriétés du mélange testé, pour ce qui nous concerne, le caoutchouc.

Une telle démarche, certainement efficace et précieuse, demeure néanmoins limitée eu
égard a sa définition. En effet, le matériau étant choisi et l'optimisation réalisée pour des
conditions nominales de service, tout écart & ces conditions posera un probléme : une
augmentation du niveau de sollicitations mécaniques (ou thermiques), l'intervention de
facteurs extérieurs non pris en compte au cours de l'identification du comportement du
matériau (humidité, rayonnement, corrosion...), l'utilisation en service sur des durées
sensiblement supérieurs 2 celles déja testées expérimentalement risqueront de solliciter le
matériau au-deld du domaine de validité de la loi de comportement prise en compte dans les
calculs prévisionnels. La démarche ayant conduit a une telle loi de comportement n'ayant, par
nature, pas de pouvoir prédictif en dehors de son domaine d'identification, elle ne permettra
pas d'évaluer les risques de mise hors service, sauf a reprendre complétement 1'étude dans des
conditions élargies, du comportement du matériau.

Sur un autre plan, la démarche inductive ne peut étre mise en ceuvre que sur des
matériaux bien définis. Un changement de matériau, voire méme une légére modification de
sa composition chimique, de ses modes d'élaboration, de mise en forme ou de traitement, de
ses conditions de polymérisation, de cristallisation, etc. impose une compléte ré-identification
du comportement mécanique sans qu'il puisse &tre tiré parti des connaissances déja acquises
pour les extrapoler ou les adapter. De plus, dans ce travail, le nombre d'essais doit étre
important, ce qui le rend long et onéreux.

On comprend donc plus aisément que les préoccupations modernes de performances,
de sécurité, d'économie d'énergie et de matiére premicre, aient poussé¢ au développement
d'approches plus déductives du comportement mécanique des matériaux. Elles permettent une
meilleure capacité prédictive et une plus grande latitude d'optimisation, incluant celle des
matériaux eux-mémes.

¢ L'approche déductive est celle retenue pour cette étude; il s'agit de modéliser dans un outil
de simulation, le comportement mécanique du mélange de caoutchoucs a partir des propriétés
mécaniques de ses constituants. On congoit aisément qu'un tel outil soit essentiellement
composé de trois parties :
- chercher une loi de comportement hyper-élastique (grandes déformations) selon un
modele classique, qui approche au mieux les résultats expérimentaux;
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- mettre en place les techniques d'homogénéisation pour caractériser le mélange;
- prendre en compte le changement de forme des constituants, ainsi que I'interface
entre les constituants pour mieux représenter la réalité.

Ces trois aspects du probléme sont ensuite introduits dans un programme numeérique
qui génére l'évolution des champs de contraintes et de déformations microscopiques et
macroscopiques dans le mélange et également, la variation de forme des constituants.

Toute modélisation a, en général, un double objectif :
- d'une part, établir un modéle pour un état ou un procédé afin d'obtenir une forme de
fonction "physiquement correcte" pour I’interprétation des phénoménes observés.
- d'autre part, utiliser le modéle pour la prédiction de nouveaux résultats.

Pour modéliser les caractéristiques d'un mélange de caoutchoucs & partir des
caractéristiques de ses constituants, il faut déja connaitre la loi de comportement d'un
matériau élastique non linéaire en grandes déformations.

On admet que les caoutchoucs ont un comportement hyper-€lastique ou du moins,
élastique non-linéaire. Ils sont incompressibles ou presque. On négligera ici leur
comportement visqueux et on s'attachera  leur comportement élastique quasi-statique. Les
lois de comportement de tels matériaux dérivent d'une énergie élastique interne W, dont la
forme varie suivant les auteurs.

Mooney développa en 1940 [1] une théorie des grandes déformations qui fut
généralisée pour la fonction d'énergie de déformation en 1948 par Rivlin [2,3]. Une forme de
W largement utilisée est donc celle dite de Mooney-Rivlin qui considére cette énergie comme
une fonction des principaux invariants du tenseur de déformation de Cauchy-Green (voir
Chapitre II.A.) et de constantes obtenues 2 partir de résultats expérimentaux. Cette énergie est
généralement mise sous la forme :

W(I,I,)=C(1,=-3)+Cy(1,-3) (L1)
ol C; et C,sont des constantes obtenues a partir des résultats expérimentaux.

I; et I les principaux invariants de tenseur de déformation de Cauchy-Green (voir
Chapitre I1.A.)

En 1965, Valanis et Landel [8] utilisent les allongements principaux a la place des
invariants et proposent une nouvelle forme pour cette énergie :

W(A)=W( A )+ Wy( A, )+ Wi( Ay ) | 1.2)

oll A1, Az, A3 sont les allongements principaux du tenseur de déformation de Cauchy-Green.

Ogden, en 1972 [4,5] développa les travaux de Valanis et Landel en utilisant une
formulation en somme de puissances non entiéres des allongements principaux :
En utilisant I'énergie de déformation sous la forme suivante :



Chapitre I — Introduction générale

Wi )= 3 ACK® + 2% % ) 1.3)

ol les A, et «; sont des constantes liées au matériau et déterminées a partir des résultats

expérimentaux. Ogden montre que pour N = 3, on obtient une excellente approximation des
résultats expérimentaux fournis par Treloar (1944) [6,7]

Contrainte de traction. MPa

T T T T T T ™
2 < 8

Taux d'allongement, A

Figure 1.1 Forme générale d'une loi de comportement hyper-élastique

Peng [9,10] et Mandel [11] ont une approche similaire a celle d'Ogden.

Plus récemment, Swanson [12] a montré que les avantages de la formulation avec les
puissances non entieéres peuvent étre combinés avec l'utilisation des invariants du tenseur de
déformation. Il exprime alors 1'énergie sous la forme :

& 3AL /3 ) 3B,(1,/3)P"  gC) In(1,)
W_g Ao +1) 4 AB;+1) e g(4+23,.) 14)

On notera que la compressibilité a été introduite dans cette formulation au travers du

troisicme invariant [, qui n'est autre que le rapport -‘—/,V; des volumes avant et apres

o

déformation.

D'autres modeles développés par divers auteurs [18, 19, 20, 21] sont présentés au chapitre III
de ce document.
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On cherche 2 modéliser des mélanges de caoutchoucs, donc des matériaux "méso-
hétérogénes", par des matériaux "macroscopiquement homogenes” ayant des caractéristiques
équivalentes. I s'agit donc de trouver une caractéristique globale effective du mélange, a
partir des caractéristiques de ses constituants. Pour cela, il existe plusieurs méthodes qui sont
des lois de mélanges [14]. En élasticité linéaire par exemple, l'approximation de Voigt
(déformation uniforme) permet d'obtenir une borne inférieure de la caractéristique globale
effective cherchée :

E:(<C>-C¥):E>0 V E (L.5)

E: déformation uniforme imposée aux frontieres.
C : caractéristique d'un constituant

C¥ : caractéristique globale effective
Le symbole "< >" représente la moyenne volumique.

De méme Reuss propose une approximation fournissant une borne supérieure:
2.-(<S$—Sfff).-220 VX , 1.6)
Y, : Contrainte uniforme imposée 2 la fronti¢re
S=C"' e ST=(Cc?) (L.7)
Symboliquement, on peut résumer les inégalités de Voigt et Reuss en :

(<C'>)t < (§F)'=C?¥ < <C> (1.8)

Le calcul de <C> ou <S> ne demande que la connaissance des fractions
volumiques des phases (ou constituants). Il s'en suit que pour un composite élastique dont on
ne connait que les modules et les fractions volumiques des phases constituantes, on ne peut
pas faire une meilleure prédiction des modules effectifs, que celle définie par les bornes de
Voigt et de Reuss.

Celles-ci ne donnent donc que des limites & I'intérieur desquelles se trouvent les modules
effectifs équivalents. Elles ne sont faciles 4 mettre en oeuvre que pour de petites déformations
en €lasticité lin€aire.

Tl existe d'autres modéles de matériau hétérogeéne a base d'inclusion. Le modele auto
cohérent [15,16,17] consiste par exemple a établir la loi de localisation en considérant que
chaque phase est tour & tour rassemblée dans un domaine ellipsoidale et en assimilant le
milieu hétérogéne qui l'entoure, et qui constitue la matrice, au milieu homogene équivalent
cherché. Le comportement de ce dernier est identifi€¢ en faisant jouer successivement a
chaque phase le rdle d'inclusion, le comportement de la matrice restant le méme, et en
réalisant les opérations de moyenne adéquates entre les diverses configurations considérées
(avec comme "poids relatif", la fraction volumique de la phase prise en compte.
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Cct = <C (C+C ) (CT +C )) (L.9)

avec |

C'=C:(S"-1) (1.10)

Remarquons qu'il s'agit en général, d'une équation intégrale en cY, ce, dernier
figurant aussi implicitement dans l'opération de moyenne par l'intermédiaire de C" qui en

dépend.
Notons aussi que la méthode autocohérente, dans le cas des grandes déformations non

linéaires, utilise des incréments de sollicitations. Ceci nécessite, pour la loi de comportement,
le calcul du module tangent et non du module sécant.

Pour situer notre sujet, il est nécessaire de bien fixer la problématique, les bases et les
objectifs de cette étude, ainsi que la démarche adoptée.
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B. PROBLEMATIQUE

Considérons un "mélange" d’élastomeres. Il est constitué de plusieurs "phases" : c’est
un polyphasé. L’expérience a montré que ce genre de mélange peut permettre d’obtenir un
matériau aux propriétés trés intéressantes. Nous supposons connus les comportements de
chacune des phases et nous proposons de déterminer le comportement du mélange en prenant
en compte un certain nombre de caractéristiques propres aux matériaux hyper-€lastiques. En
réalité, un mélange de caoutchoucs est un ensemble de réseaux de chaines de molécules qui
s'entremélent; une micrographie d'un tel mélange montre qu'il se présente comme un
ensemble d'agrégats des divers constituants du mélange. On peut donc faire I'hypothése que le
mélange de caoutchoucs soit un matériau polyphasé ol chaque phase est un agrégat du
constituant numéro n (la phase n).

Figure 1.2 : Micrographie d’un mélange d’élastomeéres (polystyréne rendu plus résistant a
l'impact par addition d'une phase caoutchoutique) [34]

On connait le comportement de chaque phase (propriétés mécaniques, comportement
des constituants du mélange). On cherche & déterminer le comportement global du polyphasé.
Le comportement des constituants est décrit par une loi hyperélastique qui est introduite dans
un schéma autocohérent pour l'homogénéisation du polyphasé. La réalité des grandes
déformations nous oblige, & considérer le changement de forme des constituants. La structure
réelle de ces matériaux nous améne en outre a prendre en considération I'existence d'une fine
interface entre eux.

Dans cette étude, nous allons dans un premier temps poser les bases mécaniques
nécessaires en matiére de description des grandes déformations et d'homogénéisation. Nous
étudierons ensuite les lois de comportement phénoménologiques en grandes déformations en
mettant un accent particulier sur celles qui nous semblent les plus adaptées ici. Nous parlerons
également de la nécessité de prendre en compte une interface entre les différentes phases du
mélange et ce que cela implique sur I'homogénéisation. Enfin, nous nous attarderons sur
l'aspect numérique de cette étude et le programme informatique qui nous a permis de
développer des applications diverses que nous présentons a la fin de ce document.
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Nous précisons que les travaux que nous avons menés et les résultats que nous
présentons dans ce document sont le fruit d'une recherche fondamentale. Ils ont un caractére
relativement théorique et numérique et ne visent pas une exploitation expérimentale. Les
validations expérimentales qui y sont faites le sont sur la base de résultats expérimentaux que
nous avons trouvés dans la littérature.

Avant d'aller plus loin, notons que la présente étude se limite aux matériaux purement
élastiques non linéaires en grandes déformations. De tels matériaux sont dits hyperélastiques
et admettent une gamme de propriétés particuliéres dont la connaissance ne peut que faciliter
la compréhension des développements effectués dans la suite de cette étude. C'est 1'objectif du
paragraphe suivant.
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C. LES MATERIAUX HYPER-ELASTIQUES

1. Introduction

Les matériaux ont généralement été & la source des grands bouleversements
technologiques : les premiers métaux ont permis de perfectionner les outils de I'homme et de
transformer son évolution, aprés des millions d'années de stagnation, dans l'utilisation de la
pierre et du bois; l'acier a favorisé le développement du chemin de fer, puis de 1'automobile; le
ciment-béton a provoqué une transformation de I'habitat; le silicium est a la base de
1'électronique moderne et de I'informatique.

Tous ces matériaux sont en perpétuelle mutation et c'est une véritable révolution
industrielle, silencieuse certes, mais assez importante pour bouleverser les attitudes
industrielles traditionnelles. Cette révolution, issue de I'apport de la physique des solides et de
la chimie moléculaire, a permis de connaitre leur intimité et de comprendre leur architecture.
Autrefois, on réalisait des produits par déformation de la matiére en la travaillant en quelque
sorte par l'extérieur; c'était: la fonderie, la forge, le travail du verre ou le moulage des
plastiques ... :

Aujourd'hui, on tend 2 "organiser la matiére" & partir de sa structure interne et c'est a cette
conception, en particulier, que l'on doit le nucléaire, les composites, 1'électronique et les
biotechnologies.

Les polyméres, du fait de leurs nombreux états structuraux et de la diversité chimique
de leurs macromolécules, constituent I'un des groupes de matériaux les plus affectés par cette
"nouvelle conception". L'étendue formidable des propriétés et des qualités de ces matériaux
[28] leurs ont permis, ces derniéres décennies, de bénéficier d'une attention particuliere de la
part des chercheurs. Entre autres, nous pourront citer les propriétés d'imperméabilité, de bio-
compatibilité, de photosensibilité, d'amortissement, de mémoire de forme ...

On l'aura compris, les polymeéres, du fait de la diversité de leur états structurels et de
leurs propriétés thermomécaniques permettent d'obtenir aujourd’hui des performances en colit
ou en qualité semblables ou bien meilleures que celles obtenues jusqu'a présent avec les
matériaux traditionnels (acier, aluminium...). Cela explique les substitutions récentes de
polymeres i ces matériaux traditionnels et leur utilisation dans une large gamme de produits
industriels comme les pneus, les mousses élastiques et les bandes de caoutchouc. I est
difficile d'imaginer un matériau remplagant le caoutchouc dans ses propriétés physiques
uniques qui dérivent essentiellement de sa diversité d'adaptation. En plus des propriétés
techniques intéressantes, comme la réversibilité de la déformation 2 plusieurs centaines de
pour cent (élasticité caoutchoutique) et un module d'Young plusieurs fois moindre que celui
des aciers, les molécules de polyméres offrent au scientifique un terrain fertile d'études.

Il est intéressant de noter également que le module de cisaillement typique d’un
caoutchouc est de I'ordre de 20 N/cm®’. Il a une capacité de déformation de I’ordre de
plusieurs centaines de pour cent et un module de compressibilité mille fois plus grand que son
module de cisaillement.

Comme pour les métaux et les céramiques, il existe une variété stupéfiante de
polymeres, et leur nombre s'accroit chaque année. Nous pouvons les regrouper en quatre
classes :

a) les thermoplastiques comme le polyéthyléne, qui se ramollissent & la chaleur;
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b) les résines thermodurcissables comme les polyépoxydes qui durcissent lorsque deux
composants (une résine et un durcisseur) sont mélangés et chauffés;

¢) les élastoméres ou caoutchoucs; -

d) les polyméres naturels comme la cellulose, la lignine et les protéines qui sont les
éléments mécaniques de base et qui sont quasiment tout animal ou tout végétal.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons particuli¢rement aux élastomeres et aux
mélanges d'élastomeres, a 1'élasticité caoutchoutique et a quelques applications courantes et
modemes de ces matériaux aux caractéres spéciaux.

2. Elastomeres et élasticité caoutchoutique.

Sans reprendre en détail I'étude de la déformation des caoutchoucs traités par ailleurs,
l'analyse et la modélisation du comportement mécanique d'un mélange d'élastomeres
nécessitent cependant de revenir, d'un point de vue général, sur leur évolution dans le temps,
leur structure et leur mise en ceuvre, quelques caractéristiques mécaniques et aspects
chimiques.

L’intérét porté aux élastoméres a commencé il y a deux siécles. Michael Faraday
(1826) travailla sur la composition chimique des caoutchoucs. Il trouva une fraction en poids
de Carbone / hydrogéne de 6,8 (la valeur correcte est 7,5 ) ce qui lui permit de suggérer que
le caoutchouc contient huit atomes de Carbone pour sept d'Hydrogéne [28]. Quelques années
plus tard Goodyear (1844) au USA et Hancock (1844) en Angleterre, montraient que
1'échauffement du caoutchouc par le soufre améliorait ses propriétés a divers égards. L'aspect
collant était éliminé, la rigidité du caoutchouc pouvait étre relevée et la solubilité dans un
certain nombre de solvants était éliminée.

En 1805, Gough découvre quelques propriétés thermoplastiques trés importantes pour
le caoutchouc. Il trouve que lorsque ce matériau est rapidement étiré, sa température
augmente. Il trouve également qu'une bande de caoutchouc 2 laquelle est suspendue une petite
masse se rétrécit lorsqu'elle est échauffée. Ces résultats obtenus avec un caoutchouc vulcanisé
furent confirmés par Joule (1859) sur des produits vulcanisés, un demi-siécle plus tard.
Thomson (1857) (plus tard appelé Lord Kelvin) effectue des analyses thermodynamiques sur
le caoutchouc qui conduisirent 2 une explication et & une compréhension des résultats
précédemment trouvés par Gough et Joule. Un certain nombre de chercheurs ont étudié dans
les demniéres décennies du XIX®™ siacle et au début du XX*™, I'addition des fibres aux
caoutchoucs. Un rapport de Mote (du "Indian Rubber"), et du "Télégraphe Works of
Silverton" (en Angleterre) sur le renforcement du caoutchouc par le noir de carbone n'avait
pas été publié, mais jeta les bases de l'utilisation du noir de carbone comme fibre renforgant
dans les pneus en caoutchouc.

Aujourdhui, il existe une assez grande variété de matériaux caoutchoutiques. Leurs
propriétés physiques particuliérement intéressantes viennent de la structure de leurs réseaux
moléculaires.

Bien que leurs propriétés soient trés variées, tous les polyméres sont constitués de
chatnes de molécules formées par la succession de monomeéres liés chimiquement entre eux. Il
s'agit d'une réaction de polymérisation. Ces monoméres sont en général des hydrocarbures
[29]. Ainsi, la polymérisation de monomeére A donne une chaine

C.A-A-A-A-A-A-A..
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Dans le polyéthyléne (PE) par exemple, A est un groupement éthyléne

H H
|
C=C
I
H H

dont la polymérisation engendre la chaine ci-apres.

H H H
Foor
....... _C C_C C_.......
L
H H H

Les polyméres sont donc fait de longues molécules avec un squelette covalent
d'atomes de carbone. Ces macromolécules sont liées les unes aux autres par des liaisons
hydrogénes ou Van der Waals (liaisons secondaires). Elles peuvent aussi étre liées par des
ponts covalents supplémentaires dont la température de fusion est trés basse, proche de la
température ambiante. Le squelette covalent d'atomes de carbone n'est pas rectiligne. Il se
replie sur lui-méme de fagon aléatoire et a haute température sa configuration varie
continuellement sous l'effet de 1'agitation thermique. L'application d'une contrainte mécanique
a pour effet de déployer les chaines. La déformation élastique qui correspond a une telle
contrainte ne résulte donc pas d'une augmentation de la distance entre les atomes de carbone
de squelette, mais découle plutdt d'un déploiement des chafnes c'est & dire d'une action sur les
liaisons de Van der Waals. Tant que les chaines ne se déplacent pas les unes par rapport aux

autres, la déformation est réversible (domaine €élastique).

On voit bien que le mécanisme de I’élasticité caoutchoutique est distinctement
différent de 1’élasticité des métaux ou des autres solides dures. Les relations entre les
déformations moléculaires et macroscopiques sont capitales pour la compréhension des
élastoméres. Les élastoméres sont des polyméres de haute masse moléculaire et 2 chaines
linéaires. Les déplacements de leurs chaines les unes par rapport aux autres n'étant limités que
par une légére réticulation, on peut obtenir de grandes déformations élastiques totalement
réversibles. Ils se présentent sous la forme d'un ensemble de chaines macromoléculaires de
différentes longueurs, chacune étant repliée sur elle-méme sous forme de "pelote statique”. Le
nombre moyen de motifs monomeéres enchainés peut varier de quelques milliers a quelques
dizaines de milliers dans le cas extréme du caoutchouc naturel.

Sur le squelette linéaire de 1a macromolécule, d'autres molécules semblables peuvent
se brancher latéralement. La figure 1.4-a illustre schématiquement un polymere dont les
macromolécules sont linéaires, et la figure 1.4-b , le méme polymere avec des ramifications
latérales. Puisqu'une telle disposition des macromolécules augmente le nombre de leurs
interactions, cela rigidifie le polymére (augmentation de la température de transition vitreuse)
et améliore sa résistance 2 la traction. Il est en effet plus difficile de déployer les chaines car
les branches latérales s'opposent a un tel mouvement.

11
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POLYMERE LINEAIRE

. POLYMERE RAMIFIE
ramifications courtes ramifications longues

R W ek

POLYMERE PRERETICULE

Figure 1.3 : Macro structure d'un élastomeére ramifié

D'autres parts on peut construire un réseau tridimensionnel de macromolécules en les
reliant chimiquement entre elles : le polymére est alors dit réticulé. Quand la température
s'éleéve, un tel polymére n'adopte plus le comportement décrit au paragraphe précédent (état
vitreux, état caoutchoutique et fusion); il reste rigide jusqu'a sa température de décomposition,
température 2 laquelle les liaisons atomiques sont rompues. Ce polymere est donc infusible.
C'est un polymére thermodurcissable et 2 I'inverse des polyméres thermoplastiques, il ne peut
étre mis en forme par fusion.

{a)

Figure 1.4 : Macro structure d'un polymére a chaines linéaires réticulés

Les copolyméres sont constitués de monoméres différents. On peut distinguer
plusieurs types de copolyméres, selon la fagon dont les différents monomeres sont regroupés.
La cristallisation des copolymeéres est difficile, voire impossible a réaliser. En fait, ce sont de
véritables alliages de monoméres différents, tant par leur composition chimique que par leurs
propriétés mécaniques. _

Les mélanges stables de polyméres différents ne sont pas toujours faciles a réaliser. En
général, deux polymeres de nature chimique différente ne sont pas miscibles. On peut
toutefois obtenir une dispersion de trés fines particules de chacun de constituants. Mais pour

12
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qu'elle soit utile, une telle dispersion doit étre stable, c'est-a-dire qu'il faut empécher la
séparation des particules 2 longue échéance. Les propriétés ainsi obtenues sont souvent trés
intéressantes ; par exemple, les plastiques ABS (mélange de copolyméres d'acrylonitrile, de
butadiéne et de styréne), largement utilisés dans l'industrie automobile, doivent leur excellente
ténacité 2 la dispersion de sphérules de caoutchouc (butadiéne) dans une matrice rigide.

3. Composites hyper -élastiques et applications

Pour une application donnée, le choix du (des) matériau(x) est généralement basé sur

ses propriétés physiques, mécaniques et chimiques et ses procédés de transformation.
Aujourdhui, cette démarche s'avére insuffisante parce qu'il faut prendre en compte les
analyses de la fonction d'usage et du comportement a long terme du produit & concevoir. C'est
en particulier le cas dans les domaines industriels ou les performances exigées sont en
accroissement constant (mécanique, automobile et pneumatique, aéronautique et spatial,
batiment et génies civil, exploitation et exploration pétroli¢re, énergie nucléaire, transport...)
Ce sont autant de domaines ou le choix de I'élément de base, le matériaux, reste une étape
capitale de la conception ou de la fabrication des produits. -
D'autre part, les exigences de plus en plus extrémes du monde industriel imposent un choix de
matériaux précisément adaptés aux spécifications recherchées. Or il est trés rare aujourd'hui
de trouver de tels matériaux. Ils sont en général soit trop durs ou trop souples, trop fragiles ou
trop ductiles etc. D'ol la nécessité, depuis quelques décennies, de procéder a des "mélanges”
de matériaux afin de trouver "le juste milieu" des caractéristiques désirées. On obtient ainsi
les composites.

Les élastoméres ne sont pas en marge de ces pratiques, bien au contraire. Les
composites 2 base d'élastoméres font l'objet d'utilisations trés importantes sous diverses
formes : pneumatique, bandes transporteuses, tuyaux renforcés pour véhiculer des fluides sous
haute pression, structures gonflables, feuille de caoutchoucs renforcées... Malheureusement ,
en raison de la concurrence et des secrets de fabrication, les régles de conception de ces
composites 2 base d'élastoméres , ne sont pas divulguées et probablement qu'une bonne part
des améliorations a été réalisée de fagcon empirique dans le passé.

Il est fondamental de garder en mémoire que les propriétés physiques, mécaniques ou
chimiques d'un caoutchouc vulcanisé dépendent non seulement de la nature, mais aussi de la
teneur en chaque constituant qui peuvent étre :

- des élastoméres de base conférant au mélange son caractére déformable, son

comportement mécanique, sa résistance chimique et thermique

- les charges renforgantes (noir de carbone, silices...) ou diluantes, qui améliorent les

propriétés mécaniques de 1'élastomere ou contribuent dans le cas des charges diluantes,

a réduire le coiit du produit fini.

- les plastifiants permettant d'améliorer les conditions de mise en ceuvre, et des

propriétés spécifiques telles qu'une meilleure tenue au froid ou une résistance au

vieillissement améliorée ou, dans certains cas, un accroissement de la composante
visqueuse du module dynamique.

- les agents de protection limitent la dégradation dans le temps du réseau

macromoléculaire de 1'élastomére qui résulte de l'action combinée d'un nombre

important de mécanisme associés aux environnements d'utilisation : thermo oxydation

(oxygeéne - chaleur), photo oxydation (lumiére - oxygeéne), radio oxydation (irritation).

13
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- les agents de réticulation utilisés uniquement avec les élastoméres vulcanisables sont
a l'origine de la formation du réseau tridimensionnel irréversible qui confere a ces
matériaux leurs propriétés physiques et mécaniques.

Voici quelques exemples courants des produits ou de piéces composées en tout ou partie de
composites d'élastomeres..

Pneumatique : Tous les élastoméres peuvent &tre renforcés par des fibres : caoutchouc
naturel, néopréne, SBR,.... Les gommes utilisées pour les pneumatiques sont principalement
des compositions complexes a base de caoutchoucs synthétiques (SBR : styréne-butadiéne).
Le caoutchouc naturel tend 2 disparaitre sauf pour les pneus-neige et poids lourd .

Tuyaux caoutchouc sous pression : 1ls sont également renforcés pour résister aux pressions
internes. Les principales fibres de renfort sont le coton, la rayonne, le nylon, le polyester, les
fibres de verre et les fils d'acier. Ce sont entre autres les tuyaux pour actionner des vérins dans
les engins de chantiers, de forage pétrolier, avions, circuit de freinage en automobile. ..

Bandes transporteuses : En usine, les courroies d'entrainement et courroies trapézoidales
(renfort en nylon, polyester rayonne) appareils gonflables tels que les bateaux
pneumatiques...

Dans la suite du développement, nous ne prenons en compte ni le caractére visqueux
ni les phénomeénes d'hystérésis du caoutchouc. La formulation et les notations que nous
utilisons pour décrire les grandes déformations et les techniques d’homogénéisation sont
spécifiées dans le chapitre suivant.

14
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A. DESCRIPTION DES GRANDES DEFORMATIONS

1. Introduction

De nombreux ouvrages [1, 2, 3] dédiés en tout ou partie a 1'analyse de I'élasticité
linéaire ou non ont montré qu'il existe différentes notions mathématiques servant a décrire le
mouvement d'un milieu continu et les déformations qui y régnent. Ces notions mathématiques
sont fortement liées 2 la nature physique du milieu considéré. En effet, on n'utilisera pas les
mémes outils mathématiques pour décrire un volume gazeux, un milieu liquide ou un bloc
d'élastomere.

Dans ce chapitre, nous nous limiterons aux milieux dits matériellement simples c'est-a-
dire des milieux pour lesquels la comparaison entre les voisinages d'une méme particule se
fait a I'aide des dérivées premiéres des grandeurs cinématiques comme la dérivée spatiale du
déplacement. Dans de nombreux problémes mécaniques, ces dérivées restent tres faibles
devant 1. Du point de vue mathématique, on ne conserve alors que les dérivées premiéres
restant ainsi dans le domaine linéaire ou linéarisé. Du point de vue physique, la piece reste
pratiquement inchangée et nous sommes dans l'hypothése des petites déformations. Cette
approche peut cependant se révéler insuffisante dans certains cas ol plusieurs non linéarit€s
apparaissent. C'est le cas des élastoméres et caoutchoucs. Ces non linéarités peuvent étre
d’ordre matériel (hyper-élasticité), géométrique (grandes déformations) ou dues aux
conditions aux limites (contact, frottement,...). L'on entre alors dans le domaine de I'élasticité
non linéaire en grandes déformations.

L'objet de ce chapitre n’est pas de faire un cours complet sur la description des milieux
hyperélastiques en grandes déformations mais d'introduire et d'étudier sommairement les
notions physiques et mathématiques et les outils permettant d'appréhender les matériaux qui
sont le siége de non-linéarités et de grandes déformations. Nous préciserons ainsi 1’approche
et les notations que nous avons adoptées pour nos travaux. Des cours plus approfondis sont
disponibles dans la littérature [4,5].

2. Cinématique des grandes déformations
a. Vecteurs position, déplacement, vitesse et accélération

On considére un milieu dont les particules occupent & un instant initial ¢, (#, =0 sauf
mention contraire) une configuration de référence K, et a un instant ¢>0, sous Deffet
d’actions extérieures une configuration K, appelée « configuration actuelle». Si on
considére ces deux configurations K, et K, dans un référentiel d’observation R doté d’un
repére S(0,x,y,z), une particule se trouvant au point p 2 I'instant z, se retrouveraen P 2
I’instant + comme 1’indique la figure ci-aprés.
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Zh.

—-——
g
-

Nl

Figure I1.1 : Différentes configurations d’un systéme.
On définit ainsi les grandeurs cinématiques suivantes :

- Vecteur position de la particule référencée par 7 al’instant ¢, dans le référentiel R

dans la configuration initiale K|, :

5; =7r=r(x52)=(x;)
dans la configuration actuelle K, :

OP=R=R(X,Y,Z)=(X,)
- Vecteur déplacement de la particule référencée par 7 al’instant #p dans le référentiel R
U(F.t)=R(F.1)-RF0)=R-7
- Vecteur vitesse de la particule référencée par 7 a1’instant #p dans le référentiel R
OR _ U

V,_.’ == -’,
(rn=7-==5700

- Vecteur accélération de la particule référencée par 7 a1’instant fp dans le référentiel R

23

- 0°R
Y(r,t)=-at—2
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On peut donc choisir de décrire toutes les grandeurs mécaniques par rapport  la configuration
initiale K, (description Lagrangienne) ou par rapport & la configuration actuelle «,

(description Eulerienne).
Dans la configuration Lagrangienne par exemple, on €crira :

OP=¢(0p,t) ou  R=¢(71)

—

ol ¢ estune fonction vectorielle qui vérifie des propriétés de régularité [2] et de plus :

$(FO)=F .
b. Opérateur gradient

Le milieu étant supposé matériellement simple, on introduit également le gradient de
déformation [ F ] pour explorer ce qui se passe au voisinage de la particule :

s ' _dR _
dR=[F ]dr ou [F]_ﬁ_p;j
avec .
X, .
F; = vy (7,1) (0.1)

En remarquant que la fonction ¢ définie précédemment par R=¢(F,t) est bijective, on
peut noter que le gradient [F] n’est rien d’autre que la matrice Jacobienne de la

transformation q_f . L'opérateur gradient est donc inversible et on pose :
J(F,t)=Det[F(F,t)]#0 1.2)

D’autre part, on montre que le gradient de déformation peut se décomposer de mani€re unique
sous la forme :

[F]=[R][U]=[V][R] (I1.3)
C’est la décomposition polaire de [ F' ] .
[U] et [V] sont deux matrices symétriques, définies et positives, respectivement appelées

tenseur de déformation pure & droite et tenseur de déformation pure a gauche
[ R] est un tenseur orthogonale appelée tenseur de rotation [R]=[ R]

[UP=[FILIF] et [VI*=[F]L[F] (I1.4)

1l est également intéressant de noter que, si nous avons la relation dR =[F1.d7 pour les
éléments particulaires, on obtient aussi :

dA=J['F].da
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pour les éléments de surface orientée (da et dA représentant respectivement le méme
élément de volume dans la configuration initiale et dans la configuration actuelle ) et :

av =Jdv

pour les éléments de volume (dv et dV représentant respectivement la méme surface
orientée dans la configuration initiale et dans la configuration actuelle ).

Si J =1, la transformation est alors équivolumique.

¢. Gradient de déformation

Le vecteur vitesse V défini précédemment peut étre considéré comme fonction de r
(description Lagrangienne) ou de R (description Eulerienne).

Soit dx un vecteur matériel dans la configuration de référence et dX le méme vecteur aprés
la transformation (dans la configuration actuelle). La dérivée par rapport au temps du vecteur

matériel dX sera alors donnée par :

dX = [F1d% = [F].[F1dX =[G].dX
_9F; _ov;

1

Yoot ox,

J

et

on définit ainsi le tenseur gradient de vitesse [G ] par:

e 4 _ 9V, _ 9V, ox,
[G]=[F][F] T

Ls)
La décomposition de [G] en partie symétrique et antisymétrique permet de définir le tenseur
taux de déformation [ D] et le tenseur taux de rotation /W ] :

[D]=[G]'=4([G]+[G])

A 1 r (IL.6)
[(W]=[G]"=3([G]-[G])

Le tenseur [W ] correspond au rationnel du vecteur vitesse définit plus haut et décrit donc la

vitesse de rotation du solide tandis que [ D] décrit la vitesse de déformation.

Remarque : Contrairement 2 ce que I’on pourrait croire, le taux de rotation (respectivement,
de déformation) n’est pas la dérivée par rapport au temps du tenseur de rotation [R]
(respectivement, de déformation pure [U ] ou [V ]). Pour avoir une interprétation de ce
type, il faut faire intervenir la description "Lagrangienne réactualisée”, c’est-a-dire prendre
comme configuration de référence, la configuration actuelle a I’instant ¢.

Le choix de la configuration de référence est bien siir libre, mais la détermination du
mouvement des solides déformables est plus ou moins commode en fonction de ce choix.
Dans la configuration Lagrangienne, ce choix est porté sur la configuration initial du milieux
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considéré (généralement sans déformations ni contraintes). Quant a la configuration
Eulerienne, ce choix est porté sur la configuration a l'instant ¢ . Il existe une troisiéme
possibilité appelée description relative. Suivant Truedsell [14], on introduit une troisiéme
configuration du solide 2 linstant 7 #¢. On peut alors écrire :

[F(t)]=[F(t)l[F(t)] et [F(t)]=[F(t)L[F(t)]" L7)

en introduisant le gradient relatif de déformation F,(7 ), gradient de la déformation subit par
le matériau entre les instants ¢ et 7.

[F(t)]

[F(v)]

[F(1)]
——

K.

K,

Figure I1.2 : Description Lagrangienne réactualisée.

On a bien évidemment : [ F(¢)] =[1].On peut définir & partir de F,(7) les mémes tenseurs
qu'aux paragraphes précédents, en particulier :

[F(T)]=[R(7)][U(7)]=[V(T)][R(7)] (11.8)

3
(GO} =5—F,@)].. W) =L [R(D)]oe  [D(1)] =S (U(T)])..

Dans cette description comme en description Eulerienne, on utilise une formulation en
vitesse, incontournable d'ailleurs en mécanique non linéaire des solides déformables.

Cependant, I'emploi des méthodes numériques conduit toujours a une

formulation incrémentale qui peut étre obtenue a partir d'une écriture différentielle.
C'est cette derniére formulation que nous utiliserons dans les développements ultérieurs.
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La dérivée instantanée du gradient relatif de déformation F,(7 ) par rapport au temps joue un

rble primordial dans la description de 1'évolution de la structure interne du matériau. Son
incrément noté g est défini par :

[g]=6,[F(t)] (IL.9)

ol §, symbolise l'incrément selon le temps : d,a=a(t+dt)—a(t)
En introduisant :

V=6R(rt) (I1.10)
on démontre que :
OV(R,t)
=17 I1.11
[g] Y (IL.11)

Dans la suite, les incréments V et [ g ] seront appelés respectivement vitesse et

gradient de vitesse. :
L'incrément de la relation (I.8) par rapport au temps, par définition [ g ] s'écrit :

[8]1=8,[F(T)]|se =8,[R(T)].LU(T)]+[R(7)] S, [U(T)]|.., (1.12)
orpour t=7,ona: [F(t)]=[I] et U(t)=R(7)=[1].1sensuitque:

[g]=06,[R(7)]

e tO [U(T)]| ey =[w]+[d] (IL.13)
Grace 3 l'unicité de la décomposition de [g] en partie symétrique et antisymétrique la

relation [I1.13] permet de définir le tenseur incrément de déformation [d] et le tenseur
incrément de rotation [w] :

[d]=[g]’=%([g]+[g]")

(I1.14)
[wi=[g]"=3(lg]-[g])
En dérivant par rapport & 7 et en posant 7 =¢, la relation (IL.7) devient :
S,[F(rt)]=[g(Rt)].[F(rt)] (1I.15)
ou encore : |

[&(Rt)]=8,[F(Rzt)].[F( )] (I1.16)
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d. Tenseurs de dilatation

La meilleure fagon d’étudier les changements de forme subis par la géométrie du systéme
entre les configurations K, et K, est d’examiner les variations d’orientation (les angles) et de

distance (les longueurs). Le produit scalaire offre cette double possibilité et c’est sa variation
pour deux vecteurs matériels, qui nous donne les tenseurs dilatation.

ar,

Figure IL.3 : Etude des grandes déformations.
On montre ainsi que :

dR, -dR,=d7.[C]dF,

[C]=[F][F] (I.17)

[C] est appelé «tenseur de dilatation» ou «tenseur de Cauchy-Green droit». On
remarquera qu’avec la relation (IL.3) on a

[C1=[UY (11.18)

De méme, on définit le « tenseur de Cauchy-Green gauche » [B] par:

dr.-d'%, =d'R,.[ B™ ].dR,

[B]=[F][F] 1I.19)
En considérant la relation (I.3) on obtient aussi :
[Bl=[V] (I1.20)

Remarquons que les deux tenseurs de Cauchy-Green sont symétriques.
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e. Tenseurs de déformation

Comme précédemment, pour obtenir les tenseurs de déformation, nous examinerons la
différence entre les produits scalaires de deux vecteurs matériels dans les configuration K, et

K

£

dR, -dR, - dF. -d7, = 2.d'7..[ E ].dF,

[E]=3([FLIF]-[1])=3([C]-[1]) (I1.21)

[I] étant le tenseur unité et [ C ] le tenseur de "Cauchy-Green droit".
[ E ] est appelé " tenseur de Green - Lagrange ".

On montre de méme que :

dR, -dR, - dF. -d7, =2.d'R.[ A].dR,

[A]=%([1]-[B]") (IL.22)
[ A] est appelé « tenseur d’Euler - Almansi ».
Des équations précédentes, on déduit les relations suivantes entre [A] et [E] :

[E]=[F][AL[F] et [A]=[FIEL[F] (11.23)

Notons que tous ces tenseurs recouvrent la méme déformation physique, mais pour des
raisons de commodité, on utilise souvent [ B] et [ A] dans la configuration actuelle K, et

[C] et [E] dans laconfiguration de référence K, .

Examinons & présent les termes diagonaux de ces tenseurs :

E, =%K1+§l_ﬁ) - M24)

et

A =t1-—L (11.25)
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ou % <<1 est I’allongement relatif dans la direction 1.

i

Dans le cas des petites déformations (Hpp), en ne conservant que les termes de premier ordre

l—" <<1 , on montre que :

H

E oo =B, (I1.26)

i i i
li

En conséquence, les termes diagonaux des tenseurs [E], [A] et [€] sont identiques et
représentent 1’allongement relatif dans les directions du repére.

3. Description des efforts

Dans un milieu hyper-élastique, considérons un élément de surface dS,dans la
configuration initiale K, , qui se déforme pour devenir un élément de surface dS dans la

configuration actuelle K, comme le montre la figure ci-apres.

On définit dans la configuration actuelle le vecteur contrainte dT qui caractérise les
efforts intérieurs de cohésion exercés sur une partie du solide 2 travers un élément de surface

dS de normale extérieure —N. On montre ensuite qu’en un point donné, ce vecteur
contrainte dépend linéairement du vecteur normal N ce qui permet d’écrire :

dT=[c]NdS  ou dT,=0,.N,dS

Ce raisonnement classique, est donc Eulérien (car exprimé dans la configuration
actuelle) et /o] est le tenseur de contrainte de Cauchy, symétrique en I’absence de couples
surfacique [2].

En mécanique du solide, il est inconfortable de travailler avec le tenseur de Cauchy
puisque la configuration déformée n’est pas connue d’avance. D’ou la nécessité d’introduire
d’autres tenseurs qui ne sont pas uniquement liés a la configuration actuelle.
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X3

ds

Xy

p X2

X1

Figure I1.4 : Vecteurs contraintes

Si ’on choisit d’exprimer 1’élément de surface dans K, plutdt que dans K, la relation

précédente devient :
dT =[N ].7dS, ou dT, =N, n,dS, (IL.27)

Ce qui définit un nouveau tenseur de contraintes : le premier tenseur de Piola - Kirchhoff ou -
tenseur de Boussinesq [N ] .

Comme /[ F ], ce tenseur n’est ni Lagrangien ni Eulérien. C’est une application de K, dans
K, .
De plus, il n’est pas symétrique. Pour contourner ces inconvénients et obtenir un tenseur

complétement Lagrangien et symétrique, on transporte la force élémentaire dT de K, dans la

configuration initiale K, . Elle devient df et est liée & dT par la relation :

df =[F™ ]dT , ou [F ] estl’opérateur gradient.

On définit ainsi le second tenseur de Piola - Kirchhoff ou tenseur de Piola - Lagrange [S ]
par: '

dt =[S ].ndS, (I1.28)

27



Chapitre II — Les bases mécaniques

D’aprés les formules (I1.27) et (I1.28), les tenseurs de contraintes sont liés par les relations
suivantes :

[S]=[F'L(N]=J[F][c][F']=[F"LIT][F"]
[N]=J[c][F] (11.29)
jlol=[t]=(N]L[F]=[FL[S][F]

[T] estappelé tenseur de Kirchhoff.

Remarquons qu’en petites déformations, [ F ] tend vers ’unité et tous ces tenseurs de
contrainte [0 ], [N] et [S] se réduisent & la méme grandeur. Il en est de méme lorsqu'on
choisit le configuration actuelle comme configuration de référence :

[F]=[1] = [0]=[N]=[S]
mais les incréments de ces tenseurs restent différents et tels que :

S [c]=8,[N]+[g]lo]-[c]Tr[g]

(I1.30)
8,[c]=08,[S]+[gllc]+[a][g] —[c]Tr[g]

Physiquement, [S] et [7] n’ont pas de signification concréte tandis que [0 ] et
[ N ] caractérisent directement les efforts appliqués. Ce sont donc eux qui interviendront dans
1’écriture des conditions aux limites statiques. Par exemple, pour des efforts appliqués donnés
par unité de surface, dans la configuration initiale, on écrira:  N;n; = t? alors que pour des
efforts donnés par unité de surface dans la configuration actuelle (cas des efforts appliqués par
un fluide sous pression), ces conditions aux limites porterons sur: o, N, =- pd N,

4. Equations du mouvement

Les équations du mouvement ainsi que les conditions aux limites sur la structure
déformée (Q,), s'obtiennent de maniére relativement simple par application du principe des
puissances virtuelles.

En description Eulerienne, on obtient donc (Cf. figure 11.4)

90, +pf = dans (Q
an pf, - p}/; ans ( t)a

o, N, =T, surlesbords de (L),

gty i

Plus précisément, on pourra écrire :

Div[o(R)]+p f(R)=p(R)7(R) dans (Q),
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T(R)=[c(R)].N  sur les bords de (Q),

Dans ces relations, on reconnait :
f(R) : densité massique des efforts a distance

7(R) : vecteur accélération
p(R’) : masse volumique du matériau
[O'(R)] : tenseur contrainte de Cauchy

N : vecteur normal unitaire extérieur a (£2;)

En description Lagrangienne, on se place dans la configuration de référence ou la
structure est dans son état initial (€,) et on remarque que les puissances virtuelles des divers

efforts sont données par :

- Puissances des efforts intérieurs :

v, v,
R =—jgta,ja—&dv=—jgos,.j I

- Puissance des efforts a distance :

F, =J.g'pﬁV,-dV=fnopoﬁV,-dv
ou Po=Jp

- Puissance des efforts d’inertie :

B==[ pv.V. av==[ pyy.V,dv

- Puissance des efforts de contact :

PC:J‘ag,T"V"dS=LQOﬁZ'V"dS°
o dS=pds,

Le principe des puissances virtuelles P, + P, + P, + P, =0 montre alors que :

as,
_a_j+p0 f‘ =P Y dans (L),

]

S,n, =T =BT, surles bords de (Qo)

/]
B=J[F"]

Plus précisément, on écrira :

(I1.31)

(IL.32)

(I1.33)

(11.34)
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div[ N(F,t)]+ Po(F )FI(S(F.2)] = po7[($(7.t)] dans (2,) (IL35)
T(F,t)=[S(7t)].i  surlesbordsde (R,) (11.36)

Dans ces relations, 7 est le vecteur unitaire extérieur a (£2,) et R =¢(#,¢) la fonction

donnant la position de la particule

En tenant compte du gradient de vitesse et de la formulation incrémentale nécessaire pour
toute méthode numérique, ces équations d'équilibre pour des problémes quasi-statiques
deviennent [15] :

- en fonction du taux de contraintes de Cauchy (o /:
div(6oc]+pd,f—-grad[oc]:[g]+p fTr[g]=0 I1.37)

- en fonction de taux de contraintes de Boussinesq [n] et pour la configuration de
référence confondue avec la configuration actuelle :

div[Sn]+p8,f=0 (1138)

ou &, f estI'incrément de forces volumiques, o la masse volumique du matériau et g le
gradient de vitesse.

5. Définition des lois de comportement
a. Matériaux élastiques

Les matériaux élastiques sont des milieux qui ont une mémoire privilégiée. Ils ne se
souviennent que d’une seule configuration qu’il convient naturellement de prendre comme
état de référence. Dans la plupart des cas, cet état est libre de contrainte et on dit que I’état de
référence est 1’état naturel. Du point de vue quantitatif, on dit qu'un matériau est élastique si
le tenseur des contraintes de Cauchy [0 ] dépend uniquement du gradient des déformations

[ F ] faisant passer de I’état de référence a I’état actuel.
[o]1=Y({FD

¥ est une fonction dont la matrice est symétrique. Elle est physiquement objective puisque le
comportement du matériau ne dépend pas du référentiel choisi.

En partant de la relation précédente et compte tenu des relations obtenues aux
paragraphes 3 et 4, on montre que dans un milieu élastique, le tenseur de Piola - Kirchhoff
[S ] est fonction du tenseur de déformation de Cauchy-Green droit /{C] ou du tenseur de

Green - Lagrange [E].

[S1=I1([C]) = ITQ2[E] + [{])
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En faisant un raisonnement semblable 2 celui qui aboutit 2 la relation ci-dessus mais en se
placant dans la configuration actuelle, on montre également que le tenseur des contraintes de
Cauchy [0 ] est fonction du tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche [B] ou

tenseur d’Euler - Almansi [A].
[c]=T([B])=T([1]-2[A]™") (IL39)

Cette derniére relation est d'intérét pratique moindre que la précédente puisque la
configuration actuelle est en général inconnue.

b. Matériaux hyper - élastiques

Un matériau élastique est dit hyperélastique ou "€lastique de Green" si son
comportement est régi par une fonction densité d'énergie de déformation W, ce qui implique
que le travail mis en jeu pour aller d’un état de déformation a un autre ne dépend pas du
chemin suivi. '

En petites déformations, la loi de comportement s'écrit sous la forme :
0, = Ay &y (11.40)

ou Ay, est le tenseur des modules élastiques du matériau. En introduisant I'énergie de

déformation, on pourra également écrire :

_ oW et W=LA,¢€ 8, (I1.41)

. =
v 0g

Enfin, on peut écrire cette loi sous forme différentielle :
G =Ayéy (I1.42)

Ces trois écritures, strictement équivalentes en petites déformations conduisent,
lorsqu'on les étend en grandes déformations, & trois modeles différents de comportement :
- le modgle élastique (qui s'obtient par généralisation de la premiére forme de loi de
comportement en petites déformations) (I1.40)
- le modeéle hyperélastique (I1.41)
- le modéle hypoélastique (I1.42)

Nous - nous intéressons ici au modéle hyperélastique qui s'obtient par généralisation
de la seconde écriture de la loi de comportement en petites déformations. Cette forme résulte
d'une approche thermodynamique obtenue en introduisant une énergiec W fonction des
déformations.

En théorie purement mécanique, nous écrirons donc :

W=W(F])=W([E]) (11.43)
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La seconde forme s'obtenant & partir de la premiére par application du principe
d'indifférence matérielle, [ F ] étant le tenseur gradient de déformation et [ E ] le tenseur des

déformations de Green - Lagrange.

Pour déduire une loi liant les contraintes aux déformations, nous remarquerons que les
matériaux élastiques ne dissipent pas d'énergie. Pour obtenir la forme de cette dissipation,
nous considérons une approche mécanique classique qui consiste a "oublier" les phénomeénes
thermiques. La thermodynamique intervient alors pour introduire la notion d'irréversibilité
indépendamment de tout couplage thermomécanique. La distinction entre énergie interne et
énergie libre disparait et on ne parle que d'une énergie que nous avons noté W . Les inégalités
de Clausius-Duhem deviennent alors :

o;,D,=W+¢ (I1.44)
ou encore, dans la configuration initiale :

S, E; =W+, (I1.45)

La signification énergétique de ce bilan est claire. Le travail des efforts intérieurs se
décompose en deux parties. Une partie stockée par le matériau sous forme d'énergie W et une
partie dissipée sous forme de chaleur ¢ .

Un matériau élastique ne dissipe pas d'énergie ce qui veut dire :

: : aw -
=[S]:[E]-W = -——):[E]=0
9, =[S]:[E] ([S] a[E]) [E]

Il en résulte 1a loi de comportement suivante :

__OW
[S] NE] 146
s =W '
7 3E,

C'est la forme générale de la loi de comportement d'un matériau hyperélastique.
Dans le cas isotrope, 1'énergie W doit étre invariante dans toute rotation de la configuration
initiale K, . On doit donc avoir :

W(E)=W(QE ‘Q)=W(E) (IL47)
et la fonction scalaire W doit étre isotrope.

Remarquons que la loi de comportement ci-dessus lie des tenseurs définis dans K, qui
sont invariants par changement de référentiel (formulation Lagrangienne). Une telle loi écrite
dans K, est donc nécessairement objective. Malheureusement, la loi de comportement ainsi
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obtenue dépend de la configuration de référence choisie. Elle ne convient donc pas a des
matériaux comme le caoutchouc qui n'on pas de configuration de référence privilégiée. Il nous
faut donc trouver une forme Eulérienne de la loi de comportement.

En choisissant [Q]=[R] dans (I.47 ), on peut écrire :

W=W(R][E][R])=W([B]) (I1.48)

car [R][E]L[R]=3([B]-[1])

L'énergie doit donc étre une fonction isotrope du tenseur de Cauchy-Green gauche
[B]. La forme Eulérienne de la loi de comportement peut alors s'obtenir par une série de
calculs en partant de la relation (I1.44) :

W
= AL 1149
¢ =[o]:[D]-W =[0o]: [D] 3B] :[B] ( )

Compte tenu de l'isotropie de la fonction scalaire W et des relations
[B]=[G].[B]+[B].['G] et [A]:[B][C]=[A]['C]:[B] (ou [A], [B],

[ C ] sont trois tenseurs d'ordre deux), I'expression de la dissipation devient :

oW oW
= D]-2——:[Gl.[B]=[0]:[D]-2——[B]:[G
¢[][]a[][][][][]aw][][]

[ B] est un tenseur symétrique, [G]=[D]+[w]) le tenseur gradient de vitesse et [w] est

anti-symétrique

¢=([0] a[B]

[B]) [D]

On obtient alors la forme Eulerienne de la loi de comportement d'un matériau isotrope:

.50

[o]= 28[B][B] 2””3[3] ( )

en remarquant que, puisque W est isotrope, %‘g commute avec [ B] (résultat mathématique
classique).

Reprenons la relation (IL46) [S] =% (IL51)

Sachant que le tenseur de Cauchy-Green droit [C] et celui de Green _ Lagrange [E] sont liés
par [E]= %([C] -1 ]) cette relation devient :

ow(C])

[S]=2 3[C]

(I1.52)
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Dans le cas d'un milieu isotrope, on montre que la fonctionnelle W , dépend des trois
invariants du tenseur de Cauchy-Green droit [ C ] exprimés ci-dessous :

L([C)=Tr[C])=C;6,=C,

nucn=slarcip-ricr)=1c,c,-c,c,) (IL53)

L([C])=Det([C])=4€,€,,C,C;,Cs

par —ip T Jq

ol 8, définit les composantes du tenseur unité et €, les composantes du tenseur de
permutation.

0 si deux indices sont égaux
Ejk = 1  sila permutation (ij k) est paire
-1 si la permutation (i j k) est paire

On peut donc réécrire la loi (I1.52) en fonction de ces invariants :

g —|aw 9L gw 9,  ow 9L,
i=\°a1,3¢, T a1, aC, T al, aC,

Notons que ces invariants s’écrivent en fonction des composantes de [C] sous la forme :
LC)=C+Cp+ Gy

12([C]) = Cuczz + C11C33 + szczs - C12C21 - C13C31 - C23C32 (H'54)

13([ C]) = C11C22C33 + C1C33 + C31C23 - C22C13CSI - C12C21C33 - C11C23C32

et que :

I, _

ac, '

oI '

acij _1,8,-C, (11.55)
ol 1 -
373 =5€imk qur Cmq Ckr = 13 (C 1)"!'

ij

La symétrie du tenseur de Cauchy-Green [C] montre que :

oI,

C”a_C— = 3k €jor Cng Cir Cy = 5€,,, €, DetlCl1= 1, d,; (11.56)
§f

iqr = jgr

En petites déformations, on montre que :
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2W([]) = (A + 212 (e) —4ul,(€) (11.57)
o, =§€E=Ml (€)0,; +2ue, (I1.58)

i

I}(0) 2(+v)

W(lo)= E

1,(o) (11.59)

1+v 1%
E,-j = —E—O'ij _Ell (8)5‘7 (II60)

A et u sont les coefficients de Lamé du matériau, [€] le tenseur des petites déformations,
identique au tenseur des Green - Lagrange au premier ordre prés, E le module d’Young du
matériau et v son coefficient de Poisson.

¢. Matériaux hyperélastiques incompressibles

Un matériau est dit incompressible si toute évolution de son milieu est équivolumique, d’ol
les relations :

4v
J=Det[F]=4Y =1
alFl="g, (IL61)

L([C])=Det[C]=Det(['F].[F])=J? =1

Il s’ensuit que pour un matériau incompressible, I’énergie volumique de déformation W n’est
fonction que des deux principaux invariants de [C], I; et I,. Notons que la réciproque n’est
pas vraie.

implique que
Matériau incompressible > L({Ch=1

/

/ implique que

Dans le cas de petites déformations, on inverse la loi de comportement en exprimant la
déformation [&] en fonction de la contrainte [o ] pour traduire 1’incompressibilité. Cette

"gymnastique" est exclue en grandes déformations et pour pallier & cet inconvénient, une
démarche communément admise consiste a exprimer 1’énergie de déformation sous la forme :

W=W(l,I)
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Ww(C) =TI(1,,1,) +EG* (I3) (IL62)
Dans laquelle G(I3) est appelé fonction de pénalité telle que :
G(I,))=0 = I,=1
Les formes généralement admises pour la fonction de pénalité G sont :

G(l,)=1-1
G(I3)=-;-Log(13)

I reste & déterminer le paramétre €. Une premiére approche utilisant les multiplicateurs de

Lagrange est trés lourde et difficilement praticable. Une deuxiéme approche consiste a
introduire a priori la valeur de & et a poser :

£=— (I.63)

o est le paramétre pénalisant, défini de telle sorte que lorsque :
a—-0 = G(I,)-»0 = I[,->1
La relation (I1.52) devient alors :

i
2

_ gl_ dl, +81'I dl, +lG(13)§—G— al,
dl, BCU al, ac,.j o dl, BCU
Ou encore, en utilisant les expressions (1I.55)

N

ij

2

(I.64)

ol, 'al, I

or1 . aIl o1 I oG
I § —-C, —+-2G(,)—(C™!
( ]'f vor, T W )

Il est également & noter qu'il est parfois d'usage d'introduire une forme plus achevée de

I'énergie volumique de déformation en ajoutant une fonction H(I,) servant 2 traduire la
nullité des contraintes a 1'état naturel.

w(Cl)=II(1,1,)-H(I, )+iG2(I3) (IL65)

avec H(I1)=0.

Cette derniére forme de W permet d'écrire les composantes du tenseur de Piola-Kirchhoff

~sous laforme : -~
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S; _(om ol G(1,)9G _0H ),
L= —=+I1,— |6, - 11.66
2 [811+ 1812] C" o, [ a 81) © (160

Si [S]1=0 lorsque [C]=[I] (I;=3, I,= 3, I3= 1) alors la fonction H(I3) doit vérifier

(1)— (331)+2 I, (331) = H(I, )——c(——l)

3

d

ou ¢ est une constante a déterminer.

Enfin, on montre que le paramétre de pénalisation « s'obtient par la relation suivante:
o))
82c11

ov) | 2’11
(1+v)(1—2v)[al (33)+ (33)} 2aCﬁ(3’3)

(IL.67)

v étant le coefficient de Poisson du matériau. Lorsque celui-ci est parfaitement
incompressible, la relation précédente montre alors que ¢« =0. En général, on choisit v au
voisinage de 0.5, c'est-a-dire 0.48 ou 0.499

De tout ce qui précéde se dégage la remarque suivante :

Les lois de comportement en grandes déformations et la forme donnée a 1'énergie est la base
de tout modeéle voulant décrire le comportement de matériaux hyperélastiques. On trouve dans
la littérature, plusieurs expressions de cette énergie suivant les problémes a traiter et la nature
du matériau. Les plus couramment utilisées sont :

- celles de Mooney-Rivlin (1940 — 1948) (cf. [7,8]) surtout utilisée pour l'étude des
déformations des élastomeéres (caoutchouc) supportant jusqu'a environ 150 % de déformation,
- celle d'Ogden-Swanson (1972 - 1985) pour les matériaux hyperélastiques faiblement
incompressibles supportant un taux de déformation supérieur a 150 %,

- laloi de Blatz - Ko utilisée pour modéliser le comportement des mousses compressibles.
Nous-nous pencherons plus en détail sur les deux premiéres lois dans le chapitre IIT .
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B. HOMOGENEISATION EN GRANDES DEFORMATIONS

1. Introduction

Depuis toujours, l'apparition de nuances qu de matériaux nouveaux avait jusque la
entiérement tenue du hasard, de I'ingéniosité ou de l'empirisme. La pratique et le marché se
chargeant peu & peu de faire le tri entre les cunopltes et les véritables facteurs d'innovation
technologique. Cette logique tend aujourdhui 2 ss'inverser. De plus en plus, cette activité
devient rationnelle, organisée, systématique. Le hasard, I'empirisme et I'ingéniosité jouent
toujours un rdle clé dans l'innovation, mais celle-ci est de plus en plus subordonnée 2 l'analyse
et & l'expression du besoin industriel et économique, orientée, mobilisée et évaluée a partir
d'eux. Au cceur de cette nouvelle logique se situe le besoin impérieux d'une maitrise toujours
plus grande des relations entre la structure rmcrosboplque des matériaux, telle qu'elle résulte
de leurs procédés d'élaboration et de transformat;on et leur comportement macroscoplque
responsable de leurs propriétés d'usage. \

Le "passage du microscopique au macroscoplque qui régit ces relations, n'en est pas
moins un formidable défi scientifique, relevé de tous les cotés et pour une trés grande variété
de matériaux par des physiciens, des chimistes et c(lLs mécaniciens.

Les premier pas, timides et incomplets vers I'nomogénéisation des comportements non

linéaires ont été faits par Taylor, Lin, Voigt et Neuss puis, dans les années soixante ou les
principaux auteurs furent Eshelby [15], avec son probleme d'inclusion, Budiansky et al [16]
d'abord, puis Kroner [17] ensuite qui s'engagent explicitement sur le terrain des estimations
non linéaires pour 1'élastoplasticité du poly cristal \en rapprochant la déformation plasthue de
la notion de "déformation libre" introduite par Eslhelby Le véritable tournant est marqué par
Hill [18] en 1965 : s'appuyant sur l'idée initiale de Kroner, il l'intégre pour de bon dans le
cadre de I'élastoplasticité en introduisant l'idée smlple mais nouvelle selon laquelle on peut
aborder 'homogénéisation en plasticité par un trajtement incrémental linéarisé et se ramener
ainsi 4 chaque pas 2 un probléme de (pseudo-) élasticité. Sous jacente 2 cette approche est la
notion, qui ne sera systématisée qu'ultérieurement, de "milieu linéaire de comparaison”: il
s'agit bien, en effet, d'assimiler, dans un état donné, le milieu non linéaire réel a un milieu
linéaire fictif ayant localement des caractéristiques mécaniques déduites par linéarisation de
celles du milieu réel. Mais, ainsi formulé, le probleme révéle sa redoutable complexité. La
non-linéarité du comportement local, combinée a la non-uniformité des champs mécaniques,
conduit a des caractéristiques linéarisées elles—méFe non uniformes 2 l'intérieur d'une méme
phase. ‘
De toutes les approches préconisées par les diver% auteurs précédemment cités, il se dégage
une méthodologie de I'homogénéisation en trois étapes :
Rappelons tout d'abord que 1'objet d'étude est un "Volume Elémentaire Représentatif” (VER)
d'un matériau hétérogéne quelconque constitué db plusieurs éléments homogenes, de petite
taille, de caractéristiques mécaniques et géométriques variables d'un volume a un autre.
L'objectif étant de définir un milieu homogene fictif de méme géométrie que le VER et qui,
soumis aux mémes sollicitations que lui, aura un réponse globale (dans un sens a préciser)
identique.

> Etape 1, représentation du VER : quels ¢ nstituants et disposés comment, assemblés

de quelle fagon, ayant quelles propriétés m camques ?

> Etape 2, localisation des grandeurs mecamques quelle réponse mécanique du VER

2 diverses sollicitations, quels champs microscopiques de contraintes et de

déformation, déterminés comment ?
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> Etape 3, 1'homogénéisation proprement dite : comment synthétiser les résultats
précédents et les mettre dans la forme globale attendue, quelles opérations de moyenne
réaliser, pour parvenir & quel comportement global ?

Dans ce chapitre, nous ne nous intéresserons qu'aux deux derniéres étapes. Pour 1'étape
de localisation, nous détaillerons la méthode qui permet de déterminer les tenseurs de
localisations des contraintes et des déformations par la résolution d'une €quation intégrale
cinématique, a partir des propriétés des fonctions d'interaction de Green.

2. Localisation

a. Loi des moyennes

Entre les grandeurs macroscopiques ( contraintes, déformations ...) et le champ des
variables locales 4 déterminer ne peuvent étre établies que des relations de moyennes. On
aurait donc 2 résoudre un probléme de structure sans véritables conditions & la limite, mais -
soumise & des "sollicitations" s'exprimant comme des conditions de moyenne sur telle ou telle
variable locale. A un tel probléme "mal posé", le mécanicien préfére substituer un probléme
aux limites plus classique en adoptant, quand c'est possible, des conditions homogeénes au
contourdV .

> Cas des contraintes homogénes au contour.

Figure I1.5 : Solide soumis a des contraintes homogénes au contour

On pose la condition t* =¢®-7 sur 9V avec [¢°] homogene ( Figure IL.5).
Il en résulte pour le champ des contraintes o( x ) la relation de moyenne suivante.

& ={0)= ﬁ jv o(x)dV =o° (IL68)
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On a en effet, du fait de 1'équilibre des contraintes, en l'absence de forces réparties (d’ou
div(c )=0) et par utilisation du théoréme de Gauss en coordonnées cartésiennes

rectangulaires x; et avec la notation %ai =aq;:
i
[oyav=[ (oux;)iav =] ouxndS=0y[ x;nds (I.69)

avec :
Iavxfn" as =J-ij_k av =|V|é,
(PR, - 0
d'ou : vaU dv —|V|O',.j
ce qui est la relation (I1.68) annoncée & =o° . Ainsi, les contraintes macroscopiques o,
vue de maniére homogéne par le VER sur son contour, sont égales a la moyenne spatiale des

contraintes locales dans le VER.
Pour les déformations, on prendra alors comme "définition” la relation :

E=(e)= |—‘1/—| jv &( x)dV (1L.70)

ou £ désigne les déformations macroscopiques.

> Cas des déformations homogenes au contour.

=
I
(L]
%

&(u)

Figure I1.6 : Solide soumis a des déformations homogenes au contour
On écrira cette fois, a3 un champ rigidifiant prés, la condition de déplacement affine :

u®=€%x sur 9V avec €° homogene ( figure I1.6 ). Il en découle alors pour les champs
de déformation &( x) la relation de moyenne :

E=(8(u))=ﬁ'|.v8(u)dV=£°
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On a en effet en utilisant cette fois la compatibilité de &(u) et la continuité supposée du
déplacement u dont il dérive :

-%J‘V(ui_j+u}.’i)dV=%Lv(ui nj+ujn,.)dS=%[£3c J;ka n; a’S+£?k N n dS]

D'ou, compte tenu de (I1.69) :

fevav =L e et)=ples

Ce qui est bien la relation annoncée. Les déformations macroscopiques £°, vues de maniére
homoggne sur son contour par le VER sont égales & la moyenne spatiale des déformations
locales dans le VER. Pour les contraintes, on définira alors les contraintes macroscopiques &
par la relation :

On a raisonné sur les champs o(x) et & x) comme s'il s'agissait de "la" solution du
probléme. En réalité, on n'a utilisé que 1'équilibre des contraintes et la compatibilité des
déformations ainsi que les conditions aux limites sans faire appel au comportement. Les
résultats obtenus valent donc pour tout champ de contrainte statiquement admissible avec des
données statiques homogénes au contour comme pour tout champ de déformation
cinématiquement admissible avec des données cinématiques homogeénes au contour.

b. Equation intégrale cinématique

La localisation consiste a relier les grandeurs "microscopiques” aux grandeurs

"macroscopiques” homologues, au moyen de tenseurs de localisations obtenus par la
résolution d'une équation intégrale. Résoudre un probléme de localisation revient donc a
construire une solution de cette équation, vérifiant les équations d'équilibre, de compatibilité,
les lois de comportement et les conditions aux limites du probléme.
Une telle équation fut établie par Dederichs et Zeller [19]. En grandes déformations, les bases
de la localisation ont été établies par Hill et Rice [21]. En élastoplasticité, sa formulation a €té
mise en ceuvre par Berveiller et Zaoui [20] en petite déformation puis en grandes
déformations par Lipinski [22].

Considérons un solide occupant a l'instant ¢, un volume V, de surface extérieure S, . Pour ce

probléme d'évolution en grandes transformations, une formulation en vitesse est nécessaire.
On considére donc que l'action de I'extérieur sur ce solide se traduit par une vitesse imposée
sur sa surface :

v(x)=Gy(x)x, sur S, (IL.71)

En se limitant au cas quasi stationnaire et en négligeant les forces volumiques, 1'équilibre du
solide s'exprime localement par la relation :

6m) (x)=0 ‘ (IL.72)
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ol §,n est l'incrément de temps du tenseur des contraintes de Boussinesq [n].

Une loi de comportement locale objective en grandes déformations peut toujours se ramener a
'expression suivante :

Sy x)=lyy(x)v,(x) (I1.73)
Ces trois équations (I1.71, I1.72, I1.73) représentant les conditions aux limites, 1'équation
d'équilibre et la loi de comportement définissent complétement le probléme dans le cas d'une
approche cinématique. Les équations de compatibilité sont alors vérifiées.

En introduisant (II.73) dans (II.72) on obtient :

(yul 2 %)), =0 (IL74)
Comme pour les milieux linéaires, le tenseur des constantes €lastiques peut étre décomposé en
une partie uniforme L’ et une déviation &l( x ) telles que

Lig( x)= Loy + 6l x) (IL75)
Ce qui permet de réécrire la relation (I1.74)
L‘i)jkl vl,ki( x)+ [&ijkl( x )vl,k( X )]‘ =0 (I1.76)

Le deuxiéme terme apparait comme des forces de volume fictives §,f dans 1'équation

classique de Navier. En introduisant ’opérateur de Lamé A , ’équation (I1.76) peut &tre
réécrite sous la-forme :

Ayv(x)+8,f,(x)=0 .77
Ay =L,9,9, (IL78)

‘ 11.79
6,fj(-x)=[alijkl(x)vl,k(x)]_,‘ ( )

Le probléme initialement défini par les relations (I.71) (I1.72) et (I1.73) est maintenant
défini par I’équation (IL.77) et les conditions aux limites (II.71).

L’opérateur de Lamé A est non symétrique dans le cas ot L7, # L,

Eneffetdanscecasona L}, 0,0, =A;#A; =L,;,0,0, .
Considérons un opérateur A” adjoint 2 A et tel que :

J, Awviw; av =] Kyvw av (I1.80)

ce qui, dans le cas de ’espace vectoriel réel, conduit a :
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A=A ou ~ Ay=A;=L,0,.0, (I1.81)
En utilisant les techniques du tenseur de Green, ’équation (I1.77) peut étre transformée en
équation intégrale comme suit. ’
On suppose que 1’action d’une force concentrée au point x définie par

S,fi(x)=08,6(x-x) (11.82)
induit une vitesse au point x’ égale a:
V(X' )=R(x'=x)5, f.(x) (I1.83)

Ces deux quantités doivent bien sir vérifier I’équation (I.77). En remplagant f(x') et
v x' ) dans (I.77) par (I1.82) et (IL.83) on obtient :

Ly Ripul X', x)+6,,6(x'-x)=0 (11.84)

ou le tenseur de Green NR(x',x) apparait comme 1’opérateur inverse de 1’opérateur de Lamé

A . De la méme maniére, on peut introduire le tenseur de Green R(x',x) associé a A,
opérateur adjointde A.

L, R x,x)+8,8(x-x)=0 (I1.85)
En multipliant (II.76) par EK:.M( x',x) et (IL.85) par v,(x'), on obtient par différence :

%;m(x’,x)L‘;.k, Vil X )+9K;.m(x’,x)fj(x' )=v,(x )L’,’d,.j EK:m_,a.(x’,x)
=v, (x' )6(x'—x)

(11.86)

Par ailleurs, on démontre que :

90 (%2 )L v (X )= v (X )L, SK7,,.,;:(16’,x)J,,.. =
Roms X %) Loy v (X )+ R (X, 3) Ly v, (X' )=
Vil X ) Ly R ,%)=v,( X )Ly Ry (X, x) =
Rl X% )Ly vy (X )=v,( X' ) Ly Rimal ¥ %)+
R s X% ) L Vi ¥ ) =R (¥, %) Ly v, (X' ) =

Rl %X ) Loy v, (& )=v,( %) Ly Ry (X, %)
Ce qui permet de réécrire 1’équation (II.86) sous la forme :

l‘)i;.m(x’,x)LZ.k, V(X )=vi( X)Ly, c'Rl*m,k(xl’x)J,i + R ¥, %)8, f( %) (11.87)
:vm(xl )6( xl—X)
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Par intégration sur le volume V, du solide et en utilisant le théoréme de la divergence, on
obtient :

v(x)= [ B x) Ly v )=v,(X )L, R (x,x), dS
o (IL.88)
+[, 2 x)8,f(x )aV

Les deux termes sous ’intégrale définissent deux types de conditions aux limites :
- conditions aux limites cinématiques quand :
v(x)=vi(x') alors R, (x¥,x)=0 V¥V xS,

- conditions aux limites statiques quand :
T(x )=Lyv (X )v(x )=T/(x') alors Ly R, (x.x)v(x)=0 V x'€S,

Nous travaillerons dans la suite avec les conditions aux limites cinématiques. L’équation
(11.88) devient alors :

vm(x)=—fs v x' )Ly, Si:m,k(x',x)v,.(x' )dS +J.v, EK:.m(x’,x)S,fj(x' )dv (11.89)

La relation (I1.89) et les conditions aux limites R'(x',x)=0 sur S, permettent d’écrire la
derniére intégrale sur le volume :

J ot B¢ 2 D) v = J, Fonl 2208 3 Iy ¥ JV( % )AS =
fv, Roil X% )y (X ) ( X )AV
= R % 5) Sy ¥ Dy % )V
En introduisant ce résultat dans (I1.89), le champ de vitesse dans le solide s’écrit alors :

v.(x)= _Is, vi(x' )Ly Ry X, X )v,( X' )dS _J.v, ‘ﬁ;m’,.( X', x )8y (% )v (X )dV (11.90)

La premiére intégrale dans (IL.90) représente le champ de vitesse dans un solide homogéne
ayant la méme géométrie et soumis aux mémes conditions aux limites que le solide considére.

En notant cette vitesse V,,( x), on obtient
Ul £)=V2(2)= [ Rl %% )8 X Vi 2 )AV (IL91)
La relation (I1.91) constitue la solution du probléme, exprimée en fonction de I’opérateur de

Green R°(x',x). Cet opérateur peut étre éliminé & 1’aide d’une relation entre lui méme et
R( x',x).En effet en choisissant

V(X )=R(x,x") et Sf;=8,8x-x")
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et en utilisant la relation (II.88), on obtient :
R, x,x" )=L [EK:.M(x',x)Lz.k, ER;"‘,(x’,x" )—%;"(x’,x" )Ly, SR:m,k(x’,x)]vi(x’ )dS +
J“G R'(x,x)8,8(x'~x" )dV

Dans cette équation, I’intégrale de surface s’annule quelles que soient les conditions aux
limites et il s’ensuit que :

R (x,x)=R, (xx") (11.92)

Notons que cette propriété, dans le cas de 1’opérateur de Lamé auto-adjoint, traduit la
symétrie du tenseur de Green.

En introduisant (I1.92) dans (I1.91), on obtient :

v, (x)=V(x )"fv, Re, (%% )8y ( X )V, (X )dV (IL.93)

Cette derniere relation décrit le mouvement du solide hétérogéne. En la dérivant par rapport a
la position x, le gradient de vitesse peut étre calculé et on aboutit 4 1’équation intégrale
recherchée :

8l %)=V, (x)= G,f,,,(x)-—J‘V Riinl XX )0 ( X ) gy X' )dV (11.94)

ou: G°(x)=grad[V°(x)]

Rappelons que I’objectif de ce paragraphe est la détermination des tenseurs de localisation par
résolution de 1’équation intégrale (I11.94).

Une solution formelle de cette équation intégrale consiste a procéder par degrés successifs en
partant de I’hypothése (degré zéro) suivant laquelle on néglige dans (I1.94) le terme sous
I’intégrale, ce qui permet d’écrire :

goi(x)=Go(x) (IL95)

Puisque les sollicitations envisagées se traduisent par des conditions aux limites homogenes,

la solution G° pour des milieux homogenes doit étre homogéne. En appliquant la relation
(I1.109) a I’expression (I1.95), il vient :

G=<g(x)>=<G">=G"’ (11.96)
Soit :
8 =G

mn

(11.97)

Cette équation représente la solution d’ordre zéro de ’équation (I1.94). Elle exprime
I’hypothese de Lin [23] de ’homogénéité de la déformation (ici, du gradient de vitesse) totale.
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On voit que cette approximation néglige de fait toute hétérogénéité de comportement et ne
doit s’ appliquer qualitativement que pour des milieux faiblement hétérogenes.

A partir de la solution de Lin (I1.97) on peut obtenir I’approximation d’ordre un de la solution

de I’équation intégrale en substituant au terme g(x) dans (IL.94) I’expression (I1.97). On a
alors :

g"(x)=G°+| I(xx):G°aV’

(I1.98)
=[l+jv I(xx):8(x )dV’} (G
Pour simplifier cette expression, on introduit le tenseur :
Ly %,X" )=R, e x,X7) (11.99)

L’approximation de second ordre s’obtient en remplagant g(x) dans (I1.94) par
I’approximation de premier ordre (I1.98)

g(x)=G° +[jv I(x,x):8(x )dV']-G" +

Uv T(xx):8(x )T(x,x"):8(x")dV" dV’]: G°
(I.100)
, =[1+jv [(x,x ):8(x)dV'+

IV I(x,x):8l(x'): JV r(x,x"):8(x")dv" dV’:l: G°
En procédant de la méme maniére pour les ordres supérieurs, on aboutit & une solution

générale pour g(x) sous la forme d’une série infinie. Kroner et Koch [24] ont montré que la

convergence d’une telle série est assurée si les propriétés locales sont reparties aléatoirement
dans !’espace.

g(x)=[1 +jv I(x,x):8(x )dV’+J‘V T(xx):8(x): jv I(x,x"):8(x" )dV"dV'+

jv C(x,x ):8(x )dV’: jv r(x,x"):8(x"): jv r(x",x"):8(x" )av" dv" dV’+...} :G°
(IL.101)

Cette solution peut étre réécrite sous la forme :
g(x)=a(x):G* (11.102)

a partir de laquelle on déduit le tenseur de localisation. En effet, 1'application du théoréme de
la moyenne (I1.109) au résultat (I1.102) conduit a :
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G=<g(x)>=<a(x)>G’ (I1.103)
qui permet d’exprimer G°:
G =<a(x)>"G (I1.104)
On introduit ensuite (I1.104) dans (I1.102) et on obtient :
g(x)=a(x):<a(x)>":G (11.105)

Enfin, la comparaison de cette derniére équation avec celle obtenue dans le paragraphe
suivant (II.113) permet de définir le tenseur de localisation :

Alx)=a(x):<a( x)>" (I1.106)
Avec :

a(x)=1 +jv I(xx ):8x )dV'+jV I(xx ):8(x): jv T(x,x"):8(x")dvV"dV'+
jv [(x,x ):8l(x )dV': fv O(x,x"):8(x"): jv C(x",x"):8(x"" )dvV" dv"dV'+...
(11.107)

L’équation (I1.107) a été obtenue pour la premiére fois par Eimer [25, 26] en 1967 dans le
cadre des problémes d’élasticité linéaire. Elle constitue la solution formelle de 1’équation
intégrale (11.94).

3. Homogénéisation

Le paragraphe précédent montre que 1'étape de localisation débouche sur deux séries
de relations trés différentes entre les grandeurs locales et globales.
- Les relations directes de moyenne, de validité trés générale.
- Les relations de localisation, découlant, elles, d'une modélisation spécifique (équation
intégrale). ’
La demiére étape, celle de I'homogénéisation proprement dite, vise a exprimer le
comportement du milieu homogene équivalent. Elle résulte de la combinaison des deux séries
de relations établies & la localisation, avec celle assurant la description du comportement
mécanique local.

La plus simple des méthodes d'homogénéisation est la loi des mélanges. Elle consiste a
décrire les caractéristiques mécaniques effectives (modules, souplesse, limite d'élasticité, etc.)
comme les moyennes directes des caractéristiques locales correspondantes ce qui constitue
généralement une simplification excessive. En outre, se pose le probléme du choix de la
grandeur considérée (la moyenne d'un module n'est pas l'inverse de la moyenne d'une
“souplesse). Elle dénature le probléme de la localisation et revient a traiter comme additives
des grandeurs qui ne le sont pas. D'ol la nécessité de prendre des précautions importantes
pour pouvoir considérer les contraintes et les déformations macroscopiques comme les
moyennes des contraintes et déformations locales. Néanmoins on peut sans restriction
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procéder directement par moyenne lors de changement d'échelle pour des densités de
grandeurs clairement additives telles que masse, potentiel ou fonction thermodynamiques etc.

-1
5N, = 7 J“G Sndv, (I1.108)

=1
G=y Jv, gdv, (I1.109)

[N] étant le tenseur de contrainte de Boussinesq et [G] le gradient de vitesses

macroscopiques.

On ne peut échapper au traitement du probléme de localisation pour mener & bien 'opération
d’homogénéisation. Ainsi, méme pour des comportements décrits par un potentiel (comme en
€lasticité ou en hyperélasticité) pour lesquels on peut directement exprimer le potentiel
effectif comme la moyenne des potentiels locaux, on ne saura, du fait de la dépendance de ces
potentiels par rapport aux variables mécaniques locales, en tirer une description du
comportement globale qu'en ayant recours aux relations de localisations.

Une autre fagon d'exprimer le comportement du milieu homogeéne équivalent est
d'injecter tout simplement les relations de localisation dans les équations de comportement

locale. En grandes déformations, on obtient le schéma suivant.
Laloi de comportement locale peut se mettre sous la forme :

Sn=l:g (I.110)

ol | représente le tenseur des propriétés tangentes d'un volume élémentaire représentatif
vérifiant I'équation d'équilibre suivante :

di(é,n)=0 dans V,
et soumis a l'action de sollicitations extérieures appliquées sur sa surface S, de type

cinématique v, =G;x; sur S,

11 existe alors :
- un champ de vitesse v x) solution du probléme tel que :

g(x)=gradv(x)
- un tenseur de localisation du quatri¢me ordre A tel que :
g(x)=Alx):G (I1.111)
- un tenseur de localisation de quatriéme ordre B tel que :
on(x)=B(x):8N (I1.112)
L'existence de tels tenseurs a été démontrée en élasticité par Hill [27] et Mandel [28]. La

connaissance de 1'un des tenseurs de localisation du quatriéme ordre permet de retrouver les
propriétés effectives du volume représentatif V .
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Supposons donc connu le tenseur [A], l'association des relations de loi de comportement
(I1.110) et de localisation (II.111) donne :

dnfx)=Il(x):g(x)=l(x):Ax):G

En appliquant sur cette relation, 'opération de moyenne (I1.108) on aboutit a:

SN=8n(x)=1(x):A(x):G (IL.113)

L'hypothése de macro homogénéité permet de reconnaitre dans cette derniére relation, le
tenseur des propriétés effectives tangentes du matériau macro homogene.

7 =l(x): A(x) (11.114)

Notons également que les tenseurs de localisations possedent plusieurs propriétés dont :

Alx)= et B(x)=1 (.115)

- . . s : -1
En introduisant les tenseurs inverses des propriétés locales et macroscopiques /™ (x) et

L' =(IF )", on démontre aisément que les deux tenseurs de localisation A et B sont liés
par :

B(x)=lx):A(x):LC¥ (I1.116)
A(x)=1"(x):B(x):L¥ (IL.117)

11 existe plusieurs approches pour déterminer la solution de I'équation intégrale cinématique.
La solution formelle présentée au paragraphe précédent est trés difficile a mettre en
application et pas nécessairement justifiée eu égard aux simplifications faites pour décrire le
milieu considéré. Des solutions telles que celles de Taylor-Lin-Voigt , de Kroner ou de Mori-
Tanaka méritent d'étre étudiées mais comme 1'a démontré Kréner [29] le comportement
élastique des milieux parfaitement désordonnés se modélise trés bien avec la méthode auto-
cohérente.

4. Approximation auto - cohérente

L'approche autocohérente développée par Kroner en élasticité s'inspire, tout comme la
démarche de Hill en plasticité en petites déformations, de la solution du probléme d'inclusion
proposée par Eshelby. Sa formulation en grandes transformations élastoplastiques avec prise
en compte des rotations des grains et de I'écrouissage intragranulaire a été proposée par
Lipinski [22]. L'application de la méthode autocohérente pour 1'‘étude du comportement hyper
élastique d'un mélange d'élastoméres nécessite 1'adoption de deux hypothéses.

1. Le matériau est supposé "granulaire" et les "grains" ont une forme ellipsoidale.
2. Le module tangent du matériau I(x)et le gradient de vitesse g(x) varient
faiblement a lintérieur d'un constituant (ou d'un grain), de sorte que le
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comportement réel de ce dernier peut étre raisonnablement décrit par leurs
valeurs moyennes.

On suppose donc que le comportement est uniforme dans chaque grain, ce qui permet
d'écrire : '

I(x)=1 v xeV' ’ (IL.118)

I =%J'V‘, g(x)dv, (11.119)
t

oi V' désigne le volume actuel du grain modélisé par un ellipsoide I (volume de

lI'inclusion I al'instant ¢ )
Ces deux approximations nous conduisent & des expressions suivantes du champ du gradient
de vitesse et du champ des modules tangents locaux :

8(x)=2,8'0'() (11.120)

l(x)=ﬁl’9’(x) (IL.121)

ot B’ est une fonction caractéristique telle que :

. I
oix)=10 St TEV (IL.122)
1 si xeV/
et N le nombre de "grains" dans le polyphasé.
On peut également écrire une expression semblable pour la déviation ol(x) :
8(x)=3 a'6'(x) (IL.123)
I=1
avec :
A=l - (IL.124)

constant dans le grain L.

En introduisant les relations (I1.120) et (I1.124) dans 1’équation intégrale (II.94) on peut
écrire :

g(x)=G° —J.I“(x—-x' ):(iAl’ g0 (x—x ))dV, (I1.125)
v, 1=1

On peut dés lors effectuer la moyenne de cette équation sur le volume V; et déterminer
I’expression du gradient de vitesse dans !’inclusion 7 .
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[ ! ' 7.7
g =G —Z{ v_,'fv,' fV,JF(x—x )av, av, |:Al' ;g (I1.126)

Cette relation permet d’introduire les tenseurs d’interaction définis par :

TV =;17 fv/ jv’, [(x-x)dV, dv, (I1.127)
!

La définition de ces tenseurs permet de réécrire simplement I’égalité (I1.126) :
N
g =G =-YT" A ¢’ (11.128)
J=1

Les tenseurs T représentent les interactions entre les inclusions I et J et le milieu
homogene de référence. Les expressions de ces tenseurs sont bas€es sur une approche
suggérée par Fassi-Fehri et al. [30] qui donnent également une méthode de calcul de ces
tenseurs dans le cas d'inclusion ellipsoidale en milieu anisotrope.

Dans le contexte de I’application de cette démarche 2 un mélange d'élastomeres
symboliquement représenté par un polyphasé granulaire (ou chaque grain représente une
inclusion), la relation (I1.128) constitue un systéme linéaire d’équations dont le nombre
équivaut & celui des grains dans le polyphasé. Dans le cas particulier ou =/, le tenseur T"
décrit les interactions entre ’inclusion I et le milieu environnant. Il est relié au tenseur
d'Eshelby [ 3] par [32

[S]=[T"]:[L] (11.129)
En tenant compte de la remarque précédente, on peut réécrire (I1.128) sous la forme : |
~ _
g =G -T":Al":g' = D174 : g’ (11.130)
J=1,7%l

L’ approche auto - cohérente consiste & choisir le milieu effectif comme milieu de référence,
c'est a dire :
L=I% (IL.131)

Dans ce cas, les contributions des termes tels que T : Al” : g’ pour I # J dans la relation

précédente, peuvent étre valablement négligées, du fait que leur effet sur g’ a été pris en
compte au travers de l'interaction entre le grain I et le milieu homogéne de comportement
proche de L7 .-

Le choix I°=I¥ et la limitation de la relation (I1.130) & I=J constitue la solution
approchée auto-cohérente a un site de 1'équation intégrale (I1.94). Nous obtenons alors :

g =(1+7": M) :G° =a" : G° (I1.132)
En appliquant le théoréme de la moyenne (11.109) on élimine G° de l'expression ci-dessus :
g'=d":<a">":G=A".G (I1.133)

ou
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a =(1+7" A} (IL.134)
et ‘

Al =a" ;<aq" > (11.135)

sont respectivement le tenseur de localisation de G° dans l'approche auto-cohérente a un site
et le tenseur de localisation du gradient de vitesse macroscopique G pour l'inclusion
ellipsoidale I

La détermination des tenseurs de localisation permet de déduire 1’expression des modules
tangents effectifs du milieu hétérogéne. En effet, ces derniers représentent les moyennes
volumiques des modules tangents locaux de chaque phase :

[F =<' Al >=<1' :a" >:<a" > (11.136)

On introduit la fraction volumique f,'de l'inclusion I, définie par f! == et pour un

polyphasé constitué de N grains, ces relations s'écrivent :

<a” >=ifla" (a)
I=1
Al =a” (ﬁ’“ f’a”j_ (b) (IL.137)
L7 =§Nl fi:A (c)
I=1

La détermination du tenseur des modules tangents effectifs découle donc de la résolution de
1’équation doublement implicite (I.136). En effet, le tenseur de localisation A’ dépend des
tenseurs de localisation des autres constituants, ainsi que des tenseurs d’interaction T" et

TY, qui eux-mémes nécessitent la connaissance des modules [¥ . La résolution d’un tel
probléme peut s’effectuer de maniére itérative. Dans le cas du polyphasé considéré ici, les

. . Ps . : 210 u
tenseurs de localisation A’ prennent en considération, par I’intermédiaire des tenseurs T, les
interactions entre les grains.

Les relations ci-dessus sont basées sur la simplification L’ = L , ce qui les rend fortement
implicites. Une amélioration de I'approximation auto cohérente a un site peut étre faite en ne
considérant pas le milieu de référence comme étant le milieu effectif recherché.

Rappelons la relation (I1.130)

N
gl=G -T":Al':g"' = DTV : A : ¢’
J=1,J#I
Il s'agit d'un systé¢me linéaire en g’ dont 1a solution peut &tre mise sous la forme :

gl =a':G° (I1.138)

En reportant cette forme de solution dans la relation (I1.130) on obtient :
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g =G =T A 5!~ S A a'): 6" (IL.139)
J=1,J#1
soit :
N
g =a":\1- Y7 A :a')|:G° (IL.140)
J=1J=#1

et par comparaison avec (I1.138), on déduit le tenseur de localisation de G° dans la méthode
auto-cohérente 2 sites multiples.:

a' =a" .~(1— S .-a’)] (IL.141)
‘ J=1J#I

Cette relation de a’ reste doublement implicite car dépendant des tenseurs de localisation de
tous les autres constituants. Une solution naturelle consiste 2 choisir pour a’ son

approximation a un site a’ =a", ce qui permet de réécrire la relation (I1.141) sous la forme :
N

a' =a" .-(1— N v ca” )) (IL.142)
I=1,J=#1

Les relations A'=a":<a">" e IF=<l'":A">=<1':a">:<a" > demeurent
valable et constituent la solution du probléme en méthode auto-cohérente 2 site multiples [22].
Cette approche multisite permet de rendre compte de I’effet de la répartition spatiale des
hétérogénéités sur les propriétés mécaniques du milieu.

La difficulté principale dans la mise en ceuvre de la méthode auto-cohérente est
représentée par le caractére implicite des équations 2 résoudre. Dans 1’approximation de la
solution par une procédure itérative, & une étape donnée, on choisit comme milieu de
référence, celui dont le comportement a été calculé a I’étape précédente. Cette approximation
trouve une justification dans les résultats satisfaisants obtenus par Hihi et al., [20] et par
Beradai et al.[21].
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A. INTRODUCTION

Le comportement d'un matériau est défini par une loi qui lie « I'état de contrainte » du
matériau & son « état de déformation ». Suivant les matériaux, cette loi peut étre trés simple
(du genre affine par exemple pour les aciers, en dega d'une certaine contrainte) ou complexe
(type différentiel ou matriciel pour les polyméres).

Ces lois mettent en évidence le module d'élasticité, qui peut €tre constant ou non,
traduisant ainsi la linéarité ou la non linéarité du comportement élastique du matériau
considéré. Ce module mesure la résistance du matériau a la déformation élastique (analogue a
celle d'un ressort). Dans la grande majorité des applications mécaniques, la déformation est
peu souhaitable, et l'ingénieur recherche un matériau de module élevé. Mais de plus en plus,
les matériaux & module bas sont utilisés du fait de leur flexibilité, de leurs déformations
importantes sous charge et de leur qualité exceptionnelle d'amortissement : les ressorts, les
coussins, les perches de saut, les pneus, les joints, etc.

11 a été¢ montré précédemment (chapitre II.A) que la connaissance de la forme exacte
de l'énergie volumique de déformation W est la base du développement de toute loi de
comportement hyper-€élastique. Dans ce méme chapitre, nous avons insisté sur les bases
mécaniques de la théorie des grandes déformations en soulignant le forme générale des lois de
comportement hyper - élastiques. Nous y avons également présenté la théorie
d'homogénéisation en grandes déformations. Il s'en est suivi que cette derniére nécessite une
loi incrémentale qui connecte le taux de contrainte nominale [ 6N ] avec le gradient de vitesse

[G] : [8N]=[L]:[G].
L'objectif principal du présent chapitre est de déterminer cette loi incrémentale et donc
de construire le tenseur [ L] des propriétés tangentes.

Plusieurs auteurs ont développé des théories de 1'élasticité en grandes déformations
basées sur une forme particulie¢re de I'énergie de déformation et sur les travaux expérimentaux
de Treloar [2,3]. En 1940, Mooney [1], , propose une équation constitutive pour les matériaux
hyperélastiques qui est généralisée en 1949 pour la fonction d'énergie de déformation par
Rivlin [4,5]. La forme bien connue et trés largement utilisée de I'énergie de déformation de
Mooney-Rivlin est une fonction polynomiale (développement en série) des deux principaux
invariants du tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche.

D'autres chercheurs tels que Hart et Smith [19, 20] ou Alexander {21], ont continué a
proposer des formulations de la fonction d'énergie de déformation, ol celle-ci est exprimée en
fonction des invariants du tenseur des déformations. Il s'avére que tous ces modéles sont
relativement complexes a mettre en ceuvre et manquent quelquefois de précision a grandes, et
parfois méme, & moyennes déformations.

En 1967, Valanis et Landel [6,7] proposent une autre forme de I'énergie de
déformation, fonction non plus des deux invariants principaux, mais des allongements
principaux de la déformation. En 1970, Hill [23,24] énonce la méthode des axes principaux,
méthode qui ne nécessite pas un choix spécifique des invariants. D'autres auteurs comme
Blatz, Sharda et Tschoegl [8,9] ont essayé d'ajouter plus de détails & la représentation des
modeles pour des matériaux particuliers.

Plus récemment, Ogden [10,11] propose une forme améliorée de 'équation de Valanis

et Landel, en utilisant des puissances non entiéres des allongements principaux. I montre
alors que ses résultats coincident mieux avec les résultats expérimentaux de Treloar.
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Considérant le fait que les modeles traditionnels d'hyperélasticité supposent
l'incompressibilité du matériau (ce qui réduit les analyses au cas des contraintes planes) et
compte tenu des difficultés numériques liées au calcul des valeurs et directions propres des
contraintes et déformations dans un programme d'analyse de structures (cas de l'énergie
fonction des allongements principaux), Swanson [13,14] propose une forme intermédiaire
pour l'énergie de déformation. Cette forme a le mérite de préserver la précision et l'efficacité
de l'approche d'Ogden mais ne nécessite pas le calcul des valeurs principales des contraintes
ou des déformations. Elle peut également prendre en compte la légere compressibilité des
matériaux hyperélastiques.

En somme, pour un matériau hyper - élastique 1'énergie de déformation élastique ou
potentiel hyper — élastique, peut se mettre sous la forme d'une fonction des invariants I;, I, et

I,, de la déformation de Cauchy-Green gauche [B] (ou d'autres tenseurs de déformation tel
que le tenseur de Cauchy-Green droit [ C]) ou sous forme d'une fonction des allongements
principaux A, 4,, A, et des constantes C, caractérisant le comportement €lastique d'un
caoutchouc considéré.

w=w(I,1,,1,,C,) (IL1)
ou

w=w A, A, 0,C; ) (I11.2)

Comme il a été souligné dans les lignes précédentes, plusieurs auteurs ont développé des
théories basées sur 1'une ou l'autre des deux formes de 1'énergie de déformation élastique W .
Il convient de passer en revue les principales formulations de cette énergie avant de
développer les lois de comportements associées a celles qui nous semblent les plus adaptées &
notre étude.
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B. LES POTENTIELS HYPERELASTIQUES

Dans le paragraphe précédent, nous avons souligné que les potentiels hyper -
élastiques sont développés soit A partir des invariants, soit a partir des allongements
principaux. De plus, dans ces lois, les coefficients élastiques représentatifs des propri€tés
‘mécaniques des élastomeres testés peuvent intervenir sous forme linéaire ou sous forme de
puissances non entieres.

Les potentiels, fonctions des invariants de la déformation ol interviennent
linéairement les constantes €lastiques, sont les plus largement utilisés aussi bien dans les
codes de calcul industriels que pour les développements théoriques en grandes déformations.
C'est le cas de potentiel de Rivlin [26] formulé & partir des invariants du tenseur de
déformation de Cauchy-Green droit [C ] et dont la forme la plus générale s'écrit :

WL L0 )=3 S S o1 =35 (1,-3Y (1,-3) (TIL3)

i=l j=1 k=1

oa C, sontdes constantes caractérisant 1'€lastomere particulier.

Lorsque les phénoménes de pression hydrostatique restent faibles, les élastomeres sont
incompressibles et se déforment donc 2 volume constant. L'énergie de déformation €lastique
est alors écrite directement en fonction des deux premiers invariants de [C] et on obtient

ainsi le potentiel de Mooney-Rivlin [1] dont la forme la plus générale est :

W(11,12)=2ic,,(11-3)".(12—3)1' (IIL.4)

=1 j=1

Certains auteurs [17] écrivent cette fonction sous forme plus compléte en y ajoutant un autre
terme mettant en évidence une légére compressibilité, ce qui traduit mieux le comportement
réel des caoutchoucs :

W(II2,J )= ﬁ‘,c,,(fl—3)".(72-3)f+ﬁj—5—(]—1)2" (IIL.5)

i+j=1 i

]

u:
Di
J : jacobien de la transformation,

: constantes caractéristiques de 1'élastomere,

I, et I, :invariants principaux de [ C] pour une transformation a volume constant.

Cette loi est fréquemment utilisée lorsqu’elle est limitée au premier ordre (N = ).
Parmi les modeles les plus utilisés dans cette famille de potentiels hyper élastiques, citons par
exemple les formulations suivantes :

Néo-Hookéen : W=Cy(1,-3)
Mooney-Rivlin : W=C,fI -3)+Cyu(1,-3)

Tschoegl 1% ordre [27]: W =Cy( 1, =3 )+Cyy( I, =3 )+ Cyo( I, =3 )
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Biderman : W=Co(I,=3)+Cp(I,=3) +Cy(1,-3)* +Cy,(1,-3)

D'autres modeéles, exprimant également I'énergie de déformation en fonction des
invariants existent mais sont plus rarement utilisés :

Varga : W=C(l+1,+1,-3)
Thomas : W=C(1,-3)+3C F(L,)
i=1

ou la fonction f( I, ) vaut par exemple: f(I,)=In(1,/3)

Les modeles proposé par Hart-Smith [19, 20] et Alexander {21, 22] oU interviennent
les coefficients élastiques sous forme non linéaire sont moins populaires . En effet, ces lois ne
conduisent pas nécessairement & une meilleures modélisation que les lois de Rivlin avec le
méme nombre de coefficients.

Hart-Smith ; W=C, [ eplcy(1,-3 7 )t +3¢,im(1,/3)

Cette loi est souvent écrite directement sous la forme de deux dérivées directement utilisables
pour le calcul des composantes du tenseur des contraintes :

W _ G exp[C3( I —3)2]

oI,
oW _ 1
o, 12 €
Alexander : W= [ ewlcyr, -3 7)ar, +c, lr{(—lz—_}?ﬁl} C.(1,-3)

Laloi d'Alexander (cinq coefficients) représente simplement un modele de Hart-Smith enrichi
d'un terme supplémentaire. '

L'autre grande famille des potentiels élastiques utilise les allongements principaux a la
place des invariants du tenseur de déformation :

Valanis-Landel [6] : W= flhAA)

Le modeéle le plus utilisé dans cette famille est celui d'Ogden [10, 11, 25] qu'on peut
développer a plusieurs ordres (n = 1,2,...). Notons néanmoins qu'en général, au dela de 'ordre
n =3, ces modeles deviennent assez instables.

Ogden W=3 500 +2 + 2 3)

i=1 i
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Le modéle de Pen'g [28], méme s'il est méconnu du fait de son association 2 la "recherche non
publiée”, est I'un des modéles qui fonctionne bien dans la plupart des problémes ou
interviennent les matériaux hyper - élastiques:

Peng : W=f(A)+f(A)+ f(4)

Le modeéle suivant, initialement proposé par Peng et Landel [29, 30] est non seulement assez
simple, mais donne en plus de bons résultats pour des matériaux dont la courbe contraintes —
déformations obtenue en traction uni-axiale, est linéaire :

Peng-Landel :

W= i c[/l,. —1=In( A, )—(1/6 )(In( A, ))* +(1/18 )(In( A, )’ —=(1/ 216 )(In( A, ))“]

i=1
La constante ¢ étant le module de tension initial ou module d"Young.

Enfin, Swanson [13, 14] fait remarquer que l'utilisation des allongements principaux
(valeurs principales du gradient de la déformation) convient beaucoup moins bien lorsque le
modele est introduit dans un schéma général de calcul tel que les programmes aux éléments
finis. Il propose donc d'éliminer cette difficulté en utilisant les invariants dans la fonction
d'énergie de déformation tout en retenant les avantages de 1'approche d'Ogden.

Swanson :

N 3AL/3) G 3BU(L/3)Y i g(E) Inl,
W'Z Ai+a;) +; %1+ B,) [ E22dE - ZA,-+2§J:BJ. S (IIL.6)

oules A, B;, &, B, sontdes constantes liées au matériau.

Cette liste de formulations possibles de I'énergie élastique de déformation n'est pas
exhaustive. On trouve dans la littérature de nombreuses expressions reprenant partiellement
les modeéles que nous avons cités en y apportant quelques modifications pour des applications
particuliéres. Dans la plupart des calculs industriels impliquant les caoutchoucs, les modeles
de Mooney-Rivlin, d'Ogden ou de Swanson sont les plus souvent rencontrés. Le modéle de
Mooney-Rivlin notamment, est simple & mettre en ceuvre et offre un bon compromis entre les
difficultés d'élaboration et la précision obtenue.

Dans la suite, nous nous attarderons donc essentiellement sur la loi de comportement
déduite du modele de Mooney-Rivlin mais également celle déduite du modéle d'Ogden et de
Swanson car cette derniére offre une plus grande précision que le modéle de Mooney-Rivlin
et convient bien 2 1'utilisation ultérieure que nous allons en faire (introduction des lois dans un
code de calcul numérique)
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C. DEVELOPPEMENT DES LOIS DE COMPORTEMENT

Rappelons que l'objectif de cette étude est de déterminer le comportement mécanique
d'un mélange d'élastoméres en introduisant dans un code de calcul numérique tous les
¢léments nécessaires nous permettant de déduire les champs de contraintes et de déformations
subis par le mélange lorsqu'il est soumis & diverses sollicitations mécaniques.

Le présent paragraphe trouve son importance dans le fait que les lois de comportement
rencontrées dans la littérature se présentent sous une forme inexploitable par un tel code de
calcul. 11 nous est donc indispensable de les modifier en vue de cet usage.

Rappelons les relations (I1.51) et (IL.52) :

OW([E])

[S]= 3[E]

_,9W(C])
[S]=2 3C]

on en déduit que :

g oW 3wl 0wl
Yo oc, od1,9C; 9l 9C; |

rappelons aussi les relations (I11.53) et (I1.55):
I([C])=Tr([C])=C;6,=C;

nucp=slaricip-rler)=tc.c,-c,c,)
L([C])=Det([ C1)=27€4€ 0, Cy C i

1 Zijk Z pgr ~ip ~ jq

o, _
oC, %
ol
ac, Thom G
ol B
3C3., ='12'5,-mk €t Cot Cir = I (C 1)'7
y

En nous basant sur les formes de l'énergie W proposées par Mooney-Rivlin et Ogden-
Swanson, nous décrivons les lois de comportements hyper élastiques nécessaires aux
développements ultérieurs.
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1. Loi de Mooney - Rivlin

En général, on considére les matériaux hyperélastiques comme étant incompressibles
sauf lorsqu'ils sont soumis 2 des pressions hydrostatiques trés importantes. Cette hypothése
est justifiée, car en toute rigueur ils admettent une trés faible variation de volume qui se
traduit par un coefficient de Poisson trés proche de 0.5 et donc un module de cisaillement trés
faible par rapport au module de compressibilité.

Pour prendre en compte cette }égdre compressibilité, une technique consiste a
considérer dans un premier temps, une transformation sans changement de volume
(transformation incompressible) en vue de simplifier le probléme, puis dans un deuxiéme
temps, introduire cette compressibilité par I'intermédiaire du rapport de volume J qui n'est
rien d'autre que le déterminant du gradient de la transformation. Cette technique se traduit
dans la forme de l'énergie W par une partie fonction des deux premiers invariants I, et I, et

une autre partie fonction de I, sachant que I, =J 2

La forme la plus générale de I'énergie volumique de déformation de Mooney — Rivlin
s'écrit [17]:

W= icﬁ(ll—3)"(12—3)f+iD,.(13—1)2"_

it+j=1 i=1

En prenant pour état de référence, 1'état naturel du matériau ou les contraintes sont
nulles, il apparait un terme supplémentaire traduisant cette nullité des contraintes a l'état
naturel :

iyl 3

& ; . N ‘ N
W= Y C(1=3)(1,=3) + 3, D(1,=1)" +2E(%—1]

C

ij ?
expérimentaux.
Les D, déterminent la compressibilité du matériau. Si tous les D, sont nuls alors le matériau

D, et E, sont des paramétres du matériau, déterminés a l'aide de résultats

est supposé complétement incompressible. Si D, est égal & zéro alors tous les D, doivent étre
nuls.

I, et I, sontles premier et deuxi®me invariants principaux du tenseur de déformation de
Cauchy-Green gauche.

I,=J? et J représente le changement de volume. C'est le déterminant du gradient de la
transformation.

En général, on s'arréte aux premiers rangs car la précision obtenue a un rang supérieur
ne vaut pas les efforts de calcul supplémentaires que cela implique. Les valeurs typiques de N
sont donc 1 ou 2.
L'énergie de Mooney-Rivlin devient alors :

W(I,1,,1,)=a(l,~3)+b(1,-3)+d(I,-1) +c(1—12-—1) (111.7)

3
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a, b et ¢ sont des constantes appelées "constantes de Mooney Rivlin".

d= i ou « est appelé paramétre de pénalisation.

On en déduit, avec la relation (I1.52), 'expression suivante pour le tenseur de Piola -
Kirchhoff :

s, =aé, +b(1,8,-C,)+21, [d (1, —1)—1%}( ™),
3

N =

Pour passer dans la configuration actuelle, nous exprimons le tenseur des contraintes
de Cauchy qui est 1ié a celui de Piola — Kirchhoff parlarelation j[o]= [F][S][F] ou
encore Jo,=F, S, F, :

28, =(a+1,6)5,~bC;+21, [d (1, —1)—1—03} (ct), (IL8)

3

On en déduit, au vu de larelation liant fo ] et [S] :

(SR

mi~ " nj mi~i§* nj

o, =(a+1,b)F,S,F, ~bF,C,F +213[d(l3—1)—1%} F,(C")F,
3

En remarquant que :
F,6,F,=F,F,=B, car [B]=[F][F] (I1.9)

F.,C,F,=F, F,F,F,=B,B,=B, B, car [C] =[F]'.[F] (1I1.10)

. 1 _ _
ka(cl)lenlemk(F"F);lFnl=ka(FI'Flt)lenl
=F,F; F F,=6,F F, (IL.11)

ni

=F};1Fnl=Fan}r;l=5nm

la relation (III.8) devient :

-é—am =(a+1,b)B,, -b B, B, +21, {d (I,-1)- %]am (II1.12)

3

a et b sont des constantes liées au matériau et déterminées par comparaison avec les
résultats expérimentaux. Il reste donc A déterminer les paramétres d et c. Pour ce faire, il est
d'usage de se référer a I'élasticité linéaire et d'introduire le tenseur tangent du matériau défini
par :
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aS a 82W
- - 13
Dy (1,1,1;)= aE 2acu 4ac (IM1.13)

Si a I'état de référence (ou état naturel), [C]=[1], [E]=0 et [S§S]=0, le tenseur tangent
s'interpréte comme le 1* terme du développement de Taylor du tenseur des contraintes de
Piola - Kirchhoff (I, =1,=3 et 1,=0)

S,([ET)=Dy(331)Ey + K jun(331)Ey E,, +... (1.14)

ifktmn

En €lasticité linéaire isotrope (s, =0, et E; = ¢;) la loi de comportement montre que le
tenseur tangent est constant et est égal & D,

En particulier on a :

0 _ =
Duin =24 20 = =)

(I11.15)

ol E, est le module d'Young du matériau au voisinage de 1'état de référence (module tangent)
et v son coefficient de Poisson.

Le paramétre de pénalisation ¢ (fonction de la constante d ) a déterminer est alors obtenu en
identifiant, au voisinage de I'état de référence le tenseur tangent du matériau a celui défini en
€lasticité linéaire.

o E(1-v)
Dy, ,(331)=D/y; = TFv)i=2v)

On montre par ailleurs que si 'énergie volumique de déformation a la forme (I1.62).
i

W1, 0,0 ) =TI 1,1, )+ 5 G 1)~ H(1, ) ;

alors : E, = s(anw 3)+8H(3 3)) (IIL.16)

ce qui équivaut pour le modele de Mooney Rivlin 4 :

E,=6(a+b) (I.17)
11 a déja été établi que : :
N
D,y =222
1111 aCu

et

%Su =(a+1,b)-bC, +213[d (1, —1)—7%—}(61 b

3
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or I,=C,,+C, +C,, ,il s'ensuit que :

S, = 2[a+b(c22 +Cyy)+21, [d (1, -1)—-1%}( c ),1}
3

9 B 4 dal,
e
= |: + <1mk Elqrc C:’kr)z

'—4'
3

d+3—4 (),
3

al - 1
car: 565:?:']3(6‘l)ll:'iglmkslqrcchkr
E,(l-v) 6{a+b)1-v)
D, (331)=D}, & ) =8[d+3c]= v i-2v)
d'ot

d=-L (a+b)(1 v) _3¢

B 2a TaAll+vi-2v)

Pour déterminer la constante c, il suffit d'écrire la relation (II1.8) dans 1'état de référence (ou
état naturel) dans lequel les composantes du tenseur de contraintes de Piola — Kirchhoff sont
nulles, donc :

a+2b-2¢c=0
ou encore
-a
c—-2+b
Finalement :
_ 1 _3(a+bl1-v) (g ) BE
d_2a~41+v 1-2v 32+b (IL.18)

Pour un matériau hyperélastique dont le comportement est non linéaire, une loi de
comportement adéquate ne peut se limiter 2 une relation linéaire entre la contrainte de
Kirchhoff [7] et le tenseur de dilatation [ B]. Il faudra une loi objective liant un taux de

contrainte & un taux de déformation au travers d'un module tangent.

La relation (III.12) permet d'écrire :

%[r] = (a+11b)[B]—b[B].[B]+213[d (1, —1)—}93—][1] (II1.19)

3
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en prenant la variation de 1'expression ci-dessus, il vient :

—é—d[r] =bdl, [B]+(a+1b)d[B]-bd([B].[B])+2 [D(213 —1)+—33£}dl3[11

3

I1 est démontré en Annexe B qu'en définissant les deux grandeurs suivantes

H;‘kl = 5ichjl +6leik
H: =6,B,B,+8,B,B, +2B,B,

= pl ip™ pk

on peut écrire :

(dl, =2(B]:[D]

dl,=2(1.[B]-[B].[B]):[D]

dl,=21,[1]:[D]
d[B]=[H']:[D]+[w][B]-[B].[w]
d((B].[B])=[H*]:[D]+[w].[B][B]-[B].[B].[w]

Al

ou :
[D] estle tenseur taux de déformation et [w] le tenseur taux de rotation qui sont liés par le
tenseur gradient de vitesse: [L]=[D]+[w]

ce qui permet d'écrire :

%d[’r] =2b[B]:[D].[B]+(a+I,b)[H']:[D]+(a+Lb)(w][B]-[B][w])

—~b[H*]:[D]-b({w].[B].[B]~[BJ].[B][w])+2 {d(213 —1)+%J213 [1]:[D].[I]

3

soit :

+%}m®m}[01

3

%d[r]=[2b[B]®[B]+(a+Ilb)[Hlj—b[H2]+413 [d(213—1)

+(w].(a+b.1,)[B]-b[BJ.[B])-(a+bl,)[B]-b[B].[B]).[w]

%d[z‘]—[w]((a+bll)[B]—b[B].[B])+((a+bIl)[B]—b[B].[B]).[w] =[X]:[D]
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3

%d[r]—[w]\:%[r]—ﬂ{d(h—1)-—1%—}[1]}+

{%[T}-ZI{d(Q—l}——I%] [I]}.[w] =[X]:[D]

3

(d[T]—[WJ[T]+[T][WJ)+213(d(I3—1)—1%]([WJ[I]—[IJ[W])=[X]-'[D]

3

(Y[

Or il apparait que [w ][ I]-[I][w]=0 cequipermetdécrire finalement :
%dja([rj)z[X]:[D] (I11.20)

ol d;, représente la dérivée de Jauman.
1 2 2C
[X]=2b[B]®[B]+(a+1,b)[H']-b[H*]+41, d(213—1)+7 [T]®[1]
3
(I1.21)

La relation précédente est une loi de comportement objective que nous appellerons dans la
suite "la loi de Mooney-Rivlin". Le module d'élasticité [ X ] liant la dérivée de Jauman de la

contrainte de Kirchhoff [7] au taux de déformation [ D] s'écrit finalement :

X, =2bB; By +(a+1,b)H, —~bH, +41, [d 21,-1)+ %} 5,6,  (OL22)
3
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2. Loid'Ogden-Swanson

Cette loi s'applique 2 des matériaux hyper - élastiques faiblement incompressibles supportant
un taux de déformation pouvant dépasser 150%.

Rappelons que la loi d'Ogden s'appuie sur une formulation basée sur une énergie de
déformation de la forme :

W= XA a2+ 5)

i=1

dans laquelle les A4, , A,, A, sont les allongements principaux (racine carrée des valeurs

propres du tenseur de Cauchy-Green [ C ). Les coefficients A;, les puissances ¢, (non

entiéres) caractérisent le matériau. On notera que la forme ci-dessus de 1'énergie W rentre
bien dans le cadre de la théorie présentée au chapitre II.A.4 puisque les allongements
principaux sont directement liés aux invariants de [ C ] par les relations :

L=+ 224+ )2
L=RX+1 5+

Il est cependant utile de remarquer que cette forme de I'énergie W est peu commode
d'utilisation en particulier pour le calcul numérique, puisqu'elle suppose la connaissance par
avance des allongements principaux. Swanson [13] a montré que I'approche par des
puissances non entiéres pouvait &tre combinée de mani¢re relativement simple avec 'emploi
des invariants principaux de la déformation. Il en déduit la forme suivante de 1'énergie de
déformation :

Al+a;) 21+B;) ,- 2
(I11.23)

l+e; 1+B;
O S L VL iy LT YL +L”g(f)dé—(ZA,-+2ZB,)log(l’)

Cette forme de 1’énergie prend en compte la nullité des contraintes a 1’état naturel qui
est pris comme état de référence.
Sachant que les composantes du tenseur de Piola - Kirchhoff se déduisent de I'énergie de
déformation W par la relation :

_LoW([C]) . _low oL, . ow 9, | 9w al, | .
Su=2""¢ " soit Su ‘2[ a1, ac, Tar, 3¢, T al, ac,

Il s'ensuit :
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e[S ol ool

(111.24)
p q
[13 8(1; )—[24 +2ZB,-H (C" e
i=l =l
g étant une fonction telle que g(1)=0. En général, on prend :
g(I;)=D(1,-1) (II1.25)

A Détat naturel, I, =1, =3 et I, =1.De plus, C; =6, . On remarque alors que :

5, [EMQB}EB[@A@BHO

Jj=1

Ainsi donc, A I’état naturel (ou de référence, on vérifie bien la nullité des contraintes c’est-a-
dire: §; =0

Le tenseur de Piola - Kirchhoff et celui de Cauchy étant 2 tout instant liés par la relation
Jo, =F, S, F, ,onendéduit que:

K a; B B;
LY LY LY
Jo,, = 24(?1] +2BJ(32] I,}kac?,d Fn,—ji}Bj(,;) F,,CyFy+
i= j= =

p

I, g(I3)—(ZA,- +223j]} F., (C-l Ju Fo

i=1

En considérant les relations liant le gradient de la transformation [ F' ] et le tenseur des
dilatations [ B ], il vient:

r a; B; B;
I\ LY’ LY’
Jo,, = iA,(glj +2Bj(—32—] 1,}3”,,,—5:31.(—3&) B,B,+
j=

i=1 Jj=l

L13 g(1, )—(iA,. +2iBjH S

i=l

En effet :

F,0,F,=F,F,=B, ((B]=[FI(FT')

kaCIanl=kaFkF;'anl=Bml'Bin=Bkakn ([C]=[F]I[F])

Fo(C' ) Fy=F,(F F) F,=F, (F'F™" )e Fu
=kaFk:lEi_lF[ =6miEi_1Fnl

n

=E;1Fnl=Fn1F‘l;l=5nm
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Remarquons que, lorsque le matériau est & I'état naturel, les composantes du tenseur de
Cauchy [0 ] comme celles du tenseur de Piola - Kirchhoff /S ] sont nulles.

Les coefficients A, ¢;, B; et B, étant des constantes lices au matériau et déterminées grace

aux essais, il reste a calculer la constante D, introduite par la fonction g et qui représente le
paramétre de pénalisation y tel que :

Pour déterminer cette constante, on introduit le tenseur tangent du matériau, défini par :

a ij
Dyu(11,11,13)=§E;

et on fait une identification au voisinage de I'état de référence de ce tenseur avec celui défini
' a0
en élasticité linéaire ( hypothése des petites perturbations  Dj, = T L)
Kl

Dxm( 331)= Dlom avec :

et : (L) (IT1.26)
E, _
20 +v) #

E, est le module d'Young du matériau au voisinage de I'état de référence (module tangent),

v le coefficient de Poisson fixé entre 0 et 0.5, proche de 0.5 pour les matériaux
incompressibles,
U le module de cisaillement du matériau.

En restant dans I'hypothése des petites perturbations (I, =1, =3, I, =1 et donc g(I,)=0)

et en considérant la composante S, , la relation (II1.24) permet d'écrire :

q P <1
S, =- BjCl2 —(ZA,.+2ZBJ-}(C13C23—C12C33)
j=1 i=1

j=1

et puisque C; =6, +2¢; un développement au 2°™ ordre donne

Ci3 Cy3 —Cp, G35 == 2¢,, soit

Sz =2(EP:A1' +iBj] €

i=l j=1

ce qui nous permet de déduire le module de rigidité du cisaillement G, en petites
déformations :
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P q
p=24+2 B,
i=1 j=1

Avec (I11.26) et (II1.27) on obtient :

E0=2(1+v)[iAi +zq:B/}

i=1 J=l
et:

%l—v{iAi +iBJ]

o -
Dllll - (1-'2\/)
Il a déja été établi que :
as
D1111=2aclll1
et
4 9 2
Sn = ZA( ) + ,( ZIBJ —— C”+
= Jj=
p
I, D(1;-1)~ (2A,+2i31 (C),
i=1 Jj=1
soit :
& (LY &a(L)
ZEAt 3 +(11"C11)ZBj 3
i=1 j=1
< 1
+ 0113(13—1)—(ﬁ4+223j (C' )
i=l J=1
ou encore : :
o (1 o (1, 8;
S11=2Ax‘ 3 C22+C33 ZB] 3
i=l j=1
q
+[Dl I(I,- (};A, +2ZB,H (c1),
= =

Pour déterminer D,,,; on effectue les opérations suivantes :

0S, _0S, 3,  8s, 3L, 35, ol
dC, 9, dC, dI, aC,, 9l 9C,,

i=1

, 98 g Pt
Bu oy ne MY Co+Caf 2 B[ 2
aCll j=l

+2D,(2I, —1)(C“ I (CH )

(II1.27)

(111.28)

(II1.29)
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En début de déformation, I, =1, =3, I,=1 et [C]=[1] .1 s'ensuit:

oS 2 8
1) = u - = i o A+2 ; B.B,+2D
D,;,,(331) Zac11 32 ,A,+3 2, ;B )

2% 8 |
D,(331) = 3206,-14,-@213,- B;+2D, (I11.30)
i=l j=

En considérant les relations (II1.29) et (II1.30), ¥galité D,,,,(3,31)=D,, s'crit:

1- .+ 2B,
2 v?(g,;t;rz ,)%ga%ﬁ%gﬁﬁﬁm

D, ((1“2‘;))[5',1‘\ iB ]__[ia A,+45:ﬂ B] (IIL.31)

dou :

Détermination de la loi de comportement

Comme pour le cas de Mooney — Rivlin, nous cherchons a présent une loi de
comportement objective de la forme 8[c] =[Y]:[D] par exemple, ou [Y] est un tenseur

d'ordre 4 des constantes hyper - élastiques.
I Q; I ﬁj I ﬁi
[T]= ZA{?‘] +IIEBJ.(—31) [B]—ZB].[?Z) [BL[B]+
o i j J
I:D, L1, —1)—(24 +2ZB].H[1]
i j

En prenant la variation de cette relation, on obtient :

a;~1 B; B;-1

. ; I
ar1=| S %a(L) a v 3a (L) a1 30 [ L) B+

3 3 7 3 73 3

@, B B;-1

I ! o 12)”
YA|L| +1,) B, L d[B]—Z—ﬁLB]. —| dlL[Bl[B]-

i 3 i 3 j 3 3

B;
35 ate18)+ 0, Cct, -

Il est démontré en Annexe qu'en définissant les deux grandeurs suivantes :
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Hy,=6,B;+5,B,
H =6,B,B,+6,B,B, +2B,B,

jp = pl ip™ pk

(I1.32)

on peut €crire :

(dl, = 2(B]:[D]

dl, =2(I,[B]-[B].[B)):[D]

dl, =21,(I]:(D] (I11.33)
d[B]=[H']:[D]+[wl.[B]-[B].[w]
|d((B1.1B])=[H*1:[D]+[wl.[B1.[B]-[Bl.[B].lw]

A

ol :
[D] estle tenseur taux de déformation et [w] le tenseur taux de rotation qui sont liés par

[G]=[D]+[w].

De ces relations, on déduit :

a;-1 B,
d[r]:[Z%A{%‘) +ZBJ.(1—2) “Z[B]:[D].[B]

—22—’3

{ (—) IIZBJ(I—ZYI}[HW:[D]
=" 3 - 3
—ZB (-31] [H%):[D]+2D,(2I, -1)I,[I):[D1.U]
o; ﬁj pi
+[w{{2A{-§—) +1123j(-13l }[B]—ZBJ.(%—) [B].[B]]
i j J
—[{EA (i] +1,),B (ﬁ]ﬂj —[B]+ZB (I—Zjﬁj [B] [B]][w]
= 3 teail 3 ~ 3 '

En isolant le tenseur [ D] des cinq premiéres lignes de cette relation et en remarquant
que les expressions multiplicatrices de [w] sont en fait équivalentes a I'expression suivante :

ﬁ,—l

+2I 2—13 ( ] (7, [B1-[BL.[B]): [D1(B]
L
3

B;-1
J (1,1B]1-[B1.[B]): [D1{B1.[B]

[r]—[z)1 L(1, —1)—(24 +22j:3jﬂ[1]
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on peut réécrire la relation ci-dessus sous la forme :

diz] —[w][[r]{z)1 L(1, —1)—[2 A+ 22 B ,H[u]

+[[r] —[Dl L(1, —1)—[2 A +2) B, H[I]][w] =[Y]:[D]

ou €ncore :

(d[r]-[w]l7] +[r][w])+[1)l L(1, —1)—(2 A+ 22 B, H ((wl.L1-111.[w])

f =[Y]:(D]

Dans cette relation, 1'expression (d [z]1-[w]llz]+ [T][w]) est la dérivée de Jauman du
tenseur des contraintes [7] et ([w].[l 1-11 ].[w])= 0.1l s'ensuit :

d,[t]=[Y]:[D] - (mL34)

ou le tenseur d'ordre quatre des modules tangents [Y ], vaut :

. a I a; -1 I ﬂ,‘
[Y]=2[Z?’A,.(?‘) +ZBJ.(?2] }[B]®[Bl

R ﬂj_l
+2112—'[;—’Bj 132-] [B]®(I,[B]~[B].[B])
: |

ﬁj_l
—22%31.(132-) [B].[B]®(I,[B]-[B].[B]) (I11.35)
% I Bj

) +1123j(—32-) ][Hll

A,
—ZBJ.(%—] [H?]+2D, I(2L,-1)[1]®[I]

soit en utilisant les notations indicielles :
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= 5 2a(4] 555 Jo,m
+21 Z—’B ( jﬁ'—l B,-B, B,)

ﬂ,—l
—22 ’B( ] (IB -B,B,,) (I11.36)

[ e

B,
_ZBJ.[?) H;, +2D L,(2I, -1)§,6,
J

]

Nous venons de décrire une loi de comportement liant I'incrément du tenseur des
contraintes de Boussinesq [ON ] et le gradient de vitesse [ G ] . Rappelons que cette forme de

la loi est nécessaire car elle est destinée & étre introduite dans un processus d’homogénéisation
en grandes déformations. En somme, elle a été définit pour deux formes différentes de

I'énergie de déformation W : 8N, =L, G,
Mooney - Rivlin :

Ly =2bB;B,+(a+1,b)H,,—~bH}, +41, [d 21,-1)+ %}6.. 8y

Ogden — Swanson :
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A. INTRODUCTION

La prise en compte d'une interface fine entre les constituants du mélange d'élastomeres
répond 2 un souci d'approcher au mieux la réalité. Il est possible d’une part que cette interface
soit volontairement introduite par une opération d'ensimage par exemple, pour donner au
mélange certaines propriétés particuliéres. D'autre part, ’expérience a montré que les
frontiéres entre les constituants du mélange peuvent étre le si¢ge de réactions chimiques
pouvant donner naissance & une couche supplémentaire autour des diverses phases. C’est cette
couche que nous appelons ici, interface.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'adapter l'approche utilisée pour un composite a
renforts enrobés a notre probléme. Dans ce cas I'hétérogénéité sera décrite par deux inclusions
ellipsoidales concentriques, mais non homothétiqucs définissant l'inclusion I et son enrobage
C (interface).

La démarche micromécanique est basée, d'une part, sur I'équation intégrale, et d'autre part, sur
les relations interfaciales caractéristiques de la topologie d'inclusion enrobée [1]. Cette
démarche se limite au cas de matériaux hyperélastiques ne présentant pas de discontinuités du
vecteur déplacement et du vecteur de contraintes aux interfaces. Dans une direction donnée,
1'épaisseur de l'enrobage ( Aa) est supposée petite par rapport aux dimensions caractéristiques

( a )de l'inclusion, c'est a dire : % << 1. Les déformations moyennes dans I'enrobage sont

calculées a partir de 'hypothése d'un champ uniforme selon I'épaisseur de I'enrobage en
utilisant le champ moyen dans l'inclusion. Les équations sont développées dans le cas général
d'inclusions ellipsoidales et de milieux anisotropes.
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B. REPRESENTATION ET LOCALISATION

1. Représentation de l'inclusion enrobée

La topologie de l'inclusion enrobée (figure ci-dessous) suppose que l'inclusion I de module
tangent /' et de volume V, est entourée d'une couche mince (enrobage) de module tangent [°
et de volume V,_, I'ensemble étant plongé dans un milieu homogene infini (matrice M ) de

module tangent L’ . On suppose que la liaison entre tous les constituants (inclusion - enrobage
et enrobage - matrice) est parfaite de telle sorte que les vitesses et les vecteurs incréments de
contraintes sont continus sur toutes les frontiéres.

Aa

MATRICE (M)

ENROBAGE (C)

INCLUSION (I)

Ab

VvV
o

Figure IV.1 : Représentation de l'inclusion enrobée.

2. Equation intégrale — Cas de l'inclusion enrobée.

Un mélange d’élastomeres est un matériau hétérogéne et peut étre considéré comme un milieu
continu & microstructure. Celle-ci est supposée connue dans 1’état initial du milieu, et son
évolution au cours de la déformation conditionne la réponse du matériau. La formulation d’un
tel probléme en élasticité conduit a une équation intégrale [2] dont la solution approchée est
souvent obtenue dans le cadre du schéma auto-cohérent [3, 4].

Berveiller et Zaoui [5] ont formulé une telle équation dans le cadre des petites déformations.
Nous utilisons une démarche semblable pour résoudre notre probléme en grandes
transformations avec une formulation en vitesse et en se plagant dans la configuration actuelle
(description Eulerienne).

Soit donc un milieu hyper-élastique continu V de frontiére S, al'instant 7. On impose sur

cette frontiére une répartition de vitesse V*( x) (conditions aux limites cinématiques).
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L'équilibre d'un tel milieu peut se traduire pour des problémes quasi - statiques (6] :
- en fonction du taux de contraintes de Cauchy :

div(8,0)+pd,f—grad(c):g+p fTr(g)=0 (IV.1)
ou
- en fonction du taux de contraintes de Boussinesq et pour la configuration de
référence confondue avec la configuration actuelle :

div(8n)+pd,f=0 (IV.2)

ou &, f estlincrément de forces volumiques, 0 la masse volumique du matériau et g le
gradient de vitesse.

La deuxiéme relation est celle que nous utiliserons du fait de sa simplicité relativement a la
premiére, du type de contrainte qu'elle met en évidence et de la configuration dans laquelle

elle s'écrit. Nos développements se feront donc dans la "configuration Lagrangienne
réactualisée" comme déja précisé dans le paragraphe IL.A.2.

L'application de la relation fondamentale de la dynamique en description Eulerienne se traduit

par:

Sn..+pd f. =0
{‘"’“w i (IV.3)

5,n‘.}. # 5,nﬁ

O, n; étant l'incrénient de taux de contraintes de Boussinesq (contraintes nominales).
Les conditions aux limites cinématiques se traduisent par :

Vi(x)=Vi(x)=Gy(x)x; Yx€S, (IV.4)
La loi de comportement locale du matérian hyper-élastique s'écrit :

S,ny( x) =1y (x) gyl x) (IV.5)

i

ou les /,, (x) représentent les composantes du module tangenten x et g,(x)=V, J(x) les
composantes du gradient de vitesse infinitésimale .

En reprenant la démarche décrite au chapitre I1.B.2.b, on aboutit a 'équation intégrale
cinématique suivante :

Znl X) =Gy = [ Ty 2= % )8l( X ) gu( X )aAV’ (IV.6)
avec
Lol 5= ) =R n(x=x )= ~L[R,(x=x )+ R, x=x )l av.7)

2
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G,, n'est pas symétrique par rapport & k et m dufaitque V,  #V,

La détermination des propriétés effectives d’un milieu hétérogéne passe par la résolution de
I’équation intégrale ci-dessus. Le cas de l'inclusion simple noyée dans une matrice a été
largement abordé dans le chapitre I1.B.4 dont les relations suivantes sont a retenir :

g'=a":<a">":G=4A":G Iv.8)
a =1+ M) (Iv.9)
L7 =<1 : A" >=<1" ;0" >:<a" >7 (Iv.10)

1

En introduisant la fraction volumique f' de l'inclusion I, définie par f! =—1—}- et pour un

!

polyphasé constitué de N grains, on obtient :

<all >=if1all (a)
I=1
Al =a” (i fla" ) (b) (Iv.11)
=1
17 =3 i A (c)
I=1 .

Dans les paragraphes suivants, nous nous attarderons plus sur le cas d'inclusions
enrobées.
Rappelons que la présence d’interfaces entre les constituants du mélange est modé€lisée par la
considération d’une inclusion enrobée, noyée dans une matrice homogene, I’enrobage, faisant
office d’interface (figure IV.1). Dans ces conditions, la déviation du module tangent au travers
du modele élémentaire s’écrit :

Sl(x)=(1"-1")0"(x)+(1°-L")0°(x) (IV.12)

ol les fonctions caractéristiques 8'( x) et 6¢( x ), sont définies par :

1 xevV, :
0'(x)= ! t 0%(x)=0%x)-0'(x
(){O er,e(x)()()
Notons également la fonction :
0%(x)= 1 xeV,=V, +V,
0 xgV,

ou V, désigne le volume de l'inclusion composite (1+C).
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On peut aussi écrire (IV.12) comme suit:
Sl(x)=Al"0'(x)+AI° 0(x) (IV.13)

en remarquant bien que : Al' =1' =L et Al°=I°-0
L'équation intégrale (V1.6) devient alors :

g, =G~ Ty x=% ) Alip 8a( X' )8 (X )AV" -
==, T ¢ (IV.14)
[ Dyl =% ) Al gl X)X V"

En tenant compte des propriétés des fonctions caractéristiques 0'(x)et 8°(x),larelation
(VL.14) s'écrit sous la forme :

8y =Gy~ J, Tiu(x=) Blipy 8ol ¥ ) &

(Iv.15)
=, Tl 2% ) ALy 8pa( ¥ ) 5
La présence dans cette équation intégrale de I’inconnue g;(x ) de part et d’autre de

1’égalité ne facilite pas sa résolution. Certains auteurs dont Kroner [1, 7] ou Eimer [8, 9] ont
proposé des approches de solution pour les milieux élastiques linéaires. Par ailleurs, dans les
problémes d'homogénéisation pour un milieu dans lequel /( x) est uniforme par morceaux (ce

qui correspond a nos hypothéses), seules les déformations moyennes d'une phase
interviennent. On se propose donc de déduire de (V1.15) les moyennes des gradients de
vitesses suivantes:

_1__1_
8=y ), 8(x) 8

ze =VL .[v, g, (x)dV (IV.16)

-2 _ 1
8=y, 8% 4V

A partir de l'expression de 1'équation intégrale (IV.15), on calcule §,.12. par:

2 =Gyl f, T(x %) Bl 80(¥ )V 4V~
av.a7)
1 / c ’ B
Vz“.vz ,[Vtﬂykz(x—x )AL, g8..(X)dV dV.

Eshelby [10] a démontré I'uniformité de l'intégrale IV Iyy(x—x")dV' pour une inclusion

ellipsoidale. On note cette intégrale T,.ﬁd( L’ ) pour tout x'e V, qui représente le tenseur

d'interaction dans l'inclusion composite ( Ic ). On en déduit :
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guz' =G; -+ ukl(La )Alklmn J-l gl X' ) AV’

(Iv.18)
ukl ( Lo ) Alklmn J. gmn( x,) av’
En considérant les expressions de moyennes (VI.16), on obtient:
—=2 V[ 2 0 V o 9
gij = Gi' V 7:jkl(L )Alldmn gmn V 1]kl(L )Alklmn gmn (IV1 )

D’autre part, la moyenne sur l'inclusion composite du tenseur gradient de vitesse g',.f. peut

s'écrire :
gl = VLU g, (x)dV+] g,](x)dV} soit :

.-——2_Vl—l Vc—c IV20
gij _Vz gij+V2 gq ( . )

En combinant les expressions (IV.19) et (IV.20), on obtient:

v, 0 V. 0
V_Z(I +T;ﬁcl(L )Alklmn)gmn +V2 (Iijmn +7:;d(L )Alldmn)gmn - Gl] (IV21)
ou I, =9,,.0, estle tenseur unité d'ordre 4.

On obtient ainsi une équation a deux inconnues qui sont les moyennes des gradients de vitesse
dans I’inclusion, g., et dans I’enrobage, g5,

< N N . . . —1 —_
Pour résoudre complétement ce probléme, il faut relier les deux inconnues g, et g, parune

autre équation. C’est cette nouvelle équation qui fait 1’objet du paragraphe suivant ot nous
introduisons les opérateurs interfaciaux.
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C. OPERATEURS INTERFACIAUX

Les champs de contraintes dans l'enrobage varient en réalité de maniére complexe. De
plus, il existe une discontinuité des champs d'incréments de contraintes et de gradients de
vitesses respectivement n et g au passage d'une interface. Lorsque I'épaisseur de I'enrobage

est faible, on peut admettre raisonnablement que les champ moyens On et g sont uniformes

selon 1'épaisseur de la couche si bien que 'on peut relier les déformations de part et d'autre de
l'interface (Inclusion - enrobage)  partir d'une formulation simplifiée des équations de champ
(équilibre et compatibilité) conduisant aux opérateurs interfaciaux [10, 11].

On désigne par (dn',g' ) et (On,g° ) les champs d'incréments de contraintes
nominale et de gradients des vitesses dans l'inclusion (I ) et dans I'enrobage ( C ). Comme il

a été démontré par Eshelby, Hill et Walpole [10, 11, 12] dans le cas de petites déformations,
ces champs peuvent étre reliés explicitement uniquement au travers des propriétés €lastiques
des constituants de part et d'autre de l'interface et de la normale unitaire 4 & l'interface.

En effet, le fait de supposer qu'il s'agit d'une liaison parfaite entre les deux phases,
conduit & une continuité du vecteur vitesse :

[V.]=V -V =0 (Iv.22)
et une continuité du vecteur taux de contrainte :
[6n,Ju,=[6n;—8n;Ju; =0 (IV.23)

Les u, étant les composantes du vecteur unitaire normale # & l'interface.
Dans chaque phase, la loi de comportement se met sous la forme :

I _ 41 1
5";'1'—1;71(1 8u

. (Iv.24)
6n; =1y 8u
En un point %( x, ) de l'interface les conditions de compatibilité s'écrivent :
av, =V, dx; (IV.25)

et la continuité des vecteurs vitesses impose pour le saut du gradient de vitesse I'équation
suivante:

[V,;]dx; =(V,); =V )dx; =0 (IV.26)
et puisque u,.dx; =0 (# normale a dx ) , la condition (TV.26) est équivalente a [15]:

[V,,]-—-(V,IJ =Vi)=4u; (Iv.27)
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Autrement dit
c 1 _ v
[8;,-]:8,7"8,7—/1:'"/1' (Iv.28)

ot A est un vecteur de proportionnalité (correspondant 2 I'amplitude du saut) qui est
déterminé complétement par la condition :

I I
Liw 8ty = Uiy 8ut; (IV.29)
Celle-ci s'obtient 2 partir de la continuité du vecteur contrainte au passage de l'interface en
utilisant les lois de comportement dans chaque phase.

En prenant !’ comme milieu de référence, I'équation (IV.29) permet d'éliminer le champ g°
dans I'équation (IV.28). On obtient ainsi : ’

T !
lijkt Sul; =li;kl(gld +A Ju;

0ou encore .

(l,;,d _lz;kl )gI:l u; = li;u U u; A (Iv.30)

En introduisant la matrice de Christoffel

M, =l uu, (IV.31)
On peut écrire : | MyAy =Ly =15 )8u 1,
Ce qui permet d'écrire A; sous la forme:
A = MG (Lyn = Vin )8 n Iv.32)
La relation (IV.28) donnant le saut du gradient de vitesse permet alors d’écrire :
85 = 85 = B Limn ~ imn ) 8 (Iv.33)
ou l'opérateur P s'écrit :
By = My u; Y (IV.34)

Une démarche similaire, en prenant comme milieu de référence 1’enrobage, aboutit également
a I'équation ci-apres :

8 =85 =Pyl — Limn) & (IV.35)

P': opérateur interfacial qui dépend de & et de I’

P°: opérateur interfacial qui dépend de u et de [°
Finalement, il vient :
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l[C

g =gh+Py(1°i)Al, &, Iv.36)

ol Al = L = i
En premiére approximation, on remplace dans (IV.37) giﬁ. par sa valeur moyenne ?.-,’- surV,

de telle sorte qu'on puisse écrire :
85 = & + Pyl 15 )AL, B (IV.38)

L'épaisseur de l'enrobage étant supposée trés petite, la valeur moyenne de la déformation dans
l'enrobage est calculée en supposant que g°( x) est uniforme selon I'épaisseur de I'enrobage et
égale 3 g€ de (IV.38). Dans ce cas, g°( x) ne dépend que de la normale  la fronticre de V,
etona:

g = VL fVc gi(x)dvV =g, +VL[ Iv, Py (1.0 )dV}Alk’fm, g (IV.39)
Soit :
g =3 +VL[ fv Py (1°,i )dV}Al,f,f,m [ (IV.40)
En posant T;kl = f/l—.[v By (1°,u)dV cette équation devient :

2 =8+ Ty Al B (IV.41)

Cette deuxiéme équation associée 2 celle obtenue 2 la fin du paragraphe précédent réduit le
probléme 2 la résolution du syst¢me d’équations suivant :

Vv — 0 —c
_I(Iijmn +T:jd( L” )Allflmn>grlnn +%(lijmn +T:]il(L )Allgmn>gmn = Glj
2

V2
IC =1

g-l'jc' = ng +7:j;cl Alldmn gmn

(Iv.42)

De ce systéme, on déduit finalement que la résolution du probléme de I'inclusion enrobée
hétérogéne se raméne au calcul des tenseurs T2 et T . '
Avec:

To( D)=, Tu(x=¥)aV et Ty =q[, Bu(l8)dV
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Détermination de T'.

En Annexe B on montre que :

Rjkz(LO»ﬁ)zmd(Lo )‘fl".m(f =x)dV (1v.43)
VI

x* est un point de l'interface ( IC ) vu du c6té de I’enrobage.
En intégrant cette relation sur le volume V, de la couche (enrobage) , on obtient

jvt Py( L%, )dV =V, Th( L )- ch IV: [ x* —x)dv*dV (IV.44)

En remarquant que V, =V, +V, , on peut décomposer le terme J; J.V Ly(x" —x)av*av

de la maniére suivante :

J.Vc _[V’ I‘zjkl(x+ -x)dv*dyV = J.Vz sz Hjﬂ(x+ -x)dv*dv

(Iv.45)
‘Iv, Iv, [y x—x')dvav’
De plus, en considérant les résultats d’Eshelby concernant 1’uniformité de I'intégrale
-[v, Iy,(x—x")dV' pour une inclusion ellipsoidale, on peut écrire :
.[vz Fy(x=x")dV'=Ty(L) pour x€V,
J-V’ Fy(x—x")dv'= TUQ,(L" ) pour xe'V,
Il s’ensuit que :
fvz fv, F(x* =x)dv*av =V, Tp(L)
J, |, Tt x=x )avav'=v, Tz
Ce qui permet d’exprimer (IV.45) sous la forme :
Jo, [, Twtx=x)dv*av =V, [ 2 )~Ty(1 ) (IV 46)

Le tenseur T,ﬁd (L) est calculé sur le volume V, de l'inclusion composite ( inclusion +

enrobage ) supposée de forme ellipsoidale. Comme pour T, (L°), ce tenseur se déduit -
classiquement du tenseur d'Eshelby.
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En introduisant la derniére expression de (IV.46) dans (IV-44) il vient :

[P L2,8)dV =V, Tl 12 )=V, (T3 £ )=Tiu( L") av.47)
Ve

Rappelons que le tenseur T~ est défini par :

w

Ty =y |, Bl L84V

Finalement :

W o V I+] o
Ty =Ti,$d(L )_V[(T;:;cl(l’ )—717;1(1‘ )) (Iv.48)
Notons que T*(L’) dépend également de la géofnétrie de I’inclusion composite par
I’intermédiaire des rapports d’axes : %:%3—2

. _ ) » . Aa, Ab,
Dans le cas particulier d’une géométrie concentrique et homothétique ou -a—‘— = T’ ona:

Aa,
A ai(l t— - ) .
a; +4a; _ i J - (IvV.49)
b, + Ab, Ab, b,
bil+ —I-)—L

ce qui veut dire que P'inclusion ( I ) et I’inclusion composite ( IC ) ont le méme rapport d’axe
etdoncque: T*(I°)=T'(L’). Autrement dit, pour ce genre de géométrie, on a:

T =Tj( L) (IV.50)

ijk
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D. APPROXIMATION AUTO - COHERENTE DE L’ EQUATION INTEGRALE

- Cas de l'inclusion enrobée -

On se propose dans ce chapitre de déduire le comportement €lastique global d'un
élastomére constituant un milieu hyper élastique infini composé de trois éléments différents :

: < 2oz < - 2 £ M
- une matrice dont les propriétés mécaniques sont représentées par le tenseur /™,
- des inclusions de forme ellipsoidales dont les propriétés mécaniques €lastiques sont

représentées par le tenseur ',
- une couche mince (entourant chaque inclusion) qui constitue l'enrobage et dont les

propriétés élastiques sont désignées par [°. On suppose également que l'inclusion composite
(IC ) est de forme ellipsoidale.

On note V le volume total du milieu élastique, V, le volume total des inclusions, V, le
volume total de I'enrobage et V,, le volume de la matrice de telle sorte que V =V, +V_+V,, .
On notera aussi V, =V, +V_.

En introduisant les tenseurs de localisation reliant les champs locaux aux champs globaux, les
relations de moyennes de Hill-Mandel permettront de déduire le comportement effectif global
du composite.

Les tenseurs de localisation sont évalués a partir d'une approche autocohérente qui consiste a
faire un choix particulier du tenseur L’ décrivant la matrice et & limiter, dans le cas de la

méthode autocohérente 2 un site, les interactions entre constituants a celles entre une inclusion
enrobée ellipsoidale et le milieu homogéne équivalent considéré comme matrice.

1. Homogénéisation

Si on applique une vitesse a la frontiére du volume élémentaire représentatif (V.E.R), le
gradient de vitesse globale est égal 4 la valeur moyenne volumique des gradients des vitesses
locaux g,( x) au sein du composite.

= _1
G,=8,= jv g, dv (IV.51)

Le champ taux de contraintes macroscopiques résultant de 1'application du champ [ G ] se
traduit par le tenseur de Boussinesq [N ], défini par :

SN(x)=L%(x):G(x) _ (IV.52)
ou encore

5N(x)=fVLeff(x').~G(x’)a(x—x’)dv (IV.53)

L7 représentant les constantes élastiques effectives du matériau composite.
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Les champs gradients de vitesses microscopiques et macroscopiques sont liés par la relation

suivante:
g(x)=A(x):G (IvV.54)
A( x ) est le tenseur de localisation du gradient de vitesse global /G ).
g
En appelant :
g’ le gradient de vitesse moyen dans la phase inclusion
g° le gradient de vitesse moyen dans la phase enrobage
g" le gradient de vitesse moyen dans la phase matrice
On peut écrire & partir de (IV.51) la relation suivante:
Vit Voo Vy —u
G, =-V’—g,.j +37 8y +—‘j‘—gij (IV.55)
Ou encore :
_ gl =1 c —c M —M -
G,=f 8+ 8&; +f" gy (IV.56)
1V, : : - :
f = v étant la fraction volumique de l'inclusion,
fe= % étant la fraction volumique de I'enrobage et
M= VVM étant la fraction volumique de la matrice.

T est évident de remarquer que :  f' + f°+ ¥ =1

Les valeurs moyennes des gradients de vitesses dans l'inclusion, dans 1'enrobage et dans la
matrice sont données respectivement par :

-1

_1 v
8 _VI IV’ gijd
—c _ ]_

—M _ 1
5=y Lad

De méme, si on désigne par:
5"5- I'incrément de contrainte dans la phase inclusion,

on; lincrément de contrainte dans la phase enrobage, et

5n$4 lincrément de contrainte dans la phase matrice.

on peut écrire :
c c M
N, = f' 8n)+ £ onj + f* on (IV.58)
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A partir de (IV.54), nous avons :

gl(x)=A"(x):G dans I'inclusion

(IV.59)
g(x)=A(x):G dans l'enrobage
D'autre part la loi de comportement locale permet d'écrire :
n; =15, gy  dansl'inclusion
on; = l,j,d g5  dansl'enrobage (IV.60)
on)' =13 gy  dansla matrice
Tenant compte de (IV.59) et de la loi de comportement locale dans l'enrobage et dans
I'inclusion, on obtient :
ny =Ly Agn G
ijki “ “klmn >~ mn (IV61)
6" - ltlj:kl Al:lmn Gm
D'aprés (IV.56) et (IV.60) :
gq - f ( qkl _f Aﬂd f A‘Ajkl) (IV62)
dn = fl 2, (L~ ' Al = A ) G (IV.63)
Les relations (IV.58,IV.61 et IV.63) donnent :
6Nl] (ljmn f (lxjkl - ll%l )Al:lmn + f ¢ (ll’]:kl l!%l ) Alflmn )G (IV64)
Avec la derniére expression de (IV.64), I'équation (IV.52) permet d'écrire :
L‘;{m tjmn f (lljkl - l:zt )Alilmn + f ¢ (l;kl l;:l ) Alflmn (IV65)

2. Approche autocohérente.

L'approche autocohérente consiste 2 faire un choix particulier du module L’ eta
remplacer les interactions entre une hétérogénéité particuliére qui est l'inclusion, et le milieu
réel environnant par celles entre l'inclusion et le milieu homogene équivalent de module
tangent L7 .

Le matériau modélisé étant supposé granulaire, la forme des grains peut étre
suffisamment bien approchée par un ellipsoide.

Le module tangent I( x ), qui définit le comportement instantané du matériau

composite, ainsi que le gradient de la vitesse g( x) varient faiblement a l'intérieur d'un

constituant, de sorte que leurs valeurs moyennes reflétent bien le comportement réel. Ceci se
traduit par :
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[(x)=1/ VxeV’

g —Vl, #(x)aV j=1.CouM (IV 66)

La détermination des tenseurs de localisation A’ et A° par 'approche auto - cohérente se
raméne 2 utiliser les résultats du probléme de l'inclusion enrobée hétérogéne. Il suffit de

remplacer alors dans les équations donnants g' et g°, L’ par I qui représente dans ce cas,
le milieu homogeéne équivalent. Les équations (IV.42) deviennent :

V € Vc €
V;[Ix'jmn kl(Lff )Alklmn]gmn +72[Iijmn +T:J:;'d(Lﬂ )Alldmn]gmn = GU

E‘j = g‘j +T;:I;1( lc )Allc[lc;rmgrfm [51m6jn + T:jkl(lc )Alldmn ]gmn

(Iv.67)

avec: Al' =l' —I¥ et Al =1 —1F

et dont la résolution permet de déduire les tenseurs de localisations a' et a° respectivement
de g’ etde g€ par rapport au gradient de vitesse imposé [ G°J :

V.
a'I' = {V; [It:/'mn + Ttﬁd( Lfﬂ' )Allflmn ]+ % [Iljmn + Tlﬁd( Leﬂ. )Al’flm"]
B (IV.68)
+ - [Izjr: + T:Jil( Leﬁc )Alklrs] Trqu( lc ) Al::]mn }

A = Apn + Ty ALYy AL

ijrs kimn

(IV.69)

Comme au chapitre II, on montre que les tenseurs de localisation A" et AC respectivement
de g’ etde g€ parrapport au gradient de vitesse global [G ] s'écrivent :

Al=a' ;<a>

A¢ =qg% :<a>™ (IV.70)

A" =g" :<a>

Pour démontrer (IV.70), rappelons les relations IV.56 et IV.59 ci dessus.
G=fM§M+fI§I+fC§C

g°=A°:G  danslenrobage

g'=A":G dans l'inclusion

g”" =AY :G dans la matrice
il s'en suit que
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G=[r" Mrfla+fa) 6 & G =<a>':G

g-=a‘:<a>":G=A°:G  danslenrobage
g'=a':<a>":G=A":G  dansl'inclusion

g¥ =d" :<a>":G=A":G dans lamatrice

d'oti les relations (IV.70).

En rappelant la relation (IL.115) A(x)=1 qui s'écrit dans le cas présent sous la forme
frA "+ feA+ f AY =1 on déduit que :
AM =?1M_[1—f’ A - fe A @av.71)

En faisant 'nypothése que le gradient de vitesse dans la matrice est approximativement égale
a celui imposé aux limites du polyphasé on déduit que :

G=fMGo+ff§!+fc§c
G=fMG”+f”a!.'G°+fca".'G°=[fM1+ffa1+fcac]:G°

11 s'en suit :

<a> =f"I1+f'a' +f°a (IV.72)

Matériau hétérogéne a inclusions Matériau homogéne équivalent
enrobées

Figure IV.1 : Schématisation du modéle autocohérent
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A. INTRODUCTION.

Dans notre étude, I'aspect numérique tient une place tout aussi importante que les
développements théoriques effectués jusqu'a présent.

Rappelons que l'objectif visé par cette étude est I'analyse du comportement mécanique
d'un mélange d'élastoméres. Cette analyse se fera par simulation numérique. Cette technique
de résolution numérique d'un probléme non linéaire nécessite une méthode de travail
particuliére qui consiste A considérer I'évolution du systeme, étape par étape. C’est 1’approche
incrémentale.

Les élastoméres ont en effet un comportement hyper - élastique non linéaire, donc un
gradient de transformation non constant sur le chemin de la déformation. Ceci nous impose
pour une étude numérique efficace, de découper ce chemin en petits incréments de
déformation, assez petits pour que le gradient de la transformation puisse €tre considéré
comme constant sur cet incrément. Il est donc nécessaire dans un premier temps de fixer un
pas d'incrémentation, des conditions initiales qui correspondent & I'état de références du
mélange et des relations mécaniques équivalentes a celles obtenues en petites perturbations.

Ensuite, pour chaque étape correspondant 2 une incrémentation sur le chemin de la
déformation, il faudra d'une part procéder au cumul des grandeurs mécaniques calculées
jusque 13, et d'autre part réactualiser les grandeurs de base de cette étape, qui devrait
correspondre aux valeurs atteintes lors de 1'étape précédente.

En outre, il est nécessaire dans un développement en grandes déformations de tenir
compte & chaque étape, du changement de forme des constituants du mélange.

Ce cumul, cette réactualisation des grandeurs mécaniques et cette prise en compte du
changement de forme des constituants du mélange sont développés dans les paragraphes
suivants.

Dans ce chapitre, nous allons présenter dans un premier temps les principales €tapes
de la programmation numérique, des données en entrée jusqu'aux résultats en sortie du
programme. Nous - nous attarderons ensuite sur les étapes ou nous avons fait des
développements particuliers, propres a notre étude. Un algorithme général viendra finalement
synthétiser les aspects numériques et la programmation effectués lors de cette étude.
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B. OBJECTIFS ET ETAPES DE LA PROGRAMMATION.

La présente étude a pour objectif d'analyser le comportement mécanique d'un mélange
d'élastomeéres. Ce mélange est considéré comme étant un "polyphasé granulaire”.

Chaque phase correspond a un type de constituant du mélange et donc, répond a une loi de
comportement particuliere. En réalité, les constantes C,, @ pour la loi de Mooney-Rivlin et
A, @, B;, B,, D, pour la loi d'Ogden-Swanson, introduites aux chapitres IIl sont les
véritables facteurs qui différencient la loi de comportement d'une phase de celle d'une autre.

Chaque grain est un élément ou une inclusion du mélange et peut étre d'une phase ou d'une
autre. Deux grains adjacents ou non peuvent donc avoir la méme loi de comportement ou non.
Les nombres de grains et de phases différentes sont fixés au départ

Deux grains de
méme phase

Figure V.1 : Représentation du mélange : Matériau polyphasé.

L'analyse du comportement mécanique du mélange sera basée sur la détermination des états
de contrainte et de déformation macroscopiques du mélange. Par la connaissance de ces états,
on fera :

¢ une analyse comparée entre l'utilisation de la loi de Mooney-Rivlin et celle
d'Ogden-Swanson,

¢ une analyse sur l'influence de l'orientation et de la forme initiales des grains dans le
mélange, sur son comportement,

¢ une analyse sur l'apport de l'enrobage c’est-a-dire la présence d'une interface fine
entre les grains.

Toutes ces analyses constituent l'objectif de cette étude. Les résultats obtenus seront
interprétés et nous en tirerons les conclusions qui y sont liées.
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Pour en arriver 2 ces conclusions, il est judicieux de scinder le probléme en petites étapes que
nous présentons dans les paragraphes suivants.

1. Données (en entrées).

Pour atteindre les objectifs voulus, il est indispensable de fixer les parameétres définissant les
contours de cette étude. Les principaux paramétres sont les suivants :

¢ Nombre de phases constituant le mélange.
Ce nombre est utilisé pour des besoins de commodité dans la programmation.

¢ Le nombre de grains constituant le mélange
Ce nombre est également utilisé pour des besoins de commodité de la programmation et
caractérise la "taille” du matériau considéré. Les grains sont supposés de forme ellipsoidale.

¢ Pour chaque grain, on précise :
- les dimensions initiales (demi-axes a, b, ¢)
- les orientations initiales (angles dEulerca, 8, ¥)

- le type de phase (décrit la loi de comportement)
- la fraction volumique f°

Dans le cas ol on considére une interface entre les constituants du mélange (inclusions
enrobées), on précisera également pour chaque grain, la phase et les trois épaisseurs (suivant
les trois axes principaux) de son enrobage.

¢ Une donnée précisant la prise en compte ou non dans les calculs de la présence d'une
interface entre les constituants du mélange.

¢ Le type de chargement imposé aux frontiéres du mélange
Traction uni-axiale ou biaxiale ou chargement générale. Le gradient de vitesse global G
caractérise le chargement.

4 Le pas d'incrémentation.
L'aspect non-linéaire des grandes déformations nécessite, pour une résolution numérique
efficace, de découper la déformation globale en petits incréments de déformation.

¢ Le type de loi de comportement.
Précise la loi de comportement 2 utiliser : loi de Mooney-Rivlin ou celle d’Ogden-Swanson

¢ Les caractéristiques mécaniques de chaque phase.
Ce sont les constantes C,, C,, et a pour la loi de comportement de Mooney-Rivlin et N,

A, o, B;, B; et D, pour la loi de comportement d'Ogden-Swanson. Le coefficient de

Poisson v est également nécessaire pour les deux lois de comportement.

¢ Précision souhaitée pour le tenseur des modules tangents effectifs.
Elle permet de sortir de la routine de traitement auto-cohérent
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¢ Le pas d'affichage des résultats, le nombre maximum d'incrémentation et la valeur
maximale d'une composante quelconque du gradient de vitesse. Ces valeurs sont utilisées
pour des besoins de commodité de la programmation. Le pas d'affichage permet d'enregistrer
réguliérement les résultats en vue de leur représentation graphique 2 la fin de la simulation. Le
nombre maximum d'incrémentation et la valeur maximale d'une composante quelconque du
gradient de vitesse permettent d'arréter la simulation.

Nous avons choisi de regrouper ces données dans un fichier lu en entrée par le programme

2. Initialisation.

Rappelons l'allure du comportement mécanique d'un élastomére par la courbe de traction
simple ci-apres :

Contrainte de traction, MPa
w
|

|

T 7T T T 71 1 ™
2 s g

Taux d'allongement, A

Figure V.2 : Loi de comportement d’un élastomére (traction simple)

L'initialisation consiste 2 fixer, d'une part les valeurs prises par les différentes grandeurs
mécaniques au tout début de la déformation, et d'autre part 3 déterminer les diverses
constantes nécessaires aux calculs ultérieurs.
Une hypothése assez justifiée consiste & donner a ces grandeurs leurs valeurs prises dans le
cas des petites déformations.
Il s'ensuit que :

- Pour le gradient de transformation local initial :

[f]=[1] soit: f; =96, (V.1)
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- Pour les tenseurs de dilatation de Cauchy-Green gauche microscopique et
macroscopique :

[b]=[B]=[I] soit: b,=B; =0, (V.2)
Notons que les minuscules correspondent aux grandeurs locales (microscopique) alors que les
majuscules correspondent aux grandeurs globales (macroscopiques)
De méme pour le tenseur de dilatation de Cauchy - Green droit

[c]=[C]=[I] soit c.=C.=0., (V.3)

Les tenseurs de déformation de Green-Lagrange [E] et d’ Euler - Almansi [A] sont quant a

eux nuls :
[E]=[0]=[A] soit:  E;=0=A4; (V.4)

- Pour les tenseurs de contrainte de Cauchy microscopique et macroscopique
initiale :

[Z]=[0]=[0] et [o]=[n]=[s] (v.5)
- Pour le module tangent macroscopique initiale, on utilise le modele de Voigt :
(L7 1= 0 osoit: LI =Y flly (V.6)
- Les constantes.

pour laloi de comportement de Mooney — Rivlin on calcule les constantes suivantes :

_a 1 3(a+b)l-v) (Q ) V7
c=gtb et d=so =g i) o t? V.7

et pour la loi de comportement d’Ogden — Swanson :

D, ((11+2‘:/))(2A1+i311——(204 A7+42ﬁ B) (V-8)

j=1

3. Expression de la loi de comportement.

Il a été montré au chapitre ITI, et notamment par les relations (II1.20) et (II1.34), que la
loi de comportement hyper - élastique pouvait se mettre sous la forme :

d,ft]=[Z]:[D] ou encore d,t;=Zy Dy V.9

ou d [T] estla dérivée de Jauman du tenseur des contraintes de Kirchhoff, [Z ] le tenseur

des propriétés tangents et [ D] le tenseur taux de déformation du matériau.
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En outre I'utilisation d'une méthode numérique dans cette étude et la formulation
incrémentale qui en découle nous conduit 3 utiliser une relation constitutive locale de la
forme :

S(nj=1[1]:[g] (V.10)

ol §,[n] estl’incrément par rapport au temps des contraintes de Boussinesq, {{] le tenseur

des propriétés tangents locaux et [ g/ le tenseur gradient de vitesse local du matériau. Les
travaux d’Iwakuma et Nemat-Nasser [1] repris par Lipinski et Berveiler [2] confirment une
telle relation représentant la loi de comportement en grandes déformations.

11 est donc nécessaire de déterminer le tenseur des propriétés tangentes [l] du
matériau en partant des relations (V.9) précédemment démontrées. Cet objectif se traduit
symboliquement par la relation ci-dessous :

d(t]=[z]:[d] = S, [n]=[1]:[g] = [l]=? (V.11)
La réponse 2 cette question est donnée dans le paragraphe C.1 des «développements
particuliers » ci-aprés.
4. Routine d' homogénéisation en grandes déformations.
L’objectif de cette routine est de calculer le module tangent effectif du mélange.
L hypothése selon laquelle ce mélange est considéré comme un matériau polyphasé granulaire

nous permet de déterminer ce module tangent par les relations (II.137), en approximation
mono site, et (II.142) en approximation multisites.

a" =(1+T" : A']'

en monosite :

<a’>=) fl'a" (a)
I=1 . .
Al =a” ( D f’a”) (b) (V.12)
I=1 .
L7 = ﬁ:f’l’ cA (c)

en multisites, les relations ci-dessus restent valables sauf que a’ prend la place
de a

a' =a" .-(1 - Y e )] (V.13)
J

=1,J#!

Dans le cas ol nous prenons en compte l'enrobage autour des grains, le tenseur des
propriétés tangentes effectives devient :
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Lg{nn = (lij'vrlnn + fl (li;kl —li?:l )Al:lmn + fc (lqc'kt —lqul )A;c:lmn)

avec .
v, % -
1 7: I jun + T L7 )Alk'zm]JrV: I gon + Ty ( L7 AL, ]
Ajmn = V 5 . ]
+ —‘7:' [Iijrs + ijl( L‘ff )Allflrx ]+ Trqu(l ) Alp!lm'l
et
Ajmn = :;mn + ]-;:]i‘: Alr,.\'kl Akllmn
l‘;‘— <<1

2

T? étant le tenseur d'interaction de l'inclusion composite et T"=T'(L’) dans le cas
particulier d'une géométrie concentrique et homothétique pour les inclusions et leur enrobage.

Ces relations ont un caractére implicite au travers de la déviation Al "=1"-D . Test
donc indispensable de mettre en ceuvre un algorithme contournant cette difficulté. Nous
proposons dans ce chapitre une approximation numérique par €tapes successives qui consiste
3 choisir comme milieu de référence L° celui dont le comportement hyper - élastique a €té
calculé & ’étape précédente. Le module initial étant bien sir le module élastique pouvant étre
déterminé par une méthode itérative. Cette approximation est justifiée par les résultats
antérieurs de Hihi et al. [3] et Beradai et al. [4] qui obtiennent des réponses satisfaisantes a
partir d’une évaluation a priori du tenseur L’ supposé constant et isotrope. La procédure
décrite ici est donc forcement incrémentale, la premiére étape consistant a déterminer
I’approximation d’ordre zéro du comportement. Elle est décrite plus en détail dans le
paragraphe C.2 de ce chapitre.

Le caractére implicite de la formulation autocohérente des équations du probléme est
le calcul des tenseurs d'interaction. La construction de la solution par cette approche suppose
la mise en ceuvre d’une procédure itérative. Une telle procédure itérative, méme si elle permet
de traiter des matériaux comportant un trés grand nombre de grains conduit 2 un temps de
calcul trés élevé pour le cas d’un probléme de plasticité, par exemple. Cette consommation
excessive de temps est essentiellement liée aux calculs répétitifs des tenseurs d’interaction.
L’optimisation des calculs de ces tenseurs se révéle donc indispensable pour une bonne
modélisation. Cette optimisation du temps de calculs ne devra certainement pas se faire au
détriment de leur précision. En effet, la précision de la modélisation du comportement du
matériau étudié dépend nettement de la bonne évaluation des tenseurs d’interaction. A part le
cas particulier d’inclusions sphériques dans un milieu isotrope ol I’on peut déterminer les
expressions analytiques de ces tenseurs, leur calcul se fait généralement par des méthodes
d’intégration numérique.

Kneer [8], puis Mura [10] ont proposé une méthode de calcul des tenseurs d’interaction T" en
exploitant les techniques de transformée de Fourier du tenseur de Green. La démarche a été

généralisée par Fassi-Fehri [7] pour la détermination des tenseurs T" dans le cas d'une paire
d’inclusions ellipsoidales dans un milieu anisotrope.
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Les expressions analytiques des tenseurs d’interactions ne sont connues que dans le cas du
milieu isotrope pour des inclusions présentant une géométrie particuliére, telle que des
spheres, des fibres longues ou penny - shape.

Dans la majorité des autres cas, leur évaluation se fait par approximation numérique. 1l s’agit
notamment du calcul numérique d’une intégrale double (Lipinski [6]). Pour évaluer cette
intégrale, Lipinski [9] a proposé un algorithme fondé sur la méthode de quadrature de Gauss.
Le souci d’optimisation de ce calcul, a incité Carmasol et Lipinski [5] puis Zattarin [11] a
recourir 4 un nouvel algorithme basé sur un développement en polyndmes trigonométriques
des fonctions a intégrer. A précision identique, cette nouvelle méthode conduit a une
réduction notable du temps de calcul par rapport a la méthode classique de Gauss. C’est
naturellement cette méthode que nous avons adoptée dans nos applications.

5. Cumul, actualisation et changement de forme

Le matériau étudié ici est un mélange d’élastomeéres, « micro hétérogéne » et «macro
homogene ». Son comportement hyper - élastique lui permet de subir des allongements
relatifs pouvant dépasser 150%. A ce stade de déformation, on ne peut négliger I’évolution
structurale du matériau. '

D’autre part, l1a non linéarité de la déformation et le caractére numérique de notre étude nous
- contraignent 2 une analyse incrémentale. Le chemin de la déformation sera donc découpé en
petits chemins dont la longueur est déterminée par la variable d’incrémentation At

proportionnelle au temps. L’incrément Afsera assez petit pour que la déformation soit
valablement supposée linéaire entre les instants ¢ et z+Az. On pourra alors cumuler ou

réactualiser suivant les cas, les grandeurs mécaniques nécessaires a la détermination de 1’état
structural et du comportement du matériau.

Ce matériau est en outre assimilé ici 2 un matériau multiphasé dont les phases sont les
constituants. Il se présente sous forme d'un agrégat de grains. Ces grains supposés de forme
ellipsoidale vont donc subir une évolution non négligeable au cours de la déformation du
systéme. Or les demi-axes a, b, ¢, dimensions caractéristiques de chaque grain interviennent
dans le calcul du module tangent effectif du matériau, par le biais notamment des tenseurs

d’interaction T” =T”(L¥ £,2). L’actualisation consiste donc 2 prendre en compte ce
changement de forme des constituants du mélange en déterminant & chaque incrémentation les
nouvelles valeurs des dimensions caractéristiques des grains et des autres variables

mécaniques qui en découlent.

6. Résultats (en sorties)

L’analyse du comportement mécanique d’un matériau, passe naturellement par la
connaissance de 1’état de contrainte et de 1’état de déformation & I’intérieur de ce matériau.
Les résultats de la programmation numérique, portent donc essentiellement sur :

- les contraintes microscopiques et macroscopiques du matériau,

- les déformations microscopiques et macroscopiques du matériau,

- T’évolution des demi-axes et des orientations des constituants.

Ces résultats seront ensuite analys€s et interprétés.
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C. DEVELOPPEMENTS PARTICULIERS

1. Nouvelle expression de la loi de comportement

L’objectif de ce paragraphe est de déterminer le tenseur des propriétés tangentes [1]
du matériau en partant des relations précédemment démontrées.

dft]=[z]:[d] & b[n]=[l]:[g] = [l]=7
Rappelons la relation (IL.13) ¢’est-a-dire [g]=[d]+[w] soit [d]=[g]—[w]
La relation (V.10) devient :
dft]=[z]:[g]~[z]:[w]

[w] étant anti-symétrique et [z] symétrique par rapport aux deux derniers indices de ses
- composantes, on montre que :

T Wi = "2y Wi = T2 Wi
{ZW ] [z]:[w]=1[0]
Zij W = Ly Wi
d’ ol :
dv]=1[z]:[g] (V.14)

D’apres la relation (I1.29) : [t ] =[n].[f ] on peut écrire :

§[t]=6[n]f]+[n]8,[f]=8[n]lf]+d[f][n]
or, dans la description Lagrangienne réactualisée :
f(t)=[1], J=Det[f(t)I=1 e [0]=[n]=[s] (V.15)
il s’ensuit finalement que :
S[t]=8,[n]+[g].[0] (V.16)
D’autre part :
dglt]=8,[t]-[wilt]+[t]lw]=[z]:[g]

= G /[n]+[gllo]-[w]llt]+[t][w]=[z]:[g]
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ou €ncore :

S, (n]=[z]:[g]-[gl.[o]+[w][oc]-[c][w]
S(nj=[z]:[g]-[d][c]-[w][o]+[w][oc]-[c][W]

6 (nj=[z]:[g]-[d].[c]-[c][w]
En notation indicielle, cette relation devient :

on

My = Ly 8w dy Oy — Oy Wy

61":‘,‘ = Zyjy 8u "%(gik + 84 )0y _%O-ik(gkj - gjlc)
5:”:7 = Ziju gu_%[gilo'zj'*'gkio'kj—aik 8y +t0y gjl]
6:”;‘1 = Zyn 8u _%[gklvaik O;+8u 3y Oy —O0u 8u 5j1+0i1 8u 6jk]

6:”1‘1‘ = lzijld _%(Sik Oy +6, Oy — 0y 5jl +0;, 5,’1: )Jgkl
finalement :
5,n,.j =L,y 8y SOt S[n]=1[1]:[g]

avee :
| lijkl = Zyu "%(5.'1: Oy +5il Oy~ Oy 6jl +0y 5/9') (V.17)

z;, ©6tant donné par les expression (II1.22) ou (II1.36) suivant la loi de comportement
utilisée.
2. Approximation autocohérente en grandes déformations

L’approche incrémentale introduite plus haut pour !’approximation autocohérente de
I’homogénéisation en grandes déformations est décrite plus en détail ici.

¢ la premiére étape consiste & déterminer I’approximation d’ordre zéro du comportement.
Deux situations sont envisageables :

- Au démarrage du calcul, cette approximation est obtenue 2 partir du modele de Voigt
c’est-a-dire :

[L“ﬁ‘]=<L’>=if’.[z'js[ﬂ""] (V.18)
=1

I' représentant les propriétés tangentes locales pour le grain numéro « I», calcul€ a partir des
relations (IT11.20) ou (111.34) et (V.17).
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- Apreés la réactualisation du systéme dont le changement est induit par I’évolution de
la structure interne du matériau, cette approximation initiale est obtenue en prenant L7 égale
a [ de I’étape précédente.

¢ La deuxiéme étape consiste & déterminer pour chaque grain I, le tenseur de localisation a'
du gradient de vitesse. Ce tenseur est donné par 1’expression (IL.134) si le schéma
autocohérent 2 un site est utilisé et (I1.142) si le schéma autocohérent a sites multiples est
utilisé. Dans les deux cas il est nécessaire de déterminer au préalable, pour chaque grain et &
chaque étape, les grandeurs suivantes :

- les tenseurs d’interaction T” en prenant pour le comportement du milieu de
référence, le tenseur des modules tangents déterminé a I’itération précédente, de
méme que pour les dimensions caractéristiques du grain considéré.

- La déviation Al’ par rapport au milieu de référence calculé a l’itération
précédente.

- Le tenseur de localisation a” de la relation (I1.137) obtenu 2 partir de T" et de
Al'ci dessus.

Dans le cas du schéma autocohérent 2 sites multiples, le caractére implicite de a’ fonction de
tous les autres a’ #a’, impose naturellement un traitement itératif cohérent avec I’estimation
de TV et Al'.En effet pour déterminer a’ il convient de prendre pour a’ son approximation

a I’étape précédente. Cette approche comparée 2 la méthode utilisée par Fassi - Fehri et al [3]
permet de réaliser des modélisations avec des nombres de grains trés importants car,
contrairement aux autres algorithmes, nous ne passons pas par la résolution d’un systéme

d’équations pour g’.

¢ La troisiéme étape consiste a déterminer le tenseur de localisation A’ pour chaque grain [
(relation II.135). Comme pour la détermination de a’ , le calcul de A’ se fait par un

-1
N
processus itératif a 1’aide du terme K =(2 fla' ] déterminé lors du processus de
I=1
calcul de a’.

¢ A cette étape, nous déterminons le tenseur des modules tangents effectifs LT ( relation
I1.137 )

¢ La derniére étape consiste A vérifier la convergence de la solution. Le critére adopt€ ici est
basé sur la comparaison des normes de L? obtenues lors des deux derniéres itérations "i" et
"i—1". Le processus d’itération s’arréte quand :

<& (V.19)

ol £ représente la tolérance admise. Les propriétés tangentes obtenues gréce a cette méthode,
serviront de point de départ .
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3. Cumul et actualisation des grandeurs mécaniques

Dans ce paragraphe, le symbole "8," représente un incrément fini d'une variable entre les
instants "¢" et "z+At". Les procédures qui y sont décrites sont faites dans le cadre de la

N

description lagrangienne réactualisée, c'est a dire en prenant comme configuration de
référence, la configuration actuelle & l'instant "¢". L'objectif de ce paragraphe est de
déterminer les expressions de ces grandeurs mécaniques a l'instant "¢+ At ", connaissant leur

expression a l'instant "¢ ".

# Le gradient de transformation
A chaque instant ¢, la relation (I1.15) du paragraphe II.2.c s'écrit :

6 f(t)=g(t).f(1)
Al'instant "t + At ", un développement de ce gradient s'écrit :
f(t+At)=f(t)+5,f+-%5,(5,f)+---

soit :

f(t+At)=f(z)+g(t).f(t)+%5,(g(t).f(t))+...
en nous limitant au deuxi¢me ordre, nous avons :
fleedn=(t+gee)+dace)at))00) (v.20)

or grice a la composition de fonction, on a :

f(t+At)=f(At).f(t) | (V.21)

d'ou:
f(At)=1+g(1)+58(t).g(1) (vV22)

cette approximation du deuxiéme ordre permet d'utiliser des pas d'incrémentation relativement
grands.

¢ Les tenseurs de déformation
La connaissance du gradient de la transformation & l'instant "z + A¢" permet de calculer tous

les tenseurs de déformation en introduisant leurs expressions habituelles :
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Désignation Définition Observations
[C] Tenseur des dilatations ou [C]=['F][F] tenseur symétrique. Décrit les
tenseur de Cauchy-Green Droit déformations dans la configuration
Cy=FuFy de référence K,
[B] Tenseur des dilatations ou [B]= [F] [’F ] tenseur symétrique. Décrit les
tenseur de Cauchy-Green Gauche déformations dans la configuration
B, =F,.F de référence K,
[E] Tenseur de déformation de [E]= _12_([ C]-[1I ]) décrit les déformations dans la
Green - Lagrange Lot configuration de référence K,
=5(['FLIF]-[1])
[A] Tenseur de déformation [A] = 1 ([ 1]-1[ B! ]) décrit les déformations dans la
2

D’Euler - Almansi configuration de référence K,

=[FI[E]LIF"]

Tableau V.1 : Récapitulatif des tenseurs de déformation en grandes déformations.

¢ Les tenseurs de contrainte.

La loi de comportement locale s'écrit: Sn' =1': g'.

Cet incrément est bien évidemment déterminé par rapport a la configuration actuelle K,
supposée immobile. Dans cette configuration, nous avons montré au paragraphe II.A.3 que :

n(1)=s,(1)=0(t) (V.23)

L'indice k, spécifie quand c'est nécessaire la configuration de référence dans la quelle la

contrainte est écrite. Ainsi donc, quand bien méme ces différentes contraintes sont égales
entre elles dans la description lagrangienne réactualisée, leurs incréments ne le sont pas pour
autant.

A linstant "z+Az" le 1¥ tenseur de Piola - Kirchhoff [n](ou tenseur de Boussinesq) peut

s'écrire :
[n(t+At]=[n(t)]+[6n] (V.24)
En introduisant la relation (V.23) dans (V.24) on obtient :

[n(t+At)]=[o(t)]+[dn] (V.25)

ceci représente 1'état de contrainte dans la nouvelle configuration actuelle.
Par application de la relation (I1.29) on peut déduire la contrainte de Cauchy a l'instant
"t+Atr". :

[G(t+At)]=m[n(t+At)].[f(At)] (V.26)

Dans cette expression, f( At) est le gradient de transformation relatif entre les instants "¢ " et
"t+At" tel que:
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f(At)=f(t+At).f7(1)

Les formules présentées-ci-dessus, ainsi que les régles de réactualisation de la microstructure
se déduisent du gradient de vitesse g’ ou du taux de contrainte 6,n.

La méme approche et les mémes formules restent valables a 1'échelle macroscopique. En
effet, dans le chapitre II.B nous avons démontré que :

G=<g'> et §N=<n'>

Ces résultats permettent, en appliquant les expressions décrites plus haut, de réactualiser 1'état
de contrainte et de déformation macroscopiques.

4. Changement de forme des constituants du mélange

La forme et l'orientation des constituants sont strictement définies par les gradients de
déformation locaux. Connaissant le tenseur de localisation A’, il est possible par
intégration, de déterminer le gradient de transformation f ! pour chaque grain.
Symboliquement cette opération s'écrit :

fl=[ A(z):G(z)dr v.27)

ot f' estle gradient de transformation entre sa configuration initiale K'; et actuelle k.

Par souci de simplification, supposons que dans la configuration initiale, les grains soient
sphériques. Si ce n'est pas le cas, on peut toujours trouver une configuration de référence
dans laquelle le grain considéré est sphérique. Dans ce cas, on devra en plus du gradient

f'! prendre en compte un gradient de transformation virtuelle f, décrivant la
transformation du grain, de son état réel (ellipsoidale) a son état virtuel (sphérique).

Soit donc le grain sphérique de rayon R =1 dans la configuration initiale ou de référence.

X
a

N
N

QO =~

Figure V.4 : changement de forme des grains
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[x]

_d
[f]_d[X]

= X]=[f"]Ix]

Le domaine occupé par le grain dans sa configuration initiale K ! est une sphére d'équation :

X X =1 ou encore :
[X]{X]=1 (V.28)

La transformation de cette relation vers la configuration actuelle k, nous donne :

i)t irxa)=1
soit : [’x]-([f]-[f])'l.[x]=l ou encore :

%] [b ] [x] =1 (V.29)

Autrement dit, le domaine sphérique occupé par le grain I se transforme pendant un
mouvement homogéne caractérisé par le tenseur gradient [ f ], en un domaine ellipsoidal
d'équation : [ ].[b™' ].[x]=1 ol [b] estle tenseur des dilatations ou tenseur de Cauchy

Green gauche de cette transformation.
Ce tenseur est diagonal dans son repére principal et s'écrit alors :

A 0O
[b]=] 0 A, O
0 0 A
La relation (V.29) devient ainsi :
A, 0 0«
(x, y,z) 0 A Ofy|=1
0 0 Az
soit :
P A V.30
R A Mt (V-30)

En faisant le rapprochement avec I'équation d'un ellipsoide dans son repere principal et dont
les demi-axes sont respectivement a, b et c, on en déduit que le grain initialement sphérique
a été transformé aprés déformation en un ellipsoide dont les demi-axes sont donnés par les
relations ci-dessous :

a=Jh , b=y , c=JA (V.31)

ol A, A, et A, sont les valeurs propresde [b]=[f][f]
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On montre en outre que la matrice [ P] dont les colonnes sont les vecteurs propres (associ€s
aux valeurs propres A,) de [b] n'est rien d'autre que la matrice de passage du repere initial
du grain (celui de la sphére) au repére principal de /5] (celui de I'ellipsoide).

1 .2 .3
o R, R, B
[P]=|v,; v; v |=| By P, Py
1 .2 .3
Vi V3 VY, P31 P32 P33

On montre qu'en fonction des angles dEuler ¢, 3, y de l'ellipsoide dans la configuration x!
cette matrice se met sous la forme :

Cos( o )Cos(y )~ Cos( B )Sin( e )Sin(y ) Cos(y )Sin(c )+ Cos(c )Cos( B)Sin(y) Sin( B )Sin(y)
[P]= —~Cos( B )Cos(y )Sin(ex) Cos( a )Cos( B )Cos(y )— Sin{a )Sin(y ) Cos(y )Sin( B)
Sin{ o )Sin( B) —Cos(a )Sin( B) Cos( B)

(V.32)
Ces angles dEuler ¢, B, y sont en réalité les nouvelles orientations du grain apres

transformation et sont donnés par les relations suivantes :

B =Arcos(PB;)

¢ Si B#0 alors:

-Si P, #0 alors = —Arctg%
32

Il

TR

-Si P, =0 alors o

-Si Py #0 alors y = Arctg%

23

-Si P;=0 alors ¥y

1l
(IR

+Si B=0 alors :

-Onprend y=0

-Si B, #0 alors a:Arctg(—%‘—)
11

(S

-Si B, =0 alors «
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En résumé, les expressions ci-dessus, basées sur la recherche des valeurs et vecteurs
propres du tenseur de dilatation local [&] dans la configuration actuelle permettent de

réactualiser la géométrie des grains du polyphasé connaissant le tenseur de localisation du
gradient de la transformation f. Notons également que dans le cas ou le grain est

initialement non sphérique, le gradient de transformation f! s'écrit en tenant compte de la
transformation virtuelle faisant passer l'ellipsoide en sphere :

[ _ I
£l =11
ot f" estle gradient de la transformation virtuelle faisant passer I'ellipsoide en spheére.

Nous présentons dans le paragraphe suivant un algorithme simplifi€ résumant I'ensemble du
processus de détermination des champs de contrainte et de déformation dans le mélange.
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D. L’ ALGORITHMIQUE

1. Algorithme général du programme.

LES DONNEES - En entrée du programme

1. SELFDONN.DON : Fichier des paramétres généraux

2. MOONRIVL.DON : Fichier des constantes intervenant
dans la loi de comportement de Mooney-Rivlin -
Ou OGDSWAN.DON : Fichier des constantes intervenant

dans la loi de comportement d’ Ogden-Swanson
(Voir en Annexe C pour le détail du contenu de ces fichiers)

INITIALISATION

v

CALCUL DU MODULE TANGENT ¥ DE
CHAQUE PHASE

* (Suivant la loi de comportement adoptée)

CALCULDE L°
(module tangent initial du polyphasé)

Modele de Voigt: L’ =)' f' 1’

INCR = INCR +1

A 4

HOMOGENEISATION
Calcul par approche Autocohérente du
module tangent effectif du polyphasé

(suivant que I’on prenne en compte une
interface entre lag congtitnants nn nag)

I\ v

REACTUALISATION ET CUMUL

« microscopique et macroscopique »
(& chaque incrément de temps, on recalcule les nouvelles valeurs des
grandeurs mécaniques)

Non / TEST DE FIN DE CHARGEMENT
E>E_ ou INCR>INCR,_,

(Déformation ou incrément maximum atteint)

Oui

115



2.

—>

Chapitre V — Aspects numériques et programmation

Organigramme de ’homogénéisation
ITERA=0

ITERA = ITERA +1

v\
/ Lire If / I=1+1 / Lire i/, I°

(Pour chaque grain )

v 1 v

Al =1 -1° al =1 -1° Alf=1°-1°

I=1+1

c=c+l
(pour chaque
grain)

v !

Détermination du tenseur ' Détermination des tenseurs
d’interaction T' d’interaction T, T" et T2

v | !

A

a" =(t-1" ']’ | a! ={‘V/;—[I+T2 : Al’]+“;—;[1+T2 a
¢ 1 +—X,i[1+T2 L)t :Al’”}_l
I n J _J ) 2
A" =a [Zf a,-j,d) ¢ =a1 +T* . Alr.‘ . aI
|

v

A 4
L= Al
I

-1
Al =4 .-(Zf’ ap+ O f° a;.,d)
-1
A" =af -'(Zf’aifNZf”a;u)
J c

Y-
L= fl A+ Y fOI A
I c

\ 4 i /

L=17

154

||

—_—<E£

11
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3. Organigramme du cumul et de la réactualisation microscopique

A

/ Lire l’,f’,a’/

I=1+1 I_ 4.
( Pour - g' =A:G
chaque
grain )
d‘nl =1! gI

nl¢+A)=c'(t)+d,n’

Afl=g"+05g".g'

flan=1+4,f"
+ J =det|f an)

ol@+An =" nl ¢ +a0). f1 (M)

fla+an=flan. f1o

pla+A) = Fla+An). 'Fla+an

Changement de forme du grain [
( calcul des nouvelles dimensions
a, b et c du grain)

lij‘kl =ll.]’.,d -05 (5,~, ol +8, 0"y

I
+8,0°4-8; U’ik)

/ Enregistrer I’ et f' /

NINCL =0
—p-

_— v ——
Lire ', f!, o,
lC, fC,O.C
v
I ¢ . c c I=1+1
=A° :G ; =A" G
£ g c=c+l
w ( Pour
chaque
dn'=1":g" ; dn°=1°:g° grain
enrobé )
N
1 _ !
n@+A)=0"()+dnn
nle+an=c'@)+d,n'
v
Afl=g'+05g".g'
A fC=g°+05g8°.8°
v
A

Flan=1+Af"; ' =detlf! a0
FeBn=1+4,F° ; Je=det|fe(an)

N2

cla+an=j"nl@+AnD. f1(AD)
oS (t+An) = jeT nS(t+Ar). (A

W

fla+an=flan. e
FEE+AD=FEQAD.FE()

N

bt +As)=fle+An). 'fl @ +A0)
bE(t+A) = fE(t+AL). 'fE(t+Ar)

v

Changement de forme du grain enrobé Ic
( calcul des nouvelles dimensions a, betc
du grain et de son enrobage )

¥

I 1

L =l —0.5 (5i1 o'y +8, 0%y
+5jk cla "5ﬂ O'I”C)

ll;:kl =l|';kl -0.5 (6,'[ O-ij +6ik o-clj

+6]k o-c[l —611 Gcik)

v

/ Enregistrer 1, 1€, f' et f¢ /

v

—
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4. Organigramme du cumul et de la réactualisation macroscopique

dN=L:G

N

CUMUL

N(@+At)=2(@t)+d,N

N

AF=G+05G.G

F(A)=[+A,F

REACTUALISATION STATIQUE

J =det[F(An)]

N

St +Ar) = J Nt +At). F(Ar)

Fi+At)y=F(Ar).F()

E=05(F.F-I)

REACTUALISATION CINEMATIQUE

'
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Chapitre VI

APPLICATIONS DIVERSES

A. VALIDATION DU COMPORTEMENT HYPER - ELASTIQUE

1. validation du modéle hyper - élastique
2. Comparaison des modéles de Mooney - Rivlin et d'Ogden - Swanson

B. ETUDES DE L' ISOTROPIE ET DE LA COMPRESSIBILITE DU MATERIAU

1. Définition des matériaux utilisés
2. Isotropie du matériau
3. Incompressibilité de matériau

C. VARIATION DE LA STRUCTURE INTERNE DU MATERIAU

1. Structure globale (hyper - élasticité du mélange d'élastomeéres)
2. Structure locale (variation de forme des constituants)

D. APPORT DE L' ENROBAGE
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A. VALIDATION DU COMPORTEMENT HYPER - ELASTIQUE

1. Validation du modele hyper - élastique

~ Les développements théoriques effectués dans les chapitres précédents ont €té intégrés

dans un code de calcul numérique qui généres toutes les contraintes et déformations
microscopiques (au niveau de chaque constituant) et macroscopiques (au niveau du matériau
effectif) et les variations de formes des constituants du mélange d'élastoméres étudié.

L'objectif de ce chapitre étant de mettre en application tout le développement
théorique précédent, il est nécessaire de valider notre code de calcul avant de l'utiliser pour
analyser et interpréter les divers comportements des matériaux hyper-€lastiques que nous
étudierons. Pour ce faire, nous allons dans un premier temps considérer la relation (I1.51)

_OW([E])
[S]= 3 E]

ou [S] est le tenseurs des contraintes de Piola - Kirchhoff, W 1'énergie de déformation
volumique et [ E ] le tenseur de déformation de Green — Lagrange. En considérant également

les relations (II1.7) de 1'énergie de déformation volumique de Mooney -Rivlin on obtient la
relation (II1.8) donnant [ S ] en fonction du tenseur de Cauchy — Green droit [ C']

%SU =(a+1,b)5,-bC, +2I, [d (1, —1)—1—‘;} (C™), (VL1)

3

Sachant que le tenseur de Piola - Kirchhoff [ ] et celui de Boussinesq [ N ] sont liés a tout
instant par la relation

[N]=[F][S]

ol [ F ] estle tenseur gradient de la transformation, on obtient la relation :

N, =2(a+I,b)F;~2bB,F +4l3[d(13--1)—-1%](?l )y (V12)

in " nj
3

I,, I, et I, étant les trois principaux invariants du tenseur des dilatations ou tenseur de

Cauchy - Green gauche.
De méme avec I'énergie de déformation volumique d'Ogden — Swanson, on obtient pour le
tenseur des contraintes de Piola — Kirchhoff :

p I a; q I B; q I ﬂ/
S,,:[ZA{?‘) +ZBJ.(-§2-) 11}5,,.—23,(?2) C, +

i=1 =

[13 sc-{ 34 223]] <)

et pour le tenseur des contraintes de Boussinesq :

(VL3)
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a; ﬁ; ﬂi
[ SA4] S8 al3]
p q
|:13 8( 1, )—(ZAx +22 Bj]] & y

(VI4)

i=l

Chargement en traction uni axiale.

En début de chargement le matériau est dans son état de référence qui est 1'état initiale,
sans déformation. Le gradient de transformation [ F ] est donc égale a l'unité : F; =9,;.
Nous procédons ensuite a un chargement incrémental en posant & chaque pas d'incrémentation
F(t+At)=F(t)+AF,
Fp = Fy 21/\/7:—1-1- et Fyj) =0
AF étant le pas d'incrémentation du gradient de déformation.
Nous prenons arbitrairement A F =3.10" assez petit pour que la non linéarité de la loi de

comportement hyper — élastique soit respectée, et nous tragons les courbes Ny, =N, (F,; ) et
- N -1

Su=Su(Ey) ou E,= —Z'(Cll _1)-

Notons que pour un chargement en traction simple dans la premiére direction, F;, représente

l'allongement A = IL du matériau.
0

@®

[+

No=F/A o (M)

N

-
n -
%
IS
»
~
o i 1 b
2
=
3
o
]

a) A=L/L, b) E“=0.5(>~2-1)

Figure V1.1 : Tracée de la loi de comportement
(Mooney — Rivlin : a=0.574, b=0.259, v=0.499)
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357
Tl T N N4 - g
2 < g
s LI P IO ............................................................ ~ :
w . w :
T S - o0 N "
z : %) :
0'5. ........................... ............................................................... '
Qo0 T | T T T 1 ao l T 1
1 2 3 4 5 6 7 0 S 10 15
a) A=L/L, b) E,=05("-1)
Figure VI.2 : Tracée de la loi de comportement
( Ogden — Swanson , 4™ ordre)
A (i=1,...,4) o, (=1,....4) B; (i=1,...,4) B, (=1,....4) \
0.0267 -0.3 0.0752 -0.15 0.499
0.359 0.2 -0.0359 -0.1 0.499
-0.111 0.7 0.00576 0.35 0.499
0.0107 1.5 -0.00017 -0.75 0.499

Ces courbes s'accordent avec celles que nous avons retrouvée dans la littérature [1] et
que nous reproduisons sur la figure VL3 ci-dessous.

F/A, (MPa)

—— Traction simple
—— Traction equibiaxiale
——- Cisaillement simple

figure V1.3 : Résultats expérimentaux de Treloar
(Tracées de la contrainte nominale en fonction de l'allongement,
nour un caoutchouc vulcanisé )
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La superposition de ces courbes avec celles obtenues pour les mémes grandeurs et les
mémes matériaux avec le modele intégré dans le code de calcul, permet de valider ce modele
tout en déterminant le pas d'incrémentation optimum du chargement.

Rappelons que dans notre modele, le chargement est "piloté" en gradient de vitesse. En
début de chargement, on peut valablement faire I'hnypothese des petites déformations et donc
écrire pour la déformation :

=1 1%
ey =5l +8, 07 1)

T 00 T 1 0 8
En traction simple,ona [o]=[0 0 0| & [€]= 0 —-v
P S 1o 00 2ut+v)lo 0 -v

Le gradient de vitesse est donn€ par :
G=A L ( o v 0
=AE=E 4~ < [G]_—Z_‘LL—(H—V) TH-Ar—Tt 8 —Ov v

T,,-T{1L 0 O 1 0 O
[G] =25 0 -v 0 |=Paslncr|0 -v 0 (VL6)
2ul+v)io 0 -v 0 0 -v

AT : . .
Dans notre modele Pasincr = ——(—-) représente donc le pas d'incrémentation. 11 doit étre
2u(l+v

relativement faible et de sa valeur dépend également la précision des résultats obtenus.

En prenant plusieurs pas d'incrémentation variant entre 10~ et 10~ nous voyons 1'écart entre
les courbes ci-dessus et celles obtenues par modele ( pour le méme type de chargement) se
réduire ou s'élargir. Nous en déduisons ainsi le pas d'incrémentation optimum pour le
chargement. Les figures ci-dessous représentent cette comparaison pour ce pas de temps

optimal PasIncr =0,5.107

——N, = NR) 07

25

—— N, =N

...............................

N, =F/A, (MPa)
N, =F/A, (MPa)

DTN o OO SRS PEPPPPPIE COTTPPTPTPIPERLS SLTERL

b)

Figure V1.4 : Comparaison des résultats obtenus avec les deux modéles intégrés dans le
code de calcul et ceux obtenus avec les relations VI.2 et V1.6
Modeéles de Mooney - Rivlin (M-R) et d'Ogden — Swanson (O-S)
Matériau N, Phases, N. Constituants, Np=N.=1
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Le petit écart entre les courbes s'explique par le fait que les unes représentent simplement le
tracée d'une fonction de la forme N = N( A ) alors que les autres intégrent a la fois une lois de
comportement incrémentale de la forme dN = X : G (X : tenseur des propriétés effectives,
G : tenseur gradient de vitesse), un processus d'homogénéisation (ici, le mélange est composé
d'un seul constituant, donc d'une seule phase), et le chargement est piloté par le gradient de
vitesse [ G ] et non pas par le gradient de déformation [ F ] . Le caractere numérique et
incrémental des résultats intervient aussi dans cet écart (accumulation d'infimes erreurs a
chaque incrément)

Dans la suite, nous pouvons considérer que notre modele est suffisamment correct
pour un pas d'incrémentation de 0.5 107

Dans les chapitres précédent nous avons montré que les matériaux hyper - élastiques
sont entiérement caractérisés par les constantes a, b, et v pour le cas de Mooney-Rivlin et
a;, A, B,, B, et v pour le cas d'Ogden - Swanson, intervenant dans 1'écriture de 'énergie de
déformation volumique W . '

Nous avons pu récupérer dans la littérature’ plusieurs séries de ces constantes
représentant chacune un matériau hyper-élastique. Avant de les utiliser dans les mélanges que
nous étudierons dans la suite de ce chapitre, nous allons tracer le comportement en traction
simple N,, = N,,( A ) de chacun des matériaux représentés par ces s€ries de constantes en vue
de déterminer ultérieurement, pour le mélange, quelles sont les phases ou les constituants les
plus "durs" ou les plus "mous".

Les matériaux de Mooney Riviin

——=— Matériau ..2
14~ | —— Matériau ..1
——- Matériau ..3 : : :
12- ............. e Matél’iau ..4 ....‘? ................ :..../../5,?' .......

N, = F/A (MPa)

Figure VL5 : Loi de comportement pour 4 matériaux de M-R, N, =N, =1
a b v
Matériau n°1 0.85 0.40 0.499
Matériau n°2 0.574 0.259 0.499
Matériau n°3 0.164 0.533 0.499
Matériau n°4 0.246 0.164 0.499

I'S.R. Swanson, "A constitutive model for high elongation elastic materials”, J. of Eng. Mat. And Tech., Vol.
107, pp. 110-114, 1985 :
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N, =F/A, (MPa)

—=— Matériau..5
—«— Matériau..6

""""" ——— Matériau..7

—— Matériau..8

_ Figure VL6 :

Loi de comportement pour 4 matériaux d’' O-S, 1 ordre (p =q =1 )

N,=N,=1

A a B B v
Matériau n°S [0.267 0.410 0.552 0.650 0.499
Matériau n°6 | 0.231 0.319 0.444 -0.712 0.499
Matériau n°7 (0.131 0.419 0.344 -0.912 0.499
Matériau n°8 |3.994 10~ 3.117 0.386 1.142 0.499

Dans la suite de notre étude, nous n'utiliserons que ces huit matériaux et ils seront identifiés
par leur numéro ( 1 a 4 pour les matériaux de Mooney — Rivlin, 5 a 8 pour ceux d'Ogden -

Swanson).
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2. Comparaison des modéles de M-R et d'O-S

®1| —— Expérience (Treloar)
84| —— Modéle d'Ogden-Swanson 4°™ ordre}® "
;]| ~——— Modele de Mooney-Rivlin  J.....

F/A, (MPa)

N, =

a)
Traction simple
—— Modéle de Mooney-Rivlin
—— Modéle d'Ogden-Swansonb 4°™ ordre
44 —— Résultats expérimentaux (Treloar) [ v
s : i R
. z AT S
= : e -~
~ / . /'/
o Dot A‘/
< AAA.’"A/"' I
=~ O T T o B T
uIT 2 A-‘AAA ’._vﬁ)’;“.
art ,v"". .

z o e :

a8 : :

0 . ; i .
1 2 3 4 5
b) A=L/L,
Traction équibiaxiale

Figure V1.7 : Comparaison des données de Treloar (pour un caoutchouc
vulcanisé) avec ceux des modéles de Mooney-Rivlin et d'Ogden-Swanson
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Nous avons intégré dans notre code de calcul deux modeles de la loi de comportement
hyper — élastique, celui de Mooney — Rivlin et celui d' Ogden - Swanson. Le modele de
Mooney — Rivlin (M-R) car il est simple & mettre en ceuvre et est suffisant pour les faibles
déformations (A <1.3 ) mais pour plus de précision et surtout pour de grandes déformations,
nous avons également intégré le modele d'Ogden-Swanson (O-S). Ce dernier moins facile a
mettre en ceuvre nécessite un temps de calcul plus élevé mais s'accorde mieux avec les
résultats expérimentaux surtout dans le cas d'un chargement en traction uni axiale (voir figure
VIL.7).

Dans la suite de ce chapitre, nous soumettrons les matériaux a des déformations allant
jusqu'a 500% (A = 6). 1l est donc judicieux d'utiliser le modéle d'Ogden — Swanson, du fait de
son bon accord avec les résultats expérimentaux pour les grandes déformations. Les matériaux
qui seront les plus souvent utilisés pour nos mélanges d'élastomeres seront donc les matériaux
précédemment nommés 5 a 8. '
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B. ETUDES DE L’ISOTROPIE ET DE LA COMPRESSIBILITE DU MATERIAU

1. Définition des matériaux étudiés :

Les matériaux étudiés sont des mélanges d'élastoméres. Nous pouvons donc
valablement les considérer comme micro hétérogénes et macro hétérogénes. Ceci nous
permet, par un processus d'homogénéisation de déterminer les propriétés effectives du
mélange & partir de la connaissance de ses constituants. Ces matériaux peuvent étre
schématiquement représentés par la figure ci-dessous.

2 constituants de méme phase

2 constituants de phase différentes

Figure VI.8 : Représentation schématique des mélanges étudiés

Chaque mélange est donc défini par son nombre de constituants N, =1 et son nombre
de phase N, >1 ( nombre d'élastomeres différents constituant le mélange). Il s'en suit qu'on a
systématiquement N, 2 N, (on peut avoir plusieurs constituants de la méme phase).
Lorsque N, =N, =1, il ne s'agit plus d'un mélange mais d'un €lastomere unique , homogene.

Pour des raisons de commodité, nous resterons dans des cas de mélanges ou les
nombres de constituants et de phases sont petits N, <6 , N, <4.Des nombres plus grands

ne pressentent aucune difficulté a notre modele ni au code de calcul, sinon un temps
d'exécution plus élevé.

Les matériaux seront essentiellement chargés en traction uni axiale simple ou équi-
biaxiale, jusqu'a une déformation de I'ordre de 500%.

Chaque constituant est supposé ellipsoidal avant la déformation. Il est caractérisé par
son type de phase ( Nphas ), ses dimensions, c'est-2-dire ses demi-axes principaux
Dim = (a,b,c), son orientation définit par ses angles d'Euler Ori = (¢, 8,7) et sa fraction
volumique dans le mélange FracV .

Dans le cas ol une interface sera prise en compte autour des constituants du matériau,
elle sera caractérisée par son type de phase ( Mphas) et ses trois épaisseurs principales

Epais = (Aa, Ab,Ac). La fraction volumique FracV fixée pour un constituant tiendra compte
dans ce cas de celle de l'interface.
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En somme, les matériaux (mélanges d'élastomeéres) étudiés ici sont entierement définit
par les caractéristiques suivantes :

N, nombre de phases

N_ nombre de constituants

c

f, fraction volumique pour une phase (somme des fractions volumiques des

constituants d'une méme phase)
Pour chaque constituant :

Dim = (a,b,c) dimensions principales

y : direction 2

Ori=(c,B,y) orientations principales
et éventuellement :
Epais = (Aa,Ab,Ac) épaisseurs de l'interface

x : direction 1
—)

z : direction 3

Li;,rne des nceuds

Avant toute transformation, nous supposons que tous les constituants d'un mélange
sont isotropes et quasiment incompressibles.
Les matériaux étudiés dans la suite de ce chapitre sont donc initialement isotropes et
incompressibles. Lorsqu'ils sont soumis 2 un chargement, ils subissent de grandes
déformations dans des directions liées au type de chargement et peuvent perdre ces propriétés
initiales d'isotropie et de compressibilité. C'est cette probable évolution que nous nous
proposons d'étudier dans les paragraphes suivants.

2. Isotropie du matériau

Considérons un mélange N, =6 , N, =3 ,etsuivons 1'évolution du tenseur des propriétés

effectives du matériau macro homogéne. Tous les constituants sont caractérisés par
Dim= (1,1,1) et Ori= (0,0,0). Les fractions volumiques pour les trois phases sont

respectivement f; =0.4 (matériau n°5), f, =0.3 (matériau n°6), f, =0.3 (matériau n°7)

Remarque : Le matériau étudié (N, =6 , N, =3) 3 6 constituants et 3 phases différentes, ce

qui veut dire que plusieurs constituants sont fais de la méme phase. On pourrait donc
valablement considérer qu'un tel matériau est équivalent 3 un matériau N, =3, N, = 3 olula

fraction volumique de chacune des trois constituants est la somme des fractions volumiques
des constituants de la méme phase dans le matériau N, =6 , N, =3. Ce qui simplifierait les

calculs. L'intérét de prendre N, # N, se trouve dans le fait que pour deux constituants faits de

la méme phase, ils peuvent avoir des formes ou orientation différentes. Et il est intéressant
d'étudier 1'évolution de tels constituants au cours du chargement.
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1010+

——L"(119)
——L"(222)

— L"(m) ‘ ............... ‘ ............. , .......

P

——L*(1212)
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En début de chargement, jusqua A =1.8 le tenseur des propriétés effectives a quasiment la

0,000006 j
d
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4
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Figure IV.9 : Evolutions des composantes du module tangent
effectif du mélange pour un chargement en traction simple

forme suivante :
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% s % 0 0 0
19 = * * *x 0 0 0
“i0 0 0 * 00
0 000 * O
0 000 0 *
ou plus précisément :
ij —p 11 22 33 23 13 12

11 |0.1010E+04 0.1009E+04 0.1009E+04 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

22 |0.1009E+04 0.1010E+04 0.1009E+04 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

33 |0.1009E+04 0.1009E+04 0.1010E+04 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

23 |0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E¥00 0.6726E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

13 [0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.6726E+00 0.0000E+00

12
?
ki

Tableau VI.1 : Composantes du tenseur des propriétés tangentes effectives pour un
allongement de A = 1 en traction uni axiale dans la direction 1.

Cette forme du tenseur des propriétés effectives traduit l'isotropie du mélange avant et €n
début de la transformation.

Lorsqu'on avance dans la déformation du matériau ( A 21.8 ) on remarque que ce
dernier tend 2 se durcir dans la direction de chargement, et acquiére des directions

0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 0.6726E+00

privilégiées. Ceci se traduit par une augmentation de la composante L# | et l'apparition d'une

différence entre les composantes L7, LZ,, et IZ ou L, , [, , L%, Cet écart entre

ces composantes s'agrandit avec la déformation traduisant ainsi une perte d'isotropie au furet

4 mesure que le matériau subit de grandes déformations.

D'autre part, I'isotropie du matériau peut étre étudiée en observant 'évolution des

constantes d'anisotropie définies pour la variante 1-2 par: A, = S
C,+2C
Soit :
Lllll L’l 1 L2222
A,=—-"4_ = = nun
sy - M Tt 2Ly Y A

Remarquons que dans les relations et tableaux ci-dessus nous avons adopté la notation de
Voigt ot le tableau VI.1 & la forme :
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C, Cp Gy O 0 0
Cyn Cp Cy O 0 0
I1¥ = G C32 C33 0 0 0
o 0 0 C, 0 O
0 0 0 0 Cy5 O
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1,00

0,98 4

0,96
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©° 0924
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©
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Figure IV.10 : Evolutions des constantes d'anisotropie du mélange pour
un chargement en traction simple

Par exemple la constante d'anisotropie A,; qui est égale a 1 pour un matériau isotrope évolue

au cours du chargement. Pour des faibles allongements, elle est proche de 1 puis diminue
jusqu'a 0.86 pour un allongement de l'ordre de 6. Ce qui représente une perte d'isotropie de
14% environ.

En conclusion, le mélange d’élastoméres initialement isotrope, perd légeérement son
caractére isotrope avec la déformation. Ceci s'explique par la nature méme de 1'€lasticité
caoutchoutique qui est différente de celui des métaux. En effet un élastomeére est constitué
d'un enchevétrement de réseaux de chalnes moléculaires "enroulés” et tassés les uns sur les
autres et qui se détendent ou se démélent avec la déformation. On arrive ainsi a atteindre de
trés grandes déformations réversibles parce que les réseaux de chaine moléculaire n'ont pas
été rompus mais se sont juste détendus. En revanche au cours de la déformation, tous ces
réseaux moléculaires, dans le cas d'une traction uni axiale par exemple vont s'allonger dans la

méme direction, conférant ainsi au matériau une direction privilégiée d'oti la perte d'isotropie.

La figure suivante représente schématiquement et de maniére simple ce phénomene
propre 2 la déformation caoutchoutique.
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Avant la déformation : pas de
direction privilégiée.

Aprés la déformation : direction
de traction privilégiée.

Figure IV.11 : Elasticité caoutchoutique
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3. Incompressibilité de matériau

Les matériaux caoutchoutiques sont en générale quasiment incompressibles. Leurs
déformations s'effectuent donc sans variation de volume

J,=Det(F,)=l‘;'—.
0

F, : gradient macroscopique de la transformation

V, et V, : Volume initial et a I'instant t du matériau.

Dans ce paragraphe nous étudions la conservation ou non de cette propriété, au cours
de la déformation.

—=— macroscopique
—— constituant..1
1,004 | —4—- constituant..2
constituant..3

1,003

1,002

Det (F)

1,001 +

J

1,000 +

T
1 2 3 4 5 8

Figure IV.12 : Evolution d'incompressibilité du matériau

Entre le début et la fin du chargement, le rapport de volume augmente de 1 & 1.004 soit une
évolution de 0.4%. Autrement dit, le matériau est resté quasiment incompressible.
Remarquons également que tous les constituants ont un comportement similaire en ce qui
concerne leur incompressibilité au cours de la déformation.

Contrairement 2 la perte d'isotropie qui s'est relevé plus nettement au cours du
paragraphe précédent, nous remarquerons ici une conservation de la propriété
d'incompressibilité des matériaux caoutchoutiques. Cette conservation de 1'incompressibilité
peut également s'expliquer par la nature méme de 1'élasticité caoutchoutique. I s'est en effet
produit une réorganisation des réseaux de chaines moléculaires du matériau, sans effet sur le

volume global de celui-ci.
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C. VARIATION DE LA STRUCTURE INTERNE DU MATERIAU

1. Structure globale (hyper - élasticité du mélange d'élastomeres)

Nous considérons trois mélanges N, =6 et N , =3. Les trois phases présentes dans

les trois mélanges sont identiques. Ils se différentient soit par la forme et I'orientation initiale
de leurs constituants soit par la fraction volumique initiale f, de chacune des phases

présentes dans le mélange.

Mélange 1 : tous les constituants sont initialement sphériques c'est-a-dire Dim = (1,1,1)
et Ori=(0,00). Les fractions volumiques totales des trois phases sont f; =0.4 (matériau
n°S), f, =0.3 (matériau n°6), f, =0.3 (matériau n°7).

Mélange 2 : tous les constituants sont initialement ellipsoidaux c'est-a-dire
Dim# (111) et Ori # (0,0,0). Les fractions volumiques totales des trois phases sont f; =0.4

(matériau n°5), f; =0.3 (matériau n‘f6), f; =0.3 (matériau n°7)

Mélange 3 : tous les constituants sont initialement sphériques c'est-a-dire Dim = (1,1,1)
et Ori= (0,0,0). Les fractions volumiques totales des trois phases sont f; =0.8 (matériau
n°5), f, =0.1 (matériau n°6), f; =0.1 (matériau n°7)

Sur les figures ci aprés, nous reportons les résultats obtenus pour chaque constituant et ceux
du matériau effectif (macro homogéne ). Les mélanges sont chargés en traction uni axiale
dans la direction 1.

—a— Mélange..1

—+— Constituant..1
-- -+ -- Gonstituant..2
—— Constituant..3
Constituant..4
Constituant..5
Constituant..6

F/A, (MPa)

Ny, =

Figure VI.13 : Loi de comportement du mélange 1 et celle de
chacune de ses constituants.
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Comme on pouvait s'y attendre, les constituants faits de la méme phase ont le méme

comportement (figure VI.13). La courbe de comportement du mélange (matériau effectif) est
encadrée par celle de la phase la plus "dure” (matériau n°5) et celle de la phase la plus "molle”
(matériau n°7) comme si elle était la moyenne pondérée avec les fractions volumiques des
courbes de comportement des phases qui le constituent.
C'est ainsi qu'on arrive & obtenir "un matériau sur commande"ayant un comportement
particulier, une réponse particuliére 2 une sollicitation, a partir de matériaux ayant des
comportements soit trop au dessus, soit trop en dessous du comportement voulu. C'est I'un des
principaux atouts des matériaux composites, ce qui leur a valu de nombreuses études et
ouvrages ces derniéres décennies.

6+ :
o7 R — . U S UUUUUUIUE PO UURUROOE SRR

e Mélange..2 : : o

= Mélange..1 § § g2
4q----- R TETTTIeeeN L R E LT IPFRRRRS t RRLCEEEILEPRL

=% a Mélange..3 : : p

E g : ‘o :
<& ¥ ........

~ H

w :
n 2_.................-.................-...... ...............................-: ........

z
LT PO xS O S SO P P

04 :

1 2 3 4 5 6

A=L/L,

Figure VI.14 : Loi de comportement des trois mélanges : influence
des fractions volumiques et des formes initiales des constituants

La figure VI.14 révéle que les mélanges 1 et 2 ont quasiment la méme réponse
différente de celle du mélange 3. On en déduit que la forme et l'orientation initiale des
constituants d'un mélange n'influent pas sur son comportement effectif alors que les fractions
volumiques totales des phases présentes dans le mélange déterminent la réponse de celle-ci.

Ceci s'explique par le fait que l'isotropie initiale des constituants annule tout effet de
forme ou d'orientation de ces derniers sur le comportement du matériau effectif. En revanche,
la prédominance d'une phase va naturellement forcer le mélange a avoir un comportement
proche du sien. La prépondérance de la phase représentant le matériau n°5 ( f5 =0.8) qui est

la phase la plus "dure" des matériaux considérés fait donc que la courbe de comportement du
mélange 3 soit au dessus de celle des deux premiéres.

D'autres part, on remarque sur la figure ci-dessus que 'écart entre les différentes
courbes se creuse réellement 2 partir d'une déformation d'environ 80% ce qui laisse croire que
pour les faibles déformations les élastoméres ont des comportements proches les uns des
autres et que la différence de comportement se fait réellement pour les grandes déformations.
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2. Structure locale (variation de forme des constituants)

—u— Demi-axe..1
—e— Demi-axe..2
Demi-axe..3

Figure VI.15 : Evolution des demi-axes des constituants

Sur la figure VI.14, tous les constituants initialement sphériques, Dim=(L11) et
Ori=(0,00) subissent la méme évolution de forme au cours de la déformation : un

allongement proportionnel 3 A dans la direction de traction et un rétrécissement plus faible
dans les deux autres directions. Ces constituants deviennent des ellipsoides dont le volume est
quasiment resté le méme qu'avant la déformation, ce qui est cohérent avec les résultats de la
figureVI.12.

Le présent paragraphe n'a de réel intérét que si on considére un matériau initialement
défini par des constituants non sphériques et différemment orientés. On pourra ainsi voir la
différence de comportement entre deux constituants de méme phase mais ayant des
dimensions et orientations initiales différentes. Pour ce faire, nous allons étudier le mélange
n°2 dont les constituants sont définis par les caractéristiques suivantes :

Constituantn°l :  phase 1 Dim=(231) Ori=(40400) FracV =02
Constituant n°2 : phase 2 Dim=(234) 0ri=(0035) FracV =0.2
Constituantn®3:  phase 3 Dim=(643) Ori=(0,00) FracV =0.2
Constituant n°4 : phase 1 Dim=(4,52) Ori=(-40,-400) FracV =0.2
Constituant n°5 : phase 2 Dim=(252) Ori=(3500) FracV =0.1
Constituant n°6 : phase 3 Dim=(213) Ori=(0040) FracV =0.1

On en déduit pour chaque phase : f, =0.4 (matériau n°5), f; =0.3 (matériau n°6),
f> =0.3 (matériau n°7)

Ce matériau soumis 2 une traction uni axiale puis & une traction bi-axiale donne les résultats
suivants :
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m o constituant..1
A B constituant..1 g
® y constituant..1
: : : o constituant..4
] : —— B constituant..4
] : : y constituant.4 -

Angle d'Euler en dégré

T T T d
1 2 3 4 5 6

Constituants 1 et 4

Figure VI.16 : Evolution des orientations des constituants 1 et 4
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m  aconstituant 1
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® ¢ constituant 1
a constituant 4
b constituant 4
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104
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6]
4]
27]

Constituants 1 et 4

Figure VI.17 : Evolution des demi-axes des constituants 1 et 4

Les constituants 1 et 4 sont de la méme phase (matériau 5). Ils ont les mémes
dimensions mais ils sont orientés différemment a 'état initial. Lorsque le mélange est soumis
A une traction uni axiale dans la direction 1, les dimensions varient de la méme manicre
(allongement dans la direction 1 et rétrécissement dans les deux autres directions) alors que
les orientations évoluent différemment suivant les angles considérés.
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Nous remarquons que les deux constituants ne changent quasiment pas d'orientation
dans les plans 2-3 et 1-3 alors que dans le plan 1-2, ils tendent & prendre la direction de la
traction, c'est-a-dire que ¢ — 0.

Pour deux constituants de méme phase mais d'orientations initiales différentes, il s'en
suit que lorsque le mélange est sollicité, 1'évolution de ces orientations est différente mais
tend, dans la cas de la traction uni axiale a donner a ces constituants la direction de traction.
Ce résultat est en accord avec la perte d'isotropie liée & l'acquisition au cours de la
déformation d'une direction privilégiée. Suivant donc les plans dans lesquels s'effectuent les
chargements, les divers constituants vont s'orienter différemment et leurs dimensions
évolueront en accord avec 1'allongement global du mélange.

Jusqu'a présent, nos études se sont limitées a des mélanges définis par plusieurs
constituants simples, sans considérer une quelconque interface entre ces constituants. I est
intéressant de voir 1'influence de la présence d'une telle interface dans le mélange. L'étude de
cette influence fait I'objet du paragraphe suivant.
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D. APPORT DE L' ENROBAGE

L'enrobage peut étre introduit pour donner au mélange des propriétés spécifiques
(rigidité ou souplesse, résistance au chocs...). Il peut étre également introduit par 1'effet de
réactions chimiques qui peuvent avoir lieu aux frontiéres des constituants du mélange. Dans
notre €tude, nous considérons que les propriétés de la "phase enrobage" sont aussi bien
connues que celles des autres constituants.

Pour bien étudier I'impact de la présence d'interfaces entre les constituants du mélange,
nous considérons que le probléme de " mélange d'élastomeres avec prise en compte d'une fine
interface entre ses constituants" peut étre décliné sous trois aspects que nous comparerons.
Ces trois déclinaisons sont symboliquement représentées par le schéma des modéles
€lémentaires suivant.

On considére qu'on peut négliger | On prend en compte cette fine On suppose que cette fine
la présence d'une fine interface interface entre les constituants interface revient a considérer un
entre les constituants constituant supplémentaire au

méme titre que les autres

Figure VI.18 : Etude de l'apport de l'enrobage

Prenons donc trois mélanges d'élastomeres représentant les trois modeles élémentaires
de la figure VI.18. Pour des raisons de simplicité, nous supposons que tous les constituants
des mélanges sont initialement sphériques.

Mélange 1 : On néglige la présence d'une fine interface entre les constituants.
N, =2 et N,=2. Les fractions volumiques totales des deux phases sont f; =0.5 (matériau

n°5), f; =0.5 (matériau n°8).
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Mélange 2 : On suppose que cette fine interface revient a considérer un constituant
supplémentaire au méme titre que les autres.
N, =3 et N,=3. Les fractions volumiques totales des quatre phases sont f5 =0.48595

(matériau n°5), f, =0.48595 (matériau n°8), f, =0.02810 (matériau n°7)

Mélange 3 : On prend en compte cette fine interface entre les constituants.
N,=2 et N,=3.La troisiéme phase représente l'interface (enrobage) identique pour les
deux constituants. Les enrobages ont des épaisseurs identiques-de 0.01 dans les trois
directions principales. Les fractions volumiques totale des deux phases restent les mémes sauf
qu'elles incluent également I'enrobage : f5 =0.5 (matériaun®5), f; =0.5 (matériau n°8).
Ces données nous permettent de calculer la fraction volumique globale de la phase enrobage :
f, =0.02810 (matériau n°7).

Rappelons que les matériaux utilisés sont classés par ordre de "dureté" de la maniére
suivante :

matériau n°5 Plus "dure"
matériau n°8
matériau n°7 Moins "dure"

L'enrobage représente donc la phase la plus "molle" du mélange.

En soumettant ces trois mélanges 2 une traction uni axiale dans la direction 1 nous obtenons
les courbes ci-dessous.

+ Maélange 1 : :
———— Mélange 2 ................ ‘, ................ ; .......................
—— Mélange 3 : :

F/A, (MPa)

N, =

Figure VI.19 : Comparaison de l'état de contrainte nominale dans le
constituant I(matériau n°5) pour les trois mélanges
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Notons que nous obtenons des courbes similaires pour le constituant 2 (matériau n°8)
pour les trois mélanges. Les remarques ci — dessous sont donc identiques pour ce constituant.

Sur la figure VIL.19, les inclusions représentent les phases les plus "dures” du
polyphasé, et elles sont enrobées par une phase plus "molle". Le fait de noyer les inclusions
dans des couches moins dures permet en fin de compte de diminuer le niveau de contrainte a
l'intérieur de ces inclusions. Cet enrobage joue donc un rdle d'amortisseur pour les inclusions
qu'il entoure. Cette remarque est particuliérement intéressante car elle montre que la présence
d'une interface entre les constituants d'un mélange peut permettre pour un bon choix de cette
interface, de "contrbler” le niveau de contrainte et de déformation dans ces constituant.

Remarquons également que les mélanges 1 et 2 sont équivalents du point de vue de
l'inclusion car pour les deux mélanges, le niveau de contrainte dans ces inclusions est
identique.

—=— Mélange 1 : : :
5_. ....... ’ Mélangez ................ . ................ g................,:' ........

Mélange 3 : : g
; . : : 2

F/A, (MPa)

Ny, =

Figure VL.20 : Comparaison de l'état de contrainte nominale
macroscopique pour les trois mélanges

La figure ci - dessus montre 1'effet de la présence d'enrobage dans le polyphasé. En
effet, les trois courbes représentant le niveau de contrainte nominale dans le polyphasé,
montrent une légere différence qu'il y ait ou non une troisiéme phase (matériau n°7). Cette
différence du niveau de contrainte peut étre plus importante suivant les propriétés et les
fractions volumiques de cette troisiéme phase, montrant ainsi le caractére capital des
enrobages pour obtenir un niveau de contrainte relativement précise dans le matériau
équivalent. On remarquera également que les états de contraintes nominales sont trés proches
pour les mélanges 2 et 3, représentant la présence d'une troisiéme phase. Néanmoins lorsque
cette phase constitue l'enrobage, le niveau de contrainte est légérement plus élevé que si elle
représentait un constituant au méme titre que les autres. On peut donc envisager la possibilité
de choisir I'un ou 'autre cas suivant le niveau de contrainte globale qu'on désir obtenir.
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Chapitre VII

CONCLUSION GENERALE
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A. ASPECTS ABORDES ET RESULTATS OBTENUS

Ce document est le rapport d'une étude menée dans le but d'obtenir un modéle crédible
sur les composites d'élastoméres en prenant en compte une interface fine entre les différents
constituants du mélange.

Pour ce faire, nous avons dans un premier temps souligné les spécificités des
polyméres et spécialement le caractére hyper - élastique des élastomeéres. Nous avons ensuite
présenté les bases mécaniques des grandes déformations et des processus d’homogénéisation.
Avant d'analyser et d'interpréter les applications de notre étude, nous avons fait un
développement théorique propre aux types de matériaux étudiés. Ces développements
théoriques concernent essentiellement deux modeles de comportement hyper - €lastique
(Mooney-Rivlin et Ogden-Swanson), le processus d'homogénéisation avec ou sans prise en
compte de l'interface entre les constituants des mélanges étudiés et le changement de forme de
ces constituants. Cet ensemble est intégré dans un code de calcul dont les résultats sont
interprétés dans le chapitre VI des applications.

Ces applications quant 2 elles se déroulent en quatre principales étapes :

La premiére consiste 2 valider les deux modeles de comportement hyper - €élastique
qui sont intégrés dans le code de calcul.

Nous avons ensuite souligné le fait que les matériaux hyperélastiques étudiés perdent
leur isotropie au fur et & mesure de la déformation alors quiils gardent leur quasi-
incompressibilité.

La troisiéme étape consiste a étudier le comportement des mélanges par rapport a celui
de leurs constituants et les variations de formes subies par ces derniers.

Nous avons terminé ces applications par 'étude de l'influence de la présence d'une
interface fine entre les constituants du mélange, interface modélisé par un enrobage de faible

épaisseur autour des constituants supposés ellipsoidaux.

Cette étude permet essentiellement
- d'avoir une formulation de la loi de comportement hyper — élastique adaptée aux matériaux
hyper élastiques et pouvant.étre intégrée dans un processus dhomogénéisation,
- d'analyser les composites 100% élastomére, trés peu abordés alors que les composites de

métaux, de bois et de mélanges de différents types de matériaux le sont largement,
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- de souligner l'influence des formes des constituants du composite sur la réponse de celui-ci
lors d'une sollicitation particuliére,

- d'avoir un outil unique (programme informatique) permettant d'extraire toutes les
informations mécaniques sur un mélange d'élastoméres bien défini, ce qui permet de simuler

le comportement d'un matériau avant sa mise en ceuvre.

Quelques regrets néanmoins qui pourraient constituer les perspectives envisageables pour

cette étude.

Les constituants des mélanges étudiés sont des matériaux définis par une série de constantes
qui les caractérisent et que nous avons récupéré dans la littérature. Nos mélanges sont donc
fictifs. Une étude expérimentale sur ces mélanges permettrait une confrontation des résultats
expérimentaux avec ceux obtenus grice a notre modele, et donc une analyse plus approfondie

du sujet. On pourra également envisager de coupler cette étude avec un code d'éléments finis.

Cette étude ne prend en compte ni le caractére visqueux ni les phénomeénes
d'hystéresis du caoutchouc. L'introduction de ces caractéristiques propres aux caoutchoucs
permettrait d'obtenir des modéles plus fins. De plus le modele élémentaire de l'inclusion
enrobée noyée dans une matrice pour représenter l'interface entre les constituants du mélange

peut €tre remplacé par un modeéle plus avancé.

Cette étude menée a terme pourra permettre :
- d'optimiser la constitution du polyphasé en fonction des propriétés et des fractions
volumiques de chaque phase.
- de comprendre les mécanismes de renforcement ou de relachement li€s & la forme et 2

l'orientation de chaque constituant.
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RELATIONS PRELIMINAIRES A LA DETERMINATION DES LOIS DE
COMPORTEMENT HYPER - ELASTIQUES

Soit [ F ] le gradient de la transformation et J son déterminant.

J=Det[F]= % (Rapport de volume)
0

On définit aussi le tenseur des déformation de Cauchy-Green gauche [ B ] par :
[B]=[F]['F]

et le tenseur des déformation de Cauchy - Green gauche [C] par:
[C1=['F].[F]

Leurs trois principaux invariants s’écrivent :

I,=Tr[B] =B,

I, = (Ixz“Tr([B]-[Bj))= (B,.,.Z—B,.j.Bj,.)

DO =
N =

1,=Det[B]

Les variations suivantes sont nécessaires a la détermination des lois de comportement
hyperélastiques.

1. Calcul de 4/

dJ = d(Det[F1)= Det[F] Tr(d[F1.[F1")
4] =JTAG] or [G]=[D]+[W] et TrW]=0

dJ = JTr[D]
2. Calculde d/B]

[B]=[F].['F]

d[Bl=d[F].['F1+[F1d['F]
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d[B]=d[F1IF ' 1[F1['F1+[F1[F1.['F1d['F]
d[B]=[G].[B]+[B].['G]
Or on a [G]=[D]+[W] et ['Gl=[D]-[W]
d[B]=[D][B]+[B][D]+[w].[B]-[B]l.[w]
En définissant la grandeur [ H'] suivante :
H,, =8,B, +5,8B,
on peut réécrire 1'expression précédente sous forme :

d(B]=[H']:[D]+[w].[B]-[B].[w]
3. Calculde d((B].[B])

d((B].[B])=d[B].[B]+[B]d[B]

d((B].[B])=[D].[B].[B]+[B][D][B]+[w].[B].[B]-[B][w].[B]
+[B][D][B]+[B].(B].[D]+[B][w][B]-[B].[B][w]

d((B].[B])=[D].[B].[B]+[B][B][D]+2[B].[D][B]+[w][B][B]-[BL[B].[w]
En définissant la grandeur [ H 2 ] suivante :
H; =6,B,B,+6,B,B, +2B,B,

on peut réécrire 1'expression précédente sous forme :

d((B].[B])=[H*]:[D]+[w].[B].[B]~[B][B].[w]
4. Calculde dI, -

I, =Tr[B]=[B):[I1=[F1['F1:[I]
dl,=d([B]:[1])=d[B]:[1]

oo d[B]=[D].[B]+[B][D]+[w][B]-[B].[w]
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dl,=[D].[B]:[I1]+[B][D]:[I]+[w][B]:[1]-[B].[w]:[I]

|
) Or [w].[B]:[I]=0=[B].[w]:[I] dufaitdelasymétrie de [ B] et de 'anti-symétrie
|

de fw].
Il s'en suit que :

' dl,=[D].[B]:[I]+[B][D]:[I]
et en passant a la notation indicielle, on montre que :

dl,=2[B]:[D]

5. Calcul de dI,

I, =%(ll2 —Trl([B].[B]))z%(Ilz ~[B]IB]:I)

dlz=?12-(2d1111—d[B].[B]:[I]—[B].d[B]:[I]) or dl,=2[B]:[D]

dl, = %(4 1,[B):[D]-2d[B):[B])

rappelonsque: d{B]=[D].[B]+[B].[D]+[w].[B]-[B].[w].On obtient ainsi :

dl, = %(4 1,[B]:[D]-2(D}.[B) +[B).[D]+[w].[B]~[B].[w]): [B])

dl,=21[B]:[D]-2[B].[B]:[D]

car  [w].[B]:[B]-[B][w]:[B]=0
e¢ [D][B]:[B]+[B].[D]:[B]=2[BJ.[B]:[D]

dl,=2(I,[B]-[B].[B]):[D]

6. Calcul de dI,
I, =Det[B]
dI, = d(Det[B])= Det[B] Tr(d(B].[B™])

d[B1.{B™'1=[D]+[B).[DL.[B™1+[w]-[Bl.[wl.[B™']
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en notation indicielle on écrira :

dB,.B, =D, +B, D, B;' +w; ~B, w, B
Tr{d(B1.(B]" )= dB, B} =D, + B, D, B;' +w, - B, w, B;'

Tr(d[B1.IBT" )= D, + Dy, +w, —w,, =2Tr(B]

dl, =21, Tr[B]

dl, =21, [B]:[I]
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RESUME

L’étude des mécanismes, du comportement et de la synthése des polymeéres est
aujourd’hui largement abordée. Dans notre étude, nous nous intéressons aux mélanges de
matériaux hyper - élastiques en particulier les caoutchoucs. Par une méthode numeérique, nous
donnons les états de contraintes et de déformations, locaux et globaux dans le mélange.

Dans le but de déterminer les propriétés d'un mélange de caoutchouc, on peut soit
fabriquer et tester des éprouvettes sous diversés sollicitations, ce qui est long et onéreux, soit
élaborer un outil de simulation de tous ces tests dans un but de gain en temps et en coits. Il
s'agit donc pour nous de modéliser dans un outil de simulation, le comportement mécanique
du mélange de caoutchoucs 2 partir des propriétés mécaniques de ses constituants. Nos
travaux se font donc essentiellement sur trois fronts :

1- Rechercher une loi de comportement hyper - élastique qui approche au mieux les
résultats expérimentaux. Nous-nous basons ici sur les lois de Mooney - Rivlin et d'Ogden -
Swanson pour obtenir une forme particuliére de la loi de comportement en grandes
déformations.

2- Mettre en place des techniques d'hémogénéisation pour caractériser le mélange.
Nous avons utilisé la méthode auto cohérente mono-site. Nous prenons €galement en
considération une interface fine entre les constituants du mélange.

3- Prendre en compte le changement de forme et d'orientation des constituants car il
s'agit de grandes déformations.

Ces trois aspects du probléme sont introduits dans un programme numérique qui
génére les champs de contraintes et de déformations "microscopiques” et "macroscopiques”
dans le mélange et également I'évolution de forme des constituants. Nous interprétons ensuite
ses résultats sous diverses influences.

Notre étude se limite aux matériaux hyper - élastiques supposés « granulaires »
(élasticité non linéaire en grandes déformations). Dans cette étude, nous ne prenons en

compte, ni le caractére visqueux, ni les phénomenes d'hystérésis du caoutchouc.



The study of the mechanisms, the behavior and the synthesis of polymers is largely
approached today. In our study, we are interested in the hyperelastic materials blends
especially rubbers. By a numerical method, we give the global and local stress and strain
states, in the blend.

With an aim of determining the properties of a rubber blend, one can either
manufacture and test tubes under various loading, which is long and expensive, or work out a
tool for simulation of all these tests with an aim of saving time and costs. It is thus a question
for us of modelling the mechanical behavior of the rubbers blend knowing the mechanical
properties of its components. Our work is thus concern by :

1/ seek a hyperelastic law of behavior which approaches the experimental results as well as
possible. We base here on the laws of Mooney - Rivlin and of Ogden - Swanson to obtain a
particular form of the law of behavior in larges deformations.

2/ set up of homogenisation technics to characterize the blend. We used the self-consistent
method. We also consider a fine interface between the components of the blend.

3/ considering the form and orientation changing of the components because they are largely
deformed. '

These three aspects of the problem are introduced into a numerical program which
generates microscopic and macroscopic deformations and stress fields the in the blend and
also the form evolution of the components. We then interpret its results under various loading.

Our study is limited to the hyperelastic materials supposed "granular” (nonlinear
elasticity in larges deformations). In this study, we consider neither the viscous character, nor
the hysteresis phenomena of rubber.



