UNIVERSITE
DE LORRAINE

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de I'ensemble de Ila
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de réeférencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite penale.

Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




E 3
INSTITUT SUPERIEUR DE GENIE MECANIQUE ET PRODUCTIQUE
- |
| S/ M?;
{

0/
UNIVERSITE DE METZ _
Par - -

Présentée a

Rachid EL MOKHTARI

Pour I'obtention du grade de :

DOCTEUR de L'UNIVERSITE de METZ

SPECIALITE : Sciences de l'ingénieur
OPTION : Mécanique

Solveurs multigrilles et méthode de perturbation

Sera soutenue le 25 novembre 2002 a 14h 30 4 la salle des assemblées (Bat A)
devant le jury composé de :

B. Cochelin Professeur, ESM de Marseille Rapporteur

C. Rey Professeur, ENS de Cachan Rapporteur

J.M Cadou Maitre de conférences, Université de Metz Codirecteur de thése
CH. Hirsch Professeur, Université de Bruxelles Examinateur

M. Potier-Ferry Professeur, Université de Metz Directeur de thése
M. Vidrascu Directeur de recherches INRIA, Paris Examinateur

E UNIVERSITAIRE DE METZ

== il

022 486029 7

N.R.S. N°7554




REMERCIEMENTS

Que Monsieur le professeur Michel Potier-Ferry, qui m’a confié le sujet de cette étude,
trouve ici I’expression de ma profonde gratitude pour les conseils avisés qu’il m’a
prodigué et I’aide patiente qu’il m’a apportée. L’enthousiasme qu’il m’a fait partager,
sa conception originale du travail de recherche et I’éthique qu’il a suscitée dans son
équipe m’ont permis de travailler dans des conditions idéales et dans un climat de
réelle amitié.

Je voudrais également témoigner toute ma gratitude & Monsieur Jean Marc Cadou,
maitre de conférence & I'université de Metz. Je lui suis reconnaissant de I'intérét qu’il
a manifesté pour mes travaux.

Je suis trés honoré que Madame le directeur Marina Vidrascu, Directeur de
recherches INRIA de Paris ait accepté de présider le jury de cette these. Je lui en suis
profondément reconnaissant.

Je remercie trés sincérement Monsieur le Professeur Bruno Cochelin de ’Ecole
Supérieur de Mécanique de Marseille et Monsieur le Professeur Christian Rey de
I’Ecole Normal Supérieur de Cachan qui ont bien volu accepeter de rapporter mes
travaux.

Je remercie trés vivement de I'’honneur qu’il m’a fait en participant au jury :
Monsieur le Professeur Charles Hirsch de 'université de Bruxelles.

Enfin, je remercie mes camarades du laboratoire LPMM, les enseignants qui ont
facilité ma tache et m’ont permis de travailler dans une ambiance cordiale et sympa-

thique.



Sommaire

1 Analyse de quelques algorithmes itératifs classiques

1.1 Introduction . . . . . . . . . . ..

1.2 Méthodes directes . . . . . . . . . .. ...

1.3 Méthodes itératives . . . . . . . . . .. ...

1.3.1
1.3.2
1.3.3
1.3.4

Principes des méthodes itératives . . . . . ... ... ... ..
Une technique particuliére : le gradient conjugué . . . . . . . .
Notions de préconditionneurs . . . ... ... ... ... ...

Application a des systémes avec second membres répétés

1.4 Présentation de la méthode multigrille . . . . ... ... ... .. ..

1.4.1
1.4.2
14.3

Introduction . . . . .. ...
Maillages emboités, opérateurs de transfert . . . . . . ... . .

Algorithme & deux grilles classique . . . ... ... ... ...

1.5 Méthodes multigrilles complétes . . . . .. ... ... ... ......

1.5.1
1.5.2
1.5.3

Stratégie de passage intergrille . . . . . . . .. ... ... ...
Approximation initiale sur la grille fine . . . . . ... ... ..

Cofit de la méthode et implémentation . . . . . ... ... ..

1.6 Conclusion . . . . . . . .. ...

Meéthode itérative d’ordre élevé i 2-grilles

2.1 Imtroduction . . . . . . . . .. ...

2.2 Algorithme & 2-grilles proposé . . . . . . ... ... ... ... ....

2.2.1

Opérateurs de prolongement et de restriction . . . . . . . .. .

12
12
14
18
18
21
24
30
36
36
38
39
42
46
47
48
49



SOMMAIRE

2.2.2 Homotopie et technique de perturbation . .. ... ... ...

2.3 Mise en oeuvre numérique . . . . . . ... ...
2.3.1 Remarques techniques concernant la génération de grilles et des
OPErateurs . . . . . . . . . v i e

2.3.2 Techniques de stockage des matrices et opérateurs. . . . . . .

2.4 Premieres applications, premiers résultats numériques . . . . . . . . .
2.4.1 Présentationdestests . ... ... ... .. ... ... ... .
2.4.2 Détail du temps de calcul de l'algorithme . . . . . . .. .. ..

2.5 Comparaison avec d’autres méthodes . . . . . . . . .. ... .. ...
2.6 Comment optimiser la différence entre les deux grilles? . . . . . . ..
2.6.1 Introduction . .. . .. .. ... ... ... ... ...
2.6.2 Un premier test sans itération . . . . . .. ... ... . ....
2.6.3 Technique itérative d’'ordre élevé. . . . . . . . . ... ... ..
2.6.4 Premiers tests avec la technique itérative . . . . . . ... ...
2.6.5 Influence du nombre de divisions N . . . ... ... .. ....
2.6.6 Cout de calcul des approximants de Padé . . . . . . ... ...
2.6.7 Comparaison avec la méthode & deux grilles classique . . . . .

2.7 Autres évaluations de la robustesse de I'algorithme . . . . . .. . ..
2.7.1 Test sur I’hétérogénéité de la structure . . . .. ... ... ..
2.7.2 Test sur les seconds membres . . . ... ... ... ... ...

2.8 Conclusion . . . . . . . .

Méthode multigrille d’ordre élevé avec divers préconditionneurs

3.1 Introduction . . . . . .. ... ... ...

3.2 Une nouvelle classe de méthode multigrille d’ordre élevé . . . . . . . .
3.2.1 Une technique pour doubler une équation linéaire . . . . . . .
3.2.2 Introduction d’un systéme augmenté doublant 1’équation sur la

grille grossiere . . . . . . ... ... L



SOMMAIRE

3.2.3 Homotopie et technique de perturbation . .. ... .. .. . . 90
3.3 Applications et résultats numériques . . . ... .. .. ... . 93
3.3.1 Introduction . . . ... ... ... . ... .. .. . ... .. . 93
3.3.2  Applications de la nouvelle technique & deux grilles avec préconditionnement
incomplet de Cholesky . . . ... ... ... ... . . .. . .. 93
3.3.3 Etude détaillée du temps CPU de l’algorithme . . . . . . . . . 95
3.3.4 Comparaison avec d’autres méthodes . . . . . . ... . . . . 97
3.3.5 Tests sur I'influence de la matrice C sur la vitesse de conver-
gence de l'algorithme . . . . . . . .. ... ... ... ... . 99
3.3.6  Tests sur I'influence de la grille grossiére . . . . .. . ... . . 103
3.4 Maillage non-structuré : autres variantes . . . ... .. ... ... . 106
3.4.1 Influence de la distorsion du domaine . . . . . . .. ... . .. 106
3.4.2 Solutions proposées . . . . . .. ... ... .. ... ... .. . 110
3.4.3 Applications numériques et discussions . . . .. .. ... ... 113

3.5 Application du solveur multigrille pour une suite de systemes linéaires

& matrice invariante . . . . . . ... ... ... ... ... .. 115

3.5.1 Applications numériques et temps de calcul . . .. .. .. .. 116

3.5.2  Quelle précision pour le solveur multigrille? . . .. ... . .. 118

36 Conclusions . .. ... ... ... ... .. ... ... 120

A Méthode d’ordre élevé a trois grilles 125
Al Objectif . . ... ... ... ... 125
A.2 Technique de laméthode . . . . ... ... ..., . .. .. .. . 125
A.3 Méthode proposée . . . . .. ... ... ... ... 126

B Construction de I’opérateur de prolongement P 130
Références 132



Introduction générale

Dans le contexe actuel, I'industrie utilise de plus en plus systématiquement la
simulation numérique pour maitriser des procédés de fabrication mécanique comme
I’emboutissage ou le laminage, les codes de calcul étant basés sur la méthode des
éléments finis. Ces codes doivent étre & la fois fiables et rapides pour permettre &
I'ingénieur d’obtenir une réponse en un temps tres bref. Ceci est loin d’étre réalisé
dans le cas de ces procédés a cause du caractére fortement non-linéaire des modeles
utilisés et du grand nombre de degrés de liberté (d.d.l) nécessaires pour discrétiser
des cas industriels pour lesquels soit la forme des outils et des piéces & obtenir est
complexe (cas de I’emboutissage), soit le modele est nécessairement 3D (laminage),
soit le phénoméne couple des phénomenes & petite échelle et & grande échelle (couplage
entre le plissement des bandes et le désalignement des rouleux dans les lignes de
galvanisation et de recuit continu). Dans tous ces cas, le modele numérique a plusieurs
dizaines de milliers de d.d.1. C’est dans ce cadre de calcul numérique que s’inscrit ce
travail.

A T’heure actuelle, au laboratoire de physique et mécanique des matériaux (LPMM),
on possede des algorithmes trés performants pour traiter des fortes non-linéarités dues
soit au modele physique (par exemple le contact unilatéral dans un contact outil-
matiere) [1, 12], soit & des instabilités (plissement, flambage de toles ou de boites
alimentaires). Avec ces algorithmes appelés "Méthode Asymptotique-Numérique”
(MAN) [4, 17, 18, 19, 20, 21], la branche de solutions d’un probléme non linéaire

R(u,A) =0, (u € R*, X € R) est recherchée sous forme de séries entiéres tronquées :
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u(a) = Zaiui (0.1)

Ma) = Zai)\i (0.2)

La technique de perturbation permet de montrer que les vecteurs u; (1 < ¢ < I)

sont solutions de probleémes linéaires de la forme :

ot la matrice tangente k; est la méme pour les I problemes (0.3) et ou les vecteurs
f; ne sont fonctions que des vecteurs aux ordres inférieurs u; tel que 7 < i —1. La
Méthode Asymptotique-Numérique (MAN) conduit donc & une famille de problémes
lindaires avec méme matrice et divers seconds membres. Dans la version actuelle de la
MAN, on accélére systématiquement la convergence des séries par des approximants

de Padé [5, 11, 19, 35, 48], qui transforment les séries (0.1) et (0.2) sous la forme :

w(a) = uo + Z fila)u; (0.4)

Aa) = Ao + Z fila); (0.5)

ol les f;(a) sont des fractions rationnelles. Les coefficients de ces fractions sont calculés
3 partir d’une orthogonalisation de ’ensemble des vecteurs u;, 1 <4 < 1.

Dans la plupart des problémes étudiés avant cette these, le nombre de degrés de
liberté (d.d.l) étant assez faible (en dessous de 20000 d.d.l) [15, 34, 56, 57]. Dans ce
cadre, il a été montré que ’ordre de troncature optimal I se situe entre 10 et 30.
Comme il y a une seule matrice  inverser pour les calculs des vecteurs u;, on a utilisé
des méthodes de résolution directe en sorte que la moitié au moins du temps de calcul
est consacré & la triangulation de la matrice. En gros, on obtient toute une branche

de solution pour au plus le prix de deux calculs linéaires.

-7 -
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A plus grand nombre de degrés de liberté, on souhaite éviter cette étape de trian-
gulation de matrices, qui coiite cher en temps CPU parce que le nombre d’opérations
nécessaires augmente comme le cube du nombre de degrés de liberté. Surtout, la
mémoire nécessaire devient de plus en plus importante. Une idée est d’appliquer le
technique des sous domaines [24, 29], ce qui a été fait par des équipes de recherches qui
travaillent en collaboration avec notre équipe (Laboratoire de Mécanique et Acous-
tique de Marseille et I'université de Casablanca). Dans le cadre de cette these, on
a travaillé en priorité sur deux types de solveurs itératifs : le gradient conjugué et
surtout la méthode multigrille.

L’idée, commune & beaucoup de méthodes itératives, est de remplacer la matrice
a inverser k ou k;, par une autre matrice proche appelée ”préconditionneur” notée
dans ce travail k*. Il a été montré récemmnent [14] que l'algorithme MAN + Padé

peut s’appliquer, avec succes, & des problémes linéaires :
Ru)=ku—f=0 (0.6)
en introduisant une transformation d’homotopie de la maniére suivante :
1—-e)k*u+eku—-f=0 (0.7)

et en appliquant la technique de perturbation par rapport au parameétre €. On déduit

une succession de problémes linéaires, ol la seule matrice a inverser est £* :

{ K u = f (0.8)

k*.’l_l,i = k*.ui_l — k.ui_l

Ceci a été testé avec des préconditionneurs élémentaires (diagonal, décomposition
de Cholesky incompléte de divers niveaux), I’algorithme converge, mais pas aussi vite
que souhaité parce que ces préconditionneurs, utilisés seuls, ne sont pas assez efficaces.

Une technique voisine a été proposée pour la résolution itérative de problémes

non-linéaires [22, 46|, puis appliquée dans un cadre de prédiction-correction d’ordre

élevé [13, 36, 40, 41].



Introduction générale

Supposons un probléme de la forme :
R(u) = kyu + R™(u) + Ry = 0 (0.9)

oll Ry est le résidu initial et R™(u) un opérateur non-linéraire. Une transformation

d’homotopie assez générale est la suivante :
(1—e)k*u+ek.u+ R"(u)+eRy =0 (0.10)

Cette idée a été appliquée pour réduire le nombre de matrices & inverser, en
prenant pour k* une matrice tangente triangulée a une étape précédente du calcul.
La question, qui sera discutée tout au long de cette thése, est de trouver d’une part, des
préconditionneurs beaucoup moins chers que des matrices tangentes complétes, mais
tout de méme treés efficaces, d’autre part des stratégies de résolution bien adaptées.
C’est dans cet esprit que nous nous sommes tournés vers les méthodes multigrilles.

Ces méthodes utilisent différentes discrétisations afin de résoudre itérativement un
probléme sur un maillage initialement fin. La grille fine correspond a la discrétisation
du domaine sur lequel on veut obtenir une solution. Les grilles grossiéres, quant &
elles, correspondent a des discrétisations moins fines du domaine initial. Le passage
d’informations entre ces différentes grilles se fait & I'aide de deux opérateurs : le
prolongement et la restriction. Les résolutions multigrilles reposent sur des schémas
itératifs, chaque itération correspondant a une résolution approchée sur une grille. Au
niveau le plus grossier, on utilise généralement une résolution exacte. Sur les autres
grilles, on doit définir un préconditionneur appelé lisseur, ce qui sert & ”amortir” les
hautes fréquences de l’erreur. Ces méthodes sont connues pour étre remarquablement
efficaces : nombre d’opérations nécessaires en O(n) ou n est le nombre de points
discrétisés, nombre d’itérations petit et indépendant de la taille de la maille. II reste
la difficulté de définir plusieurs maillages emboités, ce qui complique la tache de
I'utilisateur.

Dans le premier chapitre, on rappelle les différents solveurs utilisés pour résoudre

un probleme d’élasticité linéaire. Ensuite, on fait le choix de résoudre les systémes

-9-
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linéaires issus de la MAN par la méthode du gradient conjugué sans ou avec préconditi-
onnement. De plus, on a utilisé un nouvel algorithme [25, 26, 50, 51] pour des systémes
linéaires avec seconds membres répétés. On présentera ensuite dans ce chapitre les
méthodes multigrilles classiques. Une étude détaillée de I'algorithme & deux grilles
classique et de la méthode multigrille compléte sera présentée.

Les chapitres suivants de ce mémoire, sont consacrés & la présentation de nou-
velles méthodes multigrilles d’ordre élevé. Ces méthodes sont basées sur les tech-
niques d’homotopie, de perturbation et sur les approximants de Padé, ce qui intro-
duit une transformation radicale dans la conception de ces algorithmes. Par rapport
aux méthodes multigrilles classiques, ces nouvelles méthodes pourront facilement étre
utilisées pour le traitement de problémes non-linéaires, puisque nous savons résoudre
des problemes non-linéaires avec des algorithmes d’ordre élevé et qu’il est facile de
faire les deux types d’itérations en méme temps. Avec ces nouveaux algorithmes, nous
pourrons nous passer de la décomposition de la matrice tangente compléte (grille fine)
et décomposer seulement une matrice construite sur une grille dite grossiere.

L’idée de base des algorithmes proposés dans ce travail est de passer de maniere
continue d’une grille grossiére & une grille fine & ’aide d’une transformation par ho-
motopie [46]. Nous allons modifier ainsi le probléme initial & résoudre en introduisant
un parametre ¢ de telle sorte que pour € = 0, on obtient un probléme posé sur la grille
grossiére et que pour € = 1, on retrouve le probléeme posé sur la grille fine. Ensuite
divers préconditionneurs peuvent &tre utilisés sur la grille fine. Dans cette these nous
nous sommes limités & deux types de préconditionneurs : le préconditionnement par
la diagonale et la factorisation incompléte de Cholesky de niveau 0 (IC(0)). Pour
le préconditionneur diagonal, on commencera tout d’abord par séparer le probléme
initial & résoudre en variables globales (grille grossiére) et variables locales (grille
fine). Le probléme réduit ainsi obtenu qui dépend uniquement des variables globales,
sera résolu par une méthode directe, 'autre correspondant aux variables locales sera

résolue par la technique d’homotopie. Pour la factorisation incompléte de Cholesky,

- 10 -
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la séparation des variables est incompatible avec ce préconditionneur qui couple les
noeuds locaux et globaux. L’idée est donc d’écrire deux fois le probléme grossier en
introduisant un multiplicateur de Lagrange, puis de définir une nouvelle homotopie
a partir du probléme ainsi modifié.

Le cas de maillages non-structurés sera discuté en détail. Nous terminerons par une
premieére tentative pour utiliser ces solveurs multigrilles pour les problémes linéaires
avec seconds membres multiples, issus de la technique de perturbation. Ce test sera

réalisé dans le cas de non-linéarités géométriques.

- 11 -



CHAPITRE 1

Analyse de quelques algorithmes
itératifs classiques

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’analyser les méthodes utilisées pour résoudre les
problémes linéaires rencontrés dans le cadre de la discrétisation par éléments finis
de problémes de mécanique des solides. Ces problemes seront écrits avec I'une des
notations classiques : A.x =bou k.q = f.

Nous nous limiterons & des éléments finis avec formulations en déplacements. Les
matrices A obtenues sont presque toujours symétriques. En élasticité linéaire, elles
sont aussi définies positives sauf s’il n’y a pas de déplacement fixé au bord. S’il s’agit
d’une matrice tangente en élasticité non-linéaire, A n’est pas forcement positive a
cause des phénomeénes de bifurcation et d’instabilité [21], mais il n’y a en général
qu’un petit nombre de valeurs propres négatives.

Nous considérons des applications en élasticité bidimensionnelle, ainsi que des
modeles de coques minces. Dans le premier cas, les matrices sont assez mal condi-
tionnées, comme pour tous les problemes d’équations aux dérivées partielles discrétisés.
Les modeles de coques minces conduisent & des matrices tres mal conditionnées, parce
que la rigidité transversale d’une plaque est faible par rapport a la rigidité longitudi-
nale.

En résumé, nous nous intéressons a des matrices symétriques, définies positives

- 12 -
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ou presque définies positives et mal conditionnées.

Actuellement, un probléeme & un millier de degrés de liberté demande moins d’une
seconde de temps calcul sur n’importe quel ordinateur de bureau. L’optimisation d’un
tel calcul n’a donc plus aucun intérét. Les problémes visés sont donc les problémes
a tres grand nombre d’inconnues : le million d’inconnues tend & devenir banal, aussi
bien en laboratoire que par exemple pour des calculs de crash de véhicules. C’est cette

évolution qui explique un regain d’intérét pour les méthodes itératives, y compris dans
| le milieu des ingénieurs qui est le plus réticent vis & vis de ces méthodes.

Pour analyser 'efficacité d’une technique de résolution, quatre critéres sont clas-
siquement retenus :

1. Le coiit en temps calcul (ou temps CPU).

2. Le coilit de la mémoire.

3. La robustesse de 1’algorithme.

4. La facilité d’utilisation.

Trop souvent, les recherches mettent ’accent sur le temps de calcul, parfois sur
la mémoire. Au contraire, les utilisateurs mettent 1’accent sur la robustesse et sur le
"temps utilisateur” : il n’y a rien de plus pénalisant qu’un calcul qui ne converge pas
ou qui demande beaucoup de temps de mise en place.

La facilité d’utilisation est un critére important qui conduit & rejeter en pratique
des algorithmes théoriquement efficaces. Cela implique aussi que les opérations de
préparation du calcul doivent étre le plus légéres possibles : aujourd’hui, on aimerait
supprimer les maillages, alors que les méthodes les plus efficaces (sous-domaines,
multigrilles) demandent plusieurs niveaux de maillages.

Un autre critere est 'efficacité pour les probléemes non-linéaires. Dans notre équipe,
nous nous intéressons & la Méthode Asymptotique-Numérique [18], qui, comme I’algo-
rithme de Newton modifié, conduit a la résolution de problémes linéaires avec seconds
membres répétés : A.x; = b;. Cela incite & 'utilisation de méthodes directes, ou, si

ce n’est pas possible a cause d’un trop grand nombre de d.d.l, & la recherche de tres

- 13-
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bons préconditionneurs, en sorte que le coiit de calcul de chaque probleme soit tres
réduit.

La revue d’algorithmes présentée ici inclurera :

— Les méthodes directes les plus classiques (Cholesky, Crout)

— Les méthodes itératives élémentaires (Jacobi, Gauss-Seidel)

— Le gradient conjugué préconditionné, qui sera testé y compris avec seconds
membres répétés.

— La méthode multigrille, qui bien que trop peu utilisée en mécanique des solides,

est souvent considérée comme la meilleure méthode possible.

1.2 Meéthodes directes

On appelle méthode directe de résolution d’un systéme linéaire une méthode qui
aboutit a la solution exacte du probléme au bout d’un nombre fini d’opérations
arithmétiques. Les plus utilisées sont :

— La méthode d’élimination de Gauss et ses dérivées basées sur la notion d’échange
de lignes et de colonnes.

— La méthode de Cholesky, basée sur la décomposition triangulaire et qui s’ap-
plique & des systémes dont la matrice est symétrique définie positive.

— La méthode de Crout s’utilise elle pour les matrices symétriques pas nécessairem-
ent définies positives.

Pour simplifier la présentation des méthodes directes, on se restreint aux matri-
ces symétriques. Les méthodes directes considérées dans ce chapitre transforment la

résolution du systéme linéaire (de taille n x n) :
Axz=1b (1.1)

en deux systemes linéaires & matrices triangulaires plus faciles & résoudre. Ces tech-
niques, qui utilisent la factorisation de la matrice A en un produit de matrices triangu-

laires, varient suivant les propriétés de A. Nous renvoyons le lecteur & [16, 42, 38, 39]

- 14 -
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pour plus de détails. On distingue généralement deux types de décomposition :

e La décomposition de Cholesky :

Si A est symétrique définie positive, il existe une matrice triangulaire inférieure
unique L, telle que A = L.tL.

Résoudre (1.1) revient alors & résoudre le systéme suivant :

Ly =b
1.2
{ ‘Lz =y (1.2)

e La décomposition de Crout :

Si A est symétrique et réguliére, il existe une matrice triangulaire inférieure L
4 diagonale unité, et une matrice diagonale D unique, telles que A = L.D.L*. La

résolution compléte du systeme (1.1) s’effectue alors suivant 1’ordre :

Lz =b
Dy = (1.3)
‘Lx =y

Ces deux méthodes sont tres utilisées en mécanique des structures car elles sont
robustes et que ’on peut prédire le temps CPU nécessaire a la résolution du systéme.
On a vu qu’elles se décomposent en deux étapes : une étape de décomposition (tri-
angulation ou factorisation) de la matrice et une étape de montée-descente pour la
résolution. Si on considére la décomposition de Cholesky par exemple, on s’apergoit
tout de suite que cette méthode est trés bien adaptée a la résolution d’une série de
systémes linéaires avec la méme matrice. En effet, une fois la matrice factorisée lors de
la résolution du premier systéme, la résolution des autres systemes n’utilise plus que
I’étape de montée-descente. D’ailleurs, c’est pour cette raison que, jusqu’a présent, la
résolution en séquentiel des systemes linéaires issus de la MAN est réalisée & 'aide
d’un solveur direct de type Crout.

Maintenant et pour illuster en terme de temps CPU, le comportement des méthodes
directes, nous proposons d’appliquer la méthode de Crout a plusieurs problémes
d’élasticité linéaire : un premier exemple de petite taille (I’exemple du toit :726 d.d.1),

un second de taille moyenne (le cylindre :5190 d.d.1) et un troisiéme de grande taille (le
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cylindre 40000 d.d.1). Les exemples numériques étudiés dans ce chapitre sont présentés

dans les figures (1.1) et (1.2).

.........................

Free

R=2540 om
L=254mm
h=127mm
6=01nd
E=310275Mpa
v=03
P=1000N

Fi1G. 1.1: Toit : description géométrique

Geometry :

L =200. mm
R =100. mm
- h= 1. mm
80. mm
79.5 mm

)
t

i

M T Material :
E=71122.5 Mpa
v=03

Al

F1G. 1.2: cylindre : description géométrique

Le temps CPU, pour une décomposition de la matrice A par la méthode de Crout
est donné dans le tableau (1.1) pour les trois valeurs de n.

On remarque que, conformément & la théorie, le temps de décomposition augmente
de fagon importante lorsque le nombre d’inconnues du probléme augmente. En effet,
le nombre d’opérations [42], requis pour effectuer une décomposition est souvent élevé

3

(environ g—n en valeur asymptotique pour un systéme dont la matrice d’ordre n est
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quelconque).

| | Nombre de d.d.1. | Temps CPU (s) |

Exemple 1 726 0.12
Exemple 2 5190 )
Exemple 3 39756 2000

TaB. 1.1: Temps CPU pour une décomposition de la matrice de rigidité par la
méthode de Crout. Eléments finis de coques & 6 d.d.l par noeud (triangles DKT
18)

De plus, 'utilisation d’'une méthode directe nécessite un stockage profil (ligne de
ciel) de la matrice ce qui entraine un surcoiit de stockage lorsque le nombre de d.d.1
du probléeme étudié devient important.

Sur le tableau (1.2), les mémes trois maillages (726 d.d.l, 5190 d.d.1, 39756 d.d.1),
on donne le pourcentage de coeflicients nuls de la matrice de rigidité A et le nombre
de réels stockés. Ce tableau montre que par exemple pour I'exemple 3 ( 39756 d.d.1),
le nombre de réels stockés inutilement (termes nuls de la matrice A) dépasse les 95%
de la totalité du stockage. Il faut cependant préciser que ces résultats numériques ont

été réalisé pour un élément DKT & trois noeuds avec 6d.d.l par noeud.

Nombre de d.d.l. Réels stockés Coefficients nuls de A

profil Pourcentage
Exemple 1 726 100122 2%
Exemple 2 5190 1 812066 89%
Exemple 3 39756 65 647380 97%

TAB. 1.2: Nombre de réels stockés de la matrice A, suivant le stockage profil. Pour-
centage de coeflicients nuls stockés sous forme profil. Les modeles numériques sont
des modeles de coques & 6 d.d.] par noeuds.

A préciser que les méthode directes citées précédemment s’adaptent parfaitement
bien avec un stockage profil, car la décomposition conserve la structure de la matrice
et on n’a pas besoin de stocker de matrices suplémentaires. L’inconvénient de ce type
de stockage est qu’il augmente lorsque le nombre de d.d.l augmente et conduit & un

”sur-stockage” (nombre important de termes nuls stockés inutilement).
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Cette étude du temps CPU et du nombre de réels stockés nous montre que la
décomposition triangulaire et le stockage des matrices sont des opérations cotiteuses
pour les matrices de grande taille.

Ceci nous amene naturellement a considérer les méthodes itératives pour la résoluti-
on de grands systémes linéaires. Etant donné la grande variété des méthodes itératives
existantes, nous allons nous limiter aux méthodes de relaxation et a la méthode du
gradient conjugué (les algorithmes les plus performants dans le cadre de la méthode

des éléments finis).

1.3 Meéthodes itératives

1.3.1 Principes des méthodes itératives

Dans cette section, nous donnons le principe des méthodes itératives, nous présentons
en particulier les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.

Soit & résoudre 1’équation :
Az =b (1.4)

Pour résoudre cette équation par une méthode itérative, on écrit (1.4) sous la forme

suivante :
r=Mz+c (1.5)

Partant d’une estimation initial z° que ’on porte au second membre de (1.5), on
obtient une nouvelle estimation z', et ainsi de suite. Si & I'itération numéro &, on a

une estimation z*, l’estimation & I'itération numéro k + 1 est donnée par :
g* ) = M.a® 4 ¢ (1.6)

Dans les méthodes itératives, trois problémes se posent :
1. Comment obtenir la matrice M pour que les équations (1.4) et (1.5) soient

équivalentes 7
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CHAPITRE 1. Analyse de quelques algorithmes itératifs classiques

2. Le processus converge t-il 7, si oui & quelle vitesse 7
3. Peut-on accélérer la convergence ?
La facon la plus simple d’obtenir M est de décomposer la matrice A en deux

matrices : A; et A, sous la forme :

A=A+ A, (1.7)
Ainsi le probléme (1.4) s’écrit :
(AL + A)z =b (1.8)
et donc
Ajz=—-Az+b (1.9)

Si A; est réguliére alors le probléme (1.4) devient, :
t=—(A)" . Arx + (A)7Lb (1.10)

qui s’écrit bien sous la forme (1.5), en posant M = —(A4;)"1. Ay et c = (4;)L.b.

Remplacer le systéme (1.4) par le systéme (1.9) n’est intéressant que si ce dernier
systéme est bien plus facile & résoudre que le systéeme de départ, c’est-a-dire si la
matrice A; est simple, ou ce qui revient au méme facilement inversible.

Le choix le plus simple consiste 3 décomposer A sous la forme :
A=L+D+U (1.11)

ou D est une matrice diagonale ayant pour éléments les éléments diagonaux de A, L
est la partie triangulaire inférieur de A, U est la partie triangulaire supérieure de A

comportant des zéros sur la diagonale. L’équation (1.4) s’écrit alors :
(L+D+U)x=5b (1.12)

e Méthode de Jacobi :
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Dans la méthode de Jacobi, on choisit A; = D et A, = L + U et on écrit (1.12)

sous la forme :
Dz=—-(L+U)z+b (1.13)

Ainsi la matrice M et le vecteur ¢ dans le processus itératif (1.5) sont choisis par :

Mjacoi = =D (L + U) et Cracori = D7'h (1.14)

e Méthode de Gauss-Seidel

Dans cette méthode on écrit (1.12) sous la forme Ay, =L+ D et Ay =U :
(L+D)x=-Uzxz+b (1.15)
On a donc :
Mgs =—(L+D)'U et cgs = (L+ D) ' (1.16)

La matrice du premier membre de (1.15) est triangulaire inférieure avec diagonale
non nulle, donc (1.15) est aussi un systéme trés facile 3 résoudre.

Avant d’introduire les méthodes de relaxation, donnons quelques caractéristiques
de ces deux méthodes itératives (Jacobi et Gauss-Seidel) :

1. Le nombre d’opérations est pratiquement le méme que celui du calcul de A.xz
pour z donné, ce qui est avantageux si la matrice est creuse.

2. On stocke en mémoire A, b et un vecteur (deux pour la méthode de J acobi).

3. Dans le cas ou les méthodes convergent, il faudra que cette convergence soit
suffisamment rapide pour que le nombre d’itérations ne soit pas trop grand.

4. Ces méthodes sont trés simples & programmer.

On peut généraliser les deux méthodes précédentes, Jacobi et Gauss-Seidel, en
(k

introduisant un paramétre réel w. Soit z; ) calculé et £¥ obtenu & partir de z® par

I'une des deux méthodes précédentes. On définit alors la combinaison linéaire :

g = g (1 - w)z® (1.17)
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Si la méthode de base est celle de Jacobi, on obtient pouri =143 n :

(k+1) w - k k
z; =—.(bi— ) a;.z;)+ (1 —w).z 1.18
= L) + (1= 0) (1.18)
ou, en notation matricielle :
%) = (1 - wD 1 A)z® + wD 1 (1.19)

De méme, en explicitant (1.17) dans le cas de la méthode de Gauss-Seidel, on
construit la méthode appelée méthode de relaxation (S.O.R. en langue anglaise pour
Successive Over Relaxation). Pour i =14 n:

D D

260 = (2 - L)+ (2 L)‘l[(% ~1)D + Ula* (1.20)

La généralisation, par relaxation, de la méthode de Jacobi est trés peu utilisée
parce qu’en général, elle n’apporte aucun gain. Par contre, la méthode de relaxation
S.0.R. est d’un emploi courant car elle améliore souvent la rapidité de la convergence.
L’introduction du parameétre w peut s’interpréter en remarquant que si la ” correction”
apportée a la 1°™¢ composante ”va dans le bon sens”, on a intérét & ’augmenter en la
multipliant par un facteur plus grand que 1. Au contraire, si on risque d’osciller ou de
diverger, il faut alors ”amortir” cette correction en la multipliant par un facteur plus

petit que 1. Le paramétre w est indépendant de k et de 7. Pour certaines méthodes,

il dépendra de k (par exemple dans la méthode de TCHEBYCHEFF [42]).

1.3.2 Une technique particuliére : le gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué [43] est adaptée & la résolution de systémes
linéaires dont la matrice est symétrique, définie positive et creuse. Elle utilise, &
Pitération (k + 1), une direction de descente p*+! qui ne coincide pas avec le gradient

k+1

au point 7", mais qui est la conjuguée de la direction précédente p*. De facon plus

précise, p*+! et p* sont telles que :

tp Apk =0 (1.21)
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Dans les méthodes de descentes [43], il faut se donner la valeur initiale p° pour la
direction de descente, et une relation de récurrence entre p**! et p* que 1'on peut

écrire sous la forme :
.Tk+1 —_ .'I/'k + akpk et pk+1 — Tk+1 + kak (1.22)

Plusieurs couples de valeurs o et 8* sont possibles, on peut choisir par exemple :

t.k tTk+1.A.pk

_ p ko _
= r A et B = v (1.23)

Dans la suite de ce travail, nous allons choisir :

k .k t,,.k+1'

et B* =

,,.k+1

tyk ok

p | rker

o= ———
tpk. A.p*

(1.24)

Pour démarrer le processus, on prend comme directions de descente p° = 70
L’algorithme de la méthode du gradient conjugué sans préconditionnement (le produit

scalaire est noté par (.,.)) est alors :

Initialisation
Y 20

P =r"=b—-Ax°

Début d’itérations
Pour £ =0,1, ...

k_ _llr¥)2

X" = AR

gFH = gk 4 abph

TRl = rk _ ok A pk

,,.k+1 2

Br+ —
lIr¥]2

Pl = k1 | ghtLpk
Fin d’itérations si :
|| 1) /Il b ||< précision souhaitée

Algorithme du gradient conjugué sans préconditionnement
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En théorie, ’algorithme du gradient conjugué converge en au plus n itérations vers
la solution du probleme (1.1). Du point de vue pratique, il est parfois nécessaire
d’effectuer plus de n itérations pour obtenir la convergence, car & cause des erreurs
d’arrondi ou du mauvais conditionnement de la matrice A, les directions générées ne
sont pas exactement orthogonales.

A chaque itération de ’algorithme du gradient conjugué, il faut effectuer :

e 1 produit matrice vecteur : A.p*.

e 1 produit scalaire : (|| 7%+ ||?).

e 3 combinaisons linéaires de vecteurs pour calculer :z*+1, rE+1 p+1

Soit un total de 2n, + 4n opérations (additions et multiplications) par itérations,
n, étant le nombre de coefficients non nuls de la matrice A. Par ailleurs il faut stocker
4 vecteurs pour réaliser les calculs : z*, r*, p*, A.p*, soit un total de n, + 4n mots
mémoire nécessaires pour implémenter la méthode.

Le tableau (1.3), donne pour deux types d’exemples, le nombre d’itérations et le
temps CPU pour résoudre le systéme linéaire A.x = b.

On remarque que le nombre d’itérations et le temps CPU nécessaires & la conver-
gence de 'algorithme du gradient conjugué augmentent rapidement lorsque la taille
du probléme devient importante. Pour accélérer la convergence de ’algorithme du gra-
dient conjugué, il est indispensable d’utiliser les techniques de préconditionnement.

Une des plus efficaces, dans le cas d’'une matrice symétrique définie positive, est la

technique de factorisation incompléte de Cholesky.

| Nombre de d.d.l. | Nombre d’itérations | Temps CPU (s) |

5190 4324 104
39756 9949 2388

TAB. 1.3: Nombre d’itérations et temps C.P.U. pour la méthode du gradient conjugus.
Test d’arrét : || ¥+ || /|| b||< e = 10720
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1.3.3 Notions de préconditionneurs

La rapidité de convergence des méthodes itératives dépend du nombre de con-
ditionnement de la matrice A : cond(A) (ou cond(A) est le rapport entre la plus
grande et la plus petite valeur propre de la matrice A). En général, on admet que
plus cond(A) est proche de 1, plus Palgorithme converge rapidement.

En effet dans le cas de la méthode des éléments finis, les valeurs propres de la ma-
trice A ne sont pas réparties de maniere satisfaisante et le nombre de conditionnement
est tres élevé. Pour pallier & cette difficulté, il est possible d’améliorer la vitesse de

convergence de la méthode, en diminuant cond(A) de la fagon suivante :
ClAz=C"1b (1.25)

On a ainsi remplacé la matrice A par la matrice C~1A qui, si C~! est bien choisie, est
mieux conditionnée que la matrice A. La matrice C' doit étre choisie de telle sorte que
le conditionnement cond(C~!A) soit beaucoup plus petit que cond(A). En théorie, le
meilleur choix est C~! = A~! car alors dans ce cas cond(C~'A) = 1. En pratique, il
faudra trouver C~! le plus proche de A1, sans que les calculs pour C~! ne soient trop
coiiteux. L’algorithme du gradient conjugué préconditionné appliqué & la matrice A

avec un préconditionnement C~! est :
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rhtl = gk _ ok A pb
Calcul de la nouvelle direction

AL = 01 k4
g k+1 k+12
ﬁk+1 = r(z ::k)
phHL = PhHL | gtk
Stop si || r**1 || / || b ||< précision souhaitée

Algorithme du gradient conjugué préconditionné

Le préconditionneur le plus simple & utiliser est le préconditionneur diagonal. C est
alors une matrice diagonale dont les coefficients sont les termes de la diagonale de la
matrice A.

Le tableau (1.4) donne le nombre d’itérations et le temps CPU nécessaires pour la
résolution des mémes problémes linéaires par la méthode du gradient conjugué avec
préconditionnement diagonal.

Ces résultats montrent que le préconditionneur diagonal améliore la convergence
de l’algorithme, en diminuant le nombre d’itérations et le temps CPU par rapport &
l'algorithme du gradient conjugué simple (1904 itérations au lieu de 4324 dans le cas
de 'exemple & 5190 d.d.l. et 5426 itérations au lieu de 9949 dans le cas de ’exemple
a 39756 d.d.1.).

Dans la littérature, il existe de nombreuses variantes de techniques de préconditionnement
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| Nombre de d.d.1. | Nombre d’itérations | Temps CPU (s) |

9190 1904 50
39756 5426 1450

TAB. 1.4: Nombre d’itérations et temps CPU pour la méthode du gradient conjugué
avec préconditionnement diagonal

autres que le préconditionnement diagonal. Ces techniques sont utilisées soit :

- pour améliorer le conditionnement du systéme résultant.

- pour favoriser ’aspect stabilisation numérique de la factorisation incompléte.

- pour son implémentation sur des ordinateurs vectoriels.

- pour son utilisation des calculateurs paralléles.

- ou encore pour 'influence de la numérotation des inconnues sur le préconditionne-
ment.

Nous ne présentons dans ce travail qu’une forme de préconditionnement efficace
dans le cas général, utilisable sur tous les ordinateurs et implémentée dans le code
MODULEF : le préconditionnement par niveau.

Nous avons vu précédemment, que toute matrice symétrique définie positive pou-

vait, par décomposition de Cholesky, se mettre sous la forme :

A=L.L (1.26)

Si on effectue cette décomposition et qu’on choisit C' = L, on transforme la matrice
A, éventuellement mal conditionnée, en une matrice unité de conditionnement 1.
Evidemment, on n’applique pas cette méthode associée au gradient conjugué, car si
on avait réussi a effectuer la décomposition (1.26), on aurait pratiquement résolu le
systéeme.

En fait, le gradient conjugué est utilisé dans le cas des matrices de grandes di-
mensions. Or les matrices triangulaires L et L* de la décomposition de Cholesky sont
pleines sous le stockage profil, méme si A est creuse. Afin de profiter des zéros de la

matrice, on effectue une décomposition de Cholesky incompléte par ”niveau”, c’est-
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a-dire qu’on 1’effectue pour tous les éléments non nuls et seulement eux, on laisse &
zéro les éléments de A qui sont nuls. On conserve ainsi une matrice creuse.

La factorisation incompléte par niveau, a été développée par Behie et Forsyth
[7, 54]. Cette factorisation incompléte comporte deux étapes :

— La premiére étape est une factorisation logique de la matrice du systéme, qui
détermine & l’aide de la notion de niveau, le squelette de la matrice L, c’est-a-dire
I’ensemble des indices (4, j) des coefficients de la matrice L que 'on va calculer.

— Dans la seconde étape, on calcule les coefficients correspondants de la matrice
triangulaire L.

Pour résumer la factorisation logique (premiére étape), on introduit par récurrence
la notion de niveau de remplissage suivant :

- Le niveau est initialisé & zéro pour tous les coefficients non nuls de A.

- Les termes de remplissage crées par I’élimination de coefficients de niveau k sont
de niveau k + 1.

Il est évident qu’apres quelques itérations de ce procédé, on réalise la factorisation
complete de la matrice A, correspondant au niveau le plus élevé, noté I(A). Pour
obtenir une factorisation incompléte, il suffit de choisir un niveau quelconque I, tel
que 0 < I < [(A) en vue d’améliorer la convergence de 1'algorithme du gradient
conjugué. Cette méthode, qui est valable pour toute matrice non singuliére, est une
généralisation de la méthode de factorisation incompléte décrite dans [47].

En résumé l'algorithme de décomposition de Cholesky incompléte se déduit di-
rectement de ’algorithme de décomposition de Cholesky, & deux modifications prés :
la premiére consiste & stocker C non pas & la place de la partie inférieure de A , mais
a part, car on a besoin de A dans l’algorithme du gradient conjugué pour calculer
w = A.p. La seconde consiste a ne traiter que les éléments non nuls de A (ou de C).

Les figures (1.3) et (1.4), présentent P’évolution du nombre d’itérations du gradi-
ent conjugué en fonction du niveau de la factorisation incompléte pour deux types

d’exemples. Pour ces deux exemples, on observe que le nombre d’itérations décroit
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quand le niveau augmente. Il est certain que pour avoir un minimum d’itérations,
il faut augmenter le niveau. Mais dans ce cas, le nombre de termes calculés (pour

évaluer C~!') augmente sensiblement.

250 T T T T T

200

150

100

Nombre d iterations

50

Niveau

F1G. 1.3: Gradient conjugué préconditionné. Evolution du nombre d’itérations en
fonction du niveau de factorisation incompléte de Cholesky (exemple a 5190 d.d.1.)

1800 T T T T

1600 :

1400 E

1200 k

1000 ]

800 E

Nombre d iterations

600 .

400 - 1

200 1 1 1 1
2 3

Niveau

F1G. 1.4: Evolution du nombre d’itérations du gradient conjugué en fonction du niveau
de factorisation incompléte de Cholesky (exemple & 40000 d.d.l.)

La figure (1.5) montre clairement que le gain, en nombre d’itérations, réalisé par

Paugmentation du niveau est progressivement compensé par une augmentation du
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temps nécessaire a la résolution du probléme, si bien que le coiit total est plus im-
portant pour les grandes valeurs du niveau que pour les petites. A noter, que méme
si la technique de préconditionnement par factorisation incompléte de Cholesky ap-
porte une amélioration sensible du comportement de ’algorithme, elle nécessite plus
d’espace mémoire qu'un gradient conjugué simple comme le montre la figure (1.6).

En pratique, il faut trouver un compromis (c’est-a-dire un niveau optimum de la
factorisation incompléte) entre :

1 Le nombre de réels stockés pour la matrice C.

2 Le temps CPU de calcul de la matrice de préconditionnement C.

3 La convergence de la méthode itérative (peu d’itérations du gradient conjugué).

Au vu de tous ces criteres, il semble que le préconditionneur le plus efficace et peut
etre le plus performant est le niveau 0, car la matrice C' a la méme structure que la
matrice k£ (C et k ont le méme nombre de termes) pour une diminution conséquente
du nombre d’itérations (212 itérations pour la factorisation incompléte de Cholesky
niveau 0, 1904 pour le préconditionnement diagonal, 4324 sans préconditionnement
pour I'exemple & 5190 d.d.l).

14 T T T T T

12

10

Temps CPU

0 1 L 1 1 L
0 1 2 3 4 5 6
Niveau de factorisation incomplete

F1G. 1.5: Evolution du temps CPU de la factorisation incompléte en fonction du
niveau de factorisation
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8 T T T T T T T T T
5190d.d.l. —
40000 d.d.l. -~
7F p
6 J
5t
2
©
19
4 ]

1 1 1 1 1 1 L

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Niveau de factorisation incomplete

F1G. 1.6: Evolution du ratio : nombre de réels de C sur nombre de réels de A (ou k)
en fonction du niveau

Il faut préciser de plus que la factorisation incompléte de niveau au moins égale a
1 est un processus instable difficile & maitriser. Pour stabiliser cette décomposition,
on introduit un parameétre réel o compris entre 0 et 2 pour renforcer la dominance
diagonale [38, 39]. La valeur de ce parametre est & déterminer pour chaque probléeme
et pour chaque niveau de la factorisation. D’apres nos simulations, il ne semble pas

y avoir de régle pour choisir la valeur de o.

1.3.4 Application a des systéemes avec second membres répétés

Lorsque 'on utilise la M.A.N., pour résoudre des problémes non-linéaires, on ob-
tient une succession de problémes linéaires avec une spécificité : un calcul de série
demande la résolution de problemes linéaires, qui ont tous la méme matrice k, et ne

different que par les seconds membres f; :
kau; = f; i=1,....,20 ou 30 (1.27)

Pour les problémes de tailles moyennes (inférieures & 20000 d.d.l), on utilise clas-
siquement des solveurs directs (décomposition de Cholesky ou de Crout) et le gain

est naturel puisque la décomposition est réalisée une seule fois et le temps de calcul
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d’une montée-descente est presque négligeable. Pour des problémes de grande taille,
le coiit de la décomposition devient cher, puisqu’il augmente comme le cube du nom-
bre d’inconnues. Si on utilise une méthode itérative pour résoudre les i probléemes
linéaires, le temps CPU total de résolution sera multiplié par le nombre de problémes
linéaires & résoudre (soit i).

Si on utilise le gradient conjugué pour résoudre chaque probléme, le challenge est
de trouver des moyens efficaces pour résoudre un certain nombre de problémes en
tenant compte du fait que la matrice est la méme.

Dans cette section on utilisera la méthode de Farhat, Roux [25, 26] et Rey [50, 51]
pour résoudre chaque probléme linéaire. Cette technique tient compte des calculs faits
au cours des itérations précédentes. En effet si seuls les seconds membres du systéme
linéaire & résoudre changent, la matrice étant la méme, on peut utiliser les directions
de descentes de l'ordre 1 pour calculer les solutions du systéme & ’ordre 3, ¢ > 1.
L’algorithme du gradient conjugué, avec conservation des directions de descente pF,

d’aprés Farhat et Roux [25, 26] s’écrit de la maniére suivante :
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Début de calcul
On résoud a l'ordre 1 : k.u; = f,
Résolution par la méthode du gradient conjugué préconditionné :

On sauvegarde les directions de descente p*
Solution en n! itérations
Fin de calcul : ordre 1

Réorthogonalisation des n! directions de descente
Début de calcul : ordre 2, on résoud : k.u; = f,
On pose : uy = u) + v,

Calcul de

f(G) =<p, f >, pour j = 1.3

y(j) = %j—), pour j =1,...,n; avec d; = a; (ordre 1)

ud(i) = y3(4).pi(d) pour j=1,...nyeti=1,..n
Orthogonalisation de uJ

On détermine v, par G.C.P. (avec u comme solution initiale)

Algorithme du Gradient Conjugué Préconditionné

Pour chaque itration : orthogonalisation de la direction de descente ot

Algorithme de Farhat et Roux [25, 26]

L’algorithme de Farhat et al [25, 26] nécessite une réorthogonalisation des directions
de descente & chaque ordre : en effet lors de I’application de ’algorithme du gradient
conjugué, on a constaté que les directions de descente p; ne sont pas vraiment or-
thogonales entre elles. Il y a une perte d’orthogonalité au cours du processus itératif.
Cette propriété d’orthogonalité est une condition restrictive pour la convergence de la
méthode du gradient conjugué. A I’exception des deux modifications suivantes : calcul
de u) et réorthogonalisation des p%, Palgorithme du gradient conjugué préconditionné
reste inchangé.

La figure (1.7) montre 1’évolution du nombre d’itérations en fonction de ’ordre de
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FiG. 1.7: Evolution du nombre d’itérations en fonction de I’ordre de troncature de la
M.A.N. (exemple & 5190 d.d.1.)

troncature ¢ de la M.A.N (ce qui veut dire qu’on résoud le *™¢ probléme linéaire en
tenant compte des ¢ — 1 premiers) dans le cas ol aucune direction de descente n’est
stockée, le cas ol seulement 50 directions de descente sont stockées (& l’ordre 1), le
cas ou on a stocké 50 directions de descente & chaque ordre i de la M.A.N et le cas
ou on stocke toutes les directions de descente pour chaque ordre i (c’est-a-dire 212
directions de descente stockées et réorthogonalisées & 'ordre 1, ny & Pordre 2,...).

On remarque que dans le cas ol aucune direction de descente n’est stockée, le nom-
bre d’itérations reste pratiquement constant, le temps CPU nécessaire pour résoudre
chaque probléme reste constant et par conséquent le temps CPU total est impor-
tant. Dans le cas ol I'on stocke 50 directions de descente & 'ordre 1, les résolutions
suivantes demandent alors environ 50 itérations de moins que I’ordre 1.

En stockant a chaque ordre le méme nombre de directions de descente, la con-
vergence devient alors monotone et le nombre d’itérations décroit trés rapidement.
La méme remarque est observée quant on stocke ou on réorthogonalise toutes les
directions de descente & chaque ordre. Ces résultats sont en accords avec ceux de la

littérature [50).
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Les résultats des trois stratégies en temps CPU et en nombre d’itérations sont

présentés dans le tableau 1.5.

Stratégie 1 Stratégie 2 Stratégie 3
Ordre | CPU (Iter) CPU (Iter) pg stockés | CPU (Iter) p; stockés
1 13.64(211) | 13.41(211) 50 35.24(211) 211
) 17.2(233) 98.44(183) 100 19.24(67) 278
3 17.2(233) 27.6(142) 150 17.65(50) 328
1 17.27(234) | 23.96(102) 200 16.5(41) 369
5 17.08(232) 19.36(68) 250 15.58(35) 404
6 17.08(232) 16.72(50) 300 13.81(28) 432
7 16.8(228) 16.47(43) 303 13.21(25) 457
8 17.09(233) 15.41(36) 429 12.5(22) 479
9 17.02(231) 13.75(29) 458 12(20) 499
10 17.09(233) 12.1(23) 471 11(17) 516
11 16.97(231) 12.15(22) 493 10.67(16) 532
12 17.05(232) 11.18(19) 512 10.37(15) 547
13 17.08(232) 10.6(17) 529 9.59(13) 560
14 17.09(233) 9.61(14) 543 9.27(12) 572
15 17.07(232) 9.58(14) 557 8.84(11) 583
16 16.87(230) 8.83(12) 569 8.5(10) 503

Total | 255.79(3478) | 235.75(569) 569 | 188.78(593) 593

TAB. 1.5: Temps CPU en seconde et nombre d’itérations pour chaque ordre de la
MAN. Résolution par la méthode du gradient conjugué préconditionné : Cholesky
incomplet de niveau 0, avec et sans application de 'algorithme de Farhat pour I’ex-
emple du cylindre & 5190d.d.l. Trois stratégies sont étudiées, premidre stratégie : sans
utiliser la méthode de Farhat, deuxiéme stratégie : 50 directions stockés & chaque
ordre (résolution) de la MAN, troisiéme stratégie : toutes les directions de descente
sont stockées a chaque ordre (résolution) de la MAN.

Le tableau 1.5 indique le temps de calcul en seconde et le nombre d’itérations
de la MAN pour la résolution d’un probléme non linéaire. On précise que 'objectif
de ces tests est de diminuer le temps de calcul de la stratégie 1. Cette stratégie
est une application simple de la méthode du gradient conjugué préconditionné (sans
réorthogonalisation des directions de descente).

On constate sur ce tableau que pour la stratégie 1, le temps CPU et le nombre
d’itérations reste pratiquement constant, le temps total est environ 16 fois le temps

nécessaire pour résoudre le probléme & 'ordre 1. Par conséquent, cette stratégie n’est
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pas tres intéressante pour résoudre un probléme non-linéaire.

Pour la troisieme stratégie olt on réorthogonalise toutes les directions de descente &
chaque ordre, la résolution du probléme & ’ordre 1 est celle qui prend le plus de temps
CPU (environ 19% du temps CPU total). Pour les ordres suivants, ce temps diminue
progressivement en fonction des ordres. Nous constatons clairement sur cet exemple
que le temps CPU devient trop important si le nombre de vecteurs & réorthogonaliser
est trop élevé (voir la colonne concernant la deuxiéme stratégie ).

Pour toutes ces stratégies, le temps CPU reste assez élevé par rapport & 1’'utilisa-
tion d’une méthode directe. En effet, la résolution du méme probléme par la méthode
de Cholesky cofite beaucoup moins cher par rapport aux trois stratégies précédentes.
Le cofit d'une décomposition de la matrice tangente est de 5 secondes et le temps
d’une résolution par montée /descente est presque négligeable (0.24 secondes). Le
coiit total de la résolution du probléme non linéaire par une méthode directe est de
9 secondes.

I1 faut cependant noter que Hadji a montré dans sa thése [32] que chaque probléme
linéaire issu de la MAN pouvait étre résolu avec un critére d’arrét variable : une
précision de résolution qui évolue avec I’ordre de troncature de la série. Récemment,
Galliet [29] a montré qu'on peut obtenir une branche de la solution MAN avec un
parametre de précision égal & 10~* par exemple, mais 3 condition de résoudre chaque
probleme linéaire issu de la MAN avec la méme précision. Ces techniques n’influencent
pas la qualité finale de la solution de la MAN et s’accompagne d’une diminution
conséquente du nombre d’itérations et du temps CPU pour résoudre chaque probléme
linéaire.

D’autres tests ont été effectués pour différentes valeurs du niveau de préconditionn-
ement et avec une renumérotation adéquate et en utilisant un critére d’arrét variable.
Malheureusement, les résultats restent peu satisfaisants, les temps de calcul étant
assez important par rapport au temps de calcul d’une méthode directe (& titre d’ex-

emple, le temps CPU donné par une renumérotation des noeuds + gradient conjugué
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préconditionné niveau 6 + utilisation d’un critere d’arrét variable est 60 secondes).

Cependant, une conclusion générale ne peut étre avancée, car d’autres facteurs
peuvent intervenir quand on utilise les stratégies précédentes pour résoudre un grand
probleme avec la M.A.N. Parmis ces facteurs, la difficulté de réorthogonaliser les
directions de descente et le probléme de stockage de ces directions, qui rendent presque
inutilisable cette technique dans le cas des problémes a grand nombre de degrés
de liberté. En effet si 'on étudie un exemple & 40000d.d.I avec un solveur gradient
conjugué avec préconditionnement incomplet de cholesky de niveau 0, la figure (1.4)
montre que ce solveur converge & environ 1700 itérations. Pour résoudre un probléme
non-linéaire avec la MAN il nous faudra, & P’ordre 1 environ 1700 itérations pour
obtenir la précision demandée. Il est évident que sur cet exemple, 1'on ne pourra
réorthogonaliser et stocker ces 1700 vecteurs (1700 itérations) de 40000d.d.1 : stockage
et temps CPU énormes. Cette simple étude démontre la limite d’utilisation de ce type
de solveur.

A noter cependant que cette technique de conservation des directions de descente
présentée dans ce travail n’a pas été développée & l'origine pour traiter des problémes
non-linéaires ou linéaires complets (de grande dimension), mais des problémes non-
linéaires ou linéaires traités par la méthode de sous-structuration [29], (problémes de

petites tailles, probléemes d’interface).

1.4 Présentation de la méthode multigrille

Des méthodes alternatives & ces solveurs itératifs ont été developpées depuis
les années 70. Ces méthodes s’appuient sur la résolution de problémes & partir de

plusieurs niveaux de maillages : ce sont les méthodes multigrilles.

1.4.1 Introduction

L’idée des méthodes multigrilles a été introduite pour la premiére fois par Fed-

erenko [27, 28] dans les années soixante pour la résolution de I’équation de Poisson sur
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un domaine carré discrétisé en différences finies. Ces méthodes permettent d’améliorer
la rapidité de résolution des problémes issus de la modélisation, tout particuliérement
pour les systémes de grande taille. Leur efficacité a été initialement montrée sur des
problémes elliptiques et pour une discrétisation par différences finies [27]. Les pre-
miers résultats pour une discrétisation par élément finis sont apparus environ dix ans
plus tard [2]. L’impact de ces méthodes n’apparait que quelques années plus tard
grace a I’école allemande [31], auparavant Brand [8, 9, 10] avait prouvé leur efficacité.

Si les premiéres applications concernent la mécanique des fluides [33, 55], par
la suite, tous les domaines nécissitant des algorithmes rapides et robustes ont été
touchés. La mécanique des structures a été tardivement concernée 3 cause des non-
linéarités spécifiques [3, 44, 30].

Le principe des méthodes multigrilles s’appuie sur la considération des deux idées
suivantes :

1. Si la solution d’un probléme sur un maillage fin est assez régulidre ou ”lisse”
au sens ou elle ne varie pas fortement entre deux points voisins du domaine, on ne
commet pas une grosse erreur en la calculant sur un maillage plus grossier.

2. La plupart des méthodes itératives usuelles comme par exemple Jacobi ou
Gauss-Seidel fournissent en peu de pas une erreur qui est lisse.

Les méthodes multigrilles procédent par traitement alternatif, au cours d’un pro-
cessus itératif, du probléme sur la grille la plus fine et sur des grilles de plus en plus
grossieres. Quelques opérations de lissage d’un solveur itératif sont effectuées sur la
grille fine & 'aide d’'une méthode adaptée au probléme, puis une correction sur la
grille grossiere est calculée griace & une résolution compléte d’un probléme déduit
du précédent. L'efficacité des méthodes multigrilles peut étre expliquée en terme de
fréquences spatiales de l’erreur entre la solution et les itérés. L’erreur est écrite dans
la base des vecteurs propres associés & ’opérateur discrétisé. Les lisseurs (Jacobi,
Gauss-Seidel par exemple) réduisent les composantes de I’erreur de haute fréquence

mais un grand nombre d’itérations est nécessaire pour réduire les composantes de
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basse fréquence. Aprés avoir rappelé le principe des méthodes & deux grilles, nous

développons, ’algorithme multigrilles complet.

1.4.2 Maillages emboités, opérateurs de transfert

La méthode 2-grilles nécessite deux niveaux de maillages. La, grille fine 2, s’obtient
en divisant chaque élément (par exemple) de la grille grossiére Q5 en quatre rect-
angles. Le passage des informations entre les grilles s’effectue 3 1'aide des opérateurs
de prolongement et de restriction. Pour des raisons évidentes de simplification de ces
opérateurs, nous nous limiterons & des maillages emboités.

e Opérateur de prolongement P.

On appelle prolongement tout opérateur d’interpolation sur le maillage fin des

fonctions connues par leurs discrétisations sur le maillage grossier (1.8).

Grille grossi‘ere : % —@ —& @ %
0 1 2 3 4
@ oO—@ S @-
3 4 5 6

P [
Grille fine: § g
2

O 8

- O
-0

F1G. 1.8: Exemple d’opérateur de prolongement P

Par exemple, soit I'interpolation linéaire suivante :

(@1 = (00 +q1)/2 )
@ =q
Q1 0= (¢ + ¢2)/2
QPr=194 @ ¢ —qn =% Qs = G2 > (1.28)
qs g5 = (g2 + g3)/2
g = G3
(| 97 = (65 +q4)/2 |
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L’opérateur de prolongement P est alors :

1/2
1
1/2
P=|0

0
0
| 0

0
0
1/2
1
1/2
0
0

0
0
0
0

1/2
1

1/2]

e Opérateur de restriction.

On appelle restriction tout opérateur d’interpolation sur le maillage grossier de
fonctions connues par leurs discrétisations sur le maillage fin (1.9) .
4 5 6

1 2 3
Grille fine : % S @ S @ o— @ é

0 8
R
Grille grossiere : } L @
1

0

OR

.0
LN

F1G. 1.9: Exemple d’opérateur de restriction

Sur I’exemple précédent, ’opérateur de restriction R peut étre défini par :

o

0
0
0

0
0 (1.29)
1

oS O O
o = O
o O O

R=10
0

SO =

1.4.3 Algorithme & deux grilles classique

Pour fixer les idées, on suppose que le maillage grossier est deux fois moins dense
que le maillage fin : la grille fine est de pas h et la grille grossiére est de pas 2h. Un
cycle de la méthode 2-grilles se compose de deux phases.

Au cours de la premiére phase de I’algorithme 3 deux grilles classique on effectue
quelques itérations de la méthode de surrelaxation par exemple pour résoudre le

probléme (1.30) posé sur la grille fine £2,.

Kn-gn = fn (1.30)
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On appellera cela la méthode itérative de base ou lisseur, on notera S la méthode
choisie.
Soit uy, 'approximation de g;, obtenue apreés quelques itérations (en pratique 2 ou

3). La correction v, = g, — uy, qu'il faut ajouter & up pour obtenir g, doit vérifier :
kh.vh = fh e kh.uh =Ty (13].)

vp est donc la solution d’un probléme de méme type que celui qui définit gz, ou le
second membre a été remplacé par le résidu r, aux noeuds de ;. Le calcul de v,
est, a priori, aussi coliteux que celui de g,. Mais on peut chercher & en obtenir une
approximation sur la grille grossiére de pas H. Ceci nécessitera beaucoup moins de
calculs puisque la grille de pas H posséde beaucoup moins de degrés de liberté que
celle de pas h.

La deuxiéme phase de chaque cycle de la méthode & 2-grilles consiste alors & :

e Définir la restriction du résidu 75, sur le maillage grossier & ’aide d’un opérateur
de restriction R, on obtient ainsi 7y. L’opérateur R peut étre, tout simplement une
injection pour tous les noeuds du maillage grossier, mais il est possible également
d’utiliser une restriction par moyenne pondérée.

e Résoudre le systéme d’équation :
l{,‘H.UH =Ty (132)

e Prolonger vy, obtenue sur Qy, en une fonction définie sur Qp,, par exemple par
interpolation linéraire.

Cette deuxiéme phase nécessite donc la résolution de (1.32) sur la grille grossiére
de pas H. Son coiit sera bien inférieur 3 celui du probléme analogue (1.31) sur la grille
fine. La question principle qui se pose, est de savoir si effectivement le prolongement
de vy est une bonne approximation de vy, et dans ce cas quel est le gain que ’on
peut attendre de cette méthode & deux grilles? (pour plus de détail, voir [42, 43]).
En résumé l'algorithme & deux grilles pour résoudre le systéme (1.30) s’écrit de la

maniére suivante :
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1. Lissage

e v itérations de lissage (pre lissage) :

up = S (kn, gn, fr)

2. Correction sur la grille grossiére :

e Calcul du défaut (résidu) : dy, = kp.up — fn

e Restriction du défaut a la grille grossiére : dy = R.dj,

e Résolution de I’équation de correction : ky.vyg = dy

e Prolongement de la correction & la grille fine : v, = Py
e Correction de la solution : @, = up — vy,

Algorithme d’un pas d’une méthode 4 deux grilles classique : AGC

Nous avons testé ’algorithme & 2-grilles classique dans le cas d’un probléme
d’élasticité linéaire 2D pour résoudre le probléme posé sur la grille fine. Le lisseur
utilisé est la méthode de Jacobi relaxée avec 3 itérations de lissage et w = 0.8.

Pour cela, on a fixé le nombre de degrés de liberté de la grille fine & 65522d.d.1.,
la grille grossiere dépend du nombre de division N. Le tableau (1.6) donne le nombre
de degrés de liberté de la grille grossiére, le nombre de division de la maille N, le
nombre de cycles nécessaire a la résolution du probléme fin, et le temps CPU total
de l’algorithme. On rappelle ici que le nombre de cycles est le nombre de fois ofi 1'on
effectue 1’algorithme de la méthode & deux grilles classique.

On constate que, dans le cas d’un lissage par la méthode de Jacobi, le temps
CPU total augmente quand le nombre de division N augmente, c’est-A-dire lorsque
le rapport entre le nombre de degrés de liberté de la grille grossiére et celui de la
grille fine augmente. On remarque qu’a partir de N = 2, le fait d’augmenter le
nombre de divisions N n’a plus beaucoup d’effet sur la convergence de 1’algorithme.

Ceci est essentiellement dii aux manques d’informations apportées par le lisseur de
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Jacobi. Les matrices de préconditionnement de type Jacobi sont trés intéressantes
par leur simplicité de programmmation et ’occupation réduite de ’espace mémoire.
Malheureusement, les résultats présentés, ci-dessous, ne sont pas satisfaisants. Il sem-
ble donc trés fortement déconseillé d’utiliser des schémas seulement & 2-grilles en
multigrilles classiques avec un lisseur de Jacobi. C’est la raison pour laquelle nous
présenterons dans la prochaine section des schémas plus performants avec plusieurs

niveaux de grilles.

Grille grossiere(d.d.l.) N Itérations de lissage nombre de cycles CPU total (s)

16562 2 3 34 128
7442 3 3 71 153
4232 4 3 126 243
2738 3 3 201 382
1922 6 3 298 562

TAB. 1.6: Algorithme & 2-grilles classique, résolution itérative, lisseur de Jacobi re-
laxé(w = 0.8), le test d’arrét est 10719, la grille fine étant fixée & 65522d.d.1.

1.5 Méthodes multigrilles complétes

Dans la description de la méthode utilisant deux grilles, on a vu qu’il fallait réaliser
les opérations suivantes, au cours d’un cycle :

1/ Effectuer quelques itérations de Jacobi ou de Gauss-Seidel sur la grille fine de
pas h.

2/ Calculer le résidu sur la grille fine.

3/ Restreindre ce résidu sur la grille grossiére de pas H, la restriction se faisant
par injection ou par moyenne pondérée.

4/ Résoudre le systéme d’équations obtenu sur la grille grossiére pour obtenir une
approximation de la correction.

5/ Interpoler cette correction sur la grille fine pour corriger la solution approchée
que ’on avait obtenue sur la grille fine.

Si a la fin de cette cinquieme étape, le résidu sur la grille fine est trop grand, on
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recommence un autre cycle, en reprenant les opérations au début de la premiere étape.
A la quatriéme étape, pour résoudre (avec une approximation suffisante) le systéme
d’équations obtenu sur la grille grossiére, on peut de nouveau utiliser la méthode
a 2-grilles, en définissant un probléme sur une grille encore plus grossiere que la
grille grossiére de pas H. La méthode multigrille est donc ’application récursive de la
méthode & 2-grilles. On utilise une méthode directe (Cholesky ou Crout) pour résoudre
le systéme d’équations sur la grille la plus grossiére, ne contenant que quelque degrés
de liberté. Il reste a préciser, comment on déduit les équations sur la grille grossiere
de pas H, a partir des équations sur la grille fine de pas h. Ecrivons le systéme linéaire

sur la grille fine de la maniére suivante :
kgq=f (1.33)

L’idée des méthodes multigrilles pour résoudre ’équation (1.33) repose sur le
couplage de deux méthodes, une efficace pour réduire les composantes des grandes
fréquences de ’erreur, et une autre pour les basses fréquences. Prenons par exemple

la méthode de Jacobi relaxée :

Ge+1 = gk — O[k.qx — f], 6 €[0,1] (1.34)

Pour toutes les valeurs de [0, 1], = 1 est la meilleure solution du point de vue de la
vitesse de convergence, ce qui revient a la méthode de Jacobi standard (non relaxée).
Par contre, pour § = 1/2, la vitesse de convergence de la méthode de Jacobi relaxée,
restreinte au sous-espace des hautes fréquences, est de 1/2. La convergence lente est
causée par les faibles fréquences uniquement. Cette méthode est donc une méthode de
lissage. On peut alors combiner cette méthode avec une correction effectuée sur une
grille plus grossiére que le maillage initial. Représentons par [ le niveau de maillage :
h, = 20+, Soient ql(l) une approximation donnée par g = k;'.f; et ¢? le résultat

obtenu apreés quelques itérations de lissage. L’erreur v; = ¢? — ¢q; vérifie :
T —d

k‘l.’Ul == dl (135)
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avec d; = kl.ql(z) — fi. On approche alors le systéeme (1.35) par : kj_y.vi-1 = di_;.
Pour cela, on doit définir des opérateurs de restriction et de prolongation. Si P est
l’opérateur de prolongement de la grille grossiére sur la grille fine, et R I'opérateur de
restriction de la grille fine & la grille grossiere, alors on obtient une nouvelle approxi-

mation de ¢; par :
ql(s) = ql(2) — P.kl—_ll.R.(kl.ql(z) — fl) (136)

Remarquons que la correction par grille grossiere est une méthode itérative non
convergente. Elle ne peut donc étre employée seule. C’est uniquement la combinaison
des itérations de lissage et de la correction qui engendrera une méthode & convergence
rapide. Nous avons ainsi défini une méthode & 2-grilles. Mais elle n’est pas souvent
utilisable, car elle requiert la solution exacte de k;_1.v;—1 = d;_;. On va donc calculer
une solution approchée de v;_; par une autre méthode & 2-grilles. Ce procédé peut
étre répété jusqu’a ce que tous les niveaux (I,{ —1,........... 0) soient impliqués. Les
équations au niveau 0 doivent étre résolues exactement (ou presque). On obtient ainsi
une méthode (I+1)—grilles, appelée méthode multigrilles. A noter qu’on peut choisir
une autre méthode de lissage que celle de Jacobi relaxée, par exemple la méthode de
Gauss-Seidel ou celle du Damier [42]. De plus, la méthode 2-grilles peut utiliser un
prés et un post-lissage, ainsi qu’un lissage intérmédiaire. L’algorithme MultiGrilles

(MG) s’écrit de la fagon suivante :
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Procédure : MG(l,q,f)
Entrée : le niveau de la grille [, un vecteur ¢ et le second membre f.

Sortie : une approximation de k;.q; = f;, placée dans ¢ (exacte si [ = 0)
Début

Sil =0 alors
e q= ko_l.f
Sinon

o q=5"ki,q,f)

— v itérations de lissage (prés-lissage)
ed=R(kiq—f) etv=0

— restriction du probleme & la grille de niveau inférieur
ePouri=14ap faire MG(-1,v,d)

— approximation de la solution de k;—1.v;—; = dj_;
e g=35"(yg,f)

— 1, itérations de lissage (lissage supplémentaire)
eqg=q— Pv

— correction par grille grossiere

o q=25"(,qf)

— v3 itérations de lissage (post-lissage)

FIN
Algorithme MultiGrilles : MG

Les différentes étapes de lissage peuvent utiliser des itérations de méthodes différentes.

De plus, on peut remplacer ¢ = I;'.f pour | = 0 par v itérations d’une méthode

itérative afin d’obtenir une approximation de la solution. La procédure décrite ci-

dessus est assimilable & un cycle de calcul et donc & une nouvelle forme d’itération.

Pour résoudre entiérement le probléme de départ il est utile de répéter plusieurs fois

cette itération, ou ce cycle, pour avoir une bonne approximation de la solution. A noter

- 45 -



CHAPITRE 1. Analyse de quelques algorithmes itératifs classiques

que la procédure de lissage doit étre peu coliteuse puisqu’elle est employée un grand
nombre de fois au cours d’un cycle. C’est pour cette raison que nous n’emploiyerons
que des méthodes itératives simples telles que la méthode de Jacobi relaxée décrite

précédement.

1.5.1 Stratégie de passage intergrille

Dans la méthode multigrille, les changements de grilles se font en deux circon-
stances :

1/ Quand on restreint le résidu d’une grille fine sur une grille plus grossiére, pour
définir le second membre du probléme dont la solution est 1’approximation de la
correction a apporter.

2/ Quand on interpole la correction approchée d’une grille grossiére a une grille
plus fine.

Plusieurs stratégie sont possibles. Dans la premiere, le nombre d’itérations de
Gauss-Seidel par exemple sur chaque niveau de grilles et ’ordre dans lequel elles
sont faites, sont fixés & ’avance. Par exemple, on impose d’effectuer un nombre
p fixe d’itérations de Gauss-Seidel avant de calculer le résidu & transférer sur la
grille grossiere. Par ailleurs, lors de la "remontée” d’une grille grossiere a la grille
immédiatement plus fine, on peut envisager, aprés avoir apporté la correction, de
refaire n itérations de Gauss-Seidel pour le probleme défini sur cette grille, avant
d’apporter la correction & la grille de niveau supérieur. Cela conduit  la figure (1.10)

dans le cas de 4 niveaux de grilles, ce que 'on appelle la stratégie des V-cycles.
T e Qe Q..
i\ ﬁ Z \ Restriction
3 - Q- j K --------------
2T I ﬁi\"/-! _______ / Prolongement

Fi1G. 1.10: Schéma d’un V-cycle

On peut également n’interpoler la correction sur une grille donnée qu’aprés avoir
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effectuer deux cycles sur la grille immédiatement plus grossiére, comme le montre la

figure (1.11), ce que l'on appelle la stratégie des W-cycles.

Fic. 1.11: Schéma d’un W-cycle

Une autre stratégie consiste & changer de niveau en fonction de la valeur du résidu
et de la rapidité de décroissance de ce résidu. Tant que le résidu est & peu pres divisé
par deux d’une itération de Gauss-Seidel & 1’autre, on continue ces itérations. Lorsque
cette décroissance se ralentit, on décide de "descendre” a la grille la plus grossiére. On
poursuit ce processus sur chaque grille jusqu’a ce que le résidu soit suffisamment petit,
auquel cas on admet avoir résolu, avec une précision suffisante, le probléme sur ce
niveau de grille et on peut donc "remonter” pour apporter la correction au niveau de
grille immédiatement supérieur. Cette stratégie, bien qu’apparemment plus souple,
présente 'inconvénient du choix des seuils sur le facteur de décroissance ou sur la

norme du résidu pour changer de grille.

1.5.2 Approximation initiale sur la grille fine

Au lieu de choisir au hasard une approximation initiale sur la grille la plus fine, on
peut envisager de la construire & partir de la solution des problemes correspondant
aux discrétisations sur chacune des grilles les plus grossiéres. Supposons que l'on
ait obtenu une approximation suffisante de la solution du probléme discrétisé sur le
niveau j. On peut interpoler cette solution sur la grille la plus fine de niveau (5 + 1)
et s’en servir d’approximation initiale pour calculer la solution du probléme sur cette

grille de niveau (j+1). En pratique, un ou deux cycles sur chaque grille sont suffisants.
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L’avantage de cette méthode réside dans son coiit relativement faible, compte tenu
du fait que le rapport entre le nombre de points d’une grille et celui des points de la
grille immédiatement plus fine est environ 1 /4 pour un probléme & deux dimensions

d’espace.

Fic. 1.13: W-cycle d’initialisation

1.5.3 Coit de la méthode et implémentation

Le principal avantage de la méthode multigrille est 'indépendance du nombre
d’itérations nécessaires a la convergence par rapport 4 la taille du pas de discrétisation.
En pratique, on peut espérer que le coilit total en temps soit de ’ordre de celui

nécessaire pour effectuer quelques dizaines d’itérations d’une méthode de relaxation
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(ou ce qui revient au méme de calculs de résidu). Néanmoins, il existe un coiit initial
de fabrication ”d’assemblage” des matrices sur les grilles grossieres qui ne pourrait
étre négligé lors de maillages quelconques.

La place nécessaire au stockage supplémentaire des matrices sur les grilles in-
termédiaires n’est pas considérable. Le colit des opérations de prolongement et re-
striction peut devenir trés important si on doit définir ces opérations a ’aide des
coefficients de la matrice du probléme sur la grille fine.

Enfin la programmation de la méthode multigrille, plus complexe que celle des
méthodes de relaxation ou du gradient conjugué reste relativement simple lorsque les
différentes grilles se déduisent réguliérement les unes des autres. Elle se complique si
’on veut étendre la méthode multigrille & des matrices creuses de structures quelcon-

ques.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté sous forme d’algorithmes les principes
généraux des méthodes itératives et les méthodes multigrilles. Les méthodes de Gra-
dient Conjugué (GC) sont sans doute les méthodes itératives les plus employées pour
la résolution de systéme linéaire. Plus simples que les méthodes multigrilles et parti-
culiérement efficaces avec un préconditionneur adéquat, elles sont a priori adaptables
a une architecture paralléle, car elles utilisent principalement des opérations de type
produit matrice-vecteur facilement parallélisable.

Nous avons montré que dans le cas des problémes non-linéaires, 1’application
de la méthode du gradient conjugué couplée avec l'algorithme de Farhat et Roux
présente un inconvénient. En effet, la réorthogonalisation des directions de descente,
les problémes liés aux stockages, et 'augmentation du nombre d’itérations quand la
taille du probléme augmente, rendent presque inutilisables ces algorithmes. Dans le
cas des méthodes multigrilles, le nombre de cycles pour résoudre de tels problemes

est indépendant de la taille de ces problémes, ce qui leur permet d’étre de trés bons
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préconditionneurs. C’est pour cette raison que nous cherchons & mettre au point
des nouvelles méthodes multigrilles d’ordre élevé. Ces méthodes sont basées sur une

transformation d’homotopie et une technique de perturbation.
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CHAPITRE 2

Méthode itérative d’ordre élevé a
2-grilles

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de proposer une nouvelle classe d’algorithmes & 2-
grilles pour la résolution des problémes & grand nombre de degrés de liberté comme
ceux rencontrés dans les applications industrielles. L’idée de base de 'algorithme
proposé est de passer de maniére continue d’une grille grossiére a une grille fine &
l'aide d’une transformation par homotopie [46].

Nous allons modifier ainsi le probléme initial & résoudre en introduisant un parametre
¢ de telle sorte que pour £ = 0, on obtient un probléme posé sur la grille grossiere et
que pour € = 1, on retrouve le probléme posé sur la grille fine. La solution du probleme
modifié, qui dépend de ¢, sera alors cherchée sous la forme d’une représentation en
série entiére en € dont on peut accélerer la convergence a l'aide de la technique des
approximants de Padé [22].

Signalons que l'utilisation d’'une homotopie pour passer de la grille grossiere a la
grille fine représente la différence principale avec les méthodes multigrilles classiques
rappelées au chapitre précédent.

Notre probléme consiste & définir des transformations d’homotopie, permettant
un passage continu d’un probléme posé sur une grille grossiére & un probléme posé

sur une grille fine. Pour cela, on commencera par séparer le probleme & résoudre en
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deux problémes, le premier est posé sur la grille grossiére, le deuxiéme correspond
aux autres inconnues.

Signalons que I’homotopie qui sera utilisée, introduit un opérateur linéaire L*,
qu’on désignera sous le nom de préconditionneur comme dans le langage des méthodes
itératives. Plus précisement lorsque ce préconditionneur intervient sur la grille fine
d’une méthode multigrille, il est appelé "lisseur”.

Dans ce chapitre, nous nous limiterons & un lisseur diagonal (méthode de Jacobi),
qui est la méthode la plus simple et la moins chére en espace mémoire, & défaut d’étre
la plus efficace.

En résumé, I'objectif de ce chapitre est d’'introduire une méthode & 2-grilles s’ap-
puyant sur une technique de résolution d’ordre élevé (homotopie + série + approxi-
mants de Padé).

Pour le reste de ’algorithme, on retiendra les outils classiques de la méthode

multigrille : opérateurs de prolongement et de restriction et lisseur de Jacobi.

2.2 Algorithme a 2-grilles proposé

2.2.1 Opérateurs de prolongement et de restriction

Dans cette section, on propose de résoudre le systéme linéaire suivant :

kq=f (2.1)

Ce probleme est par exemple obtenu par une discrétisation par la méthode des
éléments finis d’une structure donnée, ou k est la matrice de rigidité n x n de la
structure qui est supposée symétrique et définie positive, g désigne le vecteur inconnu
des déplacements nodaux de la structure et f est le chargement.

On appelle grille fine, la grille 2, correspondant a cette discrétisation. Dans la
méthode proposée dans ce travail, on introduit une deuxiéme grille que ’on appelle
grille grossiére et que 1'on note Q. On fait I’hypothése suivante : les deux grilles sont

emboitées, c’est-a-dire que les noeuds de la grille grossiere Qg sont aussi des noeuds
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@ S D ¥
P
—_—
& D D
R
e

-
H 2h
Grille grossiere Grille fine

F1G. 2.1: Exemple de maillages : Qg est la grille grossiére et €, est la grille fine

de la grille fine comme le montre la figure (2.1).

Le probléme (2.1) est supposé correspondre au maillage de la grille fine £2;,. Dans
cette grille, on distingue deux types de degrés de liberté (d.d.l) : les d.d.l associés a
la grille grossiére appellés d.d.l globaux, notés par gy, et les autres degrés de liberté
appelés d.d.l locaux et notés par g;.

Le systéme (2.1) peut donc s’écrire sous la forme suivante :

kogqg + kg-qt = fq (a) (2.2)
klg.qg + k‘u.ql = fl (b)

Comme dans les méthodes multigrilles classiques, I'opérateur de prolongement P
permet de passer de la grille grossiére & la grille fine. Les d.d.l globaux g, restent
inchangés et les d.d.l locaux ¢ sont définis par interpolation linéaire & partir de

Popérateur int et les d.d.1 g, :

q = int(gy) (2.3)

Popérateur de prolongement P peut étre défini par I’équation suivante :

{ mf{qg) } = Py, (2.4)

L’opérateur tP définit I’opérateur de restriction et permet le passage de la grille

fine & la grille grossiére, comme c’est souvent le cas dans la littérature.
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En multipliant ’équation (2.1) par Popérateur de restriction * P, on obtient 'équation

réduite suivante qui correspond a un probléme posé sur la grille grossiere :
‘Pkq=F ol F=tPf (2.5)

Le probléeme réduit ainsi obtenu (2.5), combiné avec ’équation (2.2-b), permet de
définir un nouveau systéme équivalent au probléme initial & résoudre (2.1) posé sur

la grille fine :

‘Pk.q=F (2.6)

klg.qg + k”.ql - fl =0 (27)

On a ainsi séparé le probléme & résoudre (2.1) en deux problémes, I'un posé sur
la grille grossiére (2.6), ’autre correspondant aux autres inconnues (2.7).

L’équation (2.6) est posé sur la grille grossiére mais contient les variables locales
q;- Elle peut étre résolue par rapport & g, et ceci sera fait & 1'aide d’une méthode
directe puisque la grille grossiére contient relativement peu de degrés de liberté. Les
équations locales (2.7) seront résolues & ’aide d’une transformation d’homotopie et
d’une technique de perturbation.

Notons que si les d.d.] locaux sont interpolés a partir de la grille grossiére par
I'opérateur de prolongement (2.4), alors I’équation réduite devient un probléme bien

posé sur la grille grossiere :
Kg,=F (2.8)

ou K =! P.k.P est une matrice qui représente un opérateur sur la grille grossiére. Dans
la cas oll k est une matrice symétrique définie positive, la matrice réduite K =* P.k.P
est symétrique définie positive. Si en plus le maillage est structuré (uniquement des
rectangles par exemple) et si I'interpolation est linéaire, cette matrice est exactement
égale a la matrice de rigidité de la grille grossiere K,. En effet dans la méthode des

éléments finis, le nombre de points de Gauss n’est pas le méme dans le calcul des
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matrices *P.k.P et K,, mais dans le cas des hypothéses évoquées précédemment, des

résultats numériques ont montré que ces deux matrices coincident parfaitement.
Dans les applications numériques et pour éviter de calculer le double produit

matrice-matrice  P.k. P, qui est une opération assez cofiteuse, on remplacera la matrice

K =* P.k.P par la matrice de rigidité définie sur la grille grossiére K.

2.2.2 Homotopie et technique de perturbation

Pour résoudre 1’équation (2.7), on utilise une technique d’homotopie consistant a
introduire un probleme artificiellement généralisé dépendant d’un parameétre €. Plus

exactement on modifie le probléme (2.7) de la maniére suivante :

(1 - e)(ql — z'nt(qg)) + eC’.{klg.qg + k‘u.ql — fl} =0 (29)

L’opérateur C' est appelé préconditionneur ou ”lisseur” et peut étre choisi arbi-
trairement, la seule restriction est la convergence de 1’algorithme.

De cette maniere ¢;(¢), solution de (2.9), passe progressivement de ’approximation
grossiére g; = int(g,) pour € = 0, & la solution du probléme (2.7) pour € = 1.

Ainsi on remplace la recherche de la solution du probléme (2.6) et (2.7) par la

solution du probléme dépendant de € suivant :

‘Pkq=F (2.10)

(1 - E)(ql — int(qg)) + EC.{klg.qg + k”.ql - fl} =0 (2.11)
Pour ¢ = 0, ce nouveau systéme (2.10) et (2.11) se réduit a :

{ Q = Z‘nt(%) (2.12)

Pour résoudre le systéme (2.10) et (2.11), on utilise une technique de perturbation
[46]. Cela consiste & chercher une représentation paramétrique de la solution ¢(e) sous
la forme d’un développement en séries entiéres par rapport au paramétre € tronqué

alordre I :
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ale) = )_e'q(i) (2.13)
I .
qq(c) = Zgl‘Ig(i) (2.14)
I
ale) = Z elq (i) (2.15)

En introduisant (2.13), (2.14) et (2.15) dans (2.10) et (2.11) et en identifiant
terme & terme suivant les puissances de €, on obtient une succession de problemes &

résoudre :

A Pordre O :

tP.k.q(0) =F
{ qz(o)q—i’nt(qy(())) =0 (2.16)

A lordre 1 :

tPk. (1) =0
{ qz(l)q = int(gy(1)) — R(1) (2.17)

avec :
R(l) = C.{klg.qg(O) + k”.ql(O) - fl}
A Yordrei > 2:

{ tPk.q(i) =0 | (2.18)

avec
R(Z) = C.{klg.qg(’i - 1) + k”.ql(i - 1)} - ql(i - 1) + int(qg(i - 1))

— Le probléme a l'ordre 0
Dans le vecteur g(0), on remplace les d.d.l locaux par leur expression en fonction

des d.d.l. globaux donnés par :
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(0) = int(gy(0)) (2.19)

On peut ainsi écrire ’équation *P.k.q(0) = F' sous la forme :

¢ q,(0) _
P.k.{ int{4,(0)) } =F (2.20)

En utilisant la définition de 'opérateur de prolongement P donnée par (2.4),

I’équation (2.20) peut s’écrire sous la forme :

(*P.k.P).q,(0) = F (2.21)

Finallement le probléme & I’ordre 0 s’écrit sous la forme suivante :

({Pk.P).g,(0) =F
{ 2(0) —in%(qg(o)) =0 (2.22)

— Le probléme a 'ordre 1 :

De la méme maniére qu’a I’ordre 0, dans le vecteur ¢(1) de I'équation *P.k.q(1) = 0,
on remplace les déplacements correspondant aux d.d.l locaux par leur expression en
fonction des déplacements des d.d.l1 globaux donnés par ¢;(1) = int(g,(1)) — R(1).

On peut ainsi écrire (2.17) sous la forme :

t q4(1) _
P.k.{ int(ay (1) - R(1) } =0 (2.23)

avec !

R(1) = C.{kig.q4(0) + ku-q:(0) — fi}

ce qui donne :
tP.k.{ mf(qq(gl()n) }—t P.k.{ R(()l) } —0 (2.24)
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qui peut aussi s’écrire :

(tP.k.P).qy(1) =t Pkr(1) =0 (2.25)

Remarquons que la correction r(1) est obtenue & partir du vecteur R(1) par ex-
pansion : on met des zéros dans les composantes de R(1) correspondant aux d.d.l
globaux. Le vecteur 7(1) ainsi obtenu aura la méme dimension que la grille fine.

Le probléme a 'ordre 1 peut s’écrire alors sous la forme suivante :

(2.26)

{ (*P.k.P).qy(1) ='Pk.r(1)
(1) = int(gy(1)) — R(1)

avec :

R(1) = C{ki5.q4(0) + ku-q:(0) — fi}

En remplacant la matrice réduite * P.k. P par la matrice K, et en tenant compte des
remarques précédentes pour construire les probléemes aux ordres suivants, on obtient
Palgorithme & 2-grilles suivant :

A Vordre O :

K. 9(0) =F
{ QI(g) —int(g,(0)) =0 (2.27)
A lordre 1 :
K.q,(1) = FQ(1)
{ a(1) = int(gy(1)) — R(1) (2.28)

avec .
R(l) = C~{klg-Qg(0) + kll-ql(o) - fl}

W ={ ppy )
FQ(1) =t Pk.r(1)

A lordre:> 2 :

K.g,(i) = FQ(®)
{ q (%) = int(g,(z)) — R(3) (2.29)
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avec :

R(Z) = C.{k‘lg. qg(i - 1) + k”.ql(i - 1)}
—q (i — 1) + int(gy(c — 1)

@ ={ g}
FQ(i) =!Pk.r(z)

On remarque que le calcul des composantes du vecteurs g(¢) fait intervenir deux
types d’opérateurs. Il y a d’une part la matrice K qui correspond & un opérateur
défini sur la grille grossiére. Cette matrice est la seule matrice & triangulariser dans
cette technique de calcul, et puisqu’il s’agit d’une matrice sur la grille grossiére, sa
triangulation ne devrait pas nécessiter un temps de calcul conséquent.

D’autre part, la partie locale g; se calcule & partir de trois opérateurs : int, kg et ky
qui peuvent &tre définis localement. Cette derniére remarque nous amene naturelle-
ment 3 choisir 'inverse de la matrice diagonale locale comme ” préconditionneur” :
Ci = 1/ky. On remarque de plus que tous ces problémes ne différent que par le sec-
ond menbre FQ(7). A chaque ordre i, ce second membre est & construire et dépend
des vecteurs déplacements 3 ’ordre précédent (i — 1) comme le montre les équations
(2.28) et (2.29).

Une fois le vecteur déplacement calculé pour chaque ordre i et pour accélérer la
convergence de ’algorithme, on remplace ’approximation polynomiale (2.13) par des
fractions rationnelles (approximants de Padé). Pour plus de détails sur les approxi-
mants de Padé, nous renvoyons le lecteur & la référence [22, 19].

Remarquons en plus que le vecteur g ainsi obtenu n’est qu'une estimation de la
solution, car I'ordre de troncature I est nécessairement fini et que ¢ = 1 peut étre a

I'extérieur du domaine de convergence de la série (2.13).
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2.3 Mise en oeuvre numérique

2.3.1 Remarques techniques concernant la génération de grilles
et des opérateurs

Cette partie propose quelques explications concernant la génération automatique
des grilles et des opérateurs de passage entre les grilles.

Premiérement, la grille fine est construite & partir de la grille grossiére et non
l’inverse comme cela se fait traditionnellement dans les méthodes multigrilles. Ce
choix se justifie par la facilité de construire un maillage fin & partir d’'un maillage
grossier, la seule difficulté technique réside dans la gestion des ”doublons” de noeuds.
Ainsi un élément de la grille grossiére est divisé en N? éléments qui formeront le
maillage fin. Les coordonnées des noeuds fins sont calculées a ’aide des fonctions de
forme de I’élément du maillage grossier (annexe B).

L’opérateur de prolongement est construit parallelement & la génération des noeuds
et des éléments de la grille fine (cf annexe B). Pour cette premiere étude sur les
méthodes multigrilles, nous nous sommes limités & un élément fini isoparamétrique
quadrangle & 4 noeuds. Ainsi les coefficients de I'opérateur P sont les mémes que
ceux utilisés lors de la création des coordonnées des noeuds du maillage fin. On peut
cependant noter que deux tableaux, relatifs & l'opérateur P, sont générés : le premier
contient des réels (les coefficients de ’opérateur) et le deuxiéme contient les relations
péres(noeuds grossiers)-fils(noeuds fins). Ce deuxiéme tableau permet un gain de
temps et de stockage considérable dans I'opération de multiplication par I'opérateur

P : Pg,.
2.3.2 Techniques de stockage des matrices et opérateurs.

11 existe plusieurs facons de stocker les matrices de rigidité issues de la méthode des
éléments finis. Une des méthodes la plus courante est le stockage profil (ligne de ciel).
Cette technique est bien adaptée a la résolution de systémes linéaires par la méthode

directe. Généralement, ces matrices ont une structure trés creuse et par conséquent,
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le nombre de termes nuls est considérable y compris & U'intérieur du stockage profil.
Nous proposons sur le tableau (2.1), pour des exemples avec un nombre de d.d.l.
différents, le nombre de réels de la matrice k (matrice de rigidité de la grille fine)

stockés avec les deux techniques : stockage profil et stockage compact (morse).

| | Nombre de d.d.l. | Stockage profil | Stockage morse |
Exemple 1 726 100122 28 122
Exemple 2 5190 1 812066 214 314
Exemple 3 39756 65 647380 1 681140

TAB. 2.1: Nombre de réels de la matrice k stockés suivant les deux techniques de
stockage

Ce nombre de réels est & comparer au nombre de réels stockés avec la technique
morse [38, 39].

Sur ce tableau, on voit que pour un exemple & 40000 d.d.], la majorité des réels
stockés avec la méthode de stockage en ligne de ciel (profil) sont des termes nuls. Ce
type de stockage est d’une part coliteux en place mémoire et d’autre part inadapté aux
opérations de multiplication matrice-vecteur (di & la prédominance des zéros dans la
matrice stockée). Pour éviter un coiit de calcul conséquent lors de la multiplication
matrice-vecteur, un autre type de stockage est utilisé : le stockage morse.

Cette technique permet de ne stocker que les termes non nuls de la matrice de
rigidité. Elle est généralement utilisée lors de la résolution de systemes linéaires par
une méthode itérative, par contre elle est inadaptée aux solveurs directs.

Pour ces raisons, nous avons choisi d’utiliser un stockage profil pour la matrice
de rigidité de la grille grossiére, avec utilisation d’un solveur direct, et un stockage
morse pour la rigidité de la grille fine (produits matrices-vecteurs).

Il faut cependant noter que méme si la technique du stockage morse permet une
diminution significative du nombre de réels stockés de la matrice de rigidité, elle
nécessite un important temps CPU de construction de la rigidité de la grille fine
comme le montre le tableau 2.2.

Cet inconvénient du stockage morse est connu et s’explique par la gestion de deux
g
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| Nombre de d.d.l. | Stockage profil

Stockage morse |

Exemple 1 8450 1.09 2.62
Exemple 2 33282 4.7 23.14
Exemple 3 132098 20.23 402

TAB. 2.2: Temps CPU en secondes de construction de la matrice de rigidité selon la

technique de stockage

pointeurs (au lieu d’un seul pour la technique du stockage profil) pour caractériser

un élément (i,j) de la matrice de rigidité.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur & [38, 39].

2.4 Premiéres applications, premiers résultats numé-

riques

2.4.1 Présentation des tests

Dans cette section, on propose d’appliquer ’algorithme & 2-grilles proposé dans

le paragraphe précédent dans le cas de I'élasticité linéaire 2D. Pour ce faire, nous

considérons l’exemple d’une plaque sollicitée en membrane, encastrée en A et B et

soumise & une force ponctuelle f.

La plaque est discrétisée par des éléments quadrangles & 4 noeuds. Les car-

actéristiques géométriques et mécaniques de la plaque étudiée sont présentées dans

la figure (2.2).

\
\

A F=100N
A
E=2e5Mpa
v=0.3 1=100mm
- - Y
L=100mm

F1G. 2.2: Description géométrique et mécanique de la plaque étudiée

Ensuite et pour valider I’algorithme & 2-grilles proposé, nous considérons d’abord
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deux types de maillages : la figure (2.3(a)) montre que le premier maillage donne un
rapport de 4 entre le nombre d’éléments de la grille fine et celle de la grille grossiere,
le deuxiéme donne un rapport de 9 entre les grilles, voir figure (2.3(b)).

On obtient la grille fine en divisant chaque c6té de la grille grossiere par N, N
étant le nombre de division de chaque coté de la maille.

Enfin et pour évaluer la performance de ’algorithme & 2-grilles, une étude plus

systématique en fonction de N, sera présentée.

(a) (b)

F1G. 2.3: Deux types de maillage (a) et (b)

Nous donnons les différents résultats obtenus par 'application de l’algorithme &
2-grilles proposé. Nous allons examiner pour chaque ordre de troncature le résidu
obtenu A P'aide de deux représentations : la représentation en série et celle utilisant
les approximants de Padé.

De nombreux exemples avec des nombres de degrés de liberté allant jusqu’a
132000d.d.l ont été traités. Pour 'algorithme proposé, nous discuterons tout d’abord
la qualité de la solution. Celle-ci se pose d’abord en terme de choix du critére d’arrét
utilisé. Dans tous les cas, le critére d’arrét de l'algorithme est “%ﬁ,‘%i < n,oul el
désigne la norme euclidienne et 7 un parametre de précision que ’on choisit égal
4 10~!°, Ensuite une présentation détaillée du temps CPU pour chaque étape de
lalgorithme est discutée.

Enfin, Defficacité de I’algorithme proposé est évaluée en comparant les temps de

calcul avec la méthode & 2-grilles classique et la méthode de résolution classique

utilisant une seule grille (le gradient conjugué préconditionné).
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Des commentaires relatifs aux tests de comportement et d’efficacité de 1’algo-
rithme, sont présentés. Cing exemples seront étudiés dont les caractéristiques sont

donnés dans le tableau 2.3 :

Grille grossiere Grille fine Rapport

testl 2178 8450 3.88
test2 8450 33282 3.93
testd 33282 132098 3.99
test4 1568 13448 8.57
testd 13448 119072 8.85

TAB. 2.3: Nombre de d.d.l pour les cing exemples étudiés

e Les trois premiers exemples correspondent & un rapport 4 entre le nombre

d’éléments de la grille fine et celle de la grille grossiere, soit N = 2.

e Les deux derniers exemples correspondent & un rapport 9, soit N = 3.

Les tableaux (2.4), (2.5) et (2.6) montrent clairement 1'accélération de la con-
vergence obtenue, en utilisant la méthode basée sur les approximants de Padé. La
représentation utilisant I’approximation polynomiale converge tres lentement. Pour
les trois premiers exemples, on obtient exactement le méme ordre de convergence de

Palgorithme, qui est de 30.

Ordre 3 10 15 20 25 30 35
Padé/F | 4.47 | 2.9510~% [ 6.0910° | 1.2810° | 2.7810~° 5.471071° | 1.0710~ 1!
Série/F | 5.35 0.83 0.25 8.091072 | 2.8410~2 | 1.041072 | 4.081073

TAB. 2.4: Résidus obtenus pour différents ordres de troncature : Test 1

Ordre 3 10 15 20 25 30 35
Padé/F | 5.54 | 7.310~% | 1.0910~% [ 1.9310~° | 3.7810~° | 7.310~"" 1.410~1
Série/F | 5.35 | 0.83 0.25 8.091072 | 2.841072 | 1.041072 | 4.081077

TAB. 2.5: Résidus obtenus pour différents ordres de troncature : Test 2

Dans le cas ou N = 3, les tableaux (2.7), (2.8), montrent une augmentation de

I’ordre de convergence : ’ordre 59 pour le test 4 et 61 pour le test 5. La représentation

- 64 -



CHAPITRE 2. Méthode itérative d’ordre élevé & 2-grilles

Ordre 3 10 15 20 25 30 35
Padé/F | 5.28 | 6.310° | 1.1110°* 2.93107% | 3.910°8 | 7.81071° | 1.910~!*
Série/F | 5.34 | 0.88 0.5 8.5102 | 2.2102 | 1.04107% | 4.81077

TAB. 2.6: Résidus obtenus pour différents ordres de troncature : Test 3

en série est nettement moins bonne et converge trés lentement, et ceci pour tous les
exemples étudiés.

Une autre remarque trés importante est que ’ordre de convergence de 1’algorithme
est de 30 pour N = 2, alors que pour N = 3 il vaut 61. On retrouve ainsi un résultat
fondamental dans la théorie de la méthode multigrille classique [43] & savoir : la vitesse
de convergence de I’algorithme est quasiment indépendante du pas de discrétisation

du maillage.

Ordre 3 10 20 30 40 50 59
Padé/F | 18.95 | 7.051072 | 7.210~* | 9.5810~° 1.2810°7 | 2.68107% | 8.7610~1°
Série/F | 5.34 0.88 0.5 8.51072 | 2.21072 | 1.0410=2 | 4.8107°

TAB. 2.7: Résidus obtenus pour différents ordres de troncature : Test 4

Ordre | 3 10 20 30 40 50 62
Padé/F | 10.3 | 7.04102 | 8.9310~7 | 1.1910° | 3.410~" | 1.82107° | 9.0310~ "
Série/F | 5.34 | 0.88 0.5 8.51072 | 2.21072 | 1.0410~% | 4.810°°

TAB. 2.8: Résidus obtenus pour différents ordres de troncature : Test 5

Sur les figures (2.4, 2.5), on représente le logarithme décimal de la norme du résidu
en fonction de l'ordre de troncature I. Ces courbes sont tracées pour la représentation
en série et celle utilisant les approximants de Padé.

Dans le cas ou N = 2 (figure 2.4), le résidu Padé décroit tres rapidement en
fonction de I'ordre de troncature. La convergence de ’algorithme utilisant les approx-
imants de Padé est presque exponentielle (courbe linéaire sur la figure).

Dans le cas N = 3, figure (2.5), on constate ’apparition d’oscillations sur la courbe
Padé. Ces oscillations apparaissent parfois lorsque l’on calcule des approximants de

Padé 3 des ordres élevés et sont probablement diies au processus d’orthogonalisation

- 65 -



CHAPITRE 2. Méthode itérative d’ordre élevé & 2-grilles

de Gram-Schmidt, qui est numériquement assez instable pour un nombre d’ordre de

troncature élevé.

2 T T T T T T
Polynomial —
\ Pade approximants -----
0 I
g
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©
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Order of truncature

FIG. 2.4: Logarithme décimal de la norme du vecteur résidu en fonction de ’ordre de
troncature, test 3 (N=2, Grille fine : 132098 d.d.l)
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A Polynomial —
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Logarithm of residual vector
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F1G. 2.5: Logarithme décimal de la norme du vecteur résidu en fonction de ’ordre de
troncature, test 5 (N=3, Grille fine : 119072 d.d.l)

2.4.2 Détail du temps de calcul de P’algorithme

Dans ce paragraphe, on donne le détail du temps CPU nécessaire pour le calcul des

différentes étapes utilisées dans P’algorithme pour tous les tests cités précédemment.
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Dans le cas d’un préconditionnement par la diagonale, les opérations pour chaque
étape de lalgorithme & 2-grilles sont :
A Yordre O
e Une construction de la matrice K (grille grossiére).
e Une triangulation de la matrice K (méthode de Crout).
e Une résolution sur la grille grossiére (montée-descente).
e Une multiplication par P : P.int(g,)

e Un calcul du résidu.

A Yordre i

e Une résolution sur la grille grossiére (montée-descente).

e Des produits matrice-vecteur : R(i) = ky.qi(i — 1) + kig.qo (¢ — 1).

e Une multiplication par la matrice C : r(i) = C.(R(i)) —q(i —1) +int(g (i —1)).
e Une multiplication par P : P.int(q,) .

e Un produit matrice-vecteur : k.r(1).

e Un produit par le transposé de P : *P.k.r(i).

Le tableau (2.9), donne le temps CPU en secondes de chaque étape de I'algorithme
4 2-grilles. Nous remarquons que pour tous les tests présentés, les opérations qui
demandent le plus de temps de calcul sont la construction et la décomposition de la
matrice de rigidité de la grille grossiére. En effet dans le cas des tests 3 et 5, ou le
nombre de degrés de liberté est le plus grand, environ 55.5% (test 3) et 16% (test5) du
temps total, n’est rien d’autre que le temps CPU de la décomposition de la matrice.
Par contre les produits matrices-vecteurs de ’opérateur de prolongement P et du
préconditionneur C sont presque négligeables.

Si nous nous restreignons au temps CPU des produits matrices-vecteurs de la
matrice de rigidité de la grille fine, nous remarquons que le stockage morse de cette
matrice, a permis un gain énorme en temps CPU par rapport au stockage profil (ligne

de ciel : LDC).
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test 1 test 2 testd test4 testd
Ordre 0
Construction de K 0.25 1.17 487 021 1.81
Décomposition de K 049 11.77 1538 041 23.07
Résolution sur K 0.03 0.34 2.7 0.02 091
Produit par P : P.g,(0) 001 003 012 002 0.14
Calcul du résidu 0.02 0.1 0.37 0.04 0.34
Temps total & ’ordre 0 0.8 13.41 161.9 0.7 26.3
Ordre i
Matrice-vecteur : R(i) = ky.q(i — 1) + kig.qq (i — 1) 002 011 044 0.04 033
Produit par la matrice C : r(i) = C(R(?)) — qi(i — 1) + int(gy(i — 1)) 0. 0.02  0.07 0. 0.06
Matrice-vecteur : k.r(i) 002 009 037 004 037
Produit par P : tP.k.r(i) 0.01 003 011 0.02 011
Résolution sur K 004 035 271 003 091
Produit par P : P.int(qg) 0.01 0.02 012 001 0.15
Temps total & ’ordre ¢ 0.1 0.62 3.82 0.14 1.91
Total 3.3 32 276.5 8.96 144.7

TAB. 2.9: Détail du temps CPU en seconde pour les 5 exemples.

Le tableau 2.10, donne pour les deux types de stockages, le temps CPU des deux
produits matrices-vecteurs utilisés dans I’algorithme & 2-grilles. Les résultats présentés
ci-dessus montrent clairement le gain de temps CPU pour le stockage morse par
rapport au stockage profil, essentiellement lorsque le nombre de degrés de liberté est
grand. Mais méme avec un stockage morse, le temps de calcul de ces deux produits

reste important par rapport au temps total & I’ordre <.

Test 2 Test 3 Test 4 Test 5
LDC Morse LDC Morse LDC Morse LDC Morse
R() 2.09 0.11 20 0.44 065 0.04 24 0.33
kr(i) 1.65 0.09 15 0.37 056 0.04 19 0.33

TAB. 2.10: Temps CPU en secondes des produits matrices-vecteurs pour les deux
types de stockage (ligne de ciel et morse).

2.5 Comparaison avec d’autres méthodes

Le tableau (2.11) donne 'ordre de convergence de ’algorithme proposé (MBP),
le nombre de cycles de l'algorithme & deux grilles classiques (MBC) et le nombre
d‘itérations de la méthode du gradient conjugué préconditionné, soit par la diagonale

(GCD) soit par la factorisation incompléte de Cholesky niveau 0 (GCIC).
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Pour D’algorithme 3 deux grilles classique, on a utilisé 3 itérations de lissage.
Le lisseur utilisé est la méthode de Jacobi relaxée avec un parameétre de relaxation
w = 0.8. Cette valeur est la valeur optimum conduisant & un minimum de cycles, qui
a été déterminée apres plusieurs tests numériques.

Le tableau (2.11), illustre la propriété caractéristique des méthodes multigrilles,
I'indépendance du facteur de convergence par rapport au pas de discrétisation du
maillage : pour les tests 1, 2 et 3, 'ordre de convergence de l’algorithme MBP est
de 30, le nombre de cycles de la méthode MBC est de 38. Pour les autres tests, une
augmentation de 'ordre de convergence et du nombre de cycles est observée : a peu
preés 60 pour la méthode MBP et 86 pour la méthode (MBC).

Dans le cas de la méthode du gradient conjugué et pour les deux types de préconditionneurs,
le nombre d’itérations augmente avec la taille du probléme. Ceci illustre la supériorité

des préconditionneurs multigrilles.

MBP MBC GCD GCIC
Ordre I Nombre de cycles IT IT
test 1 30 38 574 136
test 2 30 38 1154 274
test 3 30 38 2454 554
test 4 59 86 729 169
test 5 62 86 2198 512

TAB. 2.11: Ordre de convergence et nombre d’itérations des différentes méthodes.
MBP : Méthode Bi-grilles Proposé, résolution asymptotique, préconditionneur diag-
onal. MBC : Méthode Bi-grilles Classique, résolution itérative, préconditionneur de
Jacobi relaxé (w = 0.8), GCD et GCIC représentent respectivement le gradient con-
jugué préconditionné soit avec la diagonale, soit avec la factorisation incompléte de
Cholesky de niveau 0.

Le tableau (2.12), indique le temps CPU de I'algorithme proposé (MBP), celui de
I’algorithme 3 deux grilles classique (MBC) et de la méthode du gradient conjugué
préconditionné, soit par la diagonale (GCD) soit par la factorisation incomplete de
Cholesky de niveau 0 (GCIC).

Il est logique de comparer ces méthodes, car chacune de ces méthodes utilise un

préconditionneur diagonal et un stockage morse des matrices et opérateurs. A préciser
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MBP MBC GCD GCIC

CPU CPU CPU CPU
test 1 3.3 7.6 13.6 7.1
test 2 28.4 479 150 64.3
test 3 276.5 364 1387 b54l1.1
test 4 8.8 249 35.5 16
test 5 144.7 300 1176 4624

TAB. 2.12: Temps CPU en secondes des différentes méthodes utilisées.

que la méthode GCIC utilise la factorisation incompléte de Cholesky.

Pour les cing exemples traités, ’algorithme proposé présente les meilleurs perfor-
mances en termes de temps CPU total. La méthode & deux grilles classique est tres
compétitive tant que le nombre de degrés de liberté reste inférieur & environ 40000d.d.!
(ceci dépend de I’exemple traité). Au dela, notre algorithme parait le meilleur.

La méthode du gradient conjugué, est la moins efficace non seulement en terme de
temps CPU, mais aussi & cause du paramétre o qu’il faut ajuster pour chaque type de
probléme quand on augmente le niveau. Le méme inconvénient, concerne le parametre
w introduit dans 1’algorithme & deux grilles classique. En effet, la valeur numérique de
w varie pour chaque type de probléme et par conséquent, il est nécessaire d’effectuer
des tests supplémentaires afin de la trouver. Ces résultats sont tout a fait cohérents
avec les acquis de la littérature. On sait que le préconditionneur est la condition
essentielle de l'efficacité d’un solveur itératif et que le préconditionnement par une
grille grossiére est exceptionnellement performant. La présente comparaison entre la
méthode du gradient conjugué et les méthodes & deux grilles le confirme. La plus
grande efficacité de la méthode proposée MBP, par rapport & la méthode classique
MBC, est tout & fait naturelle : les deux préconditionnements sont les mémes (avec
toutefois 3 itérations de lissages pour MBC et une seule pour la nouvelle méthode
MBP), mais nous avons introduit une technique de résolution (série + approximants

de Padé) plus performante que celle de la Méthode Bi-grille Classique (MBC).
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2.6 Comment optimiser la différence entre les deux
grilles ?

2.6.1 Introduction

La discussion sur le nombre de divisions N revient & chercher la meilleure grille
grossiere. Avec la Méthode Bi-grille Classique, I'usage courant est d’avoir un écart
minimum (soit N = 2) entre deux niveaux de grilles, quitte & utiliser plusieurs niveaux
de grilles.

On a bien vu au chapitre précédent que I'algorithme MBC était le plus efficace
avec un nombre de division N = 2. La question est de savoir si l'introduction d’un
solveur efficace (série + Padé) peut modifier ce résultat.

Il est par ailleurs important de tester le nouvel algorithme sur des problémes variés.
On commencera par introduire des propriétés matérielles fortement hétérogenes, puis
des efforts plus compliqués que précédemment pour vérifier si I'algorithme resiste a
des matrices assez mal conditionnées.

Le cas de maillages irréguliers, jugé trés important pour évaluer une méthode

multigrille, sera abordé plus loin.

2.6.2 Un premier test sans itération

Afin de pousser encore plus loin cette étude sur le comportement de la convergence
de D’algorithme & 2-grilles proposé, nous avons pris I’exemple d’une seule grille fine
3 65522d.d.l avec les mémes caractéristiques géométriques et mécaniques que dans le
cas des exemples précédents.

Deux valeurs du nombre de divisions N seront étudiés : pour N = 4 la grille
grossiére a 4232d.d.l et pour N = 6, le nombre de degrés de liberté de la grille
grossiere n’est plus que de 1922d.d.l. Dans ces tests, le critére d’arrét est fixé & 1071,
Le préconditionnement utilisé est diagonal.

La figure (2.6) montre I’évolution de la convergence de l'algorithme a 2-grilles en

fonction des ordres de troncature de ’algorithme pour N = 4 et N = 6. Ces courbes
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sont tracées pour deux types de représentations : la représentation en séries et celle
utilisant les approximants de Padé. Nous remarquons sur ces courbes que 1’utilisation
de la représentation polynomiale n’est pas intéressante en terme de convergence,
’algorithme ne converge pas pour les deux exemples étudiés.

Pour I’algorithme utilisant les approximants de Padé, on remarque que pour des
ordres de troncature petits, le résidu décroit linéairement puis des oscillations ap-
paraissent quand l'ordre augmente. On a augmenté I'ordre jusqu’a 200 mais sans
atteindre la précision demandée. Pour ces deux exemples, le préconditionnement par
la diagonal, n’apporte pas probablement l'information suffisante permettant & P’algo-

rithme de converger, en tous cas pas avec un seul calcul de série.

Sere — ‘Serig' —
Pade’ —- "Pade’ —

Logarithme decimal du residu Pade
Logarithme decimal du residu Pade

&
FS

40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Ordre de toncature Ordre de toncature

(a) Préconditionneur diagonal : N = 4. (b) Préconditionneur diagonal : N = 6.
Fi1Gc. 2.6: Logarithme du résidu Padé en fonction des ordres de troncature, pour
N = 4, la grille grossiére : 4232 d.d.], pour N = 6, la grille grossiere : 1922 d.d.L.
2.6.3 Technique itérative d’ordre élevé

On a observé le méme phénomeéne pour d’autres valeurs de N. Nous pouvons alors
conclure que pour améliorer la convergence de ’algorithme proposé, il est préférable,
soit de trouver d’autres préconditionneurs plus efficaces comme on le verifiera plus

loin, soit d’utiliser I’algorithme & 2-grilles proposé dans une procédure itérative comme
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le montre la figure (2.7).

Fixer un ordre de troncature : ordre p, solution: u FI

Calculer le residu correspondant
Res(up )=k.u p-f

A

Actualiser la solution :
u=v+u

ku=kv +ﬂ.up =f
kv=- Res(up)

|

r Appliquer de nouveau I’algorithme a 2—grille au probleme: k.v =—-Res(u P )J

Tester la convergence du probleme

F1G. 2.7: Algorithme itératif proposé

Dans cette procédure itérative on résoud le systeme k.u = f de la maniére suiv-
ante : on fixe a priori 'ordre de troncature maximal, noté I. I’approximation poly-

nomiale & 'ordre I fixé s’écrit sous la forme :
U=1uUy+ U+ ... +us (2.30)
Papproximation de Padé correspondante est :

i=I
=0

1

On note cette approximation u,l,, le résidu correspondant noté Res' s’écrit sous la

forme suivante :
Res' =k, — f (2.32)
La solution du probléme k.u = f est alors cherchée sous la forme suivante :

u=u;+v (2.33)
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oll v est la correction associée a l’approximation uzl,. La correction v satisfait alors

I’équation :
k.v = —Res' (2.34)

Cette nouvelle équation est résolue par la méthode & 2-grilles avec 1’ordre maximal 1

fixé. L’approximation obtenue est notée : vﬁ. La solution est alors :

ul =u, +vj (2.35)

Cette solution est une nouvelle solution d’essai de ’équation k.u = f avec un nouveau

résidu noté : Res?. On vient ainsi de définir un processus itératif, qui conduit apres

n itérations & la solution approchée suivante :
1 2
U= Uy + Uyt T Uy (2.36)

ou u, désigne l’approximation obtenue avec 'algorithme bi-grilles + série + Padé

utilisé pour résoudre le probléeme :
k.u, = —Res" ol Res™ = k.(up +v3 + ...+ ) - f (2.37)
2.6.4 Premiers tests avec la technique itérative

Sur la figure (2.8), on représente le logarithme décimal de la norme du résidu
(Padé) en fonction de Pordre de troncature de I’algorithme itératif pour les mémes
valeurs de division N : N =4 et N = 6, pour ces deux valeurs, ’ordre de troncature
maximal I est fixé & 30. A noter que pour des facilités de représentations, nous avons
additionné les ordres de troncature de chaque itération : ainsi I’ordre 60 de la figure
(2.8) correspond en fait & 'ordre 30 de la deuxieéme itération, 'ordre 90 a 'ordre 30
de la troisi¢éme itération et ainsi de suite.

Ces courbes montrent que le résidu décroit d’une fagon monotone en fonction de
Pordre de troncature I. Pour N = 4, 'algorithme bi-grilles utilisant les approximants

de Padé permet d’obtenir la convergence en 3 itérations. Pour N = 6, la convergence
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est obtenue & ’ordre 27 de la cinquieme itération. On peut donc faire converger 1’al-
gorithme en fixant un ordre maximal et en appliquant P’algorithme de fagon itérative,
méme avec N =4 ou N = 6.

Nous remarquons aussi que le nombre de vecteurs (calculés & 1'ordre fixé multiplié
par le nombre d’itérations, auquel on ajoute 'ordre de convergence de la derniere

itération) augmente, lorsque le nombre de divisions N augmente.

2 T T T T T 2 T T T T T T T T
‘resmgrille’ — ‘resmgrillekiiNg —
[}
Q
3 7 ¢
3 2
|
= o
: :
s £
I 3
[]
°
£ o4 :
g £
2 =
3 a0t )
S
12+
.14 1 1 L 1 ! A2 1 L } 1 1 L 1 I
0 2 4 60 80 0 12 0 20 4 60 8 100 120 140 160 180
Ordre de troncature Ordre de troncature
(a) Résultats obtenus par application de (b) Résultats obtenus par application de
Palgorithme itératif avec un un ordre de Palgorithme itératif avec un un ordre de
troncature fixé & 30, préconditionneur di- troncature fixé & 30, préconditionneur di-
agonal, grille grossiere : 4232 d.d.l, N = 4 agonal, grille grossiere : 1922 d.d.l, N =6

FIG. 2.8: Logarithme du résidu Padé en fonction des ordres de troncature, I'ordre de
troncature est fixé a 30.

Pour ces deux exemples, on a fixé I'ordre a 30. Ce choix n’est pas unique et par
conséquent on peut choisir d’autres valeurs autres la valeur 30.
La question qui se pose alors : quelle est la meilleure fagon de fixer I'ordre, sans

trop augmenter le nombre d’itérations et le temps CPU ”total” de l’algorithme ?

2.6.5 Influence du nombre de divisions N

Pour cela, on propose dans un premier temps d’étudier ’influence du nombre de

divisions N sur la convergence de ’algorithme a 2-grilles pour différentes valeurs de
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I’ordre de troncature a fixer.
Sur la figure (2.9), on représente le nombre de vecteurs pour avoir un résidu

inférieur & 10710 en fonction de la valeur N pour un ordre fixé & 30.

900 T T T T

800

700

600

500

400

Nombre de vecteurs

300

200

100 +

0

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Nombre de division N

FiG. 2.9: Evolution du nombre de vecteurs en fonction du nombre de division N pour
un ordre de troncature fixé a 30.

Ce résultat montre que le nombre de vecteurs & calculer augmente lorsqu’on aug-
mente la valeur de N. On peut noter que dans le cas ou on fixe I = 20, des tests
numériques ont montré qu’a partir de la valeur N = 6, la résolution du probléme
linéaire par la méthode & 2-grilles coiite tres cher en termes de nombre d’itérations et
par conséquent & partir de cette valeur, le fait d’augmenter la valeur de N n’a plus
de sens. Pour des ordres de troncature fixés & 30 et 40, 'algorithme converge quelle
que soit la valeur du nombre de divisions N.

Dans un deuxiéme temps, nous avons calculé le temps CPU total pour plusieurs
valeurs de N (2 < N < 18) par les deux méthodes suivantes : la méthode a 2-grilles
proposée pour un ordre de troncature fixé & 30 et la méthode & 2-grilles classique
(lisseur de Jacobi).

Le tableau (2.13) donne le nombre d’itérations nécessaire & la convergence de
lalgorithme itératif (2.7), Pordre de convergence et le temps CPU total pour chaque

valeur de N.
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Grille grossiere | N | ITER. | Ordre de convergence | CPU total (s)
16562 2 1 30 83
7442 3 2 30 63
4232 4 3 29 66
2738 ) 4 30 81
2738 6 ) 27 103

882 9 10 23 199
722 10 11 6 208.5
512 12 15 7 286.3
338 15 21 30 428
242 18 29 30 582

TAB. 2.13: Degrés de liberté de la grille grossiere, grille fine fixée & 65522d.d.l. Nombre
de division N, nombre d’itérations : ITER, ordre de convergence et le temps CPU
total en secondes de la méthode 3 2-grilles proposée. Résolution itérative avec I = 30,
préconditionneur diagonal.

On observe sur le tableau 2.13 la présence d’un minimum de temps CPU dans le
cas N = 3, c’est-a-dire une décroissance du temps CPU entre N = 2 et N = 4, puis
une remontée entre N = 4 et N = 18. Pour vérifier cela, nous avons effectué un autre

test, en fixant I’ordre de troncature a 20 et 40.

600

500

Ordre 20
400

300 |

Temps CPU total

200 |

100

L N s L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18
Nombre de division N

F1G. 2.10: Evolution du temps CPU (s) en fonction du nombre de division N pour
des ordres de troncature fixés a 20, 30 et 40.

La figure (2.10) montre la présence d’un minimum de temps CPU total de ’algo-
rithme itératif pour 7 = 20 et I = 40. On observe donc un comportement semblable
pour un ordre de troncature fixé & 30 et 40, bien que la diminution du temps CPU

dans ces deux cas, soit moins importante que lorsqu’on fixe 'ordre & I = 20.
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2.6.6 Coit de calcul des approximants de Padé

L’augmentation de I’ordre de troncature entraine des temps CPU trés importants
lors du calcul des approximants de Padé. En effet jusqu’a présent, dans toutes les
études relatives aux techniques de calcul des approximants de Padé, les temps de
construction de ces derniers étaient négligeables, car 1'ordre et surtout le nombre de
degrés de liberté n’étaient pas aussi grands que dans cette étude. Lorsque le nombre
de d.d.l de la grille fine est supérieur & 100000, les temps de construction (incluant
I’orthonormalisation ainsi que le calcul des dénominateurs des fractions rationnelles)
peuvent devenir grands. C’est pourquoi nous proposons dans les figures (2.11) et

(2.12), une étude de ces temps de construction des approximants de Padé.

350 T T T T T T T
'Temps_Pade_146882' —

300

250

200

150

100

50

Temps CPU de construction des vecteurs Pade

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Ordre de troncature

Fi1G. 2.11: Evolution du temps CPU en secondes de construction des vecteurs Padé
en fonction de 'ordre de troncature de l’algorithme & 2-grilles (N=3, grille grossiére :
16562 d.d.1, grille fine : 146882 d.d.]l, convergence obtenue & ’ordre 63)

La courbe de la figure (2.11) montre que le temps CPU pour construire et calculer
les approximants de Padé augmente fortement en fonction des ordres de troncature.
D’autre part la figure (2.12) montre que ce temps semble ne plus étre négligeable par
rapport au temps CPU de ’algorithme pour des ordres relativement élevés. En effet
cette figure montre que lorsque ’ordre de troncature est égal a 70, la construction

des approximants de Padé demande 0.8 fois le temps de calcul de ’algorithme pour
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1.2 : : .
"Temps_Pade_18818' —"
'Temps_Pade_146882" ----
. )
08}
E
]
aQ 06 |
£
(7]
@
04|
02}
0 ----- 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Ordre de troncature

Fic. 2.12: Evolution du temps relatif en fonction de l'ordre de troncature (temps
relatif = temps CPU de construction des Padé/temps CPU de l’algorithme & 2-grilles)
pour deux exemples : premier exemple, N=3, grille fine : 18818 d.d.l et deuxiéme
exemple, N=3, grille fine : 146882 d.d.l, convergence de I’algorithme obtenue & 63)
le probléme & petit nombre de d.d.1 (exemple & 18818 d.d.l) alors que pour I’exemple
4 146882 d.d.]l, ce temps est 1.2 fois le temps de calcul de I’algorithme. Cela veut
dire, que pour I'exemple & grand nombre de degrés de liberté, le temps de calcul des
approximants de Pade cotite beaucoup plus cher que le temps de calcul de I’algorithme
lui méme.

Cette remarque sur le temps CPU de construction des approximants de Padé
montre tout 1'intérét de fixer des ordres de troncature petits (temps de construction
des Padé faible) mais & condition que I’algorithme converge. Au vu de ces remarques,

il semble plus intéressant de fixer un ordre de troncature entre 20 et 40 et d’utiliser

un algorithme itératif pour des valeurs de N > 3.

2.6.7 Comparaison avec la méthode a deux grilles classique

Dans la partie précédente, nous avons montré que la méthode a 2-grilles proposée
présente un minimum de temps CPU pour la valeur N = 3, et d’autre part que le
nombre de vecteurs, et donc le temps CPU total, dépend de la valeur de N. Il est

intéressant maintenant de comparer la méthode a 2-grilles proposée avec la méthode
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a 2-grilles classique.

Les figures (2.13) et (2.14) montrent qu’en faisant augmenter la valeur de N, le
nombre de cycles nécessaires & la convergence et le temps CPU total de 'algorithme &
2-grilles classique augmentent. Pour la valeur N = 2, nous obtenons un bon compro-
mis entre le nombre de cycles et le temps CPU pour la résolution. La valeur optimum

pour la méthode & 2-grilles classique utilisant la méthode de Jacobi comme lisseur

est N = 2.
4500 T T T T T T T T
‘classicycle’ —,
4000
3500 |-
3000
o
L
g 2500
o
<
g 2000
o
2
1500
1000
500
0 1 "l 1 L 1 i 1 (1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nombre de division

F1G. 2.13: Evolution du nombre de cycles de la méthode & 2-grilles classique en
fonction du nombre de division N, lisseur de Jacobi, w = 0.8, résolution itérative

On peut remarquer d’apres les résultats de la figure (2.14), que la méthode pro-
posée est plus performante que la méthode & 2-grilles classique et ceci quelle que soit
la valeur de N. Bien entendu, seules les petites valeurs de NV seront intéressantes en
pratique. Nos résultats confirment qu’avec la méthode classique, il faut conserver la
plus grande proximité entre deux niveaux de grilles, soit N = 2. En revanche avec
notre algorithme, on peut se permettre une plus grande différence, s'’il est utilisé de
facon itérative : on a constaté au tableau 2.13 qu’il y avait une efficacité maximale

pour N = 3 ou N = 4 et des résultats presque identiques entre N = 5 et N = 2.
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Fic. 2.14: Evolution du temps CPU total en secondes de la méthode & 2-grilles
classique (Jacobi, w = 0.8) et de la méthode proposée (ordre de troncature fixé a 30)
en fonction du nombre de division N, résolution itérative

2.7 Autres évaluations de la robustesse de I’algo-
rithme

2.7.1 Test sur I’hétérogénéité de la structure

Pour tester I'influence du conditionnement sur la vitesse de convergence de 1’algo-
rithme, nous considérons I’exemple d’une grille composée de deux matériaux comme
le montre la figure (2.15) de coefficients d’Young tres différents, E1 = 200000M pa
et E2 = 200Mpa. L’idée de ce test est que si la vitesse de convergence de l'al-
gorithme change pour le matériau hétérogéne, c’est que le ”préconditionneur” C
gouverne la vitesse de convergence de l’algorithme. Par contre si ’ordre de conver-
gence reste le méme ou change trés peu, cela veut dire que ’algorithme proposé avec
préconditionnement diagonal fonctionne aussi bien pour un matériau homogene que
pour un matériau tres hétérogene.

Sur le tableau (2.14), nous reportons ’ordre de troncature nécessaire a la conver-
gence de I’algorithme, pour les deux types de matériaux.

Cette étude nous permet d’établir que dans le cas d’un préconditionneur diagonal,

Phétérogénéité de la structure n’a aucune influence sur la vitesse de convergence de
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El|El|E2| B2

El E2
Maillage El| E1 | E2| E2
~ E2 | E2| E1| El

E2 El
E2 | E2| E1| El

F1G. 2.15: Maillage de la plaque avec deux matériaux différents

Cy= ki” Ordre de convergence de l'algorithme proposé
Matériau homogene | Matériau hétérogene
Grille grossiére : 2178d.d.1
Grille fine : 8450 d.d.1 30 31
Grille grossiere : 8450d.d.
Grille fine : 33282 d.d.1 30 31
Grille grossiére : 33282d.d.1
Grille fine : 132098 d.d.1 30 31

TAB. 2.14: Ordre de convergence obtenu pour les matériaux homogene et hétérogene

lalgorithme : ordre 30 pour le matériau homogene et 1’ordre 31 pour le matériau
hétérogéne. En d’autres termes, I’algorithme & 2-grilles fonctionne aussi bien pour un

matériau homogéne que pour un matériau hétérogéne.

2.7.2 Test sur les seconds membres

Pour tester I'influence des seconds membres sur la convergence de 1’algorithme pro-
posé, nous considérons I’exemple d’une plaque dont les caractéristiques géométriques
et mécaniques sont données sur la figure (2.16). La plaque est encastrée en deux points
et chargée de 'autre par deux forces de méme module.

Les tableaux (2.15) et (2.16) indiquent ’ordre de troncature nécessaire & la con-
vergence de l’algorithme proposé, le résidu utilisant les approximants de Padé et le
résidu utilisant ’approximation polynomiale (série).

Ces valeurs ont été obtenues sur la plaque de la figure (2.16) pour deux exemples :
pour le premier, le nombre de degrés de liberté de la grille grossiere est de 6402d.d.1,

celui de la grille fine est 25090d.d.l. Dans le deuxieme exemple la grille grossiere est
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AF=10N

E=2e5 Mpa A
v=0.3
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-
L=10mm

FiG. 2.16: Exemple de la plaque soumise au chargement F

de 25090d.d.l et celle de la grille fine est de 99570d.d.l. La convergence de l’algorithme
est obtenue lorsqu’une réduction de 107!% de la norme du résidu Padé sur la grille
fine est obtenue.

Remarquons que la vitesse de convergence de l’algorithme est indépendante du
pas de discrétisation du maillage : I'ordre de convergence est égale & 51 pour les
deux exemples étudiés. Ces résultats montrent que les seconds membres influencent

relativement peu sur la vitesse de convergence de I'algorithme.

Ordre | 3 10 20 30 40 50 51
Padé¢/F | 1.57 | 2.8610~* | 1.1910~* | 5.8810~" | 7.910~° | 1.3610° | 7.0410~1°
Série/F | 9.56 | 10.05 27.18 85.66 | 282.7 | 955.7 1080.6

TAB. 2.15: Résidus obtenus pour différents ordres de troncature : Exemple 1

Ordre 3 10 20 30 40 30 51
Padé/F | 1.57 | 2.871072 | 1.1910~* | 5.8910~7 | 9.76107° | 1.00107° | 8.84~1°
Série/F | 9.55 9.98 26.81 83.99 275.47 925.75 | 1046.03

TAB. 2.16: Résidus obtenus pour différents ordres de troncature : Exemple 2

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, un nouveau type d’algorithme a 2-grilles a été proposé. Celui-
ci est basé sur 'association d’une transformation d’homotopie, d’une technique de

perturbation et des approximants de Padé.
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Nous avons montré sur plusieurs exemples que cette nouvelle méthode converge
rapidement méme s’il y a une grande différence entre la grille grossiére et la grille
fine. Sur ces exemples nous avons pu voir que cette nouvelle classe d’algorithmes &
2-grilles est beaucoup plus efficace que les méthodes itératives classiques ou que les
algorithmes & 2-grilles classiques, pour les problémes avec un grand nombre de degrés
de liberté.

Ainsi le couplage d'une approche multigrille et des techniques de perturbation,
qui & notre connaissance n’a jamais été présenté dans la littérature, est prometteur
au vu des résultats obtenus.

Par rapport aux approches bi-grilles classiques, notre contribution est I'introduc-
tion d’un solveur d’ordre élevé (série + Padé), qui améliore leur efficacité. En parti-
culier, nous avons montré qu’avec cette nouvelle méthode, on peut se permettre une
plus grande différence entre deux grilles successives, et que les résultats obtenus sont
meilleurs avec un nombre de divisions N =3 ou N =4 qu’avec N = 2.

Nous avons également montré que ces nouvelles techniques étaient efficaces lorsque
I’on utilisait les approximants de Padé. Les résultats numériques ont également montré
que, comme pour les méthodes multigrilles classiques, la vitesse de convergence des
algorithmes proposés était independante du pas de discréritisation de maillage.

Néanmoins, la méthode présentée dans ce chapitre reste relativement rustique.
Pour étre vraiment compétitive, elle devrait étre améliorée sur plusieurs points : prise
en compte de plusieurs niveaux de grilles, ou de maillages non-structurés, utilisation
de préconditionneurs plus performants : dans le chapitre suivant, nous allons nous

intéresser aux deux derniers points.
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CHAPITRE 3

Méthode multigrille d’ordre élevé
avec divers préconditionneurs

3.1 Introduction

On a montré au chapitre précédent I'intérét d’une technique de résolution d’ordre
élevé, associant homotopie, calcul de série et approximants de Padé.

Par rapport a la technique multigrille classique avec le méme préconditionneur
diagonal, les performances sont meilleures, avec un rapport en temps CPU de ’ordre
de deux dans les cas & grand nombre de degrés de liberté. En particulier, le nouvel
algorithme ne nécessite qu'une opération de lissage sur la grille fine (au lieu de 3 ou
4), il converge bien et il est méme plus rapide avec une grille grossiére plus petite
qu’habituellement (N = 3 ou 4). De plus, il ne fait pas apparaitre de paramétre &
ajuster comme le parameétre de sur-relaxation w pour les méthodes classiques. Mais
dans les méthodes multigrilles classiques, on utilise souvent d’autres techniques de
préconditionnement sur la grille fine, que la méthode de Jacobi.

Dans ce chapitre nous cherchons a coupler d’autres préconditionneurs avec une
résolution par homotopie-calcul de série-approximants de Padé. En particulier nous
nous intéresserons a la factorisation incompléte de Cholesky de niveau 0, notée 1C(0),
qui a beaucoup d’avantages : la mémoire nécessaire reste faible, de méme que le coiit
de calcul, puisque la matrice factorisée est aussi creuse que la matrice initiale. La

difficulté pour introduire de tels préconditionneurs est que la décomposition en un
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probléme grossier (équation 2.6) est un probléme sur ”les noeuds locaux”, (I’équation
2.7) n’est pas compatible avec le préconditionneur IC(0), qui couple les noeuds locaux
et les noeuds grossiers. L’idée est alors d’écrire deux fois le probléme grossier (2.6), en
introduisant un multiplicateur de Lagrange, puis de définir une nouvelle homotopie
a partir du probléme ainsi modifié.

On présentera également une technique simple pour résoudre les cas de maillages

non structurés, ce qui est tres intéressant pour les problémes 4 géometrie complexes.

3.2 Une nouvelle classe de méthode multigrille d’or-
dre élevé

Dans le chapitre précédent, nous avions décomposé le probléme k.g = f en un
probléme sur la grille grossiére et un probléme sur les noeuds locaux.

Ici, nous cherchons & réécrire le probléme sous la forme d’une équation sur la grille
grossiére, d’une seconde sur toute la grille fine (et non sur les seuls noeuds locaux)
et d’'une équation de liaison entre les deux. Ainsi, nous doublerons I’équation sur
la grille grossiere, en introduisant un multiplicateur de Lagrange. Ensuite diverses
transformations d’homotopies permettront de définir des techniques de résolution

d’ordre élevé.

3.2.1 Une technique pour doubler une équation linéaire

Dans un but pédagogique, nous présentons d’abord la technique de doublement
d’une équation par multiplicateur de Lagrange, dans le cas d’une équation linéaire

dans R"™, ou k est une matrice définie positive :
ku=f (3.1)

Au lieu de 'inconnue u € R"™, on introduit deux inconnues u, v € R™ qui seront reliées
) b

par la condition de liaison u = v. Associant un multiplicateur A € R" & cette liaison
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u = v, nous pouvons réécrire le systéme (3.1) sous la forme :
du.(ku— f)+dv.(kv—f)—dA(u—v)] =0 Vdu,dv,é\ € R" (3.2)

ce qui est équivalent au systéme suivant :

ku—X =f (a)
kv+d =f (b) (3.3)
v—v =0 ()

Notons que les équations (3.3-a) et (3.3-b) impliquent :

k(u+v) =2f (a)
(3.4)
k(u—v) =2A ()

Les équations (3.4) montrent que la solution (u,v, A) de (3.3) vérifie les relations

suivantes :
u=v=k"1f et A=0 (3.5)

Le systéme doublé (3.3) est donc équivalent au systéme initial (3.1). Ensuite on
modifie I’équation v — v = 0 du systéme (3.3) par une sorte de pénalisation de la

manieére suivante :
C.(u—v)=—-\ (3.6)

ol C est une matrice. Le nouveau systéme (3.3) se réécrit alors sous la forme :

ku—X =f (a)
kv+Xd =f () (3.7)
C(u—v) =-A (c)

ou on a remplacé I’équation u — v = 0 par ’équation de pseudo-pénalisation (3.6).
Nous pouvons montrer que (3.7) reste en général équivalente & (3.1). En effet, si on

additionne les équations (3.4-b) et (3.6), on obtient I’équation suivante :

k(u—v)+2C(u—v)=0 (3.8)
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ce qui implique :
(k+2C).(u—v)=0 (3.9)

Si C est une matrice positive, alors k 4+ 2C D’est aussi et on a alors : u = v = k™1 f
et A = 0. Donc le changement de 1’équation (3.3-¢) en (3.7-¢) n’a pas modifié la
solution du probléme, c’est pourquoi nous parlerons de pseudo-pénalisation. Si par
exemple C' = ak, ot « est un réel quelconque, les équations (3.3-a), (3.3-b) et (3.6)

se réécrivent, apres élimination du multiplicateur de Lagrange, sous la forme :

{ (1-a)ku+okv =f

aku+(1—a)kv =f (3.10)

Ce systéme admet une solution unique si et seulement si la matrice (3.11) est in-

versible, c’est-a-dire si a # 1/2.

[(1 ak " (1 .a§k>k] (3.11)

Pour la suite, on retiendra que la matrice de pseudo - pénalisation ne doit pas
étre trop grande. C’est une technique analogue que I'on va adopter pour résoudre un

probléme d’élasticité linéaire dans le cas d’une méthode multigrille.

3.2.2 Introduction d’un systéme augmenté doublant ’équation
sur la grille grossiere
Dans cette section on propose une nouvelle technique & deux grilles pour résoudre

le systeéme linéaire suivant :

kq=f (3.12)

ou k représente la matrice de rigidité d’une structure discrétisée par élément finis
et g est le vecteur déplacement des noeuds de la structure soumise au chargement
extérieur f.

Pour cela, on considére deux grilles : une grille fine correspondant a la discrétisation

du probléme (3.12) notée Qp, avec n degrés de liberté et une grille grossiére notée 2y
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avec N degrés de liberté (N < n). L’inconnue sur la grille grossiére sera notée @ € RY
et elle sera supposée indépendante de g. Les informations entre les deux grilles sont
transmises par deux opérateurs de passage :

1. L’opérateur de prolongement P : RY — R", comme aux chapitres précédents,
qui en pratique sera défini par interpolation linéaire.

2. L’opérateur de restriction sur le maillage grossier, S : R* — RN,

Si on décompose 'inconnue g en une inconnue sur les noeuds globaux g, et une

inconnue sur les noeuds locaux ¢; :

q= { Z-‘l’ } (3.13)

alors I'opérateur de restriction S se définit & partir de l'identité Iy dans RY par :
S =[Iy,0] (3.14)
Cet opérateur permet de définir la liaison entre les deux inconnues @ et g :
Sq—Q=0 (3.15)

Comme au paragraphe précédent, on relaxe cette condition en introduisant un mul-
tiplicateur de Lagrange A € RY et on écrit un principe variationnel & trois inconnues

(@,q,A) € (RN x R* x RM) :

§(P.Q).(k.q— f) +6q.(k.g—f)+{A(S.q—-Q)} =0 (3.16)

soit le systéme augmenté suivant dans (RY x R™ x RV) :
tP(kgq—f)—A =0 (a
kq+t S.A .y (b
Sq—-Q =0 c)

On notera que le systéme augmenté (3.17) est équivalent & 1'équation de départ (3.12)

e S’

(3.17)

~—~

pourvu que l'opérateur de prolongement laisse invariant les d.d.1 de la grille grossiere,
ce qui implique {P.tS = I". En effet, appliquant la réduction *P & (3.17-b), on en

déduit ’équation suivante :

tP.(kq—f)+A=0 (3.18)
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qui aprés combinaison avec I’équation (3.17-a), implique A = 0 et (3.12).

Le systéme augmenté (3.17) est ensuite modifié de deux maniéres. Premierement,
on introduit dans ’équation de liaison (3.17-c) une pseudo-pénalisation associée a
une matrice carrée C dans R". Ensuite, au lieu des variables q et @), on utilisera de

préférence @ € RV et la correction définie par :
v=q—PQ (3.19)

Cela conduit au systéme suivant :

KQ+tPkv—-A =F
kE(PQ+v)+'SA =f (3.20)
C.(Sq—-Q) =A

ol on a introduit la matrice réduite K et le vecteur réduit F' :

{ K =t Pk.P (3.21)

F=tPf
3.2.3 Homotopie et technique de perturbation

Comme dans l'algorithme précédent, cette nouvelle technique & deux grilles utilis-
era une méthode directe (méthode de Crout) pour résoudre le probléme posé sur la
grille grossiére (contenant beaucoup moins de degrés de liberté que la grille fine), et la
technique d’homotopie pour résoudre la deuxiéme et la troisieme équation du systeme
(3.20). Cela consiste & introduire un probléeme artificiel dépendant d’un paramétre
0 < £ €1 de la manieére suivante :

eC.(Sq—Q)=A
(1—-¢e)k*v+elkg— fl+'SA=0

(3.22)
ou k* est un opérateur arbitraire, c’est l'interét de cette technique de pouvoir met-
tre un opérateur quelconque, ot donc la séparation des variables g, et ¢ n’est plus
automatique.

Finalement, le probléme initial & résoudre (3.12) est équivalent au probléme suiv-

ant :
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eC.(S.q— Q) = A

KQ+ Pkv—A=F
(1-e)k*v+elkg— fl+1SA=0
g=v+ PQ

(3.23)

Comme dans le chapitre précédent, on utilisera la technique de perturbation pour
résoudre le syséme (3.23). On cherche une représentation paramétrique des vecteurs
inconnus v, @, ¢ et A sous la forme d’un développement en séries entieres tronquées

3 'ordre I par rapport au parametre € :

q= Z e'q(%) (3.24)

Q=2 Q0 (3.25)

A=) () (3.26)
I .

v= Ze’v(i) (3.27)

En injectant ces expressions dans (3.23), et aprés identification terme a terme suivant

les puissances de ¢, on obtient une succession de problémes & résoudre :

A Yordre 0 :
A(0) =0
KQ0) =F
q(0) = P.Q(0)
A Yordre 1:
Q(U( |z C’[[;f'q((o)) - fc]z(o)] =0
*o(l = —|k.q(0) —
K.QQ1) = —thc.vu) (3.29)
q(l)  =wv(1)+PQ(1)
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A Yordre 2:

A2)  =C[Sq(1)-Q(O)
k*v(2) =k*v(l) —k.q(l) -t P.A(2)

KQ(2) =—'Pko(2)+A(2) (3-30)
q(2) =(2) + P.Q(2)
A l’ordre : > 2:
AG) =C[Sq(i-1)-Q(i—1)]
o) = (ali-1)— Pgli-1) - ()M kali- D HSAG] o
K.Q() =—'Pko(i)+A%) :

qi)  =0()+PQ)

On remarque que tous ces problémes ont la méme matrice, donc une seule trian-
gul‘ation est nécessaire, et puisque cette matrice correspond & celle de la matrice de
rigidité de la grille grossiére, sa décomposition ne devrait pas nécessiter un temps de
calcul conséquent.

A D'ordre 0, on retrouve le méme probléme que celui de I'algorithme 1, on démarre
ainsi les calculs sur la grille grossiére avec une bonne initialisation de la solution,
puisqu’on effectue une résolution exacte sur cette grille.

Intuitivement, on anticipe un gain en efficacité par rapport au premier algorithme,
la réduction du coiit de l’itération étant due au début du processus, au faible nombre
de degrés de liberté de la grille grossiére (nombre de division N plus grand), et &
chaque ordre, au fait qu’on dispose d’un trés bon préconditionneur sur la grille fine
(choix de la matrice k*).

En ce qui concerne la programmation de cet algorithme, il existe une petite
différence par rapport a lalgorithme 1 : la construction de ’opérateur de restriction

S est trés simple & programmer avec le rangement suivant :

g= { ‘f]-‘l’ } (3.32)

On introduit les composantes de A sur les équations globales, et on met O sur les lignes
locales. En plus il n’est plus utile de stocker & la fois ¢(¢) et v(¢). Il suffit de stocker g(%)
et de calculer v() par : v(i) = q(i) — P.Q(3), puisque le calcul du prolongement P.Q(%)
est trés rapide (stockage morse de P). Les seuls calculs potentiellement coliteux dans

cet algorithme sont donc (voir algorithme) :
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- Triangulation de k*
- Triangulation de K et la montée descente, si {)y est assez fin

- Les deux produits matrices-vecteurs : k.q(i) et k.v(7)

3.3 Applications et résultats numériques

3.3.1 Introduction

L’objectif de ce paragraphe est de présenter quelques exemples pour valider cette
nouvelle technique & deux grilles. Les mémes tests que dans le chapitre précédent
seront étudiés. Nous considérons le méme exemple : la plaque encastrée en deux coins
et soumise & un chargement f de lautre c6té, les caractéristiques géométriques et
mécaniques sont les mémes(voir chapitre 3).

Dans tous les tests effectués, la matrice de rigidité de la grille grossiere est stockée
sous forme d’un stockage frofil, celle de la grille fine ainsi que I'opérateur de prolonge-
ment seront stockés sous forme morse.

Ensuite une étude détaillée sur les temps de calcul des différentes étapes de 1’al-
gorithme sera présentée. L’efficacité de 1’algorithme & deux grilles proposé est évaluée
en comparant les temps de calcul avec celle de la méthode & deux grilles classique et
la méthode du gradient conjugué préconditionné.

Enfin, nous discuterons d’autres variantes de cette méthode pour des maillages
non-structurés, nous verrons que les tests menés sur des exemples mécaniques a mail-

lage non-structuré conduisent a des conclusions identiques.

3.3.2 Applications de la nouvelle technique a deux grilles
avec préconditionnement incomplet de Cholesky

Dans cette partie, on propose de montrer l'efficacité de 1'algorithme a deux grilles

avec préconditionnement incomplet de Cholesky de niveau 0 sur les tests présentés

précédement dans le tableau (3.1). Pour cela, on donne pour les cinqg tests ’ordre de

convergence obtenu et le résidu Padé correspondant.
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On rappelle que pour les 3 premiers tests, le nombre de division N vaut 2. Les

tests 3 et 4 correspondent a N = 3.

Grille grossiere  Grille fine Rapport

Test1 2178 8450 3.88
Test2 8450 33282 3.93
Test3 33282 132098 3.99
Test4 1568 13448 8.57
Testd 13448 119072 8.85

TAB. 3.1: Nombre de d.d.l pour les cings exemples étudiés

Le tableau (3.2) indique l'ordre de convergence de I'algorithme 2, nécessaire pour
avoir un résidu inférieur & 1071%. La solution retenue est celle utilisant les approx-
imants de Padé, et le préconditionneur k* choisi est la factorisation incompléte de
Cholesky de niveau 0 : 1C(0).

Comme dans le chapitre précédent, on observe une indépendance de la vitesse de
convergence de ’algorithme 2 effectuée sur les trois premiers maillages dont le nombre
de division est N = 2 (ordre de convergence est égale & 12 pour les tests 1, 2 et 3).
Pour les autres maillages (tests 4 et 5) ot N = 3, 'orde de convergence est égal a
14. Ce résultat permet d’en déduire 'indépendance de maillage pour ’algorithme &
2-grilles proposé.

Le tableau (3.2) montre aussi une nette diminution de ’ordre de convergence de
’algorithme & 2-grilles grace a 'utilisation de la factorisation incompléte de Cholesky
niveau 0 : ’ordre 12 au lieu de 30 pour les tests 1,2 et 3, et ’ordre 14 pour les tests

4 et 5 au lieu de 60.

Tests Test1 test2 Test3 Test4 Testb
Ordre de convergence 12 12 12 14 14
Résidu Padé 1.41071 [ 0.91071° [ 2.710°19 | 4.21071° | 2.31071°

TAB. 3.2: Ordre de convergence du nouveau algorithme et le résidu Padé correspon-
dant.

Le résultat le plus marquant de ces tests est le trés faible ordre de troncature de

convergence { ordres 12 et 14), méme avec la plus grande différence entre les deux
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grilles (N = 3).

Le changement de préconditionneur augmente I'efficacité de I'algorithme et devrait
permettre des écarts importants entre deux niveaux de grilles.

Sur la figure (3.1), on représente le logarithme décimal de la norme du vecteur
résidu utilisant les approximants de Padé en fonction de I’ordre de troncature I pour
les tests 3 et 5. Les autres tests donnent des résultats similaires.

Ces courbes montrent que la convergence de la nouvelle technique avec préconditionnement
incomplet de Cholesky de niveau 0 est presque linéaire en fonction des ordres de tron-
cature.

Notons que nous nous sommes limités seulement au niveau 0. En effet, il est certain
que pour avoir un minimum d’itérations, il faudrait augmenter le niveau de remplis-
sage. Mais dans ce cas, le nombre de termes stockés augmente sensiblement surtout
si nous traitons des problémes & grand nombre de degrés de liberté. En pratique, le

meilleur compromis se trouve pour le niveau 0.

Test §' ==
‘Test 3 =—

Log10 Residu

12 ) L .
6 8 10 12 14 16
Ordre de troncature

F1G. 3.1: Logarithme décimal du vecteur résidu (Padé) en fonction de I'ordre I pour
les tests 3 et 5

3.3.3 Etude détaillée du temps CPU de ’algorithme

L’objectif de cette étude est de présenter en détail les temps CPU de chaque étape
de Dalgorithme. La différence par rapport au premier algorithme se situe au niveau

du préconditionneur.
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Avec cette nouvelle technique, on construit la matrice de préconditionnement
k*, cette matrice a une structure triangulaire inférieure (ou supérieure), puis une
résolution incompléte par montée/descente est effectuée pour calculer la correction a
la solution. Donc par rapport au premier algorithme, il y a en plus la construction de la
matrice de préconditionnement incompléte de Cholesky et une résolution incomplete

par montée/descente.

test 1 test 2 test3 test4d testd

Ordre 0

Construction de K, grille grossiére 0.29 1.15 5.27 0.17 2
Triangulation de K 0.36 8.22 155.23 0.19 23.72
Temps de résolution par K 0.03 0.29 2.31 0.02 0.59
Multiplication par P : P.g,(0) 0.01 0.05 0.23 0.02 0.21
Calcul du résidu 0.03 0.09 0.37 0.15 0.32
Temps de la triangulation incomplete 0.09 037 1.5 0.15 1.35
Temps total & 1’ordre 0 0.81 10.17 164.83 0.58 28.19
Ordre i

Temps du produit matrice-vecteur : k.g¢() 0.02 0.09  0.38 0.04 0.32
Temps du produit matrice-vecteur : k.v(é) 0.03  0.09 0.37 0.03 031
Temps de multiplication par P : P.k.v(3) 0.01 0.05 0.21 0.02 0.19
Temps de résolution par K 0.03 0.3 2.32 0.02 0.59
Temps de multiplication par P : P.Q(7) 0.02 0.05 0.23 0.02 0.21
Temps de la montée-descente incomplete 0.03 0.12 0.5 0.05 0.46

Temps total & 'ordre i 0.14 0.7 4.01 0.18 2.08

Total 249 1857 21295 31 5731

TAB. 3.3: Détail du temps CPU en secondes pour les 5 exemples.

Le tableau 3.3 donne le temps CPU en secondes pour chaque étape de ’algorithme
pour les 5 tests. Tout d’abord on donne le temps CPU & 'ordre 0, ce temps comporte
essentiellement la décomposition de la matrice de rigidité de la grille grossiere.

Pour les tests 1 et 2, le temps CPU est presque négligeable par rapport au temps
CPU total de I’algorithme : 14% pour le test 1 et seulement 1% pour le test 4. Par
contre pour les tests 2, 3 et 5 ol le nombre de degrés de liberté est assez grand, ce
temps est trés important comparé avec le temps CPU total de ’algorithme : pour le
test 2, le temps CPU de la décomposition de la matrice de rigidité de la grille grossiere

représente 44% du temps CPU total de l’algorithme, 72% pour le test 3 et 41% pour
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le test 5. Le temps CPU & l'ordre 4, contient essentiellement les temps CPU des deux
produits matrices-vecteurs et la résolution sur la grille gossiere.

Comme nous pouvons le constater dans le tableau 3.3, le temps CPU des deux
produits matrices-vecteurs utilisant la grille fine et 1’opérateur de prolongement est
négligeable en comparaison avec le temps CPU total de 'algorithme. Ceci est essen-
tiellement di au stockage morse de ces opérateurs.

A noter que le temps CPU pour la résolution et la triangulation incompléte de
Cholesky qui est négligeable pour ces tests, peut devenir important si on traite des
exemples a grand nombre de degrés de liberté.

Le seul temps qui reste trés coliteux dans cet algorithme est la décomposition
de la matrice de rigidité de la grille grossiére calculé a 1’ordre 0 de l’algorithme.
Le seul moyen de diminuer ce temps est d’utiliser des grilles encore plus grossiéres.
Ceci augmentera ’ordre de troncature nécessaire a la convergence sans pour autant
augmenter de fagon conséquente le temps CPU total de 1’algorithme.

En effet le temps CPU correspondant au calcul d’un ordre I (avec I > 0) reste

relativement faible comparé au temps CPU total.

3.3.4 Comparaison avec d’autres méthodes

Le tableau 3.4, montre la propriété caractéristique des méthodes multigrilles, c’est-
a-dire I'indépendance du facteur de convergence par rapport au pas de discrétisation
du maillage : pour les tests 1, 2 et 3, I’ordre de convergence de 1’algorithme proposé
(MBP) est de 12, le nombre de cycles de la méthode classique (MBC) est de 8. Pour
les autres tests, une légére augmentation de 1'ordre de convergence et du nombre de
cycles est observée : & peu prés 14 pour la méthode (MBP) et 10 pour la méthode
(MBC).

A préciser que pour la méthode (MBC), nous avons utilisé comme lisseur la
méthode du gradient conjugué préconditionné avec une décomposition incompléte

de Cholesky de niveau 0. Trois itérations de lissage sont effectuées. Nous avons choisi
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ce type de lisseur dans le but d’avoir une certaine homogénéité dans le choix des
préconditionneurs pour les trois méthodes présentées et comparées dans ce chapitre.

On notera que la méthode classique MBC demande moins d’itérations que la
méthode proposée (MBP), contrairemant & ce qui a été observé au chapitre précédent.
Du c6té de la méthode proposée (MBP), I’amélioration est due & I’efficacité du solveur
homotopie - série - Padé. Du coté de la méthode classique (MBC), la vitesse de
convergence est accrue d’une part par les trois opérations de lissage, d’autre part par
la résolution par la méthode du gradient conjugué, qui implique un line-search et une
condition d’orthogonalité des directions de descente. Ces deux ingrédients (lissage,
gradient conjugué) n’ont pas été introduits dans notre algorithme (MBP) : c’est ce
qui explique que 'ordre de la méthode MBP soit supérieur au nombre de cycles dans
la méthode classique.

Dans le cas de la méthode du gradient conjugué préconditionné par la factorisation
incompléte de Cholesky, on remarque que le nombre d’itérations augmente avec la
taille du probléme. Cette derniére remarque montre encore une fois que les méthodes

multigrilles présentent un avantage par rapport a la méthode du gradient conjugusé.

MBP MBC GCPIC
Ordre I Nombre de cycles IT
test 1 12 8 136
test 2 12 8 274
test 3 12 8 554
test 4 14 10 169
test 5 14 10 512

TAB. 3.4: Ordre de convergence et nombre d’itérations des différents méthodes
utilisées. MBP : algorithme proposé & deux grilles, résolution asymptotique,
préconditionneur IC(0). MBC : algorithme & deux grilles classique, résolution
itérative, lissage par le gradient conjugué couplé avec IC(0) avec 3 itérations de
lissage, GCPIC : gradient conjugué préonditionné couplé avec IC(0), résolution
itérative.

Le tableau 3.5 présente le temps de calcul nécessaire pour obtenir la solution sur
la grille fine soit par I’algorithme & deux grilles proposé (MBP), soit par la méthode

a 2-grilles classique (MBC), soit par la méthode du gradient conjugué préconditionné
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(GCPIC).

Nous observons sur ces résultats numériques que les méthodes & 2-grilles (algo-
rithme proposé et la méthode classique) sont trés compétitives en terme de temps
CPU. En effet le temps CPU des opérateurs de prolongement et de restriction ainsi
que le temps de résolution et décomposition des matrices est le méme dans chacune
des deux méthodes, la seule différence est due au temps de calcul des opérations
matrices-vecteurs des deux méthodes.

Remarquons qu’avec trois itérations de lissage (plus un calcul du résidu) et pour
N = 3, on obtient 40 produits matrices-vecteurs pour ’algorithme classique MBC. 42
produits matrices-vecteurs sont obtenus dans le cas de 'algorithme proposé (MBP) (2
produits matrices-vecteurs et un calcul du résidu). A ce niveau, les deux algorithmes
MBP et MBC sont comparables, ce qu’on verifie en termes de temps CPU total, voir
le tableau (3.5).

La méthode du gradient conjugué préconditionné est inefficace en terme de temps
CPU par rapport aux autres méthodes de résolution. En effet le temps CPU de la
méthode du gradient conjugué est environ 2 & 3 fois supérieur & celui des temps CPU

des autres méthodes, pour N = 2 et 8 fois pour N = 3.

MBP MBC GCPIC

CPU CPU CPU
test 1 2.49 2.5 7.1
test 2 18.57 18.62 64.3
test 3 213 208.27 541.1
test 4 3 4.03 16
test 5 57.31 65 462.4

TAB. 3.5: Comparaison du temps CPU en secondes des différentes méthodes utilisées.

3.3.5 Tests sur 'influence de la matrice C sur la vitesse de
convergence de ’algorithme

L’objectif de ce test est de voir 'influence de la matrice C' introduite dans 1’algo-

rithme & deux grilles sur sa vitesse de convergence.
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Nous avons vu précédement que k+2C # 0, ce qui implique un choix évident pour
la matrice C. Dans ce test on a choisi C = aK ou K représente la partie diagonale de
la matrice de rigidité de la grille grossiére (on peut prendre aussi pour K la totalité
de la matrice de rigidité de la grille grossiére ou tout simplement une constante pour
la matrice C). |

Le probléeme étudié est le test 1 présenté dans le tableau (2.3) : le nombre de

degrés de liberté de la grille grossiére est de 2178d.d.l, celle de la grille fine est 8450

d.d.l
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FIG. 3.2: Logarithme décimal de la norme du vecteur résidu en fonction de ’ordre de
troncature pour différentes valeurs de «, test 1 préconditionneur diagonal, N=2
, grille grossiére : 2178 d.d.], grille fine : 8450 d.d.1

La figure (3.2) représente I’évolution du vecteur résidu (Padé) en fonction de I'or-
dre de troncature de l'algorithme pour différentes valeurs du paramétre a. Nous re-
marquons que pour des petites valeurs de a, la convergence de 1’algorithme est rapide.
Quand la valeur de a augmente, la solution se dégrade rapidement et I’algorithme
ne converge pas. Toutes les valeurs de o comprises entre 1071° et 1072°, permettent
une bonne convergence de l’algorithme. A noter cependant que pour des plus grandes

valeurs de ¢, la figure (3.3) montre que ’algorithme converge également, lorsque I'on
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o= 10e+2
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Fig. 3.3: Algorithme & deux grilles itératif, logarithme décimal de la norme du
vecteur résidu en fonction de 1’ordre de troncature pour différentes valeurs de a, test
1 préconditionneur diagonal, N=2, grille grossiére : 2178 d.d.], grille fine : 8450
d.d.l
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FIG. 3.4: Logarithme décimal de la norme du vecteur résidu en fonction de 1’ordre de
troncature pour différentes valeurs de «, test 1 ( préconditionneur incomplet de
Cholesky niveau 0, N=2, grille grossiére : 2178 d.d.l, grille fine : 8450 d.d.l)

utilise un processus itératif comme celui défini au chapitre précédent. Pour des valeurs
de « trés grandes (o = 10?), l’algorithme proposé ne converge plus, méme en utilisant
un algorithme itératif.

Les figures (3.4), (3.5) et (3.6) représentent 1’évolution du vecteur résidu Padé en
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FIG. 3.5: Logarithme décimal de la norme du vecteur résidu en fonction de 1’ordre de
troncature pour difffentes valeurs de a, test 1 (préconditionneur incomplet de
Cholesky niveau 0, N=3, grille grossiére : 2178 d.d.1, grille fine : 18818 d.d.l)
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F1G. 3.6: Logarithme décimal de la norme du vecteur résidu en fonction de 1’ordre de
troncature pour différentes valeurs de «, test 1 (préconditionneur incomplet de
Cholesky niveau 0, N=4, grille grossiere : 2178 d.d.l, grille fine : 33282 d.d.])

fonction de ’ordre de troncature pour N = 2, N = 3 et N = 4, et pour différentes
valeurs de a. Le préconditionnement utilisé est la factorisation incompléte de Cholesky
de niveau 0.

On remarque que lorsque N augmente, l'ordre de convergence de l'algorithme

augmente naturellement mais le méme comportement de la convergence est observé.

Concernant la valeur du parameétre «, il semble d’apres les tests présentés ici,
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CHAPITRE 3. Méthode multigrille d’ordre élevé avec divers préconditionneurs

qu’une valeur de o comprise entre 1071 et 10~2° conduit & une bonne convergence
de ’algorithme et ceci quelle que soit la valeur de N et le type de préconditionneur

choisi. Dans la suite, on prendra a = 107°,

3.3.6 Tests sur ’influence de la grille grossiere

Le but des tests suivants est de voir 'influence du choix de la grille grossiere
sur la vitesse de convergence de l'algorithme. Le préconditionnement étudié est la
factorisation incomplete de Cholesky.

Pour ces tests, on a fixé le nombre des noeuds de la grille fine & 126 * 126 noeuds,
soit 65522d.d.1, de telle sorte qu ’on puisse utiliser plusieurs grilles grossieres. Pour ces
tests on a pris I’exemple du chapitre précédent : la plaque encastrée des deux cotés
et soumise & un chargement ponctuel f de lautre, avec les mémes caractéristiques
mécaniques.

Les tableaux 3.6 et 3.7 donnent le détail du temps CPU des différentes étapes de
'algorithme, ’évolution de I’ordre de convergence en fonction de N et le temps CPU
total pour chaque valeur de N. Les grilles grossiéres dépendent du nombre de division
N, on obtient des grilles de plus en plus grossiéres quand N augmente.

On observe sur ces tableaux que les temps CPU donnés par les étapes utilisant
la grille fine ainsi que les opérations impliquant I'opérateur de prolongement P, ne
changent pratiquement pas puisque le nombre de degrés de liberté de la grille fine est
fixée & 65522d.d.1.

Les seules temps succeptibles de changer quand la valeur de N varie sont les
temps de résolution impliquant la grille grossiére, c’est-a-dire la décomposition, la
construction et le temps de résolution sur cette grille.

Les tableaux (3.6) et (3.7) montrent que l’augmentation du parameétre N (c’est-
-dire la diminution du nombre de d.d.l de la grille grossiére) conduit & une augmen-
tation de I’ordre de convergence de 1’algorithme (12 pour N = 2, 22 pour N =6 et
156 pour N = 18).
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Toute fois cette augmentation de I’ordre de convergence ne se traduit pas nécessairement

par une augmentation du temps CPU de ’algorithme. En effet I’algorithme demande
un temps equivalent pour N = 2 et pour N = 12, soit environ 60(s) (tableaux 3.6
et 3.7), alors que 'ordre de convergence pour ces deux valeurs de N est respective-
ment de 12 et 71. Cette égalité du temps CPU, s’explique par le temps nécessaire au
traitement de la matrice de la grille grossiére, qui est relativement élevé pour N = 2

(environ 60% de l’algorithme) et trés faible pour N = 12.

| [N=2 | N=3 | N=4 | N=5 | N=6 |

[ Ordre de convergence | 12 | 14 | 17 | 20 | 22 |

Ordre 0

Construction de K, grille grossiére 237 | 1.01 | 0.59 | 0.39 | 0.23
Décomposition de K 35.71 | 6.62 | 1.22 | 0.56 0.3
Temps de résolution 082 | 0.24 | 0.11 | 0.05 | 0.02
Temps de multiplication par P : P.g,(0) 0.1 0.1 | 008 | 0.11 | 0.1
Calcul du résidu 0.18 | 0.18 | 0.19 | 0.19 | 0.19
Temps de la triangulation incompléte 0.82 | 0.82 | 0.82 | 0.83 | 0.33
Temps total & 'ordre 0 40 8.97 | 3.01 | 2.13 | 1.67
Ordre i

Temps du produit matrice-vecteur :k.¢(z) | 0.18 | 0.18 | 0.18 | 0.18 | 0.19
Temps du produit matrice-vecteur :k.v(s) | 0.18 | 0.18 | 0.18 | 0.18 | 0.19
Temps de multiplication par P :P.k.v(%) 011 | 0.1 | 0.11 | 0.11 | 0.1
Temps de résolution 0.82 | 0.24 | 0.1 0.05 | 0.03
Temps de multiplication par P : P.Q(7) 0.11 | 0.1 | 0.11 | 0.11 | 0.1
Temps de la montée/Descente incompléte | 0.24 | 0.25 | 0.25 | 0.25 | 0.22
[ Temps total & lordre ¢ | 064 | 1.05 | 0.93 | 0.88 | 0.83 |

| Total | 59.7 ]23.67]18.82 | 19.73 | 19.93 |

TAB. 3.6: Détail du temps CPU en secondes pour différentes valeurs du
nombre de division N

Cette observation demeure valable pour des valeurs de N comprises entre 2 et
6. Pour N = 9 et 10, on observe une augmentation significatrice du temps CPU
du traitement de la matrice de rigidité de la grille grossiére, ce qui entraine une
augmentation du temps CPU total de 1’algorithme. Pour comprendre et expliquer ce
phénomene, nous avons utilisé un algorithme de renumérotation des noeuds de la grille

grossiére (Cuthill-Mac Kee pour plus de détails voir [42]) dans I'objectif de diminuer
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| | N=9 [ N=10 | N=12 | N=15 | N=18 |

| Ordre de convergence | 492 [ 50 | 71 [ 111 [ 156 |

Ordre 0

Construction de K, grille grossiere 0.12 0.1 0.07 | 0.04 | 0.03
Décomposition de K 0.45 | 0.33 | 0.03 | 0.01 0.06
Temps de résolution 0.38 | 0.29 0. 0. 0.06
Temps de multiplication par P :P.q,(0) 0.11 | 0.09 | 0.09 | 0.01 0.1
Calcul du résidu 0.18 1 0.19 | 0.19 | 0.18 | 0.19
Temps de la triangulation incompléte 083 | 0.83 | 0.83 | 085 | 0.84
Temps total & ’ordre 0 2.07 | 1.83 1.21 1.09 | 1.28
Ordre i

Temps du produit matrice-vecteur :k.g(z) | 0.19 | 0.19 | 0.19 | 0.19 | 0.18
Temps du produit matrice-vecteur : k.v(z) | 0.18 | 0.18 | 0.18 | 0.18 | 0.18
Temps de multiplication par P : P.k.v(4) 0.1 0.11 0.1 0.1 0.1

Temps de résolution 0.39 0.3 0.01 0. 0.06
Temps de multiplication par P : P.Q(%) 0.1 0.1 0.1 0.11 0.1
Temps de la montée/descente incompléte | 0.23 | 0.23 | 0.25 | 0.25 | 0.25
| Temps total & 'ordre 3 [ 119 [ 1.11 | 0.83 | 0.83 | 0.87 |
rTotal | 52.05 | 57.33 | 60 [ 93.22 J 137 |

TAB. 3.7: Détail du temps CPU (s) pour différentes valeurs de V

le temps de traitement de la grille grossiére. Les résultats de cette renumérotation sont
donnés dans le tableau (3.8) ou 'on voit clairement que grice a une renumérotation
efficace de la grille grossiére, les temps de traitement des matrices de rigidité grossiere
passent respectivement de 0.38(s) & 0.01(s) pour N =9 et de 0.29(s) & 0.01(s) pour

N = 10. Cette diminution du temps CPU du traitement de la matrice grossiere se

| | Numérotation 1 | Numérotation 2 |

Nombre de division N 9 10 9 10
Ordre de convergence | 42 50 42 50
Temps de résolution 0.38 0.29 0.01 0.01

| Total | 52.05 | 57.33 | 35.7 | 42.5 |

TaB. 3.8: Temps CPU en secondes de la résolution pour les deux types de
numérotations : numérotation 2 est obtenue par ’algorithme de Cuthill-Mac Kee

traduit par une diminution du temps CPU total de I’algorithme (35.7(s) pour N =9,
42.5(s) pour N = 10).

Remarquons aussi que le temps CPU total dépend principalement de la valeur de
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N. Quand N augmente, I'ordre de convergence augmente et le meilleur compromis
en ce qui concerne le temps CPU total est obtenu pour N = 4. Pour N =5 etN = 6,
Palgorithme donne toujours de trés bons résultats. Finalement, notons que quelle que

soit la valeur de N (pour 2 < N < 18), ’algorithme converge toujours.

3.4 Maillage non-structuré : autres variantes

3.4.1 Influence de la distorsion du domaine

D’autres schémas algorithmiques peuvent se déduire de ’algorithme & deux grilles
précédent dans le cas ol le maillage n’est pas structuré (curviligne). Nous avons vu
dans le chapitre précédent, que lorsque le maillage n’est pas structuré, le nombre de
points de Gauss n’est pas le méme dans le calcul de *P.k.P et K. Ces deux matri-
ces sont légérement différentes et pour appliquer d’une maniére exacte l’algorithme
proposé, il faut introduire une autre équation qui tient compte de la différence entre
tP.k.P et K, on corrige ainsi la mauvaise interpolation.

Les tests numériques suivants concernent l’influence de la distorsion du domaine
sur la méthode & deux-grilles proposée. Dans un premier temps, on applique l'algo-
rithme 2 avec multiplicateur de Lagrange dans le cas d’un maillage non-structuré sans
correction de l'interpolation. Dans un deuxieme temps, on donnera d’autres types de
variantes avec correction de l'interpolation.

L’exemple étudié est une plaque encastrée suivant l’axe des abscisses et 1'axe
des ordonnés, est soumise & une pression sur sa face supérieure. Les caractéristiques
mécaniques et géométriques de la plaque sont représentées dans la figure (3.7).

La grille grossieére est composée de 11 x 11 noeuds soit 222d.d.1, elle est maillée par
des éléements quadrangles & quatre noeuds, la grille fine pour V = 2, est composée de
21 x 21 noeuds soit 882d.d.1.

Le maillage fin est obtenu par transformation du maillage grossier sur un carré.
Les coordonnées des noeuds intérieurs du maillage fin sont obtenues par interpolation

des noeuds grossiers.
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FiG. 3.7: Exemple de plaque soumise & un chargement de pression

Les résultats que nous présentons ci-apres ont pour but de tester numériquement
lalgorithme & deux grilles proposé précédemment dans le cas d’un maillage non-
structuré sans correction de 'opérateur de prolongement.

Les figures (3.8) et (3.9) montrent I’évolution du vecteur résidu Padé en fontion
des ordres de troncature pour deux types de préconditionneurs : le préconditionneur
diagonal et la factorisation incompléte de Cholesky de niveau 0.

Nous observons sur ces résultats numériques que sans correction de 'interpola-
tion, I'algorithme ne peut converger quelle que soit le préconditionneur, puisque le
résidu stagne toujours autour de la valeur 10~°. Pour des petites valeurs de 1’ordre de
troncature, le résidu diminue rapidement. Des oscillations sont ensuite observées. Ce
qui s’explique peut étre par le fait que les informations apportées par 'opérateur de
prolongement sont insuffisantes et ne peuvent permettre a I’algorithme de converger.
Une version itérative est ensuite proposée pour améliorer la convergence.

Les figures (3.10) et (3.11) donnent 1’évolution de la norme du résidu Padé en fonc-
tion des ordre de troncature et montrent l'influence de I'utilisation d’une procédure

itérative sur la convergence de ’algorithme.
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Fi1G. 3.8: Logarithme du résidu Padé en fonction des ordres de troncature, paramétre

de précision : € = 10710
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F1G. 3.9: Logarithme du résidu Padé en fonction des ordres de troncature, parametre

de précision : ¢ = 10710

Nous observons sur ces résultats que méme sans correction de l'interpolation,

lalgorithme itératif & 2-grilles converge. La convergence est obtenue dans le cas du

préconditionneur diagonal et dans le cas de la factorisation incompleéte de Cholesky.
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(b) Résultat de Palgorithme itératif :
préconditionneur diagonal pour N = 3,
convergence obtenue & lordre 13 de
la quatriéme itération, 20 ordres fixés,
soit 73 vecteurs

Fi1c. 3.10: Evolution du résidu Padé en fonction des ordres de troncature
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ordres fixés, soit 46 vecteurs

F1G. 3.11: Evolution du résidu Padé en fonction des ordres de troncature
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Pour ce dernier préconditionneur les performances sont meilleures par rapport au
préconditionnement diagonal. Par exemple pour N = 2 et avec un ordre de troncature
égale & 20, algorithme & deux grilles converge & I’ordre 4 de la troisiéme itération
au lieu de la quatriéme itération pour le préconditionnement diagonal. D’autres tests
ont été effectués pour des ordres de troncature fixés a 30 et 40. On obtient les mémes
résultats avec une légére différence pour les ordres de convergence dans le cas ou
I = 40 et méme dans le cas I = 30. Ceci montre tout ’'intérét d’utiliser une procédure
itérative pour améliorer la convergence des algorithmes proposés (si ne on corrige pas
I'interpolation).

Mais méme si cette version itérative permet d’obtenir la convergence de 1’algo-
rithme, ce schéma n’est pas a priviligier car il n’est pas certain que celui-ci converge
toujours. Dans le but d’éviter ce type de probléme, nous proposons d’autres algo-

rithmes qui prennent en compte les difficultés dues au maillage non-structuré.

3.4.2 Solutions proposées

La difficulté de résoudre des probléemes utilisant des maillages non-structurés
provient de la résolution du probléme posé sur la grille grossiére. Par conséquent
pour un maillage non-structuré, on ne trouve pas exactement la matrice de rigidité
de la grille grossiére notée K® qui est déja construite, mais on retrouve la matrice
réduite : K =! P.k.P. Si on veut travailler avec la matrice K®, il faut tenir compte
de la différence entre ces deux matrices. Pour cela on réécrit tout d’abord 1’équation

a résoudre sur la grille grossiére, soit :
tP(kgq—f)—A=0 (3.33)

Ensuite, on modifie cette équation par une transformation d’homotopie. Il y a plusieurs
choix possibles pour 1'utilisation de ’algorithme & deux grilles dans le cas d’un mail-
lage non-structuré. Ce choix concerne principalement la variable a utiliser. Dans la
suite de nos propos, on centrera notre étude sur deux variantes. La premiére sera

notée ”variante 1”7 , elle est trés simple et consiste & utiliser la variable ¢ au lieu de
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P.Q. La transformation d’homotopie correspondante s’écrit de la maniere suivante :
(1-¢)K®.Q+e'Pkg—A=F (3.34)

La deuxiéme sera notée ”variante 2”, elle est plus générale que la premiere et
utilise la matrice réduite K =! P.k.P et la correction v calculée par une factorisation

incompléte de Cholesky :
(1-¢e)K®.Q+¢(Pk.P)Q+'Pgv—-A=F (3.35)

On peut remarquer que si on prend ¢ = 1 dans les relations (3.34) et (3.35), on
retrouve le probléme posé sur la grille grossiére (3.33)

Pour parler d’efficacité numérique, les deux variantes que 1’on vient de décrire vont
étre appliquées dans la cas d’'un maillage non-structuré et ensuite comparées avec le
deuxiéme algorithme avec multiplicateur de Lagrange.

En remplagant I’équation *P.(k.g — f) — A = 0 du probléme (3.23) de I’algorithme
4 2-grilles par les équations modifiées (3.34) et (3.35), on obtient les deux systémes

suivants :

e Pour la premiére variante on a :

eC.(Sq-Q)=A
(1-e)k*v+efkg—fl+'SA=0 (3.36)
(1-e)K®.Q +e'Pkg—A=F '
g=v+ PQ
e Pour la deuxiéme variante on a :

eC.(Sq—Q)=A

1—¢)k*. k.g— tS A=

(1-¢e)k*v+elkg— f]l+ 0 (3.37)

(1-¢e)K®.Q+e(*tPk.P)Q+'Pgv—A=F
g=v+ PQ

En injectant les expressions (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27) dans (3.36) et (3.37), et
aprés identification terme & terme suivant les puissances de €, on obtient les deux

nouvelles variantes & deux grilles pour le maillage non-structuré :
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e Premiére variante

A D’ordre 0 :

A Yordre 1 :

A Yordre 2 :

A Pordrei > 2:

|

A(4)
v(%)
K9
q(?)

Q(%)

|

q(1)

A@) =C[Sq(1) -

k*.v(2)

A(1)
k*w(l) = —[k.q(0) -
{K@.Q(l) — K®.Q(0)

AO) =0
{ Ke00) _F
q(0) = P.Q(0)
— C[5.4(0) - Q(0)] = 0
= —[k.q(0) - f]
—t Pk.q(0)
=v(1) + P.Q(1)
Q(1)]
= k*.v(1) — k.q(1) =* P.A(2)
Pk.q(1) +A(2)

K®.Q(2) =K®.Q(1) -

q(2)

C.[S.q(t—1)—

(g(s —1) -

K®.Q(i—1) -

(AR

(1) + P.Q(7)

e Deuxiéme variante

A Yordre 0 :

A Yordre 1 :

A Yordre 2 :

|

|

a(2)
A Pordre: > 2:

A()

N
RS

q(%)

Q(%)

Qi -1

Pq(i—1)) -

=v(2) + P.Q(2)

)]

(*)~L.[k.q(i — 1) +* S.A(5)]

t Pk.g(i— 1) + A()

{ A(0)
K®.Q() =F
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q(0) = P.Q(0)
A(1) =C.[5.9(0) - Q(0)] =0
k*o(l) = —[k.q(0) - f]
K®.Q(1) = K®.Q(0) — (*P.k.P).Q(0) -t Pk.v(1)
q(1) =v(1) + P.Q(1)
A(2) =C[S.4(1) - Q(1)]
k*v(2) =k*v(1) - k.q(l) -t PA(2)
K®.Q(2) =K®Q() - (*Pk.P).Q(1) =t Pk.w(2) + A(2)
=v(2) + P.Q(2)
=C[Sq(i —1) - Q> —1)]
= (q(i —1) - Pq(i — 1)) — (k*)7".[k.q(i — 1) +* S.A(i)]
=K®Q(i—-1)—- (*Pk.P).Q(i—1) =t Pk.w(i) + A(x)
= (i) + P.Q(3)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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En remplacant dans chaque probléme de cet algorithme I'inconnue ¢(¢) par sa

valeur calculée aux ordres précédents, on fait apparaitre ’expression suivante :
K® — (*Pk.P) (3.46)

Cette différence entre la matrice K® et la matrice réduite *P.k.P est trés importante
si on veut utiliser des maillages non-structurés. On vérifiera par la suite que si le
maillage est structuré, ’expression (3.46) est nulle et que 1'on retrouve exactement

les résultats du chapitre précédent.

3.4.3 Applications numériques et discussions

L’objectif de ces tests est d’étudier le comportement des deux nouvelles variantes
lorsque le maillage n’est pas structuré. Pour cela, nous conservons ’exemple de la
plaque étudiée précédemment. Les préconditionnements étudiés sont la factorisation
incompléte de Cholesky de niveau 0 : IC(0) et le préconditionnement par la diagonale
pour quatre valeurs du nombre de division N. Ces résultats seront comparés avec
ceux obtenus par la méthode & deux grilles classique pour deux types de lisseurs :
la méthode de Jacobi et le gradient conjugué préconditionné par la factorisation
incompléte de Cholesky (IC(0)). Pour ces derniers, trois itérations de lissage ont été

utilisées et le parameétre de relaxation w est égal a 0.8.

N Variante 1 Variante 2 2-grilles classique

2 54 (54) 49 (51) Div
3 83(82)  73(79) Div
4 108 (113) 103 (129) Div
5 143 (141) 131 (162) Div

TAB. 3.9: Préconditionneur diagonal pour les deux variantes (version itérative avec
un ordre de troncature fizé a 20, les résultats entre parenthése sont obtenus pour
un ordre fixé a 80. Nombres de vecteurs nécessaires & la convergence et nombre de
division N. Pour la méthode ¢ deux grilles classique, nombres de cycles nécessaires
a la convergence, méthode de Jacobi avec trois itérations de lissage

On donne dans les tableaux (3.9) et (3.10), le nombre de vecteurs nécessaire pour

la convergence des deux variantes et le nombre de cycles de la méthode & deux grilles

- 113 -



CHAPITRE 3. Méthode multigrille d’ordre élevé avec divers préconditionneurs

N Variante 1 Variante 2 2-grilles classique
2 25(23) 17 (17) 7
3 31(29) 23 (21) 10
4 37 (33) 26 (24) 12
5 43 (40) 30 (28) 15

TAB. 3.10: Préconditionneur incomplet de Cholesky IC(0) pour les deuz variantes,
résultats obtenus pour un ordre de troncature firé a 30 (valeurs entre parenthése),
les autres sont obtenus pour un ordre de troncature fizé a 20. Nombres de vecteurs
nécessaires & la convergence et nombre de division N, nombres de cycles nécessaires da
la convergence de la méthode classique, la méthode du lissage est le gradient conjugué
préconditionné par la factorisation incompléte de Cholesky avec trois itérations de
lissage.

classique, selon que l'on utilise soit un préconditionneur par la diagonale, soit la
factorisation incompléte de Cholesky.

On remarque que pour toutes ces méthodes le nombre de vecteurs et le nombre
de cycle nécessaires a la convergence dépendent du nombre de division N : plus on
augmente la valeur de NV, plus le nombre de vecteurs augmente.

Dans le cas d’un préconditionnement par la diagonale, les deux variantes conver-
gent presque de la méme maniére et ceci quelle que soit la valeur de N (2 < N < 5).
Des tests numériques ont montré que ces deux variantes convergent méme pour des
valeurs de N supérieurs a 5.

Par rapport aux résultats trouvés dans le cas d’un maillage structuré (30 vecteurs
pour N = 2 et 42 vecteurs pour N = 3), le tableau (3.9) montre que le nombre de
vecteurs a augmenté de 100% dans le cas N = 2 et environ 52% dans le cas N = 3.

I1 faut noter qu’avec le préconditionneur diagonal, les deux variantes proposées
convergent a condition d’utiliser une version itérative. La méthode & deux grilles clas-
sique diverge dans tous les cas. Par contre 'utilisation de la factorisation incompléte
de Cholesky conduit & une diminution importante du nombre d’itérations. Comme
on peut le constater dans le tableau (3.10), le nombre d’itérations obtenue par la
variante 2 peut augmenter jusqu’a 42% pour N = 2 et 50% pour N = 3 par rapport

au résultats obtenus dans le cas d’un maillage structuré (12 pour N = 2 et 14 pour
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N =3).

Par conséquent, on peut dire que pour un probléme de maillage non-structuré, il
vaut mieux utiliser un préconditionneur de Cholesky incomplet ou encore utiliser un
préconditionneur diagonal mais avec plusieurs niveaux de grilles (ce qui n’a pas été
fait ici).

Finalement, on constate d’aprés le tableau (3.10) que les résultats, en nombre de
vecteurs, obtenus par la méthode & deux grilles classique sont presque identiques par
rapport a ceux obtenus par la deuxieme variante.

D’autre part, les resultats présentés dans le tableau (3.11) montrent clairement
que I'application de la variante 2 & des maillages structurés (tests 1, 2, 3, 4 et 5)
conduit aux mémes résultats que ceux obtenus avec I’algorithme avec multiplicateur
de Lagrange. Ce tableau montre également que la variante 1 n’est pas intéressante

car elle conduit & une augmentation de 'ordre de convergence.

Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test b
Variante 1 21 21 21 23 23
Variante 2 12 12 12 14 14

TAB. 3.11: Ordre de convergence des deux variantes ¢ des maillages structurés,
préconditionneur incomplet de Cholesky de niveau 0

3.5 Application du solveur multigrille pour une
suite de systeémes linéaires a matrice invari-
ante

Dans cette section, on cherche & tester l'utilisation du solveur multigrille sur une
Méthode Asymptotique-Numérique (MAN).

Dans une premiére partie, on présente le temps de calcul de cette version de la
MAN avec le nouveau solveur & deux grilles. L’évaluation des performances de ce
couplage est montrée en comparant les résultats obtenus avec ceux obtenus par la

MAN couplée avec la méthode directe (Crout).
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Dans une deuxiéme partie, on discute l'utilisation du solveur multigrille sur la

qualité de la solution obtenue par une MAN.

3.5.1 Applications numériques et temps de calcul

Les résultats donnés dans ce paragraphe concernent une poutre homogene en-
castrée en flexion. Cette poutre est maillée régulierement avec des éléments (4,
quadrangles & 4 noeuds et 2 d.d.l par noeud. Les caractéristiques géométriques et
mécaniques de cette poutre sont données dans la figure (3.12).

F=100N

i

L =100 mm

Fi1G. 3.12: Description géométrique de la poutre étudiée

On résoud ce probleme avec 1 seul pas de la MAN & l'ordre 20. Ainsi, on doit
résoudre avec le solveur multigrille une série de 20 problemes linéaires & matrice
invariante. La méthode multigrille utilisée est celle avec le multiplicateur de Lagrange
avec un préconnditionneur incomplet de Cholesky de niveau 0.

Le parameétre de précision choisi pour le solveur mutigrille est de 107!° pour
résoudre chaque probléme linéaire de la MAN.

L’efficacité du couplage MAN avec solveur multigrille par rapport au couplage
MAN avec méthode directe est évaluée en comparant les temps de calcul pour les

exemples présentés dans le tableau (3.12).

Grille grossiere Grille fine Nombre de division N

Exemple 1 4290 37442 3
Exemple 2 4290 66306 4
Exemple 3 4290 103362 5

TAB. 3.12: Nombre de d.d.l pour les trois ezemples étudiés
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Avant de donner le temps CPU total obtenu avec 1’utilisation du solveur multi-
grille, on précise tout d’abord les différentes étapes réalisées au cours du calcul.
L’étape de préparation des données correspond au temps nécessaire pour la con-
struction et la décomposition de la matrice de rigidité de la grille grossiére. Le temps
dit du solveur du premier systeme correspond au temps total du solveur a deux
grilles y compris le temps de la triangulation incompléte de Cholesky. Cette trian-
gulation n’est réalisée qu’une seule fois, puisque la matrice est la méme pour les 20
systemes linéaires de la MAN. Enfin le temps du solveur multigrille pour résoudre les
19 problemes linéaires suivants.

En ce qui concerne la méthode directe, on donne le temps de décomposition
(méthode de Crout) de la matrice de rigidité de la grille fine (réalisée aussi une
seule fois) et le temps de résolution des seconds membres, c’est-a-dire le temps pour
les 20 montée/descente de la MAN (pour ces deux méthodes, on a pas pris en compte
le temps CPU de construction de la grille fine).

On donne dans les tableaux (3.13) et (3.14), le temps CPU en seconde, nécessaire &
la résolution des 20 problémes linéaires par le solveur multigrille et le solveur direct.
On peut voir sur ces tableaux que ’on peut gagner 20% sur le temps CPU pour
Pexemple 1 et jusqu’a 45% du temps pour I’exemple 2. Ces résultats montrent que le
solveur multigrille couplé avec la factorisation incomplete de Cholesky, donne de tres
bons résultats en terme de temps CPU total. De plus, les tests numériques présentés
ici ont montré que l'utilisation d’un solveur multigrille pour résoudre le probleme
linéaire choisi conduisait a une diminution de la taille mémoire nécessaire comparée
a une méthode directe (la résolution par la méthode directe de I’exemple 3 demande
trop d’espace mémoire)

On vient de voir les bénifices apportés par 'utilisation du solveur multigrille sur
la résolution d’'un pas de calcul par une MAN. Cette technique risque de devenir
encore plus intéressante en terme de temps CPU si on varie le nombre de vecteurs

pour atteindre la convergence souhaitée avec le solveur multigrille. C’est ce que I'on
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Préparation CPU (systéeme 1) CPU (systéme suivant) CPU total (s)

Exemple 1 5.27 19.79 12.34 271
Exemple 2 6.22 44.08 24.82 546.4
Exemple 3 7.71 74.17 37.63 834.48

TAB. 3.13: Temps CPU(s) pour le solveur multigrille, critére d’arrét : M;T;ilﬂl <1079
préconditionneur Incomplet de Cholesky de niveau 0, MAN (ordre 20)

Décomposition Résolutions (second membre) CPU total(s)
Exemple 1 276.29 3.1 338.45
Exemple 2 861.8 7.5 1011.27

TAB. 3.14: Temps CPU(s) pour la méthode directe (Crout), MAN (ordre 20)

va voir dans la partie suivante.

3.5.2 Quelle précision pour le solveur multigrille ?

Les calculs précédents ont été faits en demandant une trés grande précision pour
chaque terme de la série (¢ = 1071%). On peut se demander si une telle précision est
nécessaire surtout qu’on demande généralement une précision de 10~2 environ pour
le probléme non-linéaire. On rappelle & ce propos qu’il avait été montré, dans le cadre
de la méthode de sous-domaine [29], qu’il suffisait de résoudre les problémes linéaires
avec la précision souhaitée pour le probléme non-linéaire.

Le test numérique est celui décrit au paragraphe précédent. On considére deux
nombres de division : N = 3 et N = 4. Nous calculons une série tronquée & 20 termes
et nous nous intéressons au résidu du probléme non-linéaire en fonction du paramétre
de charge A. Nous controlons la précision de la résolution des problémes linéaires en
modifiant le nombre de vecteurs utilisés dans le solveur multigrille (figures (3.13) et
(3.14)).

On voit qu’a partir d’un certain nombre de vecteurs (ici 8 vecteurs), la précision
de la solution du probléme non-linéaire en fin de pas n’est pas affectée par la précision
de résolution des problémes linéaires. L’augmentation de la qualité de la résolution

multigrille influe seulement sur la précision du calcul non-linéaire en début de pas.
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_1 -
5 vecteurs (€ = 10e—4)
2t o/
= I
g longueur du pas J
= 4r 1 8 vecteurs (€ = 10e—6)
% 5F o / '
- - ]
é , 10 vecteurs (€ = 10e-8)
E o £/ :
b= ]
2 g / : 12 vecteurs (€ = 106-9)
1
8 '//‘ ' Crout
L) — '
>~ ! 15 vecteurs (€= 10e-11)
.10 A ; M . f A

[] 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Lambda

F1G. 3.13: Evolution du résidu MAN (échelle logarithmique, ordre 20) en fonction du
paramétre de charge A, (ordre 20), exemple 1 : (préconditionneur de Cholesky
Incomplet de niveau 0, N=3, grille grossiere : 4290 d.d.1, grille fine : 37442 d.d.l.
Entre parenthése, précision du solveur multigrille)

0 T T T T T T T T

5 vecteurs
(e=10e—4)

z Py SR |
é longueur du pas :
3 4+ T 8 vecteurs (e=10e-6) i
N |
=1 1
3 St , J
° T 10 vecteurs (e=10e-8)
13 '
S 6 T '
z ]
a /ﬁ/r’ : 12 vecteurs (e=10e-9)
1
7 r Crout
8 [ Au] |
i i X 15 ou 18 vecteurs  (e=10e-12)
-9 L 1 : 1 1 i 1 i 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Lambda

F1G. 3.14: Evolution du résidu MAN (échelle logarithmique, ordre 20) en fonction du
parameétre de charge A, (ordre 20), exemple 2 : (préconditionneur de Cholesky
Incomplet de niveau 0, N=4, grille grossiere : 4290 d.d.1, grille fine : 66306 d.d.l.
Entre parenthése, précision du solveur multigrille)

En pratique, il est donc tout a fait inutile de résoudre les problémes linéaires avec une
trés grande précision : dans les cas étudiés dans les figures (3.13) et (3.14), 8 vecteurs
pour une précision linéaire € = 10~% permettent d’obtenir la courbe non-linéaire avec

la précision souhaitée (par exemple ¢ = 1073), sans modification de la longueur de

pas. D’aprés cette remarque, les temps de calculs présentés dans le tableau (3.13)
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peuvent donc étre réduits de 30% & 40%.

Une optimisation ou une suite & apporter & ce travail serait d’avoir un nombre
de vecteurs évoluant en fonction du probléme linéaire & résoudre issu de la MAN
par exemple 10 vecteurs pour les 5 premiers systémes linéaires, 6 vecteurs pour les 5

suivants et finalement 4 vecteurs pour les derniers.

3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons couplé la factorisation incompléte de Cholesky avec
un nouvel algorithme & deux grilles. Cet algorithme est basé sur 1’association d’une
transformation d’homotopie, d’une technique de perturbation et des approximants de
Padé. Nous avons vu que la vitesse de convergence de cette nouvelle technique est
quasiment indépendante du pas de discrétisation des maillages. En plus on peut se
permettre une grande différence entre deux grilles successives, et les meilleurs résultats
sont obtenus avec un nombre de divisions N = 3 ou N = 4 ou méme pour N = 6
plutét qu’avec N = 2.

Les nouveaux algorithmes proposés dans ce chapitre associent un trés bon solveur
(homotopie-séries- Padé) avec un trés bon préconditionneur (décomposition incompléte
de Cholesky IC(0)) couplée avec une résolution sur grille grossiére. En conséquence
ordre de la série reste petit (inférieur & 30), méme avec des maillages non struc-
turés et un rapport 4 ou 5 entre les tailles de grille. L’algorithme classique que nous
avons choisi comme référence associe le méme préconditionneur et un autre trés bon
solveur (3 itérations de gradient conjugué & chaque cycle). C’est pourquoi les deux al-
gorithmes ont un cofit de calcul quasiment identique. Ce n’était pas le cas au chapitre
précédent ou la méthode classique employait un lisseur assez simple. L’introduction
de ce préconditionneur IC(0) au niveau de la grille fine divise par environ un facteur
deux le temps de calcul global : ceci est dii & la diminution de ’ordre de convergence,
qui n’est compensé que par une treés faible augmentation du coiit de la décomposition

incomplete.
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Nous avons proposé sous forme d’algorithmes, des nouvelles variantes pour résoudre
des problemes issus de maillages non-structurés. Les résultats obtenus ont montré
clairement que ces deux variantes ont convergé quel que soit le préconditionnement
utilisé. De plus, la deuxiéme variante couplée avec la factorisation incompléte de
Cholesky s’est avérée la plus performante quelle que soit la valeur de N.

En analyse non-linéaire, les résultats obtenus avec le solveur multigrille sont tres
intéressants soit en terme de temps CPU, soit en terme de qualité de la solution
MAN. Ce solveur multigrille coiite beaucoup moins cher qu’une résolution directe,
en temps CPU et surtout en termes d’espace mémoire, méme pour de problémes de

taille moyenne (environ 100000 d.d.l).
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Au cours de cette étude, nous avons proposé des nouveaux solveurs & deux grilles
basés sur I'association des techniques d’homotopie, de perturbation et les approxi-
mants de Padé. Nous avons constaté sur différents exemples que 1'utilisation de ces
derniers entraine une accélération de la convergence et que cette convergence est
monotone. Par contre la représentation polynomiale est beaucoup plus irrégulitre.
Dans le cas oli un grand nombre de termes des séries est nécessaire, les algorithmes
proposés doivent étre utilisés de facon itérative (au dela de 30 ou 40).

Deux nouvelles classes de méthodes & deux grilles ont été introduites. La premiére
s’appuie sur une décomposition des variables en variables globales (maillage grossier)
et variables locales. Cette méthode ne se couple facilement qu’avec un lisseur diagonal.
Dans la seconde classe, on introduit un multiplicateur de Lagrange, ce qui permet
d’utiliser toutes sortes de lisseurs. On s’est intéressé en particulier au lisseur issu
d’une décomposition incompléte de Cholesky, qui conduit & des algorithmes rapides
et fiables.

Ces nouvelles méthodes sont beaucoup plus rapides que les méthodes multigrilles
classiques lorsque ces derniéres utilisent un lisseur assez simple, comme le lisseur
diagonal. En comparaison avec un trés bon lisseur comme le gradient conjugué, notre
méthode donne quasiment les mémes résultats. Nous avons testé diverses méthodes
pour les cas des maillages non structurés et établi une méthode ”optimale”

Une autre application des solveurs bi-grilles a été réalisée sur des problémes avec
seconds membres répétés. Cette premiere application laisse entrevoir de réelles possi-

bilités et un réel intérét d’utiliser ces solveurs pour résoudre des problémes linéaires
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issus de la MAN.

Les études réalisées dans cette thése ont montré que la chose la plus importante
lorsque 'on utilise un solveur itératif (méthode multigrille ou gradient conjugué) est
le choix du préconditionneur. Définir un bon préconditionneur conduit & un solveur
efficace. Parmi les méthodes testées, c’est association multigrille - lisseur de Cholesky
incomplet qui donnent les meilleurs résultats.

C’est pourquoi une suite logique de ce travail est I’étude de nouveaux préconditionn-
eurs. Pour la résolution d’un probléme non-linéaire, un bon préconditionneur serait
par exemple la matrice de rigidité.

Une stratégie simple serait de résoudre le premier pas de la MAN avec une méthode
directe et de résoudre les pas suivants avec une méthode multigrille, ou le lisseur k*
serait la matrice triangulée au premier pas.

Une autres idée serait d’appliquer un préconditionnement non-linéaire et non plus
un lisseur linéaire k*. Par exemple on pourrait utiliser la méthode du gradient (avec
line search) ou du gradient conjugué (avec line search et orthogonalisation des direc-
tions de descente), ce qui serait comparable & ’algorithme classique MBC testé au
chapitre 4.

Pour continuer les recherches présentées ici, il semple inévitable de travailler avec
plusieurs niveaux de grille. A titre d’exemple, un algorithme possible & trois grilles
est présenté en annexe A.

Une autre perspective & ce travail serait également I’application des méthodes
multigrilles définies dans cette thése sur des problémes de coques ot la difficulté réside
dans le mauvais conditionnement des matrices, dans la définition des opérateurs de
transfert (opérateurs de prolongement et de restriction),....etc.

L’application des solveurs multigrilles avec des techniques de prédiction-correction
d’ordre élevé était le but de notre travail & moyen terme. Dans cette thése, nous
avons montré qu’on pouvait gagner beaucoup de temps et surtout de mémoire en

remplagant a I'étape de la prédiction le solveur direct par un solveur multigrille.
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Ces résultats restent & confirmer et & optimiser. En ce qui concerne la correction,
on peut envisager d’associer des techniques de correction non-linéaire d’ordre élevé
[46, 41] et des préconditionneurs multigrilles, pour obtenir des solveurs non-linéaires
bon marché. Ce travail reste & faire, mais cette thése a permis d’avancer nettement

dans cette direction.
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ANNEXE A

Méthode d’ordre élevé a trois
grilles

A.1 Objectif

Dans cette these, le choix a été fait de se concentrer sur des algorithmes & deux
grilles. Si on vise & mettre au point des algorithmes généraux et optimaux, il faut
prévoir la possibilité d’algorithmes avec plusieurs grilles. Dans cette annexe, on montre
une maniere assez simple de combiner ’algorithme du chapitre 2 avec celui du chapitre
3, pour obtenir un algorithme & 3 grilles. Ceci est présenté a titre d’exemple, car il y
a certainement d’autres techniques possibles.

On combine les deux algorithmes précédents & un procédé a trois grilles pour

résoudre le systeme linéaire :
ku=f (A1)

Dans ce systeme supposé de trés grande taille, k£ est une matrice sysmétrique définie
positive de dimension n, u est le vecteur inconnu et f le chargement.

On rappelle que le premier algorithme utilise un préconditionneur diagonal, le
deuxiéme algorithme avec multiplicateur de Lagrange utilise le préconditionnement

par la factorisation incompléte de Cholesky de niveau 0.

A.2 Technique de la méthode

Soient les trois grilles de la figure (A.1) :
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o— L @ Niveau 0 : grille grossiert
@ © @ S @ Niveau 1 : grille intermeiaire
O—1—OC—1+—@—+—O—1+—@ Niveau 2 : grille fine

F1G. A.1: Trois grilles : grille grossiére (niveau 0), grille intermédiaire (niveau 1) et
la grille fine (niveau 2)

Les inconnues sur chaque niveau de grilles sont : pour la grille grossiére (niveau

0) :
9 = Q (A.2)
pour la grille intermédiaire (niveau 1) :
= { % } (A.3)
qr1
et pour la grille fine (niveau 2) :
Q= dy
q= { i } ={ qn (A.4)
qr2
qr2

A.3 Méthode proposée

La nouvelle méthode & trois grilles permet de résoudre le probléme (A.1) posé sur
la grille fine (niveau 2) & partir de deux autres grilles moins fines.

Comme la grille fine contient beaucoup de degrés de liberté, 'idée est de calculer
seulement la diagonale de la matrice de rigidité ce qui nous permettra d’éviter le
stockage de la matrice. Donc pour passer de la grille fine 3 la grille intermédiaire,
on utilise la premiére méthode (procédé 1) & deux grilles avec préconditionnement
diagonal.

Ensuite pour passer de la grille 1 & la grille grossiére on applique la deuxiéme
méthode (procédé 2) avec multiplicateur de Lagrange.

Le procédé 1 implique avec les inconnues gy et gz, la décomposition suivantes des
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équations :

tPg.k.q = F[ =? sz (A5)

[k.g — fl.a=0 (A.6)

Avec les notations suivantes :

P, : opérateur de prolongement de la grille 1 & la grille de niveau 2.

Jr : force réduite sur la grille intermédiaire de niveau 1. [ ]2 : indique une
restriction aux noeuds locaux de la grille fine (indiqués par un tiret, figure A.1).

Maintenant pour passer du niveau 1 au niveau 0, on applique le procédé 2.

L’équation (A.5) peut se réecrire sous la forme :
'Py.k.(Po.qr + qr2) =' Ps.f (A.7)
ce qui implique :
kr.qr +' Pyk.qra = fr (A.8)

avec k; =" Py.k.q; est la matrice de rigidité de la grille intermédiaire (niveau 1).

En résumé, résoudre le probléme (A.1) revient & résoudre le probléme suivant :
[kg—flla=0 (A.9)
k[.Q[ +t Pz.k.ng = f[ (AlO)
et (A.10) peut étre remplacé par les équations du systéme augmenté du procédé 2

(passage de niveau 1 au nivau 0), ce qui donne le nouveau systéme augmenté pour le

procédé a trois grilles :

( [k.g — fle2 =0
C(S.qr-Q) =A
S krg+tSA-f = (A.11)
KQ +t Pj.k‘[.’vl -AN =F
(| Ur=¢ -*PL.Q

avec les notations suivantes :
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S : opérateur de restriction du niveau 1 au niveau 0.

P, : opérateur de prolongement du niveau 0 au niveau 1.

F' : force réduite sur la grille grossiére : niveau 0.

K =! P,.k;.P; : matrice réduite sur la grille grossiére de niveau 0.

Inty : opérateur d’interpolation sur la grille fine.

Cp : préconditionneur diagonal (inverse de la matrice diagonale locale).

C : préconditionneur pour le multiplicateur de Lagrange, dans notre exemple :
C=aK.

ki : préconditionneur sur la grille intermédiaire, par exemple la factorisation in-
compléte de Cholesky.

Techniques d’homotopie et de perturbation

En appliquant la transformation d’homotopie au syséme augmenté (A.11), on

obtient le systéme suivant :

( (1~ ¢)lazs — Inta(qr)] + €Cp.[k.g — flz2 =0

eC(S.qar—Q)=A

) krgr+t SA— f; =0

(1—e)k}.vr +elkrgr— fi] +* SA=0
KQ+'Pkjoy—A=F

| vy =gqr— P.Q

(A.12)

En suite on développe les vecteurs inconnus du systéme (A.12) en puissance de &,
et apres identification terme & terme suivant les puissances de ¢ on obtient une série

de problémes & résoudre :

A TD’ordre O :
A(0)=0
’UI(O) =0
KQ0)=F (A.13)

q1(0) = P1.Q(0)
qr2(0) = Ints(qr(0))
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A lordre 1:
A(1)=0
v1(1) = vr(0) — k;~*[kr.qr(0) — fi]

qI(l) = ’U[(l) + PlQ(].)
’01(1) = I’Iltz((]l(l)) - CD[kq(O) - f]L2

A lordre: > 2:

A(i+1) = C.[S.q1(4) — Q(3)]

vr(é + 1) = vr(3) — k3 Hkr.qr () +t S.A(i + 1)]

KQ+1)y= P krv(i+1)+ SA(i + 1) (A.15)
a(i+1)=v(E+1)+P.QGE+1)

vr(i + 1) = Inta(qr (i + 1)) + qr2(s) — Int2(gr(i)) — Cp.[k.q(5)] L2

On remarque que tous ces problémes utilisent trois inversions de matrice : la ma-
trice de rigidité de la grille grossiére K, le préconditionneur sur la grille intermédiaire

k7 et la matrice diagonale sur la grille fine C; ou C.
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ANNEXE B

Construction de ’opérateur de
prolongement P

L’opérateur de prolongement P a été construit & ’aide des fonctions de forme de

I’élément fini quadrangle & quatre noeuds et 2 d.d.l par noeud.

v I
) 7 9
PN ® o— & ®
P
—_
5
- 4@ @ D 6

. . —ob o,
grille grossicre Grille fine

F1G. B.1: Construction de ’opérateur de prolongement P dans le cas ou N = 2

Nous rappelons ici les fonctions d’interpolation de cet élément dans le repere de
référence (£,7) :

Ni(€m) = 1/4(1 - )(1 — n)

Nir(€m) =1/4(1 =€) (1 +n)

Nir(§m) = 1/4(1 +§)(1 +n)

Nrv(€n) =1/4(1+£)(1—n)

Par conséquent les déplacements des noeuds de la grille fine s’écrivent :

w(§=-1,n=-1) = N.Ur + Ny.Upp + NiapUppr + Nyy Upy

avec
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N(§=-1n=-1)=1

Npy(=-1n=-1)=0

Ni(€=-1,n=-1)=0

Niv(=-1,n=-1)=0

ce qui donne :

w(E=-1,n=-1)=10;

De méme pour le déplacement du noeud 2 de la grille fine :
uz(§ = —1,7n=0) = N.Ur + Npp.Upr + Ny U + Ny Upy
avec :

Ni(§=-1,n=0)=1/2

Nyp(§=-1,7=0)=1/2

Niur(§=-1,7=0)=0

Niv(=-1,71=0)=0

et donc :

uwp(§=-1,7=0)=1/2.U;+1/2.UII

Pour le noeud 5 de la grille fine, le déplacement s’écrit sous la forme :
us(§ = 0,7 =0) = N.Uy + Nyp.Upp + NippUpp + Ny Upy
et les fonctions de forme s’écrivent :

Ni(§=0,n=0)=1/4

Ni(§=0,7=0)=1/4

Ni(€=0,7=0)=1/4

Nv(=0,7=0)=1/4

finallement :

us(§ = 0,7 =0) =1/4.U; + 1/4.Uy; + 1/4.Upyp + 1/4.UIV
Par généralisation du procédé précédent, on obtient pour tous les noeuds de la

grille fine les formules suivantes :
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Références

Uy
Uz
Us
Ug
Us
Ug
uy
Ug
Ug

= 1.U;
= 1/2(U1+U11)
=1.U;I
= 1/2(UI+UI\/)

= 1/4(U1 + U + U + UIV)

= 1/2(Urr + Urnr)
=1.U;V
= 1/2(U1” + U]V)

et donc I'opérateur de prolongement s’écrit :

avec :

{us} =[P {u}
1 0 0 0]
1/2 1/2 0 0

0 1 0 0
1/2 0 0 1/2
1/4 1/4 1/4 1/4
0 1/2 1/2 0

0 0 0 1
0 0 1/2 1/2
(0 0 1 0
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Solveurs multigrilles et méthode de perturbation

Dans ce travail de thése, nous avons proposé deux nouvelles classes d’algorithmes a deux

grilles pour résoudre les problemes d’élasticité de grande taille. Ces méthodes sont basées sur
>association des techniques d’homotopie, de perturbation et sur les approximants de Padé.

Un premier algorithme s’appuie sur une décomposition des variables en variables globales

(maillage grossier) et variables locales (maillage fin).

Cette méthode ne se couple facilement qu’avec un lisseur diagonal.

Des résultats numériques ont montré que cet algorithme est beaucoup plus rapide que les

méthodes multigrilles classiques et également plus rapide que la méthode du gradient

conjugue.

Dans une seconde partie, on propose une nouvelle méthode a deux grilles. On introduit un

multiplicateur de Lagrange, ce qui permet d’utiliser toutes sorte de lisseurs. On s’est intéressé

en particulier au lisseur issu d’une décomposition incompléte de Cholesky, qui conduit & des

algorithmes rapides et fiables.

Nous avons testé diverses méthodes pour les cas des maillages curvilignes et établi une

méthode « optimale».

Une autre application de ces solveurs a été réalisée sur des problémes avec seconds membres

répétés. Cette premiére application laisse entrevoir de réelles possibilités et un bon intérét
d’utiliser ces solveurs pour résoudre des problémes linéaires issus de la Méthode
Asymptotique-Numérique (MAN).

Mots clé :

Homotopie — perturbation — approximants de Padé — multigrille - MAN - lissage

A multigrid solvers and perturbation method

In this work, we propose a new class of bi-grid algorithms to solve large scale linear algebraic
equations. These methods are based on association on homotopy, perturbation technique and
Padé approximants.

A first algorithm is based on a decomposition of the variables in global (coarse meshes) and
local (fine meshes) one. This method is easily coupled with a diagonal smoother.

The numerical results showed that this algorithm is most faster than classical multigrid
methods and also faster than a conjugate gradient method.

In the second section, we purpose a new bi-grid method. We introduced a Lagrange
multipliers, that means used of several type of smoothers.

In particular, we are interested in the preconditioners resulting from incomplete
decomposition of Cholesky, which leads to fast and efficient algorithms.

We have tested various methods for the case of the unstructured meshes and established an
“optimal” method.

Another first application of these solvers was realized in the case of problems with repeated
right hand side. This first application showed real possibilities and a real interest to use these
solvers to solve linear problems resulting from the Asymptotic Numerical-method (ANM).

Keywords :
Homotopy, perturbation, Padé approximants, multigrid, ANM, smoother



