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Introduction générale

Autour de nous, tous les corps sont déformables : métaux, matieres plastiques ou
synthétiques. Une des conséquences de cette propriété est que, lorsqu’ils sont soumis
3 des efforts variant en fonction du temps, ils vibrent. Ces vibrations peuvent étre
importantes, méme sous V'effet de forces treés faibles, si les fréquences d’excitation sont
proches des fréquences propres (fréquences naturelles de résonance). Lorsqu’une piéce
vibre, surtout si c’est une plaque, elle communique son mouvement aux piéces ou/et
4 ’air (fluide) qui Pentourent. Quand plusieurs pi¢ces d’'une méme structure vibrent,
cela peut provoquer des fissures ou méme des ruptures dans celle-ci, et donc, avoir des
incidences graves. Quand la pi¢ce vibrante transmet son mouvement a l'air, elle joue
alors le role de haut parleur conduisant ainsi des nuisances sonores. Mais, aujour-
d’hui, la protection de I’environnement, et donc le combat contre le bruit, est de plus
en plus pris en compte que ce soit au niveau de 'automobile, de I’électroménager,
de l'aérospatial, de I’aéronautique... Il faut donc chercher & amortir les vibrations
pour éviter des dégats matériels ou/et les nuisances sonores. Pour cela, il existe deux
types d’amortissement : I’amortissement dit ”passif” et I'amortissement dit ”actif”.
Le premier est introduit par lintégration ou I'ajout de matériaux ou de systémes,
ayant des propriétés amortissantes, & la structure. Celle-ci sera amortie passivement,
c’est & dire sans intervention extérieure. Les toles sandwich constituées d’une couche
viscoélastique située entre deux parements élastiques, permettent d’amortir les vibra-
tions de facon passive. En effet, les propriétés mécaniques du matériau viscoelastique
dépendent des fréquences des vibrations. L’amortisseur actif est quant & lui rendu

possible grace 3 la présence de capteurs et d’actionneurs sur la structure & étudier.

-12 -



Introduction générale

Les capteurs mesurent en permanence ’état vibratoire, un microprocesseur traite ces
informations et assure la commande d’actionneurs. Ces capteurs et actionneurs sont
réalisés a partir de matériaux intelligents capables de fournir une action, générée par
le couplage naturel de leurs déformations ou contraintes avec différents facteurs ex-
ternes. Pour 'amortissement actif, les matériaux utilisés sont des polymeres ou des
céramiques piézoélectriques qui permettent de transformer I’énergie mécanique en
énergie électrique et vice versa. L’énergie fournie par ’actionneur permet de contrer

les vibrations, de fagon plus ou moins optimale, suivant sa position.

Dans ce travail, nous nous intéressons principalement & ’amortissement passif, et

nous aborderons I’amortissement actif, dans la derniére partie de ce document.

L’amortissement passif d’une téle sandwich est 1ié au cisaillement dans la couche
centrale viscoélastique, dont les propriétés dépendent de la fréquence. L'étude des
vibrations des structures sandwich viscoélastiques pose donc deux problemes :

- Premiérement, I’amortissement est di a la différence entre les déplacements horizon-
taux des couches supérieure et inférieure élastiques, ce qui conduit & un cisaillement
de la couche centrale. Il faut donc des modeles qui prennent en compte ce cisaillement.
Certes, il existe le modéle complet, le modele volume/volume/volume ; mais dans ce
cas, le nombre de degrés de liberté devient vite important, ce qui implique des mani-
pulations de grandes matrices et donc un cotit important en temps calcul et en place
mémoire. Quant aux autres modeles, ils sont soit trés simplifiés et donc applicables
seulement a des conditions aux limites et & des géométries simples (poutres, plaques,
cylindres...), soit faibles en membrane, ce qui nécessite un maillage fin pour obtenir
la convergence. C’est pourquoi, dans le chapitre 2, nous proposons un élément fini
sandwich.

- Le second probléme est lié & la dépendance en fréquence et en température des

propriétés du matériau viscoélastique. En effet, cette dépendance améne & résoudre

- 13-



Introduction générale

un probléme de vibrations libres aux valeurs propres complexes non-linéaires. Pour
résoudre ce probléme, on distingue les méthodes approchées et les méthodes directes.
Cependant, les méthodes approchées; comme leur nom ’indique, ne sont que des ap-
proximations. Les méthodes directes existantes ne sont applicables qu’aux structures
dont les propriétés ne dépendent pas de la fréquence, et de plus, elles se révelent étre
coiiteuses en place mémoire ou en temps calcul. Dans ce travail, nous proposons une
autre approche pour résoudre ces probléemes, basée sur la technique d’homotopie et

les méthodes de perturbation.
Ce manuscrit se décompose en quatre chapitres :

- Au chapitre 1, un rappel sur les matériaux viscoélastiques et sur les vibrations libres
de ces structures est réalisé. Ensuite, une étude bibliographique est présentée. Elle
est composée de deux parties. La premiére a pour objet la modélisation des struc-
tures sandwich et la seconde les méthodes numériques pour résoudre le probleme de
vibrations libres de ces structures pour pouvoir obtenir I’amortissement.

- Le second chapitre est consacré i la modélisation des structures sandwich. Nous
pfésentons un modele élément fini sandwich riche en membrane afin de prendre en
compte le cisaillement dans la couche centrale, qui est responsable de 'amortissement.
- Dans le troisiéme chapitre, deux méthodes itératives d’ordre élevé sont proposées
pour résoudre le probléme de vibrations libres aux valeurs propres complexes. Toutes
les deux sont basées sur la technique d’homotopie et sur la méthode asymptotique.
Cependant, I’une utilise I'inversion d’une matrice complexe (algorithme itératif de
type Newton) et la seconde, 'inversion d’une matrice réelle (algorithme itératif L*).
- Dans le quatriéme chapitre, 'amortissement actif est abordé. Nous proposons une
étude analytique originale des poutres piézoélectriques : nous utilisons une approche
modale pour obtenir une expression de la fréquence complexe de ces structures. Ceci

a déja été réalisé pour les structures sandwich viscoélastiques et nous souhaitons le

- 14 -



Introduction générale

généraliser a tout type d’amortissement. Aprés un bref rappel des lois de controle
rétroactif et de la loi de comportement des matériaux piézoélectriques, nous étudions
deux poutres (piézoélectrique/élastique/piézoélectrique) et (piézoélectrique/élastique/
viscoélastique/piézoélectrique/élastique), sur lesquelles deux types de contréle sont

appliqués.

- 15 -



CHAPITRE 1

Position du probleme

1.1 Introduction

Nous étudions dans ce travail, les vibrations des structures sandwich viscoélastiques,
il est donc nécessaire d’effectuer quelques rappels. Dans un premier temps, nous
présentons les matériaux viscoélastiques linéaires isotropes non-vieillissants. En effet,
la couche centrale de nos structures est constituée de ce type de matériau, dont
les propriétés dépendent de la fréquence. Il est donc indispensable de connaitre sa
loi de comportement. Dans un deuxiéme temps, nous établissons une formulation
variationnelle des problémes de vibrations libres des structures viscoélastiques. Celle-
ci nous amene a résoudre un probléme aux valeurs propres complexes non-linéaires.
Apres ces rappels, une étude bibliographique est présentée. Celle-ci est composée
de deux parties, représentant chacune des solutions possibles aux deux problemes
engendrés par I’étude des vibrations libres des structures sandwich viscoélastiques :
d’une part, la nécessité de prendre en compte le cisaillement dans la couche centrale
responsable de ’amortissement, d’autre part, la résolution du probléme aux valeurs

propres complexes pour obtenir la fréquence amortie et amortissement.

- 16 -



CHAPITRE 1. Position du probléme

1.2 Modélisation des structures viscoélastiques

1.2.1 Matériau viscoélastique linéaire isotrope non-vieillissant

Les matériaux viscoélastiques, tels que les polymeres, sont caractérisés par deux
modes de déformation : le fluage et la relaxation. Lorsque ’on soumet le matériau
viscoélastique & une contrainte instantanée, celui-ci subit une déformation instan-
tanée suivie d’une déformation différée (fluage). De méme, lorsqu’on le soumet 3 une
déformation constante dans le temps, une évolution des contraintes dans le temps
(relaxation) est observée. C’est pourquoi en viscoélasticité, la loi de comportement

s’écrit d’'une maniére générale :

055 (t) = Fler(rloo)] (1.1)

A chaque instant t, la contrainte ¢;;(t) dépend de I'histoire de la déformation &4(7)
jusqu’a cet instant t.

Lorsque le matériau est supposé linéaire, la fonctionnelle F satisfait aux relations
suivantes :

FleW (Tt o) + €2 (78 0)] = FleQ (T o0)] + Fle@ (vt )]
(1.2)

Fer(tloo)] = AFleri(Tt )]

En prenant un matériau non vieillissant, ses propriétés n’évoluent pas avec le temps
[46]. Cela signifie que la réponse & un instant t pour une sollicitation & un instant
7 (antérieur a t), est la méme que celle & un instant ¢ + A7 pour une sollicitation 3
un instant 7 + A7. D’apres cette définition, les fonctions de fluage et de relaxation
ne dépendent que d’une seule variable : ¢ — 7 (temps séparant l'effet de la cause).
Les formules de Boltzmann, qui donnent la déformation & l’instant t en fonction de

I’histoire de contrainte et inversement, s’écrivent alors de la maniére suivante :
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CHAPITRE 1. Position du probléme

£ij(t) = f_too fiju(t = 7)ow(T)dr

(1.3)
03j(t) = [0 Tigm(t = T)Em(T)dT
Soit encore en notant (*) le produit de convolution de Riemann :
€ij(t) = fij(t) * ox(t)
(1.4)

Oij (t) = Tijk:l(t) * ékl(t)

Les formules précédentes montrent que pour les matériaux viscoélastiques linéaires
non-vieillissants, les calculs se font dans une algébre de convolution. Utilisons alors

la transformation de Carson de la fonction z(t) notée z*(p) qui est définie par :

z*(p) = p [ z(t)ePdt

(1.5)
= pL(z(t))
ot L(z(t)) est la transformée de Laplace de la fonction z(t).
La transformée de Laplace posséde les propriétés principales suivantes [9] :
L(z(t) * y(t)) = L(=(t))L(y(E)) (1.6)

L(x(t)) = pL(z(t))

Avec la définition de la transformée de Carson et les propriétés précédentes, les for-
mules (1.4) deviennent dans 'espace de Carson :
53;' (p) = fi?kt(P)UZz(P)

(L.7)

Ufj (p) = 'r;jkl (p)exi(p)

avec fi,(p) : composantes du tenseur d’ordre 4 des modules opérationnels

rii(p) : composantes du tenseur d’ordre 4 des complaisances opérationnelles.
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CHAPITRE 1. Position du probléme

Donc, grace a ’hypothése de non vieillissement du matériau viscoélastique, les calculs
intégraux peuvent étre transformés en calculs opérationnels. Les équations précédentes

sont analogues aux lois de Hooke généralisées en élasticité :

E:j(P) = S;jkl(p)ozl(p)
55(p) = Cliu(p)er(p) (1.8)
S (@) = [Ci @]

Aussi, nous supposons que le matériau viscoélastique est isotrope. Cela signifie que

le tenseur C* ne fait intervenir que deux composantes indépendantes : par exemple

un module opérationnel (E*(p)) et un coefficient de Poisson opérationnel (v*(p)) :

* E* * E* * *
o5 (p) = Tteh (p) + (1+,,,(,,‘)’;2§_‘2”3.(p))ekk(p)éi,-

(1.9)

* 1+ * * *
e5;(p) = —:;l:—((p)ﬂgij(P) - %(%Ukk(p)‘sij

Lors de la modélisation des structures sandwich, le coefficient de Poisson est souvent

supposé constant et réel.
Lorsque le matériau viscoélastique isotrope linéaire non vieillissant subit des charge-

ments harmoniques de la forme o;;(t) = Refo%e™!] avec i = ~1, les déformations

résultantes sont :

€i(t) = a,gl /_t fijr(t — T)’Re[iwei“”]dT (1.10)

En posant u =1 — 7 et iw = p et en utilisant la transformée de Carson (1.5), la loi de

comportement d’un matériau viscoélastique isotrope linéaire non vieillissant soumis
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CHAPITRE 1. Position du probléme

3 des sollicitations harmoniques s’écrit en complexe :

€i5(t) = aglRe[fi?kl (P)ept] (1.11)
avec
o0
foul®)=p [ fault)e e
0
{}u(p) représente les composantes du tenseur des complaisances complexes et peut

étre exprimé de la fagon suivante :

a(p) = fisu(w) +1 k(W) (1.12)

avec fl(w) = Re[f51,(p)], composantes du tenseur des complaisances de stockage

et fi’;-k, (w) =Im| S (p)], composantes du tenseur des complaisances de pertes.

La loi de comportement duale de (1.11), correspondant a des sollicitations harmo-

niques en déformation, s’écrit :

oi(t) =€ 217‘,’3[7";1'“ (p)eP] (1.13)

r;‘jkl(p) représente les composantes du tenseur des modules complexes et peut étre

exprimé de la fagon suivante :

r;‘jk,(p) = ngkz(w) + ir%kl(w) (1.14)

avec 7}, (w) = Re[r};(p)], composantes du tenseur des modules de stockage

et 7 (w) = Im[rf;,(p)], composantes du tenseur des modules de pertes.
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CHAPITRE 1. Position du probléme

Par la suite, pour simplifier ’écriture, nous noterons la loi de comportement du

matériau viscoélastique isotrope linéaire non vieillissant en sollicitations harmoniques :

o =Clw)e (1.15)

avec C(w) = ER(w) + iEf(w), ER(w) et E!(w) représentant respectivement les mo-
dules de stockage et les modules de perte. Les composantes de ces modules sont
définies directement dans le domaine des fréquences et leur détermination se fait

expérimentalement pour chaque matériau.

Il existe des modeles permettant de définir ces modules de stockage et de pertes.
En effet, les matériaux viscoélastiques peuvent étre modélisés a ’aide de ressorts,
représentant I’élasticité, et d’amortisseurs, représentant la viscosité [59]. Il existe trois
modeles de base : le modele de Maxwell, le modéle de Voigt et le modéle standard

linéaire (FIG. 1.1).
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CHAPITRE 1. Position du probléme

o/ \/k \/\—e— & F

n

(a) Modgle de Maxwell

—/\/\/\—
Fe O k o5 . F
n
(b) Modle de Voigt
—/\\V\,
F k2 N2 F

aua

(c) Modgle standard linéaire

Fi1Gc. 1.1 - Modélisations des matériaux viscoélastiques

Le modéle que nous utiliserons est appelé modeéle de Maxwell généralisé. Celui-ci est
une combinaison en paralléle de modeles de Maxwell avec un modele de Voigt (FIG.

1.2). Le module opérationnel de ce modele de Maxwell généralisé s’écrit :

Nmaz

C*(w) = ko + Moiw + z

w
: 1
=1 (% -1:];)

(1.16)

Les coefficients k; et 7; sont obtenus comme décrit dans [33] & partir de tests expéri-
mentaux sur un polymeére. Il faut noter que les expériences de relaxation sont réalisées

3 une température donnée, et que la modélisation est étendue & toute température
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CHAPITRE 1. Position du probléme

en utilisant la loi WLF [1], [23]. Nmaz représente le nombre d’éléments de Maxwell
et sera égal & 129 pour nos simulations. Ces données ont été fournies par 'industriel

USINOR. kg est le module d’élasticité retardée.

== =,
< = = o
= mn
mu i T e

'

F1G. 1.2 - Modeéle de Maxwell généralisé

1.2.2 Vibrations libres des structures viscoélastiques

La formulation variationnelle du probléme de vibrations libres des structures peut

étre obtenue & partir de ’équation du travail virtuel :

2
/V (S + ‘%‘9 + p%T[jaU)dV ~ 0 (1.17)

ou S, £ et U sont respectivement les tenseurs de contrainte et de déformation et
le déplacement généralisé. SU représente le déplacement virtuel et 6€ le tenseur
déformation virtuelle. V' est le volume de la structure et p la masse volumique
du matériau. Pour étudier les vibrations libres, les tenseurs des contraintes et des
déformations et le déplacement généralisé peuvent étre exprimés comme des fonc-

tions harmoniques en temps :
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U = ue™t
S = ge™t (1.18)
£ = ee™t

ol i = v/—1 et w est la pulsation de vibration. En présence d’amortissement, la
fréquence w est un nombre complexe.
En utilisant les expressions harmoniques (1.18) et la loi de comportement d’un matériau

viscoélastique (1.15), ¢ = C(w)e, nous pouvons écrire (1.17) de la fagon suivante :

/ (eC(w)de — pw?USU)dV =0 (1.19)

v

En utilisant la méthode des éléments finis, le probléme des vibrations naturelles d’une

structure viscoélastique peut s’écrire sous la forme suivante :

(K (w) — w?M][U] = 0 (1.20)

ou [K(w)] est la matrice de rigidité dépendant de la fréquence; elle est complexe.
[M], la matrice de masse, est supposée constante réelle dans notre analyse et [U] est
le vecteur regroupant les modes propres nodaux complexes.

En utilisant la loi de Hooke généralisée :

4

o=2u*c+ XIge

. B
{ = Ty (1.21)

A* — VE‘!U))
\ (1+v)(1-2v)

la matrice [K (w)] peut étre écrite de la fagon suivante :
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CHAPITRE 1. Position du probléme

K(0) = E*(0)K (1.22)
E(w) = E*(w) — E*(0)
Le module d’élasticité retardée E*(0) est toujours réel et la matrice d’élasticité K(0)

est réelle, symétrique et définie positive. La matrice K est constante. Le probléeme

des vibrations naturelles d’une structure viscoélastique s’écrit alors :

[K(0) + E(w)K — w?*M]U = 0 (1.23)

Les formulations (1.19), (1.23), représentent un probléme aux valeurs propres com-
plexes non-linéaires. La détermination du couple (U, w) permet de définir amortis-

sement 7 et la fréquence amortie f & laide de la formule classique suivante [51] :

[ w? = 02%(1 +in)

7 : amortissement
< (1.24)
2 : pulsation amortie

— . 3 ;
| [ =5 : fréquence amortie

Une revue bibliographique compléte sur les méthodes de résolution du probléme (1.23)

sera présentée dans la suite.
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CHAPITRE 1. Position du probléme

1.3 Modélisation numérique des coques sandwich
viscoélastiques

1.3.1 Introduction

Les structures sandwich destinées a amortir les vibrations et a réduire le bruit, sont
souvent constituées d’une couche viscoélastique située entre deux parements élastiques

(FIG. 1.3).

Couche €lastique
Couche viscoélastigue

Couche élastique

FiG. 1.3 — Structure sandwich avec une couche centrale viscoélastique

La présence du matériau viscoélastique apporte la fonction amortissante & ces toles.
En effet, les caractéristiques mécaniques de ce genre de matériau dépendent de la
fréquence des vibrations et de la température. Cependant, la modélisation numérique
des toles sandwich pose deux types de problémes.

Le premier probléme est lié 4 la discrétisation par éléments finis de ces toles. En effet,
Putilisation de la méthode des éléments finis doit étre capable d’évaluer correctement
le cisaillement dans la couche centrale. Ce cisaillement est di & un écart entre les
déplacements longitudinaux des couches élastiques, comme le montre la figure (1.4).
Cette derniére représente un calcul par éléments finis d’'une poutre sandwich encastrée

3 une extrémité et soumise & un effort transversal a 'autre extrémité.
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CHAPITRE 1. Position du probléme

F1G. 1.4 — Poutre sandwich viscoélastique encastrée-libre

Le deuxiéme probléme est lié au fait que le module du matériau viscoélastique dépend
de la fréquence. Ainsi, la matrice de rigidité de la structure est complexe et dépend
de la pulsation. Dans ce cas, le nombre des degrés de liberté (d.d.l.) est double, ce
qui peut engendrer un cofit important en temps calcul pour les grandes structures.
De plus, les procédures numériques classiques de calcul des vibrations, telles que les
méthodes de recherches des modes et des fréquences propres, sont difficiles & mettre
en oeuvre dans ce cas.

Dans ce qui suit, nous présentons une étude bibliographique sur les différentes modéli-
sations et les méthodes numériques utilisées dans le calcul des vibrations des téles

sandwich viscoélastiques.
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1.3.2 Savoir faire existant

Dans cette section, nous allons d’abord analyser la bibliographie sur la modélisation

des structures sandwich viscoélastiques, puis sur les méthodes de résolution du probléeme

des vibrations libres de ces toles.

Modélisation des structures sandwich

Initialement, des modeles analytiques ont été développés pour évaluer I’amortisse-
ment dans la couche centrale. Ceci a permis I’étude des vibrations des structures
sandwich viscoélastiques de géométrie simple (poutres, plaques) ([14], [19], [24], [26],
[31], [40], [43], [51], [54], [64]).

La premiére recherche sur les poutres sandwich a été réalisée par Kerwin en 1959
[31]. Pour lui, ’amortissement était dii au cisaillement dans la couche viscoélastique.

Kerwin, puis Ross, Ungar et Kerwin [53], utilisent les hypotheses suivantes :

- Les couches supérieure et inférieure sont élastiques, isotropes et ne subissent
pas de déformation de cisaillement.

- La couche centrale est constituée d’'un matériau viscoélastique linéaire non-
vieillissant homogéne isotrope.

- Les inerties longitudinales et rotationnelles sont négligeables par rapport aux
forces d’inerties du mouvement de flexion transverse.

- Tous les points d’une méme normale & la plaque ont le méme déplacement

transverse.

- Entre les couches, aucun glissement n’est permis.

Yu [65] s’'intéresse & un sandwich symétrique. Il ne néglige aucun des effets d’inertie

et suppose les contraintes de cisaillement transverses constantes dans chaque couche.
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Cela le conduit & introduire des coefficients correcteurs (théorie de Mindlin). Yu ob-
tient alors une équation du mouvement d’ordre 4 relativement 3 la fleche, pour une

poutre de longueur infinie.

Di Taranto [19], [18] , puis Mead et Markus [40] se basent sur les hypothéses de
Kerwin mais incluent les effets du cisaillement transverse et les inerties longitudi-
nales et rotationnelles dans les parements d’acier. Ils obtiennent ainsi une équation
différentielle d’ordre 6 sur le déplacement axial du plan moyen de I'une des peaux

pour Di Taranto, et sur la fleche pour Mead et Markus.

Yan et Dowell [64] utilisent les mémes hypothéses et supposent une distribution uni-
forme des contraintes de cisaillement selon I’épaisseur du sandwich. Ils aboutissent

alors & une équation d’ordre 4, fonction de la fleche.

Ce cisaillement sera alors introduit par Rao en 1978 [51], par un zig-zag tel que les

déplacements horizontaux des couches supérieures et inférieures restent paralléles.

A partir de la résolution de ces équations, ces différents auteurs obtiennent les pro-
priétés amortissantes de leurs structures sandwich. Cependant, ils considérent des cas
simples (poutre encastrée-libre pour Mead et Markus...). Comme il est nécessaire,
en simulations numériques d’étudier des structures sandwich avec des géométries
complexes et des conditions aux limites quelconques, plusieurs modélisations furent
réalisées [2], [3], [29], [36], [37] [50], [52], [55], [58]. Une idée simple consiste & assem-
bler trois éléments & travers I’épaisseur de la structure sandwich. En voici quelques

exemples :

- En 1979, Killian [36] décrit le noyau viscoélastique linéaire par des éléments

volumes linéaires isoparamétriques & 8 nceuds, et les peaux, par des éléments plaques
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quadrilatéres & 4 nceuds sur le plan moyen (FIG. 1.5).

t
o O
o L-- 0
I
O e o/
[ 0 ) O
B’ g
¢ O

Fi1c. 1.5 — Modeéle de Killian

- Johnson et ses colloraborateurs [29] (respectivement Soni [58]) en 1981 proposent
de définir la couche centrale par un élément 3D & 8 nceuds (respectivement 16 nceuds)

et les couches d’acier par des éléments plaques & 4 nceuds (respectivement 8 noeuds)

(FIG. 1.6).
:
]
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FiG. 1.6 — Modéle de Johnson

- Un modele plaque/plaque/plaque (poutre/poutre/poutre), avec des degrés de
libertés de la couche centrale exclus, fut étudié par Rikards et ses associés en 1992
[62]. Le cisaillement est introduit ici, & ’aide de coefficient de correction (Théorie de

Mindlin pour les plaques et théorie de Timoshenko pour les poutres).
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- En 1997, Lezza A. Mignery [34] utilise un assemblage coque en considérant le
modele coque/ressort/coque, la partie ressort permettant d’introduire la viscoélasticité

de la couche centrale (FIG.1.7),

Q
’.\ﬁ ________________ — - -
/,/

O B .. o,/
[ :
>, ¢ =
>/ lll_ _______________ - -
q ,,’, ¢

F1G. 1.7 — Modeéle de Lezza A. Mignery

Il existe également des éléments spécifiques pour les coques de révolution [2], pour les
coques coniques [50] et pour les poutres [3], [55]. Une difficulté & ces modélisations

est la compatibilité entre le champ de déplacement du noyau et celui des faces.

En général, tous ces modéles simplifient considérablement le modéle complet qui se-
rait le modele volume/volume/volume et qui engendrerait un nombre considérable de
degrés de liberté pour les structures de grandes tailles. Ainsi, les simulations utilisant
ces modeles peuvent devenir trés coiliteuses en temps CPU. C’est pourquoi un élément
plaque/plaque/plaque a été présenté par Ma et He [37]. Dans celui-ci, les hypothéses
d’un méme déplacement transverse et des mémes rotations dans les faces sont prises
en compte, comme dans les modeles analytiques. Toutes ces suppositions leur per-
mettent alors de réduire & 5 le nombre de degrés de liberté par noeud : la fleche, les
deux rotations des couches élastiques et les deux rotations du noyau. Cependant, les
auteurs limitent leur analyse & des mouvements de flexion de plaque. Ainsi, I’élément
ne peut étre utilisé pour les études incluant les effets de membranes, telles que les

vibrations non-linéaires ou les vibrations de coques.
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Récemment, Daya et Potier-Ferry ont proposé un modele de coque obtenu par ’as-
semblage coque/volume/coque [17]. En associant les hypotheses simplificatrices et les
conditions de raccord cinématique aux interfaces, cela conduit & un élément a 8 d.d.1.
par noeud : les deux déplacements longitudinaux des couches élastiques, la fleche et
les trois rotations. L’élément ainsi construit est un élément triangulaire a trois nceuds,
basé sur la théorie de Kirchhoff. Cependant, cet élément posséde une interpolation
linéaire, donc insuffisante pour décrire les comportements en membrane. De plus, le
calcul des moyennes et hautes fréquences a I’aide de cet élément nécessite un maillage
trés fin et un grand temps de calcul pour les grandes structures.

Dans le prochain chapitre, nous présentons un élément fini sandwich décrivant plus
finement le mouvement en membrane et permettant la modélisation des structures a

géométries complexes.

Méthodes numériques

Comme nous l’avons vu & la section précédente, la matrice de rigidité des struc-
tures viscoélastiques dépend de la fréquence et est complexe (1.15). Ainsi, 'analyse
de vibrations libres de ces structures conduit & résoudre des problémes aux valeurs
propres complexes non-linéaires (1.23). Il existe au moins six méthodes différentes,
pour calculer ’amortissement des structures sandwich viscoélastiques : la méthode
QR, la méthode d’énergie de déformation modale, la méthode directe de réponse en
fréquence, approche asymptotique, la technique d’itération-réduction et la méthode
asymptotique numérique (M.A.N.) avec continuation. Ces méthodes sont, soit des

méthodes ”approchées”, soit des méthodes ”exactes”.
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Méthodes approchéeﬂ

e Méthode d’énergie de déformation modale (Modal Strain Energy : MSE)

Il existe deux fagons d’appliquer la méthode dite : méthode d’énergie de déformation

modale.

a) MSE en utilisant le mode réel (MSER)

On suppose que le mode propre du sandwich viscoélastique est proportionnel
au mode propre de la structure sandwich non-amortie U, qui vérifie le probleme
aux valeurs propres réelles : (K(0) — wgM)U, = 0. K(0) est la matrice de rigidité
construite en considérant seulement I’élasticité retardée du matériau viscoélastique.

Le probléme aux valeurs propres complexes (1.23) s’écrit alors :

[K(w) - w*M]U, =0 (1.25)
On approxime ensuite, K(w) par K(w,). Ainsi, on obtient une approximation de la
fréquence 2 et de 'amortissement n a 'aide du rapport :

2 U,tK(wo)Ur

= ~UMU. = Q*(1 + in) (1.26)

L’amortissement est défini par le rapport :

énergie dissipée
n=

= 1.27
21 * énergie de déformation stockée (1.27)
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Remarque :
Si la matrice K ne dépend pas de w, on a w = Q. Cette méthode permet
d’estimer ’amortissement en ne calculant que des modes réels. Elle a donc un coit

numérique tres faible. Cependant, elle n’est précise que pour des structures faiblement

amorties [17].

b) MSE en utilisant les modes complexes (MSEC)

Pour améliorer ’estimation de €2 et 7, on peut utiliser la méme technique que précé-
demment, mais on approxime U par une approximation du mode complexe U, cal-

culée en résolvant le probleme linéaire suivant :

[K(wo) — w2M]U, = F | (1.28)

F est le vecteur des amplitudes des forces sinusoidales imposées. Dans ce cas, () et n

sont donnés par :
Q2 — Ue'KR(wo)Ue
~ T UJIMUC
_ UctKI!wo!Uc
n= 27U KR (wq)Uc

(1.29)

Cette méthode donne de trés bonnes estimations [58] dans le cas ou K(w) est constante.
Cependant, I’approximation du mode U par U, peut-étre insuffisante quand K(w)

dépend de w [52].
e Méthode directe de réponse en fréquence

La méthode directe de réponse en fréquence consideére ’analyse de la réponse forcée.

Dans ce cas, ’équation (1.23) doit étre complétée par un vecteur F qui représente les
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amplitudes des forces sinusoidales imposées, habituellement prises comme réelles :

(Kw) —w*M)U=F (1.30)

Ensuite, nous cherchons la solution U (w) (courbes de réponses), ce qui impose ’assem-
blage et la décomposition de la matrice de rigidité dynamique complexe (K(w)—w*M)
pour chaque pulsation w. A partir des courbes de réponses en fréquence, des pics de
résonance sont mis en évidence. Ainsi, le calcul des facteurs de perte de la structure
peut se faire & I’aide de la méthode des bandes passantes & 3 dB (voir FIG. 1.8) et le

facteur de perte a pour expression :

_wf—w,-

n (1.31)

Wm

Déplacement

Maxi |[_____________

Maxi/N2|__________|.__

e e T e

£

Fréquence

@j

F1G. 1.8 - Calcul d’amortissement par la méthode des bandes passantes

En fait, cette méthode est d’abord une méthode pour estimer I’amortissement & par-
tir de résultats expérimentaux. Si cette méthode est appliquée avec un grand nombre
de degrés de liberté, elle comporte néanmoins quelques inconvénients :

- L’obtention de la courbe de réponse (FIG. 1.8) est trés coiiteuse quand une so-

lution compléte est exigée.
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- L’évaluation du facteur de perte n’est valide que pour un amortissement petit

et pour des fréquences propres suffisamment séparées.

| Méthodes directes |

e Méthode QR

Cette méthode permet de calculer les valeurs propres d’une matrice complexe [6]. Le
principe de base de l'itération QR est de décomposer la matrice complexe A dans la

forme suivante :

A =QR (1.32)

avec Q matrice orthogonale et R matrice triangulaire supérieure.
Une fois la décomposition QR obtenue, la matrice RQ est formée. On itére ce calcul
sur la matrice obtenue. Lorsque la suite matricielle est convergente, elle tend vers une
matrice triangulaire supérieure semblable & A, dont les éléments diagonaux sont les
valeﬁrs propres A de A. Pour obtenir les vecteurs propres de A, il suffit de résoudre
le systéme : (A — AI)x = 0, ol I est la matrice identité.
Dans le probléme aux valeurs propres complexes, la matrice A est complexe [6],
[63]. Pour appliquer la méthode QR, il faut séparer les parties réelles et imaginaires.
L’équation matricielle & résoudre est donc égale a :

(BR + jBh)(xR +jx") =0

(1.33)

B=A -\l =BR+ ;B!

Cette équation est nulle si et seulement si, les parties réelles et imaginaires sont si-

multanément nulles. Elle équivaut donc au systéme suivant :

-36-



CHAPITRE 1. Position du probléme

BExR _BIxI -
(1.34)
BERx! + BIxR =0

qui s’écrit sous forme matricielle :
BR B! xR 0
= e ][%]-[5] @

Cette matrice est symétrique réelle donc diagonalisable mais & une dimension double
par rapport a celle de la matrice A initiale.
La méthode QR présente donc deux difficultés :

- elle ne peut étre utilisée que pour une matrice de rigidité complexe qui ne dépend
pas de la fréquence.

- elle n’est pas efficace pour des structures avec un grand nombre de ddl, car elle

implique beaucoup de produit de matrices & grande dimension.
e Méthode asymptotique

La méthode asymptotique a été proposée par Ma et He [37] pour résoudre des
équations du type (1.23). Cette méthode n’a été appliquée qu’au cas ou la matrice
de rigidité K(w) est constante et s’écrit K; + K(1 + 483). 8 représente le facteur de
perte de la couche viscoélastique et les matrices K et K sont constantes. Les modes
propres, les fréquences propres et ’amortissement sont exprimés sous forme de séries
entiéres en S :

(U =Ug+ pU; + p?U, + 42Uz + p#Uy + p5Us...
J Q% = QF + 202 + 1102 + ...

(1.36)
in = un + udns + udns

(| u=1f
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Leurs nouvelles expressions sont injectées dans 1’équation (1.23). Une suite de probleé-
mes linéaires récurrents est obtenue et résolue en utilisant la normalisation des modes
complexes : U*MU = 1.

Ainsi, les fréquences propres et les facteurs de perte modale sont calculés a I’aide des
formules (1.36) en se limitant & 'ordre 5. L’approximation résultante a été améliorée
en utilisant les approximants de Padés (cf chap.3 ou [22]). Cependant, cette méthode
ne peut pas étre appliquée aux cas de grands amortissements et aux problémes dont
la matrice de rigidité est dépendante de la fréquence, car 8 dépend de w. Il faut, dans
ce cas, un nouveau parametre de développement. En effet, dans ces cas, les séries ne

convergent généralement pas et une méthode de continuation est nécessaire.
e Méthode d’itération-réduction

La méthode d’itération-réduction, proposée par Chen et al. [11] consiste en deux pas.
Le premier est la détermination d’une solution de perturbation au premier ordre. Le
deuxiéme pas est une technique itérative pour tfouver les valeurs propres complexes.
Celle-ci est couplée avec un algorithme de Lanczos [6] et une base réduite. Ainsi, la
méthode d’itération-réduction est une sorte d’algorithme de Newton. Elle demande
donc probablement beaucoup d’itérations, ce qui augmente le temps de calcul, si la
structure est grande. L’amortissement est défini aussi a 1’aide de la formule classique

(1.24).
e Méthode de continuation

La méthode de Daya et Potier-Ferry [16] est basée sur la technique d’homotopie et

la technique de perturbation. Il s’agit d’'une méthode asymptotique dans laquelle une
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procédure de continuation est proposée. Dans ce travail, Daya et Potier-Ferry partent
des modes propres non amortis et en déduisent les modes viscoélastiques par la tech-
nique de perturbation. Cependant, le pas de continuation nécessite une inversion de
matrice complexe. Or, le nombre de degrés de liberté devient double dans ce cas.
Ainsi, ce dernier algorithme n’est pas optimal dans le cas de grandes structures et de
grands amortissements, puisqu’il nécessiterait un grand nombre de pas de continua-

tion, soit un grand nombre d’inversions de matrices complexes. Il serait donc coiiteux.

Dans le troisieme chapitre de ce document, nous rappelons ’algorithme de Daya et
Potier-Ferry et nous présentons deux nouveaux algorithmes itératifs d’ordre élevé

pour résoudre le probleme aux valeurs propres complexes non-linéaires (1.23).

1.4 Conclusion

L’étude bibliographique précédente nous a montré la maniére de résoudre les deux
types de problémes rencontrés lors de I’étude des tdles sandwich viscoélastiques, &
savoir : la modélisation, pour prendre en compte correctement le cisaillement dans la
couche centrale responsable de ’amortissement, et les méthodes pour calculer I’amor-
tissement. De cette étude, nous pouvons conclure de la fagon suivante :

1- Il manque des éléments sandwich qui prennent mieux en compte les effets de
membrane. En effet, par exemple, I’élément de Daya et Potier-Ferry posséde une inter-
polation linéaire donc insuffisante pour décrire le comportement en membrane. Pour
cela, le calcul des moyennes et hautes fréquences, a I’aide de cet élément, nécessiterait
un maillage trés fin. Dans le chapitre suivant, nous proposons un élément quadratique
en membrane.

2- Il existe peu de méthodes permettant d’obtenir directement I’amortissement
des structures sandwich avec un coiit modéré en place mémoire et en temps calcul.

C’est pourquoi, dans le troisiéme chapitre, nous présentons deux algorithmes itératifs
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pour résoudre le probléme aux valeurs propres complexes non-linéaires et pour cal-

culer ’amortissement.
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CHAPITRE 2

Des éléments finis pour les coques
sandwich

2.1 Introduction

Comme il a été dit précédemment, les structures sandwich constituées d’une couche
fine viscoélastique intercalée entre deux couches métalliques, permettent de réduire
le bruit et les vibrations dans de nombreux domaines (automobiles, aérospatial...).
Cet amortissement est essentiellement introduit par le cisaillement transverse dans la
couche centrale viscoélastique. Celui-ci est di & la différence des déplacements plans
dans les couches élastiques et & la rigidité "molle” de la couche centrale. Ainsi, la
prise en compte de ce cisaillement est nécessaire pour déterminer de fagon correcte
les propriétés amortissantes de la t6le sandwich. Plusieurs modéles ont été développés
pour le calcul des vibrations des toles sandwich. Les premiers modeles ont permis
de calculer analytiquement les fréquences et amortissements des toles sandwich de
géométrie simple (poutres, plaques...) [31], [19], [40], [64], [43], [54], [14], [24], [26].
Aussi, les éléments finis ont été utilisés pour modéliser les tdles sandwich de forme
quelconque [3], [36], [29], [58], [2], [37], [52], [50}, [55]. D’apres 1’étude bibliographique
du chapitre 1, ces éléments ont permis la réduction du nombre de degrés de liberté
des simulations des téles sandwich par rapport a une discrétisation de la téle par as-
semblage d’éléments 3D suivant 1’épaisseur. Une idée simple pour réduire le nombre

de d.d.l., consiste & assembler trois éléments dans 1'épaisseur de la structure sand-

- 41 -



CHAPITRE 2. Des éléments finis pour les coques sandwich

wich [29], [58], [52]. Puis, on élimine les d.d.l. de ’élément central en considérant les
conditions de raccord aux interfaces et les hypothéses simplificatrices énoncées dans le
chapitre 1. Cette idée est reprise récemment par E.M. Daya et M. Potier-Ferry [17]. Lls
modélisent les couches élastiques par un élément coque, le DKT, et la couche centrale
par un €lément volume. Cependant, cet élément, le DKT/volume/DKT, posséde une
interpolation linéaire, donc insuffisante pour décrire correctement le comportement
en membrane. Ceci engendre des maillages trés fins pour calculer convenablement les

fréquences des toles sandwich au dela des premiéres.

Dans ce chapitre, nous proposons d’établir un nouvel élément fini sandwich, de type
coque/volume/coque, capable de décrire convenablement les mouvements en mem-
brane de la structure sandwich. Comme le DKT/volume/DKT, I’élément proposé
possedera 8 d.d.l. par nceud qui sont les deux déplacements dans le plan des couches

élastiques, la fleche et les trois ”"rotations”.

2.2 Analyse de quelques éléments de coque

Pour établir notre nouvel élément sandwich capable de décrire convenablement les
mouvements en membrane, en permettant le calcul des moyennes et hautes fréquences
de vibrations des tdles avec un temps de calcul raisonnable, nous comparons trois
éléments de type coque : le Bathe-Dvorkin (BD) (7], le DKT [6], [7] et I’élément de
Biichter et al. (BRR) [10]. Le premier est un quadrangle possédant 4 nceuds avec
5 d.d.l. (rotation autour de z nulle). Il utilise une formulation en contraintes planes
(022 = 0) et il est basé sur le concept ANS (Assumed Natural Strain), proposé par
Dvorkin et Bathe [21]. Cette méthode suggere de calculer les déformations de cisaille-
ment transverse, o,, et g,,, en des points particuliers de 1’élément afin d’éviter le ver-
rouillage en cisaillement et elle permet de ne pas ajouter de variables supplémentaires.

Le deuxiéme est un élément triangulaire & 3 nceuds et 6 d.d.1. par nceud. Sa formu-
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lation utilise la théorie classique de plaque de Love-Kirchoff (ou le cisaillement n’est
pas pris en compte). Le dernier, quadrangle & 8 nceuds et 6 d.d.l. par nceud, utilise
une formulation tridimensionnelle sans condensation (donc tous les effets peuvent
étre pris en compte). Pour cela, Biichter et al. utilisent le concept EAS (Enhanced
Assumed Strain) proposé par Simo et Rifai [57], qui est basé sur la formulation de
Hu-Washizu. Le principe consiste a introduire une variable additonnelle permettant
une variation linéaire de la déformation & travers 1’épaisseur. Ce nouveau parameétre
est ensuite éliminé au niveau élémentaire par condensation des équations d’équilibre
et de compatibilité. Ce principe permet d’éviter les problemes de verrouillage dans la

formulation de coques.

2.2.1 Test sur une plaque en appui le long de son bord

Nous comparons ici les résultats issus des simulations & ’aide des éléments DKT
et BRR, & ceux d’un calcul analytique pour un calcul de vibrations libres. Nous
considérons une plaque rectangulaire en appui le long de son bord. La structure

possede les caractéristiques suivantes :

Longueur 0.4 m | Module d’Young 2.1 101 Pa
Largeur 0.2 m | Coefficient de Poisson 0.3
Epaisseur 0.001 m | Masse volumique 7800 kg/m®

TAB. 2.1 — Caractéristiques de la plaque rectangulaire pour la comparaison de
différents éléments

Les solutions analytiques sont obtenues & I’aide de la formule classique suivante [8] :
_ D oMo Mo
freq =4/ - l(3)" + (5)1/(2m) (2.1)

Eh?

avec D = 07" my,=phetnm=123...
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Les résultats obtenus pour les 5™ et 10°™* fréquences sont -présentés aux figures

suivantes :

355 -

« DKT
345 1 = BRR
335 - - valeur analytique
325
315 - - * .
305
295

fréquence en rad/s

T T

o 1000 2000 3000 4000 5000
nombre de ddi

F1G. 2.1 — Convergence vers la 5™¢ fréquence de la plaque en appui avec le DKT et
le BRR

660 -
. « DKT
o 640 - = BRR
E - valeur analytique
S 620 .
[+]
o L d
& 600
= .
c- -
-8 .
= 580 - -
560 T r

1000 2000 3000 4000 5000
nombre de ddl

o

F1a. 2.2 — Convergence vers la 10°™¢ fréquence de la plaque en appui avec le DKT et
le BRR
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Les courbes précédentes permettent de vérifier la bonne convergence en valeurs propres
avec les éléments DKT et BRR pour les 54™¢* et 10°™¢* fréquences. Nous remarquons
que ’élément BRR converge avec moins de d.d.l. que le DKT. Pour la 5°™¢ fréquence,
seulement 3250 d.d.l. sont nécessaires & 1’élément BRR pour atteindre la convergence
alors que le DKT n’a toujours pas convergé avec 4750 d.d.l.. De méme, pour la 10¢™¢
fréquence, le DKT n’a toujours pas convergé a 4750 d.d.l., alors que le BRR a atteint
la bonne valeur propre.

Ce test nous montre la richesse de ’élément BRR.

2.2.2 Test sur une plaque encastrée sur un bord

Maintenant, nous comparons les trois éléments cités auparavant, & savoir le BD,
le DKT et le BRR, pour un calcul de vibrations libres de la plaque rectangulaire

précédente mais cette fois, elle est encastrée sur un bord.

Nous avons réalisé différents maillages pour chaque élément. Nous présentons par les

courbes suivantes les résultats obtenus pour certaines fréquences.
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104 ——BD
------ DKT.
—BRA
102t
@
3
£ 100
5
8
g 98
9
oad e e e
92
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000

nombre de ddt

F1G. 2.3 - Convergence vers la 5™ fréquence de la plaque encastrée-libre avec le BD
le DKT et le BRR
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260 ~
255 +
250 -
245 -
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235 T . T -
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F1G. 2.4 ~ Convergence vers la 10°™¢ fréquence de la plaque encastrée-libre avec le
BD, le DKT et le BRR
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530
w 5000 \\ DKT
g 'BRR
S
g 47071 .
g
&= 440

410

380

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000

nombre de ddi

F1G. 2.5 — Convergence vers la 15™¢ fréquence de la plaque encastrée-libre avec le
BD, le DKT et le BRR

temps CPU
§ &

] 1500 3000 4500 8000
nombre de ddl

Fi1G. 2.6 — Comparaison en temps CPU entre le DKT et le BRR pour 'obtention des
20 premieres fréquences et des 20 premiers modes pour la plaque encastrée-libre
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Les différents résultats de comparaison présentés aux figures (2.3), (2.4) et (2.5)
montrent bien que I’élément BRR converge plus rapidement que les autres éléments
dans le calcul des 5°™¢¢, 10°™es 15¢™es fréquences. Par exemple, pour la 106™me fréquence,
alors qu’un maillage de 1800 d.d.l. avec le BRR est suffisant pour obtenir la conver-
gence, un maillage de 6000 d.d.l. ne suffit toujours pas pour le Bathe-Dvorkin et le
DKT. Le BRR semble donc I’élément & retenir pour établir notre élément sandwich.
Si maintenant, nous réalisons une analyse du temps CPU nécessaire pour obtenir les
20 premieres fréquences et les 20 premiers modes, nous obtenons les courbes de la
figure (2.6). A partir de celles-ci, nous remarquons qu’a un nombre de d.d.l. fixé,
le BRR (8 nceuds et 6 d.d.l./nceuds) est plus coiiteux que le DKT (3 nceuds et 6
d.d.I./nceuds), & cause d’une plus grande largeur de bande. Ainsi, nous pourrions
conclure rapidement, que le DKT est meilleur que le BRR. Or, ceci n’est pas exact.
En effet, il faut analyser conjointement les courbes des figures (2.3) & (2.6) et dresser
le tableau (2.2). Ce tableau représente le temps calcul nécessaire pour obtenir les

Omes 10°™mes et 15°™* fréquences propres, par rapport au maillage.

Fréquences | Eléments Nb de d.d.. Temps calcul
5eme=94 DKT > 6200 > 3450
BRR 3200 ' 1100
10°™e=238 DKT > 6200 > 3450
X BRR 4800 2450
156m€=390 DKT >> 6200 >> 3450
BRR 5600 3450

TAB. 2.2 - Comparaison des temps de calcul par rapport au maillage nécessaire pour
obtenir les fréquences propres des 5¢™es  10emes et 156mes

On s’apercoit alors, en comparant simultanément la valeur propre calculée et le temps
de calcul issu d’une modélisation par le BRR et par le DKT, que I’élément BRR est
nettement préférable pour le calcul des moyennes fréquences. Pour avoir une bonne

approximation en valeur propre, le DKT nécessite un maillage beaucoup plus fin que
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le BRR, qui s’avére donc beaucoup plus riche. De plus, le BRR offre une interpolation

quadratique, ce qui permet d’estimer correctement les effets de membrane.

2.2.3 Conclusion

Les simulations numériques précédentes des vibrations libres des plaques montrent
que I’élément BRR permet de calculer les moyennes fréquences avec un cotit de calcul
trés raisonnable. Dans la suite, nous nous broposons d’établir un nouvel élément
sandwich, le BRR/Mindlin/BRR, en utilisant les mémes hypothéses simplificatrices
que dans [17]. Ceci nous permettra d’avoir un élément & 8 noeuds et 8 d.d.l. par nceud,

ou les déformations de membranes sont prises en compte convenablement.

2.3 Elément sandwich

Dans cette partie, nous développons un nouvel élément sa;ldwich en considérant
I’élément coque BRR. Avant de définir notre modeéle, nous présentons dans la fi-
gure (2.7) les notations utilisées pour les différentes caractéristiques définissant la
structure sandwich. £2 désigne un volume, h une épaisseur et les exposants s, ¢ et i

représentent respectivement les couches supérieure, centrale et inférieure.

LTy
' -7
1 -
B R e e T T Ty Py pu
LT L "
ot
PP T < Ui
_—",‘—_,—‘ [
PP X
ST PP T SRR LI T
Q el _.--" acier ha
e 2o Q8 ool palymee_ . Medl T -5 X
i ,—"’— .
- acier ha

FiG. 2.7 — Représentation des notations prises pour définir les structures sandwich
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2.3.1 Présentation et hypothéses du modele :
coque/Mindlin/coque

Pour définir le champ de déplacement dans les couches métalliques d’une structure

sandwich, nous utilisons un élément de type coque. La position d’un point quelconque

de la géométrie décrite sur la figure (2.8) est repérée, sur la configuration initiale, par

un vecteur x exprimé sous la forme suivante :

x(r1,7Te,73) = r(r1,72) + r3a3(r1, 72) (2.2)

avec r : un vecteur qui repere la position de la surface moyenne,
ag : le vecteur directeur de la coque au point considéré,

(r1,72,73) : les coordonnées curvilignes convectives.

ETAT INITIAL ETAT DEFORME

F1G. 2.8 ~ Description géométrique de la coque
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En faisant ’hypothése d’une variation linéaire du champ de déplacement dans la

direction de I’épaisseur, ce dernier peut s’écrire comme suit :

u(ry, 72, 73) = v(ry, r2) + rsR(ry,72) (2.3)

avec v et R représentant respectivement le déplacement d’'un point de la surface
moyenne et la différence des vecteurs directeurs de la coque entre la configuration de

référence et la configuration déformée.

L’élément coque utilisé ici, est le BRR. Cet élément possede 8 nceuds et 6 d.d.l. par

neeud :
u,v,w, Rz) Rya Rz-

Nous utilisons la discrétisation usuelle d’un élément quadrilatére & huit nceuds avec

intégration réduite :

8 8
U= Z Nivg + Z 73N, Ry, (2.4)
k=1 k=1

ou les N; sont les fonctions de forme habituelles du quadrangle a 8 nceuds, v; et
R, variables nodales interpolées via les fonctions de formes classiques des éléments
quadrilatéraux a huit nceuds (voir Annexe A), k indiquant le numéro de noeud de
I’élément.

En utilisant, pour les couches métalliques, un champ de déplacement ayant la forme

précédente (2.4), nous pouvons écrire :
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avec

X

[ Us(z,y,2) =v'(z,y) + 2R (z,y)
Vi(z,y,2) = v'(z,y) + 2R} (x,y)
We(z,y,2) = w'(z,y) + zR5(z, y)

he  h?
(2 € [—=; 2]

((U'(z,y,2) = ui(z,y) + 2R.(z,y)
Vi(z,y,z) = vi(z,y) + 2R! (z,y)

Wi(z,y,2) = w'(z,y) + 2R} (z,y)

\ 2 € [_%a,%a]

( Ri(z,y) =4, NuR]

aj(a:; y) = Z::l Nkak

4

2.7)

Afin d’exprimer les déplacements et le vecteur ”rotation” de la couche viscoélastique

en fonction des champs de déplacement des couches supérieure et inférieure, nous

supposons que le champ de déplacement dans la couche centrale s’écrit également

sous la forme :

<

[ U(z,y,2) = u(z,y) + ZR:(z,y)
Ve(z,y,2) = v*(z,y) + 2R(z, y)

Wez,y, 2) = w(z,y) + zRS(z, y)

| ze[-42; %]
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Nous considérons ensuite les conditions de raccord cinématique aux interfaces et nous
faisons les hypothéses suivantes, classiques dans les études analytiques ou numériques
des toles sandwich [14], [37], [51] :

- Tous les points d’une normale & un plan ont le méme déplacement transverse
w(ry, T2),

- Aucun écart entre la couche centrale et les parements d’acier n’est permis,

- Tous les points des couches élastiques sur une normale ont les mémes rota-
tions : R} = R§, j=zv,2,

- L’épaisseur est constante dans les trois couches et un sandwich symétrique

est considéré : hS = hi = hy.

Ce sont ces hypothéses simples qui permettent de ramener & huit le nombre de va-
riables par nceud : la fleche w, qui est commune aux trois couches, les rotations R; qui
sont supposées communes aux deux couches dures, et les déplacements longitudinaux
des deux couches élastiques. En effet, le raccord cinématique entre les trois couches
permet d’exprimer les six variables de la couche centrale u®, v°, w, R, Ry, R, en
fonction des huit degrés de liberté choisis. On renvoie a ’annexe B pour le détail des

calculs qui conduisent & ’expression suivante du déplacement dans la couche centrale :

(Ue,y,ms) = (3 + Bhut(m0) + (3 = $)ui(@,y) — BhaFe

Ve(z,y,ms) = (% + %3-)1)3(:1:,:1/) +(3— Z23')7}1.(-'1'3 y) — ShoRy
‘ (2.9)
We(z,y,r3) = w(z,y) — RheR;

N[

T3 € [—1; 1]

On notera que le déplacement de la couche centrale s’exprime complétement en fonc-
tion des variables associées aux deux autres couches. Il n’y aura donc pas besoin de

définir une interpolation pour la couche centrale : I’élément fini de cette couche sera
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déduit de I’élément fini de coque utilisé pour les couches élastiques, grace & la formule
(2.8) et donc grace aux hypotheses de linéarité de type Mindlin (2.9). C’est pourquoi

nous disons que 1’élément sandwich ainsi défini est un élément coque/Mindlin/coque.

Notons également qu'’il existe une continuité exacte entre les faces et le noyau et que
le champ de déplacement de la couche centrale (2.9) permet d’éviter une incompati-

bilité entre la discrétisation dans le noyau et les faces.

2.3.2 Expression des déformations dans les couches

A partir des formules des déplacements des couches supérieure et inférieure (2.5) et
(2.6) et en supposant que la déformation des couches élastiques obéit a la théorie
classique des plaques minces, les déformations dans ces couches sont de la forme

suivante :

1
( Efc:z:(x, Y,z t) = aa_Uz

i
ey (@1, 2,1) = 5

]
Eiz(m) Y,z t) = agz

. (2.10)

l _ ot av!
2€zy(x7y,z’ t) — &y + Bz

! _aut |, aw!
2e.,(z,y,2,t) = St e

l _avt ow!t
{ 2e,,(T,y,2,t) = 5+ By

ou [ désigne soit la couche supérieure (I = s), soit la couche inférieure (I =1). La

déformation dans le noyau viscoélastique peut s’exprimer de la fagon suivante :
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( 55,-,;(-'”,%2, t) = [Fl(r3)] 6531;;” Qau?‘, _86—111]

€§y($,y, Z,t) = [Fl(r3)] %%’ %1;;7 FI:}]

e (z,y,2,t) = —%:Rz
¢ (2.11)

c us g ui 'Ui OR.
2€zy(zvya Z, t) = [Fl(r3)][('aa7 + %Lz)’ (%_y + %_z)’ (c’%R;_ + 'a_ml)]

265, (2, , 7, 1) = [Ta(ra)][52, Fir, Re]

| 2¢5.(5,9,2,1) = [Ta(ra)][ 32, 52, By
avec
( [Ta(rs)] = [, 72 73]

[Ta(r3)] = (1,73, — 2]

§ m=G+3) (212)

2.3.3 Formulation élément fini pour les vibrations des coques
sandwich

Gréce 3 la formule (2.9), nous allons établir notre nouvel élément le BRR/Mindlin/BRR :

élément & huit nceuds et huit d.d.l. par nceud :

u’(z,y),v°(2,9),u'(z,9),v'(2,¥), w(z,y), R, Ry, R (2.13)
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Le déplacement de I'élément volume sandwich sera écrit sous une forme discrétisée

habituelle :
Us Ue U ' .
Ve I =[N°llge], | Ve | =[Nlg], | VP | = [NY)[g?]
Wws Wwe we (2.14)

[0 = [uf, v}, u}, v}, wj, Rajy Ryj, Rajyj = 1, 8]

L’élément est congu en sorte que les matrices [N°],[N¢],[N?] dépendent seulement

des fonctions de forme de I’élément fini coque (BRR) dans les couches élastiques.

En décomposant le volume élémentaire €, en trois volumes élémentaires s, Qc, 0

les matrices de rigidité et de masse élémentaires se décomposent ainsi :

[K¢] = [KS]+ K]+ [K
(2.15)
[M°] = [M] + [MZ] + [M]]

avec . , .
[MZ] = Joi pi N7 [N7]dv
(2.16)

j=s,c¢1
p; est la densité du matériau de la couche j.
Dans la couche centrale, les déformations sont définies par (2.11) et s’écrivent en
formulation élément fini en fonction d’une matrice [B.] précisée ultérieurement :
[9] = [Be]lge] (2.17)
La matrice de rigidité de la couche centrale s’exprime alors :

(K¢ = /Q (B.J[C.)[Bdv (2.18)
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[C.] est la matrice obtenue de la loi de comportement contrainte-déformation.

Dans les couches supérieures et inférieures élastiques, on applique exactement la tech-
nique de discrétisation de 1'élément BRR. Les matrices d’interpolation [N?] et [N¢]
sont celles d’une interpolation dans un quadrangle & huit nceuds (polynémes de Se-
rendip), avec une petite modification par rapport & [10]. En effet, le déplacement
‘élémentaire [g.] contient huit variables au lieu de six dans I’élément BRR. Pour
définir [N?] ou [N°], il suffit de rajouter deux colonnes de zéros correspondant aux
déplacements u, v de 'autre couche. Quant aux déformations, elles contiennent une
partie déduite du champ de déplacement (2.14) prise en compte par la matrice [B,] et
une partie additionnelle non compatible avec un champ de déplacement, représentée

ci-dessous par une matrice [B,] et quatre degrés supplémentaires notés [c] [10] :

[e] = [Bqllge] + [Ba]le] (2.19)

[B,][] représente une déformation additionnelle linéaire a travers I’épaisseur. Cette
technique permet d’implémenter une loi de comportement tridimensionnelle addition-
nelle. Comme on n’exige pas de continuité interéléments de cette déformation, elle

est condensée au niveau élémentaire. Ainsi, la matrice de rigidité dans les couches

élastiques, s’exprime par :

[ [K3) = [K) — (K3 VK] KL

[ ] fn q] (¢] [By] dv + fn, [G]t [L][G] dv

S ' (2.20)
[K3,] = Jo. [Bal'[C][Bg] dv

= fo. [B.]' [C] [Ba) dv

avec [q_ [G])* [L] [G] dv représentant la matrice de rigidité géométrique, et L la matrice

des contraintes initiales [10].
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Précisons maintenant la forme des matrices [BJ] (j=i,s,c) reliant le déplacement no-
dal et la déformation compatible.

Les [Bj] sont égaux & [Bj] = [R][G7]. Dans les couches élastiques, les [G7] (j =1,s)
sont les matrices du gradient des fonctions de forme [N7]. Ce sont les mémes que
dans la référence BRR, mais avec deux colonnes de zéros supplémentaires. [R] est la

matrice des composantes de la base covariante, servant au changement de base :

[at af a} 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a! a2 a3 0 0 0
[Rl=|a; a} a} al a? a3 0 0 0 (2.21)
0 0 0 aj a} a8 al a2 dd
a3 o af 0 0 0 af a? a}

Les matrices relatives & la couche viscoélastique ont dii étre implémentées entierement.
La matrice de fonction de forme [N¢] est obtenue directement & partir de I’expression

du champ de déplacement (B.7) et s’écrit :

[Nc] = 0 71Nk 0 ’)’2Nk 0 0 ’}’3Nk 0

avec 1 =(3+ %), n="(3~%), %= —h,.

Quant & la matrice [G9, elle est obtenue partir de la relation (2.11), en calcu-
lant les dérivées des champs de déplacement de la couche centrale en fonction des

déplacements des couches élastiques, par rapport aux coordonnées locales. Elle a la

forme suivante :
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(G 0 P 0 0 wWEE 00 '
0 mar 0 mEt 0 0 wpr O
Moy 0 Mot 0 0 m%r O 0
[Gc] — 0 ’YI% 0 72%% 0 0 ’)’3%—7: 0 ,k=1,8
0 0 0 o 2% o 0 o
ik 0 P 0 0 w3 0 0
0 Mm% 0 pgE o0 0 mi: 0
| 0 0 0 0o & 0 0 o ]
(2.23)

Nous avons donc défini notre nouvel élément sandwich : le BRR/Mindlin/BRR. Nous
rappelons que cet élément a été créé en utilisant les mémes hypothéses que Daya et

Potier-Ferry pour établir leur élément (DKT/volume/DKT) [17].

2.4 Premieéres validations du nouvel élément

Nous nous contentons de présenter une premiere validation du nouvel élément en

considérant les vibrations propres de structures sandwich non-amorties.

2.4.1 'Toles sandwich constituées d’un seul matériau

Nous considérons ici une tole constituée d’un seul matériau, afin de valider la représen-
tation des couches d’acier dans notre modele lors de la programmation. Une compa-
raison est réalisée entre les fréquences propres obtenues pour une structure constituée
d’une seule couche discrétisée par 1’élément BRR et une structure sandwich constituée
du méme matériau, discrétisée par le nouvel élément. Ces tbles ont la méme épaisseur
et sont constituées du méme acier. Nous avons pris le méme maillage (45 noeuds) pour
les deux modeles. Nous avons réduit I’épaisseur de la couche centrale (2 10~1° =~ 0)

afin de réduire les effets de cisaillement existant dans celle-ci. La comparaison est
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faite pour une poutre et pour une plaque toutes les deux encastrées-libres.
L’acier choisi pour toutes les simulations, posséde les caractéristiques suivantes :
- un module d’Young de 2.1 10'!Pa,
- un coefficient de Poisson de 0.3,
- une masse volumique de 7800 kg/m?.

Poutre :

La poutre a une longueur de 0.178m, une largeur de 0.010m et une épaisseur de 1.245

1073m.

Les résultats sont représentés dans le tableau (2.3) :

Fréquences | BRR | BRR/Mindlin/BRR
Tere 33,25 33,25
2éme 208,78 208,78
3éme 264,81* 264,6*
4eme 992,32 592,27

TAB. 2.3 - 4 premiéres fréquences obtenues pour une poutre constituée d’un seul
matériau

Remarque :
les fréquences suivies d'un signe (*) sont celles des modes de tension, les

autres sont celles correspondant aux modes de flexion.
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Plaque :

La plaque a une longueur de 0.4m, une largeur de 0.2m et une épaisseur de 10~3m.

Les résultats obtenus sont représentés dans le tableau 2.4 :

Fréquences | BRR | BRR/Mindlin/BRR
lere 5,37 9,37
2éme 23,15 23,15
3éme 33,61* 33,61*
4éme 75,84 75,84

TAB. 2.4 — 4 premiéres fréquences obtenues pour la plaque constituée d’un seul
matériau

Les tableaux précédents (2.3, 2.4) montrent que pour une épaisseur de la couche cen-
trale presque nulle, les fréquénces propres obtenues par notre modéle sandwich sont
proches de celles obtenues pour une couche homogene uniforme. Ceci est di au faible
effet de cisaillement, lorsque la couche centrale est trés fine. D’aprés ces tests, nous

pouvons donc en conclure que dans notre modélisation, les couches d’acier sont bien

représentées.

2.4.2 Toles sandwich

Cette fois-ci, nous considérons des structures sandwich constituées d’une couche molle
intercalée entre deux couches dures (acier). Les caractéristiques sont indiquées dans

le tableau (2.5).
Nous étudions successivement une poutre et une plaque. La simulation des vibra-

tions libres pour ces structures par notre modele sandwich, le BRR/Mindlin/BRR,

va étre comparée aux résultats obtenus par E.M. Daya et M. Potier-Ferry avec leur
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modele sandwich. Cela nous permettra de valider notre modéle, car leur élément
DKT/volume/DKT a déja été validé par rapport & la discrétisation 2D qui est incon-

testable [17].

Acier Polymere
Module d’Young 2.1 10 Pa [ 27.616 10° Pa
Coeflicient de Poisson 0.3 0.44
Masse volumique 7800 kg/m3 | 1200 kg/m3
Epaisseur 06103 m 45107 % m

TAB. 2.5 — Caractéristiques des matériaux pour la poutre et la plaque sandwich

Poutre sandwich encastrée-libre :

La poutre étudiée a les mémes dimensions qu’au test de poutre précédent. Nous si-
mulons une poutre encastrée-libre et nous comparons nos résultats avec ceux obtenus
par Daya et Potier-Ferry [17] avec leur modele sandwich. Nous avons maillé de plus

en plus finement la poutre, et nous avons établi le tableau suivant :

FREQUENCES
éléments ddl | leére | 2eme 3eme 4éme 5eme 10éme
1 64 31,3 | 229,72 282* 551,85 / /
2 104 | 30,25 | 152,63 | 270,84* | 534,51 | 550,13 3566

10 360 | 30,03 | 144,22 | 264,65* | 353,18 943 1923
90 1448 | 29,95 | 143,41 | 263,38* | 347,09 | 514,774 | 1552
128 3464 | 29,93 | 143,15 | 263,32* | 345,85 | 478,15 | 1441,34
200 5288 | 29,92 | 143,03 | 263,31* | 345,18 451 1407

TAB. 2.6 - Fréquences d’'une poutre sandwich encastrée-libre. Elément
BRR/Mindlin/BRR

Nous remarquons bien la convergence des fréquences propres. Pour confirmer la bonne
convergence, nous comparons les trois premiéres fréquences de flexion obtenues avec

celles obtenues par Daya et Potier-Ferry (2.7).
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BRE/Mindlin/BRR | DKT/volume/DKT
5288 ddl 9840 ddl
29,92 30
143 143
345 347

TaB. 2.7 — Comparaison des 3 premiers modes de flexion

La convergence en fréquences propres obtenue avec le BRR/Mindlin/BRR pour les 3
premieres fréquences de flexion, coincide avec les résultats obtenus avec le DKT/volu-
me/DKT, qui avait été validé. Cette comparaison confirme donc la validité de notre
programmation. De plus, on peut noter que pour obtenir les mémes résultats que
ceux obtenus avec 2840 d.d.l. (soit 355 éléments) pour le DKT/volume/DKT, le
BRR/Mindlin/BRR n’a besoin que de 1448 d.d.l. (soit 50 éléments). Ceci nous montre

P’efficacité de notre modele.

Plaque sandwich :

Nous considérons une plaque sandwich (300*30 mm) dont les caractéristiques des
matériaux sont indiquées dans le tableau (2.5) et les épaisseurs des couches sont
0.4/0.05/0.4 millimétres. Nous calculons les fréquences propres de cette plaque a
I’aide de deux éléments.

La plaque est posée, en son milieu, sur un pot vibrant et elle est libre ailleurs. On se
contentera des modes doublement symétriques, donc le calcul se fait sur un quart de

la plaque (150*15 mm).

Nous comparons dans le tableau (2.8), les quatres premiéres fréquences de flexion en

mode symétrique, obtenues par notre modele avec celles du DKT/volume/DKT :
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Ramm/3D/Ramm | DKT/volume/DKT
Fréquences 680 ddl
ler 47 47
2eme 188 188
3eme 394 395
4eme 679 679

TAB. 2.8 - Vibrations libres : fréquences propres des modes symétriques
2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés 3 la modélisation des téles sandwich
par la méthode des éléments finis. Nous avons établi un élément fini permettant
d’étudier les toles sandwich de grande taille et de géométrie complexe, en prenant en
éompte le cisaillement dans la couche centrale viscoélastique. Le BRR/Mindlin/BRR
est 'assemblage de deux éléments de Biichter et al. (BRR) dans les couches élastiques,
les déplacements de la couche centrale étant déduits des conditions de raccords
cinématiques et de I’hypothése de Mindlin. Le BRR a été choisi pour son inter-
polation plus riche en membrane que les éléments de coque classiques et pour sa
formulation tridimensionnelle permettant son utilisation aussi bien pour les coques
minces que pour les coques épaisses. Grace aux conditions de raccords cinématiques
et aux hypotheses simplificatrices classiques (mémes fleches pour les trois couches,
meémes rotations dans les couches d’acier...), nous avons pu exprimer le champ de
déplacement de la couche centrale en fonction de ceux des couches supérieure et
inférieure. Cela nous a permis de réduire le nombre de degrés de liberté par nceud &
huit : les déplacements longitudinaux des couches d’acier, la fleche, et les "rotations”.
Dans, un premier temps nous avons vérifié la représentation des couches élastiques
(cf 2.4.1). Ensuite, nous avons validé le modéle en considérant une poutre puis une
plaque sandwich (cf 2.4.2). Pour cela, nous avons calculé les fréquences propres et nous
les avons comparées & celles obtenues par le modele DKT/volume/DKT de Daya et

Potier-Ferry, déja validé [17]. Les résultats numériques obtenus sont trés satisfaisants
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et montrent bien que le nouvel élément sandwich permet des simulations numériques

avec un coiit trés raisonnable.
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CHAPITRE 3

Méthodes itératives pour les
vibrations et ’amortissement des
structures viscoélastiques

3.1 Introduction

Nous avons vu précédemment (section 1.2.2.), que l'analyse de vibrations libres
des structures sandwich viscoélastiques conduit & résoudre un probléme aux valeurs
propres complexes non-linéaires (1.23). La résoluﬁion de ce probléme permet d’évaluer
les propriétés amortissantes de la tole en considérant la fréquence amortie (2 et I’amor-
tissement 7 définis par la formule (1.24). Cependant, il existe plusieurs méthodes pour
calculer ces deux quantités : la méthode aux valeurs propres complexes, la méthode
d’énergie de déformation modale, la méthode directe de réponse en fréquence, 1’ap-
proche asymptotique, la technique d’itération réduction et la méthode asymptotique
numérique avec continuation (voir les méthodes numériques dans la section 1.3.2.
pour plus de détails). Seules celles proposées par Chen et al. [11] et par Daya et
Potier-Ferry [16] permettent de résoudre directement le probléme aux valeurs propres
non-linéaires. Dans une premiére étape, Chen et al. déterminent une solution de
perturbation au premier ordre. La seconde étape est une technique itérative qui
est couplée avec l’algorithme de Lanczos [6] et I'approximation d’une base réduite
pour trouver les valeurs propres complexes. Cette seconde étape demande probable-

ment beaucoup d’itérations pour de grands amortissements. La méthode de Daya et
y
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Potier-Ferry associe une transformation d’homotopie, une technique de perturbation
et une méthode de continuation. La technique d’homotopie consiste & transformer le
probléme initial en introduisant un parametre ¢ (0 < ¢ < 1) de sorte que pour € = 0,
le probléme obtenu est simple & résoudre et pour € = 1, le probléme est identique
au probleme initial. Puis, on cherche la solution sous forme de séries entiéres du pa-
rametre ¢. Ceci sera illustré lors des définitions des algorithmes. Ces techniques ont
été utilisées pour résoudre d’autres problémes non-linéaires comme I’élasticité non-
linéaire, les équations de Navier-Stokes et des problémes de contact, de plasticité ou
de viscoplasticité [48], [27]. La méthode asymptotique numérique associe une tech-

nique de perturbation et une procédure de discrétisation classique.

Dans ce chapitre, nous présentons deux algorithmes itératifs pour résoudre le probléme
de vibrations libres non-linéaires afin d’améliorer la méthode proposée par Daya et
Potier-Ferry. Ces deux méthodes associent aussi ’homotopie et les techniques asymp-
totiques numériques. La premiére est une sorte de méthode de Newton d’ordre élevé
[32] puisqu’elle s’identifie & la procédure itérative de Newton pour un ordre de tron-
cature égal & un. La seconde utilise une matrice plus ou moins arbitraire. Nous com-
mencons par développer I'algorithme de Daya et Potier-Ferry. Nous définissons ensuite
les deux algorithmes itératifs d’ordre élevé. Enfin, nous effectuons des tests pour vali-
der ces deux méthodes. Il est & noter que ces deux algorithmes itératifs ont fait I’objet

d’un article de Duigou, Daya et Potier-Ferry [20].
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‘3.2 Méthode de continuation

On commence par rappeler la méthode de continuation proposée par Daya et Potier-

Ferry [16]. Elle utilise les techniques d’homotopie, de perturbation et de continuation.

3.2.1 Technique d’homotopie

Le but de cette premiére étape est de transformer le probleme aux valeurs propres
non-linéaires en utilisant la technique d’homotopie. Cela nous permet d’introduire un
parametre artificiel € :

[K(0) + e B(w)K — w*M]U =0

(3.1)
0<e<l1

On peut remarquer que le cas € = 1 correspond au probléme initial (1.23) et que

¢ = 0 correspond au probléme aux valeurs propres réelles pour une structure non

amortie :

(K(0) — w2, M]Uy = 0 (3.2)

ol wy et Uy sont respectivement une fréquence propre et un mode propre de la
structure non amortie. Cette dernitre équation peut étre résolue par les méthodes
classiques telles que la méthode d’itération de sous-espace ou la technique de Lanczos
[6]. Nous supposons que les valeurs propres réelles de (3.2) sont calculées.

Comme dans tout probléme aux valeurs propres, I'inconnue U de (3.1) est définie &
une constante multiplicative pres. Il est donc nécessaire d’introduire une condition de

normalisation, par exemple :

Uot(U - Up) =0 (3.3)
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Les équations (3.1) et (3.3) définissent un probléme bien posé de la forme ¢ —

{U(e),w(e)}. Celui-ci sera résolu par la méthode de perturbation.

3.2.2 Meéthode de perturbation

Une méthode asymptotique numérique est appliquée pour résoudre le probléme per-

turbé (3.1) et (3.3). Celle-ci consiste & chercher les inconnues du probléeme U et w

sous forme de séries entiéres par rapport & un parameétre € :

( U= Z?:oerj

(3.4)

N représente I'ordre de troncature des séries et w la fréquence propre de la structure
amortie. Comme le module E(w) est supposé dépendre de la fréquence, il peut étre

également décomposé sous forme de série entiére de ¢ :

(3.5)

Aprés insertion des séries (3.4) et (3.5) dans ’équation (3.1) et identification des

puissances en ¢, nous obtenons une série de problémes linéaires récurrents :
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Probléme & l'ordre 1 :

A.Uo =0
A =K(0) — poM (3.6)
po = —wj
Probléme & l’ordre 2 :
AU, =F,;
(3.7)
F, = —E()KUO + leUo
Probléme & l'ordre (j+1) :
AU; =F;
(3.8)

F; = - Y12 BKUj k-1 + Xhoy EMUj i

Notons que, pour le premier ordre, nous retrouvons le probléme aux valeurs propres
non amorties (3.2), et nous proposons de calculer les valeurs propres demandées par
une méthode classique pour résoudre un probléme aux valeurs propres symétrique.
Pour les ordres élevés, les problemes sont linéaires non-homogeénes mais ils possedent
tous la méme matrice A. Ainsi, nous pouvons calculer les termes des séries en inver-
sant seulement une matrice par fréquence, ce qui présente un sérieux avantage.

Notons que les inconnues du probléme & I'ordre (j+1) sont U; et p;. Puisque la ma-
trice A est singuliére et que son noyau est généré par le mode non amorti Up, une
condition supplémentaire est nécessaire pour calculer ces solutions. Cette condition

est la condition de solvabilité suivante :
F}Uo =0. (3.9)
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Cette condition nous permet de calculer le terme p; de la série (3.4) de la valeur

propre :

_ EqUg'KU .
P = VoMU, j=1
(3.10)

_ TioBUo'KU; i1 -312] paUe’MU;_ i ‘> 9
pJ = UotMUo ] Z 4.

Nous notons que ce nombre p; dépend seulement des vecteurs calculés précédemment
Up, Uy, ..., Uj_; et de py,...,pj—1. Alors, nous pouvons calculer p; en résolvant (3.10),
puis Uy par (3.7) puis p; & nouveau par (3.10) et ainsi de suite. Si I’équation de
solvabilité est satisfaite, alors les équations linéaires (3.7) et (3.8) sont bien posées
et elles ont une solution unique si on prend en compte la condition supplémentaire

(3.3), qui devient :

Uo'U; =0 j=1,..,N (3.11)

Les Ej, sont déterminés & partir de la série (3.5), qui dépend du modéle viscoélastique
choisi.

On peut réarranger (3.8) et (3.11) en introduisant un multiplicateur de Lagrange k, et
il est facile de vérifier que la solution des équations (3.8) et (3.11) satisfait 1’équation

matricielle suivante :

A U] [ F,

]

(3.12)
Ut 0 k 0

La matrice dans I’équation (3.12) est réelle et inversible. Nous pouvons la factori-
ser par la méthode de Crout [30]. Ceci nous permet de résoudre tous les problémes

linéaires (3.7) et (3.8) avec une seule factorisation matricielle.
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Grace & ce principe, nous obtenons les solutions du probléme perturbé (3.1) de la

forme :

Ule) = Y1, €7U;

w(e) = iy /zj;vzo £ip;.

Ceci est seulement une estimation de la solution de (3.1), puisque I'ordre de tronca-

(3.13)

ture est nécessairement fini (généralement, N=20 est choisi). Cependant, la solution
recherchée (solution de I’équation initiale (1.23)) correspond a ¢ = 1. Ce qui implique
que le rayon de convergence des séries doit étre supérieur ou égal a 1. Si I’estimation
est suffisamment bonne, c’est & dire si le résidu relatif (3.14) est plus petit qu’une
tolérance donnée (telle que 10728), la solution du probléme (1.23) est obtenue en pre-

nant ¢é=1 dans I’équation (3.13),

_ IK(0) + eE(w)K — w’M]U(e)||

Rie) KOUE (3.14)

U= E;'V:o U;

/N
W= Z]:OpJ

Si ce n’est pas le cas, nous devons utiliser une procédure de continuation. Cette

(3.15)

derniére est présentée dans la section suivante.

3.2.3 Méthode de continuation

Si le résidu relatif (3.14) & e=1 n’est pas satisfaisant, nous devons définir un intervalle
de validité [0,6,mq;] de 'approximation (3.13). Il serait possible de vérifier les valeurs
du résidu relatif pour plusieurs valeurs de €. Classiquement, avec la M.A.N. (Méthode

Asymptotique Numérique) [12], un moyen simple consiste a estimer a priori cet in-
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tervalle de validité, ce qui évite des calculs de résidu. L’idée est de demander que le
dernier terme des séries (3.13) soit suffisamment petit par rapport au premier terme.

Ceci conduit & une évaluation explicite de la valeur de €45 :
1
ULl ) m-1
Emaz = | 07— , (3.16)
( U~

ol § est un parameétre suffisamment petit (en pratique §=10"* est un bon choix).

La solution intermédiaire de (U(g),w(e)), est choisie comme point de départ du pro-
chain pas et nous définissons une autre représentation de la solution, qui est valide
pour € au-deld de €p4,. En introduisant Ae = € — €,,,4,, nous réécrivons le probleme

perturbé (3.1) sous la forme suivante :

[K(0) + (Emaz + A€)E(w)K — w*M]U =0 (3.17)

La solution suivante est cherchée de la méme facon que précédemment. Ainsi, nous

recherchons les inconnues U et w sous forme de séries entiéres en A€ :

(U = Upax + 30, (Ae)U;

{ w= Wmaz + Z;\;l(As)jwj (3.18)

_w2 = Pmaz + Zﬁ__l(Ag)jpj

\

olt (Umax; Wmazs Pmaz) €st la solution obtenue de ’équation (3.13) en prenant e=€,,,.

Le module E(w) est aussi écrit sous la forme d’une série entiére en Ac :

E(W) = Emes + Y _(Ac)E;, (3.19)

ou le module E,,,, est obtenu & partir de (3.5) en prenant e=¢ ..
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En substituant les équations (3.18) et (3.19) dans ’équation (3.17), et en identifiant

les puissances de Ag, nous obtenons une série de problémes linéaires :

Probléme a ’ordre 0 :

AmaxUmax =0
(3.20)
Amax = K(O) + Emaz-Ema.a:I{ - pma.a:M
Probléme & 'ordre 1 :
AmaxUl = F1
(3.21)
F\1 = "emaa:ElKUmax +p1MUmax - Emaa:KUmax
Probléme & l'ordre j (j > 2) :
AmaxU; = F
Fj = —Emaz 2 opmy BeKUjok — iy BeKUj k1 — BmacKUj s (3.22)

+ Ei:;ll pkMUj—k - 5ma:z:EjKUmax + ijUmax-

Le premier probléme (3.20) est satisfait puisque (Usmax,Wmas) sont solutions du
probleme perturbé (3.1) pour € = €,45- Les équations (3.21) et (3.22) sont trés simi-
laires aux équations (3.7) et (3.8) de la procédure précédente. Aussi, la matrice A nax
est singuliere. La différence est le caractére complexe de la matrice Apnax parce que
le module E et la fréquence w sont complexes. Ceci induit des réarrangements tech-

niques pour transformer le probléme (3.22) en une équation réelle nécessitant aussi

une factorisation de matrice symétrique, mais en contrepartie sa dimension est alors
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double par rapport 4 la dimension initiale. Une autre différence, par comparaison aux
équations (3.7) et (3.8), est la présence simultanée des termes E; et p; dans (3.22)
pour Pordre (j+1). Puisque E; est une fonction de Pj, la condition de solvabilité (3.9)

est modifiée. La résolution des équations (3.21) et (3.8) est directe.

Les nouvelles séries sont analysées de la méme fagcon que précédemment et la méme
procédure est itérée jusqu’a ce que I’on obtienne une solution correcte sur tout ’in-

tervalle ¢ €[0, 1] du probléme aux valeurs propres initial.

Le lecteur pourra se référer a I'article de E.M. Daya et M. Potier-Ferry [16], pour

plus de détails.

3.3 Algorithmes itératifs d’ordre élevé

La méthode précédente utilise des pas de continuation, dans lesquels il faut décomposer
une matrice complexe. Ceci double le nombre des degrés de liberté du systéme. Ainsi,
cette technique demanderait certainement un grand temps de calcul dans le cas des
applications aux grandes structures. Dans le but de diminuer ce temps de calcul,
nous proposons de développer deux algorithmes itératifs d’ordre élevé. Ces derniers

utilisent la technique d’homotopie et la M.A.N., comme ’algorithme précédent.

3.3.1 Comment construire des algorithmes d’ordre élevé

Le principe des algorithmes itératifs d’ordre élevé a été présenté récemment dans
le cas de problemes non-linéaires [15], [38], [39]. Ecrivons le probléme non-linéaire &

résoudre sous la forme suivante :

R(u) = 0 (3.23)

ot R représente le vecteur résidu.
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Supposons que g est une solution d’essai de ’équation non-linéaire ci-dessus (3.23).

On décompose I’'opérateur non-linéaire R de la fagon suivante :

R(u) = L.(u — ug) + F*'(u—uo) + Ro =0 (3.24)

ot L¢(.) est opérateur tangent en ug, Ro=R(uo) est le résidu initial et Fo!(.) est un

opérateur non-linéaire, de degré deux au moins en u.

Un algorithme de Newton d’ordre élevé peut étre établi de la maniére suivante.
Premiérement, nous appliquons une transformation d’homotopie (insertion d’un pa-

rametre ¢) dans (3.24) :

Le.v+F(v)+eRo=0 (3.25)

Ensuite, nous cherchons la solution de (3.25) sous la forme d’une série tronquée en ¢,

parameétre de ’homotopie :
v(e) = Z iy (3.26)

Comme c’est habituellement le cas pour les techniques de perturbation, le calcul
de tous les vecteurs v; demande seulement une inversion de opérateur tangent L;.
Lorsque les valeurs obtenues apres calcul ne sont pas satisfaisantes, la représentation
polyndmiale des inconnues peut étre remplacée par une représentation rationnelle,

appelée approximants de Padé [44], [4] :

v(e) =) _ file)vs (3.27)
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Les fonctions scalaires [ représentent des fractions rationnelles. Pour obtenir I’ap-
proximation rationnelle & partir de la solution en séries, nous appliquons les mémes
méthodes que dans [13], [41], [42].

Une fois calculées les v;, la prochaine solution d’essai sera :

u=ug + v(l) (3.28)

Si le nouveau résidu relatif R(u) n’est pas suffisamment petit, le processus doit étre
recommencé avec un nouveau point Up dans (3.24), une nouvelle homotopie (3.25),
une nouvelle série (3.26) et ainsi de suite. Cet algorithme est un algorithme de New-
ton d’ordre élevé puisque nous inversons une nouvelle matrice tangente & chaque
itération. Généralement, une troncature d’ordre N assez grand est choisie afin de li-

miter le nombre d’itérations généralement 3 un, quelquefois & deux.

Une variante de cet algorithme nous permet de choisir a priori 'opérateur L* qui doit
étre inversé. Pour cela, il suffit seulement de changer la transformation d’homotopie

(3.25) en :

(1-e)L*v+eL¢v+Fl(v)+eRy =0 (3.29)

Si les séries sont tronquées & ’ordre 1, cet algorithme est similaire aux méthodes
itératives standard : & I’algorithme de Newton si L*=L; représente I’opérateur tan-
gent, ou a l'algorithme de Newton modifié si L*=L?, L? représentant l’opérateur
tangent a la solution d’essai de la premiére itération. En pratique, on choisit pour L*,
soit un opérateur dont la triangulation est peu cofiteuse, soit un opérateur qui a été tri-
angulé & une étape de calcul précédente. Dans le cas du probléme aux valeurs propres
complexes, nous choisissons une matrice proche de la matrice A = K(0) - w?M,

utilisée au premier pas de 'algorithme de continuation. Ceci permettra d’éviter la
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triangulation d’une matrice de taille double.

Les algorithmes itératifs L* et de Newton sont complémentaires. L’algorithme itératif
L* d’ordre élevé conduit 3 des algorithmes peu coliteux, mais il peut diverger si la so-
lution d’essai est loin de la solution exacte ou si I’opérateur L* choisi est trop éloigné
de L;. Dans ce cas, il peut étre remplacé par un algorithme de Newton d’ordre élevé

dans le but d’assurer la convergence.

Dans ce qui suit, nous proposons un algorithme de type Newton et un algorithme
itératif L* d’ordre élevé pour résoudre le probléme aux valeurs propres complexes

non-linéaire (1.23).

3.3.2 Un algorithme de Newton d’ordre élevé

Nous considérons le probléme aux valeurs propres complexes non-linéaire (1.23) :
[K(0) + E(p)K + p*M]U =0

Pour le résoudre, nous établissons un algorithme de Newton d’ordre élevé, en prenant
comme inconnue le vecteur complexe (U, p), ol p = iw est la valeur propre complexe.
Afin de pouvoir définir I’opérateur tangent, nous commengons par utiliser quelques
" artifices”.

Tout d’abord, nous introduisons E(py)N et pM, avec p,, valeur initiale de p. Nous

obtenons alors :

[K(0) + E(po)K + piM].U + [(E(p) — E(po))K + (0> —p))M].U =0  (3.30)
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Puis, nous introduisons I'incrément (AU, Ap) :

AU U -1U,
= (3.31)
Ap P— Do
Uy représentant la valeur initiale de U.
Comme p = py + Ap, p? — p? peut s’écrire :
p* ~ p§ = 2poAp + (Ap)? (3.32)

Ensuite, nous cherchons & faire apparaitre la dérivée du module d’Young E(p) par

rapport a p au point py, soit E'(pg), dans I’équation (3.30). Pour cela, nous posons :

AE(p) = E(p) ~ E(po) = E'(po)Ap + E(p) — E(po) — E'(po) Ap (3.33)

Finalement, nous insérons l'incrément (AU, Ap) et les égalités (3.32) et (3.33) dans

’équation (3.30), qui s’écrit alors de la facon suivante :

L.AU + (E'(po)K.Ug + 2pM.Uq)Ap + F™ (AU, Ap) + Rg = 0 (3.34)

ol L = (K(0) + E(po)K + pZM) est un opérateur linéaire,

et Ro = (K(0) + E(po)K + pM). U est le résidu initial,

et Fo(AU, Ap) est un opérateur non-linéaire :

F(AU, Ap) = 2p,ApM.AU + (AE(p) — E'(po) Ap)K. U,
(3.35)
+AE(p)K.AU + (Ap)’M. U + (Ap)?M.AU
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Le terme non-linéaire satisfait F°(AU,Ap) = O(|AUL|Ap| + |Ap|?). Comme le
nombre d’inconnues est plus grand que le.nombre d’équations, nous ajoutons une
équation supplémentaire pour normaliser le mode :

AULG.Ug=0

(3.36)
G = E'(po)K + 2poM

Notons que la méme condition apparait dans 1’algorithme de continuation (3.3) avec

G, la matrice identité.

A ce stade, nous proposons d’introduire la technique d’homotopie de la fagon sui-

vante :

L.AU + G.UgAp + 2p, ApM.AU + £(AE(p) — E'(po) Ap)K.Ug
(3.37)
+AE(p)K.AU + (Ap)>M.Ug + (Ap)*M.AU +eRo =0

Cette transformation correspond presque exactement & la transformation (3.25). Pour
une raison de commodité, nous avons fait une modification par rapport a la formule
(3.25), qui ne concerne que le terme non-linéaire en Ap, (AE(p) — E'(ps)Ap)K. Uy,
devant lequel nous avons introduit un €. Cette petite astuce, qui aurait probablement
pu étre évitée, a simplifié notre programmation, en nous permettant de conserver les
sous-programmes de calcul du développement du module d’Young E = ) e¢"E,, mis
au point par E.M. Daya, dans le cas du module de Maxwell généralisé, sans trop
compliquer le calcul des seconds membres dans les formules (3.40) et (3.41). Puisque
cela ne concerne que le terme non-linéaire, cela ne modifie pas la matrice tangente,
qui reste bien la matrice cohérente : il s’agit donc bien d’un algorithme de Newton
d’ordre élevé. Notons aussi que si le module complexe E ne dépend pas de p, (3.37)

coincide exactement avec (3.25).
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La M.A.N. est ensuite utilisée et AU, Ap et AE(p) sont cherchés sous forme de séries
entiéres en ¢ :
AU =YV ¢y,
Ap=YN e'p; (3.38)
AE(p) = XL, ¢'E;

Apres insertion de (3.38) dans (3.37), nous obtenons une série de problemes linéaires

récurrents :

Probléme & 'ordre 1 :

LU; + GUgp; = —Ry
(3.39)

U,'.G.Up =0

Probléme & ’ordre 2 :

LU; + GUopz = —E;KUp + E'(p)p KUy — 2pp;MU; — E; KUy — p1p;MU,
U2‘.G.U0 =0
(3.40)

Probléme 4 I’ordre j :

( LU; + GUopj = Fj‘l
U;'.G.Ug = 0

F§' = —E;_1KUo + E'(po)p;-1KUo — 2py I ;kMU;_ — 97} BK U,

\ ~ (k2 Pepi— k) MU — Y2 3k “ o MUj
(3.41)
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En considérant le vecteur inconnu (U;,p;), le systéme (3.41) peut s’écrire sous la

forme :

( . . nl
5] = [ % (5] =17 ]
Dj GU; 0 pj 0
G.Uy=H = HR +iH’
\ L=LR+iL’ (3.42)

Uj = UJR + ’iUJ-I

L pj:pf"'ipal

Notons que L; est un opérateur complexe. Nous cherchons ici simultanément (Uj, p;)
contrairement & I’algorithme de continuation (3.8) et (3.10).
Lors de la programmation, nous calculons simultanément les parties réelles (notée

exposant R) et imaginaires (notée exposant I), en programmant (3.42) de la fagon

suivante :

L -I' HF -HI|[UF FpiR
17 -I®F -H' -HR||U! Frit
— 2
HR -H' 0 0 pk 0 (3.43)
“H' -H® 0 0 ! 0

En pratique, la matrice du systéme ci-dessus (3.43) est réorganisée de telle sorte que,
dans le vecteur inconnu, la partie réelle et la partie imaginaire de chaque d.d.l. se

suivent. Ceci permet d’utiliser de fagon optimale le stockage en ligne de ciel de la

matrice.

A la fin de l'itération, c’est & dire lorsque tous les (Uj, p;) sont obtenus, une nouvelle

solution de départ est calculée & partir des séries (3.38) pour € = 1. Cette procédure
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est appliquée a chaque nouvelle itération. Le point de départ pour la premiére itération
est un mode propre réel (U, p) = (U, iwps) de la structure non amortie. La procédure
itérative est arrétée lorsque la norme du résidu relatif est plus petite qu’une tolérance
donnée. En pratique, ’ordre de troncature N est assez grand et le nombre d’itérations

assez petit (1 ou 2).

Cet algorithme de Newton & ordre élevé est fait pour étre robuste. Mais, en contre-
partie, la matrice tangente n’est jamais réelle, ce qui peut engendrer un coiit de calcul
important pour des applications aux grandes structures. En effet, cette matrice doit
étre calculée et inversée & chaque itération pour chaque mode. Pour améliorer cet
algorithme de Newton d’ordre élevé, nous définissons, dans la section suivante, un
autre algorithme itératif d’ordre élevé qui n’inversera qu’une matrice réelle & chaque

mode.

3.3.3 Un algorithme itératif L* d’ordre élevé

En général, amortissement des structures n’est pas trop élevé. C’est pourquoi le
probléme aux valeurs propres non-linéaire peut généralement étre résolu par une
méthode moins coliteuse que 1’algorithme exact de Newton. Le principe de cette
méthode utilise & nouveau une transformation d’homotopie (3.29), avec cette fois,
un opérateur L* qui ne sera pas 'opérateur tangent. Nous le choisirons réel, ce qui
permettra de découpler le calcul des parties réelles et imaginaires, voir la matrice
(3.43). De plus, on prendra le méme L* & toutes les itérations. Comme dans l'al-
gorithme précédent, nous considérons le vecteur (AU, Ap), comme 'inconnue. Pour

établir notre algorithme itératif L* & ordre élevé, nous procédons par étape.
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Tout d’abord, nous faisons apparaitre dans I’équation (1.23), E(po)N et p3M, ou po

est la valeur initiale de p, et nous obtenons :
[K(0) + E(p)K — E(po)K + (p* — pg)M]U + (E(po)K + pgM)U =0 (3.44)

Ensuite, nous utilisons le méme incrément (AU, Ap) que dans I’algorithme de Newton
(3.31). L’équation précédente peut alors s’écrire :
R + [K(0) + E(po)K + piM]AU

(3.45)
+[(E(p) — E(po))K + ((»* — p§)M](Uo + AU) = 0

avec Ro=[K(0)+ E(po)K+piM]Uy, résidu initial. Les nombres po, E(po) et le vecteur
Uy sont ici complexes. Avec I'objectif d’aboutir & une matrice L* réelle, nous allons
maintenant introduire le mode réel Uy et la fréquence propre réelle wy,. Commencons
par la fréquence :

Ro + (K(0) — w}M)AU + [E(po)K + (p} + w3 )M]AU

(3.46)
+[(E(p) — E(po))K + ((»* — p5)M](Uo + AU) =0

Comme nous cherchons & obtenir un opérateur L* réel, nous faisons apparaitre Uy,

le mode propre réel et wy, dans le terme (p? — p2)MUj :

(p? — p2)MUj = 2iwp ApMUpy + 2(po — twry ) ApMUpm :
(3.47)
+2poApM(Up — Unm) + (Ap)* MU
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En utilisant I'égalité précédente (3.47) et en notant (K(0)—w?,M)=A,, nous pouvons
réécrire (3.46) de la facon suivante :
+E(po)KAU + (p§ + wi)MAU + (E(p) - E(po)) KU
(3.48)
+2po ApM (U — Unp) + 2(po — iwp) ApM U

+(E(p) — E(po))KAU + (p? — pj)MAU + (Ap)* MU, = 0

La technique d’homotopie est alors appliquée & ce stade du développement et nous

la définissons ainsi :

( A(AU + 2wy ApMUy + Ry

+e[E(po) KAU + (p§ + w3 )MAU + (E(p) — E(po)) KU,

FM(AU, Ap) = (E(p) — E(po)) KAU + (p? — p2)MAU + (Ap)*MU,

La transformation ci-dessus est trés comparable & la transformation générale (3.29),
qui revient a introduire un £ devant le résidu initial Rg et & modifier arbitrairement le
terme linéaire. Ici, pour des raisons de commodité identiques & celles qui ont motivé
la transformation (3.37) définissant I’algorithme de Newton, nous avons introduit un
¢ devant le terme (E(p) — E(po))K.Ug qui contient & la fois une partie linéaire et
une partie non-linéaire. A cette exception prés, la transformation (3.49) entre dans
le cadre général (3.29). Notons que les deux premiers termes (i.e. 'opérateur L*)

définissent un opérateur réel par rapport a la variable complexe (AU, iAp).
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La M.A.N. est ensuite appliquée et les inconnues sont développées en séries entiéres

dee:

AU = 3N, €'
N i
Ap =3 iz E'Pi (3.50)

AE(p) = E(p) — E(po) = 1L, €' E;

Apreés insertion de (3.50) dans (3.49), nous obtenons une série de problémes linéaires

récurrents :

Probléme 4 'ordre 1 :

AOU1 + Gp1 = —'Ro | (351)

avec G = 2iwpyMUpm

Probléme a ’ordre 2 :

A0U2 + sz = '—(E(po)K + (pg + w%,,)M + ElK + ClM)Ul

(3.52)
—ElKUO — 2(p0 — in)leUM — 2p0p1M(U0 — UM) -+ p%MUo
Probléme a 1’ordre j :

( Aon + Gpj = F;ﬂ
F}ﬂ = —E()KUj_]_ - (pg + w]2V[)MUj—1 - Ej_lKUo

\ —2(po — iwp)pj-1MUwm — 2pop;—1M(Up — Un) (3.53)

— SN EWK Uy + CMUj_y) — (2% pepj—)MUg
\ Ey = E(Po)

- 86 -



CHAPITRE 3. Méthodes itératives pour les vibrations et ’'amortissement des structures viscoélastiques

A rd ’ N
ot AC = p? — p? est développé sous la forme AC = > ke1 Cker-
Considérant le vecteur inconnu (AU, Ap), pour réécrire cette série de problémes
linéaires sous forme de matrice symétrique, il est nécessaire d’introduire la condition

d’orthogonalité suivante pour 'incrément modal :

AU:M.Upy =0 (3.54)

Ce qui équivaut & :

Um'M.U; =0 (3.55)

Notons que les équations (3.53) et (3.55) définissent un probleme bien posé sous la

forme :

( F?
L*V; =
0
U;
: v, = (3.56)

pj

L* = K(O) - wIZMM —QWMM.UM

\ - —2wMUMt.M 0

ou L* est une matrice inversible, symétrique & coefficients réels.

La suite de l’algorithme est définie de la méme maniere que l'algorithme de Newton
a ordre élevé. Le point de départ de la premiere itération est (Um, iwpr). A la fin
de chaque itération, les séries sont calculées en prenant £ = 1, puis le résidu relatif

(3.14) est calculé. Si cela est nécessaire, le développement en séries des inconnues sera
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remplacé par une représentation en Padé (3.27). Le processus d’itération est effectué

jusqu’a ce que le critére de convergence soit atteint.

Cet algorithme possede deux avantages par rapport aux précédents algorithmes.
Premiérement, 'opérateur L* est le méme & toutes les itérations. Deuxiemement,
il est réel et la partie imaginaire de (AU, Ap) peut étre calculée séparément. Dans
ce cas, une seule matrice réelle doit étre triangulée pour toutes les itérations pour un

mode donné. Cela réduit considérablement le coiit en espace mémoire.

3.4 Organigrammes récapitulatifs des algorithmes
proposés

Dans cette section, les trois algorithmes présentés précédemment (l’algorithme de
continuation de E.M. Daya et M. Potier-Ferry, I’algorithme itératif de Newton d’ordre
élevé et algorithme itératif L* d’ordre élevé), sont présentés sous forme d’organi-

grammes.

Remarques :

- Les valeurs propres réelles et vecteurs propres réels de la structure non-
amortie sont calculés & ’aide de la méthode du sous-espace [6]. Les problémes linéaires
A.V = F sont résolus en transformant la matrice A par la méthode de Crout [30] :
A = WiLD. W ou W est une matrice triangulaire, D est une matrice diagonale.

- Dans les deux algorithmes itératifs & ordre élevé, I’inconnue Vy représente
le mode Uy et la pulsation py.

- Dans les trois algorithmes, Nordre représente l'ordre de troncature des

séries.
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Calcul de la valeur propre et du vecteur propre

de la structure non amortie

Initialisation des parties Re et Im de

U,p,E,C etdes 1°° termes des séries

Y

Calcul de A (réelle)

k=1 a Nordre

R 1
- Calculde C etC,

k<Nordre

~ Calcul du second membre F

— Résolution de A.U &F &

k=Nordre

Calcul de €
e

| Calculde U, p,E, C J BNWIGCU. p.EC I
Calcul du résidu m
I=I+1
L Calcutde m et Q,
Calcul de A m(complexe)
AN

Y

Initialisation du premier terme des séries
pour toutes les inconnues

l Calcul de U, p, E, C

k=1 a Nordre

R I
-~  Calcul deCk etC,

k<Nordre —  Calcul du second membre F K
Py

—  Résolution de A.U F «

W k=Nordre

€, <1 Aem

I Calcul de U, p,E, C l

Calcul du résidu

L Calculde n et Q

a

F1G. 3.1 - Organigramme de I’Algorithme de Continuation
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Calcul de la valeur propre et du vecteur propre

de la structure non amortie

Initialisation des parties Re et Im de

U,p,E,C

Calcul de L, (complexe)

Y

Initialisation du premier terme des séries
pour toutes les inconnues

A\

AN k=1 a Nordre

Y

/N

k<Nordre |~ Calcul du second membre F K

— Résolution de Lt .Vk=F K

3 k=Nordre

Calculde U, p,E, C

Vv

résidu>tolérance

Calcul du résidu

\V résidu<tolérance

Calculde n et Q,

F1G. 3.2 — Organigramme de I’Algorithme Itératif de type Newton
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Calcul de la valeur propre et du vecteur propre

de la structure non amortie

Initialisation des parties Re et Im de

U,p,E,C

V

Calcul de L* (réelle)

Initialisation du premier terme des séries
pour toutes les inconnues

L
k=1 a Nordre
/N N\ Y
k<Nordre |~ Calcul du second membre F X
— Résolution de L*.Vk—_-Fk

” k=Nordre

Calculde U, p, E, C

vV

résidu>tolérance

Calcul du résidu

W résidu<tolérance

Calculde n met €

a

F1G. 3.3 -~ Organigramme de 1’Algorithme Itératif L*
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3.5 Applications numériques

Dans cette section, les deux algorithmes itératifs d’ordre élevé proposés sont appliqués
a plusieurs tests. Ils seront comparés avec 1’algorithme de continuation de la section
3.2.. Le premier exemple est un exemple bien connu d’une poutre encastrée-libre [58].
Cela nous permettra de valider la procédure et d’évaluer ’influence de 1’amortisse-
ment du matériau sur l'efficacité de I’algorithme. Un second exemple est proposé
pour vérifier que I’algorithme peut étre appliqué aux problémes & grand nombre de
degrés de liberté. Pour ces deux exemples, nous nous limitons a un module d’Young
complexe constant. Dans les applications de la section 3.5.2., le module du matériau
viscoélastique est dépendant de la fréquence. Dans les quatre premiers exemples,
nous nous limitons & quelques modes, ce qui est suffisant pour beaucoup d’applica-
tions industrielles. Pour évaluer la robustesse des algorithmes, & la section 3.5.3., nous
étudions 50 modes. Les exemples précédents n’utilisent que des structures de poutres

ou de plaques. C’est pourquoi le sixiéme exemple (section 3.5.4.) est un cylindre.

Dans toutes les méthodes numériques, nous choisissons un ordre de troncature égal
a vingt. Ici, les deux méthodes itératives (Newton d’ordre élevé, itérative L* d’ordre
élevé) commencent au point (Uy = Upr,wo = war) qui est la solution du systéme non

amorti (3.2).

Les deux procédures ont permis de calculer les solutions complexes du probléme
aux valeurs propres non-linéaire. Aussi, nous pouvons obtenir directement les modes
complexes, les facteurs de perte et les fréquences naturelles du probléme amorti. Dans
ce qui suit, nous adoptons les mémes définitions du facteur de perte modal 7, et de

la fréquence naturelle f, qui sont décrites au chapitre 1 et que nous rappelons :
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w? = 02(1 + in)
7 : amortissement

f= % : fréquence amortie

3.5.1 Module d’Young E constant

Dans cette section, le module d’Young de la couche viscoélastique est considéré com-
plexe et constant £ = Ey(1 + inc), ou Ey est le module élastique réel et 7. est le

facteur de perte du noyau.
Poutre encastrée-libre

Le premier exemple est une poutre sandwich encastrée-libre (177.8 mm * 12.7 mm)
qui a déja été trés étudiée par Soni [58], Johnson [29] des points de vue théorique et
expérimental. Les dimensions de la poutre et les caractéristiques des matériaux sont
présentées dans le tableau (3.1). Le maillage est de 20 éléments dans la longueur et

de 2 dans ’épaisseur, soit de 1320 d.d.l..

Propriétés matérielles | Couches Elastiques | Couche Viscoélastique
Module d’Young E,=6.910" N/m? | Ey = 1794 10° N/m?
Coeflicient de Poisson | v, = 0.3 vp = 0.3

Densité Pa = 2766 kg/m? pp = 968.1 kg/m?®
Epaisseur he = 1.524 mm hp =0.172 mm

TAB. 3.1 — Propriétés matérielles pour la poutre encastrée-libre

Dans ’analyse, trois valeurs différentes pour le facteur de perte de la couche centrale
sont considérées : 0.1, 0.6, 1.5. Avec 1’élément sandwich présenté a la section 2.3.,
nous avons trouvé exactement les mémes valeurs de rapport d’amortissement 7, /7,
et de la fréquence que dans la littérature ( Tab. 3.2 et 3.4). Ceci montre que 1’élément

sandwich établi peut conduire & des résultats corrects. Rappelons que ce probléeme a
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été étudié analytiquement par Rao [51], en élément fini 3D ou 2D par E.M. Daya [16],

Soni [58], Sainsbury [55] ou encore en élément plaque sandwich de type DKT [37], [17).

Dans le cas d’un petit amortissement ou d’un amortissement modéré, une bonne so-
lution est obtenue en un seul pas pour les trois algorithmes. Aussi, le résidu final est
un bon critére pour évaluer leur efficacité. Celui-ci est reporté dans le tableau 3.2.
pour les cinq premiers modes. On observe une bonne convergence pour les trois algo-
rithmes. Ce qui peut étre surprenant, c’est que 'algorithme itératif L* d’ordre élevé
est le plus efficace. Cependant, 'amortissement de la couche centrale étant faible,
on peut supposer que I’opérateur L* = K(0) — w?,M est trés proche de I'opérateur

tangent.

n. | Mode | nm/n. | Continuation | Newton | Iteratif L*

0.1 1 0.282 91077 2107 8 1010
2 0.242 9106 51076 110710
3 0.154 2107 11078 210"
4 0.089 31075 21075 8 10712
5 0.057 4107 210~° 310712

0.6 1 0.246 21077 410°% 11078
2 0.232 21076 91075 310710
3 0.153 110°8 110 110710
4 0.089 21075 1104 110710
5 0.057 31075 110 710711

TAB. 3.2 — Poutre encastrée-libre avec un amortissement petit ou modéré. Trois algo-
rithmes sont comparés : continuation, Newton, Iteratif(L*). Résidu final obtenu avec
des séries tronquées a I’ordre 20. L’amortissement structural calculé n,, est le méme
dans les trois cas.
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Continuation | Newton | Iteratif L*

Me | Mm/M:. | Res. Step | Res.Iterl | Res. Step
1.5 0.152 | 8 10~¢ 2 7107° diverge
0.197 {6 10°¢ 2 410~* diverge
0.145 | 6 1076 2 610 diverge
0.087 | 110°* 2 4104 diverge
0.057 | 110 2 4104 diverge

TAB. 3.3 — Poutre encastrée-libre. Amortissement élevé. Les cinq premiers modes

complexes sont calculés. Trois algorithmes sont comparés :

continuation, Newton,

Iteratif (L*). Résidu final 4 la fin de P’algorithme de continuation ou apres chaque

itération.
Continuation Newton Iteratif L* + Padé
Me | Mm/n. | Res. Step | Res.Iterl Res.lter2 | Res Iterl Res.Iter2
1.5 0.152 | 8 10~° 2 7107° 310710 110 21078
0197 | 6107 2 410* 41078 110-° 210710
0.145 | 6 10~ 2 6 10~* 11077 110~ 6 108
0.087 | 1107 2 410 41078 9 10-10
0.057 | 1107 2 4104 21078 6 10~°

TAB. 3.4 - Poutre encastrée-libre. Amortissement élevé. Les cinq premiers modes com-

plexes sont calculés. Trois al

(L*)

ou apres chaque itération.
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Pour un grand amortissement du noyau (. = 1.5), algorithme itératif diverge
ou nécessite un grand nombre d’itérations (Tab. 3.3). Cela s’explique par le fait
qu’en augmentant ’amortissement du noyau de la structure sandwich, ’opérateur L*
s’éloigne de I'opérateur tangent. Pour ce cas plus difficile, les deux autres algorithmes
fonctionnent bien. La méthode de continuation demande deux pas pour obtenir un
résidu final plus petit que 10~ (ou 10~° pour certains modes). Il faut se souvenir que
"deux pas” signifie une inversion de matrice réelle (premier pas) puis une inversion
de matrice complexe. Avec ’algorithme de Newton d’ordre élevé, une solution satis-
faisante est obtenue aprés une itération (résidu inférieur & 6.10~* ‘5‘1 peu prés) et une
meilleure apres la deuxiéme itération (résidu inférieur & 2.10~7). Ceci établit P'intérét
du dernier algorithme, bien que le coiit de calcul soit grand (deux matrices complexes

a trianguler).

La représentation de Padé a été testée dans le cas de ’algorithme itératif L* : chaque
inconnue est alors développée sous forme rationnelle (3.27) et non plus polynémiale.
L’algorithme converge aussi dans tous les cas en une ou deux itérations et le résidu
final est aussi petit qu’espéré (voir tableau 3.4). Comme chaque mode est calculé &
I’aide de I'inversion d’une seule matrice réelle, cet algorithme est le plus rapide des
trois. Une fois de plus, ceci établit 'intérét d’introduire les approximants de Padé

avec la M.A.N..

La convergence d’un algorithme itératif apres une seule itération est trés peu com-
mune. Cette efficacité remarquable est une caractéristique typique des algorithmes
d’ordre élevé et des approximants de Padé. On peut se référer aux articles [39], [38]
pour d’autres exemples, ou un algorithme d’ordre élevé converge aprés une itération
et oll néanmoins I’algorithme classique de Newton (c’est & dire & ’ordre 1) nécessite

4 ou 5 itérations.
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Plaque rectangulaire

Le second exemple est une plaque sandwich (348 mm * 304.8 mm) [28] en appui sur
ses bords. Le facteur de perte de la couche centrale est modéré (n. = 0.5). Le maillage
utilise 20 éléments sur chaque c6té, ce qui conduit & 10248 d.d.l.. Les caractéristiques

des matériaux sont données dans le tableau (3.5).

Couche Viscoélastique
Ey = 2670.08 10° N/m?

Couches Elastiques
E, =6.89 10*° N/m?

Propriétés matérielles
Module d’Young

Coefficient de Poisson | v, = 0.3 vp = 0.49
Densité Pa = 2740 kg/m? pp =999 kg/m?
Epaisseur he = 0.762 mm hy, = 0.254 mm
TAB. 3.5 — Propriétés de la plaque sandwich
f(Hz) | nm/n. | Continuation | Newton | Iteratif L*
87.4 | 0.379 9108 1107° 21071
148.9 | 0.329 21077 210°° 11071
169.9 | 0.308 31077 21073 110711
223.9 | 0.278 51077 210°° 11071
241 | 0.269 110 2103 910712
289.8 | 0.239 8 107 91073 2 10712

TAB. 3.6 — Plaque rectangulaire en appui sur les bords. Amortissement modéré
(nm=0.5). Trois algorithmes sont comparés. Résidu final apreés un pas ou une itération.

Dans le tableau (3.6), six modes ont été calculés. Dans tous les cas, une seule série est
nécessaire pour obtenir la bonne solution. Les valeurs du résidu final nous permettent
de comparer les algorithmes. Comme pour le premier exemple, la méthode itérative
L* donne de meilleurs résultats (cf Tab. 3.6). On peut donc dire que les algorithmes

itératifs présentés (L* ou Newton) fonctionnent aussi pour un grand nombre de d.d.I..
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3.5.2 Module d’Young E dépendant de la fréquence

Les exemples présentés dans cette section, ont été réalisés pour évaluer la faculté des
algorithmes développés, & utiliser une loi viscoélastique dépendante de la fréquence. Le
module d’Young du matériau viscoélastique dépendant de la fréquence est représenté

par le modéle de Maxwell généralisé, qui peut étre écrit sous la forme suivante :

Npax

E(w) = ko + noiw + Z

w
= )
Le nombre d’éléments de Maxwell Nz, est trés important dans le cas présent
(Nnfoz = 129).> Les coefficients du matériau k; et 7; du modeéle ont été fournis par le
groupe ARCELOR (Sollac Florange), qui a réalisé des expériences de vibration [33]
(voir section 1.2.1.). A la figure (3.4), les parties réelles et imaginaires du module

E de la couche centrale viscoélastique considérée sont représentées en fonction de la

fréquence.

1.2e407

16407 |

:

Re_modulus

Im_modulus

20+06 [

—_

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Frequency

(a) Partie Réelle (b) Partie Imaginaire

Fi1G. 3.4 — Parties réelles et imaginaires du module d’Young du polymeére considéré
en fonction de la fréquence a 50°C et 30°C et 50°C
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Poutre encastrée-libre

Les propriétés de la poutre sandwich encastrée-libre sont données dans le tableau
(3.7). Le maillage utilise 424 d.d.l.. Les températures utilisées pour les simulations

sont 30°C et 50°C.

Propriétés matérielles

Couches Elastiques

Couche Viscoélastique

Module d’Young

E, =21 10" N/m?

E, = 27.216 10° N/m?

Coefficient de Poisson | v, = 0.3 vp = 0.44
Densité pe = 7800 kg/m? pp = 1200 kg/m?®
Epaisseur h, = 0.6 mm hy, = 0.045 mm

TaB. 3.7 - Propriétés de la poutre sandwich (178*10mm)

Rés. Experimentaux [ Rés. Numériques Newton Iteratif L* + Padé
T(°C) | f(Hz) Nm f(Hz) Tm Res. Iter | Res. Iter

50 35 3.11072 31 31107%2[810°° 1 4107 1
150 6.5 1072 159 6610727105 1 |[310°7 1

365 9.2 1072 390 9.51072 {2 107* 1 11077 1

30 37 5.6 10~2 32 3410?2110 1 [710°° 1
167  1.54 107! 177 161071 [3107* 1 [210* 2

- - 464 2410713107 2 |110°° 3

TAB. 3.8 ~ Poutre sandwich encastrée-libre. Viscoélasticité : Maxwell généralisé
a 50°C et 30°C. Fréquences naturelles, facteur de perte, résidu final et nombre
d’itérations. Deux algorithmes itératifs sont comparés.

Les résultats sont résumés dans le tableau (3.8). Généralement, on observe un bon ac-
cord entre la théorie et les expériences. Quelquefois, des disparités existent spécialement
pour le facteur de perte. Cependant, celles-ci ne sont pas dues aux techniques numéri-
ques utilisées. En effet, plusieurs discrétisations numériques ont été considérées par
E.M. Daya et M. Potier-Ferry ([16], [17]) et comparées avec les résultats analytiques,
et coincident avec les résultats obtenus avec I’élément fini présenté. Il est donc pro-

bable que ces différences sont principalement dues & la modélisation des propriétés
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viscoélastiques du noyau & partir d’un seul essai expérimental.

Les deux algorithmes itératifs sont appliqués pour calculer les trois premieres fréquen-

ces. Les itérations sont stoppées lorsque le résidu est plus petit que 5 10~*. L’algo-

rithme de Newton converge en une seule itération excepté pour un cas. La technique

itérative L* converge seulement si elle est associée aux approximants de Padé. Dans

ce cas, elle converge rapidement, souvent en une itération (voir Tab. 3.8).

Remarque :

Le nombre d’itérations varie en fonction de 'ordre de troncature des séries.

Ceci a été mis en évidence a la température de 50°C, dans le tableau (3.9).

Newton Itératif L*+Padé

mode | Ordre | f(Hz) T Rés. Iter. | f(Hz) N Rés.  Iter.
1 3 31.09 3.0510°2 91078 2 31.1 3391072 910°° 23+P
10 - - 8 10°8 1 31.09 3.051072 410°% 24P
20 - - 8 106 1 - - 4107% 1+P
2 3 159.27 6.48 1072 510°° 2 160.32 8.17107%2 110~® 60+P
10 159.31 6.56 10~2 7 10°° 1 159.31 6.56 1072 110~% 24P
20 - - 7107° 1 - - 11077 1+4P

3 3 [390.31 9371072 310°% 2 diverge
10 390.47 9.46 1072 3107° 2 390.47 9.46 1072 210°% 24P
20 - - 31079 2 - - 11077 1+4P

TAB. 3.9 — Convergence selon ’ordre de troncature des séries & 50°C pour la poutre

encastrée-libre

Dans ce tableau, le nombre d’itérations et le résidu final correspondant aux trois

premiéres fréquences sont présentés. Nous pouvons observer, surtout pour 'algorithme

itératif L*, qu’un ordre de troncature égal & 3 est nettement moins bon qu’un ordre

égal 4 10, lui-méme moins bon qu’un ordre de 20.
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Si on étudie les fréquences et amortissements de la méme poutre mais & 70°C, le
tableau (3.10) peut étre établi. Celui-ci confirme la convergence des deux algorithmes
itératifs en une itération, sauf pour un cas. En revanche, si on s’intéresse aux valeurs
propres des vibrations de la structure a la température de 20°C, le tableau (3.11)
nous montre la difficulté des algorithmes a converger. Ceci est probablement dii aux
valeurs des coefficients du modele viscoélastique, qui ne sont plus représentatifs du

comportement & cette température, ou au caractére itératif des algorithmes.

Newton Itératif L*+Padé
f(Hz2) T Res. Iter.| Res. Iter.
30.32 2.8010°]410°° 1 210710 1+P
152.68 8.08 1072 | 6 10~° 1 5108 14+P
377.06 7.27107%2{1107° 2 5108 1+P

TAB. 3.10 — Poutre encastrée-libre 4 70°C. Calculs de la fréquence et du rapport
Nm/Nc des trois premiers modes, effectués avec les algorithmes de Newton et itératif
L* + les approximants de Padé

Expérience Newton Itératif L*+Padé
f(Hz) T f(Hz) Thm Res. Iter. | f(Hz) T Res.  Iter.
38 5221072 328 338102 1109 1 32.53 6.08107% 510~° 5+P
188 1.0910°! | 1978 9910~ 2107 2 diverge
519  1.44 107! diverge diverge

TAB. 3.11 - Poutre encastrée-libre & 20°C. Calculs de la fréquence et du rapport
Mm/Mc des trois premiers modes, effectués avec les algorithmes de Newton et itératif
L* + les approximants de Padé

Plaque aux bords encastrés

Cet exemple concerne la plaque étudiée précédemment 3 la section 3.5.1., mais, cette

fois-ci, elle est encastrée le long de ses bords. Les températures considérées sont 3

nouveau 30°C et 50°C.
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Rés. Numériques Newton Iteratif L* + Padé

T(°C) | f(H=) Tm, Res. Iter | Res. Iter
50 99 9.06 1072 | 3 10=° 1 11078 1+P
166 9.281072 (91075 1 11078 1+ P

192  9.30 1072 diverge 410° 1+P

30 111 0.236 310°° 1 [4107C 1+P
196 0.297 210 2 (710°° 2+ P

225 0.313 2107° 2 |510°8 2+ P

TAB. 3.12 - Plaque sandwich encastrée le long de ses bords. Viscoélasticité : Maxwell
généralisé a 50°C et 30°C. Fréquences naturelles, facteur de perte, résidu final et
nombre d’itérations. Deux algorithmes itératifs sont comparés.

Cet exemple (Tab. 3.12) nous montre & nouveau efficacité de ’algorithme itératif L*
associé aux approximants de Padé. Les deux méthodes fonctionnent donc bien avec

un module d’Young E dépendant de la fréquence et lorsque le nombre de d.d.l. est

important (ici 1281 nceuds).

3.5.3 Test de robustesse des algorithmes

Dans les tests précédents, nous avons restreint la discussion a& quelques modes de
basses fréquences. Cela correspond & une demande industrielle, en vue d’étudier les
coques sandwich congues pour réduire le bruit. Cependant, nous pouvons nous de-

mander si les algorithmes présentés peuvent conduire 4 une stratégie de calcul robuste.

Dans cette optique, nous avons considéré a nouveau la poutre encastrée-libre définie
a la section 3.5.1, avec un amortissement assez modéré n, = 0.6, mais nous avons
cherché les 50 premiers modes (voir Annexe C). Les procédures itératives ont été
poursuivies jusqu’a ce que le résidu soit inférieur & 10~* et le nombre d’itérations a
été limité a 3. L’algorithme de Newton ayant donné de moins bons résultats que 1’algo-

rithme itératif L* (voir Annexe C), il n’a pas été pris en compte dans ’étude suivante.

Tout d’abord, nous avons commencé avec ’algorithme itératif L* & 1’ordre 20. Celui-

- 102 -



CHAPITRE 3. Méthodes itératives pour les vibrations et 'amortissement des structures viscoélastiques

ci converge apres seulement une itération pour 41 cas, aprés deux itérations pour le

mode 19 et apres trois itérations pour le mode 24.

Parmi les sept modes restants, deux fréquences non amorties sont trés proches. Nous
pouvons en conclure que la convergence de la procédure itérative est trés bonne pour
des valeurs propres bien sépdrées. Cependant, des valeurs propres presque doubles
peuvent conduire a la divergence de la procédure. Dans ce cas, il apparait parfois que
la procédure itérative converge vers une autre valeur propre. Dans ces sept cas, nous
avons appliqué la méthode de continuation, avec des valeurs variables pour ’ordre de
troncature (10 ou 20) et pour le paramétre de précision ¢ (1074, 1078, 1071%). Ces
calculs donnent des résultats cohérents sauf pour le mode 21. En particulier, dans ces
six cas, nous avons toujours observé les faits suivants :

1- quels que soient les parameétres du calcul, nous obtenons les mémes valeurs
propres complexes et les mémes facteurs de perte,

2- la fréquence amortie reste proche de la fréquence non amortie,

3- le résidu final est suffisamment petit (plus petit que 3 1074).

Le coiit de ces calculs peut étre important : si le mode 37 et le mode 46 sont obtenus
aprés un seul pas, les quatre autres modes demandent de 3 & 8 pas, c’est & dire plu-

sieurs triangulations de matrices complexes.

Nous n’avons pas pu obtenir de résultats cohérents pour le dernier mode : le mode
21. La méthode de continuation a été appliquée avec quatre séries de parameétres
de calcul : ordre 10, 7 = 10™*; ordre 20, n = 10~*; ordre 20, 7 = 10~%; ordre 20,
n = 107" (voir Tableau 3.13). En dépit d’un grand nombre de pas (de 17 & 31), les
quatre calculs conduisent & quatre valeurs propres complexes différentes. Notons que
trois valeurs propres non amorties sont trés proches dans ce cas : 9813 Hz, 9881 Hz,

9974 Hz pour les modes 21, 22, et 23.
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Ordre | Precision 6 | f(Hz) | Wm/n. | Nb Pas | Res.
10 10~ 9885 0.122 19 1073
20 104 9968 | 6.41072 19 1073
20 1078 9817 0.504 17 1073
20 1071 9951 0.576 31 1073

TaB. 3.13 — Etude du mode 21 par la méthode de continuation

Donc, méme en combinant le meilleur algorithme itératif et la méthode de conti-
nuation, la classe d’algorithmes présentée n’est pas complétement robuste. Il semble
que les difficultés se produisent dans le cas de modes propres presque coincidents.
Pour confirmer cette idée, nous avons étudié les 100 premiers modes d’une plaque en-
castrée le long de ses bords. Cette plaque a les mémes caractéristiques que la plaque
des exemples précédents mais avec un coefficient d’amortissement de la couche cen-
trale relativement grand (7. = 1.5). Sur 100 modes, pour obtenir un résidu inférieur
a 107%, Palgorithme itératif L* diverge seulement pour 3 modes : les modes 81, 82 et
99. Nous avons pu constater & nouveau, qu’il existait, dans ces cas, des modes coinci-
dents : les modes 81 et 82, les modes 98 et 99. Pour ces modes, nous avons appliqué

la méthode de continuation. Celle-ci a nécessité environ 10 pas avant convergeance.

D’apres ces tests, on peut conclure qu’il faut prendre en compte dans I’analyse les

problémes des valeurs propres voisines.

3.5.4 Cylindre

Dans les tests précédents, seules les vibrations libres de poutres ou de plaques ont été
simulées. C’est pourquoi ici, nous étudions un cylindre troué. Celui-ci est représenté
a la figure (3.5). L’épaisseur des couches élastiques est de 0.6 mm et celle de la couche
centrale viscoélastique de 0.045 mm. Les caractéristiques des matériaux sont celles
données dans le tableau (3.7). Le maillage utilise 432 éléments, soit 1430 nceuds

et 11440 d.d.l.. Les fréquences et amortissements de ce cylindre sont calculés en
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considérant un module d"Young de la couche centrale fixe : 7, = 0.2. Le calcul est
effectué & l'aide des algorithmes itératifs d’ordre élevé (Newton et L*). L'ordre de

troncature est égal a 20. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau (3.14).

Geometrie :
L=200. mm
R=100. mm
s = §0. mm
t =795 mm

o

S T,

e

>
NN e

FARRR

o

e
AN

T

s
-

o,

P e

F1G. 3.5 — Représentation du cylindre troué

Newton Itératif L*+Padé
f (Hz) N/ Ne Res. Iter.| Res. Iter.
917.51 8.8810°2|710°° 2 6 10~10 1
919.69 8911072 |610°° 2 110°° 24P
919.65 7.721072|210°° 1 21075 1+P
921.36 7.581072|310°% 1 1106 1+P
1147.97 9.81 1072|2105 1 510712 1
1149.22 9.62 1072 | 2 10°° 1 71077 1
1180.21 4.46 1072 | 9 10~ 1 510712 1
1200.52 4.2710°2 | 71078 1 {41012 1
1353.00 0.1044 10-° 1 310712 1
1354.563 0.1051 [2107° 1 |[610°12 14P

TAB. 3.14 - Cylindre encastré & ses extrémités. Calculs des fréquences (f) et du
rapport 7,,/7. des 10 premiers modes, effectués avec les algorithmes de Newton et
itératif L* + les approximants de Padé

Ces résultats montrent I’efficacité et la fiabilité des procédures pour ce probléme ayant
un assez grand nombre de degrés de liberté. Les deux algorithmes convergent vite, en
une seule itération dans dix sept cas, deux itérations dans les trois autres cas. Notons
que ce test est assez sévere, malgré la valeur assez faible de 'amortissement (cor-

respondant & des ordres de grandeurs rencontrés en pratique), & cause de la grande
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proximité des fréquences propres, qui se présentent sous forme de paquets de 2 ou 4.
Notons que ces valeurs propres quasi-multiples sont dues aux symétries du cylindre,

les petites différences entre ces valeurs propres résultant des dissymétries du maillage.

3.5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, deux méthodes itératives d’ordre élevé ont été proposées. Elles
ont été appliquées pour calculer les modes complexes et amortissements des struc-
tures sandwich viscoélastiques. Elles sont basées sur les techniques d’homotopie et de
pertubation. La premiére est une méthode itérative de Newton & ordre élevé. Cette
méthode qui est généralement trés robuste, est un peu décevante pour la classe de
problemes aux valeurs propres non-linéaires considérée. La seconde est une méthode
itérative & ordre élevé (L*), qui demande seulement I'inversion d’une seule matrice
réelle par mode complexe. Plusieurs tests ont été réalisés utilisant un nombre impor-
tant de d.d.l., ou un grand amortissement, ou un module d’Young dépendant de la
fréquence. Dans beaucoup de cas, la méthode itérative L* converge rapidement quand
elle est associée aux approximants de Padé. Néanmoins, elle peut échouer lorsque des
modes sont trés proches. En I’associant avec la méthode de continuation de E.M.
Daya et M. Potier-Ferry [16], nous obtenons les fréquences propres dans tous les cas
testés sauf un. Ainsi, la robustesse de 1’algorithme doit encore étre améliorée.
D’apres les tests numériques, le meilleur algorithme serait le suivant : d’abord, il fau-
drait commencer par faire quelques itérations avec I’algorithme itératif d’ordre élevé
L*, puisqu’il est peu coliteux et converge rapidement dans beaucoup de cas. S’il ne
converge pas, il faudrait recommencer avec 1’algorithme de continuation, qui est plus
fiable.

Il est & noter que ces conclusions valent seulement pour les structures viscoélastiques,
ou les modes et les valeurs propres amortis ne sont pas tres éioignés des modes et des

valeurs propres non-amortis.
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Amortissement actif - Couplage
avec ’amortissement passif

4.1 Introduction

Jusqu’ici, nous avons étudié ’amortissement ” passif”, introduit par une couche viscoé-
lastique. Mais, il faut savoir qu'un amortissement dit ”actif” existe également et que
parfois, ces deux types d’amortissements, ”actifs” et ”passifs”, sont utilisés simul-
tanément. Dans ce cas, on parle de contréle hybride " actif-passif’. L’amortissement

"actif” fait ’objet de ce dernier chapitre.

Pour créer de 'amortissement ”actif”, il est nécessaire d’utiliser des capteurs (sen-
sor) et actionneurs (actuator). Ces derniers sont des céramiques piézoélectriques. Les
matériaux piézoélectriques ont la capacité de se polariser lorsqu’une contrainte leur
est imposée . Cette polarisation (ﬁ) est proportionnelle & la contrainte et change
de signe avec elle. Ce phénoméme est appelé effet piézoélectrique direct et il est
réversible. On parle alors d’effet piézoélectrique inverse : une polarisation résultant de
Papplication d’un champ électrique (E) entraine une déformation du méme matériau
piézoélectrique. Donc, un capteur piézoélectrique, en se polarisant, informe un ”con-
troleur” d’une déformation de la structure controlée. Le ”contrdleur” peut alors
agir sur la déformation de la structure en appliquant un champ sur l’actionneur

piézoélectrique. Ces caractéristiques des matériaux piézoélectriques leur valent le nom
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de matériaux intelligents. Il existe deux types de mécanismes d’action piézoélectrique :
le mécanisme d’action par extension, dans ce cas le champ électrique E imposé et la
polarisation P du matériau ont méme direction (transversale), et le mécanisme d’ac-

tion par cisaillement (Fig. 4.1).

\ —

P E
3 \
[ |
\ \E*zt

B
N - N
P E
Configuration non—déformée Configuration non—déformée

Q =
+
3 +
\I =
N
Configuration déformée par I’extension de 1’actionneur Configuration déformée par le cisaillement de I’actionneur
(a) Mécanisme d’action par extension (b) Mécanisme d’action par cisaillement

F1G. 4.1 — Mécanismes d’action piézoélectrique

Ici, nous limiterons notre étude 4 des mécanismes par extension. La structure & étudier
peut étre recouverte de matériau piézoélectrique entiérement ou partiellement. Dans
ce dernier cas, on parle alors de patches ou I.)astilles piézoélectriques. Ceux-ci peuvent
étre placés n’importe o, de part et d’autre de la structure. Mais, des études ont
montré que des actionneurs/capteurs co-localisés facilitent le contréle et aboutissent

a des systémes stables.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche modale des valeurs propres complexes
(amortissements et fréquences amorties) des structures stratifiées, ot les couches
piézoélectriques jouent le réle de capteurs et actionneurs. Ceci représente 1’originalité
de notre analyse des structures piézoélectriques. Nous étudions deux poutres : I'une

sandwich & trois couches (piézoélectrique/élastique /piézoélectrique) et 1'autre sand-
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wich & cing couches (piézoélectrique/élastique / viscoélastique/élastique/piézoélectri-
que). Pour chacune, un modele analytique est proposé et deux lois de controle ac-
tif sont appliquées. A 'aide de quelques hypothéses, nous aboutissons & I’expression
simplifiée de la pulsation amortie et de ’amortissment, en fonction de quelques pa-
rametres (gain de contrdle, épaisseur des couches, ...). Divers niveaux d’approxima-
tions seront étudiés. |

Avant de développer ces modeles analytiques, nous présentons trois grands types de

lois de contréle.

Remarque :
NnLM

Les termes relatifs aux capteurs (respectivement aux actionneurs) auront ”s

(respectivement ”a”) comme indice ou exposant.

4.2 Lois de controle

Les vibrations des structures sandwich piézoélectriques sont contrdlées a l'aide de
capteurs et d’actionneurs. Les capteurs piézoélectriques permettent de mesurer une
quantité, par exemple le potentiel électrique appelé dans ce cas, potentiel de sortie.
Un contréleur analyse ces mesures et peut ensuite appliquer un potentiel électrique ou
une charge électrique & I’actionneur. Ainsi, il peut rectifier, contréler, 'amplitude des
vibrations et/ou ’amortissement des structures sandwich piézoélectriques. Ce type de
controle est appelé contrdle par rétroaction (feedback control). Il existe trois grands

types de lois de contrdle par rétroaction :
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1 - Loi rétroactive de Lyapunov

Le potentiel appliqué & I’actionneur, ®4(t), est de signe opposé au potentiel de sortie

®5(t) et sa valeur absolue est fixe :

{@a(t)} = —Pmassgn{{Ps(t)}] (4.1)

Il est & noter que le contréleur, suivant la loi de Lyapunov, est non-linéaire et discon-

tinu.

2 - Loi rétroactive proportionnelle et directe (Direct proportional feedback)

Comme son nom l’indique, utiliser cette loi revient & appliquer & l’actionneur, un

potentiel directement proportionnel au potentiel de sortie. Ce potentiel s’écrit

{24(8)} = [G]{®s(1)} (4.2)

ou [G] représente le gain de controle.

Cette loi de contréle a ét¢ utilisée par Liu et al. [35] et Wang et al. [62], par exemple.

3 - Loi rétroactive en vitesse avec gain constant négatif (Constant gain negative

velocity feedback)

Cette loi, utilisée par Pietrzakowski [47] et par Huang et Sun [25], est telle que le
potentiel appliqué & ’actionneur est égal 4 'opposé de la dérivée du potentiel de

sortie multiplié par un gain [G,] :

{240} = (6] {®s(t)} (43)
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Remarques :

1 - Ces deux derniéres lois peuvent étre employées simultanément [61, 45].
On parle alors de contréle proportionnel-dérivatif (proportional derivative control).

2 - Ces trois types de lois de contréle, proportionnelle, dérivative, proportion-
nelle-dérivative, occupent la majeure partie des travaux car ils sont simples dans la
conception et dans la mise en oeuvre.

3 - Seules les lois de contrdle proportionnelle et dérivative seront appliquées

dans notre étude.

§il semble simple de contrdler les vibrations des structures sandwich piézoélectriques,
il ne faut pas oublier que les matériaux piézoélectriques ont certaines limites qu’il ne
faut pas dépasser. Dans le contrdle actif, le potentiel électrique appliqué doit donc étre
inférieur au potentiel électrique maximal supportable par ’actionneur piézoélectrique.
Il est donc indispensable de connaitre les gains de contrdle optimaux utilisables.
Pour cela, il est nécessaire d’utiliser la théorie des lois de controle. Cette théorie
de contrdle optimal est souvent appliquée au cas pratique du controle optimal qua-
dratique linéaire : régulateur linéaire quadratique (LQR) [5] ou contréleur linéaire
quadratique Gaussien (LQG) [56]. Dans ce document, nous ne tiendrons pas compte
des limites de champ électrique & appliquer, et nous ne calculerons pas le gain maxi-
mal ”autorisé”. Pour plus d’explications et de précisions sur la théorie de controle

optimal, le lecteur pourra se reporter & la thése de M. Areias Trindade [60].
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4.3 Modélisation des couches minces piézoélectriques

Dans cette section, nous rappelons la loi de comportement des matériaux piézoélectriques
orthotropes. Puis, nous donnons une description de I’état électrique. Ceci nous per-
mettra d’étudier deux modeles de poutres piézoélectriques sur lesquels deux lois de

contrdle actif seront appliquées.

4.3.1 Loi de comportement des matériaux piézoélectriques

Nous avons dit précédemment que les matériaux piézoélectriques étaient tels qu’une
contrainte appliquée & ce matériau créait un déplacement électrique (effet piézoélec-
trique direct) et qu’un champ électrique appliqué entrainait I’existance d’une contrainte
(effet piézoélectrique inverse). Ceci s’exprime dans les équations piézoélectriques liné-
aires d’'un matériau piézoélectrique :

oc=cec—¢e'E

(4.4)
D=es+cE

o et € représentent respectivement les vecteurs de contrainte et de déformation. E
et D sont les vecteurs champ électrique et déplacement électrique. ¢ est la matrice
d’élasticité, e la matrice des constantes piézoélectriques et € la matrice des constantes
diélectriques. Ici, les matériaux piézoélectriques sont considérés orthotropes et les axes
d’orthotropie correspondent aux axes de la poutre. Comme le mécanisme étudié est le
mécanisme d’extension, les matériaux sont polarisés dans la direction de 1’épaisseur

(soit la direction z ou 3). Leur loi de comportement s’écrit alors :
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(o7 ) [ c1n ci2 a3 O 0 0 0 0 —€31 €1
09 Ci2 Caz Co3 0 0 0 0 0 ‘ —€32 €9
g3 Ci13 Ca3 C33 0 0 0 0 0 —€33 £3
04 0 0 0 cyy 0 0 0 —€94 0 €4

{ O $ = 0 0 0 0 c55 0 |—es 0 0 4 €5 > (45)

Os 0 0 0 0 0 c6| O 0 0 Eg
D1 0 0 0 0 €15 0 €11 0 0 E1
D2 0 0 0 €94 0 0 0 €929 0 E2

\ D3 ) | €31 €32 €33 0 0 0 0 0 €33 | \ E3 J

Les couches piézoélectriques sont supposées fines. Cela permet de négliger les déforma-

tions de cisaillement transverse, c’est a dire :

E4 = &5 = 0 (46)

Les champs de déplacement considérés sont indépendants de y et nuls suivant la

direction y. Cela équivaut a :

Eg = Eg — 0 (47)

Nous supposons la composante 03=0 dans (4.5). Ainsi, nous obtenons :

1
3 = —(eas B3 — c13e1) (4.8)
C33

Comme, dans le cas de ’actionneur, seul le champ électrique dans la direction de
1’épaisseur est imposé, et dans le cas du capteur, le champ électrique induit dans

cette méme direction est grand par rapport & ceux induits dans les directions = (ou
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1) et y (ou 2), la contribution & I’énergie électromécanique des composantes du champ

électrique F; et E,, est généralement faible. C’est pourquoi nous considérons :

Ey=E,=0 (4.9)

En injectant 03=0 et en tenant compte de (4.6), (4.7) et (4.9), dans la loi de compor-

tement (4.5), nous obtenons les égalités suivantes :

D1=D2=0'4=0'5=06=0 (410)

Ainsi simplifiée, la loi de comportement d’un matériau piézoélectrique orthotrope

(5)-12 )z)
. Ds e3 €33 E;

€5 = €33 + 2
38 7 R8T ey (4.11)

peut donc s’écrire :

X —as
€31 = €31 — ,, €33

ds

* —_— —
Ciy =011 — g

\

Les constantes €33, €3, et ¢}; sont obtenues par ’hypothése de contrainte transversale

négligeable (g3=0).
Remarque :

La déformation axiale ; et le champ transversal Fj créent le couplage électro-

mécanique.
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4.3.2 Description de ’état électrique

En I'absence de charges électriques volumiques, I’équation d’équilibre électrostatique

s’éerit :

divD =0

D’aprés (4.10), le déplacement électrique se réduit & une seule

L’équation précédente se simplifie alors comme :

0Ds
239
0z
soit en utilisant ’expression de Dj (4.11) :
8E3 Oe 1

633—32 + 6315; =0

En insérant dans (4.14), Eg:—%f (E = —gradg), nous obtenons :

" 82¢ * 681

g T g

(4.12)

composante : Ds.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Une fois ’expression de la déformation €; définie, cette équation nous permettra d’ob-

tenir le potentiel ¢, puis le champ F3 par intégration par rapport a z. Le potentiel

¢ aura une partie linéaire en z et l’autre quadratique en z représentant le potentiel

induit [49, 60}, par la flexion de la couche piézoélectrique.

Dans notre étude, nous négligeons cette partie quadratique du potentiel, considérant

que les couches piézoélectriques sont minces. On suppose aussi que la couche centrale

est conductrice avec un potentiel uniforme, arbitrairement fixé a zéro. Cela revient a

faire ’hypothése d’un champ électrique constant dans I’épaisseur de chaque couche
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piézoélectrique de la forme E3 = —%, ol ¢(z) représente le potentiel sur la surface

externe.

Dans ce qui suit, nous considérons deux poutres sandwich intelligentes : la premiére est
constituée de trois couches, un coeur élastique pris entre deux peaux piézoélectriques
(piézoélectrique/élastique/piézoélectrique), et la seconde est constituée de cinq couches,
un sandwich viscoélastique pris entre deux peaux piézoélectriques (piézoélectrique/é-

lastique/viscoélastique/élastique/piézoélectrique).

Les dérivées par rapport au temps et par rapport & la direction z seront notées (.) et

(’) respectivement.

4.4 Poutre piézoélectrique/élastique/piézoélectrique

La poutre piézoélectrique/élastique/piézoélectrique considérée ici, est telle que les
couches sont parfaitement collées. Les peaux piézoélectriques sont constituées du
méme matériau piézoélectrique et sont polarisées dans la direction de 1’épaisseur.
Elles sont couvertes entierement par des électrodes supérieures et inférieures. Les
matériaux piézoélectriques sont supposés orthotropes et leurs axes coincident avec
les axes de la poutre. Le matériau élastique est linéaire, homogene et isotrope. La
figure (4.2) indique les notations utilisées. Notre but est d’obtenir les fréquences de
vibrations et/ou I’amortissement. Pour cela, une description cinématique de type Ber-
nouilli permet de réduire & deux le nombre de variables cinématiques : le déplacement
longitudinal de la couche centrale et la fleche commune aux trois couches. Ensuite, le
principe variationnel définit un effort et un moment fléchissant pour le sandwich et
prend en compte les potentiels. L’hypothése d’une condition aux limites sur le cap-
teur conduit & une nouvelle loi de comportement. Puis, un contréle est introduit par
deux types de lois. Chacune de ces lois entraine une loi de comportement différente

et un probléme aux valeurs propres. Le probléme aux valeurs propres est résolu par
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une méthode de Galerkin. Finalement, pour évaluer I'influence des parameétres sur la
fréquence et/ou ’amortissement, des termes sans dimensions sont définis et évalués.

Dans ce qui suit, nous détaillons chaque étape mentionnée précédemment.

z(3)
Bt oI Q4
P U . S = x(1)
¢ Py i Q.
S Q. 4ha
L

F1c. 4.2 — Notations utilisées pour la poutre sandwich piézo./él./piézo.

4.4.1 Description cinématique de la poutre

Dans la poutre sandwich, nous considérons trois poutres d’Euler-Bernouilli et 1a méme
fleche w pour les trois couches. Le déplacement dans chaque couche est de la forme
suivante :

U; = u; — 20’ i=38,¢0a (4.16)

ol u; est le déplacement axial.
Les conditions de raccords cinématiques aux points o et 3, définis & la figure (FIG.
4.2), permettent d’exprimer les déplacements axiaux dans les peaux piézoélectriques,
en fonction du déplacement axial de la couche centrale (u) et de la fleche (w) commune
aux trois couches :

Ug = U — 2,W

(4.17)
Ug = U — ZoW'
olt z; = & + % et 2, = —% — % représentent les ordonnées des plans moyens du

capteur et de l’actionneur piézoélectrique respectivement. Les déplacements axiaux
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des trois couches peuvent donc s’écrire uniquement en fonction des variables u et w.

D’ou :

Uiy =u; — zv' i=3s,c,a
(4.18)
U = U
Les déformations axiales pour les trois couches s’écrivent :
€15 = uf — 2" i=s,ca (4.19)

4.4.2 Formulation variationnelle - Définition des efforts glo-
baux

Le principe d’Alembert permet d’écrire la formulation variationnelle de la poutre

sandwich piézoélectrique/élastique/piézoélectrique, sous la forme suivante :

0T +6H +6W =0 Vou, dw, d¢; i=s,a (4.20)

ou 6T, §H et 6W sont les travaux virtuels des efforts d’inertie, électromécaniques in-
ternes et externes respectivement. Ces termes sont fonction des variables u, w, ¢, et
¢q, c’est & dire du déplacement axial de la couche centrale, de la fleche et du potentiel

superficiel des couches piézoélectriques capteur et actionneur.

Dans notre étude, nous supposons qu’aucune force (volumique, surfacique, linéique)
extérieure n’est appliquée sur les trois couches. L’équation précédente se ramene alors

a:

0T +d6H =0 Vou, dw, §¢; i=3s,a (4.21)

e Travail virtuel des efforts d’inertie
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Le travail virtuel des efforts d’inertie dans la poutre sandwich est défini par :

a

6T=/ pségs%dﬂ+/ pcéycﬂcdﬂ+/ PO, i, dS2 (4.22)
s Qe

p; représente la densité volumique de masse de la i®™® couche, les du; sont les vec-

teurs déplacement virtuel, du; = {0U;, Sw}? et ii; = {U;, W}t les vecteurs accélérations.

Nous remplacons les déplacements virtuels du; et les accélérations i; dans (4.22) &

I’aide des expressions (4.18) et nous obtenons :

0T = foL(psSs + pcSe + paSa)wdw + [(psSs + peSe + PaSa) it + (05552
+0aSa20)W')0u + [(ps I + pele + pala + 22psSs + 22paSa )W’ (4.23)

+(psSs2s + paSaze)tldw'dx

ou S; représente la surface de la i*™¢ couche et I; leur moment quadratique avec

I = [y (2 — 2)%dS.

En négligeant les termes d’inertie de rotations, c’est & dire les termes en w'du, wW'dw’ et
iiéw', et en définissant une densité linéique de masse équivalente (pS)e, dans I’équation
précédente, cette derniére peut se résumer a :

6T = fOL(pS)eq('d')dw + tidu)dz

(4.24)
(pS)eq = PsSs + pcSc + paSa
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e Travail virtuel des efforts électromécaniques internes

Pour une poutre d’Euler-Bernouilli élastique, le travail virtuel des efforts électromé-

caniques internes s’écrit :

L.
5H——-/ {Néu' + Méw"}dx (4.25)
0

ou N représente I’effort normal et M, le moment fléchissant. Cette expression est
valable pour la couche centrale. Pour les matériaux piézoélectriques étudiés ici, le
travail virtuel des efforts électromécaniques internes est obtenu en ajoutant dans

I’équation précédente un terme relatif 4 la partie électrique du matériau :

L _
6H =/ {Név' + Méw" — D,6E, }dx (4.26)
0

ou D, et E, désignent le déplacement électrique et le champ électrique suivant 1’axe

z, qui sont les seules composantes non nulles (4.9),(4.10).

Dans la poutre sandwich piézoélectrique/élastique/piézoélectrique étudiée, nous con-
sidérons trois poutres d’Euler-Bernouilli, avec la méme fléche pour les trois couches.
Nous obtenons alors I’expression suivante pour le travail virtuel des efforts électromé-
caniques internes pour la poutre :

§H = [[{N,du, + M,6uw" + Babg, + Nduj + MSw'"+

(4.27)
Nyoul, + M,0w" — %16¢a}d3:

Dans cette équation, nous avons remplacé E, par son expression en potentiel ¢ :
E,;= —%:—, h; et ¢; représentant 1’épaisseur et le potentiel de la couche piézoélectrique

i. Le signe négatif devant ¢, est di au fait que le champ électrique au niveau de
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I’actionneur est dans le sens inverse & I’axe des z (FIG. 4.1(a)).
En utilisant les expressions de us et de u, (4.17), pour calculer du et duj, nous

pouvons réécrire (4.27) de la fagon suivante :

%“ §¢a}dz (4.28)

L D
(5H=/ {N6u'+M6w"+h—286¢s—
0 s
avec N =N, + N+ Ny et M = My, + M.+ M, + Nsz; + Ny2,.

4.4.3 Loi de comportement électromécanique du stratifié

Afin de pouvoir exprimer une loi de comportement globale, nous calculons les efforts

normaux et les moments fléchissants & ’aide de leurs définitions :

Ni =/ O'idS et Mz '—‘-/ (Z—'Zi)O'idS
S; S;

En reportant dans chaque couche la loi de Hooke ou la loi piézoélectrique (4.11), nous

obtenons :
N.=E_ S/ M, = E I w"
N, = ¢}, Ss(v' — z;w") + e} %jgbs M, = ¢}, L,uw"
(4.29)
N, = ¢} S (v — z,w") — 631%% M, = ¢}, L,uw"
I = [4(z — 2)%dS i=8,¢8

Une fois ces calculs réalisés, nous obtenons la loi de comportement mécanique globale

du stratifié :

N = (ES)mch’ + Bmecw” + e;1(%:'¢s - %¢a‘)
(4.30)
M - Bmecul + (EI)mecw” + e;l(%¢s - 571_51¢a)

avec
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(ES)mec =E.S. + Cfl(ss + Sa)
Bee = —c1y (szs + zaSa) (4.31)

(ED)mec = Eelo + ¢y (I + 1) + ¢y (Se22 + Saz?)

Remarques :

- En I’absence de champs électriques, nous retrouvons la théorie classique des
poutres stratifiées.

- By représente le terme de couplage membrane/flexion.

- Si la poutre est symétrique (z, = —z;), Bmec est nul, c’est & dire qu’il n’y

a pas de couplage membrane/flexion.

4.4.4 Condensation des termes électriques au niveau du cap-
teur

No.us considérons que le déplacement électrique est nul dans la couche piézoélectrique,

qui joue le rdle de capteur, ce qui traduit_le fait que I’on n’y applique aucune charge

électrique. Cela signifie que D,; est nul et que nous pouvons éliminer le potentiel

électrique au niveau du capteur & partir de (4.11) :

B = Lhy(u' + zu") (4.32)
€33

Comme D, est nul et que ¢, s’exprime en fonction des variables u' et w"” (4.32), nous
les remplagons par leurs valeurs ou expressions dans (4.30). Ainsi, nous obtenons une
nouvelle forme de la loi de comportement du stratifié, qui tient compte de la condition
aux limites électriques dans le capteur :

N = (ES)eqt! + Begu" — €3, 32,

(4.33)
M = B.gu' + (EI)cqu" — egligfﬂgba
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avec
[ (ES)eq = (ES)mec + 415,
{ Bey = Bpec + 912,5, (4.34)
| (BDey = (BDmec+ 8225,

Remarques :

- Le dernier terme de B,, représente le terme de couplage membrane/flexion
d’origine électrique. Cette dissymétrie du comportement du stratifié ne provient

pas d’une dissymétrie matérielle, mais de la différence des conditions aux limites

électriques entre le capteur et I’actionneur.
- A ce stade, le potentiel sur 'actionneur peut étre considéré comme une

sorte de forcing. Il va falloir introduire une loi de contréle linéaire pour appliquer une

approche modale.

4.4.5 Formulation variationnelle simplifiée

A ce stade de 1'étude analytique de la poutre sandwich piézoélectrique/élastique/pié-
zoélectrique, nous appliquons un contrdle sur I'actionneur, c’est a dire que nous lui
imposons un certain potentiel. Dans ce cas, nous pouvons supposer que d¢, est
nul. Compte tenu de la condition aux limites D,; = 0, le travail virtuel des efforts

électromécaniques internes se réduit au travail mécanique :

L
6H =/ {Néu' + Méw"}dz (4.35)
0

ou M et N sont définis avec les formules (4.33) et (4.34).
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Le principe d’Alembert s’écrit alors :
L L
/ {Néu' + Méw"}dx + / (pS) eg(Wow + idu)dz = 0 Véu, dw (4.36)
0 0

ou N et M sont définis par les formules (4.33) et (4.34) et (pS),, par (4.24).

Pour n’avoir que des termes en du et dw dans (4.36), nous intégrons par parties
foL Néu'dz et fOL Mbw"dz. Ainsi, nous obtenons I’expression suivante du principe

d’Alembert :

/L{(——N’ + (05)eqit)0u + (M" + (pS)eq)dw}dz + v = 0 Véu,dw  (4.37)
0

Pour que I’équation (4.37) soit satisfaite, il faut que les coefficients de du et de dw
soient nuls. Nous en déduisons les équations locales suivantes :
—N' 4+ (pS)eqii = 0 (coef ficient de du)

(4.38)
M" + (pS)eqw =0 (coef ficient de dw)

ou N et M sont définis par les formules (4.33) et (4.34) et (pS)., par (4.24).

Dans notre étude, nous nous limitons & étudier deux types de loi de contréle actif : la
loi rétroactive proportionnelle et directe, et la loi rétroactive en vitesse avec un gain
constant négatif.

Nous nous limitons également aux conditions d’appui simple : N, M et w sont nuls

aux points t =0 et z = L.
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4.4.6 Premiére loi du contrdle actif - Approche élastique
équivalente

¢a : fonction linéaire du déplacement

Utiliser la loi de contréle rétroactive proportionnelle et directe signifie que

I’on applique le potentiel suivant en chaque point de 1’actionneur :

o (2) = Geds(x) (4.39)

ou G, représente le gain de controdle.

D’apres la formule (4.32) obtenue en considérant que le déplacement électrique est

nul dans le capteur, ce potentiel équivaut a :

Pa = Gc:*ﬂhs(U’ + z,w") (4.40)
33

Comme dans les expressions de l'effort normal et du moment fléchissant (4.33), le
potentiel ¢, apparait ; nous le remplagons par sa valeur (4.40) et nous obtenons une

sorte de loi de comportement de poutre élastique équivalente :

N = [(Es)eq - g]ul + [Beq - gzs]w”

(4.41)
M = [Beg — g2,Ju’ + [(ET)eq — g2a2s]w"
ou g représente le terme de controle et est égal a :
h 6*2
=G S>3 4.42
g [ aha 6;3 ( )

g dépend seulement du gain et des caractéristiques des couches piézoélectriques.
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11 faut noter dans (4.41), une dissymétrie dans le couplage membrane/flexion. En
effet, dans N, [B,, — g2;] apparait alors que dans M, il s’agit de [B,, — g2,]. Ces deux
termes ne sont jamais égaux. Cette dissymétrie traduit le caractére non conservatif

de la loi de controle.

Une fois les nouvelles expressions de N et de M établies, nous pouvons calculer leurs
dérivées premiére et seconde par rapport & r, respectivement, et réécrire le systéme

(4.38) :

—[(Es)eq —glu” — [Beq — gzs]w(3) + (,DS)eqil =0
(4.43)
[Beg — 92a]u(3) + [(ET)eq — g2a2s]w™ + (pS)eqth = 0

4.4.7 Analyse modale en appui simple

Condensation statique en membrane

Nous recherchons maintenant des solutions harmoniques en ™, w pouvant éventuellement
étre complexe. En appui simple, nous pouvons supposer des champs de déplacement
de la forme suivante :

u = qycos(kz)e™?

(4.44)
w = gosin(kz)e™!

Nous reportons (4.44) dans les équations (4.43). Apres simplifications en e“cos(kz)

et e“sin(kz), le systéme devient :

[(Es)eq - g]kqu + [Beq - gzs]k3QZ - (PS)eqwth =0
(4.45)
[Beq - gza]k3q1 + [(EI)eq - gzazs]k4Q2 - (pS)eqw2q2 =0
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Pour une poutre élancée, la fréquence de vibration de flexion est beaucoup plus pe-
tite que la fréquence de vibration en membrane. C’est pourquoi nous réalisons une
condensation statique en membrane, en négligeant la partie dynamique (w?) de la

premiére équation du systéme (4.45). Cela nous permet d’exprimer ¢; en fonction de

q2 :

(Beq - gzs)
=————>—"F 4.46

En reportant cette expression dans la deuxiéme équation de (4.45), nous obtenons la

pulsation de flexion w; égale a :

2 _ K —(Beg — 9%a)(Beq — 925) 022
wr = (,OS)eq (ES)eq s -+ [(EI)eq gz, s]:l (4.47)

Poutre sandwich symétrique - Paramétres adimensionnels

Pour simplifier notre étude analytique, nous considérons une poutre sandwich rec-

tangulaire symétrique. Cela équivaut & prendre :

LY (4.48)

Ainsi, la fréquence wy peut s’écrire :

kKt [—(Bi —9°%)
w? = = >+ (El)ey + 922 4.49
I (ps)eq (Es)eq _ g ( ) q g ] ( )
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avec :

( (pS)eq = 2pshs + pche

*2
Beq = Egl(ﬁa'g_hﬁ)hs

€33

4 " (4.50)
(ES)eq = Bche + hy(2¢}; + 42)

3 . 3 *2
L (EI)eq = %ﬂ + cIl%" + c’fl%i(hs + h6)2 + %%‘l(hs + hC)2

Avec 'objectif d’aboutir & un résultat sans dimension, nous définissons 5 paramétres

sans dimension, en prenant comme référence les caractéristiques de la couche centrale :

*2
‘11 P €3] hs Ps 3
’I"=—',T:**,Th=—,7'=_,)\:g 451
s B o C11€33 he ™ pe Ech, (4:51)
ol maintenant, A est le paramétre représentant le gain.
Ainsi, les termes (4.50) se réécrivent de la facon suivante :
( (ps)eq = pchc(l + 27'm"'h)
Beg = Echirpry (1 +r4)%
(4.52)

(ES)eq = Eche[1 + rpre(2 + 18)]

( (BD)eq = ZB2 (1 + (208 + 3rn(2 + 12) (1 + 74)2)]

En prenant k = %% et en utilisant aussi les parameétres sans dimension (4.51), la

pulsation de vibration de flexion s’exprime comme suit :

2
I i G ),
W= T3 3rmn 2
)| (e e (4.53)
+ (14 1h)2A+ 1475 278 + 3r4(2 + ) (1 + 1)7]]
oll w2 = %‘%‘2& est la fréquence propre de la seule couche centrale.
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Approzimations des pulsations propres

Maintenant, nous considérons la poutre sandwich étudiée par X.D. Zhang et C.T.
Sun [66], pour nous permettre d’évaluer les ordres de grandeur des parametres sans
dimension (4.51).Cette poutre sandwich est constituée de matériaux PZT5H pour
les peaux et d’aluminium pour le coeur (Voir Annexe D pour les caractéristiques
des matériaux). Ses caractéristiques géométriques sont : L = 10cm, h, = 1.6cm et
hy = hy, = 0.1cm. Avec ces données, nous obtenons une valeur approximative pour

chaque parametre :

re~1, 5 ~05, r,~610"%, r, ~3 (4.54)

D’apres ces évaluations, la principale simplification possible provient de la minceur
des couches piézoélectriques (rp = h,/h. < 0.1), ce qui peut permettre de négliger r2
et 72 dans ’expression (4.53) de la fréquence. Les deux matériaux ont des rigidités et
des densités comparables (cf g, 7). On notera surtout qu’on ne peut pas négliger
le coefficient %, caractéristique de toutes les propriétés électriques et mécaniques du
matériau piézoélectrique. La valeur de ce coefficient %, montre I'influence de la condi-
tion aux limites électriques sur le capteur D,; = 0, qui induit une modification signifi-
cative de la rigidité apparente de la poutre : dans les formules (4.34) ou (4.50), les gran-
deurs équivalentes (ES)eq, Beg €t (EI), sont sensiblement différentes des grandeurs
purement mécaniques (ES)mec; Bmec €6 (E1)mec. En particulier, on devra tenir compte
du couplage membrane/flexion (B, # 0). En négligeant r2 et r3 dans (4.53), on ob-

tient une approximation de la fréquence pour des couches piézoélectriques minces.

w2 : 2 i )2
w} = m';e-n';_; [1 + 3T'ET'h(2 + T'pE) + (1 + 7'h,)z)\ + 3(1+T,:17'(;‘-('-2:%%))_’\] (455)
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On notera 'expression assez complexe du dernier terme. Toutefois, si le gain est assez

faible, alors on peut supposer A\ < 1 et négliger ce dernier terme, ce qui donne

I’expression suivante :

w} = —J———Hz“fmm 14 3rern(2+ %) + (1 +74)2) (4.56)

Nous retiendrons de cette analyse, qu’une loi de contrdle ¢, = G ¢, fait varier la
fréquence, mais sans créer d’amortissement. A partir de la formule simplifiée (4.56),
nous trouvons trois causes principales a 1’évolution de la fréquence du cceur wy :

1 - Au dénominateur, le terme 27,7, prend en compte I’augmentation de masse
due a la présence des couches piézoélectriques.

2 - Ces couches induisent naturellement une augmentation de rigidité, représentée
par le second terme du numérateur. On notera l'influence de la condition aux limites
D,, = 0, via le nombre 7%, qui implique une augmentation de 25% environ de ce
second terme.

3 - Enfin, le terme de contréle (1+75)2) augmente la fréquence si G, est positif.
On notera que le parameétre sans dimension A (ou A(1 + r4)?) est le terme significatif

représentant ’'influence du contréle sur la fréquence.
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4.4.8 Deuxieme loi du contrdle actif - Approche viscoélastique
équivalente

¢e : fonction linéaire du déplacement

Dans le cas d’'un contréle actif en vitesse avec gain constant négatif, le
potentiel appliqué a l’actionneur n’est plus proportionnel au potentiel de sortie du

capteur mais & sa dérivée par rapport au temps :

d)a(.'L‘,t) = ._ch;s(xi) (457)

(avec G, > 0), soit encore en utilisant la formule (4.32) :

bo = —Gc-:-gjhs(a' + 20" (4.58)

ott G, représente le gain de controle.
Nous remplacons ensuite le potentiel @, donné par (4.58), dans les expressions de
Peffort normal et du moment fléchissant (4.33), et nous obtenons :

N = (ES)eqtt’ + Beqw" + g(i' + 2,0")

(4.59)
M = Bt + (EI)equ" + 2ot + 2,0")

ol g, représentant le terme de controle, est défini comme dans le cas de la premiere

loi (4.42).

Il faut noter ici une dissymétrie diie au contréle. En effet, dans N, nous avons gzw"

(2, positif) alors que dans M, nous avons g2a2sU" (2425 négatif).

Les expressions de N et M évaluées, les dérivées par rapport & z peuvent étre calculées

et le systeme (4.38) peut étre redéfini :
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—(ES)equ” — Beqw® — g(4" + 2,0®) + (p8)eqti = 0
(4.60)
Bequ® + (ET)equ™® + g2,(4® + 2,0 @) + (p9) e = 0

4.4.9 Analyse modale en appui simple

Condensation statique en membrane

Nous considérons une nouvelle fois les expressions des déplacements u et w donnés
en (4.44) ainsi que leurs dérivées. Cela nous conduit au systéme suivant, aprés sim-

plification des termes en e**cos(kz) et e™tsin(kz) :

(ES)equQI -+ Beqk3Q2 + iwg(k2q1 4+ Zskaqz) - (pS)eqwqu =0
(4.61)
Begk3qy + (ET)egk*qo + iwgza(K3q + 25k*q2) — (0S)eqw?q = 0

Comme précédemment, nous réalisons une condensation statique en membrane (w = 0
dans la premiére équation du systéme précédent). Nous obtenons alors g; en fonction

de qs
B,

@ =- (ES)m kga (4.62)

La deuxiéme équation du systéme (4.61) peut alors s'écrire :

. B, B;
—(p9)eqw? + iwgz k* (— (ES; + zs> + k* (— (ES; + (EI)eq) =0 (4.63)
eq €q
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Afin d’aboutir & une équation sans dimension, nous définissons deux paramétres :

E.h} _ k*Echl
(BI)o=—3° » =75~ (4.64)
Ensuite, nous divisons (4.63) par k*(EI), et nous obtenons :
(pS)eq w?2 . w wo ( Beg ) ((EI)eq BZ, )
——S—— +1—gz, - +25 |+ - =0
5eS. w0 wo (ED)s \_ (ES)eq (EDo  (ES)eg(ED)o
(4.65)

Poutre sandwich symétrique - Paramétres adimensionnels

A nouveau, nous considérons une poutre sandwich rectangulaire symétrique (2 =
—z,) et les param@tres sans dimension (4.51). Les termes (0S)eq, Beg, (ES)eq €t (ET)eq
s’écrivent comme pour la premiere loi (4.52). En injectant ces différents termes, fonc-

tions des parameétres sans dimension, I’équation (4.65) devient :

(1 + 2rrs) 22 — ey (1 - BB
wo wo )

1+7‘h1‘E(2+TE
(4.66)
3 P 2 3r2r2rB2 (147)>
+ {1+ TE(27‘h + 3(2 + ’I‘E)’r‘h(l + T‘h) ) - —lﬁm— =0
) contient le terme de controle et est égal a :
A= 092 (4.67)
~ 2(EI)o '

Remarque :
Le ) défini ici est différent de celui défini pour la premiere loi de contréle.

En effet, ici, A est dépendant du mode via wp.
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L’équation (4.66) peut étre réécrite de la facon simplifiée suivante :

2
AL +i%9B _c=0 (4.68)
Wy Wo

avec
(A =1+2r,m,

 B=2A (1 - 1+r,,f;(2ir7’E)) (4.69)

3r2r2rP2(147,)2
| O =14 75(0r7 + 32+ 1B)ra(1 + r)?) — SichE Qe

L’équation (4.68) est une équation classique du second degré. Pour la résoudre, il

nous faut calculer son discriminant A :

A = (iB)? + AC (4.70)

Trois cas sont possibles et ils ont chacun une signification :
- A > 0 signifie que les racines 7,, sont complexes et donc les w sont complexes.
- A = 0 signifie que I’équation (4.68) a une racine double, w = —iB/A, et donc
w est imaginaire pure.

- A < 0 signifie que les racines r, sont imaginaires purs et donc que w aussi.

w imaginaire pur est irréaliste. C’est pourquoi le cas qui nous intéresse, est le premier
cas, c'est a dire A > 0. Celui-ci permet d’avoir une pulsation complexe et donc de
définir une fréquence amortie et un amortissement. Ainsi, en prenant le discriminant
positif, et en retenant la valeur positive de la pulsation, nous obtenons la racine de

’équation (4.68) :

- . (4.71)

(i) _ —iB—-AC - B?
1,2
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Nous avons vu précédemment (section 1.2.2., équation (1.24)), que 'amortissement
d’une structure était défini par le rapport de la partie imaginaire sur la partie réelle
de w. Or, r,, est égal & w/wy. Nous pouvons donc définir 'amortissement 7 et la pul-
sation amortie §2, de notre poutre sandwich piézoélectrique/ élastique/piézoélectrique

A partir de la définition w? = Q%(1 + in) :

_ 2BVAC—B?
= TAc-2B?
| (4.72)
2
0% = 53 (AC - 2B?)
En y remplacant A, B et C, par leurs expressions (4.69), nous obtenons :
( r rpr
_ 2’\(1— 1+rhErE(2:-rpE)) e
n= a-2f8
(112
QZ = _—-0_—(1+21'm7'h)2 (a - 2,3)
4 (4.73)
2,2 P2 2
o= (1+2rmr) [1 +rg(2r) +3(2 + rE)ra(l +1h)?) — 3:+Trhr’;((;::;; ]

12 rerhry 2
\ ’3 =A (1 - 1+1‘hrE(2+‘I‘E))

Approzimation des pulsations propres

En reprenant I’exemple de X.D. Zhang et C.T. Sun, nous pouvons négliger les termes

2 et r3 dans (4.73), ce qui nous améne & l’expression suivante pour I’amortissement :
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rgrir rorP 2
22 (1 - ﬁ%ﬁ) \/(1 + 2rrn) [+ 3rara(2 + 12)] — A2 (1 _ ﬁﬁg)

T’:

rerhr 2
< (1 2rmr) (14 3romn(2 + r)] — 232 (1 - 22k )

P _ rerhr 2
02 =._ 9 __ [(1 + 2rmrn) 1+ 3rera(2 + r)] — 2A (1 - 1+Tth(2irE‘1 )) }

L T (1+42rmry)?
(4.74)
En négligeant le terme A2 devant 1 (gain petit), le systéme précédent devient :
n= 22(1+2rgrs)
[1+rera(2+rD)] /(14 2rmra) [1+3rra (24r)]
' (4.75)

w2
0 = bz (1 + 2r7s) [+ 3rpra(2 + 15)]

Cette expression simplifiée de ’amortissement nous montre que 'amortissement est

proportionnel au gain A, c’est & dire & :

_ wog??  k*22G.S.ef?
2(EI), 2hepc€ls

On notera que pour des couches piézoélectriques minces (rn < 1), Pamortissement est
égal a 2)\. Ce paramétre ) est donc le parameétre pertinent pour représenter I’amortis-
sement dil au contréle actif et au couplage piézoélectrique. On notera que ce coefficient
dépend fortement du mode (présence de k*). 11 est proportionnel au gain de contréle
G et il dépend du coefficient matériel caractérisant le couplage piézoélectrique e32.

En ce qui concerne la fréquence, on notera la ressemblance entre la présente formule
(4.75) et celle obtenue avec P'autre loi de controle (4.56). On retrouve en particulier
I'influence de la couche piézoélectrique sur la masse et sur la rigidité, ainsi que 'in-

fluence de la condition aux limites électriques sur le capteur (cf r%). Avec la présente
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loi de controle (4.39), le gain n’a pas d’influence sur la fréquence en premiére approxi-

mation, ce qui est normal puisqu’il s’agit d’une loi en dérivée du potentiel.

4.5 Poutre piézoélectrique/élastique/viscoélastique
/élastique/piézoélectrique

Comme pour ’étude de la poutre trois couches, nous considérons ici les couches parfai-
tement collées. Pour simplifier notre étude, la poutre sandwich est choisie symétrique :
les couches élastiques (piézoélectriques) ont méme épaisseur k. (hy,) et sont constituées
du méme matériau et h. est ’épaisseur du coeur viscoélastique. Les peaux piézoélectri-
ques sont polarisées dans la direction de 1’épaisseur. Comme précédemment, elles sont
couvertes entierement d’électrodes supérieures et inférieures. Les matériaux piézoélec-
triques sont toujours supposés orthotropes et leurs axes coincident avec ceux de la
poutre. Le matériau élastique est linéaire homogéne et isotrope. La couche centrale est
molle, mince et constituée d’un matériau viscoélastique isotrope, linéaire, homogene,
non-vieillissant. La cinématique du stratifié est basée sur le méme principe qu’aux
chapitres précédents. Chaque ensemble de deux couches dures (piézoélectriques +
élastiques) est assimilé & une poutre d’Euler-Bernouilli et la couche centrale est assi-
milée & une poutre de Timoshenko. A Paide des conditions de raccords cinématiques,
le nombre de variables est réduit & trois : le déplacement axial et la rotation de la
couche centrale, et la fleche commune aux trois couches. Le comportement du mul-
ticouche est obtenu en appliquant le principe d’Alembert. Les potentiels électriques
sont alors pris en compte, un effort N et deux moments M,, et Mz sont définis. Une
approche modale ainsi qu’une condition aux limites sur le capteur permettent une
condensation électrique au niveau du capteur et donc d’établir une loi de comporte-
ment équivalente. Puis, le contrdle au niveau de ’actionneur est introduit par les deux
lois précédemment étudiées. Ensuite, nous considérons les modes en appui simple et

réalisons une condensation du déplacement moyen et de la rotation de la couche cen-
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trale. Ainsi, nous aboutissons & un probléme aux valeurs propres non-linéaire, de type
viscoélastique et nous approximons les fréquences complexes.
Dans ce qui suit, nous détaillons ces différentes étapes. Les notations utilisées sont

indiquées a la figure (4.3).

z(3)
zs """"""""""" E """""""""""""""""""""" Q-S- hs
B et e D D T R Q'I' he
o< <
0 fmmmmmm e neees Y Qi1 fby---ee-- > x(1)
"""""""""" -.--F-----------------------_-----------------—-962- he
T Q:-{1h

F1G. 4.3 - Notations utilisées pour la poutre sandwich piézo./él. /visco./él. /piézo.
§; : capteur (sensor), €, : actionneur, 2.1, : couches élastiques, 2, : couche
viscoélastique

4.5.1 Description cinématique de la poutre

Dans la poutre sandwich, nous considérons des poutres d’Euler-Bernouilli dans les
couches élastiques et piézoélectriques et une poutre de Timoshenko, dans la couche
centrale. Les cinq couches ont la méme fleche (w) et P'origine de I’axe des z coincide
avec le plan moyen de la couche viscoélastique. Les déplacements dans les couches
s’écrivent alors de la facon suivante :

Ui =u; — (2 — z;)w' i=s,el,e2,a

(4.76)
Uy =u+28

Les z; désignent I’ordonnée de 1’axe moyen de chaque couche :

2s = =24 = (hy + 2he + hp) /2 |, 20y = —20p = (hy + he)/2
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Les u; sont les déplacements axiaux de la couche i et u celui de la couche centrale
viscoélastique. 3 est la rotation de la normale au plan moyen dans cette couche. Les
conditions de raccords cinématiques aux points B,C,D,E, définis a la figure (4.3),
s’écrivent :
([ U,(2) = Ue1(28)

Uai(zc) = Uu(2c)

< (4.77)
Uy(2p) = Ue2(2D)

| Ue2(2E) = Ua(2g)

Ces égalités permettent d’avoir les expressions des déplacements axiaux dans les
couches élastiques et piézoélectriques, en fonction du déplacement axial et de la ro-

tation de la normale au plan du noyau et de la fleche :

( us=u+%“ﬂ—Hw’

{ U =u—Bp+ e (4.78)

Les déplacements des différentes couches peuvent donc s’exprimer uniquement en
fonction des variables u, 8 et w, qui représentent le déplacement, la rotation de la

normale dans la couche centrale visqueuse et la fleche commune & toutes les couches :
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(U =u+%8— Hu — (2 — z,)w'
Uy =u—+ L‘zlﬁ — %iw’ — (2 — ze1)w'
{ Uy, =u+2z8 (4.79)

Up=u-— %“,3 + %ﬁw’ — (2 — ze2)w'

\ Uo=u— 28+ Hu' — (2 — z,)w'

Nous aboutissons donc & un modéle global, avec seulement trois variables, u, w et B.
Ainsi, les déformations axiales s’écrivent également en fonction de u, w et 8 :

(e, =u' + L‘zlﬁ’ — Huw" — (z — z5)w"

€1e1 = u' + %‘ﬂ’ - %ﬁw” — (2 = ze1)w"

S g =u'+ 20 (4.80)

E1ep = U’ — %ﬂﬂ’ + %iw” — (2 = zg2)w"

Ela =t — 8B + Hu" — (2 — z,)w"

4.5.2 Formulation variationnelle. Définition des efforts glo-
baux

Dans notre étude, nous supposons qu’aucune force (volumique, surfacique, linéique)
extérieure n’est appliquée sur les couches. La formulation variationnelle de la poutre
piézoélectrique/élastique/viscoélastique /élastique/piézoélectrique, s’exprime alors par

P’équation suivante :
0T +0H =0 Vou, dw, 68, d¢; i=3s,a (4.81)

ol 6T et §H sont les travaux virtuels des efforts d’inertie et électromécaniques in-

ternes respectivement.

- 140 -



CHAPITRE 4. Amortissement actif - Couplage avec ’amortissement passif

o Travail virtuel des efforts d’inertie

Le travail virtuel des efforts d’inertie dans la poutre sandwich a 5 couches est défini

par :

0T = Z/ pi0u; i, dS i=s,el,v,e2,a (4.82)
i Y

oll p; représente la densité volumique de masse de la i°™¢ couche, les du; = {6U;, 6w, 68}

sont les vecteurs déplacement virtuel et i, = {U;, w, 8} les vecteurs accélérations.

Nous remplacons les déplacements virtuels du; et les accélérations @; dans (4.82) a
’aide des expressions (4.79) et nous négligeons les termes d’inertie de rotation. Nous

obtenons ainsi :

6T = fOL(pS)eq(zbdw + udu)dz
(4.83)

(pS)eq = 2ppSp + vav + 2peSe

olt (pS)eq est la densité linédique de masse équivalente.

e Travail virtuel des efforts électromécaniques internes

Comme le travail virtuel des efforts électromécaniques internes pour une poutre
d’Euler-Bernouilli a été défini précédemment ((4.25) pour une poutre élastique ou
(4.26) pour une poutre piézoélectrique), nous commencons par écrire celui d’une

poutre de Timoshenko :
L L
6H =/ {Név' + M,68'}dx +/ T(68 + dw')dz (4.84)
0 0

N est 'effort normal, M, le moment de flexion et T' I’effort tranchant.
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Dans notre étude, nous considérons des poutres d’Euler-Bernouilli pour les couches
élastiques et piézoélectriques et une poutre de Timoshenko, pour le noyau viscoélastique
et la méme fleche pour les cing couches. Le travail virtuel des efforts électromécaniques

internes pour la poutre sandwich s’exprime alors de la facon suivante :

SH = ['{N,ou} + M,ow" + Be26, + Nyouly + Madw” + Nybu' + M,58'+

T(08 + dw') + Neobuly, + Mow” + Nyoul, + My ow" — %?6¢a}da:
(4.85)

Comme dans 1’étude précédente, nous utilisons les expressions de U, Uel, Uez €L U,

en fonction u, B et w (4.78) et nous réécrivons (4.85) de la fagon suivante :

L
6H = / {Nou' + Myéw" + MgdB' + T (68 + 6uw') + I’):’ S¢ps — %5%}@ (4.86)
0 s a
avec des efforts et des moments globaux définis comme suit :
N=N3+N31+Nu+Ne2+Naa
Mﬂ = %E(Nel - NeZ) + Mv + %E(Ns - Na)’ (487)

Mw = Ms + Mel + Me2 + Ma - %Q'(Nel - Ne2) - H(Ns - Na.)-

On notera en particulier I’expression des lois de conservation mécaniques en ’absence

d’efforts extérieurs :

N' = (pS)eqi,
M, —T =0, (4.88)

M} ~T' + (pS)egis = 0
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4.5.3 Lois de comportement du stratifié

Afin de pouvoir exprimer les termes N, T, M, et Mp, nous calculons les efforts

normaux et tranchant et les moments fléchissants pour chaque couche :

N, = ¢}, Sp(v' + 25 — Hu") + e31h 2B M, = ¢ Lw"

Ng = E S (u' + %"ﬂ' — bew”) M., = EInw"

Ney = E.Se(u' — %8 + ") My = Eelouw”

N, = ¢, Sp(u — 2B + Hu') — eslh 22, M, = cjyL,w” (4.89)
N, = S,E, * @' M,=L1Y %3

sy Y * (' + B)

L= [4(z— 2)%dS 1=s,el,v,e2,s

Comme le noyau viscoélastique est supposé mince et mou, les termes M, et N, sont

négligeables. A I’aide de cette hypothése et des calculs (4.89), les termes N, My et

M, s’écrivent en fonction de u, w, B et également des potentiels ¢, et ¢,. La loi de

comportement électromécanique du stratifié peut alors étre résumée par :

avec

2

N = (ES)mecu' + 631%((153 - ¢a)

Mp = (EI)pf' + Y + €31 5 32 (85 + ¢a)

{ (4.90)

Mw = 'Ywﬂl + (EI)mecw" - eng%(Cbs + ¢a)

LT— Y*(w+ﬁ)

2(14+vy)

[ (ES)mec = 2E.S. + 2¢5,5,

(ED)mec = Ee(ler + Iea + %E'Se) + ¢ (L + I, + 2H?S,)

(4.91)

Y = =2 (heS.E, + 2¢},SpH)

2
L (EI)g = %L(Eese + ¢115p)
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Remarques :

- Comme la poutre sandwich est symétrique, il n’y a pas de couplage mem-
brane/flexion pour 'élasticité. Cependant, un couplage pourra éventuellement exister
a travers les termes électro-mécaniques.

- Yw représente le couplage flexion/rotation.

- On a considéré que pour N, Mz et M,, il n’y a pas d’influence significative
de la viscoélasticité, qui apparait seulement 3 travers le terme de cisaillement dans la

couche molle T.

4.5.4 Approche modale.Condensation du potentiel électrique
au niveau du capteur

Nous supposons & nouveau qu’il n’y a aucun déplacement électrique dans le capteur
piézoélectrique ce qui traduit le fait qu’on n’y introduit aucune charge (D,; = 0).
Cela nous permet d’obtenir le potentiel ¢, en fonction des variables cinématiques o/,

B et w" :

* hu ,
by = ;ﬂhp(u' + 56 — Hu') (4.92)

33

En considérant les vibrations harmoniques libres, les inconnues u, w, B, ¢qy N, Mp,

M, et T sont cherchées sous forme harmonique (w n’étant pas forcément réel) :

u= ’U,ei“’t, w = ,weiwt, ,B — ,Bei‘”t, G = <baeiwt
| | (4.93)
N =Net, M, = Mye™, M= Mge®t, T =Tewt

Dans ce cas, les lois de comportement du matériau viscoélastique deviennent simples
et définies par un module d’Young E,(w) complexe et dépendant de w, pulsation des

vibrations. L’effort tranchant 7" s’écrit alors :

T = Gy (w)S,(w' + B) (4.94)
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Ey(w)

= 30te)’ module de cisaillement complexe et dépendant de w.

avec Gy(w)
En utilisant les expressions (4.93) et en remplagant ¢, par son expression (4.92) dans
N , Mg et M, ces derniers deviennent :

[ N = (ES)equ’ + a2 p — aHuw" — 631%5%

{ Mg = a2’ + (EI)gegf + Yweqw” + egl%‘h%q&a (4.95)

My = —aHU' + YyegB' + (ET)equ" — €5 H32 ¢,

\

avec
( (Es)eq = (ES)mec +a
(ED)eq = (EI)mec + aH?
{ Tweqg = Yw — %LHO‘ (496)
(EI)peq = (ET)s + (%‘L)%V
e2 *
\ @ = €3zx P
Remarques :

- Le terme en o de 7y, représente le terme de couplage flexion/rotation
d’origine électrique.
- Dans (4.95), nous notons un couplage membrane/flexion (coefficient (-a.H)

dans N et M,,) di a la condensation du potentiel électrique dans le capteur.

Les formules (4.95) peuvent s’exprimer sous la forme matricielle suivante :

N u'
) + Sp
Mg | = [C] B + €3 h_¢a[va] (4.97)
P
M, w"
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avec
(BS), af —aH F 1
[C] = a%l (ED)geg  Yweq et [Va] = %l (4.98)
—oH  Yueq  (El)eq | | —H |

La matrice [C] est symétrique et réelle. Elle nous montre un couplage membrane/flexion,

qui est dii a la condensation de 1'équation électrostatique au niveau du capteur

(o #0).

4.5.5 Formulation variationnelle simplifiée

A ce stade de I’étude analytique de la poutre multicouche, nous allons appliquer un
contréle sur ’actionneur. Alors, 6¢, est nul et le travail virtuel des efforts électromécaniques

internes est simplifié :
L
6H = / {Nou' + My,0w" + MpéB' + T (66 + dw')}dz (4.99)
0
ou N, Mg, M, et T sont définis par les formules (4.97) et (4.94).
Le principe d’Alembert s’écrit :

Jo ANSU + Myduw" + MpbB' + T(38 + 6u') — w?(pS)eq(ubu + wow)}dz = 0

You,dw, 8 ( )
4.100

soit sous forme matricielle :
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du'
fOL [N Mp M, ] gﬂ:l +T(68 + dw') — w?(pS)eq(udu + wow)dz = 0
w

Vou, dw, 0
(4.101)

Nous étudions les mémes lois de contrdle actif que dans le cas de la poutre a trois
couches, & savoir la loi rétroactive proportionnelle et directe et la loi rétroactive en

vitesse avec un gain constant négatif.

4.5.6 Premiére loi du contréle actif - Approche viscoélastique
équivalente

¢o : fonction linéaire du déplacement

Dans le cas de notre étude, le potentiel appliqué & ’actionneur suivant la loi rétroactive

proportionnelle et directe s’écrit :

* hv
b0 = Cohy = Gc%hp(u' + 28 — Hu') (4.102)

ol G, est le gain de controle.

Ce potentiel s’exprime sous la forme matricielle suivante :

,ul

¢ = glVil' | B (4.103)

wll

avec [V;] =[1, %, —H]' et g = GC%SP.

- 147 -



CHAPITRE 4. Amortissement actif - Couplage avec 'amortissement passif

Ainsi, le systéme matriciel (4.97) devient :

N '
Mg | = ([C] + g]Va] @ [Vi]) s (4.104)
Mw ,wll

ol la matrice [C] et les vecteurs [V,] et [V;] sont définis en (4.98) et (4.103) Apres
prise en compte de la loi de contréle actif proportionnelle et directe, nous obtenons
donc une loi élastique équivalente pour ’ensemble membrane-flexion. La matrice obte-
nue est non-symeétrique et tient compte du controéle actif. D’aprés les approximations

faites, la viscoélasticité n’intervient qu’au niveau du cisaillement.

Modes en appui simple

En appui simple, les modes sont écrits sous la forme suivante qui satisfait toutes les

conditions aux limites (N =0, w =0, M,, = Mp = 0 aux extrémités) :

w = Wsin(kzx) B = Bcos(kx) u = Ucos(kz) k= nL_7r (4.105)
avec W, B,U complexes.
Ainsi, N, Mg et M,, s’expriment :
[ N ] [ U ]
My | =(Cl+alVil@ V) | B |(-hsinks)  (4.106)
| My | | kW |
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Condensation du déplacement moyen u et de la rotation 3

Afin d’obtenir une seule inconnue en déplacement (W), nous considérons les deux

premiéres lois de comportement de (4.88), soit :

N' = (pS)eqii
(4.107)
Mg—T=0

T est défini par (4.94). Les expressions de N et Mz sont données par les formules
(4.95) dans lesquelles le potentiel appliqué & I'actionneur est remplacé par (4.102).

Ainsi, les expressions de N' et Mg sont égales a :

{ N'=[(ES)eq — glu" + %L(a - 9)B" — H(a — g)w®
(4.108)

My =% (a+ g)u" + [(E)peq + 9(%)?1B" + (Yueg — 9% H)w®
Dans le systéme (4.107), nous réalisons une condensation statique pour la partie en
membrane. Cela conduit & N'=0. Le systéme (4.107) équivaut alors a :

[(ES)eq — gu" + %‘L(a —9)f" =H(a- g)w(3)
%“(a + g)u" + [(ET)geq + g(%u.)Z]IBII — Gy (w)S.8 = (4.109)

Go(w) Sy’ — (Yweq — g2 H)w®

Nous réécrivons ce systéme en utilisant les modes définis par (4.105) et nous obtenons :

[(ES)eq — glU + % (0 — 9)B = H(a: = g)kW (@)
~(a+ g)k?U = {[(ED)peq + 9(%)?Ik? + G, (w)S,} B = (4.110)
[Go(@)Ss + (Yweg — 9" H)K2KW (®)

A l'aide de ce systéme & deux équations et trois inconnues (U, B, W), nous réduisons
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le nombre d’inconnue & une. Nous réalisons les opérations suivantes sur les deux

équations précédentes :

(4.110)b + —uia—“&@.no)a

2 (ES)eq
(4.111)
hy 2712 w
(4.110)6 + [‘E””W*gi L% W% (4.110)a
Ainsi, nous obtenons :
U= UmodekW
(4.112)
B = B, 0qckW
avec
( 2L {[(BD)geq + 9(5)?] K2 + Go(w) S0} + Go(w) Sy + (Vweq — g2 H) k?
Umode =
Bt {[(BDpeq + 9(5)2] B + Go() Sy} — B (a + g)k?
2 2
(w)S + [7weq + H ((_ES—)qu:E g)] k
Bmode =
2 a2—g?
\ —Gy(w)S, + [(%") (mf_—g = g) - (Ef)ﬂeq] k
(4.113)
Remarque :

Si la couche centrale est dure (G,(w)S, trés grand), alors B,,,g.=-1, c’est 3
dire que le mode de cisaillement est égal 4 la dérivée du mode de flexion : on retrouve

I’hypothése de Bernouilli.
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Les inconnues en déplacement sont alors réduites & kW de la fagon suivante :

U Umode
B = Bmode kW
kW 1

Par la suite, nous noterons le vecteur des déplacements modaux :

U, mode

[Rmode] = Binode

1

Les expressions de N, Mz et M, deviennent alors :

N
Mg | = ([C] +g[Va] ® [VS]t) [Rmade](_k%in(kz))w

My

Remarque :

(4.114)

(4.115)

(4.116)

[Rinode] dépend du terme de contrdle (g) et de G, (w). [Rmode] est donc com-

plexe et dépendant de w.

Pulsation compleze

Pour arriver & une écriture plus synthétique de la pulsation, nous partons de la

formulation variationnelle (4.101) en considérant la condensation de u et 8 et en

choisissant les déplacements virtuels suivants :

Su=1u=Ucos(kz) , 6w=1w=Wsin(kz) , 8= p = Bcos(kz)

X représentant le complexe conjugué de X.

(4.117)
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Ainsi, en introduisant (4.114), (4.115) et (4.117) dans (4.101), la pulsation s’exprime

par :

Jo =R2sin(kz)W [Rmoae): [ N My My | + T (Bmode + 1)kWeos(kz)dz

(0S)eq [ (WW)sin?(kz)dz
(4.118)

En remplagant [N, Mg, M,] par (4.116), et T par (4.94), I’équation précédente de-

vient :

k4[-Rfmode]t ([C] + g[V;z] ® [Vs]t) [R'mode] + kZSva (w)leode + ll2
w?= (4.119)

(PS)eq

Approzimation des pulsations complezes

La formule (4.119) ne donne pas une expression explicite de la pulsation, mais une
équation la caractérisant puisque le mode et le module de cisaillement dépendent de w.
Pour simplifier notre étude, nous considérons que le module de la couche centrale a une
valeur fixée : G,(w) = GE(1+in,). Le module de cisaillement GE et I'amortissement
du matériau 7, sont indépendants de la pulsation. Pour approximer I’expression de la
pulsation complexe (4.119), nous calculons [Ryoq) en considérant G,(w)=G¥E. Ainsi,

[Rimode] devient réel et w? (4.119) devient :

k*[Rrmode]t ([C] + 9[Va] ® [Vi]!) [Rimode] + k2SoGE(L + 1) | Brmode + 1/

(pS Jea
(4.120)
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avec

( [-Rmode]t - [Umodea Bmode, 1]

2 {[(ET)peg + 95 )7] K + GES.} + GBS, + (vueg — 9’5 H) 2

U, mode =

ﬁ (Bt {[(BI) g + 9] + GESL} ~ Yo+ )8

GRS, + [’Yweq + 5% H ((5;)::;2-9 B g)] K

Bmode =

L 628, + (%) (&5 - 9) ~ (EI)peq] ¥

(4.121)

Nous voyons apparaitre dans I’expression de la pulsation deux paquets de termes.
Le premier paquet est réel et traduit D'effet de la rigidité élastique équivalente. C’est
le premier terme qui traduit principalement I’influence du contréle sur la fréquence,
d’une part & travers le terme g[V,] ® [V;]!, d’autre part & travers I'influence de g sur la
forme du mode. Cette évolution de la pulsation 2 en fonction de g est relativement
complexe.

Le deuxiéme paquet traduit P'influence de la couche viscoelastique. Sa partie réelle
k2S,GE(1 + Brnode)? aura une faible influence sur la fréquence si le coeur est peu

\
rigide. Donc ce second terme influe surtout sur I’amortissement modal 7 qui s’écrit :

2 R 1 2
%7_ _ K56, (Qj Bmose) (4.122)

I’amortissement modal est donc proportionnel & 'amortissement du matériau viscoé-
lastique. Le paramétre de contrdle g peut modifier cet amortissement via le mode

(Bmode) €t la pulsation obtenue Q.
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4.5.7 Deuxiéme loi du contréle actif - Approche viscoélastique
équivalente

@q : fonction linéaire du déplacement

Dans le cas de la poutre sandwich (piézoélectrique/élastique/viscoélastique/élasti-
que/piézoélectrique) étudiée ici, le potentiel appliqué a ’actionneur suivant la loi
rétroactive en vitesse avec gain constant négatif (4.57) s’écrit de la facon

suivante :

o = —Giwgs = —inc:*ﬂH(u' + %,3' — Huw") (4.123)
33

soit sous forme matricielle :

$a = —iwg[V5]* (4.124)

[Vi] est identique & celui de la premiére loi de contréle, soit égala: [V;] =[1,% —H].
*2

De méme, g représentant le terme de contréle est 4 nouveau défini par g = GC%SP.

Le systéme matriciel (4.97) donnant la loi de comportement équivalente ressemble

cette fois & un modele viscoélastique de Kelvin :

N u’
Mg | = ([C] —iwglVi]® [Vi]t) | £ (4.125)
M'w wll
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Mode en appui simple. Condensation du déplacement moyen u et de la rotation 3

Nous choisissons & nouveau la catégorie de mode de type appui-simple (4.105). Ainsi,

le systéme matriciel (4.125) s’écrit :

N - U
My | = ((Cl-iwglVel ®@Vl) | B | (—ksin(ka)  (4126)
M, kW

Dans le but d’obtenir une seule inconnue en déplacement, nous considérons a nouveau
les deux premiéres lois de conservation de (4.88) et nous réalisons une condensation

quasi-statique pour la partie en membrane. Le systéme & étudier est alors le suivant :

N =0 avec w=20
(4.127)
Mé —-T=0

T est défini par (4.94). Les expressions de N et M sont calculées a partir des formules
(4.95) dans lesquelles le potentiel appliqué & I’actionneur est remplacé par (4.123).
Le systéme précédent s’écrit alors :

(ES)equ" + Bop" = How®

b (@ — iwg)u" + [(E1)peq — iwg(&)2B" — Gy(w)SuB = (4.128)

Gv (w)Sv'w' - ('Y'weq + ZU)g%“LH)’lU(3)

Nous réécrivons ce systéme en utilisant les modes définis par (4.105) et nous obtenons :

(ES)eqU + aB = HakW (a)
—he (0 — iwg)kU — {[(EI)peq — iwg(%)?1k* + Gy(w)Sy} B = (4.129)
[Gv (w)Sv + (7weq + ’ng%“H)kz]kW (b)
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Comme précédemment, ce systéme & deux équations et trois inconnues (U, B,W) nous
permet de réduire le nombre d’inconnues & une : W. Nous réalisons les opérations

suivantes :

(4.127)(b) + o (a—iwa)k? (4 197(g)

(ES)eq
R (4.130)
(4.127) () + {EDpea—tog(2VIHC ISy (4 1979 ()
] 24
Ainsi, nous obtenons :
U = UnodekW
(4.131)
B = B,,,4ekW
avec
( 2% {[(EI)ﬂeq - iwg(%ﬂ)ﬂ k2 + G’,,(w)S',,} + Gy (w)S, + (’yweq + iwg%!H) k2
Umode =

2%1 {[(BI)peg — iwg(te)?] k2 + Gy(w)Sy} — B2 (a ~ iwg)k?

Go(w)S, + [yweq + b (("‘};—S‘)"ia + iwg)] k2

Bmode =

~Guw)Sy+ [(5)" (E5ter+ iwg) — (ED)aeg] K

(4.132)
Les inconnues en déplacement sont donc réduites 3 kW de la fagon suivante :
( U ] F Umode |
B | = | Bnoge | kW (4.133)
L EW ] L 1]
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Par la suite, nous noterons le vecteur des déplacements modaux :

Umode

[Rmode] = Bmode (4 134)

1
Les expressions de N, Mg et M,, deviennent alors :

N
Mg | = (IC] — iwg[Va] ® Vi) [Rmode] (—k*sin(kz) )W (4.135)
M,

Remarque :

[Rynode] dépend du terme de contrdle (g) et de G, (w). [Rmode] €st donc encore

complexe et dépendante de w.

Pulsation compleze

Pour arriver & une écriture plus synthétique de la pulsation, nous partons de la
formulation variationnelle (4.101) en considérant la condensation du déplacement
moyen u et de la rotation et en choisissant les déplacements virtuels définis par
(4.117). Dans cette formulation, nous introduisons (4.133), (4.134) et (4.117) et nous
remplacons [N, Mg, M,,] et T' par leurs expressions (4.135) et (4.94) respectivement.

Ainsi, la pulsation complexe est définie par :

k4ﬁ:node ([C] - Zw.g[‘/:l] ® [‘/;]t) [-Rmode] + k2Sva (w)leode + 1|2
w? = (4.136)

(0S)eq
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Approzimation des pulsations complezes

Les relations (4.136) et (4.132) fournissent une équation caractérisant la pulsation
complexe w?. Sous cette forme, le probléme de vibrations de poutres & cing couches
a été résolu avec une seule approximation (quasi-statique en membrane). Il semble
raisonnable de simplifier cette relation (4.136) en négligeant I’influence de la pulsation
sur le mode et sur le module de cisaillement de la couche visqueuse. Cela conduit &

des expressions simplifiées du module de cisaillment et du mode qui devient réel :

[ Gu(w) = GE(1 + in,)

2% {(EI)ﬂeqk2 + Gfsv} + Gfsv + ’)’weqk2

Umode =
2850 {(E)gegk? + GRS, } — Buak?
4 (4.137)
a?
Gva + ['Yweq + %EH(ES)W] k?
Bmode =

=G5S, + (8 @ — (BDpeg] K2

Comme il est naturel avec cette loi de contréle et cette approximation, nous avons
ainsi négligé I'influence du contréle et de la pulsation sur les modes. Nous en déduisons

une expression simplifiée de la fréquence amortie O et de I’amortissement modal n

(W? = Q21 +19)) :

( k4 [Rmode]t[c] [Rmode] + kZSva(l + Bmode)2
0? =

(PS)eq
3 (4.138)

_w.qk‘l[R/mode]t[V;z] ® [VS]t[Rfmode] + kQSvanv(l + Bmode)2

’r’ =
\ (p8)eg2?
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Ainsi, Pamortissement modal se décompose en deux termes : un représentant 1'in-
fluence du controle, qui est proportionnel & w puisque le controle est une sorte de loi
viscoélastique de type Kelvin, Pautre représentant ’amortissement viscoélastique de
la couche centrale. Bien entendu ces quantités, ainsi que le vecteur modal [Rmode)
varient avec le numéro du mode (k = nm/L intervenant partout). Notons aussi que,

dans ce cas et avec ces approximations, la fréquence ne dépend plus du contréle.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a '’étude analytique de poutres sand-
wich piézoélectriques. Ces poutres ont des peaux piézoélectriques : I’une joue le réle
de capteur et ’autre le role d’actionneur. Nous voulions approcher les valeurs propres
complexes de ces structures par une approche modale, afin d’avoir une approche com-
mune pour tous les types d’amortissements (viscoélastique, piézoélectrique...). Pour
cela, nous avons étudié une poutre sandwich trois couches (piézoélectrique/élastique/
piézoélectrique) et une poutre sandwich viscoélastique prise entre deux peaux piézoé-
lectriques. A titre d’exemple, deux lois de contrdle ont été appliquées : loi rétroactive
proportionnelle et directe ¢, = G et loi rétroactive en vitesse avec gain constant
négatif ¢, = —G,¢,. Notre approche a consisté & éliminer les grandeurs électriques
pour en déduire des modeles de poutres viscoélastiques équivalentes. Pour le premier
type de loi, le controle se traduit par une modification des termes élastiques, avec une
matrice de rigidité non-symétrique. Avec le second, le controle se traduit par une loi
de type viscoélastique.

Ensuite, nous avons cherché des solutions analytiques dans le cas particulier de ’appui
simple, puis des valeurs approchées de ces solutions. D’aprés ces valeurs approchées,
avec la loi ¢, = G.ds, la fréquence amortie dépend du contréle de manieére complexe

et amortissement modal est proportionnel & la viscosité du matériau viscoélastique.
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Avec la seconde loi ¢, = —G.¢,, ’amortissement modal est la somme de deux contri-

butions, 1'une proportionnelle au contrdle, 'autre proportionnelle & I’amortissement

viscoélastique.
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Conclusion et perspectives

Aujourd’hui, la protection de ’environnement, et donc le combat contre le bruit, est de
plus en plus pris en compte que ce soit au niveau de I’automobile, de 1’électroménager,
de 1'aérospatial, de I’aéronautique... Il est donc nécessaire d’amortir les vibrations
pour éviter des dégits matériels ou/et les nuisances sonores. Pour cela, il existe deux

types d’amortissement : I'amortissement dit ” passif’ et Pamortissement dit ”actif”.

Dans le travail présenté, nous avons proposé dans un premier temps un modéle
élément fini sandwich et dans un deuxiéme temps des méthodes numériques capables
de résoudre les problémes de vibrations aux valeurs propres complexes non-linéaires
dans le cadre de Pamortissement passif. Ensuite, nous avons étudié analytiquement
des poutres sandwich piézoélectriques dans le cadre de I’amortissement actif. Nous

avons choisi une approche par modes complexes pour définir ’amortissement.

Tout d’abord, nous nous sommes intéressés & la modélisation des coques sandwich
viscoélastiques. Nous avons établi un élément fini sandwich : le BRR/Mindlin/BRR.
Il s’agit d’un assemblage de deux éléments de coques de Biichter et al. dans les couches
glastiques, les déplacements de la couche centrale étant déduits des conditions aux
raccords cinématiques et de I’hypothése de Mindlin. L’élément ainsi obtenu est riche
en membrane et permet de prendre en compte le cisaillement dans la couche centrale
viscoélastique, responsable de ’amortissement quelles que soient la taille ou/et la
géométrie des structures sandwich. Cette modélisation a été validée en calculant les

fréquences propres de structures sandwich et en les comparant & celles obtenues par
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E.M. Daya et M. Potier-Ferry [17].

Ensuite, deux méthodes itératives d’ordre élevé ont été proposées pour résoudre le
probleme aux valeurs propres complexes non-linéaires engendré par la dépendance
en fréquence des propriétés du matériau viscoélastique. Les deux méthodes itératives
sont basées sur les techniques d’homotopie et de perturbation. La. premiere est une
méthode de Newton & ordre élevé. Elle nécessite I'inversion d’une nouvelle matrice
tangente (complexe) & chaque itération. La seconde est une méthode itérative d’ordre
élevé (L*), qui demande seulement l'inversion d’une seule matrice réelle par mode
complexe. D’apreés les tests effectués, ’algorithme de Newton & ordre élevé n’'est pas
aussi efficace qu’espéré, tandis que ’algorithme itératif L* converge rapidement quand
il est associé aux approximants de Padé. Cependant, pour des modes trés proches,
cette derniere méthode peut échouer, méme en I’associant & l’algorithme de continua-
tion de E.M. Daya et M. Potier-Ferry. La robustesse de ’algorithme doit donc encore
étre améliorée.

Finalement, nous avons présenté une étude analytique de poutres sandwich piézoélec-
triques a trois et cinq couches. Ces poutres ont des peaux piézoélectriques, I'une jouant
le role de capteur et 'autre le réle d’actionneur. L’originalité de cette étude repose sur
le fait que nous avons utilisé une approche modale pour obtenir la fréquence amor-
tie et ’amortissement de ces poutres piézoélectriques, comme cela a déja été réalisé
dans le cas des structures sandwich viscoélastiques. Nous avons restreint notre étude
a deux types de contrdle : la loi rétroactive proportionnelle et directe ¢, = G ¢, et
la loi rétroactive en vitesse avec gain constant négatif ¢, = —Gcés. L’élimination
des termes électriques nous a permis d’obtenir des modeéles de poutres viscoélastiques
équivalentes, que nous avons encore simplifiés en considérant les poutres en appui
simple. Suivant la loi de contréle appliquée, la fréquence amortie et ’amortissement

dépendent plus ou moins du terme de contrdle et de ’amortissement viscoélastique.

L’étude analytique présentée ici sur les poutres sandwich piézoélectriques n’est qu’une
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Annexe A

premidre étape. En effet par la suite, nous souhaitons étudier numériquement les struc-
tures piézoélectriques. Nous voulons calculer les fréquences amorties et les amortis-
sements de ces structures piézoélectriques, sous différentes lois de contrdle, & ’aide
d’algorithmes itératifs d’ordre élevé présentés ici.

A moyen terme, l'idée serait d’avoir une approche commune pour tous les types

d’amortissement (viscoélastique, piézoélectrique, poreux...).
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ANNEXE A

Fonctions de forme de I’élément
quadrilatere a huit noeuds

On représente un élément quadrilatére 3 8 noeuds de la fagon suivante :

ny
6
T e —® ®5
1 @ L 9 3
2

F1G. A.1 — Représentation d’un élément quadrilatére & 8 noeuds

Les fonctions de forme de cet élément sont :
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Annexe B

Ni=3(-1+ & +mn)(L+mn) (1 + &) i=1,3,57
N;i=11-)(1+nn) i=2,6
Ni=3(1+&6(1 -7 - i=4,8
—1<£<1

—1<n<1
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ANNEXE B

Calculs intermédiaires pour avoir le
déplacement de la couche centrale

Dans les couches supérieure et inférieure en acier, le champ de déplacement s’écrit :

( U*(r1,7m9,73) = w*(r1,m2) + § Spy Pk Ne(r1,m2) RE

Ve(r1,Te,73) = v*(r1,m2) + 3 > RNk (T, ro) R,

We(ry, ra,m3) = w¥(r1,m2) + 3 Ypoy W Ne(r1, 72) R,

\ 3 € [-1;1]

( Ui(ry,ra,3) = wi(r1,72) + 52 Yopoy hixNi(r1, 7o) R,
Vi(ry, ra,13) = vi(r1, 72) + 2 ey BipNi(r1, m2) RE,

Wi(’rla T2, lr3) = wi(’rli TQ) + %3- leczl hflka (Tl’ 7"2)R;:ﬂ:z

L 3 € [-1;1]

Afin d’exprimer les déplacements et le vecteur "rotation” de la couche viscoélastique,
en fonction des champs de déplacement des couches supérieure et inférieure en acier,
nous supposons que le champ de déplacement dans la couche centrale s’écrit également

sous la forme :
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[ Ue(ri,m2,m3) = u(ry,ma) + B 3p_; hekNi(r1, m2) RS,

J Vc(Tl, Ta, 7'3) = ’Uc(T‘l, 7’2) + % Z:=1 hcka(Th T2)Rzy (B 3)

We(ry, ra,ma) = wo(ry,mo) + 2 %) hat Ni(ry, r2) R,

L 73 € [—1;1]

Nous faisons les hypothéses classiques suivantes :
- Tous les points d’une normale & un plan ont le méme déplacement transverse :
wo(ry, m2) = wH(ry,72) = w(ry,72) = wlry, ry),
- Aucun écart entre la couche centrale et les parements d’acier n’est permis,
- Tous les points des couches élastiques sur une normale ont les mémes rota-
tions :
Rliz = R;cz = Rk17 Rl‘f:y = R;'cy = Rky’ Rl‘:z = R;cz = sz
- L’épaisseur est constante dans les trois couches et un sandwich symétrique
est considéré :

hfzk = hf;k = ha7 hew = he.

En considérant les conditions de raccord cinématique ci-dessous, on peut exprimer
le déplacement dans la couche centrale en fonction des déplacements des couches

élastiques.

Us(A) = US(A) V*(A) = Ve(A) W*(A) = We(A)

U'(B) = U%(B) Vi(B)=V*(B) Wi(B)=We(B) (B-4)

ol A se situe & l'interface de la couche supérieure en acier et de la couche centrale et

B a Vinterface de la couche inférieure en acier et de la couche centrale.

Ainsi, on obtient les relations suivantes :
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Annexe C

1 u*(r1,72) — 3ha S _1 Ni(r1,7m2) Rz = u(r1,72) + 5he Zizl Ni(r1,m2)RE,
W { ui(ry,72) + 3ha S 41 Ni(r1,72) Rz = u®(r1,72) — he S Ni(r1,m2) R,
) v¥(r1,72) — 3ha S 1 Ni(r1,m2) Ry = v°(r1,72) + 3he Sy Ne(r1, r2) R,
) { vi(r1,72) + 3ha ZLI Ni(r1,72)Riy = v°(r1,72) — 3R E/Sc=1 Ni(r1,72)RE,
- { w(ry,T2) — ha Zi=1 Ni(r1, o) Re, = w(ry, r2) + he Z:=1 Ni(r1,m2)RE,

w(r1, 72) + 3ha Yooy Ni(r1,72) Rz = w(r1,m2) = he Xopoy Ni(r1,m2) RY,
(B.5)

D’ou :

(1) = Kl
1) = {

h‘c ZZ:l Nk (7'1, T2)Rlccac = us(rh T2) - ui(rly T2) - ha 2185=1 Nk (Tlv TZ)Rk:c

ve(r1, T2) = v’(rl,rz);-v"(rl,rz)
(2) = {

he Z:=1 Nk('rlv Tz)Riy = v*(r1, r2) — vi("'h T9) — he lec=1 Nk(rh 7"2)Rky

3) = { he Zi=1 Ni(r1,m2) R, = —he ZZ=1 Ni(r1,72) R,
(B.6)

On obtient alors :

— %)ui(x, y) — R.he. Ziﬂ Ni(r1,72) R

[ &1

( U(z,y,7m3) = (3 + §)u’(z,9) + (
Vc(xa Y, 7‘3) = (% + %)vs(x’y) + (% - %)vi(ma y) - %-ha- El?::l Nk(ThTZ)Rky

Wc(x, Y, TS) = ’lU(.'II, y) - réa"h‘a- EZ:l Nk('rl, T2)sz

\ T3 € [_1; 1]
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ANNEXE C

Résultats obtenus par les trois
algorithmes pour le test de
robustesse

Dans tous les calculs, 'ordre de troncature est choisi égal & 20. Dans le cas de

I’ Algorithme de continuation, 4 est pris égal a 104

C.1 Algorithme de Continuation

Mode | fréq.non amortie Q NMm/Me | Série+Continuation Résidu
1 64 66 0.245 S 21077
2 297 300 0.231 S 21078
3 321 321 10~8 S+1 2107°
4 746 748 0.152 S 103
5 991.1 991.4 1.49 1072 S 10—
6 1398 1399 8.80 102 S 21075
7 1966 1966 106 S 10~°
8 2266 2267 5.66 1072 S 310°°
9 2996 2998 1.63 1072 S+1 10~4
10 3350.4 3350.8 3.85 1072 S 4107°
11 4651 4652 2.78 1072 S 5107°
12 5064 5069 1.74 1072 S+1 104
13 5323 5323 10~ S+1 5107°
14 6171.6 6171.9 2.08 102 S 6 1078

TaB. C.1 - 50 premiers modes obtenus par I’Algorithme de Continuation
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CHAPITRE C. Résultats obtenus par les trois algorithmes pour le test de robustesse

Mode | fréq.non amortie Q N/ e Itération Résidu
15 6979 6979 10~ S+2 210~
16 7178 7188 2241072 S+2 10—4
17 7913.7 7913.9 1.64 1072 S+2 71075
18 8254.8 8255.1 0.998 S+3 3105
19 8488 8493 0.937 S+2 41075
20 9313 9317 2.46 102 S+3 21074
21 9813 9968 6.491072| S+18 10-8
22 9881.3 9882.6 1.3310~2 S+5 8 105
23 9974 9974 10-6 S+5 210°°
24 10687 ne converge pas
25 11475 11477 2.14 102 S+1 2104
26 12088 12087 1.08 102 S+1 10—4
27 12916.9 12915.5  0.396 S+2 9105
28 13702.9 13702.6 1.76 102 S+2 2104
29 14535.5 14535.4 8.74 1073 S 10—4
30 15666 15666 10-8 S 810"
31 16013 16014 1.33 102 S 2104
32 17240 17240 7.34 1073 S+1 104
33 17704 17708 9.39 102 S+8 71074
34 18426.9 18427.4 1.13 102 S+2 210
35 20219 20219 6.09 1073 S 10~
36 20929 20929 10-6 S 6 10~°
37 20953.5 20953.9 8.84 103 S 210*
38 22154 22154 10-6 S+2 7107°
39 22522.7 22523.2  0.128 S 3106
40 23492 23492 5.39 1073 S+1 21074
41 23607.3 23607.6 8.04 103 S+5 2104
42 23682 23666 4.66 1072 | S+28 6 10~*
43 26402.6 26402.8 6.66 103 S 310
44 27080 27080 4.44 103 S 210
45 29249 29249 10-6 S 10-8
46 29354 29355 5.32 103 S 3104
47 30478 ne converge pas
48 31007 31007 3.82 103 S 210
49 32480.7 32480.8 4.59 103 S 3104
50 34857 34857 10-6 S 21077

TAB. C.2 - 50 premiers modes obtenus par I’Algorithme de Continuation (suite)
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CHAPITRE C. Résultats obtenus par les trois algorithmes pour le test de robustesse

C.2 Algorithme Itératif d’ordre élevé de type New-

ton

Mode | fréq.non amortie Q Tm/Me | Itération Résidu
1 64 66 0.246 1 4107
2 297 300 0.232 1 91075
3 321 321 108 1 210710
4 746 748 0.152 2 210°°
5 991 1016 1.51072 2 21071
6 1398 1401 8.80 1072 1 10~*
7 1966 1966 10— 1 6 10712
8 2266 2273 5.66 1072 1 110°*
9 2996 3075 1.65 1072 2 3107°
10 3350 3364 3.85 1072 2 6 10710
11 4651 4677 2.78 1072 2 510710
12 5064 5202 1.74 1072 2 71078
13 5323 5323 10~8 1 10712
14 6171 6216 2.09 1072 2 510710
15 6979 6979 10-6 1 410713
16 - 7178 7387 2.16 1072 2 7 1077
17 7913 7987 1.62 1072 2 610710
18 8254 diverge
19 8488 diverge
20 9313 0592 2.33 1072 2 10~°
21 9813
22 9881 9996 1.31 1072 2 21078
23 9974 9974 106 1 31071
24 10687 diverge
25 11475 11838 2.07 1072 2 91077
26 12088 12259 1.07 1072 2 6 1078
27 12916 diverge
28 13702 14162 1.68 1072 2 51077
29 14535 14785 8.72 1073 2 910°°

TaB. C.3 - 50 premiers modes obtenus par I’Algorithme Itératif d’ordre élevé de type
Newton
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CHAPITRE C. Résultats obtenus par les trois algorithmes pour le test de robustesse

Mode | fréq.non amortie Q Nm/Ne | Itération Résidu

30 15666 15666 107° 1 1071

31 16013 16592 1.32 1072 2 31078
32 17240 17596 7.21 1073 2 3107°
33 17704 diverge

34 18426 19148 1.07 1072 2 21078
35 20219 20717 6.07 1073 2 2107°
36 20929 20929 10-¢ 1 4107
37 20953 diverge

38 22154 22154 10— 1 6 10~ 14
39 22522 22523 0.128 1 2107
40 23492 24177 5.19 1073 2 21077
41 23607 diverge

42 23682 23680 0.116 1 410°°
43 26402 27759 6.15 1073 2 10-8

44 27080 28016 4.40 1073 2 51079
45 29249 29249 10-¢ 1 410714
46 29354 diverge

47 30478 30477 7.03 1072 | 2 21078
48 31007 diverge

49 32480 diverge

50 34857 34857  10¢ | 1 10-14

TAB. C.4 - 50 premiers modes obtenus par I’ Algorithme Itératif d’ordre élevé de type
Newton (suite)
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CHAPITRE C. Résultats obtenus par les trois algorithmes pour le test de robustesse

C.3 Algorithme Itératif d’ordre élevé L*

Mode | fréq.non amortie | N/ Ne Itération Résidu
1 64 66 0.245 1 10-8
2 297 300 0.231 1 310°10
3 321 321 10-6 1 210710
4 746 748 0.152 1 1010
5 991 1016 1.49 1072 1 7107
6 1398 1401 8.799 102 1 10-10
7 1966 1966 10-6 1 8 10712
8 2266 2273  5.66 1072 1 7 1071
9 2996 3074 1.64 1072 1+P 71078
10 3350 3364 3.85 1072 1 10~10
11 4651 4677 2.78 1072 1 310°10
12 5064 5202 1.74 10~2 14+P 6 10~°
13 5323 5323 106 1 2 1010
14 6171 6216  2.09 1072 1 4107°
15 6979 6979 106 1 51078
16 7178 7387 2.16 1072 1+P 310
17 7913 7987 1.62 1072 14P 10-8
18 8254 ne converge pas
19 8488 8504 0.938 24P 61078
20 9313 9592 2.33 1072 3+P 10~%
21 9813 diverge
22 9881 9996 1.31 1072 24P 91078
23 9974 9974 10-8 14+P 6 10~
24 10687 10688 0.568 3+P 4108
25 11475 11838 2.07 102 1+P 2106
26 12088 12259 1.07 10~2 1+P 41079
27 12916 12921 0.402 1+P 10-5
28 13702 14162 1.68 1072 1+P 10-°
29 14535 14785 8.72 1073 1 8 10711

TAB. C.5 — 50 premiers modes obtenus par I’Algorithme Itératif L*
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Annexe D

Mode | fréq.non amortie Q Tm/Me | Itération Résidu
30 15666 15666 10~° 1 21078
31 16013 16592 1.32 10~2 1 31078
32 17240 17596 7.21 1073 1+P 8 10714
33 17704 17702 0.211 1+P 10-¢
34 18426 19148 1.07 1072 1+P 10-6
35 20219 20717 6.05 1073 1 710-1
36 20929 20929 10-¢ 1 5101
37 20953 - ne converge pas
38 22154 22154 10-6 1 31075
39 22522 22523 0.128 1 10-8
40 23492 24177 519107 ] 1+P 71077
41 23607 diverge
42 23682 23680 0.117 1+P 2 10-10
43 26402 27759 6.15 1073 1+P 6 10~10
44 27080 28016 4.40 1073 1 10-10
45 29249 29249 1076 1 410714
46 29354 ne converge pas
47 30478 30477 7.03 1072 1+P 210710
48 31007 32280 3.7710°3 1+P 31078
49 32480 34535 4.51 1073 1+P 21077
50 34857 34857 10-6 1 210~

TAB. C.6 - 50 premiers modes obtenus par I’Algorithme Itératif L* (suite)

Remarque :
Pour les modes 16 et 20, I’Algorithme itératif L* ne converge pas vers la

bonne valeur.
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ANNEXE D

Propriétés des matériaux

D.1 Matériau élastique

Aluminium
Module d’Young : E=70.3 Gpa
Coefficient de Poisson : v¥=0.345

Masse volumique : p=2690 kg m~3

D.2 Matériau piézoélectrique

PZT5H
Masse volumique : p=7500 kg m™3

Matrice des constantes élastiques :

[ 12.6 7.95 841 0
795 126 841 O
8.41 841 11.7 0
0 0 0 23
0 0 0 0 23
0 0 0 0 0 23

101°Nm ™2

OO OO
(== en i e B e BN @n)
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Matrice des constantes piézoélectriques :

o 0 o0 0 0 17

e=| 0 0 0 017 0 |.Cm™? (D.2)
—6.5 —65 233 0 0 0

Matrice des constantes diélectriques :

1503 0 0
€= 0 1503 0 |.10°%Fm™! (D.3)
0 0 13
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions 1’amortissement passif et actif, qui réduisent les vibrations
mécaniques. L’amortissement passif est créé par les structures sandwich constituées d’une
couche centrale viscoélastique prise entre deux parements d’acier. L’étude de ces structures
pose deux types de problémes. Le premier est li€ a la modélisation : le cisaillement dans la
couche centrale viscoélastique étant responsable de I’amortissement, il faut un élément qui le
prenne en compte. Nous développons I’élément fini sandwich de type coque: le
BRR/Mindlin/BRR basé sur les hypothéses classiques des stratifiés, I’hypothése de Mindlin
pour le déplacement dans les trois couches et les conditions de raccord cinématiques aux
interfaces. Cet élément a huit nceuds et huit degrés de liberté par nceud. Le second probléme
est lié aux méthodes numériques : les caractéristiques de la couche viscoélastique dépendant
de la fréquence, il faut résoudre un probléme aux valeurs propres complexes non-linéaires.
Pour obtenir les fréquences complexes et donc I’amortissement, nous proposons deux
méthodes itératives d’ordre élevé basées sur la technique d’homotopie et la méthode
asymptotique numérique. L’une utilise I’inversion de matrices complexes, I’autre I'inversion
d’une seule matrice réelle a tous les ordres et toutes les itérations. L’amortissement actif est
réalisé a I’aide d’un capteur et d’un actionneur piézoélectriques ajoutés a une couche €lastique
ou 2 une structure sandwich viscoélastique. Pour étudier ces structures, nous utilisons une
approche modale, quelques hypothéses et deux lois de contrdle rétroactif. Cela nous permet
d’obtenir une valeur approchée de la fréquence complexe et donc de I’amortissement.

Mots Clés : Sandwich, vibration, Elément fini sandwich de type coque, Méthodes
itératives, Méthodes asymptotiques numériques, Amortissement, Matériaux pi€zo€lectriques,
Viscoélasticité.

Abstract

In this paper, passive and active damping are studied. The passive damping is introduced by
sandwich structures constituted by a viscoelastic material sandwiched between two elastic
layers. This type of structures sets two types of problem. The first one is linked to an
important transverse shear in the viscoelastic core. It can not be accounted for within a
standard shell model. Here, we propose a new sandwich shell element, the BRR/Mindlin/BRR
which has eight nodes and eight degrees of freedom per node. The second problem is linked
to the choice of the method used to find the frequency and loss factor of sandwich
viscoelastic structures. Indeed, the characteristics of the viscoelastic core depend on the
frequency of vibration. Thus the free vibration analysis of sandwich sheets leads to a non-
linear complex eigenvalue problem. Here, we propose two high order iterative methods based
on the homotopy asymptotic numerical methods. They permit to compute directly the
frequency and the loss factor of viscoelastic sandwich structures. One uses triangulation of
complex matrix, the other only one triangulation of a real matrix for all the iterations. The
active damping is realised by adding a piezoelectric sensor and a piezoelectric actuator to a
elastic layer or to a sandwich viscoelastic structure. To study these structures, a modal
approach, two feedback controls and few hypothesis are used. This permits us to obtain
approximate values of the complex frequency and consequently of the damping.

Key words : Sandwich, vibration, sandwich shell finite element, iterative methods,
asymptotic numerical methods, damping, piezoelectric material, viscoelasticity.





