
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



THESE

presentée à

L'UNIVERSITE DE METZ

pour I'obtention du titre de

DOCTEUR DE L'UNTVERSITE DE METZ

Speçiatité : Mathématiques Appliquées

Hakima ZOUBAIRI

sous la direction de Fatiha Alabau et Jeannine Saint Jean Paulin

HOMOGENEISATION ET CONTROLE OPTIMAL
POUR DES PROBLEMES DE STOKES

ET POUR UN PROBLEME DE TORSION ELASTIQUE

Soutenue le 13 decembre 2001 devant le jury composé de :

Fatiha ALABAU Professeur à I'Université de Metz
Dbæteur de thèæ

Bernard BRIGHI Professeur à l'Université de Mulhouse
Examinateur

Doina CIORANESCU Directeur de recbercbe au CNR.S
Rapporteur

Patrizia DONATO Profæeur à I'Unirærsité de Rouen
ErâDninatcw

Srinivasan KESAVAN Pmfesseur à lUnivereité de Chen:nai, Inde

Khqtid TÀOUS m#"tî"férenceo àr t'uniræret{É de,Merz
Braurinoteur

Laboratoirc dæ Méthodæ Mathfutatiqu€û pour I'Analfæe des S)ætèmes - CNR.9 UPRES A-7035
ISGMP lle du Saulcy 57M5 Metz &dex 1

BISTIOTHEQIIE T.INIIIERSITAIRE
- -vErz

N' inv Zeo4o'fiS

Cote

s/r4z
04 l"?'6

Loc
a{\Dna}6a'r^



THESE

présentée à

L'UNIVERSITE DE METZ

pour I'obtention du titre de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE METZ

Spécialité : Mathématiques Appliquées

par

Hakima ZOUBAIRI

sous la direction de Fatiha Alabau et Jeannine Saint Jean Paulin

HOMOGENEISATION ET CONTROLE OPTIMAL
POUR DES PROBLEMES DE STOKES

ET POUR UN PROBLEME DE TORSION ELASTIQUE

Soutenue le 13 décembre 2001 devant le jury composé de :

Fatiha ALABAU Professeur à l'Université de Metz
Directeur de thèse

Bernard BRIGHI Professeur à I'Université de Mulhouse
Examinateur

Doina CIORANESCU Directeur de recherche au CNRS
Rapporteur

Patrizia DONATO Professeur à I'Université de Rouen
Examinateur

Srinivasan KESAVAN Professeur à I'Université de Chennai, Inde
Rapporteur

Khatid TAOUS Maitre de conférences à I'Université de Metz
Examinateur

Lal:toratoite des Atléthodes I\rl.athématiques pour I'Analyse des SystèInes - C/VRS UPRES A-7035

ISGMP lle du Saulcy 57045 Metz Cedex 1



J'a.i tout d'abord une pensée pour Jeannine Saint Jean Paulin qui m'a encouragée
avec entouhsiasme et compétence durant ces trois a,nnées. Elle rn'a apportée sa rigueur
et son sérieux dans I'apprentissage de la recherche. Sa disponibilité, ses conseils et sa
compétence ont été très importants durant ces années.

Je tiens à remercier Faiiha Alabau d'avoir accépté cle reprendre la clirection de
cette thèse.

Toute ma, reconnaissance à Doina Cioranescu et Srinivasan Iiesavan polrr s'être
intéressés à mon travail et pour avoir accepté la lourde tache cle rapporteur. .Leurs
lenlarclues ont permis I'amélioration de ce document.

J'a,clresse tous mes remerciements à Patrizia Dona,to, Bernard Brighi et Khalicl
Ta,ous pour avoir bien voulu faire partie du jury.

Je rernercie le Laboratoire de Mathématiques de I'Université de Metz cle m'avoir
accueillie durant ces trois clernières annés ainsi que rnes collègues qui rn'ont aidé à
faire mes premiers pas dans la recherche et l'enseignement.

Enfin. je ne saurais clire ici combien je dois à ma famille et mes amis qui m'<.rnt con-
stzr,mrnent soutenue tout a,u long de cette périocle. Merci à Abcleloihid qui m'a,pporte
bea,ucouD.



A la mémoire de Jeannine Saint Jean Paulin



Tables des matières

In t roduc t i on  . . . . . . . .  ' . . . . . . . ' . . - . . 1

CHAPITRE I : Contrôle optimal dans un mélange de fluides.. .--".....4

In t roduc t i on  . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . 5

1.  Présentat ion du problème . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . ' . . . . . .6

2.  Homogénéisat ion . . . . . . . . . . . . . .8

3.  Contrô le opt imal  . . . . . . ' . . . . .17

4 .  P rop r ié tés  de  3 t  . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 I

Bib l iographie du Chapi t re  I  . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . -25

CHAPITRE II : Contrôle optimal dans un mélange de fluides avec interface

osci l lante . . . . . ' . . ' . '26

Int roduct ion . . . . . . . . . . .  . . " . ' . .27

Présentat ion du modèIe. . . . .  . . . . . . . . . . . . . .28

2 .1 .  Géomét r i e . . . . . . . .  . . . . . . 28

2.2. ProbIème étudié .. ."32

Résultats de convergence ... . . . . .  . . . . . . .34

3.1. Problème adjoint homogénéisé ... . . . . . . . .  . . . . .34

3.2.  Résul ta t  pr inc ipa l  . . . . . . . . . . . .  . . . . ' .42

Démonstrationdurésultatdeconvergence.... . . . . .

4 .1.  Est imat ions a pr ior i  . . . . " . ' . . " . . . .42

4.2. Identif ication d"lqloi 7 I i ,  j  < n dans f)- . . . . . . ' . . . .--46

4.3.  Ident i f icat ion de [q ] "+r i  I  <  i  (  n  dans 0-  ' . . . . . . . . '  . . . . . . . . . . . . . ' . . .55

4.4.  Ident i f icat ion de [q ] r ,+r" ,+1 dans O- . . . . . . . . . .  . . . . . - . . . . . . .63

4.5.  Ident i f icat ion de q dans O1 et  f , )2  . . . . . . . . . . .  . . . . . ' . . . . . . . . . . .65

4.6.  Conclus ion . . . . . . . . . . . . . .66

Contrôle optimal ".. . . . . . . . . .66

1
I .

2.

3 .

4 .

,D.



6 .  Le  cas  f )  c  IR2  . . . . . . . . . . . . . . . 70

Bib l iographie du Chapi t re  I I  . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .75

CHAPITRE III : Contrôle optimal et terme étrange d'un problème de Stokes7T

In t roduc t i on  . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . 78

1.  Présentat ion du problème . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . .80

2. Hypothèses sur les trous et résultats prél iminaires .. . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . .82

3. Homogénéisation et convergence d'énergie .. . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .84

4.  Contrô le opt imal  . . . . . . . . . . . .93

5 .  Cas  des  pe t i t s  t rous . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Bib l iographie du Chapi t re  I I I  . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . .101

CHAPITRE IV : Contrôle optimal et homogénéisation pour un problème

de torsion élastique... . . . . . . . . .1O8

In t roduc t i on . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . 104

1 .  P résen ta t i on  du  p rob lème. . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . 105

2. Lemmes de prolongements .. . . . . . . . . .107

3 .  Homogéné isa t i on  . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . 108

4 .  P rop r ié tés  de  3 t . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5. Contrôle optimal .. . . . . . . . .122

6. Cas unidimensionnel .....128

Bib l iographie du Chapi t re  IV . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . .135



Principales notations

Les notations suivantes seront utilisées tout au long de cette thèse.

Dans ce qui suit, on utilise la convention de sommation des indices répetés.

Vecteurs

- 'rl: vecteur de IR'+i

- u : vecteur de IR"

- ui : i-ème composante du vecteur Û ot u

/ -  - \  )u l
- ( V U ) i i : - - - -

" orj

ôu'i, ,- clirr r-r- - ^ (de même pour div u)
drn '

Tenseurs

Soit A : (at.i) et B: (bir) des tenseurs d'ordre 2.

-A :B :a t j b t t

6aû
-  ( d i v  A ) i :  

ôïj



Introduction

Cette thèse est consacrée à I'étude du contrôle optimal et de I'homogénéisation de

quelques problèmes liés à l'équation de Stokes ainsi qu'au problème de torsion élastique.

L'homogénéisation est une méthode mathématique utilisée lorsque les problèmes que

I'on traite sont posés dans un milieu hétérogène qui présente une structure périodique.

Dans ce type de situation, les dimensions de Ia période sont petites par rapport aux

dimensions globales du domaine. Ainsi, on définit e un petit paramètre strictement

positif qui représente le rapport de ces deux dimensions. Ce petit paramètre est destiné

à tendre vers zéro, ce qui correspond d'un point de vue pratique au passage du problème

non-homogène de départ au problème dit "homogénéisé" (c'est à dire un problème posé

dans un milieu homogène).

Plusieurs méthodes connues comme, la méthode du developpement asymptotique, la

méthode de convergence multiéchelle et la méthode de l'énergie nous permettent

d'aboutir à ce problème.

Tout le long de ce travail, Iorsqu'il sera question d'homogénéiser un problème, on sera

amené à utiliser Ia méthode de l'énergie. Cette méthode consiste à construire des

fonctions tests appropriées permettant le passage à Ia limite dans Ie système d'équations

clue I'on considère.

Nous allons à présent définir la notion de "contrôle optimal".

Pour chaque problème étudié, nous imposons un contrôle 0 à l'équation d'état. Ce

contrôle appartient à un ensemble appelé "ensemble de contrôles admissibles", que I'on

note Uoy ot Uf,a suivant le domaine considéré : non-perforé ou perforé. Le contrôle

peut être interprété comme étant des forces extérieures, forces volumiques,... agissant

sur l'équation d'état.

On se donne une fonction coût qui dépend à Ia fois de l'état mais aussi du contrôle,

définie par un premier terme qu'on qualifie d'énergie du système (la plupart du temps)

et d'un deuxième terme qui correspond au coût du contrôle 0.

Le contrôIe optimal noté 0! est la fonction dans Uo4 ou Uf,6 qui minimise la fonction

coût pour tout les contrôles dansUo4 ouUfa. Dans tous les problèmes étudiés, on verra

que le contrôle optimal est unique. On étudie alors le comportement limite de celuici

lorsque e ---' 0. S'il admet une limite, on Ia caractérise si possible, comme étant le

contrôle optimal associé au problème limite homogénéisé. Pour ce faire, la technique

consiste à introduire I'état adjoint du système étudié pour chaque problèrne considéré

et donc d'homogénéiser cette équation pour un contrôle fixe (en utilisant notamment
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une variante de Ia méthode de I'énergie). Une grande partie de la résolution de ce type

cie problème, réside dans Ia construction de fonctions tests bien appropriées qui vout

permettre le passage à la limite en utilisant entre autres des résultats de compacité.

Dans ce travail, on étudie donc le contrôle optimal de problèmes dans les domaines

non-perforés (Chapitres I & II) et dans les domaines perforés (Chapitres III & IV).

pour cles systèmes liés à l'équation de Stokes (Chapitres I-III) et pour le problème de

la torsion élastique (Chapitre IV).

Ce travail est donc divisé en quatre parties organisées de la manière suivante.

Da,ns Ie chapitre I, intitulé "Contrôle optimal et homogénéisation dans un mélange

cle fluides", on se propose d'étudier un problème de contrôle optimal dans un mélange

de cleux fluides newtoniens, incompressibles de viscosité différente non nulle. Ces deux

fllicles sont répartis périodiquement I'un par rapport à l'autre (avec s --* 0 comme

périocle) dans un domaine bi ou tridimensionnel. Une modélisation mathématique cl'un

tel type de problème est proposée au paragraphe 1; I'écoulement des deux fluides obéit

aux équations de Stokes ayant pour inconnues la vitesse et la pression de chaque flu-

icle. Pour étudier ce problème, ce qui fait I'objet du deuxième paragraphe, on introduit

le svstème d'équations que satisfait l'état adjoint (vitesse et pression adjointes) et on

lionrogénéise ce nouveau problème. Vu Ia périodicité du domaine, on utilise une des

nréthodes classiques d'homogénéisation : la méthode de l'énergie qui réside entre autres

sur la construction des fonctions tests bien choisies sur une cellule de référence. Par Ia

suite ($3), on caractérise la limite du contrôle optimal comme étant le contrôle opti-

mal clu problème limite. Et pour finir ($4), on exhibe certaines propriétés (ellipticité,

s1,métrie...) du tenseur d'ordre quatre Bf, apparaissant dans les équations limites.

Dans le chapitre II, intitulé " Contrôle optimal et homogénéisation dans un mélange

cle fluides avec interface oscillante", on s'intéresse encore à un mélange de deux fluides

visqueux incompressibles mais cette fois-ci, contrairement au chapitre I, ils ne sont

pas r'épartis périodiquement I'un pa,r rapport à I'autre, mais ils sont séparés par une

interface définie par une fonction qui oscille rapidement de période 6 > 0 et d'amplitude

constante et positive. Au $2, on définit Ia géométrie dans laquelle on se place ainsi que

les équations mathématiques modélisant le problème qu'on désire résoudre. Celui-ci

est régit par les équations de Stokes avec pour inconnues la vitesse et la pression de

chaque fluide. Au $3, on introduit le problème homogénéisé, on démontre quelques
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propriétés des tenseurs apparaissant dans le problème limite et on énonce Ie résulta,t

principal de convergence. Le $4 est consacré à la démonstration des résultats annoncés

au {i précédent. Cette démonstration comporte notamment des estimations a priori et

nécessite, entre autres, Ia construction de différentes fonctions auxiliaires ou fonctions

tests appropriées qui permet le passage à la lirnite moyennant certaines hypothèses de

r'égularité. Tout le travail effectué auparavant sert à obtenir les résultats de convergence

du contrôle optimal limite ($5). Finalement ($6), on étudie le cas bidimensionnel dans

lequel on donne des résultats explicites dans le cas concret oùr les hypothèses introduites

au [i précédent sont satisfaites.

Le chapitre III, intitulé "Contrôle optimal et terme étrange d'un problème de

Stokes", étudie Ie contrôle optimal pour les équations de Stokes dans les clomaines per

fbr'és. On suppose que les perforations sont de taille o, plus petite qu'une période E > 0

clonnée. Différentes tailles de trous sont considérées par rapport à une taille critique :

plus petit, plus grand ou du même ordre que la taille critique. Des hypothèses, notam-

ment géométriques, Iiées à ces perforations sont faites ($2) juste après avoir présenté

le problème étudié ($1). Par Ia suite ($3), après avoir introduit le problème adjoint,

on I'ltomogénéise en utilisant la méthode de l'énergie et les hypothèses introduites au-

palavant. Ensuite ($4), on donne des résultats de convergence concernant le contrôle

optimal limite, en remarquant qu'un terme "étrange" fait son apparition dans la fonc-

tion coût limite. Et pour finir ($5), on donne le problème qu'on obtient à la limite dans

le cas des "petits trous".

Dans le chapitre IV, intitulé "Contrôle optimal et homogénéisation pour ur

problème de torsion élastique", on est amené à étudier le contrôle optimal d'un problème

de torsion élastique. La modélisation mathématique de ce type de problème est faite au

fll. Dans le $2, on introduit des lemmes de prolongements nous permettant de pa,sser

cln domaine perforé au domaine tout entier afin de pouvoir effectuer des estimations

a prioli adéquates. Par la suite ($3), on homogénéise le problème adjoint (intloduit

i-rupalavant) avec un contrôle fixe et donc on passe à la limite lorsque e -+ 0. Au $4, on

tlonne un résultat de convergence du contrôle optimal en utilisant les résultats obtenus

au $ précédent. Le $5, est consacré à l'étude de certaines propriétés liées au tenseur'

6! apparaissant dans ce problème limite. Finalement ($6), on s'intéresse au cas de la

cliurension 1 qui correspond à des conducteurs répartis dans une région donnée deIR.
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CHAPITRE I

CONTROLE OPTIMAL

ET HOMOGENEISATION

DANS UN MELANGE DE FLUIDES

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on se propose d'étudier un problème de contrôle optimal dans un

mélange (d'un point de vue mathématique) de deux fluides newtoniens incompress-

ibles. L'un des deux fluides est réparti de manière périodique dans I'autre, avec e

(un paramètre positif donné) comme période. Les fluides obéissent aux équations de

Stokes.

On associe un problème de contrôle optimal (défini au $ 1) aux équations qui

rnodélisent ce problème. On verra par la suite que ce problème admet un unique

contrôle optimal (voir Lions [4]). Notre but est d'étudier le comportement limite

(lorsque e * 0) de ce contrôle optimal. Et bien sur, identifier cette limite comrne

étant Ie contrôle optimal associé au problème homogénéisé.

L'homogénéisation du problème de Stokes a été effectuée par Bensoussan,Lions &

Pa,panicolaou [1] ou Sanchez-Palencia [10].

Concernant les mélanges de fluides, on peut citer plusieurs travaux. En effet, Lipton

& Avellanéda [5] ont traité Ie cas où Ia courbure moyenne à I'interface des deux fluides

intervient. Saint Jean Paulin & Taous [7], ont étudié ce type de problème mais avec

une géométrie plus générale que [5] et une courbure différente.

On ne va pas se placer dans ce cadre ([5] ou [7]), en effet dans le cas que I'on va con-

siclérer dans la suite de ce travail, les effets de tension de surfaces à travers I'interface

sont négligées.

Pour I'étude du contrôle optimal, plusieurs travaux existent à ce sujet. Kesavan &

Vanninathan [3] ont traité un problème de contrôle optimal dont l'équation d'état

r:st un problème elliptique du second ordre avec des coefficients périodiques. Dans

un c:adre plus général, Kesavan & Saint Jean Paulin {2] ont étudié le même problème
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urais avec la topologie de la H-convergence. Dans ce chapitre, on adapte ces méthodes

pour le problème de Stokes.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes organisés de la manière suivante. Dans

le premier paragraphe, on présente le problème que l'on va étudier. Dans Ie deuxième

paragraphe, on homogénéise le problème adjoint pour d €Uoa fixé. Dans le troisième

palagraphe, on obtient le problème de contrôle optimal limite. Dans le quatrième

paragraphe, on étudie les propriétés du tenseur Bil apparaissant dans Ie problème

limite . Ce travail est I'objet de la publication [9].

Notation Dans tout ce qui suit, C désigne différentes constantes positives

inclépendante de e. On note par | . I lu mesure de Lebesgue en dimension n.

Tout au long de ce chapitre, o désignera un vecteur deIR'.

1. PRESENTATION DU PROBLEME

On considère donc f) c IR' ( n : 2 ou 3). Chacun des deux fluides occupe cles

sous-domaines de 0. On définit donc f}! (e : 1,2) le domaine occupé par le fluide

i,. Dans chaque sous-domaine le fluide obéit aux équations de Stokes. A I'interface,

les conditions de transmission sont données par la continuité de la vitesse et de la

conrposante normale de tenseur des contraintes.

De manière classique en homogénéisation, on définit une cellule unitaire de référence

(voi r [1 ] ) .

Soit Y :]0, 1 [' le cube ouvert de IRn. Soit Y1 un ouvert de Y, on définit Y2 ouvert

rle IR,"'. par Y2: y \ Yt, oit Y1 représente la partie de Y occupée par I'un des cleux

fluides et Y2 représente la partie de Y occupée par le second.

Les ensernbles Oi (i, : I,2) sont obtenus à partir de Y (i, : I,2) par translation et

rrrise à l'échelle (en effectuant le changement de variable n : et1).

Dans tout ce qui suit, on utilisera systématiquement la convention de sommation des

indices répétés.

Soit o11 ) arn ) 0 des constantes. On définit M(a*,a14), I'ensemble des matrices

cerlrées A: (aû) d'ordre n tel que

(1.1) V€ : (€r) e IR" a,n€t€t < aq(r)€r€i < o;€;€n W et ai j  e L*(Q).



Cr>ntrôIe optimal et honogénéisation dans un mélange de fluides

Soit A € M(a^,c'xa) et B e M(0,*,0m). On suppose de plus que B est symétrique.

Soit A.(") : A(!) et B,(*) : B(i) des matrices périodiques (on obtient A, et B,

pa,r' extension périodique de A et B sur une cellule de taille e).

On définit le contrôle optimal comme suit. Soit Lloa C L'(Q)" un convexe fermé non

vide.

Soit / € L2(çl)" une fonction et ly' ) 0 une constante. Pour d €Uoa l'équation d'état

est donnée par le problème de Stokes suivant

- div (A,Yu,) : f - Vp, -t 0 dans CI

div q. : g dans CI

a, :0 sur ôf).

(1 .2 )

crù A. est la viscosité du problème, (A*p.) sont respectivement Ia vitesse et la pression

du fluide et @ est le contrôle. L'équation d'état s'écrit à I'aide des composantes de Ia

rrrrrrrièr'e suivante: -!@g*) -- fr - * * tn.
OIi OI j o:xt

La fonction coût nous est donnée par

(1.3)  J , (Q): !^  [  
" ,O*:Va,  

a*+* [  P l '  ar .
L J ç l  

-  +  2  J n ' - '

(oir  BrVz. :  Yur: Uo**Pl
ori ori

Le contrôle optimal { est la fonction dansUo6 qui minimise -f'(0) pour d €Ua4, en

d'a,utres termes

(1 4) r,{0:): 
lyoJ,(Q).

Ce tvpe de problème s'inspire des problèmes de Lions [4], il admet donc une unique

solution Qi e lloo (voir Lions [4j). Notre but est d'étudier le comportement limite de

0] lorsque e -' 0. En particulier, nous verrons que (par extraction de sous-suites)

(1 .5 ) g: ^ gÂ dans L'(Q)" faible.
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Notre objectif est de caractériser 4fi comme étant le contrôle optimal d'un problènre

similaire avec des matrices limites As et Bs eui en fait seront des tenseurs d'ordre

rquatre et bien sûr les identifier.

2. HOMOGENEISATION

Définition 2.L On définit lfr({-2) par

,A(CI)  :  {n e L2(0) |  [  s@) da:  o] .
( . / C ) )

Le problème (L.2)-Q.a) peut être réduit en système d'équations en introduisant l'état

acljoint (y_,,p',) € Hl(Ct)' x ffr(CI). On obtient alors

- div (A,YW): f -Vp,. + d dans f,

div ('A,Vy, - B,Va,) : -YpL dans 0

div u.  :  d iv ! r :0 dans CI

u, : ' !r: 0 sur 40,

oir (z, ,p,) et (a,,p',) sont dans (I/ t(CI)" x ffr(f t)).

Le t:ontrôle optimal { est caractérisé par I'inégalité variationnelle

(2.2) 4 e t't,o er [ @"+ l{4xe - 0:) d.n > 0 YQe tt,a.
.Ja

Ponr toute fonction h, Y -périodique , on dénote par

m(h):+ thtu)da.
I r l J v

R.a,ppelons ci-dessous un lemme classique :

Lernrne 2.2 Soi,t h e lp(f)) une foncti,on Y -périodi,que et I 1p < oo Alors

h, ( : r le)  ̂ m(h)  dans L ' (O)  fa ib le  s ip<-æ et  dans L*(9)  fa ib le  *  s ip-  æ.

(21 ,  

{
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Définition 2.3 Soit M : (Mrint) un tenseur d'ordre quatre, on défrnit t M par

'(M)rirn - Mnuj

r:t on dira que M est"symétrique" si t M : M.

Théorème 2.4 Soit (u,,p,) et (U,p) les solut ' ions du problème (2.1)

Alors (par ertracti,on de sous-suites)

(2 .3 )

a, - ao dans Hô(CI)' fai,ble

y, ^ 'h dans Hot(O)' fai,ble

pe - po dans L|(q faible

p', ^ p[ dans ,fi(Cr) fai,ble ,

o'ir, (u,s,po) 
"t 

(A,p'ù uéri,fient

(2 .4 )

-  d i ,u (AoVgo) : f  -Vpo+e dans f l

diu (tAsVys - nnvlg4-) : -Vp'o dans CI

d,iu uo: di,u pn : g dans ft

'h : Yo:O sur 0{l '

Le, tenseur A6 est le

l,c'. ten,seur Bt dépend

Démonstration

tenseur hornogénéisé, son

à la foi,s de A, et de B, ,

erpress'ion sera donnée par (2.21)

i,l sera donné par la relati,on (2./r2)

et

Première étape: Estimations a pri,ori

On multiplie la première équation de (2.1) par g€. En intégrant par parties et en

utilisant I'inégalité de Poincaré, on montre que llg.lla;tol. est bornée et donc pat'

extraction de sous-suite. on obtient

(2 .5 ) ae - !!o dans f/6r(Q)' faible.
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De rnême en multipliant la deuxième équation de (2.1) par ?e, en intégrant par parties

et en utilisant les estimations (2.5) sur u5: on montre que ll%llro'1n;. est bornée, d'où

(2.6) 3!, - en dans Ë101(CI)" faible.

En ntilisant le fait que ll div (ArVur)lla-'(a). est bornée, on a Vp, est borné dans

H-t(O), d'où (voir Temam[l1])

(:2.7) lln,ll4p1 < c,

on a donc par extraction de sous-suite

(2.8) pe-.po dans ,f i(CI) faible.

De même

(2 9) p', - plo dans L'o(n) faible.

Poru effectuer le passage à la limite dans la deuxième équation de (2.1), nous allons

cronstruire des fonctions tests. Celles-ci vont nous permettre d'identifier Ie problème

limite.

Deuxième étape: Construction des fonctions tests

Soit p et m tels que 1 < l j  < n and I 1 rnln.

on pose PP* _ ' (0 , . . ,  0 ,ag,0, . ,0) ,  gB étant ;  1u -  ième p lace.

Soit (olt- ,rf^) solution du problème auxiliaire défini sur la période

( -an1.+v,4?*) - -vrf* dans y
I

(2.10) 
lan{uo\ :  

d l , (PP^) dans y

l ro* - p?,n et rf^ y-périodiques.

ce problème admet une unique solution ('f'","f-; dutr. HiV) x tfi(v) à une con-
sta,nte additive près (oir ,F4 désigne I'ensemble des fonctions Y-périodiques de H'(Y)

10
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et, L!(Y) est défrni de la même manière). Pour fixer les choses, on choisit ,l* d.

rrovenne nulle.

Soit (rirp- ,rg*) solution de

11

Cer ploblème admet une unique solution (tbt3' ,rf^1 dun" HïV) x LI(V) à une

constante additive près. De même, on choisit rf* de moyenne nulle. On définit

,,)',Dn',r|'P* et P',0^ par mise à l'échelle de ,4*,rf* 
"t 

Pa^ de la manière suivante

(  a€ 'Pm@) :  eu1* ( x l e )

t^(2.r2) i , i 'u^(*):rf^@lr),
I
I  p , ,o*(* ) :  epo*( r le) ,

0t

( ' , / t ' 'P*(*) :  €ûP^@l€)
(2 .13 )  {  

-

l rZ 'P^(")  :  r î *@lr) .

D'après (2.10), il est facile de montrer que (q',0*, ,1'B*) vérifie le problème suiva,nt

cléfini sur f) tout entier :

| - ai" (ArYu''o^): -vr'r 'o^ dans f)
(2 .14)  {

I ai" @',P,"): div (p',P'"") dans f].

De même (4)''P*, ,i'P*) est solution de

I ai" ('ArYrh''o* + 'Brvr',l 'n): -vrZ'o* dans f,)
(2 .15)  {

I ai" (rh''Ê*) : o dans 0.
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Par les estimations a priori sur les solutions de (2.1a) et en utilisant le Lemme 2.2,

on obtient les résultats de convergence suivant (par extraction de sous-suites)

t2

(2 .16)

et

(2 17)

r:t de manière similaire. on a

(2 .18 )

et

(2 .1e)

q€'P'n - Pom dans ÉIt(CI)' faible,

,1'P* - o dans Lt@) faible.

!''o* 
-- o dans L'(Q)" fort,

,t'P- - o dans L'(q faible.

TYoisième étape:

L'homogénéisation du problème (1.2) est classique (voir [1]), on obtient que la lirnite

?to,po) vérifie le problème de Stokes suivant défini sur f,) tout entier

f  
- d i v (AoVro )  : f  -Vpo+0  dans f )

I
(2.2o) 

J 
Ot" @o : 0 dans f,)

| . * :o  surôQ,

oir ,46 est le tenseur des coefficients homogénéisés défini par

(2.2r)  An:v{*:  I  o@)vuÊ^@)dy.
J Y

Quatrième étape:

Nous allons à présent homogénéiser le problème (2.1) en utilisant une variante de la

rrréthode de l'énergie introduite par Kesavan & Saint jean Paulin [2].
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Soit @ e D(Q), on multiplie la deuxième équation de (2.1) par ôu''F^ et on intègre

pal parties, on obtient

(2.22\

13

ol_l

(2.23) ze: 'ArY!, - BrYa,

De la même manière, on multiplie la première équation

intègre par parties, on obtient

(2.24)

- 
lno''' 'q''P^ô)

ftr * e- vp,).(rb''P^ô) a* : [(A,yu,yg).tlt' 'a^
. l ç -  J a

:  IG,rô).rh, ,Ê^ dr+ [  v! ! , :
J N  J n

I  G,ro).rt ' ,P^ d,r - [  div (t
J A  J n

[ 
",. 

(tA,vrlr''9*Ys) d'x
J O

dr

de (2.1) par ô1b''P- et on

) : Vû''o''Ô dr

dr

ôd r

d,r: - 
ln{eo,re., 

- B,Yp.)vd) a',0* dr

- 
ln{'o,ry.) 

: Ya',P*ô dr + 
fn{a,vu,) 

: vu'

: - 
InQ,vô).q''P'" 

o" - 
Invu,: 

(A,va',P^)ô

* 
Inr", 

: (t B,vue,g'n1q d"r

I

dr + J@,vw
( 'A,vrb' ,0*)ô

A"vil; ' 'o^\. u^- : ' -

ou

(2.2s)

\tlaintenant, en

(2.26)
t f
I  lU +Q-
) Ja-
)
I
|.

€r :  A rYur .

utilisant le problème (2.15), on a

vp,).({'P^ô) d* --lfe,ool f 'B'n ar +fnaiu (B,vr''p*). u,g d,r

+ 
fnvrz,P*.(wô) 

o" - 
Ina".(tA"v!',P*vô) 

d*.
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En
l . \
\ r .

I
ï

intégrant par parties le membre de droite de (2.26), on obtient
o 7 \
L t  I

r ^ f ^ f
fif+ Q- vp,).(!' 'o*ô) d, : I G,vûltte,p* d,t - I w. (t B,va''7'"vô) ,t,*

. la- Ja Jn
f ^ r
I vw : (t B,va''P'n)ô dr + | vr'r'P'".1u,ô) d,
t l  ra

I w ( A,vrp,,o*y Q) d,r.
J A

Err tidditionnant (2.22) et (2.27), on aboutit à

(2.28)

ILt. o- Yp,).(!''P*ô) o, - InYp',.(q''Ê*ù d,

fnC,rOl.ul€'Brn 
o" - 

InYu,: 
(A,Ya''o'n)ô a*

* ln{e,ro).',b''Ê* o, * Invrl'P*.(u,ô) 
rtr

- 
In", 

(('B,vr''Pm + t A,v/,' 'o'n)vQ) dr.

bft" : t BrVr',P'n * t ArV4r''Ê'".

ILt.- e- vp,).(!'',*ô) o" - Invp',.(r''*ô) d"
- 

fnC,oo).r' 'g* o" - 
lrYu,: 

(A,va''a'n)ô d.*

* lrU.,oo).rb',e'" o* - 
lnr",.v6)rl,P* 

d"r

- 
Ir* r!*v61 ax'

&r  : 0 ) '

En intégrant par parties le membre de droite de (2.28) et en utilisant(2.29). on obtient

On introduit

(2.2e)

(2 .30)

(prrisque div
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Cinquième étape: Passage à ta limite

Nous allons effectuer le passage à la limite lorsque E ---+ 0 dans l'expression (2.30).

Pour cela, on a besoin de résultats préliminaires.

D'après (2.23) et les estimations a priori sur LL€ et !2s,l'expression ll"rlllzle'y."" est

bornée. on peut donc extraire une sous-suite telle que

(2 .31) ze ̂  zo dans L" (Q)n"^ faible.

De urême d'après (2.25) et ies estimations a priori sur u€, on a que ll€rllr,rrot.x, €st

bornée et donc, par extraction de sous-suites,

(2.32) {' - €o : AoYuo dans L'(Q)n"n faible.

Finalement en utilisant (2.29) et les convergences (2.16) et (2.18), on a que

ll lr?r^l lrr.ç;-xn est bornée, donc

Puisque u. est à divergence nulle, on a

(2 .35) d iv  uo  :6 .

De plus. en utilisant (2.23),,le problème (2.1) et Ia convergence (2.31), on a facilement

15

(2-33)  bg ' '  'b8^ :  m(tBvu?* + tAvrh?^) .  dans L ' (n)n"n fa ib le .

Le passage à la limite dans (2.30), en tenant compte de (2.31)-(2.33), nous donne

| 
- 

[.ro'". 4*ô d,r: - 
l*Crory. 

pa^ d,r - 
I*o^: 

(Asypl*)ô a*
(2.34) 

I 
',n 

f
| 

- 
Jr^ 1uf*vÔl ar'

(2 .36) div (26) : -Vplo.
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D'apr'ès (2.33), comme b(* est une moyenne (donc constante), on a

(2.:37) div (af-; : s.

lln intégrant par parties le membre de droite de (2.3a) et d'après (2.35) -(2.37), on

obtient finalement

(2 .38 )

( ) :  l '  ,n ,vp|^ôar-  [ (LA6yu):vp,*ôar+ [  b f* :  vuoQd.r  vôeDe).
. ln Ja Jn

Cerci étant vrai quelque soit $ eD(A), on obtient

(2 .3e)

ou encore,

(2.40)

zo i vPPm : (t AsYu) : VPP^ - b3'" : Vuo

zo : tAoVus  -  B lYu t ,

ervec le tenseur Bfl défini par

(2 .4r )  tB t :VPo ' '  -b8 ' - .

N.Ia,is cl'après (2.33), on aboutit finalement à

(2 .42 )  tB t :VpÊ^  - * ( tBvua^  +  tAvûP^ ) .

A I'aide de (2.20), (2.31) et (2.40), on obtient (2.4) , ce qui achève la démonstration.

T

Rernarque 2.4 La symétrie de la matrice B n'intervient pas pour I'homogénéisation

clu problème (2.1). Mais cette hypothèse sera nécessaire pour l'étude du contrôle

optimal qui fait l'objet du paragraphe suivant.
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3. CONTROLE OPTIMAL

Nous allons à présent donner un résultat de convergence du contrôle optimal. D'où

k-'théorème suivant

Théorème 3.1 So' ient  A, ( r )  :  A( i )  €  M(a^,ax,1)  e t  B, ( r )  :  B( i )  €

M(!3,n, pxa), aaec B sEmétrique. Pour Q firé dans Uo4, on consi,dère (u,p) solu,ti,on,

d,rz

( -  d i , u (AsVu ) : f  -Yp+Q dans  C I
I

(3 .1 )  
\  a tu  u :0  d ,ans  { l

I
( r :0  su r0 {1 ,

La,.fon,cti,on cottt étant défi,ni,e par

( :rzy ro@):+ [  BrYu:vud,r*+ [Êl 'd,r .z J d z  z  J e

Al,ors Le contrôle optimal4 du problème (1.3)-(1.0 uérifi,e

4 - 0â dans Lt(e)" fort

et 0[ satzsfait la condition d'opti,mali,té

(3 3) to(fi) : 
Ëù:" 

Jo(Q),

De plu,s

(3.4) l1g 4 (4) : ro(%).

Démonstration

Première étape z Estimations a pri,ori

D'apr'ès Ia définition du contrôle optimal, on a pour tout 0 dans Uoa

(3.5) {f U:f l*@) < r,(o:) s r,(Q) < c,
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(3 .6 )

Donc llQlllr" 52t^ est borné et par extraction de sous-suite, on a

9: - 06 dans L'(Q) faible,

en fhit la convergence est forte dans L'(Q)' , on Ie verra plus loin dans Ia démonstration

(c f  (3 .23 ) ) .

Scrit (zj,pi) et (p!,p'i) l'état optimal et l'état adjoint optimal (respectivement) as-

sociés à fl. On reprend les mêmes arguments utilisés dans la démonstration du

Tlréor'ènre 2.4 (le fait de remplacer 0 par @l dans l'équation d'état ne pose aucun

ploblème) et on obtient

(3 .7 )

4 ^ zfi dans //t (Ct)' faible

p; - pfi dans ,8(CI) faible

a! ^ d dans flt(C))' faible

p': - p'f, dans L|(q faible

rrr\ (u,fi,pô) et (r6,,p'ô) sont solutions de

(3 .8 )

- div (,aovuô) : f -Vp6+9ô dans 0

div (tAgVuf, - BnY6) : -Vp'ô dans f)

div 3aj : div ?ô : 0 dans f)

gô : uô :0 sur ôf,).

Deuxième étape z Contrôle opti,mal li,mite

Nous allons passer à Ia limite dans I'inégalité (2.2) qui caractérise le contrôle optimal.

Err r.rtilisant les convergences (3.5) et (3.6), on a pour tout I dansU.,4

t v.:.@- a:) d'* "' I
J A  J Q

(3.e) !6.@- Q[) d:r.
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D'après (3.5)  e t  (3 .6) ,  on a

(3 .10)

Donc en utilisant (3.10), on obtient

(3 .11 )

r1g16'f f,tar o, r- IJQâI, d,.

riminr [ *U: tU- 4) a, < [ Neâ tA- eil dr.
è - U  J Q  J A

Finalenrent on aboutit à

(3 12) [  O; + NQï,).(Q- gi)  d.r > 0 vQ€uoa,
J N

r-e clui prouve (3.3).

Ncrrrs allons à présent montrer rye Jr(Q!) converge vers Js(Éi), ce qui fait I'objet cles

cleux étapes suivantes.

Tloisième étape z Conuergence de l'énergie

Soit (zl, p!) l'état optimal et (qj,p'l) son état adjoint. En intégrant par parties et

en trtilisant la première équation de (2.1), on aboutit à

( [ u,r"i ,vai a* : - [ div (B"vz: ). ai ,r,
, . ,  1 0 \  J  J n  J a( r ' rù /  

1  r  f  . -
| : - | div (tA,Va!) ui d* - | vp'i.{ dr.
(  - , o  Ja

En intégrant maintenant par parties le membre de droite de (3.13) et d'après la

seconcle équation de (2.1), on obtient

f f

Jn",où 
,va:  dr :  

Jn(A,Vq:)  
:Yu|  dr

: I  vu:: A"Yul d,r
t <

Jç I

, -  [  u; .  d iv (A,Vs])  dr
J f )

: I a!.U - vp! + Q]) d.r.
J N

( 3 .14 )

En utilisant les convergences (3.6) et (3.7), on a

In",o"r,vu! d,r.- lrot ft- vpô +ei) d,r.(3 .15)
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En utilisant la première équation de (3.8) et par intégration par parties dans Ie membre

cle droite de (3.15), on obtient

20

lruâ, l[- vpô + 4ô) d,r : - 
I:6 

div (A6Vu il d*

: 
Inrù: 

Asyufi d,r

: 
fr{'.+ovp-[) 

: vufi d,r
( 3 .16 )

Ndaintenant d'après Ia seconde

s'exprime de la manière suivante

f
: - | div ('AsVai).a6 dr.

J Q

équation de (3.8), la dernière intégrale de (3.16)

(-  [o*
(3 .17)  {  

' n

l.
Finalemelt. d'après

( 3 . 1 8 )

('Aovqô). ufi d,r: - 
I:t" 

(BdvEô). ufi dr * 
fvo,;. ,5 a,

: 
fn"rosfi: vs6 dr.

(3.15)-(3.17), on obtient la convergence de l'énergie suivante

f r
Jn",r" i :Vu! 

dr--  
Jr"rV"ô:Vu[ 

dr.

Quatrième étape

D'apr'ès la définition du contrôle optimal (cf (t.a)), on a pour tout Q€Uoa

(3 .1s) J"(0\ > J"(e:\ .

lin pa,ssant à la limite dans I'inégalité (3.19) en utilisant (3.18), on obtient

(3 .20)

En par-t icul ier pour Q:0Â, on a

ro@) z T l,u,on ' vd dr + +u5lo I,,Ot' d.*.

o* = lrqÂl' d*.(3 .21)
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En uti l isant (3.9) et (3.21), on a

(:3.22) [ wP d,*..- [ p;P d*,
J  a '  

- '  
J  a ' - '

r,:e clui prouve (3.4). En utilisant (3.6) er Q.22), on obtient

(3.23) 4 - 0ô dans L'(Q)^ fort

Ceci erchève Ia démonstration. I

4. PROPRIETES DE BT

Nous allons à présent donner un résultat concernant I'ellipticité et la "symétrie" du

tenseur Bl.

Théorème 4.L Soi,t BE défini, par (2.42). On suppose que B est symétri,qu,e. Alors

Bl est ellipti,que et "sEmétri,que".

Démonstration

Oir introduit yg* la fonction Y-périodique définie par

(4.1) f^ :  -u0* + PP^.

D'apr'ès (2.10), la fonction Xa* vérifre

27

(42) I

Soit Yo* définie par

43,  

{

- div (Av1-ro'" + 4*D - -vrf^ dans Y

div Y0* : g dans Y

t^,rf^ Y-périodique et I t^or:0.
J Y _

-  div (BveYp* + 4*)):  -Yrï* dans Y

div Yo* :0 dans Y

yÊ^,r!^ v-periodique et [ {^aa : o.
J Y
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Firralement en utilisant (4.1), le problème (2.11) s'écrit

I ai" (tAvrp?'" + tBV(-xg* + pP\) - -vr|^ dans Y
t-

(-1.4) {  aiu kh?*):  o dans Y
t-
l rlto^ ,rf^ Y-périodique.

\{zrintenant en écrivant à I'aide des composantes l'expression de Bl obtenue dans

('2.41), on obtient

(4 5) 'bloin

APP*
Pr-risque -ù

aPf* : Inou, *#42 o, * 1"",, # oo
oat

: 6Bûrni , on obtient alors le résultat suivant

(4 .6 ) l 'ulr,-u:l"oo,Wo,
I *1"t",,W-0,,\pto,

Le deuxième terme du membre de droite de (a.6) est évalué de Ia manière suivante

r arbf* f ag'f*
.l,o,o Ë 

or: 
J"oin fi 

6u du

r Ail.,P*
:  

J"air  Ë 
6p,6i2dY

:1"",,W#oo
En trtilisant successivement (4.2),, @.$ et (4.3), on obtient

f alhf^ ê1,n,,Ë#o,:|r",,ffiffi,,
I' , ae?o* - ef\ aryo , [ , a(xl* -Yf'") lxfn ,: 

.l ' tt io 
--T- 

ù 
or: 

J""n 
- 

aa"- aa" "a'
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De plus. d'après (4.3) la dernière intégrale s'écrit

| , a7l^ - vf^) axfo 1
'1"'"' 

---6th- 
Ë 

o':

[ ,. aef'" - yf'") a(xt" - y]"i\ r aef^ - yf*S 6y*o: 
J,.r,tn T Ë o, * J"ry 

-ftçL 
û o,

t' , aAl^_yf\_ a(xto -yfn) 
aa+ [ u,n\f;yf'") ulfo o,: 

.|r,"'u a'rk arh - Jv aa, aa,

1,,.  ̂  a,p,* - vf*) a&fo - ]ffn) d,u + [ 6 !&pi'" 
- yf '"), .: 

.lrutt aa, 
---da, - Jv 

-T- os'

Par conséquent la deuxième intégrale du membre de droite de (4.6) est de Ia forme

t ' .  arbf^ , a7f*-yf*),, f , a&f*-yf^)aefo-yfo),
l,[" i ,  Ë-bu 

-zflda: 
Jrott-É'ff i0,

Considérons maintenant la première intégrale dans (4.6). En uiultipliant la premièr'e

écluation de (4.3) par Yki et en intégrant par parties, on obtient

l"on,
pal conséquent,

aeYf* + Pf*) ayfo
ôa' oa' da :0 .

bu

Puisque

I
*4#nWoo:1"",9W#0,

# 
: 6n"6re, il en découle

aevf* + Pf*)oo:l:,,WuPooluo,, oan
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En utilisant alors la définition (4.6), on obtient

(4 .7 ) Iu'u'-
I
médiat

T

[ , aeYf* + rf\ aeYfo + Pf'): 
J""it aa" o?h

, f , a(xig* -Yf^) a(xto -yf,)
- 

J""n 
---da" 

alh

de par la forme de (4.7), eue Bfl est à la

dy

ds.

fois elliptique etTl est alors im

"s)rmétrique".
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CHAPITRE II

CONTROLE OPTIMAL

ET HOMOGENEISATION

DANS UN MELANGE DE FLUIDES

AVEC INTERFACE OSCILLANTE

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre) on se propose d'étudier un problème de contrôle optimal dans

un mélange de fluides. Plus précisement, on considère un mélange de deux fluides

nervtoniens, homogènes et incompressibles occupant des sous-domaines d'un domaine

O CIR."'*I ( n :1 ou 2). Ces fluides sont séparés par une interface dont la forure est

rléterminée par une fonction rapidement oscillante de période e > 0 et d'amplitude

h1>0 .

On suppose que la vitesse et la pression des deux fluides obéissent aux équations de

Stokes. A I'interface, les conditions de transmission sont données par la continuité de

la vitesse et de la composante normale de tenseur des contraintes (les effets de tensiori

de surface à travers l'interface sont négligés).

Orr associe à ces équations un problème de contrôle optimal. On va étudier Ie com-

portement limite des soiutions lorsque la période d'oscillation e tend vers 0. Pour

r:e faire, on utilise comme outils mathématiques : I'homogénéisation classique ( voir

Bensoussan-Lions-Papanicolaou [ ] et Sanchez-Palencia [15]) et le résultat de com-

pacité de Murat [11],

Ce travail est basé sur l'étude mathématique effectuée par Baffico & Conca [3] pour'

le ploblème de Stokes, par Bfizzi [5] pour un problème de transmission et par Baffico

&r Conca [1], [2] pour un problème de transmission en élasticité.

Ce chapitre se déroule de la manière suivante. Dans Ie deuxième paragraphe, on

pr'ésente le domaine d'étude avec son interface oscillante, Ie problème étudié défini
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clans ce domaine, ainsi que Ia définition du contrôle optimal associé à ce problème.

Dans le troisième paragraphe, on introduit Ie problème adjoint et on présente le

principal résultat de convergence concernant Ie problème adjoint. Dans le quatrième

palaglaphe, on démontre les résultats annoncés dans le paragraphe précédent. Dans Ie

cinquième paragraphe, on démontre un résultat de convergence concernant le contrôle

optimal. Dans Ie sixième et dernier paragraphe, on présente le cas O C IR2.

2. PRESENTATION DU MODELE

2.L. Géométrie

So i t  n :  1  ou  2 .  So i t  Y  : ] 0 ,  1 [ "  e t  Ô  : ] 0 ,  L i l n  avec  L i  ]  0 ,  , i : 1 , . . , n , .

Soit h ,Y - ]R,h > 0 une fonction régulière qui vérifie

i) hlav : hr où ht :  mar{n@) | a e y} et h1 ) 0.

i i )  I  gs € y  te l  que h(96)  :0  et  Voh(ys) :9.

Soit zo €IR+. On définit Ie domaine 0 cIR'+l par fl: Ôr] - zo,zo[ et f le borcl de

Q perr f :  Ô x {- zo}u ôÔx] - zs, zefr-JÔ x {ze}.

Dé{inissons à présent la cellule de réference :

Poru' cela on va au préalable introduire les sous-ensembles suivants :

f ) i  :  {@," )  e  Y x IR I  n@) 1z  126}

01 :  { (a , " )e  Y x IR |  -  
"o  

<  z  <  h(ù} ,

rlui sont séparés par I'interface définie par

f l  :  { (sr ,  z)  eY xIR I  h . (y)  -  z) .

Pal conséquent, on a la décomposition suivante de la cellule de réference Â (voir figure

1 )  ,

Â:Cr l  u f l  ueL:  (y* l  -  zo,zo[)
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L'intersection de Â avec I'hyperplan {Z :,}(0 < , a hr) donne Y x {z} de Ia forme

suiva,nte (pour Y) comme dans la figure 2 :

Y :Y*(z)u tQ)uo(z) ,

( )l.l

Y*(") :  {a eY I  h(y)  > z}

O(z) : {aevlh(a)< ' }

tQ) :  {a  ev I  n@) -  z) .

Soit e ) 0. On étend h par Y-périodicité àIR, on restreint cette fonction à Ô (on

rrotera encore cette fonction par h). On définit h' par :

h ' ( * ) :  h ( : )  
"  

€  Ô '
ë

On introduit maintenant les sous-ensembles de f) suivants :

f ) !  :  { ( r ,  )  edx lR I  h ' ( " )  < ,  q  ro}

Qi :  {@,)  e  f r .  xR.  l  -  zo  1z  <h ' ( r ) } ,

rlui sont séparés par l'interface rapidement oscillante définie par

f '  :  { (2 ,  )  eÔ,  x IR  I  h ' ( r ) :  , } .

On obtient donc Ia décomposition de f) suivante (voir figure 3):

f l :C l iu f 'U0; .

Et pour' finir, on définit I'ouvert limite comme suit :

o r  :  Ôx ]h1  , zo l ,  Q* :  Ôx ]0 ,  h r l ,  { l z :  Ô* ]  -  zo ,o l  ( vo i r  f i gu re  3 ) .

On pent remarquer que O : f,)r U Q- U 02.
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Figure 1 : la cellule de référence Â

Y (n=1 ) : Y (n=2) :

Y'(z)

/ \
/ \

/ \
-

o a(z) 
t 

ot'l 1

I
o(z)

Figure 2 : Decomposition de Y dans le cas n=1 (à gauche)
et n=z (à droite)
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ro l  I

1 l

I  to? l  I
l l l l

l l l l

/ Çtz
O

Figure 3 : Décomposition de
(à gauche) et sa "

f

C), avec son interface rapidement ocillante
version " homogénéisée (à droite).
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2.2. Problème étudié

Soit pr' la viscosité du problème définie pâr

p '  :  L t tX.ç î | -  l tzXai , ,

où p1 , Fz ) 0, t-q I pz et Xaî correspond à la fonction caractéristique de Of (i : 1,2).

Notation : On notera par û: (u,an+r), un vecteur de IR'+l.

Dans tout ce qui suit, C désigne différentes constantes positives indépendante de E.

On note par | . I la mesure de Lebesgue en dimension n. On designe par (e6)1<k<r, la

l;erse canonique de IR' et par Ak Ia k-ième composante de y € IR" dans cette base.

On cléfinit le contrôle optimal comme suit. Soit Lloa c L2(Q1"+1 un convexe f'ernré

non vide. Soit l/ ) 0 une constante. Pour d €Lloa l'équation d'état est donnée par

le problème de Stokes suivant

oir ('t7',p') sont respectivement Ia vitesse et la pression du fluide, â est Ie contrôle

et .f' la densité des forces extérieures définie par f' : T\Xai + FXaa avec f-i e

L2(Q)n'+r ( i , :1,2). Le tenseur des déformations e(t7') est donné par

1 /  \

e(ù, ) : * (væ+ tvd ' ) .
z \  /

La fbnction coût nous est donnée par

- l rN f - ^
(1 .1 .2)  J , (0) :  I  1  e(û f  )  :  e (û f  )  d r  + ;  I  l0 l "  d r .

zJa  z  Ja

Le contrôle optimal d-i est la fonction d,ans I'lo6 qui minimise J;(d-) pott d € l,l(r4., en

cl'a,utres termes

(2.2.3)  J ,@):  min J , (0) .
0eUoa
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Ce tvpe de problème s'inspire des problèmes de Lions [10], il admet donc une unique

solrrtion d'* € l,lo6 (voir Lions [10]). Notre but est d'étudier le comportement limite

,Ie di lorsque e ---' 0. En particulier, nous verrons que (par extraction de sous-suites)

(2 .2 .4 ) d'. - d. dans L2 çe1",+r faible.

Notre objectif est de caractériser d]. comme étant le contrôle optimal d'un problème

linrite et, bien entendu, identifier ce problème limite.

L'lromogénéisation du problème stationnaire du fype (2.2.7) a été effectuée par Baffico

.L Conca [3]. Concernant le contrôle optimal, l'étude a été faite par Saint Jean

Pzrulin & Zoubairi [12] dans le cas d'un mélange de deux fluides dont I'un est réparti

pér-iodiquement dans I'autre. Kesavan & Vanninathan [9] se sont placés dans le cas
périodiclue pour un problème dont l'équation d'état est un problème elliptique du

second ordre avec des coefficients rapidement oscillants. Dans un cas plus général.

Kesavan & Saint Jean Paulin [7] et [S] ont étudié le problème de contrôle optimal avec

l:r topologie de la H-convergence dans le cas non-perforé et perforé.

Dans ce chapitre, on adapte ces méthodes pour Ie problème de Stokes dans les do-

rnaines non perforés en utilisant les techniques utilisées par BafÊco & Conca [2] et [3],
nal Kesavan & Saint Jean Paulin [7] et [8], et par Saint Jean Paulin & Zoubaili [121.

Définition 2.2.L On définit lfr(Ct) par

33

L\ . r l ) :  {n  €  ,2(CI)  |  [  g@) da:  o ]  .'  
t "  Ja )

Le problème (2.2.1)-(2.2.3) peut être réduit en système cl'équations en introduisant
l 'érat adjoint (&,p',) € I11(Ct;"+l x Ifr(0). On obtient alors

[ - ai" ep, e(ù.,)) -- f , - Vpu + d dans f)

I
I div (2p'e(u') - e(æ)) - -Yp'' dans Q

(2 .2 .5 )  
{
I 

div t7' : div ff :0 dans f)

[ * :u - :o  su r  ôCI ,

lr: r:ontr'ôle optimal d-| est caractérisé par I'inégalité variationnelle

(2 .2 .6 )
f

di eu,a er I tæ + N0j1;.@-dZl d,r) 0y detloa.
J A
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3. RESULTATS DE CONVERGENCE

3.1. Problème adjoint homogénéisé

Soit pr, : F(U,z) (où A eY et z €]0,h1[), la viscosité donné par :

p(a, z) :  FLxoe)(a) + FzXv-a@).

Nous allons introduire des fonctions tests solutions du problème de Stokes définies sur

)'. Ces fonctions, introduites par Baffico & Conca {3], sont liées à l'équation d'état.

Soit 1 < k, l  ( n. Soit (X*',rf t) solution de

I
,'i y''^'' : ;(uxet + arcx). On défrnit Mkt la matrice n x n, par A,IqI : 

"u(EkI).4

Orr  pent  noter  q te fMkl l ; r :  T@ip6y + 6u6in)  V l  < i ,  j ,k , l1n, .

On définit Ekt la matrice carrée d'ordre n * 1 par :

lEH lo i  
- -  

| { a ; rA i ,  +  6a6 in )  V I  <  i ,  j , k , l  1n ,  *  r .

Conrme LL: I.L(A,?),Ie problème (3.1.1) est paramétrisé par z €]0, hl[.

Porrr chaque z e]0,h1[ fixé, le problème (3.1.1) admet une unique solution dans

(UiV)"1IR) 
" 

L"oV) (voir Sanchez-Palencia [15] ou Baffico & Conca [6]).
A pr'ésent, on considère le problème périodique suivant

[ 
- divoç1t Yo?pr +2aù): o dans Y

(3 .1 .2 )  {
I p* Y-périodique.

De nrênre le problème (3.1.2) est paramétrisé par z €l0,ht[. Pour chaque z frxé, ce

ploblème admet une unique solution dans f/I(y) à une constante additive près.
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Soit "4,(z) le tenseur d'ordre quatre dont les coefficients sont donnés par

(3 .1 .3 )

( r r r lE r , l , i  h1  l z l zs

I
a1k t :  \  6 î r ,  01  z  t  h1  I 1 i , i , k , l  1n  l 7

I
l Zp r [E* ' ] o i  -  zo  1  z  t  h1

I r ,  l "oexr '+ pk\ )o ay r  1 i ,  j , t t , t  1n

;IrryÇP o, !<i ' ,k1n i,t:n*r

;Irgeffi * rl i,tKn i,k:n*I

(3 .1 .4 ) 6dt :

(3 .1 .5 )

0(-çk + 2aù
0ai;1, dg  1< j , k1n  i , l : n1 -7

0 sinon.
Ce tenseur (introduit par Baffico & Conca [3]) est le tenseur homogénéisé lié à

l'équation d'état. De la même manière, nous allons introduire d'autres fonctions

hests. Iiées cette fois-ci à l'état adjoint.

Soit (T/-rkl, rfl) solution de

1t  o(-ç I+2aùaa r< i , t3n , i ,k :n, t r
i J"r 

-ôw

11"

i  J"z, 
a, i ,  i ,k,t  :  n, * 7

( - divoQtt 
"a?ltkt) 

* 
"o?xkl 

+ ,P'')) - -vs rl l  d,ans y
I
{ airr" ,br' : o dans Y
t"-
l rbr',r3' Y-périodiques,
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Pour clraque z e]0,h1[, Ie problème (3.1.5) admet une unique solution dans

(HiV)"/IR) " LAV)
Comnre pour le problème (3.1.2), on introduit le problème scalaire suivant

!  
-  a ivoQpVarhk tVoGçk +2aù) :0  dans Y

I..l- Y-périodique.

Pour z €]0,hl[fixé, ce problème admet une unique solution dans.[/1(y) à une con-

stante additive près.

Soit 6(z) le tenseur d'ordre quatre dont les coefficients sont donnés par

36

( 3 .1 .6 )

(3 .1 .7 )

( lEk l l o i  h1  1z1zs

t -
bo ju : \Uo t * t  0<z<h1  I1 i , j , k , I< -n*7

I
l [Er ' )o i  -  zo  I  z  t  h1

( 3 .1 .8 )  bo , j r " t :

dy  L< i , , k1n  j , l : n , l I

dg  I< i , , 1  1n ,  j , k : n1 - I

dy  I< j , k {n  ' i , l : n *7

I  f  (^ AtbI , ô?çt +2sr)\ ,
nJr \ ' ,  aw*Ë)oo L<i , t1n i "k :n*L

I  i , j , k , l : n l t

0 sinon.
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Enonçons un résultat concernant certaines propriétés du tenseur "4.

Proposition 3.1- (BafÊco & Conca [3])

Les coeffr,cients de A (uoi,r (3.1.3)i uérifient :

o)  a1, i1"1Q) :  a* i j (z)  :  ar , , j tk (z)  VI  I  i , i ,k , l  S n *  I ,  Yz e l  -  zo,  zo[

b) il, eri,ste a ) 0 tel que pour toute matri,ce symétri,que carrée { d'ordren,*7,

A(r)€:  {  > o( :  (  Vz €l  -  zs,  zsl .  I

A présent, on va exhiber certaines propriétés de symétrie et d'ellipticité concernant

le tenseur 6.

Proposition 3.2 Les coeffici,ents de B (uoi,r (3.1.7)) uéri,fient :

a , )  b r . . i xL ( " ) : bno iQ ) :b t i t n ( z )  V l  <  i ,  i , k , I  < -n *1 ,  Vz  € l -  zo , zo f

b) i,l, eri,ste {3 > 0 tel que pour toute matrice symétrr,que carrée ( d'ordre n * I,

B(" )€ :  €2 0€:  €  Yz e l -  zo ,zof .

Démonstration

On zrdoptera tout au long de cette démonstration Ia convention de sommation des

indices répétées.

Pour clémontrer le a) de Ia proposition, nous allons tout d'abord étudier les coefficients

c le  6  l o rsque  1  (  i ,  j , k , l  1n .

La syp[11ie de ces coefficients est évidente lorsque z e]h1,zslet z <-l- zo,htl.

Intéressons-nous au cas oir z e]0, h1[. Dans ce cas (cf (3.1.8))

(3 . r .e)  br jxL:  Çkt :  [ - . ( r ,  l "o( ' ,hr ' ) ] r , i  +  feo l -Xr '  +  ?^ ' ) ]o i \  au.-  
J v  \  

- - -  ' ù r /

Nous allons transformer I'expression ci-dessus de manière à obtenir une écriture

svmétrique. Pour cela, nous allons nous inspirer de [9], [12] ou [14].
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Soit (Ykr.rf l)  solution de

En introduisant YkJ, solution du problème local précédent, les coefficients (3.1.g) se
réecrivent de manière suivante :

Darns le membre de ciroite de l'expression précédente, la première partie de
I'intégrale est évaluée de la manière suivante (en utilisant notamment le fait que

1",,(r,r ') lr i  :  lea?b*') l ,0) ,

f  , - , 1  r

.1r,, l"o1ho')loi da: 
. lrr, l"o0,r') l9^6gr6^t da

f: 
Ju, l"okhr')lB,n (60r6*i r 68i6,,,;,) d,y

r: 
J"', l"oohr')l p^leo(Pij)l8,. du.

En uti l isant successivement (3.1.1),(3.1.5) et (3.1.10), on obtient

f ,-,  .  f  _

.1, 
,, l"o(rhr')) B,.l"o(Poi)) u,, aa : 

J"2p l"o(rlt*')) B,^[".çxot)f u,_ aa.

: 
l" l"otx' ' t 

- Pr'))p,nluo(xoi))8,- da.

f= 
J, l"nTr' - Yr')) u,-f"o(xnt )l u,* da.
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De plus. d'après (3.1.10), Ia dernière intégrale s'exprime comme suit

f

.l,,l"otrr' 
- Ykt)l p,_l"o(xoi)J 8,, du :

f  , - '  t - t . r  f  -: 
.lr,l"o{xkt 

-yk\] 
B,*l"otxoi 

-lroi)l 
u^ da+ 

J"l"o(xr'-vrt)l B,.l"r(yii)l p^ da

[  ,  L t  - - r - r . i  - ' :  ; ; . a  f:  
. lr . l"o{xkl 

-ykt)] 
B,. l"o(x' i  

-vni) l  
u,, dr* 

J"l"o(xot 
-vr,) l  

B^,|"o(poi)l  p^, da

l ' .  f: 
Jr.l"o{xkL 

- Yk\] B,.l"o(x'i 
- Yoi)l p,n da * 

Jrl"o(xrt 
- yr')lo, ay

Pat'conséquent Ia deuxième intégrale du membre de droite de (3.1.11) est de la forme

l '  /  r  t ^ t  , , ,  r - ' . :  \  1  f

. l r l rr l"o?b*'))oi- l"o(x*'-Yr')1,,)ool:  Jr l"o(xr '-vr ') ]o,, l"o(xot-voj)]p,ndu.

Considérons à présent la première intégrale de (3.1.11)

En multipliant la première équation de (3.1.10) par Yir et en intégrant par parties,

on obtient

Jul"ot-vr '  
* pr')) 

B,. l"o(yoi)) B^ du : o.

En rrti l isant le fait que fer(Poi)) B,-: l( i,ooo,,i r 6Bi6,n,i), on obtient

lrJrrr-Ykt * pr')) 
B,,l"oevoi + Poi)l p^ du : 

IJ""r-y* + prt)l u,.l"re'i)) p* d.u

f , /:  
Jnl"oev*'+ 

P*')]  , i  da.

En utilisant alors la définition (3.1.11), on aboutit à

( ,*, : [ "oeY*' 
+ Pr') , eoÇYti + Pii) c]a

(3 .1 .12)  
\  

' "  
,

[  
+ 

J""o(rr '  
-Yr ' )  ,eo(xoi  -voi)  da.

Il est alors immédiat de par la forme de (3.1.12), que les coefficients de B vérifient

b)i, : ffii.
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D'arrtre part, comrne eo(Pk|): 
"o(P'*), 

alors par unicité du problème (3.1.1), on a

.ykr : Xlk (à une constante additive près), par conséquent b,;361 : bûrn.

Nciru a,llons à présent étudier les coefficientsbii61 lorsque i,: k: Tr* 1 et 1 { j,l.--n,.

D'après Ia définition de B (cf (3.1.7)), ces coefficients sont symétriques lorsque

z e lh,1,zs[ et z e] - zo,hr[. Pour démontrer la symétrie des b.;r+u lorsque

z €]0. h1[. nous allons procéder comme précédemment :

r:r:s coefficients sont de la forme

( r . r .13) ' -  t  f  (a?ç!+zat)* ,  ô ' ' r \
onrrjn*LL : 

+ J" \-7% 
+ zr-L 

aai ) 
da.

On introduit rÈ solution de

(  -noe"k +2aù:  o  dans y
( 3  114 )  {

I t* Y-périodique.

L'expression (3.1.13) se réécrit de Ia manière suivante (en utilisant rl) :

En utilisant exactement la même technique que précedemment, on obtient (en utilisant
(3 .1 .2 ) .  (3 .1 .6 )  e t  (3 .1 .14 )  )

f  ^  ôrb: : !  [  a@t - r \a(ç i  - r i )  
,^ ,  ,  [  ô(p,  - r , )  

, " ,
Jr" ar, 2 Jv 4n-T 

oa + J"-Ë aa'

Par conséquent,

f  /  ry_ _ a(p'- " ' ) \  1 f  0(çt -: t l (çi  - , i )  ,^,
J"\"-ur, ôai ) da:tJ"TT or'

Err ce qui concerne Ia première intégrale de (3.1.15), on considère rl solution de

(3.1.14) : on multiplie la première équation par ri et on intègre, on obtient

S aGr!+ zuù ! ay : s,
Jv i)An daN
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il en découle

( 3 .1 .16 )

0aiT

( . -  I  I
l0n+Lin+11 

:  
R l ,

I  " JY
|  I f
;. *r J,

0(-r' + 2ut) Aeri + 2ai) ô(-r t  + 2at)
ôyn

O, :, I, dy.oan

On aboutit finalement à l'expression suivante

De part la forme de (3.1.16), on

<:<rrrst lnction de B, on a bnri ln*t j

rruls de B, on obtient (en utilisant

b t  n + t  k  n + t :  b k

V(-r '  +2y1).V(-r i  +2yi)  dy

V(ç ' - rL ) .v (p i  - r i )  da .

a clairement brla-ra11 : bnflrrali. De plus pa'

: bn+Lljn+r. De même, pour les autres termes non

la même méthode) :

- -
n I l  i  n * L :  b i  n + t  n + l  k

bo n*r-,*, I: b,i, ,*J.*r: bnfln*,

b^+llT*+, : bniï*r k: bk 111*' ,.

Ceci clémontre Ie premier point de la proposition.

Porrl le deuxième point, tout d'abord I'ellipticité de B est évidente lorsque z €\h1, zsl

e t z€ ]  - zo ,h r f .

Lcrlsque , €)9!!,  d'après la forme des Ç1 | 1i, j ,k, l  1n (voir (3.1.12)) et la

fcrt'nre des brr-.,.1r,r+1 1 < j,l < n (voir (3.1.16), le tenseur B est elliptique et donc

r'ér'ifie Ie point b) de la proposition. Ceci achève Ia démonstration. I
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Nous allons introduire le problème homogénéisé :

Soit (u1. p) et (û,p') e (Ht(f)) '+t ,  , f i(CI))2 solurion de

(3 117) I

I
- div (l e1a7): f -Vp+ddans f)

div (,4 e(û) - B e(û,)) - -Vp' dans f)

div T7: div û :0 dans f)

ù , :  û :  0  su r  ôO

crir .f est la limite faible de 7-' dans tr2(0;n*1 qu'on précisera ultérieurement (cf

(4.r . r7)) .
Remarque 3.3 D'après les propositions 3.1 et 3.2,|e problème (3.1.17) admet une

rmique solution.

3.2. Résultat principal

Théorème 3.4 Sous certa'ines hEpothèses de régularités concer-nant les sohr-

t'i,o'n,s d,e (3.1.1), (3.I.2), (3.1.5) et (3.1.6) (détaillées au parographe 4) tes sot,u,-

t iorts (ù,e.p') et (û',p' ')  de (2.2.5) uérif i ,ent û, - û dans I{ l(C);"+t faible, t" -

i rl,an,s Ht10;n+t faible, p, ^ p dans rS(CI) faible, p,, - p, dans rS(fr) faibte où
(t i ,qt) et (û,p') sont solut ' ions unique de (3.1.17).

4. DEMONSTRATION DU RESULTAT DE CONVERGENCE

Le but de cette partie est de démontrer le théorème 3,4.

4.1. Estimations a priori

On pose

(4 .1 .1 )  € ' : 2p , ' e ( f f ) ,

et

(4 . r .2 ) q ' :2p , 'e (æ) -e ( t r ) .
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Proposition 4.1 les su,ites (û',p'),(û',p''), t, et qe sati,sfont les conuergences

s'uzuantes

,ûe ̂ û, dans fI1(CI;,+r faibte

ù' - û dans I/1(CI;'+t fai,bte

p' - p dans L3@) faibte

p'' - p' d,ans L'|J}) faibte

€. - ( dans Lz(Q}"+tx'"+r fai,ble

q, ^ q dans Lz(Q)n+Lxn+L faibte.

Démonstration

Si on ntiiise t7' comme fonction test dans la première équation de (2.2.5), on peut

fâcilement voir qu'il existe une constante C ) 0 indépendante de e tel que

(4 .1 .3 )

(4 . r .4 )

( 4 .1 .5  )

( 4 .1 .6 )

(4 . r .7 )

l ld ' f  l7r '1ey.  +t  I  Q,

et clonc. par extraction de sous-suites (encore notée e), on a

tr - T7 dans f/1({-l;'+t faible.

De nrênre, en multipliant la deuxième équation de (2.2.5) par ut, en intégrant par
parties et en utilisant (4.1.4), on obtient

i

pal conséquent, on peut extraire une sous-suite telle que

t - u- dans f/l(c);"'+t faible.

\4aintenant, comme lldiv (2p'e(d'))lla-'to).+, est bornée , on a

(4 .1 .8 ) l lVp' l la- ' t  e)-+r I  Ç,
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ol cl'après Temam [16], ceci implique que

(4.1.e) ln, l4p1 < C,

il en découle,

(4.1.10) p' - p dans L|(q faible.

Le nrême raisonnement nous donne

(4.1.11) ,pte - p'dans L|(q faible.

Lzr bornitude de ll€'ll;r1e1r.1ryz provi€nt de (4.L.4) et par conséquent (extraction cle

sous-suites)

(4.r.L2) €' --.  € dans tr2(f)1@+t)2 faible

De nrême la bornitude de l lc ' l l ;r1e1r.+r;z proviênt à la fois de (4.I.4)et de (4.1.6). ol

c+n décluit à une sous-suite près

(4.1.13) q' - q dans -L2((-t;(n+r; '? faible. I

Conrrrre (ù',p') et (r;t,p/') sont solutions de (2.2.5) et comme la proposition 4.1 est

satisfaite alors on obtient au sens des distributions que (r7, p),(û,p'),€ et q vérifient

(4 .1 .14 )

-  d iv  (e)  :  i -vp+ddans CI

div (q) - -Vp' dans ft

div 17: div u-: 0 dans fl

û , :  û :  0  sur  ôCI ,

crùr.f=est Ia limite faible de f-a dans tr2(C))'*t. Ot peut identifier cette limite (cf [3]
orr [5]). En effet les fonctions caractéristiques Xai (,: L,2) vérifient

(4.1.15) Xa"n - p et Xai - Q - ù dans .L-(f)) faible *,
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oLl

( 4 .1 .  i 6 )

(4 .1 .18 )

P(r ,  z)  :

T', - i: f'tp + f-z7 - p) dans L21n1"+r faible,

1

lo(,) l
lYl

0

dans 01

dans f,)*

dans f,)2

On a alors,

(4 . r .17)

Proposition 4.2 (Baffico & Conca [3])
sou,s l,es hEpothèses (4.2.1), (4.2.4) et @.3.7) (i,ntroduites ultérieurement), on a

€: Ae(ù') ,

où, A est défi,ni, par (3.t.4). I

Porrr démontrer le théorème 3.4, il nous reste donc à montrer eue Ç,,r7 et u- sont
pal la relation

liés

q:  Ae(û)  -  Be(û) .

Dans ce qui suit, on va identifier la matrice q, cela permettra d'identifier le tenseur

B. Pour cela on va utiliser la méthode de Baffico & Conca[3]. Cette identification

s'effectue différemment suivant la région géométrique où I'on se situe (CI1, f)r,, ou f)2).

On sera amené à voir par la suite que dans f)1 et f)2, cette identification ne pose aucun
problèmdparticulier. Par contre dans O-, il y aura trois étapes : dans un premier

lieu on identifie les composantes [q],r: de q pour L < i,, j 1n, par Ia suite on identifie

[q]".+t j pour 7 < j < n et pour finir on identifie la dernière composante de q à savoir

[Ç]n+t n+r. Pour ce faire, nous allons utiliser les fonctions tests introduites dans

Ie paragraphe 3, porrr construire d'autres fonctions. Celles-ci vont nous permettre

notamment d'user de la méthode de l'énergie ( cf Bensoussan,Lions & Papanicolaou

[4] ou Sanchez-Palencia [15]).
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4.2. Identification d" [qki I I i, j < n dans f)-

Drt,ns ce qui suit, nous allons d'une part, construire les fonctions tests qui vont nols

lrerlurettre donc I'identification d" [q]U | 1 i, j < n et d'autre part, introduire des

conclitions de régularité à satisfaire concernant ces dites-fonctions et finalement établir

I'identification.

Soit urÈr : -XkI + Pkt et okl :2pey(ak') ol) (X*,,rf t) est solution de (3.1.1).

On suppose que (X*',rf'), comme fonction des variables (g, z) e Yx]0,h1[, vérifie

l'hvpothèse suivante de régularité

(  ")ro, 
e L2Ioce,hL, Hl(y)") .  (Lîorf lo, h, [* IR')) '

(4 .2 . r )  (  ^  L l i , j<n
|  . ,  U  t .  L r .  \  - o  - o , - - , - .  - ô

lù  * ( (x* ' )o )  €  L loc \ ,h ,  L2, t (y ) )  n  , ïoc00,  h1[x  rR)

On cléfinit les fonctions suivantes (extensions par Y-périodicité à IR'+1 et restrictions

à  Q , , , )  :

(4 .2 .2 )
l 
r' '*' r*, ") : e r*' (T.')

1 
't'*' (r, z) : ,fI (î , t)

I  oe ' t t  ( r , z ) :  ak l (7 ,21

II est facile de voir que

(4.2.J) { 
ai" '{o' ' lcr) : -v"I 'rt dans f)-

I div,(tr" 'kI): div"(PkJ) :5*, dans f)-.

Nous âvons besoin du résultat suivant de compacité de Murat[l1] :

Lemme 4.3 S' il eri,ste p > 2 tel que (g.)" soit une suite bornée de W -L,p (Q) et tel

Et,e (g,,),,, ) 0 au sens des di,stri'butions i'e :

Vô€D(A )  t e l l e  queô )0  a l o r sVn )01gn ,d  >  >  0 .
' Al,ors (g.). appartient à un compact de H-l(f,)).
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Si on suppose que r!'ki vérifie

I 
a) tt existe p > 2 tel que ,1'r' e Llor(Q,,),localement borné

(4 .2 .4 \  {'  I  â  _ , - , .

lb)æ(tï'' ') 
) 0 au sens des distributions,

Alcrrs en utilisant, Ie lemme 4.3 et I'hypothèse (4.2.1), on a le résultat suivant

Proposition 4.4 (Baffico & Conca [3])
S'u,ltposons (4.2.r) et @.2.a). Alors V 0'cc {l^, on a les conuergences su'iuantes

o) -r 'kt ^ pkl dans Hr(e,)n faibte

b) 3 ((a',r')n) ---+ 0 d,ans L2(et)' fort r I i, <n' iJz "- "/

(4.2.5) 
") 

, I ,* '  ^ 0 d,ans L'(Q') faibte

ù *?î 'r ' )  
---  o d,ans H-L(Q'),  roft  r  1i  <n

") 
o,,*, ^ okt :  mv(2p,eo(arr) dans L2(et)nxn faibte.l

Dr: la même manière, on suppose que la solution (rb*',12\ de (3.1.5), comme fonction

cle (37, z) e Yx]0, h1[, satisfait l'hypothèse de régularité suivante

( 
")rl,r' 

e ,ïoc(0, h,,, Hï(y)") n (rfuc(10,hrlxn'))"
(4 .2 .6 )  (  o  r< i , , . j<n

|uæ(kb*'))  e Lîoc.r ,h,Ll(y)")  n r fuc{]o, h1[xrR)

On cléfinit (rb''kl,rl'kt) pa,

( ,,lr ' 'r '(*, z) : e ,lrr'(! , ")( 4 .2 .7 )  {  
-  e

| ,Z ' r ' ( * ,ù : ,31( î ,z)

avec cette définition on obtient aisément

[ 
- ai"" (zp' 

",(rb''*') 
+ 

"*(r,,kl)) 
- -V, rl,kt d,ans Çl*

(4 .2 .8 )  (

I di.r" Ee'kL - o dans C)-
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Si on suppose de plus que rl'kt vérifie

(4 .2 .e) I 
, U existe p > 2 tel que ,T'r' € Lo6"(Q,,),, localement borné

I ,,# ?E'r') ) o au sens des disrriburions,

Alors en utilisant, le lemme 4.3 de compacité de Murat, on a le résultat suivant

â
L^-(r" '* ' .)  --- 0 dans F/-1(CI/) '1 fort r I  i  I  n
oz '  -

Enonçons le résultat de convergence concernant ces fonctions,

Proposit ion 4.5 Supposons (4.2.1) et @.2.Q. Alors V C)' cc {1,n, on a les conuer-
qen,ces su,zuantes

(4 .2 .10)

( 4 .2 .11 )

o) ,lr',kl - 0 d,ans Ht(Q')" faibte

b) +((1,' 'r ')o) --- 0 d,ans Lz(Q)' roft t < i 1n'  
d z  t ' t  " /

") 
,T'*' ̂  o d,ans L'(Q')" faible.

Démonstration On utilise les résultats concernant la convergence de fonctions

pér'iodiques. I

Nous allons à présent montrer le résultat principal de ce paragraphe

Proposit ion 4.6 Si (4.2.1), (4.2.4),(4.2.6) et (4.2.9) sont sat ' isfa' i tes,

a,l,ors [q'lnt - [q]*t dans L2(Q,,) faible (à une sous-suite près)Vl < k, l l n où

, , ô . ô\ fvl": ù ,Ë { I,r, b,?xni * poi)l* ar\y"tft),,
(4.2.r2\ {

I ;,Ë { I' Q' t"o?{!i)tnt.t re'(-x *'oi)t*')o,\k@\,
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Dérnonstration

Soit /  Ç D(9*). Soit r i ' ,kl  :  (w',kt,0). On mult ipl ie Ia deuxième équation de (2.2.5)

par cfitû'.k|, on intègre par parties et on utilise (4.I.2), on obtient
(4.2.r3\

: Vu1',ktS d,rdz

Après quelques calculs élémentaires sur la deuxième et Ia troisième intégrale clu mem-

lrre de clroite, il en découle
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(42  14 )  

{

- 
Ioo''.rri',ktdrdz 

: - 
Ifog).,fr,,ktdro" 

* 
l::(r.) 

, e,(w,,kl)6 d,nd,z

- 
Ir*21t''e'(u') 

t e'(w''kt)6 d'rd'z

- 
Ir^f, [n']**,i*(w''*\i)ô a*a,.

SoitT/-e,rcr : \h' 'kt,0). On mult ipl ie la première équation de (2.2.5) par rt ' !) , ,k|,  r-,n

intègre par parties et on utilise la définition (4.1.1), on aboutit à (après quelques

r:alculs)

( J .2 .15 )

( ftr - yp' + û.ô,tr''*td,*d,, : [G'rû.$e'nt + [zp'",1a') : e,(th''kty6 ,]rd,,
) . ,n , , ,  

J { t ,n  Je , ,

I */ i,a',-*,,9' 't '
[ 

* 
Jr^Lr[(.1",+ri ar((!,..,))ô a*a".

Oir intègre par parties Ia deuxième intégrale du membre de droite, il en résulte
(4.2.16)

I l tr -vp' +û.\. i ' 'r ld,*d,r: [{{ro).$e'tct - [ arr-(zp'""?h''r ')). (u'ô) a*a,
| ./ n"" J e^ J {r,n

1 - 
ln*{'r'",(t'*')v,ô)' u' d'rd'z

I
|  *[Ë[r ' ] ,*, ,*(! ' ,r ' ) ,)ôa*a,.
f. J n* 7=t 

\rL
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tilisant I'équation vérifiée put {,r' (voir (4.2.8)), on obtient

t7)

( -rr' +ù.ôû',rtd"*d.":lWoOl.$e,kt - 
f u, diu,(",(u,,r,))g d,rdz

Enu

(4 .2 .

I'
I

* IJ^-ri'r' 
.(ôa,) d,rd,z - 

k,:r, ",k.,,,*,)v,ô) .u, rtrd,z

* Ir*i t '1,*,i*((,h''*\,)ô a*a"

par parties la deuxième intégrale, on a

- 
I::" rù''kld*d, : 

I:::rr.$e'nt 
- 

1",*r"', 
: e'(tu''kl)s d'rd,z

* 
In^y,rZ,kI 

.(ôu,) d,rctz - 
In,- 

(2rr, ",(1,,,H )v,",1,) .u, d,rd,z

- 
In^(",(u''r')v,ô).u' 

d,rd'z

* 
ln*É t '1",* , i*((,r, ' 'r '),)o d,rd"z.

En intégrant à nouveau

(4 .2 .18 )

()l't

(4.2.20)

Eri addit ionnant (4.2.14) et (4.2.18), on aboutit  à

(4 .2 .1e)

l:i: . d) . ô,tr',r' a*a, - 
| 

u r, . ô,i,,r, d,* a " 
- 
| 

u,n, . gri,, kI d.r ctz

: - 
I:f, Q).û',kt d,ro, - 

ln, 
21t, e*(u,) : e,(w,,kt)g d,rdz

- 
In"^i [n'1,*',ft{rr:*\)ô a,a, * feool.ge'r;t

* 
fn,_y 

*ri,kt.(ô,p.-.) d,rd,z - 
In^(b,,r,y "ô). 

u, d,rd"z

* ln,_f Ir'1,* ,i*((,b''r'),)ô a*a".

6e,tet -  2p'  
"r( ! ' ,kt)  

+ er(ta ' ,kt1.
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On obtient facilement que (en utilisant notamment le problème (3.1.5))

div"(b''kl) - -Vrr|,k' dans f)-.

Nous allons à présent passer à la limite dans (4.2.19). Pour ce faire. nous avons besoin

d'établir quelques résultats préliminaires.

Err ntilisant la définition (4.2.20) et les arguments classiques à propos de la conver-

gence cles fonctions périodiques, on conclut que pour tout CI/ CC f),n,

6e,kI - bkt :my(ztt"o(,,|t*') + ea(akl)) dans -L2(f)t)",x", faible
(4.2.21)

et div"(ôk') :0 dans f)-.

D'après la convergence (4.2.5) a), on a

(4.2.22) ge'kt --- FkL - (pr, ,0) dans .L2(f),)' fort

De nrême. d'après (4.2.LL) a), on a

(4.2.23) $e,kt --.0 dans L2(Qt)n fort

A présent, intéressons-nous au membre de gauche de (4.2.19)

Concernant la première intégrale, d'après les convergences (4.I.I7) et @.2.23), ol1 a

(4.2.24) fff * e).ô,,tr,,r,ard,2 ---+ o
Ja^

On intégre par parties la deuxième intégrale, en utilisant le fait que

div(di 'kr) :  div,(/tkt1:0 (cf (4.2.8)), on obtienr

(4.2.2s) - t yp'.ô,i",*ta*dr: I p,.,tr,,k1vôd"rd,z,
Je^ Ja,-

rrrais d'après les convergences (4.1.10) et (a.2.23), il en découle

(4.2.26) - t Vp'.ôrtr ' ,ktdrd,z---0.
Je^
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De même en intégrant par parties la troisième intégrale et en utilisant le fait que

cliv(ui ' 'kl) :  div"(Zr') :  6*, (cf (a.2.3)), on aboutit  à

(J.2.27) - 
t  vp' ' .ô, i ' 'k 'd"*dr: I  p" div,(p*')ô d,rd,z + [ orc5e.kty6 r],rd,z.

Je^ Je^ Ja,"

r:n rttilisant les convergences (4.1.11) et @.2.22) dans le membre de droite ci-dessus

et en intégrant par la suite. on obtient
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(4.2.28)

R,egardons à présent le membre de droite de (4.2.19) :

D'après (4.1.13) et (4.2.22), on a faci lement

- 
ln-vp'''ô'i ' 'kld'*d'" 

- - 
In^vp''6Fkt 

drd'z'

(4.2.2s)

Concernant la deuxième intégrale, on intègre par parties et on utilise le problème que

vérifie les fonction oe,kL (cf (a.2.3)), cela nous d.onne

- 
In,_(q'v 

ô).,i',kt d.rd,z - - 
/n^(qv 

ô).F* d,rd,z.

- 
ln,-2P''e'(u') 

: e'(w''kt)$ d'rd'z:

: 
In,^v-'' 

div,(o''rt)s drdz * 
In^(o''r'v,ô).u' 

d,rd'z

: 
In,_a' 

.y ,rl'kl Q drd,z * 
In^(o' 

,r'v ,ô) .u' d,rd,z.

(4 .2 .30)

On intégre par parties la première intégrale du membre de droite de la dernière égalité

rie (4.2.30), en utilisant Ie fait que div,(u') : -UuuU:', il en résulte

(4.2.3r)

( - l rr' ",(r'), ",('t ' 'k\ô 
d,rd,z : - [ri 'r 'a'.V*S d"rd.z + [ 

y#r'r,kt 
6 d"rd,z

)  ' l  Q,,  Jç,-  Jç".  oz

I  . /  (o ' , r 'Y,ô) .u 'd.rd,z.
\  Je^ '

On passe à la limite dans le membre de droite de I'égalité précédente, en utilisant

(4.1.7), (4.2.5) c) pour Ia première intégrale. Pour la deuxième intégrale, on intègre
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pal parties et on utilise (4.2.5) d), (4.I.7) et @.2.5) c). Pour la dernière intégrale, on

uti l ise (4.1.7) et (a.2.5) e). On aboutit  à
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c,er clui donne après intégration par parties,

(4.2.33) - t 21t'e,(u') : e,(ru' 'kl)S d,rd,z -. I okt' : e,(u)S d,rd,z,
Je,n Je^

1\,{aintenant en utilisant les convergences (4.2.5) b) et (a.1.13), on obtient pour Ia

troisième intégrale

- 
In,.i ln'1,*ri*(@''rt)i)ô draz -- o.

(4.2.32)

(4.2.34)

Couime les convergences (4.1.12) ef @.2.7I) a) ont lieu, on a

- 
fn,-21t'' 

e,(u') : e,(w''kl)6 d,rd'z -' 
fn,_ro*'r,ô).a 

d'rd'2,

fr, {€"oô).û€'kt d'rd'z---+ o.

(4.2.37)

Pinalement, pour la dernière intégrale, d'après (4.1.12) et (a.2.11) c), on a

(4.2.36)

D'après (4.1.5) et (a.2.8) (en intégrant par parties), on a

(4.2.35)

De nrênre en utilisant (4.1.5) et (4.2.2I), on obtient

(4 .2 .3e)

- 
In,_(b',*'v*ô). 

u' d"rd"z - - 
In^e,v,ô).u 

d,rd,z.

fn^v *'Z'r''(ôa') d'rd'z -' o'

tS,r" .I
Jn,- 2r\ 

rn' +rr a;(?/' 'kt)i)Ô 
d'tdz --- ' o'

- 
In*(qvô).F*'d,rd,z 

- 
ln,.o*' 

: e*(u)g d.rd,z

(4 .2 .38)

En r-rtilisant (4.2.24)-(4.2.26), (4.2.28), (4.2.29) et (4.2.33)-(4.2.38), I'expression
(4.2.19) devient à la l imite

- 
In*Q*v *ô). u d,rd'z
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En intégrant par parties le membre de droite de l'égalité ci-dessus et en utilisant la

rleuxièure équation du problème @.LL\ et I'expression (4.2.21), on obtient
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(4.2.40) lo 
: 

In^n 
, e(Fk\6 d"rd,z - 

ln,_ort 
: e*(u) S d,rd,z

I  
*  

In, .e,(u),bkl  ôd,rd.z.

Or comme l"@r')lrr: l tttali j ,onobtient donc au sens des distributions

TL

lqln, : D l"r'l o,lu"(u)] n, - D lbill n,1",@)l ni.(4 .2.41)

(,1.2.43)

;  ;  - 1 ;  ; - 1

D'apr'ès (4.2.5) e), (4.2.2L) et le fait que [."(s)] o,: l"(û)10,
r . t  fe."(z) l  , , :  l " (ù)1, ,  V\  < i , ,  j  1n,  on obt ient  

:
L  " ' - ' r z J  

" t , J

( - -  1  -a (  f  , . , .  ) .

,, ô ,ô\ ltol": ù,à t Jrrr ["o?xr' + Pkl)]ni ay][ett\).,
(4.2.42\'  

[ 
-ÉT,â 

{ IQ'l"o?'t'r ')]oi 
+ t",?xkl + Pkltl") au}feti)lu,'

Ol d'zrpr'ès la proposition 3.1, on a

l"r,l"o?xr' + Pkt)lri o, : 
I"r, l"o?x" + P'r)lnL da,

et d'après la proposition 3.2, on a
(4.2.44\
f  /  , - , . -  \  f  /  \
|  (r ,  ["oerto') ] is i les(-xkl+pkt) l , i i  I  a, :  |  (rr leael, i i ) l t  t* leuÇxoi +pni111,1\ ay.

. / r ' \  /  J r , \  /

Pal conséquent, en utilisant (4.2.43) et @.2.aQ dans (4.2.42) on obtient le résultat

iuulollce, a savolr

,^ a,\ [t '1":Ë,â{ 1""
(4.2.45\ {

I ;,â{ l,(,rv,r
Ceci acirève la démonstration. I

l"o?xoi + Pni)l*, ay)p671,,
) -

-rhnj) lr ,+l"a?xi j  + pi j ) l* ,)  as) k@)loi
/  ) -
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4.3. Identification de [q],r+rr I < j ( n dans f)-

Soit pk solution du problème local (3.1.2). On suppose que çk : çk(l/,2) vérifie

I'hypothèse de régularité suivante

(  ùçr  € r l2oc(o,  hr ,Hl(v))  n r tc{Jo,h1[xrR")
(  4 . : 3 . r )  {  â ,  n kI

I u) Ê e L?o"(o, ht, rîV)l n Ll,or0o, h., [" rR")

on définit alors (k : -gt" *2an et nk : pYyek.De même on définit les fonctions

suivantes par Y-périodicité :

(4 .3 .2 )

Il est facile de voir que

(4 .3 .3  ) -  div,  Tl ' ' *  :0 dans f)- .

I e''r {r, ") : ,Çk (T, t)
{

[  2 ' 'o(" ,  z)  :  r :k ( ! ,  z)

On introduit cette hypothèse supplémentaire concernant !,,k ,

( " l  
= p > 2 tel que {(! ' ,r) ,},ro c Ifo.(C)-), locatemenr borné

( r .3 .4 )  (  o

lù *(! ' ' r),  
) 0 au sens des distr ibutions'

On a le résultat suivant :

Proposition 4.7 (Baffico & Conca [3])
Sttpposons que les hypothèses (4.3.1) et (a3.$ sont satisfaites. Alors v CI' cc Q"n,,

rm, a, Les conuergences su'iuantes

a) e',k ^ 2yp d,ans fIt(Q') faible

' \  ô  ,  - , - ,
.  b) 

;(e' '-) 
--- o dans L2(Q') rort

(4 .3.5)  ,  
u ,

c) n',k -.nk - rmy(qk) dans L'(e') faible

d) 
*(r' 'r), 

- 
*Qtr), 

d,on, H-r(et) Tort r < i < n
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D'après (4.3.5) c) et (4.3.3), on a

- div" To :0 dans f)-.

De la même manière, on suppose que ,bk:rbk(A,z) solution cle (3.1.6) vérifie

(4 .3 .6 )

(4 .3 .10)

(4 .3 .12)

(4 .3 .7 )

On définit ry'''k

(4 .3 .8 )

On introduit

(4 .3 .e)

I 
' rr e Lîoc(o, h, HÏ (y)) n ,ïoc 00, h1 [x rR')

\ ,  # € , ioc(o,  ht ,  Lî (Y))n , ioc{ ]o,  h1[x rR,)

par

d' 'k : 2p' V r l t ' ,k + Vre',k,

r.rn a alors en uti l isant (3.1.6), (4.3.2) et (4.3.9),

- div, d''* - 0 dans CI-.

On suppose que d''Æ satisfait la régularité

/ \
( "l 

= p > 2 tel que {(d',r) r},ro C Lïoc(Q,-), localement borné
(4 .3 .11 )  {  

"I b\ !(d''k\. ) 0 au sens des distributions.
V  i J z , -  / r -

On a Ie résultat suivant :

Proposition 4.8 Supposons que les hgpothèses (4.3.7) et @.3.LI) sont sati,sfaites.

Alors V Q' cc {lrn, on a les conuergences suiuantes

a) ,h',k - 0 dans Ilt(O') fai.ble
A

b) 
;(l/ ' 'n) 

+ 0 dans t21Q'1 Tort

") t'k - dk : mv(2tt Yorhr + vr(*) dans L2(Q')' fai.ble

d) !a"(d',*), - 
*(ak) 

aans H-L(Q'!) Tort t < i < n.
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D'apr 'ès (4.3.10)  et  (4 .3.12)  c) ,  on a

(4 .3 .13) - div" d,* : 0 dans f,)-..

Démonstration de la proposition 4.8

On utilise les résultats classiques concernant la convergence des fonctions périocliques

pour les trois premières assertions. Pour la dernière, on utilise le lemme 4.3 de cotr-
pacité (les hypothèses du lemme étant vérifiées car on a supposé (4.3.11)). r

Nous allons à présent montrer que

Proposit ion 4.9 Si (4.3.1), (4.3.4), (4.3.7) et @.3.7I) sont sattsfaites,

al,ors à une sous-su'ite près, on alq,l"'arr - [Ç]"r+1p dans Lr(Q,^) fai,ble yI < j < n,

ot\

tat.+u*:Ë2{1",
-+t It l,("H

0(-ç '  t  2y, )" dy

2aù
+ L i '

) l"ta)J,*,n

orlkt'tl,
( 4 .3 .14 )

ôan

" -gt  

+
oan

( -

Démonstration

scrit / €D(aà. soit ç-' 'r ' : (0,(',k). on multiplie ladeuxième équation cie (2.2.s)

lrar' (!ç-e'rc et on intègre par parties. En utilisant (4.L2), on obtient

(4 .3 .15)

- 
In,lo'' 

.P* o d,rd,z : - 
I*y'o r).(,r d,rdz + | 

e,!*l . v(,r ô d,rd,z

- 
I:,:' "''' 

v ('r ô d'rd'z'
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Apr'ès quelques calculs élémentaires effectués sur Ia deuxième et la troisième intésrale

clu membre de droite, on aboutit à

(1 .3 .1e)
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(4.3 .16)

-l::'' ('k6 d*d,": -l[{rô).(,kara" -f u'v,u;+r.v,(,,kq d,*d,"

- 
In^i ,'##r d"rd"z ri l:^*r.,y,ç',k6 d.rd,z

- 
fn,.i[n'],*',*rÇr d,rd,z-t]j Ir,.E Éffffr rrrctz.

Soit y'f 'k : (0, ,lt',\. On multiplie la première équation de (2.2.b) par S$,,k. on
intègle par parties et on utilise la définition (4.1.1), on aboutit à

(r.3.17) fif - vp, + e1.$,,k6aro" : [G,rû.ri,'* + [zp, "qæ1 : v$,.kq dnd,z
J dl,n J (z^ J e,.

En exprimant la deuxième intégrale du membre de droite differemment, I'expression

ci-dessus devient

[ [ç= 
-vp, +e).ri,,rôd,rd,z: [G,vù.,i,,r + [u,v,u;+r.y*r1,,,k6 dtc]z

,  f  Je," J{7,n Je"^( r ' r ' rÙJ 1 r  +,  ,ôu1 ,o4s' 'n r  n
| + / L 0"+)+Q drdz + | ) . [('],*'^*rT,h d,rd,z.( re,, k"' a, ) a*, Q d'td'z* I-^>-[(']"'+"'+' Tr "

Nous allons exprimer la deuxième intégrale du membre de droite de (a.3.18). En
intégrant par parties et en utilisant (4.3.9) et(4.3.10). on a

Iu'Y,uï*r.Y,rb''kô d,rd,z : -: f zfl*, div,( Zp'y*rb',k)g drd,z
Je,, 2 Jç","

f- | p'u'n+tVrô.Y*th',k drd.z
Je^

L f: 
i Jn^u'n*' 

div'(V *ç''k)$ d'nd'z

- [ , 'ul*t7,ô'V *th' 'k d'rd,z
J a,_
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Err intégrant de nouveau par parties (la prem

(4.3.19)) et en uti l isant (4.3.9), on aboutit  à

/ l '

| | w'v "u|+r.V,rh' 'kô 
d.rd,z :

(4 .3 .20)  { ' n -
I
l.

Par conséquent l'expression (4.3.13) devient

intégrale du membre de droite de

(4.3.21)

trn additionnant (4.3.16) et (a3.21), on a (en utilisant la définition (a.3.9))
(4.3.22\

rere

-l 
I,-v'u'n+r'Y'Ç''k Q d'rd'z

-i 
l::-, 

(d''k 'v*6) d'rd'z

I:^ 
- yp' + d1.g''k6ano, : 

I[:rô).,i''r 
- 

; I*,,v,u'-+t.y *Ç,'k6 d,rd,z
'  

[u7*, (d',k.v,6) d,rd,z- i  
Jn^

+ [ irr'P5Y:sd,rd,z
Jn* 7--, 

" dz ' drt

+ [S ' t "  ' 'a ' | " 'k
Ln^L [€"ln+r"+r -a" Ô drdz'

l:: 
-Yp' + e1''i''k6a'a' - 

fu*n'' 
'('k6d"rd'z

: -l[?:r6).('kara" - 
I#*,-.o,u"n+rô d.rd,z - 

Ir^D ,'fffff o*0,
- 
[_i[n'].*,.*,ffô d"rd"z,-]j Ir,_Dfrla'*)o s d.rd,z

+ fre'vo).,tr',r 
- 

i I::., (d',k.v,6) d,rd,z

* 
Ir".r:ir[€€]"'+rn+r Ço d'td'z'

\;Iaintenant nous allons passer à la limite lorsque e ---+ 0 dans I'expression précédente.

Poul cela, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

D'après la convergence (4.3.5) a), on a

(4.3.23) (,r - (a : (g,2yp) d,ans Lr(e,) faible.
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De nrême d'après (4.3.L2) a), on a

R.egaldons ce qui se passe pour le membre de gauche de @.8.22).

En intégrant par parties et en utilisant (4.1.10), (A.L.LT) et @s.2Q, on obtient

(4.:3.24)

(4 .3 .28)

(4.3.2e)

,I''r --- o dans L'(a,) faible.

ln,_r r'' 
.(,k 6d,*d,, - 

Ioo' 
( sd,rd,z.

- 
ln,^@'y ô).*,k d,rd,z - - 

In,_(qv s).( d,rd,z.

- 
fn,^!''*'v "1,*1$ 

d'nd'z - - 
In,,|r'v,'n*rQ 

d'rdz'

( r .J .25)

De nrême après intégration par parties et d'après les convergences (4.1.11) et (4.J.23).

oll a

(4.3.26)

Inti:ressons-nous, à présent, au membre de droite.

D'apr'ès (4.1.13) et (4.3.23), on a faci lement

(4 .3 .27)

En intégrant par parties Ia deuxième intégrale et en usant des convergences (4.1.7) et
(4.3.5) c). on a (de nouveau après intégration par parties) :

En intégrant par parties la troisième intégrale, on obtient

- 
In,_i É##r d,rd,z:Ë ,-,,n ,, . ft{f ,k)i,ôuî)aô(o,)

* ln^i rr',*),,î# d"rd"z,

<rrlr O' est tel que f,)' CC f)- et supp ë c Q'.
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Or d'après les convergences (4.3.5) d), (4.1.7) et (4.3.5) c), on peut passer à la limite

.\, ch'oite dans I'expression ci-dessus. On obtient donc en intégrant par parties
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(4 .3 .30) - 
In".i t##r d,rd"z ..- - 

ln,.i rort, ffo clrd.z.

f -- I G'vÔ)''lt"'k drdz --.o'
J ç)^

D'nne part d'après (a.1.13) et(a.3.5) b) pour Ia quatrième intégrale, et d'autre part

cl'après (4.L12) et (4.3.12) b) pour la dernière intégrale, on voit aisément que ces

intégrales ont pour limite 0.

De même, pour la sixième intégrale, en effet d'après (4.I.I2) et ( 3.I2) a), on a

(4 .3 .31)

Poul la septième intégrale,

1 1 "  ] f
G.3.32) -; 

Jr.^u|+, 
(d' 'r.v,ô) d"rdz -- '  - i  

Jn,.u\*, 
(d*.V*g) d,rd,z.

En intégrant par parties la cinquième intégrale, on aboutit à

I  tS,, '* '  oui . t-- 1+ n '
,  Jr_+ 

(d ' ' * ) , .  
É ô drdz:  - ;>.  Fr-r (e ' )  .  u(d ' ' * ) l ,ôu|  >aà<a,t

( 1 . 3 . 3 3 )  
"  " " t n i : L  b - !

_1 t + -, aô- 
1 Jn^ | (d''.)o "îfr drdz'

crir O' est tel que f)' CC f),n et supp ô C Q'.

Ol cl'apr'ès les convergences (4.3.12) d), (4.1.5) et (4.3.12) c), on peut à présent passer à

la linrite dans le membre de droite de l'égalité ci-dessus. On obtient donc en intégrant

à nouveau par parties la convergence suivante

(4 .3 .34)
'ulr,-}(d''r)nffoo*0"'I fn,-i tnrt'olo ̂  o*0,

iJz
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Fina

(4 .3 .

(4 .3 .

En intégrant par parties cette dernière expression, en tenant compte de Ia deuxième

écluation du problème (4.1.14) et de (4.3.13), et en regroupant judicieusement cer-

terines intégrales, on aboutit à
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lement en uti l isant (4.3.25)-(4.3.28), (4.3.30)-(4.3.32) et (4.3.34), I 'expressiotr

22) devient à la limite

35)

| [or' (Qd,rd,z : - finro).(ara" 
- 

[2*.v,rna1g d,rd,z
| 

.l n,,, J {t,n J {t-,n

{ [-0,@\'3:Ô 
d'rd'z - 

T I#:'.' 
(4k v'6) rlrd'z

I

|  * t  t f  ra* '  out  r  1 r
[  

-1 
Jn^1ru 

)t '  *  Q o'raz'

(4 .3 .36) lo: lo,","t() ô d.rd,z - Ir^2

I * In,^i u*t, l"(û)l^*,0

2(rtr)n ["(4] n+ri ô drdz

ô drdz.

lQ).+t":irruro [.(d] n..ti l iu-t, l"(ù)l**ro-
t : L  

'  
i : 7

En utilisant les définitions (4.3.5) c) et (4.3.12) c) de Tk et de dÆ, on a

f bt,*,r: ù I { 1", %@ au\luçtll^*,.
(4338) 

I 
-+re,{ I"(,, *w*W) *}r,(d)r,*,n

On :r clonc au sens des distributions, en utilisant le fait que q , .((-k) :2[q]nay",

( r .3 .37)

Ol rl 'après

(4 .3 .3e)

Ia proposit ion 3.1, on a

0(-ç '+2Ue)I",\Po,:1", oan da,
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crt cl'tr,pr'ès la proposition 3.2, on a

(4 3 40) l" (r, H . *+^) o, : l, (r, #r.

la.*,o: ù I { 1", LfiP av}ps1t.*,"

I + Ë t l" Q' H. L#" aslp6)t-*,,

ô(-ç' -t Zat,) o,

Pal conséquent, en utiiisant (4.3.39) et (4.3.40) dans (4.3.38) on obtient le résultat

arrnoncé. à savoir

oy*

I  r  - r " ]-  
Le \u ) )  n . * r r t r L '

( 4 .3 .41 )

I,a urer,trice q' étant svmétrique, cela implique que q est symétrique et par conséquent

[r7],,art : lq]nn+t Ceci achève la démonstration' I

4.4. Identification de [q],,+r",a1 dans f)-

()1énonce et on clémontre le résultat suivant qui permet I'identification de la delnièr'e

r:oruposa,nte de q :

Proposition 4.10 le'fn+v,+r - lel,,+n+r dans L'(Q,-) faible (à une sou,s-su,i'te

1tràs)  oî t ,

( 4 .4 .1 ) [Ç ]n+rn+r  : {iI I"r, dr}["(d] n*rn.,,

Démonstration

Poru' cléurontrer ce résultat, nous allons procéder comme dans [1] ou [2]: on va utiliser

Ia nréthode de Brizzi [5].

Orr sait cl'après (4.L.2) que [q']",+1n*r : 2p'ry -'+Ï et de plus

1t,' : 1t,1yç;ne,. * ItZXA;aA^, par conSéquent

lln'1,*,^+t:2,t "(ry) 
*rr, 

"(ry)
I -e,(a("li,)-n(ry),( 4 .4 .2 )
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oi r  ( t r , i11)a :  u7+Jaî ,  (u i+)o:  u 'n+|o;  (z  :7 ,2)  e t  I 'opérateur  P;  représente le

lrlcrlotrgetnent par 0 dans CI \ f)f (i : I,2).

on ali.ive facilement à montrer que pi('t";i"') et po(a'''ot'tn) ,ont bornés dans' \  o z  
/  

" \  o z  
/

L2({),,,,), par conséquent par extraction de sous-suites, ii existe ui et ^1i e ,L2((-1,-) tels

, (a@i*Jt') - ,n dans .L2(n-) faibte
ôz)

p (ô(ui*Jo) - ,u dans ̂ 12(f)-) raible." \  dz  /

que

(4 .4 .3 )

et

(4 .4 .4 )

Norm allons à présent identifier ces deux limites.

Concernant u;, ofr à

(4 .4 .5 )

oir p est défini par (4.1.16). (voir Baffico & Conca [3]).

De la même manière, nous allons expliciter 7;.

So i t@e2( f ) ) , a l o r s

(  , ôun* r

) " :P \n ' z )  ô ,

Ir: (r-p(r,ùry#

)aot(o') : - 
fn,.XQ;nQ," 

ui*rff a'a'

- I,^,,(wfl.,-)oo*0,

)no'(o,) : - 
fn,.(?) 

ufl*rry* a*a"

- 
In,J1 

g rtrd"z-

H-, (e , ) .  * (xo ïno , . ) ,  ô  r i ,+ ,

(4 .4 .6 )

1)1 peuse à la iimite dans le membre de gauche, en appliquant le lemme de compacité

<le \,lrrrat (lemme 4.3) à la suite {fit r1^n-)}.ro (cette suite vérifie les hvpothèses

rlu lernrne voir [1] ou [5]) et en utilisant (4.1.7). Pour le membre de droite. on utilise

(4.1.5) ,  (4 .1.15)  et  $ .a.a) .  I l  en résul te

H-,(a,) .  *(?) ,ô u.-+r
(4 .4 .7 )
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On cléveloppe le produit de dualité dans I'expression précédente. on obtient donc au

sens des distributions I'égalité suivante

(4.4.8) 'n:  P(r ,ùY#

De nrênre, en passant à Ia limite dans ( 
fi&nrnn,.),Ô,'Â.+, 

) et en utilisant à

rrolrvealr Ie lemme de compacité, on obtient

(1.4.9) ^tz: (7 - P(r,ùryî

D'après (4.4.3), (4.4.4), on a [q]",+tn*l :  2pt 'Yt*2t-t 'z^lz - ur - u2. Par conséquent'  à

I 'zr icle de (4.4.5), (4.4.8) et ( 'a'9), on aboutit  à

(4.4.10) lQln+n+r :2( t , ,p(r, z) + uz(t -p(", '))) +: 
- U?:' 

,
\  

' /  uz  oz

r:e <1ui donne Ie résultat annoncé, à savoir

( r  r . 11 )  [Ç ] " ,+ r , , ,+ r  :  
{ ù  : r r ra r } ; " t a ln * rn * l  

-  
[ e (u : ) ] r r * rn *1 .

Cer:i termine la démonstration. I

4.5. Identification de q dans 01 et 02

proposit ion 4.11 Pouri: I ,2 q' lon --. Qlao d,ans L'(Q*)"*t" Toiblu (à u,ne sou,s

stt,'i,tr: 'pr'ès)

ot),

(4 .5.1)  q lçn:2p ' ie(Ûle, )  -  e( r7 lo ' ) '

Démonstration

D'après (4.1.2) ,  on a

(4.5.2\  q ' lan :2P, ie( t  lo , )  -  e(û ' ln , ) '
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Le réslltat est immédiat, on utilise pour ce faire les convergences (4'1.5), (4.1.7) et

( 4 .1 .13 ) .  r

4.6. Conclusion

D'apr'ès les proposit ions 4.6,4.9,4.10 et 4.11, la définit ion (3.1.3) du tenseur "4 et la

rléfinition (3.1.2) du tenseur B, on conclut eue Ç, û, et Û sont liés par la relation (4.1.18).

pa1 ccrnséquent, comme q vérifi.e le problème (a.LlQ et d'après la proposition 4.2. on

ir lrien que (t7, p) et (û,p) sont solutions de (3.1.16)'

D'après les propriétés des tenseurs A et B,le problème (3.1.16) admet une unique

solution. par conséquent les suites toutes entières ù,' et f convergent vers ul et u-

lespectivement .

Cc,rci achève Ia démonstration du théorème 3.4' I

5. CONTROLE OPTIMAL

N.*s allons appliquer les résultats obtenus précédemment pour I'étucle clu contrôle

optimal que i'on a introduit au paragraphe 2.1.

Soit le r'ésultat de convergence suivant

Théorème 5.1 Pour 0 .frré dans l,lo4, on considère (û,p) solu,ti,on de

( -  a t  @e(û) ) : f  -Yp+d d ,an,s  r )

I
(5 .1 )  \  d tu  û , :0  dans  { l

I
I
I  d :  0  sur  0Q,

lu, fon,ct'i,on cottt étant déf'ni'e par

- l f , 4 / r
( i-,2) to(û : ;  . l*B 

e(û,): e(û') d'rdz *; 
J"ld(araz'

,Al,rtrs Le r:ontrôle optrmal d'* du problème (2.2'1)-(2'2'3) uéri'fie

d'- -- d- dans tr2(Q;'+t fort



(5  3 )

De: pl,u,s

(5 .4 )
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r:t. 0'* .so,ti,s.fo,i,t la conditzon d'optimali'té

lo(d) : min lo(0-),
0eU.a

lir4 J.(d-i) : Jo(F-).
e*0

Démonstration

Première étape z Esti,mati,ons a prt'ori

D'apr.ès ia définition du contrôle optimal, on a pour tout d d.ans l'{oa

(5.5) *f f r : l l ; ,1ey"*,  s J,(o '*)  s J,(d) < c '

Donc lldill.rpl^*r €st trorr..O et par extraction de sous-suite, on a

(5.6) d'* - d* dans L21Q1'+t faible,

r:n lait la convergence est forte dans L2(Q)n+1, on le verra plus loin dans la

,lérrronètration (cf 5.19). Soit (t7i,pi) et (lllii*,p'*') l'état optimal et l'état adioint opti-

nrnl (respectivement) associés à d-i. On reprend les tnêmes arguments utilisés dans Ia

rlénrolstration du Théorème 3.4 (le fait de remplacer d pu, d; dut. l'équation d'état

ne pose altcun problème) et on obtient

( û'*-.'t7* dans /{l(CI;"+t faible

t"
l r"- ̂

 p* dans ,3(CI) faible
(5 .7 )  (

| -' - dans f/1(0;"+t faible
lu ; . - .u * l
I
( p; - pf dans r|(fi) faible

où (r7*,7-r*) et (Û*,p') sont solutions de

( - ai" (,a, e6.1) : f - Vp* + g-* dans f)
I
I ai" (n e6-7 - B e(û*)) - -Yp'* dans ct

(5 .8  )  {
I ai" d* : div u-* :0 dans Q
I
I
I 17* : ri* :0 sur 40,
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le contrôle optimal 0* est caractérisé par I'inégalité variationnelle

f  .  - - : r  . :  : ,
d* euoa * 

.ln@. 
+ l/g--) (d - d-1> ovd eLln,a.

Deuxièrne étape : Conuergence de l'énergi'e

En intégrant parparties et en utilisant laseconde équation de (2.2.5), on aboutit à

(5.e)

lirr i1tégrant maintenant par parties Ie membre de droite de (5.9) et d'après la preniière

ércluertion de (2.2.5), on obtient

68

(5 .10)

r f

Jn"@):  
e(û '*)  drdz:  

Jn2u'e(û) :  
e(ù '*)  drdz

r
: 

Jnrr'"(r7i) 
, e(fi) drdz

f
: - 

J, 
div (2p." e(û'*)). tr. drdz

f -- 
Jnff' 

- vP'. + o'-)' fi drdz'

( 5 .11 )

En ltilisant la première équation de (5.S) et par intégration par parties dans le membre

cle 4r'oite de (5.11), on obtient (en utilisant les propriétés de symétrie de "4)

En rrt i l isant les convergences (4.1.17),(5.7) et (5.8), on a

(5 .12 )

[r"f*l 
: e(û,i) d,rd,z--- 

Ir, 
-Vp* + d).û. d,rd,z.

Ir, 
- Yp* + d*1.ù* d"rd'z : - 

I*o* 
(A e(û,-)). û* drd,z

: - 
IJ 

e(û.) : e(û*) d"rd'z

: -  
I "@.) 

:Ae(û*)d,rd,z

: - 
lrdiv 

(,4 
"(r-.)). 

û,* d,rd,z.



(5  13)

l- l^div (,4 e(r-.)) û,* d,rd,z: - 
Irdiv 

(B e(ù,.)).ù'* d'rdz+ 
fvr'.a* 

rtrd,z
I ra

1 
: - 

I.-o* (B e(û'*))' û* d'rdz

| 
: 

lns "@-) 
: e(û'*) d"rd,z-
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\Iaintenant d'après la seconde équation de (5.9) et en intégrant par parties dans la

clernière intégrale de (5.12), on aboutit à

Filalement, d'après (5.10)-(5.14), on obtient la convergence de l'énergie suiva,nte

r r
(5.14) 

Jn"W) 
|  e(tr .)  drdz---+ 

J 
U 

"(f . l  
:  e(ù,*) drdz.

Tboisième étape

D'après la défrnition du contrôle optimal (cf (1.3)), on a

(5 .15)  Yde l ' loa  J , (ù>J,@).

Jin passant à la limite dans I'inégalité ci-dessus, on obtient

(f,.ro) to/,) >-i 
lru 

e(ù*) : e(ù'*) d"rd'z * f tt-*l.o 
lrrtrl2 

rtrd'2.

En pzrlticulier pour d : d*, on u

(5.i7) lirnsup I ld'-f d,rd,z I [ @.P d'rd,z.
e -o -Jo  

'  - Ja '

Err ut i l isant (5.6) et (5.17), on a

(5.r8) ri"r / 1d'*12 d,rd,z: [ @.f d'rd'2.
. * oJo ,  Ja '

Avec (5.16)  et  (5 .18) ,  on obt ient  (5 .3) '  Avec (5.14)  et  (5 .18) .  on a (5.4) .

De plus d'après (5.6) et (5.18), on a

ei -- d* dutr ,L2(0)'+1 fort.(5 .1e)

Cet:i achève la démonstration. I
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6.  LE CAS 0 c  IR2

[,,r.sc1ue O c IR2, il est possible de trouver explicitement les solutions des problèmes

(3.1.1) ,  (3 .1.2) .  (3 .1.5)  e t  (3 .1.6)  e t  donc va l ider  les hypothèses (4.2.1) ,  (4 .2.4) ,  (4 .2.6) .

(4.2.9). (4.3.1), (4.J.4), (4.3.7) et (4.3.11) introduites tout au long de ce chapitre. Pour'

Itr clécornposition d,eY. il faut se référer à ia figure 2 (à gauche).

Da,'s ce cas, ces problèmes deviennent des équations différentielles ordinaires dans

)'' :]0, 1[ avec des conditions de périodicité aux bords'

Les problèmes (3.1.1) et (3.1.2) deviennent

(6  1 )

-*(', 
*rur+ s)) : -# dans lo' 1r

ft 
: o dans lo' 1[

x (0 )  :  x (1 ) , r r (0 )  :  11 (1 )

cf,

(  d l  d ,  . \

(r i . :y l -Tr lu*t-v+za)):0 
clansl0'1[

I  e(o) :  P(1) '

Ou a le lésultat suivant (du à Baffico & Conca [3]) :

Proposition 6.1 Vz e [0, h'11 fi,ré. Soi,t y,r1 et p défini's par

(  x :0
)

\ , ,  : , ,

(z - 9)u
ltz

r:t,
s i  y  e ]0 ,a (z ) l

p@) :1 ,, - fi i, *  ̂ i- i, si s ela(z),b(')l

P - fi)u + @ - r)(l - 
fil si v elb(z),l"[
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0:t)?.(,) cL : a(z) et b : b(z) et

c : c(z): r(ù I"Ï *)-'
Alot's (X,rr) et ç sont les uniques solutions (à une con'stante o,rlditiue près) d,es

probl,èrn,es (6.I) et (6.2).f

Rerrarqu e 6.2 On peut calculer ce que vaut C(z), on obtient

c(z):ffi'
E1 étudiant la régularité des solutions des problèmes (6.1) et (6.2) et en supposant

(lrre // ,2 1 tt , t , les hypothèses (4.2.1), (4.2.4), (4.3.1) et (4.3.4) sont satisfaites (cf {3]).

Etrrclions à présent les problèmes (3.1.5) et (3.1.6), ils deviennent respectivement

(  d , ( ^d^ ,d ,  , \  d r z

| 
-ûl'r 

a + fr{-x+ ù) : -f daus lo 1[
( t t .3 )  {  9 :o  dans l0 .  1 [

lda
l
I  r (o)  :  ) (1) ,  "z(o)  

:  rz(r )
c-lt

(  d . (  duh  d ,  \

(( ' r) I 
-; i lr 

# + f,rt-v + zu) 
) 

-- o dans l0' 1[

[  ' l (o )  :1 ' (1 ) '

Proposition 6.3 Vz e [0, h1l f iré' Soi't À,r2 et t! défini 's par

1À:c1
)

t,, : ,,
l't't, (1 et c.2

t
, i ' (1/):  

1

t

son,t des constantes et

hw-1,,
*,* - f,,*"(L*- fii-r*,a- #,,)

si, y el},a,(z)l

s ' i  y  e la (z ) , l , (z ) [

#," 
- 1,,+ (a - r(,# - fii 

- (#- h,) si v etb(z),rl
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(t,1' ec

g:K(z) : -LQ|" r+pz) -C)
zPtP2

(C étn,n,t rtéfini d,ans la proposi,tion6.I). Alors (\,rz) etQ sont les unique's sol'u,ti,on,s

(à, tmr: consto,nte addi'tiue près) des problèrnes (6'3) et (6.a).1

Il nous reste donc à vérifier que les hypothèses (4.2.6), (4-2'9),(4'3.7) et (4.3'11) sont

satisfaites. D'oir la relrlarque suivante

Remarque 6.4

D'après Ia proposition 6.3, il est facile de voir que À : cr vérifie I'hypothèse (4.2.6).

De plrrs I'hvpothèse (4.2.9), n'est plus nécessaire car car on peut directement passer

i\ la liniite dans < &6,u7+t ) en utilisant Ia forme explicite de rz et de ri.

Ensuite. d'après I'expression de tl,t (voir proposition 6.3), et comrrle la fonction /r,

sertisfait i) et ii) (voir paragraphe 2), on montre que ?, € //fuc(y x [0, h1[) (vue corlrrne

tirnction cles variables y et z). Par conséquent I'hypothèse (A3.7) est sa,tisfâite. Nous

allons montrer ce résultat.

Err effet. cela provient du fait que r/ est une fonction de a(z) et de b(z) et que ces

fonctions sont définies implicitement par la fonction h (h(a(z)) : z et, h'(b(z)) - z).

Pa1 conséquent par le théorème des fonctions implicites, Ia régularité de a(z) et de

6(z) clépencl de celle de la fonction h et cles hypothèses i) et ii) sur ir (cf para,gra'phe

2). Ol par hvpothèse, on choisit h de manière qu'elle soit assez régulière.

Err conclusion, si Ir e CL(Y) alors ,! :  r!@,2) e Hlor(Y x [0,ht[).  Et donc r/ vér' i f ie

(4 .3 .7 ) .

Crrrrcelnant I 'hypothèse (4.3.11), comme on peut explicitement calcule, + û'Y,
dv 0v

I'explession (4.3.9) devient d' : K(z) oir K est défini dans la proposition 6.3'

T,e lrgint a) cle I'hypothèse (4.3.11), provient de Ia régulalité cle /((z) clui provient

. l le-rrrèrne cle cel le de C(z).

pr;rrr. Ie point b), on doit vérifier que 
ff 

a0 au sens des distributions, c'est à clire
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vgeD(Q,ô>o < 9{ ,0>>0.
Uz '

D'a1l'ès I'expression de ,I( et après calculs, on obtient

.Y.6>- - <c(z\rL + t ) - 99t.P r.
dz ' ' l,rt 

I,I2' 21,r,111.2 U2

r r r  c l 'après [3] ,  s i  t tz 1Fr,  or  a -  (  C(r) ,# ra 0,  et  comme /rr ,Fz ]  0.  par' " dz

c'onséqr:ent

- < c(")(a * !),P >> o.' l t t  
F z '  o z

r. ( -\2 aô ad, -De rrrêrrre a 
ffi,# 

r) 0, par conséquent on obtient bien que 
; a 0 au sens

cles distributions.

Ler point b) de (4.3.11) est donc démontré. I

Remarque 6.5

[,es propositions 6.1 et 6.3 nous permettent de calculer explicitement les coefficients

cles tenseurs A eT B.

Pour le tenseur "a (cf [3]),

( r r t  
h t  1z  1  zo

Iat r r r :Q2222 :7 r r -  0<  z  <h1

I
\2p"  -zo1z10

.,r\;.r,* : 
ù 1", 

o, et tt* : (iI |"irù-' 
: "y', les autres coefficients cle

"4 étant nuls.
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Pour le tenseur 6,

les trutres coefficients de 6 étant nuls.I

br t t r  :  bzzzz :  I  Vz  €)  -  zs ,zs l

[ t  . ' : 12 l  

zs

bt2rz : btzzt : bznz : brrr, 1 Y? o < z < lt,1
l4
I r  -zo1z1o
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CHAPITRE III

CONTROLE OPTIMAL ET TERME ETRANGE

D'UN PROBLEME DE STOKES

DANS LES DOMAINES PERFORES.

INTRODUCTION

Le ltut de ce chapitre est d'étudier le problème de contrôle optimal pour Ie problème

cle Stokes dans les domaines perforés avec des conditions de Dirichlet sur le bold des

trous.

Corrsiclérons f) un ouvert borné connexe de IR' (" >- 2) de bord ô0 Lipschitz eT

(:l'eusons dedans des trous. On obtient un ouvert 0, (e un paramètre strictement

positif). Plusieurs situations peuvent se présenter selon Ie comportement des trous.

ç;1 va, se placer dans Ie cas où quand € - 0, on creuse dans Q de plus en plus cle

tlous, répartis régulièrement mais de plus en plus petits.

Tr.ois ca^s peuvent alors se présenter: ou bien les trous malgré leur nombre, sont de

1aille |eaucoup trop petite, ou bien les trous sont trop gros. Entre ces deux situations,

se sitle le troisième cas où les trous ont une taille critique, adaptée à leur nornbre et

ir leru'r'épartition.

Reaucoup d'études ont été faites dans les domaines possédant ce type de perfbration :

le pr.oltlème de Dirichlet dans un ouvert avec des petits trous a été étudié par Sanchez-

Palencizr [15] et Cioranescu [4]' [5] et bien d'autres".

Certains écoulements sont gouvernés par les équations de Stokes ou Navier-Stokes avec

rles conditions de Dirichlet sur les bords où se trouvent les obstacles' et le domaine clu

fllicle est d'un point de vue mathématique représenté par un ouvert perforé pal rles

tr.o1s (les obstacles). Lorsque le nombre de trous augmente, l'écoulement tend vers
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la solution du problème homogénéisé donné dans un domaine sans obstacle.

Cloncerna,nt i'écoulement dans un milieu poreux, il a été prouvé que I'homogénéisation

rles équations de Stokes aboutit à la loi de Darcl' si le domaine est représenté par la

r'épétition périodique d'une cellule élémentaire cle taille a, dans laquelle I'obsta.cle

est lufmême cle taille e (voir par exemple Lions [t0], Sanchez-Palencia [14] avec la

rn(rthocle double-échelle et Allaire [2] pour des obstacles solides connexes...). D'autres

équations décrivent les écoulements d'un fluide dans les milieux poreux : par exemple.

11 lgi de Brinkman qui est I'intermédiaire entre Ia loi de Darcy et les équations de

Stokes.

I,olsclue ie milieux por-eux est modélisé par une répétition périodique d'une cellule

ril(:rnentaire de taille a dans laquelle I'obstacle (soiide) est de taille e3 (cas tridimen-

sionnel). Allaire [1] a prouvé la convergence des solutions du problème de Stokes vers

la solution du problème de Brinkman. Le problème de Brinkman est en quelque sorte

rrn ploblème de Stokes dans lequel intervient un terme supplèmentaire qui exprime,

r:n fait. la présence des trous qui disparaissent après passage à Ia limite. Pour le

plotrli:rne du Laplacien, le même genre de phénomène se passe (voir Ciora,nesctt &

N{rrlat [3] qui ont appelé ce nouveau terme "terme étrange").

Phrs généralement, lorsque la taille des trous est plus la,t'ge qu'une certaine taille

r:r'itique (défrnie par la suite $1). Allaire [1] a établi que Ie problème homogénéisé suit

rrne loi cle Darcy. Par contre si la taille est plus petite, alors il [1] obtient les équations

cle Stokes comme problème limite.

D;'rns notre étude, nous allons nous placer dans le cadre décrit auparavant, c'est à clire

r11e I'on va considérer les équations de Stokes dans un milieux perforés périodiquement

aver: (lonc. des perforations plus petites que la période.

(}rrnnrer pour les cliapitres précédents, on associe à ces équations un problème de

contr'ôle optimal (défini au $1). On verra que ce problème admet un unique contr'ôle

optirual (voir Lions [9]) : notre objectif étant l'étude du comportement limite (lorsque

c --* 0) clu contrôle optimal et Ia caractérisation de cette limite comme étant le contrôle

optinial associé au problème homogénéisé .

1,,, f,1,p€ cle ploblème de contrôle optimal que I'on considère, a été étudié par Kesa,van

et Vanninathan [8], Kesavan et Saint Jean Pa,ulin [6] dans les dornaines uon-perfbt'és
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et pa,r Kesavan et Saint Jean Paulin [7] dans les domaines perforés. IIs ont étudié [7]

1n problème de contrôle optimal dont I'équation d'état est un problème elliptique du

ser,oncl ordre avec des coefficients périodiques et des conditions de Neumann sur le

|or.cl des tlous. Saint Jean Pauiin & Zoubairi [12] se sont intéressées au problème de

Stokes dans un domaine non-perforé. Rajesh [11] a considéré le problème de contrôle

qptimal pour le problème de Dirichlet dans les domaines perforés (ie dans Ie mênre

cach'e qLre [3]) et il a obtenu un "terme étrange " à Ia limite dans la fonction coût.

Dans ce travail, on va se placer dans le même cadre (géométrie et équations) que

AIIaire [1] pour l'étude du contrôle optimal.

Ce cha,pitre est composé de cinq parties organisées de Ia manière suiva'nte. Dzrns

lzr lrremière partie, on présente le problème et Ie cadre géométrique dans lequel on

va travailler. Dans la deuxième partie, on rappelle d'une part, quelques hypothèses

(H1)-(H6) dans le domaine perforé concernant les trous (voir Allaire [1]) et d'autre

part, les résultats principaux de I'homogénéisation des équatious de Stokes . Dans la

tloisième partie, on se place dans le cas critique, on homogénise le problème acl.ioint

et on établit les résultats de convergence concernant l'énergie qui apparait dans la

ftrlction coût. Dans Ia quatrième partie, on identifie le problème vérifié par la iimite

r'hr contr'ôle optimal. Dans la cinquième partie, on étudie le cas où les trous sont de

pr:tites tailles, c'est à dire lorsqu" 
]11 

oe : *oo.

Cjette étude est I'objet de Ia publication [13].

1. PRESENTATION DU PROBLEME

Strit O un ouvert borné connexe de IR' (, > 2) de bord â0 Lipschitz. Soit e une

slite cle réels positifs qui tend vers zéro. On recouvre CI par un maillage régulier

r le lravés Pf , i ,-  l . . . .n/(e), tous identiques, à une translation près, au pavé ] - €,€1"'.

Clra<1rre pavé Pf entièrement contenu dans f), est percé en son interieur d'un trou 7r'

iclenticlue. à une translation près, au fermé ar? où ? est un fermé indépendant de e

r,rt rr,. est la taille des trous ( 0 < a, I e). Alors Ie domaine perforé f), est défini par

t), : 521 UTf . On peut considérer différentes tailles de trous possibles. trous de taille
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''c1itique". plus petite ou plus grande que la taille critique. On définit donc o. par

(1.1) o, -- (en fan-z!r/z pour n ) 3, oe : € 0og (a,le))1/2 pour Tr : 2.

Si la limite de o. Iorsque e tend vers zéro, est positive et finie alors on dit que la

taille cles trous est critique. Si liq or: *æ,les trous sont de taille plus petite et si

lirno. :0, ils sont plus larges (cf. Cioranescu et N4urat [2] et Allaire [1]).
. - + t ,

Notation Dans tout ce qui suit, C désigne différentes constantes réelles positives

clrri ne clépendent pas de e. Les produits de dualité entre f/ot(Cl) et H-r(f)), et entre

(1111((-)))' et (Ë1-1(CI))', seront chacun définis Par ( , ) '

On désigneïa par u un vecteur de IR' et par(g6)r5rSn la base canonique de IR'.

Dans tont ce chapitre, on utilisera systématiquement la convention de sommation des

inclices répétés.

On définit par le prolongement par zéto dans les trous.

Soit B : (bri) une matrice symétrique vérifiant

(1.2)  a , , ,€n€t  < boi@)€,€ i  A am€Æe pp dans 0 et  b6 i  e  L*(Q),

oir or' et ax,1 sont des constantes telles Que ay ) d- ) 0.

Pour e ) 0 fixé, on définit le problème de contrôle optimal comme suit.

S<it l/ia C L2(Q,)" un convexe fermé non vide. Soit / e L2(Q)^ une fonction et

^r > 0 une constante. Pour d, e t lia, l'équation d'état du problème de Stokes est

<1onnée par

(1 .3 )

r-ri1,rr., p. sont respectivement la vitesse et Ia pression du fluide et €" est le contrôle.

La lbnction coût est donnée Par
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( Vp, - L^y, : l_+ % in f).

{  d ivz ,  :  o  ing .

L g. : 0 on ôfl.'

J,(Q.) :; 
Ir,BYe, : va, d" + + ln,V"l' a*.( 1 .4  )
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La seconde intégrale correspond au coût du contrôle alors que la première corresprtrrd

à l'(:uelgie du fluide. La matrice B est utilisée dans Ie but de généraliser l'énergie

tusttr:lle (on obtient cette énergie losque la matrice B est égale à I'identité).

I,e c:ontr'ôle optimal @l est Ia function dansl/f,. qui minimise -I,(9r) pour Q, €l,lfia,

i .er .

(1 5) 0I e uEo et J,(Q:): 
u!èl4"" 

J,(9,).

Cr: problème admet un unique contrôle optimal @l (voir Lions [9]). Notre but est

rl'rituclier le comportement limite de ce contrôle optimal dl lorsque e --* 0.

Iln fait. on va montrer que (par extraction de sous-suites)

4 ^ Aô dans -L2(f))'faible. L'objectif de ce chapitre est de caractériser d[
(:onurle étant un contrôle optimal d'un problème similaire, donné dans Ie donraine

rrorr-perforé f).

Définition 1.1 On définit l,'ensemble L2o(0) par

( r 6) L3(0) : 
{i, 

e z,'fnl 1 lnnr*, 
d' : o} .

2. HYPOTHESES SUR LES TROUS ET RESULTATS PRELIMI.
NAIRES

On va émettre les mêmes hypothèses que Allaire [1] concernant les trous. par
r:onsécluent il existe des fonctions (u'r, rfr, t-tr) et une application linéaile ,l?. telle
( l l le

(H1) c/ i ,  e. HL(CI) ' ,  r ' r  e L2(A)

(I{2) cliv e'k:0 dans f) et r,,'[ : Q dans Q'
(H3) r-'i - ek faiblement dans flt(Q)" et r; -0 faiblement dans ,fi(CI)

(H ) pr € tr4l-1'oo((-t)n

(H5) V o. et V u tels que !, ^ u faiblement dans Éft(O)", 9- :0 clans fe ç1

vcf e D(a),
<Vr'n- A,eî.' , ôy, )---+ ( ltp ,ôu >
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( Hb)

R, e L(H[(CI) ' ,  Hot(CI.) ')

Si u € Flot(f).)' alors Rrù - z dans Q,

Si div z :0 dans CI alors div (Rru) : 0 dans f).

l lR,s l laôro.) .  S c l lu l ls '1ey. .

Exemple 2.L Les hypothèses (H1)-(H6) sont satisfaites dans le cas particulier

t . l i t c l r aque t rou f f es tunebou lede rayona .oùa ' :Cg6n /n_zpou rn ,>

et a, : e-co/" pour z? : 2 avec Co ) 0 et dans une telle géométrie on peut cal-
r:uler explicitement les fonctions e€k, rer et Lt* qui vérifient (H1)-(H6) (voir [f ]). Dans
(:e c:as. le diamètre des trous est tel que a€ << 5.

Notez aussi que " le cas où le diamètre des trous o, est du même ordre que e corresponcl

)r l'horrrogénéisation classique.

Derns tout ce qui suit, on se place dans le cadre des hypothèses (H1)-(H6)

On définit Ia matrice M e (lM-t'-{CI;;'*' par (voir [1])

(2 .1 ) M e k :  [ L k .

Ciette uratrice est symétrique (voir Allaire[1]).

Soit- le prolongement par zéro dans les trous. Rappelons un résultat concernant Ie
pr'olongeurent de Ia pression :

Proposition 2.2 (AIIaile [1]) ̂ 9'i, eriste un opérateur h,néai,re R, uéri,.fia,n,t (H6) al,ors
l.'oytéral.eu,r P, défi,ni par

<  V (Prq r )  , u  ) : 1Vqr ,  R ru  >  V l . Je  H [ ( f ) ) " ' ,

r:.st tt,n, opéra,teur de prolongement linéai,re et continue de Lf;(Ar) dans rS(CI) tel, q,u,e

lr,s rnn,rl,i,t'inns suiuantes sont sati,sfaitesVq, € Ifr(Ar) ;
'i) P,e, - q, dans L'o(Ar)

i , i )  l lP,q,l lrArol < Cllq,l lrAro.l
'i,'i,'i, ) llV (P€ q,) ll u -'( o ) < C llV q,l I n -' r o. I



Contt'ôle optimal et terme étrange d'un problème de Stokes.

Sorts les hvpothèses ci-dessus. on a alors le résultat suivant, du à Allaire [1].

Théorème 2.3 (Allaire [I]) Suiuant la taille des trous, le problème (1.3) ad,met troi,,s

Ttrobl,è.m,es limites d'ifférents :

( ' i ,)  S' i ,  
] ïà 

o,: +oo alors(Ç,P,p,) conaergeuers(u,p) dcrnslfot(f l)" xLfi(A) fort,
or\ (rt.p) est I'unique solut'ion du problème de Stokes

( )  , \

(i"i,) Si' 
Jt$ ". 

: o ) 0 alors il etiste une Tnesure pk et une m,atri,ce M telles Ele
AIel,, - p,k et telles que (4,,P,pr) conaerge uers (u,p) dans H],((-r)'" LB(A) faible,
or\, (tt.p) est I'un'ique solution de l'équati,on de Bri,nkman :

Remarque 2.3 Sous des hypothèses similaires à (Ht)-(H6) (avec une mise à l,ecirelle
dépenclant de or), ri 

Jr$ 
oe :0 alors il existe une matrice 1luIs telle que (Çlo?, p,pr)

converge fortement vers (z,p) dans L'(Q). x L2o(A), où (g,p) est I'unique solution d1
problème de Darcv

(2 .1 )

ar/ec: in le vecteur unitaire normale dirigé vers I'exterieur de fl (voir Allaire [1] por-u.

1;lus cle détails concernant ces hypothèses et la matrice À,/6).

3. HOMOGENEISATION ET CONVERGENCE D'ENERGIE

Dans cette partie et dans la suivante, on supposera que

(3 .1 )  l im  o r : a )O

84

( V, - A,u : I_+ Q d,ans e

\  
d i , uu  :  0  dansQ

I  z  :  0  su r }Q .

(  Vp-L,u- lMa :  f  +e danse
(2.3)  

\  d , iuu :  o  d ,anse
I  z  :  0  surôe.

(  u :M; 'U-vp+0 ine
I  d i vz -O inQ
(  z .n  :0  on  ô0 .



Cr>ntrôle optimal et terme étrange d'un problème de Stokes.

Err s'inspirant des méthodes utilisées par Kesavan et Saint Jean Paulin [7]. on introcluit

le problème adjoint dans le but d'obtenir les équations limites.

Sorrs I 'h1,pothèse (3.1), i l  existe une suite (r 'n,r 'ù qui satisfait (H1)-(H6). On va

rrrontrel qu'il existe n distributions pl! (k : I,..., n) et une matrice Ms définie par la

srrite par (3.8) telles que, étant donné f e f2(n1n, si (u,,p.) est solution du problème

rle Stokes (1.3), alors (par extraction de sous-suites). on a la convergence des énergies

srriva,nte

d J

(3  2 )

(3 .3 )

(3 .5  )

(3 .6 )

'  - - -  [ "O " :Vud , r l - l -A l nu ,u ].1n."o", 
: vu,dr 

Jçt
BVu. : Vu, dr --+ BYu: Vz * t(A[Bu).p dans D'(f)).

oir (u,p) est solution du problème (2.3).

Ce t1,pe de résultat a été trouvé par Rajesh [11] pour le problème de Dirichlet avec

I'opér'ateur de Laplace.

Orr intlodirit des fonctions tests qui vont nous permettre cl'homogéniser le ploblÈ:ure

acl.joint.

Lernnre 3.L Supposon,s qu,e (3.1) esf uéri,fiée. Sott (!i.si) e flot(CI.)' x r|(Cr.)

,s ol,'tt,ti,on d,u problèrne aun li,ai,re

f Vti + L{r : - di'u (tBYu7) dan's {1,
(3 .+1  |  d iu l ; ' , ^ '  :  0  dans { | ,

| .  4-^ : '  o suro{ l , '

.4l,ors i,l e.ri,ste !1" et sp tels que ( par ertraction de sous-sui,tes )

tr - û r d,ans F/ot(fl)' .faibte

P.("i) ^ sp dans rS(CI) faibte.

oit, P, est l'opérateur de prolongement pour la pression (uoi,r Proposi,t'ion 2.2).

Démonstration

Err nrnltipliant la première équation de (3.a) par rb'r, en intégrant par parties et en

fentrnt cornpte de la bornitude de u'r dans .F/1((-))', on obtient le résultat annoncé. I



Contrôle optitnal et tertne étrange d'un problème de Stokes. 86

Définit ion 3.2 Soit p"f; €. D'(Q)', k : L,...,n des di,stributi,ons déf,nies par

(3.7) Ar" :  
- twtbn* (Vsl .  + Llbn) '

r:f. AI6 e (I4t-t,*)n*n lo matrr,ce définie par

(3  8 ) MBen:  A*u .

proposit ion 3.3 soit r € L2(Q)". Soit M donnée par (2.I) et M3 par (3.8). on'

,s,ppose que (3.L) est uéffiée et que d"e plus Q. est telle que 6., est born,ée L2(Q)^. Soi,t

(r, , ,p,) et (p,,p',) d,ans I{ot(f,),) '  x Ll(O,) soluti 'on du sgstème

( Vp. - A'1g- : l_+ Q, dans (1,

,. , , , \  J Vp', a Au., :  di 'u (BVY") dans {1,
( ') 'Y' 

\  di 'u ut: diu u, :  o dans {1,
| .  ' , : n  :  0  su ' rÔ{ l ,  '

Al,o'rs, par ertracti'on de sous-suttes

(% J 0 d,ans L2(çt ) ' fa ib le
(3 .10 )  1% J  u  dans  Ho t (O) ' f a ib le

l. g" u dans l{ot(CI)" fai'ble

(.1.

(3 i1) {l',!0,, : 'r, ii::;â[S] 'f,i!u',z

où, l,o,l,i,mi,te (u,p) et (u,p') sont solution du sEstème de Brinkman

( Yp - L,u * NIu : L+ A do'ns {l

, . , r ^ \  lVp '  *A 'u -Mu :  d i ,u (B ia ) -  tMsu  dans{ l
( r . r - r l  \  d , i r r :  d i ,uu  :  0  dan,s { l

[  , : ,  :  0  su r0 {1 .
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Démonstration

Etape L Estimations o, Ttriori

Puisclue [, est borné dans,L2(CI), on a clairement que t 
"tt, 

sont uniformément

bolnés dans -F101(CI)', de même {P'pr} et {P'p'r} sont uniformément bornés dans

r3(o)
Pzrl conséquent on peut extraire des sous-suites (indexée encore par e) qui vérifient

(3 .10 )  e t  ( 3 .11 ) .

[,'lxrmogénéisation de l'équation d'état du problème (1.3) est connn

(vi i l  Théorème 2.3 ( i i)).

Etape 2 Méthode de l'énergie

Dans le but de passer à la limite dans la seconde équation de (3.9), on utilise les

fbnctions tests (gZ[, r[) définies dans (H1)-(H6) et les fonctions auxiliaires (!7,"'*)

r léf inies par' (3.4).

Scril, r/ € 2(O). En multipliant la seconde équation de (3.9) pat cfuf", en intégrant par'

palties et en utilisant I'hypothèse (H2), on obtient

(3 .14 )
t ' f f f
I  i , vc ! .u '1"dr : -  I  Q,Vô) .w idr -  |  Vu, :Vr ' rôdr+ |  BYW:Vc, . ' [  ôd 'n .

. l  ç1 .  /Q .  J  d l ,  J  Ç1 ,

( ) l I

(3 .15)  z ,  :  Y1g,  -  BYu, .

De rrrênre. en multipliant la première équation de (3.9) par ô!k,et en intégrant pal

1;alties en tenant compte de Ia défrnition de Li, ("oi. l'équation (3.4)), on aboutit à
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6 )(3 .1

lrr,t* Q,).!,ô o* * lno,vô.!:k 
ar: 

fn.vu,vô).{k 
o, - 

|n!,.vs 
sl, rt,r

- 
ln,a,-F!*vô) 

dn - 
lr"(BVs|") 

: vu, s d'r

- 
In,(Bvu'k)vg.u" 

d,r.
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On a.dclitionne (3.14) et (3.16) et on transforme par prolongement toutes les intégrales

sul O,' en intégrales sur 0, il en découle
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(3 .17)

' - - f - f

U liô d" * 
JnP'p,Vô.rLi 

dr + 
JnPo',oô.a1, 

dr

f f(î,Vô).s'n o" - 
JnY{, 

:Vrï" ô dr + 
JrFÇvQ).thi 

ar

vô.4 o" - [ 4.vô P's'1" d"r,
J N

oll

(3  18 )

Conrure div q" : 0 dans f)r, o

(3 .1e)

On aclclitionne maintenant (3.1

t Bvul^ + vû'. .
-L-k

div  {S dr  :0 .

(3.19) et on intégre par parties, on obtient

na

t'
l _ €
I  ' k

J A

7) et

ô) dr
(3 .20)

Etape 3 : Passage à la li,mi,te

Nous allons à présent passer à Ia limite dans (3.20) lorsque e tend vers 0. Pour ce

faile. nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

D'après I 'hypothèse (H3), on a

f - f - f

Jntl* Q,).Ihiô o" * 
JnP'p,vô.û7 

d" * Jn
f: - 

J n&V 
ô).r'n dr* 1 Lr'r" - Y r',,, ôt, >

- 
lrt zro).t d* * lrt tvt).fr, ar

- 
Iruror.T. d* - Irnog 

p,sf" d,r.

P'plV$.a'u dr

* Ir*.(vcziv

(3 .21) Vo[ - 9 dans L'(Q)n"n faible
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V, - z - Yu - BVu dans L'(Q)n"n faible.

A présent. passons à la limite dans (3.20), en tenant compte des convergences (H3),

(H5), (3.5), (3.6), (3.10), (3.11) et (3.21)-(3.23), on obtient (par extraction de solls-

srr i tes)

Err utilisant Ia

une sous-suite

(:3.22)

De rnême pat'

sors-suites)

(3 .23)

(3 .24)

( 3 .25 )

déflnition (3.18) et les convergences (3.5) et (3.21), on peut extraire

telle que

b'k ' vrh k dans L'(Q)n"n faible.

la définition (3.15) et la convergence (3.10), on a (par extraction de

lrrt* 
0). ,h kô o, * InpYô.ûn 

o* * Inp'vô. en d,r

: - 
ln{rrô). et" d,r- I tt1",ô!-> + 

fnfvavë).r!* 
dr

- 
lrrv!*vô). a o, - Iru.vô s1" d'r.

Yp'. et"ô O*: 
lndiv 

z.e1"Q d,r- 1 Fr,ôu >

+ 
IoL!-k. 

u, g d"r + 
lnvr*. 

u g d,r.

Pal conséquent, en intégrant par parties Ie membre de droite de (3.24) et en utilisant

kl Théorème 2.3 (ii), on aboutit à

Prrisque la relation ci-dessus est vraie pour tout Q e D(0) et comme 1lz1 est symétlique.

oll a.

(3 .26 ) Vp '+  d ivz -  Mu: - 'MBu

<' 'est a\ cl ire (z,p) et (u,p') vérif ient (3.12).

Conrure Ir,I est une matrice symétrique définie positive, les solutions (u,,p)

r+t (u,p') de (3.12) sont uniques, par conséquent, Ia suite toute entière
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(A-P'pr) et lasuite ({r,P'p!) convergent. Ceci termine Ia démonstration de Ia

proposition. I

Nous alions à présent étudier la convergence de l'énergie donnée pa, I BYW ; Yu,d,r.
Jn.

Ce type de convergence fut I'objet de l'étude de Rajesh [11] pour Ie problème de

Dirichlet. Il a montré dans [11] qu'un "terme étrange" apparaissait à Ia limite dans le

terme de l'énergie, suivant les idées de Cioranescu et Murat [3]. De Ia même manière,

on montre le même type de résultat, à savoir un "terme étrange" dans l'énergie limite

apparait, mais pour le problème de Stokes suivant les idées de Allaire{l] et de Rajesh

[11 ]

Théorème 3.4 soit T € L2(tt)* et (a,,p,) soluti,on du problème de stokes (1.3). soit

A,16 donnée po,r (3.8) Alors on a la conaergence suiuante

f f
( 3 .27 )  |  AVv , :VSL .d r - -  |  nVu :Vud r  * l lV I su ,  u )

rn -  Ja

et de plus, on obt'ient au sens des di'stri'buti,ons

(3.2S) BVq , Vq --- BVu : Yu * t (Msu). u d,ans D'(A).

Démonstration

Du fait eue (2., pr) et (:p.,p',) sont solution de (3.9), on a
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(3.2e)

ln""o* : vu' - : 

l;ï"--ïy,. "ï, ,"", !:vv' 
'v4 dr

: 
In,vE 

' Yy. d,n

: 
ln,%.Ç-+ Q.)d,r : 

lno rL+ 4) ar

Pal conséquent, en intégrant par parties, en utilisant les résultats d'homogénéisation

cle la Proposition 3.3 et le fait que M est symétrique, on obtient
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liro /
, .O  J  Q ,

I I

f i lr le : Yu, O* : 
Jnu.Q+ 

Q) ,1" : 
Jn,a.(Yp 

- L,u -l AIu)

: -  [A ,u .uar+  [  Mu.ud , r
Jn Jn

:(  -Au I  L[u,  u >

-< Vp'- div (BVu) *t IVIsu, u, )

f
: I BYu: Vu d,r* { ArIpu,, u },

I _
J A

ô d,r : 
In,ro, 

: Vu, ô dr - 
In,r, 

: Vu, S d,r

: 
In,a,.U + Q- vp,)ô o* - 

.[n,a,.(vu,Yô) 
d*

- 
In,vp',. 

(a,ô) d.r + 
ln.lr,ro).u, 

ctr.

ments que dans la Proposition 3.4 et cl'après le systèrne

!\ Ir,BYue 
: va, ô d,r : 

lru {ï+ Q- vp)ô o* - 
Ina.(yuvô) 

cu,
f f- 

Jnor'. 
(uQ) dr * 

ln(zvû.u 
dt:

:1 Mu, uô > + 
Jnrol lu 

g d.r
I- 

Jn, 
: Yu $ dri I t Iv'[Bu - Mu, u,S > .

(3.30)

c:r-r q1i clémontre (3.27).

Soit @ e D@). Soit z' donné par (3.15), en intégrant par parties et en utilisant le

ploblème (3.9), on aboutit  à

Err utilisant Ies mêmes

(3.I2). il en découle

(3 .31)

{ t  

BVu' :Y3!e

argu

(3 .32)

Pal c:onséquent, du fait que M est symétrique, on a

BVu, :Vu,  ô  d . r :  I  tOo-  z ) :Vu ô  d , r t  1  tL4pu,  u ,Q>
J A

:  
fn"Oo: 

Vu g d,rr 1 t( lr, IBu")u,, g > .
(3 .33)
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Cerci étant vrai pour tout @ € D(fr), on obtient I'expression (3.28), ce qui complète la

di:uronstration.l

N,Iaintenant, nous allons exhiber quelques propriétés concerllant les fonctions

(tt,^i)t3*3,,.

Théorème 3.5 Soit ttk" défini, par (3.7). Alors

(3.34) Itk, .gi - l i t l  BVqî: Ysî" dansD'(Q).

Démonstration

Soit d € 2(CI). En tenant compte du problème (3.4), de I'expression (3.19) et en

intéglant par parties, or1 a

(3 .35)
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lr,u"î' Yr'n ô a, : 
ln,v!:*+' 

Bv,)'k) : Ya'i ô dr - 
In,r!|: 

Vai g d,r

: - 
In,r!(sî.vé) 

o, - 
In"F!7+t 

Bvq:k)vs. ai ctt:

* ln,g7. 
uuî Q d,r + lr.!'*roq.îvë) 

d,r

: - 
In,s'n(qî.vS) 

d.r - 
I*,(V!'*+t 

Bvu'r| vQ. ui rlr

- <v,i - ^qî, [:ro, - Ir.riûi.vQ 
d,r.

Pal les convergences (H3), (H5), (3.5) et (3.6)), on passe à la limite dans (3.35) et on

obtient

.36)

y2; lrurtî ' vr'n ô d,r: - lrr@n'vô) d, - Iyt^

tf;;;lïltj!.:j::"*'*
( r
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D'où ie résultat annoncé.1

Corollaire 3.6 Si, B est symétri,que défi,ni,e pos'iti,ue, alors p,k" est u,n,e rt,esLlre posi,ti,rte

e.t XIn est sEmétrique.

Démonstration

Ce li:sultat est une conséquence du Théorème 3.5.I

Dans la partie suivante, on étudie Ie problème de contrôle optimal que I'on a introduit

tiu clébut du chapitre.

4. CONTROLE OPTIMAL

On cléfinit X, la fonction caractéristique de 0r.

On considère le problème de contrôle optimal (1.3)-(1.5) où l'ensemble des contrôles

irclnrissiblesUâa.C L2(Q,)* est défini par I'un des convexes fermés suivant (voir [6] et

[z]) ,

(4 .1 )  Uâa :  L ' (Q , ) ^

(4.2) UEa: {Qe f2(n"1" 1 i- ,  x,rb pp dans C)}

(4 .3 )  Uâa :  {Q€  L2 (A) '  I  X ,û11  Q .  x , rb rpp  dans  C I }

<it tf:.4t, .1 ,!z sont des fonctions de ,2(f))".

Pal cléfinition du contrôle optimal {, on a

(4 4) + t (Q!)' d, < J,(0:) < r,(o,) vQ. e uio.
2  Ja , ' - ' '

Clette lelation reste vraie en particulier pour les différents choix de Q. qui suivent

( X, dans Ie cas (4.1)

I
(4.5) q : 

\ 
*,! dans le cas (4.2)

l
lx,'b, dans le cas (a'3)'

où Xs :L (Xr,Xe,... ,Xr) est un vecteur de IR'.
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Dans chacun de ces trois cas. on a

Lemme 4.1 Le con,trôle opti.mal Q! uérifie (par ertracti,on, de sous-sui,tes)

(4.6) q- q d,ans L'(n) '  fai ,bte.

Démonstration

En utilisant (4.5), on montre facilement que J.(O,) est borné dans.L2(Q.)" et clonc.

rl'apr'ès (4.4) on obtient le résultat annoncé.1

Lemrne 4.2 La fonct'ion caractéristi,que y" de {1, satisfait

(4.7) Xe - I dans r-(CI) fai,ble x .

Démonstration

Ol a classiquement, par extraction de sous-suite

Xe ̂  X6 dans ,-(Cl) faible * .

D'er,utre part, comme Xe(!€k : e7", alors par passage à la limite et par unicité, on

olttient Xo : 1. I

Nous allons à présent caractériser le problème verifié par la limite dfi du contrôle

optiuial et urontrer qu'en fait cette limite est aussi un contrôle optimal associé un

problème et une fonction coût que I'on explicitera par la suite.

Porrl cela, on définit les ensemblesl,lo4 c .L2(Q)' par

(4.8)  L lad, :  L ' (Q)"

(4.9)  L lad, :  {Q e L2@)^ |  Q> r ,  pp dans 0}

(4 .10 )  L l ad , :  { 0e  f ' ( 0 ) "  |  û rSQ< t rw  dans  C I }

c,crlrespondant respectivement aux cas (4.1), (A.2) et (4.3).
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Le théor'èure suivant nous donne un résultat de convergence du contrôle optimal

Tlréorème 4.3 Soi,t ll[s définie par (3.8). Pour 0 e Un.a., on constrlère (tt",p) €

H(,1(0)" x ffr(Cl) soluti,on, de (2.3). Soi,t Js la fonct'ion cott,t dé.ftn:i,e paï"

( r . r l )  Jo(Q): !  [  nv":Vudn* * .  MBu,s t  ++ [  Vl 'a*.2Jç  2  ' zJa '

Al,ors Qi, sati,sfai,t la cond,i,ti,on d'opt'irnal'ité

(4.12) Qâ et{"a et Jo@i): 
Ëù:" 

Jo(Q)

Dr'.7tl,rt,s, on o,

(4,.13) tiq l,(4) : Jo(il ')
E  + t ,

Démonstration

Prererière étape

D'a1rr'ès la cléfinition de Uo4.. il est clair que si I € Uo4 a.lors yr9 e Uf a.. De plus

lrrr isclr-re q - 0i dans L"(Q)'faible , orr a Aô eU.a.

Deuxième étape

Soit (Tr|,p]) l'état optimal associé au contrôle optimal (solution du problèure (1.3)

avec 0- : 0l dans Ie membre de droite de l'équation d'état). En utilisant le fâit que

d. t:st borné dans -L2(f).), on obtient les estimations de uj dans Ht(0.) et depj clans

L?,(Or) uniformément par rapport à e et donc par prolongement et par extraction de

sons-suites, il en résulte

( 4 --.u. dans Ilot(CI)" faible
(rrr) {-

I P'p: --. p* dans ,fi(Ct) faible,

rrr\ (a*.p*) est solution de (2.2) avec 0: dô dans le membre de droite de l'équation

r l ' é ta  t .
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TYoisième étape

Soit (ur.. q,) e Hà(0.)'x lfr(fl.) solution du probième (1.3) avec y,0 comme contrôle.

8€Uoa ,  à  savo i r

( Vq, - L3!-, : f + x,Q dans f).

(4.15) { div tr.  :  0 dans O.
( t. : 0 sur âf)''

Ccrnrnre Xr7 - I faiblement dans L'(Q)', il s'en suit que

4 - r, faiblement dans Ilot(f))' et P'(qr) - q faiblement dans L'o(a)

or\ ('tr, q) vérifie le problème de Brinkman suivant

(Vn -Lw*Mw :  l _+Q dans f l
(4.16) { div tu : 0 dans f)

I  to  :  0  surôO,

(r,oir Proposition 3.3). Par conséquent, d'après le Théorème 3.4 pour 0 frxé, ou obtient

r l "
(1 .17 )  |  nV t , :  Vw,  d r - - -  |  nVw:  Vu  d r  - f  1  A I6u t .  LD  >  .

ra .  Ja

Et clonc,

(4. r8)  J , (x ,Q)  -  Jo(Q).

Err rrtilisant encore Ie Théorème 3.4 mais cette fois pour É. :4, on aboutit à

r f
(1.19) I nV":: Yu! d,r --+ I BVu" : Vu* dr * <. NI6u*. u* >

ra, Jn

Quatrième étape

En 1>assant à la limite dans I'inégalité

(4.20) J,(x,0) > J,(0;).
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ot en rrtilisant le Lemme 4.2. on obtient

l f  , ^ \ r f  ,  1(1 .21)  Jo(Q) > ;  J rBVu* 
:Vu*dr  *  l im-sup;  

J" , lQ! | 'd"  
*  

i .  
AIsu* .1r*  >

lin plenant en particulier 9:4[ dans I'inégalité ci-dessus. on a

(r 22) t i ,nsup / l \ l 'd* < [ p;fo*.
e - 0  J e ,  J a

D'antle part comm" 4 ^ Aâ faiblement dans .L2(CI), il en résulte

(4.23) I1g'I6'r fn,lÛro' . f,tui;Po"
Pa,r' conséquent les inégalités (4.22) et (4.23), nous donne

(r 23) ri"r / lyîl2ar: I vSro*.t *u JcJ.  J  a

Orr en cléduit donc (4.13). Nlaintenant Ie résultat (4.12) provient de @.21) et (a.24).1

5. CAS DES PETITS TROUS

Dans ce paragraphe, on suppose que la taille des trous est plus petite que la taille

crit ique. i .e :

(5 1) l im o. :  *oo,
+ u

() l l  encore,

(5.2) rt, ,  11 ,n/n-2 pour n,) 3, a, :  svp-r/c'  et C, << e2 pour n, :2.

Ptrisclue la taille des trous vérifre (5.1), I'hypothèse (H3) est remplacée par (voir [1])

(5.3) qî - en fortement dans //t(Q)' et r'n - 0 fortement dans ,3(O).

Remarque 5.1 L'hypothèse (5.3) est plus forte que I'h1'pothèse (H3).
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On a le résultat suivant

Proposition 5.2 On suppose que la taille des trous uéri,fie (5.1). On suppose rl,e

pl,rt ,s t1'Lt,e (HI),(H2),(H4)-(H6) et (5.3) sont sat ' isfai,tes. Soit (v".p,) et (u,,p',) l ,e-s

soht,t'i,on,s de (3.9). Alors par ertracti'on de sous-su'ites, on o,

( A, A d'ans L'(Q)' faibte
(5.4) 1 a, ---+ u dans H],(A)" fort

l. g" ---+ u dans Hô(A)" fort

t :1 .

(5.5) |  P'(P.-) ---+ P dans Lf;(o) fort

I P'(o:) --+ p' d"ans L2s@) fort

oit, (tt.p) et (u,p') sont soluti,on du problème de Stokes su'iuant

Démonstration

P9rr1 dérnontrer ce r'ésultat, on utilise les mêmes arguments que l'on a utilisés lors cle

Ia démonstlation de Ia Proposition 3.3.

Etape 1.

Lc-. fait que la matrice M est nulle, fut établi par Allaire [1], ainsi que les convergences

suivantes

( L ---+ u dans f/j (Ct)' fort(5 7) 
t rft.l -.-+ n dans r,iio) r.rt.

Srrivtrnt Ies idées de Allaire [t], on va montrer que ttk", dennie par (3.7), vaut zéro.

Err efièt. puisque les hypothèses (Hl), (H2), (H4)-(H6) et (5.3) sont satisfaites, tous

lc-rs résultats de la Proposition 3.3 restent valables. Mais d'après (5.3) et le Théorème

J.5, on en cléduit que p! : 0 et par conséquent M6 : [. Ceci démontre bien que

(tt,p) et (u,p') vérifient le problème de Stokes (5.6).
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t  Vp -L ,u  :  f +Q  dansQ

,F , , \  )  Vp '*  Au :  d iu  (BVu) d,ans { l
t) 'D) \ , l , i r ,  r:  d' i 'u u : 0 d,ans {l

t -(  , r r : u  :  0  su , r0 {1 .
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On complète la démonstration. en montrant les convergences fortes de f dans f/ot (CI)"

r:t cle P'(p!) dans L|(çl).

Etape 2.

llu tenant compte des convergences (3.10) et (3.11) de { et de P'(p!) respectivement.

ott obtient, en utilisant des arguments classiques, les convergences suivantes où u est

soh,rtion de (5.6)

(5  8 ) dans .1101(f,))" fort
dans ,fi(CI) fort.

D'oir le résultat annoncé. I

Nots a,llons à présent donner un résultat de convergence du contrôle optimal. Soit

t / ;d  c  L ' (Q,) 'donné par  (a.1)- (4.3)  e t  L loa C L ' (Q)"  par  (4 .8)- (4.10) .  On a Ie

r'ésultat suivant

Théorèrne 5.4 Soi,t Q| le contrôle opti,rnal du problème de Stokes (1.3) el on consi,d,ère

l,n, .fon,cti,on coû,t (1.1). Alors

(5.e) g: - g; dans Lz(e)* fai,bte

r:t 0i, est, l,e contrôle optimal associ,é au problème

(Vp -nu  :  l _+Q dansQ
(5 .10 )  

\  d i uu  :  0  dans l

I  g  :  0  sur0{1,

o,uec com,m,e .fonction co{tt

( 5 .11 )  Jo (Q) : BYu:Vudr I

Démonstration

Pat' le Leurme 4.1, on a (5.9). D'autre part, en utilisant le Théorèrne 4.3 avec Il'[ : O eL

AI s - 0 . on obtient directement le résultat annoncé. Ceci achève Ia démonstration.

I
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I u- ---+ u

t P'(p!) ---+ p'

;T +TlQlz d.".
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Remarque 5.5 Dans Ie cas oùr o, - 0 (ie : quand les trous sont larges), on a

ff- --- 0 <lans Ht(O)' fort, par conséquent YE --+ 0 dans L2(Q)nxn fort. on en

<lécluit fhcilement la convergence d'énergie suivante

BVÉ , VT. dr '-+ O.

100
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CHAPITRE IV

CONTROLE OPTIMAL

ET HOMOGENEISATION

POUR LE PROBLEME DE LA TORSION.

INTRODUCTION

On considère un arbre cylindriqueQ' de section droite f,) avec r cavités c)'lindriques

de rnême direction de génératrices que celles de Q".

C)n clésigne par f)* : la section droite occupé par Ie ma,teriau et par 0t les sections

rlroites cles cavité. Oo c 0. Oi aflk + 0 vi + k.

L'étucle du contrôle optimal de Ia torsion élastique de cet arbre conduit à la résohrtion

rlu uloblème suivant :

(0 .1 )

0, dans f)*
0 sur âf)

constante sur âf) i  i .  :  I , . . . .r

2p.a l f } i l  i  :  I , . . . , r

or)r yr est le coefficient de Lamé du materiau, o I'angle de torsion, I le contrôle et .1,,

est la fbnction " contraintes".

On corrsidère Ie problème (0.1) avec un nombre croissant de cavités, en supposant

clr'elles sont réparties de façon périodique.

Orr <ituclie le problème de contrôle optimal associé à ce problème oùr le contrôle agit

srrl l'équation d'état et la fonction coût est donnée.

Orr ra se placer dans un cadre plus général (voir Cioranescu & Saint Jean Paulin [2]).

( Lf, * 2p,a :

l f" :\r,:
lL,*:
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Ce chapitre est divisé en six paragraphes organisés de la manière suivante. Dans

le 1>remier paragraphe, on présente le problème que I'on va traiter et on définit la

notion cle contrôle optimal. Dans le deuxième paragraphe, on rappelle des leurnres

rle plolongements dûs à Cioranescu & Saint Jean Paulin [2]. Dans Ie troisième pa,r'a-

glaphe. on homogénéise le problème adjoint et on obtient le problème de contrôle

optiural limite. Dans le quatrième paragraphe, on étudie les propriétés du tenseur'

B! appalaissant dans le problème limite. Dans le cinquième paragraphe, on étudie le:

pr.oblènre de contrôle optimal que I'on a introduit au $1. Dans le sixième et dernier'

lralagraphe, on étudie le cas unidimensionnel.

1. PRESENTATION DU PROBLEME

Soit Q un ouvert borné de IR (n à i). Soit Y :]0,1[' une cellule de base de -8" et

if c 1' Lrn connexe fermé de IR". On définit Y* par: Y* : Y\7

Soit e ) 0 une suite de réels qui tend vers 0. Pour e fixé, on considère un domaine

0. perfbré periodiquement obtenu comme suit.

On recouvrelR' de façon périodique avec des pavés homothétiques cle rapport e clu

par.é cle base Y. On uote par T! des ensembles de taille e strictenient inclus clans

r'lrtrrlne pavé (chaque trou T! êtant égal à un translaté de eT). On définit a,lols f). par

O. : 5217 où 7: : UT: (on ne considère que les trous qui ne coupent pas le bord de

O). Dans tout ce qui suit, on utilisera systématiquement Ia convention de sommation

sru' les indices répétés.

Soit o17 ) a^ ) 0 des constantes données. On définit M(o,.^,c1,r). I'ensemble cles

uratl ices A : (ooi) n x ntel que :

(1 .1)  V( :  (€ i )  € IR"  a^€t{ .  <  au@)€r€ i  3  aru€Ét  p.p.  e t  o . i . '1€ , - ( ( - ) ) .

Srrit A € M(a,n,c-7a) et B e M(0,.,0u) une matrice symétrique.

Soit A, (*) : A(!) et B,(æ) : B(i) des matrices périodiques obtenues à, partir de A

r:t B p:rr Y-periodicité.
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Ncrus allons définir Ie contrôle optimal comme suit. Soit Uio un convexe fertné non

vi<le cle L'(O) (l'ensemble des contrôles admissibles).

Soit I' e L2(Qr) et .ô/ ) 0 une constante strictement positive. Pour d. € Uf,,1. on

rléfinit tl. I'unique solution de :

- div (A,Yu,) : T + 0€ dans f),

ue :0 sur ôf)

ue: constante sur ô[

f
A"VLL".n. :  I  f  dr .- I

JT,

dirigée vers I'exterieur de 07, . La fonction coût est

rloturée pa.r'

1 f  A / f  -
(1.3) J,(0,) :  i  Jr ,B,Vu,.Vu, 

dr l ;  
Jr"0!  

dr .

Le c<rntrôle optimal 0j est la fonction dansUo4 qui minimise J.(dr) pour 0, €Uf,a, et

r l 'autres termes

IU',
itaire

1 1  4 )

Cs fype de problème s'inspire des problèmes de Lions [6], il [6] a prouvé I'existence

r:t l'unicité du contrôle optimal dl.

Notre but est d'étudier le comportement limite de 0! lorcque e --- 0 et de caractériser

É/fi conrme étant le contrôle optimal d'un problème similaire avec des matrices limites

46 and -86 et bien sûr les identifier.

f)r: tvpe de problème a été étudié par Kesavan & Vanninathan [5] dans le cas

pér'iodique pour un problème elliptique de second ordre avec des conditions de Diricir-

let sul Ie bord, par Kesavan & Saint Jean Paulin [3] pour le même opérateur et les

urênres conditions sur le bord mais avec la topologie de Ia H-convergence. Kesavan &

Saint ,Jean Paulin [4.| se sont interessés au contrôle optimal d'un problème elliptique de
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s€corcl oldre dans les domaines perforés avec des conditions de Neumann sur Ie borcl

cles tlous et des conditions de Dirichlet sur le bord du domaine avec Ia 1{6-convergence.

L'étude du contrôle optimal a été effectué avec d'autres types d'équations entre autres

les équations de Stokes. En effet Saint Jean Paulin & Zoubairi [9] et [8] ont étudiées

lespectirrement le problème de Stokes dans les domaines non perforés et dans les

donraines perforés de petits trous. Dans ce chapitre, on va se placer da,ns le cas

pé:r'iodique et considérer i'opérateur de Laplace mais avec des conditions sur le bords

rles tlous définies par une intégrale. On va adapter les méthodes utilisées dans [3].

[4], [8] or-r [9] pour le problème de torsion élastique.

Notation Dans tout ce qui suit, C désigne différentes constantes positives

indépendante de t. on note par | . I lu mesure de Lebesgue en dimension n.

2. LEMMES DE PROLONGEMENTS

On inti'oduit I'espace

Vr:  {u  € f I l (CI . ) l  u :  constante sur  0Tr ,  u :0 sur  ôf l }

On prolonge u € I/. dans les trous par sa valeur sur le bord des trous. Soit P. ce

lrlolongement. on a alors que P, € L(V,,ffd(çl)) satisfait

(2 .1 ) lY  P ru l7zpy^  :  lYu l y2 (e€ )n  Yu  €  V r .

linr-rnçons le résultat suivant dû à Cioranescu et Saint Jean Paulin [2]

Lernme 2.1 Soi,t F € L2(Y) et Q e L2(Y*)" Y-périodi,qu,e solu,ti,on de

( 2  ) \

d i , uQ :F  dansT

Q.nlar  -  Q.n laT

(  -  d l u  ô :F  dansY*
l

I  /  e.nd.s: IFd*,
\ Jar Jr

Al,ors i,l, eri,ste Q e L2 (T) telle que

( -
(2 .3  )  (

l.
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Dr:. pl,rt.s.

(2  4 )

Définit ion 2.2

ci i le Q € L(Y*,Y)

(2 .5 )

(3 .1 )

l6 l ; ,12y 3 C ( lF lL ,1v1 I  lô1r , ,1y. ; ) .1

On désigne par Q le prolongement donné par le lemme 2.1. c'est à

tel que

dans Y*

dans 7.
O-:{ ;

3. HOMOGENEISATION

Le pr:oblème (1.2)-(1.4) peut se réecrire à I'aide de systèmes cl'équations en intro-

rlrr isarrt I 'état adjoint p, €Vr. On obtient, (u.,pr) € 7.2 solution de

- div (A,Vu,) : f + 0, dans f).
div (;r4..Vp.. - BrVu,) : 0 dans f).

0 sur ôf,)U e : P e

u€

P,

: constante sur ôQ
: constante sur ô7.

t A,vu,.n,d,s : t fdr
J aT. JT,

t (A,vp, - B,vu,).n, d,s : o.
J AT,

Le c'ontr'ôle optimal d] est caractérisé par I'inégalité variationnelle

î
(3.2) 0: e LtEa er 

Jn@, 
+ N0)@, - di) > o Y0, e t/i,d.

Poru' toute fonction h Y-périodique, on définit

*v(h): Irnrr, oo.(3 .3  )

On lappelle le résultat classique suivant

Lemme 3.1 Soi,t h € ,p(f)) une fonction Y -périodique et 7 1p < oo Alors

(3.4) h,(r/e) - ^v(h) dans Le(Q) faible et dans ,-(CI) faible x.
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Orr rra établir le résultat suivant :

Tlréorème 3.2 Soit f  € r2(f,)) et0, e L'(Q,) tel queî, estbornée do,n.s L2(e). So,i, t

rr,. et p, sol,utions du problème (3.I) auec B matrice non n,écessa'i,,rem,ent .sg1m,étri,qu,e

,4l,ors t l ,  eriste des matri ,ces As et Bl et des fonctions 0 € L'(O),u, p€ Hè(Q) tet l ,es

rpr,r: (po,r' ertractton de sous-su'ites)

( 0, 0 rl,ans L'(q faibt,e
(3.5) \ P,r, u dans H[(A) .fai,bte

I P,p, p dans H](Q) fai,bte,

oîr, (u,.p) est soluti,on de

(  - an (AsVu ) : f  +o  d .ans  C I
(3 6)  \  a tu ( 'AoVp -  B lVz)  :0  dans CI

I  z  :  P :0  su r  0Q .

ot't, As est Io, matrice des coefficients homogén,éisés donnée pa,r (3.22) et BH est u,nl:

rn,u,tri,cc rt,épe.ndant à la.fois de A et de B, dont I'erpression, est donnée pa,r (3.52).

Dérnonstration

Prernière étape : Estimations a priori

Drr fa,it que l14llrrtol est bornée. on a clairement (après extraction de sous-suites)

(3.7) l, ^ 0 dans -12(e) faible.

On multiplie la première équation de (3.1) par z. et on intègre à I'aide de la formule

rle Gleen, on obtient I'estimation suivante en utilisant I'égalité (2.1)

(3  8 ) l lP"rJla;roy < c,
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r:e clui conduit (par extraction de sous-suite) à :

(3.9) P,11, ̂  u dans //j(CI) faible.

De rrrême en multipliant la deuxième équation de (3.1) par pe et en intégrant par

pa,r'ties. on obtient

(J.to) f 
L A,vp,.vp, d, - [  B,vu,.vp, d.r :0.

. l  e, Je,

En Lrtilisant les estimations (3.8) sur LL€ et Ie fait que A" € M(arn,c'u) et B. €

M(0,,,,0u), on a,boutit  à

(3 .11 )  lV  P ,P , l a ,p1*  I  C ,

r:e qrri donne en utilisant I'inégalité de Poincaré :

(3 .12)  l lP ,p, l la ;1o;  <  C,

r:t clonc par extraction de sous-suite,on a :

(3.13) P,p, - p dans l{ot(Cl) faible.

Nous allons à présent passer à la limite dans la deuxième équation de (3.1) Iorsque

: -+ 0. Pour cela nous avons besoin de fonctions tests que nous allons construire.

Deuxième étape : Construction des fonctions tests

Soit À; un entier tel que 1 < k 1n et y6 la k-ième composante de A € R.

Soit u,,Â' solution unique du problème auxiliaire (associé à I'équation d'état) :

- div (AVu,'k) : g dans Y*

r
|  .nvrk.n, :  o

J A T

,")k : constante sur ô?
,* - an Y- périodique et *"(rr - Ux) : 0.

: t .11  

{
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Soit rlrÊ solution unique du problème associé à l'équation ad.iointe

(3 .15)

(3. r  e)

(3 .20)

div  (  'AVtbk + tBYu;k) :0  dans Y*

T

|  ( ' l v r t tk  +  tBvrk) .n :o
,J AT

,hk : constante sur ô?
,hk Y- périodique et mv(thk) :0.

Orr prolonge ak à I'intérieur des trous par sa valeur au borcl de ?, soit Fu,,k ce

prolongement.

On définit u! et rlt! pu,

(3 .16)

On a le résulta,t de convergence suivant

(3 .  r7)

De rnême

(3 .18 )

u! - r7, dans I{t((-)) faible,

(  , !@) :  eFak@le)
)  

- '

)
| ,tt! @) : €1rk (r I e),

| 
- div (A,Vu!) : g dans f),

I f A,vu!.n,:s

| ,r'jt"or,.,u,.." sur ô[

P,(rlt!) - 0 dans Ht (ft) faible.

Arrcc les définitions (3.16), les problèmes (3.14) et (3.15) donnent respectivement

0t

( div (tA,Vlhf + tB,Yuf 
) : O dans CI.

t s c

1 f ( tA,vû!+ tB,vu!).r , :o
I  lar '  

-

[ ,rlf : 
"orrrtante 

sur âQ.
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TYoisième étape : Homogénéisation

I,'honrogénéisation du problème (1.2) est classique (voir [2]), Cioranescu .k Saint Jean

Perulin [2] ont obtenu que u est solution de

/ . r o j \  / - a i " (AsVz ) : f +9  danso
\ ' , . : L )  

\  u :Osu rô f )

rrr\ 46 est la matrice des coefficients homogénéisées définie par

(3.22)  Asetx :  * ,  (Q(orr t ) ) ,
\ . /

,11,1,,,, (/ I'opérateur de prolongement défini par (2.5).

Quatrième étape : N.1téthode de l'énergie

Nous allons maintenant homogénéiser Ie problème (3.1) en utilisant une variante de

la rnéthode de I'énergie. Pour pouvoir passer à la limite lorsque e tend vers 0, il est

nécessaire d'obtenir des équations et des estimations dans 0 tout entier. Pour cela,.

on va utiliser I'opérateur de prolongement Q. (voir [2]) défini corrme suit. On pose

(3 .23 )  ( , :  A ,Vu ,

D'après (1.2), (,  vérif ie

f  - d i v1 . . : f  +0 ,  dansC I ,
(3 .24 )  )  f  f

1/  €e.TLe: l fa" .
\  JAT. JT,

Orr lrose A(E) : €r(eA) avec g : x:/€. En utilisant le lemnrc 2.2 et I'opérateul de

pr'olongement (2.5), on définit

(3 .25 )  (Q ,€ , ) (eù :  (Qo) (Y )

Pal conséquent,

(3.26) - div Q,€, : f + l, dans f)
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;11i(l(i

B.zl Q,€, ^ €: Aovu dans tr2(Q)' faible.

De li-r nrême manière, on va prolonger I'équation adjointe dans fl. Pour cela on pose.

(3 .28 )  ze :  'A .VP ,  -  B ,Yu ,

D'a.près (3.1), z, vérlfre

( - div ze :0 dans f),
(32e) I  f

I /r* 
26'T1,, : Q'

On va prolonger de manière similaire à la méthode précéclente vu que le lemme 2.2

peut êtle appliqué, on obtient

(3.30)  -  d iv  Qrzr :  o  dans f ) '

D'irp'ès les estimations (3.7), (3.12) et les hypothèses sur A. et, Br, on obtient

(3 .31 )  l  Q ,z , l pzp l ^  312 ,17"p .1^  1  C .

On obtient donc par extraction de sous-suites

(3.32) Q,z, - z dans L'(Q)^ faible.

Soih rrraintenant g €D(A).

Orr nnrltiplie l'équation (3.26) par gP,(lf ), o" intègre par parties (on utilise le fait

(tue gr: 0 sur ô0), on obtient

f  -  f  L .  f(3.:J3) | rr * l)çp,4,! a*: I Q,€,.Ye(P,rhy d" + l Q,€,.v(P,/ '!)ç d';r.
. la  Ja  . ta

lJe la r1ême manière, on multiplie l'équation (3.30) par ça! et on intègre pa,r pa,rties.

on a,botttit à,

(3. : r4)  0--  l '  Q,r , . ( r ,p)u!  d, r -  [  Q,r , . (vu)çr1r .
J n  J a



On trdclit ionne (3.33) et (3.34) :

( f  f  r

,.) .,r\ J Jrr, + î,1e,',1,!e d.r - - 
Jne,r,.(vdr! 

o" - 
Jne,z,.y,,!ç 

rtt,
\ . ) . ' ) ;-) /  1 r f

[ + 
Jne,€,.vçp,rb! 

o" * 
Jne,€,.v(p,rh!)p 

d*.

lln utilisant ies définitions des opérateurs de prolongement, on va, expliciter'

I'expression suivante intervenant dans (3.35)

r f f

| 
- 

l^e,z,.vule d,r-r 
Jne,€,.v(p,lt!)e 

ar:
(3 .36)  I  ^ tn

| [ r-",.yu! + €,.vrl,gç a* + [ (-e,z,.vu! + e,€,.v(p,t!!))ç clr
\  Jo. Jr,

Ol conrrne Prlh! : constante sur I et u! : constante sur [, on en déduit que

I'intéglale sur Ç est nulle. En utilisant à présent les définitions (3.23) de {. et (3.28)

cle ;:r. I'expression (3.36) devient
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(3 .37)

oir ôl est donné

(3 .38 ) b! :  tA,vû:+ tB,va: .

prolongements adéquats sur le membre de droite de (3.37), il enEn efI'ectuant les

résulte

! 
- 

Ie,z,.yule 
d'r * fne"e,.o(p,tlt!)e 

ar :

I 
- 

l. vp,.(A,Y,!)ç o* * In,b!. vu,e d.r,

par

I 
- 

l"e,z,.Yu!e d'r * lne,€,.o(P,tt!)ç ar:

I 
- 

I 
y(p,p,).e,(A,yagç a, + lna,u!. 

y(p,u,)e d"r,
(3  3e)
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orr a utilisé le fait que les intégrales sur Q dans le membre de droite de (3.39) sont

nulles. En effet, comme Prur: constante sur 7i et P"pr: constante sur [. leul

glarliant (intervenant dans ces integrales sur Q) est nul.

Clonrnre cliv (A'Vc^,,'f): O dans f). (d'après (3.19). on a

(3 .40) div (Q'(A'Vurf)) :6 dans CI.

Dr: rnênre vu que div (bf ) :0 dans 0. (d'après (3.20) et (3.38)), on a

(3 .41 )  d i v  (Q ,b ! ) :O  dans  C I .

De I'r:xTrression (3.35), en tenant compte de (3.39), on obtient

r f  f  f
I I fr + l,1r,q!ç dr - - | Q,r,.vçr! dr + l Q,€,.YçP,rb: d*

(3 . -12)  I  Jn  ^  
Ja  rn\v' '-t 

I - [ ,e,o,).e,(A,vugç a* + [ q,u!. y(p,u,)ç rtr.
\ ./n Jç

En intégrant par parties les deux dernières intégrale du membre de droite, on obtient

t t ' f l '

| | rr + e,)p,û!ç dr - - | Q,r,.vçr! dr + l Q,€,.vpP,4,! rt'r
( :J .J iJ )  I  Jn  ra

I * l ' e,r)e,(A,vu9.vç a"- [ e,b:.YçP,u, ctr,.
\ Js^r Ja

\{aintenant, nous pouvons passer à la limite dans I'expression (3.43) lorsque e tend

vels 0

Cinquième étape : Passage à Ia limite

lln rrtilisant Ia définition (3.38) et le lemme 3.1, on montre facilement que b!- (étant

1ri-ri'iocli<1ue), converge dans L'(Qr) vers sa moyenne et donc après prolongement et

t:xtla,ction de sous-suite, il en résulte

(3.44)  Q,b!  ^  b3:  ^(Q(tAvr l , r  +  tBvak))  dans , t (CI) '  fa ib le .

De nrêrne par périodicité, on a la convergence

(3 .45 ) Q,(A,Yw!) - Aoeu dans .L2((l) '  faible.
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\{arintenant du fait que z€ vérifie (3.30) et (3.32), que Q.b! vérifre (3.43) et (3.44) et

qne Q. @,Vu!) vérifie (3.40) et (3.45), on a au sens des distributions

(3 .46 )  d i v  z : 0 ,  d i v  b3 :  O  e t  d i v  Asek :0  dans  O .

llu r-rtilisa,nt cl'une part les convergences (3.8) et (3.18) pour le membre cle gauche

<1o (3.43) et d'autre part les convergences (3.32) et (3.17) pour la première intégrale

clrr nrembre de droite de (3.43), les convergences (3.27) et (3.18) pour la deuxiènie

irrtégi'ale. les convergences (3.13) et (3.45) pour la troisième intégrale et pour finir les

(:onvelpfences(3.9) et (3.a4) pour ia dernière intégrale, I'expression (3.43) devient à lzr

linrite

(;J.17) 0 - - [  rv., n1, d,r + [ n@oek).vç d. - 
[  t t  b[.Vç dr.

Ja  JA  , JA

Orr intégre par parties (3.47) et on utilise (3.46), on obtient

( : i . tE)  0-  [  , re1"d , r -  [ 'ooopeksar+ [vubfçdr .
Ja  Jo  Js l

C.jer:i est vrai pour tout rp € 2(0). Par conséquent

(3 .49 )  z  . e  p  : 'AoYp .  es  -  b [ .  Yu .

Irinalement.

( 3 .50 )  z : 'AoVp -B lVu ,

oir la nrzrtrice Bl est définie par

(3 . l r r )  tB ten  -  b3 .

llrr rrtilisant (3.4a) , on obtient

(3 .52 )  tB te t , : rn (Q( tAVrb r  +  tBV@\ ) .

Clec:i achève la démonstration. I
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Renrarque 3.4 La symétri,e de la matri,ce B n''interu'ien,t pas pour l'h,omogéné'i,sati,on,

rl,tt, probl,ème adjoi,nt. Mais cette hypothèse sera nécessaire pou,r l,'étude du contrôl,e

optilnnl, qu,i, .fera l'objet du paragraphe su,iuant

4. PROPRIETES DE BF

Notts erllons à présent clonner un résultat concernant l'ellipticité et Ia symétrie du

terrseur Bfl.

Théorèrne 4.L Soû Bt défini par (3. 9). On suppose que B est symétri,que. Al,ors

Bl r:st elli,pti,que et sgmétri,que.

Démonstration

Porn' clémontrer ce théorème, on va s'inspirer dqq méthodes utilisées dans [3] et dans

[9] r.:n les adaptant à notre problème. On introduit la fbnction Y-périodique Xk défirie

I )il.I'

( J  1 ) xk  :  -uk  l ap .

D'apr'ès (3.14), la fonction XK vérifie

(4 .2 )

Soit YÀ' définie par

- div (AV (-Xk + An)) : O dans Y*

I evex* + ar).n d.o :0
J A,r

-Xk + 9/c : constante sur ô?
xk Y- périodique.

- div (BVeYk * gr)) : O dans Y*

L

I BV(-Y* + An).n do : 0
JaT

-Yk + y& : constante sur ô?
Yk Y- périodique.

(4 .3 )
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De même en utilisant (4.1), le problème (3.15) s'écrit

44 , {

d i v  (  'AV thk  +  tBV( -Xo  +An) ) :0  dans  Y*

t  ( 'Avr l ,k+ tBV(-  xk  + an)) .n  d"o :  o
Jar

,lrk : constante sur ô7
,hk Y- périodique.

En écrirrant à I'aide des composantes I'expression de Bl obtenue en (3.49), on a

u5) btt"o:.l"o(",,H.0,,9L#@) rt

On va uontrer qu'en fait, ces coefficients ne dépendent pas de I'opérateur de pro-

longement Q. Par définition de Q, on a

(r 0) bL,: [ (",, Y *u,o44J@) o, * [ @u*)t d,u,
Jv. \ "" daj daj / 

'  
Jr

oit

(1 .7 )  bn :  'AVrbk  +  tBV( -x *  +an ) .

llxlrr.iurons d'une autre manière la deuxième intégrale de (4.6) en usant d'une

iutégrations par parties.

l' f âtt,
|  (Qb*) r  da :  |  (Qbn) t#  da

.l'r J r oUe

: - [ cl iv (eba) an da + [ (ebn).u ar du.
J,T J AT

oir rr,1 est la nortnale unitaire dirigée vers I'extérieur de T.

Cotrtnre - cliv (Qbn) : 0 dans Y et (Qbn).n, : -br.n, par définition

rle Q ( urvec n, la normale unitaire dirigée vers I'exterieur de Y*), alors

(-r.s) [ @o*)n a, : - [ bp.n ya rty.
,JT J AT

Pal conséquent, (4.5) s'écrit

(r.e) boro: [ (",, Y + b. aexk + st)\ r- r
rv. \  -  oaj  ' . f f )o ' -Juru* 'nhdo
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D'apr'ès I'expression ci-dessus, les coefficients bflo sont indépendants de I'opérateur de

ptolorrgenrent choisi.

Norrs allons à présent exprimer ces coefficients sous une autre forme pour établir les

plopliétés cle symétrie et d'ellipticité. Pour ce faire, introduisons Yk solution de (4.3)

clans (4.9). on obtient

a(

ds

-  b io

, vJ

Arrk
ôuo

alc

Aa
Y
-
a

I

L

a(-

(. o'

(4 10) 
{'l: 

':'i"
* ar)

th do

)o'

bu.n,

Yk)

,
-t A.f.

I^

x^-
aa,

Dans I'expression ci-dessus, on évalue la première partie de Ia deuxième intégrale du

urernble de droite de (4.10) de la manière suivante

I Alhk t Arbk .

.1r , , " . , 'û 
oo: 

Jnr, ' i (  û 
6u da

:.lr.",rHffir,
Norrs allons à présent effectuer plusieurs intégrations par palties. II apparaitera donc

<les intégrales sur ôY* : 0Y U0T. Concernant les intégrales sur ôY. elles selont

loutes nnlles car on intégre des fonctions Y-périodiques. Il nous restera donc que cles

intéglales sur Y* et sur ô? qu'on évaluera.

flrr rrtilisant successivement (4.2) , (4.4) et (a.3) dans I'expression ci-dessus, on obtierrt

[  ô4,n ôai ,  f  -  Arbk ôx' ,  [  ^ A(-x'+ai)^ ^t,
.1r .,,,,t# û 

or: 
Jn.o,u grr- La* du * 

Jur"inz-#J:!n5 
tf'A' do

: [,.,,,n9J5Pffir, * Iul*,yid.o + I,f*nHOnittk rto

t ' , ô(xk - Yx) ôxi f , aeYk + uùnn *o4o: 
.lr..t ' 

o aai ù 
o' - 

Jrroin aw

l '  j ,  f  Ae i ' .+aù_n; thkd,o .
* 

.lurbç.n 
yxdo * 

Jurait--:Aat ,
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La prenière intégrale de la dernière égalité ci-dessus s'évalue comme suit

[  ,  O (xk -Y \  Ax i  7
.1r.u.,, 

---Ç- 
a* oo

:/,,!,nWWda+l".o,n a(xk - v\ avi
du

dy

ôu,

ô(xk  -vk )

0ai

our.

ôao
ôar

- 
lrra,n 

a(-Y-l-J ù ,i (xk - yr) do (enutil isanr (4.3)).

Prrisrlue 
#, 

: 6ii, ilen découle

|  ,  0 (xo -Y \  Axu  7
I t'tl -----.F- -;- ug

. l y "  oA j  oAt

: 1,,,,n W W dv * f.r,nff # o,
: t bio o(x*=- Yr) o(x'=-Y') d.y + l' b.io

. ly.  ôai oar 
--ù 

J v'
o(xk - Y*)

ôai
dy

l '  ô ( -Y ,a " i- 
l_,r,,r \fn.i 

(xr -Yk) do.

Pal c;onséquent, la troisième intégrale du membre de droite de (4.10) est de

l '  r  Arbk _ n.  a(xr  -yr) \  
d, :  f  b,o a(xr  -yu) a(x,_-yo)

/, - \ 
a'ii 

aai 
- oit 

6* ) - 
Jv. t, 

--Ç

Ia forme

dy

- 
lrru,,9#9n, (xk -Yk) d"o

-Iru"Wn'svid"o

* 
Iurb1,.n 

yid,o * 
I*",nWni 

gk d,o.
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R.egalclons à présent la première intégrale de (4.10). En multipliant la première

riqrratiorr de (4.3) par Y', on obtient

ôeYk + an)

bit

oo : 1".
* Iu,{t",,,

,  A(Yr  -  an)  0(Y '  -  a i )  7oj' 
aai aa, "a0u^

AeYu + an)ns Y, d,o.
ôai

On a utilisé le fait que les Y' sont périodiques dans Y* (ie : ils prennent la même

valcrlrl sul les côtés opposés de Y, par conséquent les intégrales sul le bord de Y sont

nulles.

En additionnant les deux expressions obtenues ci-dessus et en utilisant la définition

(4.10) ,  on about i t  à

ô(xr - Y\ a|i - Yi) - a*) o(Yo - an)dy
0y Aw

bit
ô(-x' + ar)n,i dK do

otlt

Fx' + at)

\''Iaintenant nous allons montrer qu'en fait, les intégrales sur le bord de 7 sont nulles.

En eff 'et. d'après (4.2), on a d'une part -y'*At: constante sur ô2, d'autre part

en trtilisa,nt (4.3), on a -Yi I At : constante sur â1 (les constantes ne sont pa.s

frrlr:énrent les mêmes). Par conséquent, Xi - Yo : (-Yi + At) - (-Xn * 37i) est aussi

r:rrrrstante sur le bord de 7. De même par @.a). Ltk est constante sur'ô7.

Lr.rs c:oefficients ô[o s'écrivent donc comme suit

o(xk -  Yk) 0(Y* - u*) 0(Y' - ao,)

ô(-Yi  + aù

oat
o(-x' + ar)n,.i d,o

oat

,'To: I"_

tlr, - l".u
-(x*

bj
yn
--;

CJ

as(

b . n

ô( l
t -

IU"
I r,n
AT

b in '

,T,+

t
Ja

T
do)d

do

,a+

Yu',

Yi.))

dy

(xr

(x" '

AT

bj

uj(

T
/^,

oui oan

Wno
ctat

AeYk + ak)naw do.

J t

- l

Y '

o(x' - Y") ,
aan "a bit

a(yx r aù ,
Ën1 

do- ( -x '+

* 1".
ni do

rltl
ôai

A à o
AT

) lar

0u^

I,
'At)

* rhklarY\lu, lu,

\tu, fu,t,

bj

t

ô,ut

b*.n, d,o._&0,_ t,,



Ol rl 'après (4.2). on a | ,qVe*k +Ar").ndo:0, donc la quatrième intégrale cle
Jar

1'égalité ci-dessus est nulle.

D ' i r u t re  pa , r t  d ' ap rès  (4 .3 ) ,  on  u  I  BVeYk  *  g1 r ) .nd ,o  :0  V  k :1 , . . , f r .
J A'T

Ceci entraine que la troisième et la cinquième intégrale sont nulles. De même. en

rr t i l isant  (a .Q et  (4 .7) ,  on a /  (bp) .ndo:0.
Jar

Finalenrent les coefficients de Ia matrice Br sont donnés par

(4 .11 )
(  , ,  [  ,  ô(x* -yk) a(xi  -yi \  f  a(y* - an) a(yo - a,, ,)  ,
) " Â , -  |  

- J (  - u v  I  I  
- J t - - - - - - - - - - l - * : t '

\ ./y. ôy.j )Ut Jy- )Ui )at

De 1>art la forme de ces coefficients, la matri ce Bl est à la fois elliptique et symétrique.

t

5. CONTROLE OPTIMAL

Contrôle optimal et homogénéisation pour Ie problème de la torsion élastique. I22

Orr délinit X, Ia fonction caractéristique de f2, par

On a, Xe - 16 dans .L""(CI) faible * où X6 : #.
On considère Ie problème de contrôle optimal (1.2)-(1.4) où I'ensemble des contrôles

:rdnrissiblesUâaC L2(Q,) est défini par I'un des convexes fermés suivant (voir [4] et

lz l)  '

,  \  [ t s i z€CI ,
X e : X e ( r ) : 1

[0s i r€CI \0 , .

(5 .1 )

(5 .2 )

(5 .3 )

uâa:  L ' (Q, )

UEa: {0 e L2(A,)  |  0,  x"rb pp dans f)}

UEa: {e e r2(A) |  X,ût  36 .  x,rb,  pp dans 0}

<it lt.tl, et tft2 sont des fonctions de L'(A).

Pzrl cléfinition du contrôle optimal 0!, on a

(5 .4 )
A I f

+ I @)2 d,x < J,@:) < ./.(o,) < c,
2 Je. '  '
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lronl les différents choix de O. €UâaC L2(Qr) qui suivent

(5  5 ) o.:

Norrs allons à présent caractériser le problème vérifié par la limite dfi du contrôle

optimal et montrer qu'en fait cette limite est aussi un contrôle optimal associé à un

ploblème et à une fonction coût que I'on explicitera par la suite.

Porrr c:ela on suit la démarche de [a] ou [8], on définit les ensemblesL{o.4 c.L2(ft) 1>ar'

( X, dans le cas (5.1)

I
\ *,rb dans le cas (5.2)

| *,rh, dans le cas (5.3).

( 5 . 6 )

\ o . /  /

(5 .8 )

Uad, :  L 'Q)

Llod,: {0 e L2(Q | 0 > Xorlt pp dans f)}

Llod: {e e L2(çl) | Xoth < 0 < xorb" pp dans 0}

corlespondant respectivement aux cas (5.1), (5.2) et (5.3).

Lerrrme 5.L Dans ch,acun des troi,s cas (5.1)-(5.3), on a q'u,e l,e contrôle opti,m,al,0!

uét"i,ft,e (qto,r ertraction, de sous-sui.tes): i'l eri,ste Of, e U",a (déftni' po'r @.6)-(4.$) tel,

(fu,e

e: - eâ d"ans L'(0) fai,ble.(5.e)

Démonstration

Dans clra,cun des trois cas énumérés dans (5.5), Ia norme ll"'llrr. cle la solution u, € I/,

tle l'équation d'état (3.1) où I'on a remplacé I, par O., est borné indépendamment

cle a et oomme B, e M(0,-,/ru), il en découle que J.(Or) est uniformément bornée

Pal conséquent en utilisant I'inégalité (5.4), onul; est une suite bornée dans Lt(A)

r;t clonc il existe une sous-suite qui converge faiblement vers 9fi dans .L2(f)) faible.

D'apr'ès la définition de Llo4, iI est clair que si 0 € Uoa alors ffid € Uâa. Comme

e; - dfi clans L'(A) faible, on a dfi € l,laa. I
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Jirronçons Ie théorème suivant qui nous donne un résultat de convergence du contr'ôle

optimal

Théorème 5.2 Pour 0 el,ln.a fi,ré, on cons,idère u € Hê,(Q) soluti,on de (3.2L). Soi,t

,In l,o .fon,cti,on coû,t définie par

( ;10) Jo@):!  [anvu.vud,r*+ f  Lo*.
L  rn  2  Jaxo

Al,rtrs Ofi sati,s,fai,t la condi,tion d'opti,malité

(5.11)  0[  eU"a et  Jo( î i , ) :  
,?ù:o 

Jo@)

De 7tl,u,s, on a

(5 12) J11+(d:) 
: Jo(Pô).

Démonstration

Première étape

D'après le Lemme 5.1, on a 9fi e Uoa. Soit u!l'état optimal associé au contrôle optimal

(solrrtion du problème (1.2) avec 0, : dJ dans le membre de droite de l'équation

rl 'r i tat). En uti l isant Ie fait  q"" l l4l lr ,1o,; est bornée, on a l lY P,ul l lptot est bornée et

r lorrc:pal I ' inégali té de Poincaré l lP,ul l lrr(o) est bornée. Par conséquent l lP.^"! l l77't. ,1
est bornée . il en résulte (par extraction de sous-suites)

(  5 .13) P,u!' u* dans Hd(CI) faible.

où z* est solution de (3.21) avec d : 0ô dans le membre de droite de l'équation d'éturt.

Deuxième étape

S<rit ru. e Hâ(CI,) solution du problème (1.2) avec &d .orrrrne contrôle (0 e t/",1),
Xo



C)rnttrôle optimal et homogénéisation pour Ie problème de la torsion élastique. 125

r:'r:st r\ ctire :

( 5 .14 )

(5 .16 )

(  5 .18  )

div (ArVu. ' " ) :  f  *

U e  : 0

ue : constante

X r0

Xo
dans f,).

sur ôO

sur ô4

Conrme I:e ^ o
Xo

(5 .15)

oir rl est solution de

lur,o,o-e.ne: Ir,ro*

L'(a) faible, on a

Pru), - u) dans flot(fl) faible.

f - aiv (A6Vtr. '): f +0 dans CI

i w :0 sur' âf)

(rroil Tiréorème 3.2).

Tloisième étape

Donnons à présent un résultat de convergence de l'énergie.

Soit q. € % solution du problème

( D . i i )

Alcrls (cl'après le Théorème 3.2)

I 
ot" ,'o,onn,- B,vw..)

\ L.( 
A,Y q, 1' 

",",)'n, 
d's

:0
:0
: constante

:0 .

dans f).
sur ôO
sur ôQ

or\ ('ur. q) est solution de

(P,w,,P,e) - (w,q) dans (rfot(Cl))' faible,

(5 .1e) /  
- ai" (tAoYq - Bf,V?r) :0 dans f)

t  Q:OsurôCI
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(5 .23) BrVwr.

Cclrnnre.

(5 .20)

| [r:,""','vu), 
a'': 

ln','t',Yq''Yw' 
* - 

Iu[,',o'Yq' 
- B'Yu')'n''tu' d'r

) r f
1 

: 
Jn,on,'(o,vw,) 

dr - 
Jun('A'vq' 

- B'vu') 'n'u' '  r ls

I'
\ 

+w'lar' 
Jur.('o'oq' 

- B'vu..)'n' ds'

rr l  urE :0 sur ôf) et 
frr,(tOrrqr- 

BrYur).n, d"s:0. Par conséquent en intégra,nt

pal' palties. on obtient

I lr,"''w'' Yw' o* : In,Yq''(A'vw') d'r

| : - [ div (A,vtr ,)q, d.r + [ (A,yut,).n,q, d,s
(5 .21)  I  

J ' ,  JaQ'\u'JL' 

I  
:  

ln,rr*#trn,or*lun(A,vu,.).n,q,r ls
| * q)ur, I A,Yw,.,, d's.
t  

' - ' - - 'Jar .

Cl 'rrrnrc Qt :0 sur â0 
", I*,ArVwr.n" 

Or: 
Ir"f 

d.r. on a

I t B,vu,.ytu, d,r : [^ r, * *tl e, d.r + q,la.r, 
Ir,ro*{ . r r .22)  I  Jn '  

/ " '  u - *o\ ' --' 
I 

: I"' *4e'.1 P'q' d''

[,e rnc:urlrt'e cle droite de l'égalité ci-dessus passe à la limite, par conséquent Ie membre

rk-l gauche a.dmet la même limite. Il en résulte,

vw, d"r : 
InU 

* o)q d,r.ri- /
e-o  Je .
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Or par les résultats d'homogénéisation établis en (5.16) et les conditions nulles sur le

bord de 0 de q et de tu, on a

Irr,*o)qd,r:- I: div (AeVtr.,) q d,

- 
I. 

div ( t,46V q) dr

: - 
Intr.r 

div (ntVu) dr

: 
In"oou.vu 

d,r.

Finalement en comparant (5.23) et (5.24), on a

(b.25) t  B,Yw,. Yw, d,r-- [  BrYw.vw d'r.
Ja. 

_ 
Jçt

Et comme 410 ̂  0 dans Lr(A) faible, eI y!:1, dans f), on a
Xo

(5 26) [ fYq' d,r..- [ ! 0"
Jo , 'Xo  Ja  Xo

Par conséquent, en utilisant (5.25) et (5'27), on obtient

J,( l tq--- Jo@).

(5.24)

(5.27)

(5 .2e)

(5.30)

De la même manière, en prenant 0, :0T dans (3.1)' on a

r f
(5.28) | a,v";. V,rrl dr -- | Btvu" ' Vu* dr .

Ja. Jç

Quatrième étape

En passant à la limite dans I'inégalité

Y0 el,loa J,(bE > J,(0:),

et en utilisant Ie Lemme 4.1, on obtient

En plenant en particulier d:0ô dans I'inégalité ci-dessus, on a

J're) ,- t, 
IBtv 

u* . Y u* d,r * Iim-sup + Ir,(0!)2 
dr.

( 5 .31 ) n1j;,o 1,.@:)'o* = [%*
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Euonçons le résultat suivant démontré dans [4] :

P ropos i t i on5 .3 (Kesavane tSa in t JeanPau l i n )So i t 1<p<

Soit 4 - 9o dans trp(f)) faible. Alors

(5.32) l imipf [ 1e,1,a*2 [ 9{a..
a-o Jo. '  

- 
Ja XoP-

On cléduit de la proposition 5.3 et du lemme 5.1 que

(5.33) l i rninf [  (e)ror> [  
(1i l 'z 

dr
e -o  Jo . ' - '  

-  
J ç  Xo

Par conséquent

(5.34) ri"r / (o!)zd,r - [ @il' d*.
t *oJe.  Jn Xo

On en déduit (5.12). De (5.30) et (5.34), on obtient (5.11). Ceci achève la

clémonstration. I

6. CAS UNIDIMENSIONNEL

Nons allons à présent étudier le cas n : I. Dans ce cas, il n'est plus question de

torsion élastique vu que cela n'a plus de sens. En fait, on va se placer dans le cadre

mathématique de la torsion (mêmes équations) pour appliquer les résultats obtenus.

On va donc utiliser les équations données par (1.2). Dans IR, ces équations modélisent

un problème en électrostatique :

On considère un certain nombre de conducteurs répartis dans une région donnée

clelR,. On s'intéresse au contrôle optimal d'un problème où la solution correspond

aru potentiel électrostatique à l'extérieur des conducteurs induit par une densité de

cha,rge rrolumique donnée.

Soit CI :la,,bl un ouvert borné de.B (" à 1). On suppose que les conducteurs sont

r'éper,r'tis périodiquement (de période eY) où Y:]0,1[est la cellule de base.

Soit ? : fc,dl (avec 0 ( c < d < 1), Ia partie de la cellule de base Y correspondant

trux conducteurs et on définit Y* par Y* : Y\? la partie de Y non conductrice.



Le trolcl  cle T. est donné va, ôr, :  {  !  {" : ,a31}[ l  1a,41roJn ) '
On se clonne une distribution de charge de densité volumique kG + É r1.

A16rs Ie potentiel éléctrostatique 2., induit par cette distribution de charge est solution

rlcr
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%. On déflnit 7i

on pose 0. : O\]i

dans f).

V i€  %

(6 .1 )

Vzl e %.

, r i r  t t . - ( r ' )  :  o , ( r le ) .

Soit c' i,d! définit par c! : €(c+ t) e! d', : t(d 
T 

z) avec i e

I'ensemble des conducteurs lar [ : { [J [.:, d:] | n la, b[ et
\  rc 'L ,  )

(o,*,r, - o,*,,)@L) -- (",*r, - u,X,,){az)

-*(o,*) :T-ro,
d,x : \  "  a :L  '

ur(c 'r)  :  ur(d'r)

u , ( o )  :  u r ( b )  : 0

/ \ / \
(  " ,# )("3) :  I  a,s# l (d ' . )
\  

-  
" ' / ' . ,  \  

-  
" "  ) '  

. '

Erxrnçons un

Théorème

bont,ée. dans

0  1 ù . r n  1 9 .

(6  2 )

résultat cle convergence :

6.1 soi,t r € Lt(a) et 0, €  L ' (Q , )

L2(0) .  Soi t  a , ( r )  :  a( r le)  e t  b , ( r )  :

1 crrr,r et 0 1 0^ = b, S 0m. Soi't u, et pr, solu,tr'ons

-*(",#): . f*0,

*@,#-b,4#):o

tel qu,e l, esf

b(rle) tels que

du, probl,èm,e

dans {1,

dans {2,

Vic- 'n

vi€ 'n

Vr ,€  %

/ \ / \

1u# )(c',): \u# )taZl
ur(r 'r):  ur(d'r), Pe@'r): Pr(do;)

u,(a) : u,(b) : p,(a) : p" (b) : 0
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Al,ors'il eri,ste as etbl et des foncti.ons 0 € L2(Q),u, P e f/ô(CI) tels que (par ertro,c-

t i.ort d,e sou,s-suites)

( o, o d,ans L2(Q) fai,ble
(6.3) \ P,u, u dans H[(A) fai,ble

I P,p, u dans Hot(0) fai,ble,

où, P, est l'opérateur de prolongernent défini au lemme 2.L.

Le r:ottple (u, p) est solution de

(  - !a t* l  :T+o d,ans(a,b)
I o"r ar

(6.r)  
I  +6o*-un*l  -o d,ans(a.b)
, ar a:L dr'
( z(a) : u(b) : p(a) : p(b) - 0.

or), a,s est le coefficient homogénéisé d,onnée par (6.16) et bl est un. scalai,re d,on,t

l,'r:.:t:pre..ssdon est donnée par (6.26).

Démonstration

Ce théorème est un cas particulier du Théorème 3.2. II n'y a donc rien à montrer.

N{ais nous allons par contre donner les expressions de oo et de bil de manièr'e explicite.

i) Expression de as

D'après (3.20), le coefficient a6 est donné par

(6 5) ,o : ù f"ap,t tffuù o,

Les coeflicients ne dépendent pas de I'opérateur de prolongement Q. En effet d'après

lir théorie classique de I'homogénéisation, cette opérateur dispalait lorsque que l'on

t)zrsse à l'écriture sous forme symétrique des coefÊcients homogénéisés (voir Cioranescu

.k Saint Jean Paulin [2]), I'expression (6.5) devient

(6b) oo:Ë |"."<otfirrffoo,
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-4orr l*) :o dans Y*
0'a aa

, d,u., ,  d,u
(a  

* ) ( c ) :  
( a  

* )@)

u(c) : u1ç41

@ - a) Y- périodique.

Trrtégrons Ie problème ci-dessus, la première équation de (6.7) nous clonne

(6 E) o* lo l  :  { r*  
sur (o '  c)

aa 
I  r-  ru.  (d, ,r) ,

ir\('(' À'+ et k- des constantes. Or' (o!\t ' ' fu 
"

ay k) : @ da)@ 
douc

t - f  r  -  |
Â i ' : l i  : K i .

On obtient par intégration

orh la fonction c..r vérifie

( 6 .7 )

(6  e ;
( K* sur (0, c)

w(a):nF@)+\
| .  1 { -  sur  (d ,1 ) ,

, ir  F est une prim"' 
I

Itrve de 
açr!' 

r'e' '

( i i .10)

N{:rintenant. comme (, - ù est Y-périodique, on a

(6 .11 ) u r (O)  : c . . ' ( 1 )  -1 .

En utilisant (6.11) dans (6.9), on obtient d'une part Ia relation

(6 .12 )  6+  -K -  - k  (F (1 )  -F (0 ) )  - 1 -  k .m1 \ ] l  - r ,

dF . ,  1

* \a) :  o (ù .
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\  , , \  L  f t  r r - .rr ir nry(h) : 
ly J, 

n(a)da: 
Jo 

h(a)da.

D'arrtle part, puisque cu(c) : u(d), on aboutit à

(6.13)  v+-K--k(F(d)-F( . ) )  :k . lT l rnrr l l ,

7 fd
oir rn7(/r) : 

n J" 
h(A)da.

Pr.rl conséquent, en utilisant (6.12) et (6.13), on obtient

i
(6.14)  k :6,

,rl apr'ès un calcul élérnentaire, on a

(6 .15 )  k : -  
7  - .. 

ly. l  .*î(+)'

1  / f c  f r  \
, r i r r n i , ( / , ) : f i ; (  |  l r ( y ) d y +  |  h ( y ) d a ) .

l ï - l  \ J o  J d  /

llu erxplimant (6.6) à I'aide de k, on obtient

(6 16) "o:ltl".h*
Finalement. en utilisant (6.15) dans I'expression précédente, on aboutit à

1oo: 
v6Yc) 

'( 6 .17 )

ii) Expression de br

On a ci'a,près (3.49)

(6 .18 ) oo : t f"a{"rotff -uo)#a) aa,
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En utilisant la forme symétrique de br donnée par (5.11). on a

1 |  [  , ,  ,d ( -Y +a)a?v.+a)  
du+ [  , . ,  ,d (X-y)d(x  _J)  dr ] .(o re) tr - :l|"?t t o 

= 
d,y L"!tu)=Tur, _ l

oir t l :  -Y + y satisfait

- l roul* l :o dans Y*
0'a d,a

. - da , . .  . . d@ffi)k): @Ta)@)
a(c) : sç65

(a - a) Y- périodique.

Le problème (6.20) est du même type que (6.7). Par conséquent les mêmes calculs

cl'intégration vont être menés pour déterminer a. On va donc obtenir pour la. première

intésrale du membre de droite de (6.19)

(6 21) f  açr1d(-Y + a) d(- \  + a) aa :
. ly- dy dy @"(i l  -  lr l  *r(â)) '  

-  
lv. l  *?G)

lY" l  ̂v.  ( I )

Clcrrrcelnant la deuxième intégrale du membre de droite de (6.19), comme u : -X.-t'!/

et cl:  -Y + g, alors y-Y : e- c..,  oir a.r est solution de (6.7) et o est solution de

(6.20). Ceci implique que

(6 .20)

(  d (x -Y)  _da
(;22) I 

--T-F-

[  :  
b6-

où À; est clonné par (6.14) et k' par

d./t

dA
k

tÎ :a\a )

(6.23)

Orr olrtient

1 t  I^ -  
lY* l r t l ( rJ '

ur la deuxième intégrale,

, ,  ,d (X-Y)d , (y -Y \  f  , (  k '  k :  \ 'o\U) ,  dU: I  b(y\ l  .  - - - - - - ' - - - -=l\ù '  dy dg "  Jy,  
' " '  

\ l r (g/)  a(A) )
:  lY* l (k '2* r . ( I /b )  +  k ' *y . (U/ " ' )  -  Zkk tmy. ( t l " )

donc po

{L
l.

rkt
(6.24)
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llrr utilisant les définitions (6.14) et (6.23) de k et de k', l'expression précédente devient

f  .  .  . ,d(x - Y) d(x - Y) ao : lY.l.*". (tt lo') _ _.l_(ci 25) l",r'(a):ff=-E |y.r.-î.(fiF 
- 

v\*?H
Irinerlement, en combinant (6.21) et (6.25), on aboutit à

((;.26) ,o:Ë#9.

Remarque 6.2 Kesavan et Saint Jean Paulin ont trouvé un résultat analogue à

(6.26) clans les domaines non-perforés (voir [3]).
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