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Introduction

INTRODUCTION

Dans cette thèse on s'intéresse à l'étude de quelques problèmes de contrôlabilité

exacte, de contrôle optimal et de stabilisation dans un domaine tridimensionnel de

faible épaisseur à frontière ondulée. On étudie aussi le comportement asymptotique

correspondant à chaque problème lorsque l'épaisseur tend vers zêro. Le domaine qu'on

considère est donné par:

Q" :  { (z r  , :Dz , rs ) l ( * t , * r )  €  c r r  e t  eh- (n1 , *z )  <  rs  1  eh l ( r1 ,x2) }

où a.r est un ouvert borné de IR 2 de frontière régulière, e ) 0 est un petit paramètre,

h,a ) 0 et fr,- ( 0 deux fonctions de classe Cl sur c.r telles qu'il existe un nombre

4 > 0 vérifiant h:: h+ - h- > q.

On note fe la frontière de O". fe se décompose en trois parties: la frontière latérale

de f)" notée ffi et Ia frontière supérieure et inférieure notées respectivement f! et
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fi . On pose:

f f i  :  { ( r 1  j 12 , r s ) l ( q , r z )  €  7  e t  eh - (n1 , xz )  1  r s  1  eh+ ( * r , , r 2 ) )

f i  :  { ( * r , r " , r s )  |  ( z r ,  * r )  €  u  e t  r s :  eh+ ( r t , * t ) }

f 1  :  { ( r r , r t , r e )  |  ( r r  , r z )  €  u  e t  r s  :  eh - (q , r z ) } .

f "  :  f6  uf i  u f i .

Partie 1:

L'objectif de cette première partie est la contrôlabilité exacte pour l'équation

des ondes en agissant avec un contrôle de Dirichlet sur une partie de la frontière

latérale, notée f"("0), et un contrôle de Neumann sur f! et le .

Soit ? > 0 fixé, on considère alors l'équation:

(1 )

o'a '^
æ 

-  Aa:0  dans  O"x ]O,? [

a :  u sur f " ("0)x]0,  ?[

a : o sur ff i  \  f"(ro)xlo, 
"[0a

ffi 
:.* sur fi x]0, 1l[

âqt

s(0) : uo,fi(O) : ut dans CI"

Notre problème se formule de la façon suivante:

Pour un certain temps ? > 0 et des données initiales dans un espace hilbertien

convenable, existe-il des contrôles u et, wl qui permettent de ramener le système à

l'état d'équilibre à l'instant 7, c'est-à-dire on veut que Ia solution g de (1) vérifie de
plus :

a( . ,7) : * ( ,? )  :o  dans e" .'  d t ' '

Les premiers résultats ont été établis dans le cas de I'épaisseur constante par J.L.

Lions [t0], puis par J. Yan [36] et J. Saint Jean Paulin - M. Vanninathan [31] dans le

cas de domaines cylindriques minces.

Dans un premier temps on étend les résultats de contrôlabilité exacte de J.

Saint Jean Paulin et M. Vanninathan [31] pour des domaines cylindriques minces en
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se fondant sur les résultats de régularités de M. Dauge [8] et la méthode HUM de J.L.
Lions [18]. On étudie ensuite Ie comportement asymptotique de (1) lorsque l,épaisseur
e tend vers zéro. On établit que la limite du contrôle exact est le contrôle exact d'un
problème limite bidimensionnel dont l'opérateur dépend des ondulations â+ et h_.

Partie 2:

Dans cette deuxième partie on s'intéresse à un problème de contrôle optimal
pour l'équation d'état donnée par un opérateur elliptique de second ordre et une
fonction coût à minimiser. Notre équation s'écrit:

-d iu (AVu) : /+O

u:0  su r

AYu.uu :0  su r

dans O'

f6

fi

+I.:; 1,"(3)

(2)

où A est une matrice définie positive, f e Lz(Q') et O e Uia (ensemble des contrôles
admissibles).

On se donne la fonction coût:

/(o) (BVu,Vu) dx I @2 dx,

avec B matrice symétrique définie positive et .ôy' constante ) 0.

D'après J.-L Lions [20], on sait qu'il existe un contrôle optimal O! pour la
fonction J. Notre but dans cette seconde partie est d'étudier la limite de O! quand
e tend vers zéro. On montre que si la limite existe alors elle est Ie contrôle optimal
de l'équation limite obtenue à partir de (2). Pour établir ce résultat on choisit, dans
la formulation variationnelle du problème adjoint correspondant à (2), des fonctions
test particulières en s'inspirant de [13] et [32].

Partie 3:

Dans cette troisième et dernière partie, on s'intéresse à un problème de stabil-
isation uniforme pour l'équation des ondes dans le domaine O"x]0,"[. On considère
l'équation des ondes soumise à un terme d'amortissement interne sur une partie de O"
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et un terme d'amortissement frontière sur une partie de fi et f1. ces amortissements
sont des fonctions linéaires de la vitesse. Le système étudié est le suivant:

u" - Au * a(r)u' * (a(r))2u:0 dans f,)" x IR+

u:0 sur f f ix IR. , .
(6) ou

Au.+€+(x )u lQ( r )u ' :0  su ï  f !  x IR l

z(0) : us, u'(0) : ut dans ç2e

avec

a ' o" -----IR+ € ,-(o") fonction positive non identiquement nulle

(aet(.adeux fonctions positives de Ct(fi).

On montre que l'énergie décroît exponentiellement en utilisant une méthode
des multiplicateurs par morceaux introduite par K. Liu 122] avec une condition de
Dirichlet sur le bord et utilisée ensuite par P. Martinez [23] avec une condition de
Neumann sur le bord.

On établit ensuite que lorsque e tend vers zéro, le problème limite fait ap-
paraître un opérateur qui dépend des ondulations. Pour le problème Iimite ne subsiste
que le contrôle interne distribué sur tout Ie domaine.
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CONTROLABILITE EXACTE DE L'EQUATION
DES ONDES DANS UN DOMAINE MINCE

A FRONTIERE ONDULEE

Introduction

Dans ce chapitre on étudie dans un premier temps la contrôlabilité exacte de
l'équation des ondes du domaine f)e en agissant avec un contrôle de Dirichlet sur une
partie de sa frontière latérale et un contrôle de Neumann suï sa frontière supérieure
et inférieure. On cherche, pour e ) 0 et pour ? > 0 fixé et des données initiales dans
un espace hilbertien convenable, si I'on peut trouver des contrôles qui permettent de
ramener le système à l'état d'équilibre à I'instant ?.

Dans la deuxième partie on étudie le comportement asymptotique lorsque
l'épaisseur e tend vers zéro.

Beaucoup de problèmes sur les domaines minces ont déjà été étudiés. On
trouve des travaux de Ciarlet et Destuynder [3], Ciarlet et Kesavan [a] et Raoult

[26], l27l pour les modèles de plaques et de poutres. Pour l'équation des ondes, des
résultats ont été établis par J.L. Lions [19] puis par J. Yan [86] et J. Saint Jean
Paulin et M. Vanninathan [31]. J. Saint Jean Paulin et M. Vanninathan or-rt étudié
aussi le problème d'élasticité [30] et de sentinnelles [29] dans des domaines minces.
Ce chapitre est une extension au cas de frontière ondulée du travail de J. Saint Jean
Paulin et M. Vanninathan [31].

Pour resoudre notre problème on applique la méthode d'unicité hitbertienne
HUM introduite par J.L. Lions [18]. Cette méthode consiste à montrer un résultat
d'unicité, en passant par une majoration de I'énergie (inégalité inverse), qui nous
permet de construire un espace de hilbert tel que pour toutes données initiales dans
l'espace dual il existe des contrôles qui permettent de ramener la solution du svstème
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à l'état d'équilibre.

Pour avoir ce résultat d'unicité on utilise la méthode des multiplicateurs. Ce
qui pose, dans notre cas, deux problèmes: un problème de régularité à cause des
singularités des solutions aux intersurfaces entre les conditions aux limites du type
Dilichlet et de type Neumann. En imposant des hypothèses supplémentaires sur
les ondulations et en utilisant les résultats de M. Dauge [8], ce problème est résolu.
En effet il ressort des travaux de M. Dauge [s] que si les angles D-N sont 1 r,la
régularité est fl'(8+€). Dans le cas de l'épaisseur constante [31], J. Saint Jean paulin

et M. vanninathan ont utilisé les résultats de p. Grisvard [g].

Le deuxième problème qui se pose est le choix des multiplicateurs. Les mult!
plicateurs classiques de Lions [tA] ne conviennent pas à la géométrie du domaine CI".
Dans ce travail on construit des'multiplicateurs adaptés à Oe qui généralisent celx
proposés par J. Saint Jean Paulin et M. Vanninathan.

A l'aide de la méthode HUM on montre alors que le système est contrôlable
exactement. En plus on obtient des estimations à priori qui nous permettent de passer
à la limite quand e tend vers zéro. On montre que la limite du contrôle latéral est
le contrôle d'un problème bidimensionnel dont l'opérateur dépend des ondulations et
que le contrôle sur la frontière supérieure et inférieure converge fortement vers zéro
et entraine un contrôle interne dans le problème limite.

Ce chapitre est organisé comme suit:

On commence par quelques notations et des résultats préliminaires dans le $1. Le
$2 est consacré à I'application de la méthode HUM. On donne quelques résultats
cl'existence et de régularité qui nous seront utiles pour établir une égalité directe
et une inégalité inverse et par suite mettre en place HUM. Dans le $B on étudie le
comportement asymptotique des problèmes cités dans le $2: problème homogène,
problème rétrograde et problème de contrôlabilité exacte.

Ce chapitre fait I'objet d'une publication paxue dans Portugaliae Mathematica
vol. 57 fasc. 4 - 2000, [1b].

11
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l.-Position du problème et résultats préliminaires

Commençons par quelques notations. On désigne par c.,, un ouvert borné con-
nexe de IR 2 de frontière 7 régulière et par â-. et h- deux fonctions de classe Cl sur
t,' vérifiant:

h+ )0e th . - ( 0su ra . ,
( 1 .1 )

il existe un nombre n > 0 tel que h :: h+ - h_ > 11.

Soit e un petit paramètre ) 0 destiné à tendre vers zéro. On considère un domaine
cylindrique O" de frontière f" à base ondulée; la frontière supérieure (resp. inférieure)
sera notée par ft (resp. fi) et dépendra de e et de ha (resp. de e et de h_). La
frontière latérale sera notée par f6.

On pose :

( - ) "  :  { ( r r , * r , r s ) l ( q , r r )  e  w  e t  eh_ ( r r , r z )  l  r e  1eh+ ( * r , r r ) }

f 6  :  { ( " t ,  r z , r s ) l ( r u r z )  €  7  e t  eh_ ( r1 , r z )  1  r g  1  eh+ ( * r , r z ) }

( 1 .2 )  f i  :  { ( * r , r r , r s ) l ( n t , r z )  €d  e t  xs :  eha ( r1 , , r 2 ) }

f 1  :  { ( * r , r r , r e )  |  ( c r  ,æz )  €ù  e t  r s :  eh - ( r r , r z ) }

f " : f6uf iu f i .

Notons u' : t(u1,uE,râ) le vecteur normal unitaire à fe dirigé vers l'extérieur de f)e.
Pour zo donné tel que z8 :0, on définit

m ( r ) :  t  -  t o

" ' t@o)  -  
{ *  e l lm( r ) .uu ( r )  >  0 }

(1.3)  -Y*  :  -Y \ 'y ( ro)

f " ( "0 )  :  { r  |  ( r t , r z )  €  ? (o0 )  e t  eh_ (q , , * z )  (  13  (  eh l ( r1 , x2 ) }

f i : f6 \ f " ( "0)

On impose un contrôle de Dirichlet sur f"("0) et un contrôle de Neumann sur

12
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fi. On fixe 7 ) 0 et on considère le problème de contrôlabilité exacte suivant :

13

(1 .4 )

orl l'on a noté

(1 .5 )

(1 .6 )

On cherche, pour T > 0 fixé et des données initiales dans un espace hilbertien conven-

able, si l'on peut trouver des contrôles u et ?r+ qui permettent de ramener le système

à, I'équilibre à I'instant ?, c'est-à-dire on veut que la solution gr du problème (1.a)

vérifie de plus :

o'a ^
M 

-  Ag:0  dans  Q"

a :n  su r  E  ( *o )

U :0  sur  E :
0y
6fr : ** sur Ei

âzt
g(0) : go, *(0) : yr dans f)"

ot

Q" :  o"x ]0 ,  T[

x" :  f"  x]0, ?' [  ,  t6 :  f3 x]0, ?[,  Xi :  f  i  x]0,7[

x" ( "0)  :  f " (zo)x lo ,? [ ,  E i  :  f ix jo ,T[

a(.,7) : ft{.,r) : o dans o"

L'objectif est d'étudier ce problème de contrôlabilité exacte et son comporte-

ment asymptotique lorsque l'épaisseur tend vers zéro. Les premiers résultats ont été

établis dans le cas de l'épaisseur constante par J.L. Lions [19], puis par J.Yan [36]
et J. Saint Jean Paulin - M. Vanninathan [3f] dans le cas de domaines cylindriques

minces.

Pour résoudre le problème (1.4), on adapte la méthode d'unicité hilbertienne HUM

décrite par J.L. Lions [ta] qui repose essentiellement sur la majoration de I'énergie au

moyen de la méthode des multiplicateurs et alors nécessite une régularité suffisante

des solutions du problème homogène associé. On est donc amené, dans notre cas,

à imposer des hypothèses supplémentaires, outre (1.1), sur h..,. et h- à cause des

singularités des solutions aux intersurfaces entre les conditions aux limites du type
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Dirichlet et de type Neumann (pour plus de détails voir M. Dauge [8]). On prend

clans Ia suite h,1 et h- telles que:

Pour tout point y du bord fi n f6 (resp. du bord fi n f6), il existe un

(1.7) voisinage v(y) tel que le plan tangent à fi (resp. à fi) en gf passe

au-dessus de fi (resp. au-dessous de fi) dans V(y).

Enfin, pour se ramener à un domaine fixe on introduit la transformation suiv-
ante:

(1.8) zL : rr ,  22 : 12 et zs : e-L trg

on notera f), f+, | -, Q, E(ro), x* et x1 les ensembles correspondant aux ensembles
CI", f I  ,1"-, Q',8 (ro), Xi et D! par le changement de variables (1.8) et pàr u:
'(rr,rr,4) Ie vecteur normal unitaire extérieur à O.

A toute fonction / définie sur fl", on associe /" définie sur O par:

r@): r 'Q).

Pour obtenir le problème associé à (1.4) par Ie changement de variables (1.8)
on écrit ,"(n) en fonction de u(z) pour ,r dans ft et z dans fa. Pour cela, on écrit
u et ue en fonction de h1 et de e. Un calcul simple nous donne :

,1  ̂\  
uâ : +.(" '  lvn*l '  *r)-t ' t  ,  vT : -eff 

"s , uE: -"#zf sur f!,
(1.e)

.  / '  -  ^ : '  -L/2 0h+ 0h*u3 : * . ( lVh+ f  + l )  ,  r / L : -Ë r t ,  12 : -Ë4  su r f 1 .

De (1.9) on déduit :

(1 .10)  
" i@):  

eÀIut (z) ,  
"3@):  

eÀIuz(z) ,  
"8@):  

Àu+us(z)

où I'on a noté

(1.11) Ài : À(e, d1) - r J vt'+ l ' ,11 , ) ' / '  sur q,.
\e2  lVâ1 12  + t  )

Le problème (1.a) devient alors:

L4
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Trouver deux contrôles ue et w\ tels que la solution ye de:

(1.12)

ô2a" _ ^
ôtz 

-.a' :0 dans Q

Ut : tJt sur X(zo)

Uu :0 sut  X*

e Àt(V uu" .n") :  w\ sur Xa
â q t ê

a"(0):  u3, f tQ): aî dans o

â1F

a'( . ,7)  :  Ê(. ,7)  
:  0 dans f , )

avec les notations suivantes:

vérifie

(1 .13 )

(1 .14 )

L"u':H.Hte-2W
v"u":'(#,H,"-'H,

n "  : r ( u t r u 2 r e - L u 3 ) .

2.-Mise en æuvre de la méthode HUM

2.1 Quelques résultats drexistence et de régularité

Dans ce paragraphe on énonce quelques résultats d'existence et de régularité
qui nous seront très utiles pour appliquer la méthode des multiplicateurs.

Considérons le problème homogène suivant :

( 2 .1 .1 )

ry - a"ô" -o
}tz

ô t : o

V  
"Ô"  

. n t  : 0

n,Ae
ô"(0) : ô0, fr(o) :0r

et l'énergie associée :

dans Q

sur E6

sur X1

dans CI

(2.r .2) E(t) : I, 
Irr#r",r) l ,  + lv "g" (z,t) lz
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où par définition

(2.1.r) lv"ô.(",t)12:1ffe,ùp + t#fr,t)12 +e-2 l$e,t)|,
On introduit les espaces

V : {rb € Hl(O) lrb : O sur f6}, I// : espace dual de V

On a Ie résultat d'existence et d'unicité de la solution de (2.1.1) suivant:

Lernme 2.L.L. Pour des condi,tions initiales ôo d,ansv et $1 d,ans Lr(e), i,l eriste
une unique solution ô. de (2.L.I) auec

ô" € co(0,T1;v)  n c l ( [0,  T] ;  Lz@D.c2([o,Thv,)

En plus, on a la conservation de l'énerg,ie:

(2.1.4) E(t) _ E(0) ,  vt.

Démonstration: On a le résultat d'existence et d'unicité de la solution / de (2.1.1)
d'après [18]. Pour montrer Ia conser,,ration de l,énergie, on multiplie (2.1.1) pu, 

#et on intègre sur CI. Il vient:

o :  [  
,Ô 'Ô '  r  , p \  oô "  

" -, n \@ 
-  aeQ- )E  o "

Ô fL  f  , ô6u , ,  ,  a  r  âÂe: arL; J"lÊl' * lv"ô'l '  a' l - 
Jrtv.o" 'n")Y 4o

:aEEP- [ (v.ô".-" 'oÔ" ' f '- "a6
,Jt. rr+ 

n')E oo - 
Jr"(v.Ô" 

'n')ft do

et d'après les conditions au bord dans (2.1.1) on obtient:

oE(t) -o vr>oat
et par suite on a conservation de l,énergie. I
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Pour la régularité de la solution ô", on a le lemme suivant qui justifiera les
intégrations effectuées dans la suite:

I Lernme 2.L.2. On prend les conditions i,nitiales Qs € Hr(O) oV et ù € V. AlorsI

l,a soluti,on ô' de (2.1.1) uérifi,e Ia propriété d,e régularité suiuante:

ô" e co(q ?l;H"(o) n y) n Ct([o, T];v) n c2([0, r];  L2@))

pour un s tel que 3/2 < s < 2.

Démonstration: La géométrie de Q ne nous permet pas d'appliquer les résultats de
Lions [18]. Le lemme découle des résultats de M. Dauge [g], que l,on peut appliquer
ici grâce à l'hypothèse (1.7) que vérifient àa et h_. I

Considérons maintenant le problème suivant avec terme source non nul:

(2 .1 .5 )

ô20'
æ-Au îu - f  

dansQ

0" :0  sur  X9

Vu î " . n " : 0  su r  X1
^Ae

o"(01 :60, 
f t(0: e, dans o

Lemme 2.L.3.

a) soient f e Lr (0,7; L2 (aD, 0s € v, h e L2 (e). Alors il eriste une solution unique
0" de (2.1.5) uéri,fi,ant la régularité suiuante:

o" e Co(o,T;v)  n Cl(0,  r ;  L2(a))

De plus, on a I'estimation:

(2.1.6) E(t) <"{a101 * u, l l  /  lL,,ror o") '}  ,

où E(t) est défi,ni dans (2.r.2) et c ) 0 une constante i,nd,épend,ante d,e e.

b) Pour f e Lr(0,7;v), 0o e H2(e) n y et h € v, on a la propriété d,e régularité
su'iuante:

o" e Co(o,T;H"(a) n y) n ct(0, T;v)

17
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pour un s tel que S/2 < s < 2.

On notera dans la suite par la lettre c toute constante indépendante de e.

Démonstration: Pour la régularité, voir Lions t^lq] "t 
M. Dauge [g]. pour montrer

I'estimation (2.1'6) on multiplie dans (2.1.5) pu, 
# 

et on intègre par parties sur f).
On obtient: vu

aE(t)_f"00",_
T: J,JE 

d'  vt>o'

On intègre maintenant sur ]0, t[:

E(t) :E(ol * [ y{ a"a, v, > o
"/ox1o,tI ot

sa(o) * I" ' l l l l lrror l f fb"p1 a, vr > o

<E(0 '  'Ae " '  r  f t o  ' \, * 
ô:T, 

| 6, lu<at \ Jo llf lb,,<at o') vr e (0, /s)

En utilisant I'inégalité:

ab1aa2** r ,  vc )o

I'inégalité précédente s'écrit:

E ( t )sa (o )+ t /  ' ao ' '  12  1  t  r to  . .  r2
"(ôTl, I 6, luov ) * ^lJ" l l/ l lz,,ror o')- vr e (0,16)

et par suite:

supE( t )  -  /  ' Ae ' '  12  1  t  r t o  12
(0,,o) 

- 
"(. ô:1, l-g;lu*t ) s a1o1 * ^\ l, ll/ llz,"tor o')' .

II en découle pour a petit:

E(to) s "{a101 * 
U, ll / llz,,ror o,)'} vrs > 0

avec c constante strictement positive et indépendante de e. r
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2.2 Inêgalité directe

Avant d'énoncer une identité fondamentale, précisons quelques notations. On
définit, comme dans Lions [r8], des champs de vecteurs tangents ,ru, ,2., 11 et z2 tels
que {2" (r), r l ' (n), ,2"(r)} (resp. {"("), ,L(r), 

"2(r)}) 
forme une base orthonormée

cle IR3 pour tout r dans fi (resp. pour tout z dans f1). soient:

,L '  ( r )  : ,  ç%, -a!* . ,0)  I  vh+ l - r
(2'2'7a) surrf 

,r. '1*ù:, '(#;, 
urË,"tv,n*,, 

' ,  

,r .  l - ,  (r + ", lvhx l \_+,

rte):,P**,-+,0) I  vh+ l-r(2.2.rb)  sur f  1 
r2 ' (  z 'z)  :  , '  ,& u: : t  , : .  , r :  ,'  d?, ,Ë,  I  vâ+ l " )  lvh+ l - t  ( t+ |  vh+ l \ -È

On a:

.  r t " ( " )  :  r t7 )(2 .2 .2 \
,3.@) : XîrZe) t d :1,2 et ri"@) _ eÀirie)

où Ài est donnée dans (1.11).

Pour toute fonction régulière / définie dans O" et solution du problème ho-
mogène associé à (1.4), et donc vérifiant 

# 
:0, on a:

#:ffi"r,.#,#+ffi+"
Aô -Le Aô ia:dærk"+ff i rÉ' ,  k:L,2,3

et d'après le changement de variables (1.g) et (2.2.2) il vient:

Aô"  ,ôôu  , - t  ,A6

/ ,  . ,  
" \  

ù , :  
T ;  

hL  
+  l " i r f ;  

*  
: :  ooë '  a :  r , 2

u'ffi: "x",*fiffi :: eosôe
On dénote par :

(2 .2 .4 )  V iô . : t (o rô" ,o2ô" ,eosô. )
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le gradient tangentiel modifié de ô" surf!. En particulier, on a:

(2.2.5) lV "ô.12 
: lVgô"12 : lorô"12 + lozô.12 + e2 losg. l2 sur f ! .

on voit que, grâce à (2.2.5), d7 est continue de Hr(fî) sur tr2(l!) pour tout j : 1,2,3
et tout ff sous-ensemble ouvert de li.

On définit I'opérareur adjoinr oj : L2(Ti) -,(Ar1fï))' 
"t 

on pose:

(2.2.6) ar: oîot + oîoz + ezolos.

L'opérateut -Ar: vérifie:

(2 .2 .7 )  ( -  A r ,  u ,  , )  :  
I  V " .u .V !u  Vu ,u  €Ht ( f : ) ..  Jr :

Avec tout cela, on peut énoncer le résultat suivanr:

Théorème 2.2.L. soit (m6) un champ d,e uecteurs d,e classe wt,o"(e). Alors,
pour toute solution faible 0 de (z.r.s), c'est-à-d,ire pour 0s d,ansV, h dans L2(e)
et  f  dans L,(0,7;L2(A\,  on a:

; l,"nadua(#)'d'od, *; 
|,.*n,u{(K)' 

- t sr"1'} aoat :

: l  [  20" A0' . 11 \ [  A*u I (00"\,
tJn æ*rho' lo*tJa arut\ â, / ' - lv.0"l ' l |a'at+
+ [  ?*r  a0'  a?u " '  + [  " - r%y{aral  

-  [  r^ a0", , r
Ja az"Q,6a'at ' 

Jq- yzs yzsoz1, Ja- "xfr;azat'

on a appliqué ici la convention des indices répétés (o: L,2etle : L,2,8)
qu'on utilisera dans la suite.

Démonstration: On montre le résultat dans le cas d'une solution forte c,est-à-dire
qui  correspond àdes donnéesin i t ia les 0oe H2(e)nv, fue v  et  /  e  Lr (0,7;v) ,
puis on passe au cas des solutions faibles par des arguments de densité: On multiplie
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le problème en d (2.1.b) ,u, **ffi et on intègre sur Q. Il vient:

l" ̂ rff a"a' 
! lç :A?ï*,,':# *r ffi d zd,r
* foo.t" .o"@r#) dzdt - 

frto.r" .n )*rff a"a,
=lI,#*r#r o"li -; 

L*r*r#t' d,dt+
.: 

I*r*r,v"0.12 
dzdt. 

[*## 
d,zd,t*

* lo''##,# d'zdt - f,{o.r" . n1*rffi aoat
:l I,#*rH o,l: . + IW r#t, d"dt-
-; 

Irnkuk(Tt' d,od,t-; 
IrW tv"0.t2 dzd,t*

.; Irmkut" tv.o" t, d,od,t r- I"##H dzd,t*

* Iru,##,# dzd.t - f,to.r. .,.)*nff a,a,
:U,#*r# o"li *; I,W{r#t'- to"r"t'} a,at+
. L*## dzd,t * [u,Wfiff o"o,-
-; 

l"Âr'r(t#f 
- lv "0"1') ooo, - 

lr{v "0u .n')*o# aoat

Or sur Xs on a 0" : 0 et us: 0 er aon" 
ff: 0 er lV"O.f: (#)r. S,r, E1 on a



V 
"0t  

.ne :0 .  I l  s ,en su i t :

lo,*rffi a,a,:ll,#*r# o,li *: I_W{rKr- tv.'ur,} a,at+
, f o*n uæ 

Y dzdt * [ "_rg*o 
ao. ôe. , ,,- 

lo a^toà"r, Jq Aa;ruu a"a'-
r  f  'ae!\ 'd,odt-! [ ,  / ,oo",z-t 
Jr"*.'o(=ar, 2Jr_nnro(Gr- lv"0"l') a"at

d'où le résultat. 
I

on établit à présent une majoration de la dérivée normale (inégalité directe).
Les multiplicateurs classiques utilisés dans Lions [tg] :

m* € '7t,o"(o)

*r(t) :  un(z) sur f ,

ne conviennent pas à la structure géométrique de Q. Un choix convenable de mult!
plicateurs est le suivant:

Contûlabilité exacte .

(2 .2 .8 )

mx € l4/t'o"(o)

'trùL, rrù2 indépendants de z3

l T L e :  u e  s u f  f 6 ,  e . :  L , 2

Ôh+ ôh*t rùs: f i * r*Ë*,  sur f1.

Un autre choix possible est :

( 
*r , Wt'o"(f,))

| *r, m2indépendants dez3
(2 '2 '9)  

I  * . :  o  sur f6 ,  a :  r ,2I

[ -, : T *, . # rnz * (l vn* l' *r)' ' ' sur 11.

on voit facilement que de tels multiplicateurs existent toujours.
Remarque 2'2.2 Pour des fonctions à..,,- et h.- constantes, on retrouve les multipli
cateurs pris dans [81] (cas cylindrique à épaisseur constante).



ContrôIabilité exacte . 23

On a le résultat suivant:

Théorème 2.2.1 On se f i , reT* > 0.  On prend, f  e LL(0,7;L2(e)) ,0o e V et
h e Lz(Q). Ators la solution 0" d,e (2.1.b) uérifi,e:

(2.2.10) 
I,(#)' d,od, s cr{açq. 

U il / ilr,,ror o,)'}

(z 2.rr) I 1,.{(#)' - togr"1,} a"atl s cr{np) . U 1 / lz,ror o,),}
où c est une constante i,ndépend,ante d,e T > T* et d,e e mais d,épend,ant d,e T* .

Démonstration: Pour avoir (2.2.10) on applique I'identité énoncée dans le théorème
2.2.L. avec le choix de multipricateurs (2.2.g). on obtient:

+ I"ffi)' d'o d' . i I !* ou a *, (# *, * # *, ̂ ) {(#)' 1v i e" r } ao at :
:ll,#^r#o,l:.* 

IW{ff), _ tr",u1,} a"at+
. Lffi##dz.t * Io.,#(#f d,zdt _ /",*r#d,zd,t

En utilisant (1.10) dans I'intégrale sur X+ il vient:

; I"(#)', :u,#*r#o4i-
1 f  ?mr( /00" f*i Jo6Iç6r) 

- lv'o' l2j a"at+

. Lffi##dzdt * lou,#(#),d,zdt_
- 
lr'*o#ro"o''

(2.2.r2)

Le deuxième, troisième et quatrième terme du membre de droite peuvent être maiorés
grâce à l'esrimation de r,énergie (2.1 6) var_cr(n(0) + (.f rr I lln<nt or)') avec c
constante indépendante de T, T* et de e. De même le premier terme du membre de
clroite peut être majoré p* llm,t llo,oo,o (E(T) + E(0)) et l'estimation (2.1.6) nous
permet de majorer p* 

" 
(a1o) + (,f ll / llz,,rol ,r) 

') 
avec cconsranre indépendanre
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cle Z de e et de ?*' Pour estimer le dernier terme [^ f *offio"or,on procéde comme
r la's [31]: 

Jq

I I t*rYd,zdtl 3ll*i l lo,oo,o 
lr" ,16,ptll#lly,py d,tJq ozk 

srmnlro,oo,o 
lr' ,rrr,,<al E(t1t a1

<l l*nl lo,oo,n 
Ir"  U"f l l ' rol  "+(açotr * 

l , l l / l ; , , rol  ar)at

<"Ène)È l l*ol lo,oo,o Ir '  , f  l l7,p1 d,t+

+"È l l  -r l lo,oo,o ( 
lr '  l l  f  l l*p1 d,t) '

<"È rrrn,t il0,-,o (*",0, . ; ( l"' ,rr*pt 
")')

s"È ltrnri lo,-,o +r(;"(0) + iU," l l / l tz,,ror 
") ')

/  , f T . .  r r )<cr(,E'(o)+(/ ,  l l / l lz, , ror or)  
,

avec c constante indépendante de ? et de e mais qui dépend de T*.
On remplace dans (2.2.L2) et on trouve (2.2.10).
Potrr montter (2.2.L0) on applique le théorème 2.2.L avec le choix de multiplicateurs
(2.2.9). La démonstration est similaire à celle de (2.2.10). f
Remarque 2.2.4 Si / :0 alors:

1,"(#)' d'od'< cr'(o)

I l.{ff)'- 1o"6"1'} a"atl! cr*u,)

<"* l l rnr i lo,oo,o ( i" ,r ,  . ;( l r '  urrr."<at o) ')*

+"È ll-rllo,-,o (1"" llf ll",p1 d.t)'

(2.2.13)

(2.2.r4)
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oùr @" solution de (2.1.1) et c constante indépendante de ? et de e.

2.3 Inégalité inverse

Dans ce paragraphe, on établit une deuxième estimation (inégalité inverse) en
utilisant les multiplicateurs définis par:

(2.3.1) Trù7, : zn - zl, k : I,2,8 avec zB : 0.

On introduit les notations suivantes:

l ( ro)  :  {z l  (zr ,  zz) € "ye\  et  h_(zr,  zz) < 4 I  h,r(21, z2)}
(2.3.2) t+(r0) :  {z € ta lm(z).u(z) > 0},  f i  :  f1 \  f1(20)

x+(r0) :  f+(20) x [0,?] ,  t i ( "0)  _ f i lzo;  x [o,r ]

Remarque 2.3.L Dans le cas cylrndrique [g1], on avait f+(ro) - f1 et fi e\ : a.
Ici c'est plus compliqué car m.u n'est pas nécessairement strictement positif.

Théorème 2.3.2. Soi,t $' soluti,on d,e (2.I.1,) aaec d,es conditions ini,ti,ales Q6 d,ans
H'(o)iv etQl d,ansv. Alors i,l eri,ste d,es constantes c etT* >0 i,nd,épend,antes d,e
e telles que pour T ) T* , on a:

25

E(0) < "{1,,"",(#)' dodr* 
I*,."t{H)', + @.),} dod,t *

(2'3'3) \-\- '  

*Irr*rrviô.rrd"dt\,

oùE(zo) est défi,nie d,ans (t.5).

Démonstration: La démonstration est similaire à celle du théorème 5.1 de [Bl]. On
éclit I'identité énoncée dans Ie théorème 2.2.L, dans le cas des solutions homogènes
(./ :0), avec le choix de multiplicateurs (2.3.1). On obtient facilement l'égalité:

0 -; [- *,,o(#)'d,od, *; 
I,.nrkuk{(#)'_ 1r,6.1,} aoat_a  J E o

-UK*r#r o,l: _ 
L{ir#f _ !, F.o"t } a,at
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on ajoure des de'x côtés ; Ir{r#l'+ ly"ô"lr} a"at. n vienr:

+ lr{r#l'+ lv.ô"1'} a,at :; 
Ir"nla,a(#)'d,odr*

*; lr_rrLtcute {(ffi' - lv1ô.|,} a"at -

qu,on peut écrire d,après," ."Jjj ::,r::-J: 

- 
l'{t#t' -1v "6"1"} a"at

r E (o) :+ 
Ir"Tndud (#)' d,odr *

(2.3.4) *; I,.rnkuk{(#)'- tvzô.t } aoat -

- V,# * rH o"l: - Ir{r#1, - tv .ô.r,} a" at
on multiplie maintenant l'équation du problème homogène (problèm e en S.) par ô.
et on intègre par partie. On trouve:

(2.3 5) Ir{r#t'- tv"ô"t } a,at: ll,fro" o"]:
On remplace (2.3.b) darn (2.3.4). On obtient:

rE(,) :; 
Ir,n'r,ar'/a(#)'d,od, *; 

Ir.rnkuk{(#)' 
- rvzô.r,} aoat -

-U#@"**o$o")l:
=T lrurrnat''|a (#)' d,od, * I |r-,^,*n,r (K)' d,o dr*

*l lrr,^,1*r,,rl lviô.,l' d.od,t - llrffi(r' * *-Ho")l:
Il reste à estimer Ie dernier terme du membre de droite pour avoir (2.8.8). On montre
dans le lemme qui suit qu'il existe une constante c > 0 indépendante de e telle que:

I ll,X(r" * *rH) o,l: ts "{a1oy * I,*,^,(r#1, * ô",) aoat}.
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En reportant dans l,inégalité précédente on obtient:

(r - c)E(0) s; Ir,^,rne,a(Y)'d,od, * * Ir.,"o,*u,r(X)' d,odr+

,* lrr,^,1*r,ol lviô,,l' dod,t r " I*,""r(fffil, * ô"r) aoo,

Sma*{i n*i l*o'ol, (c + *,ry l**,nù{1,,"",(#)' d,odr*

* f,*,*,{(#)'+ (ô)'} d'odt + I,r,*,tvîô't2 o,or}.

on a alors le théorème pour ?* ) c et pour toute constante supérieure à

*-"*{i nf I*,),1, (a+ 
+;i;i;r;;ù: 

vvrDu@'Iruv ùuP''€ure a 
r

Lemme 2.3.3. il existe une constante c ) 0 ind,épend,ante d,e e telle que:

I U,#@" * ̂ fil o"l: ts "{a1oy * I,^^,(rYl, a ô.,) aoat}

Démonstration: On a d'après I'inégalité de young:

, I#(r" *^r#)o,r=ï l,(#)'d,,*I I,@rH.ô.), a"
=; IH)'d,,** I,*?(#)'d"*I fno* o,*
* lr*r#rÔ" d'z

=; Iff)' d, * ï, I,*z(#)' d," * I fno* o"*
*;|,*offio"

=; |,ff)' d,, * I I,*?(#)' d" *
-* 

I,rr*) d,z + * l,*r,r(ô"\ ao
* l,r* o'-
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=; Iff)',d,*ï l,*?(#)'
*;  

I_rn1"ue(Se2) 
d,o

<c1(o) * *.T,ï, l*r,,nl f *{0"\ 
ao

<"{a1oy * I,*ur(r#l' * 0.,) aoat}.
La dernière inégalité est dûe à un théorème de trace.

2.4 Mise en place de la méthode HUM

Grâce à I'inégalité inverse (2.9.3) et au lemme 2.L.z,l,expression:

|{ôo,ôùr,e : { [ (y\, aoo, * [,{(x), + (ô1,} d,odt *
(2 .4 . r )  

\  JEko ) \  ou  /  Jz *@o)  t  \  A t  '  ' -  

, ' r , ,
+ | lv""ô"1, d,od,t\'/ ',

J  D \ ( z o )  )

A2tb'

EF 
- A"th' :0 dans Q

,h":# sur X(zo)
tb' :0 sur E*

(  0  (aô\  ,e
v.4) '  .n" :  {  æ(.;  )-  

Ô" sur Ea(zo)

I aiô" sur Ei(zo)

,h"(n:ff{T:o dans o

oir @u solution de (2'1.1) avec {$s,dr} e F etT ) 0 tel que I'inégalité inverse a lieu.

d, -; fnô., a"*

oil Ô' est solution de (2.1.1), est bien définie et définit une norme dans (II2 ( a)nV) xv .
considérons l'espace de hilbert .F le complété de (r{r(o) nv) x v par rapport à la
norme (2.4.I). On note F/ le dual de .F..

On introduit maintenant le problème rétrograde:

(2.4.2)
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r  1 . . .  a /a6 . \La dérivée 
d1\i, )est 

prise au sens de la dualiré entre tt(o,T;L2(r1(20;)) et
son dual, c'est-à-diré:

1!(9! ' \  \  r  o fuou ,  , ,  , ,  -  r r ,  t ,^  ̂  - , , -
\  a, \  ôr ) ' '  )  

:  -  
l r*,"o,#f i  aoat vu e Ht (o,t '  L'(r*(r ' ))).

De même, comme ô e L2(o,",Ht(ri(rr))), alors:

Liô. e û (o,r; (H'(ri(ro)))'),

et on écrit

(-nîô',  '  r', : 
Jrr,,"orvZô"v!u d,odt, vu e L2 (0, t' frt (ri (rt)) ) .

La solutio n (t" d,e (2-4.2) est définie par la méthode de transposition [lgj; on mul-
tiplie (2.1.5) (problème en 0') par ûu et on intègre sur e. on trouve sans peine la
f'ormulation du problème (2.4.2):

Trouver t!' e L*(0,7;V,) qui vérifie : f{1bî,,_ûE} € .F,, tel que :

p, <{r! l ,-rb3},{0o,0ù >p : I  f f" dzd.t + [ 9{Y dod,t *Jq Jz1ro,1 iJu du 
-

(2.4.r) * [^ ",{X#* o.ô"} d,od,t r
" / t+(zo)  

(  C

* [ v?o..vzôu d,od,t,
JE\ (zo)

pour toute solution 0e de (2.1.5) oir |on a pris r e LL(O, ?; v) et {06,9} e F.
Le premier terme du membre de droite de (2.4.3) est interprété par la dualité entre
L'(0,7;V) et -Læ(0, T;V'),et les autres termss de droite ont un sens grâce au lemme
2.r .2.

D'après Lions [18], le problème (2.4.2) possède.une solution û" etune seule vérifiant:

29
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On définit maintenant I'opérateur Â" ; F --+ F', par :

( 2 .4 .4 )  l ye r r '  '  \ \  ' Ad ) "
\ IQo,Qr l )  :  t ; i (o) ,  - rb ' (o) j  v{ô0,ôr}  e F

En prenant f :0 dans (2.4.8), on obtient:

ll {,1'i, -',b6} llp,S ll {ôo, ô} llp,

et donc on a:

(2.4.5)  l l^"  l l<  1,

on prend cette fois-ci {0o,0t}: {ôo,ôù et r - 0 dans (2.4.J),on a alors 0u - ô. .t

p, <{rhT,-.b3},{ôo,ôr.}  >r: l l  {ôo,ôr} l l2p,

i l  s 'en suit:

(2.4.6)  l l  ̂ "  l l> 1,

et donc, cl'après (2.4.5) et (2.4.6),

(2.4.7) A" est un isomorphisme de F sur tr',.

Pa. conséquent, pour tout {aï,-a6} € F',il existe une unique solution {g$,Qi} d,ans
F telle que:

(2.4-8) ^"({d3, Oî}) :  {uî ,-y31.

En posant:

(2 .4 .e)

u . -W sur  E(zo)

wî: {"^r{*#l  
-  ô"} : :  wT sur xa(zo)

( eÀiA!@' :: w3 sur Ei(zo)
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oùr À! est définie darn (1.11), on constate que le problème (1.12) coincide avec (2.4.2),
Par strite At : th" et en particulier:

a"(T):ff{T:o danso.
Ainsi, on peut énoncer le théorème de contrôlabilité exacte suivant:

Théorème 2'4'l' on fne r > 0 tuI que l'inégalité inuerse a li,eu. Alors Ie problème
(1'r2), auec des conditions ini'tiales {ai,-a6} € Ft est contrôlable eractement en
T auec les contrôtes défi,ni,s d,ans (2.4.9). Ces contrôIes uérifient les propnétés d,e
r é gularité su'iu antes :

Q.a. r }a)  u"  €  L2(E(zo))

(2.4.10b) w7 e (nL (o,r;  L, (r*(rr)))) '  et wg e t2 (o,T; (Hr(r i(ro))),) .

3.-Etude asymptotique

Dans cette partie, on fait tendre e vers zéro et on étudie le comportement
asymptotique des problèmes cités en première partie: problème homogène (problème
en Ô"), problème rétrograde (problème en 4)') et enfin problème de contrôlabilité
exacte (I'I2), et ce en'utilisant les estimations déja établies. On montre que la limite
clu contrôle latéral ue est le contrôle d'un problème bidimensionnel rdont l,opérateur
dépend des ondulations ha et h- et que le contrôle u.rf converge fortement vers zéro.
Pour tout g défini sur O, on pose:

m(g)("r, zz) : 
I [,n*,'"""', ' n(rr,22, zs) d,zs
b  J  h - ( z r , z z )

3.1 Comportement du problème homogène

on reprend le problème homogène de terme source non nul avec des conditions
initiales qui dépendent de e:

a20"

31

AP
-4.0 ' - f

0 t  : 0

dans Q

sur X6

sur X1

dans f,).

( 3 .1 .1 )

V"0"  .n"  :0

oe(o) - s5, ffOl : tl
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Théorème B.t_.l On suppose que f € LL(0,7;LT(AD et que:

03 ̂  0ô dansV fai,ble,

(3.1.2) { ur#l borné d,ansL2(e),

ei. - 0i dans Lz (e) fai.ble.
Alors:

0" - 0* dansL*(0,7;V) fai,bte,(3.1.3) A0" A0"
0t 

- 
* 

dansL-(O,?; Lr(q) faibte.

La limite 0* est indépendante d,e zs et est l,uni,que solution d,u problème:

, aze*
n 

ar, + A0* - nmj) dans w x (0,7)
(3.1.4) o" : o sur .y x (0, ?)

0-(o) : n (0ô), frfol : m(0) d,ans u
où l,'on a noté A I'opérateur differentiel elliptique d,u second ord,re à coffici,ents uari_
o,bl,es défini, par:

(3 .1 .5 )

Démonstration: on pose v - {u €. HL(r)l ,: 0 sur 7}. on vérifie sans peine que
mu) € 'L1(0, T;L2(w)), n'ù(0il e I et rn@î) e Lz(u). Le problème (B.r.a) admet
alors, d'après Lions et Magenes [21], une unique solution d* vérifiant:

o* e Co(o,r; l) n Cr(0, T; L2(u))

De I'estimation de l'énergie (2.1.6) et des hypothèses prises su .f, 0$ et 0f dans
(3.1.2) découle:

40" r
E 

borné dars Z-(0,7; L2(e)),
(3.1.6) 0" borné dans .L-(0,7;V),

"-'Y 
borné dans .L-(0 ,T; L2(e)).dzs

32
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II existe alors , pour une sous suite de (0"), d* telle que:

0' ^ 0* dans.L-(0 ,T;V) faible,
a?e a0*
6t 

- 
7; 

dansr*(0, T; L2(q) faibte.

-r 00"
€ - ; -  :  [ .

ozs

Par conséquent on a 0* € Z-(0, f;t) et
d* est solution du problème limite (J.1. ):
On multiplie (8.1.1) pax une fonction rest
on prend u e LL(O,T;ly n n2çO,T; L2(w))
[rouve sans peine:

(3 .1 .7 )

nÊ*
fi e L*(0,f ;  L2(w)).I l  resre à voir que

u indépendante Oe^ r.. plus précisément

te l le que u(T):  
f f i fn:0 dans a., .  On

Ior, d,zd,t - 
Ir*# d,zd,t* Ir#ff a,ar*
* I,tt/.@) d,z - 

fn,lioçry a,.

on peut passer à la limite dans (8.1.2). o'obtient en intégrant par rapport à z3:

(J.1.8) I.,ro,rrhm(f)u dzdt : 
f,,ro,rrn'-# dzdt + f.,to,rt## dzdt+

+ l.n*te6lfffol o, - l.hrn(0i)u(0) dz
L'expression (3.1.8)
Puisque la limite est

n'est autre que la formulation faible du problème limite (J.1.4).
unique, on a le théorème pour toute la suite (de). I

Corollaire B.!.2 Soit Qe solution d,u problème suiuant;

(3 .1 .e)

a26u
A-F 

- A"Ô" :0

ôt :o

V.ô"  .n"  :0

ô.e): ô8, ffot: ol

dans Q

sur Es

sur Ea

d,aw Q.
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On suppose que:

ô3 - Sf, dansV faible,
(3.1.10) Vr#I bomé dansL2(e),

ôï - Qi dans L2(e) faible,
Alors:

ô' ^ S* dansL*(0,7;V) fai,ble,(3 .1 .11)  Aô.  ̂  Aô
At At 

dans L* (0,7; L2 (AD faible,

où ô* est i'ndépendante d,e zs et est l,unique soruti,on d,u probrème:

, a26*
nÉ+Aô* -0  danswx(0 ,? )

(3.1.12) 
ô* :  o sur .y x (0,?)

d.(o) : nL(ôô), frOl - m(ô) d,ans a

3.2 Comportement du problème rétrograde

On prend {ô6,ôi} rel que:

(3 '2.1) l l  {ô3,ôï}  I les "
avec c ) 0 constante indépendante de e. on a alors (po,r, une sous_suite de {ô3,ôi})

(3.2.2) 
{ô,3,ëT}  ̂  {ôô,ôî} dans.F, faible,

et les hypothèses du corollaire 3.1.2 sont satisfaites grâce à l,inégalité inverse (2.3.3),
et par suite on a les convergences données par (3.1.10). En outre, (3.2.2)est équivalent
à:

aôu ̂  ôô*
At ôt dans.L2(x+("0)) faibte,

(3.2.3) Aô. aô*
t 

- 
f dans Lz(E(zo))faibte,

viô' ^ vo ô* dans.D2(Ei (ro)) faible,

I
I
I
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avec Vo@* -Vô* -te!.-,'  0z r '
On a le résultat suivant:

#,Orsur 
Ei Qo) etf* est la solut ion de (3.1.12).

Théorème 3.2-L. soit {sg,si} uérifiant (8.2.2). on résout re probrème (8.1.9)
$', utu'is on résout le problème (2.a.\ en l)" pour lte € Zo"(0, T;V,). On a:

m.(4) )e .L - (0 , f ; f2@))
(3.2.4)

(3 .2 .5 )

m(Ib") --- th" dans L* (0,r; L2 (u)) fai,bte_étoite,

où, {. e L*(0,7;L2(u)), ind,épend,ante d,e zs et est l,unique solution d,e:

, } ' rh*  ,ô 'ô"  , * \n 
ar, + Aû* : (# - ô*)x,*<zo)x(0,?) *

rh* : *"',":'i'r",""',r-Ïî1,r, 

d'ans u x (o' 7)

1b* :0 sur .,1* x (0, ?)
,,1,. e) : 

#(T) : o d,ans w

où, I'on a noté:

(3 .2 .6 )  
' + ( "o )  :  { ( z t , z z )  €  a lQ r ' zz th+ (z t , " z ) )  e  f a (20 ) }

, \ ( "o ) :  ,  \  , x ( "o ) ,

et X.+(zo)x(o,T) dési,gne Ia fonction caractéristique d,e ,+(ro) x (0, ?).

Démonstration: on passe à la limite dans (2.4.2) (problème en lt.) en procédant
corrme dans [31]. on considère sa formulation faible (2.4.8) avec do € î, 0, €
Lt(r)et f e ,t(0, T;L2(u)) indépendantes de zs et donc du : d* (indépendante
cle e et de z3). L,inégalité (2.2.L0) nous donne:

(3 .2 .7 )
Ir,*,,(#)' d'odrs cr{tpol lî * |',rT"<,t *U, n r ilr,r,t or)'}

avec c constante indépendante de e.
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En suite en utilisant I'estimation de l'énergie (2.1.6) et le fait que d" et / indépendantes
de zs. il vient:

/'*,*,(#)' d'od'= I.ff)' dod'
( 3 .2 .8 )  ( c  f  rÔoe t , 2

Jo\æ) 
dzdt

<"r{lwollrv + 11er1172p1 *Ur" , r ilr,<.t or)r}
avec c constante indépendante de e.

on obtient aussi en combinant l'inégarité (2.2.rL) et (3.2.g):

(3'2'e) 
Irr,*,lvir"r d,od,t < 

"r{ll0ollî + ll0ll2y,1.,.U ll r ilr,r.t or)'}

avec c constante indépendante de e.

On vient de montrer, grâce à (8.2.2)-( 8.2.g), ru" ff, L2(Ee\) , # e t2(>nç2o17
et v!Q" e (z21ri(ro)))t.

on prend' maintenant, 0s : 0t : 0 et f € LL(0,7; L2(u)) indépendante de 23. on
remplace dans (3'2'7), (3.2.8) et (3.2.9) et on combine en suite avec la formulation
variationnelle (2.4.8) du problème (2.a.\ (problème rétrograde en û").Il vient:

(3.2.10) | lof t" dzd,tl < 
" ( Ir '  l l  r i l t"py d.t)2

avec c constante indépendante de e.
Il en découle (3.2.4) du théorème.
Enp renan t , ce t t e fo i sç i ,  0oe l  e t  f ue  L2 (a )  i ndépendan tesde  zse t f : 0on
obtient:

On pose:

(3 .2 .11 )

nx(1bil bornée dans .L2(a.,)

n'L(Ibï bornée dans 7,

rn(Iril ^ ,hi dans L2(w) faible

m(Ihï ^ rbi dans 7, faible.
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Avec tout cela on peut passer à Ia limite dans la formulation variationnelle (2.4.8)
(on rappelle que Q vérifre (8.2.3)). On trouve:

l,  < hrl) i ,0o >l -t2(u) < hubô,01)72ç,t1 :

: 
f.*p,r1h rl). dzdt + f.,*or,ro'ro#ff aoa, *

(3.2.12) f+t {Vaf.  ^--)
J.+eo)xro,?[t ôt * + g-Ô- 

] dzdt +

f
+ | v?*.vô* dvdt,

' tuL@o) xlo, l I

on vérifie facilement que (8.2.L2) est la formulation faibre de (3.2.b). r

3.3 Etude du problème limite bidimensionnel

On se donne un contrôle inÇerne Û et un contrôle frontière d et on considère le
problème suivant:

^o' i  '  ^-hAFIA j :g  dansarx (0 , f )

(3.3.1) i : t  sur 7(zo) x (0,  f )

I :0 sur "),x x (0,1)

/(o) : io et ff{o) : o, dans c.r
OL

Pour f fixé > 0, on cherche ù et ù tels que:

(3.3.2) ù(fr) : *th : o dans c,.,
o t '

Pour {/'6, 6r} e I x L2(w\ Ie problème homogène associé à (8.3.1):

, ar6h# * AS -g dans c,.r x (O,i)
(3.3.3)  6:o surTx(o, f )

':. . AÂ
d(0) : ôo , fi(0): ô, dans a.r

adnret une unique solution $ e co(0,fr;n n cr(O, fr; L2(w)) d,après [21].

37
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En plus, en posant

(3 .3 .4 )

Ona

(3.3.5)

(3 .3 .6 )

Soit .ie

Eçt1 : * l,n {tffil* tva t2 } dt,

E(t ) :  E(0) ,  Vr .

Eç01 : 
* I.n { lvoo I, + I o, | } dz :-y1go,ôr}11,".

L'(0,7; L2(u)), on introduit le problème de terme source non nul suivant:

. a2î
n 

ar, I A0 : 7 dans a.r x (0, i)

d :0  surTx(O, f )
ai

d(0) : 0o , #(q 
: d, dans a.r.

(3 .3 .7 )

(3 .3 .8 )

Pour  {âe,  dr }  € l  x  L2(u) ,  on a d e Co(0, f r ;hn C1(0,  f r ;L2(u)) .
Par la méthode des multiplicateurs on montre que:

f / 0o(
Jr,<o,Ftl i l  dodt < cr{É@)+ ll r lr",@,r;Lz(,,t)) }, vf t

f  roôf .  =,,.-
Jt*rc1tlil dodt < "fr il{60,ôr}ll 'r, vfr > o.

oùccons tan te )0 .

De plus on a le résultat suivant:

Lemme 3.8.1. Pour tout i  > 2maxlfr(r)1, auec fr,(z) :  ,(r,  _ z?, zz _ zl),et pour
{ôo,6r} dans I x L2(w),on a 

z€t ' l

(3.3.e) tt{6o,o,tUis"[ _{(y\ '*0,\oz.E  
J ,+eo )x (o , f ) [ \ â t z  )

o ,uecc constante)0.
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Démonstration: on vérifie facilement qrrc ua(zo) est un voisinage de 7(r0) et le
résultat découle immédiatement du lemme 2.4 p.41s de Lions [1g]. r

On définit maintenant la norme:

rr{6o,o,tu= : [ _rpl', dodr*
J \zo)x@,F1\ôu ,

(3 .3 .10)  
* [  { /aô\ '  - , )  -

luaeo)x1o,F1 t \bt/  
+ Ô" jdvdt+

f
+ | _ Ivô 12 azat.

J uieo) x (0,?)

De (3.3.8) et (3.3.9) on déduir que pour f tul quu (8.8.9) a lieu, les normes ll ll; et
ll ll" sont equivalentes. Et parsuite

(3 .3 .11)  F - l xû@)  e t  F , :V ,xLz (u ) ,

On introduit ensuite le problème retrograde:

TÏ'ouver 6 e L*(O,i; L2(w)) solurion de:

,a 'û  ,  ,7  ,o '6  7 rh 
aF + Alh:  (âË -  ô)x,* t"o)x(o,r ;  *

a A6xri{zo)x(0,?) dans c.., x (0, ?)
(3'3'12) 

O: y, sur 7(zo) x (0,?)

6:o sur , / *x(0,?)

,h.(T) : 
f f{D:o dans a,

où fr'est solution de (3.3.J).

En multipliant dans (8.3.12) pu, d sorurion de (8.3.2) (avec {âe, âry au* I x 12çu)),
et en intégrant par parties, on obtient la formulation faible de (3.8.12) suivante :
Il existe {6o,6r} € L2(u) x l, 

"t 6 e L*(0,fr; L2(w)) rels que:

39
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i ,  1 l s t ,Oo  ) l  _û (u )  <  û0 ,d1 )y r61 :

: [  .  =.67azat+ [ -YYd.odt*J_xp, l1 '  "  J rço1x(0 ,ô  0u  0u"
(3 .3 .13)

* f.*,"or((0,fr) {X#+ oô} dodt+
f -

* 
J.ieo) x @,1)v 

o'v Ô dvdt'

La formulation (9.3.13) admet une unique solution.

Définissons alors I'opérateur linéaire Â

(3.3.14) rt : F _._. F,, L({6o,6rD : {&r,_601
On montre sans peine que Â est un isomorphisme de F ,* F,. L"problème bidimen-
sionnel (3.3.1) est alors équivalent à :

touver {ô0,ôr} e F,tel que

(3.3'15) ^({do,fr ',}) : {ùr,-io} e F, ,
et on prend:

g _ ro16 7r_
(5.3.16) 

\ 6tz 
- Q)X.+("o)x(0,ô * AÔXri(zo)x(o,l) dans c.r x (O,f)

ù :06
A" 

sur 7(2") x (0, ?).

On a les propriétés de régularité suivanres:

û l , \1"o1€ L2 (0,f ,  (nrçuiçzo))),) ,
(3 '3 '17)  

ù  l *1"o1. -  ( r t (0 ,  f r ;L2(w1("0)) ) ) ' ,

ù e rzQQo)).

On énonce maintenant le theorème de contrôlabilité exacte du problème bidi-
mensionnel (3.J.1):

Théorème 3'3'2 On consid,ère Ie problème d,e contrôlabilité exacte(g.a.1), on prend,
l,es condi,t ions i ,nit iales { lo,- iù el,x L2(u), onprend, aussifr tu,t qu,ona (J.3.g)

40
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et l'e théorèrne 2'4'r' Alors le problème (3.3.1) est eractement contrôlable auec les
c.ontrôIes donnés par (1.3.16).

3'4 comportement du problème de contrôlabilité exacte
On suppose que:

ll {ai,-y3} lle,( c, avec cconstante indépendante de e
(3.4.1) m(ail - aô d,ans Lz(u) raible

m(ail - ai dans 7, faible
D'après (2.4.8) Âe est isomorphisme de F sur Ft. |en découle

(3.4'2) l l  {ô3,ôï} I lp< ",
où {d6, dT} est une solution de (2.4.g) et c constante indépendante de e.
on retrouve (3'2'1) et par conséquent on a, pour une sous suite de e, les convergences
clonnées par (3'1'10) et (3.2.3). on vérifie comme dans [31] qu,on a convergence pour
toute la suite.

Enfin, d'après (2.4.10) et (8.2.8), on a

w1 - o au* (at (0, r; Lr(r+(r.))))'fort,
(3.4.3) w3 - 0 dans .L^2(0,r, (a'(riizo;;);) rort,

, , .  -  Ô ô '  
^ ;  _  o ô n  a  - o , - ,- 

0u 
. _ 

t 
dans ̂ L2(E(zo)) faible,

où d* est la solution du problème limite bidimensionnel avec les conditions initiales:
(3.4.4) ùo : rn(g[) et û : m(ôi).

On a alors le théorème

Théorème 3.4.1 on prend, {a6,ai} aérifi,ant (8.4.1), etT tel qu,on a re théorème
3.3.2.  Alors

a) Les contrôIes {a",w\} uérifi,ent

Q.a.za) w;: {'f 
--- o aans (nt (o' r; L'(t+Qo))))' n't

[ ,t:* 0 d,aræ Lz(o,t' (nrhieoll)') nrt
(3.4.5b) ,u" - AÔ^ù: 

fr dans L2(E(zo)) Tatble,
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b) La solutiony" d,u problème (1.13) uérifie

(3.4.6) m(a") ----+ a* d,ans L*(O,r;t2(u)) fai,ble_étoi,le,

ou A" satisfai,t:

, o2a* - ,a26*, ffi * Aa* : (ffi - ô*)x,+tzo)x(0,?) *
I  Lô*x.L(zo)x(0,?) d,ans u x (0, ?)

(3.4.7) 
o" : # sur 1(zo) x (0, ?)

A* :0 sur J* x (0,  T)

a. (T) : ff{T : o d,ans u

où ô* est I'un'ique solution d,e (J.I.g) et e.a. ).
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UN PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL
DANS UN DOMAINE MINCE

fntroduction:

Dans ce deuxième chapitre on se propose d'étudier un problème de contrôle
optimal pour l'équation d'état donnée par un opérateur elliptique de second ordre et
une fonction coût à minimiser. Notre équation s,écrit:

-d i ,u(AVu)- /+O dans O"

u:0 sur  f f i

AVu.u" :0  sur  f !

où A est une matrice définie positive, f e L2(e.) et o e uÊa (ensemble des contrôles
admissibles).

On se donne Ia fonction coût:

r(o) - ; Ir.(BYu,vu) d,r * T Ir"o2 d,x,
avec B une matrice symétrique définie positive et .A/ une constante ) 0.

Il est bien connu, d'après J.-L Lions [20], qu'il existe un contrôre optimar o!
pour la fonction J' Notre but est d'étudier la limite de of quand e tend vers zéro.
on montre que si la limite existe alors elle est Ie contrôle optimal de l,équation limite
obtenue à partir de (0.1). Pour établir ce résultat, on passe à la limite dans (0.1)
et dans le problème adjoint correspondant en utilisant la méthode de la formulation
variationnelle avec des fonctions test particulières s,inspirant de [13] et [32].

Ce chapitre est divisé en cinq pa,ragraphes:
Dans le $1, on pose le problème qu'on veut étudier et on donne quelques notations.
Le $2 sera consacré au passage à la limite dans l'équation d,état. On étudie, ensuite.

(0 .1 )

(0 2)
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le comportement asymptotique du problème adjoint dans le $3. Dans le $4, on donne
quelques propriétés de la matrice B#. Enfin, dans le $b, on donne des résultats de
convergence du contrôle optimal.

1.- Présentation du problème:

on se donne un ouvert borné connexe c.,, de IR 2 de frontière 7 régulière, un
petit paramètre e ) 0 destiné à tendre vers zéro et deux fonctions ha- et h- declasse
Cl sur r..r vérifiant:

( 1 .1 )
h+)0e th - (0surc . . r

il existe un nombre q > 0 tel que h:: h+ _ h_ > r7.
on considère un domaine cylindrique o" de frontière f. à base ondulée; la frontière
supérieure (resp. inférieure) sera notée par li (resp. Ii) et dépendra cie e et de ha
(resp' de e et de fr.-). La frontière latérale sera notée pax f6.
On pose :

O"  :  { (21  , : t 2 , ra ) l (q , *z )  €  a r  e t  eh_ ( r1 , * r )  <  r s  l  eh+ ( r r , r z ) }
f f i  :  { ( r1  , iD2 , r s ) l ( r r , r z )  €  7  e t  eh_ (x1 , r z )  {  r s  l  eh+ ( * t , r z ) }

( I . 2 )  f i  :  { ( * r , * r , r s )  l ( r r  , r z )  e  u -  e t  xs :  eh , r ( r 1 , * r ) }

f 1  :  { ( r r , * z , r e ) l ( r r , r z )  €û  e t  xs :  eh_ ( r r , r z ) }

f "  :  f6 ur i  uf i .
Pour o714 ) drn ) 0 constantes données, on note par M(o^, att,e") l,ensemble

cles matrices A: (ooi@D d'ordre 3 telles que :

(i.3) A e (r*(o))e er a^€Êt < ari€r€i < au&€r, V(€,) €IRB
avec sommation sur les indices répétés qu,on utilisera dans toute la suite.
Soient A e M(arn,eMto")et B e M(B^,Êu,e.) supposée symétrique. Soit Ufo
un sous ensemble convexe fermé non vide de .tr2(CI") . uÊa designera l,ensemble des
contrôles admissibles. soient enfin / e L2(Q.-) et N ) 0 une constante donnée. pour
O e Ufo, on considère l'équation d'état :

-di'u(AVu) -"f +O dans O"

z: 0 sur ffi

AVu.u ' :0  sur  f !

44
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tNec Lt' : t('1,,3,u3) le vecteur normal unitaire à f' dirigé vers l,extérieur de O".
La fonction côut est donnée par :

(1.b) r(o) -1 [  @vu,vu)dr+{ t  @2d,r2 Ja. z Jn.
En introduisant l'état adjoint p, le problème (1.4) devient :

-diu(AV:u) :, f  +O dans O"

diu(t AVp - BVu) : g dans f,)"
(1 .6 )  AVu .ue  :0  su r  f !

( 'AVp-BVu) .ue :o  su r  1 . !

u :P :O  su r  f 6

Pour se ramener à un dor4aine fixe, on effectue le changement de variables
suivant :

(L .7 )  za  :  t a  pou ro  :  L ,2  e t  zB :  e - t r s

on note par c), f, fo et fa les ensembles correspondant à o", f", f6 et f! par le
changement de variables (1.7)- A toute fonction g définie dans f,)e, on associe g" dans
f,) par :

g"(z) - s(n)
soit z :'(rr,u2,us) le vecteur normal unitaire à f dirigé vers l,extérieur de o. on
montre facilement que :

(1.8) 
"T@): e À1 ut(z),  ui@): e )X uz(z),  u5@) - ) i  us(z)

où I'on a posé :

(1  e)  À i  :  À(e,ha)  -  (  lVh+12 +r  ç tz\;tlvtffi/ sur u.

On montre aussi, grâce à (1.2), que:

diu (AY u) : dia 
"(A"V "u.)
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où I'on a noté

A' : (ai,Q))

(1.10) V.u":'(#,H,u'H,
d'iu"Q :#.# *u'# v@ : (o1,o2,03)

Le probleme (1.4) s'écrit alors :

Pour. O" e Ûi. @ù Ufoest I'ensemble correspondant à UÊapar (1.7)),

-diu"(A'V.u') : f" + Ou dans O
(1.1 1)  t t "  :  0  sur  f6

A tV "u " .n :0  su r  l *

où par définition:

(1 .12 )  n "  :  t ( u r ,u2 ,e - tus ) .

La fonction côut est donnée par :

(1 '13)  4(o")  :+ [e@"V"u. ,V"u.)az+{  [e(@.)2az2  J A  
- -  ' ' c *  ' t - - '  

o  J A

OnaJ (O) : J " (@. ) .

D'après la théorie de contrôle de Lions [20], le problème de minimisation

"àt#;, 

J(o), correspondant au problème (L.4), admet une unique solution optimale
notée O* vérifiant J(O.) : _ inf J(O) et est caractérisée par:geuia

I rro.+No.)(O-o.)dc > o v@ eUfo

Par le changement de variables (1.7) on obtient, pour tout o. e û;o:

(1.14) J.(Ol): ^-,4 J"(@.) er [^o:+ No:)(o " _ ol)d,z > 0,eeeu:d ./o'-

donc la transformation par dilatation de O* notée Of est bien la solution optimale
du problème correspondant à (1.1A).



ContrôIe optimal .

La question est d'étudier le comportement asymptotique de Oi quand e tend
vers zéro et voir si sa limite, quand elle existe, définie le contrôle optimal d,un problème
bidimensionel du type (1.11).
Le problème adjoint correspondant au problème (1.11) s,écrit, d'après (L.T) :

-di,u.(A"V 
"u.) 

: f" + A. dans CI

di,u.(t A'V 
"p. 

- BeV.u.) : e dans f,)
(1 .15)  A .V"u . .n " :o  su r  f1

( 'A"v.p.  -  B"V.u") .nu :o sur fa

tJ" :  p" :0 sur f6

avec p" est la transformation par dilatation de l'état adjoint p correspondant au
problème (1.4).

Pour toute fonction g et matrice'A: (ot), on définit :

/  \ /  1  7 h a ( 2 1 ' 2 2 )
,n(g)(zt, zz) : 

;  J^ (zr,zz) 
9(zt, zz; zs) d,z3

(1.16)  nx(A) :  ( rn(ar) )L<i , j<s

À: (oo)r<i, i<2 et *6) : (m(ar))L<i, j<2

A.,J : '(ors, azs) et AB,. : (a;11, asz).

On définit aussi :

i r : ' r?,?l vu e rR3
(1 17) 

ffoo - '&i";-2 u^ ' |x
i)zt 6 

ViD : (o1' o2' o3)'

2.- Passage à la limite dans l'équation d'état:

on in t rodui t  I 'espac"y :  {a  €.  Hl (o) l r :0sur fs}  e t  on le  muni t  de ra
norme :

(2.r)  l l r l l . :  l lv" ,  l lprol  .

On a le résultat suivant :

47



ContrôIe optimal .

Théorème 2.L Soient A e M(am,dM,e) et f. e L2çe) telles que :

(2.2) 
A" --- Ao d'ans(L*(A\s fort

f" ^ fo dans L2 (A) faibte.

Soi,t (O") telle que:

(2.3) O. borné dans L2(e)

et soit ue soluti,on de :

-di,uu(A'V 
"u') 

: f" + O" d,ans e
' t t t  :0 sur lg

AuY.u " .n  : 0  su r  l a

Alors i l  eri ,ste o0 e ,[2(CI) etuo €v ters que, pour des sous su,ites d,eo. ettte :

(2'4) oe ' @o d,ansL2ça1 yatute et 11e - uo d"ansHrçe7'yatbte,

et tels que uo indépend,ant d,e zs et est solution d,u problème bi,d,i,mensi,onel suiuant :

; ( -  I  ^  ^ \
(2.b) 

-di 'u\hm(Au - 
&o?,toï,)o"o ) 

:  hm(fo) + hm(ao) d,ans w

zo : 0 suT' .,1 )

où rt, A?,r, Ag,. etfruo sont d,éf,nis conùrne d,ans (I.16) et (L.IT).

Démonstration : on a A'e M(arntdMtc)) et donc vérif ie (1.8). I l  en découle :

o,, ll u. llz . [ ,+"v 
",u,. 

.y uu. d,z
Ja
f< l^-an"(A.v"u.)u" d,z + [ çe.v"u. .n )u" d,oJe . / r '
r

S I U" * Q")u" dz
J A

< ( l l  / "  l l r ,<ol  + l l  o" l l r rol)  l l  u.  l l r , (or
s c(n)( l l  f '  lu<nt + l l  o" l l r ror)  l lu" l l .
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avec c(f)) constante de Poincaré. On a alors

(2.6) ll ,r" lt" < 9tll f" l lt"p) + ll o" l lrror).
Q,fn

De (2.2), (2.3) et (2.6) on déduit que

(2.7) zu borné dans II1(e) er {"-ry} borné dans.L2(CI),'  iJzs'

et clonc on a, pour une sous suite de ue :

(2 S) u," 'u0 dansHt(CI) faible et z0indépendant dez3.

On multiplie maintenant dans (1.4) par une fonction test u: u(zr)22,zB) € V et on
intègre sur f) :

I ff " * @")u a" : [' -diu"(A"v.u")u d,z
Ja '  Ja

:  [ ,+v" ,u""  .v .ua"  -  [  A.v"u"  .nuu d.o
Ja Jr

: I tv 
"u. .y.u d,z

Ja

qu'on peut écrire aussi, en développant les calculs sous l'intégrale dans le terme de
droite :

[^rr" * o")'u a, : [ (Â'tru' .iu + "'{tr ,..Vu + e-, Ag,.tru. ft*(2 .9 )  Ja  Ja .  dzz

..e-2 
' 0u' 0u 'ots6 

ol az

oùr Â", iu',tru,Al,"et A!,. sont définies dans (1.16) et (1.17).
Dans un premier temps, on prend u indépendant de zs. Larelation (2.g) s,écrit:

(2.10) | ft.- * o")u a, : [ (Â.1u". Vu + "-rYÆ,.tru\ d,z
Ja '  Jn '  dzs  ' ' :ù  '

On pose e' : e-\ffi. O" (2.7) ondéduir que :

(2.11) (" - (0 dans L'CI) faible et Y -0 dansr2(CI) fort.
dzs
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Grâce à (2.2),, (2.3), (2.8) et (2.11), on peut passer à la l imite dans (2.10), (produir
de convergence forte et convergence faible). On obtient :

(2.r2) 
Irrf 

+ oo)u a" : 
fn{ÂoVro 

. iu + ço Ao,".1{ d,z

et comme z0 est indépendant de z3 (d'après (2.8)), et on a pris u indépendant de 23,
l'égalité (2.L2) s'écrit :

(2.13) 
f,tn*ffl 

+ nmqoo))u d,z : I h*(Ào)luo .iu + hm(ço Ao,r).vu) az
J . '

On calcule maintenant m((oAo,"). Pour cela on multiplie cette fois çi par e des deux
côtés de (2.9) et par passage à la limite, il vient :

(2.r4) o: lnAg,.vuo#+ çoalrfta, vu €v.

On prend deux choix de u € I/ (pour i: !,puis i : 2) tels que :

(2.rs) ou a9" - '
ù: ffiv{"r''r7 

i:L,2 avec itrr e r/01(a.').

De tels choix sont possibles puisque a!. I 0. En effet, en prenant € : 
t(0,0, 1) dans

(1.3) on a 0 < e,n I û, 
f,?%. 

Il en découle 0 1 a,n< als I dy.

on remarque que u : ( 
J, â)v("r, 

z2) vérifie (2.15). on remprace dans (2.r4). rl

vient :

o : 
In{,  

v ro 
*v 

(rr ,  
"r)  

* ço aon v (21, z2) d,z , i  :  L ,2

qu'on peut écrire aussi :

o : 
l,hm(Ao'.trroft)ufrt,zz) * hm((oaon)v(zr, z2) d,v i,: !,2

or V est quelconque dans Uà@). Il en découle

*Goo?s)  +rn(A| . i ro*) :  o  i : r ,2u' '  a is '

et donc

*Go A?,s) + mtftç,+!,.Vzo;aoe) : o
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D'après Ie lemme 2.2, qui vient après, on a

(e!,.fr uo),lo' : (Ao 3,4,3,. ) V"o

et comme z0 indépendante de z3 on obtient

(2.10) mGo A?,s) + mtfrreorA!,.;Vuo : o

On remplace (2.16) dans (2.13), (on rappelle que dans (2.13) u est quelconque dans
V indépendante de z3) :

[  @*ffo) + hm(eo))u d,z : I  h*(Ârl - nm(*.qo"Ag ))V, o . iu d,v
J r , t '  J r '  

' o 5 a  ' ' u  o ' " /

- - [  fr( n*tÂ, - *,qo,.qg )V,ro)raz.
J ,  \  a5s ' r o  o ' ' '  

l

D'où le résultat. I

Lemme 2.2 Pour  tout  r  :  ( r r ,  rz) ,s  :  t (sr ,s2) ,  e t  t  :  t (h , t2)  on a

(2.I7) (rs)t:  (tr)s

Démonstration: le résultat est directe puisque le produit matriciel est associatif. I

On montre maintenant le résultat d'ellipticité suivant:

Théorèm e 2.3 La matrùce hm(Âo - 
hot,ro!,.) 

comespond,ante au problème d,e

contrôle li,mite bidimensionnel (2.5) est elli,ptique.

Démonstration: On a A' e M(arntdM,CI) et donc vérifie (1.3):

a,',€Ér S aîi€,€i 3 au€Âr, V({a) e IR3.

On passe à la limite, on obtient

a^€4f; 3 o?i€t€i < au&€t, V(g) eIR 3

qu'on peut écrire aussi

a,,-€.€ < ao(.€ < au€.€ v{ eIR3.



ContûIe optimal . 52

En posant â:'(€t,€z) et en développant les calculs on trouve

",,{.{ + o,,€', < A'.i.e + €rAg,r.i+ (a3,.i)9, + o3r€3 < "*{.{ + o*€3

et ce pour tout { dans IR3. On prend { vérifiant {3 : 
(/3"4)--F' l I  vrent

(2.18) o*{.{ 
(Ag €)z - ;077- gg9 N 7 - r: qIY+ o,.W < A"€.€ - 

ffeir.{ < au€.€ + "*ëtr
or cl'après le lemme 2.2 on a

(2.1e) (A3,.â)a9,, : (Ao3'43,.)g

On remplace (2.19) dans (2.18). E" plus, comme d,n l a$e < ay, iI vient

(2.20) o,.{( s Â'i={ - 
#o?,ro3, â.âs or{.1+ *W

on a (o3'€' +o3r€r)' 32(("3)t€? + (o3r)'€3). o, A e (L*(LQ))e et donc on a, en
remplaçant dans (2.20):

o*{.( s 6o - *o?,ro3,.)gg . o*{.{ +2$ sup(( o3,),,(o!r),)â.d.
eâs a-tn O

On a h est une fonction de classe Cl sur c.r et vérifie h ) 4 (d'après (1.1)). Par

conséquent :

hrn(Ào - * A?,re3,. ) e M (qa,n,2$ sup(( o3,,)' , (o\r)')sup h, c..,).
-JJ A'rn O u

T

3.-Comportement asymptotique du problème adjoint:

Dans ce paragraphe on s'intéresse au comportement asymptotique du problème

ad.ioint (1.14) en passsant par la formulation variationnelle avec des fonctions test

particulières. On pose :

(3.1) z" : t AeV.p" - B"Y 
"u" 

.



ContrôIe optimal . 53

On montre que pour une sous suite de pt :

(3 .2)  p"borné dansl /1( f ) )  e t  { " - ,Y}borné dansZ2(O),'  iJzs'

et par conséquent

(3 3) p' . po dansHt(CI) faible et p0 indépendant dez3.

En effet, d'après (1.15) on a :

di,u.(t A'Y 
"pu 

- B'Y 
"u") 

- 0 dans f),

ce qui donne en multipliant par pe et en intégrant sur f,) :

f . r

Jn'O'O.o'.Y.p" 
O": 

JnBeV.u. 
.V"p. d,z

et  comme A e  M(arn tdM,CI )  on  a tA .  €  M(arn ,ou ,Q) .  I l  v ien t  :

o,- ll p" ll2 . [ 
, o., 

"p..v up. d," : I B"y 
"u" 

.v.pu dz
J A  J A

< 0m ll u" ll.ll p" ll"

et donc

(3.4) ll p. ll" S P* 
ll u. ll.

Q,M

et (3.2), (3.3) découlent immédiatement de (2.7) .

De (1.3), que vérifie A et Be, (2.7) et (3.2) on déduit que z'est borné dans.L2(Ct).

On a alors, pour une sous suite de z" :

(3.b) 2e - zo dans(rr(O)). faible.

On essaye maintenant d'écrire z0 sous la forme :

(3.6) zo : h'*(Âo - *,q?.re3..)Vpo - B#iuo,
AiS 

' 'e  v ' "

avec B# matrice carrée à déterminer.
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On a le résultat suivant :

Théorème 3.1 Soient A e M(amteMtQ), B" e M(p,n,7nr,e) et f. e L2@) tulles
que :

(3 .7 )

A" -----, Ao dans(L*(a\e fort

Be ^ Bo dans(r-(CI))e faible*

f" ^ fo dans L2 (a) fai,ble.

Soit (O") borné dans Lz(Q), et soit (u",p.) solution de:

-diu"(A"V 
"u") 

:  f '  + @' dans Q

diu.(t A'V 
"p" 

- BeV.u') : Q d,ans Q

AtV .u "  . nu  :0  su r  l a

( 'A "V .p t  -  B "V"u " ) .ne :0  su r  l a

'lr,t : pe :0 sur lg

Alors il eriste o0 e .L2(cl) et(uo,po) € v2 tels que, pour d,es sous sui,tes d,eo., u.
,0" :

(3 .8 )

Oe . @o dansL2çA1 {larUte

ye ̂  uo dans Hl1n1 yarote

p' 'po dans//.rqey yalble,

uo et po i,ndépendants de zs et sont solution du problème bi,d,i,mensionelet tels que

su'iuant :

54

an(n*@" - *o?,ro3, lVr') : hm(fo)+ hrn(o') d,ans u
\  a5s 

' 'v  v ' "  
/

(3'e) ^(n'*(Âo - 
*Iror,ro3,.)Vpo 

- a+V,ro) : o d,ans u

uo : po :0 sury,

où, B# est donnée par :

(3 .10) ;il''3'4')s# - n*(a' - àr:,o1, * ffi,A3, A8, -
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auec les notati,ons

A?,s: t@?r,o9ù et  A3, . :  (o3r,o3r)

B?,s : t(b|r, b3r) et 83,. : (b3r, b!r).

Démonstration: on procéde comme dans [13] et [32] .on définit, pou le : L,2, v.k

clans f/l((-t) par :

-diuu(t A'V"V;) :  diu"(t B'en) dans f)

(3 .11 )  V [  : 0  su r  f 6

( tA 'V.V"k +tBuey)  .n"  :  0  sur  f1

o i r  e1  :  ' ( 1 , 0 ,  0 )  e t  e2 :  t ( 0 ,  1 ,0 ) .

Le théorème de Lax Milgram [2] nous donne I'existence de la solution itrrf de (3.11)
pour tout e. On montre, comme on a fait pour z" et pe, que :

(3.12) t["borné dansl/1(S^l) et {r-t5} borné dans^L2((-t),'  dzs '

et donc

(3.13) i[i - itr [ dans Ht (CI) faible er itrrfl indépendanr de 23.

On définit l'application r/, par :

( 3 .14 )  ï k :  n  :  ( t t , r 2 , r s )  - -  r k  I e  :  L , 2 .

On multiplie dans la deuxième équation de (1.15) par ônn avec Q € V indépendante

de z3 et on intègre sur fl. Il vient :

0 -- [ (o'o"oe - B'v"u.).(y.ô)*n a" - [ 
tA.y.p".(y"r1,)S d,z*

Jo '  Ja

+ [ a'v uu' .(v 
"r1,)ô 

d," + [ ç' n,v .p. - B.y .u"). n" Qr1, d,z
Ja Jr

corrlme Ô e V et donc Ô:0 sur f6, et d'après les conditions au bord dans (1.14)

l'égalité précèdente s'écrit :

r l r r
(3.15) 0 -  -  

I  "" . (V"ô)rp 
dz -  

|  V 
"p ' . (A""n)ô 

dz + |  Y 
"u".( tB"ep)S 

dz.
J O  J A  J N

ûo
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On multiplie maintenant la première équation de (1.la) par QV"u:

f f

JnU' 
+O')ôV"k Ot : 

J,(A'V "u' 
.(V 

"ûV"k * A"V 
"u" 

.(V 
"V")S) 

dz-

f- 
JrÇl'V 

uu" .n")QV'p do

: 
lno", "u" .(y.s)vft d,z + 

lnv.u..,,r.y.tu1,s 
d,z

f r: 
Jno"o "u'.(y "g)V.n d" - 

Jnu"d,iu"(t 
A.v.vi1ô dz-

- 
lnu" 

t A"v 
",v"o.v "ô dz * 

Iru" 
t A.v .,v.k. n S d,o

qu'on peut écrire aussi d'après (3.11) :

f . f t'

Jnff" 
+@")ôV"k O": 

JnA"V.u".(Y.ùV'k 
O, * 

Jnu"diu"(tB'e6)Q 
dz-

- 
Inu. 

t A"v u,u"o.v "ô 
dz * 

Iru" 
t Auv 

"v"k. 
ne S d,o

f t ':  
JnO'O "u' .(V "Q)V"n 

d, -  
JnV.u.. t  

B.epS dz-

-  
Inu"r ' ""ex).Y.ë 

O" * 
l ru ' tB"e6.n'Q 

d,o-

- 
lnu"tA"v.v.o.v.ô 

d, * 
fru"tA.v",v.k.n"S 

d,o.

Les termes au bord s'annulent car ô eV et d'après (9.11). Par suite on a:

In(r" + @)ôv"k o, : 
lnA"y.u".(v.ô)v"k o" - 

lrv.u".t 
B"er"ô dr-

- 
Inu'r'""en).V "ô o, - 

Inuè,A.v.,v"1,.y "S d,z.
(3 .16)

En additionant (3.15) et (3.16), on trouve :

IrU" 
+ @)ôv'k d,z :- 

lnr".ro "^x1, d,z - 
lno "o'.(Aee1")g dz*

+ 
ln,+'v"u'.(y"S)v"n 

d" - 
lnu.(rB.e1,).v"g 

d,z-

- 
In "tA'V",t"n.V"ô dz.
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et comme / indépendante de zs, on a Y 
"S 

: V Ô et l'égalité précèdente s'écrit :

I U' + o')ôv'k d,z :- [ ,'.(vo)n1, d,z - [ o 
"o'.(A'e1,)g 

d,z*
Ja 

' '  
Ja Ja

(3.17) + [  tv"u". (vs)vf tdr-  [u ' ( tB"e1,) .ygd,z-
J A  J A

-  [  u" tA'V"V"p.VQ d.z.
Ja

En développant les calculs sous les intégrales dans le second membre, on obtient :

f f
I U" + O")ôV"k d,z :- I 7".(Vûrp d,z-

J a  J O

- [ ( A'ç p' .énô * e-L Y 
' oZ, .éeS) dz+

Ja dzs 
u ' '  ' "  '  t

(3.18) + lr6'nu'q161v'* 
* e-tÇot,".Usv'r) dz-

f- I ,"(E"éù.trô dz-
Jn
r- | (u"tkiv"n.trô * u'e-Lauv,,r 'a"r...i6) a".

Ja dzs u''

On pose :

^e ^-r,?îu 0t ' , ,o. : "- ' fr  et p" :  e-13

On a, d'après (3.2) et (3.12), a'et Be sont bornés dans.L2(O) et donc on apour des

sous suites de c" et Ae :

qe - a0 dans L, (n) faible et 0. - B0 dans L, (0) faible
(3'le) 

H 
-0 dansr2(o) fort et 

H 
---0 dansr2(o) fort.

On peut maintenant passer à la limite dans (3.18) en utilisant les convergences établies



ContrôIe optimal . 58

précédement et I' injection compacte de I11(O) dans L2(q.On obtient :

f ^ ^ f

J*e + oo)d{/? d,z :- 
Jr*.fçOrp 

d,z-

- 
lreævpo.ékô 

+ ao tA!,..é1,s) dz+

+ I*6'vro.(Vo)u,l + d/g,..V gvor) d,z-

I uo(Éoéo\.10 ar-
Ja

[ @0, Âoivor.trô + uo po t,t!, .i 6) az.
Jo '

qu'on peut écrire aussi, comme ô, uo, p0 et i[fl sont indépendants de 4 :

f

J _ 
(n*{ro ) +hm(@o)) ôvl az -

- 
l,n*t{.(trô)rn az-

- 
l,A'm(Â\7po.ér,,ô + hm(ao tA1,).ékô) dv+

* 
l, {n*{Ào ; V,ro. 1 V d) vÎ + hm(Ço Ao,r1 .i 6vo*) az -

- 
l.uo 

(ntmç8op1,1.1 o az-

- 
f, {ro n t mçÂo 1l vtr.v o + uo hm(po, t!,.1 .Ç 6) az.

(3.20)

(3 .21)

II reste à calculer rn(PotA8,) et m(oo'A8,). On multiplie respectivement dans (3.11)

et clans la deuxième équation de (1.14) par une fonction test o :u(zt)22,zB) eV et

on intègre sur O. Il vient les der:x relations suivantes :

o : [^( ktrvi.vu t a"'.t3 .ia t e-t !, a",rçt; + "-t 
g.6rft) d,z+

(3.22) 'n 
) ^" ' '  

dzs- t 
+ 

ln( 
E"ao.Vu + ut 

fit 
8","é1,) d,z

o : [.( À'trp' .iu * .e',l:" .tru * e-r ?' , a.,rçp" + e-L a.o."rff1 ar-
(3.23) 'n 

) 
' '  Ôzs-' 

- 
lr@"ou".1u 

- Ç'Bl,r.tru - e-tfta;,trr" - e-rfre'Wr) 0".
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on multiplie dans (3.22) et (3.23) par e et on passe à ta limite. on obtient :

(r.24) o: ln{ft,ao,rw? + poûr#. 
#tBo,ré1,) d,z

(3 25) o:ln(a|,7p,#+ooolsfr- #,"r,7uo - 
fteoul,) a,.

On prend deux choix de u (pour i :1, puis i , :2) dans chacune des égali tés (5.24)

et (3.25) tels que :

0u a9, . .
ù: f f iôQr, "r)  

' i  :1, ,2 avec Q e H[(w)

En procédant comme on a fait pour calculer m(ÇoA?,) il vient :

(3.26) o -,*(#Ao,rA!,1iv? + m(porzt|,) +r*(ftn?,"A|)ér

(J.27) o -'*(#Ao,rA!,.1ipo + *(oo re3,.) - r*(àa$,.a$,.)VuO-

-*f#ç'ô3r',43,.)

Il reste à calculer le dernier terme de (3.22). On a, d'après (2.r4), pour tout u :
u(21,22, zs) dans V :

o: In{,.vuofi+ eoalrfta"
On prend cette fois çi deux choix de u (pour i :L, puis i :2) tels que:

#: ffio{"'' "'1 i : 1'2 avec ô e t'

Même chose que pour calculer m(Co A?,ù, on trouve

(3.28) -tâC.a3r'a3,.) * -(#'ag,.a!,.;iuo :0

On remplace (2.16), (3.26), (3.27) et (3.28) dans (3.21) et on applique Ia formule de
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Gleen. Il vient:

l.{n,*tfl + arnloo ))ovor az :

: - 
|.ff 1n*1*))ô*n o, * l.nm(f)).ir1*Q 

d,z-

- 
f.n'*(Âo 

- 
hor,ro!,.1trpo.é1,6 

az+

* /,n*r&',ql,.48, 
- 

à'o1 
a!,.)iuo.é1,ô d,z-

- 
l.o^(n*qÂo 

- .1*or'o3,.)V,o) 6vor az-

- 
l.n*tÂ' 

- 
àor,ro!, ;V',o.Vvokô dz+

+ |.,off (n'*fÂ" - *gro?,ro,3, )Vvl + ntm(Eo - 
à"r,ro3, )e*) 6 a7+

*.l.iro.n'*(Âo - 
&or,"o3, )VvBo o, *l.7uo.h'*(Éo - 

#"r,ro!,yar4 
az.

On remarque que le sixième et le huitième terme du membre de droite s'annullent.

En plus on a, d'après le théorème 1.1:

-ff çn*ç* - 
ùoorA!,.;Vuo) 

: h*ffO; + n-1oo;.

L'expression précédente s'écrit alors

Q :- 
l,frW*(f))ô*n 

o, * I,nm(f)).trx1,Q 
d,z-

- 
l,n'*(Âo 

- 
#or,ro3,.)trpo.aoô 

dz+

(3.2e) * f,n*rffi'A3,.A3,.- à'ot,.Bg,.) iuo.ér,ô az+

*1,'î,Q'*r* -#or'o3, )Vvl + htm(Eo -;|t:,rS, )uù ôd7+

* l.truo.h'mçEo 
- 

h"r,ro|,.)erô 
az.

On montrera dans le lemme 3.2 qui suit les égalités, dans ar, suivantes:

(3.30) o: fu&*(f))
- /

(3 .31)  o :  fu (n tm(Âo -
\ ,ilr:,rg, )Vv? + ntmçEo - 

h"r,,o3, lu*).
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Dérnonstration: On a, d'après (3.1) et (1.15), d:iu"z" :0. On multiplie par une

fonction test u € I/ indépendante de zs, on intègre sur O, on passe à Ia limite et on

obtient (3.34).

Pour montrer (3.35) on prend u €. V indépendante de z3 dans (3.22) et on passe à Ia

limite en utilisant (3.26). I

4.- Propriétés de la matrice B#:

Dans ce paragraphe, on établit quelques propriétés sur la matrice B# notament

la symétrie et I'ellipticité.

Propriété 4.L Si Be est sgmétri,que alors B# est aussi sgmétrique.
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On remplace (3.30) et (3.31) dans (3.29). O" obtient:

o : l.hm(*).vrnô dv - l,n,*(Âo 
- 

#or,ro3,.)1po.érô 
dv+

(3'32) * l.n*(ffi'A3,.A3,.- #'rt, a!,)iuo.a1"ô dv+

+ [ truo.htm(Eo - Ipo,tg \eoo az.
J ,  

'  
AHS  

' ' o  è t ' '  t u r  - '

Or / est quelconque dans 7 indépendante de zs. Il en découle l'égalité suivante:

(3.33) m(vo): 'm(Âo - 
ào?,ro!,.)Vpo 

- B#fruo

avec a# - n*(e' - &"r,"o1, * ffi 
rA3,.A3,.- 

#'rt,4, )
En combinant les égalités (3.30) et (3.33) on obtient la deuxième équation de (3.g)

du théorème. I

Lemme 3.2 Sous les mêmes hgpothèses du théorème 3.I on a dans u :

(3.34) o: ffu@*(f))

(3.35) 0 : ffu(n'*fæ - 
&o?,"o3,.)Vv1 

+ htm(Eo - 
#t ,ro3, )a*).



Contrôle optimal .

Dérnonstration: On a :

B# :hm( a,  -  *po^,qg *  b ï t  ,  og a l  -  * rag Bg ) .'"û\s 
o%"',tna'' - @lp 

43,'ns,. 
a!, 

'-s,."'t,- 
1

:1r^ ( f ro-  L  rpo7"\D - 
;g;\o.,sA3,. +tA3,.83,.) .  

#'A3,.A3, ).

Le troisième terme de droite forme une matrice symétrique, et comme la matrice Be

est symétrique alors Ê0 est symétrique et B$,. :'B?,s,le deuxième terme de droite

forme donc aussi une matrice symétrique et par suite B# est symétrique. I

Propriété 4.2 La matrice B# est elliptique.

Démonstration: La démonstgation est similaire à celle du théorème 2.3; On prend

( dans (1.3) vérifi i ' (48"€)
rnt (3 : -Ë. I

5.- Convergence du contrôle optimal

On étudie maintenant le comportement asymptotique du contrôle optimal @!

du problème (1.10). On montre que le contrôle timite noté O!, quand il existe, est

bien le contrôle optimal du problème limite bidimensionel (2.5).

On s'intéresse aux cas oit I'ensemble des contrôles admissibles t/j, est I'un des ensem-

bles suivants :
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(5 .1 )

(5 .2 )

(5 .3 )

(5 .4 )

( D . b )

(5.6)

avec tfs,lh et,ry'2 sont des fonctions de L'(Q) indépendantes de 23.

On définit les ensembtes îIfo correspondant respectivement à (b.1), (b.2) et (b.3) :

uÊa: L'(Q')

UÊa : {O e .f2(n")l O > t/ dans O"}

UÊa : {O € 12(O")lrh, < O <,r/2 dansO"}

ÛËo: 
"(o)îr:o : {o" e ,,(o)l o" > t/ dans e}

ÛËo: {O" e , ' (o) l  ût  1@. < r /2 dansO}
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On a pour tout Q' e Û;o:

A / f  -

; J"(o:)' 
dz < J"(@:) < ./"(o")

où J"0 est donnée dans (1.13). Et donc :

N f  ^  1 r  ^ / r
(b.7)  ï  /  fo: l 'd t< i  I  s"v" ,u, . .V.u,"  dz+' ]  |  qo"72 a,  vO. eîr foz  Ja  zJa  z  Jn '

où u" est la solution du problème correspondant à O".

Dans chacun des cas (5.4), (5.5) et (5.6) on prend respectivement Oe : 1, O" - th et

O" : |tz. Il vient, d'après (2.6),la norme llu"ll" de la solution u" correspondante est

bornée indépendement de e et comme B'€ M(0,",7u,Q), on déduit de (b.7) que

O! est borné dans.D2(C)) indépendement de e et alors, pour une sous suite de Oi, il

existe O! e Z2(CI) tel que :

(5 8) O: - O! dans L'(o) faibte

On note pu, Ûlo I'ensemble des contrôles limites et on définit les ensembles

n,m,çU!) correspondant respectivement à (5.4), (5.5) et (5.6) par :

(5 e) nm(îr!o) -- rr(r)

(b.10) nm(îr lo):  {hrn(Oo) e 12@)lO0 > r/dansO}

(5.11) nm(rfo): {hrn(Oo ) e t 2 
çwy1rh < @o < /2 dans e}

Pour O0 quelconque dans Ûf;,, on vérifie sans peine que

(5.12) 
"n(Oo) 

e îEo.

Soit /e €,t2(CI) vérifiant (3.7) et soit toe €.V Ia solution du problème:

-diu"(A"Y.w") : f" + m(Oo) dans O

(5.13) u) '  :0 sur fs

A"V.w" .nt  :0 sur fa
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D'après le théorème 2.I,I existe wo e V indépendant de zs telque, pour une sous suite
cle ut', vf ' u.'o dans flt(CI) faible et tro est la solution du problème bidimensionel
suivant :

-f,(n*(Âo - *e?,ra| lVro) : nm(ïo) + hm(@o) dans a,(5 .14 )  \  
'  o5s - - ' ' o - -o ' " '  

* )  " " - \ '

, no  :0  su r  ? .

On définit la fonction côut :

(5.15) r0(oo) :* [a+tr.o.Vrodz++ [n@çoo)) 'dv'  2J .  2J_

On a le résultat suivant :

Lemme 5.L Soi,ent we solution du problème (5.18), B. € M(0,,,,0m,e) uérifiant
(3.7) et pe I'état adjoi,nt correspondant au problème (b.18) . On a :

(b.10) [ B'v.r. .y"uu d,z ----- [ n+v*o .iro dz.
Ja 

- 
J-
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Démonstration: On vérifie sans peine que

lnn'v .." 
.V "ur' o" : 

IJ 
A.V .p" .y.u)" o, : 

fn-d,i,u.(A"V "ta.)p" d,z

: 
Inu" * @")p" d,z

- 
I@*Uo)+ 

hrn(oo) )po az

: I,-^(n*G" 
- 

&or,,o3;i-o)no az
: 
I,ç-o htm(Âo - 

#or,"o!,.11po 
az

: 
f.-tr"(n,*rÂ' 

- 
#or,rog,.lVo.) wo dv

: 
I,-^rB#trw\wo dz

: 
I,"uUwo .7wo dz.
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Remarque 5.2 En particulier, pour B. : -f, on a B?,2: t(0,0), 88,. : (0,0) et
b3e : 1. Il s'en suit

B# : hr + hnx(Gb, Ag,.Ag,.),

et en remplacant dans (5.16), on trouve :

(b.17) t i r ry [  ly .w'12 d,z:  I  n lv*o 12 +h*(  * 'o l  ag )  t r .o.vrao dz.e-0 J ç t  J  _ \  (a5s) ,  dr .  " , .  . /

On montre maintenant I'inégalité suivante qui nous sera utile dans la suite de
ce paragraphe :

Lernme 5.3 Pour L < p 1æ et Q e fnçn1, on a :

(5.18) l^@)lo S *(lôl\.

Dérnonstration: On a :

h^ (ù :  [ n *  gd ,zs :  [ n *  ô r ,n * ,h -1d ,zs
J h _  J h _

orf X(n+,a-1 désigne la fonction caractéristique sur (h+,h-). D'après I'inégalité de

Holder, pour p et q tels que I + I : l, il vient
pq

nr*(ûr = (l^^. roro a,,)r (l^^. xln*,n-,0",)r
/  \ â  1

s lnm(lSf\1 h;
\ . /

/  \ à: h(-(ldl"))

et par suite on trouve (5.18). I

On a -(O0) eUâo (voir (4.12)). Du la définition (1.12) de J"0, on écrit :

e-L J"(mqoo)) : !, 
lrf".r.?t)u,v ",u)") dz + + I"(m(o\)z 

az,



Contrôle optimal . 66

et d'après (5.16) , il vient

(b.le) e-tr.çmçoo)) --- 
ï I,"uUwo 

.trwo oz * f, l.nç*çoo))' dz
:  Jo(oo).

De plus, on a :

e-L J"çrnçoo)) > e-L 1"1o"_1.

On passe à la limite, on obtient :

(b.20) ro(oo) .+ I.n+fr,o..vro.o, * f, uTjlo lnrr:Y o" vo' e ûfr.
En particulier, pour Oo : O!, on a :

(5.21) [  n@pi)) 'dv> l imr,ro /  (o)2 dz.
Ju  e -0  JA

Par ailleurs, comme Oi - O! dans L'(A) faible (d,après (5.8)), il vient :

11g,6rr lnfo:1, a" > ln{o?), a,
f: 

J_n*(ço!1r) az.
Et donc, de (5.18), i l  découle :

(b.2r) lig,6rf 
lrfo:Y o" r- 

In(mçoo.1)z 
az.

En combinant (5.20) et (5.22), on obtient :

(5 24) J13 f r": ), d,, : l,n@rer)' dz.
on peut alors énoncer, d'après (5.19), (5.20) et (5.24),le résultat suivant :

Théorème 5.4 on prend A, B' et f" comme dans le théorème S.r. On prend Ufa
l,'tr,n, des ensernbles donnés dans (5.1), (5.2) et (5.3). On a Ia limite Ol satisfait ta
r:ondi,tion d'opti,malité suiuante :

(5.25) /o(O9) : mig Jo(Oo)
eo€u:d

e tona :

(5.26) Js'-'+(Oî) : Jo(o9).



S t ab il is at ion uniforme.

STABILISATION UNIFORME DES VIBRATIONS D'UN CORPS

TRIDIMINSIONNEL MINCE A FRONTIERE ONDULEE

AVEC UNE DISSIPATION LOCALEMENT DISTRIBUEE

Introduction

Dans ce chapitre on considère un problème de stabilisation des vibrations

d'un corps tridimensionnel f,)', mince dans une direction et à frontière ondulée, en

agissant avec un terme d'amortissement interne sur une partie de O" et un terme

d'amortissement frontière sur une partie de la face supérieure et inférieure qui font

décroître l'énergie. Ces amortissements sont représentés par des fonctions linéaires de

la vitesse.

On étudie ensuite le comportement asymptotique du problème limite en faisant

tendre I'épaisseur e vers zéro,

La stabilisation peut être asymptotiquement faible c'est-à-dire (u(t),u'(t))

converge faiblement vers (0,0) dans un certain espace de hilbert, où u est solution du

système considéré, ou asymptotiquement forte en montrant que l'énergie décroît vers

zéro au cours du temps, ou bien uniforme, dans ce cas on majore l'énergie par une

fbnction positive continue décroissante vers zéro quand le temps t tend vers I'infini.

Beaucoup de résultats de stabilisation ont été établis:

- En stabilisation faible, on trouve par exemple des travaux de [33], [34], [35].

- En stabilisation forte, on peut citer [7], [12].

- En stabilisation uniforme, on trouve des résultats de [5], [10], [11], [14], ll7l, [24]r

[25], [37], [38].

Dans notre cas, on montre que l'énergie associée à l'équation décroît exponen-

tiellement.
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Pour avoir ce résultat deux méthodes peuvent être utilisées: la méthode
cl'analyse micro-locale de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [1], et la méthode des
multiplicateurs développée par J. E. Lagnes [16], J. L. Lions [19] et v. Komornik

[14]. En ce qui nous concerne on utilisera une méthode des multiplicateurs mais par
rnorceaux' méthode introduite par K. Liu [22] dans le cas de l'équation des ondes
avec une condition de Dirichlet sur le bord et utilisée par P. Ma.rtinez [23] dans le cas
cle l'équation des ondes avec une condition de Neumann sur le bord. L'avantage de
cette méthode est qu'elle affaiblit les conditions géométriques sur la localisation de la
clissipation.

Comme son nom l'indique, la méthode utilise des multiplicateurs et alors on
a besoin de régularité suffisante des solutions, à cause des conditions au bord mixtes
et la géométrie de fl" qui présente des arrêtes. pour s'en passer de cette difficulté on
impose des hypothèses supplémentaires sur les ondulations h-. et h- et on applique
les résultats de M. Dauge [8].

On construit donc des multiplicatews adaptés à la géométrie de f)" pour avoir
une estimation de l'énergie de la forme [Ï n@ ds < cE(t) po* tout t ) 0, avec c
constante ) 0. D'après [14], cette estimation conduit à la décroissance exponentielle
cle l'énergie.

On fait tendre ensuite l'épaisseur e vers zéro. Leproblème limite fait apparaître
un opérateur qui dépend des ondulations. On montre que pour le problème limite
ne subsiste que le contrôle interne distribué sur tout le domaine w. Il est connu que
clans ce cas on a décroissance exponentielle de l'énergie.

Ce chapitre est organisé comme suit:

On commence par poser le problème qu'on veut étudier dans le $1. Dans le $2,
on effectue un changement de variables pour se ramener à un domaine fixe et on
énonce quelques résultats de régularités qui nous seront utiles dans la suite. On
établit ensuite, dans le $3, un résultat de stabilisation exponentielle en utilisant une
méthode de multiplicateurs par morceaux [22]. La démonstration de ce résultat se
fera en plusieurs étapes. Enfin, dans le $4, on étudie le comportement asymptotique
en tendant l'épaisseur e vers zéro.

68
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1.- Position du problème:

On se donne un ouvert borné convexe or de IR 2 de frontière 7 régulière, un
petit paramètre e > 0 destiné à tendre vers zéro et deux fonctions h+ et h- de classe
^ 1u- sur (, verrnant:

h+ )0e th_ (0su rd
(1  1 )

il existe un nombre4 ) 0 tel que h:: h+ - h_ > r7.

On considère un domaine cylindrique O" de frontière fe à base ondulée; la
frontière supérieure (resp. inférieure) sera notée par fî (resp. fi) et dépendra de e
et de h-.,' (resp. de e et de h-). Lu frontière latérale sera notée par ffi.

On pose :

( - ) "  :  { ( z r , .D2 , r r ) l ( r r , * r )  €u  e t  eh_ (x1 , r z )  I  r e  1  eh+ ( r r , , r z ) }

f f i  :  { ( r1  , ï 2 , r8 ) l ( * r , r z )  €  7  e t  eh - ( r1 , * r )  <  ns  l  eh+ ( * r , * r ) }

( L  2 )  f i  :  { ( r r , * r , r s ) l  (æ t ,nz )  €  u  e t  13  :  eh r , ( n1 , * r ) }

f 1  :  { ( * r , * r , nz ) l ( r t , r z )  €  u  e t  7 ,3 :  eh - (q , * z ) }

f " : fSuf iu f i .

On considère l'équation des ondes soumise à un terme d'amortissement interne
et un terme d'amortissement frontière sur f! et fi. Ces amortissements sont des
fonctions linéaires de la vitesse. Le système étudié est le suivant:

u" - Au * a(r)u' * (a(æ))2u - 0 dans e" x IR+

u:0 sur f f i  x IR+
(1.3)  ou

aue + €x@)u * [,a(x)u' :0 sur f! x IR+

z(0) : us, ut(Q) : u, dans fr"

avec u" :'(rT,uï,uï) le vecteur normal unitaire à f" dirigé vers I'extérieur de f)e et

a,d" -IR+ € ,-(O") fonction positive non identiquement nulle
(1 .4 )

{aet[.adeux fonctions positives de Ct(li).

Les fonctions {1 et (,a seront choisies ultérieurement (lemme 3.9).
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Un calcul simple nous permet d'avoir l'expression de u" sur f!:

(1 .5 )

L'énergie associée au problème (1.3) est donnée pour tout t ) 0 :

(1.6) Ee) : + [ lu'Y* tvut2 +(a(x))2u,]a, + I lr_r*r2d,o +; l, 
(-u2d,o.  z  JaL ,

Le but est de stabiliser exponentiellement le problème (1.3) avec les termes

d'amortissement localement distribués sur O" et fi et d'étudier son comportement

asymptotique lorsque l'épaisseur e tend vers zéro. On applique une méthode des

multiplicateurs par morceaux introduite par K.Liu [22]. Elle affaiblit les hypothèses

géométriques sur la localisation de la dissipation.

La méthode de K.Liu est basée sur les multiplicateurs, donc, dans notre cas (domaine

cylindrique) on est amené à imposer des hypothèses supplémentaires en plus de (1.1)

sur h..,. et h- à cause des singularités aux intersurfaces entre les conditions aux limites

mêlées (voir Dauge [8]). On prend alors âa et h- telles que:

Pour tout point gr du bord fi n ffi (resp. du bord fi n f6), il existe un

(1 7) voisinage V(y) tel que Ie plan tangent à fi (resp. à fi) en g/passe

au-dessus de fi (resp. au-dessous de fi) dans I/(g).

2.- Changement de variables et résultats de régularités:

Pour se ramener à un domaine fixe on introduit la dilatation suivanre:

(2 .1 ) ZL :  f rL rZ2 :  f2  et  ZJ :  e- l  f rg

On note 0, fo, f+, f- et f les ensembles correspondant aux ensembles O", f6 fI,

f1 et f" par le changement de variables (2.1). A toute fonction / définie sur O', on

a,ssocie /u défrnie sur O par:

1@): f 'Q).
On note par u:'(rt,uz,us) le vecteur normal unitaire à f dirigé vers I'extérieur de

f). On a:

u3 : t("' lvnal' *r)-' ' '  , uT : -eff 
"5, uE : -eff 

"t

(2.2) us :t (l vn* l' *r)-t' ' , ,, : -# ,", u2 : -# 
",
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En combinant (1.5) et (2.2) il vient

(2 .3 ) uT@):  eÀIut (z) ,  
"3@):  e \1uz(z) ,  ,3@) -  À i  us(z)

où Ài est une fonction qui dépend de e et de fr,1 définie par:

(2.4) Ài: À(e,â1) : 
çW)' ' '  sur ., .

On introduit les notations suivantes:

Luu":W.H**H
Y"u':'(#,#,u,#rl.

(2 .5 )

Le problème (1.3) devient alors, après le changement de variables (2.r):

u, '" - L"1)" I  a'(z)uu' + (a"(z))2Llu :0 dans O x IR+

(2.6) 
I ' t '"  :0 sur fs x IR+

e\tV"u" .n'  + €iQ)u' * ( tQ)u' '  -  0 sur f1 x IR+

u"(0)  :u3,  u" ' (0) :a1 dans ç t

or) par définition:

(2 .7 )

On déduit de (1.4) que:

n t  : t ( u t r u 2 r e - L u g ) .

(2 .8 )
a" : {l tIR+

{iet tideux

On introduit maintenant

€. L* (CI) fonction positive non identiquement

fonctions positives de Cl(f+).

l'espace

V :  {u  € HL(O) l ,  :  Osur fo} .

Ir+]):
On a le résultat classique d'existence et de régularité suivant (voir Komornik
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Lemme 2.1

Sou,s les hypothèses de Q.Q et pour des conditi,ons ini,ti,ales ufi e V et ui e L2(e),

i,l eriste une unique soluti.on u' du problème (2.6) uérifiant la propriété de régularité

su'iuante:

u" e C@. + , V) o Ct (trt+ , L, (aD.

Pour la suite on aura besoin du résultat d'existence et d'unicité suivant pour

.lustifier les calculs effectués:

Lernrne 2.2

Sot-rs les hypothèses de Q.\ et (r.7), et pour des cond,itions init'iates uft e H2 (o) nv

et ul € V, i,l eriste un s aérifi,ant 312 < s < 2 tel que Ia solution u' uérifie de plus :

u"e-L -@.+ , f / " ( f , t ) ) .

Démonstration: on a le résultat grâce à Dauge [a] et a l'hypothèse (1.7). En effet,
pour se ramener au problème étudié par Dauge [8] (problème avec conditions aux
bolds Dirichlet-Neumann homogènes), il suffit de considérer le problème stationnaire
correspondant à (2.6):

-L.u" + (a'(z))2w" : l '  € L'f i))

(2.9) ur"  :0 sur fo

eÀ1V"w' .n '  + ( iQ)w'  :  0 sur f+,

qui s'écrit d'après (2.1):

_Lw*a2w: f  e  L r (e " )

(2.10) t r  :0 sur f f i
0w
Au" 

+ {1tu:0 sur f ! ,

et de montrer qu'il existe s6 ) 3l2tel que tr.r € H"o(O").

On montre facilement I'existence dans Ht(O") d'une solution faible tl de (2.10) et
donc

€+tr e Ht/z1i)

72



Stabilisation uniforme. 73

D'après le théorème de

I'application

(2 .11 )

est surjective. II existe, alors, w1 e H2(Qe) telle que

0wr
# 

: -€+w sur ft

?xt :0 SUr ff i

On considère ensuite la solution u2 solution de:

traces dans le cas d'un polyédre à frontière curviligne [8],

H21e'7-, H3/2QE) * ut/'(tî)

,  ou),u _ \w,57)

(2.12)

D'après [8] il existe urr s6 > 312 tel que

'  
-/.uz : f + Aut - a2u e L'(Q")

u)Z:'Q sUr ff i
owz
=-i :0 sur fi.
iJue

'.Dz € ff"o (CI").

On prend
' t i ) s :w - (w t1 - ' )

Alors t-t-'3 € I{t(CI") et est solution de:

(2 .13)

La solution ut3 est alors la fonction nulle. Par suite, comme u):tur*wz+ ?/3, ol1 âr

w €. H"o(Q").

-At r . '3-0 dansf , ) '

U,rg :0 Sur f5

ôws ^ ^--- Fe
t . :u  su r  rÈ .
ouo

I
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3.- Stabilisation uniforme - Méthode de multiplicateurs par morceaux:

3.1 Décroissance de lténergie:

On définit I'énergie associée au système (2.6) par:

74

E"(t)

(3 .  1 .  1 )

: l  
|r l{u' '1'+ lv"u'12 +(a')2(u') ' ld" *: 

Ir_u',r; '€ï 
(u")2d,o+

. i  
/ ,  "- 'À-1€t 

(u")2d,o

Pour montrer que l'énergie associée à (2.6) décroît exponentiellement, on aura besoin

clu résultat donné dans Komornik [1a] que nous rappelons ici :

Lemme 3.1.1 Soi,t E:IR..,. ---+Ift1- ufle foncti,on décro'issante.

On, suppose qu'i,l eriste un T > 0 tel que:

o,lors

vt>7.

On commence, alors, par montrer que l'énergie est une fonction décroissante:

Lernme 3.L.2 Soi,ent u$ e V et uf € L2@).

La solution uu du problème (2.6) uérifie:

l,* "u, 
d,s < TE(t) vr > o

E.(s) - E"(r): 
l: lro"(u.')2d,"dt. I: lr*u-r^r-'t*çu.'1rd,odt+

. 
I I, _"-' 

^'--t 4e-ç1'')2d,od.t v0 < s < T
(3 .1 .2 )

A'in,si, con'nne a", ÀT et [! sont positiues, l'énergie est une fonction décroissante.

Dérnonstration: Pour avoir (3.1.2), on multiplie (2.6) par u,"' et on intègre sur
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I

f)x],S, T[. II vient:

0 : [  (u"" - A"u" * a.(z)u. '  + (a"(z))2u")uu'd,zdt
Jox ls , " I

: +l: [ [fu.')r+ lv"u.l2 +(a")2(u"1r1arat] + [ o.(u",), d,zd,t-dtL2 Joxls,T[  
'  \ -  ' /  \ -  '  ' - -*-J 

Jor.1s,r1 
\ '

- t (v"u'.n')u' '  d,odt
J r x l S , T [

dr I  f  . .: 
#l; J n *rr,rrÏ(u"' )t + lv "u" l2 + (a')2 (u'721 azatf

+ [ u-t Ài-t Giu" + t!u't)u"' d,odt
J la  x lS ,? [

: E"(T) - E.(s) + [ o"(u"')'dzdt + [ "-'^i-L 
t!(u'')z d,odt

JoxlS,?[  . r f1x] ,S,2. [

d'or i r  (3 .1.2) .

* In*,r,,,o'(u"')" dzd,t*

3.2 Théorème principal:

Avant d'énoncer le résultat principal de la stabilisation uniforme, on commence

Poure )0pe t i t , onpose :

(3 .2 .1 ) d)u :  {z  :  (zr ,  zz,  zs)  € .  Ql  z1e [ -e  ,  e ]  ] .

Dans tout ce paragraphe, pour simplifier les calculs, on suppose que cl est le disque

de centre o et de ravon 1 :

(3 .2 .2 ) w:  B (o ,L ) .

On verra dans la suite (Remarque 3.3.5) que cette hypothèse n'est pas fondamentale

et que les résultats qu'on obtient restent vrais dans le cas ar ouvert borné convexe

quelconque de IR2.

On pose:

Qa : {z  :  (zr ,  22)zs)  €  Q I  z1 > 0 }

Q_ : { z :  ( 2 t , 22 ,4 )  eQ lz l  <  0 } .
(3 .2 .3 )
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On prend €or €1 , €2, € tels que:

(3 .2 .4 ) 0 ( e o ( € 1  ( e 2  1 e 1 L .

soi t  z0 : t ( r l ,18,18)  te lquepour lecas (3.2.1)  c 'est -à-d i re( t :  B(o,L)  e tdesra isons
qu'on verra dans la suite (voir (3.8.16) et (3.3.17)):

(3.2.5)
"?>!€g

Cornnre 0\0.' aQ; : A, ort peut construire une fonctioî Ib de classe Ct(IRt)
vérifiant:

(3 .2 .6 )

0<rb<L
r l t :LsurO\Ou,
rb :0  su r  O.o
1, ne dépend que de 21.

On suppose que la fonction a" donnée dans (2.g) vérifie:

I l ex i s t ea>0  t e l que  a " ( z )  ) a )0  su rO .

Il existe une constante c indépendante de e tel que llr" lloo( c.

On énonce, maintenant, le théorème:

Théorème 3.2.r on suppose que (1.1), (1.s), (z.g) et (J.2.7) sont uéri,fiées.
Pou,r €L 

"t 
(i q"'on défini,ra plus loi,n (lemme 3.3.4), l'énergie associ.ée au problème

(2.6) décroît erponentiellement et uniforrnément par rapport, à l,épai,sseur e, plus
préc'isement:

Il eriste c ) 0 constante indépendante de e telle que:

(3 .2 .8 ) E"(t) S E"(0) erp(I - ct) Vr > 0

où,  c  dépend de  (Q,0 . ,0 ,  z? . , rb ,h+ ,h_) .

on remarquera dansle lemme J.8.4 que €i "t 
t\ sont nulles, par d,éfi,nition, sue f+ f)

âCIeo.
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3.3 Démonstration du théorème:

Pour démontrer le théorème, on utilise une méthode des multiplicateurs par

rxorceaux introduite par K.Liu [22]. Elle consiste à construire des multiplicateurs

adaptés à Ia géométrie du domaine f) et définis, comme son nom I'indique, sur des

parties de fl. Ici, cas d'un domaine cylindrique, on prend le champ de vecteurs

y 2 e  : t ( * T , m \ , m | ) :  O  + I R 3

défini par:

(3.3.1) :"":!'r'r'r'r','r',', *""1' ""', ""!r'r')"'r', ï, ::

avec { fonction de z3 de classe CtG.) vérifiant I'expression (3.3.7) qu'on définira par

la suite.

Or.u-u.q ae e et de zr (mais ce n cas ,_

pour zn$).

On définit ensuite:

(3 .3 .2 ) M(u" ) :  2Trù t  .Y .u t  *  c1uu.

âv€c c1 ) 0 constante indépendante de e qu'on déterminera plus loin (voir (3.3.21)).

Dans toute la suite, Ia lettre c désigne différentes constantes (autres eue c1) toutes

indépendantes de e. On utilise aussi la convention de sommation sur les indices repétés

0  :  I , 2  e t  a :  I , 2 .

La démonstration du théorème se fera en plusieures étapes:

Etape L: Identité fondamentale

On a l'identité fondamentale suivante:

77
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Lemme 3.3.1 Soit(uf i ,ui l  e (f l ' (CI) nV) x V et soit  0 < ^9 <T <æ. On a

t  (y .u '  .n ' )M(u")  *  (m'  .n" ) ( (u" ' ) ' -  lyuu. l ,  )  dodt :
Jrxls,r[

: l  I  u" 'M(u") or] i*  [  (o"u. '+(a")2u")M(u") d,zd,t*
LJg  r s  . / ox1s , r1  '

(3.3.3) * [  (d, lu.m' -  
"r)((u" ') ' -  lv "u" 12 ) azdt+

" /Ox lS , " I

_ [  l rôu"  0m"o0u"  t )o_r?u '0 rn3ôu '_' 
Jn4r,r1L- ïzp ïzp ozo 

' 4v 
ôzB ôzB ozs'

+2e-24%.y * 2e-3Ôm3 ,ou" ,21 , .
ozs ozs 026, 

-" 

Ël u;- I 
dzdt

où I 'on a noté

(3.3.4) d' iu"m':H.H*e-LH

o-= [ @e'-!-- a,.u' + a\4s3-+1eW)Y#]M\+r] d,rdt-
Jox1s,r1 '

:l 
Iru"'M(u") 

orl: - 
ln^rr,rru"'(2mu 

.Y 
"1f' * clue') d,zd,t-

- t (2a.uu(m" .v.u") * c1u'L,"u') dzdt+
Jox lS ,? ' [

* [ (a"(z)u"'  + (a"(z))2u")M(u') dzdt
. /ax lS," [

: l  I u' 'M(u") orl:- [ Qn" .v"((uu')r) +"r(u"')r) d,zd,t*
L J O  J ù I  J O X I S , ? [

* [^ .^ _.(zv "u" .v.(* '  .v 
"u")+ cr I  v.u" lz) arat+

Jox1s,r1 \

f ,
+ 

./or1s,r1 
(a" (z)u"' + (a' (z))zu') M (u') dzdt-

- t (v.u' .n')(2m'.Y.u'+ c1u") d,odt
J tx lS ,T [

Dérnonstration: On multiplie (2.6) par M(uu) et on intègre sur Ox]^9, f[. n vient:
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: l  I u"'M(u") or]i * [ .. _.(o.(r)u", + (a.(z))zu")ut(u.) dzd,t*LJo ls . /o"1s,r1

* [^ . . , -^, l torr .*"  
-  

" r ) (u",) ,  +*" .v"(  v"u"12)f  cr  I  v"u.12la"at-
J a x l S , T [  L  '  e  '  

J
r

- 
I _ _-(v.u' .n )M(u") dod,t - [ (m" .n")(u.,12 d,odt +J r x l S , " [  J r x l S , r [ '

* [ lzYa?""ry *Ze-tyryY *Ze-2UômLôu"' 
,/o*1s,r1 L- ôzB 0zB 0zo 

' 2v 
drp a"p 04 

- "" a4E Ar.

+2e4WêYll'f a,at
Oze 'Ozs '  J

En utilisant la formule de Green dans le troisième terme du membre de droite et en
passant ensuite les termes aux bords à gauche on obtient (3.3.9). r

Etape 2: Estimation du terme au bord de I'identité (g.B.B)
Avant d'établire une estimation du terme au bord de l'identité (3.8.J), qui sera

clonnée dans le lemme 3.3.4, on montre le résultat suivant:

Lemme 3.3.2 Il eriste une foncti,on $ de classe Ct(R) telle que:

où me est le champ de uecteurs défini dans (B.J.L) en fonction d,e s.

Démonstration: on a, d'après les expressions de nre, dene et de z (voir (3.3.1),
(2 .7 ) ,  (2 .2 ) ) :

(3.3.0) nL" .n" : th(zr)(- 
#e, 

+ pz?) - 
#, 

+ ôeù),, sur 11

avec p - -1 sur Oa et p - 1 sur O_.
Il strffit alors, en utilisant la propriété (3.2.6) vérifiée pat û, de prendre / fonction de
classe Cl telle que:

ôQs) a #e, + pz?) * #', sur 11 \ ôo.o
( 3 ' 3 ' 7 )  

r ,  ,  ,  ah - ,  n \  ah -
Q\zs) t 

6r,t 
+ Pzi) * 

*", 
sur f- \ âQ.o
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Les inégalités dans (3.3.7) s'écrivent alors en utilisant (3.S.8):

A -  max  h+
r+\ôo.o

P-  max  h -
t_  \ôQ.o

ôQs).#O,+pzl)*#, v zs

ôQs)shQ,+pz?)+b" Y zs

ô@): -ô@) >0

ô@) >-fff,r+ pzl) *#,

ô@)>-ftf"'+p,?)-k,

On note:

(3 .3 .8 )

(3 .3 .10)

B_

F _

min h+
f . r \ôQ.o

min h-
f _ \ôo€o

(3 .3 .e)

où o.o désigne la projection de f,).o sur r..r.

On prend par exemple:

€

€

[8, A],  V(21, z2)

lF, El, Y(21, z2)

e ( r \ @ € o

e u \ u € o

V ( 2 1 , 2 2 ) € d \ c . . ' . o

V ( 2 1 , 2 2 ) € d \ r . r . o

A /i\i\
B

-1 -eo i
I
I

\

€9

/

1

Ê
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et Q Ia droite passant par (.B, ô@)) et (8,-ô@D.

Soit alors:

ôQs) : 
#(r", 

-(B + E')).(3 .3 .11)

On vient de voir qu'avec une fonction / vérifiant les propriétés (8.3.10) et (3.3.11) on
a b ien (3.3.5) .

Remarque 3.3.3 Dans le cas de l'épaisseur constante, c'est-à-dire h-,. : 1 et h_ -
-1. le cylindre o est convexe, et de plus, on a A : B : r et E : F : -L,ce qui
veut dire, en prenant ôQ): 1, que ôQs) - zs.

Lernme 3.3.4 soi,t S une foncti,on de ctGr) uérifiant (8.3.b) et soit ("3,uî) €
(H ' (0) )v )xV.

On, définit €i et (3a par:

eZ: ff ina'.n" szrfl
(3 .3 .12)

" : r  
l l  * .  l l . "  

, , "  .  , "  oq ,  L  t .

où Àt est définie par (2.4).

Alors ei, (i uéri,fient (2.8) et de plus, on a:

[ ^  , ^^1o.u"  .n " )M( r " )  +  ( * "  .nu) ( (u" , ) r -  l vuu" l2  )  aoat  <
Jrxls," I

(3.3.1s) <z l l m'l l." E"(s) - + t u-'Ài -, €irt), d,od,t-
1, Jt+xls,?[

c1 f- 
o t e-1)" 

-t 
€l (u")2 dodt.

a  J l_x lS ,? [

Démonstration: On écrit le terme de gauche de l'inégalité (3.8.13) en utilisant les
conditions au bord dans le problème (2.6),la définition de M(u.) (8.8.2) et le fait que
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t , \ :  Q sur  f6 .

(3 .3 .14)

On obtient:

t  v .u" . n" M (u") * m' .nu ((u"') '-  lv .u" l '  ) d,odt :
Jrxls,r I

: [ ".(T;Y d'od't*
Jro x1s, r [

+ [ -"-t^I-'(eiu" + (iu"')M(u") d,odt*
J ra  x lS , " [

+ [ -.e-t^'--'(€1u'+ l"-u'')M(u") dod,t+
" / f  -  x lS,?[

+ [ n'ù" .n'((u" ')"-  lv"u"12 )aodt+
. / la  x lS '?[

+ [ n' t"  .n"((u" ') ' -  lY.u"l2 ) aoat
Jr -  x lS , " [

On estime d'abord le terme sur f6 dans (3.3.1a). On écrit:

(3.3.15) fs : (fe n ac|+) u (fo n af,-)

On a a., :  B(o,L) (3.2.2) et alors:

f0  n ACI+ :  { (z t ,  tz ,  rs) l  r ,  e  [0 ,  1 ] ,  
" l  

+  , ] :  1  et  h- ( " t ,  zz)  I

f o  o  ô0 -  :  { ( z r ,22 ,4 ) l  z1e  l -1 ,01 ,  "?  
*  z }  : 1  e t  h - (21 ,  z2 )  I

Sul fs n Af)+ (donc z1 € 10,1]) on a , d'après les définitions de rn"

et  (2 .7) :

nùdna :,trLa.t)o : rhQù(Q, - 
"?)r, 

+ zzuz)

et comme w: B(o,1) , on en déduit:

U L :  Z L  e t  U 2 :  2 2 .

z s 1

z e l

et ne

haQ1, z2)\

h+("r, zz)\.

dans (3.3.1)

On a. alors:

(3 .3 .16 )
rnano, - 4)(z)(r? + zl - zlzl)

: t!(z)(r - z?zù
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Ainsi, d'après la construction de ry' dans (3.2.6) et I'hypothèse prise sur zf dans (3.2.5),
il vient:

(3 .3 .17)

Sur f6 n âCI- (donc z1 e

e t  U 2 :  Z z .

On montre de la même façon que:

mono 1Q sur  fe  n ACI_.
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T fL6 rT l , o :  Q

<0

[ - 1 ,0 ] ) ,  on  a :

u L :  - z l

s i z l €

s i z l €

[0, uo]

[.0, 1].

Il en découle:

(3 .3 .18 )
[_ ,^  ̂ ,*o",(#Y d,odt < o.

- / fex lS,?[  o

On estime maintenant les intégrales sur f1:

D'après (3.3.12), €i 
"t 

(3* s'éuivent sous la forme:

€ i :  p  eÀ"a  m '  . nu  e t  t i :  q  eÀ1-  m.  .nu

e:ffi 1
Q :  : - : - .- 

l l m" ll*
Il vient:

- " - tÀ i - t (€ iu '+  t \u ' ' )M(u. )  +Tn .n" ( (u" ' ) r -  lv "u. l ,  )
:  TTte .".1- (nu" a qu. ')M(u.) + ((u.,)r-  lv"r" l ,  ) ]
: m.' ."' l- (nuu l qu'')(2m" .v.,uu I cp.) + (u.')r-

et en utilisant I'inégalité -2ab < a2 + b2 et (8.3.b), on obtient:

- 
"-' 

^i-' (€iu" +1"*u"') M (u") + *" . ru ((u"')2 - lv "u" l, ) s
lnt ' . " " I  l l  n"  l l : * (pu" +qu' ' )2+ly"u. l ,  -cû(u.)z -c1qu"uu,+

+(u' ') '- lv.u" l ' f
1m. ."" 

[{r + q2 ll *. llr*)(u.,), + (p, ll *" llr* -c1p)(u")2+

+(2pq Il *" lll* -"rq)u"u''f.

lV "u' l ' f
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On remplace p et q par leur valeur, on trouve:

-" - '^1- ' (€ i " ' *  t !u ' ' )M(u' )  *m" .n ( (u. ' ) r -  lv"u. l ,  )  s

1m" .r"lz1u"'y, - 
ffi(u.), + ou.u.,l

12m" .r"(u"') ' 
ff im" 

.n (u.)2

et d'après (3.3.12), i l  vient:

(3 .3 .1e)
- 

"-' 
^i-' (eiu' +tiu'') lt (u") + m" . n" ((u.'), - ly uu" l, ) s

< 2 ll *" ll* "-,  ̂ I-, t1qr.,1, - T"-,  ̂ i-, €i,1, .

Enfin on obtient l'inégalité (3.3.13) du lemmme 3.3.4 en combinant (3.J.14), (8.8.18)
et (3.3.19) et en uti l isant (3.1.2) et (2.8). I

Remarque 3.3.5 L'hypothèse (, : B(o,I) n,est pas fondamentale:

Le but est d'avoir rndua ( 0 sur f6, ce qui demeure wai si on prend c..rconvexe et zf
assez grand. En effet, sur f6 n AO+ orr à 21) 0 et comme ar est convexe. on a aussi
u1 ) O et donc, en prenant zl assez grand, il vient:

rnaud : rhQù(Q,, - 
"?)q 

+ zzuz)

<0

De même sur fs nAQ-, on a z1 10 et u1 10 (car r*l convexe) et pour zl assez grand:

tnaL/a : ur(zù((t, + zl)q + zzuz)

<0 .

Remarque 3.3.6 Dans le cas où c.r est un ouvert borné convexe quelconque de IR2,
on divise f) en Oa et fl- pax rapport à deux points qui déterminent le diamètre de c..,.

Etape B: Estimation de [' 
".1r1 

Or,
J S

Notre objectif est de retrouver les hypothèses du lemme 3.1.1 pour pouvoir
écrire la décroissance exponentielle de l'énergie. Pour ce on montre, dans un premier
tenps, le résultat suivant:
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Lemme 3.3.7 On prend Q

(3.3.20)

On. prend

(3 .3 .21 )

Alors, pour (\ et lt

d,e e et indépendante

,T:
(3.3.22)

de classe Ct(trt) uérifi,ant (3.3.10), (3.3.11) er

B_E
ô@) >_ 

"

"r:ffi*r.
définis dans (3.3.I2),iI eri,ste une constante c ) 0 i,ndépendante

de S et de T telle que:

r f  t T
E.(t) dt < - l  

Jn""' tw1u")dz) r-
- t (o'u'' * (a')2u')M(u") d,zdl*

y'oxlS,"[

+ 
" [ 

(@'')2+ lv.u" 12 ) azdt+
. , /Q. ,  x ]S,?[

+2l lm'  l l . "  E"(s)  +  /  (a" )2(u")2 dzdt
J o x lS,7- [

piurlou{î-< S- ?.

(3 .3 .23)

Démonstration: En combinant (3.3.3) du lemme 3.3.1 et I'inégalité (3.3.13) du

lemme 3.3.4, on obtient:

2ll*'ll."E"(s) -+ t u-r^I-'€iLr")rd,odl-
o  J l+x lS ,? [

-+ t e-t^'--t€1(u")'dodt
a  J l_x l . 9 ,T [

+ [ (d,iu"m' - 
"r)((u'') '- ly"u"12 ) azat+

Jox ls ,T [

+ [ lrY%yi2e-'yryY*' 
Jot1s,r1 L- 0zB ïzp Ôzo ïzp ïzp ïzs 

'

+2e-, HWH, + z"-sa# f$t f a,at.
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D'après les définitions (3.3.1)

hypothèses (3.3.10), (3.3.11) et

de me et (3.2.6) de ry' et en
(3.3.20), i l  vient:

prenant @ vérifiant les

(3.3.24)

0m9q l
- : l

0zo

0mÊ
;_9  :0 ,
oZa

d' iu.mt :2 *

ômZ ^
; - :u ,ozp

^-rô*3- ^
ozs

2ô@)
B_E

sia lB

2ô@)
B_E

sur Q \ Cl.,

sur O \ CI.,

sur f) \ CIu,.

A l'aide de (3.3.24) et en écrivant o : (CI \ o",) g f,)., dans le troisième terme et le
quatrième terme du membre de droite de (8.8.23) on trouve:

I 
nu"' 

M {u")d"f', * 
I n rrr,rr(o. 

u.' * (a.)2 u") M (u")

* [^, ̂ .., ô m, ç, * p - 
"r) (@'')'- lv uu'l' ) a"at+

" /o \o .1x ls ,? [  \

*l,n.,xrs,?r (rr#,r *r(#Y. #e'H)') a,at
< 2 ll *" ll* E.(s) - + Ir.xls,"[r-tÀI 

-'€irr)' d,odt -

-+ f e-L^'--'€1ç'"1' d'od't-
a  J l _ x ] S , ? [

- 
In,,*rs,rr(di '"rn" 

- 
" ')((u"') '- lY "u'l2 ) azat -

- I.,xrs,?r l'Hæ # * 2e-t HWH.
+2e-, HW H * z"-' H (ff),1a, o,
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1t

qu'on peut écrire, d'après Ia définition de V"ze dans (2.5):

I,n., xrs,?r[(, * #- ",) (u"')'+ (cr - Hl(rfif + tffy)+
*(., - ,*H)("-'ffiyl o"o,

=-Uu"' M (u.)d,r]: - 
In^rr,rr(o" 

u"' + (a.)2 u.) M (u") d,zd,t *

+2l lm' l l . "  E"(s) -+ 
Ir .x ls,?[r- tÀi- t€ia),  

d,od.t  -

-i 
l, xrs,?[ 

e-L^'--'€"-1'"1' d'od't-

t (dtuum' - 
"r)((u' ') '- lv.u" 12 ) azat -

, /Q. ,  x ]s ,? [

t lnô*" }mfl 0u" , o-_1 0u' 0m$ 0u"
/n., "1",r1 

L" arp a"p ah- "" û6"t a4*

+2"-, ffW H + z"-' a# r$l'f a " at

paraître lV"u' l2 dans la dernière intégrale, on obtient:

Irn., x],s,?r [(' * #- ") (u'')'* ("' - #l('#Y * (Hl')*

*(", - ,*H)(,-'ffy] o"o,
LJo 

[@')dz]s - . /or ts 
, r r (o"u' '  

+ (a ' )2u')M(u')  dzd,t*

+2 ll m" I l- E" (s) - + t "-'Ài 
- t€ 

i@1, d,odt -
z Jr.*xls,?[

-+ t  .e-L^.-- '€"-çu"1, dod,t+c [  (@')r+lv.u" l2) azat.
z  J t_  x l s ,? [  JQ" ,  x lS ,T [

Des définitions (3.3.1) de nte et (3.3.a) de diu.me on vérifie facilement que Ia con-

stante de majoration c est indépendante de e. Elle dépend des fonctions g et S.
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on remplace maintenant c1 par sâ valeur donnée dans (3.3.21). on obtient:

t 1fu"')'* (rYf+ r5l') * (!("!- r)("-' {vl a2a1. /Q\o . ,  x ls , r [  L \  \ ' i ) z r '  ' 022 '  /  \B  -  .E  
' )  \ "  7zs)  J

LJn Js  Jo"1s , r1

*2ll m'l l." E'"(S) - 
7 lr.xrs,"[ "-r^i-r€i@1' d,od.t -

- " '  [  
_^ ,e- t^ ._- r€zçu"1,  dod, t+c  [^  .__. ( (u" , )2+ lv .u . l r )  a"a t .2 Jr_x ls , " [  Jo. ,  x ]s ,?[

On remarque d'après les hypothèses (3.3.20) et (3.3.21) sur la fonction / que les
/  46(B\

telnres (;3 - r) et 
] 

sont supérieurs ou égaux à 1. L'inégaliré précédente nous
donne:

[ ^ ,^  . ,1dÀ1(@') '+ lY"u '1 'z )  a"a t+  [  u - ' ^ i - '€ i@),  dod, t - t
JO\Q. r  x lS ,? [  J r *  x ;S , r1

* [ e-r  ̂u--'€.-çu.1, dodt
J f  _  x lS ,? [

+2l lm" l l -  E"(s)  *"  
Jn. ,x ls ,?[  

( ( r . ' ) r+ lv .u" l2)  azat .

Enfin I'inégalité (3.3.22) s'obtient en ajoutant des degx côtés de I'inégalité précédente
f r

les termes / .^_,((u' ')2+ lv"u"12 ) dzd,t + | @)r(u.), d,zd,tpowfaire ap-. /O.,  x lS,?[ Joxl .9," l
7T

palaître I A"1tt at. I
J S

Etape4: Deuxième estimation de la forme Ë n.(r) d,t < cE"(S):

On estime maintenant les termes du membre de droite de (3.22) en fonction de
l'énergie pour avoir une inégalité de Ia forme tT nfqdi < cE(s), v0 <,g < ?. on
a pour le premier terme:

Lemme 3.3.8 II eriste une constante c ) 0 ind,épendante d,e e et i,nd,épend,ante d,e t
telle que:

(3.3.25)
t'

| | u"' Uçu") dz | < c E.(t) Vr > 0.
J A
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Dérnonstration: On a:

lntr{u ')) '  
dr:  

ln{r* '  
.v.r .  +c1u")2 d,z

: [ çz*. .v"u")' + "lqu"y, * 4c1(m" .v"u.)u" d,zJo .
r:  

Jn(r* '  
.v.u') '  + 

"1çu"1, * 2c1m" .y.(u")z d,z.

En utilisant une intégration par parties et (8.3.12) on obtient:

l;*{u.)), 
a, : 

fn(z*. 
.v.u"), + "lçu"1, 

- 2cr(diu.m.)(u")2 d,z+

t 2c1m" .r"(u")2 ao + [ 2c1me .nu(u.)z d,o
Jr *  J r -
r: 

Jn(r*' 
.v"u")' + "r7", 

- 2d,iu.m.)(u.)2 dz +

+4l lm" lÊ" Ir_r- tÀi- '€ l(u")2 do+

+4llm" ll,* lr 
e-L^"--r€"-çu"y, do

qu'on peut écrire aussi d'après (3.8.24):

f'ntttt{u'))' ar : 
fn(z*" .yuu.)' d,, +lrn", ct(cr - 4 - Ygb@)z dz +

* [ cr(ct - 2d,iu"m")(u")2 d,z +
, /O.r

+4ll rn" lf* [ ,- 'r i- '€ i@), ao'* Jr-

+ 4 ll *" ll'* Ir_ur^"--,€.-(u"), do.

On remarque d'après le choix de @ dans (3.3.20) et de c1 dans (3.3.21) que l,intégrale
strr f)\f)., est négative. On remarque aussi que d,iu"me est indépendante de e sur e.,.
En majorant alors l'intégrale sur O., par c [ (ut)2 d,z,avec c constante strictement

./ d},r
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positive indépendante de e, on trouve:

I  quçu'11' a, s 4l l  *. l l :* fnlo.u. l ,  d"*" 
In,.(u")2 dz+

J A

*4l lm" l f*  [  "- '^I- '€ i@)'  ao+
, t l +

+4ll m" lP* [ e-r ̂'--'€"-1u'1' do
J t _

et comme on a supposé dans (8.2.7) que o" ) c ) 0 sur f)u,, il en découle:

t "__.  ^  r
I tut""D' a" < 4 ll *. llz* l lv.u" l, ar + 4 [ @12(u.\r dz+J A  - -  

J A  q "  J e , r '  
\  /

+4 ll m' lk [ "-, 
^i-L Eiqu.1z ao+

J l -

+4 ll m' h I _e-r 
^.--, €.-(u.), do

En utilisant la définition de l'énergie E" eten vérifiant facilement que ll rn" ll! esi
bornée indépendement de e on déduit I'existence d.'une constante c > 0 indépendante
de e telle que:

(3.3.26) [  @@))2 d,z < cl"(t)  vr > o
J A

Enfin on écrit moyennant I'inégalité de young:

|  [  u" ' t r (u")  dzl  < !^ [  fu,) ,  a"+!  [  (u(u. \ \ ,  a,Ja  zJa '  2Ja ' - \ -  / ,

et on trouve (3.3.25). t

Du lemme 3.3.8 et de la décroissance de l'énergie découle:

(B.J.\T) -Uru.,Mçu"y dr]r, < c E"(S)

où c est une constante strictement positive indépendante de e, de ,S et de ?.

On passe au deuxième terme de (8.3.22):
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Lemme 3.3.9 Il eriste une constante c ) 0 indépendante de e et ind,épend,ante d,e S
et d,e T telle que pour tout 6 > 0 on a:

91

| [ (o"u' ' + (a")2u")tw(u') d,zd,tl <
(3 .3 .23)  rox ls ' " [ I Inor,r,(o')'(u")'

+|a"1s1 +o f' n"

dzdt*

(t) dt

pou,r tout 0 <,9 < f.

Démonstration:

soit 6 ) 0. D'après l'inégalité de Young et I'inégalitê (a + à)2 < 2a2 + 2b2, on a:

I

I I (o'u'' 'r (a")2u")M(u") d,zd,t | <
J O x l S , ? [

s [^ , 
!,ew{u"))' + }@"u'' + (a")2u')' arat

Jax1s , r1z '

=2 [  (Mfu1)2 azat*+ [  (o")r(u.,) ,  +(a")4(u.)2 dzdt-2 
Jn{s,r [  

- -  '  
6 Jor1s, t1 '*  

'

Ensuite de (3.3.26) et (3.2.7) (l l  o" l l-< c) et en uti l isant ensuite (3.1.2), i l  vient:

I

|  |  (ouu" '  *  (a")2u')M(u")  d,zd, t l  <
. rAx lS ,? [

s+ [' E.(t) o, * ï [ o"(r"'), azat + | [ @)2(u")2 dzdt-  
2  Js 

L\  /  - . -  
6  Jo"1s, r t  6 . /o" l " , r [ t -  /  \q

s+ [" E.(t) o, * i [ @1,(u.), dzdt * ln.6)-2  
Js  6 . /o*1s , r1  6 -e \ " /

pour tout ô > 0. La constante c est strictement positive et est indépendante de e,

Id'oir le résultat.

On remplace maintenant (3.3.27) et (3.3.28) dans (8.8.22) en prenant d < 2 dans
(3.3.28), on obtient:

[ ' 
""(r) 

dt <cl.(s) + 
" [ @)r(u"), dzd,tt

J S JOx 1S,f l

+" [  (@') '+ lv .u" l2 )  azat
"/o., x1s,?1 

' '
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(3.3.2e)

avec c > 0 indépendante de e.

On estime ensuite le terme en lV"z" l2 dans (3.3.29). On a le résultat suivanr:

Lemme 3.3.10 II existe une constante c ) 0 i.nd,épend,ante de e et i,nd,épend,ante d,e
S et de T telle que pour tout 6 ) 0 on a:
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avec c > 0 indépendante de e.

on a d'après (3.2.7) ae ) Q ) 0 sur f,).,, d.onc en remplaçant dans I'inégalité ci-dessus
il vient:

IT r
l^ E.(t) dt < cE.(s) *" l^ .^_.(o")r(u")2 d,zdt*: I  o"(u",), d,zd,t*J s . /ox1s,r1 '  Q Je"rx1,s,?1 t

t"
*" 

Jn,,xr.e,?[ Iv"u'12 dzdt

Enfin de la décroissance de l,énergie (8.1.2) on déduit:

7T

Jr- 
a"tt) at < cz"(s) * " fn*rr,rr(o")2(u")z 

dzdtt

+" I lv.u.l2 dzdt
Jo.,  x[s,?]

(3.3.30)

Démonstration: On rappelle que 0 ( eo ( €1 ( e2 1e ,'-1.

On a:

nTre;nÇ:6
on peut donc construire une fonction ( de classe cl telle que:

( o < ( < 1
(3 .3 .31)  {  ç :  

1  sur  ou ,  ̂

I  e :  O sur IR3\O.,
( ( ne dépend que de z1

ln,,rrr,rr lv "?f," l2 d'zdt<(c * f i ) ' ' { t)*

*" 
fn,,,rs,r{(u )' + (u')")d'zd't*

** 
ln,",ts,rt(u ) dzd't * "o f" 

n"çt1at.
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On multiplie (2.6) pat Cu" et on intègre sur f,lx],g,7[ :

0 :  
[^  .^^ . (u. "  

-  L"u I  a" (z)u" ,  +  (a"(z) )2u. )çu"  dzdt
Jox ls , " [

:l 
lru'' cu" o"l: - 

In,rr,rr((u"')' d,zd't * In*,r,r,Ç | v "u' 12 d,zdt*

*  [  v"u" .u"v .e  dzdt -  [  Çy"u" .n ,u"d,odt -JOx lS,? [  " /F*  x15, r1

- 
t^ ev"u' .n'L!." d,od,t+ [^ .__.Cu"(o.u., + (a.)2u.) dzdt.

Jr_ x ls , " [  Jox]s ,T[  '

Les termes sur fs disparaissent à cause des conditions au bord dans (2.6).
Comme ( est positive et est égale à 1 sur f,)., par définition (voir (3.3.31)), on obtient:

t I v "u. 12 d,zdt <
Jo. ,  x ;s , r1 '

=-Uu"'(u" or]: - 
In,rr,rrvuu' 

.u'v"e d,zd,t-

- t . _ _.e"-t Ài-' Gir.12 + tiu"u"') dodt-
Jf+ x1.9,?[

- 
t .  ̂  -. ("-1À: -1(É (u")' + t'-u"u"') d,odl-

. / f_  x lS,?[

* 
ln,rr,rr(<{u"')' 

- eu'(o"u'' * (a")2u')) a"at.

(3.3.32)

On estime les termes du membre de droite de (3.3.32). Plus précisement, on les majore
en fonction de l'énergie 8.. Pour le premier terme, on a en utilisant l,inégalité de
Young:

1 [  u. 'çu" az1
Jo  Jaz '  JaZ" '  '

qu'on peut écrire aussi d'après ta définition (3.3.31) de (:

I lnu"'Çu" 
d'z I

or e2 < e, donc o., c ou et comme a" ) e, ) 0 sur o. (d'après (3.2.2)) on obtient:

I fnu"'eu" d" | < 
lr)r".,y o, * # ln,,to")rtu")2 d,z

< cE"(t).
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II s'ensuit, en utilisant la décroissance de l'énergie, que:

(3 .3 .83 )  r  f  1 r-l 
J"1f'eu" 

dtl, 3 cE"(S)

avec c > 0 indépendante de e.

On passe au deuxième terme du membre de droite de (3.3.82): On a pour tout ô > 0:

-  
t  .__.v.11".u"v"Ç d,zdt  =2 [  lV.uu 12 d,zd, t*Jox1s,r1 2 Ja4s,r1 '

7 f
* * 1,nor,rr(uu)' lv.ç l '  dzd't '

Pa.r la définit ion (3.3.31) on a (:0 sur IR. \ O., et donc V"(:0 sur m.r \ f)u,. I l
en découle:

l f T
- 

l^ .V.?r".u.V"C dzdt <6 | n.çt1 at+
(3 .3.34)  " /ox ls '? [  J  s

c f* * Jn,"rrr,rr(u")' 
d"4' ' vd > o

oir c est une constante strictement positive indépendante de e puisque par la définition
(3.3.31) la fonction ( est de classe CL et ne dépend que de z1 et donc v^a: ôe

qu'on peut majorer uniformement par rapport à e. 

&r vu uv'v " t\ 
- 

a;

on estime maintenant le troisième terme du membre de droite de (3.3.32):
I-  
l^ ,  ^  ̂ .C"- '  À i - '  Gî@)2 + t "*u"u. ' )dodt-

. r r+  x lS , " [

- 
t^ ,  ̂  _. ("-tÀi -t (€: (u")' + f-u.u.')d,odt

J f_  x lS ,? [
f

s - 
l- - (r-tÀ+ -'t1r"u'' 

aodt - [ e"-, ̂ .--L t"-u.u., d,odtr rax l s , î [  h_x ]S ,? [

= I.xrs,rr(e-11" 
-r q(X@), + fi{u",)r) aoat +

* [^ ,^ _. (u-').--Lt"_(]{r"t, + }{u",)r) aoat v0 < ,s < r.. / f_ xls,?[

D'a,près (3.3.12) on peut écrire t! en fonction de {!. :

o. -  2 l l  m'  l l *  . .' * -Tt* '

94
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De plus on a 0 < ( < 1. L'inégalité précédente s'écrit alors en utilisant aussi la
décroissance de l'énergie (8.1.2):

- 
t^ ,^_,(r- 'Ài- '(gi @), +t\u"u"')d,od,t-

. / r+  x lS , " [

-  t  .^^. (" - 'À-- t (É (u.) ,  + t " -u.u. , )d,odt
Jr_ x;s,r1

.t 
I xls,r[ 

e-t ̂"--tz ll ry] ll* €.-(u")2d,oat+

** 
I-"1s,r1e 

À i-'ti(u'')2 d,odt . * I *1s,r1e 
À "--L t"-(u'')2 d,odt

"/r+ xl.9,T[ ./r_ ,;s,r1
1

+ z6Ee(S)

pour tout ô ) 0, où c ) 0 indépendante de e car ll *" lloo est borné uniformément
par rapport à e.

La définition de l'énergie (voir (3.1.1)) no's permet d'écrire:

- 
t^ .^ _, (r-'À i-'Gifu)2 + t\u"u",) d,odt-

J f 1  x l S , ? [

Vô>O

avec c > 0 indépendante de e.

Enfin, pour estimer le dernier terme du membre de droite de (3.8.32), on utilise la
définition de ( et I'hypothèse (J.2.7) (ll o" ll-< c). on obtient sans peine:

(3 .3 .35)

(3.3.36)

s "o lla"ft) dt + *""rq



S t a,bilis at ion uniforme.

avec c ) 0 indépendante de e.

En combinant (3.3.32)-(8.3.36) on obrienr (A.g.B0). I

On reporte maintenant (3.3.30) dans (3.3.29) avec c6 ( 1 dans (8.3.30). Il existe,
alols, une constante c )'.0 indépendante de e telle que:

f T r

I  a .d t<cE. (s t+"  l  .__ . (o" ) r (uu)2  d ,zdt+ .  [  (@,) ,  +(u . )2)  d ,zdtJ  s  - /ox1s, rJ '  Jo. , , ls , r1"

et en utilisant (3.2.7) on obtient:

fT r - r
l ^  E.dt  <cE.(S)+"  I  a" (u")2 dzdt+:  I  o" ( (u . , )z  +(u")2)  dzdtJ .s  JOx lS, r [  a  Je ,zx ] .9 , " [

!cE.(S)+" I  a"(u")z d,zdt+ln.çs1+
. /ox1s,r1 a

c f
+- I a'(u"),2 d,zdt

e  Jeozx ]s ,? [

avec c > 0 indépendante de e.

On écrit alors:

(3 .8 .37)  
[ r "d t<cE. (s l+" I  a" (u . )2d,zdt
J s Jox1s,r1

avec c > 0 indépendante de e.

II reste à estimer le terme en (u")2 dans (3.3.37) pour que I'on puisse utiliser le lemme
3.1.1 qui nous donne la décroissance exponentielle de l'énergie et par suite achever la
démonstration du théorème 3.2.1

Pour cela on applique la méthode de Conrad-Rao [6]:
On définit 2", dépendant de t, solution de:

-L.2" * (au)22" : ae'u,e dans f,)

(3 .3.38)  z"  :0  sur  fs

e\tV"z" .n' + €f,2' : 0 sur fa

On multiplie (3.3.38) pæ z. et on intègre sur e:

(3 .3 .39)  [  (1o . " "  l2  + (a" )2 (2" ) r )  d r -  [  , . r " .n "2"  d ,o :  I  a .uuz .  d ,z .'  
Jo ' '  \  r  '  J r ' '  Ja ' -

96
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Or, d'après les conditions au bord dans (3.3.3g), on a:

f f f- 
|  v"r ' .r7"2" ao: | "-tÀi 

- '€ie), 
d" + [ e-r^"_-r11._e), d,o > 0J f  J r *  

'  J T \  /  
J r _

et donc:

[  ( lo " r .  l2  +(a" )2(21\  a ,
Jo Ja

En utilisant l'inégalité de Poincaré, il vient:

[ çr"1' a"
Jo '  Ja  

-

avec c > 0 indépendante de e.

D'autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne:

l  Q)'a"
Ja '  \ Jo '  /  \ -  /  ' - /  

\ - / o t -  /  - - )

Par suite on trouve:

(3.3.40) [_{""1' o,
Ja  Ja '

avec c > 0 indépendante de e.

On dérive cette fois-ci dans (3.3.38) par rapport au temps t et on procède de la même
fâçon que précédemment. On obtient:

(3 .3 .41)  [  ç r " '7 '  a"
Ja '  / o '  

/  \ - -

avec c > 0 indépendante de e.

On multiplie maintenant (2.6) par ze et on intègre sur Ox],S, ?[:

f
Q: l^ ,^^,(u."  

-  a"u" *  a.(z)u. ,  + (a.(z))2u.)z.d,zd, t
JOx lS ,? [  

'

: | [2"u"'ar]:- [ 2",,u", dzd,t- [ u.A"z" d,zd,t-L Ja I s Jo,.1s,r1 Jar1s,r1

- 
t _.(y.u' .n")2" d,od,t + [ (v.2" .n )u. do.tt. / rx1s,r1 '  

h x ls,?[ .

+ [^ . _ _. (o"u1' z" + (a")2u. z") d,zdt
JOx lS ,? [
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qu'on

0 -

II en découle que:

(3.3.43)

peut écrire aussi grâce à (3.3.38) et (2.6):

|  [  " "u" 'o r ] : -  [ ^  _  _ .2 . '1L . 'd ,zd , t+  [  (o " (u" ) ,  - (a . )zz"uu)  dzd t+L Jo J s Jox1s,r1 ./or.1s,r1 ' '

+ [^ . - -. ("-t À1r q3ru" z' * e-L À11t\u'' z" - e-r ̂ +L €"+u" z") aoat+
Jr* x1s,r1 '

*  
I r_xls," [  

(e-11:1€1 u"z" + 
"- 'x- ' t " - , t . ' " 'z '  

-  e-L À-rEu u"2u) aodt+

* [ (o"u' '2" +(a")22"u') d,zdt
" /Ox lS , " [

| [ , 'u' '  o"]:- [ z' ' It ' '  d,zd,t+ [ o"(u"), d,zd.t*L Jo r  s  Jox ls , " [  . /ox1S,r1

* [ e-r >,*l tiuu' z" d,od,t + [ e-L ̂ -lt"-u't z" d,od,tl
. r fa  x lS,?[  . / f_  x ]S,?[

r
+ | a"u'' z' dzdt.

. rox lS," [

Ceci donne:

(3.3.42)

Ensuite, on estime les termes du membre de droite de (3.3.42):

Pour le premier terme, on trouve en utlisant (3.3.40):

: -l [ "'u"' 
ar]" * [ z"',t."' d,zd,t-

LJa  Js  Jox1s , r1

- t e-L s1r liu"' z" d,odt-
J f+  x lS '? [

- t e-r ̂ -L('-u't z" d,odt-
J f_  x lS ,? [

- t a"u"'2" d,zdt.
"rOxlS,?[

t a'(u")z d,zdt
Jc tx lS , " I

I lnr'u'' d, | < T lrU'Y o'*; I,
= ; Ir@"y2qu")2 

dz +

< cE.(t).

(u"')2 d,z

i ln"'') '  d,

-U""u"' d,zfr, s cE"(s)
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avec c > 0 indépendante de e et indépendante de .9 et de 7.

Pour le deuxième terme du membre de droite de (3.3.a2), on a en appliquant I'inégalité

cle Young, I ' inégali té (3.3.41) et puis le fait  que l lo" l l-< c (voir (3.2.7)):

t^ ,"^,,",u", d,zd,t < t^ ."^.(fie 1, +f,@.,y2) azat
. /ox;s , r [  Jox1s,r1

Jaxls , r lzo Jox ls , r l  z  '

= ln,,r,rr*6o'(u"')2 
d'zdt - t 

I: 
o"ft) dt vd > 0'

Ainsi, la décroissance de l'énergie (3.1.2) nous donne:

f . c f T(3.s.44) 
lnrrr,rrz"',u,"' 

dzdt < t*""(t) *o 
J, 

E.(t) dt vô > 0

avec c > 0 indépendante de e.

Pour le troixième et le quatrième termes du membre de droite de (3.3.42), on a en

utilisant I'inégalité de Young et puis (3.3.12):

- 
t e4 l1L tirr'' z' d,od,t - [ e-L ̂ -L t"-u"' z" d,odt 1

' / I 'a  x lS," [  J f  -  x lS,?[

= lr_xls,r[ 
e-t xTLti(L*{u"'), +f,e"fl d,od,t*

* Ir_xrs,"r e-L ^_t("_(fi@",), +f;{ôr) aoat

= * lr.xrs,r[ 
e-r l]L ti1u"')2 d,odt . * l, x]s,"[ 

e-t ̂-L ('-(u'')' d,odl*

. *  [  e- t  \1Lt i@)2 dodt**  [  e-L  ̂ -L(" - (z ' )2  dodt
o  J l+x l s , î [  .  J | -  x lS , " [

t 
lt) . + [ ,-'11'€! (2")2 d,odl+= *t" t  o Jr+xrs," [

*+ [ "-t 
À-1€1 (2")2 dodt vd > o

.  J l _x lS ,? [
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avec c > 
2 ll ryT ll*, qu'on peut écrire aussi grâce à la condition au bord dans (3.3.38):

C 1

- t e-L l,;Lliu' '  2" d,odt - [ e-L ),-rg"-u"'zu d,odt
Jr l  x lS ,? [  J r_  x ]s , r l

'  
u.(t) -* t (v.2..n")r" d,odt-

-+ t (y."'.ne)z' d,odt
z '  J l _x lS ,? [

Vô>0.

et D'après (3.3.39) il vient:

- t e-r >,11liu"' z" d,odt - [ e-L À-L 2"-,u,"' z" d,od,t <
. / f+ xls,?[ . . /r- x1s,r1

=*""rt ,  ** 
I*or,r,a"u'," 

d,,dt

=fin"çs1 * T'lror,r,(o')' tu")2 d,zdt * I |ror,r,(,"), d,"dt.

En utilisant (3.3.a0) on obtient:

- t e-r x1t tiu"' zu d,od,t - [ e-t ̂ -t t"-u"' z. d,odt
-/fa xls,?[ Jr_ x1s,r1

=*".rt ,  * u" 
[^, . , .  - ,(o.)2(u")2 d,zdt v6 > 0
JOx lS ,T [

avec c > 0 indépendante de e.

Enfin de la définition de l'énergie, il découle que:

- t e-r llL liu"' z' d,odt - [ "-L 
s-L ry u"' z. d,odt

Jf. .  x ls, l [  Jf_ x]s,T[(3.3.45)

>0
l r T

<ù""(t) * o" 
J, 

E"(t) dt

avec c > 0 indépendante de e.

Pour le dernier terme du membre de droite de (B.B.a2), on a, pour tout ô > 0:

- 
t^ ,_^.o"u.,2" d,zd,t< [^ "-, 

(+ (o")r(r",), +f,{rY) a"at
. /oxls," [  Jnx1s,r1 'zo 

'

s: I o'(u"')2 azat+! [ e)2 d,zdt-26 
Jarls,q 2 Jarls,rl '- 

'
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et d'après (3.1.2) et (3.3.a0) i l  vient:

(3.3.46)

- 
In,rr,rra"'t-t'"'2" dzdt <fiL"(s) + I lnor,rr(o')'(u')' d'dt

sf;a"qs1 + "o fr' E"(t) dt.

On remplace (3.3.a3)-(3.3.46) dans (3.8.42), on obtient:

(3.s.47) 
Ir,,r,r,o'(u')2 

d"zd,t < cE"(s) + ln.1s1 . * 
l: 

E.(t) dt vô > 0

avec c > 0 indépendante de e.

On remplace maintenant (B.J.4Z) dans (3.3.37):

f T c f T

I E"(t) dt < cE.(fl + in.çs) + c6 l- n"6 at vô > 0Js  o  Js

avec c > 0 indépendante de e.

En prenant 6 assez petit, il vient:

fT

J, 
E.(t) dt < cE"(s) v0 < s <T(3.3.48)

avec c > 0 indépendante de e.

Enfin en faisant tendre ? vers l,infini dans (3.3.4g), on trouve:

roo
I n"Q) dt < cE"(S) V0 < S,

J S

ce qui achève la démonstration du théorème en utilisant le lemme 3.3.1.

4.- Comportement asymptotique

Dans cette partie, on fait tendre e vers zéro et on étudie le comportement
asymptotique du problème (2.6). On montre que l'énergie associée au problème limite
bidimensionnel decroît exponentiellement vers zéro quand le temps tend vers I'infini.
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Pour tout g défini sur f), on pose:

1  l h l ( 21 ,22 )
(4.1) m(g)(zt, ,z) : i I 9(zr, zz, zs) d,z3

t L  J  h - ( z r , z z )

On introduit aussi les notations suivantes qu'on aura besoin dans la suite:

i  -  t ( u1 ,u2 )  Vu  :  t ( u r ,u2 ,us )

ua Ia projection de O..,. sur t.l

(4.2) w- Ia projection de Q- sur c.,'

u4 Ie vecteur normal à f1. dirigé vers I'extérieur de O

u- le vecteur normal à f - dirigé vers l'extérieur de O.

On a le résultat suivant:

Théorèm e 4.L On suppos" Ou",'

a" -- ao dans L* (A) fort.(4 .3 )

ufi - uf, dansV fai,ble,

(4.4) VtH\ borvré dansL2(e),

u|. ̂  ui dansL2(A) faible.

Al,ors:

' tL ' '  u*  dans L*@a; Y)  fa ib le-éto i le ,
(4.5) 0u. 0u* ,

; 
- 

ft- dansL-(IRa;r'(O)) faible-étoire.

La I'imite u* est i,ndépendante de zs et est I'unique solution du problème bid,imensionnel
su,iuant:

hu"" + Au* + (nm1ao) + g)u* + (hrn(@o)') + f)u. :0 d,ans c,.r x IRa

(4.6) u* : 0 sur .y x IR+

?r.(0) : m(uô), u*'(0) : m(ui) dans u
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où.|'on a noté A I'opérateur differenti,el ellipti,que du second, ord,re à coffici,ents uari-
ables défini par:

(4 .7)  Au:  r  a  ( 'au t ,-,!*ù\nù)

et g et f sont deur fonctions qu'on détermi,nera dans (4.Ig).

Démonstration: On rappelle la définition de l'énergie associée au système (2.6)
donnée dans (3.1.1):

1 f
n.ft) :; |  ̂  l@'') '* ly .u" l, +(o"), (u"1rla, + | [ "-, 

s-, qi@)2 d,o+z J Q  Z J t -

L 1
* Z Jr_"-tÀ-t€1 

(u')2do

On remarque, d'abord, d'après le lemme 3.3.4 que:

u-tÀ;t€i :ffirn .n
:1ç4*''

avec:

(4 9) 
m:th(zt) ' ( "  -  z? '  zz '  ÔQù) sur CI- .

rn:rb?t)  t (" ,  + z?,  zz,  ôQe)) sur f ) - .

II vient en utilisant les notations dans (a.\:

"-tÀ;t€ï - 
ff i  

nl.u+
(4 .10)

u-1À-1€1 - '  ;? , *  rn .u -2l ln l l l  "
avec:

(4.11) 
in :thQù'(" '  - z?' 

"ù 
sur t 'e'r-u

in : tb?r) ' (", + z?, zz) sur cr- .

De la même façon, on montre que:

e-rllLti-'1'fu rrù.u+
(4.12)

e - L À - t 2 t - - , ,  = 1 , ,  r n .  u - .
l l  m  l l o o
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En plus comme l'énergie est décroissante, on a:

E.(t) s E"(0) vr > 0

eh d'après les hypothèses prises sur ufi et zf dans (4.4), on obtient:

(2"') borné dans .L- (IRa ; L2 $l))

(4.13) (2") borné dansZ*@*;tz)

f"-' Ylborné dans -Læ (IR+ ; I, (çr)) .'  ôzs '

Il existe alors z* tel que pour une sous suite de (2") on a:

se ̂  z* danstr*@a;V) faible.étoile,

(4.r4) #-fra^*.L-@a; L'r;))) faible.éroile
0u*
- :0
ozs

donc z* est indépendante de 4.

Il reste à voir que z* est solution du problème bidimonsionnel (a.b):

On multiplie dans (2.6) par une fonction test u € V indépendante de 23 et on intègre
sur  f )x ]0,7[ :

0-  t^  .  ^  (u . "  -Luu.  +a. (z)u" ,+(a"(z) )2u. )u  d,zdt
Jox lo ,? [  '

: | [ u.'o d.,]: -l I u.o, arl' * [ ueu,, d,zdtrLJn  Jo  LJo  
- - l o  

. / o *10 , r1
f

+ I V.u" .Y 
"u 

dzdt-
J O x l 0 , T [

-  
t^  .  _ , (y"u" .n" )adoù+ [  .  . (o" ( r )u" ,+(a. (z) )2u")u dzd, t

"/rx1o,r[ Jex]o,T[ \ 
\  /
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: | [ u"', arf ' - l I r.r, a"]" * [ u"u,, dzdt+LJo  l o  L - /o  Jo  Jox1o , r1
f

+ | V"u" .V"u dzdt*
Jox l0 ,T [

f

+ l_ . (u-tli '€iu", + e-LÀ7rtîu"'r) d,odt+
J f . .  x ]0 ,? [

|  |  (r-t l-Lq" uuu + e-L^-r(,"_u"'u) d,od,t-f
Jr -  x10,7[

|  [  .@"(r )u" '  +(a ' (z) )2u ' )udzdt .
- rOxl0,TI

On prend la fonction test 'r.r telle que u(T) : a'(T) : 0. Il vient, en remarquanr que

Y"t) : Yu (u est indépendante de e):

r :- [ ,irqo1 a, + [ ufiu'(o) a" + [ u.u,, d,zdt+
J Q  J O  J o x l o , r [

+ [ vu".Ya d,zdt+
JOx l0 ,? [

(4.15) + [ (r-t l i '€]u"u + e-rÀ7r!.*u"'u) d,od,t*
-/r* x1o,r1

+ [_ . (u-tl -L€luuu + e-r  ̂ -Ll.-u"'r) dod.t*
" /r-  x10,1[

+ [ @'Q),tr" ' + (a"(z))zu")u d,zdt.
J Q x l 0 , " [

On passe à la limite dans (4.15) en utilisant (4.3), (4.4), (4.10), (4.L2) et (4.t4):

f r r
0 -- | uiu(o) dz + | zfiu'(O) dz + | u*u" d,zdt+

J e  J a  J o x l o , ? [
r

+ I Vu* . Ya dzdt*
Jox l0 , " [

(4'16)*| ,-xl0,"t( f f i (m.ua)u*,*#(m.v,,)u*,u)d,odt+

+ [  (+ (m.u-)u*u+,-=+ (m.u-)u* 'u)dodt+
Jr-  x1o,r1 '2 l l  f r  l lL  l l  m l l -  "  )

+ [ @o|)1f' + (ao(z))zu.)a d,zd,t.
Jox1o,r1
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Remarque 4.2 Pour le passage à la limite dans (4.15) on a besoin de la convergence
forte de a" dans le dernier terme du membre de droite par ce qu,on a jlste une
convergence faible.étoile de zel.

On a, d'après ( .g) et les notations (4.2):

(4.rr) 
rrr 'u+ - f  i- '  + t l t(21) ÔQù'+s

n'ù. u_ - f f i . f_ + t l t(21) ôks)r_e

on intègre, maintenant, dans (4.16) par rapport à zs en utilisant (4.LT) et (4.1). il
vient:

0 - -  
[  n*g;1u(0) d,z* [  nm@[)u,(o) dz+ [ ht. t*u,,  dzdt+J_ J. Juxp,T[

(4.18)

avec:

(4 .1e)

+ 
f,rlo,rrhvu* 

'Yu d'Zdt * 
l,rro,rr(r 

u.' * g u*'a) dzdt+
f r

* 
J.*ro,rî ln 

mçao çz))u"' + hm((ao (z))2) u.)u azat

n  c r  / -f : 
;ffi\ffi.n* + ffi.ù_ + t!(21) ô(h+(a,, z2))ua3*

n : 6 ;:u.r!)' ;'ii,i;')..(21, z2))u,,,*
+û(zù ô&-(zt, rrDr-s).

Enfin, on vérifie facilement que l'expression (4.18) n'est autre que la formulation
variationnelle du problème (4.6)-(4.7). I

Théorème 4.32 L'énergie associée au problème limite bid.imensionnel (4.6) d,éfi,nie
par:

E(t) : T l,{n1"",), + h lyul, +(hrn((ao)r) + f) @\2) aZ

décroît erponentiellement uers zéro.

Démonstration Le résultat est connu puisque le
sur tout le domaine c,,'.

terme d'amortissement est défini

I
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Cette thèse est consacrée à l'étude de quelques problèmes de contrôlabilité

exacte, de contrôle optimal et de stabilisation dans un domaine tridimensionnel de

faible épaisseur à frontière ondulée. On étudie aussi Ie comportement asymptotique

correspondant à chaque problème lorsque l'épaisseur tend vers zéro.

Dans une première partie, on montre à I'aide de multiplicateurs adaptés au do-

maine, la contrôlabilité exacte pour l'équation des ondes en agissant avec un contrôle

de Dirichlet sur une partie de la frontière latérale et un contrôle de Neumann sur Ia

frontière supérieure et inférieure.

On considère ensuite, dans la deuxième partie, un problème de contrôle optimal

pour une équation d'état donnée par un opérateur elliptique de second ordre et une

fonction coût à minimiser. A I'aide de fonctions test convenables, on montre que

le contrôle optimal converge vers un contrôle optimal du problème limite lorsque

l'épaisseur tend vers zéro.

Enfin, dans Ia troisième et dernière partie, on considère l'équation des ondes

soumise à un terme d'amortissement interne et un terme d'amortissement frontière qui

font décroitre l'énergie. A I'aide'de multiplicateurs adaptés au domaine, on affaiblit

les conditions sur la localisation de la dissipation et on montre que l'énergie décroît

exponentiellement.

Pour chacun de ces problèmes, on donne une description bidimensionnelle du

problème limite correspondant . On voit comment l'opérateur limite bidimensionnel

dépend des ondulations et comment les contrôles frontières deviennent internes.


