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INTRODUCTION

Introduction

Alternativement dans le temps, les objets et les structures géométriques produites par
les mathématiques sont le substrat des théories physiques et vice versa. Les théories de
quantification se prétent bien & ce propos. Considérablement développées aux cours de ces
dernieres années, elles ont des applications nombreuses et variées dans plusieurs branches
des mathématiques et de la physique théorique.

De maniere générale, on entend par quantification la procédure permettant d’associer &
chaque systeme mécanique classique un analogue quantique; en particulier de décrire les
observables et les états d’un systéme quantique & partir de la description des observables
et des états du systeme classique correspondant. Cette correspondance n’est pas unique,
et plusieurs théories de quantification ont été envisagées.

La théorie sous-jacente & l'ensemble de ce travail est celle de la quantification par
déformation fondée par F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D. Stern-
heimer dans [BFFLS]. Elle est basée sur la théorie générale de déformation des structures
des algebres associatives et des algebres de Lie, développée par M. Gerstenhaber dans [Ger].
La démarche de [BFFLS] consiste & prendre comme modéle de la mécanique classique une
variété de Poisson, c’est-a-dire une variété M pour laquelle Palgébre C*(M) des fonctions
lisses sur M est munie d’un crochet de Lie {, }, vérifiant la régle de Leibniz. Quantifier M,
c’est alors construire un produit-star sur M, i.e. une application bilinéaire * de la forme:

*x:C®(M) x C(M) — C=(M)|[[h]
(u,v) — uxv = Z R Cr(u,v),

n>0

telle que

(Z) CO(ua U) =uv;

(2t) Ci(u,v) — Ci(v,u) = 2{u,v};

(¢41) son extension A-bilinéaire & C*°(M)[[A]] x C*°(M)[[h]] définisse une loi associative
sur l'algebre formelle C*°(M)[[A]].

On impose trés souvent la condition d’annulation sur les constantes:

Cn(1,v) =Cr(v,1) =0 Vn>1,
et la condition de parité:
Cn(u,v) = (=1)"Cp(v,u) Vn.

8



INTRODUCTION

En général, les produits-star que ’on recherche sont différentiels: on demande aux
cochaines C, (n > 1) d’étre des opérateurs bidifférentiels sur M.

Des théoremes d’existence des produits-star (différentiels) ont été démontrés par
différents auteurs, dans des cadres de plus en plus généraux. Les premiers résultats sont
dus & J. Vey [Vey], et & O.M. Neroslavsky et A.T. Vlassov [NV]; ils prouvent I’existence de
produits-star dans le cas symplectique sous la condition de la nullité du troisiéme nombre
de Betti. Cette obstruction cohomologique a été levée, d’abord par M. Cahen et S. Gutt
dans le cas d'un fibré cotangent [CG1], puis par M. De Wilde et P.B.A. Lecomte dans
le cas d’une variété symplectique quelconque [DW-L1]. Des preuves plus simples et plus
géométriques ont ensuite été données, toujours dans le cas symplectique, par H. Omori,
Y. Maeda et A. Yoshioka [OMY] et B.V. Fedosov [Fel]. Le cas des variétés de Poisson
régulicres a été traité par M. Masmoudi dans [Masl]. Il a fallu attendre plus de vingt
ans pour voir apparaitre, dans le travail magistral de M. Kontsevich [Kon2], une preuve
de I'existence d’un produit-star sur une variété de Poisson quelconque; la construction de
[Kon2] fournit aussi une formule explicite de produit-star pour les structures de Poisson
sur IR%. Une preuve plus algébrique est donnée dans [Tam], voir aussi [Kon3].

Parallelement aux théorémes d’existence, des classifications des produits-star ont été
données. Les premieres classifications apparaissent dans [DW-L1, DW-L2] en situation
symplectique. Des résultats plus précis et plus explicites ont été obtenus par la suite:
par Fedosov [Fe2], Nest-Tsygan [NT], Bertelson-Cahen-Gutt [BCG], Deligne [Del], et plus
récemment par Gutt-Rawnsley [GR] et Weinstein-Xu [WX] pour le cas symplectique, et
par Kontsevich [Kon2] pour le cas général.

A la différence de la quantification géométrique (celle de Kirillov, Kostant et Souriau
[Kir, Ko, Sou]) et de la quantification asymptotique (de Karasev et Maslov [KM)]), la
quantification par déformation a ’avantage d’interpréter la mécanique quantique comme
déformation de la mécanique classique, sans faire intervenir d’opérateurs sur des espaces
de Hilbert et sans changer la nature des observables.

Les succes de la théorie ont été nombreux et physiquement significatifs: les prédictions
correctes s’étendent du spectre complet de ’atome d’hydrogéne, & 'oscillateur harmonique
et aux niveaux d’énergie qui sont obtenus avec leurs vraies multiplicités. La quantification
par déformation a aussi suggéré de nouvelles perspectives dans la théorie quantique des
champs et en particulier dans 1’électrodynamique quantique [Dil, Le].

De plus, la quantification par déformation s’est trés vite révélée utile pour la théorie des
représentations des groupes de Lie. On trouve dans [Fr| un programme de construction
des représentations unitaires et irréductibles des groupes de Lie & partir de déformations
covariantes sur les orbites coadjointes. Cette nouvelle méthode des orbites, appelée pro-
gramme déformation, a été completement réalisée dans le cas nilpotent [Arl, AC1, AC2],
exponentiel [AC3] et résoluble [ACL], puis dans le cas des groupes compacts [ACG2, CGR1]
(voir aussi [ABS, ACMP, Mor, Wil, Za]) et pour les représentations minimales [ABC]. Des
exemples tres parlants ont été simultanément étudiés comme SL(2,IR) [AY] ou encore le
groupe euclidien E(2) [ACA4].
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Par ailleurs, on peut montrer [Kir, Li2, Wel, Va2] que toute variété de Poisson admet
un feuilletage naturel, le feuilletage caractéristique F engendré par les champs de vecteurs
hamiltoniens. C’est en général un feuilletage singulier (les feuilles ne sont pas forcément
toutes de méme dimension) et chacune des feuilles de F est munie canoniquement d’une
structure de variété symplectique.

Il est dés lors naturel, pour une variété de Poisson M donnée, de chercher & construire des
produits-star sur M qui soient compatibles avec le feuilletage symplectique F de M, c’est-
a-dire des produits-star qui se restreignent sans ambiguité aux feuilles symplectiques ou au
moins aux feuilles symplectiques “génériques”. De telles déformations sont communément
appelées produits-star tangentiels.

Pour les variétés de Poisson réguliéres, on trouve dans [Li2] une définition précise de la
notion de tangentialité, ainsi qu’une version tangentielle des résultats de Vey. De plus, sur
de telles variétés, le produit-star que Masmoudi a construit dans [Masl] par généralisation
des idées de De Wilde-Lecomte et Omori-Maeda-Yoshioka a la propriété d’étre tangentiel.
Dans le cas général, la situation est moins heureuse: on sait que de tels produits-star
n’existent pas toujours.

En effet, soient g une algebre de Lie, g* le dual de g et G le groupe de Lie connexe et
simplement connexe d’algebre de Lie g. On rappelle que le dual g* de g est une variété de
Poisson dont les feuilles symplectiques ne sont autre chose que les orbites coadjointes de G
dans g*. On connait & priori deux produits-star sur g*: celui de Gutt [Gu2] obtenu & partir
de ’application de symétrisation entre I’algeébre symétrique S (g) et Palgébre enveloppante
U(g), et celui de Kontsevich-Duflo [Kon2, ABM] qui préserve la structure d’algebre des
polyndmes invariants sur g*. Ces produits-star ne sont pas tangentiels: ils ne se restreignent
pas en général aux orbites coadjointes, méme pas & celles qui sont en position générale.
Dans [Asi], Asin Lares nous apprend que le produit-star de Gutt n’est que rarement tan-
gentiel: il ne peut se restreindre & une orbite coadjointe O dans g* que si cette orbite est
ouverte dans un sous-espace affine de g*. Bien plus, on trouve dans [ACG1] et [CGR2]
des exemples d’algébres de Lie g pour lesquels il n’existe pas de produit-star tangentiel
et différentiel défini sur tout le dual g*. Ces exemples incluent toutes les algebres de Lie
semi-simples et plusieurs algébres de Lie nilpotentes. En fait, dans [CGR2], les auteurs
montrent qu'une déformation sur g* & la fois tangentielle et différentielle n’est possible que
lorsqu’une condition algébrique trés forte est satisfaite par les invariants quadratiques de
9. Ce résultat a été formulé en termes géométriques dans [We3].

La situation n’est cependant pas aussi désespérée qu’il y parait. Pour contourner la
difficulté, on peut citer au moins deux alternatives possibles:

1) travailler de maniére algébrique, c’est-a-dire en permettant au produit-star de n’&tre
g q 3 p
pas différentiel;

(ii) construire des produits-star différentiels, éventuellement non définis partout, et tan-
gentiels seulement sur un ouvert dense de la variété de Poisson considérée.

Pour les algebres de Lie, ces alternatives ont déja été relativement exploitées dans la
littérature. Soyons un peu plus précis:
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- L’idée (4) de considérer des produits-star non-différentiels sur les duaux des algebres
de Lie est ancienne, elle a été soulevée par Fronsdal et Flato, et mentionnée dans [Sterl].
Pour le cas des algeébres de Lie semi-simples, nous savons construire depuis [CG2] un
produit-star algébrique, tangentiel sur toutes les orbites régulieres. Une construction plus
générale (mais moins explicite) pour les algébres de Lie semi-simples et certaines algébres

de Lie nilpotentes est donnée dans [ACG1]. Des résultats plus récents ont été obtenus par
Fioresi-Levrero-Lledo dans [FLL] et Fioresi-Lledo dans [FL].

- L’idée (i¢) de construire des produits-star différentiels et tangentiels seulement sur une
partie du dual g* a été menée & bien dans certains cas spécifiques. Dans [AC1], D. Arnal
et J.C. Cortet ont obtenu de tels produits-star sur I’ouvert générique V des algébres de Lie
nilpotentes. Leur construction consiste & définir un produit-star de Moyal sur V' au moyen
d’une paramétrisation simultanée des orbites contenues dans V. Pour les algebres de Lie
nilpotentes spéciales, il est possible de construire des produits-star différentiels, définis sur
tout g* et tangentiels sur les orbites génériques. On trouve une telle construction dans
[ACG1] puis dans [BA]. Le produit-star de [ACG1] est obtenu par récurrence partir
d’une base de Jordan-Holder de g; il differe en général du produit-star déerit dans [AC1].
Le produit-star de [BA] est construit & l’aide d’une formule intégrale par modification
de la formule de Rieffel du produit-star de Gutt (l’application exponentielle usuelle étant
remplacée par un difféomorphisme ¢ : g — G).

Notons que les produits-star tangentiels définis sur une partie au moins du dual d'une
algebre de Lie g sont des objets importants pour ’analyse harmonique du groupe de Lie
G correspondant. Ils peuvent en effet étre utilisés dans la description et la construction
du dual unitaire G de @ via le programme déformation mentionné plus haut.

Premiére problématique:

Peut-on développer une étude unifiée de lexistence des produits-star tangentiels? Com-
ment classifier de tels produits-star, en particulier comment savoir quand il en existe? Et,
pour une algebre de Lie g n’admettant pas de produit-star tangentiel et différentiel, est-il
toujours possible de construire sur g* un produit-star tangentiel algébrique?

Dans la premiére partie de cette thése, nous avons essayé de donner quelques éléments
de réponse a ces questions. Nos résultats se répartissent principalement autour de trois
axes:

1. L’étude complete de I'existence et de la classification des produits-star tangentiels
nécessite le calcul de la cohomologie de Poisson tangentielle. Dans le cas des variétés de
Poisson réguliéres, cette cohomologie a été définie et son role précisé dans [Li2]. Assez
curieusement, aucun écrit (4 ma connaissance) ne traite du calcul des espaces de cette
cohomologie qui, & la différence de la cohomologie de Poisson usuelle, ne dépend de la
structure de Poisson que par I'intermédiaire du feuilletage et de la cohomologie de de Rham
des feuilles. Dans un article [Ga2], j’ai exploré cette question, en calculant explicitement
de nombreux exemples issus des algebres de Lie. Cet article met en évidence des problémes
de géométrie différentielle et de théorie des feuilletages, non triviaux et intéressants en soi.
Il est repris au chapitre II de cette thése.

11
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2. La question de l’existence de produits-star tangentiels algébriques sur les duaux des
algebres de Lie est difficile & traiter de maniére générale. Il nous a paru utile et naturel
d’examiner ici le cas des algebres de Lie nilpotentes: le dual de ces algébres est stratifié (voir
[Ver, ACG1, Bon, Puk]) et on a une paramétrisation trés précise des orbites contenues dans
chaque strate. Dans [Gal], j’ai donné une condition nécessaire et suffisante d’existence de
produits-star tangentiels, différentiels ou non, sur les duaux des algébres de Lie nilpotentes.
Ce travail est repris au chapitre III de cette thése.

3. Soient g une algebre de Lie nilpotente et g* son dual. On sait que toute orbite
coadjointe O dans g* admet une carte de Darboux globale dont les applications coordonnées
i, g; sont restriction a I'orbite de fonctions polynomiales f;, g; définies sur g*. Les fonctions
fi,g; ne vérifient pas en général les relations de Darboux:

{fi,gi} = 6ij,

en dehors de I'orbite. Cependant, M. Saint-Germain a expliqué dans [SG] comment pro-
longer les fonctions p;, g; sur un ouvert de g* de sorte que les relations de Darboux soient
encore vérifiées sur tout 'ouvert. La considération d’exemples 'a mené & conjecturer
'existence de tels prolongements qui seraient algébriques. Que dire de 1’aspect algébrique
des prolongements de Saint-Germain? Peut-on construire, & partir de ces prolongements,
un produit-star différentiel et tangentiel sur 'ouvert Q de g* formé des orbites de di-
mension maximale? Et si oui, quelles propriétés supplémentaires peut-on exiger d’un tel
produit-star? Ces questions seront élucidées au chapitre IV de la thése.

L’existence et la classification par Kontsevich des produits-star sur une variété de Pois-
son quelconque [Kon2] résultent d’un théoréme beaucoup plus général: le théoréme de for-
malité. Ce théoreme stipule 'existence d’une formalité sur toute variété différentiable M ,
c’est-a-dire d’un Loo-morphisme particulier entre ’algebre de Lie graduée des multichamps
de vecteurs et celle des opérateurs multidifférentiels sur M. Dans [Kon2], Kontsevich a
d’abord construit une formalité explicite pour IR?, puis a montré l’existence d’une formalité
sur M quelconque par des arguments abstraits de recollement issus de la géométrie formelle
de Gelfand-Kazhdan [GK]. La construction de Kontsevich pour R? est aujourd’hui bien
comprise (voir [AMM] par exemple). Le passage de IR? & M reste, quant 3 lui, encore tres
formel et tres algébrique.

Seconde problématique:

La théorie des produits-star est fortement liée & I'étude de cohomologies appropriées. Qu’en
est-il pour les formalités? Serait-il possible de recoller les formalités locales de maniére
moins formelle, en s’inspirant des preuves de recollement des produits-star?

J’ai eu 'opportunité et le privilege de travailler avec Didier Arnal et Mohsen Masmoudi
sur ces questions au cours de l’année universitaire 2000/2001. Nous avons d’une part
commencé a étudier une cohomologie de Chevalley naturellement associée 3 I’équation de
formalité, d’autre part, nous avons avec Najla Dahmene rédigé un article [ADGM] visant &
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construire des produits-star tangentiels en s’inspirant de la construction de [Fel] et [CFT].
J’ai essayé de faire une synthese de nos travaux dans la deuxiéme partie de cette theése.

Le présent travail est divisé en six chapitres que nous allons maintenant briévement
résumer.

Premiere partie:
Chapitre I:

Ce premier chapitre présente quelques aspects de la géométrie de Poisson et contient les
principaux concepts qui seront utilisés par la suite. On y trouve entre autres les notions
de variété de Poisson, de produits-star, et de cohomologies de Poisson, de Hochschild et de
Chevalley. En vue d’une étude unifiée de ’existence et de la classification des produits-star
tangentiels, on distingue 4 la fin du chapitre plusieurs notions de tangentialité (tangentialité
C, algébrique, locale et différentielle).

Chapitre II:

Dans le second chapitre, on s’intéresse 3 la cohomologie de Poisson tangentielle des
variétés de Poisson réguliéres ainsi qu’a ses applications pour 1’étude et la classification
des produits-star tangentiels pour les algebres de Lie. On prouve que, pour une variété
de Poisson réguliére, la cohomologie de Poisson tangentielle s’identifie & la cohomologie
de de Rham tangentielle du feuilletage symplectique (théoréme I1.2.3). La conséquence
intéressante de ce résultat est que la cohomologie de Poisson tangentielle, contrairement 3
la cohomologie de Poisson usuelle, ne dépend que de la géométrie du feuilletage et pas de
la structure symplectique des feuilles (remarque 11.2.4). Nous démontrons aussi que toute
variété feuilletée admet un bon recouvrement (U,) i.e. tel que toutes les intersections
d’un nombre fini d’ouverts sont de cohomologie de de Rham tangentielle triviale en degré
supérieur & zéro (proposition I1.2.6). Ce résultat nous permettra d’interpréter la cohomolo-
gie de de Rham tangentielle (donc la cohomologie de Poisson tangentielle des variétés de
Poisson régulieres) comme une cohomologie de Cech (propositions I1.2.7 et I1.2.8). Nous
calculons finalement cette cohomologie dans de nombreux exemples issus des algebres de
Lie. En effet, chaque algebre de Lie g donne lieu & une variété de Poisson réguliére na-
turelle: Punion  des orbites de dimension maximale dans g*. Le chapitre traite en détail
le cas des algeébres de Lie nilpotentes, puis de toutes celles de dimension 3. Ces calculs
montrent en particulier que les espaces de la cohomologie de Poisson tangentielle sont
genéralement trés gros, et ceci méme lorsque la cohomologie de de Rham des feuilles est
triviale (proposition I1.4.7).

Chapitre III:

Dans ce chapitre, nous donnons une condition nécessaire et suffisante d’existence de
produits-star tangentiels et gradués, différentiels ou non, sur le dual g* d’une algebre de
Lie nilpotente g. A cette fin, nous définissons une cohomologie adaptée aux déformations
tangentielles et graduées de 1’algebre symétrique S(g) (cohomologie de Hochschild bien
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graduée) et en calculons les premiers espaces (propositions II1.2.3 et 111.2.4). Nous prou-
vons a partir de ces calculs qu'un produit-star tangentiel et gradué sur S(g) existe si et
seulement s’il existe un bon second terme C; (théoréme I11.3.3). En fait, un tel produit-
star algébrique, lorqu’il existe, peut étre supposé différentiel des que son Cy est différentiel.
Finalement, nous montrons que toutes ces déformations (différentielles ou non) sont tan-
gentiellement équivalentes (proposition 111.3.4 et théoréme I11.3.5). On étudie ensuite le
caractere tangentiel du produit-star de Gutt (propriétés II1.4.1 et II1.4.2). On clét le
chapitre par une application de nos résultats & 95 4; un exemple typique d’algébre de Lie
nilpotente pour lequel il n’existe pas de produit-star tangentiel et différentiel défini sur
tout le dual [ACG1, CGR2]. En réalité, nous donnons pour cet exemple la construction
explicite d’un produit-star tangentiel et algébrique.

Chapitre IV:

Le chapitre IV est consacré a la description de produits-star tangentiels sur la variété Q
des orbites coadjointes de dimension maximale dans le dual g* d’une algebre de Lie nilpo-
tente g. Apres quelques rappels de géométrie algébrique, on étudie le caractere algébrique
des prolongements considérés par Saint-Germain dans [SG]. Pour étre exact, on prouve
existence de cartes de Weinstein, semi-algébriques, homogenes, prolongeant les fonctions
de M. Vergne (théoréme IV.2.1). Nous utilisons ensuite ces cartes adaptées pour construire
localement sur 2 des produits-star tangentiels, gradués et différentiels (proposition IV.5.1)
et une partition de I'unité homogéne (proposition IV.5.2). L’existence de cette partition
nous permettra de construire un produit-star tangentiel, gradué, différentiel, globalement
défini sur Pouvert  pour g nilpotente (théoréme IV.5.3). Chemin faisant, nous donnons
une preuve cohomologique de l’existence d’un produit-star tangentiel sur une variété de
Poisson réguliére M & partir d’un bon recouvrement de M et de champs de vecteurs tangen-
tiels conformes locaux (théoréme IV.4.1). Cette preuve repose sur les idées et techniques
développées dans [DW-L1, DW-L2] en situation symplectique; elle reprend la formula-
tion de [Mas2, Mas3, ALM)], ou ces techniques ont été utilisées pour la construction de
produits-star covariants sur une (seule) orbite coadjointe.

Seconde partie:
Chapitre V:

Dans le chapitre V, nous donnons une version graduée de la cohomologie de Chevalley
des algebres de Lie. Conformément & [Kon2], on considére les algeébres de Lie graduées des
multichamps de vecteurs Tpoty(M) et des opérateurs multidifférentiels Dyo1y(M) sur une
variété M différentiable. On munit Dyo1y (M) d’une structure de Tpoty( M )-module gradué
(proposition V.4.1). Puis nous localisons I'obstruction & l'existence d'une formalité dans
un espace d’une cohomologie de Chevalley 8 appropriée (théoréme V.5.1). Ce chapitre est
la suite directe de [AM].

Chapitre VI:

Le chapitre VI concerne les variétés de Poisson feuilletées, 7.¢e. les variétés différentiables
munies d’un feuilletage (régulier) et d’un 2-tenseur de Poisson tangent aux feuilles de ce
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feuilletage. On démontre que sur de telles variétés la construction de [CFT], elle-méme
inspirée de [Fel], permet de construire des produits-star tangentiels (théoréme VI.4.5).
Ce résultat généralise la preuve de ’existence d’un produit-star tangentiel sur les variétés
de Poisson réguliéres de maniére plus conceptuelle et plus géométrique. Le chapitre se
termine par des exemples pris dans les duaux des algebres de Lie. Dans certains cas,
nous parvenons ainsi a construire des produits-star tangentiels sur des ouverts contenant
strictement celui des orbites de dimension maximale (proposition VL5.1).

La littérature est particuliérement riche en matiére de quantification par déformation et
la plupart des écrits sont des références incontournables sur le sujet. C’est la raison pour
laquelle je me suis permise, a la fin de cette thése, d’inclure une longue bibliographie.
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CHAPITRE I

CHAPITRE 1

Généralités sur les variétés de Poisson
et leurs déformations

Les variétés de Poisson ont été introduites par Lichnerowicz [Lil, Li2]. Leur impor-
tance a été rapidement reconnue par Weinstein qui en a étudié les propriétés locales
[Wel]. Elles jouent aussi un réle fondamental en mécanique et en physique, et elles sont
systématiquement étudiées depuis plus de vingt ans. Dans ce premier chapitre, on intro-
duit les notions essentielles qui sont attachées & une variété de Poisson M et on rappelle
les théories cohomologiques associées au probléme des déformations de la structure de
Poisson de M, et de I’algébre associative et de Lie des fonctions lisses sur M. Le lecteur
pourra se reporter a [CW, Va2] s'il souhaite plus d’informations sur la géométrie de Pois-
son et & [Gu4, Ster2] qui offrent une synthése des résultats accumulés sur la théorie des
produits-star depuis P’article fondateur [BFFLS].

1.1 Géométrie de Poisson.

Définition I.1.1
Un crochet de Poisson sur une variété différentiable M est une application bilinéaire {,}
sur Palgébre N = C*>°(M) des fonctions lisses sur M vérifiant

() L’antisymétrie:
{u,v} = —{v,u} Yu,ve N
(12) La régle de Leibniz:
{u,vw} = {u,v}w + {u,w}v VYu,v,we N
(212) L’identité de Jacobi:
Hw, v}, w} + {{v,w},u} + {{w,u},v} =0 Vu,v,w e N.

Une variété munie d’un crochet de Poisson est appelée variété de Poisson.

Soient (M, {, }) une variété de Poisson et N = C®(M). Le crochet de Poisson fait de N
une algébre de Lie. La régle de Leibniz implique, pour toute fonction lisse fsur M, que
Papplication linéaire g — {f, g} est une dérivation de N. A chaque fonction f correspond
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CHAPITRE I

donc un champ de vecteurs H, appelé I’Hamiltonien de f: He(g) = {f,g}. De I'identité
de Jacobi, on déduit également que

[vaﬂy] :H{f,g}’

autrement dit 'application f — H est un homomorphisme d’algebres de Lie de (N, {, })
dans 'algébre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens. Enfin, compte tenu des pro-
priétés (i) et (ii) de la définition 1.1.1, il existe un unique 2-tenseur contravariant anti-
symétrique, noté A, tel que

{f,9} = A(df,dg).

Ce tenseur A est appelé tenseur de Poisson de la variété de Poisson M ou encore bivecteur
de Poisson.

Notons V*(M) I’espace des tenseurs contravariants totalement antisymétriques sur M.
Afin d’exprimer l'identité de Jacobi en termes du tenseur A, on rappelle que le crochet
de Schouten [, |5 est par définition l'unique extension du commutateur des champs de
vecteurs a V*(M) telle que

1) [P7 Q]S = —(—1)(p_1)(q_1)[Q7P]S
2) [Pa [QaR]S]S = [[P7 Q]SaR]S + (_1)(‘”_1)(9_1) [Q’ [Pa R]S]S
pour P € V?(M), Q € V{(M), R € V*(M).

Le crochet de Schouten satisfait donc 1’identité de Jacobi graduée pour le décalé V*(M)[1]
(qui est I'espace gradué V*(M) dont la graduation est baissée d'une unité: un k-tenseur
est de degré k dans V*(M) et de degré k — 1 dans V*(M)[1]), a savoir:

(_1)(1)-1)(1'—-1) [[Pa Q]S7 R]S]+(_1)(q_1)(p—l)[[Q7R]SaP]S+(_1)(r—1)(q_1) [[Ra P]Sa Q]S = 07
pour P € VP(M), Q € VI(M), R € V*(M).

Le crochet des fonctions {, } associé a A (comme plus haut) satisfait I'identité de Jacobi
si et seulement si A vérifie I’égalité:

[A,Als = 0.

Pour vérifier ce point, il suffit de se placer dans le domaine U d’une carte de M de coor-
données locales (z;). Dans ces coordonnées, le crochet de Poisson s’écrit sous la forme:

i, Of @
{fag}|U = Azj(m)a_ia_i’

ici et dans la suite, on a utilisé la convention d’Einstein de somumation sur les indices répétés,
et les fonctions locales A% sont les coefficients du tenseur de Poisson A. L’antisymétrie du
crochet se traduit alors sur les coefficients par:

Az'j — _Aji
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CHAPITRE 1

et 'identité de Jacobi équivaut a:

. ONIE - QAR OAY
ri ATT Ark_ = 0.
oz, + oz, + oz,

A

Par définition méme du crochet de Schouten sur U, le premier membre de cette relation
est la composante (1jk) de —[A, A]s. D’ot I’assertion annoncée.

Dans la suite, on désignera notre variété de Poisson par le couple (M, A). Au bivecteur
de Poisson A, il est classique d’associer le morphisme de fibrés vectoriels

#:T*M — TM

OH'—>CI!#

défini par
B(a*) = A(a, B)

pour tout élément « et # d’une méme fibre de T* M. Remarquons au passage que l'on a
#(df) = Hy pour toute fonction f de N.

On appelle rang de M au point z, le rang de Papplication linéaire #: :TiM — T, M.
En coordonnées locales, c’est le rang de la matrice A¥(z). Sile rang de M est constant,
égal & 2n, la structure de Poisson est dite régulitre et h = dim(M) — 2n s’appelle la
codimension de M. En particulier, si h = 0, c’est-a-dire si le rang de M est partout égal
a la dimension de M, # est un isomorphisme et M est une variété symplectique dont la
2-forme symplectique n’est autre que w = #~1(A).

On appelle champ caractéristique de M, ou distribution caractéristique, le sous-ensemble
c=Jc.

ou C; est le sous-espace vectoriel de l'espace tangent T, M engendré par l'image de
#, : TyrM — T,M. A. Kirillov a montré que la distribution caractéristique C est
complétement intégrable au sens de Stefan [Stef] et Sussmann [Su}, et donc définit un
feuilletage généralisé'. Les feuilles de ce feuilletage ne sont pas nécessairement de dimen-
sion égale, mais toutes ont une dimension paire et sont des variétés symplectiques. Une
facon d’énoncer ce résultat est donnée par la

Proposition 1.1.2 [Kir, Wel]

On munit M de la relation ~ définie comme suit: z ~ y si et seulement s’il existe une
courbe joignant z et y, dont chaque segment est un morceau de courbe intégrale d’un
champ de vecteurs hamiltonien sur M. Alors ~ est une relation d ‘équivalence et les classes
d’équivalence sont des sous-variétés symplectiques, appelées les feuilles de la structure de
Poisson.

! On reviendra plus précisément sur la notion de feuilletage dans le second chapitre
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Exemple 1.1.3
L’exemple le plus simple de variété de Poisson non réguliére est le dual g* d’une algébre
de Lie g. Le 2-tenseur A sur g* donné par

AX,)Y) =<y, [X,Y]> VXY egVueg

définit une structure de Poisson sur g*, appelée structure de Poisson-Lie. On peut aussi
écrire

{f,9}(w) =<, [duf,dugl > Vf,g € C=(g"),
oud,f € L(g*,R) ~ g désigne la différentielle de f au point p.
Si X,,...,X;, est une base de g et z1,...,Zy, le systéme de coordonnées global de g*
associé a cette base, on a

m
{zi,2;} =) Chay
k=1

ot les ij sont les constantes de structure de g.

Proposition 1.1.4 [Kir, Wel]

Soient g une algébre de Lie et g* son dual. Les feuilles symplectiques de la structure de
Poisson de g* ne sont autre chose que les orbites coadjointes dans g*.

Preuve:

Prenons un groupe de Lie G connexe d’algébre de Lie g. On désigne par Ad (resp. Ad*)
la représentation adjointe (resp. coadjointe) de G dans g (resp. g*), et par ad (resp. ad*)
Paction correspondante de g. On rappelle rapidement ce que sont ces actions. Définissons

d’abord

oq4(R) = ghg™" Vg,h€G.
La différentielle en 0 de cette application est la représentation adjointe:
Ad(g)(X) = d(og)p(X) Vg€ GVX eg.
La représentation coadjointe est la contragrédiente de la précédente:
< Ad*(g)(€), X >=< €, Ad(g7)(X) > VEeg'VgeG,VX eg.

Enfin, les actions ad et ad* sont les différentielles en 0 de Ad et Ad* respectivement. Notons
(X;) une base de g et (z;) le systéme de coordonnées global qui lui est associé. Dans ces
notations, la courbe v; du champ de vecteurs hamiltonien H,, relatif a la fonction z;,
passant par un point £ de g* a l'instant ¢ = 0, est donnée par

7i(t) = Ad™(exp(—tX:))(£)-
En effet, pour tout X de g, on a
H (X)(€) =< & [Xi, X] >=

_4 < &, Adexp(tX; )(X) >=
dt [t=0

= 4 < Ad* exp(—tX;)(£),X >=
dt |[t=0

= - <ad*"(X;)(€),X >.
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Ainsi, la courbe intégrale de H,, passant par £ en t = 0 est la solution de I’équation
différentielle 4

2 (1) = —ad" (X)(%(1)

avec la condition initiale
7i(0) = &.

Par ailleurs, G est engendré en tant que groupe par l'image de application exponentielle
exp : g — G (par connexité de G) et tout champ de vecteurs hamiltonien est combinaison
linéaire des H,,. Le résultat s’ensuit.0d

On retrouve en particulier le fait que les orbites de la représentation coadjointe sont des
variétés symplectiques; un résultat important di & Kirillov-Kostant-Souriau (voir [Kir] ou
[Ab-Ma] par exemple).

Le fait qu'une variété de Poisson M soit toujours feuilletée (feuilletage régulier si la
structure de Poisson de M est régulitre, feuilletage singulier dans le cas général) suggére
la notion importante de fonction sur M constante le long des feuilles de M. Remarquons
qu’une fonction f est constante le long des feuilles de M si et seulement si son Hamiltonien
Hy est nul. Une telle fonction est appelée fonction de Casimir. Signalons aussi que dans
le cas ot M = g* est le dual d’'une algtbre de Lie g et si G désigne le groupe de Lie
connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g, les fonctions de Casimir coincident
avec les fonctions sur g* qui sont G-invariantes. (On rappelle qu’une fonction f sur g* est
G-invariante si pour tout élément ¢ de G, on a:

9-f(&) := f(Ad*(9)(§)) = f(£) VEeg™)

Remarque 1.1.5

De maniére plus générale, pour une variété de Poisson M et pour toute sous-algébre S de
N = C*(M), stable par le crochet de Poisson, on peut définir les Casimir de S comme
étant les €léments de S d’Hamiltonien nul.

Insérons maintenant les notions de morphismes de Poisson, de sous-variétés de Poisson
et de variétés de Poisson produit.

Définition 1.1.6

Soient (My,A1) et (M3, A3) deux variétés de Poisson. Une application ® : My — M,
entre My et M, est un morphisme de Poisson si A, et Ay sont reliés par ®, ou, ce qui est
équivalent, si les crochets de Poisson {, }; et {, }o respectifs satisfont

{fo2,90®}, ={f,g}20® Vf,ge C®(M,).

Nous dirons qu’une variété de Poisson (M, A) est une sous-variété de Poisson d’une
varié¢té de Poisson (M, A) si M est une sous-variété de M et si I'immersion injective de M
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dans M est un morphisme de Poisson. Notons que si la structure de Poisson A existe, elle
est unique.

Définition 1.1.7
Si (Mi, Ay) et (Ma, Ay) sont deux variétés de Poisson, on appelle variété de Poisson produit
de M, et M,, la variété de Poisson (M; x Ma,A) ot A = A; @ A,.

Toute variété symplectique peut étre recouverte, via le théoréme de Darboux, par des
cartes canoniques dans lesquelles la structure de Poisson est constante. Cela n’est plus
vrai dans le cas d’une variété de Poisson non symplectique. Cependant, on dispose d’un
résultat voisin du théoréme de Darboux: le théoréme fondamental de décomposition de
Weinstein. Ce dernier s’énonce comme suit.

Théoréme 1.1.8 [Wel]

Soient (M, A) une variété de Poisson de dimension m et zo un point de M. On suppose
que le rang de A en z¢ est 2r. Alors, il existe une carte (U, @) de M en z,, dite carte de
Weinstein, dont les applications coordonnées associées (P1,...,Pry @1y« yQry 21y« - » Zm—2r)
vérifient les relations de commutation

{pi,¢;} =6i; {zar2}(z0) =0
{pi,pi} = {g:,4;} =0
{pi,za} = {Qi,za} = 07
ol 6; ; est le symbole de Kroenecker et i,j € {1,...,7},a,b € {1,...,m —2r}. Les crochets

{za, b} ne sont fonctions que des z1, ..., zm—2r et I'expression du crochet de Poisson dans
la carte (U, ) est la suivante

Ou dv  Ou Ov Ou v
tu, v} = Z(apz d¢; g apz-)+ 2 {z“’zb}a Oz

1<a,b<m—2r

Corollaire 1.1.9 [Wel]

On conserve les hypothéses du théoréme précédent. Alors, il existe un ouvert U contenant
To qui s’identifie par un difféomorphisme ¢ de Poisson & une variété de Poisson produit
S X R ot S est un ouvert de IR®" muni de la structure symplectique canonique et R est
un ouvert de IR™ ™" muni d’une structure de Poisson dont le rang du tenseur associé est
nul en ¢(zo). Les facteurs S et R sont uniques & difféomorphisme local de Poisson prés.

Remarques 1.1.10
i) Si le rang de A est constant sur un voisinage U de zo, alors pour tout z de U, on a

{2a,2}(z) = 0 (sinon le rang de A en = augmenterait); dans ce cas, I’expression du crochet
se réduit a

ou Ov  Ou Ov
{u,v} = Z(apz d¢;  Ogi sz)

ii} Si M est une variété de Poisson réguliére, le rang est constant partout et i) s’applique sur

tout ouvert de M. Dans ce cas particulier, on retrouve les cartes décrites par Lichnerowicz
dans [Lil].
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1.2 Cohomologie de Poisson et premiére interprétation.

Dans ce paragraphe, (M, A) désigne encore une variété de Poisson, N = C®(M) est
Palgébre des fonctions lisses sur M, V*(M) désigne 'espace gradué des tenseurs con-
travariants totalement antisymétriques, et on note Q*(M) ’espace gradué des formes sur
M. La cohomologie de Poisson de (M, A) (encore appelée A-cohomologie ou cchomologie
de Lichnerowicz-Poisson) est définie comme suit.

Définition 1.2.1
Soit o : V¥(M) — V*T1(M) I'opérateur défini par

g = [A, .]5.

L’identité de Jacobi graduée du crochet de Schouten permet de montrer que o est un
opérateur de cohomologie i.e. 02 = 0. Le complexe (V*(M), o) est le complexe de Poisson
de M et la cohomologie associée, que l'on notera dorénavant par Hj(M), s’appelle la
cohomologie de Poisson de M.

Le lecteur trouvera dans [Hue| une définition algébrique de la cohomologie de Poisson
et dans [CW, APP, Mon] des études récentes sur cette cohomologie.

On rappelle que ’'on peut définir une structure d’algébre de Lie (de dimension infinie)
sur Q! (M) via le crochet:

{a,8} = Lo# B — Lgra — d(A(a, B)) Va,B € Q' (M).
Ce crochet est 1'unique extension du crochet donné par {df,dg} = d{f,g} satisfaisant a
{o, f8} = f{o, B} + (¥ [)B Va,B € Q{M),¥f € N = C=(M).

Il fait de # un morphisme d’algébres de Lie de Q!(M) dans V'(M) et munit le fibré
cotangent T*M de M d’une structure naturelle que 'on appelle de fagon un peu pédante
structure d’algébroide de Lie. On peut alors montrer ([Va2] p.44) que opérateur o:

o: VE(M) — V(M)

vérifie .
JQ(a03-'-aak) = Z (—1)’&?(6)(0{0,...,di,...,ak))
0<i<k
+E(—1)i+jQ({ai,aj},a0,...,di,...,dj,...,ak),
i<j

ici Q appartient & V¥F(M), les o; sont des 1-formes sur M et~ désigne I'omission.
Signalons également que le prolongement naturel # de # aux puissances extérieures de
T*M et aux sections de ce fibré:

#\ao, ..., ag-1) = (——1)4/\(010#, - ,af_l)
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entrelace o et la différentielle extérieure d de de Rham, donc induit un homomorphisme
naturel de H} (M) dans H} (M) [Kos]. Cet homomorphisme est un isomorphisme dans
le cas symplectique.

Définition 1.2.2 [Kon2, Gud]
o Une déformation de la structure A d’une variété de Poisson (M, A) est une série formelle
de la forme

A=A+ Z Vkak,
k>1

ici les ay, sont des 2-tenseurs sur M, telle que I'on ait formellement I'égalité [A,,A,]s = 0.
e Deux déformations A, et A!, sont dites équivalentes s’il existe un opérateur différentiel
formel T de la forme: T = Id + Zj %Df ou D = Y v?D, est une série de champs de
vecteurs D, et tel que

T{u,v}, = {Tu,Tv},,

si I'on note {u,v}, = A,(du,dv) et {u,v}, = Al (du, dv).

Cela étant dit, on est en mesure d’interpréter les premiers espaces de la cohomologie de
Poisson: D’abord, HY (M) est 'espace I(M) des fonctions de Casimir, i.e.

HY(M)=I(M)={f € N=C®(M): H = 0}.

D’autre part,
VA(M)
xa(M)

ot Vi (M) est I'espace des automorphismes infinitésimaux de la structure de Poisson (i.e.
les champs X vérifiant 0 X = 0, parfois appelés champs de Poisson) et x5 (M) est Pespace
des champs de vecteurs hamiltoniens Hy (f € N). Le second espace Hi(M) classifie
les déformations formelles de la structure de Poisson A modulo les déformations triviales.
Enfin, H3 (M) contient les obstructions au prolongement d’une déformation de la struc-
ture de Poisson A & un ordre supérieur (sur tout ceci, voir la présentation générale dans
I’appendice A.1).

() =

1.3 Déformations des structures algébriques.

Dans cette section, on rappelle les notions de déformations au sens de [Ger] de ’espace
N = C*(M) des fonctions lisses sur une variété M, considéré soit comme algébre asso-
ciative, soit, si M est une variété de Poisson, comme algébre de Lie. Le lecteur pourra
consulter [Ger, Gul, Li3] pour plus de détails.

a) Déformations associatives et cohomologie de Hochschild.

Définition 1.3.1
¢ Une application bilinéaire de N x N dans N|[v]] définie par la série formelle

u*xv=1uv-+ Z v"Cr(u,v)

n>1
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ou les Cy, sont des applications bilinéaires de N x N dans N est une déformation formelle
de Palgébre associative N (ou déformation formelle associative de N), si son extension
naturelle en une application bilinéaire de N[[v]] x N[[v]] dans N|[[v]] satisfait formellement
la condition d’associativité

(uxv)*w=ux*(v+*w)

pour des fonctions lisses u,v,w sur M.
¢ Deux déformations formelles * et *' de I’algébre associative N sont dites équivalentes s’il
existe une série formelle
T=1Id+> v°T,
s>1
ot les T sont des endomorphismes de N (T agit alors naturellement sur N[[v]]) satisfaisant

formellement la relation
T(u*' v) = Tu* Tw.

A) Considérons & présent une déformation associative % et notons
(u*v)xw—ux*(vrxw)= E v" Dy (u,v,w)
n>1

ou

Da(u,v,w)= Y Cr(Cs(u,v),w) — Cp(u,Cy(v,w)).

r4s=n,r,s>0
Si nous posons
Ep(w,0,w) = > Cy(Cy(u,v),w) — Co(u, Cs(v, w)),
r4s=n,r,s>1
Nnous voyons que
Dy(u,v,w) = Ep(u,v,w) — §Cr(u,v,w),

le dernier terme de cette expression étant ce que I’on appelle le cobord de Hochschild de la
2-cochaine C',. Revenons rapidement sur cette notion dans le contexte algébrique général.

Soit A une algebre associative et B un A-bimodule. Une p-cochaine de Hochschild est
une application multilinéaire de A®? dans B (les 0-cochaines étant les éléments de B). Le
cobord d’une p-cochaine C' est la p + 1-cochaine définie par

6C(ug,- - up) = ugCuy, ..., up)+
r—1
+ Z(—l)kC(UQ, e s URUR41,. . ,’U,p)+
k=0

+ (—1)p+1C(u0, ey Up_1)Up.

L’opérateur & est un opérateur de cohomologie: §2 = 0. Si on note C*(A4, B) le A-module
gradué des cochaines de Hochschild, on obtient un complexe (C*(A, B),6). La cohomologie
correspondante (A4, B) s’appelle la cohomologie de Hochschild (de A dans B).
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La construction d’une déformation formelle associative de N au sens de la définition I.3.1
peut se faire par récurrence, c’est-a-dire en supposant que ’on ait trouvé des cochaines
C1,...,Ck pour lesquelles D; = 0 pour tout ¢ < k, et en cherchant Ci+t1 tel que Dy = 0.
Dans ce cas, Ery; ne dépend que des C, pour s < k. Il a été prouvé dans [Ger] que la
condition D; = 0 pour ¢ < k implique §E;4; = 0. Ainsi, Egy; est en fait un cocycle de
Hochschild et on peut trouver un bon Ci41 si et seulement si ce cocycle est exact.

Autrement dit, les obstructions & ’existence d’une déformation associative résident dans
le troisiéme espace H*(N, N) de la cohomologie de Hochschild de N: si cet espace est réduit
a zéro, P’existence d’une déformation formelle associative de N est assurée.

B) Considérons & présent deux déformations formelles de l'algebre associative N que

P'on note abusivement * = Z Cnhv™ et ' = Z C)v™. Supposons que * et *' soient
n2>0 n>0
équivalentes jusqu’a l'ordre n; c’est-a-dire qu’il existe 7' = Id + Z Tsv° comme dans la
9>1
définition 1.3.1 tel que la relation

T(ux'v)=TuxTv
soit vérifiée formellement jusqu’a ’ordre n en v. Notons encore G; = 0 et

Gi(w,9) = Y, TCi(w,w)— Y To(u)Tw(v)

r+s=i,r,s>1 s+a'=1,8,8'>1
- Z Cr(Ts(w), Tor (v)) - Z (Cr(Ts(u);v) + Cr(uy, T, (v)))-
r+s+s'=i,r,s,8 >1 r+s=i,r,82>1

Cela étant posé, la relation d’équivalence jusqu’a l'ordre n de * et ' peut se traduire par
légalité:
C;C—Ck-l-Gk:éTk V1 Sk‘Sn

La cochaine (C 11 — Cny1 + Gny1) est alors automatiquement un 2-cocycle de Hochschild
dont la classe de cohomologie est 'obstruction au prolongement de I’équivalence au rang
n + 1. Ainsi, le second espace H?>(N, N) de la cohomologie de Hochschild de N contient
les classes d’équivalence des déformations formelles associatives de V. Lorsque cet espace
est nul, toutes ces déformations sont équivalentes.

Les notions suivantes nous seront utiles pour la suite.

Définitions 1.3.2

Soit N = C°(M) l’algébre des fonctions lisses sur une variété différentiable M. Une
application p-linéaire C de N® dans N est dite locale si C(u1,...,up)jv = 0 dés qu'un
des arguments u; vérifie u; v =0, U étant un ouvert de M. Cette application C est dite
d-différentielle si elle est définie par un opérateur différentiel d’ordre au maximum d en
chaque argument. Elle est dite nulle sur les constantes si C(uy,...,up) =0 dés qu’un des
u; est constant. (Ainsi, les applications C qui sont & la fois nulles sur les constantes et
1-différentielles sont des opérateurs différentiels d’ordre exactement 1 en chaque argument. )
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Remarquons qu'il existe plusieurs variantes de la cohomologie de Hochschild de l'algebre
N des fonctions lisses sur une variété M. Par exemple, on peut considérer le sous-espace
Ciiffne(N, N) de C*(N, N) des cochaines différentielles qui s’annulent sur les constantes.
On obtient ainsi un sous-complexe (Cj;;; ,.(N,N),6) de (C*(N,N),§). La cohomologie
résultante, notée Hy; .. . (N, N), a été calculée par J. Vey dans [Vey] au moyen de résultats
de Gelfand et Fuks. Un calcul plus explicite (sans suites spectrales) est donné dans la thése
de S. Gutt [Gul]. Le résultat est

Théoréme 1.3.3 [Vey]
Le p-iéme espace HY, eV, N) de la cohomologie de Hochschild différentielle et nulle
sur les constantes de N est isomorphe & I'espace VP(M) des p-tenseurs contravariants
antisymétriques sur M.

Remarquons que ’on peut aussi remplacer la condition de différentiabilité des cochaines

par des hypotheses plus faibles de localité ou de continuité, sans changer de maniére
essentielle la théorie [Gu3, Pin2, Nad].

Maintenant, on suppose que M est munie d’une structure de Poisson A et on considére
la structure d’algebre de Lie induite par A sur N = C®(M).

b) Déformations des algébres de Lie et cohomologie de Chevalley.

Définition 1.3.4
o Une application bilinéaire de N x N dans N[[v]] définie par la série formelle

{u,v}, = {u,v} + ZUTCT(U,’U)

r>1

ott les C, sont des applications bilinéaires alternées de N x N dans N est une déformation
formelle de I'algébre de Lie (N, {, }) si son extension naturelle en une application bilinéaire
de N{[v]] x N[[v]] satisfait formellement I’identité de Jacobi:

{{U,U}V,UJ},, + {{’U,’LU},,,’U.},, + {{'UJ, U}y, U},, =0.

® Deux déformations formelles {, }, et {, },, de I'algébre de Lie N sont dites équivalentes
s’il existe une série formelle
T=Id+)» v'T*
s>1

ot les T, sont & nouveau des endomorphismes de N satisfaisant formellement

T({v,v},) = {Tu,Tv},.

L’identité de Jacobi et la cohomologie de Chevalley sont les homologues pour les
déformations formelles des algebres de Lie de la condition d’associativité et de la coho-
mologie de Hochschild pour les déformations formelles associatives. Pour s’en convaincre,
considérons une application bilinéaire alternée de N x N dans N[[¢]] de la forme

{u,v}, = {u,v} + Z v"Cr(u,v).

r>1
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On a pour tout u,v,w dans N, la relation

{u,v}h,wh + {{v,wh,u}y + {{w,u},,v}, = Z v D (u, v, w)
ou
D, (u,v,w) = Z ]{ C’r(C’s(u,v),w).
r+s=n,r,s >0
Ici et dans la suite, f(u v,w) désigne la somme sur les permutations circulaires de u,v, w.
Si ’on pose
E (u,v,w) = Z ]{ Cr(Cs(u,v), w),
r+s=n,r,s2>1 (u,0,w)

on constate que

D! = E' - 4C,,.

La cohomologie @ qui apparait ici est la cohomologie de Chevalley. Revenons rapidement
sur sa définition.

De maniere générale, considérons une algebre de Lie (A, [, ]) et un .A-module d’algebre
de Lie B c’est-a-dire un espace vectoriel muni d’une action de A sur B vérifiant

[al,ag].b = al.(az.b) - az.(al.b) ‘v’al, az € .A, Vb € B.

Par définition, une cochaine de Chevalley est une application multilinéaire alternée de A%®*
dans B. Le cobord d’une p-cochaine C est la p + 1-cochaine définie par

k
0C(ag,...,ap) = Z(—l)iai.C’(ag, ey @iy ap)

+ 3 (1) C([ai, a5), a0, - - 5 iy - i,y - - ap).
1<J

La cohomologie résultante est la cohomologie de Chevalley de l'algebre de Lie A & valeurs
dans B. On la note HY, . (A, B).

Deux exemples classiques 1.3.5

o Si M est une variété différentiable et X(M ) I’algébre de Lie des champs de vecteurs sur
M. Alors, HZy,,(x(M), x(M)) est réduit & {0} [Li4, Li5].

e Soit g une algébre de Lie simple. Alors, il résulte du théoréme de Whitehead que

Hé’hev(gv g) = {0}

Finalement, des considérations semblables 3 celles du paragraphe a) peuvent étre faites
ici. En effet, lorsqu’on cherche & construire successivement les C, d’une déformation
formelle de l’a.lgébre de Lie (N {,}), on rencontre & chaque cran une obstruction
représentée par un élément de HY, oIV, N). De méme, ’étude de lequ.walence de deux
déformations formelles de ’algébre de Lie (N, {, }) fa1t apparaitre, a chaque cran, une
obstruction dans H2,. . (N, N).
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Comme pour la cohomologie de Hochschild, on obtient des théories consistantes si on
restreint 1’espace des cochaines de Chevalley aux applications différentielles (resp. aux ap-
plications 1-différentielles) qui s’annulent sur les constantes. Les cohomologies résultantes
seront notées Hy,, 4 no(IV, N) (tesp. HEpew1-diffne(N, N)). En fait, on a le

Théoréme 1.3.6
Le p-iéme espace thev,l—diff,nc(N’ N) et le p-iéme espace HE(M) de la cohomologie de
Poisson de (M, A) sont isomorphes.

Ce théoréme a été prouvé en premier lieu dans [Lil] pour les variétés de Poisson
régulieres. Par définition méme de la cohomologie de Chevalley et de celle de Poisson,
il reste valable dans le cas d’une variété de Poisson arbitrajre.

I.4 Produits-star sur les variétés de Poisson.

Définition 1.4.1
Soient M une variété de Poisson de crochet de Poisson {, } et N = C>®(M). Un produit-
star sur M est une application bilinéaire « de N x N dans les séries formelles N [[V]] de Ia

forme
UKV = E v"Cr(u,v)
n>0

telle que:

(z) Colu,v) =uv Ci(u,v) = {u,v} Vu,ve N
(12) Cn(u,v) = (=1)"Cp(v,u) Yu,v e N,Vn >0
(74¢) l*u=uxl=u VYueN
(iv) Z Cr(Cs(u,v), w) — Cr(u, Co(v,w)) = 0 Vu,v,w € N,Vn >0
r+s=n,r,s>0

(v) Les C, sont des opérateurs bidifférentiels.

Remarques 1.4.2
1) L’antisymétrisation d’un produit-star sur M, & savoir:

1
[u,v] = —z-z(u*v—v*u),

définit une déformation formelle de Ialgébre de Lie (N =C>(M),{, }).

2) De maniére plus générale, on peut remplacer N dans la définition 1.4.1 par une sous-
algébre S stable par le crochet de Poisson et ne définir le produit-star que sur S. Par
exemple, dans le cas ot M est le dual g* d’une algébre de Lie, il est intéressant et naturel
de considérer la sous-algébre de C® (g") constituée des fonctions polynomiales sur g*.

3) On peut étre amené pour diverses raisons 3 abandonner certaines hypothéses du produit-
star. En particulier, ’hypothése (v) de bidifférentiabilité est affaiblie dans plusieurs cons-
tructions de déformations sur les orbites coadjointes. Nous abandonnerons Justement
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cette hypothése au chapitre III de cette thése lorsque nous construirons des produits-star
algébriques sur les duaux des algébres de Lie nilpotentes.

Exemples 1.4.3
1) L’exemple le plus simple de produit-star est donné par le produit-star de Moyal-Weyl
sur la variété symplectique IR*™ munie de sa 2-forme symplectique canonique

w = dei A dg;.

La structure de Poisson induite par w s’écrit:

Ou Ov  Ou Ov

2

L’expression du produit-star de Moyal-Weyl est:

V"'
uxv=uyv+ Z — P (u,v),
il

ott P"(u,v) désigne la r-iéme puissance du crochet de Poisson. Dans le systéme de coor-
données global de Darboux: (z1,...,%2n) = (P1,--+,Pn,q1,-- -,qn), cela s’écrit

Prlu)= Y AR ARG )3 ()

21,..
T1y-aslpy]1geeesdr

Ce produit-star a été introduit par Moyal dans [Mo]. Il provient de la composition des
opérateurs sur C*°(IR") via la transformation de Weyl [Wey].

2) L’exemple précédent se généralise & I’espace plat IR® muni d’une structure de Poisson
constante ou plus généralement encore a une variété de Poisson munie d’une connexion de
Poisson plate. (Rappelons qu’une connexion de Poisson sur une variété de Poisson (M, A)
est une connexion affine I' sans torsion dont la dérivation covariante V vérifie VA = 0. On
montre [Li2, Va2] qu’une variété de Poisson admet une connexion de Poisson si et seulement
si elle est réguliére. Une connexion de Poisson est dite plate si elle est de courbure nulle.)
Pour obtenir un produit-star sur une variété de Poisson munie d’une connexion de Poisson
plate, il suffit de remplacer les dérivées partielles de la formule de Moyal par les dérivées
covariantes de la connexion.

La théorie des produits-star s’est considérablement développée autour des problemes
d’existence et de classification. Nous aimerions insister maintenant sur le fait que ces
problemes sont d’abord des problémes de cohomologie.

a) Sur Pexistence des produits-star.

Nous venons de voir qu’un produit-star sur une variété de Poisson M est une déformation
formelle particuliere de I’algébre associative N des fonctions lisses sur M qui, par anti-
symétrisation, donne une déformation de la structure d’algébre de Lie de N. Les problémes

29



CHAPITRE 1

d’existence des produits-star sont donc liés aux théories cohomologiques de Hochschild et
de Chevalley (cf. section 3 du chapitre).

En étudiant ces cohomologies, les auteurs ont montré que 'obstruction & ’existence
d’un produit-star sur une variété symplectique peut étre localisée dans le troisiéme es-
pace de la cohomologie de de Rham ([Vey, NV, Gul]). On retrouve cette obstruction
cohomologique quand on recouvre la variété symplectique par des domaines de cartes
de Darboux et que 'on essaie de recoller brutalement les produits-star locaux de Moyal.
Cette obstruction a finalement été levée d’abord dans des cas particuliers (comme les fibrés
cotangents ou les variétés parallélisables), puis sur une variété symplectique quelconque
[DW-L1]. L’existence de produits-star dans le cas symplectique a ensuite été redémontrée
de maniére plus géométrique dans [Fel, Fe2] et [OMY].

L’idée ingénieuse de Fedosov dans [Fel] (exposée aussi dans [We2]) a été d’associer & M
symplectique un fibré naturel W en algebres de Weyl. En fait, la structure symplectique
de M fait de chaque espace tangent T, M un espace symplectique et le fibré W est défini
par:

w=Jw,
TeEM

ou W, désigne l'algebre de Weyl associée & I’espace symplectique T, M; la structure
d’algebre étant donnée par le produit-star de Moyal-Weyl. La méthode de [Fel] con-
siste alors & fixer une connexion symplectique Dy sur M, & Pétendre naturellement en une
connexion D a W, puis par un procédé itératif & déformer D en une connexion plate D sur
W. 1l prouve ensuite que C°(M )[v]] s’identifie & la sous-algebre de Palgebre I'(W) des
sections de W formée des sections horizontales de (W, D). Ce dernier point lui permet de
transférer la structure d’algebre de (W) a C *(M)[[v]] et donc d’obtenir un produit-star
sur M.

Notons au passage que la méthode de Fedosov a été par la suite maintes fois réutilisée 3
des fins diverses et dans des situations trés différentes (citons [BNW, CFT, Far, Va3] par
exemmnple).

La considération naive des premiers résultats d’existence des produits-star du cas sym-
plectique (notamment ceux de [NV]) dans le cas général d’une variété de Poisson fait
apparaitre, au lieu du troisiéme espace de la cohomologie de de Rham, le troisieme espace
de la cohomologie de Poisson.

Dans le cas des variétés de Poisson réguliéres, ce probléme cohomologique a été contourné
par Masmoudi dans [Masl, Mas2] en généralisant les méthodes symplectiques de De Wilde
et Lecomte. Notons que cette généralisation a été possible car, dans le cas régulier, on
dispose encore de cartes dans lesquelles la structure de Poisson est constante (cf. remarques
I.1.10) donc de produits-star de Moyal locaux.

Pour les variétés de Poisson quelconques, la structure de Poisson n’étant plus localement
constante, il a fallu d’abord montrer I’existence d’un produit-star sur IR?. Elle a été obtenue
par Kontsevich pour R? puis pour M quelconque en 1997; elle apparait dans [Kon2] comme
conséquence du théoréme de formalité.
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b) Sur la classification des produits-star.

Les premiéres classifications de produits-star ont été données dans [DW-L1, DW-L2] par
M. De Wilde et P.B.A Lecomte. Ces auteurs ont montré que les classes d’équivalence des
produits-star sur une variété symplectique M sont en bijection avec les séries formelles
HEp(M)[[v]] en v & coefficients dans le deuxieéme espace de la cohomologie de de Rham
de M.

Avec [Fe2, BCG, NT, WX], on apprend notamment que toute classe d’équivalence de
produit-star sur M symplectique contient un produit-star construit par la méthode de
Fedosov. Dans [Del], P. Deligne compare les classifications données par De Wilde-Lecomte
et celles de B.V. Fedosov, en utilisant le langage de la géométrie algébrique. Dans [GR],
S. Gutt et J. Rawnsley établissent une comparaison plus directe et plus explicite.

Dans son article [Kon2], M. Kontsevich classifie les produits-star sur une variété de
Poisson quelconque au moyen de classes d’équivalence de jauge des 2-tenseurs formels
contravariants dans V?(M )[[v]], faisant ainsi apparaitre le second espace de la cohomologie
de Poisson:

Théoréme 1.4.4 [Kon2]
Les classes d’équivalence des produits-star sur une variété de Poisson (M, A) sont en bi-
Jection avec les classes d’équivalence des déformations de A de la forme

Ay, = Av+ aq0® + a0t +...,
ot les «; sont des 2-tenseurs contravariants sur M tels que lon ait formellement I’égalité

[A,,,A,,]s = (.

Ce théoréme met un point d’orgue au probléme initial de la quantification par
déformation, tel qu’il a été énoncé dans [BFFLS)]. 11 donne aussi une motivation pour
le calcul de la cohomologie de Poisson.

I.5 Vers I’étude des produits-star tangentiels.

Nous avons rappelé dans ce chapitre comment les déformations des structures d’algébre
associative et d’algébre de Lie des fonctions lisses N = C>°(M) sur une variété de Poisson
M sont reliées aux cohomologies de Hochschild, de Chevalley, et plus spécifiquement de
Poisson. De la méme maniére, on peut étre amené & déformer d’autres structures ou &
construire d’autres types de déformations. A chaque fois, il y a une théorie cohomologique
appropriée: cohomologie cyclique [CFS] pour les produits-star fermés, cohomologie des
bigebres de Lie pour les déformations des groupes de Lie-Poisson, cohomologie des graphes
[ABM, AM] pour les produits-star de Kontsevich . . .

Dans ce travail, nous nous intéresserons tout particulierement aux problémes d’existence
et de classification des produits-star tangentiels sur une variété de Poisson M. En réalité,
il y a de nombreuses facons de définir la notion de tangentialité. Lorsque rien n’est précisé,
on entend, par produit-star tangentiel sur M , un produit-star différentiel qui se restreint
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sans ambiguité a toutes les feuilles symplectiques de M. C’est 13 le sens le plus fort du
terme. Cependant, de tels produits-star n’existant pas en général, des notions plus faibles
et plus souples ont di étre considérées. Parmi ces versions affaiblies de tangentialité, nous
retiendrons:

Définition I.5.1 (A-tangentialité)

Soient M une variété de Poisson, N = C>(M) et A une sous-algébre de N, stable par le
crochet de Poisson. Un produit-star algébrique x sur M est dit A-tangentiel s’il vérifie,
pour toute fonction u sur M de Casimir, appartenant & A,

uxv=uv Vv € A.

On dira qu’il est C*°-tangentiel si A = N.

Dans le cas d’une algebre de Lie, cette définition se précise et peut étre légérement
modifiée:

Définition 1.5.2 (tangentialité algébrique)

Soient g une algébre de Lie, g* le dual de g et G le groupe de Lie connexe et simplement
connexe d’algébre de Lie g. Notons R(g) I’algébre des fonctions rationnelles sur g*. Sup-
posons que S soit une sous-algébre de R(g), stable par le crochet de Poisson, et notons S€
Pespace des fonctions G-invariantes de S:

§¢ ={u€S: gu() =u(Ad"(g)(&) =u(f) VEcg'g€GC)

Un produit-star algébrique sur g* est un produit-star tangentiel algébrique de S s’il vérifie,
pour toute fonction u de SC:
uxv=uv Yv €S

Définition I.5.3 (tangentialité locale)
Soit M une variété de Poisson. Un produit-star algébrique x sur M est dit tangentiel local
s’il est C'*°-tangentiel sur tout ouvert de M.

Définition I.5.4 (tangentialité différentielle)
Soit M une variété de Poisson. Un produit-star différentiel et tangentiel sur M est un
produit-star a la fois tangentiel local et différentiel.

Remarque 1.5.5

® 5i M est une variété de Poisson réguliére, un produit-star différentiel et tangentiel sur
M se restreint a toutes les feuilles symplectiques de M. En fait, dans le cas régulier, la
définition 1.5.4 équivaut & la notion de tangentialité donnée par Lichnerowicz dans [Li2] en
termes d’opérateurs tangentiels définis & partir d’une connexion de Poisson (la notion de
tangentialité de [Li2] a été rappelée dans I’appendice A2).

e Dans le cas ot M est une variété de Poisson quelconque, un produit-star différentiel
noté x = Y v"C, sur M, tel qu’en tout point = de M lopérateur C,, est bidifférentiel et
tangentiel & la feuille symplectique passant par z, est tangentiel (au sens de la définition
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L5.4); de plus la valeur de u v au point x ne dépend que des restrictions de u et de v 3 Ia
feuille passant par . Nos notions de tangentialité ne garantissent pas cette propriété en
geénéral, sauf si le rang du tenseur de Poisson est constant au voisinage de = (par exemple,
si ce rang est maximal).

Par souci de clarté, nous repréciserons dans chaque chapitre, s'il en est effectivement
question, quel est le type de produit-star tangentiel que I’on considere.

Toutes ces déformations tangentielles (C*°, algébriques, locales ou différentielles) font
intervenir une version tangentielle des théories cohomologiques de Hochschild, de Cheval-
ley et de Poisson, décrites dans ce chapitre. Dans le cas des variétés de Poisson réguliéres,
on trouve dans [Li2] le calcul des premiers espaces de la cohomologie de Hochschild tan-
gentielle, ainsi que la notion de cohomologie de Poisson tangentielle. La, cohomologie de
Chevalley tangentielle a été utilisée dans [Mas1] pour montrer I'existence de produits-star
tangentiels sur toute variété de Poisson réguliere. La classification de tels produits-star
passe par le calcul de la cohomologie de Poisson tangentielle. Cette cohomologie est peu
traitée (si elle ’est) dans la littérature. Nous proposons de I’étudier dans le second chapitre
de cette thése.
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CHAPITRE 11

Calculs explicites de cohomologie de Poisson tangentielle

Ce chapitre est une introduction & I’étude de la cohomologie de Poisson tangentielle
des variétés de Poisson réguliéres, une cohomologie importante pour la classification des
produits-star tangentiels sur de telles variétés.

Apres avoir rappelé la définition d’un feuilletage et fixé les notations du chapitre, on
démontre dans la section 2 que la cohomologie de Poisson tangentielle d’une variété de
Poisson réguliére M s’identifie & la cohomologie de de Rham tangentielle du feuilletage
symplectique de M. On prouve ensuite que toute variété feuilletée (M, F) admet un bon
recouvrement (U;) i.e. tel que toute intersection finie d’ouverts ait une cohomologie de de
Rham tangentielle nulle en degré supérieur a 0. On utilise ce résultat pour identifier la
cohomologie de de Rham tangentielle 3 une cohomologie de Cech.

Comme toute cohomologie de feuilletage, la cohomologie de Poisson tangentielle est dif-
ficile a calculer en toute généralité. Dans la section 3, on rappelle des théorémes connus de
Dazord et Hector [DH] et de Vaisman [Val, Va2] qui donnent le calcul de cette cohomologie
pour des cas trés particuliers de variétés de Poisson réguliéres.

Toute la suite du chapitre est consacrée 3 des calculs explicites de cette cohomologie pour
des exemples caractéristiques pris dans les duaux des algébres de Lie, on notera aussi les
implications de ces calculs pour la théorie des produits-star tangentiels. Plus précisément,
toute algébre de Lie g donne naissance & une variété de Poisson réguliére: ’'union £ des
orbites coadjointes de dimension maximale. Dans la, section 4, on traite du cas nilpotent;
Pour une algébre de Lie nilpotente g, on peut stratifier I’ouvert § relativement & une
base de Jordan-Hélder B de g. La premiére de ces strates est un ouvert VB, Douvert
générique. Il est facile de remarquer que sa cohomologie de Poisson tangentielle est triviale
en degré supérieur & zéro. On montre ici qu’il en est de méme pour 'ouvert canonique
LéVB, union des ouverts génériques relatifs & toutes les bases de Jordan-Hélder de g. 11

peut malheureusement arriver que cet ouvert %VB soit strictement plus petit que Q2. Bien

plus, en analysant en détail le cas de 94,1, DOUS verrons que les espaces de la cohomologie
de {2 peuvent étre non triviaux et méme tros vastes.

Dans la section 5, on considére une variété de Poisson réguliere M de dimension 3 et
on se sert des calculs élaborés dans [Va2] pour décrire les espaces de la cohomologie de
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Poisson de M. Nous observons alors comment les espaces de la cohomologie de Poisson
tangentielle sont imbriqués dans ceux de la cohomologie de Poisson.

Dans la section 6, nous étudions la cohomologie de Poisson tangentielle et non tangen-
tielle de 2 pour chaque algébre de Lie de dimension 3. Nos calculs font apparaltre une
division de ces algébres de Lie en deux classes:

- celles pour lesquelles I’espace des orbites /G est séparé et dont les groupes de coho-
mologie de Poisson et de Poisson tangentielle de Q, H ¥ tan(R) et HE(Q), peuvent étre
facilement calculés en utilisant les résultats rappelés en section 3;

- les autres pour lesquelles le feuilletage de Q est plus complexe (P’espace des orbites n’y
est plus séparé) et qui font intervenir des espaces de cohomologie énormes semblables &
ceux rencontrés dans la section 4 pour 941

Enfin, on termine ce chapitre en donnant un exemple explicite de bon recouvrement
pour l'ouvert €2 des orbites de dimension maximale de sl(2)*.

IL.1 Variétés de Poisson régulidres et feuilletages.

Comme pour la plupart des notions importantes en mathématiques, il y a plusieurs fagons
de définir un feuilletage. Nous nous contenterons ici de la définition la plus simple et la
plus géométrique, et renvoyons le lecteur 3 [CC], une référence récente sur le sujet,.

Définition 11.1.1

Un feuilletage F (régulier) de dimension n sur une variété M de dimension m = n, + 1 est
une partition de M en sous-variétés immergées L, de dimension n, les feuilles, telle qu’il
existe au voisinage de chaque point de M une carte

¢=(z,y): U - R x R

dans laquelle les composantes connexes de LoNU sont définies par les équations y = const.
Une telle carte est dite carte adaptée (au feuilletage) ou encore carte distinguée. Les
composantes connexes d’une feuille dans une carte adaptée sont les plaques.

Remarque II.1.2

Nous avons rappelé au chapitre I de cette thése que toute variété de Poisson se décompose
en variétés symplectiques, les feuilles symplectiques de la structure de Poisson. Dans le cas
d’une variété de Poisson réguliére M , les feuilles symplectiques forment un vrai feuilletage
(au sens de la définition I1.1.1), feuilletage que ’on appellera feuilletage symplectique de M.
Pour ce feuilletage, les cartes de Weinstein [Wel] ou encore celles décrites par Lichnerowicz
dans [Lil] sont des cartes adaptées.

NOTATIONS:

Dans tout ce chapitre, pour une variété différentiable M , on notera V*(M) l’espace des
tenseurs contravariants totalement antisymétriques sur M et Q*(M) Pespace des formes
sur M. Pour une variété de Poisson (M, A), on conservera les notations du chapitre I; en
particulier, on notera encore # le morphisme de fibré entre T*M et TM et o Popérateur
de cohomologie de Poisson associé 4 la structure de Poisson A.
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Maintenant, soit (M, F) une variété feuilletée et notons TF le fibré tangent & F (i.e. le
sous-fibré de TM défini par les champs de vecteurs tangents & F). Comme dans [DH] ou
[Li2], on peut choisir une distribution transversale vF de sorte que l'on ait la décomposition
suivante du fibré tangent TM de M:

TM =vF&TF.
En passant aux espaces duaux, on obtient une décomposition du fibré cotangent T*M de
M:
T"M = v*FeT*F.
Ces décompositions induisent une double graduation sur les tenseurs et sur les formes, &
savoir:

V*(M) = ﬁvp,q(M) et Q(M)= PEBqu,q(M)

olt Vp (M) (resp. @, 4(M)) désigne 'espace des sections du fibré A?(vF) @ AY(TF) (resp.
NP(v*F) @ NI(T*F)). Les éléments de V, 4(M) et Q, o(M) seront dits de type (p, g). Et
un opérateur sera dit homogéne de type (a,b) s'il envoit les éléments de type (p,q) dans
ceux de type (p + a,q + b).

Rappelons ici que la différentielle extérieure d de de Rham se décompose sous la forme

d=d +d" +dy,—,

ou d’ est de type (1,0), d" n’est autre que la différentielle tangente et est de type (0,1), et
dz,—1 est bien entendu de type (2,-1).

Supposons a présent que (M, A) soit une variété de Poisson régulitre et notons F le feuil-
letage symplectique de M. On peut comme ci-dessus choisir une distribution transversale
vF. L Vaisman a montré que le cobord de Poisson o admet une décomposition analogue

a celle de d:
Proposition I1.1.3 [Va2]

Soit (M, A) une variété de Poisson réguliére et F son feuilletage symplectique. Si on se
donne une distribution transversale vF, on peut décomposer o sous la forme

o=c +o"
ot o' est de type (—1,2) et o est de type (0,1).
Explicitement, on a:

UIQ(a07° . '7ap—2aﬂ07' . 7/8q+1) -

Z(_l)i+jQ({IBi7/8j}7a07"'7ap—27/307"'a:éia"'7Bj,"°7ﬂq+1)
i<j
o"Qao,...,0p-1,B0,...,84) =

Z (_1)p+i/3;#Q(a07'"7ap—1’ﬂ0a"‘7ﬁi7"'7:Bq)+

0<i<q

Z Z (—1)p+i+jQ({ai7ﬂj}7a0) ce 7dia s )ap—laﬁOa e Iéja T aﬂq)"—

0<i<p~10<j<q

Z(—l)i_i-jQ(am ceey Op1, {/Bith}MBO,' .- ’ﬁi, s ’/BA]H E aﬂq)’

1<y
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pour tout @ dans V, (M), pour tout a; dans Vi (M) et B; dans Vo 1(M), et ou {, }
désigne le crochet induit sur Q'(M) par la structure de Poisson A de M (cf. chapitre I).

11.2 Plusieurs versions de la cohomologie de Poisson tangentielle.

Dans [Li2], A. Lichnerowicz a défini la cohomologie de Poisson tangentielle d’une variété
de Poisson réguliere M en restreignant ’espace des cochaines de la cohomologie de Pois-
son de M aux multichamps de vecteurs tangentiels. Il nous sera utile de définir cette
cohomologie en utilisant les types des tenseurs:

Définition I1.2.1

L’espace ®4 Vy (M) muni de 'opérateur o' constitue un complexe de cohomologie dont
la cohomologie associée a savoir

KEZT(U” : Vo,q(M) —> Vqu.‘.](M))
Im(a" . Vo’q_l(M) — Vo,q(M))

Hg,ta.n(M) =

est la cohomologie de Poisson tangentielle de M.

On remarque aussit6t que HY ,,..(M) = H{(M). La cohomologie de Poisson tangentielle
est importante pour la théorie des produits-star tangentiels, en effet: H} ,,.(M) parametre
les dérivations tangentielles des produits-star tangentiels sur M modulo les dérivations
tangentielles intérieures; H2 , (M) classifie ces produits-star et HY ,.n(M) contient les
obstructions & la construction de tels produits-star sur M. (Ce dernier fait pourrait &tre
omis puisque toute variété de Poisson réguliere admet un produit-star tangentiel [Masl]).
Le lecteur trouvera les preuves de tous ces points dans I’appendice A.2 de cette thése.

a) Cohomologie de de Rham tangentielle.

Soient (M, A) une variété de Poisson réguliére et F son feuilletage symplectique. L’objet
de ce paragraphe est de montrer que la cohomologie de Poisson tangentielle de (M, A)
s’identifie a la cohomologie de de Rham tangentielle de la variété feuilletée (M, F) sous-
Jacente.

Pour cela, on reprend d’abord les notations de Vaisman ([Va2]) associées & une variété
feuilletée (M, F) arbitraire. Pour tout p, on note ®?(F) le faisceau des p-formes projetables
(ce sont celles qui proviennent de formes sur ’espace des feuilles). En particulier, ®°(F ) est
le faisceau des germes des fonctions qui sont constantes le long des feuilles symplectiques.
Le choix d’une distribution transversale vF pour M permet d’introduire la cohomologie

du faisceau ®7(F):

Ker(d" : Qp (M) — Qp g+1(M))
Im(d" : Qpq—1(M) — Qp (M)

HY(M,9"(F)) =

Un changement de distribution transversale vF se traduit par un isomorphisme pour les
cohomologies correspondantes. Précisons cela.
On note NF¥ = TM/TF le fibré normal de F et Q[qp](]:) I’espace des sections du fibré

AP(N*F) @ N(T*F). Les éléments de pr](]: ) sont dits p-formes normales et ceux de
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Qf’p ] (F) sont appelés g-formes tangentielles & valeurs dans les p-formes normales. L’algebre
de Lie des champs de vecteurs tangentiels agit naturellement sur les formes normales par
dérivation de Lie et la différentielle tangente dr agit sur QE’p] (F) de la maniére usuelle:

dr(ws)(Xo, -, X,) = Z(—1)iLX,.(wI(X0, ey Xy L X))

D (DM (X5, Xj], Xoy oy Kiy o0 Xy oo, X,)

i<j
ohnz € M, w € pr](]:) et X; € T,F pout tout 7. Puisque dr est de carré nul,
(P, Qf’p](f ), dx) est un complexe dont on note H, (»(F) la cohomologie associée.

Ces notations étant introduites, on peut démontrer le

Lemme II1.2.2
Les complexes (®Qyp o(M),d") et (@ Q[qp](M ),dx) sont isomorphes. En particulier, les
q g

cohomologies correspondantes H*( M, ®?(F)) et H [;](.7-' ) coincident, et sont indépendantes
du choix de vF.

Preuve:

Pour z dans M, notons 1, : N, F — v, F l'application définie par:

bo(V)=n(Y) si Y eT,M.

Dans D’expression ci-dessus ¥ désigne la classe de Y dans N,F et 7 : TM — vF est la
projection de TM parallélement & TF. Les v, définissent un morphisme naturel de fibrés
entre NF et vF.

L’application f : Q, (M) — pr](M) donnée par

Flwe)(Xy, o, X))V, V) = wal( Xy, Xg, (V1) . .2 (T))),
ol w appartient & Q, ,(M), les X; & T, F et les Y; a T, M, est bijective. De plus,

dr f(we)(Xo, ..., X )Y, .., T,)

= i(_n"x,- (f(wz)(Xo,. X ,Xq)(Yl,...,Y,,))

q P — B R 5
- ZZ(—I)i+’—1f(wz)(X0,...,X,',...,Xq)([Xi,Yz],Yl,...,Yl,...,Y},)

=0 [=1
+ Y (D) fw) (X, XL Koy, Ky, Xy X (B, Y

0<i<j<q

g

= > (-1 Xi(wal Xy, Ky oo, Xy $0(F3), L ba()))

=0

p q — ~ 5 " B
+ 20D (DT (9, (X V), Xoy oo, Xy, Xy B2 (B, -, 0(T0), -, (V)

=1 =0
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+ Z (‘“1)z‘+jwz([X’i7Xj]7X0)"'7)21'7'"7Xj7"'Xq7¢r(Y;l)7'~-7¢I(Yp))
0<i<j<y

= d”w:l:(XOa e 7XQ) ¢I(Y;1)7 <. 7¢r(Y;)))

= f(d"0)(Xo, ..., X)(Fay...,T).

On a donc dr o f = f od", ce qui achéve la preuve.0)

Il est important de signaler que H9(M, ®%(F)) s’identifie & la cohomologie de de Rham
le long des feuilles, encore appelée cohomologie de de Rham tangentielle. On peut alors
montrer le premier résultat important de ce chapitre:

Théoréme 11.2.3

Soit (M, A) une variété de Poisson réguliére. Soient F son feuilletage symplectique et vF
une distribution transversale de M. On note I(M) I’anneau des fonctions de Casimir sur
M (qui s’identifie, rappelons-le, 4 I’anneau des fonctions lisses sur M constantes le long

des feuilles de F). Alors, (GB Vo,o(M),0") et (®0,4(M),d") sont des complexes de I(M)-
q

modules isomorphes. En pa.rtlcuher H} 1on(M) et H*(M,®°(F)) sont des I(M)-modules
isomorphes.

Preuve:

¢ Montrons d’abord que le prolongement # (cf. chapitre I) de # aux formes définit un
isomorphisme de I(M)-modules de Qg ,(M) dans Vo o(M). Soit A dans Qg ,(M). Dire que
#()\) = 0, c’est exactement dire que pour tout systéme de coordonnées locales (z;) de M
et pour tout ensemble d’indices 4g,...,i;—1, on a

A((dz;, )#a SARE) (dmiq—l)#) =0,

donc

MHayy,- o Hy, ) =0.

9=

Les champs de vecteurs tangents aux feuilles étant engendrés par les champs de vecteurs
hamiltoniens, eux-mémes engendrés par les H,, ,» il s’ensuit que A = 0. L’application 4
est donc b1en injective sur Qg ,(M).

De plus, si Q appartient & Vg (M), on peut définir A dans Qg ,(M) en posant pour tout
champs de vecteurs X; de type (0, 1),

)‘(X07 s 7Xq—1) = Q(IBOa . -vﬁq—l)

ou les §; sont des formes de type (0,1) tels que ﬂ;# = X,. De tels §3; existent et sont
uniques et par construction, on a #(A) Q. D’ou la surjectivité de #.
¢ Montrons maintenant que o o # = —# od. On rappelle que

a(#N)(ao,...,ag) = Y (=1af(F#Nao,. .., di,...,0,))

0<i<q

Z(—l)i-i-j#)\({ai, O{j}, Qg,y ... ,0?,', sy (fj, . ,O.’q),

1<y
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ou A est une g-forme et les a; des 1-formes.

De {ai, aj}# = [a?,a}%], on déduit que

a(#/\)(ao, cey ) = (—1)qd)\(oz0#, ... ,af)
= (—1)1(=1)"#(d\) (o, - . ., og)
= —#(d\)(ag,...,ay).

e Il s’agit & présent de vérifier que o"(#\) = —#(d"())) sur Qg o (M).
Soit A une forme de type (0,¢). On a alors

dA=dX+d"A\+dy_1(N) =d"\+dz —1(N).
D’autre part, comme #(Qp,q(M)) = 0 deés que p > 0, on voit que:

#(dN) = #(d" (V).

De plus, #\ appartient & Vo,o(M). Et, puisque o' est de type (—1,2), on a:

o(#X) = " (F\) + o' (#A) = 0" (F#N).
Posons donc: .
fo=(-1)"#.
On définit ainsi une famille (f,) d’isomorphismes de I(M )-modules
fa 1 Qo,o(M) — Vo (M)
vérifiant:
fet10 d'=d"o fq
pour tout ¢. Le résultat s’ensuit.0

Remarque I1.2.4

Une conséquence immédiate du théoréme I1.2.3 est que la cohomologie de Poisson tangen-
tielle d’une variété de Poisson réguliére M ne dépend que de son feuilletage symplectique
et non pas de la structure symplectique sur ses feuilles.

b) Cohomologie de Cech.

L’objet de ce paragraphe est d’identifier la cohomologie de Rham tangentielle d’une
variété feuilletée & une cohomologie de Cech.
Soit donc (M, F) une variété feuilletée. Nous dirons qu’un recouvrement localement fini

de (M, F) est un bon recouvrement si pour tout ¢ > 0, tout k et tout iy, ..., i,

-----
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ou Ui, i =U;;N...0OU;, et Flui,,...i, designe le feuilletage induit par F dans U;
(i.e. sion note Lo, les feuilles de F, alors les feuilles de ]:IU,-I
connexes des intersections Lo NU;, .. i, )

| REEN ;ik
sont les composantes

vvvv

Supposons momentanément que M soit une variété munie d’une connexion affine T
(c’est-a-dire d’une connexion sur TM). Une géodésique de M est une courbe 4 sur M
dont le champ de vecteurs tangents est paralléle le long de v i.e.

Viw(t) =0.

Soit z un point de M. Un ouvert N, de 0 dans T, M sera dit normal s’il est étoilé
en 0 (si X € N; et 0 < ¢ <1, alors tX € N,;) et s'il est difféomorphe par I’application
exponentielle a un voisinage ouvert de z dans M. De méme, un ouvert W, de z dans M
sera dit normal en z s’il existe un ouvert normal N, de 0 dans T, M tel que exp(N,) = W,.
On peut démontrer (voir [Hel] par exemple) qu’en tout point = de M, il existe un voisinage
normal W; = exp N, de z dans M, qui soit normal en chacun de ses points et qui soit
géodésiquement convexe. Notons que les géodésiques de W, issues de z vérifient

7(0) =z (1) = exp(tX)

ou X appartient & N,, et sont définies au moins pour 0 <t < 1.

Définition I1.2.5 [Li2]
Soient (M,F) une variété feuilletée et I' une connexion affine sans torsion sur M. La

connexion I est dite adaptée & F si et seulement si dans toute carte adaptée les coefficients
de Christoffel vérifient

Iig =0
pour tout indice tangentiel ¢, pour tout indice transverse u et pour tout K.

Nous nous proposons maintenant de montrer que toute variété feuilletée admet un bon
recouvrement. Rappelons d’abord qu'’il existe, pour toute variété feuilletée, des connexions
affines sans torsion qui sont adaptées au feuilletage [Li2]. Maintenant, on a la

Proposition 11.2.6

Soit (M, F) une variété feuilletée. On se donne de plus une connexion affine I' sur M, sans
torsion et adaptée a F. Alors, tout recouvrement (U;) de M par des domaines de cartes
(Ui, pi) adaptées admet un sous-recouvrement (V;) tel que

(1) chaque V; est d’adhérence compacte

(2) (V1) est localement fini et est un bon recouvrement de M.

Preuve:

Quitte a prendre un sous-recouvrement, on peut supposer que (U;) est localement fini et
que chaque U; est compact; et méme  qu’il existe un sous-recouvrement (U]) de (U;) (avec
le méme ensemble d’1nd1ces) tel que U] U! C U; pour tout i. Notons o= go,|U: Pour tout «
de M, prenons un voisinage normal W de z. On peut supposer que W, est suffisamment
petit pour satisfaire les propriétés suivantes:

- W, est géodésiquement convexe;
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- pour tout a de Wy, il existe un voisinage normal N, de 0 dans T, M tel que exp : N, — W,
soit un difféomorphisme;

- W, est contenu dans un certain U].

Notons donc ¢, = ¢!|w,, et pour tout k, posons

By = {(We,02) : We N # 0},

Comme U_‘,’c est compact, on peut extraire une sous-famille B}, de By recouvrant U_,’c Les
élements de B = ‘EJB;‘ forment alors un atlas de cartes adaptées (V1, ) vérifiant (1) et (2).

Montrons-le. Par construction, il est déja clair que chaque Vj est compact et que (Vi) est
localement fini. Il s’agit & présent de démontrer que chaque V; est & plaques géodésiquement
convexes. Prenons donc un domaine V; et un point y de V;. Notons P, la plaque de Fiv,
contenant y. Prenons encore deux points a et b de P,. Par hypotheése, il existe un voisinage
normal N, de 0 dans T, M tel que exp : N, — V] soit un difféomorphisme.

i) Montrons d’abord que exp(N, N T,F) = P,. Soit Y un vecteur de N, N T, F. Alors,
la géodésique T de V}, issue de a et de direction Y:

7(0)=a et 7(0)= T*O(%) =Y

est au moins définie sur [0,1]. On ’écrit dans la carte adaptée (V;,%;) comme suit

2(t) = (7 () = (2 (1), 2" (¥))

out =1,...,r sont les indices tangentiels et u = 1,...,s les indices transverses. Comme
T est une géodésique, elle satisfait:

A2zt : dz7 dz¥ :

el Z GK(x)TW pour z=1,...,r
1<J,K<r+s

d?z® dz’ dz¥

—CEE— = —_— Z ‘qu(.‘IL')—th—T pour 'LL:].,...,S.
1<J,K<r+s

Comme T est adaptée & F et sans torsion, on a:
e, =T% =0 VI<i<r,1<u<s l<A<r+s.

On en déduit que:

A2zt ; dz’ dz¥ .
= T Z JK(.’E)E—T pour ¢=1,...,r
1<J,K<r+s
d?®z® u dz® dz¥
—F = - Z Fvw(m)ﬁﬂ pour u=1,...,s.
1<y, w<s
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Notons maintenant .
f(t) = (@' (igicr  9(t) = (" (t))i<ugs

Le systéeme précédent se réduit a deux équations différentielles ordinaires de la forme:

1) () = F(f'(t), f(£),9'(1),9(1))
(2) ¢"(t) =G(g'(1),9(2), £(1)).

Comme a l'instant initial 7(0) = Y est dans T, F, on a ¢'(0) = 0. Pour f fixé, ’équation
(2) admet une unique solution de condition initiale (¢(0),¢'(0)) = (2*(0),0). La fonction

g =9(0) = (24(0) = cst

est solution, c’est donc la seule. Maintenant pour g = ¢(0), '"équation (1) admet une
unique solution de condition initiale (f(0), f'(0)). On la note

fo(t) = (@ ())r<icr-

Nous déduisons de tout ceci que (z*(t),z%(t)) = (a(t),z*(0)) pour tout 0 < ¢ < 1. En
particulier, on voit que 7(1) = exp(Y’) est dans P,. Nous obtenons ainsi I'inclusion

exp(N, NT,F) C P,.

Par ailleurs, N, N T, F étant un fermé de N, et exp : N, — V; étant un difféomorphisme,
exp(No N T, F) est fermé dans V;, donc fermé dans P,. Enfin, exp(N, N T,F) étant une
sous-variété de P, de dimension (dim T,F) égale a celle de P,, elle est ouverte dans P,.
Par connexité de P,, nous obtenons 1’égalité souhaitée.

ii) Soit v I'unique géodésique de Vj, joignant a et b. On peut alors écrire que
v:[0,1] =W, () = exp(tX)

ou ¥(0) = a, y(1) = b et X est un vecteur de N,. Comme a est dans P, P, et P, désignent
la méme plaque. Maintenant, comme (1) = exp(X) = b appartient & Py = P,, que exp
réalise un difféomorphisme de N, dans V; et que 'on a ’égalité montrée en i), on voit que
X appartient en fait a N, N T,F. Comme cette intersection est étoilée en 0, v est tout
entiere dans P,. On a donc montré que P, est géodésiquement convexe.

En procédant ainsi pour tout point y de chaque V;, on montre que tous les V; sont a
plaques géodésiquement convexes (donc contractiles). Il en est alors de méme des inter-
sections finies V;, ;.. Autrement dit, chaque .7-'|V'.1 ;, est un feuilletage produit dont

.....

les plaques sont contractiles. Cela implique, nous le verrons plus tard avec un résultat de
[DH], le théoréme I1.3.1, que

Hq(vih---,'ik’ @0(}_)) = {0}
pour tout ¢ > 0. D’ou le résultat.0d
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Pour tout faisceau A sur M, en particulier pour ®°(F), nous noterons I’espace des k-

cochaines de Cech de A relatif & un recouvrement I/ de M par Ck(g/l ,A), le cobord de Cech
par ¢ et la cohomologie associée au complexe (C*(U, A),6) par H*(U, A). On peut alors
montrer la

Proposition I1.2.7

Soient (M,F) une variété feuilletée et vF une distribution transversale de M. Pour
tout bon recouvrement U = (U;) de M, les cohomologies H*(M, ®°(F)) et H*(U, 3°(F))
coincident.

Preuve:

On considére le double complexe

(K**,8,d") = (C*(U,Q «(M)),8,d"),

ou 2 k(M) désigne le faisceau sur M qui & tout ouvert U de M associe les formes de type
(0,k) sur U. On appelle complexe total de K** le complexe (K*, D) ol

Kt= Y KP et D=6+ (—1)Pd" en degré (p,q).

La cohomologie de ce complexe, que ’on note H*(K), s’appelle I'hypercohomologie de
Cech de M. On a deux filtrations naturelles sur K**:

Fp = @iy ®; K™
Fp = ®j>p @i K,
et donc deux suites spectrales dont ’aboutissement commun est H*(K).

i) Etudions d’abord la premiére suite. Elle est donnée par les formules:

, 1,9-1
Ep? = 721/ B}, + 2710

r—1

ou

ZP1 = {Q € F,nK**1/DQ € F, ..}
B ={QeF,nK"%/Q=DP,PcF,_}C 2.

On définit alors les différentielles
d,: EP? — EPtra—r+l
induites par D. La cohomologie

{Kerd, : EPY — Eptra—r+1}
{Imd, : B 771 ppay

s’identifle canoniquement avec E2| et H*(E,) = E7, « Dptg=n Erf,. Autrement dit,

la. cohomologie du complexe E} est égal & E,1,.
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On peut maintenant vérifier que
F,n KPte — @0_(_3Squ+q_s’s
q __ ~p+
Zy = F,n KP*e

1,4-1 —s,
zPthe—l — Po<s<q1 KT,
Donc E}'? = KP9 et dy : KP9 — KP?t1, On voit aussitét que dy = d". Donc que

EP_ {A € KP/d"A =0}
! " {QeKpri:Q=d"P,Pe Kpa-1}
= Hg,,(C‘P(U,QO,*(M))).

Puis, que
oq  {Kerdy: EP? — EPTL0)
* 7 {Imd,: EP7MY — EPY)
= .HgHgn(C*(u7 QO,*(M)))'

Comme U est un bon recouvrement, on a

H, (C*(U, Qo (M) ={0} si ¢>0
Hy (C* U, Qo (M) = C*(U, Q0,0(M)).

Ainsi, EP° = HP(U,®°(F)) et EP? = {0} si ¢ > 0.

i) Les premiers termes de la seconde suite spectrale peuvent étre calculés de maniére

similaire. On obtient:
E'B = KOP

BP9 = HI(C*(U, D0 p(M)))
E,g’q = Hglng(Cv’*(u’ QO,*(M)))

On peut montrer comme dans [BT, p.94] (ou [Bry]) que Hg(é*(U,Qg,p(M))) = {0} pour
g > 0. Ainsi,

E'?° = H?(M,3°(F))
E'®?*={0} Vg>o.

iii) Nous venons de voir que pour tout ! # 0, By~ = {0} = E';_l’l. Les deux suites
spectrales dégénérent donc au rang 2. Il résulte alors de la théorie générale des suites
spectrales ({Bry, p.17] par exemple) que

H"(K)=E! =E'}° pour tout n.
D’ou le résultat.0
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Cette proposition est utile pour le calcul de la cohomologie de Poisson tangentielle, nous
aurons ’occasion de le voir ultérieurement (section 4 de ce chapitre).

En fait, on peut démontrer le résultat plus explicite suivant:

Proposition I1.2.8
Soit (M, F) une variété feuilletée et vF une distribution transversale de M. Soit U = (U;)
un bon recouvrement de M. Soit (h;) une partition de I’unité subordonnée au recouvrement

U. On peut associer & tout k-cocycle de Cech ¢ = (Cio,...,i ), la forme d" -fermée w. de type
(0, k) définie par

E(k+1)
WelUy; = (—1) 2 Z Cil,...,ik,id"hi1 Ao A d"hik-

R

L’application 1, associant & une classe [c] de H*(U, ®°(F)) Ia classe [w.] de H*(M, ®°(F)),
définit alors un isomorphisme de la cohomologie de Cech dans la cohomologie de de Rham
tangentielle.

Preuve:

On trouve dans [Bry| une construction explicite d’un isomorphisme entre la cohomologie
de de Rham d’une variété différentiable quelconque M et la cohomologie de Cech de M &
coeflicients dans le faisceau constant IRps. Pour démontrer notre proposition, nous allons
reprendre cette construction en remplacant IRy par le faisceau ®°(F) et la différentielle
extérieure d de De Rham par la différentielle extérieure tangente d'.

Comme précédemment, on notera H*(K) la cohomologie totale du double complexe
(K**,6,d") = (C*(U,Qox(M)),8,d"). Une k-cochaine de Cech sera vue comme une k-
hypercochaine de Cech & valeurs dans les fonctions lisses sur M, i.e. comme un élément
de K*°. De méme, une forme de type (0, k) sera vue comme une 0-hypercochaine de Cech
a valeurs dans les formes de type (0, k), i.e. comme un élément de K%*. Maintenant, soit
¢ un k-cocycle de Cech et w une forme de type (0, k) d"-fermée. Dire que les classes [c] et
[w] sont égales dans H¥(K), c’est dire qu’il existe une suite (ag)o<q<k—1 telle que:

- Chaque élément a, est une (k — 1 — g)-hypercochaine de Cech & valeurs dans les formes
de types (0, ¢) et

(Saq)i();---;ik—q = (-1)k—q—1d”((aq—1)iO,---)ik—q) V]' S q S k - 1;

- (Vd”ak—l)i est la restriction de w a Uj;
-bag = —c.
En effet, dans ces conditions, on voit facilement que:

k—1
D(Z ag)=—c+w
q=0

(on rappelle que D = é + (—1)?d" en degré (p,q)).
On introduit maintenant ’application

H: C*(U, Qo k(M) — C* U, Qo (M),
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définie par:

H(a)iy, . i = E hiagi, .. ip-
;

On montre comme dans [Bry] que:

8(H())io,....ip + H(8())io,....i

i, = Qi ..., pour tout p > 0.
En fait, il s’agit d’abord de constater que
P P
( a))lo: 52 Z )JH Zo,...,‘i},...,ip = ZZ( )Jh al 10, l;‘,...,ip.
'= j:O 7

Puis, que:

H(8(a))io,...i, = Z hib(@)iio,... i,

P

= Z hici,,...i, — Z h; Z(_l)]az io
8 i Jj=0

= @iy, ip — O(H(@))ig, .. i

L’application H vérifie donc bien la relation d’homotopie annoncée.

On est maintenant capable de construire les ay récursivement. On part de ap = —H (¢).
Comme 6H(c) = ¢, on aura bien la condition dag = —c. On aura alors,

(ag)iy,.. i = — E RiCiiy,... in-
:

Supposons maintenant que ’on ait 1’égalité

B(agm) = (1) 12" 0y
jusqu’a un certain rang g, alors

6d"ay—1 = d"é6(ay—1) = 0.
En appliquant '’homotopie H a d"a4_4, il s’ensuit que:
d" gy = 6H(d"ag—1).

Ceci nous conduit a poser:

&g = (~1F I B (d ago1).
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Cette relation fournit par récurrence des o, satisfaisant les conditions requises:

(@1)in,. iy = —(—1)F2 Z Cig ir,...ix hi, d' iy

tg,%1

(k=1)(k=2)
(O‘k—l)i = —(—1) : 12k 2 Z Cil,...,ik,z‘hilduhiz AN A d"hik.

i1 yeeyin

Ceci achéve la preuve.0l

Il est possible, mais plus compliqué, d’écrire explicitement le k-cocycle de Cech corres-
pondant & une forme d"-fermée de type (0, k), c’est-a-dire de montrer concrétement la
surjectivité de ¢. A titre d’exemple, considérons les cas k=1 et k = 2.

k=1:

Soit une forme w de type (0,1), d"’-fermée. Sur tout ouvert Ui, on a wyy, = d"f; pour
une certaine fonction f;. Sur U; ;, d'(f; ~ f;) =0 et f; — fj = ¢;,; appartient & °(F). On
construit ainsi un 1-cocycle de Cech ¢ = (¢j,i)- On veut montrer que w — w, est un cobord.
Orsw U, w —w, =w— Z ¢j,id"h;. Notons alors

j

vi=fi+ Y cjihj.
J

On vérifie facilement que ¢; — w1 = 0 sur U; 1, donc ¢; est la restriction & U; d’une fonction
¢ définie globalement. De plus, w — w, = d"¢. D’ou le résultat pour k = 1.

=2:

Soit & présent une forme w de type (0, 2), d"'-fermée. Sur tout ouvert Ui,onawy, =d"o;
pour une certaine forme a; de type (0,1). Sur U;;, on a a; — a; = d" f;: pour une
certaine fonction f;;. Les fonctions Cijk = fij + fik + fr,i appartiennent alors & PO(F)
et définissent un 2-cocycle de Cech ¢ = (¢i k). Vérifions que w — w, est un cobord. On

rappelle que w, = — Z ¢jk,id hj A d"hy sur U;. Posons
J:.k

Bi=ai =Y cjpihid by + a' (> firhe).
k

5k
En utilisant le fait que Z d"hi =0, on constate que f; — B = 0 sur Ui, donc que B; est

k
la restriction & U; d'une forme 8 de type (0,1) définie sur tout M. Par construction, on a
aussi w —w, = d"f. D’ol le résultat pour k = 2.
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11.3 Quelques théorémes connus.

On rappelle ici deux résultats classiques de la théorie des feuilletages. Ces résultats, que
Pon peut trouver dans [DH] et [Va2] respectivement, calculent la cohomologie de Poisson
tangentielle dans certains cas particuliers.

Théoréme 11.3.1 [DH]

Soient (M, F) une variété feuilletée et r un entier naturel. On suppose que le feuilletage
F de M est donné par une submersion Il : M — B pour une certaine variété B (séparée)
et que chaque feuille (connexe) L de F vérifie HL (L) = {0} pour 0 < ¢ < r. Alors

HY(M,®%(F)) = C>(B) si g=0
= {0} si 0<gqg<r
Théoréme I1.3.2 [Va2]

Soient L et R deux variétés différentiables et soit F le feuilletage de M = L x R par les
feuilles L x {z} ot ¢ parcourt R. Alors, si les nombres de Betti de L sont finis, on a

HI(M,®*(F)) = HL (L) ® QP(R).

Preuve:
Soient py,...,p, des g-formes sur L formant une base de HLp(L). Alors, toute forme
d"-fermée sur M, de type (p, q), s’écrit sous la forme

A=ay /\/L1+---+as/\ﬂ's+d”ﬂ

ou les a; sont des p-formes sur R et 3 est une forme sur M de type (p,g —1). Le résultat
s’ensuit.00

Le théoréme suivant est un résultat important issu de [Val, Va2, nous aurons & utiliser
par la suite.

Théoréme I1.3.3 [Val, Va2]

Soit M = S x R une variété de Poisson réguliére de structure de Poisson A transversale-
ment constante par rapport a la distribution transversale vF = TR (i.e. le feuilletage
symplectique F de M = S x R est défini par une structure symplectique fixe de S). Alors,
si les nombres de Betti de S sont finis, on a:

H{(M)= & Hpp(S)®Q "(R).

Remarque 11.3.4

Le théoréme précédent peut étre utilisé pour montrer que, contrairement & la cohomolo-
gie de Poisson tangentielle, la cohomologie de Poisson usuelle dépend non seulement du
feuilletage symplectique, mais aussi de la structure symplectique sur les feuilles. En effet,

49



CHAPITRE II

considérons la variété produit M = S2? x IR’ et notons w la structure symplectique stan-
dard de la sphére S?. Si on munit M de la structure de Poisson réguliére définie par la
méme structure symplectique w sur chaque feuille, alors la cohomologie de Poisson de M
est donnée par le théoréme I1.3.3. Cependant, si on regarde M comme su(2)*\{0} muni
de sa structure de Poisson linéaire issue du crochet de Lie, alors chaque feuille S? x {t}
(t € IR} ) a une structure symplectique différente, & savoir tw, et le résultat du théoréme
n’est plus vrai pour M. (Le calcul détaillé de la cohomologie de Poisson de su(2)*\{0}
sera fait ultérieurement).

II.4 Etude du cas nilpotent.

On revient rapidement sur quelques propriétés importantes des algebres de Lie nilpo-
tentes. Le lecteur pourra se reporter & [ACG1, Bon, Puk, Ver] pour plus de détails.
Soient g une algebre de Lie nilpotente de dimension m et g* le dual de g. Soient encore
G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g et 2 'ouvert dense de g* des orbites de la
représentation coadjointe de G dans g*. On note

89 CeC...Cg, =9

un drapeau de g (dim g; = 1) tel que [g,9;] C g,_, pour tout ; de {1,...,m}. On désigne
par B =(X;,...,X,,) une base de Jordan-Holder adaptée & (9;);, c'est-a-dire

g, =RX:®... 0 RX;

pour tout «. On peut alors stratifier g* (ou Q) de la fagon suivante.
Pour p dans g*, on définit ’ensemble des indices de saut J u par

JH:{J X] ¢gj—1 +gp.}7
oug, ={X€e€g:V¥eg<pul[X,Y]>=0}. Si Ju={/1<...<Jjar},ona
g=gﬂ@]RXj1...69]RXj2r.

Notons A = {J,,u € g*} et pour tout élément J de A, définissons la strate
J *
Gp={ueg :J,=J}

Par construction, chaque strate est un sous-ensemble G-invariant de g* et g* est la réunion

disjointe de ces strates: ;
Y= U B3.
g A o B

Il est important de noter que toutes les orbites contenues dans une strate donnée ont la

méme dimension (égale & card J). De méme, on a:

Q= U &
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ou A™* est ’ensemble des J de A de cardinal maximal.

Les orbites contenues dans une méme strate peuvent étre simultanément paramétrées.
« 1, J . . .
Considérons en effet une strate &5 arbitraire de g* et supposons que les orbites contenues
B

J . .
dans B3 sont de dimension 2r. Alors, on a:

Théoréme I1.4.1 [Puk]

Soient g une algebre de Lie de dimension m, B = (X;) une base de Jordan-Hélder de g et
(X!) la base duale de B. Avec les notations ci-dessus, soient J = {71,-.-,j2r} et QSLJ; la
strate correspondant a J. Alors, il existe des fonctions RJJ (1<j3<m):

Rjj : 6{3 x R*" -5 R
J

(/‘Layju' . -ayjz,-) = R] (,u'ayju' . '7yj2r)7
rationnelles, réguliéres sur 051{» x IR®" et telles que:
1) Pour u fixé, les fonctions R}-I ne dépendent que des y;,,...,y;, o j, < j < jp41 et sont
polynomiales en ces variables;
11) 51.7 = jh a,ppa.rtient a J7 R}Ih (,U,, Yjp9 - ’ijT) = Yj, bour tout £y
iii) Soit pu € &3, alors I'orbite O, de p est:

m
Oﬂ = {Z R_;'I(:Ua Yjase-- 7yj2r)X; “Yjrire e Y, € 1R2r}7
i=1
et Iapplication v : R*™ — g* définie par
m
lv(ij T ’yj2r) = ZRf(/J’ayj17 s 7yjzr)
i=1

réalise un difféomorphisme de IR?" dans Oy;
iv) Pour y € IR?, fixé, les fonctions u € Qﬁi, > R}-I(y,y) sont constantes sur les orbites
contenues dans 6{3.

De maniere plus précise, avec la formulation de [ACG1, Ver], il existe sur g*:

(i) m — 2r fonctions polynomiales z1,. .., zm—ar

(ii) 2r fonctions rationnelles pi, ..., pr,q1,.. ., q- réguliéres sur Q‘S{;

telles que

- les fonctions polynomiales zy,. .., z,_o, séparent les orbites contenues dans @{3;

- pour chaque orbite O contenue dans @113, il existe un symplectomorphisme (une carte de
Darboux globale) ¢ : O — IR?*" défini par les fonctions Pi, q;-

Ces fonctions p;, g;, 2; peuvent étre obtenues & partir des applications R/ du théoréme
précédent: pour les p;,q;, on étudie ’application v; et on peut prendre pour zp(z) les
fonctions R (z,0) pour tous les [ n’appartenant pas a {j1,...,J2r} (ce qui donne bien

m — 2r fonctions 2z au total).
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La premieére state, notée Vg, a des propriétés supplémentaires: c’est un ouvert de Zariski
dense dans g*, elle ne contient que des orbites de dimension maximale (disons 2d), et les
fonctions polynomiales 21, ..., zm—24 séparant les orbites de Vp sont G-invariantes. ( Ce
dernier point est propre a la premiére strate. En fait, pour une strate secondaire QS{; # Vp,

les fonctions zy ne vérifient pas forcément H,, = {zk,.} = 0 en dehors de @é.)

De plus, si on identifie 'algebre symétrique S(g) de g a l’algébre des fonctions poly-
nomiales sur g* et si on note S(g)¢ le sous-anneau de S(g) des fonctions polynomiales
G-invariantes, alors le corps des fractions de S(g)© s’identifie au corps des fractions ra-
tionnelles IR(z1,...,2m—24) en les variables z; [Dix].

Dans la suite, nous dirons que Vp est Pouvert générique associé a la base B, les or-
bites contenues dans Vg seront appelées orbites génériques et les fonctions polynomiales
Z1,.-.,Zm—24 qui leur correspondent seront les invariants génériques. On peut tout de suite
dire que la cohomologie de Poisson tangentielle de Vg est acyclique en degré supérieur 3
zéro: le feuilletage symplectique de Vg étant un feuilletage produit par des feuilles con-
tractiles (voir le théoréme I1.3.1). Dans la proposition qui suit, on montre que ’on peut
meéme s’affranchir du choix de la base B.

Proposition 11.4.2
Soit g une algébre de Lie nilpotente. Soit gVB I'union de tous les ensembles génériques

associés a toutes les bases de Jordan-Hélder B de g. Désignons par A la structure de
Poisson réguliére de %VB. Alors,

HR,tan(% VB) = I(g VB) et HX,tan(g VB) = {0} Vg > 0.

Preuve:
La projection II : gVB — (g Vg)/G étant une fibration localement triviale, donc une

submersion et les orbites contenues dans % Vg étant toutes connexes et cohomologiquement

triviales, le résultat est une conséquence directe du théoréme 11.3.1.00

Remarque 11.4.3

Nous savons bien que l'ouvert générique Vg est en général inclus strictement dans la variété
2 des orbites de dimension maximale (voir [SG] par exemple). Malheureusement, I’'ouvert
L};VB peut étre lui aussi strictement plus petit que 2. Cela est notamment le cas pour les

algebres de Lie filiformes (définies dans [CG], voir aussi [BLM, Go-Kh]), pour lesquelles

tous les Vg coincident et sont distincts de €.

Nous insérons ici un résultat qui est pratique a utiliser et qui permet de traiter facilement
de nombreux exemples.

Proposition I1.4.4

Soient g une algébre de Lie nilpotente de dimension m, g* le dual de g et G le groupe
de Lie connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g. Notons 2 la variété des or-
bites de dimension maximale (égale 4 2d). Soient enfin B = (X;) une base de Jordan-
Holder de g, Vg Pouvert générique associé a cette base B et zi,...,2m—24 les invariants
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génériques séparant les orbites de Vg. Si désigne un ouvert de ) tel que les fonctions
polynomiales zi,...,zm_24 séparent les orbites contenues dans €} et tel que les vecteurs
dz1(p), - .., dzm—24(p) sont linéairement indépendants pour tout point p dans Q, alors Ia
cohomologie de Poisson tangentielle de § est acyclique en degré supérieur a zéro i.e.

H an(Q) = I() et HE () ={0} Vg>o0.

Preuve:

Il s’agit de montrer qu'il existe sur ’espace des orbites /G une structure de variété
pour laquelle la projection canonique II :  — Q/ G soit une submersion. La proposition
résultera alors du théoréme I1.3.1. Nous savons ([Die] ou [Bou]) qu’il suffit pour cela de
montrer que le graphe ¥ de la relation d’équivalence d’appartenance & une méme orbite
est une sous-variété fermée de ) x ). Définissons donc I’application f:

fIxQ— R 2
(1sm) = (21(p) = 21(n), - -, Zm—2a(p) = Zm—24(n))-
Il est clair que f est indéfiniment différentiable. De plus, & = f~'(0) est non vide car
A={(p,up):peQ}Cx.
D’autre part, pour tout couple (g, n) de £71(0), la différentielle fi(u,n) de f au point (u,n)

est de rang m — 2d d’aprés I’hypotheése faite sur les z. o
Il en résulte que X est une sous-variété plongée et fermée de Q) x (2, ce qui achéve la preuve.O

Remarque 11.4.5

Si un certain ouvert () satisfait les conditions de Ia proposition I1.4.4 pour une base de
Jordan-Hélder, alors il les satisfait pour toutes les autres bases de Jordan-Hélder. En effet,
les invariants génériques z1,. .., zm_24 relatifs 3 une base B donnée générant le corps des
fractions de S(g)°, le fait que les orbites coadjointes contenues dans ) soient séparées ou
non par les fonctions polynomiales zy, ..., 2y, _9q ne dépend pas du choix de la base B.

Comme on peut le voir en étudiant les exemples de Pedersen [Pel, Pe2], il existe
des algébres de Lie nilpotentes pour lesquelles les propositions I1.4.2 et I1.4.4, et plus
généralement le théoréme I1.3.1, ne permettent pas de calculer la cohomologie de Poisson
tangentielle de .

Etudions ici en détail le cas de g = 94,1 Cette algebre de Lie filiforme a pour crochets:
[X4, Xa] = Xa, [X4, X2 = X1,

Dans la suite, on identifiera g* avec IR* au moyen du systéme de coordonnées (z;) de g*
associé a la base (X;). Les orbites coadjointes de dimension 2 sont de deux types.

Il y a d’une part les orbites des points g = (u1, 2, 43, pt4) olt 41 est non nul; ce sont des
cylindres paraboliques de la forme

2u1p3 — pj + s*
24

OM = {(:ul’s> 7fult) : (37t) € ]R'2}
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D’autre part, il y a les orbites des points u = (0, 12, u3, f14) Ot pg est non nul; ce sont
des variétés affines de la forme:

O, = {(0, pa, s, p2t) : (s,t) € R?).
Pour cet exemple, la variété des orbites de dimension maximale est donc:

Q= {($1:$2,$3=$4) e€g: x% —i-:cg # 0}.

On voit aussitét que les polyndomes génériques invariants associés & la base (X;), & savoir
2 ’, . .
z1 = x; et 29 = x5 — 2x37,, ne séparent pas les orbites.

60
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Figure 1: Les orbites des points (0,1,0,0), (0,—1,0,0) et («,1,0,0)
pour 0 < |a| < 0,1.
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En fait, 'espace des orbites 2/G (si G désigne le groupe de Lie connexe et simplement
connexe d’algebre de lie g) n’est pas séparé. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les
orbites O1 et O~ des points (0,1,0,0) et (0,-1,0, 0). Notons un instant II la projection
II : @ — Q/G. Pour tout voisinage ouvert U (resp. V) de OF (resp. 07), I~1(U)
(resp. II™!(V)) est un ouvert de 2 contenant (0,1,0,0) (resp. (0,—1,0,0)). Alors, comme
Pillustre la figure ci-dessus, II™'(U) N II7}(V') rencontre les orbites des points (a, 1,0, 0)
pour « suffisamment petit. Il en résulte que Pintersection U NV = I(II~1(U) n TT-1(V))
est non vide, d’ou ’assertion.

Quelle est donc la cohomologie de Poisson tangentielle de ?
Déja, nous savons que HX’tan(Q) = I(Q).
Pour étudier H}x,tan(Q), il faut d’abord constater que tout champ de vecteurs tangentiel
X est de la forme X = ad, + bH,, ol a,b appartiennent & C®(Q) et que o(X) = 0 si et
seulement si

® H;, (b)+ 04(a)=0.

Nous nous proposons maintenant de ramener 1’étude de H}.,..(2) & la résolution de
I’équation aux dérivées partielles suivante

H$4(g) =a
ou a et g ne dépendent que des variables z;, z5, z3.

Supposons donc que X = ad, + bH,, satisfasse o(X) = 0, c’est-a-dire que # soit vrai. Il
existe f € C*°(R) tel que X = of si et seulement si

X(d&),) =0'.f(d$1) = _{fazz} VZ,
ou, ce qui est équivalent, si et seulement si
b= —04(f) et a= Hg(f).

Ainsi, 'existence de f équivaut & l'existence d’une fonction g(z) = g(x1, z2, z3) vérifiant

f(f'?):/ —b(z1,22,23,t)dt + g(z1, 22, 23)
0

et
H, (f)() = — / H, b1, 22,75, 0)dt + Hy(g)(z) = alz).

Compte tenu de #, cela signifie

H, (f)(z) = / " Bu(a) (1, 52, 0, 8)dt + Hy ()(2)

= a($1,$2,$3,$4) - a($1,$2a$3,0) + H,_.4(g)(:v)

= a($17$27$37 '774)7
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et donc, comme annoncé, que H,,(g)(z) = a(z1, z2,23,0).0
On montre alors

Lemme I1.4.6
Soit a = a(z1,2,z3) une fonction de C=(Q). S’il existe une fonction g =g(z1,72,23) de
C>(Q) tel que H,,(g) = 2205(g9) + 7102(g) = a, alors

) ! 1 2 _ds
lim a(zy,8, —— 4+ —)—
z:—0 /4 2z, 21 1
doit exister.
Preuve:

En utilisant le changement de variables

_ s T S
Uu=2xz— , U= W = Ty,
221 T

on montre que, sur Pouvert U = {z € M : z; # 0}, g est nécessairement de la forme

z2

T 2 t2 2
g(z1,29,73) = /0 ! a(zy,zit,z3 — _2121 + __;1 )dt + (21,23 — 2:121)
72 x2 s2 ds z2
_ et BT et _ T2
_/0 a(z1,8,z3 5, + 5502, + (1, z3 5, )-
Donce . \
1 s _ds 1
1 = _ — )= -
g(l'la 70) /(; a($17s7 2:1:1 + 2:1:1 1 +C(.’131, 2$1)
et L )
- 1 s« _ds 1
7—170 = 'y T N o /T Yy o/
g(wl ) /(; a(ml 5 21’1 + 2:131 1 + C(-Tl 2331)
1 2
1 8° . ds
A- .7 ’170 - ’—1)0 = 12y T 5 o /-
insi, g(z; ) — g(zy ) /_1 a(zy,s 22 + 22:1)331

Le lemme résulte de la continuité de g en les points (0,1,0) et (0,—1,0).0

Tandis que les feuilles de  sont cohomologiquement triviales, le premier espace de la
cohomologie de Poisson tangentielle, H }than(Q), de Q est énorme. En effet, nous avons

Proposition I1.4.7

Soit G le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g = 941- On note
encore ( la variété des orbites de dimension maximale associée & g et A sa structure de
Poisson réguliére. Enfin, on désigne par S(g)° (resp. A(g)®) I’anneau des fonctions sur
g%, polynomiales (resp. analytiques) et G-invariantes. Pour tout a > %, on introduit les
champs de vecteurs T, = t,0, et K, = k,04 ot

a
1 1 exp(m)

RCGETIR (22 +22)?

a =

ta
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(i) Alors, les classes [T,] générent un IR-espace vectoriel de dimension infinie.

(ii) Les classes [K,)] sont linéairement indépendantes non seulement sur IR mais aussi sur
S(g)€ (ou encore sur A(g)®), i.e. H} 1, () n’est pas de type fini en tant que module sur
S(g)¢ (ou A(g)%).

Preuve:

Pour tout 0 < z; < 1, nous avons

1 71 d 1
[t [ ot 2 gk
o (@1 +s2)*z; o (=i + s?)exy 2%z1®

et
1 T 1
ds /1 ds ds 1 1
— " < St <e Va > =
/0 (z% + s2)ox o (23 +s2)egy z, S2%T1 * gl ( 2)
P
ou ¢, = 22:' Supposons maintenant que pour un certain p, Z AoilTo;] = 0, les Ay,

=1
appartenant a IR. Par le lemme 11.4.6,

/ Z Aot T ?)aray (z? + 32)“*:c1

doit avoir une limite lorsque z; tend vers zéro. Or, si 0 < z; < 1,

/\a d Ao
B> | / el / pds
.Z‘ +32)ap 371(:1:1 _|_32)0t; 1

_|/1 dasds
- Jo ma(a] + )

> |’\ap' _ "\ap 1Icap 1 . l/\mlcm
T

On voit donc aussitét que Aq, doit étre nul et, en répétant 'argument, que \,, = 0 pour
tout ¢. Par suite, les classes [T,] engendrent un IR-espace de dimension infinie et on a
montré (i).

Le point (ii) se prouve de maniére analogue, il suffit pour cela de constater que

1 2exp( =5 1 2sexp(—=2—)
/ Gind dSZ/ BT T
0 0

.’L'+322 $2+522
1 1

1 « «
> ~(exp(—5) — .
> a(exp(xﬁ) eXP(:B% n 1))

et

/1 2exp(ﬁ;) - 2exp(;°‘?) -
0

S
(@t +s2)2 7 2
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Pour finir I’étude de cet exemple, nous allons montrer que Hi’tan(ﬂ) est trivial. Soit A
un 2-tenseur tangentiel. Nécessairement,

A= QOA = Q0($284 A 63 + .’17134 A 82)

pour une certaine fonction ¢ dans C*°(Q) et 0(A) = 0. Il nous faut donc trouver un champ
de vecteurs tangentiel B tel que A = o(B), ou ce qui est équivalent des fonctions a, b de
C(Q) telles que H,,(b) + 84(a) = ¢. On voit immédiatement que les fonctions

T4
a:/ (1, T2,73,t)dt et b=0
0

conviennent. On a donc bien HY ,. (Q) = {0}.

Notons que la trivialité de Hf\’tan(ﬂ) se déduit aussi des propositions I1.2.7 et I1.2.8 qui
identifient la cohomologie de Poisson tangentielle avec une cohomologie de Cech. En effet,
on peut facilement trouver un bon recouvrement de {2 sans intersection triple non triviale.
Enfin, le rang de Q étant égal & 2, nous avons aussi H]{’tan(Q) = {0} pour tout k£ > 2.

Remarque (et convention) II1.4.8

e Pour démontrer le point (ii) de la proposition I.4.7, nous avons utilisé implicitement
Pintégrité des anneaux S(g)¢ et A(g)®. Nous conjecturons que H}X’tan(ﬂ) n’est pas non
plus de type fini en tant que I(Q)-module.

® Dans la suite, chaque fois que nous dirons d’un espace de cohomologie HK’tan(Q) ou
Hf () de I'ouvert Q (relatif & une algebre de Lie g donnée) qu’il est infini, nous sous-

entendrons qu’il est de dimension infinie & la fois en tant qu’espace vectoriel et en tant que
module sur S(g)¢ ou A(g)S.

Remarque I1.4.9

Les calculs de cette section 4 montrent que tous les produits-star tangentiels sur Ug Vg (et
sur tout §) satisfaisant les conditions de la proposition I1.4.4) sont équivalents, en raison
de la nullité du second espace de cohomologie de Poisson tangentielle (cf. appendice A.2).
Et il en est de méme pour I'ouvert dense Q des orbites de dimension maximale de 911

I1.5 Le cas des variétés de Poisson régulitres de dimension 3.

Dans cette partie, (M, A) désigne une variété de Poisson réguliére de dimension 3. On
exclut le cas trivial ot A =0, i.e. M est supposé de rang 2. Pour déterminer les espaces
de cohomologie H} (M) de M, nous nous inspirerons des calculs faits dans [Va2].

Dé.]é'v HOA(M) = HOA,tan(M) = I(M)
De plus,

e V(M) :0(Q) = 0}

Hi(M) = {Q .

"= T or Fecmany

Choisissons une distribution transversale vF de M. Tout élément Q de V(M) se
décompose alors de maniére unique sous la forme

Q=Qo1+ Q1o
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o1 Qo,1 et Q1,0 sont de type (0,1) et (1,0) respectivement. Ainsi, o(Q) = 0 si et seulement

si 0(Qo,1 + @1,0) = 0 ou encore si et seulement si

o'(Qo,1) + ' (Q1,0) + 0" (Qo,1) + 0" (Q1,0) = 0,

donc, puisque o' est de degré (-1,2), si et seulement si
puisq &

0'(Q10) +0"(Qo1) +0"(Q10) =0,

c’est-a-dire si et seulement si

c"(@10) =0 et o'(Q10)+0"(Qoa)=0.

Considérons donc I’application linéaire p définie par

p: Hy(M) — Vy o(M)
[A] — Ao
ou
Vio(M) ={A €V, o(M):c"(A) =0}.
Par suite,
H(M) ~ Ker(p) ® Im(p).
Or,

Ker(p) = {[A] € Hy (M) : A; o = 0}
_ {A € Vo,l(M) : O'(A) = 0}
— {of: feCx(M)}
_{A eV (M):0"(A) =0}
~ {o"F: feCx(M)}
= H}\,tan(M)'

De plus,

Im(p) ={A €Vio(M):6"(A)=0 et IB€Vp1(M)/c'(4) +¢"(B) =0}.

Calculons maintenant le deuxiéme espace de cette cohomologie:

2 _{QeVv*(M):0(@) =0}
HAM) = =007 v e viony)
_AQ =Qo2 + Q11 € VX(M): 0"(Q11) =0}
- {U(V)IV=%,1+‘/1,0 EVI(M)}

{Qo,2 € Vo 2(M)} o {@1,1 €V (M) a"(Q1,1) =0}

T 0" Vo) + o' (Vio)} {o"(Vi0)]
{Q0,2}
{"(Vo1)}  {Q11:0"(Q11) =0}

T oo (M) © T {o"(Vao)}

H} 1un(M) Ker(apy,  an)
c(Vio(M)) = o"(Vio(M)) ~
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Le troisiéme espace s’obtient de maniére similaire:

3 . {Q1,2} _ {@i2} Via(M)
M) = et Vi)~ (" (ha)} ~ s ())

Nous avons déja vu que (@4 Q,4(M),d") et (B, Vs 4(M),0") sont des complexes de
I(M)-modules isomorphes. D’autre part, il est toujours possible, pour tout p, g, de définir
un isomorphisme entre €2, ,(M) et Vp o(M). 11 suffit pour cela de considérer une métrique
euclidienne sur v*F (cf. [Va 2]). On obtient ainsi un isomorphisme entre v*F @ T*F et
vF @TF, isomorphisme qui se prolonge naturellement de Q, (M) dans V, ,(M). Cepen-
dant, cet isomorphisme n’est pas en général un isomorphisme de complexes. Dans la
proposition qui suit, nous donnons une situation simple ot les complexes de I( M )-modules
(DgVp,o(M),0") et (Bg Qp,g(M),d") sont effectivement isomorphes pour tout p. Ceci nous
donnera plus de renseignements sur les espaces H}(M).

Proposition I1.5.1

Soient M une variété de Poisson réguliére et F son feuilletage symplectique. Soit aussi
vF une distribution transversale pour M. On suppose que Q1 o(M) et Vy o( M) sont des
I(M)-modules libres de bases respectives (f;) et (X;), et que d"B; = 0 et ¢"X; = 0
pour tout 3. Alors (Dg Vp,(M),0") et (BqQpq(M),d") sont des complexes de I(M)-
modules isomorphes pour tout p. En particulier, HY(M,®?(F)) et Hq(? Vp (M), a"
sont isomorphes en tant que I(M)-modules.

Preuve:

On rappelle d’abord que # : T*M — TM s’étend en un isomorphisme de I(M)-modules
# Qo,q(M) — Vp o(M) vérifiant ¢" o # = —# o d". Considérons alors P'application
# - Qp (M) =V, (M) définie par

#( Z Qiy ..y A ,3,'1 AN...A ﬂ,‘p) = Z (#(ail’___,ip) A Xi1 A A X,’p)

215--05tp T1y..0y1p

ou @, ;, appartient a £ q(M ). 11 est facile de vérifier que # est un 1somorphisme de

I(M)-modules et que 0" o # = —# 0 d". Le résultat s’ensuit.0

Revenons maintenant sur quelques notions élémentaires.

Soit V' — B un fibré vectoriel dont les fibres sont de dimension q. Nous dirons que
V — B est orientable si le fibré AV — B admet une section globale partout non nulle.
51V — B est orientable, il en est de méme de son dual V* — B. Rappelons aussi qu’une
vari¢té M est dite orientable si TM (ou T*M) Pest.

D’autre part, nous dirons d’un feuilletage F sur M, qu’il est co-orientable (ou simplement
orientable) si son fibré normal NF est orientable. Dans le cas important d’un feuilletage
F de codimension 1, il est équivalent de dire que F est orientable et de dire qu’il existe une
l-forme 3, non nulle en chaque point, et qui s’annule exactement sur les vecteurs tangents
au feuilletage. Si tel est le cas, nous dirons que 3 définit F.

En général, 'orientabilité d’un feuilletage F sur M n’implique pas l'orientabilité de M,
ni meéme celle des feuilles de F. Cependant, si (M, A) est une variété de Poisson réguliére
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(de rang 2n), et si F désigne le feuilletage symplectique de M, alors le tenseur A™ définit
une section globale partout non nulle du fibré A>*TF, et le fibré tangent T'F de F est
orientable. Ainsi, le feuilletage symplectique d’une variété de Poisson réguliere M est
orientable si et seulement si M est orientable.

Proposition I1.5.2

Soit M une variété de Poisson réguliére de dimension 3 et de rang 2. Soit F son feuilletage
symplectique. On suppose que M est orientable et que I’on peut choisir une 1-forme 3
définissant F telle que df = 0. Alors,

(i) les deuxiéme et troisiéme espaces de la cohomologie de Poisson de M sont donnés par

2 ~ H2,tan(M)
HYM) > 50 5

H{ (M) ~ H*(M, @' (F));

@ H'(M,2'(F))

(ii) les I(M)-modules HY 4o (M) et HY(M,®(F)) sont isomorphes pour tout g.
Preuve:

Identifions le fibré normal NF de F & un sous-fibré vF de TM. Comme M (ou F) est
orientable par hypothése, on peut trouver un champ de vecteurs X sur M , partout non
nul, de sorte que, pour tout z, v, F (resp. v:F) soit engendré par X, (resp. (8,). Par
construction, ¢"X = 0 et df = d”8 = 0. De plus, Q; o(M) et V1,0(M) sont des I(M)-
modules libres isomorphes de bases respectives (8) et (X). Le point (i) est donc une
conséquence directe de la proposition I1.5.1.

Pour prouver (ii), on introduit ’application ® : H1(M, 3°(F)) — HI(M, ®'(F)) définie
par ®([a]) = [ A f] pour tout a € Qg (M) vérifiant d"a = 0. L’application est bien
définie car si « et o sont deux formes de type (0, q) de méme classe dans H 1I(M,®%F))
alors il existe une forme v de type (0,¢ — 1) telle que o — o/ = d". Ainsi,

(a—a)AB=d"(v)AB=d"(yAB)

donc a A B et o' A 8 sont bien de classe identique dans H?(M, ®1(F)).
De méme, on vérifie que [ A 8] = 0 implique [a] = 0, d’olt V'injectivité de ®.
Finalement, prenons une classe [w] dans H(M ,®1(F)). En tant que forme de type
(1,9), w s’écrit de maniére unique sous la forme w = a A B ol a est une forme de type
(0,9). On en déduit que [w] = &([a]) donc que ® est surjective.O

I1.6 Excursion & travers les algébres de Lie de dimension 3.

Toute algebre de Lie, répétons-le, donne naissance & une variété de Poisson réguliére:
I'union €2 des orbites coadjointes de dimension maximale. Dans la suite, nous proposons
d’étudier la cohomologie de Poisson tangentielle et non tangentielle de Q pour chaque
algebre de Lie de dimension 3.

On rappelle d’abord [Br| que toute algébre de Lie de dimension 3 non abélienne est
isomorphe a exactement une des algébres de Lie de la présente liste:
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- Une algebre de Lie nilpotente: celle de Heisenberg définie par [Xi, Xo] = X3;
- Une algebre de Lie résoluble non exponentielle ¢(2) définie par les crochets:
[X1, Xo] = X3, [X1, X3] = Xo;

- Plusieurs algébres de Lie résolubles exponentielles:

* Palgebre de Lie du groupe affine défini par:

[X1, Xa] = Xo;

* la “book algebra”:

[X1, Xo] = Xy, [X1, X3] = X5;

* les “algebres de Lie de Grélaud”:

[Xl,Xz] =X, — O'Xg, [Xl,X3] =Xs+o0Xy o> 0;

* [ X1, Xo] = X, [ X0, X3] = %Xs T>1

X1, Xo] = Xo + X, [X1, X5] = X

* [ X1, Xo] = X, [X0, X3] = —X5;5

X1, Xol = Xy, [X1, Xs] = 2X3 1< -1

- Deux algébres de Lie simples:

su(2) et sl(2).

Commencons par étudier les cas simples.

a) L’algébre de Lie de Heisenberg.

Cette algebre de Lie nilpotente est définie par le crochet [X;, X5] = X3.
Pour cet exemple, les orbites non réduites & un point sont des plans et la variété de Poisson
réguliere (2, A) est
Q= {(3:172:273;3) < T3 7é 0}7

munie de sa structure de Poisson A. On identifie Q & la variété produit IR? x R* au
moyen de la carte de Weinstein associant & un élément z = (z1,z2,73) de Q le point
(P=:v1,q = %)Z =£L'3).

D’apres le théoréme I1.3.1 (ou le théoréme I1.3.2), la cohomologie de Poisson tangentielle
de Q est acyclique en degré supérieur a zéro.

Par ailleurs, A est tranversalement constante relativement & la distribution transversale
vF = TIR*. Ainsi, par le théoréme I1.3.3 (ou par calcul direct), nous obtenons:

HE(Q) = HY 44n(Q) = I(Q) = C*(IR*)
HA(Q) ~ {udz 1 u € I(Q)} ~ I[(Q)
HY Q)= {0} VEk>1.

b) L’algébre de Liee(2)du groupe euclidien.

Les crochets de cette algébre de Lie sont:
[X17X2] = -X3, [X17X3] = X.

Les orbites de dimension 2 sont des cylindres C, caractérisés par leur rayon r > 0. La
variété de Poisson réguliére (2, A) est donc

Q = {(z1,22,23) € ¢(2)" : 22 + 22 £ 0},
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munie de sa structure de Poisson réguli¢re A. On identifie Q 3 la variété produit TR x Tx R%
au moyen de la carte de Weinstein qui & un élément z de Q, associe le point (p, g, r) ou

p==x;, €e'9= __—272:-'53732, r=/z% + 3.
Ve, + x5
D’apres le théoréme I1.3.2, la cohomologie de Poisson tangentielle de Q est la suivante:

H} 10n(Q) = I(Q) = C=(IR})
H} 1,(Q) ~ Hpp(R x T) @ C(IRY)

= {lp(r)dq] : p(r) € I(Q)} ~ I(Q)
Hf 0n(Q) =~ {0} VE>1.

De plus, A est 1 encore transversalement constante relativement & la distribution transver-
sale vF = TIR}. Donc, d’aprés le théoréme 11.3.3, la cohomologie de Poisson de §2 est
donnée par:

HA(Q) = I(Q)
HA(Q) ~ Hy 4,n(Q) @ {udr:u e I(Q)}
~ I(Q) & I(Q)
HE(Q) ~ Hpp(R x T) ® Q'(R})
=~ {[p(r)dg Adr] : p(r) € I(Q)} ~ I(Q)
HYQ)={0} Vk>2.

c) L’algébre de Lie a du groupe affine.

Le seul crochet non nul est:
(X1, X2] = X,.

Les orbites non triviales sont des demi-plans (z3 et sign(zy) fixés). La variété de Poisson
réguliere (€2, A) est:

Q= {(z1,22,23) € a* : 25 £ 0},

munie de sa structure de Poisson réguliére A. Dans cet exemple, Q s’identifie A R* xR xR

par le biais de la carte de Weinstein qui & un élément z de Q associe I’dlément (p,q,2)
défini par

P=22, ¢q=——, z=13.
D’apreés le théoréme I1.3.1 (ou I1.3.2), la cohomologie de Poisson tangentielle de Q est
acyclique en degré supérieur & zéro.

De plus, la structure de Poisson A est transversalement constante par rapport a la distri-
bution transversale vF = TTR. Ainsi, d’aprés le théoréme I1.3.3, la cohomologie de Poisson
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de Q est la suivante:

H{(Q) = HY 10n(Q) = I(Q)
~ C(({1} x R) U ({~1} x R))
~ C*(R) ® C*°(IR)
HA(Q) ~ {udz:u € I(Q)} ~ I(Q)
HY Q) = {0} Vk>1.

d) La book algebra.

Cette algébre de Lie est donnée par les crochets suivants:
(X1, X2] = X5, [X1,X3] = X.
Les orbites non triviales sont caractérisées par un invariant 6 et sont de la forme
Op = {(s, €' cos(8), e* sin(8)) : (s, 1) € R?}.
La variété de Poisson réguliere (2, A) est
Q= {(z1,22,73) : 23 + 23 # 0},

munie de sa structure de Poisson réguliere A. Comme dans les exemples précédents, Q
s’identifie & la variété produit IR x IR x T par la carte de Weinstein qui a ’élément z de O
associe le point (p, ¢, §) défini par

T2 3

1 2 2 18
p==z1, q=-ln(z;+23), €Y= -—"o——1-2.
! 2 () s) \Vz3 + z2

D’apres le théoréme I1.3.1 (ou II.3.2), la cohomologie de Poisson tangentielle de € est
acyclique en degré supérieur & zéro.

A nouveau, A est transversalement constante relativement 3 la distribution vF = TT La
cohomologie de Poisson de Q est donc:

HX(Q’) = Hx,tan(g) = I(Q) = Coo(m
Hy(Q) = {udb: u € I(Q)} ~ I(2)
HY Q) ={0} Vk>1.

e) Les algébres de Lie de Grélaud.

Ces algebres de Lie, étudiées par Grélaud dans [Gré], ont pour crochets
[X]_,XQ]ZXQ—O'X;;, [X17X3]=X3 +0X2 o>0.

64



CHAPITRE I

Les orbites coadjointes de dimension 2 peuvent étre vues comme une version “spirale” de
la book algebra, elles sont paramétrées par un invariant 6 et sont de la forme

Op = {(s,€" cos(8 + ot), e* sin( + o)) : s, € R}

ou @ est défini par
gt — T2 _sein(edtad)

Vi + 22

La variété de Poisson réguliére associée est:
— N
Q={(z1,72,73) : 25 + 23 # 0},

munie de sa structure de Poisson réguliére A. Comme pour la book algebra, on identifie
a la variété produit IR x IR x Tet la cohomologie de Poisson tangentielle de Q est acyclique
en degré supérieur & zéro.

De plus, A est transversalement constante par rapport & la distribution vF = TT La
cohomologie de Poisson de  est donc:

H{(Q) = HY 1, () = I(2) = C=(T)
Hi(Q) = {udd:u € I[(Q)} ~ I(Q)
HYNQ)={0} VE>1.

f) Des variantes de la book algebra.

Considérons la famille d’algébres de Lie définie par les crochets:

X
(X1, Xa] = Xo, [X1,X5] = 73 T > 1.

Les orbites de dimension 2 peuvent étre paramétrées comme suit:

O, = {(s, e'tm,e'%m) (s, 1) € IRZ},

elles sont toutes de cohomologie de de Rham triviale (en degré supérieur  0) et la variété
de Poisson réguliere (Q, A) est:

2= {(37171:272:3) : ;E% +.’IZ§ # 0}7

munie de sa structure de Poisson réguliére A.
Il s'agit maintenant de montrer que le feuilletage symplectique F de Q est induit par une
submersion IT de Q2 dans le cercle S. Pour ce faire, introduisons I’application

F:R xR*\{(0,0)} - R

définie par
2t
F(t,z2,23) = e %25 + e~ 723 — 1.
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Le théoréme des fonctions implicites affirme lexistence et l'unicité d'une fonction
indéfiniment différentiable ¢ : R*\ {(0,0)} — R telle que

F(ga(xz,:vg),:cz,xg) =0 V(IEQ,-’Eg) € ]R,Z\{(O,O)}

Ses dérivées partielles de premier ordre sont les suivantes:

Définissons maintenant ’application IT : @ — S! par

(;(;1’:1;2’;1;3) — H(:Ul,.il}z,l'g) = (6“‘1’(:62,1:3)1:2, 6_“P£$T—2,z§2x3)-

I est facile de vérifier que II est une submersion et qu’elle induit le feuilletage de Q. Ainsi,
par le théoréme I1.3.1, la cohomologie de Poisson tangentielle de Q est acyclique en degré
supérieur a zéro (il en était de méme pour la book algebra).

D’autre part, on observe que 2 est orientable et que son feuilletage symplectique F est
défini par la 1-forme 8 = d ol § est donné par

— k. 22
et = e Yro +1e™ 3.

On déduit donc de la proposition I1.5.2 que, comme pour la book algebra, la cohomologie
de Poisson de 2 est donnée par:

HX(Q) = HX,tan(Q) = I(Q)
Hy(Q) ~{udb:uec ()}~ I(Q)
HF Q) ~ {0} Vk>1.

Un exemple tout & fait analogue au précédent: ’algébre de Lie définie par les crochets
[X1, X2] = X5 + X3,  [X1,X3] = X,
Dans ce cas, les orbites de dimension 2 peuvent é&tre paramétrées par:

Ou = {(s,7 (2 — pat), e ""pa) : (s,8) € R?},

toutes sont cohomologiquement triviales et la variété de Poisson réguliére (2,A) est &
nouveau

Q= {(:171,:1:2,:1.'3) : .’I:% -|—.'17§ 7é 0}7

munie de sa structure de Poisson A.
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Introduisons maintenant I’application G' définie par
G(t,z2,73) = e **((23 — 23t)* + 25) — 1.

Par le théoreme des fonctions implicites, il existe une unique fonction indéfiniment

différentiable ¢ : R*\{(0,0)} — IR vérifiant
G(ih(z2,23),22,23) =0 V(z2,23) € R*\{(0,0)}.

Ses dérivées partielles sont:

o _ Ty — Y3
Ozz (22— (¥ — 3)z3)? + 123
oY 3 +yizs — ¢z,

0wy (z9— (¢ — 3)z3)? + %mg )
Comme précédemment, le feuilletage symplectique F de Q est induit par une submersion,
a savoir ’application II : @ — S! définie par

H(xl7 T2, $3) = (6—¢(32,23)(x2 - $3¢($2a 'T3))a 6—1‘0(12,1:3)'7:3)-

Par suite, d’aprés le théoréme I1.3.1, la cohomologie de Poisson tangentielle de Q est
acyclique en degré supérieur a zéro .
La aussi, F est orientable et est défini par la 1-forme 8 = df ol 0 est maintenant donné
par

e = e ¥((zy — 23%) + 123).

La cohomologie de Poisson de Q est donc & nouveau:
HX(Q) = Hg,tan(Q) = I(Q)
Hi(Q) ~ {udf:u e I(Q)} ~ I()
HF(Q) ~{0} Vk>1.

g) L’exemple de I’algebre de Lie su(2).

Les crochets définissant la structure d’algébre de Lie de su(2) sont:
(X1, Xo] = X3, [Xo, X5] = X1, [X3,X:1]=X,.

Toutes les orbites coadjointes non triviales sont des spheres de dimension 2 et la variété de
Poisson régulicre (§2, A) des orbites de dimension maximale n’est autre que Q = su(2)*\ {0}
munie de sa structure de Poisson A. On identifie naturellement © au produit S? x R} .
Ainsi, par le théoréme I1.3.2, la cohomologie de Poisson tangentielle de 2 est:

HY 100(Q) = I(Q) = C*(IR})
Hjlx,tan(ﬂ) = {0}
HE 1an(Q) = {[uA] : v € I(Q)}

~ {[uwp] : w € I(Q)} ~ I(Q)
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ou l'on a noté wy la 2-forme feuilletée associée & A i.e.

.’133(1371 A d.l‘z + SBld.'BQ A d$3 + .’ngzg A d.’]?l
r2

wp = (r=1/2? + 22 + 22).

Enfin, pour des raisons évidentes de degré, on voit que
Hll{,tan(ﬂ) = {0} Vk > 2.

Il est & noter que, dans cet exemple, Q s’identifie & un produit du type § x R; cependant,
le théoreme I1.3.3 ne peut pas étre utilisé, A n’étant pas transversalement constante.

Dans la suite, nous proposons de déterminer par calcul direct la cohomologie de Poisson
de (€2, A). Nous avons bien entendu:

HY(Q) = I(@) = C=(RY,).
Introduisons maintenant la 1-forme 8 = dr et le champ d’Euler X = > z;0;, et considérons
la distribution transversale vF dont les espaces v:F (resp. v,F) sont engendrés par 3,

(resp. X;).
On se souvient que H; () s’identifie 3

{A€V10(Q):0"(A) =0etIB € V,,1() tel que o(A) + o"(B) = 0}.
En outre, {4 € V) 0(Q) : 0""(A) = 0} s’identifie & {uX : u € I(Q)}. Et, comme
o(uX) =uo(X) = uA
pour tout u de I(Q) et que la classe [uA] de H,Z\,wn(Q) n’est nulle que si 4 = 0, nous avons
Hy(Q) = {0}.
Nous déduisons du point (i) de la proposition I1.5.2 que

Hﬁ,tan(ﬂ)

2 = 50@)

® H'(Q,®'(F)).

Nous avons vu que V1 o(?) D {uX : u € I(Q)} et que o(uX) = uA pour tout u de I(Q). De
plus, par le point (ii) de la proposition I1.5.2, H(Q, ®(F)) et H}u‘m(Q) sont isomorphes.
Il s’ensuit que

HZ(Q) = {0}.
Cette méme proposition I1.5.2 nous indique que
HY(Q) = H*(Q,8'(F)) et H*(Q,8"(F)) = H} 1un(Q).
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De facon plus explicite, on a

H(Q) = {u[ANX]:ueI(Q)}
~ {ulwpy Adr]:u e I(Q)}
~ I(f2).

Et bien sir
H¥Q)={0} VEk>3.

Remarques I1.6.1

L’algébre de Lie su(2) donne un exemple de variété de Poisson réguliére, a savoir
su(2)*\{0}, qui est exacte mais qui n’est pas tangentiellement exacte. Bien plus, puisque
pour = su(2)*\{0}, H(Q) = {0} et H} ,,,,(Q) # {0}, le cas de su(2) montre qu’il n’y a
pas en général de plongement des espaces de la cohomologie de Poisson tangentielle dans
ceux de la cohomologie de Poisson usuelle, excepté en degré 1.

Nous devons ajouter que la cohomologie de Poisson de su(2)*\{0} a déja été calculée dans
[Xu], par une méthode différente faisant intervenir les groupoides symplectiques. Cette
méthode consiste & ramener le calcul de la cohomologie de Poisson 4 celui de Ia cohomologie
de de Rham de certaines variétés.

Il s’agit & présent d’examiner les algébres de Lie de dimension 3 restantes. Nous verrons
que toutes ces algebres de Lie sont des cas pathologiques.

h) Un exemple intéressant.

Considérons I’algebre de Lie b définie par les crochets suivants:
[X1’X2] :X2a [XI,X3] :—XS-

On notera H le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre de Lie h. Pour cette
algebre de Lie, les orbites de dimension 2 sont soit des composantes connexes de cylindres
hyperboliques z,z3 = const, soit des demi-plans z, = 0, sign(z3) fixé ou z3 = 0, sign(z,)
fixé. La variété de Poisson réguliere (2, A) correspondante est donc

Q= {(z1,29,23) €h*: :v% + 22 £ 0},

munie de sa structure de Poisson réguliére A. Toutes les orbites sont connexes et coho-
mologiquement triviales, cependant le théoreme I1.3.1 ne peut étre appliqué car 'espace
des orbites (}/H, muni de la topologie quotient, n’est pas séparé.
Qu'en est-il alors de la cohomologie de Poisson tangentielle de 27 On a bien str
HX’tan(Q) = I(2). Pour décrire H/lx,mn(Q)a on procede comme pour 941- On constate
d’abord que tout champ de vecteurs tangentiel X est de la forme

X = aal + bH:cl
ou a, b appartiennent & C*(Q). De plus, on montre que o(X) = 0 si et seulement si
H; (b)+ 0i(a) = 0.
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Prenons un opérateur tangentiel X = a8y + bH,, tel que o(X) = 0. L’existence d’une
fonction f de C°(Q) tel que X = o(f) équivaut a l'existence d’une fonction g = g(z2,23)
de C*°(Q) telle que Hy, (g) = a(0, x4, z3).

2 2
Considérons le changement de variables u = Tol3, U = 3%13 Il donne naissance & un
difféomorphisme ¢ de {(u,v) : u > 0} dans {(z3,23) : 2z > 0,z3 > 0} défini par

o(u,v) = (Vo + Vu? + 02

si v>0

u
: )
Vo4 vVu? +0?

go(u,v):(_v+\/m,—v+ u?+v?) st v<0
o(u,0) = (Vu, V).

Cette fonction ¢ se prolonge de maniére naturelle & {(u,v) : u > 0} U {(0,v) : v # 0}. On
notera encore ¢ ce prolongement. On peut alors montrer un lemme analogue au lemme
I1.4.6, a savoir le

Lemme IT.6.2

Soit a = a(zs,z3) une fonction dans C°(Q). Soit g = g(z2,;) également dans C=(Q)
telle que H;,(g) = a et notons A(u,v) = a(p(z2,23)), ¢ désignant le difféomorphisme
défini ci-dessus. Alors, la limite suivante

fm [ D 4,
m N A )
u—0 -1 D4 /u2 + t2

existe.
Preuve:

On a par hypothese, 28, — 2383(¢g) = a. Dans les nouvelles variables, cela s’écrit:

2vu? +v20,(G) = A

ou G = go . Ainsi, G est de la forme:

v 1
G(u,v) = [1 Wdt + p(u).

Par continuité, de ¢ en (0,1) et de g en ¢(0,1) = (v/2,0), G(0,—1) doit exister, donc
lin}J ¥(u) doit avoir un sens. De méme, G(0, 1) existe. Le résultat s’ensuit directement.t3

Ainsi, en utilisant les champs de vecteurs T, = ta0 et K, = k:,al ou

[¢]
. 1 . eXP( (225_'_1:35)2)

= - ¢t =
7 (2} + 22)e * (a2 4223

on peut montrer que Hj ;,.() est infini.
Ensuite, on voit soit par calcul direct soit par un argument de Cech que HE ,..(Q) = {0}.
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Et comme §) est de rang 2, on a méme H}{’tan(Q) = {0} pour tout k > 2.

La cohomologie de Poisson de {2 est donnée par la proposition I1.5.2. En effet, le feuil-
letage symplectique de 2 est orientable et est défini par la l-forme 8 = z3dz3 + z3dz,

(45 = 0). Ainsi, s on note X = 7205 +2s%

on a
2 2
z5 + x3

HE(Q) = 1(Q)
Hy(Q) = H} 130 (2) ® {uX : u € I(Q)}
H;(Q) ~ HY(Q,9Y(F))
= H}x,tan(Q)
H}(Q) ~ H*(Q,8'(F))
= HX,tan(Q) = {0}
HY Q) ={0} VEk>3.

On voit que les espaces Hj () et H2(Q) font intervenir H A,tan(€2), donc qu’ils sont infinis.

Remarques 11.6.3
Considérons la famille d’algébres de Lie suivante:

1
[Xl,le = Xs, [X1,X3] =-X; 7<-1.

T

Pour ces exemples, la cohomologie de Poisson tangentielle de 2 est essentiellement la méme
que celle rencontrée pour Y (la structure des orbites y est similaire). Par contre, le calcul
de la cohomologie de Poisson semble plus difficile 3 obtenir.

i) Le cas de s((2).

Les relations de commutation de 5l(2) sont:
(X1, Xo] = =X3, [X3,X:1] = X5, [X3,X2]=-X,.

La forme de Killing permettant d’identifier ’algebre de Lie sl(2) & son dual s[(2)*, les
orbites coadjointes coincident avec les orbites du groupe SL(2,IR) opérant par action
adjointe sur s{(2). Les trois orbites que sont

Wo = {0};
Wi = {(b1, p2,p3) : 163 + 3 — pd = 0, 3 > 0},
W_ = {(p1, p2, p3) : p? + pl — 2 =0,pu; < 0}

constituent le cone nilpotent.
Les points situés & l'extérieur du céne ont pour orbites des hyperboloides & une nappe
(asymptotes au cone nilpotent):

Wk ={(N17ﬂ27ﬂ3):/“%_f-tug—:ug:kz} (k>0)
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Et les orbites des points situés dans chacune des composantes de l'intérieur du céne sont
données par des moitiés d’hyperboloides & deux nappes (asymptotes aussi au céne nilpo-
tent):

Wh:{(ﬂlau%ﬂ’?»):lj’%+”%_ﬂ§:_h27#3h>0} (h?é())

La variété de Poisson réguliere (2, A) est donc:
Q= {(21,22,23) € s(2)" : 21 + 25 + 25 # 0},

munie de sa structure de Poisson réguliére A. Comme dans I’exemple précédent, 1’espace
des orbites est clairement non séparé. Nous proposons maintenant de décrire la cohomolo-
gie de Poisson tangentielle de (2, A).
Comme toujours, H} ,,.(Q) = I(Q). Qu'en est-il de H} ,,.(Q)? Prenons un champ de
vecteurs tangentiel X de la forme ’

X =aH,,

ou a appartient a C*°({). Dire que X = of pour une fonction f dans C®(Q), c'est
exactement dire que f vérifie

Hzl(f) = T2a
sz(.f) = —Iia
H,. (f)=0.

Considérons l'ouvert U = {z = (21,2, 73) : 23 + 22 + 22 > 0} que I'on peut manifeste-
ment paramétrer par:
r1 = —psin(q) + z cos(q)
zo = —pcos(q) — zsin(q)
T3 = p.

Dire que X = of équivaut sur l'ouvert U & dire que 0,(f) = —a et que 9,(f) = 0.
Autrement dit, si X = o f, alors fiu ne peut dépendre que des variables (p, z) et est de la

forme
P

. a(s, g, z)ds + ().

f=f(p,2)=—/

En considérant les champs de vecteurs suivants

A

Ty =toH,, e Kq=koH,,

= e =exp(————=
" rad e T T TNt 4 a
et en utilisant des arguments déja évoqués dans cet exposé, on peut montrer que H 11\,ta.n(Q)
est infini.

Il en est de méme pour Hi,tan(Q). Prenons, en effet, un 2-tenseur tangentiel X. Il existe
alors un certain ¢ dans C*°(Q) tel que

X = LPA = (,0(.’5362 ANOy + 1205 A0y + 105 A 03)
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et X vérifie nécessairement o(X) = 0. Supposons maintenant qu’il existe un champ de
vecteurs tangentiel, notons-le B, tel que X = ¢(B). Si on écrit B sous la forme

B=aH, +bH,, +cH,,
ol a, b, ¢ appartiennent a C*(Q), alors
¥ Ho(0) + Hoy(0) + Ha() = .
Sur 'ouvert U = {(z1,22,23) € Q: 2] + 23 — 25 > 0}, % se traduit par:
(—220, — sin(),)(a) + (218, — c05(0)3,)b) + 84(c) = -
Par intégration de ’expression ci-dessus en ¢, entre Q et 2, il vient:
2m 2

pap( ; (cos(q)a — sin(q)b)dq) + zap( A (sin(q)a + cos(q)b)dq)

+ /0 (= sin(q)9y(a) — cos(q)3,(8))dg =
= pap( i 7r(cos(q)a — sin(q)b)dq) + zap( i r(sin(q)a + cos(q)b)dq)

+ ) (cos(g)a — sin(q)b)dg =

2w
= / ©(p, g, 2)dg.
0
Supposons de plus que ¢ dépende uniquement des variables p, z, et introduisons les fonc-
tions H et g définies par:
2w 2m
Hp,2) = [ (coslg)a —sin(@®)dy o(p,2) = [ (sin(g)a+cos(q)b)ds.

0 0

Alors,
pOpH + H =21 — 20,(9g).

Ainsi, sur louvert U N {p > 0}, H s’écrit nécessairement sous la forme

H= %(/1}’ 2ro(s,z)ds — zg(p, z) + 29(1, z) + 1/)1(2))

De méme, sur Uouvert U N {p < 0}, H s’écrit nécessairement sous la forme

H= I—l)([i 2np(s,z)ds — z9(p, z) + zg9(—1,2) + ¢2(z)>
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La fonction H(p, z) existe en les points (p,0) avec p # 0, donc t;(z) et ¢5(z) doivent avoir
une limite lorsque z(> 0) tend vers zéro. En outre, H(p, z) existe aussi en les points (0, 2)
avec z # 0. Donc, pour tout z # 0, nous devons avoir

/1 @, 2))ds — 29(0,2) + 29(1,2) + b1 () = 0
ainsi que
/ i (27(s, 2))ds — 29(0, 2) + 2g(—1, 2) + tha(2) = 0
Par suite, )
/_ 11(27@(3, 2))ds — zg(1,2) + 2g(=1, 2) — 1 () + ta(2) = 0.

Autrement dit, si X = pA ou ®|u = ¢(p, z) et s'il existe un champ de vecteurs tangentiel
B satisfaisant X = o(B), alors la limite

lim / 11(27rgo(s, 2)ds)

z2—0

z>0

doit exister. Pour voir que Hi’tan(Q) est effectivement infini, il suffit de considérer les

L 1 - (o)
champs de vecteurs t,A ol t, = 5 5 e € koA ol kg = ——25—2-2 2
(z1 + 23 + 23) (2] + 25 +23)

Finalement,

Hf (0n(Q) =0 VE>2.

Ajoutons que le feuilletage symplectique de Q est orientable et qu’il est défini par la 1-
forme 8 = z,dz; + z,dzy — 23dz;, non nulle sur tout Q. Ainsi, par la proposition I1.5.2,
tous les espaces de cohomologie de Poisson H¥(Q) (1 < k < 3) sont infinis. On finit cette
partie par la

Remarque I1.6.4

Les calculs de la section 6 montrent en particulier que H/Zx,tan(Q) = {0} pour toutes les
algébres de Lie de dimension 3 non semi-simples (i.e. toutes sauf su(2) et s[(2)). Pour ces
algébres de Lie, il n’existe donc qu’une et une seule classe de produits-star tangentiels sur
Pouvert  des orbites de dimension maximale.

I1.7 Un exemple de bon recouvrement.

Il est possible de donner une construction explicite d’un bon recouvrement sur Q pour
chaque algebre de Lie de dimension 3. Cela n’est pas tout & fait immédiat dans le cas de
5[(2). Nous nous proposons ici de détailler ce cas.

Considérons d’abord l'ouvert U = {z = (z1,72,73) : 27 + 23 — 22 > 0}. Comme plus
haut, on parameétre U via ’application

P RxTxR, —U

(p,¢,2) — (21 = —psing + zcos g, 2 = —pcosq — zsing, z3 = p).
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CHAPITRE II

Remarquons que U ~ kL>J0 Wi ot Wi = {(p1, pr2, p3) = pf + p2 — p2 = k?} est symplecto-
morphe & T*T= R x Tpar

’%L'k RxT— Wk
(P, q) — ¥(p, ¢, k).

La cohomologie de Poisson tangentielle de U n’étant pas triviale, nous partageons U en
les trois ouverts suivants:

Uy = %(Rx]0,7[xIR%)

21 5
Uz = p(Rx] 5, (xR}
Us = gb(]Rx]%r, Z?)I[x]Rj_ .

On a clairement:
HE 0n(U;) = {0} VE>0,V1<j<3.

Considérons de méme louvert V = {z = (z1,z2,23) : 2 + z2 — 22 < 0}. Nous
) ] 1 2 3

partageons alors V en deux ouverts connexes Uy = {{ = (z1,72,23) € V : 23 > 0} et
Us = {¢ = (z1,22,23) € V : 23 < 0}. Nous constatons immédiatement que Uy ~ hL>J0 Wh
et que Us > U Wy ot Wy = {p = (u1, p2,183) : pf + 3 — pf = —h%, ush > 0}. Ici, Wy

est symplectomorphe au disque ouvert D = {(4,r): 0 < 8 < 2x,r < 1}, dont la structure
symplectique est donnée par la 2-forme

w:a%%?&Aw.
Ce symplectomorphisme est défini par
Yv:D-— W,
(6,7) — (p1, 12, 13)
ou
T e e

Ainsi, Uy ~ D x R%, Us ~ D x IR}, et on a bien Hf\,tan(U,l) = Hf{’tan(U5) = {0} dés que
k > 0. On peut également voir U, et Us comme des domaines de cartes de Weinstein en
posant

(,042U4—)QD4(U4)2IR.XIR,XIR.:

(1717562,553) — (P, q, Z)

Ty =p T3 =—sh(g)\/—z+p? z3=ch(q)\/—2z+p.
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CHAPITRE 1

Ce qui signifie

—_ 2 2 2

T3 *—.732)

=0 q=—1n($3+$2

2

De méme, on définit
L5 :U5 ——)905(U5)QIR,X]R,X].R,=:

($1a$2a$3) — (p7 g, Z)
ou
Ty =—p z=—sh(g}v/—z+p? z3=—ch(g)\/—2+p*.
Ce qui signifie

2

—1 ($3+$2) z =23 + 5 — 3.

p=—Ii =
T3 — X2

Il s’agit & présent de recouvrir ’ensemble des orbites nilpotentes contenues dans €2, c’est-
a-dire le cone nilpotent N privé de {0}:
N\ {0} = {z = (z1,22,23) € Q: 23 + 23 — 23 = 0}.

Pour cela, on introduit un parametre A, 0 < A < 1, dans les cartes (Uy,p4), (Us,s)
précédentes. Concretement, on pose:

Us = {6 = (z1,22,23) € M : (Azy) + 22 — 22 < 0,253 > 0,2, > 0}
U = {€ = (z1,29,23) € M : (Az1)* + 22 — 22 < 0,23 > 0,2, <0}
Us = {€ = (z1,22,23) € M : (\z2)* + 22 — 22 < 0,23 > 0,72 > 0}
Uy = {€ = (z1,22,23) € M : (Az3)* + 22 — 22 < 0,25 > 0,25 < 0}
Uo = {€ = (z1,z2,23) € M : (\z1)> 4+ 22 — 22 < 0,23 < 0,51 > 0}
Upp = {€ = (21,22,73) € M : (A\zy) 2 + 22 — 22 < 0,25 < 0,21 < 0}
Uip = {€ = (z1,72,23) € M : Az2)’ + 22 — 22 < 0,25 < 0,25 > 0}
Uiz = {€ = (z1,22,23) € M : (Am2)2+x§ —z2 < 0,23 <0,z <0}

On définit pour : =6, 7:

@i : Ui — 0i(Ui)

(z1,22,73) — (p = Az1,0 = 111( )az=$§+$g—$§)-

T3+ T2
Pour : = 8,9:
wi : Ui — ¢i(Ui)

1 3 — I

2/\1 ($3+.’L'1

(z1,22,73) — (p = Az2,q ),ZZZJ%-I-IL'%—:I%).
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Pour ¢ = 10, 11:

w; : Uy — 9i(Us)

1
(z1,22,23) — (p = —Az1,90 = ﬁln(zi —_I—iz

Enfin, pour ¢ = 12,13:
i Ui — il 0)

T3 + 21
3 — 1

1
(:1:1,:62,:6;;) — (p = —A\Ty,q = é_}_\ln(

),z = ot + 3 — a3).

),z—_—_zf—l—xg—xg).

On obtient ainsi un bon recouvrement de . En effet, la restriction du feuilletage sym-
plectique de Q & chaque intersection finie d’ouverts U; est un feuilletage produit (comme

dans le théoréme 11.3.2) dont les feuilles sont contractiles.
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CHAPITRE M1

CHAPITRE II1

Produits-star tangentiels algébriques sur les duaux
des algebres de Lie nilpotentes

Dans ce chapitre, on donne une condition nécessaire et suffisante d’existence de produits-
star tangentiels définis sur I’algebre symétrique S(g) d’une algebre de Lie g nilpotente. On
introduit d’abord les définitions nécessaires puis on calcule, dans la section 2, la cohomolo-
gie associée aux déformations associatives et “bien” graduées de S(g). Dans la section 3,
on utilise cette cohomologie pour démontrer que la construction d’un bon opérateur C,
suffit & assurer ’existence d’un produit-star sur g*, tangentiel, bien gradué, différentiel ou
non. On prouve ensuite que tous les produits-star de ce type sont équivalents. Dans la
section 4, on met en évidence certaines propriétés tangentielles du produit-star de Gutt.
Finalement, on applique les résultats de ce chapitre & g5.4, un exemple typique d’algebre
de Lie nilpotente pour lequel il n’existe pas de produit-star & la fois tangentiel, différentiel
et défini sur tout le dual.

II1.1 Préliminaires sur les algébres de Lie nilpotentes.

a) Paramétrisation d’une partie du dual.

Un des faits caractéristiques du cas nilpotent est que les orbites coadjointes sont
difféomorphes & des espaces R?? et qu’elles se prétent & une paramétrisation simple. Nous
avions déja rappelé au chapitre II de cette thése comment le dual g* d’une algébre de Lie
nilpotente g pouvait étre stratifié et comment paramétrer les orbites contenues dans une
meéme strate. Pour fixer les notations de ce chapitre, nous revenons rapidement sur la
paramétrisation de 'ouvert générique Vg, c’est-a-dire de la premiere strate de la stratifi-
cation de Pukanszky relative & une base de Jordan-Holder B de g.

Supposons donc que g soit une algébre de Lie nilpotente de dimension m, de dual g*,
et notons G le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre de Lie g. Soient
B = (X;) une base de Jordan-Holder de g et (z;) le systéme de coordonnées de g* associé &
B. Supposons que la dimension maximale des orbites coadjointes soit égale & 2d. L’ouvert
générique Vp associé a la base B est par construction un ouvert de Zariski, dense dans g*,
invariant sous l’action coadjointe de G dans g*, et ne contient que des orbites de dimension
maximale. On rappelle [ACG1, Ver] que l’on peut trouver:
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CHAPITRE I

(i) 2d fonctions py,...,pd,q1,- .-, qq rationnelles en les variables z; et régulieres sur Vg
(ii) m — 2d fonctions polynomiales 2y, ..., 2m—24
(iii) un ouvert U de Zariski dans IR™ 24
tels que:
- Iapplication ¢ : Vg — U x IR?*%, qui & un point ¢ de Vi associe (z(£), p(€), ¢(€)), soit un
difféomorphisme (ot 'on a noté z = (z1,..., zm—24), p = (P1,--.,pd) €t ¢ = (q1,---,44));
- les fonctions p;, ¢; forment une carte de Darboux globale de chaque orbite contenue dans
Va;
- chaque fonction rationnelle invariante sur g* peut s’écrire de maniére unique comme
fonction rationnelle en les variables zj;
- 81 X est un élément de g et si I’on considére X comme une fonction sur g*, alors on peut
écrire

Xy = Z a;(q,2)p; + ao(g, 2)

1<5<d

ot chaque coefficient a; (0 < [ < d) est une fonction polynomiale en les variables g1, ..., ¢4
a coefficients dans le corps IR(z) des fractions rationnelles en z.

Les fonctions p;, q; permettent de paramétrer les orbites contenues dans Vg, et les fonc-
tions polynomiales z; sont celles que nous avions qualifiées d’invariants génériques au
chapitre précédent.

Considérons maintenant P’algébre symétrique S(g) de g. On identifie naturellement
I’algebre S(g) a ’algébre des fonctions polynomiales sur g* & valeurs réelles et on la munit
du crochet de Poisson induit par le crochet de Lie de g:

of 0
(g} = {}a—f-a—g f,9 € S(g) =~ Rlzs,. .., 2]

ou {z;,z;} = C’,-k]-:v k siles C'f]- désignent les constantes de structure de g. On peut aussi
écrire
{f,93(&) = &([de(f), de(9)])  f,9 € Rlzy,...,zm],

ou £ € g* et de(f), de(g) sont les différentielles de f, g en ¢ donc des éléments de g** ~ g.

Dans ce chapitre, nous choisirons (ce sera plus commode) de noter Z la sous-algebre
5(g)¢ de S(g) des fonctions polynomiales invariantes sous 'action coadjointe de G. En
général, 'algebre T n’est pas de type fini (voir [Dix| p.160, exercice 4.9.20). Son corps des
fractions est par contre finiment engendré puisqu’il s’identifie, d’aprés ce qui vient d’étre
dit, au corps IR(z) des fractions rationnelles en 2.

Par suite, le corps des fractions S(g)z de S(g) par rapport a Z peut étre identifié a
Valgebre IR(z)[z1,. .., Zm] des fonctions polynomiales sur g* & coefficients dans IR(z), donc
a l'algebre IR(z)[p, q] des fonctions polynomiales en p, g & coefficients dans IR(z). De plus,
pour tout élément X, considéré comme une fonction sur g*, la dérivée partielle 8x par
rapport & X est de la forme

Ox = Z a,-api + Z bjaqj + Z ckézk

1<i<d 1<5<d 1<k<m—2d
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olt les coefficients a;, b;, cx appartiennent & S(g)z ~ R(z)[z1,...,zm] =~ R(z)[p, ¢

Dans toute la suite de ce chapitre, sauf mention du contraire, on conservera les nota-
tions de a). En particulier, g désignera une algebre de Lie nilpotente, (z;) désignera un
systéme de coordonnées global sur g* et I’algebre symétrique S(g) sera identifiée & ’algebre
IR[z1,...,Znm] des fonctions polynomiales sur g*. De méme, l’algébre localisée S(g)z sera

identifiée a ’algebre IR(z)[p, q).

b) Opérateurs différentiels, algébriques et tangentiels.

Définition IT1.1.1

Une application multilinéaire F' : S(g) x ... x S(g) — S(g) est différentielle si elle est
donnée en chaque argument par des opérateurs différentiels (d’ordre fini). Les applications
multilinéaires sur S(g) qui ne sont pas différentielles seront qualifiées d’algébriques.

Soit D un opérateur différentiel sur S(g). On peut donc écrire:

D(uy,...,us) = Z Da, ..., Oay (t1) - - Oa, (us)

ou les multi-indices a; sont relatifs aux variables z; et les coefficients D,,. o, sont des

polyndmes sur g*. En écrivant les coefficients et les opérateurs J,; dans les variables

p, g, z, on voit que D s’étend naturellement & S(g)z. Nous noterons D cette extension.
Maintenant, soit A un opérateur algébrique sur S(g). On ala décomposition 4 = Z Ay

N
ou les Ay sont de la forme

An(ug,. .., u,) = 3 Aay.an0a(¥1) ... Oa, (us).
lag|+...+|as|=N

Les oy figurant dans cette expression sont a nouveau des multi-indices relatifs aux variables

zi, |ai| désigne la longueur de a;: si’on note a; = (@}, ...,a), alors |ay| = aj +...+af",
et les coefficients Aq, ..., sont dans S(g). Notons alors Ay 'opérateur défini par
A(t) = Z:tNAN;

Ay désignant Dextension de Popérateur différentiel Ay & S(g)z. Il est clair que A(l)
s'identifie & A sur S(g) et que Ay envoit S(g)r dans I'algebre (formelle) R(z)[p, ¢]{[t]] des

séries formelles en I'indéterminée t & coeflicients dans IR(z)[p, ¢].

Une application F' : S(g) x ... x S(g) — S(g) est tangentielle (au sens fort du terme)
sur un ouvert @ de g* si elle est tangente & toutes les orbites coadjointes contenues dans
O. Autrement dit, si pour toute orbite O contenue dans O, F(uy,...,us) s’annule sur O
dés qu'un des arguments u; s’annule sur O.

Dans ce chapitre, nous utiliserons la notion plus faible de tangentialité algébrique (pour
les opérateurs), introduite déja a la fin du chapitre I (définition 1.5.2) et utilisée dans

[CGR2.
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Définition I11.1.2

Une application F : S(g) x ... x S(g) — S(g) sera dite algébriquement tangentielle si elle
s’annule sur les constantes et si

AF(uy,...,us) = F(uy,...,Aup, ..., us),
pour tout A dans I, tout uy,...,us dans S(g) et tout 1 <1 <s.
Un opérateur algébriquement tangentiel s'étend de maniére unique & S(g)z en posant

Uy Ug 1

_Q_;’.“’@):mF(UI’H-’MS)

ou u; € S(g) et @, € Z pour tout ¢ et tout 5.

F(

Les variables p, ¢,z permettent de donner une caractérisation pratique de la tangen-
tialité algébrique. En effet, si F' est un opérateur algébriquement tangentiel sur S(g), son
extension F' & S(g)r vérifie

F(vp,... 2500, Vs) =zt F(v1,...,0,)

pour tout invariant générique z, pour tout v; dans S(g) et tout [. Par suite, Fest de la
forme

F(v1,.s00) = Y Fay.a, (9,4, 288, (v1) - - - O, (v5),

ici les multi-indices &; sont relatifs aux variables p, g, z, les Fj,. 5, sont des éléments de
S(g)7 ~ R(2)[p, g] et les 85, n’incluent pas de dérivées partielles par rapport aux variables
Zk-

Réciproquement, si C = 5" Cy est un opérateur algébrique sur S(g) pour lequel Cy)
s’écrit sans faire intervenir de dérivées partielles par rapport aux variables zx, alors C est
algébriquement tangentiel.

Remarque 111.1.3

Soient g une algébre de Lie nilpotente et B une base de Jordan-Hélder de g. Toute appli-
cation multilinéaire sur S(g) qui est tangentielle (au sens fort) sur g*, est algébriquement
tangentielle. Réciproquement, une application algébriquement tangentielle est tangentielle
sur 'ouvert générique Vp. Plus exactement, un opérateur algébriquement tangentiel est
tangentiel sur I'union O de toutes les strates de g* paramétrées par des triplets (p,q,%2)
(avec les notations du chapitre II) tels que les z sont des fonctions invariantes sur g*. Cet
ouvert O contient Vg par construction, et coincide souvent avec I'ouvert () des orbites de
dimension maximale. Tel est notamment le cas pour 'exemple g5 4 que nous étudierons
au dernier paragraphe de ce chapitre.

II1.2 Cohomologie de Hochschild bien graduée.

Définition IT1.2.1

Une application s-linéaire C : S(g) x ... x S(g) — S(g) (différentielle ou non) est dite
homogéne de degré —n si pour tout polynéme ui,...,u,, homogéne de degré dy,...,d,
respectivement, C(uy, - .. ,us) est un polynéme de degré dy + ... +ds —n.
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Rappelons que tout opérateur différentiel sur S(g) s’étend de maniére naturelle & S(g)z,
et notons, pour tout élément u de S(g)z ~ IR(2)[p,q], ||u|| le degré de u en tant que
polynéme en p. Dans [Mas2]|, Masmoudi a défini la notion d’opérateur correct:

Définitions 111.2.2

Une application s-différentielle D : S(g) x ... x S(g) — S(g) est dite correcte de degré —
si pour tout u; de S(g)s tel que ||u;|| = d;, (1 < i< s), 'extension D de D a S(g)z Verlﬁe

ID(ui,...,us)|| < (di +...+ds) —n.

Un opérateur algébrique C = Y Cn sur S(g) est dit correct de degré —n si toutes les
applications différentielles C'y le sont.

Dans la suite, nous dirons d’un opérateur algébrique sur S(g) qu’il est bien gradué de
degré —n s’il est a la fois correct de degré —n et homogene de degré —n.

Maintenant, considérons U'espace C;, = C}, ;24 ,.(5(9)) des applications s-linéaires de
S(g)x...xS(g) dans S(g), nulles sur les constantes et bien graduées de degré —n. Dans C;,
les appllcatlons différentielles forment un sous-espace noté C;, 4;¢r = C}, porad ne,aiff(S (g))
Nl est clair que Cj; et Cj, 4; ¢ ¢, munis du cobord de Hochschild §, sont tous deux des complexes
de cohomologie. Nous noterons Hy oradnc(5(9)) et Hy yoodneaips(S(8)) les cohomolo-
gies correspondantes. Ces cohomolog1es seront appelees cohomologles de Hochschild bien
graduées.

De facon générale, pour une algébre commutative et associative A et un A-(bi)module B,
nous avions noté C*(A, B) (cf. chapitre I) le A-module gradué des cochaines de Hochschild,
et H*(A, B) la cohomologie correspondante.

En toute généralité, la cohomologie H*(A, B) n’est pas connue. Dans le cas o A est
’algébre des fonctions lisses sur une variété M et ou les cochaines sont des opérateurs mul-
tidifférentiels sur A & valeurs dans A, le k-iéme espace de cette cohomologie, H¥; 17(AA),
coincide avec ’espace des k-tenseurs contravariants complétement antisymétriques sur M
[HKR, Vey].

D’autre part, dans [Pin2], G. Pinczon nous apprend que si A est 'algébre C*(g*) des
fonctions lisses sur le dual d’une algébre de Lie g, alors pour un k donné, H*(S(g), A)
s'identifie & HF, ff(S(g) A) et, par densité de S(g) dans C*(g*), a Hdsz(A A). Cet
argument nous a permis d’ obtemr des annulations pour la cohomologie de Hochschild bien
graduée.

En effet, montrons la

Proposition I11.2.3
Pour tout n supérieur ou égal a 3, on a:

ng,bgrad,nc(s(g)) = Hi,byrad,nc,diff(s(g)) = {0}

Preuve:
Soit C un élément de C2 pour lequel §C = 0.
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1) Examinons d’abord le cas out C(u,v) est symétrique en u,v. Dans ce cas, un opérateur
T tel que C = 6T a été construit explicitement dans [Gul]: pour un polyndme u sur g* de
la forme u = z7' ... z3¢,

d a;—1

T(u)(§) =Y > Clzi,zit .. ol al)bF TN .. €30 Veeg.

=1 j=0

On vérifie que cet opérateur T est nul sur les constantes et bien gradué de degré —n.
2) Dans le cas général, d’apres le résultat de Vey et argument de Pinczon précédemment
évoqués, C est de la forme C = §R + A, ou

A(u,v) = a;;0;(u)0;(v) (aij = —aji Vi, j).

Comme 2A(u,v) = C(u,v) — C(v,u), A est nécessairement homogeéne de degré —n et les
coeflicients de A sont des polynémes de degré 2 — n. Par hypothése, on a n > 3, donc ce
degré est négatif et la partie antisymétrique A de C est nulle. On est alors ramené & 1).
Le cas ou C appartient a Cﬁ’ diff Se traite de la méme facon.O

Proposition I1I1.2.4
Pour tout n supérieur ou égal a 4, on a:

H?z,bgrad,nc(s(g)) = ng,bgrad,nc,diff(s(g)) = {O}

Preuve:
1) Soit E un élément de C3 tel que §E = 0. On peut écrire E sous la forme E = E; + E5 ou
E; est pair en u,w, E; impair en u,w, et 6y = §E; = 0. D’aprés ’argument de Pinczon,

H3(S(g): 'A) = H?liff(s(g)> 'A) = Hsiff(A7 .A),
ou A = C*(g*). On peut donc trouver deux cochaines de Hochschild C; et Cy dans
C%(5(g), A) telles que

oE, = 6C; ou C1(u,v) est antisymétrique en u,v
oFy = 6C3 + A o C2(u,v) est symétrique en u, v et ou

A(u,v,w) =Y ai18i(1)0;(v) B (w),

les coeflicients a;;; étant completement antisymétriques.
Comme

f Es(u,v,w) := Ey(u,v,w) + Ez(v,w, u) + Ey(w,u,v) = 3 A(u,v, w),
(u7v‘w)

A est nécessairement homogene de degré —n et les coefficients a;;; sont polynomiaux de
degré 3 —n. Comme n > 4, n —3 < 0 et A est réduit & zéro. De plus, par hypothese, E

83



CHAPITRE 1II

s’annule sur les constantes. On peut supposer qu'’il en est de méme pour C; et C; quitte
a remplacer (comme dans [Pinl]) C; par C; — 6§T; ot T; est défini par

Ti(u) =Ci(1,1)u ¢=1,2.

Pour vérifier ce point, il suffit de remarquer que, pour ce choix de Ty et T,
(Ci = 6T;)(1,1) =0 i=1,2.

Du fait que 6E; = §E; = 0, on aura alors, pour tout u,

(Ci — 6T3)(u,1) = (C; — 6T3)(1,u) =0 i=1,2.

2) Montrons & présent que C; appartient & C2. Pour cela, décomposons E; et C; en

une somme infinie Z Eqi N (Z Ci,n respectivement) d’opérateurs différentiels en les
N>0 N>0
variables z; de la forme

Ey n(u,v,w) = Z Eky ko tidyymyeme Ok ke (WO, .1, (V)0 ... (w).
a+b+e=N

Respectivement,

¢ Cin(u,v) = Z Cry.oka sty 1y (Oky ko (w)0, 1, (V) — Oky .k, (V)0 .., (1))

a+b=N
a>b

ot les coefficients Cy, .k, 1,..1, sont symétriques en les indices k; et en les indices ! j, et tels

que Ck]_...ka,h...lb = _Cll...lb,kl...ka (Si a = b)'
Puisque E; s’annule sur les constantes, E; y = 0 si N < 3. On peut donc écrire,

Ei=) EinZ) (E)y =Y (8C)n,

N>3 N>3 N>3

et par définition méme du cobord de Hochschild,

Ey =) 6(Cin).

N>3

Les termes (11 et C12 n'intervenant pas dans 1’égalité E; = §C;, nous supposerons que
C]_ = Z C])N .

N>3
Le but est donc de montrer que C; x (IV > 3) envoit S(g) x S(g) dans S(g), et est homogéne
et correct de degré —n, ou ce qui est équivalent, de voir que Ck, _, 1,..1, st un élément
de S(g) homogéne de degré a +b—n = N — n et que

ayll'

HCky.kati |l SN Xyl + o+ [ Xkl + X+ -+ 1 X — 0
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Pour ce faire, nous nous inspirons d’une technique utilisée dans [Li2] p.238-242 ou encore
dans la theése de S. Gutt [Gul] .

Selon ¢, Cy n est une somme finie de termes de type (a,b)(a > b). Soient (r,s) le
plus grand des types (a,b) pour l'ordre (a,b) > (a',0') si a > a' ousi a=a' et b >V,
et Ck,.. .k, 1,...1, le plus grand coefficient pour I'ordre lexicographique en les indices. On
appelle partie principale de C; y I'unique terme P de type (r,s) défini par

P(u,v) = Cry. ko b1, (Oky .k, (W), .0, (v) = Ok, .k, (v)0n, .1, (1)).

A la partie principale P de C} n correspond dans §(C; n) les termes
—Cryokeo ty oty (Oky .k, (W0)0y 1, (w) — O, .k, (W), .1, (uv))
+Cky. bty 1, (Oky .k, (W)O 1, (VW) — Ok, .k, (vw)0y, .1, (0))

modulo d’autres termes ne comportant pas de dérivations sur u ou sur w.
Il y a trois cas a envisager.

-sir > s,r > 2,5 > 2: 1l existe dans 6(C; n) un seul terme de type (r,s — 1,1) qui
peut s’écrire, a un coefficient constant pres,

Chryookr trole Oy e ()01 1, (v) 0, (w).

-sir > 3,5 = 1: La encore, il n’existe dans §(C1,n5) qu’un seul terme de type (r—1,1,1)
que l'on peut écrire & un coefficient constant pres,

Chy..by 1y Ok, ko (1) Ok, (0) 0y, (w).

Dans ces deux cas, les coefficients Cy, . k. i,..1, sont homogenes et corrects de bon degré.
-sir =2,5=1: Les termes de type (1,1,1) dans §(C},~) sont & un coeflicient pres,

(Cijk + Cjk,i)0i(w)0j(v) Ok (w).

On en déduit que (C;jk + Cjk,i) est polynomial de degré 3 —n. Puisque n >4,n —3 <0
et Cijr + Cjr,i = 0. Par sommation circulaire, on trouve:

2Cijk = (Cijk + Cik,i) = (Cir,i + Crij) +(Chij + Cijir) =0

Ceci étant vrai pour tout ¢, tout j et tout k, il n'y a dans C; x aucun terme de type
(2,1). Par suite, la partie principale P de Cy n est homogéne et correcte de degré —n.
En réitérant la preuve de proche en proche (pour la partie principale P' de (Cy v — P),
pour celle de (Cy, v — P — P')...), on parvient & montrer que tous les C; y (donc aussi
Cy =Y Ci n) peuvent étre choisis dans CZ.

3) Le méme raisonnement s’applique a C,. En effet, on peut décomposer E; sous la forme

E, = Z Ey Ny = Z(écz)N = Z 6(Ca,N)

N>3 N>3 N>3
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et on peut supposer que Cp = Z Con.
N>3
D’autre part, la partie principale de Cy y de type (7, s) s’écrit:

Chypookrste,ole (Oky o ke ()01, (V) + Oy, ke, (0)0 ., (1))

-Lescasr>s>2et r>3,s =1 se traitent comme précédemment.
-Sir=2,5 =1:Les termes (1,1,1) dans §(C2 n) sont & un coefficient constant pres,

(Cij ke — Cik,i)0i(u)0;(v) Ok (w).

Comme n > 4, (Cjjr — Cji,;) est un polyndme de degré n — 3 < 0 et Cijx = Cjg,i. Les
coefficients Cj; n’apparaissant pas dans §(C3 ), nous pouvons supposer que Cz y ne
contient aucun terme de type (2,1). En procédant comme avant par partie principale, on

montre finalement que tous les C3 y pour N > 3 (et donc Cy = Z C,,n) appartiennent
N>3

a C%. Nous avons traité ici le cas non-différentiel, mais il est clair que le cas différentiel

s’obtient de maniére identique.O

Remarque II1.2.5

Les paragraphes 1) et 2) sont encore valables pour un 3-cocycle Ey dans C3. En effet, on
peut encore trouver C; dans C? tel que E; = 6C,. La seule différence est que, dans ce cas,
les termes de type (2,1) de C; sont a coefficients constants (et non plus nuls).

111.3 Déformations tangentielles et bien graduées de I’algébre symétrique.
Définition I11.3.1

Un produit-star de S(g) est une application bilinéaire de S(g) x S(g) dans S(g)|[v]] définie
par

(u,v) = u*v =uv+ {u,v}v + Z Crn(u,v)v™
n>2

ou les C,, sont des opérateurs sur S(g) & valeurs dans S(g) vérifiant
(2) Cu(u,v) = (=1)"Cp(v,u) VYu,v € S(g);
(22) Cn(1,v) =0 Vv € S(g);

(i) Y Co(Co(w,v),w)= > Crl(u,Cs(v,w)) k> 0,Vu,v,w € S(g).
r+s=k r+s=k

Un produit-star x de 5(g) est gradué si les cochaines C,, le définissant sont homogénes de
degré —n. Il est dit bien gradué si chaque C,, est a la fois homogéne de degré —n et correct
de degré —n. Finalement, x est un produit-star tangentiel (algébrique) de S(g) si les C,
sont des opérateurs algébriquement tangentiels sur S(g).

Rappelons que notre motivation essentielle dans ce chapitre est liée & la théorie des
représentations des groupes de Lie. Comme on 1’a déja mentionné en introduction, dés la

86



CHAPITRE III

parution de [BFFLS], un programme d’application des produits-star pour la construction
des représentations irréductibles et unitaires des groupes de Lie a été proposé. Dans
ce programme déformation, ce qui correspond & une représentation unitaire, c’est une
déformation covariante sur une orbite ou une famille d’orbites (cf. [ACMP] par exemple).
Si on veut décomposer une telle représentation, on doit imposer 3 cette déformation d’étre
tangentielle. Il est donc important de construire des produits-star remplissant a la fois la
condition de tangentialité et celle de covariance. Cette derniére est définie comme suit:

Définition I11.3.2
Un produit-star + de S(g) est dit covariant si pour tout X et Y de g, on a

%(X*Y-Y*X)z[x,y].

On notera que tout produit-star gradué de S(g) est covariant.

Théoréme I11.3.3

Supposons qu’il existe un opérateur Cy sur S(g), algébriquement tangentiel, homogéne
et correct de degré —2, tel que u * v = uv + {u,v}v + Cz(u,v) v? vérifie la condition
d’associativité jusqu’a l'ordre 3 en v. Alors, on peut prolonger * en un produit-star % sur
S(g), tangentiel et bien gradué. De plus, si Cy est différentiel, on peut prolonger * en un
produit-star x & la fois tangentiel, bien gradué et différentiel.

Preuve:

On suppose avoir trouvé des opérateurs Cs,...,Cph-1 (n > 3) algébriquement tangentiels,
homogenes et corrects de bon degré tel que

uxv=uv+ {u,v}jr+ Z Cr(u,v)vF
2<k<n~1

soit associatif jusqu’a 'ordre n en v. On considére alors le cocycle de Hochschild E,, défini
par

E,(u,v,w) = Yo CHC(,0),w) — Cr(u, Cy(v,w)).

r>1,821,r+s=n

On voit aussitét que E, est homogene et correct de degré —n. Par la proposition I11.2.4
et la remarque II1.2.5, il existe un opérateur C,, homogéne et correct de degré —n, et tel
que Ep, = 6Cy, Cu(u,v) = (=1)*Ch(v,u) et Cr(1,v) = 0 pour tout u,v dans S(g). Nous
allons montrer que C, est nécessairement algébriquement tangentiel.

Par passage aux coordonnées (p, g, z), I’égalité E, = 6C,, devient

E; = 6(6:1(1))

ou les notations ~ et ~ sont celles du paragraphe III.1. Pour simplifier I’écriture, nous
oublierons le n et écrirons E = E, ainsi que C = C,. Comme dans la proposition I11.2.4,
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on décompose E et C'(l) en somme infinie Z Ex (Z Cx respectivement) d’opérateurs
K>0 K>0
en les variables (p, g, z) de la forme

Ex(v,0,w) = Y EyokolyodymymeOyea ()00 2y (1)Bmy . m, ().
a+b+c=K

Respectivement,

Cx(u,v) = Z Cry.koty iy (Oky kw0 1,0 + (1) Ok, .k, 00, 1, u).

at+b=K
a>b

E s’annulant sur les constantes, Ex =0 pour K < 3. De méme, C s’annulant sur les
constantes, on a C; = 0. De plus,

Z El\ = Z 6((7}().

K>3 K>3

Si n est impair (n > 3):
Dans ce cas, E est symétrique en u et w. Ecrivons alors

é(l) = Z C'K-}-éz.

K>3

Comme C est correct de degré —n avec n > 3, C; = 0. Afin de montrer que les Cx (K >3)
n’incluent pas de dérivées par rapport aux variables zj, nous allons procéder comme dans
la proposition II1.2.4. Soit donc P la partie principale de Cx de type (r, s) en les variables
(P, ¢,2). Plusieurs cas sont & considérer. Les cas r > s > 2 et r > 3,5 = 1 se traitent
facilement. Maintenant, si r = 2 et s = 1, les termes de type (1,1,1) dans §Cx sont & un
coefficient prés

(Cijk + Cix,i)0:(u)0;(v) O (w).

Si cette expression contenait une dérivée par rapport & une variable zj, alors (Cije +Cjk,i)

serait nécessairement nul et par sommation circulaire (la méme que dans la preuve de la

proposition II1.2.4), on aurait C;;; = 0. Il en résulte que la partie principale P ne fait pas

intervenir de dérivées par rapport aux variables z;. En répétant la preuve par étapes, on

montre qu'il en est de méme pour tous les Cx (et donc pour é'(l) = Z Cx). Par suite,
K>3

C = C,, est algébriquement tangentiel si n est impair. -

Si n est pair (n > 4):

Dans ce cas, E est antisymétrique en u et w. On a alors é'(l) = Z Cx +C; + Cs. Or,
K>4

comme C est correct de degré —n et que n > 4, C; = C3 = 0. Comme précédemment,

en utilisant les parties principales, on montre que tous les Cx pour K > 4 n’incluent pas
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de dérivations par rapport aux variables z;. Par suite, C' = Cy, est aussi algébriquement
tangentiel lorsque n est pair.01

Considérons un instant I’espace Cr tang,bgraa (T€SD. C;,tang’bgmd’d,-ff) des applications
s-linéaires de S(g)®* dans S(g), algébriquement tangentiels (donc nulles sur les constantes
par définition), bien graduées de degré —n (resp. différentielles). Muni du cobord de
Hochschild, C;ytaw’bgmd (resp. C:,,tang,bg'rad,diff) devient un complexe dont la cohomologie
est notée Hp . .. 40r0a(S(g)) (resp. H* bgraa(5(8))). Cette cohomologie gouverne

n,tang,
Pexistence et I’équivalence des déformations tangentielles et bien graduées de S(g). En fait,
les preuves de la proposition II1.2.4 et du théoréme I11.3.3 contiennent déja le calcul des
espaces H3 boraa(S(8)) et H? bgrad,aif f(5(8)) pour n > 3. On propose maintenant

n,tang, n,tang,

de calculer les espaces Hfl’tang’bgmd(S(g)) et H?l,tang)bgmd,diff(S(g)) pour n > 2.

Proposition II1.3.4

(i) S5i C(u,v) est un 2-cocycle de Hochschild, antisymétrique en u, v, algébriquement tan-
gentiel, bien gradué de degré —(2k —1), k > 2 (différentiel ou non) alors C est 'opérateur
nul.

(ii) Si C(u,v) est un 2-cocycle de Hochschild, symétrique en u, v, algébriquement tangentiel,
bien gradué de degré —2k, k > 1 (resp. différentiel) alors on peut supposer que C = §R
ou R est algébriquement tangentiel, bien gradué de degré —2k (resp. différentiel).
Preuve:

Le point (i) est une conséquence immédiate de la proposition II1.2.3. Montrons donc (id).
Soit C' est un 2-cocycle de Hochschild, symétrique, algébriquement tangentiel, bien gradué
de degré —2k, k¥ > 1. Par la proposition II1.2.4, C' s’écrit sous la forme C = §R oti R
est bien gradué de degré —2k. Pour montrer que R est algébriquement tangentiel, on
transpose 'égalité C = §R en coordonnées D, q, 2:

6 - 6§(1) .

Ceci s’écrit aussi comme une somme infinie d’opérateurs différentiels en les variables p,q,z:

» Cx = > 6Rg.

K>2 K>1

Comme R est correct de degré —2k (k> 1), Ry = 0. Soit donc K > 2. Comme dans [Li2],
on écrit la partie principale P de Ry sous la forme

Pllr--;’K all )-~-7IK (u)

ou Py, . i, est complétement symeétrique en les indices /y,...,Ilx. Le seul terme de type
(K —1,1) correspondant & P dans §C est 3 un coefficient constant prés

Pr Oty 2 (W) (0).

En réitérant I’argument pour la partie principale de Ry — P et ainsi de suite, on parvient
& montrer que pour tout K > 2, Ry ne fait pas intervenir de dérivées par rapport aux
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variables zy et donc que R est algébriquement tangentiel. Le cas différentiel s’obtient de
la méme maniére (et méme plus facilement).

Théoréeme I11.3.5
Deux produits-star tangentiels et bien gradués de S(g) sont toujours tangentiellement
équivalents. On peut trouver un opérateur d ‘équivalence de la forme

T=1Id+ ZT%VZ’“
k>1

ot les Ty sont des opérateurs algébriquement tangentiels sur S(g), bien gradués de degré
—2k (différentiels si les produits-star le sont).

Preuve:

Le résultat repose sur la proposition précédente. En effet, considérons deux produits-star
*, ', tangentiels et bien gradués de S(g). On suppose avoir trouvé Ty, Ty, .. s Tok—1),
pour k > 1, tels que:

- Tg = Id,

- chaque T3; (j > 1) soit algébriquement tangentiel, homogeéne de degré —2j et correct de
degré —2j;

- le produit-star *” donné par

ux'v= H_I(H(u) * H(U))a

H=Id+ T’ +...+ Thp_ov** 2,

satisfasse C}(u,v) = Cj(u,v) pour tout j < 2k — 2.
De 'associativité de ", on déduit alors que

5( élk—l - C2k—1) =0.

Maintenant, soit k£ =1 et CY'(u,v) = C1(u,v) = {u,v}, soit k > 2 et par le point (i) de la
proposition I11.3.4, Cjy _; = Czx—,. Puis, compte tenu de I’associativité,

(5(05’]‘: —_ CZk) = 0

Par la proposition II1.3.4 (i), on obtient un operateur Tpy algébriquement tangentiel, bien
gradué de degré —2k, et tel que CY, = Coi + 6T%;.0

IIT.4 Les propriétés tangentielles du produit-star de Gutt.

Dans [Gu2], S. Gutt a construit un produit-star explicite sur le dual d’une algébre de
Lie g quelconque. Nous aimerions rappeler ici cette construction.

Notons U(g) I’algebre enveloppante de g et soit o : S (g) — U(g) la bijection canonique
définie par symétrisation:

1
U(Xl .. .Xn) = E Z X.,.(l) .o .X.,.(n)
) TED,
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ou ¥, désigne le groupe de permutations & n éléments. Si u est un élément de U (g), on
notera [u], la n-itme composante de v dans la décomposition canonique [Dix]:

U(g) = ©o(5™(9)),

S5™(g) désignant ’ensemble des éléments homogenes de degré n de S(g). On définit alors,
pour tout P dans SP(g) et tout Q dans S%(g),

PrcuQ =Y Crau(P,Q) = Y 0™ ([o(P)-o(@lptg_r)) (20)"-

r>0 r>0

En étendant cette expression par linéarité & tout S (9), on obtient un produit-star sur g*,
appelé produit-star de Gutt, ou parfois produit-star issu de la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff. Ce produit-star est en réalité la partie verticale d’un produit-star construit
dans [Gu2] sur le fibré cotangent T*G d’un groupe de Lie @ arbitraire. Il est totalement
déterminé par ’expression de X *g, Q ot X appartient & g, & savoir par la formule

* X*GuQ:Z(_Z!V)T

r
r>0

BTer lecmz . Cm" j aJ(X)aJlx"i]r(Q)

in myjs ° Myr—_1]r

ou B, désigne le r-iéme nombre de Bernouilli et les C’ikj sont les constantes de structure de
g. En fait, on a la formule de récurrence suivante:

k r
1 ——
CT,GE(Pv Q) = 76_ Z Z C —s,Gu(le ’ Cs,Gu(Xh s Xjr s XJ'M Q)),
=1 s=0
st P = le . "Xjk'
Ce produit-star est gradué et différentiel. Il n’est pas (algébriquement) tangentiel en

général, mais il posséde certaines propriétés tangentielles intéressantes. Plus précisément,
on a:

Propriété I11.4.1

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g. Si gy = Z Cr.cuv” désigne le produit-star
r>0

de Gutt sur g*, alors

Cak+1,6u(A,.) =0
pour tout k > 0 et pour tout polynéme G-invariant A.
Preuve:

Tout polynéme invariant se décomposant en une somme de polynémes invariants ho-
mogenes, on peut supposer que A est un polyndéme homogéne de degré p. Pour tout

R de S%(g), on a

2) v Cir,cu(A Q) = Axgy Q — Q xgu A

k>0

=207 ([0(8)-0(Q) ~ o(Q)-0(A)lip49-r) (20)".

r2>0
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Il suffit maintenant de remarquer que 'application ¢ envoit les polynémes invariants (donc
A) dans le centre Z(g) de U(g), pour avoir le résultat.0

Propriété I11.4.2

Supposons que g soit une algébre de Lie nilpotente de pas n pour laquelle le produit-star
*Gu est tangentiel jusqu’a I'ordre n — 1. Alors, *g, est tangentiel.

Preuve:

1) Montrons d’abord que si Crcu(X,.) = 0 pour tout X de g et si 0Cr gu est
algébriquement tangentiel, alors C, g, est algébriquement tangentiel: Pour tout k et pour
tout A de algebre T des fonctions polynomiales invariantes, on a

> 6Crcu(Xip, Xiy - Xy o Xy, A)

k
=1

1
k
k X, .
= Z T”— r,Gu(Xi1 .. .Xt', - X,‘k,A) — Cr,Gu(Xi1 .. .X,'k, A)-I—
=1

~ ~

k k
+ Z Cr,Gu(Xi”Xil - X,‘, - X,‘kA) — Z Cr,Gu.(Xi”Xil X Xlk)A

=1 =1

Par suite,
k

Crgu(Xiy .. Xipy A) = >

=1

X; .
S Cncu(Xiy o Xy Xy, A).

On déduit de cette formule et du fait que C, g, (X,.) = 0 pour tout X de g que
Crcu(P,A)=0 VP € S(g).

Enfin, comme

6Cr,cu(A,u,v) = AC, gu(u,v) ~ Cr.au(Au,v) + C, gu (A, uv) ~ Crau(A,u)v =0

pour tout u,v de S(g) et tout A de Z, on a
ACy,gu(u,v) = Cr.gu(Au, v).

De méme, comme 6C;, G,(u,A,v) =0, on a
Cr.culu, Av) = Cr gu(Au, v).

Ainsi, Cr gy est bien algébriquement tangentiel.
2) Comme g est nilpotente de pas n, on déduit directement de la formule ¢ que

Crcu(X,u) =0 VX €g,Vu € S(g),Vr >n.

Puis comme 6C, g, est algébriquement tangentiel, nous obtenons par 1) que Cr,Gu est
tangentiel. De I'associativité de gy, il résulte que 6Cn41,Gu est algébriquement tangentiel,
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et en utilisant a nouveau 1) que Cr+1,Gu est algébriquement tangentiel. En répétant
largument, on voit ainsi que tous les Cr,Gu sont algébriquement tangentiels.00

Cette derniére propriété montre en particulier que *g, est algébriquement tangentiel
pour toutes les algébres de Lie nilpotentes de pas 2. D’autres propriétés sont données dans
[Asi]. Soulignons aussi que le produit-star xg, coincide avec le produit-star de Kontsevich
dans le cas nilpotent [Ar2].

II1.5 Application a g; ,.

Dans cette partie, nous proposons d’étudier en détail le cas de 95.4- Cette algebre de Lie
est donnée par les crochets:

[Xs, Xu] = X3, [X5,X3] =X, [X4,Xs]=Xy.

Le corps des fractions de anneau 7 des fonctions polynomiales invariantes sur g5 4 est
généré par deux éléments du centre de 95,4, @ savoir X; et X,, et par

)(2
Z& == -éi -F )(1)(5 —-;Yé;gi.

Un calcul simple montre que le terme d’ordre 2 du produit-star de Gutt, C gy, vérifie

2
19 x
D45 + 2 0s5.

3 6

i
Cyeu(A,) = Eam +

Ce terme étant non nul, le produit-star g, de Gutt n’est pas tangentiel pour cet exem-
ple. D’ailleurs, les résultats de [ACG1, CGR2] permettent d’affirmer qu’il n’existe aucun
produit-star sur g5 4 2 la fois tangentiel et différentiel.

En réalité, ce fait est démontré de maniére explicite dans [ACG1] (pour lexemple 95,4
précisément). Plus tard, les auteurs de [CGR2] ont montré le résultat général suivant:

Théoréme II1.5.1 [CGR2]

Soient g une algébre de Lie et g* le dual de g. Notons (X:) une base de g et (z;) le systéme
de coordonnées global de g* associé. A tout invariant quadratique A = Y a;; X;X; de g,
on peut associer une forme quadratique 3 sur g* en posant B(zi, ;) = a;; pour tout i et
tout j, ainsi qu’'une application linéaire A : g* — g définie par

<, B(€) >= B(n,€) VE,neg*.

L’image B(g*) d’une telle application 3 est un idéal de g, qui coincide avec g lui-méme
lorsque la forme 3 est non dégénérée. De plus, s’il existe un produit-star x sur g*, tangentiel
et différentiel sur g*, alors pour tout invariant quadratique A de g, l'idéal B(g*) associé
doit étre nilpotent de pas 2.
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2
Puisque Vinvariant quadratique A = % + X1 X5 — X2 X4 de g5 4 est non dégénéré et que
95,4 est nilpotente de pas 3 (et non de pas 2), on déduit aussitot du théoréme ci-dessus que
'on ne peut espérer pouvoir construire de produit-star tangentiel et différentiel sur 95 4-

Un des moyens de savoir si l'on peut contourner la difficulté en construisant une
déformation algébrique, tangentielle et bien graduée de S (954), est de chercher & corriger
C2,Ggu par un opérateur T sur S(9s.4) tel que

& Cz,Gu(A, 'U) + 5T(A, U) == 0 V’U € 5(95’4).

En effet, l'existence d’un produit-star algébrique, tangentiel et bien gradué équivaut & celle
d’un bon T'. (S’il existe un tel produit-star, alors il existe un bon Cs, et puisque tous les
produits-star gradués sont équivalents et que le produit-star de Gutt est gradué, il existe
un bon T'. Réciproquement, s’il existe un bon T, alors il existe un bon terme de second
ordre, terme & partir duquel on peut construire, d’apres le théoréme I11.3.3, un produit-
star algébrique, tangentiel et bien gradué.) En essayant de résoudre # par récurrence, nous
avons vu qu'il était possible de construire T de la forme:

T = Z (Agg?..3556:§l_2 055 + Agg.)..344a:?_2644 + A:(’,g?..usaz?_zaﬁ:)-

n>4

Partons pour n = 4 des coefficients suivants:
4@ _ %
3355 =
A(4) — _:E_%
3344 =

I1Z9

4
A§3)45 =

w

On obtient alors les relations de récurrence:

n 2 -1
Ags?..355 T T 2A:(J.Z...3)55373

A™ 2 ey

Z3
33...344 n — 9°133..344

A 2 L (n-1)

=-—A4 z3.
33...345 n — 0733..355

En procédant ainsi, on aboutit & la solution suivante:

2n—3

Cet opérateur T n’est évidemment pas différentiel. Cependant, si 'on introduit la symétrie
orthogonale

R *
03 :954 954

($17$27‘T3)$47$5) — (:1"17:1:23 —$37$4,‘7"5)
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que 'on peut voir comme un opérateur algébrique:
—2.’1’,'3 n
0_3____2( — ) 8371.’
n>0
on peut exprimer T (sur I'ouvert z3 # 0) sous une forme plus sympathique:
T = As5055 + AssOs5 + As40ua
ou , )
T2 I2
Ass = —=(03 — Id)+ ==0
55 121732( 3 )+ 6.’1’53 3
T1Z2
6.'1532

I1T3

A45 = a3

(0’3 — Id) +

3.’133
2 2
T Iy
= — — Id) + —85.
Aus 12242 (o3 )+ 6z
Rappelons que:

g3 — Id+ 2.’17383 = $§S3,
ou S3 est un opérateur algébrique défini sur g5 4- On a donc en fait:
T1T2
6
L’opérateur S3 peut d’ailleurs étre étendu & toutes les fonctions lisses f sur g5 , en posant:

$3(6) = 31f(03(2)) = £(2) + 200 2L (2)] =

z3 3
T= 553355 + S3045 + TZ—5'3344-

__ 1 [®.of of
-3 (5&:—;($13$27t,$4,$5)_ 611)3 (Il?))dt

$3 —Zg3

et
2

0
Ss(isams = 255 (1,22,0,20,25).

Par construction, C; = Cy,gu + 6T est tangentiel. Il est clairement homogene de degré
—2. Il reste donc a vérifier qu'il est aussi correct de degré -2. Pour cela, on introduit le
systeme de coordonnées (p, g, z) de la premiére strate de 954, & Savoir:

2
T T
(p=124,9= z—g,zl =T1,23 = T3,23 = (—;— + T1Z5 — Z2x4)).
1

Dans ces variables et avec les notations du début de ce chapitre, on a:
C;—c;u(u, v) =0pp(u)0gq(v) — 20pq(u)Bpe(v) + 0q4(u)0pp(v)

+ %Z%(azw(“)ap(v) + 024p(v)0p(w))

— 353 (Byp(1)Dea (0) + Bp(0)05y ()
2n—3

Toy(u) =3 (1) grrgyra" (4 740x +8)" " Opy(w)

n>4
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Comme 6’; 1 = Cs gu+6T, 1) et Cy coincident sur S(g), on déduit des formules précédentes
(1) = Ce, (1) : . ;

que C est correct de degré —2. Ceci suffit pour montrer I'existence d’un produit-star

(algébrique) de S(gs,4), tangentiel et bien gradué, selon notre théoréme II11.3.3.

Dans cet exemple, l'ouvert (2 des orbites de dimension maximale est Iunion des trois
premieres strates. La premiére strate (z; # 0) a déja été paramétrée ci-dessus. Les deux
autres strates peuvent étre paramétrées comme suit:

1,2

Ty
. o 1 _ 't 1 1 __ 3
3;1:071;2#0_ P =25,9 ——,21—0,22—152,23———372.’1,‘4
) 2
et
T4
. " o__ " o__ no__ _n__ no__
t1=29=0,23#40: p'' =uz5,q —x—,zl—z2—0,z3—w3.
3

Comme 2 est la restriction de I'invariant générique z; 3 la seconde strate et 2" la restriction
3 3 3
de +,/z3 a la troisiéme strate, le produit-star algébrique que nous venons de construire sur
9
95,4 est tangentiel non seulement aux orbites de la premiére strate, mais a toutes celles de
dimension maximale (cf. remarque I11.1.3).

Signalons que si ’on se restreint 4 la variété de Poisson réguliére €2, il est possible [Masl,
Mas2] de construire un produit-star a la fois tangentiel et différentiel sur Q qui, bien
entendu, ne s’étend pas & tout g5,4- Pour finir ce chapitre, nous proposons de construire
explicitement un opérateur C}, a coefficients homogenes dans C*°(Q), & la fois tangentiel
et différentiel de la forme:

Cé = C2,Gu + 6T,,

T' = Ays304s3 + A3s50355 + AussOuss + AzsaO3aa + A4s450u5 + Asss0555 + A4440444,

les A;j1 ci-dessus étant complétement symétriques en les indices ¢, j, k. La condition
C3(4A,.) = 0 impose aux coeficients de T' de vérifier le systéme suivant:

2

A34483(A) + 3A44434(A) + A54485(A) = $6—1

2

A3s503(A) 4 Aus504(A) + 3A55505(A) = $6_2
A34583(A) + 2A44584(A) + 2A54565(A) = 1;131:2

2A43404(A) + A54305(A) =0
Ag3504(A) + 2A53505(A) = 0.
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Voici une solution:

T1Z2I3
A453 = 3r
A .773:1,‘%
355 —
6r
—z3 + 2221,
A455 = 6r
x%xg
A344 = 6r
Apre — 23 — 22,22
445 — 6r
$1$%
A555 = 6r
2
A _ —TiT
444 — 9
6r

o l'on a noté r = z§ + 2% + z2.
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CHAPITRE IV

Déformations sur les orbites coadjointes
de dimension maximale

Soient g une algébre de Lie et 9" l'espace dual de g. Les orbites coadjointes dans
g* sont munies canoniquement d’une structure de variété symplectique. Du théoréme
de Darboux, il résulte donc que, sur chaque orbite O, il existe des coordonnées locales
P15 -5 Pryq1;- .-, qr (2r = dim O) telles que la 2-forme symplectique canonique w sur Q

s’écrive dans ces coordonnées sous la forme

w= i:dp,' A dg;.

i=1

Dans le cas nilpotent, on a bien plus: les auteurs de [Ver, AC1, ACG1, Bon, Puk] ont
montré qu’il existe, pour toute orbite coadjointe, une carte de Darboux globale dont les
applications coordonnées Pi, q; sont restriction a l'orbite de fonctions polynomiales fi g
définies sur g*. Il n’y a aucune raison pour que ces fonctions f;, g; vérifient les relations
de Darboux:

{fzag,]} = 6i,j)

en dehors de l'orbite. Cependant, M. Saint-Germain a montré dans [SG] Dexistence de
prolongements p;, d; des p;, gj, définis dans un voisinage “formel” de I’orbite et satisfaisant
les relations de Darboux sur tout ce voisinage. La considération de plusieurs exemples 'a
mené a conjecturer I’existence de prolongements qui seraient algébriques et qui satisferaient
les relations de Darboux sur tout un ouvert de g*.

Nous consacrons la section 1 de ce chapitre & quelques rappels de géométrie algébrique.
Puis, dans la section 2, nous considérons une algébre de Lie nilpotente g, et donnons
une description plus précise des prolongements considérés par Saint-Germain (aspect
algébrique sera également spécifié). Ceci nous permettra de recouvrir ouvert Q de g* des
orbites de dimension maximale par des cartes de Weinstein homogenes et semi-algébriques.
Comme le témoignera I’exemple de Palgebre de Lie 5(2) dans la section 3, la construction
d’un tel recouvrement n’est pas toujours possible lorsque g n’est plus nilpotente. Dans
la section 4, nous donnons une preuve cohomologique de ’existence d’un produit-star
tangentiel sur une variété de Poisson réguliere M en utilisant un bon recouvrement de
M et les champs de vecteurs locaux conformes et tangentiels. Cette preuve s’inspire des
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techniques de De Wilde et Lecomte données dans le cadre d’une variété symplectique
[DW, DW-L1, DW-L2], et reprend la formulation de [Mas2, Mas3, ALM] ol ces mémes
techniques avaient été utilisées pour la construction de produits-star covariants sur une
(seule) orbite coadjointe. Finalement, nous utilisons cette section 4 et les prolongements
décrits en section 2 pour montrer 'existence d’un produit-star tangentiel, différentiel et
gradué sur l'ouvert Q C g* des orbites de dimension maximale pour toute algebre de Lie
nilpotente g.

IV.1 Un peu de géométrie algébrique.

a) Ensembles semi-algébriques réels.

Définition IV.1.1
Un sous-ensemble V' de IR™ est semi-algébrique s’il peut s’écrire sous la forme:

V= U ﬂ {z € R™: Pjj(z) s;; 0},

1<i<s 1< <y

ou, pour tout t =1,...,5et j =1,....r, sij € {>,=,<} et ot les P;; sont des fonctions
polynomiales sur IR™.
Définition IV.1.2

Soient A C R™ et B C IR" deux ensembles semi-algébriques. Une application f de A
dans B est dite semi-algébrique si son graphe est un ensemble semi-algébrique de R™*™.

Un résultat important de Tarski-Seidenberg ([BR] p.60) nous apprend quesi f: A— B
est semi-algébrique, alors 'image f(A) C B est un ensemble semi-algébrique. A partir de
ce résultat, il est facile de montrer la

Proposition IV.1.3 [BR]

1. La composition de deux applications semi-algébriques est semi-algébrique.

2. Soient A C IR™ et B C IR™ deux ensembles semi-algébriques. Alors, I'application
h=(hi,...,hp): A — B est semi-algébrique si et seulement si toutes les fonctions h; le
sont.

3. Soit U un sous-ensemble semi-algébrique ouvert de R™. L’ensemble S (U) des fonctions
semi-algébriques sur U & valeurs dans IR posséde une structure naturelle d’anneau. De
plus, si f est un élément de S(U)NC*(U) alors, pour tout k =1,.. ., m, la dérivée partielle
9z, (f) est encore dans S(U) N C=(U).

Enfin, on appelle ensemble algébrique de IR™ une partie F de IR™ qui est l’ensemble
des zéros communs d’une famille (f;);c; de polynémes sur IR™. Notons que les ensembles
algebriques de IR™ sont les fermés d’une topologie dite topologie de Zariski de R™. Enfin,
rappelons qu’une fonction f : U ¢ IR™ — IR, définie sur un ouvert U de IR™, est dite
algébrique s’il existe un polyndme P € R[X1,..., X, Y] tel que

P(z, f(z)) =P(z1,...,Zm, f(z1,-.-,Zm)) =0 Vz = (z1,...,2m) € U.

Il est clair que toute fonction algébrique est semi-algébrique. Cependant, 'image f(A)
d’un ensemble algébrique A par une fonction algébrique f n’est pas en général un ensemble
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algébrique. En fait, les ensembles algébriques ne sont pas stables par projection. En effet,
considérons par exemple le disque unité:

D={(z,y) e R?*: 22 +¢*> =1}.

C’est évidemment un ensemble algébrique de IR?, mais sa projection 7(D) = {|z| < 1} par
l'application 7 : (z,y) — z est un ensemble semi-algébrique, non algébrique. La preuve
de la proposition IV.1.3 ne s’étend donc pas aux fonctions algébriques. C’est la raison
principale qui nous a conduits & utiliser ici la notion de semi-algébricité, beaucoup plus
naturelle.

Dauns la suite, le dual g* d’une algébre de Lie g (de dimension m) sera identifié 4 R™, ce
qui nous permettra d’utiliser les notions de fonctions semi-algébriques et algébriques pour

*

g

b) Stratification semi-algébrique de Bonnet.

Au chapitre II de cette theése, nous avons déja eu 'occasion de rappeler la stratification
due & Pukanszky du dual g* d’une algébre de Lie nilpotente g. Les couches de cette
stratification sont définies & partir d’une base B de Jordan-Hélder fixée. Elles sont indexées,
rappelons-le, par des ensembles d’indices de saut J = {j; < ... < j;} et sont de la forme:

@}Q—-—{,uég*:J,LzJ}.

Dans [Bon|, Bonnet construit une stratification plus fine que celle de Pukanszky. Pour cela,
il décompose chaque ensemble d’indices de saut Jy en deux sous-ensembles I, et I o €t
définit une involution de J, dans lui-méme echangeant I, et I,,. Ces ensembles d’1nd1ces
qui nous serviront ulteneurement pour la description des prolongements de Saint-Germain,
ont été comstruits de maniére récurrente par J. Ludwig et H. Zahir dans [LZ] (voir aussi
la construction analogue de B. Curey [Cur] pour le cas plus général des algtbres de Lie
exponentielles). Nous rappelons ici briévement cette construction. Soient donc B une base
de Jordan-Holder d’une algébre de Lie g nilpotente et x un point de g*. Soient

iy =min{y <, [X,X;] >£0 VX €g}
11 = man{i < g, [X:, Xi] ># 0}
hi(w)={Xeg:<y, [X, Xz’l] >=0}.

Alors, bh;(u) est une sous-algébre de g de codimension 1. C’est donc un idéal de g. Pour
1=1,...,m,1 # 1;, posons

<, [ X, X ] >

Xl=X,- ir-
<K, [Xi17Xi’1] >

La suite (X ;) ainsi définie constitue une base de Jordan-Holder de b, (u).
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On peut maintenant continuer la construction par récurrence en posant
i, = min{j < p, [X, X7 >£0 VYX eg}
i, = min{i :< p, [Xf’_l,Xi‘Z_l] ># 0}
bp(1) = {X € g:< s, [X,XI "] >=0}.

Alors, () est un idéal de h,_, (k) et une sous-algtbre de g dont une base de Jordan-
Holder est donnée par (X7?) ot

-1 -1
</1’[X? aX‘Z, ] >

XP — xp1_
’ ’ < /‘t’ [Xfp_l’X?'_l] >
P

p—]_ . . .
Xi o Vigidn,... i

Le processus s’arréte lorsque p = d = 2dim(0,). On note ensuite:
Li={ir>...>d) I'=TI ={i,. .. i} ={i,....i%}.

On stratifie finalement g* de la maniére suivante. A tout ensemble ordonné décroissant
I'=(41,...,i), on associe I* = (i}, ...,4}). Puis on pose

83 ={ueg:I,=I et I =I

On peut montrer que ces ensembles sont invariants sous ’action coadjointe. On peut aussi
munir 'ensemble des couples (I, I*) d’un ordre total et numéroter ces couples dans 1’ordre
croissant. Il est deés lors possible de construire une suite (P;) de polynémes sur g* telle
Kleme

ue le ensemble B4 soit celui des points ot s’annulent Py, ..., Pg_jmais pas Pk.
q B p ) I p

Ainsi, les QS{;’I* forment une partition de g* en sous-ensembles semi-algébriques.
Comme pour la stratification de [Puk], la premiére des strates de Bonnet est un ouvert

de g* et chaque strate Q5JI§I peut étre paramétrée au moyen de triplets (2, p, q) de fonctions
rationnelles, réguliéres sur la strate tels que:

- a chaque z correspond une et une seule orbite 0% dans @gr;
- pour z fixé, les fonctions p, ¢ constituent une carte de Darboux globale de l'orbite OZ.

c) Produits-star gradués sur un ouvert de g*.

Les produits-star gradués ont été définis au chapitre II1I. Nous avons besoin de transcrire
cette notion dans une situation locale:

Définitions IV.1.4
Soit g une algébre de Lie nilpotente et U un ouvert de g*. Une fonction lisse f sur U est
dite homogéne de degré d si:

F(s€) = si£(¢),

pour tout s > 0 et tout { de U pour lesquels s¢ appartient 4 U. De plus, une application
k-linéaire C': C°(U)x...xC®(U) sera dite homogéne de degré —n si pour tout Ulyeon, Uk
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homogénes de degré dy, . .., dy respectivement, la fonction C(uy, ..., ui) est homogéne de
degré di + ... + dp — n. Enfin, un produit-star * = Z Cnv" sur U sera dit gradué si
n>0

chaque C,, est un opérateur sur U homogéne de degré —n.

Les produits-star tangentiels que nous considérerons dans ce chapitre sont des produits-
star différentiels sur des variétés de Poisson régulieres; c’est donc la notion de tangentialité
différentielle qui sera utilisée ici (cf. appendice A.2 et la définition 1.5.4 du chapitre I).

IV.2 A propos de la conjecture de M. Duflo et M. Saint-Germain.

Dans ce paragraphe, g désigne une algebre de Lie nilpotente. Soient yu un point du dual
g* et O, l'orbite coadjointe de y. Notons pour un instant

$:0, > R £ (p7*(6), 45" (€))

une carte de Darboux globale de O, du type de celles construites par M. Vergne [Ver]
dans le cas générique et par D. Arnal, J.C. Cortet, M. Cahen, S. Gutt, P. Bonnet [AC1,
ACG1, Bon] dans le cas général. En reprenant, dans ce contexte, la preuve du théoréme de
décomposition d’A. Weinstein [Wel], il est possible de construire des prolongements p;, g,

des fonctions pz-o“,qio *, définis sur un voisinage ouvert de ¢ dans g* (pour la topologie
usuelle), a la fois semi-algébriques et homogenes. Montrons ce résultat:

Théoréme IV.2.1

Soient g une algébre de Lie nilpotente de dimension m, g* son dual et ¢ un point de
g*. On suppose que le tenseur de Poisson est de rang 2r en p. Alors, il existe une carte
de Weinstein de g* en yu, notée (U,p1,- - Pr @1y s Gy 21, . - - » Zm—2r), telle que U soit un
ensemble semi-algébrique de g*, ouvert pour la topologie habituelle et telle que les pi (resp.
q;) soient des fonctions semi-algébriques sur U, homogénes de degré 1 (resp. 0).

Preuve:

On procede par récurrence sur la dimension de g.

¢ Le cas ol g est de dimension 1 est évident.

o On suppose que le résultat est vrai pour toute algebre de Lie nilpotente de dimension
m — 1 et on le montre pour g de dimension m. Considérons une base de Jordan-Hélder
(X;) de g et notons a l'idéal de g engendré par (X1,...,Xm-1). Soit Il : g* — q¢* la
projection de g* dans a* qui & ¢ € g* associe {ja € a*. Notons encore I, = (i, .. i) et
I, = (4}, ...,1}) les indices de saut au point x4 de g*. Distinguons deux cas.

Simé¢lI,:

Dans ce cas, O, et Op(,) sont de méme dimension (égale & 2r). On note alors
Uhp's P @1y 02, y2'm—1-2r) la carte de Weinstein de a* en II(1) obtenue
par induction. Posons:

pi=p;oll, g¢j=gjollL

Par hypothése de récurrence, les p; (resp. les g;) sont semi-algébriques sur
U=IO"(U)N{f€g":m¢ L},
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homogenes de degré 1 (resp. de degré 0). Ils vérifient clairement les relations de commu-
tation souhaitées, & savoir:

i, 45} =6 ,

et les champs de vecteurs hamiltoniens H p: Hy; qui leur sont associés satisfont:
[Hanqj] = H{Pi;‘]j} = [HP."HP,'] = [HQHHQJ‘] = 0.

Il est maintenant possible de compléter les p;,g; par des fonctions zp, pour lesquelles le
Jacobien du systéme (Pi» 5, zk) soit non nul et d’obtenir la carte de Weinstein souhaitée.
Simel,:

Dans ce cas, O, est de dimension égale a (dim On(u)) + 2. On trouve, par hypothése
de récurrence, une carte de Weinstein ULp' 0 gy, i 1,21, 2 m—2rt1)
de a* en II(x). Posons p = Xm. Considérée comme fonction sur g%, p est clairement
semi-algébrique et homogéne de degré 1. Pour simplifier ’écriture, on note s indice m*
associé a m. Soit X, I’élément de g correspondant, que 1’on considére comme fonction sur

8". On constate aussitot que:
{ans}(/J) # 0.

Ainsi, le champ de vecteurs hamiltonien H, associé & la fonction p est tel que:

Hp(ﬂ) # 0.

On peut donc redresser ce champ sur un voisinage U de p- ldentifions dorénavant g* 3
IR™. On peut supposer que [ ~ [J’ x R2" pour un certain ouvert U/ de R™ 2" et que
m={p,... s#e—1,0, fhat1, ..., fm ). Notons ¢ la coulée locale de H,:

Pt 1) = pe(p) = Ad*exp(—tXm)(u),

et introduisons la fonction F définie sur un certain ouvert W de g* par:
F:WcCg"~R™ - g*~R™
(yla CRR 7ym) = ‘Py,(ylw . 'ay8—1707y8+17 s 7ym)-

Nous pouvons écrire:

Fy - 39m) = (Fi(y1,-- 1 Um)s ooy P, - ., ym)) =(T1,...,Tm).

Comme g est nilpotente, les fonctions F; sont polynomiales en les variables (y;)- De plus,
Vapplication F est par construction un difféomorphisme local. Elle nous permet de définir
un systéme de coordonnées (y, ..., Ym) tel que H, = Oy, . 11 s’agit maintenant de montrer
que la fonction g = y, est semi-algébrique et homogéne de degré 0. Or, on a

(m) Fm(ylr--vym):ym:wm
= (v
(m—l) Fm—l(yla"'7ym) =Ym-—1 +Z E %y]fj(lm_l) =Tm-1
>1 j=1
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m—3 1
Ys m-
(M=) Fnoalynoum) =vma + 30 30 Ly
>1 j=1 )

g (Y0 LI

(s) Fs(yl,...,ym)zzz _l,_yjfj[ =Ts
>1 =1 =

(5_1) Fs—l(yla"'aym) =Ys—1 = Tg--1
(1) Fi(ys,...,ym) = y1 = 71.

pour certains réels fl(pk).
Les équations (¢) pour 7 # s nous permettent de donner une expression de y; de la forme

Yi = zi — Fi(y1,...,%i-1,9s). Dans (s), on remplace successivement y,, par Tpm, Ym—1 par
Tm-1— Fm-—l(yl’ cr oy Ym—2, y3)7 Ym—2 PAr T2 — Fm—z(y17' c 9 Ym-3, ys), <+ Y1 par zj.

Finalement, on obtient & la ligne (s) une équation polynomiale de la forme

m
P(z1,...,Tm,ys) = Y, yb > ayz; =0 a; €.

0<IKN j=1

Cette équation en y, a une unique solution qui est la valeur de la fonction g au point
Llyeeoys Ty,

Les fonctions p, ¢ que nous venons ainsi de construire sont définies sur un ouvert U/ (que
'on peut supposer semi-algébrique), elles sont semi-algébriques sur cet ouvert et vérifient

P} () =1 Y el.

Quitte & remplacer U par un ouvert plus petit, on peut prétendre qu’il existe un indice k
pour lequel la fonction coordonnée z) ne s’annule jamais sur U. Par suite,

m .
> wymit=0

0<IKN  j=1

On en déduit que ¢ = y, est une fonction des variables (":J,,“v’zﬁl , et donc que ¢ est
homogeéne de degré 0.

Posons enfin
pi =exp(—qHp)(p;oIl) 1<i<r—1

¢; =ezp(—gHp)(gjoll) 1<j<r—1
Zk =exp(—qHp)(zp 0ll) 1<k<m-—2r+1.

Verifions que les relations de commutation requises sont bien satisfaites:

Par construction, {p,q} =1, H, = 8, et donc {¢,p;} = {¢,4;} = 0. Maintenant, soient f
et g' deux éléments de C*°(U') (on rappelle que U’ est le domaine de la carte (pi» 45, 24
carte de a* que I'on avait obtenue par induction). Notons encore

D = ezp(—qHp), f =II"(f") et g = II*(g").
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Alors, on a:

D(if,0) = 3 L gk g5,01)

k>0

= Z (_1)qu Z -'Ii{(H )z(f) (H )J(g)}
k>0 k! itk AR T "\ Hp

= S Sy, (8,9}

ily
Comme H, =, et que f',¢' appartiennent & C®(U' , on a bien
q p €L 4 g app

D((£.91) = ¥ S g 0,01, 0,V (03} = 10, Do),

Ceci montre que:
{pi, ¢} = &;;
{pi,pi} = {gi,9;} =0
{pi, 2k} = {4j, %} = {4, 2} = 0.

Enfin, on a

1k
.00} =Y L Bk )
k

1k
= 3 G ()
k
(=D* & o ke
k

Ceci montre que {p,p:} = {p,q;} = {p, 7} = 0.

Par construction, toute fonction lisse s’écrit au voisinage de u comme fonction des Diy 4
et des 7;. Maintenant, soit A la matrice Jacobienne des fonctions 7, (1<k<m-2r+ 1).
Le rang du tenseur de Poisson étant 2r en u, il existe un mineur d’ordre m — 2r dans A.
En se restreignant au besoin & un ouvert semi-algébrique ol ce mineur est non nul, on peut
choisir m — 2r fonctions zj, = Zj, de sorte que (p;, g5, p, g, i) soit une carte de Weinstein.

Finalement, par le point 3 de la proposition IV.1.3, les p;,q; sont des fonctions semi-
algébriques. Pour finir, on constate que p étant homogene de degré 1, H p €st un opérateur
homogene de degré 0. De plus, g est homogeéne de degré 0 et les p! (resp. g;) sont homogénes

de degré 1 (resp. 0) par hypothése de récurrence. Les Pi, ¢; sont donc bien homogenes de
bon degré.ca

Remarque IV.2.2

Dans [SG|, Saint-Germain a conjecturé Dexistence, en chaque point p de g* (g nilpo-
tente), de cartes de Weinstein (Pi, qj,2x) dont les applications coordonnées Pi,q; seraient
algébriques. Notre théoréme IV.2.1 répond affirmativement & cette conjecture pour tout
p dont I'orbite O, est de dimension 2.
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Vu laspect polynomial de I’application exponentielle dans le cas nilpotent, on aurait pu
s’attendre a obtenir, en tout point 4 de g*, des cartes de Weinstein dont les applications
coordonnées p;, q;, 2 seraient rationnelles en les variables (z:). Si cela est vrai pour les
points génériques, les exemples les plus simples montrent qu’il n’en est rien en général. (Ce
phénomene déja observé par Saint-Germain dans [SG] sera illustré dans la section 3 de ce
chapitre avec I’exemple de Palgebre de Lie 95,4-) On peut néanmoins améliorer le résultat
du théoréme précédent si on se restreint aux cartes de Weinstein qui recouvrent la variété
{2 des orbites de dimension maximale. Montrons d’abord le

Lemme 1V.2.3

Soient g une algébre de Lie nilpotente et (z;) un systéme de coordonnées de g*. On
note encore {} 'ouvert de g* des orbites de dimension maximale. Alors, le champ d’Euler
X =Y z,0; est transverse a toute orbite contenue dans ).

Preuve:

Soit O une orbite de dimension maximale. Compte tenu de la structure méme des orbites
coadjointes des algebres de Lie nipotentes [ACG1, Ver, Puk], il existe nécessairement un
polyndme invariant homogene z tel que zj0 # 0. Donc, pour tout z de O, X (z)=kzsiz
est de degré k et X, (z) # 0 sur O. Par suite,

X, ¢ T,0 Vze0.0

Maintenant, nous avons:

Proposition IV.2.4

Soit g une algébre de Lie nilpotente de dimension m. On note (z;) un systéme de coor-
données de g*. Soient ) la variété des orbites de dimension maximale (2d) et y un point
de Q. Il existe une carte de Weinstein (U,pi,gj,2x), 1 <4,5 < d,1<k<m-2d U étant
un ouvert de g* contenant u, semi-algébrique, les fonctions p;, g; étant semi-algébriques et
homogénes de degré 1 et 0 respectivement, et les z des fonctions invariantes homogénes.
Preuve:

Prenons donc un point 4 de Q. D’apres le théoréme IV 2.1, il existe une carte de Weinstein,
notée (U,pl,...,pd,ql,...,qd,zl,...,zm_2d), telle que les p;, q; soient semi-algébriques
sur U et homogénes de degré 1 et 0 respectivement. Le rang du tenseur de Poisson
étant constant et maximal sur tout {), les fonctions zj sont invariantes. Dans cette carte

(U,p, ¢, 2), le champ d’Euler X = > 2;0; s’écrit:

m-—2d

d d
X =Y ai(p,g,2)8, + > bj(P:0:2)0; + Y cx(p, q,2)8,,.
=1 j=1 k=1

En fait, les c; ne sont fonctions que des variables z. En effet, comme

LXA(fag) = {fag} ZX({fvg}) - {Xf7g} - {vag} vfag € Coo(g*),

lafonction Lx f(= X f) est invariante dés que f I’est. On peut donc considérer la projection
1 = m«(X) de X relativement & I'application

m:z €U - 2(z) € R™ %4,
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Par transversalité de X, n(u) # 0. En redressant ce champ 7 en un voisinage U' (que 'on
peut choisir semi-algébrique) de u, on obtient de nouvelles variables 25e s 2oy telles
que

0
77252_17 LX(z;.):l
Lx(#)=0 ¥2<j<m-—2d.

Ceci équivaut & dire que 2 (resp. z; pour j # 1) est homogene de degré 1 (resp. 0). La
carte de Weinstein (U’, p, ¢, 2') posséde donc les propriétés exigées.O

IV.3 Exemples.

a) Un exemple fondamental.

Nous avons démontré avec le théoréeme IV.2.1 que les prolongements de Saint-Germain
sont semi-algébriques (et mémes algébriques pour les orbites de dimension 2). En général,
ces prolongements ne sont pas rationnels.

Considérons par exemple 1'algebre de Lie nilpotente g = 5.4 de base de Jordan-Holder
B = (X3,...,X5) et de crochets:

[X5,X4] = X3, [Xs,X3] = XQ, [X4,X3] = Xl.

Considérons ici la troisi¢me strate QS‘;;’I* de la stratification de Bonnet, il s’agit de la strate
correspondant aux ensembles d'indices I = {5} et I* = {4}:

&5" ={e=(21,...,25) €g* tz1 =2, =0, 23 #0}.

Cette strate QSQI* est bien un ensemble semi-algébrique (non ouvert) de g*; elle peut &tre
paramétrée par les fonctions suivantes:

2
Ty T3
P= —T4,q= _:1: 781 =X1,29 = T2,23 = — — Toly + T1T5.
3

2

Les fonctions p, ¢ ci-dessus constituent une carte de Darboux globale des orbites coadjointes

contenues dans Q’SQI*. Mais {p, ¢} n’est plus égal & 1 en dehors de 05{3’1'. Lorsqu’on cherche
a prolonger ces p, g en des fonctions p, g vérifiant la relation de Darboux sur tout un ouvert
en utilisant le redressement du champ H. p comme dans la preuve du théoréme IV.2.1, on

obtient:
2z 5

p=—c4, §= -
T
$3+\/-§1—$21‘4+$5$1

Ces fonctions p,§ sont homogénes respectivement de degré 1 et 0, et par construction
elles se restreignent en des fonctions polynomiales sur les orbites contenues dans la strate
envisagée. Elles sont bien algébriques, mais elles ne sont pas rationnelles.
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b) Pour aller plus loin.

Dans le cas nilpotent, toute orbite coadjointe O admet, nous I’avons déja dit, une carte
de Darboux globale constituée de fonctions Pi,q; polynomiales sur O ( {p;,q;} = 8i5).
Ces p;, g; peuvent toujours étre prolongés en des fonctions p;, g; vérifiant les relations de
Darboux sur tout un ouvert de g*, et homogenes de degré 1 et 0 respectivement. Les choses
sont loin de se passer aussi bien lorsque 1’algébre de Lie n’est plus nilpotente.

Considérons a titre d’exemple le cas de s1(2). On rappelle que la structure d’algébre de
Lie de 5[(2) est donnée par les crochets:

(X1, Xo] = X5, [X3,X5] = X, (X5, X,] = —-X;.

Dans cet exemple, Panneau des fonctions polynomiales invariantes est engendré par

z = xf + :vg - :c'g’
Si ce polynéme invariant ne sépare évidemment pas les orbites coadjointes de sI*(2), il
permet de répartir celles-ci en familles finies. On rappelle que le cone nilpotent (i.e.
la famille des orbites coadjointes nilpotentes) de s(*(2) est la réunion des trois orbites
suivantes:
- Porbite triviale Wy réduite au point {0},
Wi =Ap=(p1,p2,03): pf+ 4 —p2 =0, us>0}
'W2={#=(/£1,#27#3)3#%+#%‘N§:0a ,u3<0}-
Alnsi, on compte parmi les orbites de dimension maximale deux orbites nilpotentes W, et
W3. Ce sont précisément ces orbites qui posent probléme: D’une part, il est clair que le
champ d’Euler X = Y #,0; n’est pas transverse & ces orbites, d’autre part, on a le

Lemme IV.3.1

Si Q désigne la variété des orbites de dimension maximale dans le cas de sl(2), alors toutes
les fonctions ¢ homogénes de degré 0, définies sur un voisinage d’une orbite nilpotente W
de Q et qui se restreignent en des polynémes sur W sont constantes sur W.

Preuve:

Soit £ un point de W. Pour tout réel ¢ strictement positif, t{ appartient encore & W. Soit
maintenant ¢ une fonction vérifiant les hypothéses de ’énoncé. Alors

q(t&) = q(€), VEeW.

Comme gy est supposé polynomial, on a:

N
qQw = Z 9k,
k=0

ou les g; sont des polynémes homogenes de degré k. Tl s’ensuit que

N N
Do traw(&) =D ak(6), VEeW,vteR:
k=0 k=0
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soit encore
qw = qo = cst.00

Du lemme, on déduit immédiatement:

Corollaire IV.3.2

Soit W une orbite de s5*(2) nilpotente et de dimension maximale. Alors, il n’existe pas
de fonctions p,q homogénes de degrés respectifs 1 et 0 sur un voisinage de W, qui soient
réguliéres sur W et qui vérifient

{pw,qw} ={p.a}jw = 1.

IV.4 Champs conformes et produit-star tangentiel sur les variétés de Poisson
réguliéres.

L’existence d’un produit-star tangentiel sur toute variété de Poisson réguliére est connue
depuis [Masl, Mas2]. On donne ici une preuve cohomologique de ce résultat en utilisant
’existence d’un bon recouvrement et de champs de vecteurs tangentiels conformes locaux.
Cette preuve s’inspire des techniques de De Wilde-Lecomte développées dans [DW-L1,
DW-L2] en situation symplectique, et reprend la formulation de [Mas2, Mas3, ALM] ot
ces techniques ont servi & construire des produits-star covariants sur toute orbite coadjointe
admettant une polarisation réelle ou complexe.

Théoréme IV.4.1

Soit (M, A) une variété de Poisson réguliére, alors M admet un produit-star tangentiel.
Preuve:

On se donne un bon recouvrement (U,) de M ou chaque U, est le domaine d’une carte
de Weinstein. Pour tout entier r non nul, on pose Usyw, =Usy N Ua,, si cette
intersection est non vide. Il est clair que A est un cocycle pour la cohomologie de Poisson
tangentielle, il est donc tangentiellement exact dans chaque ouvert U, du recouvrement.
Pour chaque o, ’ensemble des champs tangentiels conformes sur U,:

Coa = {{o tangentiel : L;, A = ~A sur U,}

est donc non vide. C’est en réalité un espace affine dont I’espace vectoriel sous-jacent est le
quotient de I’espace C(U,) des fonctions lisses sur U, par celui des fonctions invariantes
sur Uy. En effet, si €, et £/, sont deux champs tangentiels conformes sur Uy, leur différence
€a—&,, est un cocycle de Poisson tangentiellement exact sur U,. Il existe donc une fonction
f sur Uy, déterminée & une fonction invariante sur U « Pres, telle que

éa"&;:Hf'

Donnons-nous maintenant, sur chaque Uy, un produit-star %, tangentiel (par exemple celui
de Moyal), un champ tangentiel conforme o dans C, et une application affine D, de Ca
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dans ’ensemble des dérivations tangentielles de %, de la forme:

_ a 2r 27
L Dalte) = vy + Le. + 3 DX (€l

2. Dy(én + Hf) = D,(€a) + 2.(f),

ou ®4(f) = [f, .]+,- La donnée d’une telle application est légitime (voir I’appendice A.2).

La preuve qui suit consiste & construire récursivement un produit-star x global sur M
par recollement des %,, et une dérivation D, de sa restriction & U «- Soit k£ un entier non
nul. Supposons que l’on soit parvenu 4 modifier les *o en des séries formelles encore notées

*o telles que si 'on pose
*a = Z Cr,ayra

r>0

alors pour tout r < 2k et pour tout a,f,
Cra=Crg sur Uag.

Supposons également que D, soit une dérivation tangentielle de %, & ’ordre 2k pres. Il
s’agit alors d’étendre la construction jusqu’a I’ordre 2k + 2.

Les hypothéses faites impliquent d’emblée que sur Uyg, Cogq — Cak g est un cocycle
de Hochschild symétrique, tangentiel et différentiel. Il existe donc un opérateur Ag,g,
tangentiel et différentiel vérifiant sur U,g,

Cok,a — Cak,p = 6Aup.
Posons B, g = Cokt1,0 — Cory1,8 — 0Aqp. Alors
§Bog = OBog = 0,

ici 0 désigne le cobord de Chevalley. Par suite, B,g est un 2-cocycle de Chevalley tan-
gentiel, 1-différentiel et nul sur les constantes. Comme la cohomologie de Chevalley res-
treinte & de tels opérateurs s’identifie 3 la cohomologie de Poisson tangentielle et que

HZ(Uag) = {0}, on peut trouver un opérateur R,g, tangentiel, 1-différentiel et nul sur les
constantes tel que:

Bug = ORup.

A présent, posons:
Taﬁ = Aaﬂ + Raﬂ sur Uaﬂ.

Alors,
6Tap = Cok,a — Carg et OTnp = Cakt1,0 — Cok+1,8-

Choisissons Tng tel que Top = —Tup pour tout a, B et posons
Taﬂ‘v = Taﬂ + Tﬁv + T‘ra-

110



CHAPITRE IV

Il est clair que:
6Tapy = 0T o, = 0.

Comme H{(U,gy) = {0}, il existe une fonction tapy définie sur Uyg., telle que

Topy(u) = Otog(u).

Maintenant, si §ap est un champ tangentiel conforme sur Uqp, alors

Ds(ap) = Dal€ap) = Y v* (DY (€xs) — DX (£ag))

r>0

est a l'ordre 2k prés une dérivation tangentielle de x, ou *g. La structure des
dérivations tangentielles rappelée dans l’appendice A.2 permet d’affirmer que cette
différence Ds(€ap) — Dy (€ap) est de la forme

k-1
Dp(€ap) = Dalbap) = ) v*"®a(f25) +v** D% 4 |
r=1

ou les fonctions fgz, ne dépendent pas du champ conforme €ap. Par ailleurs, si 'on note
T = exp(—v**Ty4)

ou Top est 'opérateur introduit plus haut, alors pour tout u et tout v, et a Pordre 2k + 2
pres, on a ’égalité suivante:

uxg v =TT (u) *q T(v)).

Ainsi,
Do(€ap) =T 0 Dg(up)o T

est une dérivation a l'ordre 2k + 2 pres de *q. Il existe donc une fonction ggfg sur Uy telle
que

k-1
D (6ap) — DE*(€ap) = (Le, p Top + 2kTug) + D0 8a(£25)ok = 8925 (ap)
r=1

k-1 k—1
si [Z u2T¢a(f§;;)]2k désigne la partie d’ordre 2k en v de Z vzrgéa(ff”’;). Contrairement
r=1 r=1
aux fgg, la fonction gi’% peut dépendre de {,4. Précisons cela. Si ' s €st un autre champ
conforme sur Uyg, alors il existe une fonction f définie sur Uyg telle que ¢’ , = s+ Hjy.
B B af 8 f
De plus, par définition,

Dik(faﬁ + Hf) = D?yk(saﬁ) + Czk+1,a(f7 )
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et

D5 (8ap + Hy) = DgF(€ap) + Carsr,5(f,.).

Donc, on a

8925 (bap + Hy) = 0925 (Eap) = (0Tup)(fy-) + {f, Tap.} — Tas({f,-})
= 392 + Tap(f))-

On pourra donc choisir un champ tangentiel conforme €ap sur Uyg et poser:

© g2b(bap+ Hy) = 9o + Tap(f) Vf € C®(Uyp).

Maintenant, pour tout champ conforme apy sur Ugp~, on a
(Dg - Da)(apy) + (Dy — Dg)(lapy) + (Do — D.)(fapy) = 0.
Ainsi, pour 1 < i < £, la fonction
o+ B+
est invariante sur Uap et donc

2k
~(Leapy Tapy + 2kTogy) = 995p+(Eapr),
ou l'on a posé
k k k k
G = 9oy + 955 + g2k
Mais on a vu précédemment que T, By = Otapy €t on a

—(Lsaﬂ'y atozﬂv + 2kataﬂ‘r) = —a(Lfaﬂ'ytaﬂ’Y + (2]9 - 1)taﬂ7)-

Considérons 1’équation:

~(Leas, o + 2k — 1)p) = g% _(£0p,).

Les équations de ce type admettent une unique solution, qui est invariante si le second
membre I’est. Ainsi, si ¥Yap~ est I'unique solution C® de I’équation

~(Ltapy o + (2k = 1)) = g2k _(£apy),

on aura
a(LEaﬁ-, (‘Pozﬂ7 - tozﬂv) + (2k - 1)(900437 - taﬂ'y)) =0,
soit encore

L£ap~, (Soaﬁ'y - taﬂ'r) + (2k - 1)(‘Pozﬂ7 - taﬁv) = Cap~,
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Ol cqp est invariante. La fonction tapy — Papy est donc solution de Péquation en ¢
sulvante

Leap, (9) + (2k = 1)(9) = cagy
C’est donc la seule solution et elle est invariante. Il en résulte que:
Otapy = Papy) = 0.

C’est-a-dire:
Tapy = Opags-

On vérifie en utilisant 'égalité @ que ¥Yap~ ne dépend pas du choix de ap~. D’autre part,
par construction, on voit que la fonction Papys définie par:

Papy6 = Pafy ~ Pafs + Pays — ©a~s

est solution de 1’équation:
Lfaﬁ-yé(lo + (2k - 1)([9 = 07

ol £agys st un champ tangentiel conforme sur Uagys. L’unique solution de cette équation
étant la solution nulle, Papys = 0. Mais alors, prenons une partition de I'unité (Yo ) de
M subordonnée au recouvrement (Uq), et posons:

Sap = Z ¢790a37 sur Uaﬂ.
Y

Par construction,
Papy = Sap + Sy + Sya sur Uyg,.

Donc, si on remplace T,p par:
Gaﬂ = Taﬂ - 830,;;,

on obtient non seulement les relations:
5Gaﬂ = 6Taﬂ et aGaﬂ = 6Tag,

mais aussi

Gaﬂ + Gﬂ'y + G7a = 0.

Ceci nous suggere de définir, sur chaque U,, Popérateur
Ko=) Gayhy
v

On vérifie alors que Gog =Ky - K g sur Uyp. Par conséquent,
C2k,a - 6Ka = C?k,ﬂ - 6Kﬂ7
Cot41,0 — 0Ky = Copy1 5 — O0Kjy.
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Si on note pour chaque U,:
T, = exp(—1*K,)

et aussi

Uk v =TT (u) %o To(v)) = Y CL o (u,0)0,

r>0

alors, pour tout « et 8,
C:.,a = ;.,‘3 V’r‘ < 2k + 2.

Enfin, on obtient une dérivation tangentielle de +, & 'ordre 2k+2 prés en posant:

D (¢)=T"o Dy(£a)oT' 1.1

IV.5 Produits-star différentiels, tangentiels et gradués sur Pouvert dense de

g* des orbites de dimension maximale (cas nilpotent).

Proposition IV.5.1

Soient g une algébre de Lie nilpotente, g* le dual de g et Q Pouvert dense de g* des orbites
de dimension maximale. Alors, il existe des produits-star locaux, tangentiels, gradués et
différentiels sur Q.

Preuve:

Soit (U, )4 un recouvrement de par des cartes de Weinstein (Uq, p&, q7,2%) homogénes
comme celles construites dans la proposition IV.2.4. Dans chaque ouvert Uy, le produit-star
de Moyal en les variables pi; g5 est tangentiel et différentiel. I est gradué par homogénéité
des cartes.00

Proposition IV.5.2

Soient g une algébre de Lie nilpotente de dimension m et Q Iouvert dense de g* des
orbites de dimension maximale. Soit encore (Ua) un recouvrement de Q par des cartes de
Weinstein (homogénes). II existe alors une partition de I'unité (1), de  subordonnée
au recouvrement (U, )o telle que chaque %o soit homogéne de degré 0.

Preuve:

Pour tout point a = (a;) de R™, nous noterons llal|> = ¥~ a?. Nous noterons aussi

8™ = {a=(a;) e R™: llal|* = 1}.

Soit maintenant (z;) un systéme de coordonnées de g*. Dans ce systéme, tout point u de 2
s'écrit p = (u;) et Q s’identifie 3 un ouvert de IR™ — {0} sur lequel IR?, agit par dilatation.
De plus, pour tout point p de Q, la fonction t — [lt.e]|* est continue et strictement

monotone sur IR}, il existe donc un unique ¢, dans R} tel que t,.p soit dans QN S§™—1,

On vérifie alors que pour tout réel s > 0, ts, = Es& Introduisons & présent une partition
de 'unité (¢q4)q de QN S™~! subordonnée au recouvrement (U, N .S™1),. Posons alors

Va(p) = Caltyp) VYuel,.
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On obtient ainsi une partition de 'unité de © subordonnée 3 (Ua). De plus, les 1, sont
bien homogénes de degré 0 puisque pour tout réel s > 0 et pour tout point y de Q,

¢a(3ﬂ) = @a(tsy-sﬂ) = ‘Pa(tuﬂ) = Pa(p).0

La partition de I’unité construite ci-dessus va maintenant nous permettre de prouver
Pexistence d’un produit-star tangentiel et gradué sur Q par recollement des produits-star
locaux de la proposition IV.5.1. Malheureusement (mais ce n’est pas tellement surprenant),
le caracteére semi-algébrique des prolongements de Saint-Germain (étudié au début de ce
chapitre) ne pourra pas étre conservé apres recollement.

Théoréme IV.5.3
Soit g une algébre de Lie nilpotente et Q la variété des orbites de dimension maximale
dans le dual g*. I existe alors un produit-star tangentiel, gradué et différentiel sur §Q.
Preuve:
11 suffit de reprendre la preuve du théoréme IV 4.1 pour la variété de Poisson réguliére Q2
et de faire les modifications suivantes:

i) Prendre un recouvrement de par des cartes de Weinstein homogénes du type de
celles construites dans la proposition IV.2.4.

ii) Choisir A,p et T,g homogenes de bon degré (i.e. de degré —2k).

iii) Remarquer que par homogénéité de Twp, Pap~ est invariante. Donc que

Tapy = O¢apy = 0= Tag + Ty + Tya.

iv) Choisir une partition de ’unité (%) homogene, ce qui est possible d’apres la propo-
sition IV.5.2. Puis, prendre pour K, Vopérateur suivant:

Ko = Tayhs.
Y

Avec ces choix, l'opérateur K, sera homogéne de bon degré et il en sera de méme pour les
produits-star modifiés +,,.00
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CHAPITRE V

Une approche cohomologique de la formalité de Kontsevich

En 1997, M. Kontsevich conjecture dans [Konl] existence d’une formalité pour toute
variété différentiable M, c’est-a-dire d’un L.-morphisme particulier entre deux algébres
de Lie différentielles graduées naturellement attachées & M (celle des multichamps de
vecteurs Tpo1y(M) et celle des opérateurs différentiels Dyory(M) sur M). Peu de temps
apres, il démontre sa conjecture dans [Kon2]. En conséquence de ce résultat, désormais
connu sous le nom de théoréme de formalité, il déduit 'existence d’un produit-star sur
toute variété de Poisson répondant ainsi & une question qui a arrété de nombreux auteurs
pendant longtemps.

Plus précisément, Kontsevich construit d’abord dans [Kon2] une formalité explicite pour
IR? & partir de graphes admissibles. Cette construction est aujourd’hui bien comprise
(voir par exemple [AMM] pour une explication détaillée). Puis, il parvient & globaliser sa
construction pour une variété quelconque en utilisant des arguments subtils de géométrie
formelle.

Il serait intéressant de pouvoir donner une preuve moins abstraite et plus géométrique
du recollement des formalités. Ce n’est bien siir pas si simple. Une fagon d’aborder cette
question est de mettre en évidence et d’étudier les cohomologies les plus appropriées au
probléme d’existence (voire de classification) des formalités. Rappelons que la cohomologie
de Hochschild des graphes de Kontsevich a été introduite pour la premiére fois dans [ABM]
pour le cas des bons graphes liés aux structures de Poisson linéaires. Dans cet article, les
auteurs calculent les premiers espaces de cette cohomologie. Ces calculs leur permettent
d’obtenir une preuve trés jolie du fait que, pour une algébre de Lie g donnée, tous les
produits-star de Kontsevich (i.e. tous ceux construits au moyen d’opérateurs “universels”
obtenus a partir de graphes admissibles) sur g* sont équivalents (ce fait est aussi prouvé
dans [Di2] d’une toute autre maniére). Le calcul complet de la cohomologie de Hochschild
pour tous les graphes et en toute dimension a été ensuite obtenu dans [AM]. Dans ce
dernier article, les auteurs montrent comment cette cohomologie permet de réinterpréter
’équation de formalité pour IRC.

En prolongement direct de [AM], D. Arnal, M. Masmoudi et moi-méme avons défini
et commencé a étudier une cohomologie de type Chevalley, naturellement associée 3 la
formalité; une cohomologie qui nous a permis de localiser (un peu comme pour les produits-
star) l’obstruction a l’existence des formalités. Dans ce chapitre, je propose de donner la
preuve détaillée de cette localisation dans le cadre général d’une variété M quelconque.
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Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 1, on définit la cohomologie de
Chevalley des algebres de Lie graduées. C’est la version graduée de la cohomologie classique
des algébres de Lie. Dans les sections 2 et 3, on revient rapidement sur la notion de
formalité et sur la construction explicite de Kontsevich pour I’espace IR?. Dans la section
4, on munit 'algébre de Lie graduée D o1, (M) d’une structure de Tpory (M )-module gradué.
Ceci sera utilisé dans la derniére section pour localiser 1’existence des formalités.

V.1 Cohomologie de Chevalley graduée.

Pour tout espace gradué V et tout élément v de V, on notera |v| le degré de v dans V
et U le degré de v dans le décalé V(1] (i.e. ¥ = |v|—1). On notera aussi V[n] = V{1]",
S(V) l'algébre symétrique graduée de V et A(V) l’algebre extérieure graduée de V. Ce qui
signifie:

SWV)=T(V)/ <e®@y—(-)Fltly gz >
AV)=T(V)/ <z@y+(-1)Fl¥ly gz >,

si 'on note T(V) l'algébre tensorielle de V. On rappelle que 'on a un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre S™(V[1]) et A®(V)[n] [Kon2, AMM].

Par définition, une algébre de Lie graduée est un espace vectoriel gradué g = & g¢*,
t€EZ

muni d’une application bilinéaire [, ] : g x g — g telle que:

g’ '] C gt
)X, Y] = (-)HIHy X] vX, Y eg
wi)(—DXIX, Y], 2]+ ()Y IX [y, 21, X1 + (-)PPIYI[[Z, X], Y] =0 VXY, Z e g.

Soient g une algebre de Lie graduée et M un espace gradué. La graduation de M induit
une graduation sur I'algébre End(M) des endomorphismes de M. On a une structure
naturelle d’algebre de Lie graduée sur End(M) donnée par le crochet

[f,9]=Ffog—(-1)elgo f Vf,g € End(M).

On dira que M est un g-module gradué s’il existe un homomorphisme d’algebres de Lie
graduées w de g dans End(M) (on notera w(a)(m) = a.m, a € g,m € M), c’est-a-dire
un homorphisme de degré 0 de g dans End(M) tel que

[a, Bl.m = a.(B.m) — (=1)1*IP18 (a.m) Va,B € g,Ym € M.

Pour des raisons d’homogénéité, on préfere travailler dans le décalé g[1]. Au crochet de
Lie [, ] de g, on associe donc ’application bilinéaire

[,1:g1] x g[1] — g[1],
de degré 1, définie par
[0, ) = (~1)*H0PI g, ] = (-1)*+VP(a, f] Vo, B g.
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De méme, on associe a un g-module gradué M Papplication bilinéaire
[ It = g[1] x M{1] — M1},

de degré 1, définie par
[, m]p = (=)12ImI=D gy = (1)@ DR Vo € g,Ym € M.

La structure d’algebre de Lie graduée pour g et celle de module pour M se traduisent en
termes de [, |' et de [, |m par les formules:

o[o, 0] = (-1)*[8,a]' Va,feq
o (identité de Jacobi graduée)
(=1*le, B4 + (=1)°%[18,7) ol + (=1)[[1, 0", B =0 Va,B,7€g
o (propriété de module)
[[er, BY', mlae + (1), [B, mlad]aa+
+ (=P OB, [a, mlum =0 Va,f € g,¥Ym € M.
Finalement, on définit la cohomologie de Chevalley graduée de g a valeurs dans un
g-module gradué M de la fagon suivante:

Les cochaines sont les applications multilinéaires symétriques, c’est-a-dire les applica-

tions de S*(g{1]) dans M[1]. Le cobord d’une (n — 1)-cochaine C est la n-cochaine donnée
par:

0C(eq.....an) = 3 (-1)C%y(i,1... 7. . .n)[a;, Ol ... oG . vn)l
i=1
_%Z(—l)éea(ij,1...i7...n)C([a,-,aj]'.a1 ..... &dj .. . an),
i#j

les a; étant dans g et C désignant le degré de C. Ici et dans la suite, pour toute partition
(I,J)de{1,...,n}, on désigne par €,(I, J) la signature de la permutation-battement (I, J)
sachant que 'on a

.09 = (—1)°71d2a2.a1

pour tout élément a; (resp. as) de g de degré a; (resp. d2) dans g[1]. Par exemple,

ea(i, 1... ; e n) = (_]_)51-'(&.'-1+...+&1)'

Notons que le cobord 0C de C est de degré 8C = € + 1. Vérifions maintenant que O est
bien un opérateur de cohomologie:

Lemme V.1.1
Onad?>=03800=0.
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Preuve:
n+1 ~
OPC(age... apyy) = Z(-l)aco"'ea(i,l...i...nﬁ— e, 0C(ay.. ... Qjen. . ani1)lm
i=1
- > ealify1...ij ... n+1)(=1)°°0C((ai, 0] s . . . GG . . cmp1)-
i<J

Ecrivons cette expression sous la forme d’une somme de deux termes
9*C = (I) — (II).

Détaillons le premier terme:

n+1 . ) R . N
(D= ()%, (6,1, 7. n+ 1) (1) % e, 1...47...n+ 1)
i=1 i
[Ofi,[Olj,C(al ..... OZEJ ..... Oln+1)]M]M
n-+1 . : " e .
=) () (1. 5 et ) > ekl ikl ..n+1)(—1)C
=1 k<l
ki, li
[as, C[ag, ] ay.. ... Qi0Ra.. ... Ant1)|m

=(l) — (&),

ou l'on a noté pour simplifier €, & la place de €a\{ai}-

Quant au second terme, on a:

(I1) =) ealif, 1. .17 ...+ 1)(—=1)CH > (—1)%Fequ(1,01...351...n+ 1)

i<y 0<i<n+1
[E ]
[Oll, C(ao (05 I Q0 500.. ... Oln+1)]M
+> ealijsloijnt1) Y eqn(uv,01...405...n+1)
l<] 0$u<.u_
u,v7%0,4,j
C(lay, o] aq. . ... Ay OO0, .. . . Qn+t1)

Ici, on a noté ag = [a;, ;] et ey signifie €(au{ao)\{ai,0;}-

En conservant les notations ci-dessus et en précisant la place de ap, on trouve

(I1) = €a(ij,1...47 ...n 4 1)(=1)CHD+C(E+a;+1)

1<j
[[ai, ae]-]', C(oq ..... O{/,EJ ..... an+1)]M

+ Y ealif, 1 ij . n+ (=1 CHDFEE N L0155l n+ 1)
1<J I#£0,5,5
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lar, C(las, a;]'. .. .. a;a;a... .. Ant1)]Mm
—|—Zea(z’j,1...iAj...n+ 1) Z €ar(0,0,1...05)...n+ 1)
i<j v#i, )
C(llas, oj), ap] ai... .. iy . ... Qn+1)
+Zea(ij,1...i3...n+1) Z ean(u,v,O,l...lzJ?j...n—}—l)
i<j uly
u,vu30,2,j
C(law, o] [ai, aj] wag... .. Uy Gy il . . . . Apt1)

=(IL)+ (1) + (II3) + (I1,).

Montrons que ([;) — (I;) = 0:

(L) = (L) =
=Zea(ij,1...z'7...n—|—1)(—1)C(d‘+dj)+&‘[ai,[aj,C(al ..... CiQje. .. Ant1)mlm
t<J
+Zea(ji,1...zf\j...n+ 1)(—1)6("_"'*"‘_1')""'71' [, [a;, C(ag..... Qe . ant1)] mlm
i<j
+Zea(ij,1...z{\j...n+ 1)(—1)é(d‘+d")[[ai,aj]',C(oq ..... &iQje. ... Ant1)] M-
i<j

Cette somme est nulle d’aprés la propriété de module de M.
Montrons que (I;) + (I;) = 0:

n+1

(IL)=Y" 3 (1) CHD+&Ce (b, 1., Kl...n+ 1)ean(5,01... kli...n+ 1)
=1 k’ff;ii
[a;, Clak, ai] vaze. . .. QiR . .. Qpt1)] M
n+1 - . R N } )
=3 ) (1) CHIFECe (k1,1 kL on 4 1) (—1) (SR FEADE
=1 k<
PP
€t (0,%,1... kli...n+ D[, C(lak, au]'eaze. s I O Ant1)| M
n+1 _ . - ) o
=Y D (~1CEORECHSie (ki 1. ikl .0+ 1)(—1) A
1=1 k<l
k11
[ai,C([ak,al]’.al ..... aﬁ;al.....an_,.l)]M
n+1 . : _ P
==Y Y (—1)(CHIEHECe (iRl 1. ikl .0+ 1)
i=1 k<!
ke, l#¢
[ai, C([ak, 1] .ay.. . .. Q0K . . . Q1) M

= — (L)
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Considérons & présent le terme (II3). Fixons trois indices distincts r, s, ¢ (on suppose
que 7 < s < t). Les termes qui leur correspondent dans (I]3) ont pour somme

S=ea(rs,1...7‘3...n+1)ea/:(0,t1...f‘/.'3\75...n+1)

Cllar, as]', as) ay... .. Qg Qs .. s Qnt1)+
tea(rt,1...rt...n+ 1)eqn(0,81...75¢...n + 1)

C(lar,ad), as)'.a;..... LI TR Qnt1)+
+ea(st,1....§t...n+1)eau(0,r1...r/§...n+1)

C(las, ], ar' ay..... L TR Qnt1)-

Comme S = 0 par l'identité de Jacobi graduée de [, |', ces termes ont une contribution
g

nulle dans (II3). Cela étant vrai pour tout triplet d’indices (r,s,t), on a prouvé que
(IL;) = 0.

Il reste & montrer que (1) = 0:

(IL) =) ea(ifpl-ij...n+1) > eqn(u,v,0,1...u08j...n+1)

i ] ulv
< 00,4,

= Z ea(ijuv,1...GJuv...n+ 1)(—=1)(itdi+1)(dutd)

i<
uv

En permutant [ay,a,]’ et [a;, a;]', on obtient:

(IL) =) ealijuv,1...5uv...n+ 1)(—1)(E i+

i<
u<lv
C(lai, a;] Jau, as]'.. . .. Q0 Oy Ay . . . o QApt1)-

Puis en passant de la permutation (ijuv,1...5juv...n+1) & (wvij,1...uvij...n+1),

(L) =~ Z ealuvij,1.. uvij...n + 1)(—1)(Futdvti)ditd;)

i<y
w<vu
Clai, aj) Jay, an]'. . ... Qi OOy Oy .o . s Any1)-

Enfin, en échangeant les noms des indices i, j et u, v,

(IL) ==Y ea(ijuv,1...07uv...n 4 1)(—1)(E+EG+D(duta)

i<j
ulv
Claw, ay]'Jai,a5].. ... Uy QOO s Qnt1) =
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Par suite, (II;) = 0 et finalement 82C = 0.0

V.2 La notion de formalité.

a) Les algébres de Lie différentielles graduées T,y et Dyory.

Une algebre de Lie graduée g est dite différentielle si elle est munie d’une différentielle
d (d* = 0) de degré 1 qui est une dérivation de degré 1 de g:

dla,b] = [da,b] + (-1)*1°![a,db] Va,beg.

Soit M une variété différentiable. On associe & M deux algebres de Lie différentielles
graduées: lalgébre de Lie g; = Tj,o1y(M) des multichamps de vecteurs et Ialgébre de Lie
gy = Dpoty(M) des opérateurs multidifférentiels sur M. Décrivons-les rapidement.

Dans g;, un k-tenseur a est de degré |a| = k — 1, il est de degré & = k£ — 2 dans le
décalé g;[1]. La structure d’algébre de Lie de g, est donnée par le crochet de Schouten.
La différentielle considérée sur g, est la différentielle nulle.

Dans g,, un opérateur m-différentiel D est de degré |D| =m—1,il est de degré D = m—2
dans le décalé g,[1]. La structure d’algebre de Lie de g, est donnée par le crochet de
Gerstenhaber [, Jg. On rappelle que si D; est un opérateur m;-différentiel et D, un
opérateur m,-différentiel,

[D17D2]G = D]_ o] Dz — (—1)|D1||DZID2 o D]_

\

ou

DioDy(f1s.-s fmitmy—1) =
Y (=)™ NGDD(f, L fiy, Da(f, - > Fitma=1); fitmys oo fmytmy—1)-
i=1

Enfin, la différentielle d que ’on met sur g, est définie par

dA = —[u, Alg = (—1)|A|5A VA € g,,

ou p désigne la multiplication usuelle des fonctions et § le cobord de Hochschild.

b) L.-algébres et formalité.

Soit V' un espace gradué. Suivant [Kon2], on associe & V la cogebre colibre cocommuta-
tive sans co-unité générée par V:

C(V) = ST(VI[1]) = ®n>1 SU(V]1)).

On appelle L-algébre un couple (V, Q) ot V est un espace gradusé et @ une codérivation
de la cogebre C(V') (si on note A la comultiplication de C(V'), cela signifie:

AQ=(QRINA+(Id®Q)A )
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de degré 1 et de carré nul:

[@,Q] = 0=2Q"

Un Lo -morphisme entre deux L.-algébres (Vi,Q) et (V3, Q' ) est un morphisme de
cogebres
F:C(Vi) - C(WVp)
tel que
FQ=Q'F.
Par propriété universelle des cogebres cocommutatives colibres, une codérivation
Q:C(V)—-C(V)
est entierement déterminée par sa composition avec la projection sur V[1]; c’est-a-dire par
une suite d’applications @, : S™(V[1]) — V1], que 'on appelle les coefficients de Taylor
de @.
Notons que la condition Q? = 0 se traduit par une infinité de relations quadratiques en
les Q. La premiére de ces relations dit que Q? = 0 donc que (V, (1) est un complexe de
cohomologie. La seconde exprime le fait que Q5 est une forme bilinéaire sur V compatible

avec @ relativement & la régle de Leibniz. La troisiéme signifie que Q5 satisfait 1’identité
de Jacobi a un terme homotopique prés donné par Qs...

De méme, un morphisme de cogebres
F:C(V1) — C(Va)

est entierement déterminé par sa composition avec la projection sur V2[1]; c’est-a-dire par
une suite d’applications F, : $™(V1[1]) — Va[1], appelées les coefficients de Taylor de F.

Le fait qu’une application F soit un Lo,-morphisme entre deux Loo-algebres (V,Q) et
(V, Q') se traduit par une infinité de relations entre les coefficients de Taylor de @), Q' et F.
La premiere de ces relations affirme que F; est un morphisme de complexes entre (V, Q1)
et (V,@1).

Il est important de remarquer que toute algébre de Lie différentielle graduée est une

Loo-algebre dont les coefficients de Taylor @; de la codérivation Q sont nuls pour ¢ > 3.
De plus, on a la

Proposition V.2.1 [Kon2, AMM]

Soient (V, [, |,d) et (V',[, |',d') deux algébres de Lie différentielles graduées. Notons V,@)
et (V',Q") les Lo, -algébres correspondantes. Soit maintenant F un morphisme de cogébres
de C(V) dans C(V'). Alors, F est un Lo,-morphisme si et seulement si les coefficients de
Taylor F,, (n > 1) vérifient I’équation de L.,-morphisme:

1 )
Q' Fulay... .. o)+ > eal( I, )@y (Finy(ar)-Fiy(ay)) =
TUJ={1,...,n},]T|#0,| J|50

= Zea(k,l,...,l::,...,n)fn(Ql(ak) ..... Okern.s an)+
k=1
1 - R

+ = Z €alkl,1,.. . kL, ... ,n)Fu_1(Qa(ak.ai). ... aga..... ),
2 k#l
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ou |I| désigne le nombre d’éléments de I et e,(I,J) désigne le signe associé & la
permutation-battement correspondant a la partition (I,J) de {1,...,n} (comme au para-

graphe V.1).

Enfin, on appelle Lo -quasi-isomorphisme entre deux Lo.-algébres (Vi,Q) et (Va, Q")
un L-morphisme qui est un quasi-isomorphisme de complexes (i.e. un morphisme de
complexes induisant un isomorphisme en cohomologie) entre les complexes (V1,Q1) et

(V2,QY).

Les structures de Loo-algebres sur g, = Tpory(M) et g, = poly( M) ont été décrites dans
[Kon2] (voir aussi [AMM]). On les rappelle ici. Si a; est un k;-tenseur et ay un ko-tenseur
alors:

Qu(a1) =0 et Qs(ar.a2) = (-1)*"V*[ay, ay]s,

le dernier crochet étant le crochet de Schouten. Et, si A; est un opérateur m;-différentiel
et Az un opérateur mo-différentiel, alors

QA1) = —8(41), et Qy(Ar.Ar) = (=1)™7I™2[4, 46,

Le lemme suivant est bien connu.

Lemme V.2.2 [HKR, Vey]
Soit M une variété différentiable. On note encore g, (resp. g,) I’algébre de Lie différentielle
graduée des multichamps de vecteurs (resp. des opérateurs multidifférentiels) sur M. Alors,

Papplication .7—"( ). : 8:1([1]) — g,([1]) définie par

FO@A Ay fa) = = 3 o) [Tt ()

‘o€, i=1

ou X, désigne le groupe de permutations de {1,...,n}, les £k sont des champs de vecteurs
et les f; des fonctions sur M, est un quasi-isomorphisme entre les complexes (g;,d = 0) et

(927d - 6).
Remarque V.2.3

L’application .7:1(0) du lemme précédent permet d’identifier la cohomologie H(g,) du com-
plexe (g,,6) a g,. Plus précisément, si D est un m-cocycle de Hochschild, on peut écrire

D =aD +6R

ou R est une m — 1-cochaine de Hochschild et aD désigne l’antisymétrisé de D:

aD(fir. s fm) = =7 3 €O)Dfauy- - fotm):

T30

Comme aD est un opérateur différentiel d’ordre 1 en chaque argument, il peut étre identifié
a I'unique élément « de g, tel que

fl(o)(a) = aD.
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On se servira de cette identification dans la suite.

Le théoreme de formalité* de Kontsevich affirme que g, est quasi-isomorphe & sa coho-
mologie H(g,) identifiée & g;. Ce théoréme s’énonce comme suit:

Théoréme V.2.4 [Kon2]
Il existe un L -quasi-isomorphisme F (appelé formalité) entre g, et g,, ayant pour premier

terme Fi = .771(0).

Pour une formalité, .. pour un L-quasi-isomorphisme entre g, et g,, ’équation de
L-morphisme régissant la condition de Lq,-morphisme (au sens de la proposition V.2.1)
s’appelle équation de formalité.

Remarque V.2.5

Nous avons choisi ici de présenter la notion de formalité en termes algébriques. Dans le
langage géométrique, elle se traduit comme suit. Intuitivement, la cogébre C(V) associée
a un espace gradué V peut-étre vue comme une variété formelle avec un point base. Une
codérivation @ de C(V') correspond alors & un champ de vecteurs sur cette variété formelle.
Dans ce contexte, une Lq,-algébre est appelée Q-variété, un L.,-morphisme F entre deux
L .-algebres correspond & une application entre deux variétés; et FQ = Q'F se traduit
par le fait que les champs de vecteurs @ et Q' sont F-reliés.

c) Le lien avec la quantification par déformation.

Une formalité F entre g, = Tpoiy(M) et g, = Dpory(M) comme ci-dessus donne pour
toute solution A dans Tpe1,(M) de ’équation de Maurer Cartan:

2dA + [A,Als = [A,A]ls =0,

une solution C = -V—}—n A..... A) dans D1, (M) de ’équation de Maurer Cartan:
n! poly

n>1
26C +[C,Clg = 0.

Ainsi, la donnée d’une formalité F permet d’associer & tout tenseur de Poisson A de M,
un produit-star x (appelé produit-star de Kontsevich) défini par x = u + C si p désigne
la multiplication usuelle de C*°(M). Dans la suite, on ajoutera & toute formalité F le
coefficient Fy = p, et par abus de notation on posera F = Z Fa.

n>0

Remarque V.2.6

Dans le cas ot M est ’espace R? muni de la structure de Poisson A constante, le produit-
star de Kontsevich coincide avec le produit-star de Moyal. Et, si M = IR® est muni d’une

* Le terme de formalité est emprunté au langage homotopique, un langage qui qualifie de
formelle une algeébre de Lie différentielle graduée quasi-isomorphe a sa cohomologie munie
de la différentielle nulle.
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structure de Poisson linéaire (i.e. si M correspond au dual d’une algébre de Lie), alors le
produit-star de Kontsevich différe généralement du produit-star de Gutt.

V.3 La formalité explicite pour 1’espace IR?.

Dans [Kon2], Kontsevich construit une formalité explicite pour IR? & partir de graphes
admissibles. Rappelons rapidement cette construction.

Pour définir un graphe I', on se donne des sommets et des arétes. Les sommets sont de
deux types: les sommets aériens sont des points py,...,p, du demi-plan de Poincaré:

H={z€C:3(z) >0}

les sommets terrestres sont des points ¢qi,...,¢n de la droite réelle. Les arétes sont des

Aeches ab partant d’'un sommet aérien (la source) et arrivant sur un sommet aérien ou
terrestre (le but). Un tel graphe est admissible s’il n’a ni fléches multiples ni boucles (i.e.
la source et le but d’une fleche doivent étre différents). Il est dit orienté si l'on a mis un
ordre total sur les fleches. On note dorénavant G, , ’ensemble des graphes admissibles
orientés & n sommets aériens et m sommets terrestres.

Voici un exemple de graphe a trois sommets aériens et deux sommets terrestres:

p3

P1

p2

q1 Q2

Figure 2: un graphe admissible.
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Pour reproduire ici la formule explicite de la formalité pour IR?, on choisit d’employer les
notations de [AM, AMM, MT]. Pour un graphe I’ de G, m, on note py, ..., p, ses sommets
aériens et ¢q,...,¢n Ses sommets terrestres. On suppose que les sommets et les fleches
de T soient énumérés de fagon compatible avec l’orientation de I': les fleches partant d’un
sommet aérien p; ont les numéros ky + ...+ kj_1 +1,...,k1 + ... + k;. L’ensemble de
ces fleches est noté Deb(p;), il est de cardinal k;. On note aussi Fin(b) ’ensemble des
fleches arrivant sur un sommet b (aérien ou terrestre) et g son cardinal. Soit maintenant
K = Y0 . k; le nombre total des fleches du graphe I'. Alors, I' permet de définir une
application

Br: Sn(Tpoly(IRd)) - Dpoly(]Rd)

qui a tout n-uplet (@1, ...,a,) de tenseurs contravariants totalement antisymétriques as-
socie 'opérateur m-différentiel défini comme suit:

Br(are....an)(fi,--n fm) = Y HaFin(pj)a?eb(Pj)aFin(ql)(fl)"'aFin(Q'm)(fm)a

1<y, i <d j=1

les f; étant des fonctions lisses sur IR?, si les a; sont des ki-tenseurs, et 'opérateur nul
sinon. Dans ’expression ci-dessus, on a posé:

Deb(p;) eyt kg1 e Bhy otk
(o700 = .
J J
Orin(s) = Biryiay, 51 Fin(b) = {s1,..-,50, ).

Par exemple, si ’on munit le graphe T' de la figure 2 de ’ordre suivant:

PiPs < PiPs < i < P3ps < P3qa < P3cha,

alors

Br(ai.az.03)(f1, f2) = Z af1 0, 1,000:, 057 8;, (1) Bigig (f2),

1<iy, ... ig<d

pour tout tenseur oy, as et az d’ordre 3, 0, 3 respectivement et pour toute fonction f; et
fa sur R,

Maintenant, la formalité explicite & de Kontsevich est uniquement déterminée par ses
coeflicients de Taylor:

U : Sn(Tpoly(md)[l]) - Dpoly(md)[l]-

Par définition, les U,, sont homogenes de degré 0: si les ; sont des k;-tenseurs, alors
Un(age...o0n) = a1 +...+dp= Y (ki —2).
=1
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Autrement dit, Up(ai..... o) est un opérateur m-différentiel avec

m——2=2n:ki—2n.
i=1

Les coefficients de Taylor de la formalité sont définis comme suit:

ou le coefficient Wr associé & un graphe I' de G, , est un nombre réel nul sauf si le
nombre de fleches de I' est exactement égal a 2n + m — 2. Il s'obtient en intégrant une
forme fermée wr de degré 2n+m —2 sur une composante connexe de la compactification de
Fulton-MacPherson [FM] d’un espace de configuration qui est précisément de dimension
2n 4+ m — 2. Pour étre complet, notons, pour 2n +m —2 > 0, Con f,, n, I'espace

Confom ={(P1,---»Pn;q1,---,qm) € H* X IR™ : p; # pj, sii# J;qx # q, si k # I}
Le groupe des transformations affines:
GV ={z—az+b:ae€Rsy,bec R}
agit sur Con fy, m librement. L’espa,c;e quotient
Crym = Confrm/GY
est donc une variété de dimension 2n+4m —2. Cette variété est non connexe, on note C}f

la composante connexe relative au cas ou les points terrestres sont rangés dans l’ordre
croissant (z.e. g1 < ... < gm).

On note Ci.m la compactification de Fulton-MacPherson de C’;‘{}m, telle qu’elle est décrite
dans [Kon2] ou [AMM].

On note encore

Deb(pj) = {pja].""7pjakj} ?k1+...+k,’_1+i :]_)]_d:

Alors, par définition, Wt est:

Wr‘ 2/ wrp
Clm
ou
1 .
wr = d®_, N...AND_, et @__)zArg(a ?_J)
kbl k! Vs Ukit thn p;a S

Comme Br, Wr dépend de 'ordre des fleches de I'; mais le produit WrBr n’en dépend
plus.
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La preuve du fait que les U, vérifient bien 1’équation de formalité s’obtient par ap-
plication du théoréme de Stokes pour les formes fermées wy et pour les variétés 3 coins
cT..

V.4 L’algébre de Lie graduée D,,, vue comme Tpoty-module.

Dans ce paragraphe, M désigne une variété différentiable. On note encore g, = poly(M)
Palgebre de Lie différentielle graduée des multichamps de vecteurs et g, celle des opérateurs
multidifférentiels sur M. Nous proposons maintenant de montrer que ’existence d’une
formalité entre g, et g, est bien décrite par la cohomologie de Chevalley graduée de gy 3
valeurs dans g,, vu comme module sur lui-méme. On écrira le cobord d’une application
@ : 5" (g, [1]) — g;[1] en faisant apparaitre la codérivation Q comme suit:

dp(ar.....om) = (=1)%%ea(s,1...7...n)Qa(iep(@ . . . &ir. .. vtn))
— %Zea(ij,l z?'...n)(—l)‘ﬁcp(Qg(ai.aj).al.... Qe ... ),
1#£]

les «; étant des multichamps de vecteurs sur la variété M.

Par ailleurs, on peut définir une action de g, sur g, en posant:
a.D = o[F(a),Dl¢ Va€g,,VD € g,,

ou a[}'l(o)(a),D]G désigne antisymétrisation de 'opérateur [fl(o)(a),D]G. Cette action
définit une structure de g,-module gradué sur g,, comme le prouve la

Proposition V.4.1

On note encore [, |s le crochet de Schouten et [, | celui de Gerstenhaber. On désigne

encore par a I'antisymétrisation des opérateurs et par .7-'1(0) linjection de g, dans g, définie
plus haut. Alors, on a les égalités:

(¢)a[D1, Ds)g = a[D1,aD2)g  VDy, D, € gy;

(i) 71" ([, Bls) = a[F{(a), FO(Ble Vo, B € gy;

(313 o[ ([, Bls), D] =

alF{"(a), o[ F”(8), Dlcle — (~1)!*Ila[F(8),a[F{V(a), Dl6lc Va,B € g, D € g,.

Preuve:
Soient D; un opérateur m;-différentiel et Dy un opérateur mo-différentiel sur M. On a
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d’une part

G'[Dh D2]G(f17 .. 7fm1+‘m2—1) =
=a(D; 0o Dy — (=1)!P1I1P21D, 0 D) (i, .., fmybmact)

T Tlnz —1)! Yo do)D (~1)imamDGY

0€Lmy 4my-1 J=1

Dl(fa'(l)7 s 7f0'(j~1)7 D2(fa(j)7 R 7f0(j+m2—1))1 .fzr(j+m2)7 v 7.fa'(m1+m2—1))
my
_ Z(_l)(ml—l)(m2—1)+(m1—1)(1—1)

=1

Da(foays -+ fot=1)s Di(faqtys -+ » fottami~1))s Foi4ma)s - - fo(mitma—1))]-

D’autre part,

[Dlaa-DZ]G(fla- .. 7fm1+m2—1) =
m1 . - 1
=D ()TN B ()
Jj=1

) Tjezmz
Dl(-fl’ v afj-—la-D2(ij(j)>' . "ij(j+m2—1))7.fj+m27 .. -afm1+m2—1)

m—2
—1)(m2— mq~1)(I— 1
_ Z(_l)(ml 1)(ma—1)+(m1—-1){1 1)_' Z 6(81)

Mo .
=1 2 2 €Xm,

s1(p)=t
D2(fs;(1)7 < afsz(p—1)7D1(f.91(p)7 cee 7f1+m1—1)afsz(l+m1)v oo 7f.51(m1+m2—1))-

Dans la premiére somme, la permutation 7; dépend de j au sens ou elle appartient au
groupe de permutations des ms indices j,...,j + mz — 1. Pour j fixé, on étend 7; en la
permutation 7; du groupe de permutations & m; + ms — 1 éléments laissant les indices
L...,;j—1,7+mg,...,m; +my — 1 fixes. On a clairement ¢(7j) = e(7;).

De méme, dans la deuxiéme somme, la permutation s; est une permutation des m,
indices 1,...,l,l+my,...,m; +mz — 1. On étend cette permutation en une permutation
du groupe de permutations & my + mq — 1 éléments laissant les indices I +1,...,/4+m; — 1
fixes. La encore €($7) = €(s;). Nous obtenons alors

[Dl,a.D2]G(f1,---,fm1+m2—1) =
my . 1
=3 (~pmenen LS
j=1( : ma! “75)

’ T GEm2

Di(fz1)- -5 FrG-1), Da(F5G)s - -+ o Foy Gma—1) )y Frs (bma)s - - 5 o (matma—1))

m—2
mi— - my— - 1
_ Z(—l)( 1—1)(m2—1)+( na 1)_m_2.! Z e(s1)
=1 $1€Zm,
a1(p)=l

DQ(f.é'z(l)a teey .fé'x(p—l)7 Dl(fs";(p)a s 7f51(l+m1—1))7f3'1(l+m1)7 RS f51(m1+m2—1))'
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Par antisymétrisation, on trouve
a[D17a'D2]G(fl7 Tt fm1+m2—1) =

L S 1)G-1)_1
aicereey BEDDEELGIDICH Mt SO DR C)

a€2m1+m2—1 Jj=1 ) T ezmz

D1(fo#1))- - - Fo(7;Ga)) s P2(Fo(5G0)s - 5 Fo(d (G4ma—1)))s
fo (7 (i+ma)ys - - -+ Fo(s (mi+ma—1)))

m—2

—1)(ma— ~1)@-1) 1
- Z(_l)(m 1)(m2—1)+(m1~1)(1 1)m Z e(s1)

=1 " 9/€Bm,
sp(p)=l

Da(foa(r))s - -+ foa-1))s D1(fos)s - - - > fo(siama—1)) )
fo(s(tm))s - - - » fo(i(mitma—1)))] -

D’ot le point (i):

a[D1,aD2]G(f1, v 7fm1+m2—1) =

1 i : 1
_1)(ma=1)G=1) n 1
(my + mg —1)! ;( Y Z @ )m2!

0'€2m1+m2—1

Dl(fa"(l)7 s afa’(j1)7m2!-D2(fa’(j)a s 7fo"(j+m2—1))7 fa'(j+m2)7° . -;fa'(m1+m2—1))

m-—2

1
— Z(__1)(717.1—1)(1122—1)+(m1—1)(1—1) Z E(O’I)E—'

=1 a’€2m1+m2—1

m2!D2(fa"(1)a R 7fo"(l—1)aD1(fa"(l)7 <o vfa"(l—}-ml—-l))’ fa'(1+m1)7 oo afa"(m—l-l-mz—l))
= a[DlaDQ]G(flv .- ,f'rn1+'m2—1)'

Le point (ii) se vérifie facilement. Le point (iii) résulte directement de (i) et (ii) et de
I'identité de Jacobi graduée vérifiée par le crochet [, |¢.0

Nous noterons &' le cobord de la cohomologie de Chevalley graduée de g, a valeurs dans
g,, muni de la structure de g,-module définie plus haut:
Pour @ : S~ 1(g,[1]) — g,[1] et pour tout a; € g,, on peut écrire

OB(on.....an) = 3 (—1)¥Fea(i,1...7. .. n)aQy(FV (i) B(ar. .. . &ie . . n))
i=1
_ %Z ealifs1oei] o ) (1) 2 R(Qa(1nf)ere . . (G« o).
i#j

Dans la suite, on simplifiera l’expression des cobords &'® que nous aurons & considérer en
, . . 0
écrivant a; au lieu de .7-'1( )(a.,-).
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Remarquons que pour toute application ¢ : S 1(g,[1]) — g,[1], on a d’aprés la propo-
sition V.4.1 (ii):
0 F e = F{"dp,

ou .7-_1(0)90 est défini par:
fl(o)go(al ..... Qp_1) = ffo)(c,o(al. cooetn_1)) Va; € g4.

V.5 Interprétation cohomologique de ’équation de formalité.

Pour une application ® : SP(g,[1]) — g,[1], on convient de définir le cobord de
Hochschild de ¢ par:

a®(ag..... ap) = a(®(ai..... ap)) Va; €g,.

On est maintenant en mesure d'interpréter ’existence des formalités de maniére coho-
mologique: On cherche & construire les F, d’un L -quasi-isomorphisme entre g, et g, de
proche en proche en résolvant 1’équation de formalité:

1 ™~ e~
O(Fp)ai..... ap)=— 5 Z €a(EL 1. kl...p)Fp1(Q2(ak.ar).0q..... QrQfe. ... ap)+
k#£l
1
+3 >, L, NQ(Fin(ar)-Fia(as).
Trizosids

On part de F; = .7-'1(0). On impose en outre aux F, d’étre homogeénes de degré 0. On a
alors le

Théoréme V.5.1

Supposons que I’on ait trouvé des F, ..., Fn_1, homogenes de degré 0, vérifiant I’équation
de formalité jusqu’au rang n —1. Notons E, le second membre de ’équation de formalité &
I’ordre n. Alors E,, est un cocycle de Hochschild et son antisymétrisé aE, vu comme une
application de S™(g,[1]) dans g,[1] (remarque V.2.3) est un cocycle pour la cohomologie
de Chevalley graduée 0 de g, & valeurs dans g,. Si ce cocycle est exact, on peut trouver
Frn_1 et Fy,, homogénes de degré 0, pour que Fy,...,Fp_y, F._,, F! vérifient Péquation
de formalité jusqu’au rang n.

Preuve:

Le fait que E, soit un cocycle pour la cohomologie de Hochschild a été démontré dans
[AM]. De plus, en utilisant la proposition V.4.1 (i), on constate que
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ou l'on a posé

1
Rn(al ----- Cl{n) = 5 Z GQ(I, J)Q;(ﬂfl(af)";ﬂjl(aj))
LS

Notons que comme @ est de degré 1 comme application de 5%(g,[1]) dans g,[1], R, et
son antisymeétrisé aR,, sont de degré R, = aR, = 1.

1) Montrons maintenant que d'aR, = 0:

d'aRy(ai..... QApt1) =
n+1
:Z(—l)d‘ea(i,l.../{...n—l— 1)a@Q)(ai.aRp(ay... .. ivvnoo ant1))
i=1
+ % Z €a(ts,1... i7...n—+ DaR,(Q2(aj.aj) ... .. @iQje ... oOpy1)
1#]
n-+1

:%Z(_n&fea(i,L..?...n+1) Y el )

TuJ={1...i...n+41}
[I122,]J122

aQ5(a:.aQy(Firy(er)-Fis(ar)))
+iZea(ij,1...z'Aj...n—f—1) > o (I,7)

— .
i#] TuJ={0,1...ij...n+1}
{11>2,1Ji22

aQ5(Firj(ar)-Fig(as))
1 1
=—(I)+ —(II
L)+ +(11),
ou €y et €4 ont la méme signification que dans le paragraphe V.1.

Le premier terme s’écrit:

n+1
=3 (—1)(ertangic (4, I, 1)aQy(aQ(Fir(ar).Fiz(as)).a:).
=1 rur={1.. 7. nt1}

11122,|7[22

L’identité de Jacobi graduée étant vérifiée par a@!, d’apres la proposition V.4.1 (iii), on
en déduit que
n+1 } 3
(D=->_ (—=1)FE+ e, (4, 1, T)aQ(aQy(Fi (@ s)-0:)-Firar))

i=1 _ N
IuJ={1...i...n41}
11122,|J|22

_ 3 ea(i, I, 1)aQb(aQh(c; Firy(ar)).Fis(as))

Eay
IuJ={1...i...n+1}
[22,1J1>2

=9 Z €a(t, I, J)(LQ;(aQé(ai-.7:|1|(QI))-ﬁJ|(aJ))-

ITuJ={1...i{...n+1}
2217122
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De méme, on peut arranger le second terme:

(ID = ealij,1...7...n+1) > ear (I, 7)aQy(Fr(ar)-Fiy(ar))

1] TuJ={0,1...45...n41}
[1122,]7]22
= > ea(2d, I1, J)aQa(Fin(Q2(eivaj).r, ). F pie )
i#j 1=1,0{0}

I uJ={1...ij...n$1}

—~

+> > €a(i7,1...97 ...n+ Dean (I, {0}, J1)
i#) J=Jqu{0}
IUJ1={1...€;...n,+1}

aQy(F1(ar)-Fi5/(Qz(ei-aj).az)).

Ce qui s’écrit encore:

(In=>"] > eal(2d, I, J)aQy (Fir(Q2(wivej).ar, ). Fg)(ay))
i I=nu{o}
L uJd={1...ij...n+1}

+ > ea(if, I, ))(— 1) FHE DD 0Qb (Fip(ar)-Fi5(Q2(ai-aj).a )]
J=Jyu{o}
[UJ;={1...5} ...n 1}

=2)" > ea(i7, I, 7)aQy(Fir)(Q2(vi-aj).ar, ). Fisi(ay)).
i£j I=I,u{0}
IyuJd={1...4j...n+1}

En sommant les deux termes obtenus et en arrangeant les signes, on peut faire apparaitre

le cobord des aFjk| (|K| < 2). En effet, on a

&' (aB)(aie ... ciny1) = %(I) + i(n)

= Z 601([’7‘]) {"‘ Z ea{i}ur(i’I)aQ;(aQIZ(ai“}—III(af))'FIJI(aJ))

HuJ={1...n+41} ier’
[J122,[1' |23 (I'=Tu{i})

1 ..
+3 > €agijyor, (U,Il)aQ'z(ﬁn(Qz(ai-aj)-ah)-fiJl(OlJ))]-
I'=Iy UE?jJ}?II:IlU{O}

En utilisant la proposition V.4.1 (i) et la définition de @', on obtient:

¢ 0(aRn)(ar.....anp1)=— 3 ea(l,N)aQ4(8'aF =1 (ar).Fis(ar)).

'uJ={1...n41}
122,123

L’équation de formalité étant vérifiée jusqu’au rang n — 1, on a
0'aFp_1 +aRp, =a(E,) = a(6(Fp)) =0 Vp<n-—1.
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Puisque |I'| < n —1 pour tous les I' de ’expression ci-dessus, on a

_a:aflf,l_l(ap):aR,I,,(aI,):-;- S s (S T)aQL(Fis(as)-Fir(or)).

SuT=I'
(122,722

Par suite, ’équation & devient:
3'(aRn)(a1 ..... an+1) =

=% Z ea(SUT, Jeasor (S, T)anz(anz(j:ISI(aS)-—ﬁﬂ(aT))-ﬂﬂ(aJ))

SuTUJ={1...n41}
1IS122,iT|122,|J]1>2

:% Z 60(5’7 T7 J)GQ;(GQ;(ﬂSI(aS)'ﬂTl(aT))..ﬂ_]l(aJ)) = 9.

SUTUJ={1...n41}
18122,IT1>2,10]22

Cette somme S’ est nulle d’aprés 'identité de Jacobi graduée. Elle est en effet égale &

s :é >, ea(S, T, 7)aQ3(aQs(Fis|(as).-Fir|(ar)).-Fiy(ar)+

SuTuJ={1...n+1}
18122,1T|22,1J1>2

to Y (T ), 8)aQu(aQs(Firar)-Fia(an)-Fis(as)+

SuTuJ={1...n+1}
1S122,IT|>2,|7[22

Fo o Y cald S T)aQy(a@h(Fi(as)-Fisy(as)-Firar))+

SuTuJ={1...n+1}
18122,|T122,]7|>2

:% Z ea(S, T, J) [aQ5(aQ5(Fisi(as)-Firi(ar))-Fs(an)+

SUTuJ={1...n+1}
IS122,1T122,17]> 2

+ (=1)¥s W+ 0 QL (aQy (Firy(ar).Fi (@ r))-Fisi(as))+
+ (1) FT) QL (aQh(F s (as)-Fisi(as))-Fir(ar))] = 0.

Nous avons ainsi montré que &'(aR,) = 0 et donc que &(aE,) = 0.

2) Montrons maintenant que aF, s’identifie & un cocycle pour 8: Puisque E, est un
cocycle de Hochschild, les aE,(a;..... an) (a; € g;) sont des opérateurs multidifférentiels
d’ordre 1 en chaque argument. L’espace de ces opérateurs étant en bijection avec g, ([1])

par ’application f§0) (d’apreés la remarque V.2.3), il existe une unique application
$n 2 S (g1[1]) — g1 1]

telle que aE,, = fl(o)qin. Il s’ensuit que
8'aE, = FV04, =0
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donc que aEn s’identifie au d-cocycle ¢y,.

3) Supposons que ¢, = dp,_; ou

Pn—1: Sn_1(91[1]) — g,[1].

Bien entendu,

§(F O pn) =0.

Les applications Fj = Fy,...,F_5 = Fpna, Fl_| = Fn_q — .7-_1(0)4,9“_1 vérifient donc
I'équation de formalité jusqu’au rang n — 1. De plus, le second membre E! de léquation
de formalité & l'ordre n pour ces F, est un cocycle de Hochschild d’antisymétrisé nul
puisque

aEl, = aE, — 8 F 0%, 1 = aE, — FOBpn_y) = 0.

I existe donc F), tel que
E, =6F,,

d’ou le résultat.0d

Commentaires V.5.2

La connaissance de la cohomologie de Chevalley 8 considérée dans ce chapitre apporterait
des renseignements précieux pour I’étude des formalités (quant & la nature arithmétique
des coefficients, & une notion possible de classes d’équivalence des formalités, & 'estimation
du nombre de ces classes...). Nous pensons aussi qu’elle serait utile pour la question
du recollement des formalités. Les espaces de cette cohomologie s’annoncent difficiles a
calculer dans leur totalité. Il devrait étre possible cependant de traduire la cohomologie 8
en termes de graphes et de calculer explicitement sur les graphes les premiers espaces de

cette cohomologie, en reprenant la démarche adoptée dans [AM] pour la cohomologie de
Hochschild.
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CHAPITRE VI

De la formalité locale de Kontsevich aux déformations
tangentielles sur les variétés de Poisson feuilletées

Dans un article récent [CFT], Cattaneo, Felder et Tomassini ont montré comment la
notion de formalité permet de construire des connexions plates de Fedosov sur certains
fibrés vectoriels au-dessus d’une variété de Poisson M et donc un produit-star sur M par
la méthode de Fedosov [Fel, Fe2]. Dans [ADGM], D. Arnal, N. Dahmene, M. Masmoudi
et moi-méme avons étudié le cas ou M est une variété de Poisson munie d’un feuilletage £
(éventuellement différent du feuilletage symplectique de M ) tel que le tenseur de Poisson
A de M soit tangent aux feuilles; dans la suite, une telle variété (M, L, A) sera appelée
variété de Poisson feuilletée. Nous avons montré que, pour une telle variété, la construction
de Cattaneo-Felder-Tomassini fournit naturellement des produits-star tangentiels. Dans
ce dernier chapitre, je propose d’expliquer ce résultat.

La section 1 du chapitre est consacrée & une bréve description de nos objectifs et de
nos motivations pour ce travail. La section 2 reprend les concepts de base de la géométrie
formelle en les adaptant au contexte des variétés de Poisson feuilletées. Dans la section 3,
sont mises en lumiere certaines propriétés de la formalité de Kontsevich. Ces propriétés
nous permettront d’adopter la méthode de Fedosov, puis d’établir notre résultat dans
la section 4. Enfin, dans la derniére section, on applique notre résultat & 1’étude des
produits-star tangentiels sur le dual g* d’une algébre de Lie g. Dans certains cas, nous
parvenons ainsi a construire des produits-star tangentiels et différentiels sur des ouverts
de g* strictement plus gros que 'ouvert Q des orbites de dimension maximale.

VI.1 En guise de motivation.

La notion de formalité a été introduite par Kontsevich [Konl] et utilisée dans son re-
marquable article [Kon2] afin de montrer 'existence d’un produit-star dans le cas d’une
variété de Poisson quelconque. Dans ce dernier article, il démontre 1’existence de formalités
pour toute variété différentiable. Nous savons, pour I’avoir déji dit, que la donnée d’une
formalité F sur une variété M permet d’associer & toute structure de Poisson A de M un
produit-star x sur (M, A):
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En réalité, le théoréme de formalité de Kontsevich a d’autres conséquences utiles; il est en
effet possible d’introduire les séries formelles suivantes:

yk
A({,A):ZF}"HI({.A ..... A)
k>0
Vk
F(&mA) =) T Fera(6m-A L A)
k>0
k
R(f,A):Z%]-‘Hl(f.A ..... A)
k>0

ou &,n sont des champs de vecteurs et f une fonction C® sur M , et ’équation de for-
malité donne de nombreuses relations entre ces objets. Clest en partant uniquement de la
formalité “canonique” pour IR? et de ces opérateurs A, F, R que les auteurs de [CFT] ont
pu donner une construction explicite d’un produit-star sur une variété de Poisson (M, A)
générale, par recollement des produits-star locaux de Kontsevich. Pour ¥ parvenir, ils ont
d’abord associé & M un fibré formel E en algebres associatives, le produit sur les fibres
étant donné par la formule explicite du produit-star local de Kontsevich. Leur fibré E
admet une connexion naturelle D = d + A.(.,A;) de courbure non nulle F et qui donne
une dérivation de I'algébre des sections I'(E) de E. Reprenant la démarche de Fedosov
[Fel, Fe2], ils ont alors modifié D en une connexion plate D, et construit une bijection p
entre lalgebre C*°(M)[[v]] des séries formelles en v & coefficients dans les fonctions lisses
sur M et I'algébre H*(E, D) des sections D-horizontales de E. D’oti un produit-star sur
M:

frmg=p""(o(f)*p(g)) Vf,g € C®(M).

L’objectif de la suite est de montrer comment cette construction permet, dans le cas d’une
variété de Poisson feuilletée, d’obtenir des produits-star tangentiels.

Notre premiére motivation pour ce travail était de comprendre parfaitement la construc-
tion de [CFT] afin de pouvoir construire des formalités “tangentielles” sur les variétés de
Poisson réguliéres, puis plus ambitieusement encore de donner une preuve géométrique
“a la Fedosov” du recollement des formalités. Nous sommes bien siir encore loin de cet
objectif, cependant ce chapitre donne déja des idées de recollement.

En rapport plus direct avec les ambitions de cette these, ce travail permet de généraliser
aux variétés de Poisson feuilletées la preuve de 1’existence d’un produit-star tangentiel sur
les variétés de Poisson réguliéres [Mas1]. Comme nous le constaterons & la fin du chapitre,
cette généralisation peut s’avérer fructueuse pour l’étude des produits-star tangentiels sur
les duaux des algebres de Lie.

V1.2 Géométrie formelle pour les variétés de Poisson feuilletées.

Définition VI.2.1

Une variété de Poisson feuilletée (M, L, A) est la donnée d’une variété M, d’un feuilletage
L et d’une structure de Poisson A sur M tels que A soit tangent aux feuilles de L.
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Exemples VI1.2.2

1) Soient (M, A) une variété de Poisson réguliére et L le feuilletage symplectique de M.
Alors, (M, L, A) est une variété de Poisson feuilletée de maniére naturelle [Li2)].

2) Soit by, = Vect{Xy,..., Xk, Y1,...,Y%, Z} algébre de Lie de Heisenberg de dimension
2k + 1 et de centre IRZ. Les orbites coadjointes dans b}, sont soit de dimension 2k, elles
sont alors de la forme:

Or={¢€hp:<&Z>=)4#£0},

soit de dimension nulle, ce sont alors les points de W = {£ € b}, :< €, Z >=0}. La réunion
des Oy et de W formant un feuilletage (régulier), noté L, sur h} et le tenseur de Poisson
A issu du crochet de Lie étant évidemment tangentiel & £, (b}, L,A) est une variété de
Poisson feuilletée.

Des exemples moins élémentaires seront étudiés dans le dernier paragraphe du chapitre.

Dans toute la suite, on supposera que (M, £, A) est une variété de Poisson feuilletée de
dimension m. La géométrie formelle (& la Gelfand-Kazhdan [GK]) associe usuellement &
une variété M la “variété” M (de dimension infinie) des jets de systémes de coordonnées
sur M. L’idée principale de ce travail est de substituer & M*™ une autre variété (aussi de
dimension infinie), M**" obtenue en ne conservant que les cartes locales ¢ : U — M de
domaine un voisinage ouvert U C IR™ de 0 qui sont adaptées (au feuilletage £). Ainsi,
pour toute feuille L de £, chaque composante connexe C' de 'intersection L N p(U) s’écrit
sous la forme

C = {go(y) : yn+1 =0p+1;--- Jym = am}y:(yl,...,ym)€U7

si n désigne la dimension de £. Plus exactement,

Définition VI.2.3
M est I’ensemble des jets infinis [¢] en O de cartes locales adaptées ¢ : U ¢ R™ — M.

En fait, M**" peut étre considérée comme une limite projective de vraies variétés:

adapt : adapt
M*® = lim M*",
k

les szdapt étant les variétés des k-jets des cartes locales adaptées réguliéres en 0. L’algébre
A des fonctions lisses sur M2 devient alors limite inductive des fonctions lisses sur M Zdal’t:

A = lim C*° (M%),
k

Chaque variété M est un fibré principal sur M de groupe structural le groupe G& + des
k-jets des transformatlons tangentielles g laissant 0 stable:

g:IR™ = 1R™, ¢(0) =0, g(y',...,9¥",nt1,--.,8m) = (24 2™ bntt,y ey b)),
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On peut donc considérer M2 — M : [p] — ¢(0) comme un fibré principal sur M de
groupe structural le groupe Gy ; des jets infinis de transformations g de la forme ci-dessus.

L’algebre de Lie de Gy ; s’identifie a ['algebre de Lie

3wy, ,y“‘)%, u;(y) € R{[y]], ;(0) = 0},

j=n+1

- 0
Wo.e = {D ui(y’,--. 7ym)’5y7- +
Jj=1

qui est une sous-algebre de l’algébre de Lie W des champs de vecteurs formels sur IR™.
L’espace tangent Tj, M 22t en un point [¢] s’identifie donc naturellement & I’algébre de Lie

- 0 i 0
We={}_ UJ(yl,---,y"')@ + > u(y™t. )55 uiv) € RV
Jj=1 j=n+1

Comme dans [GK] et [CFT], on peut définir une forme de Maurer-Cartan wps¢c dans
QY (M W) (ce qui revient & dire que ’on a une action de toute l’algébre de Lie W, sur
M=), L’expression explicite de cette forme wpsc est obtenue comme suit. Soit ¢ une
carte locale adaptée de M et £ un élément de W;. 1l existe alors un vrai champ de vecteurs
£ sur M dont le jet infini en z = ©(0) est [£] = €. Soit f; le flot du champ £ sur M. Comme
¢ est dans T, M adapt - . 0 ¢ est une carte locale adaptée. Enfin, wyc est donnée par:

d
wmc([¢])(€) = Développement de Taylor en 0 de — dgo(y)_la(ft 0 ¢)}t=0-

Et wymc([p]) définit un isomorphisme de Tj, M adapt dans W;. Bien entendu, wy¢ vérifie la
relation de Maurer-Cartan:

dwmc + %[WMC,WMC] =0,
ce qui signifie
dwpc(e])(X1, X2) = —[wmc([eD)(X1), wnc([P))(X2)] ¥X1, X5 € T M*™.
S’il existait un groupe de Lie d’algébre de Lie W;, l'existence de wpc équivaudrait
[KN] a la trivialité du fibré M**" et donc & lexistence de sections globales. Ce groupe

n’étant pas défini, l'existence de sections globales n’est pas assurée. Introduisons donc le
sous-groupe H C GL(m,IR) des matrices h de la forme:

A B
v=(4 ¢):
Naturellement, H agit (& droite) sur M**". Considérons le nouveau fibré suivant:

MgE® = M**®/H.
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Ce fibré admet des sections globales puisqu’il est & fibres contractiles, Gy ¢/H étant iso-
morphe & un espace vectoriel. Notons que M*®* (resp. My ") est un sous-fibré du fibré
M (resp. M™*) utilisé dans [Kon2] et [CFT).

A présent, choisissons une section s : M — MZ™ de Mi#®. Comme dans [CFT], on
construit un fibré vectoriel

E~0 — Madapt X g ]R[[yl, el ym”

au-dessus de M3 et en prenant son pull-back par la section s, on obtient un fibré vectoriel
Ey sur M:
Ey=3sE, — Eq
l |
M — Mz®
i.e.

Ey ={(z,6) € M x E, : s(z) = p(&)).

En fait, on a une injection naturelle j : M*# — M= Elle induit une injection 7 de M¥**
dans M™® et par composition de s avec 7, on trouve une section i o s du fibré M= — M.
On voit alors que notre fibré Fy s’identifie au fibré Ey de [CFT] qui est le pull-back par

tos d'un fibré Eom sur M

Eo —_—) EO —_— E~0 o

L

dapt
M — Mo M
8 2

Sur le fibré trivial M*# x R[[y’,...,y™]] — M** on a la connexion plate naturelle
d + wprc. Les sections horizontales de cette connexion sont exactement les applications
[¢] — Développement de Taylor en 0 de fo ¢

ol f est une fonction lisse sur M. Par H-équivariance, on obtient une connexion, encore
notée d + wyc, sur By — Mig™. Par pull-back de cette connexion, on obtient finalement
une connexion plate Dy sur Ey — M.
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V1.3 Exploitation de la formalité de Kontsevich.

a) Déformation de Eq et de Dy.

Nous venons de construire un premier fibré vectoriel Eyo — M et une connexion plate
Dy sur Ej telle que K er(Dy) soit en bijection avec les fonctions lisses sur M. 11 s’agit
maintenant d’introduire le paramétre v dans nos constructions. Pour cela, on définit
d’abord le fibré:

E=M"xy R[Y,...,y™][]

sur M. Puis, on construit le pull-back E de E par la section s : M — ME
E =sE.

Pour les calculs, on se donne un recouvrement de M par des cartes ¢, : U — M, centrées
en ¢ et de domaine U contractile. Pour chaque ouvert U du recouvrement, on choisit une
section sy : ¢ (U) — ¢z (U)* comme représentant de la classe (modulo H) de la section
5. On a donc

s(z) = sy(z) o hy

pour un élément h, de H. Intuitivement, on peut dire que E se comporte localement
comme le fibré trivial M x R[[y?,...,y™]] — M. Une section f de E pourra donc étre
vue comme une fonction z +— f; € R[y',...,y™]][[v]].

Tous les objets que nous aurons & construire sur E vont désormais étre présentés par
leur expression locale. Toutes nos constructions étant invariantes par H, ils auront un sens
global.

Considérons d’abord la formalité 2/ = Zuk de Kontsevich pour IR™ et notons A, la

k>0
structure de Poisson induite par A sur la fibre (E,), de E, passant par z:

Az = (97 1)a(A).
La formule explicite du produit-star local de Kontsevich exprimée en les variables y permet

de définir un produit associatif * sur les fibres de F — Ey[[v]]. En effet, pour tout f, et
tout g, dans la fibre E, de E passant par z, on pose

fexgs = Pév[(fz ®gz),

ou
k
M v
PY =P(A,) =) (B A).
k>0
Par construction, * est tangentiel au sens ou chaque Up(A;.....A;) est un opérateur bi-

différentiel dont I’expression dans nos coordonnées ne fait intervenir que des dérivées par-
tielles relatives aux variables y!, ..., y™.
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On décrit maintenant une déformation D de la connexion Dy. Onmn la définit d’abord
localement en posant pour toute section f de E:

(Df)z =def + AY fo = (Do f)z + o(v),
ousié €T, M, AM(¢) est
yk
AY(&) = A(sH(wme)-(6), Ag) = > 1 (55 (0ME)s(6)Ase Ay,
k>0

On peut vérifier ([CFT], lemme 4.1) que cette expression locale de D ne dépend pas des
représentants choisis sy et donc qu’elle induit une connexion D globalement définie sur E.

D’autre part, pour tout champ de vecteurs ¢ tangent a la feuille de M passant par r,
si(wme):(€) appartient par construction &

- 0
Y Ry
j=1 9’
I en résulte que tous nos opérateurs différentiels Up1(s(wpre)z(€)Age . . .. A;) (et de ce

fait AM(¢)) sont tangentiels.

Le produit * que ’on a défini sur les fibres confére une structure d’algebre & l’espace
I'(E) des sections de E par la multiplication point par point. On ’étend naturellement 3
Vespace *(M,E) = Q*(M) Qg (m)y ['(E) des formes sur M & valeurs dans les fibres de
E en posant localement:

wrw' = (@, (y)dz™ A ... Adzt)* (Bjy,eie(¥)dz?t AL A dzT)
= (ail;---,ik * bjl,_“,j,)(y)da:il AN UA dl‘ik A d.’L’jl A A d:l?jl.

On a donc une structure d’algébre graduée (par le degré des formes) et d’algébre de Lie
graduée sur Q*(M, E) par le crochet

[w,wlh =wxw' — (-1 xw VYo € QF(M, E),w' € Q'(M, E).
Enfin, on étend D (et Do) & Q*(M, E) par la régle de Leibniz
D(aAb) = (dsa) Ab+(—1)’a A Db Va e QP(M),Vbe Q' (M, E),

ou, ce qui revient au méme, en utilisant la formule plus explicite suivante:

Duw(Xy,...,X,) = Z(—l)li,-(w(Xo, s Xp))+

+ ) (-D)"™Mo((X, X5, Xo, .., X,y Xiveo 0, Xp),
i<J
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siw € Q*(M, E) et les X; sont des vecteurs tangents & M.
Cela a maintenant un sens de parler de D2 et de D?. Notons que la platitude de Dy se
traduit par Df = 0, tandis que D? # 0.

b) Relations et premiéres propriétés.

Considérons un instant Pespace Tpory(IR™) des multichamps de vecteurs et l’espace
Dpoty(IR™) des opérateurs multidifférentiels sur IR™. Par analogie avec [AMM] et [AM],
nous appellerons opérateur de Kontsevich toute série formelle U = Zp U, ou les U, sont des
applications de SP(Tpo1y(IR™)) dans Dpop(IR™) telles que pour toute famille (ay, ..., a,)
de tenseurs contravariants totalement antisymétriques,

Up(ai..... ap)=0 @& Un_  +(02®...Q0%),
>0sl,..., 8"
o les s' = (s},...,s") sont des multi-indices et ot les coeficients Ug . o des
Up(o,...,0p) en un point y de R™ sont des polynémes & coefficients constants en les

composantes a; """ (y) des a; et en leurs dérivées partielles par rapport aux y’.
Remarquons (ce sera nécessaire pour la suite) que 'action des opérateurs de Kontsevich
s’étend naturellement & des multichamps de vecteurs a; formels (c’est-a-dire a des tenseurs
sur R™ & coefficients non plus dans C°(IR™) mais dans IR[[y*,...,y™]]).
Nous noterons désormais i I’espace des opérateurs de Kontsevich. L’algebre de Lie W
des champs de vecteurs formels sur R™ agit naturellement sur {{: Si U = > Up est un
opérateur de Kontsevich et £ un champ de vecteurs formel sur IR™, on note pour tout p:

EUp(aq..... ap) = — Z Up(ag..... Le(aa). ... .ap),

ou les a; sont des multichamps de vecteurs (éventuellement formels) sur IR™. On pose
alors:
LU =) €,
J

L’action définie ci-dessus fait de {{ un W-module. Introduisons maintenant la cohomologie
de Chevalley de W & valeurs dans 4. Une p-cochaine S est un élément de Homg (APW, 41):

SWx...xW=U:&,...,&— S(,...,6,.).

Le cobord d’une p-cochaine est la p + 1-cochaine suivante:

P
3S(6oy---16p, ) = (=1)'6.S (0, - - Eiye e oy Ep, )
=0
+ Z(_l)i+j5([§i)£j]7§0a s 7‘57 oo 75]'7 v 7£p7 )

t<J

Nous appellerons cochaine formelle toute série formelle S = E Sp de p-cochaines S,. Bien
entendu, les séries formelles P, A et F associées a la forma.hte canonique Y = Zk>0 Uy de
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IR™ (cf. [CFT] et introduction de ce chapitre) sont des exemples de cochaines formelles.
De plus, on a la

Proposition V1.3.1 [CFT]
Soit a un 2-tenseur de Poisson (éventuellement formel) sur R™. Alors, pour tout &,n, (¢
de W, on a les relations:

(1) P(a)o (A(§,0) @ Id+ Id @ A(§, @) — A(¢, @) o P(a) — 8P(€,a) =0
(i2) P(a) o (F(§,n,0) ® Id ~ Id @ F(£,1,a)) — A(§, @) 0 A(n, @)+
+ A(n,a) o A(€,a) — BA(€,n,0) =0
(46) A(, @) 0 F(n,¢,a) + A(n, @) 0 F((, €, @) + A(¢, @) 0 F(€, 7, )+
+ 0F(¢,n,(,a) =0.

Preuve:
Ces relations s’obtiennent directement & partir de I’équation de formalité pour les coeffi-
cients de Taylor de ¢. Rappelons que cette derniére s’écrit avec les notations du chapitre

1
o(Up(aq..... ap)) —3 Z eall, J)QIZ(U|I|(QI).U|J|(QJ)) =
it tie
1 s —
=-3 Z ea(kl, 1. kl...pU—1(Qo(ar-ar)ez. . ... arQj.. ... ap).
Py

En effet, on constate d’abord que pour toutes fonctions f, g,

[P(e) 0 (A(, @) ® Id + Id @ A(¢, a)) — A(¢, @) 0 P(a)](f, 9) =

- :0 g!iur(a ..... a)(i Z—j(um(s-a ----- a)f)® )+

+ 2 %u,.(a ..... o)(f ® 2 ’;—:(u3+1(-£~a ----- a)g))—

—_ i FS_:um(g.a ..... ot)(g0 :—:ur(a ----- a)(f®g)) =

— g:g ”_’: éC’:L{k(a ..... ) (Un—rs1(E-an...0) f) ® g)+

4 ni Kf' kz: Calli(ae....a)(f ® Un—ks1(Ee... .)g))—

- gio ff' ’:0 Cit'Ur1 (b ... ) (Un—i(a.....a)(F® g)) =

- i ”—T((unﬂ(g.a ..... a)f)g + f(Uns1(€-a.....0)g) — Uni1 (L. .. .a)(Fg))+
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+ Z — Z C,’:L{k(a ..... @) Un—+1(ea. ... a)f)® 9)+
n=0 k=1

+ Z I;—T Z C’ffuk(a ..... a) (f ® Un—p11(€.a.... 0‘)9))—
n=0 k=1

_ E l/n_T: Z C::L{k(f.a ..... a)(un_k+1(a ----- le)(f ® g))
n=0 = k=1

En utilisant maintenant 1’équation de formalité, Iégalité [a, a]s = O et le fait que pour
tout tenseur contravariant antisymétrique 17, N-@ = a.n puisque « est un 2-tenseur, on voit
aussitot que:

P(a) 0 (A(6,0) ® Id+ I1d® A(¢, o)) ~ A(£,a) 0 P(a) =

- _ Z ;—T;n],{n([.f,a]s.a ..... a) = OP(¢, a).

n=0

On a donc (i). Les points (ii) et (iii) s'obtiennent de manitre tout 3 fait analogue.O

Revenons dorénavant & notre variété de Poisson (M,A). Pour tout élément S de
Homp (APW,4), on construit la p-forme S™ sur M & valeurs dans les opérateurs sur

IR™ définie par:
Sal;w(gla teey Ep) = S(S*U(‘-‘JMC’)::(EI); cee 73?](“-’MC‘)2(£1))a Az)

En particulier, on notera:

PY =P(A,)=)" Z—I;L{k(Az ..... Ag)
AZ(6) = A(s*u(wa;Z)Z(s), Az)
= ,§, Z—I_:um(s*zf(ch)z(f)-Az. As)
FY(&n) = Flsh(@mc)e(€), sh(wme)e(n), As)
= 3 e e ) )

ou ¢, n sont maintenant des champs de vecteurs sur M.

De la proposition précédente, on déduit immédiatement le

Corollaire VI.3.2 [CFT]
Pour tout champ de vecteurs £,n,( sur M,

(P o (A (€)® Id+ Id® AY(£)) — 4AM(£) o PM _ (aP)M(¢) = 0
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()P o (FM(&,m) ® Id— Id® FM(€,n)) — AM(£) 0 AM(n)+
+AY(n) o AY(&) — (A (&) =0
(186) 43" (€) 0 F}' (n, O) + AY (n) o FM(C,€) + AM(¢) 0 FM(£,n)+
+(3F)Y(&,n,¢) = 0.

Proposition V1.3.3 [CFT]
L’application S — SM qui & tout élément S de Homp(A?W, ) associe la p-forme SM

A

sur M a valeurs dans les opérateurs sur IR™, ou

Siw(fla e 7§p) = S(SE(WMC)I(§1)7 - 75?}(“’M0)x(§p)a Az)a

définit un morphisme de complexes du complexe de Chevalley (Hom RAW, L), 9) dans
celui de de Rham (2*(M, Dyory(IR™)), d).

Il est maintenant facile de montrer le

Théoréme VI.3.4 [CFT)]
Si D désigne encore la connexion naturelle D = d + AM sur E et % le produit associatif
sur les fibres de E, alors, pour toute fonction f,g de I'(E), on a:

(L) D(f *g) = (Df)xg+ f *(Dyg)
2)D*(f)=FM xf— f«FM
(3)DFM =0 (identité de Bianchi).

Preuve:
Compte-tenu de la proposition V1.3.3, (P)¥ = d(PM ). De cette égalité et du corollaire
VL3.2 (i), on déduit (1). A présent, soient f une section de E et €,n deux champs de
vecteurs sur M. Alors,
D*f(¢,n) = De(Dyf) — Dy(Def) — Dy f =
= A471(€) o AY (n)(f) — AY () 0 AX(E)(F) + (BAM (£, n)(f).

Ainsi, par le corollaire V1.3.2 (ii),

D*f(¢,n)=PM o (FM(&,7)® f — f @ FM(£,n)).

D’oti le point (2). Le point (3) résulte directement du point (iii) de ce méme corollaire.0l

On définit la notion de connexion de Fedosov tangentielle comme suit:

Définition VI.3.5
Une connexion D sur E est une connexion de Fedosov de courbure de Weyl F dans
Q*(M, E) si pour toute forme w,w' de Q*(M, E),

D(w*w') = (Dw) *w' + (=1)*9“)y « (D), D*w = Fxw ~w x F, et DF = 0.
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Une connexion de Fedosov D = d + © sur E est tangentielle si pour tout ¢ de M, et pour
tout vecteur ¢ tangent a la feuille L de £ passant par z, O:(£) est un opérateur tangentiel
formel sur R[[y!,...,y™]].

On déduit du théoréme VI.3.4 et de la définition VI.3.5 que notre connexion naturelle
D sur Q*(M, E) est une connexion de Fedosov tangentielle de courbure de Weyl FM,

VI.4 Adoption de la méthode de Fedosov et tangentialité.

a) Connexions tangentielles plates de Fedosov.

Suivant le procédé de Fedosov [Fel, Fe2], on peut maintenant modifier D en une con-
nexion de Fedosov plate D. On annonce d’abord un résultat cohomologique connu (voir
par exemple [Fe2] ou [CFT] pour la preuve).

Proposition VI1.4.1 [Fe2, CFT]
Les groupes de cohomologie de Dy : Q*(M, Ey) — Q*1(M, Ey) sont les suivants:

C=(M) si p=0
HP(E(),D()) =
{0} si p>0.

Proposition VI.4.2 [CFT]

Si D est une connexion de Fedosov tangentielle de courbure de Weyl F, alors pour toute 1-
forme y sur M & valeurs dans E, D' = D+ [, J« est une connexion de Fedosov tangentielle
de courbure de Weyl

F'= F+ Dy+v+7.

Preuve:
La seule chose & vérifier ici est que D' est tangentielle, si D ’est. Le reste de la preuve est
donné dans [CFT]. Or, pour tout champ de vecteurs €, 7(€) est une section de E et l’on a:

[v: Je(€) = ¥(€) * . — . % 4(8).

Ainsi, par tangentialité de % en les variables y!, [7, J«(€) est bien un opérateur formel
tangentiel sur R[[y?,... y™].00

Proposition VI.4.3 [CFT]

Il existe sur E une connexion de Fedosov tangentielle de courbure de Weyl nulle.
Preuve:

On cherche une connexion plate de la forme D = D + [7, -+ ot v appartient & vQ' (M, E )-
D’apres la proposition précédente et comme FM = vFM 4 v2FEM 4+ .., nous devons
résoudre 1’équation

FM+D7+7*7=0 pour 7y €vQ'(M,E).
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On suppose avoir trouvé y*) =y + .. + vk~ tel que

FM g =FM 1 D40 4 4B o ) =0 ppod v

et on cherche ;4 tel que

ﬁ/[—(k+1) _ F+D7(k+1) + 7(l'v+1) *7(“1) =0 mod vFt?
- i +v** ' Doye1 mod T2,

Or
——(k k
pF® |, FEM) g

—_ ——(k LR
(c’est I'identité de Bianchi pour D). Comme vFM ) = 0 modulo v**2, cette derniére
expression se réduit modulo v**2 j:

——(k
DOFM( ) =0 mod v*t2
Enfin, comme H?(Ey, Dy) = {0}, on peut trouver Ye+1 tel que

k
k=173 P

Dovgq1 = — F fv=0-

D’ott la proposition par récurrence.rl

b) Le résultat: obtention d’un produit-star tangentiel.

Soit 4 une 1-forme > dans vQ'(M, E) tel que D = D + [v, ]« soit plate. Considérons la
projection 7 : H*(E, D) — C*°(M) qui associe & chaque section D-horizontale fsur Ela
fonction C*°: z + f(0). Il s’agit maintenant de construire une section de 7 de la forme:

P = Zd+ vm +...: HO(E(),D(]) ~ COO(M) — HO(E,B)
On peut montrer [CFT] 'existence de p de maniére cohomologique. Pour cela, on doit in-
troduire ’espace By, des opérateurs différentiels d’ordre < k, s’annulant sur les constantes.
Pour tout T' de By, on pose:
Do(T)ZDooT—TODo.

On obtient alors un nouveau complexe (U By, Dy) et, comme pour (Ey, Dy), la cohomologie
résultante est acyclique en degré supérieur & zéro (voir [CFT]):

Hp(UkBk,Do) =0 Vp>O0.
L’annulation du premier espace permet de résoudre par récurrence I’équation
Dop—poDy=0.
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Enfin, D étant une dérivation de l’algébre des sections I'(E) de E, l’espace des sections
D-horizontales H°(E, D) est une algébre. La formule suivante

frmg=mn(p(f)xp(g)) Vf,geC®(M)

a donc un sens et définit un produit-star sur M.

On trouve dans [CFT] une seconde contruction plus explicite de ’application p.
Décrivons-la rapidement. A tout f de C®°(M), on associe la section RM (f) de E définie
par

Vk
RY(f) = R(fe,Ax) = T (fehae . As) € R, y™|[[]],

k>0
ou l'on a a nouveau noté
Az = (pz")e(A)
et ot f(y) désigne le développement de Taylor de (f o ) eny =0.

Pour tout champ de vecteurs hamiltonien 7 sur M de développement de Taylor 7, on
pose

H) = F@,sp(wmuc)(), As) = A[M, A}y € QY (M, E).
De la trivialité de H'(M, E,), on déduit I'existence d’une unique section §(7n) de F vérifiant
DB(n) = -H()
Bniy=0) = 0.

Par construction, 7 — f(n) est linéaire et application p attendue est:

p(f) = R™(£) + vB([A, f]s).

Pour les variétés de Poisson feuilletées, la notion la plus naturelle de produit-star tan-
gentiel est donnée par la

Définition VI1.4.4
Un produit-star « (différentiel) sur (M, L, A) est dit tangentiel si pour tout domaine V de
carte adaptée et pour toute fonction locale f, constante sur les plaques de V, on a:

fxgiv = fov Vg € C®(M).

Il s’agit-1a tout simplement de I’adaptation de la notion de tangentialité différentielle
(définition 1.5.4 du chapitre I). On avait déja remarqué que les produits-star différentiels
et tangentiels sur les variétés de Poisson régulieres sont tangentiels & toutes les feuilles
symplectiques. De méme, un produit-star tangentiel sur (M,L,A) au sens de la définition
V1.4.4 est tangentiel & toutes les feuilles de L.
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On arrive alors au résultat principal du chapitre.

Théoréme VI.4.5

L’application p : C*°(M) — H°(E, D) décrite ci-dessus induit un produit-star *p; tangen-
tiel sur M.

Preuve:

Soit V un domaine de carte adaptée et f une fonction locale, constante sur les plaques de
V. Montrons que

p(f)(=) = RI(F) +vB(A, fls)(@) = fo Vo€V
Pour cela, on vérifie d’abord que l'on a
Z/{k+1(fz--/\z- PN .AI) =0 Vk Z 1.

Par définition de la formalité de Kontsevich pour R™, cette fonction est:

Ugir(foehoeo o Ag) = Y WpBr(fph,e....A,),
FeGrt1,0

ot Gi41,0 désigne ensemble des graphes admissibles T' & % + 1 sommets aériens (notés
Po,---,pk) dans le demi-plan de Poincaré

H={2€C:3(z) >0}

et 2k fleches: deux fléches partant de chaque sommet pi (¢ > 1) et aboutissant sur un autre
sommet p; (il n’y a ni boucles ni fleches paralleles).

Figure 3: un graphe dans Grt1,0-
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On rappelle (cf. chapitre V) que la fonction Br(fzAg..... A;) est définie & partir de
[, des dérivées partielles de f, et des coefficients A/ de A. Comme f est constante
sur les plaques et que A est tangent aux feuilles de L, les seuls graphes I' pour lesquels
Br(f, . Age. ... A;) n’est pas identiquement nul sont ceux dont aucune fléche n’aboutit
sur po. Ces graphes sont de la forme de la figure 3 ci-dessus. De tels graphe T' étant
non connexes, ils ont un poids Wr nul. Précisons cela. On rappelle que Wr est par
définition I'intégrale d’une 2k-forme wr sur un espace de configuration C’,': +1,0- Cet espace
de configuration peut étre paramétré par:

p1=i,p0:zg,pgzzl,...,pk=zk_1.

L’application

(i,zo,zl,...,zk_l) — ((z',zl,...,zk_l),zo)

permet alors d’identifier C'Z'_l_l’o a un ouvert dense de Clj_,o X H. Chacune des 2k-formes wr
ne dépendant pas de zg, elles appartiennent & AZk(CZO). Or, C’,':O est de dimension 2k —2,
donc Azk(CZO) = {0} et I’on a bien wr = 0. D’autre part, puisque [A, fls = 0 d’apres les
hypotheses faites sur f et A, et par linéarité de B, on constate que

Ainsi,
p(f)z) =th(f)=f. VzeV.

Par tangentialité de + en les variables y!, on a en outre:

fexp(9)(z) = fop(g)(z) Vg € C®(M),Vz € V.

Par ailleurs,

p(f9)(z) = RY(fg9) + vB([A, fg)s)(z) = f,RM(g) + vB(fIA, gls)(z) VzeV.

Et, pour tout champ de vecteurs hamiltonien ' = fn, f B(n) et B(n') sont deux solutions
de I’équation

+ DB(n)=-F(7, sulwmc()) Ag) + A, Ag)y

remplissant la condition de normalisation

fB(m) = B(n") = O01y=0.

Ceci provient de la linéarité en f, du membre de droite de I’équation ¢ ci-dessus. Par

unicité de la solution, on obtient finalement: f( fn) = fB(n) et pour toute fonction ¢ sur
M,

p(f9)(z) = fep(g)(z) Vz €V
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Par suite, pour tout z de V,

p(f)* p(9)(z) =p(f)(x) * p(g)(z)
=fz * p(g)(z)
=fzp(9)(z)
=p(fg)(z).

Enfin,
Fru gv =7(p(f) x p(g))v = m(p(f9))v = Fopv-

Ceci achéve la preuve du théoréme.O

V1.5 Application aux algébres de Lie.

Nous venons de démontrer l’existence d’un produit-star différentiel et tangentiel sur toute
variété de Poisson feuilletée. Nous proposons maintenant de montrer en quoi ce résultat
peut étre utile pour la théorie des produits-star tangentiels sur les duaux des algébres de
Lie.

Nous savons que le dual g* d’une algébre de Lie g est une variété de Poisson qui n’est ja-
mais symplectique, ni méme réguliére. Comme toute variété de Poisson, elle est cependant
feuilletée (feuilletage généralisé) par des feuilles symplectiques. Ces feuilles, nous ’avons
vu au chapitre I (proposition 1.1.4), sont en fait les orbites de la représentation coadjointe.

Notons maintenant £ 1'ouvert dense de g* des orbites de dimension maximale et L le
feuilletage symplectique de Q. C’est un vrai feuilletage et  est une variété de Poisson
réguliére. Il existe donc un produit-star différentiel et tangentiel sur Q.

Nous savons qu'un tel produit-star ne peut pas étre étendu en général & tout g* (c’est
le résultat de [ACG1, CGR2], rappelé au chapitre IT).

Une question alors se pose: peut-on munir g* (ou au moins une partie de g* contenant
strictement 2) d’une structure de variété de Poisson feuilletée en complétant les orbites de
dimension maximale par d’autres variétés (non symplectiques) de cette méme dimension?
Autrement dit, peut-on étendre le feuilletage (régulier) £ 4 un ouvert Q' strictement plus
grand que Q2?7 En cherchant la réponse & cette question, nous avons obtenu la

Proposition V1.5.1

Soient g une algébre de Lie de dimension m, Q Pouvert des orbites de dimension maximale
de g* et L le feuilletage symplectique de Q. Soient encore n = 2d Ia dimension maximale
des orbites coadjointes dans g*, et [ = m —n. Enfin, supposons qu’il existe un ouvert Q, de
g" et | fonctions invariantes zy, ..., z;, définies sur Q et telles que les vecteurs dz., . . ., dz
soient linéairement indépendants en tout point de Q. Alors, on peut étendre L en un
feuilletage L' sur Q' = Q; U Q, et il existe sur cet ouvert Q' un produit-star différentiel,
tangentiel a toutes les orbites de dimension maximale.

Preuve:

Notons v I’application définie par

v:Q —-R ¢ (21(€),. .., z1(8)).
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Avec nos hypothéses, v est une submersion puisque, pour tout point £ de 24, la différentielle
Ux¢ de v en £ est de rang I. On a donc un feuilletage naturel sur Qq, noté Ly, les feuilles
étant les composantes connexes des v~!(z), ott & parcourt IR'.

Montrons a présent que le feuilletage £, |2ne, induit par £; sur 2Ny coincide avec la
restriction Ligng, de £ a QN Q. Pour tout £ de © N Qy, on sait déja que la feuille de £
passant par ¢ est l'orbite coadjointe (connexe) O¢ de €, de dimension n = 2d. De plus, la
feuille Ly () de £, contenant ¢ est, par construction, une sous-variété connexe de g* aussi
de dimension n = 2d et contenant O¢.

Considérons maintenant une carte (Ui, ) de N Qy en € adaptée & £; et notons Qe
la plaque de L1y, passant par €. Il est clair que pour toute feuille L de L, Qe N L est
ouvert dans Q¢. (En effet, pour tout point x de Q¢ N L, on peut trouver un domaine U de
carte adaptée pour £ contenant u et considérer la plaque P, de £y passant par u. Alors,
Q¢ N Py est un ouvert de Q¢ contenu dans Q:NL.)

Par conséquent, ¢ est une réunion disjointe d’ouverts, chaque ouvert étant 'intersection
de Q¢ avec une feuille L de £. Par connexité de Q¢, on déduit que

Qe = Q¢ N O,

ce qui équivaut &
Qe C Og.

Les feuilletages £, et £ coincident donc bien sur intersection Q N 1, et on peut définir
un feuilletage £’ sur Q' = QU Q; en posant:

L'(§) =Li(&) s fey
¢ =0 s £ € Q\Q;.

Ce feuilletage fait de (Q', L’ ;A|ar) une variété de Poisson feuilletée. Du théoréme VI.4.5,
on déduit qu’il existe sur ' un produit-star différentiel, tangentiel & toutes les feuilles de
L' et donc & toutes les orbites coadjointes de dimension maximale.f1

Remarques VI.5.2

Nous avons déja eu I'occasion de voir au cours de cette thése que les hypothéses du théoréme
précédent sont remplies pour les algébres de Lie nilpotentes. Plus généralement, il existe
un ouvert {}y et des invariants rationnels z; avec les conditions de la proposition VI.5.1
pour Ialgebre de Lie de tout groupe algébrique (voir [Ki] p.257 par exemple).

Donnons maintenant des exemples concrets d’algebres de Lie nilpotentes pour lesquelles
notre résultat s’applique.

Revenons d’abord sur g5 4 dont les crochets sont, rappelons-le:
(X5, X4] = X5, [Xs,Xs] =X, (X4, X3] = X;.

Comme on I’avait déja constaté au chapitre III de cette these, g5 4 posséde un invariant

quadratique
XZ
A= 73 + XsX1 — XXy,
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dont 1'idéal ,@(92,4) associé coincide avec g5 ,. Cet idéal n’étant pas de pas 2, il n’existe
pas d’apres [CGR2] de produit-star sur 95 4 a la fois différentiel et tangentiel aux orbites
de dimension maximale (d’ailleurs méme pas aux orbites génériques). En fait, pour cet
exemple, on peut voir directement que le feuilletage symplectique £ ne peut étre étendu
a aucun point ¢’ extérieur & Q. Pour cela, on peut montrer par exemple qu’il n’existe pas
de carte adaptée au voisinage d’un point ¢ de 954 tel que §; = & = € = 0. Une autre
facon de procéder, probablement plus astucieuse, est de considérer les espaces tangents
aux orbites de 2. En effet, supposons que l'on puisse étendre le feuilletage régulier £ &
un ouvert ' strictement plus grand que ). I existerait alors une distribution D de classe
C telle que pour tout point £' de ',

1x(TO¢') = Dyi(0,1)>

s1 ¢ désigne I’immersion injective de I'orbite O de ¢' dans g5 4. Or, lespace tangent de
Porbite Q¢ d’un point £ générique (i.e. tel que & # 0) est de la forme:

TEOE = {a@s + b0y + c0s : £3a — 20 + fic= 0}7

d’ot1 une contradiction.

En revanche, si l'on considére le produit-semi direct g, = IR x 954 de g 4 par IR, de
base B = (X1,...,X¢) et de crochets non nuls:

[Xe, Xs] = X1, [Xs5,X4]=X;, [X5,X3] =X, [X4,X3]=X;.

Alors, I'ouvert générique Vg coincide avec 'ouvert  des orbites de dimension maximale:

VB=Q0={=) &X]:6 #0}

et pour tout £ de (2, on peut écrire avec les notations usuelles:

2
O¢ ={(&1,&,q1,61p1, €21 — "2% + 42,61P2) 1 P1,41,P2, g2 € IR},

D’aprés la proposition VI.5.1, le feuilletage symplectique £ de  s’étend naturellement en
un feuilletage £ sur tout g}. Explicitement, on a:

EI B (56350 OE)U(g{(O’é.?aw;y,zvt) : x,y,z,t € IR'})

On munit ainsi I’ensemble du dual g} d’une structure de variété de Poisson feuilletée. De
notre théoreme VI.4.5, on déduit que g} admet un produit-star différentiel et tangentiel a
toutes les orbites de dimension maximale. Notez que dans cet exemple le produit-star de
Gutt coincide avec celui de Kontsevich-Duflo [Ar2], et est déja tangentiel.

Prenons maintenant exemple de 1’algebre de Lie g6,12- Les crochets définissant la
structure d’algebre de Lie de g¢ ;5 sont les suivants:

[Xe, X5] = X4, [X6, X4] = X;, [Xe, X3] = X2, [X5, X2] = — X1, [X4, X3] = X1
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Les orbites génériques O¢ (ici Q@ = {¢ = ;X[ : &1 # 0}) peuvent étre paramétrées comme

suit:
2

q
OE = {(flaQ1a92,§1P2a —&1p1,2 + qip2 — '2°§2—1) 1P1,P2,91,92 € IR})

L’ensemble des orbites de dimension 2 est:

{£:6=0G+&+&#0)
Comme pour g; 4, cette algébre de Lie posséde un invariant quadratique & savoir

XZ
Al = 73 + XeX; — X2 X,

Bien que dégénérée, la forme quadratique § correspondant & A’ est telle que I'idéal 3 (95.12)
est nilpotent de pas 3 et non 2:

3(9;,12) =< X3, X2, X3, Xy, X >

La encore, 'argument de [CGR2| nous permet d’affirmer qu’il n’existe pas de produit-star
tangentiel et différentiel sur gg 1,. Cependant, les hypothéses de la proposition VI.5.1 sont
satisfaites pour Pouvert

U ={=6X: 6+ +6+6 #0},

et pour les invariants z; = X; et zo = A’ (vus bien sir comme des fonctions sur 92,12)-
En effet, Papplication v : € — (21(€), 23(£)) a pour jacobienne la matrice:

/1 0 0 0 0 0
Jac(v)_(§6 =& & —& 0 fl)’

qui est de rang 2 sur ;. Ainsi, Q' = QUQ; = Q est une variété de Poisson feuilletée (elle
correspond & la réunion de toutes les orbites de dimension non nulle). Par le théoréme
V1.4.5 et la proposition VI.5.1, il existe donc un produit-star différentiel et tangentiel sur
Q'. C’est d’une certaine fagon ce que ’on pouvait faire de mieux pour 96,12, Puisque si 'on
calcule les espaces tangents aux orbites contenues dans ', on peut montrer comme pour
95 4 que l'on ne peut espérer pouvoir étendre le feuilletage £’ au-dela de .

Commentaires VI1.5.3

o L’extension du feuilletage L de ) est loin d’étre la seule facon de construire un produit-
star tangentiel sur le dual d’une algébre de Lie g: le fait que g* ne puisse pas étre muni
d’une structure de variété de Poisson feuilletée ne signifie pas qu’il n’existe pas de produit-
star différentiel et tangentiel sur g*. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer le cas de
94,1- On rappelle que cette algébre de Lie nilpotente a pour crochets:

(X4, X3] = X2, [X4,Xo] = X;,
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et que Pouvert des orbites de dimension maximale est:
Q={zeg, t 2] + 23 # 0},

Pour cet exemple, le feuilletage £ de 2 ne peut étre étendu a aucun point ¢ extérieur a ).
Pour le vérifier, il suffit de constater que I’espace tangent a lorbite O¢ d’un point £ de Q)
est de la forme:

TEO& = {a(92 + b83 + Ca4 : 626 - Ela = 0}

Pourtant, g, , étant une algébre de Lie filiforme, elle est spéciale; Ia construction de [ACG1]
(ou [BA]) fournit donc un produit-star différentiel, défini sur tout g1 1 et tangentiel a toutes
les orbites de dimension maximale.

e Ce travail souléve un probléme géométrique intéressant, plus général que celui traité
dans notre proposition VI.5.1, celui de caractériser les algébres de Lie g pour lesquelles le
feuilletage L peut effectivement étre étendu en dehors de .
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A.1 Algebres de Lie graduées et cohomologies

Le formalisme des algébres de Lie graduées développé dans [DW-L1, DW-L2, NR] est
particulierement bien adapté aux théories de déformation. Nous rappelons ici comment ce
formalisme permet de donner une présentation unifiée des cohomologies qui entrent en jeu
dans la théorie des produits-star (voir aussi [Ro]).

On rappelle qu’une algébre de Lie graduée sur un corps k de caractéristique nulle est
un k-espace vectoriel gradué g = @ g°, muni d’un crochet [,]:9xg— g vérifiant les
1€Z

propriétés:

i)lg*,9’] C g't7
X, Y] = (—)EIVHY X] vX Y eg
i) (-, ¥), 2]+ ()Y IRy, 2], XT + () AV, X],Y] =0 VX,Y.Z € g

1

ou l'on a noté |X| le degré d’un élément X de g.

Soit (g,[,]) une algébre de Lie graduée (par exemple sur IR). On appelle structure
associée a g un élément P de g' tel que [P, P] = 0. A chaque structure P, on peut associer
un opérateur

Op:g—g

de degré 1, défini par
0p(X)=[P,X] VX €yg.

L’identité de Jacobi graduée de g permet de montrer que 8% = 0. On note Hy(g) la
cohomologie associée & cet opérateur de cohomologie. Il résulte encore de lidentité de
Jacobi graduée que le crochet [, | passe au quotient et livre une structure d’algebre de Lie
graduée a l’espace Hp(g).

Si P est une structure de g, une déformation de P est une série formelle P, dans g'[[v]]:

P,,=P+VP1+V2P2+...
telle que l'on ait formellement 1’égalité
[P,,P,] =0.
En degré 1, cela signifie que [P,P;] = 0, donc que P, est un cocycle pour dp. Une
déformation P, de P est dite triviale s’il existe un élément @, dans g°[[v]] tel que I’on
ait formellement P, = [P,Q,]. A l'ordre 1, on obtient P, = [P, Q1] = 0pQ;; pour qu’une

déformation P, soit triviale, il faut donc que le cocycle P; soit un cobord. Finalement,
le premier espace, Hp(g), classifie les déformations de P, tandis que le second, H3(g),
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contient les obstructions au prolongement des déformations de P d’un ordre donné & un
ordre supérieur.

L’algébre M(E)

Soit E un espace vectoriel et M ™(E) lespace des applications m + 1-linéaires de E dans
E. On définit un crochet de Lie gradué sur M*(E) de la maniere suivante. Soient A et B
deux applications dans M™ ~1(E) et M™2~!(E) respectivement. On pose:

Ao B(T1,...,Tmi4me—1) =
m
= Z(_l)(mz—l)(J—l)A(xl’ RN $j_1,B(.'L'j, ceey $j+m2—1)) Titmay-- - a$m1+m2—1)7
=1
puis
[A,B] = Ao B+ (—1)(m—U(ma=1)+1p , 4

Un élément P de M'(E) vérifie [P,P] = 0 si et seulement s'il détermine une structure
associative sur E. Soit P une telle structure et notons A = (E, P) l'algébre associative
obtenue. Alors, la cohomologie associée & 9p s’identifie & la cohomologie de Hochschild de
A avec le décalage suivant:

HE(M*(E)) = H*(A, A).

Dans le cas ou A est lalgtbre C®°(M ) des fonctions lisses sur une variété M, munie de
la multiplication usuelle des fonctions, le crochet [, ] est le crochet de Gerstenhaber [, ]
utilisé dans [Ger].

L’algébre de Richardson-Nijenhuis A(E)

Soit encore F un espace vectoriel. On note A* (E) l’espace des applications k+ 1-linéaires
alternées sur E & valeurs dans E. Par antisymétrisation du crochet [,] de M(E) vu plus
haut, on obtient sur A*(E) un crochet gradué, dit crochet de Richardson-N ijjenhuis [, |py:

[4, Blrn = a([4, B));
antisymétrisation d’un élément C' de A*(E) étant défini par:
1
aC’(ul, SRR Uk+1) =7 LIu Z 6(O-)C'(ua'(l)a SRR ua‘(k-{-l))a
(k4 1) =

si l’on note X344 le groupe des permutations de {1,...,k +1}. Un élément P de A! (E)
vérifie [P, P]py = 0 si et seulement si P désigne une structure d’algebre de Lie sur E. La
cohomologie associée & un tel P n’est autre que la cohomologie de Chevalley de 1’algebre
de Lie g = (E, P) qu'il définit, avec le décalage:

Hp(AY(E) = HELL(9,9).
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L’algébre de Schouten

Soient M une variété différentiable et A*(C*°(M)) espace des applications multi-
linéaires alternées sur C°(M). L’espace V*(M) des tenseurs contravariants totalement
antisymétriques sur M s’identifie de maniére naturelle au sous-espace A*(C(M)),_ 4 Ffime
de A*(C*°(M)) des applications 1-différentielles qui s’annulent sur les constantes. Le cro-
chet de Richardson-Nijenhuis induit par restriction un crochet [, ] sur V*(M) qui n’est
autre que le crochet de Schouten. Un élément A tel que [A, A] = 0 pour ce crochet est
donc une structure de Poisson sur M. Enfin, la cohomologie associée 3 une telle structure
A est la cohomologie de Poisson de la variété de Poisson (M, A) avec le décalage:

HJI{(A*(COO(M))I—diff,nc) = ‘HK—H(M)
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A.2 Classes d’équivalence et dérivations des produits-star tangentiels

En confrontant les théories cohomologiques de Hochschild et de Chevalley, les auteurs de
[BCG] (voir aussi [DW-L1, DW-L2]) sont parvenus 2 localiser les obstructions & Pexistence,
les classes d’équivalence et les dérivations des produits-star sur une variété symplectique
M dans les trois premiers espaces de la cohomologie de de Rham de M.

Leurs résultats se généralisent directement au cas des produits-star tangentiels sur les
variétés de Poisson réguliéres, & condition bien siir de substituer la cohomologie de Poisson
tangentielle a la cohomologie de de Rham. Pour étre complet, nous proposons ici de donner

les preuves de cette généralisation.

Soient (M, A) une variété de Poisson réguliere, N = C (M) et T une connexion affine sur
M, adaptée au feuilletage symplectique F de M (cf. chapitre IT). Si on note V la dérivation
covariante associée a T, une application k-différentielle T de N dans N peut s’exprimer
[Li2] de maniére unique en termes de dérivées covariantes symétrisées des arguments et de
tenseurs partiellement symétriques:

T(ut,..ou) = Y Tpy o Vug). .. V7™ (),
Tlyeeey Tk

L’application T est dite tangentielle si les différents tenseurs définissant T relativement &
I’ sont tangentiels, i.e. sont des sections convenables de puissances tensorielles du fibré
TF tangent au feuilletage F. Cette définition est indépendante du choix de la connexion
adaptée [Li2]. En fait, il est équivalent de dire que T est tangentielle et de dire que dans
tout domaine U de carte d’un atlas adapté de M D’écriture de T dans U ne fait intervenir
que des dérivées partielles tangentielles.

Dans la suite, nous ne considérerons que des applications différentielles nulles sur les
constantes. Soit § le cobord de Hochschild. On vérifie aussitot que si une applica-
tion différentielle T sur NV est tangentielle et nulle sur les constantes, son cobord §T est
également différentiel, tangentiel et nul sur les constantes. On peut donc définir une coho-
mologie de Hochschild tangentielle: Un k-cocycle de Hochschild T différentiel, tangentiel
et nul sur les constantes est tangentiellement exact s'il est le cobord T = §A d’une appli-
cation (k — 1)-différentielle A, tangentielle et nulle sur les constantes. Le k-ieme espace
de cohomologie de Hochschild tangentielle, noté H k fftannc(IV), s'obtient alors en quo-
tientant ’espace des k-cocycles différentiels, tangentiels et nuls sur les constantes par celui
des k-cocycles tangentiellement exacts. A. Lichnerowicz a obtenu dans [Li2] une version
tangentielle des résultats de Vey en degré 2 et 3:

Proposition A.2.1 ,
Pour tout 2-cocycle C (resp. tout 3-cocycle E) de Hochschild, différentiel, tangentiel et
nul sur les constantes, il existe une 1-cochaine C' (resp. une 2-cochaine E') de Hochschild,
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différentiel, tangentiel et nul sur les constantes ainsi qu’un 2-tenseur A (resp. un 3-tenseur
B) contravariant, tangentiel, totalement antisymétrique tel que 'on ait

C(u,v) = 6C'(u,v) + A(du, dv)
E(u,v,w) = 6E'(u,v,w) + B(du, dv, dw).

De méme, on peut définir une version tangentielle de la cohomologie de Poisson de
(M,A). Si R est un k-tenseur contravariant antisymétrique et tangentiel, son cobord
oR =[A, R]s ([, ]s désignant le crochet de Schouten) est encore tangentiel. Un k-cocycle
tangentiel est dit tangentiellement exact pour o s’il est le cobord d’un (k — 1)-tenseur
tangentiel. On appelle cohomologie de Poisson tangentielle de (M, A) la cohomologie
H ;,n(M) obtenue en quotientant I’espace des cocycles de Poisson tangentiels par celui
des cobords tangentiellement exacts (pour ).

On rappelle qu'un produit-star tangentiel sur (M, A) est une application bilinéaire «
N x N — N|[[v]] de la forme

uxv=uv + {u,v}v+ Z Cn(u,v)v™

n>2

dont P’extension bilinéaire naturelle 3 N[[v]] définit une loi associative sur N [[v]] et telle
que les C', sont des opérateurs différentiels, tangentiels, nuls sur les constantes et vérifiant
la condition de parité Cp(u,v) = (—1)"Cyp(v, u).

Deux produits-star tangentiels et %' sur (M, A) sont dits tangentiellement équivalents
s’il existe une série formelle T = Id + Z Tiv* ot les Ty sont des opérateurs différentiels,

k
tangentiels, nuls sur les constantes et satisfaisant formellement légalité:

uxv=T"YTuxTv) Vu,v€ N.

Les propositions suivantes montrent ’intérét de la cohomologie de Poisson tangentielle
Hy ;,n(M) pour 'étude des produits-star tangentiels sur (M, A).

Proposition A.2.2

51 (M, A) est une variété de Poisson réguliére telle que H X’tan(M ) soit réduit & zéro, alors
il existe des produits-star tangentiels sur M.

Preuve:

Supposons que la somme

2n 2n
UKV = Z Cr(u,v)v* = wo + {u,v}v + ZCk(u,v)uk
k=0 k=2

définisse un produit-star tangentiel sur M & I'ordre 2n. Alors

Espi1(u,v,w) = > Cr(Cs(u,v),w) = Cr(u, Cy(v, w))

r+s=2n+1,r>1,5>1
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est un cocycle de Hochschild différentiel, tangentiel et nul sur les constantes. Sa partie
totalement antisymétrique étant nulle en raison de la condition de parité imposée aux Ci
et compte tenu de la proposition A.2.1, on peut trouver une cochaine Cant1, différentielle,
tangentielle, nulle sur les constantes, telle que Eznyq = 6Chpnqq. Quitte & remplacer Cont1
par son antisymétrisé aCszn41 (3 savoir aConti(u,v) = %[anﬂ(u,v) — Cong1(v,u)]), on
peut supposer que Cypq1(%,v) est antisymétrique en (u,v). Considérons donc le prolonge-

ment de %, encore noté x, en un produit-star u « v = Z’;—gl Cx(u,v)v* & lordre 2n + 1,
tangentiel sur M. Alors,

Eonia(u,v,w) = 3 Cr(Cs(u,v), w) — Cr(u, Cylv, w))

r+s=2n+2,r>1,5>1

est un cocycle de Hochschild différentiel, tangentiel, nul sur les constantes, qui s’écrit en
vertu de la proposition A.2.1 sous la forme

Eonta(u,v,w) = §Copyo(u, v, w) + A(du, dv, dw)

ou A est un 3-tenseur contravariant tangentiel et complétement antisymétrique et ou
Cant2(u,v) peut étre supposé symétrique en (u,v). Puisque par antisymétrisation de
*, on obtient une déformation [, ], & l'ordre n de la structure d’algebre de Lie de N,
Pantisymétrisé aFy, 9 = A de Esn+2 est un 3-cocycle pour la cohomologie de Poisson tan-
gentielle. Comme H3 , . (M) = {0}, il existe un 2-tenseur B, tangentiel, antisymétrique
et tel que A = 6B. Notons B’ Papplication sur N x N définie par B'(u,v) = B(du,dv).
Remplacons maintenant Can41 par

3

! !

Czn+1 = 02n+1 + §B .

Le cocycle Ej, ., associé a ' = 3" Crot + Cont1v*™*1 a une partie antisymétrique

nulle. Ainsi, en utilisant une fois encore la proposition A.2.1, on parvient & pousser la
construction de + jusqu’a 'ordre 2n + 2. D’ou le résultat par récurrence.f}

Proposition A.2.3

Soient x et ' deux produits-star tangentiels sur (M, A) qui coincident jusqu’a I'ordre k.
Alors, leur différence a ’ordre k + 1 est un cocycle de Hochschild tangentiel dont Ia partie
antisymétrique correspond & un 2-tenseur A contravariant antisymétrique et tangentiel qui
est un cocycle pour la cohomologie de Poisson tangentielle (i.e. 0A =0). Si ce cocycle est
tangentiellement exact (pour o), il existe un produit-star tangentiel ", tangentiellement
équivalent & %', qui coincide avec * Jjusqu’a ordre k + 1.

Preuve:

Notons « = 3 Crrv™ et ' = > w50 Crv. Par hypothése, on a déja C, = C! pour
tout » < k. De 'associativité de et ', on déduit alors que C;_; — Ck41 est un cocycle
de Hochschild, qui est par construction différentiel, tangentiel et nul sur les constantes.
D’apres la proposition A.2.1, ce cocycle peut s’écrire:

(lec-}-l = Crt1)(u,v) = §R(u, v) + A(du, dv),
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pour une 1-cochaine R, différentielle, tangentielle et nulle sur les constantes et pour un 2-
tenseur 4 contravariant, antisymétrique et tangentiel. En écrivant I'identité de Jacobi pour
les crochets déformés [, ], et [, ], obtenus par antisymétrisation de * et #', on constate
que cA = 0.

Supposons que A s’écrive A = o B pour un champ de vecteurs tangentiel B et intro-
duisons I'application B’ définie par B’ (u) = B(du). Finalement, posons

T=I-vfB' —y*1p
et considérons le produit-star tangentiel +", équivalent & +' via T

ur"v=T"HTus Tv) = Z C) (u,v)v*.
k>0

Ce produit-star est par construction tel que
Cl=Cl=C, YO<r<k—1.
Par ailleurs, on a
Cy (u,v) = Ci(u,v) — 6B'(u,v) = Cr(u,v) = Cr(u,v),
car B' vérifie §B' = (. Puis,

Crp1(u,v) = Cp 4 (u,v) — §R(u,v) — 0B du, dv) =
k+1 k+1
= Cg+1(u,v) + A(du, dv) — 0 B(du, dv) =
= Ck+1(U,’U).D

Simultanément & la proposition précédente, nous avons montré le

Corollaire A.2.4
Si (M, A) est une variété de Poisson réguliére telle que HY 1n(M) soit réduit & zéro, alors
tous les produits-star tangentiels sur M sont tangentiellement équivalents.

Enfin, réciproquement A la proposition A.2.3, nous avons la

Proposition A.2.5

Six =Y Cm et ¥ = >.Clv" sont deux produits-star tangentiels tangentiellement
équivalents et tels que C, = » pour tout r < k, alors la partie antisymétrique de leur
différence & I'ordre k + 1 est un cobord pour la cohomologie de Poisson tangentielle.
Preuve:

On rappelle (cf. chapitre II, proposition II.2.6) que toute variété de Poisson réguliére
admet un bon recouvrement (U,) i.e. tel que toutes les intersections finies et non vides des
ouverts U, soient de cohomologie de Poisson tangentielle triviale en degré >0. En utilisant
ce fait, on peut montrer exactement comme dans [BCG] que I’on peut construire entre deux
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produits-star tangentiels x et +', que I'on sait égaux jusqu’a l'ordre k et tangentiellement
équivalents, un opérateur T d’équivalence de la forme

T=Id+v* T + /F 1T + . ..

ou les T; sont des opérateurs différentiels, tangentiels et nuls sur les constantes. Considérons
a présent un tel opérateur d’équivalence entre nos deux produits-star x = Y. C,v" et
*' = Clv". De égalité

Cr=C. Vr<k,

on déduit que Ty est un cocycle pour la cohomologie de Hochschild tangentiel. C’est
donc une dérivation de l’algébre C°(M) (pour la multiplication usuelle des fonctions). I
correspond de ce fait & un champ de vecteurs tangentiel X sur M. D’autre part, la relation
d’équivalence entre * et +' & I’ordre & + 1 se traduit par:

Crr1(u,v) = Crga(u,v) — 6Ty (u,v) = o X (du,dv).

La partie antisymétrique de Cii+1 — Crt1 8'identifie donc & ¢ X.0

En conséquence des propositions A.2.3 et A.2.5, notons que les classes d’équivalence des
produits-star tangentiels sur (M, A) sont paramétrées par des 2-tenseurs contravariants,
qui sont totalement antisymétriques, tangentiels, et des cocycles pour o.

Définitions A.2.6

Soit x un produit-star tangentiel sur une variété de Poisson réguliére (M, A). Notons encore
N =C>(M).

¢ Une dérivation de % est une application D : N — N [[¢]] dont I’extension naturelle &
N{[v]] vérifie formellement

D(uxv) = Duxv+u* Dv.

¢ Une dérivation D de x est dite dérivation tangentielle (formelle) si elle s’écrit sous la

forme
D=) Du*
s>0

ot les D, sont des opérateurs différentiels et tangentiels de N dans N.
e Une dérivation tangentielle D de x est dite intérieure s’il existe f dans N tel que

D=[f, ] = 5(f*.~.+f)

¢ Enfin, par analogie au cas symplectique [DW, GR], une dérivation D de % est dite v-Euler
tangentielle si elle est de la forme

9]
D=V$+L5+D'
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ou € est un champ de vecteurs conforme ( L¢(A) = —A) et tangentiel, et

= ZD'SUS

s>1

ou les D), sont des opérateurs différentiels et tangentiels de N dans N.

Proposition A.2.7

Soit x = 3 Crv" un produit-star tangentiel sur (M,A). Si D = 3 ,, Dsv°® est une
dérivation tangentielle formelle de *, alors chaque D, correspond & un champ de vecteurs
X, tangentiel, vérifiant 0 X, = 0, et est donné sur un domaine U d’un bon recouvrement

de M par

D8|U = [fsUa']*

ot fU est une fonction sur U vérifiant

Xojv = Hyv s = {7, W

Preuve:
Soit p le premier indice s tel que D, # 0. La propriété de dérivation se traduit & ’ordre p
par:

(1) Dp(uv) = Dp(u)v + uDyp(v).

Et, a l'ordre p + 1, par:

(2)  Dp({#sv}) + Dpt1(uv) — {Dp(u), v} = {1, Dp(v)} — Dpry(u)v — uDppa(v) = 0.

Par (1), on voit que 'opérateur D, est une dérivation de ’algébre associative N = C®(M);
il correspond donc & un champ de vecteur X, sur M qui est tangentiel puisque D, est
supposé tangentiel. En antisymétrisant (2), on s’apercoit que X, vérifie X, = 0. Sur un
domaine U tel que H} ,,.(U) = {0}, on peut écrire

Xp(uw)y = {f;],u}lU Y e c=(U),vu.
Puisque les C, s’annulent sur les constantes, ’application
D':N > N[]] uw [f;],u]*
a un sens global et définit une dérivation tangentielle de x. En répétant I’argument pour

D — vPD' et ainsi de suite, on obtient le résultat annoncé.0l

Autrement dit, les dérivations tangentielles d’un produit-star tangentiel sur (M, A) sont
en bijection avec les suites de champs de vecteurs tangentiels qui sont des cocycles pour
0. De plus, le quotient de ’espace des dérivations tangentielles par celui des dérivations
ta.ngentielles qui sont intérieures peut étre identifié & l’espace des suites d’éléments de

A tan(M)

166



APPENDICE 2

Proposition A.2.8 [DW]
Soient U un ouvert de M pour lequel Hf\’ttm(U) = {0} et £ un champ de vecteurs conforme
et tangentiel sur U. (L’existence d’un tel champ ¢ est assurée si H}x,tan(U) = {0} par

exemple.) Supposons encore que * soit un produit-star tangentiel sur M. Alors x admet
dans U une dérivation v-Euler tangentielle de la forme

u—a—+L£+uD1+u2D2+....

ov
Preuve:
On vérifie sans difficulté que vZ + L, est une dérivation tangentielle & 'ordre 1 de .
Supposons maintenant que l'on ait construit Dy, ..., Dy_; pour que

D—_—ZDSVS=I/—8-+L€+VD1+...+I/k_1Dk_1+...
8>0 O

soit une dérivation v-Euler tangentielle 4 'ordre k — 1 de . Notons encore, pour tout
entier r,

Kr(u,v) = Z ﬁp(Cq(u,v)) - Cp(ﬁq(u)a v) — C'p(u,qu(v)).
p+g=rp,g>0

Puisque D est une dérivation & l'ordre k — 1, on a déja K, = 0 pour r < k£ — 1. De
plus, il résulte de associativité de » que K} est un cocycle de Hochschild tangentiel
dont I'antisymétrisé A = aK}; vu comme un 2-tenseur tangentiel est un cocycle pour la
cohomologie de Poisson tangentielle. Puisque H} ,n(U) = {0}, il existe un 2-tenseur B
tangentiel tel que A = 0B et on peut écrire

Ki(u,v) = 8Ti(u,v) + o B(du, dv)
ou T est un opérateur différentiel, tangentiel et nul sur les constantes. Considérons aussi
D'=D—-v*'B' + T =Y Do,
820
ou l'on a noté B'(u,v) = B(du,dv). Pour tout r, posons donc:
I{;(u’ v) = Z D;(CQ('“’U)) - CP(D;(U)v v) — Cp(u, D:;(v))
p+g=r,p,g>0
Alors, par construction méme, les K! sont nuls jusqu’a l'ordre k et D' est une dérivation
de * jusqu’a ordre k.0
Puisque toute variété de Poisson régulitre admet un bon recouvrement, on a montré le

Corollaire A.2.9

Soit x un produit-star tangentiel sur une variété de Poisson réguliére (M, A). Alors x admet
localement des dérivations v-Euler tangentielles D:

D:Vai +L5+I/D1 +V2.D2+...
v

ou £ est un champ de vecteurs local, conforme et tangentiel.
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