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Introduction gé‘néral‘e |

Le probléme de I'inclusion ellipsoidale dans une matrice infinie joue un réle important
pour la connaissance du comportement mécanique des matériaux. Ce probléme a été abordé
par différents auteurs et pour différents comportements mécaniques des matériaux (élasti-
cité, viscoélasticité, élastoplasticité, plasticité et viscoplasticité), pour différentes géométries
(différentes formes d’inclusion, matrice infinie ou non infinie).

L’élasticité a été un domaine de prédilection pour aborder le probléme de I’inclusion. Vu son
caractére linéaire, des solutions analytiques ont été obtenues. C’est dans ce cadre que se situent
les travaux d’Eshelby dont 'importance est capitale. En 1957, Eshelby a résolu le probléme
de V’inclusion ellipsoidale élastique isolée dans une matrice élastique de dimension infinie. La
solution d’Eshelby montre que la déformation est homogéne a l'intérieur de l'inclusion. Une.
extension en élasticité anisotrope a été égalemant proposée par Konishita (1971) et Laws
(1977).

Une application typique du probléme de I'inclusion se trouve dans le modéle autocohérent
pour déterminer le comportement d’un agrégat. Ce modeéle a été proposé pour la premiére fois
par Hershey (1954) et ensuite par Kroner (1961) pour estimer les propriétés élastiques d’un
polycristal, & partir des travaux d’Eshelby sur I’inclusion. Le principe du schéma autocohérent
utilisé pour la modélisation des matériaux hétérogénes repose sur ’évaluation des interactions
entre un grain particulier (I'inclusion) et un milieu homogene équivalent (la matrice) qui
représente I’ensemble des autres grains. Une synthése bibliographique des différentes approches
autocohérentes est proposée dans le chapitre 1. '

Le chapitre 2 est consacré a une synthése bibliographique du probléme de I'inclusion. Dans
le cas d’une matrice newtonienne d’extension infinie et d’une inclusion ellipsoidale viscoplas-
tique, on peut obtenir une solution analytique exacte du probléme de I'inclusion du fait de la
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linéarité du comportement de la matrice. Gilormini & Montheillet (1984,1986) ont calculé de
maniére entiérement analytique le champ de vitesse & l'intérieur d’une inclusion ellipsoidale
viscoplastique isotrope, située dans une matrice infinie viscoplastique linéaire isotrope.

Dans le cas d’une matrice de comportement viscoplastique on ne peut pas dégager une
solution analytique du probléme de linclusion. En 1987, Gilormini et Germain ont étudié
le probléme d’une inclusion ellipsoidale de révolution viscoplastique isolée dans une matrice
viscoplastique isotrope. Ils se sont intéressés au calcul des contraintes & ’amorcage de l’en-
dommagement et aux calculs de la localisation de la vitesse de déformation pour différentes
formes d’inclusion et pour différents types de chargement.

La premiére partie du chapitre 2 s’attache a4 dégager de la littérature les différents résultats
du probléme de l'inclusion et en particulier ceux concernant la localisation de la vitesse de
déformation dans l'inclusion. Les différentes méthodes sont classées en :

- Méthode analytique
- Méthode variationnelle
- Méthode par éléments finis (Gilormini & Germain (1987) et Gilormini & Michel (1999))

Dans la deuxiéme partie du chapitre 2, nous réalisons & ’aide de la version implicite du
code ABAQUS, une étude sur le probléme de I'inclusion viscoplastique. La loi puissance est
implémentée dans la version implicite du code 4 ’aide du sous programme utilisateur UMAT.
Nous nous limittons aux résultats donnés par Gilormini & Michel (1999) pour tester I’implé-
mentation de la loi puissance dans le code ABAQUS. '

Le chapitre 3 est organisé en deux parties. Dans la premiére partie, nous considérons une
inclusion ellipsoidale située dans une matrice infinie, dans le cas ou la matrice et 1’inclusion ont
un comportement linéaire incompressible (Solution d’Eshelby). Une extension de ce probléme
dans le cas non linéaire est considérée, en utilisant I’approche tangente de Molinari et al.
(1987), pour approcher le comportement non linéaire de la matrice.

L’objet de la deuxiéme partie du troisiéme chapitre est '’étude de la localisation de la défor-
mation dans une inclusion viscoplastique ellipsoidale entourée par une matrice viscoplastique
infinie, sollicitée en compression axisymeétrique et en compression plane. L’originalité de ce
travail réside dans l'utilisation d’un module tangent anisotrope dans la formulation tangente
viscoplastique pour le probléme de l'inclusion non linéaire. L’influence de différents parametres
(rapport de rigidité de l'inclusion et de la matrice, rapport de forme de I’inclusion et sensi-
bilité & la vitesse de déformation) sur la localisation de la vitesse de déformation peut &tre
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éxaminée. Les résultats obtenus 3 P’aide du modéle tangent sont confrontés aux prédictions
des différentes approches citées dans le chapitre 2.

1l est & noter que Vinclusion et la matrice n’ont pas nécessairement la méme sensibilité a la
vitesse de déformation. Nous avons étendu la formulation tangente au cas ou la sensibilité a la
vitesse de déformation est différente dans l'inclusion et dans la matrice. Ces résultats seront
confrontés & ceux de Vernusse (1993).

Dans le chapitre 4, nous présentons une méthode différentielle pour estimer le comportementv
effectif d’'un matériau composite viscoplastique constitué d’inclusions & grande concentration
dispersées dans une matrice. Les inclusions sont supposées de formes et d’orientations iden-
tiques. Le principe du schéma différentiel pour la modélisation d’un composite biphasé est le
suivant : la premiére phase représente la matrice, I’autre (phase inclusionnaire) est ajoutée
incrémentalement de maniére a ce que le matériau ajouté soit toujours en concentration diluée.

Le chapitre 4 est organisé en trois parties. Dans un premier temps, nous étudions I'influence

de la sensibilité & la vitesse de déformation m sur la rigidité effective k.;y du milieu homogénéisé

en fonction de la fraction volumique d’inclusions et pour différents rapport de rigidités n. La
sensibilité & la vitesse de déformation m est identique dans les deux phases et égale a celle du
milieu homogénéisé. Nous nous limitons ici au cas de la compression axisymétrique.

La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée & un développement théorique permettant
de calculer la sensibilité 4 la vitesse de déformation effective m lorsque les différentes phases ont
des sensibilités & la vitesse de déformation différentes. A cet effet, deux types de chargement,
en vitesse de déformation et en contrainte sont considérés. La derniére partie de ce chapitre

est consacrée & deux applications pour valider ces résultats théoriques.



Chapitre 1

Revue bibliographique

1.1 Principales étapes lors de ’élaboration d’un modéle de passage

de I’échelle micro a 1’échelle macro

L’homogénéisation des milieux hétérogénes s’appuie sur une méthodologie commune & une
grande variété de milieux (polycristaux, composites, milieux poreux ...). Les principales étapes
sont les suivantes :

- Etape de la définition des phases constitutives et de leur distribution statistique.

- Etape de modélisation mécanique dite de localisation, consistant & relier les grandeurs
mécaniques locales et globales.

- Etape d’homogeénéisation proprement dite, reposant sur des opérations de moyenne et
conduisant & la détermination du comportement global (ou comportement du ”milieu homo-

géne équivalent”).

1.1.1 Distribution statistique des constituants

Avant de résoudre tout probléme, il faut s’assurer de la connaissance de la loi de compor-
tement mécanique en tout point de la structure, d’une bonne description géomeétrique et de
la détermination sans ambiguité des conditions aux limites. Sur le plan pratique, il est im-
possible de parvenir 4 une description statistique compléte d’une structure donnée d’agrégats.

L’information expérimentale la plus souvent utilisée pour des matériaux multiphasés est la
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fraction volumique.

Pourtant, Bretheau et al. (1988) mettent en évidence 'influence de la distribution spatiale
des phases sur la limite d’élasticité et la contrainte d’écoulement d’un agrégat Fer/Argent. De
méme, par la méthode des éléments finis, Ankem & Margolin (1982) soulignent I'influence de
la taille des inclusions sur la contrainte d’écoulement du biphasé. Berveiller, Canova & Tiem
(1985) montrent que la forme des grains peut affecter de maniére significative les contraintes
internes et jouer un role important sur I’écoulement plastique.

Dans cette premiére étape, il faut également définir le comportement mécanique de chaque
phase et proposer un modéle mathématique décrivant ce comportement. Par exemple, dans le

cas de I’élastoplasticité en petites déformations, on peut écrire :

o; = Lié - (1.1)

& = Mo

ou L; et M; sont les tenseurs du quatriéme ordre des modules ou des compliances élastoplas-

tique instantanés.

1.1.2 Localisation

L’étape de localisation s’appuie essentiellement sur le probléme de l'inclusion résolu par
Eshelby. C’est & ce stade que les différents modéles polycristallins se différencient. Il s’agit de
modéliser les contraintes internes et les hétérogénéités de déformation d’une phase a I’autre.
Un matériau polycristallin, ou multiphasé, soumis & un chargement homogene, du fait de
sa constitution hétérogeéne est le siége de champs mécaniques qui présente une variation si-
gnificative d’une phase & I'autre. Pour cela, il faut définir les relations qui lient les valeurs
microscopiques aux valeurs macroscopiques.

Par exemple, pour un polycristal :
éi (?’ Q) = A‘i(?) Tn) Q’ QI) E (12)

6 (7,Q) = B(7,7,Q,Q). & (1.3)
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ol &; et ¢; désignent les quantités locales, au point 7 de la phase Q, E et ¥ les quantités glo-
bales correspondantes et A; et B; les opérateurs de localisation et de concentration dépendant

également des autres phases.

1.1.3 Homogénéisation

La derniére étape est ’homogénéisation. Cela correspond & 1’établissement de relations
exprimant les grandeurs globales comme les moyennes des grandeurs locales.
Par exemple en élastoplasticité, les modules et compliances instantanés du milieu homogéne ‘

équivalent, soient L et M, s’obtiennent par les relations :

% = (03) = (Lies) = (LiAE) = (L;A)E (1.4)
E = (&) = (M;0;) = (M;B;Z) = (M;B;)T (1.5)
d’ot
L = (L;A) (1.6)
M = (M;B;) (1.7)

N

le symbole ( ), désignant la moyenne sur tout le volume.

Ces relations paraissent simple, mais dans certains cas peuvent étre complexes. Il faut
souligner que I’on suppose dans cette méthologie les contraintes et les déformations homogénes
dans chaque phase. Les connaissances actuelles des hétérogénéités de déformation dans chaque

phase sont insuffisantes pour pouvoir les prendre en compte.

1.2 Différents modéles micro—macro

Plusieurs modéles ont été utilisées pour prédire le comportement (X, E) de matériaux
multiphasés. Le plus simple, et le plus souvent utilisé est le modele de Taylor (1938) qui
suppose 1'uniformité de la déformation dans le matériau. Un autre modele, tout aussi simple,

mais moins utilisé est le modéle statique, qui considére ’homogénéité des contraintes.
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1.2.1 Modéele de Sachs et modéle statique

L’une des premiéres tentatives pour modéliser la plasticité des polycristaux a été faite par
Sachs (1928). Il suppose une relation proportionnelle entre 1’etat de contrainte du monocris-
tal et celle macroscopique de I'agrégat. Le modeéle de Sachs a été simplifié par Batdrof &
Budiansky (1949) qui imposent 1'uniformité de la contrainte :

g=X ' (1.8)

ol g et X sont respectivemnt la contrainte dans le grain et celle macroscopique de I’agrégat.
La relation (1.8) signifie que les équations d’équilibre sont vérifiées. On a donc un champ
de contrainte statiquement admissible, d’oi le nom de modéle ”"statique”. Cependant, les
relations de compatibilité sont totalement négligées.
Ce modéle statique a été utilisé par Leffers (1968) avec succés pour prédire I’évolution de
la texture de laiton dans un essai de laminage. Un tel modéle peut donc masquer certains

phénomeénes physiques et donner un résultat correct pour des raison non expliquées.

1.2.2 Modéle de Taylor

Proposé par Taylor en 1938 pour les matériaux rigides plastiques (déformation élastique
négligée), le modele a été aussi développé par Bishop & Hill (1951). Ce modéle reste 'un des
plus utilisé pour la prédiction des textures en grandes déformations. |

Il suppose en fait 'uniformité de la déformation plastique en d’autres termes, la déformation
plastique microscopique €P est égale & la déformation plastique macroscopique EP, ce qui

permet d’écrire la relation tensorielle suivante :

e = EP (1.9)

37 — Hij

Dans ce modéle, en revanche, les relations d’équilibre sont totalement négligées et les

contraintes internes sont surestimées.

-10-
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1.2.3 Généralisation du modéle de Taylor

Lin (1957) a généralisé le modele de Taylor en supposant I'uniformité de I'incrément de

déformation totale, tout en prenant en compte 1’élasticité :
de* = de® + de® = dE° + dEP = dE* (1.10)

Si 'on suppose I’élasticité isotrope et les déformations plastiques incompressibles on obtient

une loi d’interaction de la forme :
dO'ij = dE,-,- + 2/1,(dEfj - dé‘f;) (1.11)

ou le terme 2u(dEY; — def;) représente I'incrément de contraintes internes liées aux hétérogé-
néités de déformations plastiques.

Il est & noter que pour des matériaux rigides plastiques (u — 00) on retrouve bien le
modele de Taylor dE}; — def; = 0.

Malgré le succés de la théorie de Taylor et de Bishop & Hill (1951), les résultats de textures

de déformation dans certains cas montrent leurs limites.

1.3 Modéles autocohérents

Une nouvelle approche pour caractériser le comportement des milieux hétérogenes a fait
I'objet de nombreux travaux ces derniéres années : il s’agit du modéle autocohérent. Cette
méthode a été utilisée par Hershey (1954) et ensuite par Kréner (1961) pour estimer les
propriétés élastique d’un polycristal, & partir des travaux d’Eshelby concernant I’inclusion
noyée dans une matrice infinie. Puis, Budiansky & Wu (1963) ont proposé une formulation
élastoplastique simple du modele. Pour prendre en compte l'interaction plastique, Hill (1965)
a formulé une approche plus générale. Cette approche a été simplifiée par Berveiller & Zaoui
(1980).
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00— -
. . Modéle autocohérent

Matériau hétérogéne ‘ Milieu homogéne

équivalent

Figure 1.1 : principe du schéma autocohérent

On peut décrire Pesprit de cette approche de la fagon suivante : considérons un corps hé-
térogéne (multiphasé par exemple) dont on connait les caractéristiques et les distributions
des constituants. Le raisonnement consiste & analyser les interactions entre chaque phase et
un milieu fictif (appelé milieu homogene équivalent) dont les caractéristiques sont les incon-
nues & déterminer. Ces caractéristiques sont ensuite calculées en exprimant les relations de
moyenne entre les propriétés mécaniques locales (que I'on vient de déterminer) et globales (a
déterminer). La premiére étape est couramment nommée localisation, la deuxiéme constituant

I’homogénéisation.

1.3.1 Solution d’Eshelby

Eshelby (1957) a résolu le probléme de I'inclusion ellipsoidale, plastifiée de facon uniforme
dans une matrice élastique infinie non chargée. La déformation totale €7 de I'inclusion dans
le cas d’une inclusion ellipsoidale, lorsque 1'élasticité est homogene et isotrope, peut se mettre

sous la forme :
&l; = Sijuely (1.12)

ol S le tenseur d’Eshelby dépendant des caractéristiques élastiques du milieu et de la forme

-12-



CHAPITRE 1. Revue bibliographique

de l'inclusion. A titre d’exemple, pour une inclusion sphérique on obtient, lorsque e, =0

€;; = Pel; (1.13)
avec
24-5
= 14
g 151—-v (1.14)

d’ot, pour les contraintes internes dans l'inclusion :

oij = 2p(eg; — (1—31/-2';)511) (1.15)
avec
soit
0i; = —2(1 - P)ef (1.17)

1 est le module de cisaillement et v le coefficient de Poisson.

1.3.2 Modéle de Kréner

En se basant sur les résultats d’Eshelby, Kroner (1961) considére le cas d’une inclusion
ellipsoidale déformée plastiquement dans une matrice infinie ayant subie la déformation plas-
tique uniforme EF. Pour une déformation plastique e? homogéne dans une inclusion de forme

sphérique, Kréner obtient alors les contraintes internes g dans 'inclusion :

ij i

0i; = Zij + 2u(1 — B)(Ef; — &) (1.18)

ou (3 est donné par ’équation (1.14) et p le module élastique de cisaillement et ¥ la contrainte
uniforme & l'infinie. Eq. (1.18) constitue la loi d’interaction. Il est & noter que pour X= 0 et
EP =0, on retrouve bien le résultat d’Eshelby (1.15).

Dans ce modeéle, le probléme d’inclusion correspondant suppose en effet que le milieu ne ré-
agit qu’élastiquement & 'incompatibilité plastique imposée : cela est évident dans le probléme

d’Eshelby ou la matrice n’est pas déformée plastiquement et ne peut accommoder qu’élas-
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tiquement I'incompatibilité plastique efj, il en va tout autant du cas plus général envisagé
par Kroner, ou, bien que déformée plastiquement, la matrice n’accommode qu’élastiquement
Vincompatibilité (Ef; — €};). La déformation plastique de la matrice reste uniforme alors que
plastique.

Une conséquence majeure de cette hypothése implicite d’accommodation élastique réside
dans la forte surestimation des contraintes internes donnée par la formule (1.18) et qui se
manifeste par l'intervention du module élastique p aux valeurs trés grandes (le coefficient
2(1 - pB) est- proche de l'unité). Pratiquement, les contraintes internes ainsi évaluées sont
si élevées que, selon ce modele, l’agrégat réagira en minimisant la source d’incompatibilité
plastique (E}; — €f;), et donc en uniformisant la déformation plastique d’un grain & l’autre;
en conséquence, les prévisions du modele de Kroner se rapprocheront de celles du modéle de

Taylor, comme cela a pu étre démontrer dans le cas élastique par Zaoui (1972), & partir d’un

raisonnement da & Hashin (1969) .

1.3.3 Formulation générale de Hill

Pour prendre en compte l'interaction plastique et non purement élastique, Hill (1965) a

formulé une théorie plus générale. Il obtient la loi d’interaction sous la forme :
doij = d¥y; + £3;,(dER — dey;) (1.19)
ol £* est un tenseur d’interaction d’ordre quatre donné par I’équation intégrale suivante :
£ = (L(L°+ £)7H (£ - £Y)) (1.20)

avec £° et £ sont les tenseurs des modules tangents respectivement du grain (cristallite) et
de la matrice (agrégat) et ”( )” indique la moyenne volumique sur tous les grains formant le

polycristal. Ce modéle nécessite des calculs numériques treés lourds (Hutchinson (1970)).

Pour tenir compte des interactions plastiques d’une facon plus simple que la formulation

générale de Hill. Berveiller & Zaoui (1979) ont introduit dans la loi d’interaction de Kroner
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un facteur d’accommodation plastique a. La loi d’interaction s’écrit quand G = 0.5 ( ce qui
est une bonne approximation pour » =1/3) :

Oij = 21;:,' + au(Efj - Ep) (121)

1

Le facteur o est déterminé & partir de la théorie de la déformation. L’expression simplifiée de

a est donnée par :
1

= = 1.22
“ 14 ph (1.22)

ol h depend de Pétat de plastification de la matrice a I'infini.

1.3.4 Autres modéles

Azaro & Needleman (1985) ont proposé un modéle élastoviscoplastique en grandes dé-
formations. Ce modele de type Taylor-Lin suppose 1'uniformité du gradient de déformation
totale :

F; =Fy (1.23)

oit F et F sont respectivement le gradient de déformation totale dans l'inclusion et celui
macroscopique de I’agrégat. Ce modéle a ’avantage, du fait de la dépendance de la 'vitésse de
déformation, de lever I’'ambiguité sur le choix des systémes actifs. |

Plus tard, Nemat-Nasser & Obata (1986) ont proposé une approche autocohérente en élas-
toviscoplasticité. Il s’agit d’une généralisation du modele de Iwakuma & Nemat-Nasser (1984).
Ils ont appliqué ce modéle uniquement au cas plan. Harren (1991) a utilisé ce modeéle afin de
déterminer I’évolution de la texture. Les résultats obtenus sont identiques & ceux trouvés en
utilisant la théorie de Taylor-Lin. Ceci est da en fait & une “rigidification” des interactions
entre les constituants et le milieu effectif. (E* est pris uniforme en dehors de I'inclusion, il
n’y a donc pas de relaxation viscoplastique)

Une approche autocohérente pour les grandes déformations en élastoplasticité a été pro-

posée par Lipinski, Berveiller & Carmasol (1987). Cette approche est basée sur la loi du
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monocristal donnée par Nemat-Nasser & Obata (1986) qui s’écrit :
Nij= LijuVi, (1.24)

ou 7 est la vitesse de la contrainte nominale, v4; le gradient de vitesse de déplacement et
£ le tenseur des modules instantanés du monocristal. Ce modéle prend en compte les inter-
actions entre les grains, 1'élasticité, ’effet de forme et ’écrouissage. Néanmoins, le probléme
d’ambiguités pour le choix des systémes actifs n’est pas résolu.

Turner & Tomé (1993) ont développé une approche afin de prédire le comportement au
fluage et & I'expansion des polycristaux sous irradiation. Leur formulation est basée sur I’ap-
proche autocohérente qui consiste & considérer une inclusion viscoélastique placée dans un
milieu viscoélastique homogéne (agrégat). Par un traitement standard en viscoélasticité, ils
décrivent la réponse de I'inclusion et du milieu homogéne équivalent dans I’espace de la trans-
formée de Laplace en se basant sur la solution donnée par Eshelby. Enfin, ils utilisent une
méthode de collocation pour décrire I’évolution de la réponse du polycristal et celle du grain
au cours du temps. Toutefois, cette formulation est restreinte au cas linéaire et s’avére inopé-
rante lorsque les propriétés du polycristal sont dépendantes du temps.

Rougier et al. (1994) ont proposé une nouvelle approche autocohérente en élastoviscoplas-
ticité. Cette formulation consiste & ramener le probléme a traiter, grace & une linéarisation
tangente le long d’un trajet de chargement et en utilisant la transformation de Laplace-Carson,
a un probléme d’élasticité hétérogene avec déformations initiales. Toutefois, les calculs numé-

riques sont fastidieux.

1.4 Modeéle autocohérent de Molinari et al.

1.4.1 Approche autocohérente viscoplastique

Molinari, Canova & Ahzi (1987) ont formulé un modele viscoplastique en grandes défor-
mations viscoplastiques, pour prédire ’évolution des textures de déformation. La déformation
élastique est négligée et les auteurs considérent le comportement tangent de la loi de comporte-

ment non linéaire. Cette formulation tient compte & la fois des effets de forme, de l'interaction
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entre les grains, de P'anisotropie géométrique et de I’écrouissage. Bien que la vitesse de dé-
formation ne soit pas uniforme & 'intérieur des grains, les auteurs la supposent homogéne.
Le schéma est du méme type que celui développé par Diderichs & Zeller (1973) pour !’élasti-
cité hétérogeéne. Cette approche est différente de ’'approche incrémentale de Nemat-Nasser &
Obata (1986) ainsi que de celle de Hutchinson (1976).

IIs établissent une relation qui donne la différence entre les déviateurs de contrainte -8

a la différence entre les vitesses de déformation c__ig - D:
- S=(4"+ P9 )(d° - D), - (1.25)

ou s? et S sont respectivement, les déviateurs de contrainte microscopique (grain) et macro-
scopique (matrice). d9 et D représentent respectivement, les vitesses de déformation du grain
et de la matrice. A" est le module tangent macroscopique et P* un tenseur d’interaction du
quatriéme ordre qui dépend de la forme des grains.

Le module tangent de la matrice représenté par le tenseur é‘g vaut (comportement tangent

de la matrice exprimé par développement de Taylor au premier ordre) :
5(D) = A*(D) : D* + 5°(D) (1.26)

avec
S°(D) = S(D) — A¥(D) : D (1.27)

L’approche & 1 site et ’approche & n sites ont été développées. Les résultats de texture en
traction, compression, laminage et torsion des métaux C.F.C sont en bon accord avec les
résultats expérimentaux en déformation & froid. Pour le laminage, une texture de type cuivre
est obtenue. La comparaison des résultats avec ceux de Taylor viscoplastique montrent qu’ils
sont améliorés, cf. Ahzi et al. (1990), Wenk et al. (1989), Wenk et al. (1991), Takishita (1990)
et Dahon (1990). Un autre avantage essentiel de cette approche autocohérente viscoplastique

réside dans la vitesse de traitements des données.

Molinari & Toth (1994) ont introduit un paramétre o dans le comportement tangent (1.19).

La matrice a un module pseudo-linéaire aétg (D), et le comportement s’écrit alors sous la forme
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suivante :
5(D) = ¢A”(D) : D* + So(D) (1.28)

avec

Sa(D) = 5(D) — aA*(D) : D (1.29)

La loi d’interaction (1.25) est calibré également par un facteur a. La valeur de a est déterminée
au vue des résultats des calculs d’éléments finis obtenus par Gilormini & Germain (1987). La
nouvelle loi d’interaction du modéle autocohérent viscoplastique avec un facteur de calibrage

« est alors donnée par :
s — S =a(A + PY)(d* — D) (1.30)

Pour certaines valeurs du paramétre «, différentes formulations sont obtenues : o = 0, modéle
statique ; o = 1, modéle tangent; a = 1/m, modéle sécant ; @ = 0o, modéle de Taylor. -
1.4.2 Approche autocohérente élastoviscoplastique

Dans le but de formuler un modéle simple et opérationnel en petites déformations qui
puisse tenir compte de I’élasticité, de l'interaction entre les grains et qui évite le probléme des
ambiguités liées au systéme de glissements, un modéle autocohérent élastoviscoplastique a été
proposé par Kouddane et al. (1994). La loi constitutive macroscopique est représentée par le

comportement viscoplastique tangent
S = é‘g : D"+ S0 (1.31)

D" étant la vitesse de déformation anélastique dans la matrice. Le comportement élastique

dans la matrice est régie par la loi constitutive suivante :
§=C": D" (1.32)

ou é représente la vitesse des contraintes déviatoriques.

En combinant (1.31) et (1.32) on tire la loi de comportement élastoviscoplastique de la
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matrice qui s’écrit comme suit :

S=A%:D-H’:5+5° (1.33)

avec
H =AY C (1.34)
B =H" (1.35)

La loi d’interaction élastoviscoplastique obtenue est donnée par :

+B%: (s—8) = (P +C°(d- D), (1.36)

|ne
[Rne

Dans cette loi d’interaction, On tient compte d’une réponse élastique instantanée et d’une
relaxation viscoplastique différée. En outre, quand I'élasticité est négligée (C° — o0), cette
méme loi est identique & celle obtenue par Molinari et al. (équation (1.25)) dans le cadre d’une
formulation viscoplastique en grandes déformations.

Dans le cas d’un chargement monotone, les résultats obtenus par ’approche tangente élas-
toviscoplastique sont en bon accord avec ceux obtenus par 'approche tangente viscoplastique
de Molinari et al.(1987). Suite & ces résultats le paramétre de calibrage o a aussi été introduit

dans la loi d’interaction élastoviscoplastique (1.36).
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Probléme de I’inclusion, bibliographie

2.1 Loi de comportement viscoplastique

Le matériau considéré est constitué d’une inclusion éllipsoidale isolée dans une matrice de
dimension infinie (voir figure 2.1). la loi de comportement viscoplastique est donnée par la

relation suivante qui relie le déviateur de contrainte s 4 la vitesse de déformation ¢ :

8=2u(%) & (2.1)
ou £ =, /2¢ : ¢ est la vitesse de déformation équivalente au sens de von Mises.
Le module y est fonction de la vitesse de déformation équivalente :
ceqy _ 1, eqym1 |
u(e™) = k(e (2.2)

ou k désigne la rigidité du matériau, il prend la valeur k; dans l'inclusion et kjs dans la
matrice. m la sensibilité & la vitesse de déformation, m = m; dans l'inclusion et m = my,
dans la matrice.

Dans le cas newtonien (m = 1) la relation (2.1) se réduit a :

2.3)

1
I
Do
=
™
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Figure 2.1 : Géométrie du probléme et déformation de la matrice & Uinfini en déformation

plane (a) et en déformation arisymétrique (b).

2.2 Approche analytique

Dans le cas d’une matrice newtonienne d’extension infini et d’une inclusion ellipsoidale
viscoplastique, on peut obtenir une solution analytique exacte du probléme de 'inclusion du
fait de la linéarité du comportement de la matrice. Gilormini & Montheillet (1984,1986) ont
calculé de maniére entiérement analytique le champ de vitesse & l'intérieur d’une inclusion
ellipsoidale viscoplastique isotrope, située dans une matrice infinie viscoplastique linéaire iso-
trope. Dans ce cas, le champ de vitesse est uniforme & V’intérieur de 'inclusion. Deux types de
chargement ont été considérés : déformation plane (inclusion cylindrique de section elliptique),
déformation axisymétrique (inclusion ellipsoidale de révolution). Dans les deux cas les axes
principaux de I'inclusion coincident avec ceux de la sollicitation imposée & I’infini. Ces auteurs
ont, établi I’équation (2.4) donnant la localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion
§ =& ) E7 (ou € et E 'sont respectivement les vitesses de déformation équivalente au
sens de von Mises dans l'inclusion et & I'infini) en fonction du rapport de forme de I’inclusion

(allongée (resp. aplatie) pour A > 1 (resp. A < 1)) (voir figure (2.1)) et du rapport des
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rigidités de I'inclusion et de la matrice (n = kr/ka):
FA) (o™ -1)+6-1=0 (2.4)

ou m; est la sensibilité a la vitesse de déformation de Pinclusion.

Le caractére analytique ne dépend que de la linéarité de la matrice, pour certaines valeurs
de m la solution de cette équation est analytique. Dans le cas ot m = 1 (comportement
newtonien de l'inclusion) la solution s’écrit alors :

1+ F())

=TT F (2.5)

Les auteurs ont proposé des expressions pour la fonction F'(\) pour deux types de chargements.

Dans le cas d’un chargement axisymétrique (inclusion ellipsoidale de révolution), il vient

-3 AN-1+(1+2X)Q

F(Q) = 2.6
9 1+2)02 X -1+3Q (26)
avec
A
Q@=1-——=cosh™’(}) si A>1 2.7
SO (2.7)
Q—l—-—)‘—cos'l()\) si A<1
V-1

F()) atteint un maximum (Frpax = 0.74) pour une inclusion légérement aplatie (Apax = 0.64)
et non pour une sphere.

Dans le cas de la compression plane (inclusion cylindrique) F()\) vaut :

2\

F()) =
) 1+ )2

2.8)

Ainsi, en int_roduisant cette derniére relation dans (2.5), la localisation de la vitesse de défor-

mation é vaut alors :
A+ 1)?
M+omr+1

F()) atteint un maximum (Fp,. = 1) pour une inclusion cylindrique de section circulaire
(Amax = 1).

(2.9)
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Si I'inclusion est parfaitement plastique (m; = 0), on retrouve I'existence d’une valeur
critique du rapport de rigidité 7, au dela de laquelle I'inclusion ne se déforme pas (6 = 0), a
partir de (2.4) il vient :

(14 ))?
n.=1+ ﬁ (2.11)

respectivement en compression plane et en compression axisymétrique.

Par exemple, dans le cas d’un cylindre (déformation plane) de section circulaire 77, = 2 et
dans le cas de la sphére (déformation axisymétrique) on trouve la valeur de i, = 2.5 puisque
F(1) =2/3.

2.3 Meéthode variationnelle et méthode des éléments finis

La non linéarité du comportement de la matrice semble exclure ’approche analytique. Ainsi,
différentes méthodes numériques ont été développées pour résoudre le probléme de I’inclusion

viscoplastique dans une matrice viscoplastique.

2.3.1 Meéthode variationnelle

Un principe variationel est adapté au probléme de l'inclusion viscoplastique ellipsoidale
isolée au sein d’une matrice viscoplastique sollicitée de fagon uniforme & P'infini (Gilormini &
Montheillet, 1986). Dans la suite I désigne I'inclusion de forme ellipsoidale et M la matrice.

Le principe variationnel établi par Hill (1956) assure que le champ de vitesse solution dans

la matrice minimise la fonctionnelle :

ke ~“ym oo . ! .
Gu = /M g+ 1 (eeq) mMtlgy /aM 0ij n; u; dS + /az aijnj u; dS (2.12)

ol % est un champ de vitesse cinématiquement admissible vérifiant la condition d’incompres-
sibilité dans la matrice et £é*désigne la vitesse de déformation équivalente. kps , mys sont la
rigidité et la sensibilité & la vitesse de déformation dans la matrice. o;; sont les composantes du

tenseur des contraintes imposé a la surface extérieure de la matrice 8M (de normale extérieure
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n;) et o;n; sont les composantes du vecteur contrainte appliqué a la surface de l'inclusion 07

(de normale extérieure n;).

De méme, le champ de vitesse solution dans I'inclusion minimise la fonctionnelle :

— kr ~eq\my+1 / -
G = e (e7)y™Tdv . oijn; U; dS (2.13)

oil u désigne un champ de vitesse cinématiquement admissible vérifiant la condition d’in-
compressibilité dans l'inclusion. k; , m; désignent la rigidité et la sensibilité & la vitesse de
déformation dans l’inclusion.

Le contact est supposé collant entre I'inclusion et la matrice (continuité de la vitesse et du
vecteur contrainte a I'interface). Finalement, le champ de vitesse solution dans I'inclusion et

dans la matrice minimise la fonctionnelle :

o=, |7 (_é_e_q)"w+1__(2/3) oty av+
M |ma+1 \ e ("3")2 §

. m+1 - 00
n (E;Z_ ) eR) e‘i.;eij iV
mi\E) T

2.14)

La résolution de cette équation permet de calculer la localisation de la vitesse de déforma-

€

tion dans I'inclusion pour différentes formes d’inclusion et pour différents types de chargement.
A noter que, dans la méthode variationnelle, la vitesse de déformation est considérée homo-
géne dans l'inclusion. Une extension de la méthode dans le cas ol les sensibilités a la vitesse
de déformation sont différentes dans I'inclusion et dans la matrice a été réalisée par Vernusse

(1993).

2.3.2 Meéthode des éléments finis de Gilormini et Germain

2.3.2.1 Formulation variationnelle de la méthode

Gilormini & Germain (1987) ont abordé le probléme de !'inclusion ellipsoidale viscoplas-
tique dans une matrice infinie viscoplastique. La recherche de la solution du probléme de la
déformation d’un corps viscoplastique et de dimension finie, lorsque les conditions aux limites

portent uniquement sur les vitesses, peut se ramener & minimiser la quantité suivante :

F(u) = /V #i—l )™ dv (2.15)
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ol u est un champ de vitesse incompressible :

Ui O (2.16)

Afin de pouvoir utiliser une famille de champs de vitesse incluant des éléments qui ne véri-
fient pas la condition d’incompressibilité, la méthode de pénalisation est utilisée et consiste 3
ajouter & F' un terme qui devient trés grand lorsque I'incompressibilité n’est pas satisfaite. La
fonctionnelle & minimiser est alors la suivante :

G(i) = F(i) + % / o(div )2dV (2.17)

v

ou p est un scalaire. La minimisation de G donne la méme solution que la minimisation de F
quand p tend vers I'infini.
La méthode de pénalisation utilisée pour la détermination du champ de vitesse revient &
considérer le matériau comme compressible avec un module de compressibilité égal a 1 /p-
Des méthodes numériques ont été utilisées d’une part pour la recherche des zéros d’une

fonction vectorielle et d’autre part pour le calcul des intégrales.

2.3.2.2 Maillage

Dans le cas d’une matrice contenant une inclusion ellipsoidale de révolution (ou cylindrique
de section elliptique) sollicitée en compression axisymétrique (ou compression plane), dont les
axes principaux sont paralléles & ceux de la sollicitation. La symétrie du probléme permet de
ne considérer qu’un quart de section plane. Le maillage de forme carré, est raffiné a I'interface

inclusion-matrice, (voir figure 2.2).
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Figure 2.2 : Maillage utilisé par Gilormini & Germain (1987).

2.3.2.3 Limitation intrinséque de la méthode

Le choix des champs de vitesse, la méthode de pénalisation, la méthode de minimisation
et I’évaluation des intégrales permettent d’appréhender les limites intrinséques de la méthode
des éléments finis utilisée et les approximations mises en jeu.

Tout d’abord, le nombre de noeuds et leur répartition influencera la valeur de la solution ob-
tenue. L’étude du probléme de I'inclusion matrice sera d’autre part limitée par les dimensions
nécessairement finies du maillage et le contour polygonal de I’inclusion.

Concernant la méthode de pénalisation, celle-ci introduit une approximation supplémen-
taire dans le champ de vitesse obtenue si la solution exacte n’appartient pas & la famille de
champs de vitesse étudiée puisque une valeur finie est attribuée & p. La méthode de minimi-
sation de la fonctionnelle ne donne, dans le cas général, qu’une approximation du minimum.

Finalement la méthode d’évaluation des intégrales nécessaires a la résolution du probléme
ne permet d’avoir la valeur exacte d’une partie d’entre elles que dans le cas de matériaux

newtoniens en déformation plane.
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Malgré ces approximations, la méthode des éléments finis permet d’obtenir une précision
suffisante dans bien des cas pratiques et reste un des outils disponibles pour aborder des pro-
blémes complexes par leur géométrie ou leur rhéologie. L’existence d’une solution analytique

dans des cas simples permet de tester les performances du code trés précisément.

2.3.2.4 Probléme de convergence

Comme constaté par Gilormini et Germain, lorsque la sensibilité 4 la vitesse de déformation
m décroit, le calcul par éléments finis converge de plus en plus difficilement, ce qui se traduit
d’abord par des temps de calcul de plus en plus longs puis par une absence de résultats pour
des valeurs de m inférieures & 0.1. Une des raisons pouvant expliquer cette divergence réside
dans l'initialisation du calcul par un champ de vitesse correspondant au cas linéaire, lors de
Papplication de la méthode de Newton -Raphson.

D’autres problémes de convergence se posent également pour les duretés relatives extrémes.
La valeur 7 = 0.001 a été choisi comme représentatif des inclusions trés molles, une valeur
plus faible de  menant & des résultats aberrants. Le cas de I'inclusion indéformable (n — o00)

ne peut non plus étre considéré puisque la matrice parait alors extrémement molle.

2.4 Résolution par éléments finis du probléme d’inclusion a Paide

du code de calcul ABAQUS

Dans cette partie, la loi puissance viscoplastique est implémentée dans la version impiicite

du code Abaqus 4 I’aide d’un sous programme UMAT.

2.4.1 Modélisation du probléme par la méthode des éléments finis

Abaqus est un code aux éléments finis en formulation lagrangienne. Deux versions du code
sont disponibles :

* la premiére appelée version standard utilise comme algorithme d’intégration temporelle,
le schéma de Newmark. Ce schéma étant implicite, il conduit & un systéme d’équations ci-

nématique non linéaires dont la résolution nécessite I'utilisation de méthodes itératives telles
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que la méthode de Newton-Raphson ou 'une des méthodes équivalentes a celle-ci permettant
de réduire le temps de calcul.

* la deuxiéme version appelée explicite utilise, comme 1’indique son nom, un schéma d’in-
tégration explicite dans le temps. Ce schéma qui correspond a la méthode des différences
finies centrées, conduit & un systéme d’équations linéaires dont la résolution est rdirecte, ne
nécessitant aucun processus itératif.

Nous utilisons la version implicite du code Abaqus pour étudier le probléme de 'inclu-
sion viscoplastique dans une matrice viscoplastique infinie. La loi de comportement rigide
viscoplastique (voir Eq. 2.1) n’est pas disponible dans ce code (la loi qui existe est la loi
élasto-viscoplastique). La possibilité d’implémentation de cette loi de comportement est of-
ferte au moyen du sous programme utilisateur UMAT. Cependant, un comportement élastique
non linéaire, incompressible et isotrope est implémenté. Et I’analogie classique, qui existe entre
Pélasticité et la viscosité, est utilisée. En effet les deux champs de déplacement et de défor-
mation seront simplement interprétés respectivement en vitesse et en vitesse de déformation.

Nous reprenons le maillage utilisé dans le travail de Gilormini & Germain (1987). Les
éléments du maillage 2D sont des éléments & 4 noeuds avec une interpolation linéaire. Ces
éléments sont codifiés dans le document théorique du logiciel par les initiales CPE4RH dans
le cas de la compression plane et par CAX4RH dans le cas de la compression axisymétrique
(R et H indiquent respectivement I’intégration réduite et 1’élément hybride).

Les conditions aux limites correspondent & un encastrement imposé a tous les noeuds de
la surface définie par (x = 0 et y = 0). Un champ de vitesse ou de contrainte est imposé a
tous les noeuds de la surface définie par (y = 7). Pour tenir compte des symétries, la surface
définie par (z = 7) reste libre (voir figure 2.3).

L’un des buts de cette implémentation, était de tester la possibilité de ce code de fournir
des résultats concernant la localisation de la vitesse de déformation dans l’inclusion, pour
des faibles sensibilités & la vitesse de déformation. En utilisant ce code, des problémes de
convergence similaires & ceux rencontrés par Gilormini & Germain (1987) sont apparus. La
limitation en sensibilité & la vitesse de déformation est m = 0.1. En dessous de cette valeur la
convergence est de plus en plus difficile. Nous nous limitons aux résultats donnés par Gilormini

& Michel (1999) pour tester 'implémentation de la loi puissance dans le code ABAQUS.
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Quelques résultats que nous avons obtenu par ce code sont présentés dans le chapitre 3.

2.4.2 Reésultat des calculs

Le probléme considéré est défini par trois paramétres, la sensibilité 4 la vitesse de déforma-
tion m (la méme dans l'inclusion et dans la matrice), le rapport de rigidité entre I'inclusion
et la matrice n et le rapport de forme de l'inclusion A. Deux types de chargement ont été
considérés : en vitesse (v =F ) et en contrainte (¢t = £n). Dans le cas d’une compression
axisymétrique, Gilormini & Michel (1999) ont défini le coefficient de localisation § comme le
rapport des composantes axiales (axe 1) des vitesses de déformation dans ’inclusion et & I'in-
fini § = %ﬁl, Sur le tableau 2.1, nous avons représenté les résultats concernant la localisation
de la vitesse de déformation pour différents rapports de rigidités et pour une sensibilité a la
vitesse de déformation m = 0.3. La comparaison éffectuée entre le code ABAQUS (Gilormini
& Michel), et le code développé par Gilormini & Germain (1987) montre que les résultats sont
trés similaires. Ces résultats sont donnés pour différents types d’éléments disponibles dans le
code ABAQUS. On constate également, 4 la lecture du tableau 2.1, des petites différences
entre les éléments & quatre noeuds CAX4RH et ceux a huit noeuds CAXS8RH dans le cas
axisymeétrique.

< ABAQUS >

n || CAX4RH (| CAX4H || CAX8RH || CAX8H || J.C.M
2 0.462 0.462 0.463 0.466 0.464
2.5 0.303 0.303 0.304 0.307 || 0.305

5 0.047 0.047 0.048 0.048 0.048

Tableau 2.1 : Influence du type d’éléments utilisés par le code Abaqus sur la localisation de
la vitesse de déformation, comparaison des résultats des éléments finis de Gilormini et

Germain (J.C.M) (1987) et ceux de Gilormini & Michel (1999) pour m = 0.3.

Dans le cas linéaire, les résultats concernant la localisation de la vitesse de déformation
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dans l’inclusion sont représentés dans le tableau 2.2. Ces résultats sont obtenus par le code
ABAQUS pour différents chargements et pour différentes fractions volumiques d’inclusion.
Ces auteurs ont montrés que le type de chargement appliqué (en vitesse ou en contrainte) a
peut d’influence sur les résultats obtenus. Concernant la teneur en inclusion, deux fractions
volumiques d’inclusion ont été considérées 0.1 et 0.01. Les différences ont tendance a croitre
dans le cas des inclusions molles. De plus, la précision du calcul sur la localisation de la vitesse

de déformation est meilleure pour une faible fraction volumique de ’inclusion.

n fra. vol. de l'inclusion || ch. en vitesse || ch. en contrainte || Résultats analytique
0.1 0.1 1.557 1.568 1.563
0.1 0.01 1.562 1.563 1.563
10 0.1 0.218 0.216 0.217
10 0.01 0.218 0.217 0.217

Tableau 2.2 : Influence du passage d’un chargement en vitesse & un chargement en contrainte
et I'effet de la fraction volumique sur la localisation de la vitesse de déformation. Inclusion et

matrice newtoniennes (Gilormini & Michel).

A partir de ces deux tests, on peut conclure que les résultats obtenus par le code ABAQUS
sont trés similaire & ceux de Gilormini & Germain (1987). L’implémentation de la loi puissance

(rigide viscoplastique) dans le code ABAQUS est considéré comme satisfaisante.

2.5 Conclusion, bilan des trois approches

* La méthode analytique a été utilisée pour résoudre le probléme d’une inclusion visco-
plastique ellipsoidale isolée dans une matrice de comportement newtonien sollicitée de fagon

uniforme a 'infini. Dans le cas particulier de I'inclusion newtonienne, le tenseur de vitesse de
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déformation dans I’inclusion est donné par :

= [I - (I - ﬁf) s] B Eoo (2.18)

kar

Cette relation est analogue 3 la relation d’Eshelby établie en élasticité :
, -1
€= [I +5(17L - 1) ew (2.19)

ot L et L' sont les tenseurs de compliance élastique de la matrice et de I’inclusion, I le tenseur
identité du quatriéme ordre et S le tenseur d’Eshelby.

Bien que limitée au cas trés particulier de la matrice newtonienne, cette approche analytique
a permis de dégager les résultats suivants (Gilormini (1985)) :

- Existence d’une valeur critique du rapport de rigidité (localisation nulle dans !’inclusion)
pour une inclusion parfaitement plastique dans une matrice newtonienne.

- Localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion qui tend vers 'unité (borne de

Taylor) lorsque celle ci est trés allongée ou trés aplatie.

* La méthode variationnelle a été développée par Gilormini & Montheillet (1986) & partir
d’un principe variationnel établi pour le cas d’une inclusion viscoplastique située dans une
matrice viscoplastique infinie. Cette méthode a permis de généraliser les résultats acquis avec la
méthode analytique. La solution ainsi développée par cette méthode va permettre d’engendrer
une famille de champs de vitesse qui sera utilisée par la méthodé des éléments finis. Ls ymbole

¥ sur les figures 2.3-2.5 représente la méme chose que le symbole 7 utilisé dans le texte.
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Figure 2.3 : Variation de la localisation de la vitesse de déformation dans l'inclusion dure
(X =2) ou molle ( Z = 0.5) en fonction de la sensibilité & la vitesse de déformation, dans le

cas de la compression plane (Vernusse (1993)).

1.5

mm=0
0,1
0.2
05
E=05

0.0

1 1
) ) & 0

A

Figure 2.4 : Variation de la localisation de la vitesse de déformation dans Vinclusion dure
(X =2) ou molle (¥ = 0.5) en fonction de la sensibilité & la vitesse de déformation, dans le

cas de la compression azisymétrique (Vernusse (1993)).
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Les figures 2.3-2.4 présentent 'influence de la sensibilité a la vitesse de déformation sur
la localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion en fonction du rapport de forme
pour une inclusion dure (¥ = 2) ou molle (X = 0.5), en déformation plane et axisymétrique,
respectivement. En conclusion, on remarque que ce sont les sections globulaires : inclusion
sphérique (compression axisymétrique) et inclusion cylindrique de section circulaire (compres-
sion plane), qui perturbent le plus I’écoulement de la matrice. Par contre, les cas o 'inclusion

soit aplatie ou allongée perturbent moins 1’écoulement.

* La méthode des éléments finis a été utilisée pour aborder également le probléme de I'in-
clusion viscoplastique située dans une matrice viscoplastique. L’optimisation du maillage a
été menée & partir de la solution analytique. L’homogénéité de la vitesse de déformation dans
Vinclusion n’est plus vérifiée lorsque la matrice a un comportement visqueux non linéaire.
Des informations sur la distribution de la vitesse de déformation dans I’inclusion peuvent étre
obtenues par la méthode des éléments finis. Cette méthode montre que 1’hétérogénéité de la
vitesse de déformation & I'intérieur de l'inclusion cylindrique ou sphérique dans le cas visco-
plastique, ne se manifeste de facon notable que pour une sensibilité & la vitesse de déformation
faible (m < 0.25). Gilormini et Germain ont montré que la vitesse de déformation a une ten-
dance & se localiser au centre de l'inclusion (ou la vitesse de déformation est plus élevée que
la moyenne, que I'inclusion soit dure ou molle) et sur les bissectrices des axes principales en
déformation plane (pour les inclusions dures uniquement). La figures 2.5 présentent l'influence
de la sensibilité 4 la vitesse de déformation sur la localisation de la vitesse de déformation

dans l'inclusion en fonction du rapport de rigidité ¥ (Briottet et al).
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Figure 2.5 : Variation de la localisation de la vitesse de déformation dans l'inclusion en
fonction du rapport de rigidité et pour différentes valeur de sensibilité & la vitesse de

déformation, dans le cas de la compression azisymétrique (Briottet et al. (1999)).

Le chapitre 3 sera par ailleurs 'occasion de présenter des résultats plus détaillés fournis par
’approche analytique, la méthode variationnelle et la méthode des éléments finis, lors de la

comparaison de ces trois méthodes avec ’approche tangente.



Chapitre 3

Validation du modéle tangent
anisotrope dans le probléme de

I’inclusion

3.1 Imtroduction

Le probléme de ’'inclusion ellipsoidale isolée dans une matrice de dimension infinie a été
plusieurs fois abordé par différents auteurs. En 1957, Eshelby a résolu le probléme de 'inter-
action entre une inclusion ellipsoidale soumise 4 une déformation inélastique libre uniforme et
noyée dans un milieu infini non chargé. Son travail a donné lieu & de nombreuses extensions.

Dans le cas d’une inclusion viscoplastique ellipsoidale isolée au sein d’une matrice chargée
a l'infinie, une solution analytique pour un comportement non linéaire ne peut &tre obtenue.
Gilormini et Germain (1987) ont abordé pour la premiére fois, 4 'aide de la méthode des
éléments finis le probléme de I’inclusion-matrice pour un comportement rigide viscoplastique.
Ces résultats ont été utilisés ensuite par Stringfellow et Parks (1991) pour valider leur modéle.
En se basant sur cette analyse par éléments finis, Molinari et T6th (1994) ont introduit
un paramétre scalaire dans la loi d’interaction, originellement proposée par Molinari et al.
(1987) afin de faire coincider les prédictions du modele autocohérent viscoplastique avec ceux

des éléments finis réalisés par Gilormini et Germain (1987). Trés récemment, Molinari, El-
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Houdaigui & T6th (2000) ont utilisé & nouveau les résuitats des calculs par éléments finis
pour valider le modéle tangent anisotrope dans le cas d’une inclusion sphérique viscoplastique
entourée d’une matrice viscoplastique infinie.

L’objet de ce chapitre est I’étude de la localisation de la vitesse de déformation dans une
inclusion viscoplastique ellipsoidale entourée par une matrice viscoplastique infinie, sollicitée
en compression axisymétrique et en compression plane. L’originalité de ce travail réside dans
'utilisation d’un module tangent anisotrope dans la formulation tangente viscoplastique pour
le probléme inclusion-matrice. Les résultats obtenus a I’aide du modele tangent sont confrontés
aux prédictions des éléments finis de Gilormini et Germain (1987). Cette étude est réalisée pour
différents rapports de rigidité de 'inclusion et de la matrice, et pour différentes sensibilités a
l'a vitesse de déformation. Il est & noter que I'inclusion et la matrice n’ont pas nécessairement
la méme sensibilité & la vitesse de déformation. Différentes formes d’inclusions sont prises en

compte : sphérique, allongée et aplatie.

3.2 Probléme de ’inclusion

3.2.1 Probléme de ’inclusion linéaire

3.2.1.1 Position du probléme

Considérons une inclusion ellipsoidale newtonienne dans une matrice homogéne newto-

nienne chargée a I'infini (fig. 3.1). Le gradient de la vitesse locale ! est défini par :

Ou
l(z) = gradu(z) = =— 3.1
z) = grad(z) = 5 (31)
ou y est le vecteur vitesse et z le vecteur position.
inclusion ellipsoidale ‘ Al
!oaM
L - L

Figure 3.1 : Probléme de linclusion linéaire.
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Dans le cas linéaire, le comportement newtonien supposé incompressible dans 1’inclusion

et dans la matrice est donné par les relations suivantes :
s=A":d (3.2)

S=AM:D (3.3)

ou s et S sont respectivement les déviateurs des contraintes liés 4 1’inclusion et & la matrice.
d et D sont respectivement, les vitesses de déformation dans l'inclusion et dans la matrice
et sont reliées respectivement aux gradjénts de vitesse dans l'inclusion I/ et celui appliqué &

Pinfini L par les relations suivantes :

d= S+ @) (3.4)
D= 5(L+ (@7 (3.5)

é’ et éM désignent les modules homogenes de I'inclusion et de la matrice, ces deux tenseurs

du quatriéme ordre satisfont les conditions de symétries mineures et majeures suivantes :
A = Ay = Al avec  i=IM (3.6)

A::.jkl = A;Glt] avec 7' = I, M (3.7)

Dans la suite, nous recherchons & connaitre la relation de localisation entre le gradient
de vitesse dans Pinclusion (I = I') et le gradient de vitesse uniforme (L;; = V;;) imposé
a l'infini. La solution de ce probléme est similaire & la solution d’Eshelby dans le cas d’un
comportement élastique (cf. Annexe B) Cette solution montre que la déformation est uniforme

dans 'inclusion.
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3.2.1.2 Loi de localisation

En ’absence de forces de volume, 1’équation d’équilibre s’écrit :

oij; =0

(3.8)

En utilisant les lois de comportement (3.2) ou (3.3) suivant le point matériel considéré (inclu-

sion ou matrice), on obtient la relation suivante :

(AijriVki),j +pi =0

(3.9)

avec A le module local, A = éf dans l'inclusion et 4 = éM dans la matrice. Un gradient de

vitesse uniforme L et une pression P sont appliqués & l'infini :

liml=L
limp=P

avec p = %tr g , g désigne le tenseur des contraintes de Cauchy.

Avec les définitions suivantes :

6__4M (z) = AT — _A__M pour z ¢ Inclusion

6éM (z)=0 pour  z e Matrice

’équation (3.9) conduit & ’équation de type Navier :
Akt +pi+ fi=0
ou f; peut étre considéré comme une force volumique fictive :

fi= (5Afszvk,l)’j

(3.10)

(3.11)

3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Puisque la matrice et I'inclusion sont supposées incompressibles, il vient la relation supplé-
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mentaire suivante :
v =0 (3.16)

Les équations (3.14) et (3.16) représentent un systéme qui peut étre résolu par la méthode
des fonctions de Green. Les fonctions de Green Gy et Hj associées respectivement & v; et p

sont des solutions du systéme d’équations suivant :

A—%chkm,lj(s_U. - ic_l) + Hm,i (Q - 23..,) + 6im6(§ - ﬂ,) =0 (317)

Gimpe(z —2') =0 (3.18)

Nous considérons que le milieu est infini et on suppose qu’a linfini G, = 0 et H,, = 0 .
8(z — z') désigne la fonction de Dirac en z'. Pour m fixé, le terme 6;m6(z — z') représente la
i*™¢ composante d’une force unité concentrée au point z’ et paralléle 4 la direction m.

A partir des fonctions de Green, il est possible d’en déduire a la fois les champs de vitesse

v; et de pression p. En effet il vient.

va(z) = Vo+ | Gz —2')fi(')dz' (3.19)
e

p(z) =P+ /R . Hi(z — z') fi(z')dz’ (3.20)

ou le champ de vitesse V,, et de pression P définissent les conditions aux limites.

En supposant que le gradient de la vitesse {{ est uniforme & l'intérieur de l'inclusion el-
lipsoidale, et sachant que 6éM () = 0 a Pextérieur de l'inclusion, on obtient (cf. Annexe
B):

f=div(6AM : grady) = —(4" — AM) : I'.n8(0I) (3.21)

avec §(0I) est la distribution de Dirac associée a la surface I de I'inclusion. En substituant

I'expression de f dans I’équation (3.19) il vient :

Ink(Z) = Vnk(z) = Lk + ( /I G jk(Z — g’)dz’) (Afipg — AMU, (3.22)
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De la méme fagon, p(z) est donnée par :

p(z) =P+ ( /1 H;j(z - z’)'dﬁ’) (Afjpg = Adjpg)lng (3-23)
On introduit maintenant les notations suivantes :
Takij = / Grijr(z — z')dz’ (3.24)
I
Ay = / H;;(z — z')dz/ (3.25)
I

On peut montrer que ces deux quantités ne dépendent pas de z , pour tout point dans
Pinclusion.
En introduisant la relation (3.24) dans (3.22), on obtient sous forme tensorielle le gradient

de vitesse en tout point :
lz)=L+T(A -A"):U (3.26)

Par conséquent, le gradient de vitesse ! dans ’inclusion est donné par :

U=[I-T:(4"-A"]":L (3.27)

A noter que la condition : ”I! est uniforme dans D’inclusion ellipsoidale” est vérifiée puisque T
définie par (3.24), ne dépend pas de z pour z décrivant l'inclusion.
En utilisant les lois de comportement (3.2) et (3.3), la relation (3.27) devient :

'-L=T[s-S-A":(d-D)] (3.28)

En définissant les tenseurs P et B possédant les symétries mineure et majeure comme suit :

1

P = —Z(Tijkz + Tjirs + Tijic + Tirke) (3.29)
1 {

Biju = Z(Tijkl — Tyt + Tijie — Tax) (3.30)

et en prenant séparément les parties symétrique et antisymétrique de la relation (3.28), il est
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possible de définir la différence des vitesses de déformation d — D et des vitesses de rotation

w — ) par les relations suivantes :

[s-S-4Y:(d-D)] (3.31)

= —-BP':(d-D) ' (3.32)

ol w et ) représentent, respectivement, les tenseurs de rotation dans ’inclusion et dans la

matrice, définies par :
@ - (3.33)

(Z- (D)7 (3.34)

Aprés arrangement, la relation (3.31) conduit & :

s—8= [éM _ g;;] . (d - D) (3.35)

Nous avons ainsi relié la différence de déviateurs de contrainte s - S a la différence de vitesses
de déformation d — D. Cette loi d’interaction permettra de calculer les vitesses de déformation

dans l'inclusion.
En effet, en utilisant les lois de comportement (3.2) et (3.3), la loi d’interaction (3.31)

fournit la loi de localisation suivante :
M N
4=[£-£M:(é —é)] D (3.36)

Elle exprime la vitesse de déformation dans I'inclusion en fonction de la vitesse de déformation
appliquée & l'infini.
Des expressions analytiques peuvent é&tre obtenues quand le comportement de la matrice

newtonienne est isotrope. Dans ce cas, le module de viscosité de la matrice s’écrit :

AM = oy, K (3.37)
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Le tenseur P " donné par la relation (3.29), vaut alors pour une inclusion sphérique :
P =—K (3.38)
La relation (3.35) devient ainsi :
s—8=-3uy:(d-D) | (3.39)

De plus, si I'inclusion a un comportement isotrope (s = 2u;d) @I = 2,uIQ , la loi de locali-

sation (3.36) s’écrit simplement :

5uM

d=—————D
= 2uf +3uMT

(3.40)

La relation ainsi obtenue dans le cas newtonien est identique & celle énoncée par Eshelby dans

le cas élastique (cf. Annexe B).

3.2.2 Probléme de l’'inclusion non linéaire

3.2.2.1 Position du probléme

Dans le cas d’une inclusion ellipsoidale newtonienne située au sein d’une matrice newto-
nienne, la vitesse de déformation est homogéne dans l'inclusion. Par contre, si la matrice est
non linéaire, cette propriété n’est plus conservée puisque le comportement de la matrice perd
sa linéarité. Celle-ci apparait comme une des conditions nécessaires 4 1’homogénéité de la
vitesse de déformation dans I'inclusion.

Dans la suite, I’hypothése d’uniformité de la vitesse de déformation d dans l'inclusion est
admise dans une approche tangente avec un développement au premier ordre de la loi de

comportement non linéaire.
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inclusion ellipsoidale M,

v

D - D

MM

Figure 3.2 : Probléme d’inclusion ellipsoidale dans une matrice infinie.

Apres avoir développé le probléme de ’inclusion-matrice pour des comportements linéaires,
nous allons nous attacher a résoudre ce méme probléme lorsque 4 la fois I'inclusion et la matrice
ont un comportement non linéaire ( fig. 3.2). Les comportements non linéaires respectivement

dans ’'inclusion et dans la matrice sont donnés sous la forme suivante :

1
d—i' = Ws,-j (341)
Dyj = S 3.42
4= D)o (3.42)

oud®? = ,/2d:det D" =,/2D : D sont respectivement les vitesses de déformation équiva-
lentes dans 1’inclusion et dans la matrice au sens de von Mises.

Dans le cas non linéaire, les coefficients u; et u,, sont donnés par :

@) = She(dEty™? (3.43)

ae(D%0) = o (D)™ (3.49)

ou ki et kys représentent, respectivement, les rigidités de l'inclusion et de la matrice, m; et
mps Tespectivement, les sensibilités & la vitesse de déformation de 'inclusion et de 1a matrice.

Pour m; = my; = m = 1, le comportement est linéaire et la vitesse de déformation dans
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'inclusion d est uniforme, et la loi de localisation a été obtenue dans la section 2.1 (relation

(3.40)).

La loi d’interaction tangente va étre obtenue par un calcul similaire & celui présenté dans

la section 2.1 pour le cas linéaire.

3.2.2.2 Loi de localisation tangente

Le comportement tangent de la matrice est obtenu par développement de Taylor au premier

ordre de la loi de comportement non linéaire (3.42) autour d’une vitesse de déformation

appliquée & l'infini D* : .
S(D) = A%(D) : D* + S3(D)
avec

83(D) = S(D) - A%(D): D

De la méme fagon que (3.45) on peut écrire dans le cas de I’inclusion :
s(d) = A?(d) : d+ s3(d)
Avec la définition suivante de 64" :

64%(z) = A¥(d) - A%(D)  pour gz e Inclusion

6A%(z) = 0 pour  z e Matrice
et de 6S°

658°(z)
68%z) = 0 pour z e Matrice

SHUd) — S%(D) pour  z € Inclusion

I’équation de type Navier (3.14) devient :

AlrijuVeti + i+ fi =0

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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ou la force fictive f; est donnée par :

Par analogie avec la solution précedente, en remplagant A, (resp. P.) par A(D) (resp.

P*'*~1) dans I'équation (3.35), la loi d’interaction s’écrit :

s-S=[49D)-p5'|:@-D) (3.52)

Elle sera le centre de la formulation tangente proposée dans la section suivante.

3.2.2.3 Approche sécante

Dans le cas isotrope, le module sécant de la matrice peut étre défini & partir de la relation
(3.42) par :
42,(D) = 2y, (D)K

(3.53)

De la méme fagon de la section précedente, en remplagant dans I’équation (3.35) A4, (resp.
__12;41) par A} (resp. g;;l), on obtient la loi d’interaction sécante suivante :
s—8= [éju _ g;;l] . (d - D) (3.54)

En utilisant les relations (3.41) et (3.42), cette loi d’interaction sécante devient :

s8-8 = 2uy(d)d — 2up (DD (3.55)
(DK - B3 : (d- D)

La relation (3.35) fournit un systéme d’équations & cinq inconnus. Qui sont les composantes
du vecteur vitesse de déformation d obtenues par vectorisation de la matrice d (Ahzi (1987)).

En introduisant les notations suivanteés :
n=ki/ky e 6=d%/D% (3.56)

Et en injectant les relations (3.43) et (3.44) dans (3.55), la localisation de la vitesse de défor-
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mation s’exprime simplement de la maniére suivante :

5

6= ————— 3.57
Mm6™ ! +3 ( )

cette relation est similaire & celle obtenue par Stringfellow & Parks (1991).

3.3 Solution du probléme de I’inclusion par une approche tangente

anisotrope

3.3.1 Formulation du probléme

Dans cette partie, on présente la solution du probléme d’une inclusion viscoplastique el-
lipsoidale de révolution au sein d’une matrice viscoplastique infinie (fig. 3.2). L’inclusion et
la matrice ont un comportement viscoplastique modélisé par les lois puissances données par
(3.41) et (3.42).

Une vitesse de déformation macroscopique D est appliquée 4 l'infini ; ce tenseur vérifie la
condition d’incompressibilité (D;; = 0). Sous ce chargement uniforme, on cherche & déterminer
la vitesse de déformation d dans l'inclusion, supposée uniforme. Il n’existe pas une solution
exacte du probléme nonlinéaire considéré. Cependant lorsqu’une procédure de linéarisation
est utilisée pour approcher le comportement non linéaire de la matrice, une solution explicite
peut @tre obtenue (loi d’interaction (3.52)). La formulation tangente présentée ici est basée

sur cette loi d’interaction générale.

3.3.1.1 Approche tangente

On choisit ici d’approcher le comportement non linéaire :
D" — S = 2, (D**9)D* (3.58)

par 'approche tangente obtenue & partir d’'un développement de Taylor au premier ordre

autour de la vitesse de déformation appliquée & l'infini D :

D" — A%(D): D" + (D) (3.59)
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avec
S°(D) = 2pp(D*)D ~ A¥(D) : D (3.60)

Le tenseur du quatriéme ordre A%(D) désignant le module tangent viscoplastique associé &

D est défini par :
os*

oD~
En utilisant la réponse affine (3.59) a la place de (3.58), la loi d’interaction tangente obtenue

A¥(D) = 77.(D) (3.61)

est :
s—S=(4%-P9")d-D) (3.62)

Les fonctions de Green Gy; et H,, associées au module tangent étg sont solutions du systéme

d’équations suivant :

ASG (=) + He (z — 1) + 8im(z — ) = 0 (3.63)
Glame =0 (3.64)

Le tenseur d’interaction P* figurant dans (3.62) dépend de la fonction de Green Gi; et de la

forme de 'inclusion par I'intermédiaire d’une intégration sur le volume V; de Pinclusion :

T = /V Giau(t—1)dr’ (3.65)
I
1
Py = =7 (Tfu + Tif + Tifie + Tif) (3.66)

La loi d’interaction (3.62) est applicable & tous les matériaux rigides viscoplastiques. Dans le

cas particulier de la loi viscoplastique (3.58), le module tangent anisotrope est donné par :
—2 (2
A (D) = 2. (D)7 [g(m ~1)Dy;Dy + (D)’ K.-]-,,,] (3.67)

avec

1 1
Kiju = 5(51'1:5,'1 + 8abjk) — §6ij6kl (3.68)

Le module tangent venant d’étre défini (3.67), les tenseurs de Green Gy; et H,, sont déduits
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du systéme d’équations (3.63, 3.64). Ainsi le tenseur d’interaction gtg peut étre calculé grace
aux relations (3.65, 3.66), le calcul est développé dans I’Annexe A. Dans ’équation (3.62),
les quantités s et S sont respectivement liées & d et D par les relations (3.41) et (3.42).
Finalement, 1'inconnu du probléme, & savoir la vitesse de déformation dans I'inclusion d, est
obtenu en résolvant 1’équation non linéaire (3.62) par la méthode de Newton-Raphson.
Il est & noter que la vitesse de déformation dans I'inclusion a été supposée uniforme dans
Pinclusion, méme si, dans le cas d’un comportement non linéaire cette hypothése est mise en
défaut. Par la suite, la comparaison des résultats de I'approche tangente avec les résultats
des éléments finis, indique que I’hypothése d’uniformité de la vitesse de déformation dans
'inclusion est satisfaisante, lorsqu’on s’intéresse qu’au calcul de la vitesse de déformation

moyenne dans ’inclusion.
3.3.1.2 Approche sécante

Si & présent le comportement de la matrice est linéarisé autour de D 4 1’aide d’une approche
sécante, la relation (3.59) est alors remplacée par :

D*— AS(D): D* (3.69)

Le module sécant peut étre défini de deux fagon différentes. L’équation (3.58), fournit 1’ex-

pression suivante :
A(D) = 20y (DK (3.70)

D’autre part, en utilisant la relation démontrée par Hutchinson (1978) qui relie le module
tangent et sécant, AS (D) peut valoir aussi :

£5(D) = —-A"(D) (3.71)

Les deux modules sécants conduisent & la méme contrainte macroscopique :

S=4%D):D=4°(D):D

(3.72)

En utilisant (3.71), Molinari & Té6th (1994) ont montré également que :
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P¥ =mpP¥. (3.73)

La loi d’interaction (3.54) associée & ’approche sécante est :

s—-S=(4°-P5")(d-D) (3.74)

En introduisant (3.71) et (3.73) dans la relation (3.74), la deuxiéme loi d’interaction sécante
s’écrit :
1

8—8=—(4% - P9 ")(d- D) (3.75)
My — -

La comparaison de cette équation avec la loi d’interaction tangente (3.62) indique la présence
du scalaire (m*IM') Cette approche sécante coincide avec le modele de Taylor pour un matériau
parfaitement plastique (mas = 0) , et avec le modéle tangent dans le cas linéaire mys = 1. Il
est clair que cette loi d’interaction (3.75), qui simule de fortes interactions est plus rigide que

la loi d’interaction tangente (3.62).

3.3.2 Comparaison avec les résultats des éléments finis pour différents charge-

ments et formes d’inclusions

Dans ce paragraphe, la localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion est obtenue
avec 'approche tangente pour différentes formes d’inclusions et pour différents rapports de
rigidité. Deux cas relativement simples abordés dans les différentes approches citées dans
le chapitre 2 sont étudiés : inclusion cylindrique de section elliptique dans un milieu infini
(déformation plane), et inclusion ellipsoidale de révolution dans un milieu infini (déformation
axisymétrique). Dans les deux cas, les axes principaux de 'inclusion coincident avec ceux de la
sollicitation imposée & I’infini. Ces résultats seront comparés avec ceux présentés par Gilormini
& Germain (1987) en appliquant la méthode des éléments finis. La sensibilité & la vitesse de

déformation a la méme valeur dans 'inclusion et dans la matrice (m; = mp = m).

3.3.2.1 Compression axisymétrique

On considére un repére cartésien (Ozx;,z2,x3). L'inclusion I est un ellipsoide de révolu-
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tion autour de Oz;, dont les axes coincident avec les directions principales de la sollicitation

imposée a linfini (fig. 3.3).

(@)

Figure 3.3 : Schémas d’orientation pour une inclusion (a) aplatie et (b) allongée dans un
repére cartésien (O, T2, z3). Une compression axisymétrique suivant la direction Ozx; est

appliquée.

Pour une inclusion allongée (resp. aplatie) a est la longueur du demi axe majeur (resp.
mineur) suivant la direction Oz, et b la longueur du demi axe mineur (resp. majeur) suivant
les directions Ozs, Oxs.

Le rapport des demi-axes est noté :

A= 3 (3.76)

Ainsi, P'inclusion ellipsoidale est allongée (resp. aplatie) pour A= ¢ > 1 (resp. A< 1).
Pour une compression axisymétrique suivant la direction Oz, le tenseur vitesse de défor-

mation macroscopique D appliqué & P’infini est de la forme :

-1 0 0
Dij=Dy} 0 405 0
0 0 <405
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ot D, est la vitesse de déformation de référence D, = 1s71.
La localisation de la vitesse de déformation 6, est définie comme étant le rapport de la vitesse
de déformation équivalente dans I'inclusion d®? sur la vitesse de déformation équivalente D*?

imposée & l'infini :
de
6= Dea

Dans le modéle tangent présenté dans le paragraphe précédent, la vitesse de déformation dans

linclusion donnée par la loi de localisation (3.67) est uniforme. Cependant il est & noter que
la. propriété remarquable d’homogénéité de la vitesse de déformation dans I'inclusion n’est
plus veérifiée lorsque la matrice a un comportement visqueux non linéaire. Des information
sur la distribution de la vitesse de déformation dans I'inclusion peuvent &tre obtenues par la
méthode des éléments finis (Chapitre 2). Sur les figures 3.4 — 3.6 nous présentons la variation
de la localisation de la vitesse de déformation § dans l'inclusion en fonction de la sensibilité
a la vitesse de déformation m (valeurs identiques dans l'inclusion et dans la matrice) dans
le cas axisymétrique. Nous avons choisi de considérer trois formes différentes définies par
(A = 0.5, A = 2 et A = 1) et différentes valeurs du rapport de rigidité 7 ; cette derniére est

définie comme le rapport entre les rigidités de 'inclusion et de la matrice :

La localisation de la vitesse de déformation obtenue par la méthode des élément finis de
Gilormini & Germain (1987) est représentée sur les figures 3.4 — 3.6, comme étant le rapport
de la vitesse de déformation équivalente moyenne dans 'inclusion sur celle imposée & l'infini
(points). Cette quantité inclue toutes les composantes du champs de vitesse de déformation
6= %:':T). Gilormini & Michel (1999) ont défini le coefficient de localisation 6 comme le rapport
des composantes axiales (axe 1, axe de révolution) des vitesses de déformation de I'inclusion

et & Vinfini § =
11
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2
o — Modéle tangent
o Eléments finis
2 Rapport de
3 rigidité :
3 0.001
g
:
g2 &
g S 1 1.5
0,5
10.
0 L) L]

0 0,2 04 0,6 0,8 1
m

Figure 3.4 : Localisation de la vitesse de déformation en fonction de la sensibilité a la
vitesse de déformation, dans le cas d’une compression azisymétrique et pour différents
rapports de rigidité. Les résultats de l’approche tangente sont comparés & ceux des éléments
finis de Gilormini et Germain pour (n = 0.001,0.5,1.5,2.), ainsi que ceux obtenus par
Gilormini et Michel pour (n = 10). Nous avons effectué les calculs par éléments finis pour
(n = 3). Les barres verticales centrées sur les résultats des élements finis, illustrent la

dispersion de la vitesse de déformation équivalente par rapport a la moyenne.

Ces auteurs ont montré que les deux définitions fournissent des résultats identiques a 1%
prés. D’autre part, les barres représentent la dispersion de la vitesse de déformation lorsque
la valeur de la sensibilité a la vitesse de déformation varie dans la matrice et dans I'inclusion.

Cette hétérogénéité ne se manifeste de fagon notable que pour une sensibilité a la vitesse de
déformation inférieur & 0.25.
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25
— Mo’déle tangtfnt CvD A =05
¢ Eléments finis A
2 4 Rapport de
o 1\ rigidité :
-§ 0.001
B g1,5 1
2 | r 0.5
3 |
£8 4 —
?
0,5 -
é
0 [} LJ L) L T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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Figure 3.5 : Comparaison des résultats du modéle tangent (trait continu) en compression
azisymétrique, avec ceux des éléments finis pour une inclusion aplatie. Les résultats des

éléments finis sont ceux de Gilormini et Germain.

Rappelons que le calcul par la méthode des éléments finis se rapporte au cas d’une matrice de
dimension finie alors que le modéle tangent prend en compte une matrice infinie.

Les résultats du modeéle tangent sont donnés par la ligne continue (chaque ligne est associée
a4 un rapport de rigidité défferent n = Fk:;)

Sur la figure 3.4, le cas d’une inclusion sphérique (A = 1) est considéré. Les résultats des
éléments finis, sont ceux de Gilormini & Germain pour (n = 0.001,0.5,1.5,2.), ainsi que ceux
obtenus par Gilormini & Michel pour (n = 10). Pour compléter les données, nous avons effectué
les calculs par éléments finis pour (7 = 3). On constate un bon accord entre les résultats donnés

par la méthode des éléments finis et la méthode tangente en ce qui concerne la moyenne de
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la vitesse de déformation dans l'inclusion quelque soit le rapport de rigidité . Cependant les
résultats ont tendance & s’écarter lorsque la sensibilité i la vitesse de déformation diminue.
Les calculs par éléments finis permettent de constater que I’hétérogénéité de la vitesse
de déformation au sein de l'inclusion croit lorsque la sensibilité & la vitesse de déformation
décroit. La propriété d’homogénéité de la vitesse de déformation dans l'inclusion n’est plus
vérifiée lorsque la matrice a un comportement visqueux non linéaire. Cela justifie les différences
entre les deux méthodes pour les faibles sensibilités & la vitesse de déformation. En effet il
faut rappeler que la vitesse de déformation était supposée homogeéne & l'intérieur de I'inclusion

dans le modéle tangent.

2,5 v
@ Eléments finis O A=2
2 ¢ = Modéle tangent A

Rapport de
rigidité :

B
g,
; £15
sk
(]
2% 1 1.5
: I ——
2.0
05
0 0.2 04 0,6 08 1

Figure 3.6 : Comparaison des resultats du modéle tangent (trait continu) en compression
arisymétrique, avec ceux des éléments finis pour une inclusion allongée. Les résultats des

éléments finis sont ceuz de Gilormini et Germain.

Lorsque la sensibilité & la vitesse de déformation décroit, le calcul par éléments finis converge
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difficilement. En particulier pour m inférieur a 0.1, ce qui se traduit par des temps de calcul
de plus en plus longs. Par contre, on constate que le modele tangent anisotrope donne -sans
probléme des résultats raisonnables pour les valeurs de m inférieures & 0, 1.

Sur les deux figures 3.5 et 3.6, nous considérons, respectivement, une inclusion aplatie (A =
0.5) et une inclusion allongée (A = 2). On constate un bon accord général entre les résultats
donnés par les deux méthodes en ce qui concerne la moyenne de la vitesse de déformation
dans I'inclusion.

Dans le cas des inclusions molles, pour une valeur de dureté relative (p = 0.001), les
résultats obtenus par la méthode des éléments finis montrent que la vitesse de déformation
dans P'inclusion devient trés hétérogéne. Ainsi ’hypothése d’uniformité est loin d’étre vérifiée,
ceci permet d’expliquer ’écart entre les deux méthodes.

Signalons enfin, que les résultats obtenus, concernant la localisation de la vitesse de défor-
mation, dans le cas d’une inclusion molle est beaucoup moins influencée par m que dans le

cas d’une inclusion dure.

3.3.2.2 Compression plane

On cherche & modéliser le cas d’'une inclusion cylindrique d’axe Oz3 soumise 4 une com-
pression plane dans la direction Oz;. Pour mettre en oeuvre la méthode tangente, on remplace
'inclusion cylindrique par un ellipsoide, allongé selon la direction Oz3 . On prend un rapport
de forme £ = 10. Les axes de I'inclusion coincident avec les axes principaux de la sollicitation
imposée & P’infini (figure 3.7) .

La section de l'inclusion ellipsoidale (fig. 3.7), est définie par le rapport de forme A = 2.
Pour A =1 : section circulaire, pour § =2 et § = % : sections elliptiques.

Pour une compression plane dans le plan (Oz;,0z;) suivant la direction Oz,, le tenseur

vitesse de déformation macroscopique D appliqué 4 l'infini vaut :

-1 00
D=Dy|] 0 10
0 00
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ou D, est la vitesse de déformation de référence D, = 1s™1.

'DO

l

> xl

Figure 3.7 : Inclusion ellipsoidale allongée selon l’aze Ozs, la direction de compression est

Oxl.
4
—— Modéle tangent
@ e Eléments finis
=
2 3 :
,2 Rapport de
~ 5 rigidité :
- 0.001
© E 2 +
g S q
£3 i
2 = o 0.5
—5 [ ]
1
3 T
2.
0 L] ¥ ¥ |

0 0,2 04 06 08 1,

Figure 3.8 : Evolution de la vitesse de déformation (points) et de ses variations (barres
verticales) dans Uinclusion par la méthode des éléments finis pour une inclusion cylindrigue.
Comparaison avec le modéle tangent (trait continu) en compression plane, pour une

ellipsoide trés allongée (£ = 10) suivant Oxs, et pour £ =1 (section circulaire)

Les résultats obtenus avec I’approche tangente pour une ellipsoide trés allongée suivant Oz3
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(inclusion cylindrique), sont représentés sur la figure 3.8 pour ¢ = 1 (section circulaire), et sur

la figure 3.9 pour § = 2 et § = 0.5 (section elliptique). A cause d’un chargement symétrique,

les deux sections elliptiques représentées sur la figure 3.9 donnent les méme résultats.

Les résultats obtenus par I’approche tangente, avec l'inclusion ellipsoidale définie précé-

demment, sont confrontés aux résultats fournis par la méthode des éléments finis avec une

inclusion cylindrique. On constate un bon accord entre les résultats donnés par la méthode

des éléments finis et la méthode tangente en ce qui concerne la moyenne de la vitesse de dé-

formation dans I'inclusion pour des inclusions dures. Des résultats raisonnables sont obtenus

pour des inclusions molles.

N
i
1

N
1

Modéle tangent
Eléments finis

Rapport de
rigidité :
& 0.001

Localisation de la vitesse de
déformation
k.
th
[

0.5
[ }
L <
1
15
0,5 | 2.
0 | 1 I
0 0,2 04 0,6 0,8 1
m

Figure 3.9 : Evolution de la vitesse de déformation (points) et de ses variations (barres

verticales) dans Uinclusion par la méthode des éléments finis pour une inclusion cylindrique.

Comparaison avec le modéle tangent (trait continu) en compression plane, pour un ellipsoide

trés allongé (£ = 10) suivant Oz3, avec § = 2 et § = 0.5 (section elliptique).
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3.3.3 Rapport de rigidité critique

Dans le cas d’une inclusion parfaitement plastique (m=0) située au sein d’une matrice
parfaitement plastique, on retrouve la notion du rapport de rigidité critique 7, au-deld de
laquelle 'inclusion ne se déforme pas (6 = 0). La figure 3.10 décrit les variations de cette
quantité 7, en fonction du rapport de forme de I'inclusion. La condition (6§ = 0) est remplacée

par une valeur faible fixée 0.001. Deux types de chargement sont considérés :

12
e  Méthode variationnelle
10 Modgéle tangent
Inclusion ellipsoidale
81 de révolution

Rapport de rigidité critique, n,

Inclusion cylindrique

01 02 04 0710 20 40 10.0
Rapport de forme, A (échelle logarithmique)

0

Figure 3.10 : Evolution du rapport de rigidité critique 7, en fonction du rapport de forme
de linclusion supposée parfaitement plastique au sein d’une matrice parfaitement plastique.
Les valeurs de 7, correspondent a une localisation de la vitesse de déformation de 1'ordre de

0.001.

- Compression axisymétrique : Inclusion ellipsoidale de révolution d’axe Oz, fig. 3.3.

- Compression plane dans le plan Oz;, Oz : Inclusion ellipsoidale allongée selon la direction
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Ozs, fig. 3.7.

Les résultats de ’approche tangente sont confrontés & ceux obtenus par la méthode varia-
tionnelle (Briottet et al. (1999)). On constate une bonne corrélation entre les deux méthodes
et pour différents rapports de forme. La comparaison entre les deux modes de déformation
montre que la dureté relative critique dans le cas de la compression plane est plus faible que
celle de la compression axisymétrique, pour toutes valeurs du rapport de forme de 1’inclusion.
Comme le montre la figure 3.10, les inclusions parfaitement plastiques noyées dans une ma-
trice parfaitement plastique, allongées (A << 1) ou aplaties (A >> 1 ) restent déformables
pour des valeurs élevées de 7 alors que les plus globulaires (sphérique ou circulaire) deviennent-
indéformables & partir de 7, de ’ordre de 1.5. Dans le cas de la compression plane, la valeur
minimale (1.5) de 7, est obtenue pour A = 1; (fig 3.10). Dans le cas d’une compression
axisymétrique le minimum (2.0) de 7, est obtenu pour A = 0.64; (fig 3.10). Ces résultats
sont confirmés par I'approche analytique de Gilormini & Montheillet (1986) dans le cas d’une
inclusion parfaitement plastique noyée dans une matrice newtonienne. Pour des inclusions trés

aplaties et trés allongées, la condition § = 0.001 est de plus en plus difficile & satisfaire.

3.3.4 Cas ot la sensibilité a la vitesse de déformation est différente dans 1’inclu-

sion et la matrice (m; # my)

L’approche tangente développée précédemment peut étre appliquée dans le cas ou les sen-

sibilités & la vitesse de déformation dans ’inclusion et dans la matrice sont différentes.

Dans le Tableau 3. 1, la localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion § = £

est obtenue pour une inclusion ellipsoidale aplatie (b = ¢, A = § = 2) et pour un rapport de
rigidité n = Fk,{; = 2, dans le cas d’un chargement axisymétrique. Les résultats de ’approche
tangente sont confrontés & ceux de la méthode variationnelle (Vernuse (1993)) pour différentes
sensibilités & la vitesse de déformation de la matrice et de l'inclusion. Les deux approches

meénent & des résultats similaires.
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6 (approche tangente) | § (approche variationelle) | sensibilité 4 la vitesse
0.64 0.63 myp = my = 0.3
0.671 0.65 mr=0.3, my =0.5
0.685 0.68 mr = 0.5, my =0.3
0.7 0.69 my=mpy = 0.5

Tableau 3.1 : Localisation de la vitesse de déformation dans ’inclusion § obtenue par
l'approche tangente et par la méthode variationnelle (Vernusse (1993)) pour différentes

sensibilités & la vitesse de déformation de la matrice et de l'inclusion; n =2 et A = 2.

3.3.5 Comparaison entre la compression axisymétrique et la compression plane

On propose de comparer les résultats du modéle tangent en compression axisymétrique
et en compression plane, dans le cas d’une inclusion sphérique. Les résultats obtenus sont
présentés sur la figure 3.11, pour deux valeurs du rapport de rigidité ( 7 = 2. et 7 = 0.5).
Nous constatons que, les différences sont faibles pour les grandes sensibilités & la vitesse de
déformation.

Il est & noter que pour les faibles sensibilités 4 la vitesse de déformation, et en particulier
pour le cas ou le comportement de I'inclusion et de la matrice sont parfaitement plastiques
(m = 0), de fortes localisations de la vitesse de déformation dans Iinclusion en compression
plane sont observées pour = 0.5 (inclusion molle). Dans le cas des inclusions dures (7 = 2),
la localisation de la vitesse de déformation s’annule en compression plane pour m < 0.04,

contrairement & la compression axisymétrique & m = 0.
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3 .
Modéle tangent )4

2,571 —— Compression axisymétrique 4
9 E « = = * Compression plane

2
%: \ Rapport de
- rigidité :
Sl T s
£3
.g 1

Figure 3.11 : Comparaison des résultats de U’approche tangente dans le cas de la

compression azxisymétrique et de la compression plane.

3.3.6 Comparaison des modéles sécants et tangent

En utilisant les deux modules sécants définis dans les équations (3.72) et (3.73), deux
approches sécantes ont été définies dans la section 3.3.1. La comparaison entre les deux modéles
sécants et le modéle tangent est présentée sur la figure 3.12 pour deux rigidités relatives n = 1.5
et 7 = 0.5, dans le cas d’une compression axisymétrique.

Les deux approches sécantes et ’approche tangente donnent des résultats tout a fait réaliste.
A partir de la figure 3.12 une déviation progressive des résultats des modeéles sécants par
rapport au modeéle tangent est observée lorsque la sensibilité & la vitesse de déformation m
diminue.

Lorsque m — 0, on constate que le modele sécant utilisant 1’équation (3.77) converge bien
vers le modele de Taylor. Cela peut étre vérifié facilement & partir de 1’équation (3.77) qui
devient: d — D =0.
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On peut conclure de cette comparaison que la localisation de la vitesse déformation d’une

inclusion dans une matrice infinie est mieux représentée par 'approche tangente (cf. fig. (3.4)).

2,5 .
—.. Modéle sécant  AS CV)
© 21 - = -+ Modéle tangent A
b — Modélesécant AS
'5 g Rapport de
17 rigidité: o5
S8 o i AL
g
=R 1
§ — s -ty TN =X K asdiaaddandan
[ 15
0,51
0 : : , |

0 02 04 06 0,8 1
m

Figure 3.12 : Comparaison des résultats de l’approche tangente avec les différentes

approches sécantes.

3.3.7 Effet du rapport de forme de ’inclusion

Afin de tester la précision des calculs par éléments finis, ceux-ci sont cenfrontés 4 la solution
exacte du probléme d’Eshelby dans le cas d’une inclusion ellipsoidale pour un comportement
linéaire newtonien de la matrice et de 'inclusion). On étudie I'influence de la forme de I'inclu-
sion sur la localisation de la vitesse de déformation dans I’inclusion, pour une dureté relative
n = 0.5 (inclusion molle). Les résultats du modeéle tangent anisotrope pour deux modes de
déformation (compression axisymétrique et compression plane) ainsi que les résultats des élé-
ments finis sont regroupés sur la figure 3.13. Les résultats du modele tangent sont en bon
accord avec ceux des éléments finis. Par ailleurs, les résultats d’Eshelby dans le cas de la
compression axisymétrique et de la compression plane coincident parfaitement pour le cas des
inclusions aplaties (A < 1). Ils ont tendance & s’écarter progressivement lorsque l'inclusion est
plus allongée (A > 1).

A noter que pour des rapports de formes trés élevés (inclusion trés aplatie ou allongée) les
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résultats d’Eshelby et des éléments finis convergent vers le modéle de Taylor (localisation de

la vitesse de déformation proche de l'unité).

=== Solution d’Eshel by en compression
axisymétrique
x xx Solution d’Eshel by en compression

3 plane .
5 1.5 - e Eléments finis en compression
g g isymétrique
S% Y Y TN
8F gV e 5«
T 5.4
% 1 d v
§ o 0
A v A

174 13 12 1 2 3 4
Rapport de forme (échelle logarithmique )

Figure 3.13 : Influence du rapport de forme de l'inclusion sur la localisation de la vitesse de
déformation dans Uinclusion. Inclusion newtonienne molle (rapport de rigidité =0.5) dans

une matrice newtonienne.

3.4 Conclusion

Une extension du probléme d’Eshelby pour un comportement non linéaire est considérée
dans ce travail. Une inclusion ellipsoidale viscoplastique est noyée dans une matrice viscoplas-
tique infinie. Les propriétés de l'inclusion et de la matrice sont supposées homogenes.

Une approche tangente anisotrope a été proposée pour I’étude de la localisation de la vitesse
de déformation dans I'inclusion ellipsoidale. Une vitesse de déformation est appliquée a I'infini,
afin de reproduire deux chargements : compression axisymétrique ou compression pla.ne.'On
a étudié I'influence du rapport de rigidité, de la sensibilité & la vitesse de déformation et du
rapport de forme sur la localisation de la vitesse de déformation. Les résultats des différentes
approches analytique, variationelle et par éléments finis, ont été utilisés pour va.]jdef notre
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modéle. Les résultats obtenus par ’approche tangente, concernant la localisation de la vitesse
de déformation dans l'inclusion sont en général en bon accord avec ceux de ces différentes
approches.

Des informations sur la distribution de la vitesse de déformation dans I’inclusion peuvent
étre données par la méthode des éléments finis, & la différence de ’approche tangente ou la
vitesse de déformation est prise uniforme & l'intérieur de P'inclusion. Compte tenu de ce fait, il
est alors possible de comprendre les faibles différences existantes entre les deux méthodes pour
les faibles sensibilités a la vitesse de déformation. A noter que I’hétérogénéité de la vitesse de
déformation dans I'inclusion augmente quand la sensibilité & la vitesse de déformation tend
vers zéro (comportement parfaitement plastique). On remarque ainsi le réle de la sensibilité
4 la vitesse de déformation sur I'uniformisation du champ de vitesse de déformation. Cela est
en accord avec les nombreux rrésultats démontrant le role stabilisant de m dans les problémes
d’instabilité de I’écoulement viscoplastique. De facon générale, une augmentation de m tend

& uniformiser le champ des vitesses de déformation.



Chapitre 4

Modélisations des matériaux

composites viscoplastiques

4.1 Modéles différentiels, bibliographie

La méthode différentielle permet d’estimer le comportement effectif d’un matériau compo-
site constitué d’inclusions dispersées dans une matrice. Cette méthode a été proposée dans
un premier temps par Bruggeman (1935) et développée ensuite par Roscoe (1952). Ultérieure-
ment, le schéma différentiel a été appliqué par Boucher (1976) pour estimer le comportement
élastique d’un matériau composite constitué d’inclusions ellipsoidales. Cette approche a per-
mis de retrouver la loi empirique de Archie dans le cas de la conductivité effective des roches
(Sen, Scala et Cohen (1981)). Cette méthode a été également utilisée par Cleary, Chen & Lee
(1980) et par Norris, Callegari & Sheng (1985). D’autres schémas différentiels basés sur I'ap-
proximation des milieux dilués ont été proposés par Norris (1985), McLaughlin (1977) et par
Zimmerman (1991) dans le cas des milieux poreux. De ces travaux se détachent deux études
particuli¢rement intéressantes : ’étude Briottet et al. (1998) et celle de Phan-Tiem & Pham
(2000).

4.1.1 Approche de Briottet et al.

Briottet et al. (1998) ont utilisé le schéma différentiel pour caractériser le comportement
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effectif d’un matériau composite constitué de cavités dans une matrice infinie. Willis (1982)
a résolu le probléme d’une cavité dans une matrice infinie en utilisant I’approximation des

milieux dilués et a obtenu ainsi une loi d’interaction de la forme suivante :
Lh~Ly=—fLy: (I - Su)”"

ou Ly, définit le module de la matrice, Sy désigne le tenseur d’Eshelby dépendant des carac-
téristiques de la matrice et de la forme des cavités.

Briottet et al. se sont appuyés sur cette relation pour définir un schéma différentiel capable
de donner le comportement effectif d’un matériau poreux. Le module Ly (f) décrit le compor-
tement homogénéisé d’un premier composite constitué d’une matrice infini avec des cavités
de fraction volumique f. On considére ensuite un deuxi®me composite constitué de la méme
matrice, de module Ly, contenant une fraction volumique de cavité f + 6f; ce deuxiéme
composite a pour module L(f +6f). La méthode différentielle permet alors d’estimer le com-
portement homogénéisé du deuxiéme composite et ceci en ajoutant une fraction volumique 6 f
au premier composite. En supposant le module Ly (f) du premier composite connu, le module

Ly(f + 6f) du deuxiéme composite est obtenu a I’aide de Péquation suivante :

6f
1-f

Lu(f +6f) — Lu(f) = ———=La(f) : (I = S(f)) "

Le facteur ﬁ indique que I’on tient compte de la présence des cavités dans le premier com-
posite. Des solutions analytiques pour calculer S(f) sont proposées par Mura (1987). Quand

6f — 0, I’équation différentielle suivante est obtenue :

1
1-f

di}{ Ln(f) = ——La(f) : (I = S(F)™

ou la condition initiale est L(0) = Ly,

Briottet et al. s’est particuliérement intéressé a l'influence de la cavité ellipsoidale sur le
comportement viscoplastique de la matrice dans le cas d’un chargement axisymétrique.

Une comparaison entre différents modeles pour des inclusions sphériques montre (figure

4.1), que la méthode différentielle et le modéle a trois phases donnent des résultats trés proches
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(Gilormini, 1992). La figure 4.1 montre que le module de cisaillement effectif satisfait les bornes

de Hashin-Shtrikman.

M

G/G

Figure 4.1 : Module de cisaillement effective en fonction de la fraction volumique des
cavités donné pour différents modéles. V : Voigt ‘borne supérieure’; R : borne inférieur de
Reuss’; HS+ : Hashin-shtrikman ’borne supérieur’; HS- : Hashin-shtrikman ’borne
inférieur’; DS : estimation des milieur dilués; SC2 : ’2-phase’ autocohérent; SC3 : ’9-phase’

Modéle autocohérent & trois phases; DiffS : Shéma différentiel (Briottet et al. (1999)).

4.1.2 Etude de Phan-Tiem & Pham

Phan-Tiem & Pham (2000) ont utilisé le schéma différentiel pour estimer la conductivité
thermique 6 dans le cas d’un matériau multiphasé. Ce dernier est constitué d’inclusions ellip-
soidales de différentes formes avec une distribution aléatoire dans la matrice.

Dans le cas d’'un matériau biphasé avec des inclusions ellipsoidales de fraction volumique

f, ’équation différentielle suivante est obtenue :

dd_ 6 6,-6 1 + 4
df 1-f 3 |6 A+6(1-A)  60,A+06(1+ A)

8(0) = O
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ol 0y, définit la conductivité de la matrice de départ, et A caractérise la forme des inclusions.

Dans le cas limite de supraconductivité (0%1; — 00), la solution de ’équation différentielle

obtenue se simplifie :

9 =0p(1-f)~VX

Dans le cas limite ol la conductivité des inclusions est trés faible devant celle de la matrice

(7 —0), il vient

0 = oM(l _ f)l/(Y—X-Z)

ol X, Y et Z sont des fonctions de A. Trois types de forme d’inclusions ont été étudiés :

sphérique, allongée et aplatie.
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Figure 4.2 : Conductivité thermique effective pour différentes formes d’inclusions :

sphérique, ou ellipsoidale de rapport de forme 5 (aplatie ou allongée) (Phan-Thien et al.

(2000)).

Les deux cas limites, supraconduction et isolant sont reportés sur la figure 4.2 pour le cas

d’une forme sphérique, ou ellipsoidale de rapport de forme 5 (aplatie ou allongée). Ces auteurs

ont montré que, dans le cas de supraconductivité, la conductivité thermique est plus forte pour

des inclusions ellipsoidales aplaties que pour les sphéres. Ces résultats sont inversés dans le
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- cas des inclusions de trés faibles conductivités par rapport a la matrice. L’effet de forme de

Vinclusion est plus prononcé dans le cas de la supraconductivité.

4.2 Modélisation de la rigidité effective du composite par la mé-

thode différentielle

Le schéma différentiel est utilisé dans ce travail pour caractériser le comportement effectif
d’'un matériau composite constitué d’inclusions dispersées dans une matrice. Les inclusions
sont supposées de formes et d’orientations identiques. La modélisation considérée dans ce
travail dans le cas d’'un composite biphasé est la suivante : la premiere phase représente la
matrice, 'autre (phase inclusionnaire) est ajoutée incrémentalement de maniére & ce que le

matériau ajouté soit toujours en concentration diluée.

4.2.1 Description du schéma différentiel

Nous considérons un matériau composite constitué de deux phases viscoplastiques 1 et 2.
Le matériau initial ne contient que la phase 2 avec un module u,. Un volume élémentaire de la
matrice de départ est remplacé par des inclusions ellipsoidales de la phase 1 de module y, et de
fraction volumique df;. Les inclusions étant diluées dans une matrice infinie, on peut utiliser
la solution du probléme d’Eshelby non linéaire du chapitre 3. La méthode différentielle permet
d’estimer le comportement du milieu homogénéisé constitué d’une matrice de module u, avec la
phase inclusionnaire (y, , df;). L’étape suivante consiste 4 ajouter dans cette nouvelle matrice
de module p,¢; ( df1) des inclusions de la méme phase 1 en proportion dfi:. On continue ces
itérations jusqu’a ce que la phase 1 représentent la fraction volumique désirée. En continuant
jusqu’a P'infini, la matrice d’origine sera complétement remplacée et le matériau a alors pour
module celui de la phase ajoutée u,. Le schéma du processus itératif de la méthode différentielle
est présenté sur la figure 4.3.
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Matériau 2, W,

Probléme inclusion matrice

Figure 4.3 : Processus itératif de la méthode différentielle.

4.2.2 Fraction volumique d’inclusion ajoutée

A chaque étape du calcul, une fraction volumique df; de la matrice actuelle est remplacée
par des inclusions ellipsoidales de la phase 1. La fraction volumique d’inclusions f est alors
augmentée par df qui est égale 3 la fraction volumique d’inclusion ajoutée df; moins la fraction

volumique d’inclusions enlevée f.df; :

df =df, — f.df; (4.1)

df = (1 - f)dh, (4.2)

En intégrant 1’équation (4.2), la concentration d’inclusion ajoutée aprés chaque itération vaut

alors :
f = 1 _— e_'fl (43)
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avec f; = Xdfi, la fraction volumique d’inclusion ajoutée pendant tout le processus itératif de
la méthode différentielle.

Milton (1984) a montré que (f = 1) est atteint pour un nombre infini d’incrément, c-a-d
lorsque f; — o0, ce résultat est directement visible & partir de la relation (4.3). En effet

que f =1, corespond & une concentration en inclusion égale & 100%.

4.2.3 Equation différentielle vérifiée par le module p

4.2.3.1 Préliminaires

Dans le cas d’'un composite biphasé, les deux phases représentent respectivement, une
inclusion ellipsoidale (phase 1) de module x;, une matrice (phase 2) de module y,,. Les

comportements de la matrice 2 et de la phase inclusionnaire 1 sont donnés par :

1 i
= =1 .
d 2#.8 aveci=I,M (4.4)

Les modules viscoplastiques sont représentés par une loi puissance de la forme :

—

uildeg) = ghi(de)™",  avec  i=IM (4.5)

kr et kp sont respectivement les rigidités de 1’inclusion et de la matrice; my et mys sont
les sensibilités 4 la vitesse de déformation des deux phases.

Le comportement des deux phases étant isotrope, et les inclusions étant supposées distri-
buées de fagon isotrope, le milieu homogénéisé a alors un comportement isotrope donné par -

la relation suivante :
1

2ll‘ef bi o

1 est légitime de penser que le milieu homogénéisé a un comportement viscoplastique, pouvant

D=

(4.6)

étre approximé par une loi puissance. Le module viscoplastique du milieu homogénéisé vaut

alors :

1 (D= m-l
/-‘eff(Deq) - eff (Do) (47)

kers, m représentent respectivement, la rigidité et la sensibilité a la :vitesse de déformation

du milieu homogénéisé. Ces deux quantités varient sont ajustées continument du processus
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associé a la méthode différentielle. D, est une vitesse de déformation de référence donnée.
Les quantités diq et De, représentent respectivement, la vitesse de déformation équivalente

dans les deux phases et dans le milieu homogénéisé :

&, = ;d:]dzj avec i=I,M (4.8)
2
Deg = gDijDij (4.9)

Pour une vitesse de déformation macroscopique appliquée D, une linéarisation tangente,
autour de D, est proposée pour le comportement du milieu homogénéisé donné par (4.6). Ainsi

le comportement tangent du milieu homogénéisé est donné par :
D'~ AY(D): D"+ 5°(D) (4.10)
avec
§°(D) = 2oy (D*)D ~ A%(D) : D (4.11)
Le module tangent du milieu homogénéisé est défini par :

2 2 .
Adu(D) = (Dea2tets [g(m —1)D;; Dy + (D*)? Kijkl] (4.12)

La méthode différentielle proposée dans ce paragraphe est basée sur P’approche tangente
développée dans le chapitre 3 pour résoudre le probléme d’une inclusion ellipsoidale noyée
dans une matrice infinie. Le module tangent étg est fonction du module viscoplastique Ketf

de la matrice homogénéisée.

4.2.3.2 Procédure incrémentale

Nous supposons que le comportement de la matrice (fi, s, 7£(f1)) est connu & lincrément

considéré. Le comportement est donné par :

S(f1, D) = 2ues¢(f1,D)D (4.13)

Remarquons qu’initialement ceci est vérifié puisque le matériau est homogene, avec y,;¢(fr =
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0) = pa(D).

A chaque étape de la méthode différentielle on remplace un volume élémentaire de fraction
volumique df; de la matrice actuelle par des inclusions ellipsoidales de phase I.

Notons f; = Xdf; la somme des fractions volumiques enlevées jusqu’a I’étape actuelle. On
calcule la vitesse de déformation d’ dans les inclusions I introduites dans la matrice de module
Hesr(f1), en utilisant la loi d’interaction suivante ( valable en milieu diluée, les interactions

étant négligées entre les inclusions) :
£@d) - 5(h.D) = (4°(h,D) - B (f, D)) : (' - D) (4.14)

La présence du tenseur d’interaction gtg_l( f1,D) prend en compte la forme des inclusions.
L’équation (4.14) permet d’obtenir la vitesse de déformation dans I'inclusion ¢/ & chaque
étape.
La contrainte macroscopique & 1’étape f; + df; est obtenue en utilisant la relation (s) =
S:
S(fi +dfr, D) = (1 - df1)S(f1,d%) + df1.s'(d") (4.15)

D’apreés la relation (4.6), le comportement du composite & 'étape f; + df; peut étre exprimé
par :
S(fi + df, D) = 2pu.4¢(f1 + dfs, D)D (4.16)

La relation (d) = D permet de relier les vitesses de déformation d! dans une inclusion I et aM

dans la matrice 4 la vitesse de déformation macroscopique D :
D =dfi.d" + (1 - dfy).g" (4.17)
Les équations (4.4), (4.13), (4.15) et (4.17) conduisent alors & :
S(fi + dft) = 2ue54(f1,8¥)(D — dfid") + dfy.-2u;(d")d’ (4.18)
La combinaison de (4.16) et (4.18) fournit alors :

2pteps(fr + df1, D)D = 24 (f1,8Y) (D — dfid’) + dfy.2u,(d")d’ (4.19)

-73-



CHAPITRE 4. Modélisations des matériaux composites viscoplastiques

dﬂefo = df [ﬂI(C_lI) - /-"eff(flydM)] QI (4-20)

avec
Aptess = pregs(fr + dft, D) = preps(f1,d) (4.21)

En contractant la relation (4.20) par le tenseur D , on obtient :

ditess = df 1gDzT)2 [1r(d) = press(f1,d™)] &' : D (4.22)

La condition initiale est p,;;(f = 0) = py(D). La fraction volumique d’inclusion f est donnée
par la relation (4.3). pe;¢(fi1, d™) peut se calculer en notant que :

bess(f1,D) (D= 1‘"‘_
pesr(f1,d™) (dng) =1 (4.23)

Pour une vitesse de déformation appliquée D, la vitesse de déformation dans I'inclusion &

Pétape f1 est solution de I’équation non linéaire (4.14) (résolue par la méthode de Newton-
Raphson), dans laquelle 4%(f,, D) et gt-"_l (f1, D) sont fonction du module p,(f1, D) calculé
a I'étape précédente. L’équation (4.22) permet de calculer dpicsy €t ensuite p,;-(f1 + dfi, D)
qui correspond au module effectif du milieu homogénéisé.

La rigidité effective est donnée par :

D eq) o (4.24)

ess(f2) = 3pess(f2, ) (Fo

ou Dy est une vitesse de déformation de référence.

4.2.4 Résultats et discussions

Dans ce paragraphe, nous étudions I'influence de la sensibilité & la vitesse de déformation
m sur la rigidité effective ke;s du milieu homogénéisé en fonction de la fraction volumique
d’inclusions ajoutée et pour différents rapports de rigidité 7. La sensibilité & la vitesse de
déformation m est identique dans les deux phases et égale a celle du milieu homogénéisé
(m=my =my).

Nous nous limitons ici au cas de la compression axisymétrique. L’inclusion de section ellip-
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soidale de révolution située dans une matrice est sollicitée a I'infini en compression axisymé-

trique. Le tenseur des vitesses de déformation D appliqué & l'infini est de la forme :

-1 0 0
D=Dy| 0 +05 0 (4.25)
0 0 +05

On considére un repére cartésien (Ozy, 2, z3). L'inclusion I est un ellipsoide de révolu-
tion autour de Oz, dont les axes coincident avec les directions principales de la sollicitation

imposée & l'infini (fig. 4.4).

(a)

Figure 4.4 : Schémas d’orientation pour une inclusion (a) aplatie et ( b) allongée dans un
repére cartésien (Oz,, T2, z3). Une compression axisymeétrique suivant la direction Oz; est

appliquée.

4.2.4.1 Effet de la sensibilité & la vitesse de déformation

Les figures (4.5 — 4.8) montrent les variations de k,z; du milieu homogénéisé en fonction
de la fraction volumique d’inclusions (sphériques, A=1)f pour différentes duretés (n = fl{;),

et pour différentes valeurs de m.
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l&lb Inclusion mollem = 0.001
0,8 - X

Ketr
0,4 -

Figure 4.5 : Variation de la rigidité effective en fonction de la fraction volumique
d’inclusions de rapport de rigidité n = 0.001, pour différentes sensibilités & la vitesse de

déformation.
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Figure 4.6 : Variation de la rigidité effective en fonction de la fraction volumique

d’inclusions de rapport de rigidité n = 0.5, pour différentes sensibilités a la vitesse.
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Kerr
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Figure 4.7 : Variation de la rigidité effective en fonction de la fraction volumique

d’inclusions de rapport de rigidité n = 1.5, pour différentes sensibilités a la vitesse de

déformation.
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Figure 4.8 : Variation de la rigidité effective en fonction de la fraction volumigue

d’inclusions de rapport de rigidité n = 2.0, pour différentes sensibilités a la vitesse.
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Les résultats de 'approche tangente (Chapitre 3) ont montré que la localisation de la vitesse
de déformation, dans le cas d’une inclusion molle est beaucoup moins influencée par m que
dans le cas d’une inclusion dure. Dans le cas linéaire (m=1) la localisation de la vitesse de
déformation tend vers le modele de Taylor. Ceci montre ’effet de la sensibilité a la vitesse
de déformation sur la localisation de la vitesse de déformation dont dépend I’évolution de la
rigidité effective.

Les résultats sontvprésentés dans le cas de la compression axisymétrique pour des inclusions
sphériques. La rigidité effective k.s; est fortement influencée par la sensibilité a la vitesse de
déformation m dans le cas des inclusions dures (voir fig. 4.7 ou fig. 4.8). Dans le cas des
inclusions molles, I'effet de m est plus faible (voir fig. 4.5 ou fig. 4.6). Ainsi lorsque m décroit
de 1 4 0 la rigidité effective augmente dans le cas des inclusions dures, et diminue lorsque les
inclusions sont molles.

En conclusion, nous avons établi dans cette section une méthode différentielle permettant
de calculer la rigidité effective d’un matériau biphasé constitué de deux phases viscoplastiques
de méme sensibilité & la vitesse de déformation. Le cas de sensibilités & la vitesse de déforma-
tion différentes dans les deux phases peut étre abordé par la méthode différentielle puisque
'approche tangente développée dans le chapitre 3 le permet. Le but du paragraphe suivant
est de proposer une méthode théorique pour calculer la sensibilité & la vitesse de déformation

effective qui peut étre intégrée ensuite dans la méthode différentielle.

4.3 Modélisation de la sensibilité a la vitesse de déformation effec-

tive du composite

De nombreux alliages sont multiphasés (phases a + 3+ 1...). La sensibilité a la vitesse de
déformation présente une variation significative d’une phase a l’autre. Il est alors important

de connaitre la sensibilité & la vitesse de déformation du mélange.
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Quand le coefficient de sensibilité & la vitesse de déformation n’est pas identique dans les
deux phases, il peut étre, en premiére approximation de considérer une sensibilité effective du

composite donnée par une loi des mélanges :
m = fim; + fomg (4.26)

Plusieurs auteurs ont utilisé cette relation simple (4.26); notamment Parks (1991), Toth

et al. (1994).
Cette partie est consacrée & un développement théorique permettant de calculer la sensibi-
lité & la vitesse de déformation effective m. A cet effet, deux types de chargement, en vitesse

de déformation et en contrainte sont considérés.

4.3.1 Préliminaires

On considére un matériau composite dont les deux phases sont isotropes et incompressibles
(phase 1, f; et phase 2, f>). Le comportement de chaque phase est défini par une loi puissance

viscoplastique de type Norton Hoff suivantes :

o1 = ky (22ym (4.27)
€o
— 52 ma
09 = k2(.—) (428)
€o

avec 01 , 03 respectivement les contraintes dans les deux phases ; k; et k, représente les rigidités
des deux phases. &,est une vitesse de déformation de référence. Les deux sensibilités 4 la vitesse
de déformation m; et my sont supposées constantes.

On suppose que lorsque le comportement des deux phases est isotrope viscoplastique, le

composite a alors un comportement isotrope qui peut s’écrire sous la forme suivante :

o= k(éi)’" (4.29)

ou m et k sont, respectivement la sensibilité & la vitesse de déformation et la rigidité du

composite. Pour simplifier les équations de cette modélisation, la contrainte o et la vitesse de
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déformation € ne sont pas prises sous forme tensorielle ou équivalente. Comme le matériau est
isotrope et que les deux types de chargement considérés sont la compression axisymétrique
et compression plane, il est possible d’utilisé seulement la composante majeur de ces deux
tenseurs. Un terme correctif intervient au niveau de la rigidité par rapport & une formulation
en vitesse et contrainte équivalente en von mises, mais est sans influence sur le développement
théorique. On suppose également que les axes principaux de déformation et de la contrainte

coincident avec les axes géométriques des inclusions.

4.3.2 Lois de localisation

Le matériau composite est constitué de deux phases dont le comportement est donné par
les relations (4.27-4.28). La vitesse de déformation du composite est fonction de la vitesse de

déformation dans les deux phases :
€= f1 &1 +f2 &2 (4.30)
ou f; et f sont les fractions volumiques des phases 1 et 2 :
hH+fe=1 (4.31)

La déformation locale dans la phase 1 peut s’exprimer en fonction de la vitesse de déformation

dans le composite sous la forme suivante :

(4.32)

Me
o
fl
ﬂ
Me

ou r est un scalaire appelé, facteur de localisation de déformation dans la phase 1. En utilisant

(4.30) et (4.32), la relation de localisation dans la phase 2 est donnée par :

o 1-— .
E9= fz;flr £

La contrainte macroscopique dans le composite est la valeur moyenne de la contrainte dans

(4.33)

les deux phases : _
o = fio1 + fa0, (4.34)
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La contrainte locale dans la phase 1 peut s’exprimer en fonction de la contrainte dans le

composite sous la forme suivante :
o =to (4.35)

ou ¢ est un scalaire nommé facteur de censentration des contraintes dans la phase 1. En

utilisant (4.34) et (4.35), il vient :

o9 = 1 }flta (4.36)
2

4.3.3 Controle en vitesse

Dans le cas o0, la vitesse de déformation est imposée aux frontiéres du composite, la
contrainte est donnée par (4.34). En substituant dans cette relation, les lois de comportement

(4.27-4.29) on obtient :

K(=)™ = fiky(22)™ + foka(2)™ (4.37)
60 N E.O EO

Afin de déterminer m, on réalise un saut de vitesse de déformation de faible amplitude. Ainsi,
la nouvelle vitesse de déformation macroscopique appliquée est multipliée par un facteur o
proche de 1 (@ = 1) : .
f=al (4.38)
Puisque le saut de vitesse est faible, on suppose que les nouvelles vitesses de déformation dans

les deux phases suivent la méme relation :
o/ . o/ °
E1=Q € et Eo= Q &g (4.39)

En substituant (4.38-4.39) dans (4.37), il vient :

ko™ (=)™ = fikia™ ()™ + fokpa™2(22)ym (4.40)
Eo €o €o

Le développement au premier ordre des fonctions o™ donne :

a™ =1+m(a—-1)
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a™ =1+my(a-1) (4.41)
a™ =1+my(a-1)
La combinaison de (4.37),(4.41) et (4.40), permet de définir m de la facon suivante :

.701"?17711(51')"'1 + fz’iiz’"?"'z(éz)’"2
. E 2, (4.42)
f1/<71(§::)"””1 + fz’i?z(gf)m2

En introduisant le facteur de localisation de déformation r, ’équation (4.42) conduit a la

relation suivante :

_ fikimy + fokamoR
= 4.43
m " fiki + fakaR (4.43)
avec : .
—_ ma
R= (l_ﬂ(f_)m—mx (4.44)

fén2 rm
On peut remarquer que la sensibilité & la vitesse de déformation m est fonction de la vitesse
de déformation appliquée.

Dans le cas du modele de Taylor, les vitesses de déformation sont identiques dans chaque

phase et égale & la vitesse de déformation macroscopique :
E1= €= € (4.45)

Ce qui donne :
r=1 (4.46)

Dans ce cas, la relation donnant la sensibilité a la vitesse de déformation effective m s’écrit

simplement :
fikimy + fakamo(&)m2—™
m= & (4.47)
fik + fzkz(é)m’_ml

Dans le cas (m; = my), les relations (4.43) et (4.47) donnent m=m; = my.
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4.3.4 Contréle en contrainte

Dans cette partie, nous supposons que la contrainte est imposée aux frontiéres. La relation

(4.30) est écrite en terme des contraintes, via les lois de comportement (4.27-4.29). 1l vient

o\ o1\ ™ o2\ ™2
0 -1(2)* 42

On applique un faible saut de contrainte sur la contrainte macroscopique :

alors :

' =ac (4.49)

Q
il

et on suppose que la contrainte dans chaque phase va étre évaluer de la méme maniére, d’ou :
oi=ao; et o0h=a0, (4.50)

A T’aide de (4.49), (4.50) et (4.48), on obtient :

L

1 /0 # 1 01 .':—1 a1 g9 mQ
@@

2

Puisque « est proche de 1, la fonction a7"1—-' est développée au 1°" ordre :

2 1
m =14+ —(a— .
o =1+ ——(a=1) (4.52)

—= | (4.53)
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En introduisant le facteur de concentration de contrainte t, on obtient la relation suivante :

.[L + ..&T
1wt (4.54)
m  fi+ foT
avec : . .
1-— flt) mg ( t )‘m_l (A-)
T = : — o\mz2 m 4.55
( foka k1 (4.85)

A noter que m dépend de la contrainte appliquée.
Pour le cas particulier du modéle statique, la contrainte est supposée homogene dans chaque

phase :
o1= 02= 0 (4.56)

ce qui fait que :
t=1 (4.57)

La relation (1.54) devient :

- b | (4.58)

Dans le cas ou de sensibilité a la vitesse de déformation est identique dans les deux phases

(m1 = my), les relations (4.54) et (4.58) donnent m = m, = ms.

4.3.5 Sensibilité a la vitesse de déformation effective en utilisant la méthode

différentielle

L’interaction inclusion-matrice est traitée au travers du modele tangent. Aprés avoir résolu -
le probléme inclusion-matrice pour chaque étape de la méthode différentielle par I'intermé-
diaire de ’approche tangente, les facteurs de localisation de déformation r et de contrainte t
dans la phase 1 (phase inclusionnaire) sont alors connus. Ainsi, la sensibilité & la vitesse de
déformation effective m peut étre obtenue soit par (4.43) ou (4.54).

Le schéma différentiel est initialisé en prenant pour valeur initiale de m et k, ceux de la
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matrice de départ (phase 2) :

Molg = M2
kold = k2

A D’étape suivante la matrice posséde le comportement du milieu homogénéisé. Au fur et
a mesure des étapes les valeurs effectives de m et k évoluent. Les équations suivantes sont
utilisées pour calculer la nouvelle valeur m du milieu homogénéisé a chaque étape de la méthode
différentielle :

i- controle en vitesse de déformation (eq.(4.43)) :

new _ J1k1mu + fakoamola R

4.59
fiky + fokoaR (4.59)
avec :
— Mold
= (1f2m+r)'( 7)™ (4.60)
ii - contréle en contrainte (eq.(4.54)) :
Ly 27
L _ T g (4.61)

mrew i + foT

avec : L

T = (1 —f 1t> &= (i) T () (4.62)

fakota ki
On peut distinguer deux approches, celles ou la phase 1 ou 2 est ajoutée. En effet le role
des deux phases est symétrique. La matrice de depart de la méthode différentielle peut donc
étre soit de la phase 1 ou de la phase 2. Les deux facteurs de localisation de la vitesse de
déformation r et de localisation de contraintes t sont calculés a chaque étape de la méthode
différentielle.
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4.4 Applications

4.4.1 Application sur I’alliage de Titane ; TASE

4.4.1.1 Données expérimentales

La plupart des alliages de titane sont forgés dans un domaine biphasé (o + 3). Les alliages
de Titane TA6V, CEZ et Ti6246 ne présentent pas de domaine monophasé a. L’alliage TASE
posséde quand & lui, trois domaines de phases et apparait de ce fait comme Palliage modéle
pour tester différents modéles d’homogénéisation.

Audrerie et al. (1992) étudient P'alliage de Titane TASE qui contient 4.9% d’Al et 2.53% de
Sn. Gréce & plusieurs traitements thermiques, ces auteurs ont déterminé les températures de
transition d’un domaine monophasé 4 un domaine biphasé de I’alliage TA5E . La température
de transition du domaine monophasé o au domaine biphasé (a + ) est voisine de 940°C. La
température de passage du domaine biphasé au domaine monophasé 3 se situe aux environs
de 1000°C.

Dans le domaine biphasé (a + () & une température de 980°C, la fraction volumique des

deux phases est :
Ja= fﬂ =0.5

Les lois de comportement des deux phases extrapolées & la température de 980°C peuvent

étre représentées par les lois suivantes :
Oa = 267.5(¢)%% (4.63)

op = 76.7()% (4.64)

Par analyse d’images, ces auteurs ont pu déterminer le coefficient de localisation 2 la, tempé-

rature de 980°C, dans les deux phases :
€a= 0.25 & (4.65)

€s=1.75¢ (4.66)
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4.4.1.2 Résultats et discussions

En disposant des rigidités, sensibilités & la vitesse de déformation, fraction volumique et
la localisation de la vitesse de déformation des deux phases, ’approche analytique proposée
dans ce travail permet de calculer m via les relations (4.43) et (4.54). La méthode différentielle
est utilisée dans le cas ou la phase o est inclusionnaire et aussi dans le cas on la phase
B est inlusionnaire. Les résultats de la méthode différentielle sont confrontés aux résultats

expérimentaux et aux approches Taylor et statique.

Approches Im macroscopique
Modele de Taylor 0.29
Controle de la vitesse 0.27
Méthode différentielle (Inclusion molle) 0.249
Méthode différentielle (Inclusion dure) 0.244
Controle de la contrainte 0.236
Modéle statique 0.23
Expérience 0.22

Tableau 4.1 : Valeurs de la sensibilité a la vitesse de déformation m pour une vitesse de

déformation de 1s~1, prévus par les différents modéles.

Les deux modéles statique et Taylor encadrent bien les résultats donnés par les rela-
tions (4.43) et (4.54) ainsi que ceux donnés par la méthode différentielle et en contrélant
la contrainte. Notons que les valeurs de m obtenue en contrélant la contrainte se rapproche
de la valeur de I'approche statique, tandis que la valeur de m obtenue en contrélant la vi-
tesse de déformation (relation (4.43)) se rapproche de I’approche de Taylor. Les approches en
contrélant la contrainte et statique donnent le meilleur accord avec I’expérience. Il reste & vé-

rifier si la valeur expérimentale de m sous estime I’approche statique également pour d’autres
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compositions de l’alliage TASE.

4.4.2 Application au matériau polycristallin biphasé Camphor + OCP

Les matériaux géologiques sont souvent multiphasés. Il est alors difficile d’appréhender le
comportement global & partir des propriétés des constituants.

Dans cette partie, la méthode différentielle développée dans la section 4.2 est utilisée pour
étudier 1’évolution de la sensibilité 4 la vitesse de déformation effective m du mélange Camphor
+ OCP pour différentes compositions de ce mélange en appliquant les différents modeles

discutés dans la section 4.3.

4.4.2.1 Données expérimentales

79%

Figure 4.9 : Différentes compositions du mélange OCP-Camphor.

Bons et Urai (1994) ont réalisé une étude expérimentale sur un matériau biphasé constitué
de Camphor et d’octachloropropane (fig 4.9). Les essais ont été réalisés sur un échantillon
cylindrique Camphor+OCP dans un appareil miniaturisé 4 gaz sous compression ; la pression
hydrostatique constante vaut 0.6 MPa. La taille des grains dans chaque phase est de ’ordre
de 25-50 um. La contrainte de compression varie de 0.1 & 1.2 MPa et la vitesse de déforma-

tion induite a été mesurée. Les lois de comportement de OCP+Camphor ainsi obtenues sont
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représentées par les relations suivantes :
cocp = 3.09(¢)%*% (4.67)

O Camphor = 30.04(£)°-303 (4.68)

Les résultats expérimentaux sont présentés sur la figure 4.10, par des droites linéaires
en log(c) — log(€), pour différentes vitesses de déformations comprises entre 103 15! et

10~¢1s~! , pour différentes compositions du biphasé Camphor-OCP.

0.75 -
0.50 ‘E 08 OCP=Camphor
0.25 _E 20%0CP
" . / 40%0CP
a p 60%0CP
£ 0.00 - 80%0CP
n 1 100%0CP
a0 —0.25 3
A ;
~0.50 -
--0.75 3
“l.OO:TI‘T'T"]1lIl[lll:;lllrglrrr‘]

-7 -6 -5 ~4 -3 -2
log strain rate

Figure 4.10 : Courbe contrainte-vitesse de déformation pour différentes compositions du

mélange Camphor-OCP, Bons et Urai (1994) .

La sensibilité & la vitesse de déformation m est obtenue en mesurant la pente des courbes
log(c) — log(€). L'ordonné a origine de ces courbes permet d’obtenir la rigidité k. Les deux

quantités m, k sont données respectivement avec une incertitude Am et Ak (Bons et Urai
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(1994)) sont regroupés dans le tableau suivant.

% OCP m k
0 0.303 £0.03 | 30.04 +2
20 0.232£0.03 | 9.68+2
40 0.222+0.03 | 7.72£2
60 0.196 £0.03 | 3.83+2
80 0.212+0.03 | 3.52£2
100 0.222+0.03 | 3.09 L2

4.4.2.2 Résultats et discussions

Les données expérimentales que nous avons recueillies pour différentes compositions du
mélange Comphor-OCP, nous permettent de calculer la sensibilité & la vitesse de déformation
effective m 4 I'aide des différents modeles. Les figures 4.11 — 4.13 montrent I’évolution de m
avec la fraction volumique du Camphor.

Sur la figure 4.11, les résultats obtenus par les bornes supérieure (Taylor) et inférieure (sta-
tique) en utilisant les relations (4.47) et (4.58), seront comparés avec la solution intermédiaire
représenté par la loi de mélange (Eq.(4.26)). Nous reportons également les résultats expéri-
mentaux pour une valeur de sensibilité & la vitesse de déformation de OCP égale 4 0.22. La.
variation de m donnée par I’expérience est complexe : m décroit jusqu & f = 0.4. On remarque
que ces résultats viole les deux bornes Taylor et statique pour f = 0.2,0.4. On peut constater
que la méthode statique fournit la meilleure corrélation avec les résultats expérimentaux.

L’'influence de la vitesse de déformation appliquée sur les résultats obtenus par les deux
approches Taylor et statique est représentée sur la figure 4.12. Cette influence est faible dans
le cas de 'approche de Taylor et nulle dans le cas de I’approche statique.
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Figure 4.13 :Comparaison des résultats de la méthode différentielle avec ceux de

Pexpérience.

La figure 4.13 regroupe les résultats des deux approches de Taylor et statique ainsi que de la
méthode différentielle en contrélant la vitesse de déformation et en contrélant la contrainte. Les
tests sont réalisés pour les deux configurations possibles : phase dure inclusionnaire et phase
molle inclusionnnaire. Les résultats seront confrontés aux résultats expérimentaux, reportés
avec une certaine incertitude. La valeur de sensibilité & la vitesse de déformation de la phase
molle OCP est prise égale a 0.21, pour pouvoir encadrer au mieux les résultats expérimentaux
par les deux approches Taylor et statique. Nous vérifions que la solution donnée par la méthode
différentielle est comprise entre les bornes statique et Taylor.

En comparant les différentes é,pproches avec l'expérience, on constate que le meilleur ac-
cord est obtenu par I'approche statique pour les faibles fractions volumiques. Cette approche
donnant une valeur constante de la sensibilité & la vitesse de déformation proche de celle de

la phase molle OCP.
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L’allure de la courbe obtenue par la méthode différentielle et en contrélant la contrainte
est similaire & celle donnée par ’expérience. On peut remarquer que la méthode différen-
tielle fournit des résultats plus raisonnables que 'approche statique pour les grandes fractions

volumique de la phase dure (Camphor).
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Nous avons utilisé une approche tangente anisotrope pour des matériaux viscoplastiques,
dans le but d’examiner la localisation de la vitesse de déformation dans une inclusion. La
déformation a été supposée homogene dans 'inclusion, méme si, dans le cas d’un comportement
non linéaire, la vitesse de déformation dans I'inclusion est non homogene.

Nous avons abordé le cas d’un matériau viscoplastique contenant une inclusion cylindrique
de section elliptique (déformation plane) ou une inclusion ellipsoidale de révolution (déforma-
tion axisymétrique). Nous avons confronté les résultats de I'approche tangente aux différentes
méthodes : analytique, variationnelle et éléments finis. Les principaux résultats sont :

- La localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion est influencée par le caractére
non linéaire du matériau. Cet effet est plus prononcé quand I’écart de dureté avec la matrice
est important. L’influence est néanmoins plus faible pour une inclusion molle que pour une
inclusion dure.

- Plus le coefficient de sensibilité a la vitesse de déformation est faible, plus la localisation
de la vitesse de déformation dans une inclusion molle est importante et plus la localisation de
la vitesse de déformation dans une inclusion dure est faible.

- Existence d’une valeur critique du rapport de rigidité pour une inclusion parfaitement
plastique dans une matrice linéaire ou non linéaire.

- Lorsque les inclusions sont infiniment aplaties ou allongées, elles se déforment comme la
métrice (modele de Taylor).

- Les inclusions parfaitement plastiques dans une matrice linéaire ou non linéaire, de forme
trés allongée ou trés aplatie restent déformables jusqu’ des valeurs élevées du rapport de

rigidité. Par contre les inclusions globulaires deviennent indéformables pour des rapports de
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rigidité plus faibles.

- La localisation de la vitesse de déformation d’une inclusion viscoplastique dans une matrice
infinie viscoplastique est mieux représentée par I’approche tangente que par les approches
sécantes.

- Le cas de différents coefficients de sensibilité & la vitesse de déformation de la matrice
et de l'inclusion est considéré dans ce travail. L’approche tangente donne des résultats trés

satisfaisants.

La méthode différentielle est abordée dans ce travail pour estimer le compoftement effectif
d’un matériaux composite constitué d’inclusions viscoplastiques dispersées dans une matrice
viscoplastique. L’originalité de cette partie réside essentiellement dans l’introduction d’un
calcul de localisation par I’approche tangente (avec un module tangent anisotrope).

Nous avons abordé la question de I'influence de la sensibilité & la vitesse de déformation
(prise identique dans les deux phases) sur la rigidité effective du composite. La rigidité effective
est fortement influencée par la sensibilité i la vitesse de déformation. Ainsi lorsque m décroit,
la rigidité effective augmente dans le cas des inclusions dures, et diminue lorsque les inclusions

sont molles.

Dans le cas ou le coeflicient de la sensibilité 4 la vitesse de déformation n’est pas identique
dans les deux phases, nous avons proposé une modélisation pour le calcul de la sensibilité &
la vitesse de déformation effective d’un composite. Deux relations qui correspondent & deux
types de chargements ont été obtenues : contréle en vitesse de déformation (4.43), contréle en
contrainte (4.54). Les deux cas limites qui correspondent aux deux bornes Taylor et statique
sont donnés par les relations (4.47) et (4.58) respectivement. Dans la méthode différentielle,
la sensibilité & la vitesse de déformation est calculée par les relations (4.59) et (4.61), selon

que 'une ou l'autre phase est prise comme matrice.
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En applications, nous avons évalué la sensibilité & la vitesse de déformation effective pour

deux matériaux biphasés.
- Titane TASE
- Camphor-octhacloropropane

Les principaux résultats sont les suivants :

- Les deux approches Taylor et statique encadrent bien les résultats théoriques obtenus
en contrblant la contrainte et la vitesse de déformation et également ceux de la méthode
différentielle.

- Les résultats obtenus en controlant la contrainte sont plus proches du modéle statique.
Ceux obtenus en contrélant la vitesse de déformation se rapproche du modele de Taylor.

- Nous avons comparé les différentes approches avec 'expérience. Nous avons constaté qu’un
meilleur accord peut étre obtenu par I'approche statique pour les faibles fractions volumiques.
Cette approche donne une valeur constante qui correspond & la sensibilité a la vitesse de
déformation de la phase molle. Mais 'allure obtenue par la méthode différentielle (en controle
de contrainte) est similaire a celle donnée par I’expérience. On peut conclure que la méthode

différentielle fournit des résultats plus raisonnables que I'approche statique.



Annexe A : Calcul des tenseurs

d’interaction

Le calcul des coefficients Pjy; et T;ji se fait de la méme facon que dans le cas élastique
traité par Faivre (1971), Tiem et al. (1986) and Berveiller et al. (1987). On calcule d’abord

les termes T que 'on symeétrise ensuite pour obtenir les Pijn
Tha=5 | | Giate-ryartar® (A1)
La transformée de Fourier de la fonction de Green s’écrit :
G = [ G exp(-ikr)ar’
La transformée de fourier inverse est donnée par :
G¥(r) = — / G (k) exp(ik.r)dk®
En injectant cette derniére relation dans (A-1), on obtient :

. _ 3 3 7.3 _
;sz 871'31/}/‘,1/‘,,/ kikiGY exp(ik(r — r'))d®k)drdr (A-2)

Les transformations de Fourier G} et H% des fonction de Green sont solutions du systéme

d’équations suivant qui résulte de la transformation de Fourier du systéme (3.63-64) :

— A kb G (k) + ik (k) + 8im = 0 (A-9)
¥
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kG (K)=0 (A-4)

On montre facilement que k2GY (k) et kH! (k) sont indépendants du module & du vecteur

k.

a) - Inclusion sphérique de rayon a

En coordonnées sphériques k,6, ¢ , on a :

ki = ksinfcosyp (A-5)
ks = ksinfsingp
ks = kcos@

avec d3k = k?sin 0dfdpdk
En tenant compte du fait que k;k;G% sont indépendants du module du vecteur k, les termes

fl’fﬁd s’écrivent alors pour une inclusion sphérique sous la forme suivante :

II 21 o)
T, = L / sind( [ kG (k)de)dd / / / exp(ik(r—r'))k2d%kdr3dr® (A-6)
81V Jo 0 o Jv,Jv,

Ledernier terme de cette intégrale se calcule facilement et on obtient alors :

1 ® PRS- DS S i
81'13‘/;/0 /Vg/vglexp(zk(_t r')k*d’kdridr =1 (A-6)

Finalement, pour une inclusion sphérique :
g 211 _

Ti‘ﬁd = —ﬁ_[- sin 6 [ kjsz,-Z(E)d‘P] do (4-6)
0 0

b - Inclusion ellipsoidale de parametre a, b, c
On passe directement de la forme sphérique & la forme ellipsoidale d’axes a,b, ¢ suivant

Oz,,0x2,0x3 par le changement de variables suivants :

k(ky, ky, k) —> K(k1,§kz,§k3) (4-7)
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a a
7(Z1,Z2,23) — R(zy, 7% 2373)

Le passage des composantes k; aux composantes K; s’écrit

k,' = \I’inj (A-8)
La matrice U;; est définie par :
100
=)0 2 0 (4-9)
00 ¢
avec s o
z¢ oyt 2 )
a2+b2+c2—1 (A-10)

Les transformations de Fourier des fonctions de Green Gy, et H,, sont donnés par ’équation

(A-2) qui s’écrit dans ce cas :

A

2 Virke Uik G (2 — 1) — Wk, HI(r — 1) + 61 = 0 (A-11)

Uk, G2 =0 (A-12)

Pour une inclusion ellipsoidale, les coefficients Tijii s’écrivent alors :

I o1
T = —% /0 sin O /0 U, K, U, K, G (Y K)dp)df (A-18)
Finalement, les coefficients P,j;;; sont donnés par la relation suivante :

1
H’}ix = Z(ﬂ?kz + T?sz + T.-tﬁk + T?i%k) (A-14)
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Annexe B : Probléme de l’'inclusion

élastique

a) - Position duprobléme
Considérons une inclusion ellipsoidale élastique C’dans une matrice élastique C™ homo-
géne et infinie. L’ensemble est sollicité & I'infini par un champ de déplacement de la forme

§ = E.z . Ainsi un champ de déformation homogéne E est appliqué & I'infini.

inclusion ellipsoidale CI

— oM —_—
E - E
— —_—

Figure B.1 : probléeme de l'inclusion

La loi de Hook qui relie le tenseur des contraintes g au tenseur des déformation g par la

relation suivante :
g(z) =L(z) : glz) = L) : gradf(z) (B-1)

Avec la définition suivante des fonctions indicatrices §CM :

§CM(z) =

[}

f—CM  pour gz eInclusion (B-2)

6gM (Z)=0 pour z e Matrice (B-3)
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Ona:
Cla) =¥ - 60™(@) (B-4)

A P’aide des relations précedentes, 1'équation d’équilibre, div g=' 0, prend la forme suivante :
div(C : gradf) + f =0 (B-5)
ouf peut étre considérée comme une force fictive, définie par :

f = div(5Q™ : gradg) = div(6C™ : ¢) (B-6)

On considére que la déformation est uniforme & l'interieur de I’inclusion, a notée g’ . 11 vient

alors :
6CM(z)e = (CT - C"e!  pour g e Inclusion (B-7)

6CM(z)e=0 pour z e Matrice (B-8)

Ce qui conduit & I’expression suivant de la force fictive :
fi= (6gM 1E)y= —(g’ - gM)gI.ﬂé(al) (B-9)

avec n la normale & l'interface inclusion-matrice 81, §(I) désigne la distribution de Dirac
associée & la surface O1I.

b) - Fonction de Green

L’ équation (B-5) est de type Navier, et peut &tre résolue par la méthode des fonctions de
Green.

Les fonctions de Green G sont associées au module élastique dans la matrice gM . On
considére un milieu infini de module élastique =_C'_M , et une force P concentré au point=g’ . Les

conditions aux limites sont : ‘
zlimco z)=0 (B-10)

Le déplacement £P(z) produit au point z, dépend linéairement du chargement P :

SEDE

S.Cc.O:
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&(z) =Gz —).P (B-11)

o GM est la fonction de Green. En utilisant la condition aux limites (B-10), il vient
lim GM(z—-2)=0 (B-12)

La fonction de Green G} associées au module CX ik €st solution du systéme d’équations
suivantes :

CluGrmii(z — ') + 6imb(z — ') =0 Vz,2’ (B-13)

avec la condition aux limites (B-12). §(z — z') désigne la fonction de Dirac en z’. Pour m fixé,
le terme 6;,6(z — z') représente la i-éme composante d’une force unité concentrée au point z’
et paralléle a la direction m.
Le vecteur déplacement £, solution de I’équation (B-5), est obtenu par superposition de :
1) la solution £ ! de I’¢quation homogene (f = 0) qui satisfait la condition lim, o £(z) =
E.z. Cette solution est évidente

51

Iltq

z. (B-14)

2) la solution §2 de ’équation (B-6) qui satisfait la condition lim; .o =0 :

- [ 8"a- i) (B-15)

_ /a IgM(z—z’) [(C’ cM)e] n(z')dd (B-16)

avec n(z’) la normale extérieure a la surface 81, et da’ est un élement de la surface 8 au
point z'.
Finalement, en utilisant le théoréme de Gauss qui transforme l'integrale de surface en

integrale de volume, le champ de déplacement solution s’écrit : :

£z = £@+&@ (B-17)
= nmn (/ Gz] k(z - I)dz) ( jklm — Jklm)elm
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Aprés différentiation de I’équation (B-17), il vient
£(z) = E- R(z)(C' - CY)e (B-18)

avec

Ri]N'Ikl (&) =-

| s |

/ Glialz— z’)dz’J | (B-19)
I (i7) (k1)

A noter que la condition g’ uniforme dans l'inclusion ellipsoidale est vérifiée, puisque
BM(z)définie par (B-19) ne dépend pas de g , lorsque z € inclusion. Finalement, la loi de

localisation est donnée par :

e=[-mg-g] 520

Quand le comportement de la matrice est isotrope, le tenseur des modules élastiques s’écrit :
VEqM = 2uMé + 3kM£ (B-21)

avec uM et kM L et K sont donné par :
Kiju = %(51'1:511 + 6ubjk) — %61'_7'6/:! (B-22)

La fonction de Green a 1’exprésion analytique suivante :

_ KM+ 7TuM)8i; + (KM + puM)ese;

Ggf (z) 8MuM(3kM + 4uM)r (B-22)
avec T = |z|, e= z/|z|.
Si de plus l'inclusion est sphérique :
B = gl s ®
avec : o
oM = (B-24)
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6(kM + 2uM)
5(3kM + 4uM)

pY = (B-25)

A partir de la loi de localisation (B-20), dans le cas d’une inclusion sphérique isotrope (u! |

k') noyée dans une matrice isotrope (4™ , k™), on obtient :

deve’ = Ml ~devE (B-26)

1+ﬁ (l:"ff 2

I

tr tr E (B-27)

lim

1
=1_+aM—— gkkf-kM)

oti dev(.) signifie le déviateur du tenseur (.).
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