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fntroduction génêrale

Le problème de I'inclusion ellipsotdale dans une matrice infinie joue un rôle important
pour la connaissance du comportement mécanique des matériaux. Ce problème a été abordé
par difiérents auteurs et pour difiérents comportements mécaniques des matériaux (ehsti-

cité, viscoélasticité, élastoplasticité, plasticité et viscoplasticité), pour difiérentes géométries

(différentes formes d'inclusion, matrice infinie ou non infinie).

L'éla.sticité a été un domaine de prédilection pour aborder le problème de l'inclusion. Vu son

caractère linéaire, des solutions analytiques ont été obtenues. C'est dans ce cadre que se situent

les travaux d'Eshelby dont I'importa,nce est capitale. En 1957, Eshelby a résolu le problème

de l'inclusion ellipsoidale éla.stique isolée dans une matrice élastique de dimension infinie. La

solution d'Eshelby montre que la déformation est homogène à I'intérieur de I'inclusion. Une.
extension en éla.sticité anisotrope a été égalema.nt proposée par Konishita (1971) et Laws
(re77).

Une application typique du problème de l'inclusion se trouve dans le modèle autocohérent
pour déterminer le comportement d'un agrégat. Ce modèle a été proposé pour la première fois
pa,r Hershey (1954) et ensuite par Krôner (1961) pour estimer les propriétés élastiques d'un
polycristal, à partir des travaux d'Eshelby sur I'inclusion. Le principe du schéma autocohérent
utilisé pour la modélisation des matériaux hétérogènes repose sur l'évaluation des interactions

entre un grain particulier (l'inclusion) et un milieu homogène équirialent (la matrice) qui

représente I'ensemble des autres grains.Une synthèse bibliographique des difiérentes approches

autocohérentes est proposée dans le chapitre 1.

Le chapitre 2 est consacré à une synthèse bibliographique du problème de l'inclusion. Dans
le cas d'une matrice newtonienne d'extension infinie et d'une inclusion ellipsoldale viscoplas-
tique, on peut obtenir une solution analytique exacte du problème de I'inch:sion du fait de la

- 4 -



Intrcductbn gén&ale

Iinéa,rité du comportement de la matrice. Gilormini & Montheillet (1984,1986) ont calculé de

manière entièrement analytique le ctra,rnp de vitesse à I'intérieur d'une inclusion ellipsoldale

viscoplastique isotrope, située dans une matrice infinie viscoplastique linéaire isotrope.

Dans le ca.s d'une matrice de comportement viscoplastique on ne peut pas dégager une

solution analytique du problème de I'inclusion. En 1987, Gilormini et Germain ont étudié
le problème d'une inclusion ellipsoidale de révolution viscoplastique isolée dans s1s matrice
viscoplastique isotrope. IIs se sont intéressés au calcul des contraintes à I'a,morçage de l'en-

dommagement et aux calculs de la localisation de la vitesse de déformation pour différentes

formes d'inclusion et pour difiérents types de chargement.

La première partie du chapitre 2 s'attache à dégager de la littérature les difiérents résultats
du problème de I'inclusion et en particulier ceux concernant 1u 1eçalisation de la vitesse de
déformation dans I'inclusion. Les difiérentes méthodqs sont classées en :

- Méthode analytique
- Méthode variationnelle
- Méthode par éléments finis (Gilormini & Germain (1987) et Gilormini & Michel (1999))

Dans la deuxième partie du chapitre 2, nous réalisons à I'aide de la version implicite du
code ABAQUS, une étude sur le problème de l'inclusion viscoplastique. La loi puissance est
implémentée dans la version implicite du code à l'aide du sous prograrnme utrilisateu UMlff.
Nous nous limittors aux résultats donnés par Gilormini & Michel (1999) pour tester I'implê
mentation de la loi puissance dans le code ABAQUS.

Le chapitre 3 est organisé en deux parties. Dans la première partie, nous considérons une
inclusion ellipsoïdale située dans une matrice infinie, dans le cas où la matrice et I'inclusion ont
un comportement linéaire incompressible (Solution d'Eshelby). Une extension de ce problème

da.ns le cas non linéaire est considérée, en utilisant I'approctre tangente de Molinari et al.
(1987), pour approctrer le comportement non linéaire de la matrice.

L'objet de la deuxième partie du troisième chapitre est l'étude ds |6 [qsalisation de la défor-
mation dans une inclusion viscoplastique ellipsoidale entourée par une matrice viscoplastique
infinie, sollicitée en compression a:risymétrique et en compression plane. L'originalité de ce
travail réside dans I'utilisation d'un module tangent anisotrope dans la formulation tangente
viscoplastique pour le problème de I'inclusion non linéaire. L'influence de différents para,mètres
(rapport de rigidité de I'inclusion et de la matrice, rapport de forme de I'inclusion et sensi-
bilité à la vitesse de déformation) sur la localisation de la vitesse de déformation peut être

- 5 -



Iatroductioa gên&ale

éxaminée. Les résultats obtenlu à I'aide du modèle tangent sont confrontés aulc prdictions

des différentes approches citées dans le chapitre 2.

It est à noter que I'inclusion et la matrice n'ont pas nécessairement la même sensibilité à la

vitesse de déformation. Nous avons étendu la formulation tangente au ca.s où la sensibilité à la

vitesse de déformation est difiérente da.ns l'inclusion et dans Ia matrice. Ces résultats seront

confrontés à ceux de Vernusse (1993).

parrs le chapitre 4, nous présentons une méthode différentielle pour estimer le comportement

efiectif d'un matériau composite viscoplastique constitué d'inclusions à grande concentration

dispersées dans une matrice. Les inclusions sont supposées de formes et d'orientations iden-

tiques. Le principe du schéma différentiel pour Ia modélisation d'un composite bipha.sé est le

suirant : la première phase représente la matrice, I'autre (phase inclusionnaire) est ajoutée

incrémentalement de manière à ce que le matériau ajouté soit toujours en concentration diluée.

Le chapitre 4 est organisé en trois parties. Dans un premier temps, nou5 étudions I'influence

de la sensibilité à la vitesse de déformation rn sur la rigidité effective k"yy du milieu homogénéisé

umrque pour différents rapport de rigidités a. La

sensibilité à la vitesse de déformation rn est identique dans les deux phases et égale à celle du

milieu homogénéisé. Nous nous limitons ici au cas de la compression a>cisymétrique.

La deuxième partie de ce chapitre est consacrée à un développement théorique permettant

de calculer la sensibilité à la vitesse de déformation effective rn lorsque les difiérentes phases ont

des sensibilités à la vitesse de déformation difiéren{es. A cet effet, deux types de chargement,

en vitesse de déformation et en contrainte sont considérés. La dernière partie de ce ctrapitre

est consacrée à deux applications pour valider ces résultats théoriques.

- 6 -



Chapitre 1

Revue bibliographique

1-.1 Principales étapes lors de ltélaboration dtun modèle de passage

de l'échelle micro à l'échelle macro

L'homogénéisation des milieux hétérogènes s'appuie sur une méthodologie commune à une
grande variété de milieux (polycristaux, composites, milieux poreu(...). Lo principales étapes
sont les suirmntes :

- Etape de la défiaition des pha.ses constitutives et de leur distribution statistique
- Etape de modélisation mécanique dite de localisation, consistant à relier les grandeurs

mécaniques locales et globales.

- Etape d'homogénéisation proprement dite, reposant sur des opérations de moyenne et
conduisant à la détermination du comportement global (ou comportement du ',milieu homo
gène équi'ralent").

1.L.1 Distribution statistique des constituants

Avant de résoudre tout problème, il faut s'assurer de la connaissance de la loi de compor-
tement mécanique en tout point de la structure, d'une. bonne description géométrique et de
la détermination sans a,rnbiguité des conditions aux limites. Sur le plan pratique, il est im-
possible de parvenir à une description statistique complète d'une structure donnée d'agrégats.
L'information expérimentale la plus souvent utilisée pour des matériaux multiphasés est la

- 7 -



CHAPITRE L. Rnvue bibliographique

fraction volumique.

Pourtant, Bretheau et at. (1988) mettent en évidence I'influence de la distribution spatiale

des phases sur la limite d'élasticité et Ia contrainte d'êcoulement d'un agrégat Fer/Argent. De

même, par la méthode des éléments finis, A-nkem & Ma^rgolin (1982) soulignent l'influence de

la taille des inclusions sur la contrainte d'écoulement du biphasé. Berveiller, Canova & Tiem

(1985) montrent que la forme des grains peut a,fiecter de manière significative les contraintes

internes et jouer un rôle important sur l'écoulement plastique.

Dans cette première étape, il faut également définir le comportement méca^nique de chaque

phase et proposer un modèle mathématique décri'uant ce comportement. Par exemple, da,ns le

cas de l'élastoplasticité en petites déformatiorxl, on peut écrire :

o6 : Lièi

è ;  :  Mrà;

(1 .1 )

où .Li et M; sont les tenseurs du quatrième ordre des modules ou des compliances élastoplas-

tique instarrtanés.

L.t.2 Localisation

L'étape de localisation s'appuie essentiellement sur le problème de l'inclusion résolu par

Eshelby. C'est à ce stade que les différents modèles polycristallins se différencient. Il s'agit de

modéliser les contraintes internes et les hétérogénéités de déformation d'une phase à I'autre.

Un matériau polycristallil, ou multiphasé, soumis à un chargement homogène, du fait de

sa constitution hétérogène est le siège 4s cha.mps méca^niques qui présente une variation si-

gnificative d'une phase à I'autre. Pour cela, il faut définh les relations qui lient les valeurs

microscopiques aux valeurs macroscopiques.

Par exemple, pour un polycristal :

è,  (? ,O)  :  Ar(? ,? ' ,Q,O' ) .  E

ào (?,o) : Bc(?, ?" o, o'). E

(1.2)

(1.3)

- 8 -



CHAPITRE 1. Revue bibliographique

où er et à6 désignent les quantités locales, au point 7 de la phase O, E et ! les quantités glo

bales correspondantes et .4 et Br les opérateurs de localisation et de concentration dépendant

également des autres phases.

1.1.3 Homogénéisation

La dernière étape est l'homogénéisation. Cela correspond à l'établissement de relations

exprimant les grandeurs globales comme les moyennes des grandeurs locales.

Par exemple en élastopla.sticité, les modules et compliances instantanés du milieu homogène

équivalent, soient L et M, s'obtiennent par les relations :

E: (o;) : (Liei) : (L7UE) : (h,\)E

E: (eù: (M;o;)  :  (MiBiE):  (MrBr>E

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

d'où

7: (L;A;l

11tt : (M;Bil

le symbole ( ), désignant la moyenne sur tout le volume.

Ces relations paraissent simple, mais dans certains ca.s peuvent être complexes. Il faut

souligner que I'on suppose dans cette méthologie les contraintes et ies déformations homogènes

dans chaque phase. Les connaissances actuelles des hétérogénéités de déformatiea dans chaque

phase sont insuffisantes pour pouvoir les prendre en compte.

L.2 Différents modèles micro-macro

Plusieurs modèles ont été utilisées pour prédire le comportement (8, E) de matériaux

multipha.sés. Le plus simple, et le plus souvent utilisé est le modèle de Taylor (1938) qui

suppose I'uniformité de la déformation dans le matériau. Un autre modèle, tout aussi simple,

mais moins utilisé est le modèle statique, qui considère I'homogénéité des contraintes.

- 9 -



CHAPITRE 1. Revue bibliographique

L.2.L Modèle de Sachs et modèle statique

L'une des premières tentatives pour modéliser la plasticité des polycristaux a été faite par

Sachs (1928). Il suppose une relation proportionnelle entre l'etat de contrainte du monocris-

tal et celle macroscopique de l'agrégat. Le modèle de Sachs a êtê simplifié par Batdrof &

Budiansky (1949) qui imposent I'uniformité de la contrainte :

o :E (1.8)

où a et D sont respectivemnt la contrainte dans le grain et celle macroscopique de I'agrégat.

La relation (1.8) signifie que les équations d'équilibre sont vérifiées. On a donc un champ

de contrainte statiquement admissible, d'où le nom de modèle "statique". Cependant, les

relations de compatibilité sont totalement négligées.

Ce modèle statique a été utilisé par Lefiers (1963) avec succés pour prédire l'évolution de

la texture de laiton dans un essai de laminage. Un tel modèle peut donc ma^squer certa.ins

phénomènes physiques et donner un résultat correct pour des raison non erçliquées.

L.2.2 Modèle de Taylor

Proposé par Taylor en 1938 pour les matériaux rigides plastiques (déformation élastique

négligée), le modèle a été aussi développé par Bishop & Ilill (1951). Ce modèle reste I'un des

plus utilisé pour la prdiction des textures en grandes déformations.

Il suppose en fait I'uniformité de la déformation plastique en d'autres termes, la déformation

plastique microscopique ep est égale à la déformation plastique macroscopique E", ce qui

permet d'écrire la relation tensorielle sui'yante :

4i :  4 i (1.e)

Da,ns ce modèle, en revanche, les relations d'équilibre sont totalement négligées et les

contraintes internes sont surestimées.

-  10 -



CHAPITRE l. Revue bibliographique

L.2.3 Généralisation du modèle de Taylor

Lin (1957) a généralisé le modèle de Taylor en supposant l'uniformité de I'incrément de

déformation totale, tout en prena,nt en compte l'élasticité :

d,et : de" + deP : dE + d,t : d,Et (1.10)

Si I'on suppose l'élasticité isotrope et les déformations plastiques incompressibles on obtient

une loi d'interaction de la forme :

d,o;i - dD;i +2p,(dÊ, - dÊri) (1 .11)

où le terme 2p(d4i - æn) représente I'incrément de contraintes internes liées aux hétérogê

néités de déformations plastiques.

Il est à noter que pour des matériaruc rigides plastiques (p '- oo) on retrouve bien le

modèle de Taylor dfii - Hi :0.

Malgré le succès de la théorie de Taylor et de Bishop & Ilill (1951), les résultats de textures

de déformation dans certains cas montrent leurs limites.

L.3 Modèles autocohérents

Une nouvelle approche pour caractériser le comportement des milieux hétérogènes a fait

l'objet de nombreux travaux ces dernières années : il s'agit du modèle autocohérent. Cette

méthode a été utilisée par Hershey (195a) et ensuite par Krôner (1961) pour estimer les

propriétés élastique d'un polycristal, à partir des trara,ux d'Eshelby concernant I'inclusion

noyée dans une matrice infinie. Puis, Budiansky & Wu (1963) ont proposé une formulation

élastoplastique simple du modèle. Pour prendre en compte I'interaction plastique, HiU (lg6b)

a formulé une approche plus générale. Cette approche a été simplifiée par Berveiller 8z Zaaur
(1e80).

- 11 -
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0_l

f-l
Matériau hétérogène

Modèle autocohérent

Milieu homogène
équivalent

Figure L.t: principe du schéma autocohérent

On peut décrire l'esprit de cette approche de la façon suivante : considérons un corps hê

térogène (multipha.sé par exemple) dont on connant les caractéristiques et les distributions

des constituants. Le raisonnement consiste à analyser les interactions entre chaque pha.se et

un milieu fictif (appelé milieu homogène équivalent) dont les caractéristiques sont les incon-

nues à déterminer. Ces caractéristiques sont ensuite calculées en ercprimarrt les relations de
moyenne entre les propriétés mécaniquqs locales (que I'on vient de déterminer) et globales (à

déterminer). La première étape est couramment nommée localisation, la deuxième constituant

I'homogénéisation.

1.3.1 Solution d'Eshelby

Eshelby (1957) a résolu le problème de I'inclusion ellipsoidale, plastifiée de façon uniforme

dans une matrice élastique infiaie non chargée. La déformation totale er de l'inclusion dans
le cas d'une inclusion ellipsoidale, lorsque l'élasticité est homogène et isotrope, peut se mettre

sous la forme :

eli: Saip{p1 (1.12)

où S le tenseur d'Eshelby dépendant des caractéristiques élastiques du milisu et de la forme

- t 2 -
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de l'inclusion. A titre d'o<emple, pour une inclusion sphêrique on obtient, lorsque 4n:0

€li: 0{ni

avec
n  2  4 -5u
TJ :BÉ

d'où, pour les contraintes internes dans l'inclusion :

(1.13)

(1.14)

srôi :2p(eîi - fftlor) (1.15)

(1.18)

avec

eîi : €li - 4i: -0 - 04i

soit

6 t i : - zp \ -04 i

p est le module de cisaillement et u le coefficient de Poisson.

L.3.2 Modèle de Krôner

(1.16)

(1.17)

En se basant sur les résultats d'Eshelby, Krôner (1961) considère le cas d'une inclu.sion

ellipsoldale déformée plastiquement dans une matrice infinie ayant subie la déformation plas-

tique uniforme EP. Pour une déformation plastique er homogène dans une inclusion de forme

sphérique, Krôner obtient alors les contraintes internes a dans I'inclusion :

srii: Eri + 2tt,$ - û(4 - {r)

où p est donné par l'équation (1.14) et p le module élastique de cisaillement et E la contrainte

uniforme à l'infinie. Eq. (1.18) constitue la loi d'interaction. Il est à noter que pour E: 0 et

Ex? :0, on retrouve bien le résultat d'Eshelby (1.15).

Dans ce modèle, le problème d'inclusion correspondant suppose en effet que le milieu ne rê

agit qu'élastiquement à I'incompatibilité pla.stique imposée : cela est évident dans le problème

d'Eshelby où la matrice n'est pa.s déformée plastiquement et ne peut accommoder qu'élas-

13 -
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tiquement l'incompatibilité plastique e!r; I en rr'a tout autarrt du cas plus général envisagé

pax Krôner, où, bien que déformée plastiquement, la matrice n'accommode qu'éla.stiquement

l'incompatibilité (4i - {n).1'" déformation plastique de la matrice reste uniforme alors que

toute accommodation en partie plastique perturberait I'uniformité initiale de la déformation

plastique.

Une conséquence majeurq de cette hypothèse implicite d'accommodation élastique réside

dans la forte surestimation des contraintes internes donnée par la formule (1.1S) et qui se

manifeste par l'intervention du module élastique p aux valeurs très grandes (le coefficient

2(l - B) est proche de I'unité). Pratiquement, les contraintes internes ainsi érialuées sont

si élevées que, selon ce modèle, l'agrégat réagira en minimisant la source d'incompatibilité

plastique (Bu - 4), "t 
donc en uniformisant la déformation plastique d'un grain à l'autre;

en conséquence, les prévisions du modèle de Krôner se rapprocheront de celles du modèle de

Taylor, courme cela a pu être démontrer dans le ca.s éla.stique pax Zæut (1972), à partir d'un

raisonnement dt à Hashin (1969) .

1.3.3 Formulation générale de Hill

Pour prendre en compte I'interaction plastique et non purement élastique, Hill (1965) a

formulé une théorie plus générale. Il obtient la loi d'interaction sous la forme :

4ou - ùii + tijt(dÊkt - 4t) (1. le)

où .f,* est un tenseur d'interaction d'ordre quatre donné par l'équation intégrale suivante :

I. : (t"(f. + !)-L(,{ - t.)) (1.20)

avec f" et f sont les tenseurs des modules tangents respectivement du grain (crista[ite) et

de la matrice (agrégat) et " ( )" indique la moyenne volumique sur tous les grains formant le

polycristal. Ce modèle nécessite des calculs numériques très lourds (Hutdrinson (1970)).

Pour tenir compte des interactions plastiques d'une façon ph:s simple que la formulation

générale de Hill. Berveiller k Zaaut (1979) ont introduit dans la loi d'interaction de Krôner

- 1 4 -
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un facteur d'accommodation plastique a,. La loi d'interaction s'écrit quand Ê : 0.5 ( ce qui

est une bonne approximation pour u : Il3) :

o i j :E ; i *ap (4 i - {n i ) (1.21)

Le facteur o est déterminé à partir de la théorie de la déformation. L'expression simplifiée de

o est donnée par :
1

Q : 7

L*p ,h

où E depend de l'état de pla.stification de la matrice à l'infini.

1.3.4 Autres modèles

(r.22)

Azaro & Needleman (1985) ont proposé un modèle élastoviscoplastique en grandes d&

formations. Ce modèle de type Taylor-Lin suppose I'uniformité du gradient de déformation

totale :

Fni :  Fni (1.23)

où F et F sont raspectivement le gradient de déformation totale dans I'inclusion et celui

macroscopique de l'agrégat. Ce modèle a I'avantage, du fait de la dépendance de la.vitesse de

déformation, de lever l'arnbigui'té sur le ctroix des systèmes actift.

Plus tard, Nemat-Nasser & Obata (1986) ont proposé une approctre autocohérente en élas-

toviscopla.sticité. Il s'agit d'une généralis6trion du modèle de Iwakuma & Nemat-Nasser (1984).

Ils ont appliqué ce modèle uniquement au cas plan. Ha,rren (1991) a utilisé ce modèle afin de

déterminer l'évolution de la texture. Les résultats obtenus sont identiques à ceux trouvés en

utilisant la théorie de Taylor-Lin. Ceci est dt en fait à une "rigidification" des interactions

entre les constituants et le milieu effectif. @ est pris rrniforme en dehors de I'inclusion, il

n'y a donc pas de relalcation viscoplastique)

Une approche autocohérente pour les grandes déformations en élastoplasticité a été pro

posée par Lipinski, Berveiller & Carmasol (1987). Cette approche est basée sur la loi du

- 15 -
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monocristal donnée pax Nemat-Nasser & Obata (1986) qui s'écrit :

'it;i: l;,i1r1u1r,7 (1.24)

où à est la vitesse de la contrainte nominale, up,1 Ie gradient de vitesse de déplacement et

"f le tenseur dqs modules instantanés du monocristal. Ce modèle prend en compte les inter-

actions entre les grains, l'élasticité, l'efiet de forme et l'écrouissage. Néanmoins, le problème

d'a,urbiguités pour le choix de.s systèmes actifs n'est pa^s résolu.

T\rner & Tiomé (1993) ont développé une approche afin de prédire le comportement au

fluage et à I'expansion des polycristaux sous irradiation. Leur formulation est basée sur I'ap

proche autocohérente qui consiste à considérer une inclusion viscoélastique placée dans un

milieu viscoélastique homogène (agrégat). Pr" un traitement standard en viscoéla.sticité, ils

décrivent la réponse de l'inclwion et du milieu homogène équivalent da.ns I'espace de la trans-

formée de Laplace en se basant sur la solution donnée par Eshelby. Enfin, ils utilisent une

méthode de collocation pour décrire l'évolution de la réponse du polycristal et celle du grain

au cours du temps. Tioutefois, cette formulation est restreinte au ca.s linéaire et s'avère inopê

ra,nte lorsque les propriétés du polycristal sont dépendantes du temps.

Rougier et al. (1994) ont proposé une nouvelle approche autocohérente.en élastoviscoplas-

ticité. Cette formulation consiste à rarnener le problème à traiter, grâce à une linéarisation

tangente le long d'un trajet de chargement et en utilisant la transformation de LaplaceCarson,

à un problème d'éla.sticité hétérogène avec déformations initiales. Toutefois, les calculs ngmê

riques sont fastidieur.

L.4 Modèle autocohérent de Molinari et al.

1.4.L Approche autocohérente viscoplastique

Molinari, Canova & lthzi (1987) ont formulé un modèle viscoplastique en grandes défor-
mations viscoplastiques, pour prédire l'évolution des textures de déformation. La déformation

élastique est négligée et les auteurs considèrent le comportement tangent de la loi de comporte

ment non linéaire. Cette formulation tient compte à la fois des effets de forme, de l'interaction

- 1 6 -
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entre les Brains, de I'anisotropie géométrique et de l'écrouissage. Bien que la vitesse de dS

formation ne soit pa.s uniforme à l'intérieur des grains, les auteurs la supposent homogène.

Le schéma est du même type que celui développé par Diderichs k Zeller (1973) pour l'êlasti-

cité hétérogène. Cette approche est différente de I'approche incrémentale de Nemat-Nasser &

Obata (1986) ainsi que de celle de Hutchinson (1976).

Ils établissent une relation qui donne la difiérence entre les déviateurs de contrainte se -,S

à la différence entre les vitesses de déformation d - D ,

se - ^s : (4n + gn-')(ë - D), (1.25)

avec

où se et ,S sont respectivement, les déviateurs de contrainte microscopique (S.ain) et macro-

scopique (matrice). dg et D représentent respectivement, les vitesses de déformation du grain

et de la matrice. 4n of le module tangent macroscopique et Pte un tenseur d'interaction du

quatrième ordre qui dépend de la forme des grains.

Le module tangent de la matrice représenté par le tenseur A'n uaut (comportement tangent

de la matrice exprimé par développement de Taylor au premier ordre) :

g(D):4n(D):U+^so(D) (1.26)

sp(p) :s(p)  - { te(p) :D (t.27)

L'approche à I site et l'approche à n sitqs ont été développées. Les résultats de tocture en

traction, compression, laminage et torsion des métaux C.F.C sont en bon accord avec les

résultats erçérimentaux en déformation à froid. Pour le laminage, une terrture de tlpe cuiwe

est obtenue. La comparaison des résultats avec ceux de Taylor viscopla^stique montrent qu'ils

sont a,mélior&, cf. Ahzi et al. (1990), Wenk et al. (1989), Wenk et at. (1991), Takishita (1990)

et Dahon (1990). Un autre avantage essentiel de cette approche autocohérente viscoplastique

réside dans la vitesse de traitements des données.

Molinari & Toth (1994) ont introduit un paramètre a dans le comportement tangent (1.19).

La matrice a un module pseudelinêure a[s(Z), et le comportement s'écrit alors sous la forme

t 7 -
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suivaJxte :

avec

g@) : a{:s(D) i D* +,4(D)

s3@) : ,s(2) - otte (D) : D

3:q ,u

(1.28)

(1.2e)

(1.30)

(1.31)

La loi d'interaction (1.25) est calibré également pax un facteur a.Lavaleur de o est déterminée

au vue des résultats des calculs d'éléments finis obtemrs par Gilormini & Germain (1987). La

nouvelle loi d'interaction du modèle autocohérent viscoplastique avec un facteur de calibrage

o est alors donnée par :

€e -,S : o(4n + en-')(É - D)

Pour certaines valeurs du paramètre o, différentes formulations sont obtenues i d, :0, modèle

statique; q:1-, modèle tangent ; e: Lf m, modèle sécant ; e: oo, modèle de Taylor.

1.4.2 Approche autocohérente élastoviscoplastique

Dans le but de formuler un modèle simple et opérationnel en petites déformations qui

puisse tenir compte de l'élasticité, de I'interaction entre les grains et qui évite le problème des

ambiguités liée.s au système de glissements, un modèle autocohérent élastoviscoplastique a été

proposé par Kouddane et al. (1994). La loi constitutive macroscopique est représentée par le

comportement viscoplastique tangent

s:4n:u"+t

!" êtartt la vitesse de déformation a^nélastique da.ns la matrice. Le comportement élastique

dans la matrice e.st régie par la loi constitutive sui'uante :

(r.az;

où 3 représente la vitesse des contraintes déviatoriques.

En combinant (1.31) et (1.32) on tire la loi de comportement élastoviscoplastique de la

- 1 8 -
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matrice qui s'écrit comme suit :

S:Ats :D-HorË+S

avec

H" :4n , C"-'

E- : H"-'

La loi d'interaction élastoviscoplastique obtenue est donnée par :

! -  g+40' (e- s) :  (En- '  + Q)U- D),

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

Dans cette loi d'interaction, On tient compte d'une réponse élastique instantanée et d'une

rela><ation viscoplastique difiérée. En outre, quand l'éla^sticité est négligée (e - oo), cette

même loi est identique à celle obtenue par Molinari et al. (équation (1.25)) da.ns le cadre d'une

formulation viscoplastique en grandes déformations.

Dans le ca.s d'un chargement monotone, les résultats obtenus par l'approche tangente éla.s-

toviscopla.stique sont en bon accord avec ceux obtemrs par I'approctre ta^ngente viscoplastique

de Molinari et al.(1987). Suite à ces résultats le paramètre de calibrage o a aussi été introduit

dans la loi d'interaction élastoviscopla.stique (1.36).

- 19 -



Chapitre 2

Problème de I'inclusion, bibliographie

2.L Loi de comportement viscoplastique

Iæ matériau considéré est constitué d'une inclusion éllipsoldale isolée dans une matrice de

dimension infinie (voir figure 2.L).la loi de comportement viscopla.stique est donnée par la

relation suivante qui relie le déviateur de contrainte s à la vitesse de déformation e :

e:2p(è'o) è (2. t )

-  . e o  t . r .où {" : 
\/,rë: e est la vitesse de déformation équivalente au serxr de von Mises.

Le module p est fonction de la vitesse de déformation équivalente :

p(è'o):!nnç;1^-, (2.2)

où k désigne la rigidité du matériau, il prend la valeur lcl dans l'inchæion et ley dans la

matrice. nz la sensibilité à la vitesse de déformation, n'L: rmr dans I'inclusion et rn: mu

dans la matrice.

Da.''s le cas newtonien (*:1) la relation (2.1) se réduit à :

Ê.:2p '  è

- 20 -
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{ o )

)r.t

A .-+-.' -+HHHY\f-Y
Figure 2.L : Géométrie du problème et d,éformation de la matrice ù I'infini en déforrnation

plane (a) et en défonnation ani,symétri'que (b).

2.2 Approche analytique

Dans le cas d'une matrice newtonienne d'extension infini et d'une inclusion ellipsoidale

viscoplastique, on peut obtenir une solution analytique exacte du problème de I'inclusion du

tait de la linéarité du comportement de la matrice. Gilormini & Montheillet (1984,1986) ont

calculé de manière entièrement analytique le champ de vitesse à l'intérieur d'une inclusion

ellipsoTdale viscoplastique isotrope, située dans une matrice infinie viscoplastique linéaire iso

trope. Dans ce cas, le cha,mp de vitesse est uniforme à I'intérieur de I'inclusion. Deruc types de

chargement ont été considérés : déformation plane (inclusion cylindrique de section elliptique),

déformation a:cisymétrique (inclusion ellipsoldale de révolution). Dans les deuc cas les a>ces

principaux de l'inclusion coincident avec ceuc de la sollicitation imposée à I'infini. Ces auteurs

ont établi l'équation (2.4) donna,nt la leçalisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion

6 : è"q / iI* (où Ëq et Èasont respectivement les vitesses de déformation équivalente au

sens de von Mises dans l'inclusion et à l'infini) en fonction du rapport de forme de I'inclusion

(allongée (rop. aplatie) pour À > 1 (resp. À < 1 )) (voir frgure (2.1)) et du rapport des

( b )
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rigidités de I'inclusion et de la matrice (4 : lerllcu):

F(^) (q . f " ' -1 )+ô-1 :0 (2.4)

où ml est Ia sensibilité à la vitesse de déformation de l'inclusion.

Le caractère analytique ne dépend que de la linéarité de la matrice, pow certaines valeurs

de m la solution de cette équation est analytique. Dans le cas où rn : 1 (comportement

newtonien de I'inclusion) la solution s'écrit alors :

(2.5)

Les auteurs ont proposé des expressions pour la fonction .F (À) pour deux types de chargements.

Dans le cas d'un cha,rgement æcisymétrique (inclusion ellipsoidale de révolution), il vient

-B À2 -  1+ (1+ 2^ ' )Q
(2.6)

avec

Q:L-

Q:L -

)

t/x' - t

À

t/x' - t

cosh - l (À )  s i  À>1

cos - l (À )  s i  )<1

(2.7)

(2.8)

F(À) atteint un ma>cimum (tr'--, :0.74) polr une inclgsion légèrement aplatie (À-o : 0.64)

et non pour une sphère.

Dans le cas de la compression plane (inclusion cylindrique) .F'(À) rraut :

F(À): #
Ainsi, en introduisarrt cette dernière relation dans (2.5), la localisation de la vitesse de défor-

mation ô vaut alors :

F(À) atteint un ma>cimum (fL-, : 1) pour une inclusion cylindrique de section

( l -"* :  1) .

(2.e)

circulaire

1 + aF(À)

f :  - r "  
'  - r

^ '+2/ l^+ I
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Si I'inclusion est parfaitement plastique (*, : 0), on retrouve I'existence d'une valeur

critique du rapport de rigiditê 11" au delà de laquelle I'inclusion ne se déforme pas (ô : 0), à

partir de Q.$ il vient :
(1 + À)2'1.:T

T": L. Ub

(2.10)

(2.11)

respectivement en compression plane et en compression axisymétrique.

Par exemple, dans le cas d'un cylindre (déformation plane) de section circulaite rl": ) str

dans le cas de la sphère (déformation æcisymétrique) on trouve Ia valeur de q. :2.5 puisque

F(L)  :213 .

2.3 Méthode variationnelle et méthode des éléments finis

La non linéarité du comportement de la matrice semble exclure l'approche analytique. Ainsi,

différentes méthodes numériques ont été développées pour résoudre le problème de I'inclusion

viscoplastique dans une matrice viscopla^stique.

2.3.L Méthode variationnelle

Un principe variationel est adapté au problème de l'inclusion viscoplastique ellipsoidale

isolée au sein d'une matrice viscoplastique sollicitée de façon uniforme à l'infini (Gilormini &

Montheillet, 1986). Dans la suite / désigne l'inclusion de forme ellipsoidale et M la matrice.

Le principe variationnel établi par Hill (1956) a^ssure que le cha,mp de vitesse solution dans

la matrice minimise la fonctionnelle :

o;ini'ir; d,S (2.12)

où ù est un ch".-p de vitesse cinématiquement admissible vérifiant la condition d,incompre+

sibilité dans la matrice et e"qdésigne la vitesse de déformation équivalent e. lcu , trùM sont la

rigidité et la sensibilité à la vitesse de déformation dans la matrice. off sont les composantes du

tenseur des contraintes imposé à la surface extérieure de la matrice 0M (de normale octérieure

Gu: I-#(èq1^*+to, 
- 

Iu*,idi iri d,S' * 
Iu,
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r{) et o;ini soît le.s composantes du vecteur contrainte appliqué à la surface de l'inclusion ô.I

(de normale extérieure nù.

De même, le champ de vitesse solution dans I'inclusion minimise la fonctionnelle :

(2.13)

où ù désigne un cha,rnp de vitesse cinématiquement admissible vérifiant la condition d'in-

compressibilité dans l'inclusion. kr , mt désignent la rigidité et la sensibilité à la vitesse de

déformation dans I'inclusion.

Le contact est supposé collarrt entre l'inclusion et la matrice (continuité de la vite.sse et du

vecteur contrainte à I'interface). Finalement, le cha,rnp de vitesse solution dans I'inclusion et

dans la matrice minimise la fonctionnelle :

G_f I r (*\mu*'_Qly)èt*ifor*f l  ,,(*\ (2/3)è*i ldv
"-J*l***l \Ë3l (è3)' l- 'Jt l*1+l\Ë3l (è3)' l- '

(2.14)

La résolution de cette équation permet de calculer la localisation de la vitesse de déforma-

tion dans I'inclusion pour différentes formes d'inclusion et pour différents types de chargement.

A noter que, dans la méthode va,riationnelle, la vitesse de déformation est considérée homo-

gène dans I'inclusion. Une extension de la méthode dans le cas où les sensibilités à la vitesse

de déformation sont différentes dans I'inclusion et dans la matrice a été réalisée par Vernusse

(1ee3).

2.3.2 Méthode des éléments finis de Gilormini et Germain

2.3.2.1 Formulation variationnelle de la méthode

Gilormini & Germain (1987) ont abordé le problème de I'inclusion ellipsotdale viscoplas-

tique dans une matrice infinie viscoplastique. La recherctre de la solution du problème de la

déformation d'un corps viscoplastique et de dimension finie, lorsque les conditions au)c limites

portent uniquement sur les vitesses, peut se rarnener 5 minimiser la quantité suivante :

,, : I,ffir:v'+'dv 
- 
l,oaini'it; d,s

F(ù): I"#1èeo)^+t av

-a t -

(2.15)
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où z est un champ de vitesse incompressible :

'it6,a= o (2.16)

Afin de pouvoir utiliser une famille de cha,rrps de vitesse incluant des éléments qui ne véri-

fient pa.s la condition d'incompressibilité, la méthode de pénalisation est utilisée et consiste à

ajouter à F un terme qui devient très grand lorsque l'incompressibilité n'est pas satisfaite. La

fonctionnelle à minimiser est alors la sui'ua^nte :

(2.17)

où p est un scalaire. La minimisation de G donne la même solution que la minimisation de F
quand p tend vers I'infini.

La méthode de pénalisation utilisée pour la détermination du charnp de vitesse revient à

considérer le matériau comme compressible avec un module de compressibilité êgat ù L/p.

Des méthodes numériques ont été utilisées d'une part pour la recherche des zéros d'une

fonction vectorielle et d'autre part pour le calcul des intégrales.

2.3.2.2 Maillage

Dans le cas d'une matrice contenant une inclusion ellipsoidale de révolution (ou cylindrique

de section elliptique) sollicitée en compression æcisymétrique (ou compression plane), dont les

arces principaux sont parallèles à ceux de la sollicitation. La symétrie du problème permet de
ne considérer qu'un quaxt de section plane. Le maillage de forme ca.rré, est ra,ffiné à I'interface

inclusion-matrice, (voir figure 2.2).

G(ù) : F(ù) +l LAo^ ù)2dv
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t,l

x
1

Figure 2.2 z Maillage uti,Iisé par Gilormini E Germai,n (1987).

2.3.2.3 Limitation intrinsèque de la méthode

Le choix des champs de vitesse, la méthode de pénalisation, Ia méthode de minimisation

et l'évaluation des intégrales permettent d'appréhender les limites intrinsèques de la méthode

des éléments finis utilisée et les approximations mises en jeu.

Tout d'abord, le nombre de noeuds et leur répartition influencera la valeur de la solution ob

tenue. L'étude du problème de l'inclusion matrice sera d'autre part limitée par les dimensions

nécessairement finies du maillage et le contour polygonal de I'inclusion.

Concernant la méthode de pénalisation, celleci introduit une approximation supplémen-

taire dans le cha.mp de vitesse obtenue si la solution ercacte n'appartient pas à la fa,rnille de

charrps de vitesse étudiée puisque une valeur finie est attribuée ù p. La méthode de minimi-

sation de la fonctionnelle ne donne, dans le cas général, qu'une approximation du minimum.

Finalement la méthode d'éra,luation des intégrales nécessaires à la résolution du problème

ne permet d'avoir la valeur exacte d'une partie d'entre elles que dans le cas de matériaux

newtoniens en déformation plane.
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Malgré ces approximations, la méthode des éléments finis permet d'obtenir une prfoision

suffisante dans bien de.s cas pratiques et reste un des outils disponibles pour aborder des pro

blèmes complo(es par leur géométrie ou leur rhéologie. L'existence d'une solution analytique

dans des cas simple.s permet de tester les performances du code très précisément.

2.3.2.4 Problème de convergence

Cornme constaté par Gilormini et Germain, lorsque la sensibilité à la vitesse de déformation

rn décro1t, le calcul par éléments finis converge de plus en plus difficilement, ce qui se traduit

d'abord par des temps de calcul de plus en plus longs puis par une absence de résultats pour

des valeurs de m inférieurqs à 0.1. Une des raisons pou'uant expliquer cette divergence réside

dans l'initiaJisation du calcul pax un champ de vitesse corresponda,nt au ca.s linéaire, lors de

l'application de la méthode de Newton -Raphson.

D'autres problèmes de convergence se posent également pour les duretés relatives e>rtrêmes.

La rnleur ? : 0.001 a été choisi comme représentatif des inclusions très molles, une valeur

plus taible de 4 menant à des résultats aberrants. Le cas de I'inclusion indéformable (q - *)

ne peut non plus être considéré puisque la matrice parait alors extrêmement molle.

2.4 Résolution par éléments finis du problème d'inclusion à l'aide

du code de calcul ABAQUS

Dans cette partie, la loi puissance viscoplastique est implémentée dans la version implicite

du code Abaqus à I'aide d'un sous programme UMAT.

2.4.L Modélisation du problème par la méthode des éléments finis

Abaqus est un code auc éléments finis en formulation lagrangienne. Deuc versions du code

sont disponibles :
* la première appelée version standard utilise comme algorithme d'intégration temporelle,

le schéma de Newmark. Ce schéma étant implicite, il conduit à un système d'équations ci-

nématique non linéaires dont la résolution nécessite I'utilisation de méthodes itératives telles
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que la méthode de Newton-Raphson ou l'une des méthodes équiratentss à celle-ci permettant

de réduire le temps de calcul.
* la deuxième version appelée oçlicite utilise, comme I'indique son nom, un schéma d'in-

tégration explicite dans le temps. Ce schéma qui correspond à la méthode des différences

finies centrées, conduit à un système d'équations linéaires dont Ia résolution est directe, ne

nécessitant aucun processus itératif.

Nous utilisons la version implicite du code Abaqus pour étudier le problème de I'inclu-

sion viscoplastique dans une matrice viscopla.stique infinie. La loi de comportement rigide

viscopla.stique (voir Eq. 2.1) n'est pa^s disponible daru ce code (la loi qui existe est la loi

éla^stoviscopla.stique). La possibilité d'implémentation de cette loi de comportement est of-

ferte au moyen du sous programme utilisateur UMAT. Cependant, un comportement élastique

non linéaire, incompressible et isotrope est implémenté. Et I'analogie classique, qui o<iste entre

l'élasticité et la viscosité, est utilisée. En efiet les deux champs de déplacement et de défor-

mation seront simplement interprétés respectivement en vitesse et en vitesse de déformation.

Nous reprenons le maillage utilisé dans le travail de Gilormini & Germain (1987). Les

éléments du maillage 2D sont des éléments à 4 noeuds avec une interpolation linéaire. Ces

éléments sont codifiés dans le document théorique du logiciel par les initiales CPEIRII dans

le ca.s de la compression plane et par CÆ(4RH dans le cas de la compression axisymétrique

(R et H indiquent respectivement I'intégration rduite et l'élément hybride).

Les conditions auc limites correspondent à un encastrement imposé à tous les noeuds de

la surface définie pax (r : 0 et y : 0). Un cha,mp de vitesse ou de contrainte est imposé à

tous les noeuds de la surface définie pax (g : 7). Pour tenir compte des s5mrétries, la surface

définie pax (t : 7) reste libre (voir figrue 2.3).

L'un des buts de cette implémentation, était de tester la possibilité de ce code de fournir

des résultats concernant la localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion, pour

des faibles sensibilités à la vitesse de déformation. En utilisant ce code, des problèmes de

convergence similaires à ceux rencontrés par Gilormini & Germain (1987) sont apparus. La

limitation en sensibilité à Ia vitesse de déformation est m : 0.1. En dessous de cette rialeur la

convergence est de plus en plus difficile. Nous nous limitons arDC résultats donnés pa,r Gilormini

& Michel (1999) pour tester I'implémentation de la loi puissance dans le code ABAQUS.
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Quelques résultats que nous avons obtenu par ce code sont présentés dans le chapitre 3.

2.4.2 Résultat des calculs

Le problème considéré est défini par trois pa.ramètrei, la sensibilité à la vitesse de déforma-

tion m (la même dans I'inclusion et dans la matrice), le rapport de rigidité entre I'inclusion

et la matrice 4 et le rapport de forme de I'inclusion À. Deruc types de chargement ont été

considérés : en vitesse (a :È r) et en contrainte (t : En). Dans le cas d'une compression

axisymétrique, Gilormini & Michel (1999) ont défini le coefficient 4s l66a.lisation ô comme le

rapport des composantes a>ciales (a>ce 1) des vitesses de déformatiea dans l'inclusion et à l'in-

fini 6 : tS, S* le tableau 2.1, nous avons représenté les résultats concernant la localisation
êtt '

de la vitesse de déformation pour difiérents rapports de rigidités et pour une sensibilité à la

vitqsse de déformation m:0.3. La comparaison éffectuée entre le code ABAQUS (Gilormini

& Michel), et le code développé par Gilormini & Germain (1987) montre que les résultats sont

très similaires. Ces résultats sont donnés pour différents types d'éléments disponibles dans le

code ABAQUS. On constate également, à la lecture du tableau 2.1, des petites difiérences

entre les éléments à quatre noeuds CAX4RH et ceux à huit noeuds CAXSRII dans le ca.s

a>cisymétrique.

ABA

q CAX4RH CAX4H CAXsRTI CÆGH J.C.M

2 0.462 0.462 0.463 0.466 0.464

2.5 0.303 0.303 0.304 0.307 0.305

û 0.047 0.047 0.048 0.048 0.048

Tableau 2.L : Influence du type d'éléments utilisés par le code Abaqus sur la localisation de

la vite.sse de déformation, comparaison des résultats des éléments finis de Gilormini et

Germain (J.C.M) (1987) et ceux de Gilormini & Michel (1999) pour ??? : 0.3.

Dans le cas linéaire, les résultats concernant 16 lesalis6fion de la vitesse de déformation
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dans I'inclusion sont représentés dans le tableau 2.2. Ces résultats sont obtenus par le code

ABAQUS pour différents chargements et pour différentes fractions volumiques d'inclusion.

Ces auteurs ont montrés que le type de chargement appliqué (en vitesse ou en contrainte) a

peut d'influence sur les résultats obtenus. Concernant la teneur en inclusion, deux fractions

volumiques d'inclusion ont été considérées 0.1 et 0.01. Les différences ont tendance a croltre

dans le cas des inclusions molles. De plus, la précision du calcul sur la localisation de la vitesse

de déformation est meilleure pour une faible fraction volumique de I'inclusion.

rl fra. vol. de I'inclusion ch. en vitesse ch. en contrainte Résultats analytique

0.1 0.1 r.557 1.568 1.563

0.1 0.01 r.562 1.563 1.563

10 0.1 0.218 0.216 0.2L7

10 0.01 0.218 0.217 0.2L7

Tableau 2.2 : Influence du passage d'un chargement en vitesse à un chargement en contrainte

et I'efiet de la fraction volumique sur la localisation de Ia vitesse de déformation. Inclusion et

matrice newtoniennes (Gilormini & Michel).

A partir de ces deux tests, on peut conclure que las résultats obtenus par le code ABAQUS

sont très similaire à ceux de Gilormini & Germain (1987). L'implémentation de la loi puissance

(rigide viscoplastique) dans le code ABAQUS est considéré comme satisfaisante.

2.5 Conclusion, bilan des trois approches

* La méthode analytique a été utilisée pour résoudre le problème d'une inclusion visco

plastique ellipsoidale isolée dans une matrice de comportement newtonien sollicitée de façon

uniforme à l'infini. Dans le cas particulier de l'inclusion newtonienne, le tenseur de vitesse de
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déformation dans I'inclusion est donné par :

(2.18)

Cette relation est analogue à la relation d'Eshelby établie en élasticité :

(2.1e)

où L et L' sont les tenseurs de compliance éla.stique de la matrice et de l'inclusion, I le tenseur

identité du quatrième ordre et S le tenseur d'Eshelby.

Bien que limitée au cas très particulier de la matrice newtonienne, cette approche analytique

a permis de dégager les résultats suivants (Gilormini (1985)) :

- Existence d'une valeur critique du rapport de rigidité (localisation nulle dans l'inç[usien)

pour une inclusion parfaitement pla.stique dans une matrice newtonienne.

- Localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion qui tend vers I'unité (borne de

Taylor) lorsque celle ci est très allongée ou très aplatie.

* La méthode'uariationnelle a été développée par Gilormini & Montheillet (1986) à partir

d'un principe variationnel établi pour le ca^s d'une inclusion viscoplastique située dans une

matrice viscoplastique infinie. Cette méthode a permis de généraliser les résultats acquis avec la

méthode analytique. La solution ainsi développée par cette méthode va permettre d'engendrer

une famille de ctra,mps de vitesse qui sera utilisée par la méthode des éléments finis. Ls ymbole

E sur les figures 2.f2.5 représente la même ctrose que le symbole 4 utilisé d"ns le texte.

': ['-('-hùs]-',-

, : l, + s (t -Lt-,' -,] 
-t,-
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0r\\\ I - 45

Figure 2.3 : Vari,ation de Ia localisl,tion de la uitesse de déforrnation d,aræ I'inclusion d,ure

(E:2) ou rnolle ( E :0.5) en fonction de la sensibilité ù la uitesse de déformation, dans Ie

cas de Ia compression plane (Vem,usse (1993)).

Figure 2.4: Variation de la localisation de la uitesse d,e d,éformation d,aræ I'inchæion d,ure

(E :2) ou molle (E :0.5) en tonction de la sensibilité ù la uitesse d,e déformation, dans Ie

æ,s de la compression oni,sym,étrique (Vemusse (1ggg)).
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Les fi.gures 2.T2.4 présentent I'influence de la sensibilité à la vitesse de déformation sur

la localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion en fonction du rapport de forme

pour une inclusion dure (E :2) ou molle (E : 0.5), en déformation plane et æcisymrétrique,

respectivement. En conclusion, on remarque que ce sont les sections globulaires : inclusion

sphérique (compression æcisymétrique) et inclusion cylindrique de section circulaire (compres-

sion plane), gui perturbent le plus l'écoulement de la matrice. Par contre, les cas où I'inclusion

soit aplatie ou allongée perturbent moins l'écoulement.

* La méthode des éléments finis a été utilisée pour aborder également le problème de I'in-

clusion viscoplastique située dans une matrice viscoplastique. L'optimisation du maillage a

été menée à partir de la solution analytique. L'homogénéité de la vitesse de déformation dans

I'inclusion n'est plus vérifiée lorsque la matrice a un comportement visqueux non linéaire.

Des informations sur la distribution de la vitesse de déformation da.ns I'inclusion peuvent être

obtenues par la méthode des éléments finis. Cette méthode montre que l'hétérogénéité de la

vitesse de déformation à l'intérieur de I'inclusion cylindrique ou sphérique dans le cas visco-

plastique, ne se manifeste de façon notable que pour une sensibilité à la vitesse de déformation

taible (rn < 0.25). Gilormini et Germain ont montré que la vitesse de déformation a une ten-

dance à se localiser au centre de I'inclusion (où la vite.sse de déforuration est plus élevée que

la moyenne, que I'inclusion soit dure ou molle) et sur les bissectricqs des a>ces principales en

déformation plane (pour les inclusions dures uniquement). La figures 2.5 présentent l'influence

de la sensibilité à la vitesse de déformation sur 1" losalisation de la vitesse de déformation

dans I'inclusion en fonction du rapport de rigidité E (Briottet et at).
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ô r.o

E

Fignre 2.5 : Variation d,e Ia locali,sation de la uitesse de déforrnation d,aræ I'inclusion en

fonction du rapport de ri,gidité et pour di,fférentes aaleur de sensibilité ù' Ia uitesse de

défonnation, dans Ie us de Ia compression ani,symétri,que (Bri,ottet et al. (1999)).

Le chapitre 3 sera par ailleurs I'occasion de présenter des résultats plus détaillés fournis pa.r

l'approche analytique, la mêthode variationnelle et la méthode des éléments finis, lors de la

comparaison de ces trois méthodes avec I'approche tangente.
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Chapitre 3

Validation du modèle tangent

anisotrope dans le problème de

Itinclusion

3.1 Introduction

Le problème de I'inclusion ellipsoidale isolée dans une matrice de dimension infinie a été

plusieurs fois abordé par différents auteurs. En 1957, Eshelby a résolu le problème de l'inter-

action entre une inclusion ellipsoidale soumise à une déformation inélastique libre uniforme et

noyée da.ns un mileu infini non chargé. Son travail a donné lieu à de nombreuses extensions.

Dans le cas d'une inclusion viscoplastique ellipsoidale isolée au sein d'une matrice chargée

à I'infinie, une solution analytique pour un comportement non linéaire ne peut être obtenue.

Gilormini et Germain (1987) ont abordé pour la première fois, à I'aide de la méthode des

éléments finis le problème de I'inclusion-matrice pour un comportement rigide viscoplastique.

Ces résultats ont été utilisés ensuite par Stringfellow et Parks (1991) pour valider lerrr modèle.

En se basant sur cette analyse par éléments finis, Molinari et Tdth (1994) ont introduit

un pa,ramètre scalaire dans la loi d'interaction, originellement proposée pa,r Molinari et al.

(1987) afin de faire coincider les prédictiors du modèle autocohérent viscoplastique avec ceux

des éléments finis 1@alisés par Gilormini et Germain (1987). Tlès récemment, Molinari, El-

- 35 -



CHAPITRE 3. Velidation du modèle tengent aaitut v.pe dena Ie problbe de l'inctusion

Houdaigui & Tdth (2000) ont utilisé à nouveau les resultats des calculs par éléments finis

pour valider le modèle tangent anisotrope dans le cas d'une inclusion sphérique viscoplastique

entouée d'une matrice viscoplastique infinie.

L'objet de ce chapitre est l'étude de la localisation de la vitesse de déformation dans une

inclusion viscoplastique ellipsoïdale entourée par une matrice viscoplastique infinie, sollicitée

en compression a>cisymétrique et en compression plane. L'originalité de ce travail réside dans

I'utilisation d'nn module tangent anisotrope dans la formulation ta,ngente viscopla.stique pour

le problème inclusion-matrice. Les résultats obtenus à I'aide du modèle tangent sont confrontés

aux prédictions des éléments finis de Gilormini et Germain (1987). Cette étude est réalisée pour

difiérents rapports de rigidité de I'inclusion et de la matrice, et pour difiérentæ sensibilités à

la vitesse de déformation. Il est à noter que l'inclusion et la matrice n'ont pa.s nécessairement

la même sensibilité à la vitesse de déformation. Difiérentes formes d'inclusiors sont prises en

compte : sphérique, allongée et aplatie.

3.2 Problème de ltinclusion

3.2.L Problème de I'inclusion linéaire

3.2.1.1 Position du problème

Considérons une inclusion ellipsoidale newtonienne dans une matrice homogène

nienne chargée à I'infini (f Lg. 3.I). Le gradient de la vitesse locale I est défini par :

L(s.): sradu(x):

où g est le vecteur vitesse et z le vecteur position.

inclusim cllipcoidalc AI

L
-

Figure 3.1 : Problème d,e l'inclusion linênire.

ôa
û

(3.1)

-+

L
AM
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Dans le ca.s linéaire, le comportement ne\M'tonien supposé incompressible dans I'inclusion

et dans la matrice est donné par les relations suivantes :

e:a::d

S:AM:D

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

où s et ,S sont respectivement les déviateurs des contraintes liés à I'inclusion et à la matrice.

d et D sont respectivement, les vitesses de déformation dans l'inclusion et dans la matrice

et sont reliées respectivement aux gradients de vitesse dans I'inclusion Ir et celui appliqué à

l'infini L par lqs relations suivantes :

a:|e + G')")

o:|o+ (r)')

AI et 4M designent les modules homogènes de I'inclusion et de la matrice, ces der:x tenseurs

du quatrième ordre satisfont les conditions de symétries mineures et majeures suivantes :

Aii*t: A'i;xt: 4i*

tti - li^iikl - t-Lklii

i :  I ,M

avec  i :  I .M

Dans la suite, nous recherchons à connaître la relation 6" lesalisation entre le gradient

de vitesse dans I'inclusion (L: {) et le gradient de vitesse uniforme (Loi : I4;) imposé

à I'infini. La solution de ce problème est similaire à la solution d'Eshelby dens le ca^s d'un

comportement élastique (c/. Annexe B) Cette solution montre que la déformation est uniforme

dans I'inclusion.
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3.2.L.2 Loi de localisation

En I'absence de forces de volume, l'équation d'équilibre s'écrit :

oi j , j  :0 (3.8)

En utilisant les lois de comportement (3.2) ou (3.3) suivarrt le point matériel considéré (inclu-

sion ou matrice), on obtient la relation suivante :

(&inu*,ù,i *pj:0 (3.e)

avec Ale module local, A: 4_ dans l'inclusion et A: AM dans la matrice. Un gradient de

vitesse uniforme ! et une pression P sont appliqués à l'infini :

J!gI: r (3.10)

, l$r: f  (3.11)

avec p: ltr o , g-désigne le terseur des contraintes de Cauctry.

Avec lss définitions suivantes :

6AM(g):4-AM pour relnclusion (3.12)

64l@):o pour reMatr ice (3.13)

l'équation (3.9) conduit à l'équation de type Navier :

A!f1,pn,t i  *p, i+ "fr :0

où "fi peut être considéré comme une force volumique fictive :

7n: (6Affxpn,t),j

(3.14)

(3.15)

Puisque la matrice et l'inclusion sont supposées incompressibles, il vient la relation supplê
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mentaire suivante :

u i , i : 0 (3.16)

Les équations (3.14) et (3.16) représentent un système qui peut être résolu par la méthode

des fonctions de Green. Les fonctions de Green G4* et.I/r associées respectivement à a; et p

sont des solutions du système d'équations suivant :

AffxtG**,ti@- d) * H,n,;(æ - d) + 6a^6(r - d) :0 (3.17)

(3.18)Gwo,n(n -  d) :o

Nous considérons que le milieu est infini et on suppose qu'à I'infini Gk* : 0 et H^: Q

6(g.- r') désigne la fonction de Dirac en d. Pour rn fixé, le terme 6;*6(a- r') repr6ente la

iè* composante d'une force unité concentrée au point r'' et parallèle à la direction rn.

A partir des fonctions de Green, il est possible d'en déduire à la fois les dra,rnps de vitesse

u; et de pression p. En efiet il vient.

Gû(s.- d)fn@)ada^(s.):n* Io (3.1e)

p(x) :, * I^,H,(s.- ûfn@)ad (3.20)

où le charnp de vitesse Vn et de pression P définissent les conditions aux limites.

En supposa.nt que le gradient de la vitesse / est uniforme à I'intérieur de I'inclusion el-

lipsoidale, et sachant qtrc 6!M (n) : 0 à I'extérieur de l'inclusion, on obtient (c/. Annexe

B) '

f : d,iu(6Al : srad,E) : -(4_ - {l : [ .s6(ol) (3.21)

avec ô(â/) est la distribution de Dirac associée à la surface â/ de I'inclusion. En substituant

I'expression de / dans l'équation (3.19) il vient :

I,n(r) : an,n(E) - L* . (l,Gn;,irc(E- d)u) (A!,i* - A!|*)IL (3.22)
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De la même façon, p(r) est donnée par :

/ 1  \
p(r) :t * (/ Hn,i(r - dldd 

) 
(A!,i* - A!f*)tL

On introduit maintenant les notations suivantæ : '

Tnkij : I G*n,,*(o- ùdd @.24)
J I

arj : I nn,,(o- ûdd (s.2b)
J I

On peut montrer que ces deux quantités ne dépendent pas de A , pour tout point dans

l'inclusion.

En introduisant la relation (3.24) dans (3.22), on obtient sous forme tensorielle le gradient

de vitesse en tout point :

L@) : L+T(A: _ {) ,1,

Pa,r conséquent, le gradient de vitesse / dans I'inclusion est donné par :

(3.2e)

(3.30)

(3.23)

(3.26)

I I : l I -T : (A I  -AM) l - r :L (3.27)

A noter que la condition : "f est uniforme dans I'inclusion ellipsoldale" est vérifiée puisque Z

définie par (3.24), ne dépend pas de o pour g décrivant l'inclusion.

En utilisant les lois de comportement (3.2) et (3.3), la relation (3.27) devient :

t I  -  L  :T ls -  ^S-  AM :  (d , -  D) l
: L -  :

(3.28)

En définissant les tenseurs P et B possêdant les symétries mineure et majeure comme suit :

1
Pij*t : -7(Tiot * Tiin * T;a' + Tia*)

1 '
Brj*t: =n(Triot - Ti;*t *T;,i* - Tia*)

et en prenant séparément les parties symétrique et antisymétrique de la relation (3.28), il est
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possible de définir la différence des vitesses de déformation d- D et des vitesses de rotation

a - Q par les relations suivantes :

d-D--E*[e-ô-A:,@-D)]

"-o : ::":,,ï ;T-D)l
où ar et O représentent, respectivement, les tenseurs de rotation dans l'inclusion et

matrice, définies par :

u: |{ '  
-  ( [) ' )

1 -
Q:;@.-  (L) ' )

Après axrangement, la relation (3.31) conduit à :

(3.31)

(3.32)

dans la

(3.33)

(3.34)

s-s:@ -r-;]:@-p) (3.35)

Nous avons ainsi relié la différence de déviateurs de contrainte g-,S à la différence de vitesses

de déformation d- D. Cette loi d'interaction permettra de calculer les vitesses de déformation

da,ns I'inclusion.

En effet, en utilisant les lois de comportement (3.2) et (3.3), la loi d'interaction (3.31)

fournit la loi de localisation sui'uante :

r  r - l

d: l I -P. . : (AM -Ar ) l 'o
L =  : M  i :  : ' J (3.36)

Elle exprime la vitesse de déformation dans I'inclusion en fonction de la vitesse de déformation

appliquée à I'infini.

Des oçressions analytiques peuvent être obtenues quand le comportement de la matrice

newtonienne est isotrope. Dans ce cas, le module de viscosité de la matrice s'écrit :

A*:2puK

- 4 t -

(3.37)



Le tenseur E_* donnê par la relation (3.29), vaut alors pour une inclusion sphérique :

La relation (3.35) devient ainsi :

e- ,S- - \ t ru :@-D)

P^r: lX_rv' Ollnf_

De plus, si l'inclusion a un comportement isotrope (É. : 2pÀ) W :2p,r4, h loi de locali-

sation (3.36) s'écrit simplement , 
^,,Md:ffinD

La relation ainsi obtenue dans le cas newtonien est identique à celle énoncée pa,r Eshelby dans

le cas élastique (c/. Annexe B).

3.2.2 Problème de Itinclusion non linéaire

3.2.2.1 Position du problème

Dans le cas d'une inclusion ellipsoidale newtonienne situêe au sein d'une matrice newto

nienne, la vitesse de déformation est homogène dans I'inclusion. Par contre, si la matrice est

non linéaire, cette propriété n'est plus conservée puisque le comportement de la matrice perd

sa linéarité. Celleci apparait comme une des conditions nécessaires à I'homogénéité de la

vitesse de déformation dans I'inclusion.

Dans la suite, I'hypothèse d'uniformité de la vitesse de déformation 4 d* l'inclusion est

admise dans une approche tangente avec un développement au premier ordre de la loi de

comportement non linéaire.

CHAPITRE 3. Validation du modèIe tangent aaifièrope due Ie problèae de l'fucfiwion

(3.38)

(3.3e)

(3.40)
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i n c l u s i o n  e l l i p s o i d a l e  F  r

<--

D

---+

D
._

Fignre 3.2 : Problème d'inclusion ellipso,idale dans une rnatri,ce infi,nie.

Après avoir développé le problème de l'inclusion-matrice pour des comportements linéaires,

nous allons nous attacher à résoudre ce même problème lorsque à la fois I'inclusion et la matrice

ont un comportement non linéaire ( f1,g.3.2). Les comportements non linéaires respectivement

dans I'inclusion et dans la matrice sont donnés sous la forme suirrante :

drr:#rn,

Dtj ffistt

(3.41)

(3.42)

où d"q : l?dnet D'q : Frp-; D-sont respectivement les vitesses de déformation équiva-

lentes dans I'inclusion et dans la matrice au sens de von Mises.

Dans le cas non linéaire, les coefficients p1 et Fu sont donnés par :

p/cï) : l*,6'01'",-'

pu(Dq) : 
!n*çn'q)nM-r

où ,br et kya repré.sentent, respectivement, les rigidités de l'inclusion et de la matrice, rU et

rny r€sp€ctivement, les sensibilités à la vitesse de déformation de I'inclusion et de la matrice.

Pour nn1 - rrù17 : rn :1, le comportement est linéaire et la vitesse de déformation dans

(3.43)

(3.M)
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l'inclusion d est uniforme, et la loi de localisation a été obtenue dans la section 2.1 (relation

(3.40)).

La loi d'interaction tangente va être obtenue pax un calcul similaire à celui présenté dans

la section 2.1 pour le cas linéaire.

3.2.2.2 Loi de localisation tangente

Le comportement tangent de la matrice est obtenu par développement de Tâ,ylor au premier

ordre de la loi de comportement non linéaire (3.42) autour d'une vitesse de déformation

appliquée à I'infini D* :

g(2):4f l(D):D+s"*(D) (3.45)

avec

s"*(D):,s(Z) -A:fl@),D (3.46)

De la même façon que (3.45) on peut écrire dans le cas de I'inclusion :

e(d) : 4f @) : d+ ei@)

Avec la définition suivante de 6.te :

(3.47)

64'o(ù : 4f@-{fl(D) pour relnclusion (9.4s)

64t@) : 0 pour reMatrice

et de 659

ôf;(E) : g?(l) - gM@) pour s e Inclusion (9.49)

04(g') : o pour re Matrice

l'équation de type Navier (3.14) devient :

A'frn i r r 'o, r i *P, i+f i :o (3.50)
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!f;t) dans l'équation (3.35), la loi d'interaction s'écrit :

où la force fictive /a est donnée par :

fr: @Atfirikruk,t + 6S),r (3.51)

Par analogie avec la solution précedente, en remplaçant 4!, (resn. 4r)) p* 4fl@ (top.

e - ,s : lt:,tpl - E'I-'] : @- p) (s.b2)

Elle sera le centre de la formulation tangente proposée dans la section suivante.

3.2.2.3 Approche sécarnte

Dans le cas isotrope, le module sécant de la matrice peut être défini à partir de la relation

(3.42) par :

(3.53)

(3.54)

En utilisant les relations (3.41) et (3.42), cette loi d'interaction sécante devient :

e - S : 2pr(trq)d- 21,r*(Dq)D (3.55)

: lrr*(o*)E- E:;'] | @- p)

La relation (3.35) fournit un système d'équatiors à cinq inconnus. Qui sont les composantes

du vecteur vitesse de déformation I obtenues par vectorisation de la matrice d (Ahzi (1987)).

En introduisant les notations suivarrtes :

q: let lku et  6:de4fDq (3.56)

Et en injectant les relations (3.43) et (3.a4) dans (3.55), la localisation de la vitesse de défor-

A:M@) :2p'M(D'q)K

De la même façon de la section précedente, en remplaçant dans l'équation (3.35) 3!, (resn.

Z-i) pu {in (resn. g;'), on obtient la loi d'interaction sécante suivante :

e - ̂ s : llï- 4;'] : @- p)
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mation s'exprime simplement de la manière sui'rarrte :

Â -  5
" 2r1f"-L + 3

cette relation est similaire à celle obtenue par Stringfellow & Parks (1991).

(3.57)

3.3 Solution du problème de Itinclusion par une approche tangente

anisotrope

3.3.1 Formulation du problème

Dans cette partie, on présente la solution du problème d'une inclusion viscoplastique el-

lipsoidale de révolution au sein d'une matrice viscoplastique infinie (fig. 3.2). L'inclusion et

la matrice ont un comportement viscoplastique modélisé pa.r les lois puissances données par

(3.41) et @.a\.

Une vitesse de déformation macroscopique D est appliquée à l'infini I ce tenseur vérifie la

condition d'incompressibilité (Drn:0). Sous ce chargement uniforme, on cherche à déterminer

la vitesse de déformation d dans l'inclusion, supposée uniforme. II n'existe pas une solution

scacte du problème nonlinéaire considéré. Cependant lorsqu'une procédure de linéarisation

est utilisée pour approcher le comportement non linéaire de la matrice, une solution explicite

peut être obtenue (loi d'interaction (3.52)). La formulation tangente présentée ici est basée

sur cette loi d'interaction générale.

3.3.1.1 Approche tangente

On choisit ici d'approcher le comportement non linéaire :

D* - t :2l.tu(D*ec)D* (3.58)

par I'approche tangente obtenue à partir d'un développement de Taylor au premier ordre

autour de la vitesse de déformation appliquée à I'infini D :

D* t+ 4n(p): D* *S(D)

- 4 6 -
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avec

$(D) :24M(D*I)D - 
{s(D): D (3.60)

Le tenseur du quatrième ordre Æn(D) désignant le module tangent viscopla.stique associé à

D est défini pa,r :

f'rpl:ffitol
En utilisant la réponse affine (3.59) à la place de (3.58), la loi d'interaction tangente obtenue

est :

e - ^S : @n - En-')@- D) (3.62)

Les fonctions de Green Ga et I{- associées au module tangent Ate sont solutions du système

d'équations suirant :

Alnio,G?" ,,i@- /) + H',|,n(r- û + 6;^6(r - C) : 0

(3.61)

(3.63)

(3.M)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Le tenseur d'interactioo go figurant dans (3.62) dépend de la fonction de Green Gru et de la

forme de I'inclusion par I'intermédiaire d'une intégration sur le volume Vr de l'inclusion :

Gl!**: o

Tlfo, : 
lr,Gin,,o{t 

- t)dr'

Plfr,: -f,trii-, + r'1,*t + rlf,o + r|fl*)

Ai!io,@) :2pu.(D'or-' 
l?r* 

- L\D;iDpt * (D"ef ta,r,]

La loi d'interaction (3.62) est applicable à tous les matériaux rigides viscoplastiques. Dans le

cas particulier de la loi viscoplastique (3.58), le module tangent anisotrope est donné par :

Krjnt : 
f,{/,ro/,o + 6a6in) - 

16r,/,o, 
(3.68)

Le module tangent venant d'être défini (3.67), les tenseurs de Green Gri et I/- sont déduits
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du système d'équations (3.63, 3.64). Ainsi le tenseur d'interactioî Ps peut être calculé grace

aux relations (3.65, 3.66), le calcul est développé dans I'Annexe A. Dans l'équation (3.62),

les quantités s et ^9 sont respectivement liées à d et D par les relations (3.41) et (3.a2).

Finalement, I'inconnu du problème, à savoir la vitesse de déformation dans I'inclusion d, est

obtenu en résolvant l'équation non linéaire (3.62) pax la mêthode de Newton-R^aphson.

Il est à noter que la vitesse de déformation dans l'inclusion a été supposée uniforme dans

l'inclusion, même si, dans le cas d'un comportement non linéaire cette hypothèse est mise en

défaut. Par la suite, la comparaison des résultats de I'approche tangente avec les résultats

des éléments finis, indique que l'hypothèse d'uniformité de la vitesse de déformation dans

I'inclusion est satisfaisante, lorsqu'on s'intéresse qu'au calcul de la vitesse de déformation

moyenne dans l'inclwion.

3.3.1.2 Approche sécante

Si à présent le comportement de la matrice est linéarisé autour de D à l'aide d'une approctre

sécante, la relation (3.59) est alors remplacée par :

D* t-+ Ê_ (o), O. (3.6e)

Le module sécant peut être défini de deux façon difiérentes. L'équation (3.58), fournit l'ex-

pression suivante :

Ë fpl :24M(D"\K (s.zo)

D'autre part, en utilisarrt la relation démontrée par Hutchinson (1978), qui relie le module

tangent et sécant, t tpl peut valoir aussi :

1

AS(D\ :  
'  

A,O(D\
Tfl74:

(3.71)

Les deux modules sécants conduisent à la même contrainte macroscopique :

(3.72)

En utilisarrt (3.71), Molinari & Tôth (1994) ont montré également que :
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E- :** (3.73)

La loi d'interaction (3.54) associfu à l'approche sécante est :

€-s:(4-4-\@-o) (3.74)

En introduisant (3.71) et (3.73) dans la relation (3.74),la deuxième loi d'interaction sécante

s'écrit :

(3.75)

P,

La comparaison de cette équation avec la loi d'interactiôn tangente (3.62) indique la présence

du scalaire (#). Cette approche sécante coincide avec le modèle de Taylor pour un matériau

parfaitement plastique (** :0) , et avec le modèle tangent dans le ca.s linéairê ruur : 1. Il

est clair que cette loi d'interaction (3.75), qui simule de fortes interactions est plus rigide que

la loi d'interaction tangente (3.62).

3.3.2 Comparaison avec les résultats des éléments finis pour différents charge

ments et formes dtinclusions

Dans ce paragraphe, la localisation de la vitesse de déformation da,ns I'inclusion est obtenue

avec I'approche ta,ngente pour différentes formes d'inclusions et pour différents rapports de

rigidité. Deux ca^s relativement simples abordés dans les différentes approches citées dans

le chapitre 2 sont étudiés : inclusion cylindrique de section elliptique dans un milieu infini

(déformation plane), et inclusion ellipsoidale de révolution dans un milieu infini (déformation

arcisyrnétrique). Datrs les derur ca.s, les a>ces principaux de I'inclusion colncident avec ceux de la

sollicitation imposée à I'infini. Ces résultats seront comparés avec ceux présentés pa,r Gilormini

& Germain (1987) en appliquant la méthode des éléments finis. La sensibilité à la vitesse de

déformation a la même valeur dans I'inclusion et dans la matrice (*, : rnu : rn).

3,3.2.1 Compression axisSrmétrique

On considère un repère cartésien (Osr,r.2,rs).L'inclusion I est un ellipsolde de révolu-
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tion autour de Oa1, dont les axqs coincident avec les directions principales de la sollicitation

imposée à l'infini (/t9. 3.3).

-_|' 0.5 D o

/
0 . 5 D 0

-+0.5 D o

}

o.r ,  o/  
2

Figure 3.3 z Schémas d'orientation pour une inclusion (a) aplatie et (b) allongée dans un

repère cartésien (Orr,ûz,rs).Une compression a>risymétrique suivarrt la direction Or1 est

appliquée.

Pour une inclusion allongée (rop. aplatie) a est la longueur du demi æce majeur (tesp.

mineur) suivant la direction Ox1, et ô la longueur du demi a>ce mineur (top. majeur) suiva^nt

les directions Ox2, Ors.

Iæ rapport des demi-a>ces est noté :

^:i
Ainsi, l'inclusion ellipsoTdale est allongée (resp. aplatie) potu À : Ë > I (resp. À < I ).

Pour une compression a><isymétrique suivant la direction Or1,le tenseur vitesse de défor-

mation macroscopique D appliqué à l'infini est de la forme :

T'

T'
1r

(3.76)

p;:" (ï .1, .1, )
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où Do est la vitesse de déformation de référence Do : !s-r.

La localisation de la vitesse de déformation 6, est définie corrme étant le rapport de la vitesse

de déformation équivalente dans I'inclusion dq sur la vitesse de déformation équivalente Des

imposée à l'infini :

Da,ns le modèle tangent présenté dans le paragraphe précédent, la vitesse de déformation dans

l'inclusion donnée pax la loi de localisation (3.67) est uniforme. Cependant il est à noter que

la propriété remarquable d'homogénéité de la vitesse de déformation dans I'incltæion n'ast

plus vérifiée lorsque la matrice a un comportement visqueux non linéaire. Des information

sur la distribution de la vitesse de déformation dans I'inclusion peuvent être obtenues par la

méthode des éléments finis (Chapitre 2). Sur les figures 3.4 - 3.6 nous présentons la rmriation

de la leçalisation de la vitesse de déformation ô da^ns l'inclusion en fonction de la sensibilité

à la vitesse de déformation rn (valeurs identiques dans I'inclusion et da,ns la matrice) d*t

le ca.s axisymétrique. Nous avorxr choisi de considérer trois formes différentes définies par

(À:0.5, À:2 et À:1) et difiérentes valeurs du rapport de rigiditê11 ; cette dernière est

définie comme le rapport entre les rigidités de l'inclusion et de la matrice :

La localisation de la vitesse de déformation obtenue par la méthode des élément finis de

Gilormini & Germain (1987) est représentée sur les figures 3.4- 3.6, comme étant le rapport

de la vitesse de déformation équi'ralente moyenne dans I'inclusion sur celle imposée à l'infini

(points). Cette qua^ntité inclue toutes les composantes du cha,mps de vitesse de déformation

6 : !g?. Gilormini & Michel (1999) ont défini le coefficient de localisation 6 comme le rapport

des composantes a>ciales (a>ce 1, a>re de révolution) des vitesses de déformation de l'inclusion

età l ' in f in iô:g#.

^ decO:ff i

kr
r l :  -

K74
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- Modèle tangent

j pl(msnts ftnis

)(|)
rtr

E
tâ
q)

>  .915sË
q r E
E E
E€'EË 1
v,

I

11
0"5

0'E0'6oA02
m

Figure 3.4 z Localisation de la uitesse de défonnation en fonction de Ia sensibilité ù Ia

aitesse de déformation, dans le cas d'une ærnpression onisymétrique et pour difrérents

rl,pports de rigidité. Les résultats de I'approche tangente sont cornparé,s ù ceufi des éIéments

finis d,e Gilortnini et Germain pour (Z = 0.00t,0.5, 1.5, 2.), ainsi que ceur obtenus par

Gilonnini et Michel pour (q: 10). Nous o,uons effectué les calculs par éIém,ents finis pour

(rt:S). Les banes uertiu,Ies centrées sur les résultats d,es élements f,nis, illustrent Ia

dispersion de la uitesse de déforrnation équiualente par rupport, à Ia moyenne.

Ces auteurs ont montré que les deux définitions fournissent des résultats identiques ù l%

prés. D'autre part, les barres représentent la dispersion de la vitesse de déformation lorsque

la valeur de la sensibilité à la vitesse de déformation varie dans la matrice et dans l'inclusion.

Cette hétérogénéité ne se manifqste de façon notable que pour une sensibilité à la vitesse de

déformation inférieur à 0.25.
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q)
t

I
.Ë sts
.EH
€E
É,9
Ë Ë  |
u
GIs

05

0 02 0A 0,6 0,8 I
m

Figure 3.5 : Comparaison des résultats du modèle tangent (trait conti,nu) en @rnpression

anisymétrique, auec ceua des éléments fini,s pour une i,nclusion aplatie. Les résultats des

é,\éments fin'is sont cæu,s de Gilormini et Germain.

R^appelons que le calcul par la méthode des éléments finis se rapporte au cas d'une matrice de

dimension finie alors que le modèle tangent prend en compte une matrice infinie.

Les résultats du modèle tangent sont donnés par la ligne continue (ctraque ligue est associée

à un rapport de rigidité défferent \: k*L).
Sur la figure 3.4, le cas d'une inclusion sphérique (À : 1) est considéré. Les résultats des

éléments finis, sont ceux de Gilormini & Germain pour (4 : 0.001,0.5,1.5,2.), ainsi que ceux

obtenus par Gilormini & Michel pour (rl : tO). Pour compléter les données, nous avonn effectué

les calculs par éléments finis pour (q : 3). On constate un bon accord entre les résultats donnés

par la méthode des éléments finis et la méthode tangente en ce qui concerne la moyenne de

tangent 
é À =05

a Elârrcntsfinis A

rl
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la vitesse de déformation dans I'inclusion quelque soit le rapport de rigidité 4. Cependant les

résultats ont tendance à s'écarter lorsque la sensibilité à la vitesse de déformation diminue.

Les calculs par éléments finis permettent de constater que l'hétérogénéité de la vitesse

de déformation au sein de I'inclusion croît lorsque la sensibilité à la vitesse de déformation

décroît. La propriété d'homogénéité de la vitesse de déformation dans l'inclusion n'est plus

vérifiée lorsque la matrice a un comportement visqueux non linéaire. Cela justifie le.s difiérences

entre les deux méthodes pour les taibles sensibilités à la vitesse de déformation. En effet il

faut rappeler que la vitesse de déformation était supposée homogène à l'intérieur de I'inclusion

dans le modèle tangent.

' 0 o,2 0,4 0,6 0,8 1

m

Figure 3.6 : Comparaison des resultats du modèIe tangent (tralt continu) en conxpression

anisynétrique, auec ceu,a des éIéments finis pour une inclusion allongée. Les résultats des

éléments finis sont æun de Gilonnini et Germain.

Lorsque la sensibilité à la vitesse de déformation décroît, le calcul par éléments finis converge
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CHAPITRE 3. Validation du modèIe tangeat aniætrope daae h prcblème de f inclusion

difficilement. En particulier pour m inférieur à 0.L, ce qui se traduit pax des temps de calcul

de plus en plus longs. Par contre, on constate que le modèle tangent anisotrope donne sans

problème des résultats raisonnables pour les valeurs de m inférieures à 0, 1.

Sur les deux figure.s 3.5 et 3.6, nous considérons, respectivement, une inclusion aplatie (À :

0.5) et une inclusion allongée (À : 2). On constate un bon accord général entre les résultats

donnés par les deux méthodes en ce qui concerne la moyenne de la vitesse de déformation

dans I'inclusion.

Dans le cas des inclusions molles, pour une valeur de dureté relative (rl : 0.001), les

résultats obtenus par la méthode des éléments finis montrent que la vitesse de déformation

da.ns l'inclusion devient très hétérogène. Ainsi I'hypothèse d'uniformité est loin d'être vérifiée,

ceci permet d'expliquer l'écart entre les deux méthodes.

Signalons enfin, que les résultats obtemrs, concernant

mation, dans le cas d'une inclusion molle est beaucoup

cas d'une inclusion dure.

la localisation de Ia vitesse de défor-

moins influencée pax m que dans le

3.3.2.2 Compression plane

On cherche à modéliser le ca.s d'une inclusion cylindrique d'a>ce Or3 soumise à une com-

pression plane dans la direction Or1. Pour mettre en oeuwe la méthode tangente, on remplace

I'inclusion cylindrique pax un ellipsoide, allongé selon la direction Oq . On prend un rapport

de forme â : 10. Les a>ces de I'inclusion coincident avec les a>ces principaux de la sollicitation

imposée à I'infini (fiS*" 3.7) .

La section de I'inclusion ellipsoidale (/ig. 3.7), est définie pax le rapport de forme À : f .

Pour À: 1 : section circulaire, pour i:2 et f, : | : sections elliptiques.

Pour une compression plane dans le plan (Or1,Or2) suivarrt la direction Ox1,le tenseur

vitesse de déformation macroscopique D appliqué à l'infini vaut :

D :Do (l:t)
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où Do est la vitesse de déformation de référence Do : 1s-1

Jo'

Do

Figure 3.7 z Inclusion ellipsoîdale allongée selon I'o,re Oxs, la direction de compression est

Oq.

Figure 9.8 : Euolution de Ia ui,tesse de défonnation (points) et de ses aariations (barces

uerticales) d,aræ l'inclusion par Ia méthod,e des éléments finis pour une inchrcion cylindri,que.

Comparaison o,aec Ie modèIe tangent (tralt continu) en cornpressi,on plane, pour une

ellipsoîde très allongée (â: l0) suiaant Ots, et pour fr:L (section cirvulaire)

Iæs résultats obtemrs avec l'approctre tangente pour une ellipsoide très allongée suivant Org
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CHAPITRE 3. Validation du modèle teagent aniætrope dans b problèrr,e de I'inclwion

(inclnsion cylindrique), sont reprâsentés sur la figure 3.8 pour i : t (section circulaire), et sur

la figure 3.9 pour i : Z et Ë : 0.5 (section elliptique). A cause d'un chargement symêtrique,

les deux sections elliptiques représentées sur la figure 3.9 donnent les même résultats.

Les résultats obtenus par I'approctre tangente, avec I'inclusion ellipsoidale définie précê

demment, sont confrontés aux résultats fournis pax la méthode des éléments finis avec une

inclusion cylindrique. On constate un bon accord entre les résultats donnés par la mêthode

des éléments finis et la méthode tangente en ce qui concerne la moyenne de la vitesse de dê

formation dans I'inclusion pour des inclusions dures. Des résultats raisonnables sont obtenus

pour de.s inclusions molles.

m

Figrrre 3.9 z Euolution de la uùtesse de déformation (points) et de ses uari,ations (bares

uerticales) ilans l'inclusion par la méthod,e des éléments finis pour une inclusion cylindrique.

Comparaison aaæ le mod,èle tangent (trait æntinu) en @rnpression plane, pour un ellipsoide

très allongé (; : 10) suivant Oxs, avec i:Z et f :0.5 (section etliptique).

'g 2's
e)
tt)

I
Ës 2
6 5

ËË ls
.EÈ
ËE
Ê1
6
t

Fl
0"5

ModèIe tangent
o Etéments finis

- o t -



CHAPITRE 3. Validation du aodèIe tengent anituttops Qsns le p1sfillae de I'inclttsioa

3.3.3 R^apport de rigidité critique

Dans le cas d'une inclusion paxfaitement plastique (m-0) située au sein d'une matrice

paxfaitement plastique, on retrouve la notion du rapport de rigidité critique 4" au-delà de

laquelle I'inclusion ne se déforme pa^s (6 - 0). La figure 3.10 décrit les variations de cette

quantité rl" eî fonction du rapport de forme de I'inclusion. La condition (ô : 0) est remplacée

pax une valeur taible fixée 0.001. Deux types de chargement sont considérés :

a Méthode variationnelle

Modèle tangent

Inclusion ellipsoidale
de révolution

V

? Yô
0

Inclusion cylindrique

0.2 0.4 0.7 r.0 2.0 4.0 10.0

Rapport de forme, À (échetle logarithmique)

Fignre 3.L0 : Euolution d,u rapport, de rigidité critique T. €n fonction du rapport d,e forme

de l'inclusi,on supposée parfaiternent plastique au sein d'une matrice parfaitement plastique.

Les ualeurs de q" correspondent à une localisation de la vitesse de déformation de I'ordre de

0.001.

- Compression a>risymétrique : Inclusion ellipsoldale de révolution d'a>ce Oq, fi7.3.3.
- Compression plane da.ns le plan Or1, Orz; Inclusion ellipsoldale allongée selon la direction

10
F
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Oxs, f i7.3.7.

Iæs résultats de I'approche tangente sont confrontés à ceux obtenus pax la méthode varia-

tionnelle (Briottet et al. (1999)). On corurtate une bonne corrélation entre les deux méthodes

et pour différents rapports de forme. La comparaison entre les deux modes de déformation

montre que la dureté relative critique dans le ca.s de la compression plane est plus faible que

celle de la comprassion a>cisymétrique, pour toutes'raleurs du rapport de forme de I'inclusion.

Comme le montre la figure 3.10, les inclusions parfaitement plastiques noyées dens une ma-

trice parfaitement plastique, allongées (À << 1) ou aplaties (À >> 1 ) restent déformables

pour des valeurs élevée.s de 4 alors que les plus globulaires (sphérique ou circulaire) deviennent

indéformables à pa,rtir de q. de I'ordre de 1.5. Dans le ca.s de la compression plane, la valeur

minimale (1.5) de ?" 6t obtenue pour À : L; (fig 3.10). Dans le cas d'une compression

a>cisymétrique le minimum (2.0) de T" 6t obtenu pour À : 0.64; Ui,g 3.10). Ces résultats

sont confirmés pa"r I'approche analytique de Gilormini & Montheillet (1986) dans le cas d'une

inclusion parfaitement plastique noyée da,ns une matrice newtonienne. Pour des inclusions très

aplaties et très allongées, la condition ô : 0.00f est de plus en plus difficile à satisfaire.

3.3.4 Cas où la sensibilité à la vitesse de déformation est différente dans I'inclu-

sion et la matrice (mt t mu)

L'approche tangente développée précédemment peut être appliquée dans le cas où lss sen-

sibilités à la vitesse de déformation darn I'inclusion et dans la matrice sont différentes.

Dans le Tableau 3. 1, la localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion 0 : #
est obtenue pour une inclusion ellipsoldale aplatie (b : c, À : Ë : 2) et pour un rapport de

rigidité q : fi: 2, da,rs le ca^s d'un chargement a>cisymétrique. Les résultats de I'approche

tangente sont confrontés à ceux de la méthode variationnelle (Vernuse (1993)) pour difiérentes

sensibilités à la vitesse de déformation de la matrice et de l'inclusion. Les deruc approches

mènent à des résultats similaires.

- 59 -



CHAPITRE 3. Validatrbn du aodèle tangent snisr:lèrope dans le problème de !'iaclusion

6 (approche tangente) 6 (approctre variationelle) sensibilité à la vitesse

0.64 0.63 ' lTlI : fnU :0.3

0.671 0.65 TTt ,1 :0 .3 ,  my:  0 .5

0.685 0.68 ITl,1 :0.5 , my: 0.3

0.7 0.69 fTLl : fnU :0,5

Tableau 3.1 : Localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion 6 obtenue par

l'approche tangente et par la méthode variationnelle (Vernusse (1993)) pour différentes

sensibilités à la vitesse de déformation de la matrice et de I'inclusion i \ :2 et À : 2.

3.3.5 Comparaison entre la compression æcisymétrique et la compression plane

On propose de compa,rer les résultats du modèle tangent en comprqssion a>risymétrique

et en compression plane, da,ns le cas d'une inclusion sphérique. Les résultats obtenus sont

présentés sur la figure 3.11, pour deux valeurs du rapport de rigidité ( rt : 2. et r7 : 0.b).

Nous constatons que, les difiérences sont faibles pour les $andes sensibilités à la vitesse de

déformation.

Il est à noter que pour les faibles sensibilités à la vitesse de déformation, et en particulier

pour le cas où le comportement de I'inclusion et de la matrice sont parfaitement plastiques

(* :0), de fortes localisations de la vitesse de déformation dans I'inclusion en compression

plane sont observées pour ?:0.5 (incllsion molle). Dans le cas des inclusions dure.s (n:2),

la localisation de la vitesse de déformation s'annule en compression plane pour m < 0.04,

contrairement à la compression ærisymétrique à rn:0.
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Modèleta4eil

- Coryrcssion axisymétriale

" " Compnessionplam

\ Rapportde\  -  __ -  _*.. rigidité:

't

Ëe
^EE

Ë €

E

0'6

m

Figure 3.LL : Comparaison des résultats de I'approche tangente dans Ie cas de la

compression ani,symétrique et de Ia comprcssion plane.

3.3.6 Comparaison des modèles sécants et tangent

En utilisant les deux modules sécants définis dans les équations (3.72) et (3.73), deux

approctras sécantes ont été définies dans la section 3.3.1. La compa,raison entre les deux modèles

sécants et le modèle tangent est présentée sur la figure 3.12 pour deux rigidités relatives T : L.5

et n - 0.5, dans le cas d'une compræsion æcis1métrique.

Les deux approches sécantæ et I'approche tangente donnent des résultats tout à fait réaliste.

A partir de la figure 3.12 une déviation progressi're des résultats des modèles sécants par

rapport au modèle tangent est observée lorsque la sensibilité à la vitesse de déformation nn,

diminue.

Lorsque m - 0, on constate que le modèle sécant utilisarrt l'équation (3.77) converge bien

vers le modèle de Taylor. Cela peut être vérifié facilement à partir de l'équation (3.77) qui

devient: d_- D:0.

0rE0A02
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CHAPITRE 3. Validaûon du aodèfte tangent anisx;.trope dans le problèae de I'inclusion

On peut conclure de cette compaxaison que la localisation de la vitesse déformation d'une

inclusion dans une matrice infinie est mieux représentée pax I'approche tangente (cf. fig. (3.4)).

25
-.. Modèlesécant fs Yo.. .. I\rlodèle tangent  

- Modèle sécgnt AS

Rapport de

- . : : =, =. =,.*.ïl*. 1'.91
---.-____.

, a t e '  j ! f i 3 : a ' ; = E t æ

15

{,

. g -' F ë r

.E '€  
'

Ë Ë

E€
f,

t
tl

0"E0'60A02
m

Figure 3.L2 : Comparaison des résultats de l'approche tangente aaec les différentes

approches sécantes.

3.3.7 Effet du rapport de forme de l'inclusion

Afin de tester la précision des calculs par éléments finis, ceux-ci sont cenfrontés à la solution

exacte du problème d'Eshelby dans le ca.s d'une inclusion ellipsoidale pour un comportement

linéaire newtonien de la matrice et de I'inclusion). On étudie I'influence de la forme de I'inclu-

sion sur la localisation de la vitesse de déformation dans l'inclusion, pow une dureté relative

? : 0.5 (inclusion molle). Les résultats du modèle tangent anisotrope pour deux modes de

déformation (compression axisymétrique et compression plane) ainsi que les résultats des élê

ments finis sont regroupés sur la figure 3.13. Les résultats du modèle tangent sont en bon

accord avec ceux des éléments finis. Par ailleurs, les rêsultats d'Eshelby dans le cas de la

compression a>cisymétrique et de la compression plane coilncident parfaitement pour le cas des

inclusions aplaties (À < 1). Ils ont tendance à s'écarter progressivement lorsque I'inclusion est

plus allongée (À > 1).

A noter que pour des rapports de formes très élevés (inclusion très aplatie ou allongée) les
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résr.rltats d'Eshelby et des éléments finis convergent vers le modèle de Taylor (localisation de

la vitesse de déformation proche de I'unité).

- - - Sohdion d'Eshel by m oomptssion
odsyméhlçn

x x x Solution d'Eshel by m comprcssion

. Elémts finis encomprtssion
axisJmétriqrrc

-r-trr_______S___ 
I

0
? m=1

ww | 2 3
Rapport de forme (éclele togarithnf,que )

Figrrre 3.13 : Infl,uence du rapport de fonne de l'inclusion sur la localisation de la uitesse de

déformation dans I'inclusion. Inclusion newtonienne nxolle (rapport de ri,gidité :0.5) darw

une matri,ce newtonienne.

3,4 Conclusion

Une extension du problème d'Eshelby pour un comportement non linéaire est considérée

dans ce travail. Une inclusion ellipsoidale viscoplastique ast noyée dans une matrice viscoplas-

tique infinie. Les propriétés de I'inclusion et de la matrice sont supposées homogènes.

Une approche tangente anisotrope a été proposée pour l'étude de la localisation de la vitesse

de déformation dans l'inclusion ellipsoidale. Une vitesse de déformation est appliquée à I'infini,

afin de reproduire deux chargements : comprqssion axisymétrique ou compfession plane. On

a étudié I'influence du rapport de rigidité, de la sensibilité à la vitesse de déformation et du

rapport de forme sur la localisation de la vitesse de déformation. Les résultats des différentes

approches analytique, variationelle et par éléments finis, ont été utilisés pour valider notre
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modèle. Les résultats obtenus pa^r l'approctre tangente, concernant la localisation de la vitesse

de déformation dans l'inclusion sont en général en bon accord avec ceux de ces différentes

approches.

Des informations sur la distribution de la vitesse de déformation dans l'inclusion peuvent

être données par la méthode des éléments finis, à la différence de I'approche ta,ngente où la

vitesse de déformation est prise uniforme à I'intérieur de I'inclusion. Compte tenu de ce fait, il

est alors possible de comprendre les faibles différences existantes entre les deux méthodes pour

les faibles sensibilités à la vitesse de déformation. A noter que I'hétérogénéité de la vitesse de

déformation dans l'inclusion augmente quand la sensibilité à la vitesse de déformation tend

vers zéro (comportement parfaitement plastique). On remarque ainsi le rôle de la sensibilité

à la vitesse de déformation sur l'uniformisation du charnp de vitesse de déformation. Cela est

en accord avec les nombreux résultats démontrant le rôle stabilisant de m dans lss problèmes

d'instabilité de l'écoulement viscoplastique. De façon générale, une augmentation de m tend

à uniformiser le charnp des vitesses de déformation.
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Chapitre 4

Modélisations des matériaux

composites viscoplastiques

4.L Modèles différentiels, bibliographie

La méthode difiérentielle permet d'estimer le comportement efiectif d'un matériau compo

site constitué d'inclusions dispersées dans une matrice. Cette méthode a êtê proposée dans

un premier temps par Bruggeman (1935) et développée ensuite par Roscoe (1952). Ultérieure

ment, le schéma différentiel a été appliqué par Boucher (1976) pour estimer le comportement

élastique d'un matériau composite constitué d'inclusions ellipsoidales. Cette approche a per-

mis de retrouver la loi empirique de Archie da',s le cas de la conductivité effective des roches

(Sen, Scala et Cohen (1981)). Cette méthode a été également utilisée par Cleary, Chen & Lee

(1980) et par Norris, Callegari & Sheng (1985). D'autres schémas différentiels basés sur l'ap

proximation des milieu:r diluâs ont été proposés par Norris (1985), Mclaughlin (L977) et par

Zimmerman (1991) dans le cas des milieux poreux. De ces tra'yaux se détactrent deux études

particulièrement intéressantes : l'étude Briottet et at. (1998) et celle de Phan-Tiem & Pha,rr

(2000).

4.1.1 Approche de Briottet et al.

Briottet et al. (1998) ont utilisé le schéma difiérentiel pour caractériser le comportement
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CHAPITRE 4. Modêlicatiow des mat&iaux æmposïtæ viæoplætiques

effectif d'un matériau composite constitué de cavités da,ns une matrice infinie. Willis (1982)

a résolu le problème d'une cavité dans une matrice infinie en utilisarrt I'approximation de.s

milieux dilués et a obtenu ainsi une loi d'interaction de la forme sui'yante :

Ln - Lu : -f Lu, (/ - ^9r)-t

où Ly définit le module de la matri@, Su désigue le tenseur d'Eshelby dépendant des carac-

téristiques de la matrice et de la forme des cavités.

Briottet et aI. se sont appuyés sur cette relation pour définir un schéma difiérentiel capable

de donner le comportement efiectif d'un matériau poreux. Le module Ln(f) décrit le compor-

tement homogénéisé d'tur premier composite constitué d'une matrice infini avec des cavités

de fraction volumique /. On considère ensuite un deuxième composite constitué de la même

matrice, de module L74, contenant une fraction volumique de cavité f + 07; ce deuxième

composite a pour module Ln$ +6f). La méthode difiérentielle permet alors d'estimer le com-

portement homogénéisé du deuxième composite et ceci en ajoutant une fraction volumique 6/

au premier composite. En supposant le module LnU) du premier composite connu, le module

LnU + 6/) du deuxième composite est obtenu a l'aide de l'équation suivarrte :

LnU + 6f) - Ln(f) - - -6!-rr,(/)' (/ - s(/))-'
L -  J

Le facteur fr indique que I'on tient compte de la présence des cavités da.ns le premier com-

posite. Des solutions analytiques pour calculer ̂ 9(/) sont proposées par Mura (1932). Quand
6f - 0 , l'équation différentielle suivante est obtenue :

d. l

fiQ'n@): -fiu.(/) ,(/ - s(/))-'

où la condition initiale est 16(0) - Lu

Briottet et al. s'est particulièrement intéressé à I'influence de la cavité ellipsotdale sur le

comportement viscoplastique de la matrice dans le cas d'un chargement a>cisymétrique.

Une compa,raison entre différents modèles pour des inclusions sphériques montre (fiSrre

4.1.), que la méthode différentielle et le modèle à trois phases donnent des résultats très proches
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CHAPITRE 4. Modêlisztions des matériaux coapooitee viæoplætiquæ

(Gilormini,L992). La figure 4.L montre que le module de cisaillement effectif satisfait les bornes

de Hashin-Shtrikrnan.

f

Figrrre 4.L : Mod,ule d,e cisailleement effætiue en fonction de ta fraction uolumique d,es

mui'tés donné pour différents mod,èIes. V : Voigt 'bome supéri,eure'; R : borne inférùeur d,e

Reuss'1 HS+ : Hashin-shtri,krnan 'bonte supérieur'; HS- : Hashin-shtri,lsman 'bonte

inférieur' ; DS : estimation d,es milietn dilués ; SCT : '2-phase' autocohércnt; SC7 : '7-phase'

Mod'èIe autocohérent ùtrois phases; DiffS : Shéma d,ifférentiel (Briottet et al. (1999)).

4.L.2 Etude de Phan-Tiem & Pham

Phan-Tiem & Pha^rn (2000) ont utilisé le schéma différentiel oo* L*i*", la conductivité

thermique d dans le cas d'un matériau multiphasé. Ce dernier est constitué d'inclusions ellip

soidales de difiérentes formes avec une distribution aléatoire dans la matrice.
pa.ns le ca.s d'un matériau biphasé avec des inclusions ellipsoldales de fraction volumique

/, l'équation différentielle suivante est obtenue :

t . 0

(t o-4

0.o l .oo.8o.6o.4

da
dr

0 i l -01
: - - l r-r 3 L?rAt 0(L - A)

0(0) : g*

qLA+e$+A)
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où 0u définit la conductivité de la matrice de départ, et A caractérise la forme des inclusions.

Da.ns le ca^s limite de supraconductivité (3i - oo), la solution de l'équation différentielle

obtenue se simplifie :

0 :0u(r  _ f ) - t tx

lans le ca.s limite où la conductivité des inclusions est très taible devant celle de la matrice

Gi - o), il vient

0 :|u(L - f)L/(Y-x-z)

où X, Y et Z sont des fonctions de A. Tlois t)rlpes de forme d'inclusions ont été étudiés :

sphérique, allongée et aplatie.

0, 0.r' or o, 
ïJ|E|I 

0.? or 0r il

Figure 4.2 z Coruluctiuité thermique effectiue pour différentes formes d'inclusions :

sphéri,que, ou ellipsoïdale de rapport de forme 5 (aplatie ou allongée) (Phan-Thien et al.

(2000)).

Les deux cas limites, supraconduction et isolant sont reportés sur la figure 4.2 pour le cas

d'une forme sphérique, ou ellipsoidale de rapport de forme 5 (aplatie ou allongée). Ces auteurs

ont montré que, dans le cas de supraconductivité, la conductivité thermique est plus forte pour

des inclusions ellipsoldales aplaties que pour les sphères. Ces résultats sont inversés dans le

tor
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cas des inclusions de très faibles conductivités par rapport à la matrice. L'effet de forme de

I'inclusion est plus prononcé da,ns Ie ca^s de la supraconductivité.

4.2 Modélisation de la rigidité effective du composite par la mâ

thode différentielle

Le schéma différentiel est utilisé da.ns ce travail pour ca,ractériser le comportement effectif

d'un matériau composite constitué d'inclusions dispersées dans une matrice. Les inclusions

sont supposées de formes et d'orientations identiques. La modéIisation considérée dans ce

travail dans le cas d'un composite biphasé est la suivante : la première phase représente la

matrice, I'autre (phase inclusionnaire) est ajoutée incrémentalement de manière à ce que le

matériau ajouté soit toujours en concentration diluée.

4.2.1 Description du schéma différentiel

Nous considérons un matériau composite constitué de deux phases viscoplastiques L et 2.

Le matériau initiat ne contient que la phase 2 avæ un module pz.Unvolume élémentaire de la

matrice de départ est remplacé par des inclusions ellipsoldales de la pha^se 1 de module pt1 et de

fraction volumique dfi. Læ inclusions étarrt diluées dans une matrice infinie, on peut utiliser

la solution du problème d'Eshelby non linéaire du chapitre 3. La méthode différentielle perrnet

d'estimer le comportement du milieu homogénéisé constitué d'une matrice de module p2 avæla

phase inclusionnaire (pt , df ù. L'étape suivarrte consiste à ajouter dans cette nouvelle matrice

de module Fqr ( dfi) des inclusions de la même phase 1 en proportion dfi. On continue ces

itérations jusqu'à ce que la phase 1 représentent la fraction volumique désfuée. En continuant

jusqu'a I'infini, la matrice d'origine sera complètement remplacée et le matériau a alors pour

module celui de la phase ajoutée h.kschéma du processus itératif de la méthode différentielle

est présenté sur la figure 4.3.
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Matéiau2, 14

Nouvelle matrice

Problème inclusion matrice

itération

Figure 4.3 : Processus i,tératif de la méthode di,fférentielle.

4.2.2 Flaction volumique d'inclusion ajoutée

A chaque étape du calcul, une fraction volumique dfi de la matrice actuelle est remplacée

pax des inclusions ellipsoidales de Ia phase 1. La fraction volumique d'inclusions / est alors

augmentée par df qui est égale à la fraction volumique d'inclusion ajoutée dfi moins la fraction

volumique d'inclusions enlevée f .dh:

df :dfi- f.dft

Matériau I, p,

dr:$-r)dr, (4.2)

En intégrant l'équation (4.2),la concentration d'inclusion ajoutee après chaque itération vaut

alors :

f : l -e -h

(4.1)
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avec fi :Ed,ft,la fraction volumique d'inclusion ajoutée pendant tout le processutr itératif de

la méthode difiérentielle.

Milton (1984) a montré que ("f : 1) est atteint pour un nombre infini d'incrément, c-ard

lorsque h - oo, ce résultat est directement visible à partir de la relation (4.3). En effet
que "f 

: 1 , corespond à une concentration en inclusion égale à,lO0%.

4.2.3 Equation différentielle vérifiée par le module p

4.2.3.1 Prélirninaires

Dans le cas d'un composite biphasé, les deux phases représentent respectivement, une

inclusion ellipsoidale (phase 1) de module p,r, une matrice (phase 2) de module pu. Læ

comportements de la matrice 2 et de la phase inclusionnaire l- sont donnés par :

U:* t ,  (n )ec i : I ,M

Les modules viscoplastiques sont représentés par une loi puissance de la forme :

o:#,

ua/D"ù:l*.,, (o=)*'

avec i :  I ,M

(4.4)

(4.5)

(4.6)

le1 et leva sont respectivement les rigidités de I'inclusion et de la matricei rnl et rn,1a, sont

les sensibilités à la vitesse de déformation des deruc phases.

Iæ comportement des deux phases étant isotrope, et les inclusions étant supposées distri-

buées de façon isotrope, le milieu homogénéisé a alors u: comportement isotrope donné par

la relation suiva.nte :

Il est légitime de penser que le milieu homogénéisé a un comportement viscoplastique, pouvant

être approximé pax une loi puissance. Le module viscoplastique du rnilieu homogénéisé vaut

alors :

(4.7)

k.ll, m représentent respectivement, la rigidité et la sen^sibilité à la vitesse de déformation

du milieu homogénéisé. Ces deux quantités varient sont ajustées continument du processus
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associé à la méthode difiérentielle. Do est une vitqsse de déformation de référence donnée.

Les quantitb 4q et Deq représentent respectivement, la vitesse de déformation équivalente

dans les deux phases et dans le milieu homogénéisé :

di.c: i : I ,M (4.8)

(4.e)

Pour une vitesse de déformation macroscopique appliquée D, une linéarisation tangente,

autour de D, est proposée pour le comportement du milieu homogénéisé donné par ( .O). Ainsi

le comportement tangent du milieu homogénéisé est donné par :

D* * 4t@): D* *^S"(A)

avec

^9'(2) :2p"t(D"o)D - 4to(Q): D

Le module tangent du milieu homogénéisé est défini par :

(4.10)

(4.11)

(4.12)

La méthode différentielle proposée dans ce pa^ragraphe est basée sur l'approche tangente
développée dans le chapitre 3 pour résoudre le problème d'une inclwion ellipsoidale noyée
dans une matrice infinie. Le module tangent 4to of fonction du module viscoplasti1ve peî.

de la matrice homogénéisée.

4.2.3.2 Procédure incrémentale

Nous supposons que le comportement de la matrice Ut, Ua/f) ) est connu à I'incrément
considéré. Iæ comportement est donné par :

S(f i ,  D) :2F"tt( f t ,  D)D

Ailir,(D): 
&r.,,1f,t*- 

L)D;iD,t* (D"af x,io,]

(4.13)

Remarquons qu'initialement ceci est vérifié puisque le matériau est homogène, avec F"1/h:

'ga,a,

P.a: tl|Dn,on,
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0):  t rz(D).

A draque étape de la méthode différentielle on remplace un volume élémentaire de fraction

volnmique dfi de la matrice actuelle pax des inclusions ellipsoidales de phase I.

Notons h : Edh la somme des fractions volumiques enlevées jtrsqu'à l'étape actuelle. On

calcule la vitesse de déformation dI dans les inclusions I introduites dans la matrice de module

p.rtffù, en utilisant la loi d'interaction suivarrte ( vatable en milieu diluée, les interactions

étant négligées entre les inclusions) :

l I@l) - s(h,p): (!ntfr,D) - gu'(/,,p)) ,@ - p) (4.r4)

La présence du tenseur d'interaction Ptg-, Ut, D) prend en compte la forme des inclusions.

L'équation (4.L4) permet d'obtenir la vitesse de déformation dans l'inclusion / à chaque

étape.

La contrainte macroscopique à l'étape h * dfi est obtenue sa utrilisant la relation (g) :

,S :

Â(/r + dh, D): (1 - dilSjr,d\ + afr.e'(d) (4.15)

D'après la relation (4.6), le comportement du composite à l'étape .fl + dfi peut être exprimé
pax :

€(/t + dh,D) :2u"rr(f, + dfi,D)D (4.16)

La relation @l : D permet de relier le.s vitesses de déformation / dans une inclusion I et d,M

dans la matrice à la vitesse de déformation macroscopique D :

D : dh.{ + (1 - d,fù.dM @.LT)

Les équations (4.4), (4.13), (4.15) et ( .lZ) conduisent alors à :

s(/t + dfù :Zp"r/fr,d*)@ - dfrd) + dfi.2p,,(ûd (4.18)

La combinaison de (4.16) et (4.18) fournit alors :

2pqrj, + dfL, D)D : 2ry"t/f1d\(D- d,hd) + dfi.21r,Q{)41 (4.19)
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dp.ttD: dhlpr@) - p.rrÎt,dM)) d (4.20)

dpqr : p"rr(h + dfL, D) - p"rr(h,dM)

En contractant la relation (4.20) par le tenseur D , on obtient :

(4.21)

,.d+"rr : drrft1, lp,@) - F"t/h,d*)l d' o

La condition initiale est p,.17(f - 0) : pz(D). La fraction volumique d'inclusion / est donnée
par la relation (4.3). p"f /fi,d!) peut se calculer en notant que :

(4.22)

F.rr(h, D) 1 o*1'-^ r
\4) 

:r

k.rri) : Bt .tr(fr,n, (#)'-^

où Ds est une vitesse de déformation de référence.

4.2.4 Résultats et discussions

(4.23)

Pour une vitesse de déformation appliquée D,Iavitesse de déformation dans I'inclusion à
l'étape fi est solution de l'équation non linéaire (4.I4) (résolue par la méthode de Newton-

Raphson), dans laquelre 4s(h, D) et P:r'Ur, D) sont fonction du module F.r/h, D) catculé
à l'étape précédente. L'équation @.22) permet de calculer dp"tt et ensuite F.rr(fi + dh,D)
qui correspond au module efiectif du milieu homogénéisé.

La rigidité effective est donnée pa,r :

(4.24)

Dans ce pa,ragraphe, nous étudions I'influence de la sensibilité à ta vitesse de déformation
m sur la rigidité effective k.71 du milieu homogénéisé en fonction de la fraction volumique
d'inclusions ajoutée et pour différents rapports de rigidité rl. La sensibilité à la vitesse de
déforrnation rn est identique dans les deux phases et égale à celle du milieu homogénéisé
(*: mt : rnz).

Nous nous limitons ici au cas de la compression axisymétrique. L'inclusion de section ellip
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soidale de révolution située dans une matrice est sollicitée à l'infini en compression a>cisymê
trique. Le tenseur des vitesses de déformation D appliqué à l''infini est de la forme :

D :Do .1, j,)(l (4.25)

On considère un repère cartésien (Orr,nz,q).L'inclusion I est un ellipsoide de révolu-
tion autour de Ox1, dont les axes coihcident avec les directions principales de la sollicitation
imposée à I'infini (fig. a.q.

>  0 . 5 D 0 lo'
1r

/
0 . 5 D 0

i-> 
0.5 D r

o.r ,  o/  
'

Figure 4.4 z Schémas d'orientation pour une inclusion (a) aplatie et (b) allongêe d,ans un
repère mriésien (Orr,tz,fis). Une compression a>cisymétrique suivant la direction Or1 est

appliquée.

4.2.4.1 Effet de la sensibilité à ta vitesse de déformation

Les figures (4.5 - 4.8) montrent les variations de lc.71du milieu homogénéisé en fonction
de la fraction volumique d'inclwions (sphériques, À-1)/ pour d.ifférentes duretés (n : fr),
et pour différentes valeurs de m.

ï'
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Inclusion molle r l  = 0.001

keff

0'80'6014012
f

Figure 4.5 : Variation d,e Ia rigid,ité effectiue en fonction de Ia lraction aolum,ique

d'inchrcions de rapport d,e rigidité ? : 0.001, pour différentes sensibilités à la ui,tesse d,e

d,éformation.

I

019

0 '8
ke r r

0r7

0 '6

0 ' 5

Inc lus ion  m o l l e  r l  =  0 .5

':ï:o\
""ù

0 1 4 0 '8

f

Figure 4.6 z Variation de la rigid:i,té effectiue en fonction de Ia fraction uolumique

d'inclusions de rapport, de rigidité rl:0.5, pour différentes sensibitités à la ui,tesse.

012 0 1 6
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1 r 5

l14

1 1 3
kc f f

t12

1 ' 1

aooo'

oooo"
co ^aô

c
c

cê

^."9
l n c l u s i o n d u r e l  = 1 . 5

0 ' t0 '6014012

f

Figrrre 4.7 z Vari,ation de Ia rigidité effectiue en lonction d,e Ia fraction uolumique

d,'inclusions d,e rapport, de rigid,ité n : L.5, pour différentes sensibilités à la vitesse d,e

d,éformation.

f

Figure 4.8 z Vari'ation de Ia rigidité effectiue en fonction de ta fmction aolulnique

d"'inchrcions d,e rappor-t de rigidité q :2.0, pour d,ifrérentes sensibitités ù la ui,tesse.

InclusiondurcI =2

r 0 .

. . - . .  . .  0 .1

x 0.5

_ 0.E
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Les résultats de I'approche tangente (Chapitre 3) ont montré que la localisation de la vitesse

de déformation, dans le cas d'une inclusion molle est beaucoup moins influencée par m que

dans le cas d'une inclusion dure. Dans le cas linéaire (m-1) la localisation de la vitesse de

déformation tend vers le modèle de Taylor. Ceci montre I'efiet de la sensibilité à la vitesse

de déformation sur la localisation de la vitesse de déformation dont dépend l'évolution de la

rigidité effective.

Les résultats sont présentés dans le cas de la compression æcisymétrique pour des inclusions

sphériques. La rigidité effective k.11 est fortement influencée par la sensibiÏté à la vitesse de

déformation rn dans le cas des inclusions dures (voir fig.4.T ou fig. a.q. lens le ca.s des

inclnsions molles, I'efiet de rn est plus faible (voir fig.4.5 ou fig. a.q. Ainsi lorsque m décroit

de 1 à 0 la rigidité effective augmente dans le ca.s des inclusions dures, et diminue lorsque les

inclusions sont mollqs.

En conclusion, nous avons étab[ dans cette section une méthode difiérentielle permettant

de calculer la rigidité efiective d'un matériau biphasé constitué de deux phases viscoplastiques

de même sensibilité à la vitesse de déformation. Le cas de sensibilités à la vitesse de déforma-

tion différentes dans les deux phases peut être abordé par la méthode difiérentielle puisque

I'approche tangente développée dans le chapitre 3 le permet. Le but du paragraphe suirmnt

est de proposer une méthode théorique pour calculer la sensibilité à la vitesse de déformation

effective qui peut être intégrée ensuite dans la méthode différentielle.

4.3 Modélisation de la sensibilité à la vitesse de déformation effec-

tive du composite

De nombreux alliages sont multiphasés (pha.ses e + P + 7...). La sensibilité à la vitesse de

déformation présente une variation significative d'une phase à I'autre. tr est alors important

de connaltre la sensibilité à la vitesse de déformation du mélange.
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Quand le coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation n'est pas identique dans les

deux phasas, il peut être, en première approximation de considérer une sensibilité effective du

composite donnée pax une loi des mélanges :

rfl: ftmt * fzmz (4.26)

Plusieurs auteurs ont utilisé cette relation simple (4.26); nota,mment Par}s (1991), Toth

et af. (1994).

Cette partie est consacrée à un développement théorique permettant de calculer la sensibi-

lité à la vitesse de déformation eftective m. A cet efiet, deruc types de chargement, en vitesse

de déformation et en contrainte sont considérés.

4.3.1 Préliminaires

On considère un matériau composite dont les deux phases sont isotropes et incompressibles

(phase l, fi et pha.se 2, fz).Iæ comportement de chaque phase est défini pax une loi puissance

viscoplastique de type Norton Hoff suivantes :

a

ar : ftr(Ï)*'
eo

a
Fa

02 :  h ( : ) ^ ,
eo

à'Yêc o1, 02 r€sp€ctivement les contraintes dans les deux phases ; /c1 et /c2 représente les rigidités

des deux phases. Ëoest une vitesse de déformation de référence. Les deruc sensibilitfu à la vitesse

de déformation rn1 et m2 sont supposées constantes.

On suppose que lorsque le comportement des deux phases est isotrope viscoplastique, le

composite a alors un comportement isotrope qui peut s'écrire sous la forme suivante :

(4.27)

(4.28)

(4.2s)

déformation et la rigidité du

la contrainte o et la vitesse de

?
o:  k ( * ) *

€o

où m et ft sont, respectivement la sensibilité à la vitesse de

composite. Pour simplifier les équations de cette modélisation,
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déformation Ë ne sont pas prises sous forme tensorielle ou équivalente. Corrme le matériau est

isotrope et que les deux types de chargement considérés sont la compression a>cisymétrique

et compression plane, il est possible d'utilisé seulement la composante majeur de ces deux

tenseurs. Un terme correctif intervient au niveau de la rigidité par rapport à une formulation

en vitesse et contrainte équivalente en von mises, mais est sa^ns influence sur le développement

théorique. On suppose également que les a>ces principaux de déformation et de la contrainte

coincident avec les æces géométriques des inclusions.

4.3.2 Lois de localisation

Iæ matériau composite est constitué de deux phases dont le comportement est donné par

les relations (4.27-4.28). La vitesse de déformation du composite est fonction de la vitesse de

déformation dans les deux phases :

ê: frE, +fzE,

où fi et /2 sont les fractions volumiques des phases L et 2 :

(4.30)

h* f2 :1 (4.31)

La déformation locale dans la phase L peut s'erçrimer en fonction de la vitesse de déformation

dans le composite sous la forme suirmnte :

a a
€ L : r € (4.32)

où r est un scalaire appelé, facteur de localisation de déformation dans la phase 1. En utilisant

(4.30) et (4.32),la relation 6s lssa.lisation dans la pha^se 2 est donnée par :

(4.33)

La contrainte macroscopique dans le composite est la raleur moyenne de la contrainte dans

les deuc phases :

o:  f tot l  fzoz

.  1 - f ' r l .
ez :Êe
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La contrainte locale dans la phase I peut s'exprimer en fonction de la contrainte dans le

composite sous la forme suivante :

o t :  to

où t est un scalaire nornmé facteur de censentration des contraintes dans la

utilisa.nt (4.34) et (4.35), il vient :
r- rftor:To

4.3.3 Contrôle en vitesse

a l a
e : d e

Dans le ca^s où, la vitesse de déformation est imposée aux frontières du composite, la

contrainte est donnée par (4.34). En substituant dans cette relation, les lois de comportement

(4.27-4.29) on obtient :
a a a
F Ê t Ê n

k(;)* : /rkr(i)^' * fzkz(-)*, (4.37)
€6 eo €o

Afin de déterminer m, on réalise un saut de vitesse de déformation de faible a,mplitude. Ainsi,

la nouvelle vitesse de déformation macroscopique appliquée est multipliée pax un facteur o

proche de L (a = 1) '

. l a
€1: Q €1 et E'z: o Ez

(4.35)

phase l. En

(4.36)

(4.38)

(4.3e)

(4.40)

Puisque le saut de vitesse est faible, on suppose que les nouvelles vitesses de déformation dans

les deux pha.ses suivent la même relation :

En substituant (4.3&4.39) dans (4.37), il vient :

7?.;"
ko^(|)^ - ftkta^,(+)-' * fzhaw (?)*,

eo eo €o

Le développement au premier ordre des fonctions a4 donne :

em:1+m(o- l )
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ent :1 t rn1(a - 1) (4.4I)

dw : l+m2(a -L )

La combinaison de (a.37),(4.4L) et (4.40), pennet de définir m de la façon suiryante :

fft.rr,t(l)*' + frnr*r(ï)*'
m:

frkr(*)*'t f2k2(!)^z

En introduisant le facteur 6" lesalisation de déformation r, l'équation

relation suivante :
hktmt * fzkzmzî' 

f&t t fzkzR
avec:

(4.42)

(4.42) conduit à la

(4.43)

(4.16)

m s'écrit

(4.44)

On peut remarquer que la sensibilité à la vitesse de déformation m est fonction de la vitesse

de déformation appliquée.

Dans le cas du modèle de Taylor, les vitesses de déformation sont identiques da^ns chaque

phase et égale à la vitesse de déformation macroscopique :

a a a
Ê t :  t r a :  Ê

v a (4.45)

ftkrmt * fzkzmz(!)*z-*'
f f i : -  (4 .47)

hh * f2le2(!)'a-^r

Darn le cas (rn1 : *z),les relations (4.43) et @.A7) donnent m:rrrl - 11,2.

Ce qui donne :

f : L

lans ce ca.s, la relation donnant la sensibilité à la vitesse de déformation efiectirre

simplement :
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4.3.4 Contrôle en contrainte

Dans cette partie, nous supposons que la contrainte est imposée alD( frontières. La relation

(4.30) est écrite en terme des contraintes, via les lois de comportement (4.27-4.29). Il vient

alors :

(;)':o(fr) * *,,G)*
On applique un faible saut de contrainte sur la contrainte macroscopique :

(4.4e)

(4.48)

(4.50)

et on suppose que la contrainte dans chaque phase va être évaluer de la même manière, d'où :

o t : d o

o\:  aot  et  oL:  aoz

A I'aide de (4.49), (4.50) et (4.48), on obtient :

. À  ,  . J -

"r (i); : y,o# (fi) 
^' + y,o# (H^'

Puisque o est proche de l, la fonction a* est développée au 1"" ordre :

o*: t+1(o- t )' r n '

oh:r+f1a-ry
tTLl'

o#:r+l1o-11
rn2 '

Ceci permet d'enprimer m de la façon sui'uante :

n (r)+

(4.51)

1
rn

-  r  \ l -  -  /  \ l -

# (it)^'*#l#)^'

(4.52)

(4.53)
* n(æ)+
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En introduisant le facteur de concentration de contrainte t, on obtient la relation suivante :

-t lt t -tzr
L  n t ,  '  m D '- : -
rn fr* fzT

(4.54)

avec :

,: ( '; !\ - f:)-#'(+-+) (4bb)-  
\ fzkz)  \ * ' /

A noter que m dépend de la contrainte appliquée.

Pour le cas particulier du modèle statique, la contrainte est supposée homogène dans chaque

pha.se :

o1 :62 :6  (4 .56 )

ce qui fait que :

(4.57)

La relation (1.54) devient :

(4.58)

t :7

J-

L + L:4."(+-+)
!  _* '  

^ ,6-

rn  .#"t '  h+ f2Çr(#-+)
k^2

Dans le cas où de sensibilité à la vitesse de déformation est identique dans les deux pha.ses

(*r: m2),1æ relations (4.54) et (4.5S) donnent n1,:'rr;:- - rrù2.

4.3.5 Sensibilité à la vitesse de déformation effective en utilisant la méthode

différentielle

L'interaction inclusion-matrice est traitée au travers du modèle tangent. Après avoir résolu

le problème inclusion-matrice pour chaque étape de la méthode différentielle par I'interm6

diaire de I'approche tangente, les facteurs de localisation de déformation r et de contrainte t

da^ns la phase 1 (phase inclusionnaire) sont alors connus. Ainsi, la sensibilité à la vitesse de

déformation effective rn peut être obtenue soit pa,r (a. B) ou (4.b4).

Le schéma différentiel est initialisé en prenant pour valeur initiate de m et k, ceux de la
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matrice de départ (phase 2) :

TfLoç4: Tll'2

leou: kz

A l'étape suivante la matrice possède le comportement du milieu homogénéisé. Au fur et
à mesure des étapes les valeurs effectives de m et k évoluent. Les équations suivantes sont
utilisees pour calculer la nouvelle valeur m du milieu homogénéisé à chaque étape de la méthode

différentielle :

i - contrôle en vitæse de déforsration (eq.(a. 3)) :

_rE', hlctmt * fzkaamouRTTL :W

avec :

p: (! -f' ')^"'o ( E 
\^",o-rn,

fi"t"'^' 
t;"'

ii - contrôle en contrainte (eq.(a.5\) :

(4.5e)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

avec :

L #+hr: -
rnr*u h * fzT

r: (r- frt ' \# / t \-- -r*-+)' :  
\M)  \E; /  

Ç\m"d

On peut distinguer deux approches, celles où la pha^se 1 ou 2 est ajoutée. En effet le rôle
des deux phases est symétrique. La matrice de depart de la méthode différentielle peut donc
étre soit de la phase I ou de la phase 2. Les deux facteurs de localisation de la vitesse de
déformation r et de localisation de contraintes t sont calculés à chaque étape de la méthode
différentielle.
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4.4 Applications

4.4.! Application sur I'alliage de Titane; TA5E

4.4.1.1 Données expêrimentales

La plupart des alliages de titane sont forgés dans un domaine biphasé (a+ 0. Les alliages
de Titane TAOV, CEZ etTi6246 ne présentent pa.s de domaine monophasé o. L'alliage TA5E
possède quand à lui, trois domaines de phases et apparaît de ce fait comme I'alliage modèle
pour tester difiérents modèles d'homogénéisation.

Audrerie et at. (1992) étudient l'alli6,gs de Titane TASE qui contient 4.9% d,N et 2.58% de
Sn. Grâce à plusieurs traitements thermiques, ces auteurs ont déterminé les températures de
transition d'un domaine monopha.sé à un domaine biphasé de l'ailiags TA5E . La température
de transition du domaine monophasé o au domaine bipha^sé (a + 0 est voisine de g40"C. La
température de passage du domaine bipha^sé au domaine monophasê B se situe aux environs
de 1000'C.

Dans le domaine biphasé (a + 0 à une température de 980"C, la fraction volumique des
deruc phases est :

fo : fp :0 .5

Les lois de comportement des deux phases extrapolées à la température de g80.C peuvent

étre représentées pa.r les lois suiva.ntes :

Par analyse d'images, ces auteurs ont pu déterminer le coefficient de localisation à la tempê
rature de 980oC, dans les deuc phases :

oo : 267.5(3;o'zs

op :76.7(è)0'23

E.:0.258

Zp: L.7s è

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

-E6 -



CHAPITRE 4. ModéIiætions de.e matâJattx cvllapæitæ viwplætiques

4.4.L.2 Résultats et discussions

En disposant des rigidités, sensibilités à la vitesse de déformation, fraction volumique et
la localisation de la vitesse de déformation des deux phases, I'approche analytique proposée

da.ns ce travail permet de calculer mviales relations (4.43) et @.5!. La méthode différentielle

e.st utilisée dans le cas où la phase o est inclusionnaire et aussi da.ns le cas où la phase

0 æt inlusionnaire. Les résultats de la méthode difiérentielle sont confrontés aux résultats
expérimentaux et arD( approches Taylor et statique.

Approches m macroscoprque

Modèle de Tbylor 0.29
Contrôle de la vitesse 0.27
Méthode différentielle (Inclusion molle) 0.249
Méthode différentielle (Inclusion dure) 0.2M
Contrôle de la contrainte 0.236
Modèle statique 0.23
Expérience 0.22

Tableau 4.1 : Valeurs de la sensibilité à la vitesse de déformation m pour une vitese de
déformation de 1s-1, prévus par les différents modèles.

Les deux modèles statique et Taylor encadrent bien les résultats donnés par les rela,
tions (4.43) et (a.54) ainsi que ceuc donnés par la méthode différentielle et en contrôlant
la contrainte. Notons que las valeurs de m obtenue en contrôlant la contrainte se rapproche
de la valeur de I'approche statique, tandis que la valeur de m obtenue en contrôlant la vi-
tesse de déformation (relation (4.43)) se rapproche de l'approche de Taylor. Les approches en
contrÔlant la contrainte et statique donnent le meilleur accord avec I'ocpérience. Il reste à v&
rifier si la valeur expérimentale de m soun estime I'approche statique également pour d'autres
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compositions de I'alliage TA5E.

4.4.2 Application au matériau polycristallin biphasé Camphor * OCP

Iæs matériaux géologrques sont souvent multiphasés. Il est alors difficile d'appréhender le

comportement global à partir des propriétés des constituants.

Dans cette partie, la méthode différentielle développée dans la section 4.2 æt utilisée pour

étudier l'évolution de la sensibilité à la vitesse de déformation effective m du mélange Ca,mphor

+ OCP pour difiérentes compositions de ce mélange en appliquarrt les difiérents modèles

discutés dans la section 4.3.

4.4.2.1, Données expérirnentales

gnTl
tu|n

f] ocp

! caratnrH
75%æ2596 oCP.'ffiwffiffi

lgfioO{;r- 39*. s9* 79qo

Figure 4.9 z Différentes compositions du méIange OCP-Canryhor.

Bons et Urai (1994) ont réalisé une étude expérimentale sur un matériau biphasé constitué

de Ca,mphor et d'octachloropropane (fig 4.9). Les essais ont été réalisés sur un édrantillon

cylindrique Ca,mphor*OCP dans un appareil miniaturisé à gaa sorffi compression; la pression

hydrostatique constante vaut 0.6 MPa. La taille des grains da,ns chaque phase est de I'ordre

de 2s50 p,m. La contrainte de compression varie de 0.1 à 1.2 MPa et la vitesse de déforma"

tion induite a été mesurée. Les lois de comportement de OCP+Ca,mphor ainsi obtenues sont
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représentées pax les relations suivantes :

oocp: 3.09(;)0'"2 (4.67)

ocomphor:30.04(;)o'303 (4.68)

Les résultats e>cpérimentaux sont présentés sur la figure 4.10, par des droites linéaires

en tog@) - Iog(E), pour difiérentes vitesses de déformations comprises entre L0-3 1s-1 et

10-61s-1 , pow difiérentes compositions du biphasé Camphor-OCP.

log strain rate

Figure 4.LO : Courbe æntrainte-vitesse de déformation pour d,ffirentes æmpositioræ du

méIange Carnphor-OCP, Boræ et Urni (199D .

La sensibilité à la vitesse de déformation m est obtenue en mesurant la pente des courbes

tog(o) - tog!). L'ordonné à l'origine de ces courbes permet d'obtenir la rigidité k. Iæs deux

quantités m, k sont données respectivement avec une incertitude Am et A,t (Bons et Urai
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(1994)) sont regroupés dans le tableau suivant.

% OCP m k

0 0.303 + 0.03 30.04+2

20 0.232 + 0.03 9.68 + 2

40 0.222 + 0.03 7.72 +2

60 0.196 + 0.03 3.83 + 2

80 0.2L2 + 0.03 3.52 +2

100 0.222 + 0.03 3.09 + 2

4.4.2.2 Résultats et discussions

Les données expérimentales que nous avons recueillies pour difiérentes compositions du

mélange Comphor-OCP, nous permettent de calculer la sensibilité à la vitesse de déformation

effective m à I'aide des difiérents modèles. Les figures 4.lL - 4.13 montrent l'évolution de m

avec la fraction volumique du Camphor.

Sur la figure 4.11, les résultats obtemrs par les bornes supérieure (Taylor) et inférieure (sta-

tique) en utilisant les relations (4.47) et (4.58), seront comparés avec la solution intermédiaire

représenté par la loi de mélange (Eq.(a.26)). Nous reportons également les résultats erçéri-

mentaux pour une valeur de sensibilité à la vitesse de déformation de OCP égale à 0.22. La
variation de m donnée par l'expérience est complexe : m décroit jusqu à "f 

: 0.4. On remaxque
que ces résultats viole les deux bornes Taylor et statique pour .f :0.2,0.4. On peut constater
que la méthode statique fournit la meilleure corrélation avec les résultats expérimentaux.

L'influence de la vitesse de déformation appliquée sur les résultats obtenus par les deux

approches Taylor et statique est représentée sur la figure 4.12. C-ctte influence est faible dans

le cas de l'approctre de Taylor et nulle da,ns le cas de I'approche statique.
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-+Taylor

+ Statique
-çLoi de mélange

0 0r1 0r2 0r3 or4 0,5 016 or7 OrE 0rg 1

Fraction volumique du Camphotrf2

Figure 4.LL : Comparaison des resultats donnés par le.s deux approches statique et de

Taylor, avec ceux donnés par les lois de melanges.

o r t rrÉA
q ) € )
ç À >
8ç
Ë È
ct c)

, C 6

iËË
Eé
t tta
;i \(D

ù6É

.E 0,31

Ë ope

E,O"
Ë Ë *

f"oæ
Ë opr

E ore

I \ i lodèfc de -- - - - . , . . . ' . . r t r . . . ' . " '

;ffi* 
l- :::::::::''t'it'-:":1:''L'lt'='''z'iiiiiii?i2itii"'i"";ittt'tt"'r"'t""'

..";:-'1".'i::"".'i'7"':':
--"-117;1'-"

:i"iji:::"i-:i::>' viæssededéformûm
;!"
" coNrprlscenbe l0é - 10{

. . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . t t . .  . t . . - - - - . - . . - - - . . .

)
Itfiodèb -

Strdque

0A 0,6

Fbaction volumique du Canrphor, f2

Figure 4.12 :Effet de la vitesse de déformation sur les résultats donnés par les deux

approctres statique et de Taylor.
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014

0,35

0r25

012

0,15

Fraction volumique du Camphor, f2

Figure 4.I-3 :Comparaison des résultats de la méthode différentielle avec cerD( de

I'expérience.

La figure 4.13 regroupe les résultats des deux approches de Taylor et statique ainsi que de la

méthode difiérentielle en contrôla.nt la vitesse de déformation et en contrôlant la contrainte. Les

tests sont 16a.lisés pour les deux configurations possibles : phase dure inclusionnaire et phase

molle inclusionnnaire. Les résultats seront confrontés aux résultats ocpérimentaux, reportés

avec une certaine incertitude. La valeur de sensibilité à la vitesse de déformation de la phase

molle OCP est prise égale à0.2I, pour pouvoir encadrer au mieux les résultats erpérimentaux

par les detrx approches Taylor et statique. Nous vérifions que la solution donnée par la méthode

différentielle est comprise entre les bornes statique et Taylor.

En comparant les difiérentes approches avec l'oçérience, on constate que le meilleur ac-

cord est obtenu par l'approche statique pour les faibles fractions volumiques. Cette approche

donnarrt une valeur constante de la sensibilité à la vitesse de déformation proche de celle de

la phase molle OCP.
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L'allure de la courbe obtenue pax la méthode différentielle et en contrôlant la contrainte

est similaire à celle donnee par I'expérience. On peut remarquer que la méthode différen-

tielle fournit des résultats plus raisonnables que I'approche statique pour les grandes fractions

volumique de la phase dure (Camphor).
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Conclusion générale

Nous avons utilisé une approche tangente anisotrope pour des matériarur viscoplastiques,

dans le but d'ocarniner la localisation de la vitesse de déformation dans une inclusion. La

déformation a été supposée homogène dans I'inclusion, même si, dans le cas d'un comportement

non linéaire, la vitesse de déformation dans I'inclusion est non homogène.

Nous avons abordé le cas d'un matériau viscoplastique contenant une inclusion cylindrique

de section elliptique (déformation plane) ou une inclusion ellipsoidale de révolution (déforma-

tion alrisymétrique). Nous avons confronté les resultats de I'approche tangente aux différentes

méthodes : analytique, variationnelle et éléments finis. Les principaux résultats sont :
- La localisation de la vitesse de déformation dans I'inclusion est influencée par le caractère

non linéaire du matériau. Cet efiet est plus prononcé quand l'écart de dureté avec la matrice

est important. L'influence e.st néanmoins plus taible pour une inclusion molle que pour une
inclusion dure.

- Plus le coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation est faible, plus la localisation

de la vitesse de déformation dars une inclusion molle est importante et plus la localisation de
la vitqsse de déformation dans une inclusion dure est faible.

- Existence d'une valeur critique du rapport de rigidité pour une inclusion parfaitement

plastique dans une matrice linéaire ou non linéaire.
- Lorsque les inclusions sont infiniment aplaties ou allongées, elles se déforment comme la

matrice (modèle de Taylor)

- Les inclusions parfaitement plastiques dans une matrice linéaire ou non linéaire, de forme

très allongée ou très aplatie restent déforrrables jusqu'6, des valeurs élevées du rapport de
rigidité. Pa,r contre les inclusions globulaires deviennent indéformables pour des rapports de
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rigidité plus faibles.

- tr6lssalisation de la vitesse de déformation d'une inclusion viscoplastique dans une matrice

infinie viscoplastique est mieux représentee par l'approche tangente que par les approches

sécantes.

- Le cas de différents coefficients de sensibilité à la vitesse de déformation de la matrice

et de I'inclusion est considéré dans ce travail. L'approche tangente donne des résultats très

satisfaisants.

La méthode différentielle est abordée dans ce travail pour estimer le comportement effectif

d'un matériaux compo.site constitué d'inclusions viscoplastiques dispersées dans une matrice

viscopla.stique. L'originafiÉ de cette partie réside essentiellement dans I'introduction d,un

calcul de localisation par l'approche tangente (avec un module tangent anisotrope).

Nous avons abordé la question de l'influence de la sensibilité à la vitesse de déformation

(prise identique dans les deux phases) sur la rigidité effective du composite. La rigidité effective

est fortement influencée par la sensibilité à la vitesse de déformation. Ainsi lorsque m décroit,
la rigidité effective augmente dars le cas des inclusions dures, et diminue lorsque les inclusions

sont molles.

Dans le cas où le coefficient de la sensibitité à la vitesse de déformation n'est pas identiqrte

da.ns les deux phases, nous avons proposé une modéIisation pour le calcul de la sensibilité à
la vitesse de déformation effective d'un composite. Deux relations qui correspondent à deux
types de ctrargements ont été obtenues : contrôle en vitesse de déformation (4.48), contrôle en
contrainte (4.54). Les deux cas limites qui correspondent auc deurc bornes Tbylor et statique
sont donnés par les relations (4.47) et (a.58) respectivement. pans la méthode différentielle,
la sensibilité à la vitesse de déformation est calculée par les relations (4.b9) et (4.61), selon
que I'une ou I'autre phase est prise comme matrice.
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En applications, nous avonn évalué la sensibilité à la vitesse de déformation effective pour

deux matériaux biphasés.

- Titane TA5E

- Ca,mphor-octhacloropropane

Les principaux résultats sont le.s suivants :

- Les deux approches Taylor et statique encadrent bien les résultats théoriques obtenus

en contrôlant la contrainte et la vitesse de déformation et également ceux de la méthode

différentielle.

- Les résultats obtenus en contrôlant la contrainte sont plus proches du modèle statique.

Ceux obtemrs en contrôlant la vitssse de déformation se rapproche du modèle de Taylor.
- Nous avons comparé les difiérentes approches avec l'expérience. Nous avons constaté qu'un

meilleur accord peut être obtenu par l'approctre statique pour les taibles fractions volumiques.

Cette approctre donne une valeur consta.nte qui correspond à la sensibilité à la vitesse de

déformation de la phase molle. Mais I'allure obtenue pa.r la méthode difiérentielle (en contrôle

de contrainte) est similaire à celle dorurée par I'expérience. On peut conclure que la méthode

différentielle fournit des résultats plus raisonnables que I'approche statique.
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Annexe A : Calcul des tenseurs

dtinteraction

Le calcul des coefficients P;iis et Tii*t se fait de la même façon que dans le cas élastique

traité par Faiwe (1971), Tiem et al. (1986) and Berveiller et aI. (1987). On calcule d'abord

les termes Ttin que I'on symétrise ensuite pour obtenir læ \i*t

rlfo,: +, I" lr,Gi!o,r@- i)drsd,s (A-1)

La transformée de Flourier de la fonction de Green s'écrit :

Gff ftl : I cne) exp(-ift.y)d,rs
JRS

La transformée de fourier inverse est donnée par :

c'fo@) : 
# |."eiXg 

exp(ift.y)d,ks

En injectant cette dernière relation dans (A-1), on obtient :

rlfo, : -# 
I* l; l^,n,n,Gtfoexp(ik(y- t:))dsk)drsd,s (A-2)

Les transformations de Fourier Gtf^ et nfi aæ fonction de Green sont solutions du système

d'équations suivant qui résulte de la transformation de Fourier du système (3.6&04) :

- AlfjktkjktGf,"tul + ikHH@) * 6;- - s
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Auaexe A : Calcul dæ telreurs d'intæætion

t  o1f^@):o (A-4)

On montre facilement que tt'G'f,"@) et kHH@) sont indépendants du module k du vecteur

h..

a) - Inclusion sphérique de rayon a

En coordonnées sphériques k,0,g, on a :

le1 : ' tsindcos, @-5)

lcz : /c sin d sin g

lcs : lecæq

avec d3k : k2 sin ild,|d,gdk

En tenant compte du fait que klklGtc:ksont indépendants du module du vecteur &,, les termes

Tffo, s'êcrivent alors pour une inclusion sphérique sous la forme suivante :

rlfo, : -/" rir, t( 
I, 

nin,G'ni@)dp)f 
Ir- I, 1r,,"*vQk(r-t))k'iI 'tçdrsd,s 

(A-6)

Ledernier terme de cette intégrale se calcule facilement et on obtient alors :

#4 Ir* Ir,1r,;*(u^(t- û)k'dstdrsd's: ;f, (A-6)

Finalement, pou une inclusion sphérique :

*fxt: -h 
|,",i"o [/'" 

ninllfcl)or]* (A-6)

b - Inclusion ellipsoidale de paramètre o, ô, c

On pa.sse directement de la forme sphérique à la forme ellipsoidale d'a,>ces a,b,c suivarrt

Oryor2,ots par le changement de variables suinarrts :

k(fu,lc2,tcs) ,--- K(lcr,iUr,lfù @-n
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Amexe A : Calcul des teareurc d'intqactioa

r(q,@,ns) ,_ R(rr,lrr, l"r)

Le passage des composantes ki aruc composantæ Kt s'écrit

lei: V;iKi @-S)

La matrice i[,;i est définie par :

.: f ; ; :)
\o o ï )

n2 u2 22

A+ urt  
"r :L

Les transformations de Fourier des fonctions de Green Gm et I/- sont donnés par l'équation

(A-2) qui s'écrit da.''s ce ca.s :

A\sjktvble,vi"k"G'f^(y- t) - ivc"k"H$(r- û -F ôi* : Q (A-11)

V çk,Gf;^: g (A-12)

Pour une inclusion ellipsoidale, les coefficients Tin s'écrivent alors :

. 1 111 t2II
T!fo,: -; 

l, 
sinl(Jo vi,K,vuK"Gtfkg:)ddd0 (A-ls)

Finalement, les coefficients P.iip1 sont donnés par la relation suivante :

, l
Plfo,: n!ifr,+4!*,+rlf,r+ri!ù (A-1/,)

(A-e)

(A-10)
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Annexe B : Problème de ltinclusion

élastique

a) - Position duproblème

Considérons tr.ne inclusion ellipsoldale éla.stique Crdans une matrice élastique CM homo-

gène et infinie. L'ensemble est sollicité à I'infini pax un champ de déplacement de la forme

Ê.: Eg.. Ainsi un cha-p de déformation homogène .E est appliqué à l'infini.

irclusiqr cllipsoidalc Cl

t

-

E

-

+

E
-

Figure B.1 : problème de I'inclusion

La loi de Hook qui relie le tenseur des contraintes o au tenseur des déformation e par la

relation suivarrte :

6giM @) : A: - g* pour s e Inclusion

(81)

(82)

CM

e(s) :9@) , g(q) : Q:@.) , gr"dÊ(s)

Avec la définition suivante des fonctions indicatrices ôQM :
:

6!(a):O pour ceMatr ice
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Antqe B : Problème de I'itclusioa éIastique

Ona:

9@):g* -6{(s)

A I'aide dqs relations précedentes, l'équation d'équilibre, diu o:0, prend la forme suivarrte :

diu( : sradf,) *.f : 0
=

où/ peut être considérée comme une force fictive, définie par :

(R5)

l: diu(6Q,M : grad,€): dir(6{ , g)

pour s e Inclusion

(R4)

(86)

a notée Er . Il vient

(R7)

(B_10)

On considère que la déformation est uniforme à l'interieur de l'inclusion.

alors :

ot@)e: (g: -g\1

6{(s)g:O pour ueMatrice

Ce qui conduit à l'erçression suivant de la force fictive :

(88)

fr: @eM : E),i: _(eI _ A_!)4 .nOçat1 (Re)

la distribution de Diracavæ n la normale à I'interface inclusion-matrice AI, 6(AI) désigne

associée à la surface ô.I.

b) - Fonction de Green

L' équation (85) est de tlpe Navier, et peut être résolue pax la méthode des fonctions de

Green.

Les fonctions de Green G sont associées au module élastique dnns la matrice CJ. O"
considère un milieu infini de module élastique { , 

"t 
une force P concentré au point s'. Les

conditions arur limites sont :

lim {(o) : Q
c+æ-

Le déplacemeot Êo(a) produit au point r, dépend linéairement du ctrargement P :
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Annæe B : Prcblème de l'inclwion élætique

où GM est la fonction de Green. En utilisant la condition a.ux limites (B-10), il vient

,J\G*@-s'): o

La fonction de Green Gffi associées au module Clfp1 est solution du syætème d'équations

suivantes :

C!$,1Gn^u@- d) * 6m6(r-s') : 0 Vs,d (B-13)

avec la condition aux limites (B-12). 0(E- d) désigne la fonction de Dirac et d. Pour m fixé,

le terme 6i*6(r - r') représente la i-ème composante d'une force unité concentrée au point c''

et parallèle à la direction m.

Le vecteur déplacement €, solution de l'équation (B-5), est obtenu pa,r superposition de :

1) la solution €1 de l'équation homogène (.f :0) qui satisfait la cond.ition lim, --€,(g) :

Ex. Cette solution est évidente

€' : Es. (B-14)

2) la solution f de l'équation (8-6) qui satisfait la condition lim" ,- € : 0 :

t : I*"g* @.- ùte)dd (B-15)

avæ, n(!) la normale

point c'.

.e@)a (8_16)

un élement de la surface ô.I au

Finalement, en utilisant le théorème de Gauss qui transforme I'integrale de surface

integrale de volume, le champ de déplacement solution s'écrit : :

{@): { te- ù.P (B-11)

(B-12)

(R17)Ê(a) Ê'(s) +f tsl
Einîn * (l,"Y,r(* - d)dd) (crixt* - c![,,.)r',^

(:-fu,g*{o-nrlg,-{I]
extérieure à la surface 01. et dat æt
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Annexe B : Ptoblème de I'izclusion êlætique

Aprés différentiation de l'équation (817), il vient

e ( r \ :E -Rb] r (C I  -CM)e I (B-18)

avec

R!!0,@): -ll,"f,itr - ûod]Gù&r) (B-1e)

A noter que la condition er uniforme dans I'inclusion ellipsoidale est vérifiée, puisque

4t@)acn"ie 
par (819) ne dépend pa.s de g , lorsque r e inclusion. Finalement, la loi de

lesalisation est donnée par :

(B-20)

Quand le comportement de la matrice est isotrope, le tenseur des modules élastiques s'écrit :

(B-21)

(B-22)

(B-22)

r  t - l
eI : lI_- RM ,(g - e\l : E

9' :ztt* 
1+ 

ykM E

avec p,M et kM.!et K sont donné par :

Krjnt : 
f,{oroi,, + 6a6it) -l;nrtu

La fonction de Green a I'exprésion analytique suivante :

Glf (s) - 
(skM +-7!LM.)6.ii-!@k.M -! t'M)etei

8I7p,M(\kM *  p,M)r

avecr : ls l ,  g :4 l r l .

Si de plus I'inclusion est sphérique :

v:#+.#u:
avec :

(B-23)

(v24)r, SlcM
o"t :

SlcM + 4Pu
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âaaexe B : Problème de I'inclusion élastique

A partir de la loi de localisation (B-20), dans le ca.s d'une inclusion sphérique isotrope (pr ,
ftr) noyée dans une matrice isotrope (p* , kM), on obtient :

6M _ 6(kM +zpM)
r 

SGbM + 4pM)

ea!:fud,eup

t rJ:#;trA
t r -\Tfrt-

où dev(.) signifie le déviateur du tenseur (.).

(825)

(B-26)

(È27)
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