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Cette thése est consacrée & ’étude de quelques problémes de filtrage non
linéaire & valeurs dans des espaces de dimension finie ou de dimension infinie.

Ce travail est divisé en cing chapitres organisés de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les principaux résultats de la
théorie du filtrage non linéaire. La premiére partie de ce chapitre concerne la
théorie du filtrage non linéaire en dimension finie alors que la seconde partie
de ce chapitre concerne la théorie du filtrage non linéaire lorsque le signal est
a valeurs dans un espace de Hilbert de dimension infinie et ’observation est

de dimension finie.

- Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions un probléme de filtrage non
linéaire avec bruits dépendants, un signal de dimension deux, une observa-
tion unidimensionnelle et un grand rapport signal/bruit lorsqu’une seule com-
posante du signal est observée. Le but de ce travail est de déterminer un filtre
approché de dimension finie pour la partie observée et, a I'aide de ce filtre, de
construire un filtre approché de dimension infinie pour la partie non observée.
De plus, on montre que ce filtre approché satisfait une équation aux dérivées
partielles stochastique de type Kushner-Stratonovitch de dimension réduite
par rapport & I’équation de Kushner—Stratonovitch associée au probléme con-
sidéré. Cette étude est 'objet de la publication [26]. ‘

Dans la suite de ce travail, nous étudions un probléme de filtrage non
linéaire avec bruits dépendants lorsque le signal et I’observation sont & valeurs
dans des espaces de Hilbert de dimension infinie.

Dans le troisiéme chapitre, concernant les équations du filtrage, nous mon-
trons que le filtre non normalisé, défini par la méthode de la probabilité
de référence, est solution d’une équation aux dérivées partielles Stochaétique
parabolique : ’équation de Zakai. De ce résultat, nous déduisons que le filtre
est solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique non linéaire :
I’équation de Kushner—Stratonovitch. Cette étude est 1’objet de la prépublication



[29].

Dans le quatrieme chapitre, concernant ’existence d’une densité pour le.
filtre, nous: prouvons que le filtre non normalisé est absolument continu par
rapport a une mesure -de référence définie sur l'espace des états du signal et
nous montrons que cette densité est solution d’une équation aux dérivées par-
tielles stochastique parabolique déduite de ’équation de Zakai par dualité.
Cette étude est 1'objet de la communication [28] & la 39iéme "IEEE Confer-

ence on Decision and Control” et de la prépublication [30].

Dans le cinquiéme chapitre, concernant la continuité du filtre par rapport
aux trajectoires de 1’observation, nous montrons que le filtre associé & un
- probleme de filtrage non linéaire avec bruits indépendants, & valeurs dans des
espaces de Hilbert, est continu sur 1’espace des mesures positives sur l’espace
des états du signal muni de la convergence étroite. Cette étude est I'objet de
la commanication [25] & la conférence * Brague Stochastics'98” et de la. publi—

cation {27].



Chapitre 1
INTRODUCTION

1.1 FILTRAGE NON LINEAIRE

1.1.1 INTRODUCTION

Le probleme du filtrage est d’estimer ”au mieux” les trajectoires d’un signal -
~ aléatoire X; connaissant une observation Y; (partielle et entachée d’erreur) sur
celui-ci. Or, le meilleur estimateur d’une fonctionnelle de X; qui minimise le
risque quadratique étant 1’espérance conditionnelle de cette fonctionnelle 'pa,r'
rapport & Yy = o(Y;,0 < s < t), la tribu engendrée par les trajectoires de
I’'observation jusqu’au temps £, ce probléme revient a calculer la loi condition-
nelle de X; sachant ).

Ce probléme a été résolu pour des systémes linéaires par R.Kalman et R.Bucy
(cf. [52] et [53]). Ce résultat, connu sous le nom de filtre de Kalman-Bucy”,
a été utilisé dans de nombreux problemes d’astronomie, de radio-guidage ainsi
| que de suivi de trajectoires. Ce filtre est aussi l’algoriﬁhme généralement utilisé
par les ingénieurs apres linéarisation des systemes étudiés.

Le probleme de filtrage pour des systémes non linéaires est plus délicat a
résoudre et la conception d’algorithmes utilisables en pratique bute sur de
grandes difficultés.



Les principales questions théoriques qui se posent en filtrage non linéaire sont

les suivantes :

e Peut-on établir des équations générales du filtrage non linéaire et obtenir

des résultats d’unicité pour celles-ci ?

Peut-on obtenir de bonnes approximations des solutions des équations

du filtrage, faciles & mettre en oeuvre numériquement ?

Existe—t—il des filtres approchés de dimension finie ?

Le filtre admet-il une densité réguliere ?

Le filtre posséde-t-il des propriétés de continuité par rapport aux trajec-

toires de ’observation ?

Les techniques du: calcul différentiel stochastique développaégsb au cours dés
années 1960-1970 ont permis & H.Eushner [59] de prouver que le filtre as-
socié & un probleme de filtrage non linéaire est solution d’une équation aux
dérivées partielles stochastique : !’équation de Kushner—Stratonovitch. Ce
résultat a été obtenu par d’autres techniques par M.Fujisaki, G.Kallianpur et
H.Kunita [45] en introduisant la notion de processus d’innovation associé au
probleme de filtrage considéré. Toutefois, la non linéarité de l’équation de
Kushner-Stratonovitch implique de grandes difficultés dans étude des pro-
priétés de sa solution. Ce probléme a été résolu par M.Zakai [86] qui a prouvé
que le filtre non normalisé associé & un probléme de filtrage non linéaire
avec bruits indépendants et coefficients bornés est solution d’une équation
aux dérivées partielles stochastique parabolique : -1’équation de Zakai. La
méthode introduite par M.Zakai a été étendue au cas de problemes de filtrage
non linéaire avec bruits dépendants et coefficients bornés par M.Davis [20],
M.Davis et S.Marcus [21] et E.Pardoux [72]. Les équations du filtrage as-
sociées & des probleémes de filtrage non linéaire avec coefficients d’observation
non bornés ont été établies par E.Pardoux [73] et J.Baras, G.Blankenship et
W.Hopkins [4] dans le cas de systémes de filtrage avec bruits indépendants et
par P.Florchinger [41] pour des systémes de filtrage avec bruits dépendants et



une observation unidimensionnelle.

La forme robuste de I’équation de Zakai associée & un probléme de filtrage
non linéaire avec bruits indépendants et coefficients bornés a été introduite par
- J.Clark [16] et M.Davis [20] afin d’étudier certaines propriétés de continuité

-du filtre. Par application d’une transformation multiplicative, 1’équation de
. Zakai est réduite en une équation aux dérivées partielles déterministe dont les
coefficients' dépendent de la trajectoire du processus d’observation. La forme

robuste de ’équation de Zakai a été établie par J.M.Bismut et D.Michel [10]

et E.Pardoux [72] dans le cas de systémes de filtrage non linéaire avec bruits
dépendants et coefficients bornés et par W.Hopkins [48] dans le cas de systémes
de filtrage non linéaire avec bruits indépendants et coefficients non bornés. Le

cas de systémes de filtrage non linéaire avec bruits dépendants et observation -

- unidimensionnelle & coefficient non borné a été traité par P.Florchinger en
suivant une idée introduite par P.Cannarsa et V.Vespri dans [12].

L’analyse numérique des équations du filtrage non linéaire est 'objet de
différents travaux menés par de nombreux auteurs. Des schémas de discrétisation

en temps de I’équation de Zakai associée a des problémes de filtrage non linéaire

avec bruits indépendants ont été proposés par H.Kushner [61], H.Korezlioglu
et G.Mazziotto [55], G.Di Masi et W.Runggaldier [23], G.Di Masi, M.Pratelli
et W.Runggaldier [24], A.Bensoussan, R.Glowinski et A.Rascanu [8], F.Le
Gland [62] et K.Ito [49]. Les algorithmes proposés par ces auteurs ont une
vitesse de convergence d’ordre 6 ol § est le pas de discrétisation en temps.
. La discrétisation en temps de I’équation de Zakai associée & des problémes

~de filtrage non lindaire avec bruits dépendants a été étudiée par R.Elliott et

" R.Glowinski [31] et P.Florchinger et F.Le Gland [43]. La vitesse de convergence
des schémas de discrétisation exposés dans ces travaux est V6 ot § est le pas de
discrétisation en temps. Un schéma de discrétisation en temps pour I’équation
de Kushner—Stratonovitch associée & des problémes de ﬁltrage. non linéaire
avec bruits dépendants est proposé par K.Ito et B.Rozovskii [50] en utilisant
une méthode de prédiction/correction. D’autre part, un schéma numérique
pour les problémes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants, utilisant



la. décomposition en chaos de Wiener due & Cameron-Martin a été étudiée
par S.Lototsky, R.Mikulevicius et B.Rozovskii [65]. Cet algorithme permet de
-séparer les calculs utilisant les observations de ceux utilisant uniquement les
parametres du signal et ainsi de réaliser ces derniers ” off-line”.

Les équations du filtrage non linéaire étant de dimension infinie, il est im-
- portant de déterminer, si possible, des filtres de dimension finie ou au moins des
- filtres approchés de dimension finie. Des filtres de dimension finie ont été pro-
posés par V.Benés [5], J.Levine [63] et W.Wong [83] pour certaines classes de
problemes de filtrage non linéaire. Toutefois, M.Chaleyat-Maurel et D.Michel
[14] ont prouvé que des filtres de dimension finie ne peuvent étre construits
que pour une classe négligeable de problemes de filtrage non linéaire. Pour
contourner ce probleme, certains auteurs ont proposé des filtres approchés de
dimension finie, pour différentes classes de problemes de filtrage non linéaire,
qui peuvent étre calculés & ’aide d’in nombre fini d’équations. Parmi ces
différents auteurs citons W.Fleming, D.Ji et E.Pardoux [35] et W.Fleming,
D.Ji, P.Salame et Q.Zhang [36] qui ont étudié des problémes de filtrage linéaire
. par morceaux, W.Fleming et E.Pardoux [38] qui ont étudié des problémes
- de filtrage monotone par morceanx, R.Katzur, B.Bobrovsky et Z.Schuss [54],
J:Picard [76] et [77] et A.Bensoussan {7} qui ont étudié des prqblémes de fil-
' trage asymptotiquement observé et I.Yaesh, B.Bobrovsky et Z.Schuss [84] pour
le cas asymptotiquement non observé.

Le probleme de I'existence d’une densité réguliére pour le filtre a été étudié

par utilisation de techniques usuelles en théorie des équations aux dérivées par-
-tielles stochastiques ou-du calcul des variations stochastique (calcul de Malli-
“avin). En utilisant des techniques de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles stochastiques développées par E.Pardoux [71], N.Krylov et B.Rozovsky
[56] et E.Pardoux [72] ont montré, sous une hypothése d’uniforme ellipticité,
I’existence d’une densité réguliére pour la solution de 1’équation de Zakai as-
sociée a un probléeme de filtrage non linéaire & coefficients bornés. Un résultat
analogue a été obtenu, sous ’hypothése de Hérmander, par M.Chaleyat—Maurel
et D.Michel [13] en utilisant des propriétés des opérateurs pseudo—différentiels
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et par H.Kunita [57] en utilisant des techniques de perturbation; En utilisant le
calcul de Malliavin, D.Michel [68] et J.M.Bismut et D.Michel {10] ont montré,
sous I’hypothése de Héormander, ’existence d’une densité réguliére pour le fil-
tre associé & un- probléme de filtrage non linéaire & coefficients bornés. Cette
méthode a été étendue au cas de problémes de filtrage non linéaire avec bruits
indépendants et coefficients d’observation non bornés par G.Ferreyra [34] et
par P.Florchinger [40] lorsque les bruits sont dépendants et I’observation uni-

dimensionnelle & coefficient non borné.

La continuité du filtre par rapport aux trajectoires de 1'observation pour
- la norme de Banach sur Cy([0,T],IR?) a été introduite par J.Clark [16] pour
des problémes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants et coefficients
bornés. Ce résultat a été étendu au cas de problémes de filtrage non linéaire
avec bruits dépendants et coefficients bornés par M.Davis [20], M.Davis et
M.Spathopoulos [22] et R.Elliott et M.Kohlmann [32]. Le cas de problemes de
filtrage non linéaire avec bruits indépendants et coefficients d’observation non
bornés a été étudié par W.Fleming et S.Mitter [37] lorsque les coefficients de
l’observation sont polyndmiaux puis, par H.Sussmann [81] dans le cas de coef-
ficients d’observation de classe C? vérifiant une condition limite au voisinage
de linfini. En combinant les résultats de M.Davis et M.Spathopoulos [22] et
H.Sussmann- [81], P.Florchinger [39] a prouvé la continuité du filtre par rap-
port aux trajectoires de 'observation pour un probléme de filtrage non linéaire
avec bruits dépendants et une observation unidimensionnelle dont le coefficient
d’observation satisfait une généralisation de la condition limite introduite par
H.Sussmann dans [81]. Pour conclure, remarquons qu’une notion plus faible
de continuité pour le filtre a été étudiée par M.Chaleyat-Maurel et D.Michel '
[15] dans le cas de probleémes de filtrage non linéaire avec bruits dépendants et

coefficients bornés.

1.1.2 LEPROBLEME DE FILTRAGE NON LINEAIRE

Soit (Q, F, (Ft)i>0, P) un espace probabilisé complet et (W) et (V)0 deux
processus de Wiener standards indépendants, définis sur cet espace et & valeurs
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dans IR" et IR repectivement.

Considérons le probléme de filtrage non linéaire associé au processus stochas-
tique signal/observation (X;,Y;)i>0, & valeurs dans R™ x IR¢, solution du

systéme différentiel suivant :

Xo=Xo+ [ 0X)ds+ [ 106) W, + [ g(X,) dV,
(1.1)
Y, = /Oth(Xs)ds+V2

ol

(H1) X, est une variable aléatoire & valeurs dans IR", indépendante du pro-

cessus de Wiener (W;, V;);>o0.

(H2) b, f et g sont des applications mesurables, lipschitziennes et bornées de
IR™ dans R", R™" et IR™*? respectivement.

(H3) h est une application mesurable et bornée de R™ dans R%.

Pour un exposé plus détailé des techniques de ﬁltrage non linéaire lorsque les
coefficients du systéme dépendent non seulement du signal mais aussi du temps
et de I’observation nous'renvoyons le lecteur au cours de E.Pardoux dans [74].

Le filtre associé au probléeme de filtrage (1.1) est alors défini de la maniere

suivante :

Définition 1.1.1 Pour toute fonction ¢ dans Cp(R™, IR), on note m(¢), le
filtre associé au probléeme de filtrage (1.1) défini par :

me(¢) = E [8(Xe)/ V]

o0t Y, = o{Y;, 0< s<t} est la tribu engendrée par les trajectoires de l'observation

jusqu’au temps t.
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1.1.3 LE FILTRE NON NORMALISE

Dans ce paragraphe, nous définissons le filtre non normalisé associé au probléme
de filtrage (1.1) par la méthode de la probabilité de référence.

Soit {(Z;)>0 le processus stochastique défini pour tout ¢ > 0 par :
A t 1 t
Z, = exp ( [ wx)av, -3 /0 ||h(Xs)||2ds> L 12
0

Alors, comme la fonction h est bornée, nous avons E(Z;') = 1, pour tout
t>0. ‘ |

Ainsi, si nous notons P la probabilité définie sur I’espace probabilisable (2, F, (F¢):>0)
par la dérivée de Radon-Nikodym :

dP

i =z1
aP|g, L

nous déduisons du Théoréme de Girsanov que le processus stochastique (Y;):>o0
est, sous la probabilité P, un (F;);>o processus de Wiener indépendant du pro-
cessus (Wt)tZO-

‘Nous pouvons alors définir le filtre non normalisé associé au probléme de fil-
trage (1.1) de la maniére suivante :

- Définition 1.1.2 Pour toute fonction ¢ dans Cb(]R”,IR), on note pi(@), le

filtre non normalisé associé au probléme de filtrage (1.1) défini par :
p(9) = E [¢(X2)Z4/ Vi)
ot E désigne ’espérance sous la probabilité P.

De plus, le filtre et le filtre non normalisé sont liés par la formule de Kallianpur-
Striebel (cf. [51] par exemple) énoncée dans le résultat suivant :

13



Théoréme 1.1.3 Pour toute fonction ¢ dans Cy(R",R) nous avons

Pt((b) :
m (@) = (1) o (1.3)

1.1.4 LES EQUATIONS DU FILTRAGE

Dans ce paragraphe, nous rappelons les équations du filtrage satisfaites par le
filtre et le filtre non normalisé définis aux paragraphes précédents.

Dans ce but, posons.a = ff* + gg* et définissons, pour toute fonction ¢
de C?(IR™, IR), les opérateurs aux dérivées partielles suivants :

Loble) = SHEFEE)+5 3 )5

,Jl

£,~¢(m) = hi(z)o(z) + ggli(m)%(x), i=1... ,d..

Alors, le filtre associé au probleme de filtrage (1.1) est solution de I’équation
de Kushner-Stratonovitch rappelée dans le résultat suivant (cf. Pardoux [74])

Théoréme 1.1.4 Pour toute fonction ¢ dans C*(IR™,R), le filtre Wt(¢) est
solution de l’équation aux dérivées partielles stochastique

t . da t . .
(9) =mo(g) + [ mo(Lod)ds + 3 [ (ma(Lid) ~ m(B)m(@) v (1)

t
ou vy = Yyi— / ms(h) ds est un processus de Wiener standard appelé le processus
0

d’innovation associé au probléme de filtrage (1.1).

De plus, le filtre non normalisé associé au probléme de filtrage (1.1) est solution
de I’équation de Zakai rappelée dans le résultat suivant (cf. Pardoux [74])
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Théoréme 1.1.5 Pour toute fonction ¢ dans C?(R™ R), le filtre non nor-
malisé py(P) est solution de l’équation aux dérivées partielles stochastique :

t a t -_
o) = 0@ + [ Lo)ds+3 [(olLd)ayy. (1)

| Lorsque le filtre non normalisé admet une densité de classe C? par rapport a la
mesure de Lebesgue, 1’équation aux dérivées partielles stochastique satisfaite
par cette densité se déduit aisément de 1’équation de Zakai (1.5) par dualité
(cf. Pardoux [74]) :

Proposition 1.1.6 S le filtre non normalisé p, admet une densité p, de classe
C? par rapport a la mesure de Lebesque alors, p, est solution de l’équation aux

dérivées partielles stochastique
¢ * d t * 1
Pt = Po + /0 Lops ds + Z/o LipsdY, (1.6)
i=1

Remarque 1.1.7 Différents schémas de discrétisation en temps de ’équation
(1.6) ont été proposé par différents auteurs au cours des derniéres années (cf.
par exemple [62] et [43] et les références contenues dans ces deux articles).

Supposons maintenant que g = 0 et, pour tout ¢ > 0, posons :

¢:(z) = pe(x) exp(— < h(z),Y; >).

Alors, le processus g;(z) est solution de la forme "robuste” de I’équation de
Zakai; c’est & dire de I’équation aux dérivées partielles déterministe

W) =@+ [ (ra@- 33 Gu@)as @

ou Ly, est ’opérateur différentiel du second ordre défini pour toute fonction ¢

de classe C? par
Ly,¢(z) = exp(— < h(z),Y; >) Lo(exp(< h(z), Y; >)¢(z)).
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Nous allons & présent donner une condition sous laquelle le filtre associé au
probléme de filtrage (1.1) est absolument continu par rapport & la mesure de

Lebesgue.

Définissons les champs de vecteurs suivants :

9 ;0 ,
_.UO dz;’ : flamj’ lsisn

Soit B lalgebre de Lie engendrée par Uy, ...,U, et A l’algébré de Lie engendrée
par Uo, Ul, ...,Un.

Notons Z(Uy,...,U,) I'idéal engendré par B dans A, c’est-a-dire

T(Uy,...,Up) ={U, .., Un, [Us, U;] 0< 0,5 <, [U;, [U;,Ug)] 0 < 4,5,k <n}.

Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 1.1.8 Supposons que tous les coefficients du problere-de filtrage
(1.1) sont de classe C°.

Alors si Z(Uy, ..., Un)(Xo) = R™, le filtre non normalisé p; admet une densité
de classe C*® par rapport d la mesure de Lebesgue. . -

1.1.5 CONTINUITE DU FILTRE

Les processus stochastiques 7; et p; définis dans les paragraphes précédent sont
des fonctions de Pobservation qui ne sont définies que PY presque slirement, olt
PY désigne la loi marginale du processus stochastique Y. Or, en pratique, nous
aimerions pouvoir évaluer ces processus en une trajectoire de 1’'observation et
. pour cela, il est nécessaire de déterminer une version continue de 1’application

y — pe(,9)-

Le résultat suivant, concernant les problémes de filtrage non linéaire avec bruits
indépendants et coefficients bornés, a été prouvé par J.Clark [16].
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Théoréme 1.1.9 Il eziste une fonctionnelle ' de Cy([0, T), R%) dans R, con-
- tinue pour la norme de Banach sur Co([0,T),IR%) telle que

I(y) = m(d, v)

presque surement. De plus, la fonction I’ est localement lipschitzienne.

Pour conclure ce paragraphe, rappelons le résultat de continuité ”au sens de
Sussmann” dii & M.Chaleyat-Maurel et D.Michel [15].

Supposons que tous les coefficients du systéme différentiel stochastique (1.1)
sont de classe C§°.

Pour tout u dans L2 (R, R?), définissons les processus

X¥ = Xo+ / “BX)ds + f " F(xmaw, +i /  9(X)ui(s) ds
fo 0 ’ 0 . ’ s: i=1 0 7 s»u ; .
et

Lt , 1 rt .. | 1 t d |
Z* = exp ( /O (X2 (s) ds — /0 Uihs(X3) ds — = /0 3 h2(XY) ds)
i=1

ou U;, 1 < i < d, est 'opérateur différentiel du premier ordre défini pour toute
fonction ¢ de classe C* par : '

Uib(z) = 6e) g2 (@)

Pour tout ¢ > 0, associons & u la mesure p¥ définie, pour toute fonction ¢ dans

Cy(R™, R) par :
A (9) = E(o(X)Z).

Alors, le résultat suivant a été montré dans [15].

Théoréme 1.1.10 Pour tout u dans L%([0, T],IR?), € > 0 et pour toute fonc-
tion lipschitzienne ¢ de R™ dans IR, on a :

t
lim P ( sup |pi(¢) — p(¢)| > €/ sup |Y;— / u(s)ds| < 5) =0.
— 0<t<T 0<t<T 0
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'1.1.6 FILTRES APPROCHES DE DIMENSION FINIE

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat concernant les filtres approchés
associés & des problémes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants et
un grand rapport signal/bruit établi par A.Gegout—Petit [46] (voir aussi [47])
que nous généraliserons au Chapitre 2 & des systémes de filtrage non linéaire

avec bruits dépendants.

- Le probléme de filtrage non linéaire considéré dans [46] est de la forme :

4

t
X! =X} + /0 A(XL, X2) ds + V)

t
< X3=X§+/ Fa( XL, X2) ds + V2 C(18)
A |

¢ 1
:~Yt=/0 (X)) ds + £ W,

ott le signal (X}, X?) est & valeurs dans IR? et ’observation est & valeurs dans
R. De plus, ce systéme est partiellement observé dans le sens ou la fonction
.d’observation ne depend que de la composante X du signal.

En outre, nous supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

o (VHis0, (V)is0 et (Wy)exo sont des processus de Wiener réels standards
indépendants, définis sur un espace probabilisé (£, F, P).

e X! est déterministe.

e X2 est une variable aléatoire réelle indépendante des processus (V) eo,
(V)20 et (We)ixo-

e f, et fy sont des fonctions de IR2 dans R de classe C}.

e La fonction g définie pour tout (z!,z2) dans IR? par

g(z',2%) = /Oxl fi(u, 2%)du
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est de classe C}.

e h est une fonction injective de IR dans IR, de classe CZ, telle qu’il existe
a > 0 tel que pour tout z € R, 0 < a < h'(z).

Alors, le filtre approché (M;)¢>o défini par
1 t
M, = X3+ 2 / (dY, — h(M,) ds)
0
satisfait le résultat suivant. |

Proposition 1.1.11 Soit T > 0 fizé; sous la probabilité P nous avons, pour
tout t € [0, T,

(i) (X{ — My) = O(Ve).
(it) E[X} /Y] — M, = O(E).

D’autre part, le processus stochastique (I';):>o défini par :

t 1 rt
Ne=exp ([ AL X2 axt - [ f(xtx22as)

étant tel que E(T;') = 1 pour tout ¢ > 0, le Théoréme de Girsanov implique
que le processus stochastique (X});>o est, sous la probabilité P définie par la
dérivée de Radon—Nikodym

dP

— omad _1
dP Ly

Fi

un (F3):>0 processus de Wiener indépendant des processus stochastiques (X7?)s>o
et (Wt)tEO- A

Définissons alors les processus stochastiques (X?2);>o et (I';)s>0 par :
- t .
X2 = X3+ [ f(M, X2(M))ds + V2

et
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. t . 1 pt .. <
Fo=op ([ (Mo, X2 M, - 5 [ (0., X2)?ds)
et posons

_ Elp(X}) T/ My
E[L/M]

()

Alors, pour toute fonction ¢ dans CZ(IR), on a : |

() — B [¢(X2)/¥1] = O(e)

et le filtre approché pu;(y) satisfait I’équation de type Kushner—Stratonovitch
indépendante du processus stochastique (X7 )>0 énoncée dans le résultat suiv-

ant.

Proposition 1.1.12 Pour toute fonction ¢ dans CZ(IR), le filtre approché
- () est solution de l’équation auz dérivées partielles stochastique

ule) = X+ [ molLoap)ds |
[ T (Me, ) ) = 1) (Mo D] M = (M, ) ]

Liwol@) = 59 (@) +9'(2) folo,v)

De plus, le processus stochastique (0 ):>o défini pour toute fonction ¢ de C2(IR)

par :

0u() = Elp(X?) Tt/ V)

satisfait ’équation aux dérivées partielles stochastique, de type Zakai, suivante

| oi(p) = 00(<P)+/0t0s(£(s,M3) ©) d8+/0tas(f1(Ms,.)go) dM,.
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1.2 FILTRAGE SUR LES ESPACES DE HILBERT

1.2.1 INTRODUCTION

La théorie du filtrage pour des systémes en dimension infinie a été développée
a partir du début des années 1970 par de nombreux auteurs.

L’étude des problemes de filtrage associés 4 des systémes linéaires en dimension .
infinie est 'objet d’une vaste littérature. Parmi les nombreux travaux publiés
sur ce sujet, citons ceux de R.Curtain et A.Pritchard. [17], H.Kushner [60] et
A Bensoussan [6]. L’objet principal de ces travaux est d’établir les équations
du filtre de Kalman-Bucy associé & de tels systémes.

- Les équations du filtrage associées & des problémes de filtrage non linéaire
lorsque le signal est & valeurs dans un espace de Hilbert de dimension infinie et
- observation est de dimension finie ont été établies par N.Ahmed [1], N.Ahmed
et J.Zabczyk [3] et N.Ahmed, M.Fuhrman et J.Zabczyk [2] pour des systémes
avec bruits dépendants et des coeflicients de diffusion constants et par R.Elliott
et J.Moore [33] pour des systémes avec bruits indépendants et des coefficients
de diffusion dépendant du signal.

L’équation de Zakai associée & un probléme de filtrage non linéaire avec bruits
indépendants lorsque le signal et ’observation sont & valeurs dans des espaces
de Hilbert de dimension infinie a été établie par P.Florchinger dans [42].

L’existence d’une densité, par rapport a une mesure de référence sur 1’espace
d’états du signal, pour le filtre associé 3 un probléme de filtrage non linéaire

- avec bruits dépendants lorsque le signal est & valeurs dans un espace de Hilbert
de dimension infinie et ’observation est de dimension finie a été prouvée par
N.Ahmed, M.Fuhrman et J.Zabczyk dans [2].

Le but de ce paragraphe est de rappeler les principaux résultats établis par
N.Ahmed, M.Fuhrman et J.Zabczyk dans [2].
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1.2.2 PROCESSUS DE WIENER

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler la définition d’un processus de Wiener

& valeurs dans un espace de Hilbert.

Soit (€2, F, (Fi)i>0, P) un espace probabilisé complet, H et U deux espaces de
Hilbert séparables et Q un opérateur symétrique, positif appartenant & L(U).

Supposons tout d’abord que Tr Q < +oo. Alors il existe un systéme orthonor-
mal complet (e;) dans U et une suite bornée de nombres réels positifs tels

que

Qex = Ap e, k=1,2,...

Définition 1.2.1 Un processus stochastique (W(t))tzo, a valeurs dans U, est

un Q-processus de Wiener si

1. W(0) =0.
2. Le processus (W(t)):>0 est d trajectoires continues et 4 accroisse-

ments indépendants.

3. Pour toust,s >0, la loi de la variable aléatoire (W (t) — W(s)) est .
gaussienne d’espérance 0 et de covariance (t — s) Q. '

Si de plus le Q-processus de Wiener (W (t))s>0 est tel que

1. W(t) est F;-mesurable.
2. W(t+ h) — W(t) est indépendant de F¢, Vh >0, V¢t > 0

nous dirons que (W (t))eo est un Q-procéssus de Wiener par rapport d la fil-

tration (Fi)i>o-
Nous avons alors le résultat suivant
 Proposition 1.2.2 §i (W(t))i>0 est un Q-processus de Wiener tel que Tr

Q@ < +o0, alors
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1. (W(t))e>0 est un processus gaussien sur U et
E(W(t)) =0, Cou(W(t))=tQ, t=0.
2. Pour tout t, (W (t))i>0 peut s’écrire

Wi(t) = i InBit) (1.9)

ou

ﬂi(t)=\/1x<W(t),e,~>, i=1,2,...

sont des processus de Wiener réels mutuellement indépendants sur
(2, F, P) et la série de (1.9) converge dans L*(Q, F, P).

La variation quadratique d'un @Q-processus de Wiener (W(t))i>o tel que Tr
@ < +o00 est donnée par

et le théoréme de Levy pour les processus de Wiener réels se généralise dans
le cas de processus de Wiener & valeurs dans U de la fagon suivante.

Théoréme 1.2.3 Soit T > 0; une martingale M € MZ(H) telle que M(0) =
0 est un Q-processus de Wiener sur [0,T], adapté a la filtration (.7-});20 et
& accroissements M(t) — M(s), 0 < s < t < T, indépendants de F,, pour
s € [0,T] si et seulement st € M(t) >=1tQ, te€[0,T].

Nous allons & présent supposer que @) est un opérateur borné, auto-adjoint et
positif sur U. @ n’étant plus un opérateur nucléaire, le Q)-processus de Wiener
- n’est plus necessairement & valeurs dans U; nous allons voir comment étendre
la définition d’un processus de Wiener & ce cas.

Afin d’éviter des cas triviaux, nous supposons que 'opérateur @ est strictement

positif, i.e que @z # 0 pour z # 0.

Considérons Uy = Q2(U) muni de la norme induite ||ullo = [|@~2 ()|, v € Us

et soit U; un espace de Hilbert quelconque tel que
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(i) U est plongé de fagon continue dans U;
(ii) Pinclusion de Uy dans U; est Hilbert-Schmidt.

Si (g;) est une base orthonormale compléte de Uy et (5;) une famille de pro-
cessus de Wiener standards réels indépendants nous avons le résultat suivant

Proposition 1.2.4 Le processus défini par
oo
=> gibi(t), t>0
i=1

est un Q1-processus de Wiener sur Uy tel que tr Q1 < +oo.
Par ailleurs, pour a € U, le processus

<a,W(t) > z<ag,> Gi(t)
est un processus de Wiener réel et
E<a,W(t)><bW(s)>=(tAs) <Qa,b>, a,belU
De plus, nous avons Im Q% =0 et

. —1
llullo = Q4 *ulla-

Nous appelons (W (t)):>o0 également un Q-processus de Wiener.

Lorsque 'opérateur @) est nucléaire, Q% est Hilbert-Schmidt et si nous prenons
U; = U nous retrouvons le concept classique de Q-processus de Wiener.

Si Tr Q = 400, nous appelons le processus construit un processus de Wiener

cylindrique sur U.

Finalement, nous pouvons remarquer que les espaces Ql (Ul) sont identiques
pour toutes les extensions U; possibles.
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1.2.3 LE PROBLEME ETUDIE

Soit (W1(t))s>0 un processus de Wiener cylindrique, défini sur (2, F, (F;)s>0, P),
a valeurs dans U et (W(t))i>0 un processus de Wiener standard, défini sur
(Q, F, (Ft)t>0, P), & valeurs dans IR?, indépendant du processus (W1(t))s>o0-

Soit (X, Y;)s>0 le processus stochastique & valeurs dans H x IR?, solution du

probleme de filtrage non linéaire :

X, = X0+/0t(AXs + F(Xs))ds—l—AthWl(s) +/0thW2(s)
(1.10)

t
Y, = /0 G(X,) ds + Wa(t)
ol
- (H1) X, est une variable aléatoire Fo-mesurable 3 valeurs dans H.

(H2) Le semi-groupe (S(t)):>0 engendré par l'opérateur A est tel que :
IS@I < Me™*

pour M et a > 0.
(H3) L’application F': H — H est bornée et lipschitzienne.
(H4) L’opérateur R : U — H est linéaire, positif, auto—adjoint et continu.
(H5) L’opérateur B : IR* — H est linéaire et continu.

(H6) L’application G : H — IR? est continue et bornée.

Remarquons que d’aprés le Théoréme 7.4 de [18], par exemple, 1'équation
différentielle stochastique définissant le signal (X;):>0 admet, sous les hy-
pothéses (H1) & (H5), une solution faible unique.
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Pour tout espace de Hilbert réel séparable K, notons UCF(H, K), k € N,
- Tespace’ linéaire des applications ¢ de H dans K qui sont, ainsi que leurs

_dérivées de Fréchet jusqu’a I'ordre k, bornées et uniformément continues. De.
- plus, si ¢ € UCP(H, R) est telle que 'application x — ¢(Az) définie sur D(A)
posséde un prolongement continu défini sur H alors, ce prolongement sera noté,

lui aussi, ¢4.

En notant, de maniére analogue & [2], I’espace Dy défini par :

Dy = {¢p € UCY(H,R)/pa € UCY(H,R), s €t (d4)sz € UCy(H, L1(H, H))}
nous pouvons définir le filtre associé au systéme (1.10) de la maniére suivante.

Définition 1.2.5 Pour toute fonction ¢ dans Dy, on note IL;(¢), le filtre as-
socié au systéme (1.10) défini, pour tout t > 0, par : o

,(¢) = Eo(X,)/Vs]

ou Yy = o{Y;, 0 < s < t} est la tribu engendrée par les trajectoires du processus

d’observation jusqu’au temps t.

En utilisant la méthode de la ”probabilité de référence” nous définissons main-
tenant le filtre non normalisé associé au systéme (1.10).

Soit (Z;)e>0 le processus stochastique défini, pour tout ¢ > 0, par

t 1 rt )
Zi=ew ([ <GX) dY>v - [ IGXIR ds).

Alors, comme ’application G est bornée, nous avons E(Zt_ ‘1) = 1, pour tout
t > 0 et, si nous définissons la probabilité P sur I’espace (Q, F, (Fi)e0) par la
dérivée de Radon-Nikodym
E =71
= 4y
dP|,

le théoreme de Girsanov (voir [70]) entraine que le processus stochastique
(Y:)s0 est, sous la probabilité P, un (F¢)i»o processus de Wiener standard,
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indépendant de (W1 (t))s>o.

Nous pouvons alors définir le filtre non normalisé associé au systéme (1.10)

de la maniére suivante.

Définition 1.2.6 Pour toute fonction ¢ dans Dy, on note p,(9), le filtre non
normalisé associé au systéme (1.10) défini, pour toutt > 0, par

pe(9) = E[¢(Xt) Zi/ Y-

De plus, le filtre et le filtre non normalisé sont liés, pour toute fonction ¢ dans
Dy, par la formule de Kallianpur-Striebel (cf. [51] par exemple) :

- pi(®)

Ht(¢) Pt(l)'

1.2.4 L’EQUATION DE ZAKAI

En utilisant les techniques usuelles du filtrage non linéaire N.Ahmed et J.Zabczyk
[3] ont montré que le filtre non normalisé associé au systéme (1.10) est solution

d’une équation aux dérivées partielles stochastique : 1’équation de Zakai.

Théoréme 1.2.7 Pour tout fonction ¢ dans Dy, le filtre non normalisé p(¢)
" est solution de ’équation auz dérivées partielles stochastique

0d) = pol@) + [ plLod)ds+ [ < pu(L1),Y: >

ot Ly et Ly sont les opérateurs différentiels du deuriéme et premier ordre

définis par :
LO¢(X) =< X, A*¢Z(X) >+ < F(X)a¢x(X) >H +%TI‘ ((RR* + BB*)¢$$(X))
et

L1¢(X) = G(X)$(X) + B*¢=(X).
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1.2.5.  EXISTENCE D’UNE DENSITE POUR LE FIL-
TRE |

Supposons maintenant que les hypothéses suivantes sont elles aussi satisfaites.

t

- (HT7) Les opérateurs Q; = / S(s)Q S(s)*ds, t > 0, avec Q = RR* + BB*,
0

sont tragables.

+00 X
(H8) L’opérateur Qo = / et4 Q e dt est nucléaire.
0

- Soit u la mesure gaussienne sur H, d’espérance 0 et d’opérateur de covari-
ance (Quoo; C’'est & dire, 'unique mesure invariante sur H associée a ’équation
différentielle stochastique

. t t t :
X, =Xo+ [ AX,ds+ / RdWi(s) + [ BdWa(s).
0 0 0 )

Nous supposons de plus, que la mesure u satisfait I’hypothése suivante.

. o d
(H9) La loi v de X, est absolument continue par.rapport & u et go = d—V est,
1
dans L%(H, u).

Alors, nous avons le résultat suivant concernant I’existence d’une densité pour
- le filtre non normalisé p; par rapport a la mesure .

Théoréme 1.2.8 Supposons que les hypothéses (H1) & (H9) sont satisfaites
et que

(1) Im Qo C Dom(A) et il existe K > 0 tel que pour-tout z,y € H
| < 2, AQuoy > | < KIQ¥3l|QPy] |
(i) 1l existe C > 0 tel que pour tout z € H
Q@ iF(z)| < C
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(i%) Tm B C Im Q&% N Im R.

Alors, il existe un processus (Vy)i>o0—adapté (g;)e>0 d valeurs dans L?(H, ) tel
que pour tout t > 0, '

pi(dz) = gi(z) p(dz)

et, la densité (g;)i>0 est l'unique solution faible de l’équation aux dérivées par-
“ tielles stochastique déduite de l’équation de Zakai par dualité.
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Chapitre 2

FILTRAGE D’UN SIGNAL
PARTIELLEMENT OBSERVE
~ DANS LE CAS D’UN GRAND
" RAPPORT SIGNAL/BRUIT
POUR UN SYSTEME AVEC
BRUITS DEPENDANTS

2.1 INTRODUCTION

- Le but de ce chapitre est d’étudier un probléme de filtrage non linéaire avec

~ bruits dépendants et un grand rapport signal/bruit lorsqu’une seule com-

posante du signal est observée.

En fait, nous considérons un probléme de filtrage non linéaire de la forme
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Xe=Xo+ [ f(X)ds+ [ g(X)avi+ [ sx)aw, .
o S (2.1)

t
Y, = /O h(X,)ds + eW;

ot le signal X; = (X2, X?) est & valeurs dans IR?, 'observation Y est & valeurs
dans IR, et la fonction d’observation h n’est pas injective, dans le sens ol elle

dépend uniquement de la composante X} du signal.

‘Notre objectif est de déterminer la loi conditionnelle du processus X; sachant
YV, = 0(Y;,0 < s < t), la tribu engendrée par les trajectoires de P’observation
jusqu’au -temps t. Dans le cas de problemes de filtrage non linéaire, cette
loi conditionnelle satisfait une équation aux dérivées partielles stochastique :
’équation de Zakai [86].

La fonction h ne dépendant que de la composante X du signal, la composante
X? du signal n’est pas forcément ); mesurable lorsque € = 0. Par conséquent,

nous sommes donc amené 3 distinguer les deux cas suivants :

e La; variance conditionnelle de toutes les composantes du signal tend vers

0 quand ¢ tend vers 0 : c’est & dire que le signal est observable.

e Le signal n’est pas entiérement observé quand € = 0.

Dans le cas de problémes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants, des
critéres d’observabilité du signal ont été établis sous différents jeux d’hypotheses -
par O.Zeitouni et A.Dembo [87], J.Picard [78], L. Yaesh, B.Bobrovsky et Z.Schuss
[84] et P.Milheiro [69]. Dans [84], des conditions suffisantes pour 'observabilité
du signal sont obtenues & I'aide d’un développement asymptotique formel de la
loi conditionnelle de X; sachant }; pour un signal de dimension deux lorsque
seule 'une des composantes du signal est observée. Un cas particulier du
probléme exposé dans [84] a été étudié par P.Milheiro dans [69] lorsque la

composante du signal n’est pas bruitée.
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Lorsque le signal X, = (X}, X?) n’est pas entiérement observé quand ¢ = 0
et que les bruits du systéme de filtrage sont indépendants, Y.Takeuchi et
- H.Akashi [82] ont montré, en supposant que seule la composante X} du sig-
nal est observée, que E[p(X?)/):] tend en probabilité vers E[p(X?)/ X},
ot X! = o(X1,0 < s < t), quand ¢ tend vers 0. En utilisant ce résultat
ainsi que les propriétés de continuité du filtre par rapport a l'observation
.prouvés entre autres par M.Davis et M.Spathopoulos [22], H.Sussmann [79],
P.Florchinger [39] et M.Chaleyat-Maurel et D.Michel [15], A.Gegout-Petit [46]
montre Pexistence d’un filtre approché (c’est & dire d’une semi—martingale );-
mesurable définie par un nombre fini d’équations) pour la composante X2 du
.-signal lorsque le signal est de dimension deux et I’observation est de dimension
un. L’idée développée dans [46] est de remplacer X} par un filtre approché
‘dans léquation de Zakai satisfaite par E[p(X?)/X{] qui est la limite en pro
babilité de E[p(X?)/V]-

Cette méthode donne un rayon de convergence d’ordre ¢ entre le filtre et le
filtre approché qui est solution d’une équation aux dérivées partielles stochas-
tique parabolique de dimension réduite par rapport & I’équation de Zakai et

par conséquent plus facile & résoudre numériquement.

" Le but de ce chapitre est d’étendre le résultat établi par A.Gegout-Petit [46]
"4 des systémes de filtrage non linéaire avec bruits dépendants. :

Ce chapitre est divisé en trois paragraphes organisés de la maniere suivante.
- Dans le premier paragraphe, nous introduisons le probleéme de filtrage non
linéaire étudié dans ce chapitre et nous définissons des filtres approchés pour
E[X!/Vi] et E[p(X})/Y:]. Dans le deuxiéme paragraphe, nous calculons
I'ordre de Papproximation de E[p(X?)/Y:] par le filtre approché introduit
au.paragraphe précédent. Dans le troisieme paragraphe, nous montrons que
les filtres approchés définis au premier paragraphe sont solutions d’équations
aux dérivées partielles stochastique similaires aux équations de Zakai et de

Kushner-Stratonovitch.
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2.2 - DEFINITIONS ET PREMIERS RESUL-
TATS

2.2.1 LE PROBLEME ETUDIE

Soit (Q, F, (Ft)t>0, P) un espace probabilisé complet.. Pour toute semi-martingale
(Xt)e>0 définie sur cet espace, on notera X; = 0(X;,0 < s < t), t > 0, la tribu
engendrée par les trajectoires du processus (X;):>o jusqu’au temps t..

Soit £ un réel positif, (V}'),5p (Vi¥)izo €t (Wi)yo des processus de Wiener
standards indépendants, définis sur (2, F, (F;)>0, P), & valeurs dans IR et
(X0, (X2)i>0 €t (Yi)i>0 les semi-martingales & valeurs dans IR solutions du

probléme de filtrage non linéaire suivant

4

t L
X} = x4+ [ fu(xE X2 dset /0 k(X1) V!
]

{ x2=X3+ [ plx: X2)ds+/tl(X2)dV2+/tb(X2)dW (2.2)
t — 20 0 PACLT EELY 0 s s o s 8 .

¢
Y, = /0 h(XY)ds + e W,
ou
(H1) X est déterministe.

H2) X2 est une variable aléatoire réelle indépendante des processus (V}1),.,,
0 t Jt>0
(V?)tzo et (Wt)tZO‘

(H3) f1 et f sont des fonctions de IR* dans IR de classe C}.
- (H4) k, I et bsont des fonctions de R dans IR de classe C3.

(H5) Il existe des constantes strictement positives k; et k; telles que pour tout
IEER,O<k1$k($)Sk2.
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(H6) La fonction g définie pour tout (z',z?) dans IR? par -

o) = [ () fi 2

est de classe Cp.

(HT) h est une fonction injective de R dans IR, de classe C? telle qu’il existe
a > 0 tel que pour tout z € R, 0 < a < h'(z).

Remarque 2.2.1 L’hypothése (H6) est satisfaite si, par 'exemp‘le, la fonction
f1 est & support compact par rapport a la variable T*.

Pour conclure ce paragraphe, introduisons la notion de comparaison avec les
puissances de € pour un processus stochastique (F¢)i>0 adapté dépendant de
€. '

Définition 2.2.2 Un processus stochastique (Ft)izo adapté (Zi)i>o défini sur
(Q, F, (Fi)is0, P) et dépendant de € est d’ordre €™, et on note Z, = O(e™), s’il
existe €0 > 0 et 7 > 0 tels que, pour tout to > 0 et 1 < g < 00, il existe C>0
tel que pour tout € < €, - o

sup ||Zi|lq £ Ce™ et sup I Z:|lq < Ce"
to<t<oo 0<t<o0

ot ||.||, est la norme de LY(Q, F;, P).

2.2.2 UN FILTRE APPROCHE POUR X} ET E[X} /)]

L’objet de ce paragraphe est de montrer que le processus stochastique (M;)t>0
défini par :

M= X3+ L [ KM@Y, — hOM) do) (2.3

est un filtre approché pour E[X}/Y;] d’ordre /.
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Remarque 2.2.3 De la définition du processus stochastique (M;)i>o, on déduit
facilement que pour tout t > 0, les tribus M; et Y, sont égales.

Le processus stochastique (M;);>o défini par (2.3) satisfait le résultat d’approximation
suivant.

Proposition 2.2.4 Soit T > 0 fizé; sous la probabilité P nous avons, pour
tout t € [0, 7],

() (X} = M) = O(v/e).
(i) E[X;/Yi] — M = O(VE).

, 'ijeuve : Par application de la formule d’'It6, nous avOn_é :

d(X}—M)? =" 2(X} - M) (fu(x], X2) dt + k(X1) AV — k(M) dW,
— k(M) ((X) — A(ML)) e+ K2 (X)) de + K2 (M) ).

Comme | X} —M,|? = ({(X} — M;)?)%, nous obtenonsen appliquant une deixiéme
fois la formule d’It6

AX; =M = g} — M) (A(XE X7) dbe — Zh(M)(A(XE) ~ h(M,) de
+E(X]) AV} — k(M) dW,)
PU D o gy + K0 .
D’ou
FEIXE =Mt < o (12— ie (£, X0 - Tk XD - hoy))|
+29 D g - w2206 + #2(0)].

2
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Comme la fonction h est croissante, nous déduisons de 1’égalité ci—dessus et de
(H4), (H5) et (HT), 'inégalité suivante : ’ ’ '

O!kl

- < o (B - M K X2 - LK - 1)

+k3q(q — DE[IX] — M),

De plus, en posant Ny = inf{N € IN / Nk; > 2}, l'inégalité de Young nous
donne

a o Noe . '
12— M A XD < 51X - Mt|q+( ) Ao, XD
et

g2

o, «a Npe\ 2
Bla ~ DIXE - Mt < 21X — M+ e - DE ()

Par conséquent, nous obtenons :
d | '
ZE(|X} - M) < 2 (~CiBIX] — M) + Cae?)

ou C; et C, sont les constantes positives définies par :

et

[N
N
R [Z
v
™)

Cr= (22 lullr + Ki(a - 1)

De cette derniére majoration nous déduisons :

d

€ Xl q)(—e:—
= (< Blxt - i) < Ze

ce qui implique :

BIX — M7 < e E[|X2 — Molf] + oA
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Ainsi, 'estimation (i) se déduit de 'inégalité précédente en remarquant que
Xt = M,.

De plus, I'espérance conditionnelle étant une contraction dans tous les espaces -
L?, lestimation (ii) est une conséquence immédiate de (i) et de la remarque

2.2.3.
]

2.2.3 UN CHANGEMENT DE PROBABILITE

Le but de ce paragraphe est d’introduire une nouvelle probabilité sur 1’espace
(8, F, (Fi)t>0) sous laquelle le processus stochastique (X})¢>o est indépendant
des processus de Wiener (V;2);>0 et (W;)i>o0. ’

Soit (T')¢e»o0 le processus stochastique défini par :
t _ i ’
T, = exp ( /O (k(X1)) ™ Au(XL X2 dX) - % /0 (k(X,)) "2 fl.(Xsl,Xf)2ds>.

Des hypothéses (H3) et (H4) nous déduisons que E(T;!) =1 r)our tout ¢t > 0.

Alors, en notant P la probabilité sur (Q,F, (Ft)t>0) définie par la dérivée -
de Radon-Nikodym

dP

Fi
le théoréme de Girsanov implique que le processus stochastique (th)tzo défini
pour tout £ > 0 par :

~ t
X = [k (xhax!
0 ;
est un processus de Wiener sur 'espace (2, F, (F:)i0, P).

De plus, comme X} = A}, le processus stochastique (X});> est, sous la prob-
abilité P, indépendant des processus (V@)is0 et (Wh)>0.
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Remarque 2.2.5 De la définition de la probabilité P, on déduit qu’une mar-
tingale est d’ordre €* sous la probabilité P si, et seulement si, elle est d’ordre
€" sous la probabilité P. ' o ‘

D’autre part, en appliquant la formule d’'It6 a g(X}, X?) nous obtenons

Lo = exp (g0} X2) — 98, X3) = [ Lixya(X2, XD ds

+/0tk‘1(X1 f(xt, X2)—%—(Xl)ds 5 gf (XL, X2)ds

t
- %g-( 1 X2)b(X2) dW, — / (X1, X2)l(X82)dV82
0 2

o [ (rx) T R, X2 ds)

ou
g

L9 X1 x2)(U(X22+b(X2)P).

2 1 32 1 y2y, 299
E(S,Xg)g( X )_ (X X )f2(Xs’Xs)+2ax%

Ce résultat nous conduit & introduire les notations suivantes :
Définition 2.2.6 Pour toute trajectoire z de C([0,T];IR) posons :
t t ¢ : '
X2a) = X3+ [ folwe X2 ds + [ 1X2) AV + [ 6(X2(x)) dW,
0

et

Te) = exp(glon X2(a)) - oloh X3 - /t£<sx,>g<xs,x2<m>>ds
+ [ K ) flon XE) () ds — 5 / 2L w0 X2 ds
t dg

= || 5y (o X2 @)BX (@) AW, - / S 99 (2, X2(z))U(X2(z)) dV2

_5/0 (k(zs)) ™2 films, X2(2))? ds>'

De cette définition, nous déduisons le résultat suivant :

39



- Proposition 2.2.7 Soit T > 0 fixé; pour tout p € R, il existe une constante
c(p,T) telle que.pour tout t € [0,T] et pour toute trajectoire z de C([0,T],IR),

E[(T4())"] < c(p, T).

- Preuve : Ce résultat est immédiat en remarquant que comme toutes les
fonctions, ainsi que leurs dérivées, sont bornées nous avons :

(@) = exp(p (y(xt,XZ’(x))—g(xo,X?) [ Euumgalen Xi(o ) ds)
+p / £ @) o X2@) (@) o= 2 [ 2L o, x2(0)
[ (2 (xs,x2<x))b<x2(x>>) w5+ [ (ag< s,x2(x>)z<x2(w)>)2
~5 [ @) fie X2@))? ds) x |
exp (—p/ gx:(xs,X;"(:c))l(Xf(a:))de—p;/t(a 0, X2(a)) X2 x))zds

+p / oo (zs, X2(z)) b(X2(z)) AW, —5 ( (xs,x2(x))b(x2(x)

<cnT)ex (- [ S (o X2 UXE(0) w?

—%2- /Ot (aa—i(ws,X;"(:v)) l(Xf(w))>2 ds—p /0 t aéx%(:cs,Xf(x))‘b(Xf(x)) dw,

2

2 [ (Fen X2 b)) ds)

ot ¢(p, T) ne dépend pas de z et le terme restant est une martingale éxponevn-

tielle d’espérance 1.
a

2.2.4 UN FILTRE APPROCHE POUR E[p(X?)/Yi]

Considérons tout d’abord le cas limite du probléme de filtrage (2.2) lorsque
e=0.
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La fonction h étant injective, le processus stochastique (X})i>0 est complétement
- observé et le probleéme étudié se rameéne par conséquent & un probléme de fil-

“trage ol le processus (Xj)i»o est 'observation et le processus (X2)¢>0 est le
signal. ~Ainsi, le changement de probabilité effectué en (2.4) est "naturel”
car, sous la probabilité P, le processus stochastique (X!)i>0 est un proces-
sus de Wiener et, pour toute fonction ¢ de CZ(IR), le processus stochastique

- E[p(X?)T:/X}] est solution de I’équation de Zakai :

Bl T/X] = Blo()]+ [ Bllexye(XDT./X!]ds

+ [ Blo(X2) k(X Au(X2, X3 T/ )] dX.

“Maintenant, si nous supposons que € > 0, les équations de Kushner-Stratonovitch
vérifiées par E[p(X?)/Vs] et Elp(X})/Y:] sont couplées. C'est pourquoi nous
“voulons trouver un filtre approché pour E[p(X?)/)}] et prouver que celui—ci
est solution d’une. équation de type Kushner-Stratonovitch indépendante de
X1,

Dans ce but, définissons les processus stochastiques X2) et (T par
. ) t />0 t>0

et

5 t § 1 rt _ 5
Fy = exp ([ (M) fu(Ma, X2 dMy = 5 [ (RO Fo (Mo, X2 ds).
Remarque 2.2.8 Avec ces définitions, on a, pour tout t > 0, I, = I(M).

. Montrons maintenant que pour toute fonction ¢ de IR dans IR, le processus
stochastique (p:(9));>o défini par :

E[SO(XE) e/ My
E[T¢/ My
est une semi-martingale V;-mesurable qui approche E[p(X7?)/V]-

(2.5)

pi(p) =
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- En fait, comme le processus stochastique (X});>o est "proche” du proces-

- sus stochastique (M;)s>0, nous nous attendons & ce que u;(¢p) soit proche de
- . -1 ! .
Blp(X;) T/ % 1(BIT/ X)) = Elp(X})/4}] et, comme Elp(X?)/9)] con-
verge en probabilité, lorsque ¢ tend vers 0, vers E[p(X?)/A}], nous espérons
obtenir un processus stochastique proche de E[p(X2)/V].

2.3 ORDRE DE () — E[p(X2)/Y]

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat d’approximation suivant :

Théoréme 2.3.1 Soit T < oo fizé. Si pour toute fonction ch dans Cbz(R), il
eziste n € IN* tel que :

E[@(Xf) T/ Vi) — E[‘P(Xf) 1:‘t/yt] = O(gn) |
et
E[T:/Y)] - E[Fo/Y) = 0(e)

alors, pour tout t € [0,T], nous avons :

(@) — Elp(X2)/ %] = O(e™).

Preuve : En utilisant la formule de Kallianpur-Striebel (cf. [51] par exem-
ple) et la définition du processus stochastique (u;);>0 donnée en (2.5) nous

]

‘déduisons 'existence d’une constante positive K telle que :

- B HE[W(XE) Te/Y]  Elp(X) LY

El|Elp(X2)/¥] - m(@)l]

E[Ty/Y)] El/Y)]
< KE ” E[‘P(Xf) Pt/.)ft] - E[‘P(Xf) f‘t/yt] p]
B E[T:/ Y

CNEeXHT/Y] 1
THE ” E/Y] BTy
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De plus, 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne la majoration suivante pour

]

VE[(Blo(X2) T/ - Blo(X2) T/ 2))]

le premier terme de I'inégalité (2.6) :

E[‘P(Xf) T/ V4] — E[‘P(Xf) f‘t/yt]
E

E[T:/ Y]
< #|Gemm)

= 0(™).

~ En effet, en appliquant I'inégalité de Jensen a la fonction convexe z — (%)1‘21’, _

définie sur IR’ , nous avons :

#|(zemn)

ot le dernier terme ne dépend pas de €.

= E[T(B[Ty/¥d) 7] < E[(T)'7] = B[(T) 7]

Le second terme de I’inégalité (2.6) se majore de maniére analogue apres avoir

remarqué que l'on a :

E[‘PSX?) ft/yt]
E[l/V)

< [l¢plloo-
O

Ainsi, pour obtenir une estimation de p;(¢) — E[p(X?)/V] il suffit d’estimer
les quantités

BT/ Y] - E[L/Y)
et

E[W(Xf) Ft/yt] - E[‘P(XE) f‘t/yt]'
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2.3.1 ORDRE DE E[I;/Y,] - E[I'/Y)]

En notant (Z(z, y)):>0 le processus stochastique défini pour tout ¢ > 0 comme
la dérivée directionnelle
Xtz + M) — XP(z)

A

2 .
Z{(z,y) = lim
A—0
nous montrons le résultat suivant.

Proposition 2.3.2 Pour tout t > 0 nous avons :

0
Zi(z,y) = ¢t/ ¢’ f2(xs, X2(x)) ys ds ‘ (2.7
ol ¢, est le processus exponentiel défini par :
B Ofa; wapy (O, o N 1(8b, , )
¢: = exp (/ ( ( 05, X5 () *"T\B—’X( ))) 3 (535_2(){5'(36))) ) ds
+/ P dV2+/ T (Xila ))dW)
2

Preuve : De la définition du processus stochastique X2(z) nous déduisons

que :

Z}(z,y) = lim

[ 2l D Xia ) = ol X))

A—=0Jg A
+,1\1LI(1) t l(Xz(:I: + ’\y)) — l(X2(x)) dV2 v (28) ‘
i [ Ay)) —b(X2a)) )

D’autre part, en utilisant une technique similaire & celle dévelopée par H.Kunita
[58], A.Gegout~Petit [46] a montré la dérivabilité par rapport & A des intégrales
stochastiques figurant dans ’égalité (2.8).

Ainsi, pour tout ¢ > 0, nous avons :
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By = [ (3f2( X @)+ Lo, x2) 226 y>) ds
" +/ 5 (X2(e)) Z2(z.9) dV2+/ X2(z)) Z2(z, y) dW,.

Par conséquent, Z2(x,y) est solution d’une équation différentielle stochastique

affine dont la solution est donnée par (2.7).
a

De plus, des Propositions 2.2.4 et 2.3.2 nous déduisons facilement le résultat

suivant :

Corollaire 2.3.3 Soit T > 0 fizé; alors pour tout t € [0,T] et A € [0,1] nous
avons :

ZH (M + MNX = M), X' — M) = 0'(\/2).

De ce résultat, nous déduisons alors l’estimation suivante.

Proposition 2.3.4 Soit T > 0 fizé; alors pour tout t € [0,T] nous avons :

E[Ty/¥] - E[l./V] = O(VE).

Preuve : Pour tous z,y dans C([0,T]; IR) nous avons :

Ti(z) —Ti(y) = Tly+(z—y9)) —Tily)
= §t(1) - §t(0)
= [ & ax

ot1 £&(\) est défini pour tout A € [0,1] par :

&(X) =Ty + Mz — 9))-

Donc, comme d’aprés [46] les intégrales stochastiques figurant dans la définition
de I'; sont dérivables par rapport a A, nous obtenons :
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E0) =Tuly + Mz~ 1)) o oy + Mz ~1))

ou

S 1og(Ty + Mz — ) = |
K720+ A~ 9 s+ Az — 90, X2y + Az — ) e~ w)

4+ %(yt + A@e — 4), Xy + Mz - 9) Z2(y + Mz —y),z — y)

+ /Ot PY1(Ys + AMzs — ¥s), X2(y + Mz — 9))) (s — ys) ds

+ [ 20+ M@ — ), X2y + Mo~ 1) 2y + A@ — 9), 2 — 9) ds

- /ot afgx;@% + A(@s — 4s), X2(y + Mz — y)) UX2(y + Mz — ) (25 — ye) V2

¢ 82 g : N TN A
- [ G X = . X2y + N MK+ Ao~ )

o+ -gxg;(ys + Mzs — y) X2y + Mz — y)))a—i%(xf(y + Mz - y))):l

Z2y+ Mz~ y),z —y)dV?
= aaia'g‘x; (s + A@s = 3s), X2 + Me — ) 6K (W + Az = 9))(zs — v:) AW,
_ /Ot [%(% + A5 — Ys), X2(y + Mz — 9))B(X2(y + Mz — 1))
bt M=), X200+ M= 3) e (X + 2z = )|
ZXy+ Mz —y),z — y) dW,

ou ; et ¥ sont les fonctions définies par :

, 2
¢1($1,$2) = _81:813 ($1,332)f2(331,$2) 88 (371,152) 01, ($1,$2)
1 asg 16 f1

— -ém(xl,wz)(l(l‘z) ($2)2) - 5 a 3 ($1,$2)
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et

Vo1, xz) =

— k(z1) 72 fi(z1, T2) (—ai(ah)) -+f1($1,$2)’?($1) 1‘2 IZ(xl)
| —f-vk(xl)"laafl( )8f1 (z1, T2) + fi(2y, 22)k(21)” %k“(xl)

— k(z1) " f1(z, wz)%(xl, T2)

18%
2023 3(

2

g 2($1,$2)f2($1,$2) g 2($1,$2) (1(302)86—3:2(-’52) +b($2)58§2($2)>

ok . Of: 1 %
1
8 1( )5’ 2(:1;1, 2) 28%18%2(:1;1’1;2)

1,2 (U2 +8(52)") — (o, )3—;”( 22)

+ k(ml)_

— k(z1)~ f1($1,$2) (xl, T3)-

- Ainsi, en remarquant que I'y — I, = Ty(M+(X'— M))—T(M), nous obtenons
I’estimafion suivante :

Ft—ft =

/01 Te(M + MX' —M)) 5; log(Ft(M +AMXT = M))) dA

/0 LM + (XY — M) E(M; + (X} — M)~
Fr(M, + A(X} — My), X2(M + M(X — M))) (X} — My) dA

+/01 Ty(M + A(X! — M) (;99 (M, + A(X} — My), X2(M + (X! — M)))
Z2(M + A(X* — M), X' — M) dA

+/01 T,(M + A(XE — M) /()t¢1(Ms+)\(Xsl M,), X2(M + A(X! — M)))
(X1 — M) dsd)

+ / T,(M + A(X' — M) / Da(M, + M(XE = M), X2(M + M(X* — M)))
Z2(M + M(X' = M), X' — M)dsdA

- [rraax ) [ 528

X! — M,), X2 Xt—-M
[ S8 (M, MXE = ML), X2(M + XX = M)
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WXUM + A(X = M) (X3~ My)dV2dxr
- /01 LM + M(X! - M))/ [322(M +A(X! - M,), X2(M+>\(X1 M)))

l(XQ(M—I-)\(X1 M))) + % (M +)\(X1 M,), X2(M + A\(X' — M)))

al
"Bra
_ /O To(M + A(X* — M) /0 M(Ms n A(X; — M,), X3(M + A\(X* - M)))

BX2(M + A\(XT = M))) (X! — M,) dW, dA

- /01 LM+ MXt = M) / [g g(M + A X; = M), X2(M + AM(X' — M)))

1,
T (X (M 4+ (X! — M) } ZX(M + ,\(Xl M), X' - M) dv_ dx

BXHM + A X = M))) + i(M + AX; — M), X2(M + M\(X* — M)))
%(Xf(M + A(X?! - M)))J ZHM+A\X - M), X! - M)dW,d>
2
ou fi, k, I, b, ¥ et 9, ainsi que les dérivées premiéres de [, bet getles
dérivées secondes de g sont des fonctions bornées de M, + MXL — M) et
Z2HM + M(X' = M)).
Donc, comme X est déterministe et, d’aprés la Proposition 2.2.4 et le Corol-

laire 2.3.3, les processus stochastiques X! — M, et Z2 (M +A(X'— M), X' — M)
sont d’ordre /¢, nous déduisons de ’égalité précédente que

E[Ft/yt] - E[ft/yt] = 0(\/2) ,

2.3.2 ORDRE DE E[p(X2)T/Y| — Blp(X2) s/ V)]

Proposition 2.3.5 Soit T > 0 fizé; alors pour tout t € [0, T} nous avons :

Elp(X?)Te/Y] — Elp(X) T/ Y] = O(VE).
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Preuve : .Pour tous z, y dans C([0,T],IR) nous avons :

(X)) Te(x) — (X7 W) Te(y) = (1) —(0)
- /Olut’(/\)d)\

ot 14(A) est défini pour tout A € [0,1] par :

n(X) = o(X{ [y + Az~ y)) Le(y + Mz — y)).

Par conséquent, par un raisonnement analogue & celui du paragraphe précédent,
nous obtenons :

o x 1 . S
p(XTe = (DT = [ /(X2 +A(X" = M))Tu(M + A(X* - b))
ZEM 4+ MX - M), X - M) .
AP M+ NXT = M) E(M + XX — M))] d.
Le résultat de la Proposition 2.3.5 se déduit aisément de cette égalité en remar-
quant que les processus &(M + A(X' — M)) et ZH(M + A\ X! -~ M), X' — M)

sont d’ordre /€.
O

2.4 UNE EQUATION POUR LE FILTRE AP-
PROCHE ()

Le but de ce paragraphe est de montrer que le processus stochastique o défini
pour toute fonction ¢ dans C?(IR, IR) par :

a(¢) = E[p(X]) T/ V)] (2.9)
est solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique parabolique de
type Zakai et que le filtre approché () défini par (2.5) est solution d’une
équation aux dérivées partielles stochastique de type Kushner—Stratonovitch
indépendante de X1.
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Proposition 2.4.1 Pour toute fonction ¢ dans CZ(R,R), le processus stochas-
tique o4(p) est solution de l’équation aux dérivées partielles stochastique :

op) = 00(@)+ [ ooLinay 9 s+ [ o (M) h(X2) &' 8) ds
+/Ot Us.((k(Ms))_l fl(M37 ) Qol b) ds (2.10)
[ (L) RO e+ BOL)T D) aMe

Preuve : Par application de la formule d’It6, nous avons, pour toute fonction

¢ dans CZ(R,R),

Mty B S
X2 = o(XD)+ [ [#(KD) falMe, K2+ 30" (ROUXD? + 50 (XX do
t ]
(Y2 2 2 (Y2 2
+ [[GENED V2 + [P XDNE?) W,
: -2 t v 27 t w2 v 2 2 t /(w2 v 2
= o)+ [ Laap(X2ds+ [ ¢ (XX aV} + [ @ (X2(X2)aWs
et »
§ t 0 y
Po=1+ /0 P, (K(M,)2 fu(M,, X2) dM,.

D’ou
< on . - t., . -
o(RDTe = o)+ [ ToLianp(XD ds+ [ Tud (RDUX?) av?

o+ [ T (RDRD W, + [ Fop(R2) (k(M)) 2 f1(M,, X2) dM,

+f CE o (R2)(X2) (R(M,)) L1 (M, X2) ds

¢ t '
Or, comme W; = /0 (k(M,))"tdM, + —i—/o h(M,) — h(X}) ds, nous obtenons :

PXDT, = () + [T [Canp(X2) + 2 (XDBED) (M) ~ h(X2))| ds
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+ / o (R2)b(X2) (k(My)) ™ fo (M, X2) ds (2.11)
o [ [ R ) A (M, X2) 4 (M) (RDB(RD)]
+ /0 P (X2)U(X2) dV72.

D’autre part, comme les tribus 0(X3, V2,0 < s < t) et ); V X! sont indépendantes,
nous avons pour toute fonction F de IR? dans IR,

E[F(M,, X2) T/ V) = E[F(My, X3) Lo/ V).

Donc, en prenant ’espérance conditionnelle par rapport & ), dans les deux
membres de ’égalité (2.11) et en appliquant le théoreme de Fubini pour les
intégrales stochastiques (voir E.Pardoux [74] ou R.Lipster—A.Shiryayev [64]

par exemple), nous avons :

Blo(RDT/Y) = Blo(xd)/0 + [ B Lo yp(X2)/0.]ds
2 [ BP! (R2BX (M) ~ h(X2)/ Vi) ds
+ [ tE[fsso'@?)bo?z)(k(MS»—lfl(Ms,Xf)/ys] ds
+ [ BT, (oK (M) A1(M,, X2)
k(M) ¢ (XDB(X?)) /Y5 dM,.

Ainsi, le processus stochastique o;(¢) défini par (2.9) est solution de ’équation

aux dérivées partielles stochastique (2.10).
()

- Proposition 2.4.2 Pour toute fonction ¢ de CZ(R,IR), le processus stochas-
tique () est solution de l’équation auz dérivées partielles stochastique :
t 1
ple) = B+ [ (malLonne) + s (5 (1) — XD b) ) ds
t
+ [ (M) (M, ) ) ds
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[ e (L) o0 ) -+ (B D) = sa) el (M) 2 (05,7

[dM; = s (K(M,)) ™2 f1(M;, ) k(My)? ds| .

Preuve : Comme pour tout £ > 0, nous avons :
. t. .
=1+ /0 Py (k(My)) 2 f1(Ms, X2) dM,,

~ des arguments similaires & ceux développés dans la preuve du résultat précédent
nous permettent de montrer que :

BV =1+ [ BN 1, X/ 0] M,

et, par application de la formule d’Ité nous avons :

C B[RV = 1- /Ot E[Fs(k(ﬂl(sg)[;t%tz]\fs,Xf)/ys] dM,
E[l,(k(M,))™ fl(Ms,X )/ys]) .
+/ [Ft/.)' ]) (M)

. Ainsi, en tenant compte du fait que le processus stochastique E[p(X2)I',/Y]
est solution de l’équation aux dérivées partielles stochastique (2.10),-nous
obtenons par application de la formule d’It6 :

E[‘PSXE)Ft/yt] _
E[T/ Y

B(X3) ~ [ Blo(XDE/Y)

BILL (kM)A (Mo, XD/ ) 0
o (EILS/Yi))?
[ ens vy BIE k(M) 2 F1(My, X2)/ D))
+ [ Blo(XDE./Y) S
s / B [Pap (XD (6(M.) " 11 (M XD/

0 E[F./V.]

/t-E [FoLimpe /Y]

0 E[l,/Y:]

k(M,)? ds
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! /ot B[ (XX (B(Ms) — WX/

€ E[ls/Y) | | o
4 / E [T (o(X2)(k(M, ))"2f1(M;, X2) + ¢/ (X2)b(X2)(k(M,)) ™) /Y] .
) ‘ E[fs/ys] o s
t BDs(k(M,))~2f1(M;,, X2 ys L o(X2) I .
_/ ul (E [Fo/Vs])2 A [F (X ) (k (M, )) fl(Ms»Xs)/ys] k(Ms) ds |
t B0, (k(Ms)) 2 fu(Ms, X2)/ys] Ny 0 L \
/ (E[L/V)? E [P (X2)b(X2) (K(M,)) ™/ V5] k(M,)? ds

Cette égalité devient, en tenant compte de la définition du processus stochas-

tique () :

) = BOXR) + [ o) (o((ROML)) 2 (M, 1)) R(My)? ds
] (nnCCieanae) + Zim ((BO) = ROXIO'D) + s (B (M Jo'D) ) s
[ o (o)) 1My ) e (M) (M) 0+ (ML) 7' B) K(M,)* s

— [ ) 1l GO Fi (M) AM, + [ (R (M, ) o+ (K(OMe)) 7 B) M,

ce qui implique :

o) = BXG) - /tusw)us((k(Ms))-Zfl(Ms,.» (A0, — pra((B(ML)) fi(Ms, ) k(M )?ds]

[ 2 £, (M, ) 0+ (k(M4)) ¢ b) [dM, — pe(((M.))™2 f1(Ms, ) k(M) ds]
+ /0 (usw(s,M.,)so) + s ((A(M) = RXD)'8) + s ((RM)) ™ F(Ma )¢ b)) d.
a
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Chapitre 3

LES EQUATIONS DU
FILTRAGE

3.1 INTRODUCTION

- Les équations du filtrage associées a des problemes de filtrage non linéaire
- avec bruits dépendants, & valeurs dans des espaces de dimension finie, ont
été établies, sous différents jeux d’hypotheéses, par M.Zakai [86], M.Davis [20],
 M.Davis et S.Marcus [21], M.Davis et M.Spathopoulos [22], E.Pardoux [72],
W.Hopkins [48] et P.Florchinger [41].

Plus récemment, N.Ahmed et J.Zabczyk [3], N.Ahmed, M.Fuhrman et J.Zabczyk
[2] et R.Elliott et J.Moore [33] ont étudié des problémes de filtrage non linéaire
lorsque le signal est & valeurs dans un espace de Hilbert et 1’'observation est de
dimension finie. Un résultat d’unicité pour la solution de I’équation de Zakai
a été prouvé par A.Bhatt, G.Kallianpur et R.Karandikar [9] par exemple.

- L’équation de Zakai associée & un probléme de filtrage non linéaire avec bruits
indépendants lorsque le signal et 'observation sont & valeurs dans des espaces

de Hilbert de dimension infinie a été établie dans [42] par P.Florchinger.

Le but de ce chapitre est d’étendre ce résultat & des systémes de filtrage non
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linéaire avec bruits dépendants.

- Ce chapitre est divisé en trois parties organisées de la maniére suivante. Dans
la premieére partie, nous introduisons le probleme de filtrage étudié et nous

définissons, par la méthode de la probabilité de référence, le filtre non normalisé
associé & ce probleme. Dans la seconde partie, nous montrons que le filtre
non normalisé est solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique
parabolique : 1’équation de Zakai. Dans la troisieme partie, nous déduisons
de V'équation .de Zakai que le filtre est solution d'une équation aux dérivées
partielles stochastique non linéaire : 1’équation de Kushner—Stratonovitch.

3.2 LE PROBLEME ETUDIE

Soit (2, F, (Ft)tz0, P) un espace probabilisé complet, H, U et V trois espaces
de Hilbert séparables et (W:(t))i>c et (Wa(t))i>o deux processus de Wiener
cylindriques indépendants, adaptés & la filtration (F;)>0, & valeurs dans U et

V respectivement.

Soit (Xi, Y:)i>0 le processus stochastique & valeurs dans H x V solution du

probleme de filtrage non linéaire :
t 1 1
Xi=Xo+ [ (AX, + F(X,))ds+ [ R(X,) dWi(s) + [ B(X,)dW(s)

Y, = /0 " G(X,) ds + Wa(t)
(3.1)

oll

(H1) X, est une variable aléatoire, Fp-mesurable, & valeurs dans H.

(H2) Le semi-groupe (S(t)):>o0 engendré par ’opérateur A est tel que
IS@)|| < Me™*

pour M et o > 0.
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(H3) L’application F': H — H est lipschitzienne.

(H4) Les applications R : H — Ly(U, H), l’espace des opérateurs de Hilbert-
- .Schmidt de U dans H, et B: H — Ly(V, H) sont lipschitziennes.

(H5) L’application G : H — V est continue et bornée. |

Alors, d’aprés le Théoréme 7.4 de [18], par exemple, I’équation différentielle
stochastique définissant le signal (X;);>0 admet, sous les hypothéses (H1) &
(H4), une solution faible unique.

Pour tout.espace de Hilbert réel séparable K, notons UCF(H, K), k € NN,
I'espace linéaire des applications ¢ de H dans K qui sont, ainsi que leurs
dérivées de Fréchet jusqu’a ’ordre k, bornées et uniformément continues. De
plus, si ¢ € UCY(H, R) est telle que Papplication z — ¢(Az) définie sur D(A)
posséde un prolongement continu défini sur H aldrs, ce prolongement sera noté,

lui aussi, ¢4.

Introduisons maintenant, de maniére analogue & [2], Pespace Dy défini par

Do = {¢ € UCY(H,R)/¢2 € UCY(H,R), bu et (¢4)se € UCS(H, L1(H, H))}.
(3.2)

Alors, en notant ); = o{Y;, 0 < s<t} la tribu engendrée par les trajectoires
de I’observation jusqu’au temps ¢, nous pouvons définir pour toute fonction ¢
dans D le filtre associé au systéme (3.1) par :

I(¢) = E[¢(Xe)/Vi].

Maintenant, nous utilisons la méthode de la ”probabilité de référence” pour

définir le filtre non normalisé associé au systéme (3.1).
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Soit (Z:)>0 le processus stochastique défini pour tout ¢ > 0:par :

t 1t
Zy=exp ( /O <G(X,), dYy >v —5 /0 |]G(X3)V|]Vdvs).

Alors, comme G est bornée, nous avons E(Z; ') = 1, pour tout ¢ > 0, et si
on note P la probabilité définie sur I'espace (2, F, (F;)i»0) par la dérivée de
Radon-Nikodym :
dP
| = Zt—l’
dP| .,

le théoréme de Girsanov prouvé par J.Y.Ouvrard [70] entraine que le processus
‘stochastique (Y})s>o est, sous la probabilité P, un (F;)¢>o processus de Wiener
indépendant de (W1(t)):>o0-

Nous définissons alors, pour toute fonction ¢ dans Dy, le filtre non normalisé

associé au systéme (3.1) par :

o(®) = BO(X) Z/V) (33)

De plus, le filtre et le filtre non normalisé sont liés, pour-toute fonction ¢ dans
Dy, par la formule de Kallianpur-Striebel (voir [51] par exemple) :

— pe(9)
(1)

II(¢)

3.3 L’EQUATION DE ZAKAI

En suivant les différentes étapes conduisant a établir ’équation de Zakai as-
sociée & des problémes de filtrage non linéaire en dimension finie (cf. E.Pardoux
[74] par exemple), nous prouvons le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 Pour toute fonction ¢ dans Dy, le filtre non normalisé p;
est solution de l’équation aux dérivées partielles stochastique :

2@ = @)+ [ pollodds+ [ <L) dV >y (34)
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ot Lo et L1 sont les opérateurs différentiels du deuziéeme et premier ordre

définis pour toute fonction ¢ de Dy par :

Lop(X) = <X, A¢(X) >p + < F(X),¢:(X) >
+ 5T (ROOR(O + BOB(X)") 622(X)

et |
L1¢(X) = G(X)$(X) + B(X)*¢(X).

Remarque 3.3.2 Les processus stochastiques (G (Xt)P(X1))ezo0 et (B(Xe)* @2(Xt)) >0
étant d valeurs dans l’espace de Hilbert V, nous avons pour toutt > 0 :

oo | 4
G(X)$(Xe) + B(Xe)*¢a(Xe) = 3 ((G(Xe)p(Xe))i + (B(Xe)*S(X2))i) e

i=0
ot (e;)i>0 est une base de V' et (G(Xy)p(Xy)); et (B(X;)*qﬁx(Xt))i sont les com-
posantes réelles respectives dans cette base de G(X;)p(Xe) et B(X¢)*¢o(Xe)-

Ainsi, py (L19) désigne le processus stochastique & valeurs dans V' ‘défini par :

+o0
P (La9) = ) (p((G(Xe)d(X))i) + pe((B(Xe)*$2(X2))i)) ei
i=0
Preuve : Par application de la formule d’It6, nous obtenons :
dp(X:) = Lod(Xi)dt+ < ¢o(Xe), R(Xe)dAW1(E) >1 + < ¢2(Xy), B(Xe)dWa(t) >u
et
dZt = Zt < G(Xt),d}/t >V .

Par conséquent,

UP(X)Z) = Lod(Xe)Zedt + Zy < ¢u(Xy), R(X)AW;(8) >k (3.5)
+ Z, < u(X2), B(X,)dWa(t) >5 +6(Xe) Z: < G(Xy), dY; >v
+d < ¢(X),Z >
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ol K ¢(X), Z >, désigne la variation quadratique des processus stochastiques
((X:))iz0 et (Zt)ixo-

D’autre part, si Q est 'opérateur de covariance du processus de Wiener (W>(t)):>0
et Vo = QY2(V), il existe une base orthonormale compléte (g;)1<i<4o00 dans Vp
et une famille de processus de Wiener réels standards mutuellement indépendants

(Bi)1<i<+oo tels que, pour tout t > 0,
+00
i=1
Ainsi, on a :
+o0
do(Xy) = Lod(Xe)dt+ < ¢.(Xe), R(X)dWy(t) >5 + Z < ¢x(Xt), B(X:)9: >m dBi(t)
i=1
et
+o00 T
dZy = Z; < G(Xy), G(Xy) v dt + Z; Z < G(Xy),g: >v dBi(t).
i=1

Donc, comme les processus de Wiener (W (t)):>0 et (Wa(t))>0 sont indépendants, .

nous obtenons :

+o00
7 < G(Xy), 9 >v< ¢o(Xe), B(Xe)gi > dt

i=1

+o0
= Z; < $(X1), B(X2) Y < G(Xe), 9 >v gi >p di
iz1 ;

d < (X)), Z >

et, par conséquent, (3.5) devient :

d((b(Xt)Zt) = £0¢(Xt)tht + Zt < ¢w(Xt)a R(Xt)dwl(t) >H
+ Zt < ¢z(Xt)7 B(Xt)dW2(t) >H +¢(Xt)Zt < G(Xt),dY;, >V

et, en utilisant la définition du processus stochastique (Y;);>0, nous obtenons :
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d¢(X)Z,) = Lod(X)Zedt + Z, < ¢m(xtj,R(Xt)dW1(i) >y
| + Z, < $(X)G(X:) + B(X0)*$2(Xe), dY; >v .

C’est A dire :

HX)Z = P(Xo)+ [ Lod(X)Zuds + [ 2, < 6u(X.), ROX)AWi(s) >

+ /Ot Zy < ¢(X)G(Xs) + B(Xs)*¢2(Xs),dY, >v .

- D’ot1, en prenant 1’espérance conditionnelle par rapport & ), sous la probablité
P dans les deux membres de ’égalité ci-dessus, nous obtenons :

pi(@) = —E_[¢(Xo)/yt]v+ E [/Ot £0¢(X3)st3/yt]
+E [ /0 " 2, < 65(X.), R(X,)dWi(s) >u /ytJ

+E[/Otzs < L1, dY, >y /yt] y

Ainsi, en appliquant le théoréme de Fubini stochastique prouvé par Lipster et
Shiryayev dans [64] et, en remarquant que le processus stochastique

t
(/ Zs < ¢p(Xs), R(Xs)dW1(s) >H) est une (F;)¢>o martingale locale, nous

t>0

t__ t —
'pt(¢) = Po(¢) +/0 E [‘CO(b(Xs)Zs/ys] ds +/0 <FE [£1¢Zs/ys]a dYs >y .
C’est a dire, en tenant compte de la définition du filtre non normalisé,

t t
pe(9) = po(@) + [ pulLod)ds + [ < pulL29), dYe >
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3.4 L’EQUATION DE KUSHNER-STRATONOVITC

Dans ce paragraphe, nous montrons que le filtre associé au probléeme de fil-

S = - S

‘trage (3.1) est solution d’une équation aux dérivées partlelles stochasthue non
linéaire : I’équation de Kushner-Stratonovitch. '

Théoréme 3.4.1 Pour toute fonctzon ¢ dans Dy, le ﬁltre Ht est solution de -
l’équation aux dérivées partielles stochastique : ’

1(6) = Ho(d) + [ Mo(Lod)ds + [ <TL,(£19) ~ I (#)TT,(G),dvs >y (36)

t
ot vs =Y, — / I1,(G)ds est le processus d’innovation associé au systéme (3.1).
0

Preuve : Montrons tout d’abord que pour tout ¢ > 0,

) =exp ([ <TL(@), ¥, >y — [IM(@)IEds). @)

Par application de la formule d’It6 nous avons :
¢
Zo=1+ [ Z,<G(X,),dY, >v .
0

Alors, en prenant ’espérance conditionnelle par rapport & ); dans les deux
membres de 1'égalité précédente et en utilisant, comme dans la preuve du
Théoréme 3.3.1,le théoréme de Fubini stochastique prouvé dans [64], nous

obtenons :

(1) = E|[Z/Y)
= 1+ E [/OtZs < G(Xs),dYs >y /yt]

= 1+ /0 ‘< E[Z,G(X,)/Ys],dY, >v

i
- 1+/0 < ps(G),dY, >v .

Ainsi, en utilisant la formule de Kallianpur-Striebel, 1’égalité ci-dessus devient
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p(1) =1+ /Ot 0y(1) < TL,(G), &Y, >v

ce qui conduit immédiatement a la représentation exponentielle donnée en
(3.7).

D’autre part, comme d’apres la formule de Kallianpur-Striebel, nous avons
pour toute fonction ¢ dans Dy,

_ Pt(¢)
pe(1)

nous obtenons, par application de la formule d’Ito,

II(¢)

dlly(¢) = dpi(¢)(ﬂt(1))_l + Pt(¢)d(ﬂt(1))_1 +d < p.(9), (P.(l))—l >; (3.8)

ot < p.(¢), (p.(1))~! >, désigne la variation quadratique des processus (ps(¢))s>0
et ((0:(1)) ™ )ezo-

De plus, d’aprés I’égalité (3.7) nous avons :

() =exp (- [ <T(G), d¥e >y + [ IM(G)IE ds)

et, par conséquent, en utilisant la formule d’It6, nous obtenons :

d(p(1))7" = (1) (= < I(G), dY; >v +|T(G)II} dt) . (3.9)

Ainsi, en tenant compte de (3.4) et (3.9), nous déduisons de (3.8) que

dll(¢) = (p:(1))7 (p:(Lo9) dt+ < pi(L10),dY; >v)
H (D)) (- < T(G), aY; >v +HIL(G)1} de)
+d < p (), p.(1)7 >y

D’autre part, si (J; est 'opérateur de covariance du .processus de Wiener
(Yiliso et V1 = }/ 2(V), il existe une base orthonormale compléte (h;)1<i<+oo
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dans V; et une famille de processus de Wiener réels standards mutuellement
indépendants (8})1<i<+co tels que, pour tout ¢t > 0,

+0co
Y, =) hfi(t).
=1

Ainsi, les processus stochastiques (0:(#)):>0 et (0:(1)™1)¢>0 sont solutions des
équations différentielles stochastiques

+00
dpi(9) = pe(Lop)dt + D < pi(L19), hi >v dBi(t)

i=1

et

dps(1) 7" = po(1) M IIL(G)| I3 dt — pe(1)” Z <II(G), hi >v dBi(t).

=1

- Par conséquent, la variation quadratique des processus stochasthues (pt(¢))t>0

et (pt(1)71)i>0 est donnée par :

—ps(1)” Z < pe(L1), by >yv<T(G), b >v dt

i=1

“+00 ’ ;
= —pt(l)_l < pt(ﬁlqb), Z < Ht(G), hi >v h,, >v dt

i=1

= ~p()7 < p(£19), TL(G) >v dt

d < p.(¢), P.(l)_l >

ce qui nous conduit &

dily(¢) = (p:(1)) 7 pe(Log) dt + (pe(1)) ™ < pr(L19),dY; >v
— (pe(1)) ' oe(8) < (G), dY; >v +(p(1))” ‘p(9) ||Ht(G)||v dt
— < (p:(1) ' pe(L19), IL(G) >v dt.

Alors, en utilisant la formule de Kallianpur-Striebel, nous obtenons :
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CTL6) = To@)+ [ 11, (Lod) ds + / " < IL(L19),dY, v
— /0 ' < (AL (G), dYs >v + /0 C < TL()TL(G), IL,(G) >v ds
- /O C < TL,(£:14), IL(G) >v ds.

\ ‘
Finalement, en posant v, = Yy — / I1,(G) du, 1'égalité précédente devient :
0

,(6) = Tlo(6) + /0 M, (Cod) ds + /0 t IL(L10) — TL(AL(G), dvs v .

O
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Chapitre 4

'EXISTENCE D’UNE
'DENSITE POUR UN
PROBLEME DE FILTRAGE
EN DIMENSION INFINIE

4.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions un probleme de filtrage non linéaire avec bruits
- additifs dépendants lorsque le signal et 1’observation sont & valeurs dans des
espaces de Hilbert de dimension infinie H et V. ’

Le résultat principal de ce chapitre est de montrer que le filtre associé & un
tel probléme de filtrage non linéaire est absolument continu par rapport a une

mesure de référence u sur H.

Des problemes de filtrage non linéaire avec bruits additifs dépendants lorsque
le signal est & valeurs dans un espace de Hilbert H de dimension infinie et
I’observation est & valeurs dans un espace de dimension finie ont été étudiés
entre autres par N.Ahmed, M.Fuhrman et J.Zabczyk [2] et R.Elliott et J.Moore
[33]. '
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Dans [2], les auteurs montrent par des techniques basées sur des résultats fon-
damentaux de I'analyse des équations différentielles stochastiques & valeurs
- sur des espaces de Hilbert que le filtre associé & de tels problémes de filtrage
non linéaire posséde une densité par rapport & une mesure de référence y sur
I’espace des états du signal. |

Le but de ce chapitre est d’étendre ce résultat & la classe de problemes de
filtrage non linéaire considérée dans ce chapitre.

Ce chapitre est divisé en cinq parties organisées de la maniére suivante. Dans
la premiére partie, nous rappelons quelques résultats concernant 1’existence et
I'unicité d’une solution faible pour les équations différentielles stochastiques &
valeurs dans les espaces de Hilbert. Dans la seconde partie, nous introduisons
le probléme de filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre. Dans la troisiéme
partie, nous montrons que le filtre non normalisé admet, lorsque les bruits
sont indépendants, une densité par rapport & une mesure u-sur ’espace des
états du signal. Dans la quatrieéme partie, nous’ calculons la forme robuste
- de ’équation de Zakai obtenue au paragraphe précédent. Dans la cinqui¢me
partie, nous montrons que le filtre non normalisé associé a4 un probléme de
filtrage avec bruits dépendants admet une densité par rapport & une mesure
- donnée sur l'espace des états du signal.

4.2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHAS-
TIQUES SUR LES ESPACES DE HILBERT

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats concernant 1’existence
et I'unicité de la solution d’équations différentielles stochastiques sur des es-
paces de Hilbert de dimension infinie. Nous renvoyons le lecteur & [18] pour

un exposé plus détaillé sur le sujet.

Soit (2, F, (Ft)t>0, P) un espace probabilisé complet, H et I des espaces de
Hilbert séparables et (W (¢));>0 un processus de Wiener cylindrique, adapté a
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la filtration (F;)¢>0, & valeurs dans U.

-~ Soit (Z;)¢s0 le processus stochastique & valeurs dans H, solution de I’équation

différentielle stochastique :
Zo=t+ (K2, + M@)ds+ [ BE)W(G) (@)
ou
e La variable aléatoire £ est Fy—mesurable.
o K est le géhérateur infinitésimal d’un Cp semi-groupe (Py) sur H.
e M est une application de H dans H.

e B est une application d’un sous espace V de H dans Ly(U, H), 'espace de
Hilbert—-Schmidt des opérateurs linéaires de U dans ‘H muni de la norme
de Hilbert-Schmidt.

Définition 4.2.1 Un processus stochastique (F;)i>0 adapté (Z;)i>0, 4 valeurs
dans H, est une solution faible de l’équation différentielle stochastique (4.1)

si, et seulement si,
(i) Pour presque toutt >0, Z, € V P—presque~sdrement.'

(ii) Pour tous h € Dom(K*) et t > 0,

t t
<_Zt,h>H = <,§,h>u+/0 < Zg,K*h >y ds+/0 < h,M(Zs) >3 ds

+ /0 " < b, B(Z,) dW (s) >

P-presque—sirement.

Alors, le résultat suivant concernant 1’existence et ’unicité d*une solution faible
pour 1’équation différentielle stochastique (4.1) a été prouvé dans le Théoréme
7.6 et la Proposition 6.3 de [18].
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Théoréeme 4.2.2 Supposons que V = H et que les opérateurs M et B sont
lipschitziens. Alors, pour toute variable aléatoire Fo mesurable £, lequatzon
, dzﬁerentzelle stochastique (4. 1 ) posséde une solution faible unique.

Supposons maintenant que 1’espace de Hilbert V est dense dans H, ’inclusion
V — H étant continue, et que ’opérateur B est linéaire et continu.

Soit a une forme bilinéaire définie sur V x V satisfaisant la condition de coer-

civité suivante :

Il existe a > 0 et k € IR tel que

a(v,v) + & [vlf}, < Kl[v][3, (42)
pour tout v dans V.
Si on note Dom(K) l’ensemble des éléments v de V tels que ’application
w — a(v,w) posséde un prolongement continu sur H, le théoréme de Riesz

implique que pour tout v dans Dom(K), il existe un unique élément de H,

noté Kuv, tel que
a(v,w) =< Kv,w >y

pour tout w € V. Par conséquent, 'opérateur K, défini par la forme bilinéaire
a est linéaire et engendre un Cy semi—groupe analytique.

- D’autre part, nous dirons que 'opérateur B satisfait une condition de super-
parabolicité si, il existe n € (0,1) et p € R tels que

1
§|IB(v)HiZ(u,H) +na(v,v) < plloll3 (4.3)

pour tout v € V.

Alors, le résultat suivant d’existence et d’unicité d’une solution faible pour
I'équation différentielle stochastique (4.1) a été prouvé par E.Pardoux [71]
(voir aussi le Théoréme 6.24 de [18]).
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- Théoréme 4.2.3 Supposons que 'opérateur K vérifie la condition de coer-
civité, que 'opérateur B vérifie la condition de superparabolicité et que M = 0.
Alors, Uéquation différentielle stochastique (4.1) posséde une unique solution

faible (Z,)s>0 qui est H continue et telle que pour tout T' > 0,

t 9 .
E (/O ||Zt||vdt) < .

4.3 LE PROBLEME DE FILTRAGE NON
LINEAIRE

Soit (2, F, (F;)i>0, P) un espace probabilisé complet, H, U et V trois espaces
de Hilbert réels séparables et (W (t))i>0 un processus de Wiener cylindrique
défini sur (0, F, (Fi)t>0, P) & valeurs dans V.

.Soit (X3,Y;)i>0 le processus stochastique & valeurs dans H x U solution du

probléme de filtrage non linéaire :

X, = X0+/;(AXS + F(Xs))ds—l—/othW(é) |
(4.4)

v= [ ‘G(X,)ds + CW(2)

N

ol
(H1) X, est une variable aléatoire Fu mesurable, a valeurs dans H.

(H2) Le semi-groupe (S(t))¢>0 engendré par l’opéra‘beur A est tel que
IS@I < Me™

pour M et o > 0.
(H3) L’application F': H — H est lipschitzienne.

(H4) L'opérateur B : V — H est linéaire et continu.
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(H5) L’application G : H — U est continue et bornée.

(H6) L'opérateur C : V — U est linéaire, continu et surjectif.

t
(H7) Les opérateurs @Q; = / S(s)QS(s)*ds, t > 0, avec Q = BB*, sont
0
tracables.

o0 " .
- (H8) L’opérateur Qu = / e Q et dt est nucléaire.
0 .

Alors, d’aprés le Théoréme 7.4 de [18] par exemple, 1'équation différentielle
stochastique ‘définissant le signal (X;);>0 admet, sous les hypotheses (H1) &
" (H5), une solution faible unique. : S :

Sous les hypdthéses (H1) a (H8), le probléme de ﬁltrége’.noh li;iéé,ire (4.4)
peut s’écrire sous la forme :

¢ t 1 ' -
Xt=X0+/O (AX, + F(Xs))ds+/0 Rdel(s)+/0 By dWs(s)
(4.5)

t 1
Yo= [ G(X.)ds + REWa(t)

ol (W1(t))e>0 et (Wa(t))i>0 sont des processus de Wiener cylindriques indépendants,
a valeurs dans H et U, respectivement, et R; et R sont des opérateurs positifs,
auto-adjoints, et I’opérateur R, est inversible.

De plus, les égalités suivantes sont satisfaites :

Q = R +BB}
CC* = R,.

Pour simplifier la présentation, on suppose maintenant que R; est 'opérateur
identité sur ’espace de Hilbert U.
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D’autre part, d’aprés les résultats du chapitre précédent, le filtre non nor-
malisé p; associé au probléme de filtrage non linéaire (4.5), défini par (3.3), est
solution, pour toute fonction ¢ de Dy (ol Dy est I'espace défini par (3.2)), de
I’équation de Zakai :

p(@) =p@) + [ plLo)ds + [ <pllap)dVi>y  (46)

ott Lo et £, sont les opérateurs différentiels du premier et deuxiéme ordre,
définis pour toute fonction ¢ de Dy par :

Lob(X) =< X, A6:(X) > + < F(X), 6:(X) > +3T5 (@ 622(X))
et o
£16(X) = GIOHX) + Bigu(X)

et le filtre II; associé au probléme de filtrage non linéaire (4.5) est solution,
- pour toute fonction ¢ de Dy, de I’équation de Kushner-Stratonovitch :

(@) = Tho(@) + [ W(Lop)ds + [ < TL(£16) = IL(GTL(G), dvs >v

t
ouv, =Y, — / I1,(G)ds est le processus d’innovation associé au systéme (4.5).
0 .

Dans la suite de ce chapitre, on notera u la mesure gaussienne sur H, d’espérance
0 et d’opérateur de covariance Q-

Remarquons que u est I'unique mesure invariante sur H associée a 1’équation
différentielle stochastique

t t
Xt=X0+/0 AXsds+/O BdW (s).

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’il existe un processus stochastique
(Ve)e=0 adapté (gt)i>0, & valeurs dans H, tel que le processus (ot )>o défini pour
tout ¢ > 0, par oy(dz) = g;(z)p(dz) est solution de 'équation de Zakai (4.6).

Supposons de plus, que ’hypothése suivante est satisfaite :
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: : . d
(H9) La loi v de X est absolument continue par rapport & u et gop = & est

: dup
dans L%(H, p).

4.4 EXISTENCE D’UNE DENSITE POUR
- LE FILTRE LORSQUE LES BRUITS SONT
INDEPENDANTS

Dans ce paragraphe, on suppose que B; = 0; c’est & dire que le processus
(Xt, Y;)e>0 est solution du probléme de filtrage non linéaire suivant :

X, = Xo+/0t(AXs + F(Xs))ds+/0t R} dWi(s)
(4.7)

Y = /0 " G(X,) ds + Wa(t)

Dans ce cas, le filtre non normalisé p; associé au probléme de ﬁltrage non
linéaire (4.7) satisfait, pour toute fonction ¢ de Dy ’équation de Zakai : -

pld) = 0@ + [ uLod)ds+ [ < 0GRV >y (48)

ol Lo est 'opérateur différentiel du deuxiéme ordre défini pour toute fonction
¢ de Dy par :

Lod(X) =< X, A*6,(X) >u + < F(X), 6a(X) >x +%Tr (By ua(X)) -
(4.9)

Alors, nous obtenons le résultat suivant concernant ’existence d’une densité

pour le filtre non normalisé.

Théoréme 4.4.1 Supposons que les hypothéses (H1) & (H9) sont satisfaites
et que B; = 0. De plus, supposons que :
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(i) F=0

(i1) L’application F : H — H est bornée et pour T >0, on a :

T _1
| 1Q73 S ()t < oo,

Alors, le processus o, (dz) = qi(x) u(dz) est solution de l'équation de Zakai
(4.8) et la densité (g:)t>0 est l'unique solution faible de l’équation aux dérivées

partielles stochastique :

t ¢
¢ =qgo+ /0 L*qsds + /0 < Ggs,dYs >v (4.10)
ou L est une extension de l'opérateur Lo comme générateur infinitésimal d’un

Co semi—groupe sur H = L*(H, p).

Preuve : Sous les hypothéses (i) ou (ii), G.Da Prato et J.Zabczyk [19]
ont montré, avec une définition légérement différente de ’espace Dy, que
Vopérateur différentiel Lo défini par (4.9) posséde un prolongement en un
générateur infinitésimal £ d’un Cy semi—groupe sur ‘H = L?(H, u).

Nous -utilisons maintenant le résultat du Théoréme 4.2.2 pour montrer que -
I’équation aux dérivées partielles stochastique (4.7) admet une solution faible
unique (g;):>0 puis, nous montrerons que le processus stochastique (o) défini
pour tout ¢t > 0 par oi(dz) = g:(x)u(dz) est solution de I’équation de Zakai

(4.8).

L’opérateur K défini par K = L* est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-
groupe (P})s>0, et l'opérateur B de H dans L?(V,H) défini pour tout z € H
et u € V par:

(B(g)u)(z) =< G(2)q(z), v >v

est linéaire et continu.
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Ainsi, les hypothéses du Théoreme 4.2.2 sont satisfaites avec M = 0 et
I’équation aux dérivées partielles stochastique (4.10) admet une solution faible,

YVi—adaptée, unique (¢:)>o-

Alors, pour toute fonction ¢ dans Dom(L**), nous avons :

t t
< ¢ >H=<q0,d > +/0 < goy L7 > ds+/0 << ¢G, g5 >n,dY, >v .
- (4.11)

D’autre part, comme £* = L, Dy C Dom(L*) = Dom(L) et oi(dz) =

¢:(z) u(dz), nous avons, pour toute fonction ¢ dans Dy,

< g, ¢ >n= 04(¢)

< gy, LG >3=< gy, L& >= 01(Lo¢)
et
<< ¢G,qs >n, dYs >y=<< &, Gq; >n,dY; >y=< 0;(G¢),dY; >v .

D’otl, en tenant compte des égalités ci—dessus, I’égalité (4.11) devient :

t t '
ai(9) = oo(9) +/0 os(Lod) ds +/0 < 04(Go),dYs >v .

Par conséquent, le processus o;(dz) = ¢:(z)u(dz) est solution de ’équation de
Zakai (4.8). -
g

Remarque 4.4.2 Comme le filtre I1; est lié au filtre non normalisé p; par la
formule de Kallianpur-Striebel, le Théoréme 4.4.1 implique que le filtre admet,
lui aussi, une densité par rapport @ la mesure de référence .
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4.5 LA FORME ROBUSTE DE L’EQUATION
DE ZAKAI ASSOCIEE A UN PROB-
' LEME DE FILTRAGE AVEC BRUITS
INDEPENDANTS

Le but de ce paragraphe est d’établir la forme robuste de i’équation de Zakai
(4.10) associée au probléme de filtrage avec bruits indépendants (4.7) obtenue

au paragraphe précédent.

En fait, nous montrons, sous les hypothéses du Théoréme 4.4.1 que le pro-

cessus stochastique (p¢(z))s>o défini par :

p(z) = ¢:(z) exp(— < G(2),Y; >v) - (412)

est solution d’une équation aux dérivées ‘partielles ordinaire dont les coeffi-
cients dépendent de la trajectoire du processus d’observation. Ce résultat di
& M.Davis [20] dans le cas de systémes de filtrage non linéaire en dimension

finie est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.5.1 Supposons que les hypothéses du Théoréme 4.4.1 sont sat-
isfaites. Alors, le processus stochastique (p(x))i>o0 défini par (4.12) est solution

de l’équation aux dérivées partielles

d 1
—(%(x) = Ly,p(z) — §pt(a:) < G(z),G(x) >v (4.13)
ou Ly, est l'opérateur différentiel du deuxiéme ordre défini pour toute fonction
¢ de Dy par :

Ly,d(z) = exp(— < G(z),Y; >v) L* (exp(< G(z),Y: >v)o(z)) .

Preuve : Par application de la formule d’Itd, nous obtenons :
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d(exp(= < G(@),Y; >v)) = —exp(— < G(x),Y, >y) < G(z),dY; >v (4.14)
| + %exp(— < Gla).Ys >v) < G(a), Clz) >v dt

et, en tenant compte de (4.10) et (4.14),

dpi(z) = d(g(z)exp(— < G(2),Y; >v)) |
= exp(— < G(z),Y; >v) (L q(z)dt+ < G(z)g:(x), dY; >v

1
- a(¢) < G(s),dY; >v +5 < G(z),G(z) >v dt)
+d < g(z),exp(— < G(z),Y >v) > . (4.15)
D’autre part, si (), est ’opérateur de covariance du processus de Wiener (¥;):>0
1
et V1 = Qf (V), il existe une base orthonormale compléte (h;)1<i< o0 dans V; et

une famille de processus de Wiener réels standards mutuellement indépendants
(B1<ig+oo tels que, pour tout ¢ > 0, | |

+00
Y, =3 hBi(t).
i=1
Ainsi, on a :

dgi(z) = L*q(x)dt + 4§ < G(z)g(z), hy >v dBi(t)

) i=1

et
d(exp(— < G(z),Y; >v)) = %exp(—— < G(z),Y:>v) < G(z),Y >y dt
+00 :
—exp(— < G(z),Y; >v) Y < G(z), hi >v dB;(t).
, i=1
Par conséquent,
d << q(z),exp(— < G(2),Y >v) >>;
400
= —exp(— < G(2),Y; >v) Y < G(z)qe(x), by >v < G(z), by >v dt
i=1 :

= —qt(;z;) exp(—- < G(ac),Yt >V) < G(.’E), G(.’L‘) >y dt
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et, .en substituant cette quantité dans ’égalité (4.15), nous obtenons :

dp(z) = exp(— < G(2),Y; >v)Lq(x)dt

- %qt(.’c) exp(¥ < G(2),Y: >v) < G(z),G(z) >v dt

_ Lypi(z)dt — %pt(a:) < G(x),6(x) >v dt.

4.6 EXISTENCE D’UNE DENSITE POUR
LE FILTRE LORSQUE LES BRUITS SONT
DEPENDANTS

* Afin de prouver le résultat principal de ce paragraphe, introduisons de maniére
analogue & celle de [2], I’espace de Sobolev V = Wé’z(u) de la maniére suivante.

Soit (ex)r>0 une base orthonormale de H formée de vecteurs propres de Qc,
et soit C°(IR™) Pespace des fonctions de R™ dans IR ayant des dérivées de

tout ordre continues et bornées.

Une fonction ¢ de H dans IR est dans FC°(H) s'il existe m € IN et f €
C°(IR™) tels que

d(z) = f(< z,e1>,...,< T, >)

pour tout x dans H.

Dans la suite de ce chapitre, on notera V = Wé’z (u) espace de Hilbert obtenu
comme le complété de FC°(H) pour la norme o

161 = [ 1Q¥6.(@)IPutda) + [ $(@)u(da).

Alors, le résultat suivant a été prouvé par N.Ahmed, M.Fuhrman et J.Zabczyk
dans [2].
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Proposition 4.6.1 Wé’2(u) peut étre identifié d un sous-espace dense de L2(H, ),
Uinclusion étant continue. '

Rappelons maintenant le résultat suivant concernant les mesures gaussiennes
sur H prouvé dans [2]:

Proposition 4.6.2 Soit H un espace de Hilbert réel séparable et Qo un opérateur
positif, aute—adjoint et trlag:able sur H. Soit P la projection orthogonale de H
sur la fermeture de Im Q&%, (ex)k>0 une base orthonormale compléte de H telle
que Qoo = Arer pour Agx > 0 et u la mesure gaussiénne sur H d ’espérance 0 |
et de matrice de covariance Q. '

Alors,

(i) Pour tout h dans H la série

(o ¢]

_1 1
LRz, h>= ) <he><z66> =

k=1,2;>0 V Ak

converge dans L?(H, i), et
-1 :
/H < Qo z, h >* p(dz) = || Ph|*.
De plus, si h est dans Im Qéo et ¢ est dans H, on a :

-1 -1
<K Qoozx, h >=< r, Qoozh >

1 presque partout.

(1i) Pour tout h dans Im Qéo et ¢, ¢ dans FCy°(H), nous avons :

[, < 8@,k > v(@uda) = = [ < (@), > da)u(dz)
+ [ #@)w(@) < Q<fz,@th > u(dz).
(iii) Pour tout h dans Im Qéo, k dans H et ¢ dans FC{°(H), nous avons :
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/H< 6u(z), h >< k,z > p(ds) = —/H <k, > 6(z)u(dz) |

+ [ 6@) < b,z >< Qatz, Qb > p(do).

(iv) Pour tout h dans Im Qéo, k dans H et ¢ dans FC°(H), nous avons :

| /H <4u(o) h>< Qi k> ulde) = — /[ <k, Q=th > (z)u(ds)

1 _1 _1
+ [ o) < Qe k> @3, Qebh > u(d).

- Preuve : Les assertions (i) et (ii) ont été prouvées par Z.Ma et M.Rockner
[66] dans le cadre d’espaces de Wiener abstraits.

Pour démontrer P'assertion (iii), considérons une suite (f,)n>1 d’éléments de
Cg°(IR) telle que pour tout n > 1,

falz) =z siz€[-n,n]
et
|fi(xz)| <1 pour tout z € RR.

Alors, en posant, pour tout n > 1, g, = fo(< k,. >), la suite (gn)n>1 converge
vers < k,. > et la suite (< (gn)z, b >)n>1 converge vers < k, h > dans L*>(H, u). -

Ainsi, le résultat de 'assertion (iii) est une conséquence immédiate de (ii)

et du Théoréme de Lebesgue.

Du résultat prouvé dans assertion (i), nous déduisons que pour tout z € H,

~1 1
<K Qoozfl?,k >=K Qoozm, Pk >

' -1
{4 presque partout, ce qui implique que & est dans Im Qoo?.
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Soit (kp)s>1 une suite d’éléments de Im Q;o% telle que ||k, = k]| = 0.

‘ i S
Alors, en appliquant le résultat de (iii) & ¥n(z) =< Qo?kn,Z > et en re-

_1 21 , . v
marquant que € Qo’x, h >=< x, Qs*h >, nous obtenons :

/H < ¢o(2),h > Qi k> p(dz) = — /H < ko, Quth > ¢(z)u(dz)

+ [ ¢(z) < Q;o%x, k, > Q;%:c', Q;o%h > p(dz).
H .

_1 1
Donc, comme d’aprés 1'assertion (ii), € Qo*z, ky > tend vers € Qo , k >
dans L2(H, p), le résultat de 1’assertion (iv) est une conséquence immédiate de
I’égalité précédente par passage a la limite.
ol

Montrons maintenant que la forme bilinéaire G définie sur FC°(H)x FCP(H)

par :

- G(o,9) =‘-/H (< ¢2(2), AQoo¥u(z) > + < F(%), du(z) >5) p(dz) (4.16)

et 'opérateur B de FC°(H) dans Ly(V, L(H, p)) défini pour tout ¢ € FC°(H)
etueV, par: :

. 1 1
(B(g)u)(z) =< G(z)q(z), u >v — < Bige(%), u >v + < Qo’ B1y, @’z > ¢(z)

(4.17)
vérifient les hypothéses du Théoreme 4.2.3.

Pour cela, rappelons tout d’abord le résultat suivant da a N.Ahmed, M.Fuhrman
et J.Zabczyk [2]. ' '

Théoréme 4.6.3 Supposons que les hypothéses (H1) & (H9) sont satisfaites
et que

(i) Im Qoo C Dom(A) et il existe K > 0 tel que pour tout z,y € H
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1< 2,AQuy > | < KIQ42]|QPy. (4.18)
(zz) 1l existe C > 0 tel que pour toutz € H o

|QF(z)| <C. | (4.19)

Alors, la forme bilinéaire G posséde un unique prolongement continu sur V,
. noté, lui aussi, G. De plus, G satisfait la condition de coercivité (4.2) et
détermine un prolongement L de l'opérateur Lo. En outre, pour tout a €
' (0, %), il eziste C, € IR tel que

~G(¢,8) = allgll} + CallgllZz o (4.20)
pour tout ¢ € V. ' ’

Le résultat précédent est une conséquence immédiate des deux lemmes suiv-

ants.

Soit (R;)¢>0 le semi-groupe de transition de la solution de 1’équation différentielle

stochastique
t t
X, = Xo+ / AX,ds + /0 BdW (s)
0

agissant sur I’espace UCP(H,R). La mesure p étant invariante pour le semi-
groupe (R;):>o0, les résultats prouvés dans [18] ou [85] impliquent que ce semi-
groupe s'étend de maniére unique en un Cp semi-groupe sur L?*(H,u) de

générateur A.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoréme 3.6 prouvé
~ par M.Fuhrman dans [44} (voir aussi V.Bogachev, M.Rockner et B.Schmuland

[11]).

Lemme 4.6.4 Soit £ la forme bilinéaire définie pour tous ¢, ¥ dans FCP°(H)
par

E,¥) = [ < #:(e), AQuotlu(z) > u(dz).
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- Alors, sous les hypothéses du Théoréme 4.6.3, la forme bilinéaire £ admet
un unique prolongement continu, toujours noté £, en une forme bilinéaire sur
V satisfaisant la condition de coercivité (4.2) et, pour toute fonctzon 10 dans.
Dom(.A) ety dansV, on a :

Dom(A) C V, et E(D, V) =< Ad, ¥ >p2(my) -
De plus, pour toutes fonctions ¢ et i dans V, nous avons :

E(o, ) < Kl[¥lly et —E(p,9) = —II¢II5

ou K est la constante définie dans l’assertion (z) du Theoreme 4.6. 3.

"Lemme 4.6.5 Supposons que les hypothéses du Théoréme 4.6.8 sont satis-
faites. Alors; il existe une constante C > 0 telle que, pour toutes fonctions ¢
et ¥ dans V,

[, < F@),92(2) > $(a) uldz)| < I6llvlgly

et pour tout € > 0, il existe une constante C; > 0 telle que, pour toute fonction
¢ dans Y,

[, < F@),6:(0) > 6(@) u(dn)| < ellgl}s + ColllEscany

Preuve : D’aprés ’hypothése (4.19), nous avons poﬁr toutes fonctions ¢ et
¥ dans FC(H),

[, < F@,6.0) > v@utas) < [ 1@ HF@ Q1@ ho(z)] u(da)
< Clélvlivlom

ce qui prouve la premiére assertion du lemme. De plus, en prenant ¢ = 1,

nous obtenons, pour tout € > 0,

[ < F@),6:(0) > 9(@) ()] < el + -6l
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ce qui prouve la seconde assertion du lemme.
a

Preuve du Théoréme 4.6.3 : Les résultats des deux lemmes précédents
impliquent que la forme bilinéaire G est bien définie, satisfait I'inégalité (4.20),
et il existé une constante M > 0 telle que

G(o, ) < Mllgllvllvlly -

pour toutes fonctions ¢ et ¢ dans V.

De plus, G définit le générateur infinitésimal £ d’un semi-groupe (P;)¢>o forte-
ment continu de L?(H, u) qui est, d’aprés [18], un prolongement de L.
‘ (]

Nous démontrons alors le résultat suivant.

Théoréme 4.6.6 Supposons que les hypothéses du Théoréme 4.6.3 sont sat-

isfaites et que

1 1
Im B; C Im Q% NIm RE. (4.21)

Alors lopérateur B posséde un prolongement en un opérateur, encore noté B,
de V dans Ly(V, L?(H, p)) tel que :

< B(q)u, ¢ >r2mm=<< ¢,Gq > 2, ¥ >v + << ¢, Bids >r2(0 ), ¥ >v

(4.22)
pourtoutqeV, peDyetuecV.
De plus, il existe n € (0,1) et C > 0 tels que
”B(q)lliz(V,L'*’(H,u)) < 77||‘1||$) + C”Q”%Z(H,u) (4.23)

pour tout ¢ € V.

Pour montrer le Théoreme 4.6.6, rappelons tout d’abord le résultat suivant.
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Lemme 4.6.7 Sous les hypothéses du Théoréme 4.6.6, ’application ¢ — B¢,
définie sur FC°(H), admet un prolongement en une application continue de
V dans L2(V, u).

De plus, il existe n € (0,1) tel que

[ IB6.@Buda) < n [ < Qbula). dola) > n(da)
< llély N D)

pour tout ¢ € V.

: 1
Preuve : Comme Im B; C Im R?, les résultats de I’appendice B de [18]
1
- impliquent qu’il existe k > 0 tel que ||Biz||? < k||R?z||?, pour tout z € H.

Ainsi, en prenant n € (0,1) tel que 7(1 —n)~' >k, nous obtenons :
(1-n)<BiBjz,z> < n< Rz, z >
et, pour tout ¢ € FC°(H), nous avons :

A=) [ < BiBi6.(2),6:(0) > u(de) <7 [ < Bagu(e), gu(w) > (do).

Cette inégalité implique (4.24) en remarquant que Q = R; + B By.

Preuve du Théoréme 4.6.6 : Tout d’abord, écrivons B = B; + B,, ol
(Bi(g)u)(z) = g(z) < G(z),u>v
et
_1 _1
(Bo(q)u)(x) = — < Blgu(7),u >v +¢(z) < Qo® Bitt, Qo > .

En notant (f;)icr une base orthonormale de V; la définition de la norme de
Hilbert-Schmidt implique que pour tout ¢ € FCg°(H),
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IBi @Dl Zawvzeamm = 2 1B fill aqarp

iel |
= Y lla<G, fi>v ey
il
= Y1 <G fi>v PllallZega,
el . . )
= lallZeum 21 <G fi>v |2
icl

= llgliz@ulGI5 -
< gl Z2gar,e sup G ()5
z€H

D’autre part, pour tout ¢ € FC°(H), nous avons :

||B2((1)||%2(V,L2(H,u)) = ZIIB2(q)fi”%2(H,u)

iel
' _1 -1 -
= Y- < Bifi >v +4 € Qo Bifi, Qao* () > |2
i€l : i :
~1 —1
= ¥ [ (< 0@, Bif >} +o(0) < @ Bifi, @ 2) >
i€l

—'2(1(37) < g(z), Bifi >v> Q;;%Blfia Qc:o%(l') >>> p(dz).

1 1
Or, en appliquant (iv) de la Proposition 4.6.2 & B f; € Im Q&, Qw*B1fi € H
et ¢ € FC{°(H), nous obtenons :

[ 20(0) < @(@), Bifs >v< QutBus, Qb (z) > m(d)
= [ <@).(@),Bfi >v< QB @ () > p(da)
= - /H < Q2 Bifi, Qi Bifi > ¢*(2) ul(dz)
+ /H ¢*(z) < Q2 By fi, @k (2) > pu(de)

et ainsi,
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”BZ(Q)”LZ(VLz(H,u))
= Z/ (< @(z), Bifi >3 + < Qo Blqu;O%Blfi > qz(x)),u(dx)

i€l

=5 [ (< ele), Bufi >} +HIQE Bl (@) o)

i€l

= [ (1850} + @ IQ Baltuuzaimay ) 1ld)

= / |Bige(@)i(d) + Qe Bullhyvzoqanan 0l 3sca

Les deux derniéres estimations impliquent que pour tout ¢ dans FC(H),

[ I

V|IB(‘1).||%2(V,L2(H,,;)) = (/ “Bl‘h “Htu(dx)"_”QOOZBl”Lg(VLZ(H,u,)”quLz(H,u)>
Hlallz2 sup I G(2)llv- (4.25)

Donc, comme d’aprés le Lemme 4.6.7, il existe n € (0, 1) tel que

| 1Bt @)} u(de) < nllglly

nous déduisons de (4.25) que l'inégalité (4.23) est. satisfaite pour tout q €
FC(H).

De plus, I'opérateur B se prolonge de maniére évidente en un opérateur linéaire
borné, toujours noté B, de V dans Lo(V, L*(H, u)) et, pour ce prolongement,
l'inégalité (4.23) est satisfaite pour tout g € V.

Montrons maintenant que l'inégalité (4.22) est satisfaite.

Pour tout q,¢ € FC°(H) et u € V nous avons :
fH < (Bi(@)u)(z), ¢(z) > p(dz) = /HQ(x)¢(x) < G(z),u >v p(dz)
et, d’apres l'assertion (ii) de la Proposition 4.6.2,
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[ < Baa)(@), 8(x) > u(do)
L /H <—¢(:L') < 3(2), Biu >v +9(2)q(z) < Q Byu, Qo x >>) u(dz)
= /H < ¢g(z), Biu >v g(z) p(dz).

- Ainsi, e sommant ces deux égalités, nous obtenons ’égalité (4.22) pour tous
g, ¢ € FC(H).

. De plus, cette égalité peut étre étendue par continuité pour tous ¢ € V et
¢ € FC(H) et, par passage & la limite, I’égalité (4.22) reste valide pour tous
g€VetoeD,.
. O
- Montrons maintenant le résultat principal de ce paragraphe concernant ’existence
d’une densité par rapport a la mesure u pour le filtre associé au systéme (4.5).

* Théoréme 4.6.8 Supposons que les hypothéses (H1) a (H9) ainsi que les con-
ditions (4.18), (4.19) et (4.21) sont satisfaites. Alors, le processus at(dd:) =
¢:(z)u(dzx) est solution de Uéquation de Zakai (4.6) et la densité (g:)i>o0 est
l'unique solution faible de I’équation auzx dérivées partielles stochastique :

t t
@ = do + /0 L*q.ds + /0 Ba,dY, (4.26)

ot L et B sont les opérateurs différentiels obtenus respectivement dans les
Théorémes 4.6.3 et 4.6.6.

De plus, le processus (q;)s>0 est L*(H, p) continu et pour tout T > 0,
T2
E <A ”qt”Wé’z(ﬂ)dt) < ©o0. (427)

Preuve : D’aprés le Théoréme 4.6.3, la forme bilinéaire G définie par (4.16)
est continue sur V x V, satisfait la condition de coercivité (4.2) et définit un
prolongement £ de 'opérateur Ly.
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De plus, d’apres le Théoreme 4.6.6, I'opérateur B défini par (4.17) est un
opérateur linéaire continu de V dans L2(V, H) tel que pour tout ¢ € V, ¢ € Dy
etueV, : e - o _

< B(q)u, ¢ > =<< 6, Gq >r2m ), u >v + << g, Bl ZL2Hup)HU >V .

D’autre part, les inégalités (4.20) et (4.23) impliquent que pour tout ¢ € V, }

1 2 Ui NCa 12 C, 2
E“B(Q)”Lz(V,LZ(H,p)) < —%g(ﬁﬁa ¢) — EHQHL?(HW) _+.EHQHL2(H,/,¢)

pour tout o € (0,3) et pour un choix convenable de n € (0,1), C > 0 et
Cs € R. ' ' -

Ainsi, en choisissant « tel que 7 < 2a nous obtenons que 'opérateur B satisfait

la condition de superparabolicité (4.3).

Donc, les hypothéses du Théoreme 4.2.3 sont vérifiées et par conséquent,
I'équation (4.26) admet une unique solution faible, ), adaptée, (g:):>0 sat-

isfaisant l'estimation (4.27).

Alors, pour toute fonction ¢ dans Dom(£**) nous avons :

T
<q,P>rmy = <q0,® >r2Hu) +/0 < s, L >12m ) ds

t
+ /O < ¢, BadYs > 12, (4.28)

et, comme l'opérateur B satisfait, d’aprés le Théoreme 4.6.6, ’égalité (4.22),

nous obtenons :

t
<@ >remEw = < 90,0 >r2Hy) +/0 < g5, L7 >p2(h ) ds
t
+/0 << @, th > L2(H,p)s dY; >v (429)

t
+ [ << g0 Bite >0, 4Ye >v .

90



Or, comme £ = £, Dy C Dom(£*) = Dom(L) et o:(ds) = () pu(dz), nous
avons, pour toute fonction ¢ dans Dy, ‘ ' - ' :

< G, > = 04(P)
<@, L% >y =< @6, L& > 12,0 = 0¢(Lod)
<< ¢, Ggr >r2ay), AY: >v =< 0:(G9),dY; >y

<< @, Bi s >12(81,), dY: >v = < 04(Bi¢z),dY; >v .

D’otl, en tenant compte des égalités ci-dessus, 1'égalité (4.29) devient :

£ t : Lot
(@) = oo(d)+ /0 oo(Lod)ds+ /0 < 0,(G¢),dY, >y + /0 < 0y(Br ), dYs >y

‘et par conséquent, le processus o,(dz) = g;() u(dz) est solution de ’équation
de Zakai (4.6). ‘ |
O

4.7 EXEMPLE

Supposons que le signal (X;);>0 est solution de la généralisation de I’équation
de la chaleur stochastique :

[ axt.o = (5500 + 160 de+ W) + e (), €< 0,1

| X(t0)=X(t1)=0 t>0

[ X(0,.) = Xo()

ot (Wy(t))so est un processus de Wiener cylindrique sur H = L*(0, 1), (W2(t))e0
est un processus de Wiener & valeurs dans R?, indépendant de (Wy(t))i>o0, f
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- est une fonction lipschitzienne bornée de R dans R et b est dans L?(0,1).

Supposons de plus, que 'observation (Y;):>o est de la forme :
t
Y, = / G(X,)ds + Wa(t)
0 N

ol G est une fonction continue et bornée de H dans IR?.

2
Alors, le domaine du générateur A = 88—52 est Dom(A) = H}(0,1) N Hy(0,1) et

la mesure de référence y est la loi du pont brownien sur H (8(£))ecjo,;) dont la
fonction de corrélation est donnée par :

S€1-n),  0s€<nsi
B (B(€)5()) =

. Par conséquent, si b est dans H}(0,1), les hypothéses du Théoreme 4.6.8 sont
satisfaites et la solution de '’équation de Zakai associée a ce probléme de filtrage
admet une densité par rapport a la mesure .
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Chapitre 5

CONTINUITE PAR
RAPPORT AUX
TRAJECTOIRES DE
'L’OBSERVATION DU FILTRE
"ASSOCIE A DES SYSTEMES
DE DIMENSION INFINIE

5.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme de filtrage non linéaire avec bruits
indépendants lorsque le signal et I’observation sont & valeurs dans des espaces
de Hilbert réels séparables H et V.

Notre but est de déterminer des conditions suffisantes sous lesquelles le fil-
tre associé & de tels systémes est continu par rapport aux trajectoires de
I’'observation.

Pour cela, nous définissons de maniére analogue & celle exposée par E.Pardoux
[74], le filtre et le filtre non normalisé comme deux collections de mesures sur
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H, et nous montrons leur continuité sur M, (H), l'espace des mesures pos-
itives sur ‘H, muni-de la convergence étroite. Toutefois, comme le processus
d’observation est & valeurs dans un espace de Hilbert de dimension infinie, nous.
utiliserons, pour étendre & notre modéle la méthode developpée dans [74], une
formule d’Ité pour des fonctions & valeurs dans des espaces de Hilbert de di-
mension infinie établie par M.Métivier dans [67].

La continuité par rapport aux trajectoires de ’observation du filtre associé
- a des problémes de filtrage non linéaires en dimension finie a été étudiée par
de nombreux auteurs.

Cette question a été traitée dans le cas de systémes de filtrage non linéaire
& coefficients bornés par M.Davis [20] lorsque le signal et 'observation sont
indépendants et par M.Davis et M.Spathopoulos [22] lorsque le signal et ’observation
sont dépendants. Le cas de systemes de filtrage non linéaire avec bruits
indépendants et un coefficient d’observation non borné & croissance sous ex-
ponentielle a été étudié par H.Sussmann dans [79]: En combinant les résultats
exposés dans [20] et [79], P.Florchinger [39] a démontré la continuité du filtre
par rapport aux trajectoires de I'observation dans le cas de problemes de fil-
trage non linéaire avec bruits dépendants et une observation unidimensionnelle

a coefficient non borné.

Notons qu’une notion plus faible de continuité pour le filtre a été étudiée par
M.Chaleyat-Maurel et D.Michel [15] dans le cas de problémes de filtrage non
linéaire avec bruits dépendants et coefficients bornés.

Ce chapitre est divisé en trois paragraphes organisés de la maniére suivante.
Dans le premier paragraphe, nous rappelons quelques notions usuelles de la
- théorie du calcul stochastique sur les espaces de Hilbert et nous introduisons
le probleme de filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre. Dans le deuxieme
paragraphe, nous utilisons la méthode de la ”probabilité de référence” pour
définir une nouvelle probabilité sous laquelle le processus d’observation est un
processus de Wiener et nous introduisons le filtre non normalisé associé au
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probléme de filtrage considéré. Dans le troisiéme paragraphe, nous montrons
la continuité par rapport aux trajectoires de ’observation du filtre et du fil-
tre non normalisé: Le résultat principal de ce chapitre est énoncé dans le
Théoreme 5.4.5.

5.2 NOTATIONS ET HYPOTHESES

5.2.1 QUELQUES RAPPELS DE LA THEORIE DES
PROCESSUS STOCHASTIQUES SUR LES ES-
PACES DE HILBERT -

Dans cette partie, nous rappelons quelques notions usuelles de la théorie du
- calcul stochastique. pour des processus & valeurs dans des espaces de Hilbert.
Pour de plus amples détails concernant cette théorie, nous renvoyons le lecteur

& [18] par exemple.

Soit (9, F, (Ft)iejo,1), P) un espace probabilisé complet, V' un espace de Hilbert -

réel séparable.

Un processus stochastique (W (t))se[o,7), & valeurs dans V, est un Q-processus
- de Wiener, ol @ est un opérateur sur V, positif et symétrique si, et seulement
si, ' ’
1. W(0) =0.
2. Le processus (W (t)):e[o,7) est & trajectoires continues et & accroisse-

ments indépendants.

3. Pour tous ¢,s € [0, T}, la loi de la variable aléatoire (W (t) — W(s))
est gaussienne d’espérance 0 et de covariance (¢t — s) Q.

Le sous-espace Vy = Q%(V) muni du produit scalaire
1 1
<u,v>0=< Q u,Q v >y
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est un espace de Hilbert et 'espace LY = Ly(Vp, H) des opérateurs de Hilbert-
‘Schmidt de V; dans un espace de Hilbert H est, muni de la norme.

| . *
1%lZg = 1Q%||* = Tr(¥Q¥"),

un espace de Hilbert séparable.

Pour un processus mesurable (¢;)iciori, & valeurs dans L3, nous définissons
E[ ) ] 2

les normes

el = (2 [ Toudiges) e 0.7)

et nous notons N2, (0, T; L) l'espace de Hilbert des processus LJ prévisibles
(&¢)tepo,7) tels que |||@]||7 < +o0. _

5.2.2 LE PROBLEME ETUDIE

Soit H, U et V trois espaces de Hilbert séparables, :(Wl‘(t))te[o’j'] un Q-
processus de Wiener & valeurs dans U et (Wa(t))iepr] un Qo-processus de

Wiener & valeurs dans V/, olt Q1 et ), sont des opérateurs positifs, symétriques: =

et tragables définis sur U et V' respectivement. De plus, nous supposons que
les processus de Wiener (Wy(t))scjo,1] et (Wa(t)):efo,r7 sont indépendants.

Soit (X3, Y)eo,r) le processus stochastique & valeurs dans H X V, solution

du probleme de filtrage non linéaire :

X=X+ [ " F(X,)ds + /  R(X.)dW (s)

Y, = /0 “G(X,)ds + Wa(t)

\

ou :
(H1) X, est donné dans H; Yy =0.

(H2) L’application F': H — H est lipschitzienne et bornée.
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(H3) L’application G : H — V est continue, bornée et admet des dérivées
du premier et deuxiéme ordre continues et bornées, notées G’ et G” re-
spectivement. De plus, nous supposons que pour tout z € H, la fonction
G"(z) est dans L£(L3; V') (I'espace des fonctions linéaires de L3 dans V') et
I’application z + G"(z) est uniformément continue sur tout sous-espace
borné de H.

(H4) L’opérateur R : H — N3, (0, T; LY) est lipschitzien et borné. -

- Afin de définir le filtre associé au probléme de ﬁl‘c_fage non linéaire (5.1), rap-

pelons la notation suivante, utilisée dans [2].

- Pour tout k € IN, notons UC¥(H, IR) I'espace linéaire des applications ¢ de H
dans IR admettant des dérivées de Fréchet jusqu’a l’ordre k, bornées et uni-

formément continues.

Alors, pour tout ¢ € [0,7] et pour toute fonction ¢ de UCP(H, ]R), nous

définissons le filtre m; associé au systéme (5.1) par :

m(¢) = E[p(X:)/ V]

ot Yy = o{Y¥,,0 < s < t} est la tribu engendrée par les trajectoires de

Pobservation jusqu’au temps t.
5.3 LA PROBABILITE DE REFERENCE

Dans ce paragraphe, nous utilisons la méthode de ”la probabilité de référence”
- pour définir une nouvelle probabilité sous laquelle le processus (Y;)cjo,7] est

un processus de Wiener.

Soit (Z;)sejo,r) le processus stochastique défini pour tout ¢ € [0, T] par

t 1 rt
Z, = exp ( /0 <G(X,), dY, >v -3 /0 ||G(X3)H%,ds) . (5.2)
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Alors, comme G est bornée, nous avons E(Z; ') = 1 pour tout ¢t € [0,T], et si
- nous notons P la probabilité définie sur I’espace probabilisable (2, F, (F¢):cpo,17)
par la dérivée de Radon—Nikodym

dP

il =Z‘1,
.dPﬁ £

le Théoréme de Girsanov démontré par J .Y.Ouvrard dans [70] entraine que
le processus d’observation (Y3)scjo,7} est, sous la probabilité P, un (Fi)iepo1)
- processus de Wiener indépendant de (W1(t))scjo,1)- “ )

Ainsi, nous définissons pour tout ¢t € [0,7] et pour toute fonction ¢ dans
UCP(H,1R), le filtre non normalisé associé au probléme de filtrage non linéaire
(5.1) par :

pi(p) = E [¢(Xt)Zt/y§] :

De plus, les techniques usuelles de la théorie du filtrage non linéaire nous '
permettent de montrer que le filtre ; et le filtre non normalisé p; sont liés par -
. la formule de Kallianpur-Striebel (voir [51] par exemple) :

p(9)
Pt(l)'

7ft(¢) =

5.4 CONTINUITE DU FILTRE

Pour montrer la continuité par rapport aux trajectoires de ’observation du
filtre et du filtre non normalisé associés au probléme de filtrage non linéaire
- (5.1) nous avons besoin de fixer la valeur de Y; dans I’expression définissant Z;.
- Dans ce but, nous calculons I'intégrale stochastique apparaissant dans (5.2) &
P’aide d’une formule d’intégration par parties.
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Proposition 5.4.1 Sous les hypothéses (H,) d (Hy) nous avons

Zt =- exp (< G(Xt),)/t >v “A < Gl(Xs)F(Xs))Y; >v ds
t 1 gt ‘
~ [ < Yo GX)RX)W(s) >v —5 [ IG(X)frds

—5 [ <o) (rex)at) (Rex)@t) v sy ds)

t

Preuve: En intégrant par parties 'intégrale stochastique / < G(X,), dYs >v
0 R

nous obtenons : ' '

t t
/0 < G(X,), dYy >y=< G(Xs),Y; >v — /0 <dG(X,), Y, >v. (53)

D’autre part, en appliquant la formule d’Ité6 démontrée par M.Métivier dans
[67], nous avons : '

1
dG(X) = C'(X)dX, + 56" (X)d < X > (5.4)

ol < X >, désigne la variation quadratique du processus stochastique (X;):c [o,ﬁ,
définie en [18].

De plus, la variation quadratique du processus stochastique (X¢)icpo,r] peut
étre calculée & I'aide du résultat suivant, démontré dans [18] :

Théoréme 5.4.2 Pour tout Q-processus de Wiener (Wy)iejo1), @ valeurs dans
U, et pour tout processus stochastique (¢;)iepp.r) de Niy (0, T; Lg), le processus

. 1

stochastique ( / o5 dWs) est une (Fi)i>0 martingale continue de carré
0 te[0,T]

intégrable et sa variation quadratique est donnée par :

< [ goaW, 3= [ (9, Q) (4 QF) ds,
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Ainsi, I'égalité (5.4) devient :

| dG(X,) = GO0 PO+ RO B)+56"(X) (RX)QE) (R(Xt Ql%ydt
g (5.5)

et le résultat de la Proposition 5.4.1 se déduit alors facilement de (5.3) et (5.5).
D-

Remarque 5.4.3 Si le processus d’observation est & valeurs dans R alors,
le résultat de la Proposition 5.4.1 est immédiat par utzlzsatzon de la formulé

d’Ité prouvée dans [18] par exemple.

Afin de fixer la valeur de Y; dans la définition du processus (Z;)scjo,77, définissons
pour tout y dans C([0,T7], V'), le processus stochastique (Z;(y)):ejo,r) Par :

Zfy) = exp (< G(X,y(®) >v - / < GUXIF(X),y(s) >v ds
~ [ < 4(6), G XIRK)Wi(s) >v =3 / 1G(X)1[3ds (5.6)
-5 [ <o) (rexel) (Rx)eE) ue) >v ds)

De plus, la définition du processus stochastique (Z;(y))teo,r; donnée en (5.6)
implique que pour tout ¢ € [0, 7], nous avons Z; = Z(Y).

Maintenant, définissons de maniére analogue & E.Pardoux [74], deux collec-
tions de mesures sur H de la fagon suivante.

Définition 5.4.4 Pour toute fonction ¢ dans UCP(H, IR) notons o.(y, ) e't‘
(Y, @) les deux collections de mesures sur H, indexées par (t y) € [0, T]
C([0,T),V), définies par : '

a1y, ) = E($(X¢) Z:(y))
et

m(y, 9) = o4(y, 1) 0u(y, ¢).
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D’aprés cette définition, les processus o:(@) et o:(Y, ¢) sont indistinguables
et, par utilisation de la formule de Kallianpur-Striebel, on en déduit que les

- processus m;(¢) et m:(Y, ¢) sont eux aussi indistinguables.
~ En tenant compte de cette derniére remarque, nous pouvons démontrer le
résultat principal de ce chapitre.

. Théoréme 5.4.5 Pour tout t € [0,T), les applications y — o4(y,.) et y —
my(y,.) sont continues de C([0,T),V) dans M (H), l’espace des mesures pos-
itives sur H, muni de la convergence étroite.

De plus, pour toute fonction ¢ dans UCY(H,R), les applications y — o¢(y, ¢)
et y — m(y, ) sont localement lipschitziennes de C([0,T],V) dans R.

Preuve: Soient (yn)n>o une suite de C([0, T}, V) convergeant vers y, et ¢ une
fonction de UCY(H,R).

- Pour démontrer la premiére partie du Théoréme 5.4.5, il nous suffit de prouver

que la suite (04(Yn, @) )n>o0 converge vers oy(y, @).

D’apreés la Définition 5.4.4, nous obtenons :

01 (Un, $) = E($(Xs) Zi(yn)) = /ﬂ $(X,) Z:(yn) dP.

Or, la suite (#(X;)Z:(yn))nz0 converge presque siirement vers le processus
#(X:)Z,(y) et, il existe une constante positive K telle que |#(X:)Z:(y)| < K
-presque siirement. Donc, d’aprés le théoréme de Lebesgue, nous avons :

Jim [ $(X:) Ziun) dP = [ ¢(X.) Zu(y) dP
c’est-a-dire :

nHI-Il-loo Ut(yn, ¢) = at(y’ ¢)

Ainsi, Papplication y — 03(y, .) est continue de C([0, T, V') dans M (H) muni

de la convergence étroite.
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Prouvons maintenant la deuxiéme partie du Théoréme 5.4.5, c’ést a dire que
Papplication y — 04(y, ¢) est lipschitzienne.

La fonction ¢ étant bornée, il existe une constante positive C; telle que

l /Q ¢(X£LZA7J)£1£/Q ¢>(Xt)zt(y')dP_| <0y /ﬂ |Zt(y{)—Zt(y’)ldP (5.7)

pour tous y, ¥’ dans C([0,T],V).

D’autre part, en notant Z;(y) = exp(V;(y)), nous montrons facilement qu’il

existe une constante positive C, telle que :

1Z(y) = Z.(¥)] < [Vi(y) — Vi)l exp(Vi(y)) — exp(Vi(¥))]
< GslVi(y) — Vi) (5.8)

et, d’apres la Proposition 5.4.1, nous avons :

Vi) = V@)l < | <G u(®) -y (1) >v |
+ [ 1< 9(s) = ¥/(6), G'(X)RX)AWA(s) >v |

t

+ [ 1<(s) = ¥(6), CXIF(X) v lds

45 [ 1<u9) - ¥(9),6"00) (ROG)QE) (RE)@E) >y ds.

. t
De plus, comme le processus (/ | < y(s) —y'(s), G'(Xs) R(Xs)dWy(s) >v I)
i} te[0,77
“est une (Fy)¢cjo,r] martingale locale, nous obtenons, en prenant ’espérance sous
la probabilité P dans les deux membres de cette inégalité :

J I~ @)IdP < E(l < GX),y(t) /@) >v )
+E ( / ‘| < y(s) = (5), G (X)F(X.) >v |ds>

% E ( /0 < 9(s) — ¢/(s), G"(X,) (R(XS)Q%) (R(XJQI%)* v ds)
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Finalement, comme toutes les fonctions apparaissant dans 1’expression précédente
sont bornées, I'inégalité de Cauchy—Schwarz entraine que

[ Viw) = Vi) laP < Cally = o/lles (59)

ol Cj5 est une constante positive.
D’autre part, d’aprés (5.7) et (5.8) nous avons
045,9) ~ oy, )| < C1Cs [ Vily) = Vilw)|dP

et, en utilisant la majoration obtenue pour / [Vi(y) — Vi(¢')|dP dans (5.9),
Q
‘nous en déduisons qu’il existe une constante positive C' (C = C,C2C3) telle

que

oy, 9) — 0/, )| < Clly = lloo ' (5.10)

- ce qui implique que I'application y — 0¢(y, ¢) est localement lipschitzienne de
C([0,T),V) dans R.

De plus, comme nous pouvons démontrer, de maniére analogue qu’en dimen-
sion finie, que o4(y,1)~! est borné, nous déduisons de I'inégalité (5.10) que

Papplication y — m(y, ) est localement lipschitzienne de C([0, 7], V) dans IR.
a
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