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Introduction générale 

La théorie mathématique du contrôle a connu un développement très important et son 
champ d'application couvre actuellement de nombreux domaines, notamment l'industrie, 
l'économie, la biologie . . . . 

Cette théorie fait appel à de nombreux outils mathématiques et repose sur une grande 
variété de modèles. Nous avons des systèmes régis par des équations aux dérivées partielles, 
ou intégrales ou intégro-différentielles, lorsque les variables caractéristiques des processus 
à étudier sont des fonctions de la variable d'espace. Les systèmes sont représentés ma- 
thématiquement par des équations différentielles ou par des équations aux différences, 
lorsque les processus sont décrits par un nombre fini de grandeurs. Les systèmes sont 
stochastiques, lorsque les phénomènes aléatoires interviennent. 

L'un des- thèmes important de cette théorie est la stabilisation de ces systèmes. Pour 
les systèmes régis par des équations différentielles ordinaires autonomes, le problème de la 
stabilisation peut s'énoncer ainsi: étant donné un système dont l'évolution peut être décrite 
par le système différentiel x = F(x,u) où x représente l'état du système et u la commande 
que l'opérateur applique, on étudie la possibilité de trouver un feedback ,u = U ( X ) ,  aussi 
"régulier" que possible, tel que le système en boucle fermée J: = F(z ,u(x)) ,  qui devient 
un système d'équations différentielles, soit "asymptotiquement" stable au voisinage d'un 
équilibre xo, cette stabilité pouvant être de type locale ou globale. Notons que d'autres 
types de stabilité ont été introduites; citons la stabilité pratique et la semi global stabilité. 
Dans le cas des systèmes linéaires ce problème à été largement étudié et une théorie 
complète est disponible dans la littérature. Pour les systèmes non linéaires, le problème 
reste essentiellement ouvert; les résultats restent limités à des classes particulières de 
systèmes. 

Pour étudier la stabilité d'un système, on se réfère généralement aux résultats de 
Lyapounov connus en théorie qualitative sous le nom de méthode directe (Cf. [41]), car 
elle ne nécessite pas la résolution du système. Une fonction de Lyapounov est une fonction 
définie positive et nulle seulement en la singularité xo que l'on étudie, et qui décroît le long 
des trajectoires non réduites à xo. Lyapounov a montré que l'existence d'une telle fonction, 
permettait de conclure sur l'asymptotique stabilité du système. En effet, il suffit de vérifier 
que pour un système dynamique J: = F(x ) ,  VV.F(x) 5 0, b'x # xo. Cette inégalité peut 
s'interpréter géométriquement comme suit: sur toute surface de niveau V(x) = k,  centrée 
en la singularité XO, toute trajectoire issue de x est rentrante par rapport au domaine 
{Y : KY) 5 k}. 

Ce sont ces techniques qui sont à la base des résultats de stabilisation globale: mé- 



4 Introduction générale 

thode de Jurdjevic Quinn (Cf. [3S], [51], [67], [72]), utilisation des fonctions de Lyapounov 
controlées (Cf. [4], [83], [86] ), et autres résultats (Cf. ['28], [84]). 

Remarquons que, pour une stabilisation de type locale, on se réfère généralement à des 
systèmes plus simples tels les systèmes linéaires, les systèmes homogènes ou les systèmes 
passifs. 

Dans ce mémoire, notre étude a porté sur la stabilisation par retour d'état de certaines 
classes de systèmes déterministes et de systèmes stochastiques. 

C!e travail est donc divisé en deux parties. 

Dans la première partie, nous nous intéressons à certaines classes de systèmes homo- 
gènes déterministes. Cette partie est composée de trois chapitres. 

Dans le premier chapitre nous donnons quelques notions sur la stabilité et la stabili- 
sation des systèmes déterministes. 

Dans le deuxième chapitre nous étudions les systèmes bilinéaires du type x = Ax + 
uBz.  

Le premier travail porte sur la stabilisation d'une classe particulière de ces systèmes. 

Nous commençons par montrer que ces systèmes sont globalement pratiquement sta- 
bilisables. La notion de stabilité pratique que nous utilisons consiste à dire que les trajec- 
toires du système rentrent au bout d'un certain temps dans une petite boule centrée au 
point d'équilibre du système et n'en ressortent plus, Ainsi, nous donnons une famille de 
feedbacks linéaires u(x) = k,(x), r > 0, qui assure que toutes les trajectoires du système 
en boucle fermée i = Ax + k,(x)Bx, rentrent dans la boule B(0,r) au bout d'un certain 
temps T et n'en ressortent plus. Ce résultat est en fait une généralisation d'un résultat 
de Celikovski donné dans [30], pour une classe particulière de systèmes en dimension 3. 

Ensuite, en utilisant un résultat de la théorie qualitative des équations différentielles 
ordinaires donné dans [l] par V. Andriano nous montrons que ces systèmes sont globale- 
ment asymptotiquement stabilisables par une commande homogène bornée. 

D'autre part, nous introduisons une notion de passivité pratique qui consiste à dire 
qu'un système est passif pratiquement s'il est passif en dehors d'une boule B(0,r)  de rayon 
r suffisamment petit. Nous montrons ensuite que la passivité pratique de ces systèmes 
entraîne la stabilisation pratique par un retour de sortie. Ce travail a fait l'objet des 
publications [20] et [22]. 

Le deuxième travail concerne l'étude du lien entre la locale et la globale asymptotique 
stabilité de ces systèmes. 

Certains auteurs ont considéré ce problème en s'appuyant sur le théorème de Masséra. 
Ainsi, Hammouri et Marques dans [42] ont montré que la locale asymptotique stabilité 

impliquait la globale asymptotique stabilité en posant une condition sur les surfaces de 
niveau induites par ce théorème. 

Dans [2], Andriano considère ce problème mais ne pose aucune condition sur les sur- 
faces de niveau. 



Dans [24], nous montrons, à l'aide d'un contre exemple que l'on ne peut s'affranchir 
de cette hypothèse. 

Dans le chapitre 3, nous généralisons une partie des résultats précédents, à des classes 
de systèmes homogènes. 

Nous établissons des conditions suffisantes de stabilisation d'abord dans le cas particu- 
lier où le champ soumis au contrôle est linéaire, puis pour un champ contrôlé quelconque. 
Nous montrons que ces résultats s'étendent à des systèmes homogènes par rapport à une 
famille de dilatations quelconques. Ce travail a fait l'objet des publications [21] et [22]. 

Dans la deuxième partie de ce travail, nous étendons certains des résultats de stabili- 
sation de systèmes déterministes à des systèmes stochastiques. 

Kous commençons par un rappel sur les notions de stabilité des systèmes stochastiques. 

Notre premier résultat porte sur la stabilisation d'une classe de systèmes partiellement 
linéaires lorsque les phénomènes aléatoires interviennent sur ces systèmes. Dans le cas des 
systèmes déterministes ce problème à été étudié par A.  Saberi, P.V. Kokotovich, et H.J. 
Sussmann dans [77]. 

Le deuxième résultat est une généralisation d'un travail de P. Florchinger [39], qui a 
étudié une classe de systèmes en cascade lorsque la partie non contrôlée du système est 
soumise à des phénomènes aléatoires. Pour les systèmes que nous étudions nous considé- 
rons que toutes les parties du système sont soumises aux phénomènes aléatoires. 

Ces travaux ont fait l'objet des publications [25] et [26]. 

Chaque partie est précédée d'une introduction ce qui devrait permettre d'avoir une 
idée précise des problèmes traités. 
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Chapitre 1 

Rappels et Généralités 

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions et résultats fondamentaux sur la 
stabilité et la stabilisation des systèmes linéaires et non linéaires. 
Les systèmes linéaires sont d'un intérêt particulier, car souvent, c'est à leur théorie que 
l'on se référera pour une étude locale des systèmes non linéaires. 

1.1 Notions de stabilité 

1.1.1 Définitions 

On considère le système autonome défini par 

où F est un champ de vecteur globalement lipshitzien sur Rn. 
On désigne par F t ( x )  la solution de (1.1) issue du point .c à l'instant t = O soit 

Définition 1.1 On dira que xo est un point d'équilibre stable pour le système (1.1) si: 
'de > 0 ,  3 a ( € )  > O ,  tel que llx - xoll < cr + 'dt 2 O ,  IIFt(x) - xoll < E .  

Définition 1.2 On dira que xo est localement attractif pour le système (1.1) s'il existe 
un voisinage U de xo tel que V x  E U, F t ( x )  existe pour tout t 3 O et limt+m Ft (x )  = X O .  

Si  CT = Rn, xo est globalement attractif. 

Définition 1.3 On dira que xo est un point d'équilibre asymptotiquement stable (resp. 
globalement asymptotiquement stable) s'il est stable et localement attractif (resp. stable et 
globalement attractif). 

Pour étudier la stabilité d'un système on se référera souvent à la théorie de Lyapounov 
connue en théorie qualitative sous le nom de méthode directe car elle ne nécessite pas la 
résolution du système [41]. 
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1.1.2 Fonctions de Lyapounov 

Définition 1.4 Une fonction V :  1' +- R continue sur un coisinage U d e  .ro, et difléren- 
tlable sur I r  - {xo) telle que: 

- I'(xo) = O et L7(x) > O si x # zo 
d 

- F*(.r) = F.17(.r) < O V x  E I i  où F.V(x) = -VFt(x)lt,, = < V\.(.x),F(x) > est 
clt 

appelée fonction d e  Lyapounov large pour (1.1) en .x0. 
,SL d e  plus la fonctlon vérifie la condztion: 

- i . ( x )  < O VZ é U - {xO) alors V est appelée fonction d e  Lyapourzov strzcte pour 
(1.1) en xo. 

Théorème 1.1 Lyapounov Si le système (1.1) admet une fonction dt. Lyapounov large 
(resp. stricte ) alors xo est un point d'équilibre stable (resp. asymptotique.ment stable) pour 
le système considéré. 

Théorème 1.2 Lyapounov (version globale) S'il existe V : M -+ R définie positive 
et propre (c'est à dire l'image réciproque d'un compact d e  R+ est un compact d e  iW) tel que 
F.V(x) < O V x  E Rn - {xo) et F.V(xo) = O alors xo est un point d'équilibre globalement 
asy,mptotiquement stable pour le système (1.1). 

Nous avons aussi le résultat suivant connu sous le nom du théorème inverse. 

Théorème 1.3 Zoubov [go] Massera [69] Kurzwill [60] Si F est continue et si xo 
est 'un point d'équilibre asymptotiquement stable alors le système (1.1) admet une fonction 
d e  Lyapounou stricte qui est d e  classe Cm dans un voisinage d e  xo. 

Les théorèmes précédents montrent que pour prouver qu'un point d'équilibre d'un sys- 
tème est asymptotiquement stable il suffit de trouver une fonction de Lyapounov stricte 
pour le système considéré. L'application du principe d'invariance de Lasalle [64] permet 
de conclure sur l'asymptotique stabilité du système en considérant une fonction de Lya- 
pounov large pour le système. Rappelons le résultat: 

Définition 1.5 Un ensemble E non vide d e  Rn est positivement invariant pour (1.1) si: 

Théorème 1.4 [64] Soit R un ensemble positivement invariant pour (1.1). On suppose 
que chaque .solution qui démarre d e  R converge vers un ensemble E d e  R et soit M le plus 
grand ensemble invariant par F contenue dans E. Alors toute solution bornée qui démarre 
d e  fl converge vers M. 

Une application de ce théorème très utile en pratique est donnée par le corollaire suivant 
qui permet de conclure sur l'asymptotique stabilité du système. 

Corollaire 1.1 : Soit V une fonction de Lyapounov large de classe C1 pour (1.1) en xo 
et propre ( l imllzll++m V(x) = +cc ). Soit M le plus grand ensemble invariant par F et 
contenu dans E = { x E Rn/F. V(X) = O}. Si M = {xo), xo est un point d'équilibre 
globale.ment asymptotiquement stable. 
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Dans le prochain chapitre nous allons conclure sur l'asymptotique stabilité du système en 
considérant des fonctions de Lyapounov semi définies. 

1.1.3 Fonctions de Lyapounov semi définies 

Sous étendons les résultats classiques de Lyapounov à des fonctions semi définies po- 
sitives. Pour ceci introduisons les notions de stabilité conditionnelle par rapport à un 
ensemble et d'attractivité conditionnelle par rapport à un ensemble. 

Soit Z un sous ensemble de Rn. 

Définition 1.6 Le systè,me (1.1) est stable conditionnellement à Z en xo si: 
xo E 2, b'e > 0, 3 b(~) > O tel que x E Z et 112 - xoll < b + IIFt(x) - xoll < 6' V t  > O. 

Définition 1.7 Le système (1.1) est attractif conditionnellement à Z en xo si: 
xo E Z, 3 R(XO) > O tel que llx - xoll < R(xo) et x E Z + limt+., I I  Ft(x) - xoll = O. 

Définition 1.8 Le système (1.1) est asymptotiquement stable conditionnellement à Z 
(resp. globalement asymptotiquement stable conditionnellement à 2 )  s'il est stable condi- 
tionnellement à Z et attractif conditionnellement à Z (resp. asymptotiquement stable 
conditionnellement à Z et Cl(xo) = +CO). 

Nous avons alors le résultat suivant de stabilité en considérant une fonction V semi-définie. 

Théorème 1.5 [47] Soit x = xo un point d'équilibre du système (1.1) et V une fonction 
semi déjînie positive de classe Cl telle que v 5 0 .  
Soit Z le plus grand ensemble positivement invariant contenue dans {x : V(x) = 0). 
Si le système (1.1) est asymptotiquement stable conditionnellement à Z en xo alors il est 
stable en xo. 

On remarquera cependant, que l'application des théorèmes précédents, reste difficile à 
mettre en pratique car nous n'avons pas de méthodes constructives pour de telles fonctions. 
Souvent, alors et pour des études locales, on se référera à des systèmes dont l'étude est 
plus simple (systèmes linéaires, systèmes homogènes, systèmes réduits . . . ). 
La technique utilisée est celle de la linéarisation qui consiste à faire un développement 
limité en série de Taylor d'un système non linéaire et de considérer que les termes de plus 
haut degré du système de référence n'ont localement pas d'influence sur la stabilité du 
système considéré. 
Commençons par donner les principaux résultats de stabilité de ces systèmes. 

1.1.4 Systèmes linéaires 

La théorie mathématique linéaire étant bien développée, les équations différentielles 
linéaires sont analytiquement et numériquement simples à utiliser. 
Ainsi pour modéliser un processus donné nous essayerons tout d'abords d'y adapter un 
modèle linéaire. 
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Considérons le système 

Théorème 1.6 .î. = O est une position d'équilibre stable pour l e  système (1.2) si et ..;eule- 
rnent .SL  : 

- ( 1 )  toutes les valeurs propres d e  la matrlce iZ sont à pnrtzes réelles rzégat~ces ou 
~zîllles. 

- ( 2 7 )  L e s  valeurs propres d e  il à partzes réelles nulles admettent des dzclseurs élemen- 
talres s~mples. 

Théorème 1.7 x = O est une position d'équilibre asymptotiquenzent stable pour l e  sys- 
tème (1.2) 5si et seulement si toutes les valeurs propres d e  la matrice A sont à parties 
réelles strictement négatives. 

Théorème 1.8 x = O est une position d'équilibre asymptotiquement stable pour le sys- 
tknze (1.2) .sl et seulement si pour toute matrice Q symétrique, définie et positive, l'éqzia- 
tion ..ITP+ P A  = -Q (Équation d e  Lyapounov ) admet une solution unique P symétrique 
définle et positive. 

Remarque 1.1 : L'asymptotique stabilité dans le cas linéaire a un caractère global et 
exponentiel. 

Le théorème suivant dû à Lyapounov est souvent référé comme le théorème de la stabilité 
en première approximation. 

Théorème 1.9 On suppose que F est d e  classe Cl et que F ( 0 )  = O .  On pose A = %(O) .  
On considère les équations diflérentielles: 

a)  i = i4z 
b )  .i = F ( z )  
- fi) Si to,utes les valeurs propres d e  la matrice A ont des parties réelles strictement 

négatives alors l'origine est un point d'équilibre localement asymptotiquement stable 
pour ( b ) .  

- (ii) Si la matrice A a au moins une valeur propre à partie réelle strictement positive 
alors l'origine est instable pour (b). 

Cette approche de l'approximation locale pourra se généraliser même lorsque les termes 
linéaires du développement en série de Taylor du système sont nuls. On approche le sys- 
tème par un système homogène (lorsque ceci est possible) et on conclu sur l'asymptotique 
stabilité locale du système considéré en se référant au système homogène associé. Cette 
étude s'avère souvent fructueuse car les systèmes homogènes qui, rappelons le, repré- 
sentent un premier pas de généralisation des systèmes linéaires possèdent des propriétés 
particulières qui permettent une étude plus simplifiée comparativement aux systèmes non 
linéaires en général. 
Le premier résultat d'approximation local des systèmes non linéaires par des systèmes 
homogènes porte sur l'homogénéité classique et a été introduite par Massera [69]. 
Avant de présenter ce résultat commençons par rappeler les principaux résultats des sys- 
tèmes homogènes. 
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1.1.5 Systèmes homogènes 

Définition 1.9 Une fonction h :  Rn + R est positivement homogène (resp. homogène) 
d e  degré k si pour tout x E Rn et pour tout X E R (resp. X E R+) on (1 h(Xx) = Xkh(a). 
ITn champ d e  vecteur est homogène d e  degré k si toutes ses composantes sont homogènes 
d e  même degré b. 

Citons le théorème suivant dû à Rosier [75] qui permet de conclure sur l'existence d'une 
fonction de Lyapounov homogène pour un système homogène asymptotiquement stable. 

Théorème 1.10 [75] Si F est continue, homogène d e  degré p,  asymptotiquement stable 
en {xo) alors le système (1.1) admet une fonction d e  Lyapounov stricte qui est homogène 
d e  classe Cm dans un voisinage d e  xo. 

L'extension du théorème sur la linéarisation est alors : 

Théorème 1.11 On suppose que F est de classe C" et F(0)  = O .  On considère le dé- 
veloppement limité d e  F au voisinage d e  xo = O soit F ( x )  = (Fw(x) + Fw+l(x) + . . . ) où 
pour i = w, w -/- 1,.  . . , F;(x), i > 1, désignent les ter,mes polynomiaux homogènes d e  degré 

Soit les équations diflérentielles 

Si l'origine est une position d'équilibre asymptotiquement stable pour (a) alors elle est 
localement asymptotiquement stable pour (b). 

Cette technique d'approximation a été étendu par Hermes ( [45], [44]) et Kawski ( [53], 
[54], [56]) à des systèmes homogènes par rapport à une famille de dilatations (systèmes 
quasi homogènes). 

Définition 1.10 [45] 
Étant donné un ensemble d e  coordonnées (x1,x2,. . . ,xn) SUT Rn et w = (wl, . . . ,w,) E Nn 
avec w; 2 1 ( i  = 1,. . . ,n) 
Une famille de dilatations est une application 6: : R; x R n  + R n  définie par 
SX(2)  = (XW'xl,. . . ,XWnxn). 

Une fonction h: Rn + R est homogène d e  degré k par rapport à la dilatation Sw ( 6" 
homogène ) si h O Sr = X k  h .  

Un champ d e  vecteur 
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sur Rn est Sw homogène de degré li: si ~ , ( S y ( x ) )  = XkSYl Y 1 ( x )  ( i  = 1 ) .  . . ,n)  . 
Le vecteur d'Euler associé à 6" est défini par v(x) = (wlxl , .  . . ,w,x,)~.  

Les rayons ci" homogènes (associés à 6") sont les solutions de l'équation difirentielle 
x = y(.). 

On a alors le théorème suivant : 

Théorème 1.12 considérons les systèmes: 

- a) i = F ( x )  ou F est un champ de vecteurs lipshtzzen sur Rn homogène de degré 
k par rapport à la dilatation 6" d e  Rn tel que F(0)  = O ( F vérifiant les conditions 
d'existence et d'unicité des solutions). 

- b) i = G(x) où G est un champ de vecteur homogène dont le degré par rapport à 
la dilatation Sw est strictement plus grand que k. 

- C )  i = F(x) + G(x) 
Alors si l'origine est une positzon d'équilibre asymptotiquement stable pour a) elle est 
asymptotiquement stable pour c). 

Lorsqu' on ne peut pas décider de la stabilité du système en considérant le système 
approché (linéaire ou homogène) la technique de la variété centrale peut s'avérer fruc- 
heuse. 

1.1.6 Variété centrale 

Soit le système 

où x E Rn , y E Rm, A E M(nxn)(R) B E M(rnXm)(R) tel que: 

- i)  toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle nulle. 

- ii) toute valeur propre de B admet une partie réelle strictement négative . 
f et g sont deux applications de classe C2, respectivement de Rn+" dans Rn et de 
Rn+" dans Rm vérifiant: 

f (0,O) = O f1(0'O) = O 

g(0,O) = O g1(0,O) = O 

où f l ( O , O )  et gl(O,O) sont respectivement les jacobiennes de f et de g en (0,O). 

Définition 1.11 : Soit h : Rn + Rm une application sufisamment régulière. La sous 
variété y = h(x) est une variété centrale pour le système (1.3) si elle est invariante pour 
(1.3) et si h(0) = O et hl(0) = O 
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On a alors les théorèmes : 

Théorème 1.13 [19] 11 existe une variété centrale pour le système (1.,3) donnée par 
y = h(x) pour l l ~ l l  < a avec h de classe C2  e t  a > 0 .  
Le -flof de (1.3) sur la variété centrale est gouverné par le système: 

Théorème 1.14 

- a)  Si la solution nulle de (1.4) est stable (a~~mpto f ique~men t  stable) (instable) alors 
il est en de même pour la solution nulle de (1.3) 

- b) Supposons que la solution nulle de (1.4) soit stable. Soit (x ( t ) ,  y(t)) la solution 
de (1.3) avec l l ~ ( O ) , ~ ( O ) l l  sufisamment petit, alors il existe z(t) solution de (1.4) 
telle que pour t CO on ait: 

osu y est un réel strictement positif. 

Rappelons aussi le résultat suivant qui concerne les systèmes triangulaires et qui per- 
met de conclure sur l'asymptotique stabilité d'un système. 

1.1.7 Systèmes triangulaires 

Soit le système défini par: 

où F et G sont des fonctions régulières telles que F(0,O) = O et G(0) = O 
On considère 

Théorème 1.15 Seibert et  Suarez [SOI 
On suppose que: 

- i)  x = O est une position d'équilibre asymptotiquement stable pour le système (1. '7) 
- ii) y = O est une position d'équilibre asymptotiquement stable pour I'équation y = 

G ( Y )  
Alors, (0,O) est une position d'équilibre localement asymptotiquement stable pour le 
système (1.6). 
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1.2 Notions de stabilisation 

On considère un système dont l'évolution peut ètre décrite par le système différentiel: 

où F : Rn x Rm + Rm de classe Cl telle que F(0,O) = 0. 

Le problème auquel on s'intéresse est de trouver un feedback 11 = u(x) aussi "régulier" 
que possible tel que x = O soit une position d'équilibre asymptotiquement stable pour le 
système bouclé x = F(x,u(x)) .  

Rappelons que nous avons aussi d'autres types de stabilisation. Citons la semi globale 
stabilisation et la stabilisation pratique qui sont définies ainsi. 

Définition 1.12 Le système (1.8) sera dit stabilisable semi globallement si pour tout 
compact I< de Rn ,  on peut trouver une loi de commande u~ = uK(x) régulière tel que le 
système en boucle fermée soit localement asymptotiquement stable et le bassin d'attraction 
contienne le compact K. 

Pour la stabilisation pratique, remarquons que nous trouvons dans la littérature, plusieurs 
définitions. 

Définition 1.13 [34] le système (1.8) sera dit asymptotiquement pratiquement stabili- 
sable à l'origine, s'il existe un voisinage V de Rn,  tel pour tout E 2 O ,  on peut trouver un 
feedback u,(x) tel que: pour toute condition initialle dans V ,  le feedback u = u , (x )  stabilise 
la boule centrée en zéro de rayon E .  

Définition 1.14 [30] le système (1.8) sera dit pratiquement stabilisable, si pour tout 
E > O on peut construire un feedback u,(x) tel que les trajectoires du système en boucle 
fermée rentrent au bout d'un certain temps dans la boule de centre zéro et de rayon E et 
n'en ressortent plus. 

Remarque 1.2 On notera que les questions relatives au problème de stabilisation portent 
en général sur les propriétés des loies de commandes stabilisantes. 

Remarque 1.3 La notion de feedback que nous introduisons ici suppose que le système 
permet automatiquement de "lire" l'état x du système et de calculer en conséquence la 
valeur appropriée du contrôle . 

Remarquons que ceci n'est en fait toujour le cas, pour la plupart des phénomènes 
physiques l'état x n'est pas complètement accessible à l'observation. La variable observée 
désignée par sortie du système est une fonction de x. 

Nous commencons par donner les principaux résultats de stabilisation des systèmes 
linéaires au sujet desquels, rappelons le une théorie complète existe. 
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1.2.1 Stabilisation des systèmes linéaires 

Soit le système 

Théorème 1.16 Kalman Étant donné A, = . . ,dn) un ensemble de nombres 
complexes tels que si X E ( C  - R )  et X E A, + X E A,. 
Si rang de ( B ,  A B , .  . . , i ln-l  B )  est égal à n alors il existe Il7 E fMmx,,(!R) tel que le spectre 
de (.&BI<) soit égal à A,. 
Le système (1.9) est stabilisable par la commande u(x) = I < ( x ) .  

Proposition 1.1 Si rang d e  (B ,  AB, .  . . ,An-'B) = nl  < n .  Alors il existe une matrice 
T non singulière telle que 

où Al E ICI,, x n l  (R),  Bi E Mnl x,(R) et rang de (B1,Al B i , .  . . AY-'Bl) = n l .  

Les valeurs propres de Ag sont appelées modes incontrôlables. 

Les modes incontrôlables sont dits stables (resp. instables) ( resp critiques ) si les valeurs 
propres de A3 sont à parties réelles négatives (resp. positives) (resp. nulles). 

Théorème 1.17 Le système (1.9) est stabilisable si et seulement si les modes incontrô- 
lables sont stables. 

1.2.2 Stabilisation des systèmes non linéaires 

Dans le cas des systèmes non linéaires, pour la stabilisation locale des conditions né- 
cessaires ont été données par Brockett [13], Coron [33], Krasnosel'ski et Zabreiko [61] et 
diverses techniques (techniques d'approximation, techniques de la variété centrale, linéa- 
risation, zéro dynamique , . . . ) ont été utilisées pour obtenir des feedbacks stabilisants, 
(Cf [5], [13], [16], [28], [36], [45], [53], [55]). Pour les résultats de stabilisation globale, ils 
sont essentiellement basés sur les techniques de Lyapounov: méthode de Jurdjevic - Quinn 
(Cf [35], [51], [67], [72]), fonctions de Lyapounov contrôlées (Cf [4], [83], [86]) et autres 
résultats (Cf [28], [84]). 

Rappelons les résultats principaux: 
i 
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Conditions nécessaires de Brockett [13] 

Le théorème suivant dû à R.PV Brockett [1:3] donne des conditions nécessaires de 
stabilisat,ion asymptotique d'un système non linéaire par une commande de classe Cl. 

Théorème 1.18 Si le système (1.9) admet un feedback stabilisateur de classe Cl dans 
un voisinage de O E Rn alors : 

- i )  Le système linéarisé n'admet pas de modes zncontrôlables  associé.^ à des valeurs 
propres strictement positives. 

- i i)  Il existe un voisinage N d e  (0'0) tel que pour tout X E W il existe un contrôle 
U A ( . )  défini sur [O,co[ qui ramène le système d e  l'état x = X en t = O à l'état x = O 
en t = m. En d'autres termes, si x ( t )  est une solution de .i = F ( x , u x )  vérifiant 
x ( 0 )  = X alors limt,, x ( t )  = O.  

- iii) l'application 
y : R r n x U + R "  
(x,.> + F ( x , u )  
est surjective sur un voisinage de l'origine de Rn. 

Remarque 1.4 : 

- 1.1 La condition (i) n'est pas nécessaire si on se contente d'un feedback continu 
comme le montre l'exemple suivant ( Kawski (551): 

qui est stabilisable avec U ( X )  = -x2 + x1 + 4 /3x I1 l3  - xz.  

- 1.2 La condition (ii) est une condition nécessaire de stabilité; si la régularité exigée 
est au moins de classe C l .  

- 1.3 La condition (iii) est également une condition nécessaire pour l'existence d'un 
feedback stabilisateur continu. 

- 1.4 Les conditions de Brockett ne sont pas sufisantes pour l'existence d'un feedback 
stabilisateur même si la régularité exigée est seulement la continuité. 

Techniques de stabilisation 

Approximations locales Comme nous l'avons déjà remarqué, la théorie de la stabilité 
des systèmes linéaires est simple. Aussi, une approche de la stabilisabilité des systèmes 
non linéaires se réfère à cette théorie. 
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a F  Soit 4 = ,(0,0), B = E(0.0) 

Nous avons le théorème: 

Théorème 1.19 Si le système (1.9) est stabilisable alors le  système (1.8) est localement 
stabilisable par le même feedback. 

Lorsque nous ne pouvons pas conclure sur la stabilité du système en considérant le linéarisé 
on utilise une approximation locale du système par un système homogène. 

Si cette méthode dite d'approximation locale ne donne pas de résultat, on utilise 
d'autres approches. Citons la linéarisation, la linéarisation partielle, la passivation. Ces 
méthodes sont basées sur le fait de transformer le système en un système équivalent du 
point de vue de la stabilisation par difféomorphisme local (ou si possible global) dans 
l'espace d'état et/ou des contrôles. 
Nous allons présenter ces méthodes. 

Approche de la linéarisation Soit un système de la forme: 

x = f (x)  + g(x)u { Y = ,,XI 
Où l'état x E Rn, l'entrée u = (u i ,uz , .  . . , u , ) ~  E Rm et la sortie y = . . ,y,) E Rm. 

Les champs de vecteurs f ,  gl, . . . ,gm et la fonction h = (h l ,  . . . sont supposés de 
classe Cm sur Rn. 

Définition 1.15 Un feedback statique régulier défini sur un ouvert E de Rn est une loi 
de co'm,mande 

où v ( t )  E IRm est une nouvelle entrée et a : E + Rm,  ,û : E + Mmxm(R)  sont des 
fonctions de classe Cm sur E telle que la matrice P(z) soit inversible pour tout x E E .  

Définition 1.16 On dira que le système (1.10) est linéarisable sur E par un feedback de 
la forme (1.1 1) s'il existe un changement de coordonnées locales ( = @(x) transformant 
le systè,me bouclé: 

en un système linéaire contrôlable et observable 
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Des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de feedbacks statiques réguliers 
solution du problème de linéarisation sur un ouvert E de Rn  ont étés données grâce aux 
propriétés de la matrice de découplage associée au système. 
Soit d, le plus grand entier tel que pour tout k < #,, 1 5 j 5 m et x E Rn, on ait 
L ,  L :h , ( x )  = O (où LxX désigne la dérivée de Lie de la fonction X suivant le champ X )  

et soit 2 4 ( ~ )  = ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ h z ( x ) ) l ~ z < m , l < j ~ m .  

Théorème 1.20 Le problème de la linéarisation par un feedback de la forme (1.12) ad- 
met des solutions locales sur un ouvert E de Rn si et seulement si C:,,(q5, + 1 )  = n et la 
rnatrice A ( x )  est inversible sur E, les solutions étant données par 

est la fonction définissant le changement de coordonnées locales sur E. 

Citons une autre classe de systèmes pour laquelle le problème de stabilisation est plus 
simple comparativement aux systèmes non linéaires en générale; Les systèmes passifs. Une 
des techniques de stabilisation des systèmes non linéaires est alors de rendre le système 
passif moyennant un feedback statique régulier. Cependant ceci ne pourra s'appliquer 
qu'a des systèmes particuliers (systèmes faiblement minimum phase et de degré relatif 1) 
comme on le verra par la suite. 

Rappelons les principales notions ayant trait à la passivité: 

Approche de la passivité Considérons le système entrée - sortie suivant: 

où x E Rn, u E IRm, y E IRm. 
f et les m colonnes de g sont des champs de vecteurs Cm et h : RI" R m  est une 
application Cm. 
On suppose que f ( O )  = O et h(0 )  = O 

Définition 1.17 Soit X un sous ensemble connexe d e  Rn contenant l'origine. On dit que 
le système (1.14) est passif sur X s'il existe une fonction V continue semi définie positive 
sur X telle que: 
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V t  > O tel que z ( s )  E X ,  V s  E [ O $ ]  et Vu : [O,t] + litm bornée sur tout intervalle borné de 
IR+. 

Si de plus la fonction V est diflérentiable, la relation (1.15) s 'écrit: 

Remarque 1.5 Si V est définie positive le système (1.14) s 'il est passif est stable au sens 
de Lyapounov. 

Définition 1.18 Le système (1.14) est de degré relatif (1 ,1 , .  . . ,1) en x = O si la matrice 
L,h(O) est non singulière (L,h étant la dérivée de Lie de la fonction h suivant le champ 
de vecteurs 9 ) .  

Définition 1.19 Le système (1.14) est dit zéro-state détectable si pour tout x E Rn, 

h(z( t , x ,O))  = O V t  2 O + lim,,, x(t,x,O) = O 

Nous avons le résultat de stabilisation suivant: 

Stabilisation par sortie de feedback 
Théorème 1.21 ([la]) Si le système (1.14) est passif avec une fonction V de classe Cl 
alors le  feedback u = - y  assure l'asymptotique stabilité du point d'équilibre x = O de ce 
système si et seulement si ce dernier ci est zéro-state détectable. 

Si V est propre le résultat est global. 

La stabilisation des systèmes passifs étant simple, une des techniques de stabilisation des 
systèmes non linéaires sera alors la transformation par feedback de ce système en un 
système passif. 

Feedback passivité: Rappelons que si le système (1.14) a un degré relatif 1 et si la 
distribution engendrée par les champs de vecteurs g l ( x ) ,  . . . ,gm(x)  est involutive , alors il 
existe (n-m) fonctions réelles ( z l ( x ) ,  . . . ,z,(x)) définies dans un voisinage dé O telles que 
(1.14) s'écrive dans le système de coordonnées ( 2 ,  y) sous la forme: 

où a(z,y) est une matrice non singulière pour tout ( z , y )  dans un voisinage de (0,O) 
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est la zéro dynamique du système. 

Définition 1.20 Le système (1.14) est faiblement minimum phase si sa zÉro dynamique 
est stable. Il est dit minimum phase lorsque sa zéro dynamique est asymptotiquement 
stable. 

Nous avons le résultat important dû à C.I. Byrnes-A.Isidori-J. C. Willems ( [ 1 8 ] ) ,  qui 
permet de rendre un système passif par une commande régulière. 

Théorème 1.22 Le système (1.14) est localement feedback éq,uivalent à tir1 système passif 
de fonction V définie positive, si et seulement si il est d e  degré relatif 1 et est faibkrnent 
,minimum phase. 
Le résultat est global lorsque le système est minimum phase. 

Systèmes de type Jurdjevic Quinn 
Théorème 1.23 Jurdjevic Quinn Soit 

{ 
x = X ( x )  + u Y ( x )  
x E R n ,  U E R  

OU X ( x )  = A x  avec A une matrice ( n  x n )  avec n valeurs propres imaginaires distinctes. 
Si 

{ a d k x y ( x ) ,  k E N )  = R n  - {O) 

Alors (1.19) est globalement asymptotiquement stable avec 

u = - ( x , Y ( x ) ) .  

Ce résultat a ensuite été généralisé à des systèmes affines quelconques par plusieurs auteurs 
notamment dans ([72]) sous la forme suivante. 

Théorème 1.24 [72] Soit 

Un système analytique défini sur R n  avec X ( 0 )  = 0. 

S'il existe une fonction analytique V : R n  + R définie positive et propre telle que 

X . V ( x )  5 O vz E IRn 

Alors le système bouclé avec la loi de commande 
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est globalement asymptotiquement stable si et seulement si 

W = {X E Rn/X"+'V(x) = XkYiV(z)  = O ;  k E N,i = 1 . .  . n) est réduit à {O). 

Exemple: 

est stabilisable avec la commande u(x) = -xi - (xl + x3 + xi)  en prenant comme fonction 
de Lyapounov 

V(X) = S(x1 + x ~ ) ~  + :x; + :x: 

Fonctions de Lyapounov "contrôlées" Arstein ([4]), Sontag ([83]) Étant donné 
un système 

et V: Rn  + R une fonction définie positive et propre, on dira que V est une fonction de 
Lyapounov contrôlée pour le système (1.21), si 

On peut remarquer que si (1.21) admet un feedback stabilisateur continu alors, d'après le 
théorème inverse de Lyapounov ( [69], [60], [go] ) , le système (1.21) admet une fonction 
de Lyapounov stricte de classe Cm et donc (1.21) admet une fonction de Lyapounov 
contrôlée. 

Sontag ([83]) a démontré que si un système affine en contrôles admet une fonction de 
Lyapounov contrôlée, alors il est stabilisable avec un feedback Cm sur Rn  - {O); en plus 
il a donné une formule explicite du feedback stabilisateur. On rappelle son résultat pour 
un système mono-entrée. Soit 

i i = f (x) + ug(x) 
XER",  U E R  

où f et g sont des fonctions de classe Cm. 

Supposons qu'il existe V : Rn + R+ de classe Cm, définie positive et propre telle que: 

i n f u € ~ - ( v v ( x > , f  (x)  + ug(x)) < 0, b'x E Rn - (0) 
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en d'autres termes: 

Posons a(x) = (VV(x), f(x)) et b(x) = (VV(x), g(x)) 
alors 

stabilise (1.22).  En outre, u sera continue si if€ > O 30 > O tel que 

x E B(0,cr) - {O) =+ 3u E R : llull < 6 et (VV(x), f(x) + ug(x)) < 0. 

Une autre classe importante de systèmes non linéaires est celle des systèmes partiellement 
linéaires. Cette classe de systèmes a été largement étudiée par plusieurs auteurs. 
L'attention dont ces systèmes ont fait l'objet est dû aux résultats sur la linéarisation par- 
tielle par feedback qui permettrait de transformer un système non linéaire en un système 
en cascade. 

Systèmes partiellement linéaires Soit le système partiellement linéaire: 

où x E Rn, y E Rq, u E Rk. 

f une fonction de classe Cm telle que f (0,O) = 0. 

Pour cette classe de systèmes Vidyasagar [89] a montré que si l'équation différentielle 

est localement asymptotiquement stable en l'origine de Rn  et si le système linéaire 
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est localement stabilisable par un feedback linéaire u (y  ) = I<y, alors le système composite 
(1.13) est localement stabilisable par le même feedback. 

Sotons que ce résultat ne s'adapte pas à la stabilisation globale. 

A titre d'exemple citons l'exemple (cf [80]) 

qui est localement stabilisable par le feedback u(y) = -y mais qui ne peut être stabilisé 
globalement ( {(x,y) E R2/x2y2 = 2) est invariant pour le système composite bouclé ) 

En fait la stabilisation globale de ces systèmes ne pourra être obtenue qu'en posant des 
conditions supplémentaires sur la fonction f. 

Dans ce cadre là, citons le résultat de Saberi, Kokotovic, Sussmann [77], qui supposent 
que le système (1.23) est de la forme 

où x E Rn, [ E Rq, u E Rm, A E Mqxq, B E Mqxm,  f et g des fonctions de classe 
cm. 
Sous les conditions 

- [Hl] x = O est globalement asymptotiquement stable pour l'équation x = f ( x )  

- [H2] (A ,B)  est stabilisabl'e et il existe K tel que P(A + B K )  + ( A  + B K ) T P  soit 
définie négative. 

- [ H 3 ]  BTP = -C 

Les auteurs montrent que le système (1.23) est globalement asymptot iquement stabili- 
sable. 
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Chapitre 2 

Les systèmes bilinéaires homogènes 

Notre étude porte sur la stabilisation d'une classe de systèmes bilinéaires homogènes 
de la forme: 

où A et B sont des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels. 

Rappelons que pour la théorie du contrôle non linéaire, ces systèmes sont particulièrement 
intéressants du fait qu'ils modélisent beaucoup de phénomènes pratiques tels les processus 
économiques, thermiques, physiologiques . . . (cf [70]). Ils ont ainsi été étudiés par de 
nombreux auteurs (Cf [6], [9], [28], [30], [20]). 
Cependant nous remarquons que nous avons en fait peu de résultats de stabilisation. 

En effet, pour ce type de systèmes le degré relatif n'est pas défini en zéro et le linéarisé est 
indépendant du contrôle, de ce fait les différentes approches de stabilisation ne peuvent 
s'appliquer de manière efficace. 

Hormis les systèmes à dérive dissipative pour lesquels le théorème de Jurdjevic Quinn (Cf 
[51]) permet de mettre en évidence des lois de commandes stabilisantes pour les autres 
systèmes les résultats existants sont partiels. 

Même dans le cas de la stabilisation par feedback constant, qui consiste à déterminer 
un paramètre a tel que les valeurs propres de la matrice A + a B  soient à parties réelles 
strictement négatives, le problème n'est pas résolu. Dans [87], Tsinias donne une condition 
suffisante qui se ramène à celle de la recherche d'une fonction de Lyapounov contrôlée. 
Dans [68], Luesnik -Neijmeir donnent une condition d'algèbre de Lie pour triangulariser 
simultanément les deux matrices A et B. 

Les autres résultats existants concernent l'étude des systèmes en petites dimensions. 
Ainsi, Baccioti, Boieri dans [8] ont étudié la stabilisation par feedbacks de classe C1 des 
systèmes plans. R. Chabour, G. Sallet, J.C. Vivalda dans [28], ont donné une classification 
complète des systèmes de dimension deux par rapport à leur stabilisabilité. Pour les sys- 
tèmes qui ne sont pas stabilisables par feedbacks continu, ils ont introduit des commandes 
positives homogènes de degré zéro. Dans le cas de la dimension trois, Celikovskjr [30] a 
étudié une classe particulière de systèmes de la forme (2.1). Il a considéré le cas où la 
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matrice A est diagonale et la matrice B est antisymétrique. L'auteur donne des conditions 
nécessaires et suffisantes qui assurent la global asymptotique stabilité de ces systèmes par 
un feedback constant et des conditions suffisantes pour la global stabilité pratique par 
une famille de feedbacks linéaires. Il est important de noter que pour les systèmes étudiés 
l'auteur doline plusieurs exemples physiques dont ils sont le modèle. 

Dans ce présent travail, nous généralisons les résultats de celikovskt [30] à des classes 
de systèmes plus larges et en dimension n quelconque. 

Ainsi dans cette thèse, nous avons étudié les systèmes bilinéaires homogènes 

x = A x + u B x  
x E R n ,  U E R  

lorsque la matrice A n'est pas nécessairement diagonalisable et que la matrice B est 
antisymétrique relativement à un produit scalaire: il existe une matrice P symétrique 
définie positive telle que B ~ P  + PB = 0. 

Nous avons étudié ces systèmes du point de vue de leur stabilisabilité. Nous avons montré 
que ces systèmes sont globalement pratiquement stabilisables par une commande linéaire 
et construit une commande homogène qui assurait la globale asymptotique stabilité. 

Par ailleurs, nous avons établi le lien entre la stabilisabilité pratique de ces systèmes et 
le concept de la passivité. En effet, une approche intéressante de la stabilisabilité des 
systèmes non linéaires est basée sur le concept de passivité. En particulier, un système 
non linéaire peut être rendu passif si et seulement s'il est de degré relatif 1, et a une zéro 
dynamique stable. De plus les systèmes non linéaires passifs qui sont zéro state détectables, 
peuvent être globalement asymptotiquement stabilisés par un retour de sortie. 

Dotés d'une sortie, les systèmes bilinéaires, objet de notre étude, ont un degré relatif 1 
sur Rn - {O) et une zéro dynamique stable. Aussi, il est tentant d'utiliser l'idée de la pas- 
sivité pour les stabiliser. Cependant, comme le degré relatif de ces systèmes présente une 
singularité à l'origine, la théorie classique de la passivité ne peut s'appliquer. Ceci nous a 
amené à introduire une nouvelle notion la passivité pratique: un système est pratiquement 
passif s'il est passif en dehors d'un voisinage de zéro. Nous avons alors établi le lien entre 
la passivité pratique et la stabilisation pratique de ces systèmes: si un système bilinéaire 
homogène est pratiquement passif alors il est pratiquement stabilisable par un retour de 
sortie. 

Ce premier travail a fait l'objet des publications [20] et [22]. 

Certains auteurs ont étudié ces systèmes sous l'angle du lien entre la local asymptotique 
stabilité et la global asymptotique stabilité. 

Dans [42], H. Hammouri et J. Marques montrent que certains systèmes bilinéaires ho- 
mogènes, localement asymptotiquement stabilisables par un feedback non nécessairement 
homogène sont globalement asymptotiquement stabilisable par un feedback borné u(x )  



qu'ils construisent explicitement. Pour cela les auteurs, utilisent les fonctions de Lyapou- 
nov localement définies et posent une condition sur les surfaces de niveau de ces fonctions. 

dans [2], V. Andriano a examiné ce problème mais ne pose aucune condition sur les 
surfaces de niveau de ces fonctions. 

Nous montrons dans [24], a l'aide d'un contre exemple que l'on ne peut s'affranchir de 
cette hypothèse. 
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Résumé: Nous nous intéressons à la stabilisation des systémes bilinéaires homogènes. 
Nous donnons des conditions suffisantes pour que le système bilinéaire soit stabilisable 
par un feedback homogène de degré zéro. Le feedback stabilisant est donné explicitement. 
(Rubrique: Automatique théorique). 

Stabilization of homogeneous bilinear systems 

Abstract : We deal with the problem of stabilizing the bilinear homogeneous systems. 
We give sufficient conditions for a bilinear system to be stabilizable with homogeneous 
feedback of degree zero. The explicit design of the feedback is given. (Heading: Automation 
theorical). 

2.1 Introduction 

Un problème important de l'automatique est celui de la stabilisation d'un système par 
un retour d'état. 

Les systèmes non linéaires affines en le contrôle de type 

x = f (x) + ug(x) (2.3) 

ont été étudiés dans le cas g(0) # O (voir [3] [SI [IO]). 

Les systèmes bilinéaires sont des systèmes de type (2.3) pour lesquels les champs soumis 
au contrôle s'annulent en l'origine (g(0) = O)  si bien que le système linéarisé devient 
indépendant du contrôle. Peu de résultats de stabilisation ont été obtenus pour ce type de 
systèmes: hormis les systémes bilinéaires à dérive dissipative pour lesquels le théorème de 
Jurdjevic-Quinn [9] permet de mettre en évidence des lois de commandes polynomiales, 
seuls les systèmes bilinéaires plans ont fait l'objet d'une étude systèmatique (voir [ 2 ] ,  [4], 

[SI7 i61 Pl). 
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Dans cet article, on s'intéresse à une classe de systèmes bilinéaires. On donne des condi- 
tions suffisantes de stabilisation par une commande positivement homogène de degré zéro. 

2.1.1 Formulation du problème 

On s'intéresse aux systèmes bilinéaires homogènes du type 

Définition 2.1 On dit que le système (2.4) est stabilisable s'il existe une loi de com,mande 
x + ( x )  telle que pour le système bouclé: 

l'origine soit un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable. 

Définition 2.2 Une fonction u : R n  + R ,  est dite positivement homogène de degré k si 
u ( X x )  = X k  u ( x )  pour tout x E R n  et X E R+. 

2.1.2 Stabilisation 

Théorème 2.1 Supposons qu'il existe b E Rn, F E M l x n ( R )  et P E M n x n ( R )  une 
matrice symétrique, définie positive tels que les deux propriétés suivantes soient vérifiées: 

- (i) B ~ P + P B = O  

- (ii) ( A  + Bb F ) T P  + P ( A  + Bb F )  < 0.  
Alors le système (2.4) est stabilisable par le feedback positivement homogène de degré O 

{ ; T ( P ~  F ) x  + F X ~ ( X ' P ~ ) "  + (0 - b TPb) (x  T P x )  
u ( x )  = l c ( x ) F ( x )  = ( x  T P x )  si x # O 

sinon 

ou p est une constante positive vérifiant ,L? 2 bTPb. 

La démonstration du théorème précédent utilise le lemme suivant. 

Lemma 2.1 (V. Andriano [1]) Considérons le système 3 = f ( x ) ,  x E Rn, f localement 
lipshitzienne et f ( O )  = O 

Supposons qu'il existe une famille d'ensembles compacts {Di) iER+ vérifiant les propriétés 
suivantes: 

1.  ni>oD; = O ;  
2. pour tout i < j ,  Di c i n t D j  ; 
3. pour tout x E Rn il existe j E R+ tel que x E d D j  ; 
4.  pour tout i E R+ et pour tout x E 8D;  le champ de vecteur f ( x )  est rentrant par 

rapport au domaine borné Di .  



Alors l'origine est globalement asymptotiquement stable pour le système considéré. 

Démonstration du théorème (2.1) 

Considérons la forme quadratique V(x) = (x - b ) T ~ ( . x  - b). 
La dérivée de V le long des trajectoires du système bouclé 

est donnée par 

v ( x )  = (x, ( A T P  + PA)x) - 2(x, ATPb) - ( F s ) ( x ,  BTPb) + (Fx) (x ,  P(Bb))  
où (, ) désigne le produit scalaire usuel. 

En utilisant l'associativité du produit matriciel et le fait que 

P b =  bTP et (BTP)b = -bT(BTp) ,  ilvient que 

V ( x )  = (x, ( A ~  P + PA)x)  - 2 ( ~ ,  ~ b )  + (x, (FTbTBTp)x) + (x ,  P (Bb)Fx)  

= < x ,  ( A + B ~ F ) ~ P + P ( A + B ~ F ) x >  - 2 < x ,  A T p b >  

Par l'hypothèse (ii) du théorème (2.1)' 

donc 

3 a > O  tel que ( (x ( (  2 cr V(x) < 0. 

Soit maintenant le domaine D = {x E Rn/V(x) 5 P}, où P est un nombre strictement 
positif. 
Pour p suffisamment grand, O est à l'intérieur de D et on a V(X)  < O V x E dD. 
Ainsi les trajectoires du système bouclé (2.6) ne quittent pas le domaine borné D. Il reste 
donc à montrer que les solutions convergent vers O. Pour cela, introduisons la fonction 
positivement homogène k définie par 

xT P b + d ( ~ ~ P b ) ~  + (P  - bT Pb)(xT P x )  
k(x) = ,T D ,  

où ,1!3 est une constante positive vérifiant p 2 bTpb. 
Par construction, le feedback homogène de degré O est donné par 

- z T ( P ~ .  F)X + F ~ , / ( ~ T P ~ ) ~  + (P - ~ T P ~ ) ( X T P X )  
u(x)  = k(x)F(x)  = (xT P x )  s i x # O  

sinon 



Il s'ensuit que le système bouclé 

est homogène de degré 1. Remarquons que la fonction k vérifie 

k(x)x  E d D  'dx E Rn et k(x) = 1 'dx E d D  

donc les systèmes (2.6) et (2.7) coincident sur d D  
Soit maintenant le domaine DA, image de D par l'homothètie de centre O et de rapport 
A > 0, défini par Di = {x E R n /  V ( i )  < /3}. 
Il est immédiat de voir que est une famille d'ensembles compacts vérifiant 
les conditions ( l ) ,  (2) et (3)  du lemme de V. Andriano [l]. 

Il reste donc à montrer que pour tout X E IR+ et pour tout x E dD,,, le champ de vecteur 
X(x )  est rentrant par rapport au domaine DA. Or, comme le champ X(x )  est homogène 
de degré 1 et rentrant par rapport au domaine D, il suffit de prouver que les espaces 
tangents à d D  et dDx,  en xO et X x0 respectivement, sont parallèles. 
Si on définit par T,(S) l'espace tangent à la surface S au point y et par X, un élément 
de T,(S), (vecteur tangent en y),  il vient que pour toute fonction V E C'(Rn, IR) on a 

Xxo(V) = C:=, E ( x O ) ( x i  - x:) et 
i a v  XzO 

XA,o(V) = C:=, ha;;( )(xi - Ax:) = C:=l E ( x 0 ) ( x i  - AxP) 
Manifestement, les vecteurs tangents X,o et Xxzo sont parallèles.Par conséquent, le champ 
de vecteur X(x )  est rentrant par rapport au domaine bornéD~,  (VA E R'). 
En appliquant alors les résultats du lemme (2.1)' on déduit que le système bouclé (2.6) 
admet l'origine comme point d'équilibre globalement asymptotiquement stable. 

Remarque 2.1 La propriété (ii) du théorème (2.1) est équivalente à 

(ii)' 3 b E R n  telque < x , B b > p = O  * < x , A x > p <  0, V x # O .  où 

<, >p  désigne le produit scalaire associé à la matrice P .  

-1 a O 1 O 
Exemple (1): Soient 

où a ,  O, y ,  S et 7 sont des nombres réels. 

Notons que le système bilinéaire x = Ax + u Bx n'est pas stabilisable par feedback 
continu car Tr(A) > O et T r (B)  = O. 

T 
Prenonspourcesystème P =  IdRj , b = ( O  O - 1 )  et F = ( a + y  5 S + v ) .  
On vérifie facilement que 



Exemple (2)  Soient ,A = . 1 :  

Pour P = Idnn , b = ( O 1 O . . . O )T et F = ( -?A1 O . . . O ), on verifie 
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Abstract: This paper deals with practical stabilization and asymptotic 
stabilization of a class of bilinear homogeneous systems. Firstly, a sufficient 
condition is given for these systems to be globally practically stabilizable by 
means of a family of linear feedback laws. After on, using the homogeneity 
property of the bilinear systems we prove that this condition is also suffi- 
cient for the global asymptotic stabilization by homogeneous feedbacks of 
degree zero. An explicit design of asymptotically stabilizing feedbacks, that 
are smooth on Rn  \ {O) and bounded on Rn, is carried out. Finally we em- 
phazise how our results can be related to the passivity theory frequently used 
to deal with the stabilization problem. 

Key-words: bilinear systems; homogeneous feedback; linear feedback; 
practical stabilization; asymptotic stabilization; practical passivity. 

2.2 Introduction 

The feedback stabilization of nonlinear control systems is widely recogni- 
zed as an important problem in control theory. In this paper our purpose is to 
study both global practical stabilization and global asymptotic stabilization 
of homogeneous bilinear systems of the form 

where x E Rn, u E Et, A and B are constant (n x n)  matrices. 
In the nonlinear control theory, bilinear systems are important in their own 
right: examples of such systems include nuclear and thermal control pro- 
cesses, ecologic, physiologic, and economic systems (see (121). Stabilizability 



of bilinear systems has been widely studied in the last past years by many 
authors (see e.g. [2], [3], [5], [6], [7], [13]). However, it is shown in [5] that 
even in the planar case, there exists a large class of homogeneous bilinear 
systems cvhich cannot be stabilized by continuous feedbacks. In [6], a com- 
plete algebraic classification of planar bilinear systems of the form (2.8) with 
respect to their stabilizability is presented. In the three dimensional case, [7] 
considers the particular class of bilinear systems of the form (2.8) for which '4 
is a diagonal matrix with a negative trace and B is a skew-symmetric matrix. 
For these systems, a necessary and sufficient condition for global asympto- 
tic stabilization by constant feedbacks and a sufficient condition for global 
practical stabilization by a family of linear feedbacks are given. 

This work is within the framework of the lines of [5] and [7]. We generalize 
part of the results of these works for a wide class of n-dimensional homoge- 
neous bilinear systems (n > 2). First, we give an extension of the practical 
stabilization result of 171 by providing a sufficient condition for (2.8) to be 
practically stabilizable by a family of linear feedbacks. It is worth pointing 
out that the sufficient condition we impose on the matrix A, does imply nei- 
ther that this matrix is diagonal nor that its trace is negative. Later, using a 
lemma of [l] on the asymptotic stability of ordinary differential equations, we 
derive for the foregoing a new result on asymptotic stabilization of bilinear 
system (2.8). It turns out that previous sufficient condition for global practi- 
cal stabilization remains sufficient for system (2.8) to be globally asymptoti- 
cally stabilizable by homogeneous feedback of degree zero. An explicit design 
of stabilizing feedback laws is provided. Observe that this statement extends 
for a class of n-dimensional homogeneous bilinear systems some results of 
[5] on the stabilization of planar bilinear systems. Notice that for general 
control systems, Lyapunov stability and practical stability are not equivalent 
(see [Il]).  

Further, as suggested it by the anonymous reviewer, an interesting ap- 
proach to nonlinear stabilizability problem is the one based on passivity 
concepts (see [14], [4], [9]). In particular, a nonlinear system can be rendered 
passive via a smooth change of feedbacks if and only if its relative degree is 
one and it is weakly minimum phase. Moreover, passive nonlinear systems 
which are zero-state detectable can be globally asymptotically stabilized by 
output feedback. Let us mention now that the bilinear systems we consider 
have relative degree one on Rn \ {O) and stable zero dynamics. So, one is 
naturally tempted t o  make use of passivity ideas to investigate the problem 
of stabilizing such systems. Unfortunately, due a singularity at the origin, 
the relative degree of the bilinear systems (2.8) is not well defined. So, the 
passivity theory cannot be applied straightforwardly to solve the problem. 
Nevertheless, this remark has motivated us to introduce a practical passivity 
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concept: we Say that a system is practically passive if it is passive everyw- 
here except possibly on a small neighborhood of the origiri. It turns out that,  
in sonie sense, practical passivity plays the same role for practical stabiliza- 
tion than the one played by passivity for asymptotic stabilization. By the 
way, for homogeneous bilinear systems, thanks to the link between practical 
stabilization and asymptotic stabilization, this one can now be vietved from 
the practical passivity point. To the best of our knowledge, the passivity ap- 
proach has never be used before to investigate the stabilization problem in 
case when the relative degree has a singularity at the equilibrium point. 

The paper is organized as follows. section (2.3) contains some definitions 
and basic notations. In section (2.4) we state and prove our sufficient condi- 
tion on the practical stabilization of the bilinear system (2.8). In section (2.5) 
we show that under the previous condition, system (2.8) is asymptotically 
stabilizable by a homogeneous feedback of degree zero which is explicitly 
computed. In section (2.6) we introduce the practical passivity concept and 
show how global practical stabilization can be solved for system (2.8) via 
output feedback. 

2.3 Notations and basic definitions 

Throughout the paper, Mn,,@) denotes the set of the ( n  x m) real 
matrices. The identity matrix of MnXn(R) is denoted by In. For a vector 
b E R n  (resp. A E MnXn(R)) ,  we denote by b' (resp. A') the transpose of 
b (resp. 14) and by ( ( b ( (  the euclidean norm of b. For a non empty subset 
D c Rn,  the notation i n t D  (resp. d D )  is used to denote the interior of D 
(resp. the boundary of D). For x E Rn and r > 0, the open bal1 of center x 
and radius r is denoted by B(x,  r). 
Given a differential equation 

x = f (x) 

where x E Rn and f satisfies a local lipschitz condition, we denote by x ( t ,  xo) 
the solution of (2.9) with the initial condition x(0, xo) = xo. We say that the 
trajectory {x( t ,xo) , t  > O) enters a subset D c Rn after some finite time 
T 2 0 if x(t,  XO) E D, Vt E [T, T + E] for sorne E > O. We say that it enters D 
after the instant T and remains within it thereafter if x( t ,  xo) E D, Vt 2 T. 

Definition 2.1 System (2.8) is said to be globally asymptotically stabilizable 
if there exists a feedback law u : Rn + R such that the origin is globally 
asymptotically stable for the closed-loop system 



The feedback la,w u(s) is said to be ho~nogeneo,us of degree k if u(X x) = 
X k  U ( X )  for al1 x E Rn and X > 0. 

Definition 2.2 System (2.8) is said to be globnlly practically stabilizable at 
the origin b y  means of the family of feedback laws {u,, r > O } ,  if for any 
r > O ,  al1 the trajectories of the closed-loop systenz 

enter the bal1 B(0, r )  aber an instant T < +m and remain ulithin it thereaf- 
ter. 

Remark 2.1 The notion of practical asymptotic stability was first introduced 
b y  Lasalle and Lefshetz [ I l ]  (see also [a]) and has been discussed recently 
in [17],  [7]. As the anonymous reviewer has mentioned it, there are many 
definitions of practical asymptotic stability. Definition (2.2) is the one which 
is given by S. ~ e l i k o v s k i  in [rj.  

2.4 Practicalstabilization 

In this section we provide a sufficient condition ensuring that the bilinear 
systems (2.8) are globally practically stabilizable by a family of linear feed- 
back laws. First, recall the following lemma, established in [7], that we use 
to prove our result. 

Lemma 2.1 (see (71) Consider a continuous ,map S, : Rn + R. Then bili- 
near system (2.8) is globally practically stabilizable b y  the family of feedbacks 
{$(kx) ,  k > O }  if and only if al1 the trajectories of the system 

enter a bounded set and remain within it thereafter. 

Remark 2.2 Note that if the the trajectories of x = Ax + $(x)Bx  enter 
a bounded set B(0, R) ,  R  > O ,  then by homogeniety, the trajectories of i = 
Ax + $(kx)Bx enter the bounded set B(0, Rlk) .  Thus, the relation between 
k and r (given in  definition 2.1) is r = Rlk. 

We can now state and prove our main theorem. 

Theorem 2.1 For system (2.8) assume that there exist b E Rn, F E iM1 .,(Et) 
and a positive definite symmetric matrix P E MnXn(R) ,  such that 

(a l )  B 'P  + P B  = O 



(a2 ) ( A  + ~ b  F ) ' P  + P ( A  + ~ b  F )  < o. 
Then (2.8) is globally practically stabilizable ut the origin by the fcr,mily of 
liizenr fredbacks 

Proof. According to lemma (2.1),  it is sufficient to show that al1 the tra- 
jectories of the closed-loop system 

enter a bounded set and remain within it thereafter. Notice at first that the 
differential equation (2.11) has an analytic right hand side which guarantee 
existence and unicity of the solutions. Now let V ( x )  be the positive real 
function defined by V ( x )  = ( x  - b) 'P(x  - b). The derivative of V ( x )  along 
trajectories of (2.11) is given by 

Since F x  is a scalar, one has 

( F x ) x l B ' P b  = X ' B ' P ~ F X  and ( F X ) ' ~ ' P B X  = r ' F ' b ' P ~ r  

As a consequence of these equalities one has 

= x' ( ( A  + BbF)'  P + P  ( A  + Bb F ) )  x  - 2 x ' ~ ' P b  
It follows from assumption ( a 2 )  that V ( x )  < O when llxll is sufficiently large. 
Hence, one can deduce that for a sufficiently large R > O, al1 trajectories of 
(2.11) enter the bounded set DR = { x  E R n / V ( x )  < R) and remain within 
it thereafter. According t o  lemma 1, it follows that system (2.8) is globally 
practically stabilizable by the family of linear feedbaks given by (2.10). This 
concludes the proof. 

Remarque 2.1 As it has been mentionned in remark (2.1), the constant c,, 
which is given in (2.10), and r are related b y  the relation c, = R l r ,  R > 0. 

We illustrate Theorem (2.1) by the following example for which [Theorem 31 
[7] does not apply. 

Example 1. Consider on R3 the bilinear system 



-1 1 1 O 
where 

-2 1 

Remark that [the031 [7] does not apply because matrix A is not R- 
diagonalizable. Besides system (2.12) is not stabilizable by any continuous 
feedback at the origin. Indeed, for such a feedback, the linear approximation 
of the closed-loop system is given by x = ( A  + u(0) B)x ,  and this system has 
an uncontrollable and unstable mode since Tr(.i + u ( 0 )  B )  = T r ( A )  > 0. 
However, with b = (0,0,- l) ' ,  F = (2 ,5 ,4 )  and P = IR., one can easily 
check that assumptions ( a l )  and ( a 2 )  hold. Hence, according to Theorem 
1 the system (2.12) is globally practically stabilizable at the origin by the 
family of linear feedbaks { u ,  ( x )  = c, F x ,  c, > 0). 

2.5 Asymptotic Stabilization 

By taking advantage of the main result of the previous section, we show 
in this one that under conditions of Theorem (2.1) , System (2.8) is also 
stabilizable by a homogeneous feedback of degree zero. In order to prove this 
assertion, we need the following lemma which has been established in 111. 

Lemma 2.2 (see [l]) Consider the system k = f ( x )  , where f a locally 
Lipshitz function such that f ( O )  = 0.  
Assume that there exists a family of compact sets {Di) iEw+ with the following 
properties: 

1. ni>,Di = 0 ;  
2. for al1 i < j Di c i n t D j  ; 
3. for al1 x E Rn there exists j E R+ such that x E d D j  ; 
4. for al1 i E R+ and for al1 x E dDi the vector field f ( x )  enter the 

bounded set Di after some time t = T < +m. 

Then, the considered system is globally asymptotically stable ut the origin. 

Theorem 2.2 Under the assumptions of Theorem (2.1), System (2.8) is 
globally asymptotically stabilizable by the homogeneous feedback of degree zero 

z ' ( ~ b ~ ) z + ~ z ~ ( x ' ~ b ) 2 + ( ~ - b ' ~ b ) ( ~ ' ~ ~ )  

, t ~ ( x )  = Z' PZ i f  . # O  (2.13) 
otherwise. 



2.5. ASYMPTOTIC STABILIZATION 45 

tuhere R is any sz~ficiently large positive constant satisfying R > b'pb. 

Proof .  First for all, since the function x c, u(x) is homogeneous of degree 
zero, the partial derivatives of the vector field x c, X ( x )  = 4 2  + u(x)Bx are 
also homogeneous of degree zero. Therefore the vector field X is analytic on 
R n \  {O) and its first derivative is bounded. We can conclude that X is locally 
Lipschitz on Rn. This ensures the existence and unicity of the trajectories of 
the closed-loop system 

Now, according to Theorem (2.1), the linear control 

forces system (2.8) in the bounded domain DR = {x E Rn/V(x) < R), where 
V ( z )  = (x - b)'P(x - b), provided that R > O is sufficiently large. On the 
one hand, consider the positive real function defined on Rn  \ {O) by 

which satisfies V(v(x) x) = R, Vx # O. So, one has q(x) x E dDR f oral1 x # 
O and ~ ( x )  = lforall x E dDR. (Geometrically, the function q brings each 
point of the space Rn \ {O) to the boundary dDR). Setting 

for al1 x # O and u(0) = O. As G(x) = F x ,  one gets the homogeneous feedback 
(2.13). 
On the other hand let {DA}icR; be the familly of compact sets defined by 

Obviously {Dk}hEa<; satisfies the conditions (i)-(iii) of Lemma (2 2). So, 
it only remains to  show that for al1 X E B; and for al1 x E d D i ,  the 
trajectory x(t, x) of the closed-loop systern (2.14) enters the bounded set DA 
and remains within it thereafter. Denote by q5R and 4; the real functions 
defined for al1 x E Rn by dR(x) = V(x) - R and &x) = V ( î )  - R. It 
follows that  DR = {x E R n / + R ( ~ )  = 0) and  DR = {x E Rn/&(x) = 0). 
For x E d ~ ;  let y E dDR be such that x = X y. Then the gradiant vectors 
of 4; and at respectively x and y satisfy 



and so d D i  and d D R  have parallel tangent spaces respectively at x and y.  
Moreover, by homogeneity, the vector field X satisfies X ( x )  = XX(y). NOW. 
on d D R ,  since 7, 1 ,  one has X ( x )  = .4x + F.rB.c. and so the vector field 
-Y point into d D R .  Accordingly, it follows that on d D i ,  X points into DR.  
Hence. one can deduce that for al1 X E R; and for al1 x E BDR. the trajectory 
~ ( t ,  x )  of (2.14) enters D R  and rernains within it thereafter, which completes 
the proof. 
We illustrate the previous theorem by the following example. 
Example 2. Consider the bilinear system 

where A = diag(Al, ...., A,), with A l  > O , A; < O,  i = 2, ..., n ,  and 

Note that if Tr(A) > O, then it does not exist a Co-stabilizing feedback for the 
system (2.15) because it fails to satisfy Brockett 's necessary conditions (see 
[2]). However, using formula (2.13) one can find a homogeneous stabilizing 
feedback. For, setting P = In, b = (0,1,0, ..., O) '  and F = (-2A1,0, ..., O), 
one observes that assumptions (al)  and (a2) are satisfied. Therefore, one 
concludes from Theorem (2.2 )that the system (2.15) is globally asymptoti- 
cally stabilized by the homogeneous feedback of degree zero 

provided that R > O is sufficiently large. 

2.6 Practical passivity and practical output 
stabilization 

Passivity concepts are widely used in control theory as design tools of 
stabilizing control laws of nonlinear systems. Therefore, it is tempting to 
interpret our results from the point of view of passivity. We thank an anony- 
mous refree for this suggestion. However, for the bilinear systems we consider 
the relative singular at the origin that makes the available theory unusable. 
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The attemps that we have made to overcome this obstacle lead us to in- 
troduce the new concept of practical passivity. This means that the system 
should be passive outside a prespecified small neighborhoocl of the origin. As 
shown in forcorning Theorem (2.3) ,  this idea is of interest when the practical 
output stabilization of the system (2.8) is addressed. 
Consicler the single-input single-output nonlinear system 

where f : Rn x R + Rn and h : Rn + R are smooth functions with f ( O ,  O )  = O 
and h ( 0 )  = O .  We will be interested to the case when the state x ( t )  is uniquely 
determined by its initial value x (0 )  and the input function u ( t ) .  We assume 
that u : R+ 4 R belongs to an input set U of functions which are bounded 
on al1 bounded subintervals of IR+. 

Définition 2.1 Assume that the function: ( u ( t ) ,  y ( t ) )  ++ u ( t ) y ( t )  is locally 
integrable for every u E U .  System (2.16) is said to be practically passive if 
there exists a Co nonnegative function V(x) and a suficiently small r > O 
such that 

for al1 t > O and for al1 u : [ O ,  t ]  + iiû such that IIx(s)II 2 r ,Vs E [O,t]. 

If in addition V ( x )  is di#erentiable, (2.1 7) can be written as 

Consider now the bilinear system (2.8) endowed with an output, Say 

where h : Rn -+ R is a smooth function with h ( 0 )  = O. The following 
theorem links practical passivity and output practical stabilization for the 
system (2.19). 

Theorem 2.3 Let the system (2.19) be practically passive with a Cl function 
V ( x )  wich is radially unbounded and let Z c Rn be the largest positively 
invariant set contained in H = h-'(0). If the restriction of (2.19) to 2, with 
zero input, is globally practically stable, then the family of output feedback 
laws u k ( y )  = - k  y ,  k > O ,  achieves the global practical stabilization of (2.19) 
at the origin. 



Proof.The practical passivity of (2.19) implies that there exists r > O such 
that (2.18) holds. Let E = {x E Rn/ l f ( x )  = 0) and 1bf be the largest 
invariant set in E. The assumption (3.18) implies that for u = -y, the 
derivative of V along the trajectories of the closed-loop system 

satisfies for al1 t 2 O 

Now, as V is positive and radially unbounded, there exists c > O,  large enough 
such that B(0, r )  c Dv = {x E Rn, V(x) < c ) .  Let Sv = {x E Rn, V(x) = c )  
be the boundary of Dv.  

By (2.18)) it is obvious that the trajectory x(t ,  xo) of (2.20) starting from 
xo in Dv remains in Dv U Sv and hence (2.20) is globally practically stable 
according to Lemma (2.1). On the other hand, if xo is not in Dv,  let x(t) = 
x(t, xo). It is clear that V(x(t)) is nonincreasing in Rn  \ B(0, r )  and bounded 
from below (V(x(t)) 2 O), and hence limt,, V(x(t)) = 1 exists. Let R(xo) 
be the limit set of the motion. On this limit set V(x(t)) = 1, for al1 t 2 0, 
because of continuity of V.  So, V(x(t)) = O on 0 (xo)  and since R(xo) is an 
invariant set of j: = Ax, y = O it follows that R(xo) c M c E. Finally, since 
iV1 2 Z because E C H, and since al1 the solutions in Z enter a bounded set 
and remain within it thereafter, it follows that (2.19) is globally practically 
stabilizable by the family of output feedback laws uk(y) = -k y,  k > 0. 

Conclusion 

In this paper, asymptotic and practical stabilization for homogeneous 
bilinear systems was explored. First, a sufficient condition ensuring that a 
bilinear system is globally practically stabilizable at the origin by a family of 
linear feedbak laws was given. Next, using a practical stabilization result and 
the homogeneity property of the system under consideration, homogeneous 
feedback laws of degree zero (bounded) that globally asymptotically stabilize 
the bilinear system are given. The corresponding stabilizing feedback laws 
are smooth, except at the equilibrium point of the system. Finally, a new 
passivity concept was introduced as a design tool of practically stabilizing 
control laws of bilinear systems. 
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Remark on local and global stabilization of 
homogeneous bilineâr systems 

O. Chabour J . -C .  Vivalda  

Systems & Control Letters (soumis) (Cf (241) 

Abstract: In this paper, we deal with the problem of stabilization of homo- 
geneous bilinear systems. The aim is to clarify some results on stabilizability 
of these systems. 
Key-Words: Global stabilization. Local stabilization. L-semi global stabili- 
zation. Bilinear systems. 

2.9 Introduction: 

The feedback stabilization of nonlinear control systems has been investi- 
gated by many authors. In this paper our purpose is to clarify a result given 
by V.Andriano in [l] on the link between local and global stabilization of 
homogeneous bilinear systems of the form: 

where x E Rn, u f R,  A , B are constantes real matrices (n  x n). 
Stabilizability of bilinear systems has been widely studied in the last past 
years by many authors see eg ([l] ....[ 101). In [5]  a complete algebraic classi- 
fication of planar bilinear systems of the form (2.22) with respect to their 
stabilizability is made. For the three dimentional case, in [7] the authors deal 
with a particular class of bilinear systems of the form (2.22) with A diagonal 
and B skew symetric. For these systems a necessary and sufficient condi- 
tion for global asymptotic stabilization by constant feedback and a sufficient 
condition for stabilization by a family of linear feedbacks is given. In [6], the 
authors give a sufficient condition for the stabilization of systems of the form 
(2.22) by means of homogeneous feedback of degree zero. Another interes- 
ting problem is considered in the literature. The question is: does the local 
asymptotic stabilizability (LAS) of (2.22) imply the global asymptotic stabi- 
lizability (GAS)? More precisely let us assume that there exists a feedback 
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law (locally defined) u : x +- u ( x )  such that the closed system 

is locally asymptotically stable about the origin, does there exists a feedback 
law (globally defined) ü(x) wich makes the origin of (2.22) globally asymp- 
totically stable. To the closed loop system (2.23) is associated a positive 
clefinite function V locally defined such that V(x) (the derivative of V along 
the trajectories of system (2.23) is negative definite. 
In [SI, Hammouri and Marques proved that LAS implies GAS under some 
assumption on the level surfaces of the Lyapunov function related to system 
(2.23). In [l], Andriano asserts that the answer to the above question is 
yes without any assumption on the level surfaces of the Lyapunov function. 
Unfortunatly the proof wich is given in this last article is false and this is the 
aim of this paper to show this. 
The paper is organised as follows: section ( 2.10) contains somes definitions. 
In section (2.11), we make a remark on the link between local and global 
stabilization of bilinear homogeneous systems of the form (2.22) and we point 
out an error in the proof of the second theorem of [l]. 

2.10 Definitions: 

Let 

be a control system with f smooth verifying f (O,  O) = 0. 

Definition 2.1 : System (2.24) is said to be locally (resp. globally) asymp- 
totically stabilizable if there exists a feedback law u : Rn 3 R such that 
the origin is locally (resp. globally) asymptotically stable for the closed loop 
system: i = f (x ,u (x ) ) .  

Of course, local stabilizability does not imply global stabilizability. 

The following notion of stabilization was introduced by Andriano in [l].  

Definition 2.2 : The system x = f (x) + ug(x), x E R n  and f ,  g E Cm(Rn)  
with f ( O )  = O is said to be L-semi globally stabilizable if there exists a sequence 
of compact sets Mk such that U k Z l m  Mk = Rn, O E i n t l v l ,  Mk C intMk+, 
and for al1 k there exists a Cm function uk(x) and a C1 function Vk such 
that : 



( i)  the system Fk = f + ukg is locally asymptotically stable. 

( i i )  -Mk c A ( F k )  where A ( F k )  denotes the regLon of attraction of Fk .  
(iii) iVIk is a positively invariant set for Fk .  
(iv) Vk is positive definite o n  M k .  
(vi) VVk .Fk  and VVk .Fk- i  are definite neqatlue o n  kfk \ A1.Ik-i. 

Definition 2.3 : We will say that the domaine D c Rn ( n  2 2 ) ,  is strictly 
star-shaped with respect to  a point xo if the half line starting from xo cuts 
d D  at a single point. 

2.11 A Remark on stabilizability of homoge- 
neous bilinear systems. 

In [l] the author shows that if an homogeneous bilinear system of the 
form (2.22) is locally stabilizable then it is globally stabilizable. 
In his proof the author uses Massera's theorem and consider the locally de- 
fined Liapunov function V: Uo + IR+, where Uo is a neighborhood of the 
origin. 
If B = { x  : V ( x )  5 6 )  c Uo and u ( x )  the feedback that makes the origin 
asymptotically stable, for a real number a > 1 and n E N he puts: 

- u ~ ( x )  = u ( x / ~ " )  
- Fn = A + unB 
- Iîn = a n a  

- V n ( x )  = a n V ( x / a n )  
The author proves that al1 the conditions (i)-(iv) of the definition (2.2) are 
satisfied and that there exists a neighborhood of a = 1 such that V V n . F n - l ( x )  
is negative definite for al1 x E h;, \ Ii',-i. So, the L-semi global stabilizability 
of the system (2.22) holds. Using a previous theorem wich states that if an 
affine system is L-semi globally stabillizable then it is globally stabilizable, 
he deduces the global asymptotic stabilizability of the system (2.22). 
But we remark that this proof is based on the assumption Ica c int hn+l 
and if 23 is not star-shaped with respect to the origin this assumption may 
be false. 
For this, let us consider system (2.22) with: 

u ( x )  = -x;  and the Lyapunov function V ( x )  = x: + x l x i  + ( 7 / 2 4 ) ( ~ ~ ) ~ .  



It is clear that V is definite positive (the discriminant of V, regarded as a 
quadratic form in x l ,  is ( -1 /6 ) x : ) )  and that i' is negative definite ( V  = 

(--.rl + - . ~ 2 ( 3 X ~  $ ( 7 / 4 ) ( ~ : ) ) ~ ) .  
Now remark that the domaine B  = { x  E IR2 : L7(x) _< E )  is not star-shaped 
with respect to the origin. 
In fact, let X E IR+ and y ( X )  = V ( X x ) .  
For (xl, .r2) fixed, we claim that if 21x2 is negative and lri/.~il small enough 
there esist X 1  and X 2  ( O  < X I  < X 2  < 1 )  such that,  y3/(Xl)p1(X2) is negative. 
(9' denoting the derivative of y ) ,  
Then there exist X 1 2  and X 2 2  ( O  < X 1  < X 1 2  < X 2 2  < X 2  < 1 )  such that 
$ 4 2 )  = yiX22). 
Sol putting Iin = anB,  we cannot have Kn-1 C int Iin for al1 a  > 1. TO be 
more precise, we claim: 

Lemme 2.1 : A necessary condition for Iin-l to be included i n  int Kn with 
(a > 1)  is that (a4  - 5a2 + 1 )  > 0 .  

Proof of lemma (2.1) 

The discriminant of the quadratic form Q ( X )  = a"X: + uZn (a2  + 1)-YlX2 + 
(7/24)(u" a2 + 1)Xi is equal to - (a4"/6)(a4 - 5a2 + 1 ) .  
So, if we assume that (a4  - 5a2 + 1)  5 O ,  we can find ( X I ,  X 2 )  # ( O ,  O )  such 
that Q ( X )  < 0. 
Putting xi = X i  and z2 = X;l3 ,  we have: 
a4"x; + a2"(a2 + l ) x l x :  + (7 /24) (a4  + a2 + l ) x a  5 O .  
An easy calculation will convince the reader that this last inequality is equi- 
valent to : V ( x / a n - ' )  < V ( x / a n )  . 
So it is possible to choose a such that a 2 V ( x / a n - ' )  5 6 5 a 2 V ( x / a n ) .  
(V being definite positive, V ( x / a n - l )  > 0 )  
Putting 21 = a x l  and C2 = a1I3x2,  this last inequality is equivalent to: 
k ' ( ~ l ~ n - 1  ) 5 E 5 V ( 2 / a n ) .  

So we see that Kn-l $ int Ii, if (a4 - 5a2 + 1)  5 0. 
In order to apply his main theorem Andriano needs the inequality: 
VV,. Fn- l ( x )  < O on K, \ We state the following lemma: 

Lemme 2.2 : A necessary condition for VVn .Fn- i ( x )  to  be negatizle (with 
a  > 1)  is that (6a2 - 7) < 0 .  

Proof of lemma (2 .2)  

Recall that 
V n ( x )  = a n V ( x / u n )  , 
u , - ~ ( x )  = u ( x / a n - l ) ,  



F n - l ( ~ )  = A X  + z ~ ~ - ~ ( x ) B x .  
An easy computation gives: 
V V n . F n - l ( ~ )  = 
- [ 2 z l / a n  + x;/a3"][2xl t x i / ~ ~ " - ~ ]  - [ 3 x i z ~ / a 3 "  + ( 7 / 4 ) ( s : / a 5 " ) ]  [3xi + 
( 7 / 4 ) ( ~ : / a ~ " - ~ ) ] .  
Let x ,  ( x  # 0 )  , such that (2x1  + X ; / U ~ " - ~ )  = O ,  then V k n . F n - , ( x )  = 
-(zt /16n'n-2)(7 - 6n2)  . For this x  we have: \ ~~ ( . r / a* )  = (x;/24a6")(6a4 - 
12a2 + 7 )  and 
V ( x / a n - l )  = 
Now it is possible to find x,, ( x 2  # O )  , such that V ( z / a n )  < t < V ( x / n n - ' )  
because this inequality is equivalent to: 

and since we have 1 < a6 / (7  - 12a2 + 6a4)  provided a  > 1 (notice that 
a6 - (6a4 - 12a2 + 7 )  = (a2  - l ) ( a 4  - 5a2 + 7 )  > O ) ,  we can pick x2 such that 
inequality (2.25) holds. 
We have proven that it is possible to find a point x  such that 
x E ICn \ ( V ( x / a n )  < t < V ( x / a n - l ) )  and such that 
VV,.  Fn-l ( z )  = - ( x ; / l 6 ~ ~ " - ~  ) (7  - 6a2).  
So, the condition (7 - 6a2)  > O is necessary in order to have VV,. Fn-1(x) < O 
on Itrn \ I<n - . 
In conclusion in order to have I<n-l c int Iirndl and VVn.Fn-l  < O on 
ICn \ ICndl, we must have (a4 - 5a2 + 1 < 0 )  and (6a2 - 7 )  < O but it is easily 
seen that these conditions are incompatible if a  > 1. 

2.12 Conclusion: 

The global asymptotic stabilization of bilinear homogeneous systems can be 
derived from the local asymptotic stabilization of these systems if we put a 
sufficient condition on the Lyapunov functions wich are induced by Massera's 
Theorem. 
Remark that this result can be derived from [6] where an alternative and 
more easy proof of this fact is given. 
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Chapitre 3 

Stabilisation des systèmes homogènes 

Les systèmes homogènes constituent une classe importante de systèmes non linéaires. 
En effet, d'une part ils modèlisent beaucoup de phénomènes pratiques, d'autre part, de 
part leurs propriétés d'homogéneité ils constituent une première généralisation des sys- 
tèmes linéaires. 

L'application du théorème de Masséra permet de conclure sur l'asymptotique stabilité 
locale d'un système analytique dont les termes de plus bas degré dans le développement 
en série de Taylor constituent un système homogène localement asymptotiquement stable. 

Ce résultat a été généralisé par K. Kawski [53] et H. Hermes [45] à des systèmes homogènes 
par rapport à un groupe de dilatation (systèmes quasi homogènes). 

Ceci a pour conséquence un résultat important sur la stabilisation des systèmes non 
linéaires. Ainsi, si un système non linéaire contrôlé admet une approximation homogène 
stabilisable par une commande homogène alors il est stabilisable localement par cette 
même commande. 

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a ces systèmes. (Cf [3], [32], 1351, [53], [55], 

1451, i751). 
Pour les systèmes à champ contrôlés linéaires, A. Andreini, A. Baccioti et G. Stephani 

dans ([3]) et W.P. Dayawansa et C.F. Martin dans ([35]) ont donné une condition suffisante 
de stabilisabilité de ces systèmes dans R3. Celle ci se ramène à l'existence d'une fonction 
de Lyapounov contrôlèe homogène. W.P. Dayawansa, C.F. Martin et G. Knowles dans 
[36], ont donné une condition nécessaire et suffisante de stabilisabilité de ces systèmes 
dans le plan. 

Pour les systèmes homogènes plus généraux, les résultats sont essentiellement basés 
sur le théorème de Coleman ([31]), qui permet de restreindre l'analyse des systèmes de 
dimension 3 à la sphère homogène C2. Ainsi, les résultats portent essentiellement sur 
les systèmes de petites dimensions. Citons, pour les systèmes affines, les résultats de K. 
Kawski ([53], [54], [55], [56], [57]) qui a donné des conditions suffisantes de stabilisabilité 
locale par un feedback homogène continu pour les systèmes localement contrôlables de 
dimension 2 et 3. Pour les systèmes homogènes de types quadratiques dans [12], B. Bon- 
nard et H. Tebkish ont donné une étude complète sur l'asymptotique stabilisation de ces 
systèmes dans IR2, W.P. Dayawansa, C.F. Martin et S. Samelson ont donné dans [37] une 
condition suffisante de stabilisabilité pour une classe de systèmes dans R3. 
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Dans ce chapitre, nous étudions des classes particulières de systèmes homogènes affines 
en dimension n quelquonque. 
Xous donnons des conditions suffisantes sous lesquelles les systèmes étudiés sont globa- 
lement asyn~ptotiquement stabilisables par des commandes Ci" sauf peut être en zéro. 
Pour les s>-stèmes à champ contrôlé linéaires nous construisons le feedback stabilisateur. 
Pour les systèmes de forme plus générale, affine nous donnons une condition suffisante de 
st,ahilisabilit,é asymptotique globale par une commande homogène. Ce travail a été publié 
clans [21]. 

Dans [13] ,  nous généralisons ce dernier résultat à des systèmes homogènes par rapport à 
un groupe de dilatations. Nous montrons que s'il existe une commande continue telle que 
les trajectoires du système bouclé correspondant convergent dans un domaine étoilé en 
zéro, alors le système est globalement asymptotiquement stabilisable par une commande 
quasi homogène. 



Stabilizability of homogeneous polvnomial J 

systems 

O. Chabour R.Chabour G. Sallet and H.Zenati 

C. D . C 1 998 (Cf [21]) 

Abstract: In this paper the problem of stabilizability at the origin of a homogeneous 
polynomial systems on Rn is adressed and solved from a new point of view. Sufficient 
conditions for the existence of stabilizing homogeneous feedback laws are given. 

3.1 Introduction 

This paper is a contribution to the global stabilization of nonlinear systems by feedback. 
The results concern systems of the form 

where f and g are homogeneous polynomial vector fields of degree, respectively, kl  and 
k2. We assume that kl is an odd integer ( k l  > 1) and kl 2 k2 2 O. The problem is to find 
feedback laws u(x) smooth on Rn - {O) that make the closed-loop system 

globally asymptotically stable about x = O. In this case we Say that system ( 3 . 1 )  is 
stabilizable. These systems have been considered by several authors (see [5], [2]) and 
references there in. They serve as a local approximation of more general systems and 
describe great number of applications. In the present work we propose a new constructive 
methodology for the stabilizability of ( 3 . 1 )  wich was recently discussed in [3]. We provide 
sufficient conditions for the existence of a stabilizing feedback laws u(z)  smooth on Rn  - 
{O). The case when g(x) = B z ,  where B is a n x n constant matrix, is also considered. 



3.2 Basic notations and definitions 

Throught this paper, ( ( x ( (  and ilT are, respectively, the usual Euclidean norm of a point 
a E R n  and the transposed matrix of A. Given a non empty set D, int  D is the interior 
of D and i3D is its boundary. 

Definition 3.1 We say that a function h ( x )  : Rn + R is yositively homogeneous of 
degree k if h(X x )  = Xkh(x )  for each x  E Rn  and X > 0. 

-4 uector field f ( x )  = ( f  l ( x ) ,  ..., f n ( x ) ) T  is said to be homogeiîeous of degree k if al1 its 
components are homogeneous functions of the same degree k .  

Definition 3.2 We will cal1 the domaine D c R n , n  2 2 containing the origin strictly 
star-shaped ,with respect to a point xo E D if the half straight line going from xo cuts d D  
at a single point. 

3.3 Stabilizability 

Theorem 3.1 Given the system (3.1), assume that for a strictly star-shaped domain D C 
Rn (n > 2) with respect to the origin, there exists a continuous function G(x )  : d D  + R ,  
such that al1 the trajectories of the closed-loop system 

i = f ( x )  + U ( x )  g ( x )  (3.3) 

enter the bounded domain D and remain within it thereafter. Shen there exists a homo- 
geneous feedback u ( x )  : !Rn + R, of degree ( k l  - k l )  such that x  = O is an asymptotically 
stable equilibrium point of 

Proof of theorem (3.1) Let the domain D given in theorem (3.1) be represented by 
the set {x E R n / V ( x )  5 O),  where the function V ( x )  : Rn + R is at least of class Cl .  
The boundary of D is the set d D  = { x  E Rn / V ( x )  = O ) .  B y  assumption, we have 

av 
(-)T (f ( x )  + U ( x )  g ( x ) )  < O fora11 x  E d D  

d x  

and V x  6 R n  - {O), 3 h ( x )  > O such that h ( x )  x  E d D  and h ( x )  = 1  for al1 x  E d D .  
Setting 

( 0  otherwise. 



It is clear that u ( x )  coincides with U(x) on d D .  
Now we show that u ( x )  is positively homogeneous of degree kl - kL Indeed, for each 
s E R n  - {O) and for al1 real number p > O,  we have 

Now since the points x and / lx lie on a same half straight line going from the origin and 
which must cut the boundary dD at a single point, it follows that 

1 
So, for x # O,  h ( p  x)  = - h(x) 

P 
T hen, 

Consider 

mation w 
family of 

x 
now Di = { x  E I n  / V(-) < O} the image of D by the homothetic transfor- 

X - 
rith the center O and the report X E I+. It is easily seen that is a 
compact sets wich satisfies the conditions of V. Andriano lemma [l]: 

(i) n,,>oDx = O ;  
(ii) for al1 X < p DA c i n t D ,  ; 

(iii) 'v'x E Rn, 3 X > O such that x E d D x .  

Now, since the feedback u ( x )  is homogeneous function of degree kl - k2 and coincides 
with G(x) on d D ,  it follows that the system (3.4) is homogeneous of degree kl and its 
solutions enter the bounded set D and remain within it thereafter. Hence, in order to 
complete the proof, it remains to show that the tangent spaces of d D  and d D x  at xO and 
XxO respectively, are parallel. 
Let Txo(dD)  be the tangent space of d D  at xO, and X,o an element of T,o(dD) ( a  tangent 
vector of d D  at xO). For al1 function V E C'(Rn, R ) ,  one has 

" dV 
X,o (V) = C -(ro ) ( r i  - xp) 

i=l 
dx i  

and 
1 av 

XX,O ( v )  = - C -(xO)((+i - XxP) 
X . dx ;  

z = 1  

Obviously, X,o and Xxxo are parallel. So, by Andriano lemma [l], the theorem follows. 

Theorem 3.2 Consider the system 

i =  f ( x ) + u  Bx, X E  Rn,  u C R  (3.5) 

where B is a n x n constant matrix and f is a polynomial homogeneous vector field of 
odd degree kl 2 1 .  If there exists a real ( n  x n )  symmetric positive definite matrix P and 
a vector b E R n  such that 



(i) B T P t P B = O  

( i i )  I<er (Bb)TP C {x E R n :  îcTPf(x) < O} U {O). 

then the system (3.5) is .stnbiliznble. 

Proof of theorem (3.2) Let 

ü(x) = -a JJxJJkl - '  (Bb)TPx 
and 

V(x) = (x + b)TP(2 + b). 

For ((.r[( sufficiently large, the derivative of V(x) with respect t,o the closed-loop system 

x = f (x) + U(x) Bx (:3.6) 

has the same sign as the function 

Since ~ ( x )  is a homogeneous function of degree kl + 1, there exists a > O such that 
p (x )  < O for each x # O. Then, for a fixed, there exists ,O > O (sufficiently large) such 
that the domain D = {x E Rn/ V(z) - p 5 O) satisfies the following properties: 

i )  v < O  on d D  i i)  O E in tD 

So, it follows from theorem 3.1 that the system (3.5) is stabilizable thanks the homoge- 
neous feedback 

-a I(xllk'-l ( B ~ ) ~ P X  h(x) if x # O 
u(x) = 

otherwise. 

where 
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Homogeneous Syst ems 
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Abstract In this paper we deal with the stabilizability problem of a homo- 
geneous nonlinear systems. We provide sufficient condition under which the 
system considered is globally asymptotically stabilizable by an homogeneous 
feedback law. 

3.5 Introduction 

Asymptotic stabilization is of much interest in nonlinear control theory, 
see for instance [2 3 41. In this paper we consider control systems of the form 

where f and g are homogeneous vector fields of order kl and k2 with respect 
to a family of dilations. 

These systems serve as local approximation of general control systems 
where the higher order terms have been negleted (see [7],[5]). M. Kawski, in 
[5] (see also [4]), has shown t hat every affine controllable system of dimension 
two or three admits an homogeneous approximation which is stabilizable by 
homogeneous feedback. 

In [8], using the homogeneity propertie, L. Rosier proved that if an ho- 
mogeneous nonlinear system is locally asymptotically stabilizable by means 
of an homogeneous feedback law, then it can be globally asymptotically sta- 
bilizable by adding an integrator. 

Our main interest in this paper is the existence, and construction, of an 
homogeneous feedback control, which makes system (1) globally asymptoti- 
cally stabilizable at the origin. 
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3.6 Basic notations and definitions 

In this paper, Il.~.ll and AT are, respectively, the usual Euclidean norrn of a 
point s E R n  and the transposed matrix of '4. 

Definition 3.1 For a fixed of coordinates (xl, ..., x,) E R n ,  and positive 
rnteger.5 r l ,  ..., rn > 1 , a family of dilations is a map S : R t  x R n  + R n  : 
( A ,  .r) ++ bX(x) = ( X r l x l ,  ..., Xrnxn). 
il functzon h : Rn + R is 6-homogeneous (homogeneous zuith respect to the 
dilution 6) of degree k if 

A vector field F ( z )  = (Fl(x), ..., F,(x))~ is said to be 6-homogeneous of degree 
k i f  for al1 i E (1, ..., n} ,  we have 

Associeted to a given dilution, the Euler vector field is defined by 

and the homogeneous rays are the solutions of the diflerential equation 

Definition 3.2 We will cal1 the domaine D c Rn, n > 2 containing the 
origin strictly star-shaped with respect to a point xo f D if the homogeneous 
ray going from xo (ut t = O )  cuts d D  ut a single point. 

3.7 Stabilizability 

Theorem 3.1 Given the system ( l ) ,  assume that for a strictly star-shaped 
domain D c Rn (n >_ 2)  with respect to the origin and such that i3D is 
diflerentiable, there exists a continuous function G(x) : d D  + R, such that 
al1 the trajectories of the closed-loop system 

enter the bounded domain D and remain within it thereafter. Then there 
ezists a homogeneous feedback u(x) : R n  + R ,  of degree (kl - kz) such that 
x = O is an asymptotically stable equilibrium point of the closed-loop system 

i = X(x) = f (x) + u(x) g(x) (3.9) 



In order to prove the theorem (3.1) we need the following lemma wich has 
been proven by V.Andriano in [l]. 

Lemma [Il Consider the system: 

where f is Lipshitz and f(0) = 0 .  
Assume that there esists a fapmily of compact sets {Di) iER+ ,with the following 
properties: 
( i )  Di = O ; 
(ii) for al1 i < j Di c i n t D j  ; 

(iiz) for al1 x E Rn there exists j E R+ such that x E d D j  ; 
(iv) for al1 i E IR+ and for al1 x E dD;  the aector field f(x) enter the 
bounded set Di 
after some time T < ca and remain within it thereafter. 

Then x = O is globally asymptotically stable for the corresponding system. 

Proof of theorem 3.1. Let the domain D given in theorem 1 be represented 
by the set D = {x E Rn/V(x) 5 R},  where V is a C 1  positive function 
(V : Rn + Rt) and R > O sufficiently large. By assumption, we have 

dV 
( z ) T  (f(x) + ü(x) g(2)) < 0 , for 5 E d D .  

and for al1 x E Rn - {O} there exists X = X(x) > O such that 

where r l ,  ..., rn are positive integers, and 

Now, setting 

( 0  otherwise. 

Since X(x) = 1 on a D ,  it follows that u(x) coincides with G(x) on d D .  MO- 
reover, using the facts: 

i) VE > O, X(SC(x)).6,(x) E d D .  
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i i )  the points x and y = 6,(x) lie on a same homogeneous ray (solution curve 
of i. = u(x)) ,  

it follows that u ( x )  is homogeneous of degree k1 - k2. 
Now, we prove that feedback u(x)  makes the system (1) globally asymptoti- 
cally stable. Let us define 

the image of D by the transformation Sx(x) = ( A r 1  X I ,  ..., Xrnxn), X E R+. 
Note that Dl  = D. It is easily seen that {Dx)xER+ is a family of compact 
sets wich satisfies the conditions (i) - (iii) of the above lemma. So, it only 
remains to show that for al1 X E R+ and for al1 x E dDA,  al1 the trajectories 
of (3) enter DA and remain within it thereafter. Note that the systems (2) 
and (3) coincide on dD,  so the vector field (3) points "inward" on dD.  Now, 
by using the homogeneity, we will show that the vector field (3) points inward 
on dDx,  for al1 X > O. Thus, it turns out to prove that the tangent spaces of 
d D  and dDx (VA > 0) respectively, at xO and Sx(xO), are parallel. 
Let T,o(dD) be the tangent space of d D  at xO, and X,o an element of 
T,o (dD).  For V E C'(Rn, R+),  we have 

and 

Thus the tangent vectors X,o and X6,(,o) are parallel. So, it follows that the 
vector field (3) points inward on dDx,  fora11 X > O and this means that al1 
the trajectories of the closed-loop system (3) enter the bounded set DA,  for 
al1 X > 0, and remain in it thereafter, and the theorem is proved. 
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Stabilisation des systèmes stochastiques 





Chapitre 4 

Les systèmes stochastiques 

Dans cette partie de la thèse nous étendons des résultats de stabilisation globale de 
systèmes non linéaires déterministes à des systèmes non linéaires stochastiques. 

Nous nous sommes intéressés aux systèmes partiellement linéaires et aux systèmes en 
cascade plus généraux, lorsque les phénomènes aléatoires ne sont pas négligés. Nous nous 
sommes placés dans la situation la plus générale, c'est à dire, lorsque la dérive et la partie 
contrôlée du système déterministe sont soumis à des perturbations. Avant de présenter 
ce travail qui a fait l'objet des publications [25]  et [26], nous commencerons par un bref 
exposé de la version stochastique de la théorie de Lyapounov (cf [59]). 

4.1 Rappels et Généralités 

Etant donné (R,.F,P) un espace de probabilité (wt ,  t E Et+) un processus de Wiener 
standard défini sur cet espace et à valeurs dans Rm, (Ft)t20 la filtration continue à droite 
engendrée par le processus wt. 
On considère l'équation différentielle stochastique écrite au sens de Itô 

où xo est une variable aléatoire Fo mesurable. 

a0 et al, des applications définies sur R n  à valeurs dans Rn, lipshitziennes qui vérifient 

- ( i )  il existe K > O  tel que Vx E R n  

~~=o(lluk(x>ll> < ICTi'(l + l l X l l >  

- (ii) ak(0) = O Vk = O,. . . m 
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On notera par x t ( x o )  la solution à l'instant t du système (4.1)'  issue de .ro à l'instant 
t = 0. 

Si on note L le générateur infinitésimal du processus stochastique s t ,  L est l'opérateur 
clifferentiel de second ordre défini par : 

4.1.1 Notions de stabilités 

Stabilité en probabilité 

Définition 4.1 La position d'équilibre xt = O du système diflérentiel stochastique (4.1) 
est stable en probabilité si Vc > O on a lim,,,o P ( s ~ p ~ ~ ~ ~ ~ x ~ ( x ~ )  1 1  > 6 )  = O 

Théorème 4.1 (Khasminski) [59] Supposons qu'il existe une fonction de Lyapounov V 
définie dans un voisinage D d e  l'origine (i.e.une fonction de classe C2  définie positive et 
propre) telle que L V ( x )  5 O pour tout x E D, alors la solution xt = O du système (4.1)  
est stable en probabilité. 

Stabilité asymptotique en probabilité 

Définition 4.2 La position d'équilibre xt = O du système (4.1)  est asymptotiquement 
stable en probabilité si 

- ( i )  xt = O est stable en probabilité. 
- (ii) Il existe D un voisinage de l'origine tel que P(limt++,, Ilxt(xo) 1 1  = 0 )  = 1,  Vxo E 
D. 
Si D = Rn (4.1) est globalement asymptotiquement stable en probabilité. 

Théorème 4.2 (Khasminski) (591 Supposons qu'il existe une fonction de Lyapounov 
V définie szir un voisinage D de O tel que L V ( x )  < O V x  E D,  x # O alors la position 
d'équilibre du système (4.1) est asymptotiquement stable en probabilité. 
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Stabilité exponentielle en moyenne d'ordre p 

Définition 4.3 La position d'équilibre xt = O du .systinze ( 4 . 1 )  est exponentiellement 
stable en probabilité s'il existe deux  constante.^ positives Cl et Ca tel que p o u ~  tout s o  on 
ait E l j . r , ( ~ ~ ) J I p  < Ct(llx011)pe-C2(t). 
On parlera d e  stabilité en moyenne lorsque p = 1 et d e  stabilité eîz moyenne quadratique 
lorsque p = 2 .  

4.1.2 Notions de stabilisation: Formulation du problème 

On considère une équation différentielle stochastique contrôlée 

fi =   fi,^, . . . f i ,n )T ,  gi = (gi,i, . . . ~ i , n ) ~ , i  = 112 
où fietgi sont des applications de Rn dans Rn vérifiant les conditions d'existence et d'uni- 
cité des solutions telles que fi(0) = g;(O)(i = 1,2) et wt et Wt sont des processus de wiener 
standards. 
Le problème de la stabilisation est de déterminer une loi de commande u : cct + u(xt) 
telle que u(0) = O et tel que x = O soit une position d'équilibre asymptotiquement stable 
en probabilité, ou exponentiellement stable pour le système bouclé 

4.2 Stabilisation d'un système partiellement linéaire 

Dans cette partie de notre travail, nous considérons une classe de systèmes partielle- 
ment linéaires, étudiée dans le cas des systèmes déterministes par A. Saberi, P.V Kokoto- 
vich et H.J. Sussmann [77] sur laquelle nous faisons intervenir des phénomènes aléatoires 
sur les parties linéaires et non linéaires du système. 

Soit le système: 



76 Chapitre 4. Les systèmes stochastiques 

.fk et G k  sont des fonctions de classe Cmk = O , .  . . ,m. 

,-L, B .  Cjfk(k: = 0, . . . ,m; ), Dk(k = 1, . . . ,m) sont des matrices de dimention appropriées. 

Sous les hypothèses suivantes: 

1. Il existe une fonction de Lyapounov V définie positive et propre de classe C" pour 
le système 

'5. Il existe une matrice P symétrique définie positive telle que: La matrice P ( A  + 
B K )  + ( A  + B K ) ~ P  + C ~ , ( D T P D ~ )  soit définie négative. 

3. K e r B T  C KerCkk  = O,. . . ,m. 

nous montrons que les systèmes (4.3) sont globalement asymptotiquement stabilisables 
en probabilité. 

Remarque 4.1 La condition 3 implique que le système (4.4) est asymptotiquement stable 
en probabilité. (Cf ref((4OI) ) 

Remarque 4.2 comme le bruit affecte la variable - [, le feedback stabilisant le système - - 
déterministe associé à (4.3) ((wt r O),(wt z O),(wt = 0)) n'assure plus la stabilisation du 
système (4.3). 

4.3 Stabilisation d'un système en cascade 

Dans le cas des systèmes déterministes, ces systèmes ont étés étudiés par plusieurs 
auteurs (Cf [78], [77], [80]). 

Dans le cas des systèmes stochastiques, P. Florchinger [39] a donné des conditions 
suffisantes de stabilisabilité en probabilité d'une classe de ces systèmes lorsque la partie 
non contrôlée du système est soumise à des phénomènes aléatoires.Nous donnons une 
généralisation de ce résultat en faisant intervenir les phénomènes aléatoires sur les parties 
contrôlées et non contrôlées du système. 

On considère le système 
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où x0 E R n l ,  y,, E Rn2, 
{ W W  O < i < p} sont des processus de wiener standard indépendant a valeurs dans 

Rm R m l  respectivement, 
f i ,  91 , fi, 92, hi and hi (1 < i < p) sont des functions de Rn1+"2 dans Rn l ,  Rn., Rnl+m7 

Rnz+mo,  Rn2 et Rn2+"' respectivement, s'annulant à l'origine . 
ili ( 1  5 i 5 p )  sont des contrôles à valeurs dans R .  
Supposant qu'il existe 2 fonctions de Lyapounov V; et V2 défi~iies respectivement sur 

Rn l  et Rn2,  tel que: 

1. la fonction f l  peut être décomposée pour tout ( x , ~ )  E Rn1+"2 sous la forme suivante 

où 

- fl(0,y) = O pour tout y E Rn2 
- pour tout (x,y) E Rnl+n2 

2. Si l'on pose 

b Y )  = gl(x'y) + ( ~ , ~ / x ' Y ) ) ~ D v ~ ( x )  

on a 

- I?(x,O) = O pour tout x E Rn' 

- pour tout (x,y) E 

Alors en utilisant le théorème de Jurdjevic Quinn 1271, nous montrons que les systèmes 
étudiés sont globalement asymptotiquement stables en probabilité. 
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4.4 Introduction 

The main object of this paper is to  provide sufficient conditions for the global asymp- 
tot ic stabilization in probability of composite partially linear stochastic systems. 
The stabilization of deterministic composite partially linear systems by state feedback 
laws has been investigated by many authors in the last past years (see [ 2 ] ,  [6], [7]). In [9], 
Saberi, Kokotovic and Sussmann give sufficient conditions for the global stabilization of 
systems in the form 

Under suitable assumptions, they prove, if the equilibrium x = O of i = f o ( x )  is globally 
asymptotically stable and the pair (A, B )  is stabilizable, that the equilibrium solution 
(x, E )  = (0, O)  of the composite system (4.6,4.7) is globally asymptotically stable. 
The aim of this paper is to  extend the above result when equations (4.6) and (4.7) are 
corrupted by multiplicative noises. 
In the case when only equation (4.6) is corrupted by noise which depends only in x, 
Chabour and Florchinger [3] give sufficient conditions for the exponential stabilisation in 
mean square. 

4.5 Stochastic stability 

Let ( R , 3 ,  P )  be an usual probability space and denote by w a standard Rm-valued 
Wiener process defined on this space. Denote by (.?t)tlo the complete right-continuous 



filtration generated by W. Let xt E Rn be the stochastic process solution of the stochastic 
differential equation written in the sense of Itô, 

where ,7(0, XI, .. . , X ,  are (m + 1) smooth vector fields on Rn  vanishing at the origin tvhich 
we write for any x in Rn  as, 

Moreover, the infinitesimal generator associated with the stochastic differential equation 
(4.8), denoted by C, is defined for any functional S in C2(Rn) by 

n d 9  1 
n d2  @ 

LQ(x) = C xO,i(x)-(x) + - C az1j(r)- 
dx; 2 . .  dxidxj  (4 

i= l  2,3=1 

where 

Furthermore, for any t in R: and xo in Rn,  denote by xt(xo), the solution at time t of the 
stochastic differential equation (4.8) starting from the state xo. 
The different notions of stochastic stability we are dealing with in this paper are the 
following 

Definition 4.1 The solution xt E O of the stochastic diflerential equation (4.8) is said to 
be stable in probability if for any E > O 

If, in addition, there exists a neighbourhood D of the origin such that 

the solution xt G O of the stochastic diflerential equation (4.8) is said to be asyrnptotically 
stable in probability. It is globally asymptotically stable in probability (G.A.S.P) if  

Furt hermore, the following criterions in terms of Lyapunov function for the stochastic 
stability hold (see [l], [5]). 



Theorem 4.1 Let D be a neighbourhood of the point x = O which is contained in Rn 
together with its boundary, and assume that there exists a Lyapunov function V defined 
in D (i .e.  a proper function V positive definite mapping D into IR) such that 

LV(.z.) 5 O (respectively LV(x) < O), 'dx E D, x # O 

Then, the solution xt G O of the stochastic digerential equation (4.8) is stable (respectively 
asymptotically stable) in probability. It is G.A.S.P if 

4.6 Problem statement 

The purpose of this section is to  introduce the class of composite linear systems we 
are dealing with in this paper. 
Consider the pair of stochastic processes (xt,  t t )  E R n  x RP solution of the multi-inputs 
composite linear stochastic system written in the sense of Itô, 

where fk(x) = (fk,l(x), - f k , n ( ~ ) ) ~ ,  Gk(5, t )Ckt  = ((Gk(2, t )Ckt) i , .  . . 7 (Gk(x, t)Ckt)n)T, 
k = O,. . . , m,. H T  will denote the transposed matrix of H. 
with fk(x) ,  G k ( x , f )  (k = O,. . . , m )  are a smooth (i.e., C M )  functions and A, B, Ck 
(k = O,. . . , m) and Dk (k  = 1,. . . , m) are constant matrices. 
The stochastic differential system (4.9) is said to be asymptotically feedback stabilizable 
in probability at the origin if there exists a function u (x , t )  mapping R n  x RP into Rq,  
vanishing in the origin, such that the equilibrium solution (xt,  et) = (0, O) of the closed- 
loop system deduced from (4.9) with this u is asymptotically stable in probability. 

Throughout the paper it is assumed that: 
( H l )  A smooth Lyapunov function V(x) > 0, x # O; V(0) = 0, for the system 

is known such that V(x) + +cc as )1x(1 --+ +CO and 

C:=l f o . i ( ~ ) Z ( ~ )  + i xyj=i fk.i(x)fk,j(x)-(x) < 0, VX # 0 
(H2) There exist a matrix K and a symetric and definite positive matrix P such that 

P(4  + B K )  + (4 + B X ) ~ P  + DTPD, = -Q < O 
i= l  



( H 3 )  I i ' e r ~ ~ P  C I'erCk, k = O , .  . . , m 

Denote by a ( x ,  E )  and b ( x ,  t) the functionals defined by 

4.7 Main result 

The aim of this section is to state and prove the main result of this paper on the 
feedback stabilization of the class of control stochastic differential equations introduced 
in the previous section. 

Théorème 4.1 Suppose there exist a function V and a matrices A' and P such that ( H l ) ,  
( H z )  and ( H 3 )  are satisfied. Then there is a smooth feedback u which globally asymptoti- 
cally stabilizes system (4.9) in probability. 

Proof Consider the smooth and definite positive function 

W ( x , t )  = V ( x )  + t T p t  

and the feedback 

Denote by C the infinitesimal generator of the closed-loop system deduced from (4.9) 
when the control law u is given by (4.11). We have 

we let 

P(.,  E )  = ( B I ( x ,  E ) ,  - .  , Pq(x7 0) = 2 E T p B  

we also let 



t hen 
4 

l w ( x .  F i  = t)  + C U;(X, O;ii(x. t )  
2 = 1  

By ( H3) we have 
4 

IIBir) tN12 = C A ( x ,  E )  = 0 * b(x, O = O 
i= 1 

and hy ( H l )  and (Hz)  we have 

Shen the conditions (Hl ) ,  (Hz)  and ( H 3 )  are equivalent to P(x, f )  = O imply 6(x, [) < 0. 
that is 

(6(x, 0, IIP(x1t>II> E s 
where 

S = { ( a ,  b) E IR2/ b > O or a < 0) 

It is easy to show that the function defined by 

1 0  otherwise 

is real-analytic on S (see [8]). 
Thus we may define the feedback law v = (vl, . . . , v,), where: 

Moreover, at nonzero (x, [) we have that 

and according with the stochastic Lyapunov theorem 4.1, the equilibriumsolution (xt, f t )  G 

(0, O )  of the closed-loop system deduced from (4.9) when u is given by (4.11, 4.12) is glo- 
bally asymptotically stable in probability. This completes the proof. 

Remark Condition (H2) means that the system 

[ E RP, u E Rq is globally asymptotically stable in probability by the linear feedback 
u ( [ )  = Ilr[ (see [4]). 



4.8. REFERENCES 

4.8 References 

[l] L.  Arnold, Stochastic diflerential equations : Theory and app1ication.s. Wiley, New York 
(1974). 

[Il  C. Byrnes and A. Isidori, New results and examples in nonlinear feedback stabilization. 
Systems & Control Letters 12 (1989) 437-442. 

[3] R. Chabour and P. Florchinger, Exponential mean square stability of partially linear 
stochastic systems, Appl. .nilath. Lett 6 (1993) 91-95. 

[4] Z. Y. Gao and N. U. Ahmed, Feedback stabilizability of nonlinear stochastic systems 
with state-dependent noise, International Journal of Control45 (2) (1987)' 729-737. 

[5] R. 2. Has'minskii, Stochastic stability of diflerential equations. Sijthoff & Noordhoff, 
Alphen aan den Rijn (1980). 

[6] P.V. Kokotovic and H. J .  Sussmann, A positive real codition for global stabilization of 
nonlinear systems, Systems & Control Letter.5 13 (1989) 125-133. 

[7] E. D. Sontag, Smooth stabilization implies coprime factorization , IEEE Trans. Auto- 
mat. Control, 34 (1989) 435-443. 

[8] E. D. Sontag, A universal construction of Artstein's theorem on nonlinear stabilization. 
Systems &' control letters 13 (1989):117-123. 

[9] A. Saberi, P.V. Kokotovic and H.J. Sussmann, Global stabilization of partially linear 
composite systems, SIAM J. Control and Optimisation 28 (1990) 1491-1503. 



On the global stabilization of cascade 
stochastic systems 

O. Chabour, M. Oumoun, G. Sallet 

CDC 1998 (Cf (261) 

Abstract: In this paper we state sufficient conditions for the existence of 
feedback laws which render the equilibrium solution of a class of nonlinear 
cascade stochastic systems globally asymptotically stable in probability. 

Key-words: Cascade stochastic systems, Feedback law, Stochastic stabi- 
lity. 

4.9 Introduction: 

The main object of this paper is to give sufficient conditions for the glo- 
bal asymptotic stabilization in probability of nonlinear cascade stochastic 
systems, more precesely, we generalize the result proved in [4] to cascade 
systems where both the drift and the controller part are corrupted by noise. 
The stabilization of nonlinear deterministic cascade systems by state feedback 
law has been investigated by many authors in the last past years ( see e.g 
[6], [7], [8] and references therein). 
The existence of stabilizing feedback laws for nonlinear stochastic control 
systems has been studied by Gao and Ahmed by means of a procedure based 
on the properties of the "Stochastic Algebraic Riccati Equation". More re- 
cently, nonlinear stochastic control systems have been studied from the point 
of view of the stabilization by using the stochastic Lyapunov techniques (see 

[il, Pl? [SI 1. 
This paper is divided in three parts and is organized as follows. In section 
(4.10), we recall some definitions and results, proved by Khasminskii [5], on 
the Lyapunov stability in probability of stochastic deferential equations. In 
section(4.11), we introduce the class of stochastic differential systems we are 
dealing with in this paper. In section (4.12), we recall the stochastic Jurdjevic- 
Quinn's theorem established in [l] and we state and prove the main result of 
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the paper on the stabilization in probability of the class of systems introduced 
in sect,ion (4.11). 

4.10 Stochastic stability 

Let (a, F, P) be an usual probability space and denote by w a standard 
IRm-valued Wiener process defined on this space. Denote by (Ft)t>o the com- 
plete right-continuous filtration generated by W .  Let xt E Rn be th; stochastic 
process solution of the stochastic differential equation written in the sense of 
Itô, 

where X and Y are smooth vector fields on R n  and Rn+", respectively, 
vanishing in the origin, and satisfying the following growth condition: There 
exists Ic E R such that for any x E Rn, 

Furthermore, for any t in IIB; and xo in Rn, denote by x t ( xo ) ,  the solution 
at time t of the stochastic differential equation (4.13) starting from the state 
.%o. 
The clifferent notions of stochastic stability we are dealing with in this paper 
are the following 

Définition 4.1 The solution xt  O of the stochastic diflerential equation 
(4.13) is said to be stable in probability if for any c > O 

If ,  in  addition, there exists a neighbourhood D of the origin such that 

the solution xt = O of the stochastic digerential equation (4.13) is said to 
be asymptotically stable in  probability. It is globally asymptotically stable in 
probability (G.A.S.P) if 



Denoting by L the infinitesimal generat,or associated with the stochastic dif- 
ferential equation (4.13), on can prove the following version of the Lyapunov 
t heorem 

Théorème 4.1 (see [5])Let D be a neighbourhood of the pomt x = O uihich 
1s contnlned ln Rn together with its boundary, and assume thnt there ezlsts n 
L yapunou function k'  defined in  D (i. e. a proper function 1' positiue definzte 
mapping D znto R)  such that 

LV(x) 5 O (respectively LV(x) < O ) ,  'dx E Dl  s # O 

Shen, the solution xt 5 O of the stochastic dgerential equation (4.13) is 
stable (respectively asymptotically stable) in probability. It is G. A .S. P if 

4.11 Statement of the problem 

The purpose of this section is to  introduce the class of cascade nonlinear 
stochastic systems we are dealing with in this paper. 

Consider the pair of stochastic processes (xt,  yt) E Rn1+n2 solution of the 
multi-inputs cascade nonlinear stochastic system written in the sens of Itô, 

where xo E Rn',  y0 E Rn2, {wt, wj, O 5 i 5 p )  are standard real-valued 
independant Wiener processes with values in Rm respectively in R m ~ ,  f i ,  gl,  
fi,  92, hi and Li (1 < i 5 p) are functionals mapping IRn'+"' into Rnl,  Rn', 
!Rni+m, Rn2+mo, !Rnz and Rn2+"1 respectevely, vanishing in the origin and 
satisfying a growth condition and u; (1 5 i 5 p )  are real-valued measurable 
control laws. 

The stochastic differential system (4.14) is said to be asymptotically feed- 
back stabilizable in probability at the origin if there exists a function u(x,  y )  
mapping into RP, vanishing in the origin, such that the equilibrium 
solution (xt ,  yt) = (0, O)  of the closed-loop system deduced from (4.14) wi th 
this u is asymptotically stable in probability. 
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4.12 Main result 

The aim of this section is to state and prove the main result of this paper 
on the feedback stabilization of the class of control stochastic differential 
equations introduced in the previous section. The main tool to construct the 
feedback will be the following result establiched in [l], which give sufficient 
conditions for the global asymptotic stabilizability in probability for control 
nonlinear stochastic systems of the form 

where Xo, Y,  (1 5 i 5 p ) ,  X and Zi (1 5 i 5 p )  are functionals mapping 
!Rn into Rn, Rn, !Rn+m and Rn+"* respectively, vanishing in the origin and 
satisfying a growth condition and, { w t , t  >_ 0) and {wi , t  >_ O) are stan- 
dard real-valued independant Wiener processes with values in Rm and Rmt ,  
respectively, and u; (1 5 i 5 p )  are real-valued measurable control laws. 

Théorème 4.2 Assume there exists a Lyapunov function V such that 

1. LV(x) 5 O for any x E Rn 
2. The set W = { x  E Rn/ Lk+'V(x) = LkY,V(x) = O ;  k E N; j = 

1, ... , p }  is reduced to { O )  

then, the feedback law u defined on Rn by 

is a stabilizing feedback law for the stochastic system (4.15). 

where 

Let us comme back to the system (4.14), and introduce the following assump- 
tions: 



Assume there exist two Lyapunov f~irictionals 1.); and T..2 defined on R n l  
and IRn2, respectively, such that 

1. The functional fl can be decomposed for any (x,  y) E I W " I + " ~  as 

where 

- f i (O ,y )=Oforany  yEIWn2 
- for any (x ,  y) E Rnl+n2 

n1 a& 1 "l a2 v, C f:'(x, y)-(2) + - C C f 2 ( x .  y)f$(x, Y)- (x)  5 0 
i=l 

dx; 2 . .  Z,J=I  1=1 

2. If we put 

r ( x ,  y) = g1(x, y) + (f,2(x, Y ) ) ~ V V ~ ( X )  

on has 

- I'(x, 0) = O for any x E Rn'  
- for any (x ,  y) E Rnl+n2 

for any (x, y) E Rnl+n2, set 

and 
W(x,  y) = % ( X I  + &(Y) 

then W is a Lyapunov function defined on Rnltn2, and L denotes the second 
order differential operator defined for any function 9 E C2(Rn1+n2 , R I  by 

In the case where hi = 0, 1 5 i 5 p, it means that the controller part of the 
system (4.14) is not corrupted by noise, Florchinger in [4] prove that under 
assuptions 1 and 2 and if the set U = {(x, y) E Rnl+nz / L"+' W(x,  y) = 

Lk H j  W(x,  y) = O; k E N; j = 1, ... , p) is reduced to {O) then the feedback 

z~i(x, Y )  = (VV2(y)? hi(x, y)), 1 5 i L P (4.16) 
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glohally asymptotically stabilizes in probability system (4.14), when h ,  = 0. 

Non.. if every thing is corrupted by noise, it means that the drift as well 
as the controller part are corrupted by noise, and under assumption 1 and 
2 (i.e the same assumptions used by Florchinger in [4], one can prove the 
following stabilization result for the stochastic system (4.14). 

Théorème 4.3 If asswrnption 1 and 2 holds and the set; 
L: = { (  . T , Y ) E I W ~ ~ + ~ ~ /  L k + l W ( x , y ) =  L k H j W ( x , y ) = O ;  k c N :  j =  
1, ..., p )  is reduced to {O), th,en the stochastic diferential equation (4 .14)  is 
nsymtotically stabilizable in probability. 

Proof of theorem 4.3 For any ( x , ~ )  E on has 

L W x ,  Y )  = L K ( x )  + LS/,(y) 

+ (VK(Y)) q x ,  y)) + ; C;;=, C" g!-(x, y)gY(x. Y)&(Y) 0 

hence, according with hypotheses 1 and 2, yields 

Moreover, since the set U is reduced to  {O), one can deduce from the stochas- 
tic Jurdjevic-Quinn theorem 4.2 that the feedback law u defined on IWn'+"2 

by 

where J L  = !j C::=, CZl Lhg(x, y)h*,(x) Y)::$ ( Y )  

renders the stochastic system (4.14) globally asymptotically stable in proba- 
bility, which concludes the proof. 



Rernark If the controller part is not corrupted by noise (i.e h; = O), then 
the feedback u; = - (VV2(~) ,  h ; ( x ,  Y)) stabilizes system (4.13) in probability 
which is not true if hi # 0. 
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Résumé 

Dans cette thèse, notre étude a porté sur la stabilisation de certaines classes de sys- 
tèmes déterministes et de systèmes stochastiques. Ce travail est donc divisé en deux 
parties. 

Dans la première partie, nous nous intéressons à certaines classes de systèmes ho- 
mogènes déterministes. En premier lieu, nous considérons les systèmes bilinéaires homo- 
gènes. Nous donnons des conditions suffisantes sous lesquelles les systèmes considérés sont 
globalement pratiquement stabilisables par une famille de commandes linéaires et nous 
montrons que ces conditions assurent la globale asymptotique stabilité par une commande 
homogène bornée que nous construisons. D'autre part, nous introduisons une notion de 
passivité pratique. Nous montrons que la pratique passivité de ces systèmes entraine la 
pratique stabilisation par un retour de sortie. En second lieu, nous considérons les sys- 
tèmes homogènes et les systèmes quasi homogènes nous donnons des conditions suffisantes 
de stabilisabilité. 

Dans la deuxième partie de cette thèse nous étendons des résultats de stabilisation 
de systèmes déterministes à des systèmes stochastiques. Notre premier résultat porte sur 
la stabilisation d'une classe de systèmes partiellement linéaires lorsque les phénomènes 
aléatoires interviennent sur ces systèmes. Notre deuxième résultat porte sur la stabilisation 
d'une classe de systèmes en cascades. 

Abstract 

In this thesis we deal with stabilization of some classes of deterministic and stochastic 
systems. This work is divided in two part. 

In the first part, we consider the bilinear homogeneous systems. Firstly, sufficient 
conditions are given for these systems to be globally practically stabilizable by means of 
a family of linear feedback laws. After on, using the homogeneity property of the bilinear 
systems, we prove that these conditions are also sufficient for the global asymptotic sta- 
bilization by homogeneous feedbacks of degree zero. An explicit design of asymptotically 
stabilizing feedbacks, is carried out. Finally, we emphazise how our results can be related 
to the passivity theory frequently used to deal with the stabilization problem. Secondely, 
we consider homogeneous polynomial systems and homogeneous systems with respect 
to a dilatation. We provide sufficient conditions under wich the systems considered are 
globally asymptotically stabilizable. 

In the second part, we consider composite partially linear stochastic systems and 
cascade stochastic systems. We state sufficient conditions for the existence of feedback 
laws which render the equilibrium solution of these systems globally asymptotically stable 
in probability. 




