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Introduction générale

La théorie du contrôle est devenue de nos jours un domaine très vaste, ses résul-

tats présentent un grand intérêt théorique et pratique'

L'un des thèmes importants de cette théorie est le problème de stabilisation

par retour d'état des systèmes non linéaires contrôlés. Ces systèmes sont décrits par

I'ensemble des équations différentielles de la forme i = f (*,r), où r est la variable

d'état et z représente la commande qui agit sur le comportement du système' La

stabilisation par feedback consiste à déterminer un contrôle u : u(x), défini sur un

voisinage d,un point d'équil ibre 0e, Qui rend le système i: T(t,u(t)) - F(r) (qui

devient un système d'equàtions différentielles ordinaires) asymptotiquement stable en

16. Ce problème a ébé entièrement résolu dans le cas linéaire' une théorie complète

"*i.t" 
j ce sujet. Dans le cas non linéaire, le problème de stabilisation a fait I'objet

de nombreuses études locales jusqu'à maintdnant, mais le cas global laisse encore un

très grand nombre de problèmes ouverts (cf' [8] [36] [53])'

Dans le cas général, Ies solutions d'un système différentiel non linéairs 6 - F(a)

sont décrites par des fonctions transcendantes fort complexes' souvent impossible à

calculer explicitement. L'un des outils d'étude de la stabilité d'un tel système est la

théorie connue de Lyapunov. Le théorème classique de Lyapunov affirme que I'exis-

tence d,une fonction positive, nulle seulement au point d'équilibre cs et qui décroit

strictement le long des trajectoires, assure la stabilité asymptotique du système êII 0e'

Cette méthode, dlte directe de Lyapunov, a été ensuite étendue à des systèmes avec

contrôle. Les résultats importants de Jurdjivic-Quinn et Artstein-Sontag montrent

que la construction d'une .omm.nde stabilisanbe pour les systèmes en boucle fermé

est liée à celle d'une fonction de Lyapunov appropriée. Concrètement, cette fonction

est en général difûcile à trouver, vu qu'on ne dispose pas de méthode systèmatique

de construction. Néanmoins, cette uppro"h" reste un moyen efficace pour l'étude de

la stabilisation des systèmes non linéaires'

Les systèmes homogènes occupent une place importante dans la théorie des sys-

tèmes non linéaires. L'étude de la stabilisaiion de tels systèmes a attiré I'attention

de nombreux chercheurs ces dix dernières années (voir par exenrple [33] [34] [39] [401
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[11] [2i]  [18] [51] tb2] t58]). L' intérêt qu' i ls suscitent est dû d'une part au fait qu' i ls

moclél isent de nombieux phénomènes concrets. D'autre part. en vertu du théorème

classique cle \Iassera [+Ol, un champ de vecteurs analytique est asl'mptotiquement

stable si les termes ds plus bas degré dans son développement de Taylor définissent

un champ de vecteurs homogène asymptotiquement stable' Ce résultat a été ensuite

généralisé par Hermes [33] à des systèmes homogènes par rapporb à une dilatation

ion standard (systOn"r quuri-homogènes). L'une des conséquences directe de ce ré-

sultat sur la stabilisation est le fait que si un système non linéaire contrôlé admet

une approximation homogène stabilisable par une commande homogène alors le sys-

tème initial est aussi stabilisable (localement) par la même commande' Dans [24], il a

été montré par Coron-Praly qu'un système homogène stabilisable par une commande

homogène liest aussi lorsqu'on ajoute un intégrateur (voir aussi [51])' Ces résultats

mettent en évidence la propriété de robustesse de la stabilisation homogène'

Notre contribution dans ce mémoire porte essentiellement sur la stabilisation par

retour d'état des systèmes homogènes. Nous présentons deux méthodes de stabilisa-

tion basées sur des techniques complètement différentes.

Ce travail est donc divisé en deux parties'

La première partie traite, pour une part, de l'étude de la stabilisation d'une

classe de systèm", bilioeuites homogènes i -- AniuBx' Dans un premier temps' on

étudie la sbabilisation pratique globale par une famille de commandes linéaires: étant

clonnée une constante arbitraire r ) 0, le problème consiste à construire une famille

de commandes linéaires {u : k,x,/t" > 0} telle que les solutions du système en boucie

fe rmée i :Ax * l c , xBx ren t ren t , aubou td ' un temps f i n i ' dans lasphè reS(0 ' r ) e t
y restent. Notre résultat généralise un résultat antérieur de celikovsky [20]' Ensuite,

en s,appuyant sur un rézultat de la théorie qualitative des équations différentielles

ordinaires rappelé dans [4], on étudie la stabilisation asymptotique à I'aide d'une

commande homogène boÀâ". Enfin, on introduit la notion de passivité pratique d'un

système non linéaire entrée-sortie. On montre, en particulier, que la passivité pratique

d,un systeme bilinéaire homogène entraine la stabilisation pratique par une famille

de "retours de sortierr.

Le dernier chapitre de cette première partie porte sur la généralisation du résultat

précédent .orr."rrr.ot la stabilisation asymptotique à toute une classe de systèmes

homogènus de la forme x - r@) * u g(æ). on commence par s'intéresser au cas

partiÀlier où le champ soumis au contrôle est linéaire, des conditions sufÊsantes de

stabiiisation sont établies. On étudie ensuite le cas où le champ contrôlé est homogène

quelconque. Enfin, on montre que ces résultats s'étendent à des systèmes homogènes

par rapport à une famille de dilatations quelconques'



La deuxième partie de cette exposé concerne la stabilisation des systèmes non

linéaires par Ia *ethod" dite de placement de pôles' Cette étude s' inspire de Ia

technique de stabilisation linéaire classique (théorème de Kalman) qui permet de

construire, sous Ia. foncl i t ion: rang(b, Ab,... ,A"-rb) : n1 Ltne commande stabil isante

linéaire et un système bouclé de la forme i = Ùl r, oùr JI est une maLrice à coefÊcients

réels clont le spectre est choisi à I'avance'

L',objet de cette partie est d'essayer d'appliquer cette méthode à des systèmes

non l inéaires de d;;:  Ax*" gd). Plus précisément,en tout point r € IR" où

l ,hypothèse:  rang(g(  x) , ,4g(x) , . . ,A- t lg( r ) )  :  ,  est  réa l isée '  on constru i t ,  par  des

techniques u.rulog,i", a ."11"" de Kalman' une commancle non linéaire candidate à la

stabilisation du système. Cette construction conduit, dans tous les cas' à un système

bouclé de la forme i : M(r) r, où le spectre de la matrice fonctionnelle M(o) est

choisi au départ. Il est évidemment clair qu'on ne peut espérer obtenir les mêmes

résultats que dans le cas linéaire. Le choix d'un spectre négatif pour la matrice NI(x)

n,assure pas à priori la stabilité asymptotique du système bouclé'

Cette étude constitue une généralisation du résultat obtenu par M' Clavier [22]

sur la stabilisation des systèmes bilinéaires homogènes plans en utilisant la technique

de placement de pôles. Le premier résultat de cette seconde partie concerne donc

la stabilisation par placement de pôles des systèmes homogènes plans' on montre

qu,un choix convenable du spectre de la matrice M(r) assule la construction d'une

commande t ornogeo" stabilisante. Ce résultat sera ensuite généralisé à des systèmes

homogène, pu, .upport à une dilatation quelconque'

Le dernier chapitre est consacre a l'ètude d'une classe de systèmes non homo'

gènes. Du fait de lu complexité des calculs en jeux, on s'est limité de proposer une

exploration numériq,re duos le cas du plan: on étudie les portraits de phases à tra-

vers les tracés pu, ordinuteur des solutions du système bouclé en s'appuyant sur un

résultat (numérique) de R. Genesio et al. [291. une partie de ce chapitre porte sur la

stabilisation des systèmes bilinéaires non homogènes '

chaque partie comporte une introduction qui devrait permettre d'avoir une idée

plus précise des problèmes traités'
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Première partie

Stabilisation pratique et
asymptotique



Introduction

La théorie des systèmes linéaires est largement utilisée comme première approxi-
mation dans la résolution des problèmes non linéaires. Une généralisation de la tech-
nique de linéarisation autour du point d'équilibre est I'approximation homogène des
systèmes analytiques, affi.nes en le contrôle [83],[40],Ilg],[46]. L'étude des systèmes
homogènes présente donc un intérêt certain et s'avère fructueuse, puisque ces sys-
tèmes possédent des propriétés particulières, liées à la nature de I'homogéniété, qui
permettent une étude simplifiée par rapport aux systèmes non linéaires en général.

En particulier,les systèmes bilinéaires forment une classe importante de systèmes
non linéaires, car dans la pratique, ils modélisent de nombreux phénomènes concrets
industriels, écologiques et économiques [47], [54]. Les systèmes bilinéaires homogènes
sont des systèmes dynamiques pour lesquels I'origine est une singularité très forte.
Cela explique I'intérêt que présente I'étude de tels systèmes.

L'objet de ce travail est de proposer une nouvelle approche constructive pour
la stabilisation globale d'une classe de systèmes bilinéaires homogènes. Ce résultat
sera ensuite généralisé à des systèmes homogènes et quasi-homogènes (homogènes par
rapport à une famille de dilatations quelconques).

Cette partie est composée de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous donnerons d'abord quelques notions de stabilité
les plus courantes. Ensuite, nous rappelerons certains résultats inrportants concernant
la stabilisation des systèmes non linéaires.

Le chapitre 2 concerne la stabilisation des systèmes bilinéaires: i = Ax * uBx.
Bien que de forme simple, ces systèmes constituent une classe encore trop générale
pour pouvoir donner une caractérisation algébrique complète de la stabilisation dans
R^, D ) 3. Dans le cas du plan, où une étude complète de ces systèmes à été effectuée
[19], il apparait qu'il existe une large classe de systèmes bilinéaires homogènes qui ne
sont pas stabilisables par une commande continue. Il est donc naturel de consacrer une
partie de ce chapitre au problème de la stabilisation pratique par une famille de

t1



12 Introduction

commandes l inéaires (stabil isation rrautour du point d'équil ibrerr;:  sous certaines
hypothèses, on montre que le système est globalement pratiquement stabil isable
par une famille de commandes linéaires. Ensuite, sous les mêmes hypothèses,
on construit une commande homogène, C- sur R" \ {0} et bornée sur IR', qui
stabilise globalement asymptotiquement le système. Enfin, on introduit la notion
de passivité pratique; on montre que si le système est pratiquement passif alors
il est globalement pratiquement stabilisable par un retour de sortie.

Dans le chapitre 3, on considère dans un premier temps un système homogène
dont le champ controlé est linéaire. Sous des conditions similaires à celles du chapitre
2, on montre que le système est globalement asymptotiquement stabilisable par une
loi de commande homogène construite explicitement. Ensuite, on s'intéressera au cas
où le champ soumis au contrôle est homogène quelconque et on donnera une condition
suffisante de stabilisation asymptotique à I'aide d'une loi de commande homogène.
Finalement, ce dernier résultat sera généralisé au cas d'un système homogène par
rapport à une famille de dilatations quelconques (systèmes quasi-homogènes).

Le principe général de démonstration des résultats du chapitre 3 est globalement
le même que celui du chapitre 2 concernant la stabilisation asymptotiquà.

Tous les résultats de cette partie ont fait l'objet d'articles publiés ou acceptés
( [15 ] , [ 16 ]  e t  I i 7 ] )



Chapitre 1

Quelques rappels et généralités

Dans ce chapitre donnons quelques définitions et théorèmes fondamentaux sur
la stabilité. Nous rappelerons ensuite certains résultats importants concernant la sta-
bilisation par retour d'état des systèmes non linéaires.

1.1 Stabil ité

Considérons le système différentiel suivant

i  -  X(x) ;  .x € IR" ( i .1)

où X est un champ de vecteur régulier sur IR" tel que X("0) : 0 (co est un point
d'équil ibrepour (1.1)). Notons par Xt(o) lasolution de (1.1) verif iant X,o(ro) - os.

Définition 1.1 ts est un point d'équilibre stable pour le système (1.1) si

Ve>0 ,  ld>0  te lque  l l r - ro l l  a f  e l l& ( r )  - "o l l  <€

Définition 1.2 ts est un point d'équilibre attractif pour (l.l) s'il eziste un uoisinage
U de xs tel que Vc € U, Xr(r) eûste pour tout t Z 0 et,Ip_ Xr(r) = oo.
o Si U = lR', rs est d,it globalement attractif.

Déftnition 1.3 îs est un point d,'équilibre asymptotiquernent stable (resp. globale-
ment asymptotiquement stable) s'il est stable est attractif (resp. stable et globalement
attractif)

l 3



14 Chapitre 1. Quelques rappels et généralités

Dans la suite de ce paragraphe, nous rappelerons quelques résultats classiques
sur la stabil i té.

Le théorème suivant connu sous le nom du théorème de stabilité en première
approrimation permet d'obtenir un résultat de stabilité asymptotique locale.

Théorème 1.1 Supposons que X est d,e classeCr surU, unuoisinage ouuert de IR"

contenant x6. Soit '  'oA " \  'A: ( 
Ar)@s) 

la matrice jacobienne de X en xo.

Si toutes les ualeurs propres de A sont à parties réelles négatiues, alors xs est une
position d'équilibre localement asymptotiquement stable pour ( 1. 1).

Contrairement au cas linéaire, il est en général trés difficile, voir impossible, de
résoudre explicitement un système non linéaire de forme (1.1). La théorie des fonctions
de Lyapunov est souvent utilisée pour l'étude de la stabilite du point d'équilibre rs.

Théorème 1.2 Soient U C IR" un uoisinage de rs et V : U -+ lR une fonction
continue sur U et différentiable sur U \ {ro} telle que

( i )  7(o)  )  0  pour  tout  s  € t /  \  {xs}  e tV(rs)  -  g  ;

( i i )  i ( r )  -  (vv(z) ,X( ' ) )  30 ,Vx € U

alors x6 est un point d,'équilibre stable pour le ,yrtè*, (1.1).

Si de plus V uérifie

( i i i )  7 ( r )  (  0 ,  V r  €  U \  { rs }

alors xs est asyrnptotiquement stable.

o Lorsque U : lR', si V uérifie les conilitions (i) et (iii) et en plus propre, i.e.,
V(x) -> *æ quand lltll + !æ, alors as est globalement asyrnptotiquement stable.

(Une fonction V qui satisfait (i) et (ii) est dite fonction de Lyapunor. large).

Définition l.a i) Un ensemble E de IR" est d,it positiuement inuariant pour le
système (1.1) si toute trajectoire Xr(x) issue de E reste dans E

i) On appelle w-limite d'une trajectoire Xr(r) de (1.1) l'ensemble

Q = {c € R"/ f(t"),", tq ,!y*Xr"(r) 
: r}



Théorème 1.3 (Principe d' invariance de LaSalle [aa]) Soit V une fonction de Lya-punou large de classe cr, pour le système (l.t) in ro. AIorc toute-s les trajectoires
bornées, pour t 2 0, tendent uers Q, le.plus giond. erlsernble posit iuement inuariant
pa r  X  e t  con tenu  dans  E :  { ,  €  R" l  V (x1 :0 }

Par ailleurs' nous utiliserons dans les deux prochains chapitres, un résultat de la théo-
rie qualitative des équations différentielles ordinaires donné sous la forme suivante.

Lemme 1.1 (v. Andriano fafi consid,érons re système suiuant:

1.2. Stabilisation

i  -  f ( x ) ;  t  €  IR "

où f est de classe CL et /(0) = 0. Supposons qu,il
compacts {D;};en* uérifiant les propriétés suiuantes:
(i) Ài>oD; - 0;
(ii) pour tout i < j Dt C intDi ;

15

(1 .2)

eaiste une famil l ,  , l ,rnr"*blr"

(iii) pour tout c € lR" i,l eûste / € lR+ tul que x e ôD1 ;
(ir) pour tout i e lR+ et pour tout x e AD; h champ àe uecteurs f (n) est rentrant
par rapport au domaine borné D;,
Alors l'origine est globalement asymptotiquement stable pour le systèrne (1.p).

L.2 Stabilisation

Considérons le système avec contrôle suivant

I  t  -  x(x,u)
I t . Uiu e'Et^ (1'3)

où [/ est un ouvert connexe de ]R" et x un champ de vecteur tel que x(0,0) _ 0.

Définition 1.5 On dira que le systèrne (1.9) est stabilisable s'il eciste une comrnande
u : u(æ) telle que I'origine soit un poinl d,'équilibre asyrnptotiquernent stable pour le
systènte bouclé

(1 .4 )ù  =  X(x , " ( r ) )
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Les questions relatives au problème de stabilisation d'un système non linéaire de
forme (1.3) portent en général sur les propriétés des lois de commandes stabilisantes
u(r): continuité, classe C-, analyt icité.

Ainsi, dans le cas où le système (1.3) est complètement contrôlable H.J. Sussmann

[56] a montré que (1.3) est stabilisable à I'aide d'une loi de commande analytique par
morceaux.

Par ailleurs, une des approches classiques utilisées pour construire des com-
mandes stabilisantes régulières est la linéarisation du système (1.3) au voisinage du
point d'équil ibre:

rappelons que dans le cas d'un système linéaire

i :Ax *uB ,  r € lR '

-  S i  rang (8,A8, . . . ,A- tB)  = nr  a lors  le  système (1.5)  est  s tab i l isable
commande linéaire u(x) - Kx

- Si rang (8,A8,... ,A-tB) - I  < n, alors i l  existe un changement de coordonnées
x -- TA tel que dans la nouvelle base le système (1.5) s'écrive

.  
(1 .5 )

par une

n:(oo" 1::),*(l')" (1 .6 )

avec rang (81, A1181, ..., Açr Br) : l. Le système (t.f ) est stabilisable si et seulement
si Azz est stable. Les valeurs propres de A22 sont appelées les modes incontrôlables.

On associe maintenant au système (1.3) le système linéaire (1.5) or: A : (#X0,0)
et B : (H)(0,0). On a alors le résultat classique suivant.

Théorème 1.4 Si Ie système (1.5) est stabilisable par un feedback linéaire, alors le
systèrne (1.9) est localement stabilisable par le rnême feedback.

Le théorème suivant dt à R.W. Brockett [13] donne des conditions nécessaires
de stabilisation asymptotique d'un système non linéaire par des commandes de classe
CL .

ThéorèmeL.5 [13] Supposons que X est au moins CL et que le système (1.3)
admet une cornrnande stabilisante de classe Cr ilans un uoisinage d,e l'origine, alors

(i) Le système linéarisé n'admet pas d,e rnodes incontrôlables associés ù des ualeurs
propres strictement positives ;
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( i i)  I l  eriste un uoisinage N de (0,0) tel que pour € e iV, i l  eriste un contrôle uc(.)
défini szr [0, tæl qui ramène le sgstème de l'état x : ( en t : 0 à l'état r = 0 en
t : *oo. Autrement dit,  si r(t) est une soluti ,on de ù = X(x,ua) uérif iant r(0) - {,
a lors  

[Ær( t ;  
:9-

( i i i )  L'application

^t: W xlF"^ + IR"

( ' , u )  +>  X (c ' , u )

est .surjectiue sur un uoisinage de l'origine.

Remarque 1.1 L'erernple suiuant, donné par M. Kawsky [38], montre que la condi-
tion (i) n'est pas nécessaire pour I'eoistence d'une cornmand,e seulement continue.
Soit

{r ' ' -u
I  rz  :  x r  -  æ3 (1 '7)

o'uec t = ("r,xz)r € lR2. Le systèm,e (1.7) admet un mode incontrôlable instable,
cependant, il est stabilisable par la cornmande continue (au sens de Hdlder)

u(c)  :  - r r  *  xz  *  413æ1- of  .

Dans la littérature, on trouve plusieurs autres résultats de stabilisation locale
utilisant différentes approches: techniques de linéarisation, formes normales, variété
centrale, approximation homogène,... ( voir par exemple [7] [t3] [14] [33] [Bgl).

L.z.t Méthode directe de Lyapunov

Il existe actuellement plusieurs résultats importants de stabilisation basés sur
la théorie de Lyapunov ([37] [6] [55] [57] [28] [48]...). Le travail de Jurdjivic-Quinn
[37] a été probablement I'un des premiers résultats originaux sur la stabilisation
des systèmes non linéaires. Les auteurs ont établit des conditions suffisantes sous
lesquelles un système affine en la commande ayant une dérive linéaire dissipative est
globalement asymptotiquement stabilisable.

Théorème 1.6 [37] Soit le système

1 n
I I

I r=x(o) +uY(x)
t r € IR^,u € lR (1 .8 )
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où X(x)  :  Ax auec A = _Ar.  S i

{adkxY(r ) ,  f re  lR" }= lR ' ,  vee IR" \ {o}
alors (1'8) est globalement asyrnptotiquement stabilisable par la commande

u(x )  :  _ (x ,y ( r ) )

ce résultat a été ensuite généralisé à des systèmes quelconques par de nombreuxauteurs ( [28] ,  [48] ,  [11J,  [4S1,. . . ) .

un autre résultat important est dt à Z. Artstein [6] et E.D. Sontag [5bJ. Dans[55]' I'auteur a donné une condition suffisante pou, l. stabilisation de globale d,unsystème affine en le contrôle par une commande O- sur IR, \ {0}.

,u,rr"flÏ' 
d'énoncer le résultat établit dans [55], il convient de rappeler la définition

e soit 7 : lR" -+ rR une fonction de classe c-, définie positive et propre. on dit
,TfiJr:iJ::ri:à::ion 

de Lyapunov contrôlée pour le sysrème (r.r) si la condition

"iS-(vY(x),X(x,u)) < o,yo € IR" \  {o}

Théorème l.T Soit le système suiuant

i  -  f  (a)  +î ,u,g,(ù 
1r .oyi=l

où les champs de uecteurs f et g; sont.d,e classe C* etl(0) = 0. Si (1.g) ad,rnet unefonction de Lyapunou contrôlée, alors il est stabilisable par une loi d,e command,e ç*szr IR' \ {0}.

I.2.2 Passivité

Considérons le système entrée_sortie suivant

[  * :  f ( , )  + g(æ)u
lv-h(x)  (1.10)
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où r € R', u € R-, uy € IR, / et les m colonnes de g sont des champs de vecteurs
C* et À : IR' -f  IR- est une application C-. On suppose que /(0) = 0 et â(0) = g.

Définit ion 1.6 On dit que le système (1 10) est passif s' i l  eùste une fonction conti-
nue, semi-définie posit iue V(x) tel le que

v(x(t))  -  tz(z(O)) (1 .11)

pour tout t > 0, s € [0, t] et pour tout u : [0, t] -f lR-.

Si de plus Ia fonctionV est différentiable, alors la relation (1.11) s'etprirne

,irçrqty1 3 u(t)y(t) (1.12)

o Un système de type (1.10) admet un degré relatif I en o : 0, si la matrice Lrh(0)
est non singulière (Lnh est la dérivée de lie de â suivant le chanrp de vecteurs g;, i =
L r  " ' r * ) '

Rappelons [1a] que si le système (1.10) a un degré relatif I en 0 et si la distribution
engendrée par les champs de vecteurs 9r(o), ...,g^(x) est involutive, alors il existe
un (n - rn) fonctions réelles z1(x),...,22(a) définies dans un voisinage de 0 telles que
(1.10) s'écrive dans le système de coordonnées (z,y) sous la forme

19

I

I  \  / v  \  |

o

(1 .13)

où a(z,y) est une matricenon singulièrepour tout (z,g) dans un voisinage de (0,0).
Le svstème

2  =  q (2 ,0 )

I  z - q(",v)
I  i=b( t ,v ) *a(z ,y )u

(  1 .14)

est la zéro dynamique de (1.10).

o Un système de forme (1.10) dont la zéro dynamique est aymptotiquement stable
est dit système 'rminimum phaserr.

o Le système (1.10) est dit zérostate détectable si pour tout c € R",

h(x( t . , r ,0) )  :  0  Vt  à  0  +, Ip_r( r ,2 ,0)  :  g
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Les systèmes passifs forment une classe pour laquelle le problème de stabilisation
est relativement plus simple et plus intuitif par rapport aux systèmes non linéaires
en général. Ces dernières années, plusieurs chercheurs se sont intéressés au problème
de stabil isation de tels systèmes (voir par exemple [b3],[14],[4b],[35]).

En part icul ier, i l  a été montré par Byrnes et al. [14] qu'un système de type (1.10)
peut-être rendu passif par une commande régulière si et seulement si le système a
un degré relatif I et il est minimum phase. De plus, un système passif, zéro.state
détectable est globalement asymptotiquement stabilisable par un retour de sortie.

Il ressort des approches de stabilisation rappelées précédemment que la linéa-
risation et la théorie de la passivité supposent que le champ de vecteurs soumis au
contrôle du système considéré ne s'annule pas en I'origine.

Les systèmes de la forme i - f (a) * ug(t) avec /(0) - 9(0) n'ont jamais été
étudiés systèmatiquement, peu de résultats de stabilisation existent à leur sujet. En
particulier, les systèmes bilinéaires

I  t=Aæ*uBx
tr€IR",u€lR

(1 . t5 )

forment une classe de systèmes pour laquelle la technique de linéarisation et la théorie
de la passivité ne s'appliquent pas:

- le linéarisé de (1.15) au voisinage de I'origine est i : Ac qui ne fournit aucune
information sur la stabilisation du système initial. D'autre part, la linéarisation par
retour d'état et changement de variables ne s'applique pas au système (1.1b), car
g(0)  = 0;

- le degré relatif du système bilinéaire entrée-sortie

[ ; t =Aæ*uBa
I  u-â(c) (1 .16)

présente une singularité en zêro ((Le,âXO) : 0). Le système (1.16) ne peut donc être
stabilisé en utilisant la théorie de la passivité existante dans la littérature.

Pour contourner ce problème de singularité du degré relatif en 0, nous proposerons
une nouvelle approche qui s'inspire de la théorie de la passivité.

Dans la littérature, l'étude de la stabilisation des systèmes bilinéaires (1.15) ne
donne lieu qu'à une bibliographie restreinte. Dans le cas du plan Bacciotti-Boieri [g]
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donnent une caractérisation des systèmes (1.15) qui peuvent être stabilisés par descommandes régulières' En particulier, ils considiràt i" cas où (1.15) est stabilisablepar une commande linéaire' Mais les travaux de chabour-vivalda [19] montrent qu,ilexiste une large classe de systèmes bilinéaires plans qui sont stabiiisabtes par descommandes non Cl. En outre, dans [18J, Ch"bour-Sull"t-viuulda ont donné une ca_ractérisation complète de la stabilisation de ces systèmes. Il a été montré que lorsquele.système (1'15) n'est pas stabil isable p"..o*Lunà" regutière alors i l  est stabil i-sable, sous certaines conditions, par un feedback analftiquË ru, ntfi-ol'., borné auvoisinage de l'origine. En vertu du résultat de H.J. srrrmunn [56], le feedback ainsiconstruit est le meilleur possible.
En dimension supérieure, les résultats existants sont souvent limités à des classesparticulières ([s] [i0] [20] t42J [4eJ [b0]).

Dans [20], s' chelikovsky étudie une classe de systèmes bilinéaires de type (1.15)dans IR3' Il considère en particulier le cas où a 
"rt 

;r;;;ffi;G;Ë et .B unematrice antisymétrique' Pour cette classe de systèm",-l'"ut"u. donne des conditionsnécessaires et suffisantes de stabilisation à I'aide d'urre commande constante et unecondition suffisante de stabilisation pratique globale par une famille d,e feed,backs li-néaires.

t'1 première partie de ce travail (chapitre 2) porte sur la généralisation du ré-sultat [20] à une classe plus large de systèmes bilinéaires (1.1b) en dimension n ) 3.Plus précisément, on donne, dans un premier temps, une condition suffisante de sta-bilisation pratique globale par une famille de feedùacks linéairer,. puis, sous la mêmecondition, on montre que le système (1.15) est globalem"nt rsyrnptotiquement stabi-lisable par une commande analytique'.u, h." 1{01 
"t 

borné au voisinage de l,origine.Finalement, pour contourner le problèm" a" ,ioguir.i; du degré relatif en 0, nousdéveloppons une nouvelle uppro.hu s'inspirant de la passivité qui permet de stabiliserpratiquement le système par un retour de sortie.
Ce résultat sera ensuite généralisé à des systèmes homogènes et quasi-homogènes.
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Chapitre 2

Stabilisationdes systèmesbilinéaires

Ce chapitre concerne la stabilisation
systèmes bilinéaires homogènes

pratique et asymptotique d'une classe de

Aæ I uBx
lR', u € lR (2 .1)

où A et B sont des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels.

Nous nous intéressons particulièrement à des systèmes de type (2.1) qui ne sont
pas stabilisables par commande régulière. D'o'ù I'idée de stabilisation pratique par
une famille de commandes linéaires.

L'objet essentiel de ce travail est d'établir des conditions suffisantes sous les-
quelles le système (2.1) est globalement pratiquement stabilisable par une famille de
commandes linéaires et globalement asymptotiquement stabilisable par des lois de
commandes homogènes, bornées sur lR" et C* sur lR" \ {0}.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante.

La section 2.1 est donc consacrée au problème de la stabilisation pratique de (2.1)
au point d'équilibre æ = 0. Sous certaines hypothèses, on montre que le système (2.1)
est globalement pratiquement stabilisable à I'origine par une famille de commandes
linéaires.

Dans la section 2.2 on montre, en utilisant le résultat de V. Andriano (lemme
1.1), que le système (2.1) est stabilisable par une commande positivement homogène
de degré zéro construite à partir de la loi de commande linéaire donnée dans la section
précédente.

I r=
I  r€

23
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Dans la dernière section, on introduit la notion de passivité pratique: un sys-
tème est pratiquement passif s'il est passif en dehors d'un certain voisinage de 0,
B(0, r) avec r ) 0, suffisamment petit. On étudiera le lien entre la passivité prabique
et Ia stabilisation pratique du système (2.1). Sous certaines conditions, on montre que
si (2.1) est pratiquement passif alors i l  est pratiquement stabil isablepar un retour de
sort ie.

2.L Stabilisation pratique

Dans cette section, on donne des conditions suffisantes sous lesquelles le système
(2.1) est globalement pratiquement stabilisable par une famille de feedbacks linéaires.

Définition 2.1 Le système (2.1) est globalement pratiquement stabilisable ù I'origine
par la famil le de commandes l inéaires {u(x)= crtt r > 0}, c'  = (c1,... ,ci) € IR', si
Ies trajectoires d,u système bouclé

ù-Ar*c ' x  Bx (2.2)

rentrent, au bout d'un certain temps f ini t  - T < *æ, dans B(0,,r), la boule de
centre 0 et de raAon r, et y restent.

Dans ce qui suit, nous utiliserons le lemme suivant établi par S. Celikovsky [20].

Lemme 2.L [20J Soit une application continue É ' ]R' -+ R. Le systèrne (2.1) est
globalernent pratiquement stabilisable à l'origine par la famille de feed,backs {tl:(ka),k >
0\ si et seulem,ent si toutes les trajectoires d.u systèrne bouclé

ù=Ax+th@)Bx

rentrent dans un d,omaine bomé et y restent.

Nous allons maintenant énoncer et démontrer notre résultat.

Théorème 2.1 Supposons qu'il eûste ô € lR", F e Mnn(lR) et P € M"',,(R)
une matrice syrnétrique, définie positive tels que les deur hypothèses suiuantes soient
uérif,ées:

(H1)  BrP+PB=0
(H2)  (A+ BbF)rP + P(A+ BbF)  <  0 .
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Alors le système (2.1) est globalement pratiquement stabilisable par la famille d,e feed,-
backs linéaires

{ r " ( r )  =  cF r , c  >  0 }  (2 .3 )

Preuve.
D'après le lemme (2.1), il suffit de montrer que toutes les trajectoires du système

bouclé

x :  Ax *  Fr  Bx (2.4)

rentrent dans un domaine borné et y restent. Notons que le terme de droite de l'équa-
tion différentielle (2.4) est analytique, d'où I'existence et I'unicité des solutions.

Considérons maintenant la fonction réelle positive définie par

V(x)  -  (a  -  \ r  r ( t  -  b)

La dérivée de 7(a) le long des solutions de (2.4) est donnée par

ùqr1 :  rr  çAr p + p A)a - 2 ær Ar pb - (Fx)xr Br pb - 1F t)br p Bæ

Le terme Fx êtant un scalaire, on peut alors écrire

(Fx)ær Br pb = f  Br pblr et (Fr)rbr e Bx = sr Frbr p Bx

et d'après l'hypothèse (Hl), il vient

v ç'1 - * 
!l','*,):?: ;;;' ï l,u o* **,:',i: : : # ;:"'

Par conséquent, d'après I'hypothèse (H2), Ù@) .0 pour llcll assez grand. on en
déduit que pour une constante K > 0, suffisamment grande, toutes les soiutions de
(2.4) rentrent dans le domaine borné

D = {æ eF.." lV(x) S I(}

et y restent. le système Q.$ est donc globalement pratiquement stabilisable par la
famille de feedbacks linéaires (2.3).

Exemple 2.1 Considérons le système bilinéaire dans IR3

i :Aæ*uBx

25



26 Chapitre 2. Stabilisation des systèmes bilinéaires

avec
0

- l

0

Remarquons que les conditions nécessaires du théorème i.5 ne sont pas satisfaites.
L'approximation l inéaire i  :  (A+u(0)B)e a un mode incontrôlable instable puisque
Tr(A + z(0)B) = Tr(A) ) 0. Donc, le système n'est pas stabil isable par une com-
mande  régu l i è re .  Ma in tenan t ,  en  p renan t  ô :  (0 ,0 , - l ) " ,  F :  (  a+ -y  S  ô+n  )
et P = Iz, on peut facilement voir que les hypothèses (Hl) et (H2) du théorème 2.1
sont satisfaites. Donc, le système considéré est globalement pratiquement stabilisable
à I'origine par la famille de feedbacks linéaires {u"(u ) 

- cFx, c > 0}.

2.2 Stabilisation asymptotique

En utilisant le résultat de la section précédente et la propriété de I'homogéniété
du système (2.1), on construit une commande homogène de degré 0 qui stabilise
globalement asymptotiquement (2. 1 ).

Théorème2.2 Sous les hypothèses (H1) et (H2).duthéorème 2.1, t , ,  système (2.1)
est globalement asyrnptotiquement stabilisable par la cornmande homogène de degré 0

xr (Pb F)x t  F,
s i  x*0'  

(2.5)

sinon

æT Px

àu K est une constante positiue, o,ssez grand,e, uérif,ant K > bT Pb.

Preuve.
Notons que, puisque la fonction c r+ u(r) est homogène de degré 0, les dérivées

partielles du champ de vecteurs t + X(c) - Aa * u(x)Bx sont aussi homogènes de
degré 0. Donc, le champ de vecteurs X est analytique sur IR" \ {0} et ses dérivées
sont bornées. On peut alors conclure que X est localement Lipschitzien sur IR^. Ce
qui assure I'existence et I'unicité des trajectoires du système bouclé (2.1X2.5).

Considérons dans un premier temps, la commande linéaire

*:f ;'î 
" 

), B:(
\ -e q -2l  \

où d,0,^1,6 et r7 sont des nombres réels.

j, T)

, , r ,  :  

{

tr.(x): Fx (2 .6)



S t ab i I i s at ion asy m p t ot i que

On a vu (théorème 2.1) que pour une constante ,ff > 0, suffisamment grande, lessolutions du système bouclé (2.r)(2'6) rentrent dans un domaine borné D défini par

D = {t  e R" lV(x) S À.}
où V' est la fonction positive donnée par V(x) = (r _ qr p@ _ b).
considérons maintenant, la fonction réeile positive définie sur IR' \ {0} par
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n@)

La fonction ry@) est I'unique solution réelle positive vérifiant

où ôD est I 'ensemble défini par ôD^= {2. e FtIV(a) 
: f} En posant u(a) =ùh@) z) pour tout c r 0 et u(0) - 0, on obtient 

"to.. 
t" feedback homogène (2.b).

Maintenant, soit {Dr}reni une famille d'ensembles compacts définie par

Ds={ze R" lv ls"} ={)y laeny
Manifestement, {D1}leni vérifie-les conditions (i)-(iii) du lemnre (r.1). Il reste doncà montrer que pou.r, j : : i  ^ € Rî et pour tout r € ôDs,la rrajectofte r(t,c) dusystème bouclé (2.L)(2.5) rentre dans le domaine borne D^ et y reste. pour cela,notons par ô et /1 les fonctions réelles définies pou, tout c € rR' par

Donc,

ô( r )=V(x ) -K  e t

Donc, ôD et âDr s'écrivent

AD - {æ e R" lS(r) = 0} er
Poure  eAD^so i t y  eAD te lque  a -Ày .
respectivement en x et y vérifient

V(n@) r )  =  K,  Vx l0

i )  n@) x  €  0D,  V c  I  0 ,  i i )  r7@)= 1 ,  V r  e  AD

t  /  '  . . , t ,
Qxlæ)=v(r ) -K

ôDx - {æ eR lg.r(c) - 91

Alors les champs de gradiant de ôt et ô

vô{a)=ioo|?,+o
Par conséquent, les espaces tangents de ïDt et de ôD respectivement en c et y sontparallèles. De plus, par homogéniété, le champ d. rru.t"u.s X vérifie X(r) = lX(y).

(2.7)
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Nla intenant ,  pu isque sur  le  bord ôD,  n =I  e t  X(r )  :  Ar  i  FxBx, i l  s 'ensui t  que le
champ de vecteurs X est rentrant sur âD. Par conséquent, d'après la relation (Z.Z) le
champ défini par le système bouclé (2.1)(2.s) est rentrant sur àDr. on en déduit iuepour  tout  À € lRl  e t  pour  tout  r  € .7Ds, la  t ra jecto i re  r ( t , r )  du système (2.1X2.5)
rentre dans D; et y reste. D'où le théorème.

Exemple 2.2: Considérons le système suivant

r  =  AæIu  Bx

où  A  =  d i ag (À1 , . . . . ,À , ) ,  avec  À1  )  0 ,  ) ;  <  0 , i  :  2 , . . . , n ,  e t

": ( 

'o'

Remarquons que si Tr(A) ) 0, le système n'est pas stabilisable par une commande
régulière (les conditions nécessaires de Brockett (téorème 1.5) ne sont pas satisfaites).
Ma in tenan t , posons  P  =  I n ,  ô=  (0 ,1 ,0 , . . . , 0 ) ' e t  p  _ ( -2À1 ,0 , . . . , 0 ) -Onvé r i f i eque
les hypothèses (Hl) et (H2) sont satisfaites. Donc d'après le théorèm e (2.2),,1e système
considéré est globalement asymptotiquement stabilisable par la.orrrrr,"nà" homogène
de degré zéro

u(x) :
2À1(-x2 + J*7 + 6 - 1) l lol l2 ) 11

l l ' l l '
pourvu que K ) 0 soit suffisamment grande.

2-3 Passivité pratique et stabilisation pratique
La théorie de la passivité est largement utilisé dans l'étude de la rtabilisation des

systèmes non linéaires [53]. Rappelons [14] qu'un système passif, zéro-state détectable
est globalement asymptotiquement stabilisable par un retour de sortie. Il serait donc
intéressant d'interpréter notre résultat en utilisant cette approche. Cependant, le
degré relatif des systèmes bilinéaires homogènes présente une singularité en zéro1 la
théorie classique de la passivité ne peut donc s'appliquer dans notre cas. Les tentatives
misent en oeuvre pour contourner cette difficulté ont conduit à introduire une nouvelle
approche: la passivité pratique. Un système est pratiquement passif s'il est passif
en dehors d'un petit voisinage de zêro. Cette idée présente un intérêt de point de



z.J. passivité pratique et stabilisation pratique
29

vue stabilisation pratique. On montre en effet dans le(2'1) est pratiquement passif ulo., il est globale-"rrtl-":lème 
2'3 que si le systèmeun retour de sortie. 

s rr trsL globarement pratiquement^stali[rublu 
pa.

Soit le système non linéaire suivant

I r = r@'u)
l a=h(x )  /2R)

\  - ' v loù  / :  lR ' x  lR  +  lR 'e t  h :  Rn  +  lR  son t  des  fonc t .â(0) - g. 
vu " ' rfl -+ nt sont des fonctions c*, avec /(0,0) _ 0 et

Définirion2'2 0: o.:! e\e-.re 
""n:,^!!.!) irt 

pratiquement passif s,il eaiste une
fonction continue posiiluà v@ :;;;e constantr, , g,'runiro**rrt 

prt;ite, tere que
t

v(a(t)) - v(x(o)) s I ug)y(s)ds
0 (2.s)

pour tou t l>0

De plus si V est

et pour tout u

différentiable,

: [0, t] -+ R, tel que llr(")ll ) r, V.. € [0,4.
alors la relation (Z.g) s,etprime

v(r(t)) s u(t)y(t)
(2.10)

considérons maintenant le système b'inéaire entrée.sortie suivant

I  n=Az*uBc
lu=h(a) e.n)où â : IR" _r lR est une fonctio D C*,â(0) = g.

,îJi'îîïiï,ffi: ffi#tr',îinï;:iii'* entre ra passiviré prarique er ra
Théorème 2.8 S
h",ron-î, ;ï,ii,::r::ï iri| ";ï::u:" 

( 2.,1 1 ) u,_o:olluement passir auec une
posrtiuement inuar, . 

'll"liJî- ' \"/ = *oo/' soit z c lR; h ph,"'or"îa ensembreo y " : y = 0 es r, ;;:;, ;::nï "i,;:: #,;, i,,f) ;, ::,, i:,:; :i#" ;'i ) {, i ;,/,,u,3,globarement pratiquement stai*isott, po, t" rr,*ritr-i,-u'luatort, ur(y)_ _fr y, k > 0.
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Preuve. Par définit ion, i l  existe r ) 0 tel le que la relation (2.10) soit satisfaite. Soit
E : {t € R."/ Vçr1 : 0} et M le plus grand ensemble positivement invariant inclu
dans E. L'hypothèse (2.10) implique que pour u: -a,la dérivée de v le long des
trajectoires du système bouclé

ù=Ax-yBx

l l"(t) l l  ) r =+,irçrçt1\ < -y(t), < 0

vérifie pour tout t > 0

Maintenant, puisque V est positive et propre, il existe alors une constante c > 0,
suffisamment grande telle que

B(0, r)  C Dv = {c € IR",  V(c) < c}

Soit Sv : {r € IR",I/(r) : c} le bord de Dv.llest clair, d'après la relation (i.13),
que la trajectoire r(t,xs) du système (2.12) partant de rs € Dv reste dans Dv l) Sv.
Donc, (2.r2) est globalement pratiquement stable, d'après le lemme 2.r.

D'autre part, si 16 n'appartient pas à Dy, posons c(t) = r(t,cs). Il est clair que
v(r(t)) est décroissante sur IR"\B(O, r) et minorée (v(r(t)) à 0), donc,Ip_ v(x(t)1 - t
existe. Soit maintenant Q(ro) I'ensemble limite de la solution. Sur cet ensemble
V(n(t)): / (par continuité de I/). Donc, Û1r1t;1 = 0 sur O(ro) et puisque e(rs) est
un ensemble invariant pour le système ù = Ax,g î.0, il s'ensuit que Cl(æs) c M c E.
Enfin, comme M ç Z car E Ç H,, et puisque toutes les solutions dans Z rentrent dans
un domaine borné et y restent, on peut alors conclure, d'après le lemme2.I, que le
système (2.11) est globalement pratiquement stabilisable par la famille de feedbacks

" * (y ) - -kA ,k>0 .

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisation pratique et asymptotique d'une
classe de systèmes bilinéaires homogènes. Dans un premier temps, nous avons donné
des conditions suffisantes assurant la stabilisation pratique globale du système par
une famille de commandes linéaires. Ensuite, en utilisant le résultat précédent et la
propriété d'homogéniété, nous avons construit une commande homogène de degré 0
(bornée) qui stabilise globalement asymptotiquement le système. Finalement, nous
avons introduit la notion de passivité pratique (systèmes passifs en dehors d'un petit
voisinage de I'origine). L'intérêt de cette notion réside dans le fait que c'est un moyen
de contourner Ie problème de singularité en 0 du degré relatif d'un système bilinéaire
homogène.

(2.12)

(2.1 3)



Chapitre 3

stabilisation des systèmes homogènes

Les systèmes homogènes forment une classe de systèmes généralisant les systèmes
linéaires. Un des premiers résultats importants sur la stabiliic de ces systèmes a été
donné par C. Coleman [23]. En se basant sur cette méthode, des résultats intéressants
de stabilisation homogène ont été obtenus par de nombreux auteurs ([22],[3gJ,...).

Par ailleurs' on trouve dans la littérature plusieurs résultats concernant la stabili-
sation des systèmes homogènes et quasi-homogènes (tbl t26l [33] [34] [39] [41] [52]
[58] ) .

L'objet de ce chapitre est de généraliser le résultat de la section 2.2 (chapitre 2) à des
systèmes non linéaires homogènes. Le but est de construire, sous certaines hypothèses,
des commandes homogènes, C- sauf peut être en zéro, globalement asymptotique.
ment stabilisantes. La généralisation se fait par étapes.

Le premier paragraphe concerne la classe de systèmes homogènes dont le champ
controlé est linéaire

x - f ( x ) *uBx ,  c€1R" ,  u€ lR  ( / )

où / est un champ de vecteurs (rationnel) homogène de degré inrpair positif et B une
matrice carrée d'ordre n à coefficients réels. Sous certaines conàitions (analogues à
celles du théorème2.2), on montre que le système (I) est globalement a.symptotique
ment stabilisable par une commande homogène explicitement construite.

Dans le deuxième paragraphe, on étudie les systèmes homogènes de Ia forme

ù = f(x)*u9@), c € lR", u € IR (I I)
où / et g sont des champs de vecteurs (rationnels) homogènes avec le degré de / impair
positif. On montre' sous une certaine condition, que s'il existe une loi de commande

31
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continue telle que les solutions du système bouclé correspondant convergent dans undomaine borné et étoilé en 0, alors le système (II) est globalement asymptotiquement
stabilisable par une commande homogène.

Le dernier paragraphe est consacré à l'étude de la stabilisation des systèmes ho-mogènes par rapport à une famille de_dilatations (systèmes quasi-homogenes). Onconsidère donc des systèmes de type (II) avec f 
"t 

g sont cette fois des champs devecteurs homogènes par rapport à une certaine dilatation. Le but et de généraliser le
résultat du paragraphe précédent au cas d'un système quasi-homogène.

on commence par rappeler quelques définitions sur |homogéniété.

Définit ion 3.1 (Jne fonction $(x): IR'-> IR est homogène (resp. posit iuement ho-
mogène) de degré le si pour tout x € IR' et pour tout À € là. 

'@rp 
À e IRi/ on

a

ô(^r )  _  ^k ô@)
Un charnp de uecteurs,est homogène d,e d,egré k si toutes ses cornposantes sont homo-
gènes de même degré k,

La généralisation de cette définition est la suivante.

Définition 3.2 [SS] Etant donné un ensemble
e t  r  :  ( r r , . . . , r , , )  €  lN '  cuec  r t  )  1 ,  i :  I , . . . ,n .
application ôi : IRi x IR" + IR" déf,nie par

ôi(r l )  -  (À" ' r r ,  . . . ,  ) " 's , , )

Une fonction $(x): IR' + IR est homogène ile ilegré Ie par rapport à la dilatation 6,
(6'-hornogène) si

ôo6 \ -  S r  ô

(Jn champ d,e uecteurs X(r)= Ï Xr'l, *L szr IR' est 6, -homogène d.e d,egré le si
i= l  OC;

&(6 i ( r ) )  -ÀÈ* ' ,  X i (æ) ,  i= r , . . . , f t

Le uecteur d'Euler associé à 6, est d,éfini par u(æ) = (rrrr ,...,rnîn)T . Les rayons
6'-homogènes (associés à 6') sont les solutions de i'equation différentielte æ: ,(x).

de coordonnées (x1, . . . , rn)  szr  lR"
Une famille de dilatations est une



3.1. Cas où le champ controlé est linéaire

Dans la suite, on clira qu'un système de type

i_ f (x ) *us( r )

est homogène (resp. d'_homogène) si / et g sont

(3 .  1)

homogènes (resp. d"-homogènes).

33

3'1 cas où le champ controlé est rinéaire
Considérons le système suivant

I r=f(r)+uBx
[  "e lR" ,u€]R

où / est un champ de vecteurs (rationner) homogène de degré impair rer, (krà 1) et^B une matrice carrée d'ordre ,, à .oefficients réels.
sous des hypothèses similaires a (H1) et (H2) du chapitre 2, nous allons construire descommandes homogènes de degrê let - 1 qui stabilisàt asymptotiquement le système

!3;'l;"offi:f:: 
," résultat ,uiuuoianalolue du théorème 2.2 dans le cas où ra dérive

Théorème 3.1 Supposons qu'il eaisteô e Rj, et p € M^*^(R) une matrice symè_trique, définie positiue ters que res deuc propriétés suiuantes soient uérifiées:( i )  BrP*pB=g

(ii) Iftr (Bqr p c {c € R : ar pf(r) < 0} u {0}.
Alors le système (9'.2) est globalernent asymptotiquement stabilisable pa,r une corn_mande homogène de degré2fu.

Preuve' on montre dans un premier temps qu'il existe une commande continue ù(o)telle que les solutions du système bouclé ù - f (x)+û,(x)Bxrentrent dans un domaineborné et y restent.
Soit a une constante positive. posons

ù(x) :  -o l lc l ;z*r @Qr px

et considérons la fonction positive V définie par

.  (3 .2)

(3.3)

V(x)=@+b)r  p(x+b)



tn 

,.urrru^ À^ t, - 

chapibe J' stabirisation 
des systèmes 

homogèf,a dérivée de V lelong des frajectoires 
dr

esr donnée par 
i = r(,) -'ri:;;:e 

boucré

v(r) - 2rr 
G'+

rl est crair que oour llzrsrrfi.^_- 

' t \c) - 2a ll '11t'-' 
[{ao1rrr1,rto*"*ufl' eue poul llrll , 

) + zor c1ç'7

;urîsarnrnent 
grand

Maintent v(z) = 

"p'f( ') 
- a i lntv(') 

u Ie mêrne r'

,. É K*il;rÏtor,,e Ker(Ej;,i:ï: i:i j, ff :[:K#l,t* ;i:,;i]:ilj:l::" ^ :" 
.''""

.o,ou.,u,Tln:,iî,îî:,;:;i:::i:ll,ï:ît;1iT:.T:iffi 
:i;'!ir=,"];:;' t' € n" , il,ti_i"ïij'jTlrjï:t=

En choisissanr a , !,ir vient ""-',il$lr",ro[{aq'pr12

;îii:iiJlu r" e, an::!,: 
- a 1721 0 ; a € s"-r

it que ç(r) < o,v"

par conséquenr n^..- 
ltctt 2^r -È orr, .10' 

Donc' Pour a fixé, il exisre

:J,','"î"ùË?ilT:"iï"::,ï:î:i:k.1 jJtr#îïil.*t";t[ïïïï,ï
Soit rnajntenant 

Ia fonction réelle positive définie sur fiL. \ {O} p""
't(') =

ffï;rT 
ê @ f 0), ,7 

"rtl,unique soturion réeile posiri,
,r(r), ç aD er ry@) =, ,rr:T 

rrquarion v(n ,1 _ *



3.2. Cas où le champ controlé est non linêaire

Posons alors
-o  l l t l lo ' - r  (Bb)rx  q(x)

0
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(3.5),,", = t si  r+0

sinon

La commande (3.5) est homogène de degré 2lq et coincide avec le feedback (3'3) sur

la surface de nireau ir e IRtV@): K). Donc les systèmes bouclés (3.2)(3.5) et

(3.2)(3.3) coincident aussi sur cette surface. Par un raisonnement analogue à celui

de la démonstration du théorème2.2, on montre que le système bouclé (3.2)(3.5) est

asymptotiquement stable à I'origine'

3.2 cas où le champ controlé est non linéaire

Soit le sYstème

[ * : / ( ' )+ug(x)  (3 .6)
l "€ lR" ,u€ lR

où / et g sont des champs de vecteurs (ratiounels) homogènes de degrés respectifs 'b1

et lc2. On suppose de plus que fr1 est impair (kt 2 1) et que /cr > /c2 > 0'

Le but et de montrer que s'il existe une commande continue Û(r) telle que les tra-

jectoiiès du système boucle lt = I@) + u(cfio) convergent dans un domaine borné

et étoilé en zéro, alors on peut construire une commande homogène qui stabilise

giobalement asymptotiquement le système (3'6)'

Soient les deux hypothèses suivantes:

(H1) Il existe une fonction positive propre v -de 
classe cr telle que Pour une

constante K ) 0, assez grande, t" domoios D = {a € R"/v(r) 3 K} est étoilé en

zéro (toute demi-droite issue de I'origine ne coupe ôD = {r e IR"/ V(æ) - K} qu'en

un seul point).

(H2) Il existe une commande continue Û(c) : 0D + IR telle que les solutions du

svstème bouclé

x -- T@) + ù(c) e(o) (3.7)

convergent dans D.

Théorème 3.2 supposons qae les ileun hypothèses (iii) et (H2) soni-saiisfaiies'

Alors, il existe un"'"o**aÀde positiuernent homogène u(r) : IR" + F, 
dt d'egré

k1- lez, globalernent asymptotiquement stabilisante Pour le systèrne (3'6)'
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Preuve. L'hypothèse (H1)

r y ( z )  >0 te l que
implique que pour tout r

{r  € IR", V(x) :  Y1 et

€ IR" \ {0}, i l  existe un unique

q(x )  :1  su r  ôDn@)x € ôD :

Posons

u (n@) x) si  r+0

sinon.

u ( r ) : (3 .8  )

Il est clair que u(x) - ù(r) sur ôD. Montrons que u(r) est positivement homogène
de degré kt-kz. Soit À > 0. On sait que pour tout r #0, r/()r) Àx € 0D. Or, comme
r et Àt appartiennent à la même demi-droite issue de I'origine et qui n'intersecte 0D
qu'en un seul point, on a

d 'où,

donc,

ry ( )æ)  Ào=n@)x

ry(Àr) =f n(") ,  (r*o)

/  t  \ & r - & z
u(À c) = ( .n*,J ù(r(À c) À "u)

= (^#)"-r"'I'(r)Àc)
/  t  t Ê r - & z

= À&r-Ëz { +- ) "1a1"1"1\  t l (s) /
:  ÀÉt 

- f t ,  
u(u ) .

Le système bouclé

x- f@)+u(c)  s( r )

est donc homogène de degré Ès et coincide avec le système (3.7) sur la surface ôD.
Par conséquent, le champ de vecteurs défini pa,r (3.9) est rentrant sur ôD. La fin de

la démonstration est la même que celle du théorème2.L.

Remarque 3.1 Notons que si k1 ) k2, alors la comrnand.e hornogène (9.8) est au

rnoins continue szr lR'. Dans le cas où k1 - kz, le feedback (3.8) n'est certe pas

(3.e)



3.2. Cas où Ie champ controlé est non linéaire

continu en zéro, mais puisque le système bouclé (3'9)

i l  est donc au rnoins continu en 0. Par conséquent,

localernent Lip schizien.

est homogène de degré k1 > 0,
le champ défini par (3.9) est

, ) ,

Exemple 3.1 Soit le système homogène suivant

(  r r :  u r1 t2

t rr= -usr-uxl

Posons û.(r) - z!. Alors les solutions du système bouclé

I 
Ot = xl,xz

I 
": 

-'"'-'l'

Par conséquent, Pour tout K ) 0,
rentrent dans le domaine borné D :

la fonction définie sur lR2 \ {0} P.t

q(c)  =

(3 .10)

(3 .11)

sufûsamment grand, les trajectoires de (3.11)

{c  e IR2 :  t !+( ' r+  1) '  S K} '  so i t  maintenant

- tz  I

l l " l l '

converqent dans un domaine borné, d'intérieur étoilé en zéro. En effet, soit la fonction
-1

positive V (x) - 
it"i + @, + t)2). La dérivée de V le long des trajectoires du système

(3 '11)  s 'expr ime- 
vçr1 -  -x l  -  , ' r ( r ,  *  t )x2

on a alors

l l " l l  >1+Û1';  <o

qui est I'unique solution positive de l'équation v(r7 t) = K, r + 0. Donc, d'après le

théorème 3.2, le feedback homogène de degré I

l l " l l ' )

stabilise globalement asymptotiquement le système (3'10)'
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3.3 Cas d'une dilatation quelconque

Dans cette partie, nous allons généraliser le résultat du paragraphe précédent ($
3.2) à des systèmes de type

!  r - f ( r )+ug(x)
t  r€ lR",u€lR (3 .12)

où / et g sont des champs de vecteurs homogènes par rapport à une certaine dilatation
ôj de degrés respectifs lq et le2.

Ces dernières années de tels systèmes ont fait I'objet d'importants travaux de
recherche [24] [33] [34] [40] [51]. En particulier, dans [51], L. Rosier a montré que si un
système homogène par rapport à une dilatation quelconque est localement asympte
tiquement stable alors il I'est globalement, de plus il admet une fonction de Lyapunov
quasi-homogène.

Rappelons que pour un système de coordonnées (rt, ..., an) € R", et pour des entiers
posit i fs , = (rr,. . . ,rn),r; ) 1, une famil le de di latations est une application continue
définie par

6 i@)  - ( e ' r r r , . . . , € ' o r ' n ) ;  6  >  0

Le vecteur d'Euler associé à ôi est u(x) : ("r"r, . . . ,rnrn)T .Les solutions de l 'équa-
tion différentielle i - ,(r) sont les rayons homogènes associés à ôj (ou rayons 6-
homogènes).

Remarque 3.2 L'application 6: Rl * IR" + IR" uérife les propriétés suiuantes

i) ô"(o; - s
ii) 6", = 6" o 6u

iii) 6: o 6" - Id,çy

Dêfinit ion 3.3 Soit D un domaine delP'^,n) 2, tel que0 e intD. On dit que D est
étoilé en 0 par rapport à Io dilatation 6[ si tout rayon 6'-homogène, issu de I'origine
n'intersecte 0D qu'en u,n point et un seul.

Remarque 3.3 La d,éfinition précéilente signifie que

i) pour tout x € iR" \ iui, ti enste un untque n(r) > 0 tei que

6içy@) e aD



Ca,s d'une dilatation quelconque

-de classe Cl telle que pour une
{c eFclV(r)  < K} est  éroi rJ" ,

$ri}.ffiste 
une commande continue ù(x) : 0D -+rR telle que les sorurions du

ù - f(a) + u(a) s(r) (3 .13)
convergent dans D.

(Hl') Il existe une fonction positive propre Zconstante a t 0, assez grande, le domaine D =zêro par rapport à la dilatation dI.

39

i i )  Vx€AD;Vn>0

6i@)eôD-;r=r

supposons cette fois que le domaine D défini dans l,hypothèse (H1) du paragraphe
iriï1.1.î:î1ï#,:::ile "" 0 p;; 'upport à une dlataiion di. soient arors res deux

on a alors le résurtat suivant, analogue du théorème 3.2 dans le cas où / et g sonthomogènes par rapport à une dilatation quelconque.

Théorême 3'3 Supposons que res 
!::: 

oro"llu::, (H1,) et (H2 ) sont satisfaites.Alors' re système (g.12) ttt gtototèT.r\t oryry'ptotiqu)ment stablisabre par une cotn_rnande homosène par rapport à ta d,itatau"; ù";;"i;;;, kt _ kz.

Preuve' Le principe général est similaire au cas précédent, mais la démonstrationdoit être judicieusement adaptee à ce cas.
D'après I'hypothèse (Hz'),le champ de vecteurs défini par le système bouclé (8.13)est rentrant par rapport à la surfacl aO = {" àR;"iîfrl = K, K > 0}.

,t"li|:'"se 
(Hl') implique que pour tout c € IR'\ {0}, il exisre un unique n(c) > 0

6io(r )eAD er  6îo{r )=u s i  reAD
Soit alors la commande u(e) définie sur lR, par

[/r\o-n
u(x) ={ \ t6/ 

a$iç1@))

Io

si  t+0

sinon.

\ù .  r+ /
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On va commencer par montrer que u(r) est ô"-homogène de degré kt-kr.Remarquons
que pour tout e ) 0, les points r et y - 6j(r) appartiennent à un même rayon ô"-
homogène issu de I 'origine. Or, d'après (H1'), ce rayon ne coupe âD qu'en un seul
point  6 ; , , r (x)  :  (?( r ) " '  x r ,  . . . , r t ( * ) "x" ) .  Donc

6i61(a) :d i1 ,y (c)  ,  € )o (3 .15)

l ' € ' t

(  n  (  6 l  (  t  )  )  " '  (e"  r  r ) , .  . . ,  q  (  ô l (  t  )  ) '  
^  (e '  " ,  n) )  = ( t l (  r  )  " '  t  |  ;  . . .  t  r t  ( r ) '  "  r  

" )
donc

(e " ' a (6 ! ( r ) ) " r ,  :  n ( r ) "  r t  ,  V i  =  L ,  . . . , n

d'où

1
r (61( r ) )  - : ' r (o )  ,  ( r ; *0)  (3 .16)

Maintenant, pour tout e ) 0 on a

u(ôi(o)) = (d")r'-r' rç6;,,51,yy(61(")))

/  o  \ È r - Ë z
:  |  "  |  û(6;1,y(r)) .(d'après (3.15) et (3.16))

\'r(t) )

= çkr-kz f  f)r ' - '  t (6;r,1(c))"  \n@)t
:  eh-kz u@).

On montre maintenant que le feedback (3.14) stabilise globalement asymptotiquement

le système (3.12). En effet, considérons la famille d'ensembles compacts (D1)16pi

définie par

Ds : {a ew lv(fr,..., #l = K} = {6\(ùla e D}

Il est facile de voir que la famille {D;}reni vérifie les conditions (i)-(iii) du lemme
(1 1). Il reste donc à montrer que pour tout À € Ri et pour tout c € ôD;, les

solutions du système bouclé (3.12X3.14) convergent dans le domaine borné Dr.

Notons d'une part que par construction u(r) = û(o) sur ôD. Donc le champ défini

par le système bouclé

(3 .17)x -- X(a) - f  @) + u(a) s(a)



3.3. Cas d'une dilatation quelconque

est rentrant par rapport à la surface ôD.
D'autre part, considérons les deux fonctions
Pa r  

ô@) : v ( r ) - x  e t

Les ensembles ôD et ôDs s'écrivent

réelles ô et ôx définies pour tout ,, € IR"

d.r(r)  -v( ! t -x' ^ '

1 l

AD - {x e R" lô(r) _ 0} et ôDt _ 
{x e R" lô.r(r) _ 91

Maintenant, pour x € TDs soit y e AD tel que , : 6\(y). Alors, les champs degradiant du d^ et / respectivemenl en s et y vérifient

Yô{x)=ôiovô@)

:iltîï:,$:;:in:-{ 
érant homogène de degré Ë1 par rapport à la dilatation ôi,

(3 .18)

(3.1e)X(r) _ ÀÈ' (di o X(y))

De plus, comme le champ X est rentrant sur ôD, on a alors

(vô@))r x(y) < 0
Par conséquent, d'après les relations (3.1g) et (3.19)

(6i o v/1("))"(di o X(r)) < 0

donc,

)
| - ê âd^(')

|  
:  

"L,Ëx;(,)/

(^",'3;1,,..., 1-âd;,(')) (Ë) l.
I

Ëx'(')
:

I

* X"(r)

-  (Vdr("))r  X(c) < 0

Le champ défini par le système bouclé (3.17) est donc rentrant sur ôD^. par consêquent, pour tout À e IRi, les trajectoires de (3.12) rentrent dans D^ et y restent; cequi termine la démonstration du théorème.

Exemple 3.2. Considérons le système plan suivant



ChaPitte 3' Stabilisationdes sYstèm es homogènes

A ( ,

(  i r=-r ! -2ur l
1 iz- - r i *ur t

Les champs de vecteurs -r1 f, + 11 #*."1 :",tr
degrés respectifs n 

"i 
t po' tuiiftt à la dilatation

j-- + 11 5! sont

o:"iJl = Giii,e,,)'

(3.20)

homogènes de

Posons

û,(x) = 2x5,
(3 .21)

on montre dans un premier t:*p".q:" les trajectoires du système bouclé (3.20X3.21)

convergent d,ans uo io*uioe borné, ari"1uri"r, étoilé 
"o 

o pu, rapport à ra dilatation

;;i;i. Ë" efiet, soit la fonction positive

V( r )= ( r r * t )2+æI

La dérivée de V Ie long des solutions de (3'20)(3'21) est donnée par

Û(") = -2t2r(x1* 1)rr - a"""

man i fes tement ,ona  
l l " l l >  l+ù1" ;<o

Donc, ir existe K > rter que les trajectoires de (3.20x3.21) rentrent dans le domaine

ffi;'b--- t, € 1R2 : y(") ! nl.,-.^ 
rannie "'rr IR* \ {0} parborné D = Ir € I- 

t v \&/ : 'r '  
léfinie sur lR" \ {0} par

Ëiii'ltt*"nunt la fonction positive <

q(æ) =

Pour c frxé (æ + 0), 4 est l,unique solution positive de l,équation V(6i(r)) = 4. Donc

ôi1 '1(c)  = (q(c)2rr ' l (c)cz) €0D '  et  4(c)  = 1 sur ôD

On obtient alors Ia command'e quasi-homogène de degré 3

u(o) = u(ôi1"v(o)) =2\(a)2',62

qui stabirise grobarement asymptotiquement Ie système (3.20) d'après le théorème

3.3.



3.4. Conclusion

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre' nous avons établit des conditions suffisantes sous lesqueres des:lïH:i::ilflà:ï::%g'",iîf î"îJ;,y":;:*".à',srab'isabr.Jo.,desroisde
3:T: i:,ï, il:i:',î::î "î iï:Hï ::î,',",ff:: Jïl'i. 

( sec t i on 3, ),, a,oi de co m-a montré que s'il exisre ur," .o-*unde contin; Ëù";i::::lli!:::ï:: if):rl:tème bouclé correspong""l too*'Çot.dans un a"*"ir" utoilé en 0, alors le systèmeest globalement asymptotiquemenf stabilis.ur" o", 
"rî 

loi de .;;;;;" homogèneconstruite à partir de la com*t"d" continue. ô" a"rri", résurta; a-lïà 
"nruit. ge_

Ti*,:Ï;i::s 
Ia section 3'3' t à"t 'v"umes homogenu; pu. rapporr à une dilatarion
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Deuxième Partie

Placement de Pôles non tinêaire
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Introduction

Le problème de la stabilisation des systèmes linéaires i - Aa * uB a été en-

tiérement résoiu par la technique a" ftu."*ent de pÔles (Théorème.de Kalman)' La

caractérisation est complètement algéLrique en termes. des matrices A et B: si la paire

(A,,B)vérif ie Ia condit ion du rang itu"j iA' AB'" ' 'A"-rBl - n) alors i l  existe une

matrice à coefficients réels F telle q,r"ï + BF a.un.spectre choisi au départ' Le

système est alors slabilisable par la loi de commande linéaire u\æ) -- Fr'

Dans Ie cas non linéaire, le problème de la stabilisation est largement ouvert et

fait l,objet de travaux de recherche de nos jours' Les résultats obtenus sont essen-

tiellement locaux 
"l 

tirniré, à des classes de systèmes particulières (faible dimension'

systèmes à dérive dissipative, structure en cascade, systèmes linéarisables' "')' voir

par exemple [BOl "i 
Itt. Les résultats significatifs de.stabilisation *l:111"-,t""t essen-

tiellement basés ,,r, iu constructioo dioî" fonction de Lyapunov appropriée [6]' [28]'

[37], [55], [57] . Il;,existe malheureusement pas un moyen explicite pour construire

de telles fonctions. D'autres résultats globaux- concernent les systèmes homogènes et

quasi-homogènes t5l t2?l t33l [34] [3e] [41] [51]'

Récemment, en s'inspirant du placement de pôle linéaire M' clavier [22] a in-

troduit uûe nouvelle approch" porri ,'ubiti'"' glotalement des systèmes bilinéaires

homogènes plans ; = À; + uBi. LTdée consiste à adapter la méthode de placement

depô lesà lapa i re (A,Bx) .P luspréc isément ,en tou tpo in t roù lacond i t iondurang
est satisfaite, il a eie construit, par un algorithme analogue à celui de Kalman' uue

commande non linéaire, homogè"" q"i ;;;*et-de placer les pôles sur u1 spectre fixé

à l,avance. D,où le nom de placemËnt'de pôles non linéaire (PPNL)'

L'objet de cette partie est de généraliser à toute une.classe.de systèmes non

linéaires plans, notamment les systèàes homogènes et quasi-homogènes' I'aPPlication

du ppNL. L'idée est d'appliquer la techniqueàe placement de pôles dans un premrer

temps à la paire (A,g(")) P1'-3'i;;;il (A(i)'g(æ))' Devant la complexité des

systèmes bouclcs À,"""r'p* PPNL; rro,r, ,rào, il*ito"t au cas des systèmes plans'

L'organisation de cette partie est la suivante:
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Introduction

Dans le chapitre 4 on rappelle brièvement la méthode de placement de pôleslinéaire (PPL) et o.n présent" uo ulgorithme aet*ltJdu pracement de pôres non linéaire(PPNIL). Le poinr l" plus i"rp";;;;; 
"rr,9u r"-".qu.iiu" t" principe du ppNL conduit

*îi' ::ï"Ï,î: J"ï j"'i$ :;.ff ïf .*::"'" * * = ̂ ivr ( * ) *, "i 
^vr 

1 *; ". t u n"
Il est bien connu que contrairement au cas linéaire,.le- fait que le spectre de M (x)soit à partie réelle négative n'assure pas à priori la stabilité asymptotique. cependant,nous verrons dans la suite que pour certaines classes de systèmes non rinéaires plans,si le spectre de la matrice'"b;";" par PPNL est à partie réelle négative alors lesystème bouclé est globalement asymptotiquement stable.

Le chapitre 5 est consacré à la stabilisation globale des systèmes homogèneset quasi-homogènes plans par ppNL 
.?;;;";."ï". temps, nous appriquons lePPNL avec un .oï:_._"_:o"rt.ni (reer) à d* ,vr;;;;1 a deliv.e homosène de degré

i.*"::::i.:il*Ï::".î-îtrï1"" "â"iJl"iàà'*oanr de h ";;i;" d,érat c),pourressvstèmesho*oge.,",('*liH-'-tr1,-il,li;iïîirHm::Ï'*t*(i
étapes: le principe général étant tl ppml, *"irî-;;iro.r.r"*"nt doit être adapté àchacun des cas' ces résultats sont démontrés en utilisant un résultat classique de lastabilité des systèmes homogènes plans [30].

r,, 1"" ':t::*î,"t,.,',"rï::ï.i:"1:':itt::.|l1n des svstèmes prans à dérive rinéaire. Du

ïf; ::,t;î:****:*s*ihliiiï1i":3,::iii":îËi:ï::;J,l:ïi: j
rrès bonne "m.ulite du ppNL ;; ;:'ïi:'Ti:',[ï1ffij;" irffi:iï$Ëî:une partie de ce chapitre e't conra.r'e" ru cas particulier des systèmes biliné.iru, noohomogènes plans pour lesquels des rJsultats plus précis sont obtenus.

Les résultats de cette partie ont fait l,objet de deux articres publiés ([u,[2]).



Chapitre 4

Rappels et Prêliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler en premier lieu Ie résultat et [a méthode

de placement de pôles linéaire. Nolr, prer"ntons ensuite I'algorithme du placement de

pôles non linéaire et nous donnerons quelques remalques sur le contrôle et Ie système

toucle que I'on obtient par cette technique'

4.L Placement de pôles linéaire (PPL)

Considérons le système linéaire monoentrée:

i :Ax Iub  r€ lR" ;  u€ lR (4 .1)

où A € M'*'(R) et ô € M"*r( lR)'

Théorèm e 4.1 (théorème de Kalman) Si Ia matrice,lb, Ab,..., A"-tb] est de ro'ng n'

a l o r spou r tou tensemb ted 'eua leu rsp ' op " ' ( ) " " ' ' À " )€an ' i l ea i s t eunema t r i ce
ligne à coefi,cients r,éels F tetle que le ,pr"trc d,e la matrice M = A+bF est (À1' "'' À'")'

De plus si pour tout i = 1r...r à, h pàrtle réelle d'e À,t est strictement négatiue alors

le fiedback-linéaireul(r) 
= Fx stabilise le systèrne (4'1)'

Notons que puisque le système est linéaire ainsi que ie contrôle' le système bouclé

est donc linéaire ;;;; ;"reqrrent la stabilité est globale et exponentielle'

4.L.1 Mêthode du PPt

1. Forme ComPagnon de A:

Pe(X) = Xn + atX"- '+ .. .  + an-1X * an

49
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OU Chapitre 4. Rappels et préliminaires

le polynôme caractérist ique de la matrice A, a; € IR, i  = L... . ,n.
Soit (e;)rg;5,.,  la famil le de vecteurs définie par

[  , r - o :  . | en - i + t  *  a ;  en  ,  i  : 1 , . . . , n  -  I

t  e":ô
la famille ("n)ts,s" est une base de lR', d'après Ia condition du rang. Notons P =

l r r , . . . ,  e , , ] .  Dans la  nouvel le  base (e; )1ç iS, , ,  le  système (4.1)  s 'ecr i t

à  =  P - r  APx  *  uP- rb :  A ' x  +  ub '

où

A, :

0100

0
001

-Q .n  -Qn -L  -d1

,  b '=

0

0
1
I

2. Construction du feedback:

Soit

Ps(X)  :  (X  -  ) , ) . . . (X  -  ) " )  :  Xn  *  g rX" - t  + . . .  +  g^_rX *  C^

le polynôme caractèristique associé au spectre (Àt1....,À"). Soit

F '  : l c ,n -  gn r . . . , c , t -  g t f

alors,

F  =  F 'P- r

on obtient la matrice
M:PM'P- t -A+bF

qui a les mêmes valeurs propres qte M' . Le système bouclé

æ=Mr

est donc asymptotiquement stable si les valeurs propres )1,..., À,, sont à parties réelles
négatives.



4.2. Placement de pôles non l inéaire (ppNL)

4'2 Placement de pôres non linéaire (ppr\L)
Considérons le système non linéaire suivant:

i =Ax*ug(x )  c€ lR" ;  ue  IR

D I

(4 .2)
où A € M^"n(R).et g un champ de vecteurs c- sur z (un voisinage de 0 danslR")' La méthode dite de plu..m"nt de pôles non tioJre (ppNL) consiste à adapterla technique précédente au système (!il. r,".hu*f .onrroru étant dépendant de o,l'idee est de faire en chaque point d" 7 ur," .oort.uËtion un"logu" à celle de Kalman,c'est à dire qu'en tout point x € v, on construit une commande u(z) permettant deplacer les pôles sur un spectre choisi à l,avance. pr", p.e.irément, sous l,hypothèse:

(CR) rang[g(c),  Ag(r) ,  . . . ,  A-tg(*) ]  = n,  væ e V
en effectuant les constructions précédentes sur le système (4.2),on obtient une matricefonctionnelle F(r) de telle.oit" qu" la matrice AI g@)F(o) ait n,importe quelspectre fixé au départ' La commaoà" oon linéaire u(r,) - F(æ)xsera alors candidateà la stabil isation du systèm e e.Z).

4.2.L Algorithme du ppNt

considérons donc le système (a.\ et supposo.ns que l,hypothèse (cR) est satisfaite.Etant donné un ensemble de valeurs propres Àr,.., ),r, le problème consiste à trouverune matrice ligne F(r) telle que la matrice A + s(^Fir) u p"". ,;i;;;s propresÀ1,..., À,". Avec les mêmes notations qu'au purugruptà +.r.r, on applique ie pracementde pôies à la paire (A, g(x)):

1- on calcule le polynôme caractéristique associé à A

Pe(X)  :  Xn *  a1/n- t  + . . .  +  c .n. ,LX + an

2- on calcule le polynôme caractéristique associé au spectre sp :()r,..., À,,)

P,r (X)  -  (X-  À, ) . . . (X-À")  =  Xn *  Br1ç"- r  + . . .  +  , ' ^_rX *  g^
3- on Pose 

F, = fan - gnr...,ar _ grl
4- on calcule

(

I  
u"- , ( r )  = 

.Ae,._i+t(r)  + a;  en(r)  ,  i :  I , . . . ,n _ I
I  r " (")  -  g(x)
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Les vecteurs e;(r), i  = 1, . . . ,  n sont l inéairement indépendant' cl 'après I 'hypothèse(cR)'

5- En Posant
P( t )  :  [ t r ( " ) ,  " ' ,  e ' (o ) ]

qui est une matrice inversible par construction'

6- on obtient la matrice ligne à coefficients variables

F( r )  -  F 'P - r ( x )

7- et une commande non linéaire

u ( r )  =  F (x )x

Le système bouclé s'écrit alors sous la forme suivante

i :  Ax  +  F (o ) rg ( z )
-  (A + e(æ)F(r ) )c
= M(r )x

(4 3)

par construction, Ia matrice M(r) - A + 9(r)f' (r) a' pour tout c' le spectre choisi

au  déPar t ,  (À t , ' . ' ,  À " , ) '

Notons que cette construction est aussi valide pour les systèmes non linéaires de Ia

forme i - A(x) * ug(x), oir A(r) est une matrice carrée à coefÊcients variables'

Enapp l i quan t l ' a l go r i t hmeprécéden tà lapa i re (A ( t ) ' g (o ) ) ' onob t i en tunemat r i ce
ntt.\io.rt t", valeurs propres sont choisies à I'avance'

Rappe lonsquedans [22 ] , l ' i déeduPPNLaé téapp l i quéeavecsuccèsàdessys tèmes
bilinéaires Plans

i -  An luB t

Les résultats obtenus sont, à un difféomorphisme près, similaires à ceux du cas linéaire

avec Ie même spectre: le système bouclé

t '  =  (A+ BxF(x) )æ

est un système homogène d,e degré I ayant des propriétés spectrales très semblables

au cas linéaire.

(4.4)

4.2.2 Quelques remarques

Remarque 4.1 Si on note f (x) = M(x)æ et J(x).

i ,", important d,e noter que M(x) est différente d'e

m,atrices non pas le mêrne spectre (cf. eremple /1.1).

- (Df)", la Jacobienne ile f '

J ('x), d,onc à' fortiori les ileur
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La condition du rang (cR) est satisfaite en tout point du plan

53

Remarque 4'2 Contrairement au cas linéaire, le choir d,'un.spectre constant à partieréelle négatiue pour..la 
.matrice Ùl(x) n'.ass'u,re pas à priori la stabilité asymptotiquedu système bouclé (4./r), et cera même d,ans re ,os o,i'(4 4) est ho.mogène d,e d,egré r,(uotr le contre eaemple dans [2p]).

Remarque 4.8 Le système boucré (4.4) 
", 

peut pas être consid,éré comme un sys-tème l inéaire non-autonome auec M(x(/)): M(t), car les coeff icients de M(a(t))dépendent directement de {t) et donc d,es cond,iiions initiales contrairement au co,snon-autonorne' De plus il est bien connlr que pour un système linéaire non-autonom,e
i(t):  M(t)x(t), Ia condit ion Re(speM(ti) < o, vt n, iÀphque pas ra stabil i té 'symp-totique du système.

Remarque 4.4 Dans_ le cas où A(0) I 0 et g(0) + 0, re feed,back (/.s), stabil ise
au moins localement le systèrne (/, p) Ir s'auère que Ia partie principale de (/.3) auuoisinage de zéro est égale au feedback linéaire u[a) obtenu po, ppi (auec un rnêrne
spectre) appliqué au linéarisé de (/.p) au uoisinage de zéro.

En effet, supposons que le feedback (4.3) est Cl dans un voisinage de l, origine(ce qui est assuré par la condition du rang en tout point c e v). par le développement
de Taylor en u : 0, le linéarisé de (4.3) ul 0 est ue(c) = F(Q)c. par suite, il est facilede voir que par construction, ̂ F(0) = F'(O).p-tifi) 

': 
F, où F est la matrice ligne

constante que I'on obtient par ppL appliqué. à i _ A(0)a + u9(0). Ainsi,

uo(æ) = ulx)

Par conséquent (4.4) a pour linéarisé en zéro le système

r -  A(0)r  + u1(o)e(0)

qui est asymptotiquement stable par hypothèse si on choisit un spectre à partie réelle
négative' Le système @.{ est donc localement asymptotiquement stable d,après le
théorème de 1"'" approximation.

Exemple 4.1 Considérons le système suivant:

r: ( I 
-,t 

),*,(";'î' ),,= 1;;)€ lR2 (4.5)

detfAg(a), g(a)l = e2', + sin2 a1
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Clhoisissons le spectre -1t2. En effectuant les constructions précéde'ntes, on obtient
le feedback non linéaire suivant

u(r )  :  
1( tÉ"2 -  e 'zxz -  (xr  *  rz)s inr r )  

(4 .6)
ezrz + sin2 11

Le développement de Taylor en 0 donne

u ( r )  - u (0 )  +  (Du (x ) ) sx+ . . .  -  0  *  4 ( r1  -  r z )  *  . . .

donc le l inéarisé en 0 de u(r) est

' o ( " )  : 4 ( x r - * r )

En appliquant maintenant le PPL, avec le même spectre -1+i, au l inéarisé en 0 du
système considéré, on obtient

F - (4, -4)

d'où
, { r ) -Fx=4 r1 -4x2

On a donc bien
u,( r )  -  uo(r )

x2

? n

z v

/i

\

I
-10  

I_ - 1 0 :J 10 
r'[

-'--)\

x1

2 0

Ftc. 4.1 - Portrait d,e phase du système bouclé (4.5)(4 6)



Chapitre 5

Stabilisation homogène par PPNL

L'objet de ce chapitre est d'appliquer le PPNL à des systèmes homogènes et quasi-
homogènes plans. La première section est consacrée au PPNL à spectrl constant. En
plaçant les pôles sur des valeurs propres réelles négatives a, g, on montre dans un
premier temps que le PPNL appliqué à des systèmes homogènes à dérive linéaire four-
nit des lois de commandes homogènes stabilisantes. Ensuite, en appliquant le ppNL,
avec un spectre toujours constant, à des systèmes homogènes à dérive non linéaire
de degré 1, on obtient aussi des commandes homogènes stabilisantes analytiques sauf
peut être en zêto.
Dans la deuxième section on considère le PPNL avec un spectre variable: les pôles
sont placés sur des valeurs propres dépendant de la variable d'état æ, )1(c) et À2(z).
On montre que le PPNL appliqué à des systèmes homogènes les plus généraux
(resp. quasi-homogènes) permet de construire des commandes homogènes (resp. quasi-
homogènes) stabilisantes.

Les résultats de ce chapitre sont démontrés en se basant principalement sur un résultat
connu de la stabilité d'un système homogène plan [30] donné par le théorème suivant.

Thêorème 5.1 [30J soit Ie système d,iférentiel suiuant défini d,ansF{2:

ù=f (x ) ;  o€ lR2 (5 .1 )

où f e Ct(R'\ {0}) n C0(R2) un champ de uecteurs homogène ilegré k > l.
L'origine est une position d'équilibre asymptotiquement stable pour (5.1) si et seule-
ment si I'une d,es d,eut conditions suiuantes est satisfaite:

(i) la restriction du système à tous ses ro,yons hornogènes inuariants (sous espaceE
inuariants de dimension 1) est asymptotiquement stable.

(ii) Le système n'admet pas de rayons homogènes inuariants et

DO
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/ r "  i n  g )
ro d6f

où (p,0)  sont  les coordonnées pora i res r r  =  pcosd,  rz :  p  s ing et  Tr( r r , r r )  =
Pr+' f  ,(cos 0,sin0), fr(rr, rr)) = pk+, /r,rcàrd, sin d)

Le résultat précédent se généralise facilement aux cas des systèmes homogènes vis à

iT 1'ï:dilatation 
non standard di(r) = (e"r r1,e,2x2) en considérant le changement

de varlables

rt : P"t costt d t t2 = p'2 sin'z 0

et Ia norme définie par

l l ' l le -  (1",1* +@rl i1i

Dans ce qui suit, on appelera rayon issu de r # 0,l,ensemble IRî". soit ^g,-l lasphère unité de IR". alors

z r : lR" \ {0 }+S" -1
t'*m

est la projection canonique sur,s^-1. pour tout o Ë n", on notera par rr le vecteur
) . c , 1  (  o  i  toenn r  ou .  

\  
_ ,  0  ) r .

5.1 PPNL à spectre constant
L'objet de cette partie est d'appliquer le PPNL avec un spectre réel constant (c, B)à des systèmes homogènes plans. Rappelons que par construction, le système bouclé
s'écrit 6 - M(æ)c où la matrice M(r) a pour valeurs propres a et B. Nous allons
montrer que s'il existe un rayon homogène invariant, alors le choix a < 0 et p < 0 fait
que le champ de vecteurs 3 + M(æ)x est rentrant sur ce rayon. Le système bouclé
obtenu est alors globalement asymptotiquement stable d'après le théoreme b.l.

5.1.1 Systèmes homogènes à dérive linéaire
Considérons le système plan suivant

i :A r *ug(x ) ;  c€ lR2  u€ lR (5.2)
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) t

où  , {  €  Mp ,4 (R)
homogène de degré

et  s  €  Ct (R. ' \
Ëz € IN. Notons

A: ( 1
\ o

{0}) n Co(R') un champ de vecteurs rationnel,

; )  '  n= ( n')
9z /

Sous l'hypothèse du rang:

(CR)  det [Ag(x) ,s (x) ]  #0 ,  Vx€IR,2 \ t0 ]

En appliquant I'algorithme du PPNL au système (5.2) avec le spectre constant
(o,9) € (R- x R-), on obtient la matrice l igne

F(r)- 
ffi(F,(r)'Fzlx))

où

F ' ( r )  =  -b (a+  d -  a -  p )g (a )+ (o ' *bc -  a (a*  B)+  ap)s2(x ) ,
Fr(r) : -(d, * bc - d(a + g) + 

"i lg,(r) 
* c(a * d, - a _ i lgr@)

d'où

u(æ) = F(x)x (5.3)

Le système bouclé est donné par

ù - (A + s(a)F(r))" -  M(x) x (5.4)

Remarquons que Fr et Fz sont des fonctions homogènes de même degré ,b2 et que
det[g(x), A S(*)] est homogène de degré 21c2. Donc le contrôle (5.3) est homogène de
degré | - kz.De même, les coefficients de la matrice M(r) sont homogènes de degré 0.
Le système (5.a) est alors homogène de degré 1. Par construction, les valeurs propres
de M(x) sont constantes et égales à (o,0).

Remarque 5.1 Dans le cas où k2 ) I, le contrôle (5.3) n'est certe pas continu en
zéro, mais cela ne pose o,ucun problème d,'etistence et d'unicité d,es solutions puisque
le sgstème bouclé (5.j) est homogène de degré I et donc au moins continu ù, I'origine.
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Dô

Nlaintenant, nous a'ons montrer que s,ir existe un rayon homogène invariant pour Ie

système boucié (r.îË;rr'r-" it oi*^a;' ;il;;;;'op'"' de ivr(r)1trict1111t négatives

fait que le champ de vecteurs r F) Mô;;t :*::ïîï;:X; ;îiÏl' 3ï:

d.,après (i) du ,uuJu*" b.1, I'origine est asymptottque

alors le résuitat suivant'

Lemme 5'L Consid'érons le système plan suiuant

x --  M(x)æ; r  e IR2 
(5 5)

oùM(r )es tunemat r i ce fonc t ' i onne l leùcoe f f i c ien tshomogènesd ,ed ,egré lcz0 .
supposons *' *t'.i";;;;"il::;; ;'"pres c:'onst"i"- ;nut,,s nésatiu'es a' B' si' te

sustème (5'5) ';;, i  ou *oi,, un ,oyoi homogène..imuariant, alors l,origine est un

foint d"équilibre slobalement *o*'''IiiàeÀent" stable pour (5'5)'

preuve. Soit R+'ro un rayon homogène ttlt]:1îj,nour le système (5'5)' Donc au

point c0 le champ de vecterrrr, * lf-ic)r est radial'par rapport au cercie Sl' i'e'' îl

ex is tep€Rte lque :  M( ro )co  =p îo

Le vecteur ro est alors un vecteur propre T::tlui 
l'une des valeurs Dropres de la

matrice M(ro)iôon c, p =o (ou Ë1.i.î*,riction; it.;iu,r roroo t'o*ogèo" IRt'r.

s,écrit alors sous Ia forme 
x = p î 

(5'6)

commeparbypothèse,o-et,{-,:î: j},*,ïî11:ï*5î:lËï#":* 
ji:i

J* 
-Jon"^ 

giobalement asYmPtott

(i) du theoreme b.t t,or'rgine "Jï;;*"à 
uo"'iutl-uiv*ptotiquement 

stable pour

ie sYstème (5'5)' yariants pour Ie

ï:,;3l",:.,p,dïJ"'llîffi i"îi:"":*:xxiJi"'-':ï:'ii*;;;n;â"s"'t
pair et r" "*îtii"i"g'e 

de g est impair'

Théorèm e 6.2 Supposons que la cond,ition 'u rang est réalisée en tout point x de

n'\ {o}' Sl . ' +n,,tt snectre réel constant

[?,ui,. iw :T:i":'::,i,!;:;"r;,,iî,!Ïîl,ii;:;i'i]i^lii;;;i'e 
a t'orisine

(ii) le d'egrék2 est irnpair' 
alors pour un 

*o:':'onuenable 
a' (?lÉ) e (rR- x B'-)' le

ssstème boucré (s.4) est *ori,oîoî*î"*rnt ,truti'"ii'ilrr'stn'" it ta cond'ition suiuante

est satisfaite:

(") (g(')'"t) change d'e signe 'u" IFi'l \ t0)'
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Preuve. Sans perte de généralités, supposons que le. champ de vecteurs g est poly-

nômial. D,après le lemmË b.l, l,étud" i" tu stabilité du système bouclé (5'4)' revient

à déterminer l,ensemble des vecteurs pour lesquels le. champ défini par (5'4) est ra-

d.ial par rapport à,91. Cela revient dànc a chercher les solutions dans n'2 1{O} ae

l 'équation 
sin(fr) = sin(M(r)c, r) : Q

or '  (M(x ) r ' rL )
sin(M(r)o, r) = 

ilMoo1il-l;ll
On n'est donc amené à résoudre dans IR,'\ {0} l'équation

q (c ) - (M(x ) x , t ' )  =0

Un caicul simple montre que q(c) s'écrit sous la forme suivante

PJr) x Pp(x)
q(a) = a"t1sçr1,Ag(t)l)

ou 
P'(") = (bcr + (d - o)c2)g(c) + ((" - a)xt - cx2)s2(x)'

Pp(x) - (br, + (d - g\',z)r'(îl+ ((B - o)rr - cx2)s2(x)

Il est clair que &(") et Pp(r) sont des polynômes homogènes en (c1'c2) de même

degré kz*1.

( i )S ik2es tpa i r ,a lo rs lenuméra teurdeq( r )es t -unprodu i tdedeuxpo lynômes
homogène, a" *cL" â"gre impair. ooo. t'eô,rutioo (5-7i admet au moins deux solu-

tions reelles distinctes lorsque a + p. e* .o"tequent, le système bouclé 5'4 admet au

moins deux rayons homogènes invariants, il est âonc globalement asymptotiquement

stable, d'aPrès le lemme 5'1'

(ii) si k2 est impair' alors Po et Ppsont homogènes de même degré pair que I'on peut

écrire sous Ia forme suivante:

P , (c )  =  (  (Â  -  d  B)c ,e (c )  )  ;  Pp( ' )=  (  (Â  -  P  B)c 'g (c )  )

(5 .7 )

avec

Â= (i, j") er B= (i' à)

onsai tqueparhomogénéltêP,_2rPpsontdesignesconstantssurtoutrayonissude
I,origine. Donc il;fÊ; d'étudier f""r, ,i'o"' t" Ëog du cercle 'St = {t € IR2 : lltll =
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1). Le problème revient donc à montrer que
point zo de ,Sl. En effet, on a

Chapitre 5. Stabilisation homogène par ppNL

P"(r) ou Pp(r) s'annule en un certain

Vc€,5 r ,  l im
d- ) -oo

alors,

vr €.sr, 
"gg- ry 

- (Br,g(x)) = (rr,g(r)). (5.8)
Donc, d'après I 'hypothèse (a) du théorème 5.2 ((nL,g(r)) change de signe) et la
relation (5.8), on en déduit

tqa(c1 ==+*9to
d.

tq  c (  . ,2+P" ( ' )  <0 .
-d.

Posons oo = min(or,o.2). Alors, pour tout a ( os,

P" (y )  )  0  e t  P " (z )  <0

Finalement, par continuité de P, sur ,S1, on a

Vo ( oe, I co € ,Sr tq p,(ro1 _ g

Par un raisonnement analogue, on montre que

f  0o<0,  V9<9o,3  yoest  rq  pB@o)_o

Le système (5.a) admet donc au moins deux rayons homogènes invariants pour un
choix convenable de (o, g), (i."., a et p négatifs, suffisamment petits). par conse
quent, I'origine est un point d'équilibre asymptotiquement stable pou, (s.a;, d'après
le lemme 5.1.

Remarque6.2 Dans le cas où g, et 92 sont d,es fonctions rationnelles le thé,orème
s'applique. En effet, soient 9r(æ): H et g2(a)=*,où n et q; sont d,es po-

tvnôrnes homosènes auec q1(x) qr",ql'oç, t 0;. or^l:fr' ,t q2 s'ont a, a"sæ, pairs.
L'équation (5.7) s'écrit alors

Q"(r) x Qp@)

f v e St,  I  o1 (  0

JzeSt ,  l o ,2  10

q(a)  = -b a)q2(o)2 + (o - d)pr(r)pr(a)q1(x)q2@) + c x)q?(æ)
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où 
Q"(r)  

-  (bor + (d -  a)r2)p1(r)  qz@) * (("  -  a)xr  -  cx)p2lx)q.1(x) '

QB( r ) - - (b " '+ (d -Oxz)p r (o )qz (z )+ ( (B-a ) t t - cx2)p2(æ)q ' ( " )

l 'erpression q(x) est bien d'éfinies'" IR'\ {0} puisq ue la'condition (CR) est satisfaite'

D,autre part, comme ly et 9z sont no*"'gèàil il' *ê*' d'egré k2' il est facile d'e uoir que

tes potynôm,, o, i)- i'o' ii 'ont .h";;;;;;; 
d'' *ê*" (Jn'n'-Donc' 

Ie 
'numérateur 

de

q(x) est toujours 
"- 

o'"aA' 7' 
d'y',pot'nu*"' .hornloè,;s 

ile même degré pair (resp'

impair) sik2 est ;"i 1r:rre irnpair). P"or ronséquent, Ie théorème 5'2 s'applique'

RemarqueS.Sl lest importantd 'erernarquer.oue's i j  
spectred'eAestcomplexe, la

conilition de rang (CR) est réalisée ;;;;";-potnt d'e É ({O} tl et seulement si g(x)

]oi*"t pas ile point fiae autre que zéro'

Enef fe t ,Aétan tàspec t recg l {execon jugué,donce l len 'admetpasdevec teur
propre réel. Ir ,,";;ir; e detlg(i), eg(æ))'{0, pourvu que 9(c) I 0'

I lexistedoncuneclasseassezlargedesystèmes.{etype(5'2)pourlaquelleiacondition
du rang est satisfJ[-et qu'on pèut dÀc stabiliser par PPNL'

RemarqueS.4SiAauneuo leurproprerée l lenégat iue ,a lo rs l ,hypothèse(a)dans
le théorèrne S'Z ef,t omise' D'où Io proposition suivante'

Propos i t ionS. lsupposonsqueAai lmetuneva leurproprerée l lenégat iueet -que
ges tun"ho*p .d ,u " " t ,u , ,no*ogene i le i l eg ré im,po tn , .S i lacond , i t i onCRes t
sotisfoite en tout point : + 0, 

"'lT"'1" 
'ii'î'i'-fi gi-etst siabilisable par un feeilbock

homogène de d'egré | - kz'

P reuve .So ien tÀe tp r l esdeuxva leu rsProPresdeAavecÀ<0 .So i tP lamat r i cede
changement d.e base dont les vecteurs 

"tlooo"' 
sont les vecteurs propres de A' Dans

iu oo"ou"tt" base le système (5'2) s'écrit

x - Dx + u0',) 
(5'9)

où D = iliag(\ç) et ?t = 
l--'(goP)' 

Choisissons le spectre (À'p) € IR- x lR- pour

M(*).En appliquant lJ PPNL u" 
""J*" 

li-nl' on obtient la matrice ligne
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et I 'expression (5.2) devient

q (x )  =
det[s(æ), Dg(r)]

d'où

u(x) - F(r)x - 5(-rr + xz)(72r + xræz + x3)

et le système bouclé

on a manifestement q(x) - 0 si z2 = 0. l'axe des abscisses est donc un rayon homo-gène invariant et la preuve est complète d,après lelernme i.l.

Exemple b.1 Considérons le système suivant

i :Ax *ug (x ) ;  l r € lR2
o ù  

,  * y \ & )  r  r € r r l  ( b . 1 0 )

A: ( : , t )  ,  g@)= ( ,?- , , , \
\ 1  L  )  \  " r ' z  /

Remarquons que le système (5'10) n'est pas stabilisable par une commande régulière,car son linéarisé en 0 est i = Ax qui est instable, .i aoo. les conditions nécessairesde Brockett [1JJ ne sont pas satisfaites.
Puisque A est à spectre complexe et que g n'admet pas de points singuliers autre que0, la condition du rang (cR) est donc satisfaite pour tout x + 0.
Maintenant, supposons que les pôles sont placés sur le spectre (_1, _2). par ppNLappl iqué à la  pa i re (A,g(r ) ) , ,onobt ient

i  -  (A+ s(x)F(x) ) "  =  M(a)x
Un calcul direct monrre que

(5 .11)

q(x )  :  (M(x )x , c r )  =
(e i -3ei)(-zf+zr!)

ai -x ix l * r l
En considérant le numérateur de g(c) comme un polynôme Qtr r2,on vérifie facilement
que l 'équation q(z) = 0 a deux solutions réellesr o2 _ (|)à ,r, r, = (l)* 

"r. 
Doo"il existe deux rayons homogènes invariants. pr. .oore'jl"ot, l" ,rr*urI" (b.11) estglobalement asymptotiquement stable à l'origine, d,après le théorèm e 5.2.
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Frc. 5.1 - Portrait de phase du système bouclé (5'11)'

5.L.2 Systèmes homogènes à dérive non linéaire de degrê 1

Dans ce paragraphe nous considérons les systèmes plans

t : f ( r ) *ug(c )  ;  te lR2 ,  u€ lR (5 .12)

ôu / et g sont des champs de vecteurs rationnels homogènes de degrés respectifs 1 et

kz20 a. ,ec / ,e  € Cr( lR2 \  {0} )  n  Co(R2) '

On sait (formule dtEuler) que la fonction / est liée à sa jacc,bienne (Df)" par la

relation /(") : @f)" æ. Le système (5.12) peut donc s'écrire scrts la forme

r t  -  A@)x*ug(x)  i  æ e lR2,  u  €  IR (5 .13)

où A(æ) - (Dn, et dont les coefficients sont des fonctions homogènes de degré 0'

Le but de ce paragraphe est donc d'appliquer le PPNL, avec un spectre constant, au

système (5.13). Notons

63

Sous I'hypothèse du rang:

(cR)

A(") = ( ;[;] ;l;l )

det [A(x )g (x ) ,g (x ) ]  I  0 ,  Vx  €  IRz  \  {0 }

en appliquant I'algorithme du PPNL à la pair (A(")'g(t)) avr:c le spectre constant

@, gi € iR- t IR,-), on obtient la matrice ligne fonctionnelle
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ou

Fr( r )  =

Fz@) =

d'où

et le sYstème bouclé

' ( r )  =  F \x )x

;  = (A(r)  + s(c)F(r))"  
= M(x) x

-b ( r ) (o (o)  +  d (c )  -  d  - ' r3 )g ' ( " )  +

('iï ' l '*b(r)c(r) - o(r)(o + il - a'J)s2@)'

l1)'("1 iai'),(") - d(r)(a + p) + or3)g'(")

.t)lt)t"l + d(r) - d - ilg'@)

(5.14)

Commedanslecasprécéd1. l î11' l "nstruct ionlecontrôle(5.14)esthomogènede
desré L - kz.Don., ie système b"".Ëil.iil *i n:i:*li" àe degre 1' De plus' on

,,erifie que les "1";;';';p':t 
d1'vl11ità"t tottsl.ntes iitttr"t 

i 1à' rr)' Les résultats

du paragraph" p;;;i""; s'appiiqueot loot au système (5'12)'

Exemple 5'2 Soit le système homogène plan su'ivant

I ,, 
= 

#r- 
x2*u tr

[ ; r =  x 1 * 2 t z - u 1 2

Par la formule d'Euler on obtient

1 r'z,(xi+t:?) -@1i:-:;Y 
2olæz \

A(o)=lc?*# )
\1

(5.15)

(5 .16)

et on uo*rnr*r,,A(r)9(æ)l 
=-

Le numérateur de d'etlg(x)'A(æ)9(c)l 
est un polynôme homogène défini négatif' En

efiet' posons 

p(x) = x\- r\t2+3ælæ2'* rlfz+zæltl-2stx5'+ 
,,62
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i  :  f (x) + u(x)s(æ) = M(x)x (5 .17)

Par un calcul élémentaire, on obtient

q(x) - (M(x)x,or) : -(x1! sxl:z + +:\xI- xi)Çî \z:lyz + axryï - 
!t)'  r l  -  xlxz + }x!xl  * æ31x1+2ælxl.-  2xpl4

Considérons le numérateur de q(o) comme un polynôm e erL z2. Le calcul montre que
l 'équation q(x) = 0 a quatre solutions réelles: 12 - -0.1g4 x1, x2 = 4.2g5 tr, 12 -
-0.14 xl et î2: 6.187 c1. Le système (5.17) èdt donc globalement asymptotiquement
stable à I'origine, d'après le théorème 5.2.

0â

s i  11  :  0 ,  P (c )  =  rg )  0 .  s i  æ1  f  0 ,  en  posan t  g : ' ? ,  p (z )  au ra  l e  mêmes igne
q t re  Ie  po l ynôme Q(0 )  =  |  - 0+J02  +03  +2g4  -20 t '+gu ) .  f " ca l cu l  mon t re  que
m :  (0 .151 ,0 .921 )  es t  I ' un ique  po in t  m in imum d"  e .Donc  e@)  >  0 ,va  *  O . -La
condit ion (CR) est donc réalisée en tout point de IR2 \ {0}.
Choisissons maintenant le spectre réel (-1, -2). En appliquanr le ppNL à la paire
(A(r, g(r)), on obtient le feedback homogène suivant

u ( r )  -\  . /  - ( r1 -

d'où le système bouclé

xz

Ftc. 5.2 - Portrait de phase du système (5.17).
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5.2 PPNL à sPectre variable

NousavonsVuauparagrapheprécéden tquemêmes i lamat r i ceA( r )dusys tème
(b.13) dépend a" 

", 
t" p;ptlt *:. ;.;".t." constant, appliqué à (5'13) fournit un

feedback to*ogeri",iuUiiirurrt. ll "ri 
Jào. 

"utt'rel 
de t" àà*under si le PPNL peut

stabiliser des systèmes homogèo", pi* Sénéraux de type * - fQ) + ug(r)'Par Ia

formule d,Euler, ces systèm", '",-,u"Ïi r':..* ;;;t i. i;t* e i = A(e') r + u'(t)'

Danscet tepar t ie ,nousa l lonsdoncapp l iquer ,sous lacond i t iondurang ' lePPNLà
la paire (A("), r(;;:p;;r obtenir r"à ."à*ande homogène donc un svstème bouclé

homogène, or, 
"ri 

'u*"'cà 
choisir ;; r** uariable''homogène et défini négatif'

D'où donc l,idée du ppNL a ,p."t"à variable qoi 
".t 

i'ou;et des paragraphes

suivants.

5.2.LSystèmeshomogènesàdêr ivenonl inéai rededegrêim.
pair 

. 
lérons les systèmes homogènes plans de type

Dans cette section nous conslc

' - f ( x )+ug( t )  i  t e lR2 'u€ lR  
(5 '18 )

o i r /e tgsontdeschampsdevec teurshomogèae.sdedegrésrespec t i f s21ra*1etkz
u,r"t ,b, 20,k2) 0.Rappelons (formule d'Euler) que Ie tiu*p de vecteurs / vérifie la

re la t ion Ï | * ) :# (D Ï ) , roù (Df ) "es t laJacob iennede f .Lesys tème(5 .18)

peut donc ''etrirïàouJlu fot*" suivante

s = A(x)æ+ ug(o) 
(5 '19)

oùA(c)=#QÏ ) ,e tdont lescoefE 'c ien tssontdes fonc t ionshomogènesde

d,egré 2tet. Le;ïf Jr;;o" a''pptiquer le PPNL à la paire (A(")' g(c))' Contraire-

ment aux deux cas précéd*11'o1Tiffi t:!ift::: 'o"'o spectre constant négatif'

ici la constru.tion à,un feedback hàmogène et dooc d'un système bouclé

| = M(x)x

homogènedemêmedegrêque fex igego" l î va leu rsp roPres 'À , ( x )e tÀ2 (x )de
M(*) ,oi""t à"' it""'i"i" h;;";;;t i" ,,,e-lJ"gte que A(c) D'autre pa'rt'

nous allons montrer qu. .'il."x;;;; rayon lt*oge""i*i-ti"*'r."tors 
le choix de

Àr(") et À2(c) définies negatives-*r"* rt stabi[tJ;ymptotique du système bouclé

a  =  M(a)x .
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Notons

4(r) -- ( il:l ;l;l )
So ien tdoncÀ1 ( r )e tÀ2 (c )deux fonc t i onshomogènesdemêmedeg rê2 lqe t '
dêfinies negativJs. S;;J tu .o*ditii;; *os (Cnl' en appliquant le PPNL au

svstème (5'le) ""ïi" 
';";* i^'t"liit"ll^'; 

àuti"nt la matrice ligne

F(x)-ffi(Fr(r)'r'("))

otI,

r , (c)  =  -b(o) (o( r )+ d( r ;  -  À ' ( " )  -  À ' ( " ) )g ' (c)  +

(o'(") + b(æ)c(c) -  o1"j1r ' tr)  + Àz(c)) -  À'(r)À2)s2(æ)'

Fz(x) = 
;Kfàliçjll;[;lll;,;i1i" 

+ Àr(r)Àz('))e1(') +

5.2. PPNL à sPectre variable

d'où , ( " )  -  F(r)x

on a alors le sYstème bouclé

i  -  (A(x)+ e( r )F(r ) ) "  =  M(t ) r

(5.20)

(5.21)

I lestfaci ledevoirquelescoefÊcientsdeF(r)sontdesfonctionshomogène-sdemême
degrê 2ter_*r, ao.ïîl .J;ilts.zolilirririrrËu'.a" {esré 

2ter*r-kz' Le svstème

bouclé (b.21) *, à""" ùien homo*èn"ï" à"S'; 2tet * t'b" plus' 'par 
construction'

tes vateurs nronr"r"ïJ^;î;) 
;;{ 1t"i "i 

lrËl' Par conséquent' s'il existe un ravon

homosène io'"u"i"it'i;iiâ;'i' '#;;ilffi" d'-"v'ieme à ce lavon est de la

f o rme  i=À i ( r )  x i i =1 ,2

ce système scaraire est asymptotiquement stabre, puisque res À;(r) sont des fonctions

dêfinies nesativesi"o;;rî;;ioto* 
r"''-*ttt suivant' ;;;;s"" àu théorème 5'2 dans

le cas où le champ / est homogène aiï"stu impair positif quelconque'

Théorème 5.3 Supposons que lo cond,ition d,u rang est réolisée en tout point x d'e

n'\ to)' sr 
,t ^-)n nrnrc no,r,r tout spectre homogène' d'.é.fn.i

l),','*',nli1,i,'f,Tiffitn,nl: !;,lu:,J: ,ïi,,iiî; iii:'i"::';;"oidnï';**t staite en t'or'l'

gine;
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(ii) /e d'egré k2 est impair' si la cond'ition suiuante est satist'aite

i;i tn!l::.ir^,,,!::::,li,l"Ï"^ïa3,)#L- osènes, dér,nies nésatiues, te svs-
alors pour un cnox!

tème (5'21) est asymptotiquernent stable en I'origine'

Preuve. Le schéma de ia démonstration est essentiellement le même que celui du

théorème 5.2 à savoir:

Pour montrer l'existence d'un rayon invariant' on étudie

q(x)  = \M(x)x 'æL) 
(5 '22)

Le calcul montre que q(r) s'écrit sous la forme suivante

Pt(")  x P2@)
q(x )  = ffi)e(")l)

avec

P,(")  -  (b(r)zr  + (d(r)  -  À1(c))c2)g'(")  + ((Àr(")  -  o(r))r1 -  c(x)x)s2(x) '

Pr(r)= (b(r)r1 + (d(r)  -  À2(o))o2)gt( t )  +(Àz(r)  -o(c))æ1 -  c(x)x2)92(æ)

Lespo lynômesPre tPzsontce t te fo ishomogèuesdemêmedegré2r / r . *kz* l .on
ffi;;;" donc deux cas suivant Ia parité de kz'

( i )S ik2es tpa i r ,a lo rs lenuméra teurdeq(c)es tunprodu i tdedeuxpo lynômesho-
mogènes d" mem"îLrui*n.rr. o";;;"i .to* de la mêmefaçon qu'au paragraphe

5 .1 .

(i i) Si Ic2 est impair..Le choix Àr!c) = ollr l l2È'et À2(c) = Pllt l l '* l '  a:ec (o,'9) e

(tR- , tR-), p"rriJ-d,odupt", t" roir'o*"];i d" It dâLinstration du théorème''Z'

En efiet, Posons

Â(") =(llilr jlil,) , B = (j, l)
Le polynôme Pt(c) s'exprime alors sous la forme

Pr(r) ;  ((Â(o) - a B l l" l l ' * ' )  " 'g("))

On a alors, Pour tout r € Sl'

"qr-W
=Br
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d'où I 'existence d'un point ro € ,51 tel que &(ro) : 0 et la preuve est complète
d'après le lemme 5.1.

Exemple 5.3 Soit le système suivant

(  i , .=  r f  +u (x !+J : r )
I

1 rr:  r3r -  t l  a u @?: t ï-x\ (5'23)

\  u i + r i

e1q:(,ï  o" )- 
\ '? -'Z )

La condition (CR) est vérifiée en tout point de IR2 \ {0}, puisque

det ls(x) ,  A(x)s(æ)l :  - ( r? + x| ) (x l  + , l )  < 0,vr  I  0.

Choisissons les valeurs propres: À,(c) - -(nzr+a7), Àr(r) = -'?:'3. En appliquant
le PPNL au système (5.23), on obtient

F,/r) _ ( _sx? + sæ:lxz, + exlal + sx?x8 + xE2 r?(-", + rz)(r, + rz)\- \*/  
\  z(xl + ,Dz(û + rn ' .  '  2(*1+ , i l  )

d'où,

^.t ̂\ _ rr(5c? * xla2 + Sxlal + æ5rx3, + Salxl - *l,rl + Sxlxl - apl+ rB)u \ r )  -

et on a le système bouclé,

i  = (A+ s(r)F(a)) '  -  M(x)x (5.24)

Un calcul simple montre que

q (x ) :  (M(æ)a , " t )  =

xlxt + æz)(xl + 2x?xtr + xtr)QaT + xlxz + xlaï + alal + 4xial - x?ætr + xpE - xI)
-2(* ' r+r l )s(xl+rt)

L'équation q(a) - 0 admet deux solutions réelles évidentes: (0,12) et (o1,-o1). Le
système (5.24) est donc globalement asymptotiquement stable à I'origine, d'après le
théorème 5.3
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Frc. b.3 - Portrait de phase du système bouclé (5.24).

Remarquons que pour le système (5.23), il est difficile de trouver une fonction de
Lyapunov homogène 7 tel que

(sradV(x),g(r)) = 0, o # 0 + (sradV(æ), /(r))  < r)

Le théorème 13.7 dans [8] est donc difficile à appliquer dans ce cas.

5.2.2 Systèmes quasi-homogènes

Au paragraphe 5.2.1, nous avons montré que pour les systèmes homogènes le
PPNL fournissait des commandes homogènes stabilisantes si on consicièrait un spectre
(defini) négatif convenablement choisi. Dans ce paragraphe, nous allons généraliser ce
résultat à des systèmes homogènes par rapport à une dilatation non stanàard. Notons
que si un système homogène par rapport à une dilatation non standard est localement
asymptotiquement stable alors il I'est globalement [5t] et exponentiellement [39].

5.2.2.I Prél iminaires

Soit r^: (rr,!r) où les ri sont des entiers naturels tels que r; ) l,tl = 1,2. posons
d! : lR2 4 R2, la di latation définie par ôi(o) = (6rr x1,€r2x2), ,  > o. Rappelons que
le vecteur d'Euler associé à dj est défini par u(x) = (rlcr, rzrz)r. pour tàut c € É.2,
on note lltllc la norme définie par lloll5 = (D lc;1i;à er S5r désigne la sphère unité
6-homogène, .95r = {u e lR2,l lr l l t  :  1}.
Les solutions de l'équation différentielle i = z(c) sont les rayons d-homogènes définis
par I 'ensemble {ôj(ro), € } 0, o0 € S}} (cf. [39]).
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Une fonctionV(x),ô-homogène de degré k, (V(6[(x)) = erV(x)) vérif ie

Vx  f  0 ,  (VV( r ) ,  u (x ) )  :  k  V ( t )  (5 .25 )

Considérons donc le svstème suivant

i - f@)+ug (x ) ,  r € . lR2 ,u€ lR  (5 .26 )

avec f et g des champs de vecteurs dans IR2, ô-homogènes de degrés respectifs k1 et
k2 avec kr 2 0. D'après la relation (5.25), on a

1
f ;@)  -  

ù ,Yf ; (x )  
u(æ)

f; étant la i" " composante de /. Le système (5.26) peut donc s'écrire sous la forme
suivante

* - A(x) rz(x) + us(x) (5.27)

\^ , ,  (vÂ(")  v / r ( r ) \ t : ,
où A(r) = (*, fr , ffi1 , i.e., les coefficients de A(c) sont donnés par

a;i@)=# fro,
Les coefficients o;i(c) sont des fonctions d-homogènes de degré ley I r; - rr.

En effet, le champ / étant ô-homogène de degré k1, i.e., /'(61(")) = eÀr#"i11r),,i =

1,2, donc d'après la relation (5.25), on a

. I .- ô/,(t) , \f ; (x)=*,* , \Ë, , r , l t  ve>o

On en déduit,

af,\I@) ui6i@\: r,, oft4i\r)) ,,61' orj

= 6lrfr;  W ,1@)-e  
o r ;

d'où,

A/ , (ô l (c) )  _  
"k1! r ; - r ,  

ÔT;@)

\ri 
- e 

7ri

' f 1
l l
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5.2.2.2 Construction du feedback
comme dans les cas^précédents, nous.allons appriquer le plNL au système (s.27).En tout point de r € R' \ {0} où la.condition du ï"og 

"rt 
réalisée, on construit unematrice fonctionnelie F(c) i"û" qu" r. *.tri* u""jËl no(rl= A(x) + s(x)F(a) aitun spectre (À1(z),.À2(z)) d-homogen-;, f ixé au oao""l 

!.1.forme du ,yrtem e g.27)suggère qu'un choix naturel du .oitrole candidat ai" ,t.ulrisation de ce système estle feedback d-homogène u(x) _ F(x)z(x).
soient donc deux valerrs propres, )1(o) et Àz(r)d-homogènes de même degré Ë1. sousla condition du rang (cR), À .ppriquant le ppNL au systèm e (5.27),on obtient

F(c)- 
ffi(F,(";, F,(,))

où

Fr  =  -az r (a r r  *  azz -  À r  -  Àz )g r  -  (o? r *  apa21-  a r r ( ) r  1 )z )  -  À rÀz )gzF2  =  - (a l2 *apa21-  azz ( \  1 )z )  *  À1À2)91  -  a rz (a r r *azz -  À r -  Àz )gz
et en posant

u(x) _ F(x) z(x)

on obtient alors le système bouclé

ù=A(a)v ( " )  +  u ( t )s (a )
= q@) + s(r)F(x)) ,(,)
- M(a)u(x)

où M(a) = A(a) + g(a)F(x) a par construction les valeurs propres À,(s) et À2(c).

Remarque b.b par constraction re feedback (s.gs) est homogène de d,egré kr _ kzpar rapport à la dilatation 6i et ana-lytique t", ni ii0il O"lir'," ti"rirTu*, boucté(5.29) est i-homogène de dejré fu.

On a en effet,

u (æ) :

avec

det[s(r), A(x)s(a)] = -au(x)er(x)2 * (c11(r) - azz(a))gr(r)gr(r) + a12(x)sl(x)
Il est clair que detlg(x), A(e)g@ )J est une fonction d-homogène de degré kr * 2kz *rr * rz' puisque les o;;(c) (i,, j : t, 2) sont d-homogèn", d" d"gré Àr * i; - ri.D,autre

(5.28)

(5.2e)

det[s(a),A(i[@j
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part' il est facile de voir que chaque composante fl est une fonction d-homogène dedegré 2h*lezlr j ,  i , f  j , .-d,onc Foir)rn(r.) 'est d_homogène de degré 2krIkz*rr*rz.Par conséquent, u(r) est homogene'de'degrc tc, _-1r,

Nous allons maintenant montrer que si le système bouclé (s 29) admet (au moins) unrayon d-homogène invariant et si Ls deux valeurc prop.., de M(x)sont choisies défi-nies négatives' alors I'origine est un point.d'équiliËr" globul"rrrent asymptotiquementstable pour le système (5.2g). on a donc le lemme suivant.
Lemme d.2 Considérons le système plan suiuant

à=M(x )u (x ) ;  c€ tR2  (b .30 )
où M(x) est une rnatrice fonctionne.lle ù coefficients homogènes par rapport à unedilatation 6i de degré Ë 

S I, 
et u(x) est re rî"t"urâ,Eurer associé à 6i. supposonsque les ualeurs prop:es, Àr(c) ,t ir_(1) a, utqrl ,oi, a* fonctions 6_Ëomogenes etdéfinies négatiues. 

,si.re 
sy'stâme o g0) od*it'au moins un rayon |-homogène in_uariant (solution de i ='(x)), alors l'origine est un point d,,équilibre globalernentasymptotiquement stable pour (5. S0)

Elément de preuve' La restriction de (5.30) au rayon d-homogène invariant issu dec est de la forme 

r - À;(z)y{x) 

' v ^rvt'v6v'ç ruv(rr 

(b.gl)
Puisque par hypothèse À;(c) ( 0, vo I 0 etr; ) 0 (i-1,2), le système à une dimension(5'31) est globalement asymptotieuemelt stable. i'origine est donc un point d,équi-libre globalemenr asvmptoriquemËnt stable pou, is.iôi d,up.e. le theàrime (b.r).

Le théorème suivant permet de déterminer l'existence de rayons d-homogènes inva-riants pour le système bouclé (b.2g).

Théorème 5'4 Supposons que la conditian d,u rang est réalisée en toat point x d,eR' \ {o}. posons n - kr + [, +\ + 12. Si
(i) n est irnpair, a,lors pour tout ensernbre de uareurs propresÀr (c), Àr(r), L-homogènesde même degré fu et définies négatiues, le systè^, bàurîe 6 gg) est asymptotiquernentstable à l'origine.

(ii) n est pair et si la cond,ition suiuante est satisfaite
(b) (g(r),,r(r)t) change d,e signe szr IR2 \ {0},
alors pour un choie conuenabre de À1(x), Àr(r), L-homogènes de même degré k1 etdéfinies négatives, le système (5.gg) est asymptotiquenrent stabre à, r,origine.
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Preuve. Le principe général est encore le mêmeque celui du théorème5.2, mais la
démonstration doit être adaptée:

Le PPNL conduit dans tous les cas à un système bouclé homogène de même degré
que la dérive .f. O., dans le cas de la dilatation standard (r; = 1, i = 1,2), seul un
champ de degré impair peut être asymptotiquement stable, d'où I'hypothèse degré de
/ impair. Ici, on ne fait pas d'hypothèse sur le degré de ô-homogénéité de / puisqu'il
n'y a pas de lien simple entre la stabilité et le degré d'homogénéité dans le cas d'une
dilatation non standard.

Maintenant, pil construction le système bouclé est de la forme

i :  M (c )u ( x )

La recherche de rayons ô-homogènes invariants revient donc à montrer I'existence de

(5.32)

Il s'agit de déterminer I'ensemble des points du cercle ô-homogène ̂951 sur lesquels le
champ bouclé (5.29) est radial par rapport à 56r.
Par un calcul simple on obtient

q(x)  = &(")  x P2(r)
d,etls(x), A(o)s(r)l)

où,

Pt ( r )  :  (a2gp1I  (o r ,  -  À1) r2c2)gr  *  ( (À1 -  a l l ) r1 r1  -  o ,p r2r2) !y2 ,

Pr(*)  = (a2f 1r1* (or,  -  À2)r2r2)Vr * ((Àr -  o11)r1c1 - apr2r2)!12

On vérifie facilement que Pr(c) et Pr(r) sont des polynômes ô-homogènes en (c1,12)

de même degré n = kr * &z * rr * rz.

On distingue deux cas selon la parité de rz.

(i) Si n est impair. L'existence d'un rayon invariant n'est pas immdiate (contraire
ment au cas précédent) et nécessite un bref raisonnement. Efiectuons le changement

de variabl€s 02 : 0rÏ' ,0 e IR. Alors,

Pr(") - P1(x1,x2) = Pr(tr, eri)
3 , 2

= Pt( " i '  ,0r ï ' )
= P1(I,fi xf (car Pl est ô - homogène de degré n).

solutions réelles de l'équation

!  q(* )  -  (M(x)u(u ) ,  z (c) r )  :  s
I  ce s]



PPNL à spectre variable

(5.33)

Remarquons que le système (5.33) n'est pas stabilisable par une commande régulière,
car les conditions nécessaires du théorème de Brockett [13] ne sont pas satisfaites (le
linéarisé de (5.33) en 0 est: ir = 0 | iz= c2 eui est instabie).

Soit maintenant la dilatation dj(o) = (e3or ,€îz).Le champ incontrôlé de (5.33) est
d-homogène de degré 0 et le champ contrôlé est d-homogène de degré 5. En utilisant
les constructions précédentes, on obtient la matrice suivante.

75

où Pl(1,d) est un polynôme en d de degré impair n. Donc pl(r,o) s,annule dans IR,
i .e. ,  i l  existe do € IR, Pt(1 ,0o) = 0.  par conséquent,  en posant u(x)= ( , , ,  ,0orT)r ,  l .rayon d-homogène passant par le point {u(r), u € S}} est invariant pà,r, t" système
bouclé (5.29). L'origine est donc un point d'équilibrà asymptotiquement stable pour
(5.29),  d 'après le lemme 5.2, .

(i i) Si n est pair. On choisit cetre fois À1(r) - o l l" l l f '  et À2(r) : g l lr l l f,, avec
a ( 0, P < 0' Les polynômes P1 et P2 peuvent alors s'écrire sous la forme suivante:
p,(x) - KÂ@) - al l lxl l ! ,),(r),g(x)), pz(r) = ;çÂ@) _ p B l lr l l f ,)z(z),g(x))
où

Â@) = (:;l.lr ::::îù e, B = (j,
Comme P1 et P2 sont d-homogènes, ils sont donc de signes constants sur tout rayon
d-homogène issu de I'origine. Il suffit alors d'étudier lzurs signes sur l,ensemble ̂ g5r.
Donc le problème revient à montrer I'existence d'un point ,o é s; tel que pr(ro) _b
ou P2(r0) = 0. Ce qui équivaut à affirmer que le champ a ,+ M(i)ru(c) est radial par
rapport à.951 en c0 et donc colinéaire àu(x). On aen effet,

vr e s5r' 
"liT.. #-r 

- (u(x)L'g(a))

La fin de la démonstration est la même que celle du théorèm e 5.2.

Exemple 5.5 Considérons le système plan suivant

t)

( s

I i '  = al+u (-"f + ,?rZ)
[ôr=rz*u(4+xB)

A(,)=(3 !)
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La condition (CR) est vérifiée en tout point de ]R2 \ {0}. En effet,

d'etls(r)' A(r)e(r)l - @1'+ ri)1ri + "T) 
> 0' Vr f 0'

Pu isque lechamp /es tdedeg rék1=0e tpou r l as imp l i c i t c ' aesca l cu l s ,onpeu t

choisir un spectre constant pour M(r). Prenons À1 = -1 et À2 = -; 'Le PPNL

appliqué au sYstème (5'33) donne

( t
F tx t=  t - - - ,^ \*,, 

\ zlrf + rB)

-o"i + æ1xZ

d'oir,

u ( r ) :  F (c )  r z (o )

on a alors le sYstème bouclé'

t  :  (A+ e(r)F(r)) ' , (")  
= M(x)v(r)

Le calcul montre que

q(x )  :  (M(x )v (æ\ ' ' ( o ) t )  =

,*1 * r,i,, - o,,tr * ,,,:3.-! :z)\W!i"!, - 'l'tr * t'*3 * "z)

Encons idé ran t l enuméra teu rdeq (c )commeunpo lynômeen7 ;2 ,o l , vé r i f i ea lo rs
que i,équation q(o) = 0 admet deux solutions rêelles:-rz t 

-1'4895 

"''1" 
"t 

rz /

- l . lg2zt l l ' 'Pt 'défrnit iouoo"yoo'6l io*ogeo"" ' t l ' "o**bte{ôi(ro) 'e>0'r0€
S5). Le calcul 

"tt;;;;e 
les deux '"y*' d-f,omogenes invariants sont

t(0'437 e3' -0'651 e)' e > 0) et {(0'506 €3' -0'604 e)' e > 0}'

D,aprèslethéorème5.4,lesystème(5.34)estglobalementasymptotiquementstable
à I'origine (cf' Fig 5'a)'

)

t i
-
q1

' -  
'?*3* 3rrog + 5c!)

__3c?+6r ioz-  r  - -  - - -
z(x l+r8X' i  +r i )

(5.34)



5.3. Stabilisation locale par apprcximation homogène

FIc. 5.4 - Portrait de phase du système bouclé (5.34)

5.3 stabilisation locale par approximation homogène

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la stabilisation locale d'une classe
de systèmes non linéaires. Notre résultat utilise le théorème suivant dû à Massera
[46].

Théorème 5.5 ft6J Consld,érons Ie système différentiel suiuant:

r - f ( x ) ;  l (0 ) :0  (5 .35)

où f  est  un champ de uecteurs C* sur iF( .  Soi t  f@):  Tn(r)+, f i+r(")*  . . . ,  k)  I ,
le déueloppement de Taylor de f (x) au uois'inage de zéro, où pour tout i: lc,k + I,
...., f;(x) est un polynôme homogène de degré i. Si I'origine est un point d'équilibre
asymptotiquement stable pour

ic :  fn@)

alors il est (localement) asgmptotiquement stable pour Ie système (5.35).

Soit donc un système non linéaire défini sur un voisinage de I'origine (J par

i : f r ( r )+ugr (x ) (5.36)

où fi et !1 sont des champs de vecteurs suffisamment réguliers (C-) tels que Ai1r1O; -
(D ' f t ) o :  o  ,  v i  €  { 0 ,1 , . . . , 2k r } , 1çL
{0,1,..., lî2 - I},kz ) 1. En utilisant le développement de Taylor au voisinage de
zéro de fi(z) et de g1(r), on obtient

f r@) : (D'n'+t ,rrs szto+'r + fz@) et 9r(x) : (Dr" gr)o xk' + gz@)

aP7
t l

x2

- z

- 4

- 5
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où

l l / r ( ' ) l l  {  M, l lz l l2t r+r  et  l lgr( r ) l l  < Mr l l r l lu ,
(Mr > 0, M, > 0), pour tout r dans un voisinage U' ç u de l,origine.

Maintenant, on va associer au système (b.36) l,approximation homogène

i : f (x ) *us(x) (5.37)

6-F(æ)+G(x) (5.38)

où /(z) : (Dzh+r [t)o x2k'+r et g(x) : (Dk, g)o xk,. ona donc le théorème suivant.

Théorème 5'6 Si l'approximation homogène (i.g\) est stabilisable par une com-mande positiuernent homogène de d,egré 2i1 - i, + I', alors Ie système initial (5.96)est localement stabil isable par la même command,e 
vvvwv'tow 

"0'

Preuve. soit z = u(x) un feedback positivement homogène de degré 2kr _ rez * r,stabilisant pour le sytème homogène (S.lZy. poron,

F(x) _ f  (r)  + u(r)s(r) et G(x) _ Tz(x1* u(r)s2(x).

Puisque u est cr sur [/' - {0}, F et G sont donc localement lipschitziens. De plus ,ona

l"(r)l S Mollxll2h-*z+, V, € (J'.
Donc, F est une fonction positivement homogène de degré 2kr * L et G vérifie

llc(')ll S M llx11z*,+r Vr € U, .

où M - Mr + MoYz. Par conséquent, d'après le théorème 5.5 la solution z = 0 dusystème différentiel

est asymptotiquement stable. Le système (5.36) est donc localement asymptotique-ment stabilisable.

Remarque b.6 Le théorème 5.5 à été générarisé par H. Hennes dans [gsJ au co,sd'une dilatation non standard. Notre d,einier resultàt peut d,onc également être géné-ralisé au ca,s d,'une approaimation quasi-homogène.



5.4. Conclusion

5.4 Concluslon

Dans ce chapitre nous avons montré que la technique de placement de pôles non
linéaire permet de construire explicitement des lois de commandes homogènes stabi-
lisantes (analytiques sauf peut être en 0) pour une classe de systèmes homogènes et
quasi-homogènes plans. Bien que ces résultats soient limités par la faible dimension
et Ia condition du rang (CR) qui est assez restrictive, il apparait que notre méthode
complète en quelque sorte les résultats existants dans la littérature puisqu'elle permet
de stabiliser des systèmes qui ne sont pas facilement stabilisables par les techniques
classiques qui sont essentiellement basées sur Ia construction d'une fonction de Lya-
punov.
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Chapitre 6

Application du PPNL aux systèmes
non homogènes

(exploration numérique)

Dans ce chapitre, on se propose d'appliquer le PPNL à des systèmes non homo.
gènes plans de type

à:  A t *us (x ) ,  g (0 )#0 (6 .1)

où A € M1z"zy(lR) et g un champ de vecteurs CT.

Ces systèmes ont été largement étudiés ces dernières années (cf. [38] [26] [12]). En
particulier, Kawski [38] a montré que tout système plan localement contrôlable en un
temps petit est localement asymptotiquement stabilisable par une commande conti-
nue au sens de Holder. Dayawansa et al. [26] ont donné une condition nécessaire et
suffisante de stabilisation locale des systèmes (6.1) par une commande continue. Leur
résultat utilise la théorie de PoincarêBendixson et une partition de I'unité.

Ici, I'approche est différente. Le but est d'essayer de prévoir qualitativement le com-
portement global des solutions du système bouclé obtenu par PPNL appliqué à (6.1).

Ce chapitre est divisé en deux parties.

La première partie est une exploration numérique consacrée à la comparaison des deux
méthodes de stabilisation PPNL et PPL. Plus précisément, nous allons faire une étude
graphique des comportements des solutions des systèmes bouclés x = Aæ + u(x)g(x)
et ù : Ax I u(x)g(x), où u(æ) et u1(r) sont respectivement les feedbacks obtenus
par PPNL appliqué à (6.1) et par PPL appliqué au linéarisé en 0 de (6.1) avec un
même spectre. Du fait de la complexité des calculs en jeux et comme il n'existe
pas de méthode systématique pour déterminer les domaines d'attractions (régions de
stabilité asymptotique) pour un système non linéaire, on se propose de mener une
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exploration numérique en limitant l'étude au cas d'un spectre complexe conjugué
o* i .
Cette étude conduit à de nombreuses observations concernant les divers plans de
phases obtenus et montre une très bonne efficacité du PPNL par rapport au PPL de
point de vue stabilisation.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, on s'intéresse à la stabilisation par PPNL du
cas particulier des systèmes bilinéaires non homogènes plans:

r :Ax iu (Bx*b) (6.2)

Nous avons vu au chapitre 2- partie 1 que sous certaines conditions, la partie homo-
gène â : Ax * uBr est stabilisable par une commande homogène (nous la notons

"-(r)). 
D'autre part, on sait que la partie linéaire ù : Ax * u6 est stabilisable, sous

la condition du rang, par une commande linéaire ut(r).Peut-on raccorder les deux
commandes ul et u- de manière à ce que le feedback obtenu stabilise (6.2)? Le PPNL
permet de répondre à cette question. On verra en effet que le PPNL appliqué à (6.2)
donne une commande non linéaire dont I'approximation au voisinage de I'oo reprê
sente Ie feedback homogène obtenu par PPNL appliqué à la partie homogène de (6.2)
et dont I'approximation au voisinage de 0 est égale au feedback linéaire obtenu par
PPL appliqué au linéarisé en 0 de (6.2). Ensuite, nous donnerons une démonstration
(semi-numérique) de la stabilisation globale du système (6.2).

Nous allons d'abord rappeler quelques définitions et un résultat classique de stabilité
que nous utiliserons dans cette partie.

6.1 Prélimrnalres

Soit le système non linéaire autonome suivant:

ù - f(x) (6.3)

où c € ]R,', "f : IR" + IR'assez régulièreavec/(0) :0. Notons par u (1,c6) lasolution
de (6.3) de condition initiale ro : c(0).

On appelle domaine d'attraction (ou région de stabilité asymptotique) de I'origine
I'ensemble défini par D : {co : ,\go(t, 

co) : 0}

Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée (les trajectoires voisines ne sont
pas fermées). Si toutes les trajectoires voisines s'approchent du cycle limite, alors
le cycle est dit stable ou attractif, sinon, il est dit instable ou dans certains cas
semi-stable.



6.2. Comparaison du PPNL et du PPL

Rappelons [29] que dans le plan, si un domaine d'attraction D est borné alors sa
frontière est soit un cycle limite soit une courbe fermée constituée de points critiques
et de séparatrices.

L'estimation des domaines d'attractions des systèmes non linéaires est un problème
important pour la théorie du contrôle et ses applications. En effet, un résultat de
stabilisation locale (tels ceux obtenus par linéarisation) sans estimation du domaine
d'attraction est de peu d'intérêt pratique. Dans la littérature, il existe plusieurs mé-
thodes numériques pour approximer les bassins d'attractions (voir par exemple [29],
[25], [21]). En particulier, dans [29], pour estimer les domaines d'attractions d'un
système non linéaire de type (6.3), les auteurs utilisent la méthode connue des tra-
jectoires inverses qui consiste à intégrer le système opposé

i : - f (x ) (6.4)

En prenant comme condition initiale un point dans le voisinage des points asympto
tiquement stables et en considérant les trajectoires de (6.4), quatre cas peuvent alors
se présenter:

a - I'ensemble des trajectoires tend vers I'infini dans certaines directions: le domaine
d'attraction est non borné et tend vers I'infini dans ces directions.

b - les trajectoires viennent s'assembler le long des courbes tendant vers I'infini: des
morceaux de frontières de régions d'asymptotique stabilité seront reconnues.

c - une trajectoire tend vers un autre point singulier: la frontière du bassin d'attraction
est constituée de séparatrices et de points singuliers.

d - les trajectoires s'enroulent autour d'une courbe fermée: le bassin d'attraction est
borné, sa frontière est un cycle limite instable ou semi-stable.

Dans ce qui suit, nous utiliserons ce résultat dans l'étude graphique des systèmes dif-
férentiels de type (6.1) integrés par la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4. Il convient
d'adopter les abréviations suivantes dans les commentaires des figures:

GAS : globalement asymptotiquement stable.
LAS : localement asymptotiquement stable.
Sp: spectre.
Les domaines d'attractions sont représentés en hachuré.

6.2 Comparaison du PPNL et du PPL

Dans ce paragraphe, on montre (graphiquement), en utilisant le résultat précédent,
qu'à spectre égal, le PPNL fournit soit un domaine d'attraction plus grand que celui
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du PPL soit des trajectoires bornées, contrairement au PPL. En terme d'automatique,
moyennant simplement le calcul d'un feedback d'expression plus compliquée que le
linéaire, il semble, sur de très nombreux exemples (pas seulement ceux présentés ici),
qu'on améliore sensiblement la zone de stabilité pour un spectre raisonnable.

Considérons donc le système (6.1). Notons

Sous I'hypothèse du rang

(CR) det [Ag(x ) ,e (x ) ]  l0  ,  Vx€ lR2

on va appliquer le PPNL à la paire (A, g(*)) en plaçant les pôles sur le spectre
complexe a * i, a € IR-. On obtient alors

A:(ir); g@):(l[;] )

) '

o,', :  
(

b(-a - d * 2a)gr(x) - (I  + bc + (a - a)z)gz(x)
detlAs(x), s(x)l

(-r - bc - (d - a)z)sr(x) + c(a + d - 2a)gz(x)
detlAs(x),, s(x)l

posons

u(x)  :  F(x)x

D'où, le système bouclé

æ :  (A !  s(x)F(x)) '  -  M"(x)  u

(6.5)

(6.6)

(6.7)

feedback

où la matrice M"(x) a, par construction, les valeurs propres a * i et a - i.
Maintenant, en appliquant le PPL à la paire (A,g(0)), toujours avec le même
spectre o f i, on obtient la matrice ligne constante

/  b(-"  -  d +2a)s1(0) -  (1 + bc *  (a-  û), )e2(0)
t -I det[Ae(0),s(0)]F: I
r (-l - bc - (d - 

") ')gt(0) 
+ c(a * d -2a)s2(0)

I

et le feedbu.t ti'e), . 

oet[Ag(0)'9(0)] ) '

u{æ) - Fx

Remarquons que F(0) : F, donc le linéarisé en 0 de (6.5) est en fait le
(6.7). Considérons alors le systèrne bouclé suivant

r: U#:8)tif) (6.8)



6.2. Comparaison du PPNL et du PPL

On vérifie que contrairement à M,(x),la matrice /V"(r) a des valeurs propres diffé-
rentes de celles choisies au départ et non constantes.

Le but est donc de comparer graphiquement les comportements des solutions des
deux systèmes (6.6) et (6.S).

6.2.L Etude graphique de quelques exemples

Dans ce paragraphe nous proposons divers exemples numériques que nous étudierons
avec différents spectres de type ati, a € lR-. Pour chaque exemple, on présente

a) une comparaison de I'allure globale des plans de phases obtenus par PPNL et PPL
avec le même spectre et de I'allure des trajectoires au voisinage de 0,

b) des estimations graphiques des domaines d'attractions, autour de I'origine.

Exemple 6.1 (g bornée, fonction rationnelle)

^ (13\ ,\ (ffi\
^:\-2 r) ,  g(x): l  l l ' l l i+1 

|\ 1e-P*t 7
On peut montrer que ce système n'est pas globalement stabilisable par commande
linéaire bien que 9(o) soit borné.

En effet, soit z1(c) : Fx : ffir * fzaz,, Ur, fùr € lR2. considérons la forme
quadratique définie positive

v(x) - , lt l l l '
la dérivée de V le long des trajectoires du système bouclé a : At + u(r)g(c) est
donnée par

v :  * r  A*  *  u t (x)  * r  g( r )

d'où
,ù>Alr l l '+ô@)

où 7 est une constante positive et /(c) = u{a)ærg(æ). Donc,

ô(x\ : 
kPlæz.t kzx?x3 

* krrPz * lezæZ
r \ '  

l l r l ln+1 l l ' l l '+ t
est une fonction bornée, (on peut majorer chaque terme par une fonction homogène
de degré 0). Il s'ensuit que

V(kt ,kz) reF. ' ,  l f i>0  te lque l l " l l  >R+V>0.

dD
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Le système considéré n'est donc pas stabilisable par feedback linéaire et donc par
PPL. Ce qui confirme l'allure des trajectoires tracées sur la figure (6.2).

x2

Flc. 6.1 - Portrait de phase obtenu par PpNL.
Sp---0.1 t i .  Système GAS.

FIc. 6.2 - Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp---0.1 Xi. Système LAS.

On constate que pour un gain négatif faible ( o = -0.1), toutes les trajectoires
obtenues par PPNL (fig.6.t) convergent vers 0, le PPNL semble stabiliser globalement
asymptotiquement le système, alors que pour le même spectre le PPL (fig.6.2) fournit
un domaine d'attraction borné, petit délimité par un cycle limite instable.



6.2. Comparaison du PPNL et du PPL d /

Exemple 6.2 (  g( r )  borné )

o  -  (  1  - 1
"- \  r  r )

g(,) :1 :::;l )

Ftc. 6.3 - Portrait de phase obtenu par PP\'L.
Sp:-0.1 t i. Système LAS.

au vois inage de 0

Ftc. 6.4 - Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp---O.1 t ' i .  Système LAS.

La figure 6.3 montre I'existence d'un domaine d'attraction borné délimité par un
cycle limite répulsif (domaine hachuré). En dehors du domaine d'attraction, toutes les
trajectoires viennent s'enrouler autour d'un deuxième cycle limite attractif (stable).
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Sur la figure 6.4 on constate que le domaine d'attraction est non borné mais de ravon
petit au voisinage de 0, de plus ii existe des trajectoires qui divergent.

Ftc. 6.5 - Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp---0.5 t i. Systèrne GAS.

x2

2

4

5

- 8

- 1_0

FIc. 6.6 - Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp---0.5 *i .  Système LAS.

En diminuant la partie réelle du spectre, on constate sur la figure 6.5 que les cycles
limites disparaissent et le domaine d'attraction devient tout lR2. Sur la figure 6.6,
on remarque un faible élargissement du domaine d'attraction au vrtisinage de 0 et
I'existence des trajectoires divergentes.

x2



Comparaison du PPNL et du PPL

Exemple 6.3 ( 9(r )  non borné

89

o: (i ; t  ) '  
e( ' )  :  (

11 -  COS 01 SI I I  J2

cos z1 f  11 sin 12

Frc.  6 .7  - Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp:-i+1. Systèrne LAS.

Frc. 6.8 - Portrait de phase obtenu par PPI''

Sp:-ILi. Systèm,e LAS.

La figure 6.7 montre I'existence d'un domaine d'attraction borné (tracé a0). A I'ex-

térieur du domaine d'attraction, les trajectoires s'enroulent en spirales autour d'un

cycle limite stable (tracé a1). Toutes les solutions sont bornées. La figure 6.8 met en

évidence un domaine d'attraction non borné détimité par des séparatrices et I'exis-

tence de trajectoires divergentes.

x2

. 4



9\Chapitre 6. Application du PPNL aux systèmes non linéaires (exploration numérique)

suite de I'exemple 6.3. on clirninue la partie réelle du spectre.

FIc. 6.9 - Portrait de phase obtenu par PPNL.
Sp:-2! i .  Systèrne GAS.

FIc. 6.10 - Portrait de phase obtenu par PPL.
Sp--z l , i .  Système LAS.

Le PPNL (figure 6.9) semble stabiliser globalement le système pour a : -2 (toutes
les trajectoires convergent vers 0) alors que le PPL (figure 6.10) donne, pour un même
spectre, un domaine d'attraction non borné mais relativement petit aux alentours de
I'origine.

Conclusion

Il semble, dans tous les cas observés (une cinquantaine) que:

x2

xz

+

z



6.2. Comparaison du PPNL et du PPL

i) le PPNL stabilise globalement asymptotiquement pour une valeur négative, bornée
(raisonnable) de la partie réelle du spectre (gain), contrairement au ppl.

ii) à spectre égal, le PPNL fournit:
- soit un bassin d'attraction plus grand que celui obtenu par ppl,
- soit une stabilité au sens de Lagrange (trajectoires bornées), alors que le PPL donne
toujours des trajectoires non bornées,
- soit stabilité asymptotique globale, alors que le PPL ne stabilise que localement.

Donc, on ne peut affirmer, qu'à spectre égal, le PPNL fournit un bassin d,attrac-
tion plus grand, mais que cette technique apporte une amélioration sensible du
point de vue de la stabilisation. L'intérêt principal de ce travail (d'exploration
numérique) réside essentiellement dans la méthode développée PPNL et les résultats
pratiques observés.

Il nous semble illusoire d'espérer démontrer rigoureusement mathématiquement les
résultats observés numériquement. La littérature récente concernant les domaines
d'attractions (cf. [29),ï21]) va dans le même sens.

6.2.2 Elément de démonstration numérique de la stabilisation
globale par PPNL

Vu la complexité des systèmes bouclés obtenus par PPNL, il apparait difficile de
donner une démonstration complète des résultats observés précédemment dans le cas
général. Cependant, on peut présenter une idée de 'rdémonstration semi-numérique'f
de stabilisation globale par PPNL du système (6.1).

Nous allons donc montrer que sous certaines conditions, le système bouclé (6.6) est
globalement asymptotiquement stable. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

a) Stabilité asymptotique locale:

D'après ce qui précède, le linéarisé en 0 de (6.6) est donné par

x :  Ax  *ur (c )s (0)  :  (A+g(0)F)  x  :  Moe

91

(6.e)
Notons que par construction, les matrices M"(*) et Mo ont le mêmespectre aLi,
avec c < 0. Le système linéaire (6.9) est alors asymptotiquement stable, donc il
est bien connu (théorie de Layapunov) que (6.9) admet une fonction de Lyapunov
quadratique V(æ) = xr Px. La dérivée de V le long des trajectoires de (6.-g) est
donnée par

vç"7:* ' (Ml  P+P M,)x<o vc€tR2-{o} .
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Donc (Théorème de 1""" approximation), il existe une constante c6 > 0 telle que

r r  1M,ç r1 'P+P  M, ( r ) )  r ( 0 ;  V r€  G={ reF . ,  l r r p r< .0 } .

De plus, I'ensemble G est contenu dans le domaine d'attraction du système (6.6).

Dans la suite, on note

à = -  M"(r )x (6 .10)

Ie système opposé de (6.6).

b) I l  existe une trajectoire de (6.f0) tendant vers I ' inf ini:  (pour un choix
convenable de o)

Partant d'un point rs € G, on montre (numériquement) en intégrant le système
opposé (6.10) qu'il existe une trajectoire tendant vers I'infini, pour arrtant que l'outil
informatique le permette (cf. [29]).
Donc la trajectoireT du système (6.6) issue de I'infini et passant par .16 tend (asymp-
totiquement) vers 0, (cf. f ig.6.11).

x2

Frc.  6 .11 -

c) Les trajectoires de (6.10) sont des spirales: (sous I 'hypothèse: Sp(M.(r)) -
{ o t f } ,  Vce  IR2 )

Il suffit en fait de montrer que les trajectoires du système (6.6) tournent autour de
I'origine et ont un sens de rotation fixe.



Comparaison du PPNI et du PPL

Dans le cas d'un système linéaire æ : Mo t avec Mo trne matrice constante à spectre
a I i, les trajectoires sont des spiralesl on peut Ie montrer en calculant le sinus de
I'angle (æ, M.x) qui est de signe constant.

On uti l ise la même idée pour notre système r = M,(r)r (avec Sp(M"(x)): {o t
i \ ,Y r  €  R ' ) .  Posons
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M,(x) :  (  : \ . )  
c . ( .x)-  

\  a(r) d(*)

avec a(x)  + d(r )  :2a et  a(x)d(x)  -  b(x)c( r )  :  a2 t

Calculons alors le sinus de I'angle (x, M"(x) r). Pour

\
I
1,  (a  b ( r )c (x )  I
tou tc€ lR '? \ {0 }

o)
, o n a

s in ( r ,  M" (x )x ) : det (M (x)n,  r )
l l r l l  l lM"(u)r l l

det(M"(x)x,x) :  -b(x)al+ (o(r) -  d(x))xpz * c(r)xl

: -ô(r)(c1 - "@)--4@) ,r)' -

@@) + a@D'? - À(â@)a@) - u(r)c(x)) _,
,rr\, )

: -b(o)(æ1 -"'{lr.r*A *,)'- fi.2
:  -b ( r ) l '  a (x )  -  d (æ)  r  I

L(''-Wxz)2+ù,71
Comme par  hypothèse,  ô( r )  f  0 ,  s in(u,M"(x) r )  f  0 ;  Vc € R' \  {0} .De p lus,
puisque la fonction r + sin(z, M"(r)x) est continue sur IR2 \ {0} qui est connexe,
sin(c, M"(x)x) a un signe constant sur IR2\{0}. Par conséquent, le champ de vecteurs
x r+ Mo(æ)c n'est jamais radial et a un sens de rotation fixe.

e) Conclusion:

Par hypothèse le système bouclé (6.6) est au moins Cr, donc d'après le théorème
d'unicité de Cauchy (toute trajectoire de (6.10) issue de G est une spirale et ne peut
couper 7), toute trajectoire de (6.10) issue de G est également une spirale tendant
vers I'infini. Par conséquent, toutes les solutions de (6.6) tendent asymptotiquement
vers 0, i.e., le système bouclé (6.6) est globalement asymptotiquement stable.
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6.3 cas des systèmes bilinéaires non homogènes

Dans ce paragraphe, nous considérons une classe de systèmes bilinéaires non homo-

gènes de type (6.2)

n :Ax+u (B r+b )

Comme nous I'avons mentionné dans I'introduction de ce chapitre, la partie linéaire

x : Ax * ub de (6.2) est stabilisable, sous la condition du rang, par la commande

linéaire u{x) et la partie homogène i : Ar * uBx est stabilisable, sous certaines

hypothèses, par la commande homogène u""(r). Nous pouvons espérer stabiliser (6.2)

en rrrecollantrr u1 et u-. C'est exactement ce que donne le PPNL appliqué à (6.2)'

Nous nous intéressons particulièrement au cas

l , : (o  
- t )  

,  F  
l ^ '  o \  , t  b : ( , l t )

\c  a  /  
t : \o  ^ r )  

t  
\ r r l

aveca ) 0, c 10, À, et )2 de signes 
iof"'î i,î:il:Lrï.î:",rr]."u'.:oi;i. t t ' : \ r t r , l amat r i ceBs 'éc r i tB :  
l , ô  _ ,1  

JavecÀ:  Àr -  
u .

devient alors

* : (o 
- " ) "+r( ( r  o  \  , / r ' ) ) ,  c€rR2 (6.1r)

\c  o,  )  \ \o  -^) ' * \bz l t

On applique donc le PPNL au système (6.11) en plaçant les pÔles sur le spectre

complexe a*.i, a € IR-. On obtient alors

F(o)  :

2c(a -  a)(q * bt)  -  (L -  c2 * (a -  a)2)(- \xz * bz)

cllBx + bll'
(-t + c2 - (a - a)2)(ù + b) 12c(a - a)(-\nz + bz)

cllBx + ôl l ' ) '

u( r )  :

d'où le feedback

(2c(a - 
")r? * 2cÀ(a - a)*Z+ (1 + À)("' - (o - o)' - r)xpzt

c l lBæ + b l l 'z  
k ,  - t  -  (a-  a)2) (b2x1-bpz)  -2c(a-  o) ( fur1 *ur" là . r4

on a alors le système bouclé

x = (A+ (Bx + b)f(r))o = M"(a) x (6.13)
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où Ia matrice M"(*) a, par construction, le spectre complex e a r i.

o La condit ion du rang n'est pas réalisée au point us: -B-rb: (-br.klr.  Au voi-
sinage de ce point, le feedback (6.12) explose (r(") -+ oo quand .-]q Il suffit
d'effectuer le changement de variable U: r - w et de faire tendre y vers 0 pour voir
que u(y) tend vers I 'oo.

Remarque 6.1 Bien que u(x) erplose au uois, inage d,e w, le champ r -> u(x)(Bx*b)
est borné en ce uoisinage. Par conséquent, d,e point de uue pratique, les résultats d,e
stabilité sont applicables sur lR, \ U(u.,) (V(r): uoisinage d,e w).

En effet, en faisant le changement de variables A : æ - ?r, on obtient la fonction
vectorielle q(y) : 

"@)Ba 
dont la partie principale au voisinage de 0 est une fonction

homogène de degré 0, donc bornée. par conséquent,le champ z ,+ u(c)( Ba *ô) est
borné au voisinage du point singulier w = -B-rb.

Remarque 6.2 (comportement de u(r) au voisinage de 0 et au voisinage
de I'oo). Le feedback (6.12) a les propriétés suiuantes:
- au uoisinage de 0, Ia partie principale est égale à u1(x) (feed,back obtenu en appliquant
le PPL au linéarisé en 0 de (6.11))

- au uoisinage de I'æ, la partie principale est égale à, u*(x) (feedback obtenu en
appliquant le PPNL à, I'approùmation homogène de (6.11), à = Aæ * uBæ).

En effet, le PPL appliqué à la paire (A,b) avec le spectre o t i donne le feedback
linéaire suivant

^ .  t ^ \  _  ( t ' - t -  ( a  -  a )2 ) (bzx r -h rz )  -2c (a  -  o ) (ô1o1  tb2x2 )ut\r ) -

et le PPNL appliqué à la paire (A, Bx) avec le même spectre o f i donne le feedback
homogène suivant

,/_\ _ 2c(a - a)r? + (L + À)(c2 - (a - a)2 - I)ap2 * 2cÀ(a - a)rZu*\ r  )  (6 .1b)

Donc, au voisinage de I'oo le système bouclé (6.13) admet pour approximation ho-
mogène le système:

95

(6.14)

x :Ax tu* (n )Br

et au voisinage de 0, (6.13) admet pour approximation linéaire le système:

(6 .16)

(6 .17)ù:Ax+ui l r )b
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6.3.1 Stabil isation sur IR2\V (r)

Au paragraphe 6.2.2, nous avons donné une démonstrationrrsemi-numérique" de la

stabilisation globale par PPNL des systèmes de type (6.1). Dans ce paragraphe, nous

allonsrraff inerrrcette démonstration pour le cas des systèmes bi l inéaires (6.11).

Considérons donc le système bouclé

à: :  A x t  u(r)(Bx *b) :  M"(r)  x

où u(r) est le feedback donné par la relation (6.12).

(6 .18)

Le but est donc de montrer que pour un choix convenable de a ( 0, le système
(6.18) est asymptotiquement stable sur lR2 \ y (.). Comme dans le paragraphe 6.2.2,

la démonstration se fait en plusieurs étapes.

a) Stabil isation locale:

D'après la remarque 6.2,Ie l inéarisé en 0 de (6.18) est le système l inéaire (6.17)

qui est asymptotiquement stable, pour tout c ( 0. Il existe alors une fonction de

Lyapunov quadratique V(r): 
-rxrQr, 

(où Q est une matricesymétrique, définie

positive) telle que la dérivée de V le long des trajectoires (non réduites à {0}) de (6.17)

est strictement négative. Par conséquent, d'après lè théorème de 1""" approximation,

i l ex i s t e r )0 te l que

l l r l l  <  r+  (VV(r ) ) "  (Ax+u(x) (Br+b) )  <0

Donc, pour toute condition initiale llroll < r, les trajectoires de (6.18) rentrent dans

le domaine G6 : {o e IR2 I V(*) 1 Àu r2}, où )y est la plus grande valeur propre

d"  Q.

o Estimation de r:

Les feedbacks (6.12) et (6.1a) sont de la forme

u(x) :
Pr(* )  +  &(r )
cl lBr  + b l l '

où Pi est un polynôme homogène de degré i. Posons

,  \  pr(x)
,  ut\t): 

"1a1,

Pz(x)llbll2 - &(x)llaxllz - h(x) Bf æ
cllbll'llBx + ôll'u*(x)  :  u(x)  -  u{x)  :
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La dérivée de I/ le long des trajectoires du système (6.18) s'exprime alors

v1r1 :  rrq1A, * u1b) + utnrQBr + u^rrQ@r + b)

La fonction F(r) : rr Q(Ar * u1b) est homogène de degré 2, définie négative. Donc
il  existe rr l l :  mirl  lF(r) l  tel que

r(") S -*, ll*ll'

On peut toujours choisir Q fel eue rn1 : 1. Posons

G(r) : u{x)xrQBr + u,nxrQ@x + b)

:  Pr(r)(xrQBr) *(Pr(*) l lb l l '  
-  P'(") l lar l l2 -2P'( ï )  

_Bbr , ) (xrQ@, +u)

" l lb l l '  
'  c l lô l l '? l lBr+ôl l '

Soit maintenant BG,ll9lI|, la boule fermée de centre 0 et de rayon il# = ll-B- 'ôll. 
Po r

tout r a B(0,ll]91l), il existe rn : -i+ ,, llBx + 6112 et des constantes strictement
c€B(o,lH)

posit ives kr,kz,kz,lrs tel les que

tc(")t s#(*,,'',''-w)
En posant K : -+max(rnË1 * kz,ks,,ka), on obtient

crnl lo l l '

lc(") l
s /((1 +ry.$,tt,tt'

Il s'ensuit que

v(r)  S - l l ' l l '+ K' l lc l l3 :  - l l r l l2(1 -  / ( ' l l ' l l )

Finalement,

l l ' l l  < *in($, #, -Û1'; < o

,  l l u l l  t  1A l n s l , r = m l n ( ï , K " .
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b) Etude au voisinage de I 'oo:

D'après la remarque précédente, I'approximation homogène du système bouclé
(6.18) au voisinage de I'oo est le système homogène (6.16)

r :  A r t u * ( r )B r

où u."(r) est la commande homogène donnée par la relation (6.15).
Rappelons [22] que pour tout spectre a L i, c ( 0, le système (6.16) est globale-
ment asymptotiquement stable. Donc [51], le système (6.16) admet une fonction de
Lyapunov homogène W et par conséquent, il existe Æ ) 0, assez grand, tel que

l l " l l  >  R+(vw(r) ) r (Ax*u(x)(Br+b)  <0 (6.1e)

Donc [20], pour une constante Kp ) 0, suffisamment grande, les trajectoi.", do
système (6.18) rentrent dans ledomaine G*: {c e IR' lW(r) a Kn} et y restent.

o Construction de W et estimation de ^R:

Dans [22] il a été montré que pour tout spectre o t i, a 1 0, les trajectoires du
système (6.16) sont des spirales convergentes vers 0. De plus si r(f) est une solution
de (6.16), alors

æ(t )  -  e" 'y( t )  (6 .20)

où y(l) est solution du système bouclé

ù :  (A -  a  l z ) y+a (y )By  (6 .21 )

avec

- ,  \  2c (a  -  
" )a?+(1  

+  ) ) ( c2  -  (a  -  o ) '  - I ) a t y r *2cÀ(a  -  
" )aZu\a) :

La commande u (y) est obtenue par PPNL appliquée à la paire ((A - o'I2), By) avec

un spectre fixé en ti. Les solutions de (6.21) sont donc des cycles (cf.[22]).

Maintenant, en coordonnées polaires { 
"= 

rcosd 
, le système (6.21) s'écrit

t  Y ,  =  rs ind ' ' -

I i  
: a - a* ù(o)(cos2 d - )sin

I  a :c-(À+t) t (o)  cosd sin

' 0 )
(6.22)
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ù(0)  :
2c(a -a)( -cos2 0 + Àsin2 d)  + (À + I ) ( r '  -  (o  -  o) '  -  1)cos 0 s in0

c(cos2 0 + À2 sin2 0)

Puisque les trajectoires de (6.21) sont des cycles, d est de signe constant et ne s'annule

pas sur IR. On suppose alors que il > O. Donc, la fonction e - \ qui est n périodique
r0 -

en 9 est bien définie et continue sur IR. Par conséquent, l'intégrarc 
| lae existe.

Posons

w(r ,o) -  ra  exp ( -n  [  \ar , \^ \  J r ï  /

La fonction W est homogène de degré 4 et au moins de classe Cr. Sa dérivée le long
des trajectoires du système (6.22) est donnée par

wçr,e1 : (4r3f - +r4{rà1 
"*, 

(-+ [ \ae.) : o
r 0 '  

' \  J  r 0  /

Ainsi, W est une intégrale première pour le système (6.22).

Maintenant, on montre que W est en fait une fonction de Lyapunov pour le système
(6.16). En effet, d'après Ia relation 6.20, on a

i(t) :  ae"t y(t) + e"t ù(t)

Donc pour tout a ( 0, la dérivée de W le long des trajectoires de (6.16) est donnée
par

wç*çt11 : e3"t vw(v(t)). (ae"ts(t) + e"t3i(t))

:  (a vW(s(t)) .s(t)  + vw(y(t)) .ù(t))  .0" '
:  ae*"tvw(y(t)) .y(t)
:  4ae4" tw(y( r ) )  <0,  Vr tqa( t )+o

99

Nous allons maintenant donner une estimation de R >

Le feedback homogène (6.15) est de la forme u."(r) :

"(r) 
- uoo(o), on obtient après simplification

f l (x) l lBrl l2 -2P2(r) Bbrx - &( ') l lbl l '

0 vérifiant la relation (6.19).

Pz@)

":tttar 
En Posant u^(x) -

u*(r)  - cllbl l '?l lBz + 6l l '
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où P, est un polynôme homogène de degré i. Maintenant, la dérivée de W le long des
trajectoires du système (6.18) s'exprime

W(*) :  (VW(rD'(.1'* * u*(*)Br) + u*(r)(VW)rb * u,(r)(VW)r (Bx + b)

où la fonction F : r r+ (YW)r(Aæ *u*(r)Br) est homogène de degré 4 et définie
négative. Donc, il existe , : 

*ttl lF(r)l > 0 tel que

F(*)  3 - /  l l r l l '  (6.23)

Notons par G(r) la fonction définie par

G( " )  :  u * ( x )VW(* ) ' b *  u " (æ) (VW) r (Bx  +b )
I: 

w(llôll '?l lar 
+ bll2 P2(t)vw(x)rb +

l lBr l l2(P1(z) l lBr l l 'z -  Pr(*)(  Bbrr + l lô l l ' ) )  vW(æ)r (Br + b))

Soit le domaine
D={x€lR2:  l l r l l  22 l lu l l  :2 l l  -B-rb l l }

Pour tout x € D, on a

l lBx +bl l  -  l lB( r  +  B-rô) l l

2

Il est clair aussi que

l lBrll ' à min(1, )') ll " ll '
Par ailleurs, on remarque qu'après simplification,le numérateur de G(:u) s'écrit comme

somme de deux polynômes homogènes de degrés 6 et 7. Il existe donc deux constantes
strictement positives L1 et L2 telles que

a{ Llllxll? + ,rllrllu)
l u \ e / l  : -' -  \  -  

" l lô l l r (min(1,À,)) ' l l r l ln

En posant L : * --L-max(^L1, L2),, onobtient
c l lb l l2(min(1,  À ' ) ) t

lc ( ' ) l  S I l l r l l '?( t+ l l " l l )  (6 .24)
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Il suffit de prendre llrll

Les inégali tés (6.23) et (6.2a) entrainent

w(r)
"  " ' L "  "

On a alors

< o s i  l l ' l l ( ; l l ' l l  -  1)  > 1

1. Ainsi ,

\\a<=-\r
\ \ ,

\
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w(*)
L

)  = *_ L

Â :  max (2 l l . l l ,

c) Existence d'une trajectoire partant d'un point de ô(1"" qui rentre dans
Go :

Pour un choix convenable de a ( 0, on montre numériqur:ment en intégrant le
système (6.18), qu'il existe une trajectoire T démarrant d'un point ro € ôG." qui
rentre dans le domaine Go. Donc 7 tend asymptotiquement ver:s 0 (cf. Fig. 6.12).

L
7+1)

Frc.  6 .12 -

d)  Conclus ion:

Le système bouclé (6.1S) est au moins Cr sur n21U1u.';, donc le théorème de Cauchy-
Lipschitz s'applique. Maintenant, comme le champ défini par (6.18) est rentrant sur
ôG* et que toutes les solutions sont des spirales (paragraphe 6.2.2, c)) ne pouvant
couper 7, donc elles doivent forcément rentrer dans Gs et tendre vers 0. Le système
(6.18) est donc asymptotiquement stable sur IR2 \ y(.).
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6.3.2 Etude d'un exemple

Dans ce paragraphe, nous proposons un exemple numérique. Dans un premier
temps, nous allons appliquer le résultat précédent ($ 6.3.1) à un système de la forme
(6.11). Ensuite, pour différents spectres de type at i ,  nous étudierons le comporte-
ment des solutions du système sur divers plans de phases obtenus lors d'une variation
continue du paramètre o dans l'intervaile ] - -,0].

Exemple 6.4 Considérons le système bilinéaire

(1 -r\  ((r o \ /-r\ \' : \ t  r  ) '*"\T.o -r/"*\,  ));
La condition du rang (CR) n'est pas réalisée au point u;
PPNL au système (6.25) avec un spectre fixé à a t i, on
sur IR2 \ Y (tl,') par

(6.25)- _ (- _ \

: (t,3)
obtient

: : )

u( r )  :
(a -  1)(2x? + 4(I  -  a)æpz -  6x2, + 2(a -  2)rr  + (J + a)rz)

( r r - I )2+(3x2-2 )2

. En appliquant le

le feedback défini

(6 .26)

Posons a : -1. Le système bouclé s'écrit alors

I r, - -7', + *, - t+'? - 2,r*z + 3r? + t7r?:xz - 2trrr3+g*2
I  ( ' ,  -  r )2  +  (Jx2  -  2 )2
I
|  (6.27)
|  ,  29xr *3rz*r0r? -82xtr2-24x2r-  r l  -  r ïxzrr2- 'Tæpl*2|x l
I  r , > :
(  ( r ,  -  L)2 + (3x2 -  2) ,

o Etude au voisinage de 0:

Considérons la fonction V(x) :7x? *2æpz * r!, qui est une fonction de Lyapunov
pour le linéarisé en 0 du système (6.27). La dérivée de I/ le long des trajectoires de
(6.27) est donnée par

v(æ): P(* )
( r t - I ) 2+ (3x2 -2 ) ,

P(*) :  -8(5rl  -  3x1x2 + *ï  + 16(1lof -  8xlz2 - Txpl+ 3rf)  +
s(-5rf t 50xlx2 - 27 ælx2 - Jxpl - s*l)

ou
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Le calcul montre que

P( r )

et on vérif ie q"" P1"; < 0 si l l t l l  < 0'433' D'où

l l " l l  <0.433+Û1r1 <o

Donc, pour toute condition initiale 16 telle que llrsll < 0-433, les trajectoires de (6'27)

r"ntrent dans le domaine Gs: {x € IR2 : V(*) <L'342}'

o Etude au voisinage de ltoo:

En effectuant les mêmes constructions que celles du paragraphe 6-3'1 b), on

obtient

w(x) :

r03

Remarque: on observe que I'expression de w comme fonction de r n'est pas définie

€rr 71 : 0; rapp"loo, q,r" W est definie comme fonction des coordonnées polaires

Or le calcul de F(0) amène à faire le changement de variable u : tan 0 et fournit

I'expression de F(0) non définie 
"" 

tf,. C'est donc en fait une explession locale de

F(d), valable sur tout intervalle rr" .orrlrrunt pas +f,' O'o,i également une expression

locale de W(x) valable sur chaque demi plan 11 ) 0 ou or ( 0'

La dérivée de w le long des trajectoires du système (6.27) est

( r ,o) :
w(r,g)- ra exp (-^ I A*) 

-- ,4rçe1

w(x):

Ptz(*)+Prr(o) +Pto(,)

où les Pt(r),,i € {10,11,12}, sont des polynômes homogènes de degrés i vérifiant

prr(*)

&r ( r )
pro(r)

(*?, + xl)a exp (t2.7 arctan(W) + 4.128 u..tun(g6,@.0u,, ))

(*? +c!)3 exp (t2.7 arctan(ffi) + 4.128 u'.tT(î#D-

wi
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Donc,

Prr ( * )+&r( r )  +&o(r )
< 0 s i  l l r l l  >  9 .546

d'où

l l " l l  >  e.546 + W(r)  <0

Maintenant, la fonction W étant homogène de degré 4; le calcul montre que

1.51 l l r l la  3w(*)  S 5201.3 l l r l l '

Ainsi, on vérifie que toute trajectoire de (6.27) partant d'un point r0, llroll > 9.546,
rentre dans le domaine

G- :  { r  e  lR2  :W(x )  <L254*  104 }

et y reste.

En résumê:
Go est un voisinage de 0 sur lequel V(r) < 0;
C.G* : {r e lR2 : W(x) > L.254 *, 10a} est un voisinage de I'oo sur lequel
W( r )  <  0 .
Il reste donc à prouver rrnumériquementrr l'existence d'une trajectoire reliant ces

deux part ies de IR2, (cf. Fig. 6. i2, pp. 101).

o Nous considérons maintenant le système bouclé (6.25X6.26). Le but est d'étudier
le comportement des solutions sur différents types de plans de phases obtenus lors
d'une variation continue du paramètre o dans I'intervalle l- *,0]. La rrperturbationrl

b (prépondérente au voisinage de 0 et négligeable au voisinage de I'oo) fait apparaitre
un phénomène de bifurcation suivant le paramètre a.

Pour différentes valeurs de a S 0, les plans de phases du système (6.25)(6.26) sont
représentés par les figures suivantes:
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Ftc.  6.13 -  Sp:+i

105

cl *2

ô * 1

Ftc. 6.14 - Sp---O.1 t i

La figure 6.13 montre qu'au voisinage de 0 (graphe a) les tra.jectoires ont la même
allure que celle du système linéaire, ce sont des ellipses. En s'éloignant de I'origine,
les solutions viennent s'enrouler en spirales autour d'un cycle limite. Ensuite, en
s'éloignant davantage de 0, on constate que les trajectoires deviennent des cycles
(graphe b).

Pour o - -0.1, la figure 6.14 met en évidence I'existence' d'un domaine d'at-
traction borné délimité par un cycle limite instable (partie hachurée du graphe c). A
I'extérieur du domaine d'attraction, toutes les trajectoires viennent s'enrouler autour
d'un cycle limite stable C. Les solutions sont bornées.

x2
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Ftc .6 .15  -  Sp : - } .25 t i

Frc.  6 .16 -  Sp-- -0.3 t  i

En diminuant encore la partie réelle du spectre, on constate:

- pour a : -0.25 (figure 6.i5): élargissement du domaine d'attraction et rétrécis-
sement du cycle limite C. En dehors du domaine d'attraction, les trajectoires sont
bornées et s'enroulent autour de C.

- pour a : -0.3 (figure 6.16): disparition du cycle limite C, absorbé par le domaine
d'attraction qui devient tout IR2 \ y(r) - toutes les trajectoires convergent vers I'ori-
gine.

Résumé: Cet exemple met en evidence le phénomène de bifurcation en fonction du
paramètre o (partie réelle du spectre): En faisant varier o (de 0 à -0.3), il apparait
un cycle limite attractif qui se rétréci continûment pour disparaitre totalement et le
domaine d'attraction devient tout ^R2 \ y (r).
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6.3.3 Modification du feedback u(r)
Dans le cas du plan, pour contourner le problème du point singulier w: -B-rb

en lequel le feedback z(r) explose, on peut éliminer les termes de premier degrè au
dénominateur de u(r). On obtient ainsi un feedback dont le denominateur ne
s'annule pas et qui est équivalent à u(r) aux voisinages de 0 et de I'oo. On
note û(x) le feedback ainsi modifié . Posons

t t ( r )  :
1 (2c (a -a )æl+2cÀ(a-o )4+  (1  +À) ( . ,  -  (o - . , ) ,  - r ) xp2 !

c(l lBxll2 + l lbl lr) ( r ' - L  -  ( a  -  a ) 2 ) ( b 2 æ 1  - b r x z )  - 2 c ( a -  o ) ( b 1 2 1  * b 2 r 2 ) )
(6.28)

on a alors le système bouclé

ù:Aa+ù(æ)(Br+b)

Le système (6.29) peut aussi s'écrire sous la forme

ù:  (A* (Bx + ô)r ( ' ) )  , :  û ,@) ,

où

(6.2e)

F(x) :  F(s) l lBx + bll'?
llBrll, + llbll,

Mais le spectre de Ia matrice t tr(*) n'est malheureusement pas le même que celui
de M'(æ) (il dépend de z), on ne peut donc affirmer que les trajectoires du système
bouclé (6.29) sont des spirales quand a ( 0.

Remarque 6.3 Contrairement au feed,back (6.16), ù(x) est C* et borné surFÙ2,
(û,(n) peut s' écrire cornrne sornrrre de deur fonctions bornées).

Remarque 6.4 Le feedback û(æ) a les propiétés suiuantes:
- son linéarisé en 0 est le même que celui ilu feedback obtenu par PPNL (6.16). par
conséquent it(x) stabilise Ie système (6.3) au moins localernent
- au uoisinage de l'æ, sa partie principale est aussi la même que celle de (6.16).
Donc, I'approdmation de ù,(x) au uoisinage d,e l'æ est égale au feed,back hornogène
u* (x ) .

Reprenons maintenant le système (6.25) de l'exemple 6.4 et observons les portrlits
de phases du système bouclé (6.25) (6.23) obtenus en faisant varier o sur ] - *,01.
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a1

T
Frc. 6.17 - Sp:+.i

;-- x1
l t  I

Frc. 6.18 - Sp---0.08 t i

- pour o : 0, le tracé a0 (Fig. 6.17) montre qu'au voisinage de 0, les trajectoires sont

des ellipses entourant I'origine. En s'éloignant de 0, on remarque I'existence d'un cycle

limite attractif. Le tracé al met en évidence I'existence de plusieurs cycles limites

attractifs. Et en s'éloignant davantage de 0, les trajectoires deviennent apparemment

des cycles.

- pour a : 0.08, le tracé b0 met en évidence I'existence d'un domaine d'attraction

borné et d'un cycle limite stable. A I'extérieur du bassin d'attraction, toutes les

trajectoires s'enroulent (en spirales) autour du cycle limite (tracés b0 et bl).

bL *2



6.3. Cas des systèmes bilinéaires non homogènes

Ftc.  6 .19 -  Sp-- -0.1 i  i

-  pour a: -0.1, les tracés c0 et cl (Fig.6.19) montrent que toutes les trajec-
toires convergent vers 0 (disparition du cycle limite). Le système semble globalement
asymptotiquement st able.

On constate que:
- le phénomène de bifurcation se produit pour une valeur de o comprise entre -0.08

e t  -0 .1  ;
- les trajectoires sont plus régulières que celles obtenues par PPNL, cela vient du fait
que û(z) est défini sur tout lR2 (pas de points. singuliers).

Le feedback modifié û(z) semble amêliorer le PPNL appliqué aux bilinéaires non
homogènes.

6.3.4 Conclusion

L'observation la plus importante est le phénomène de bifurcation:

on observe, en fonction du spectre a I i, des plans de phases assez divers et plus
complexes que dans le cas des systèmes bilinéaires homogènes: pour a négatif rrfaible",

il existe un cycle limite attractif et un bassin d'attraction petit alc'rs que pour o négatif
rrfortrr, le cycle limite disparait, absorbé par le domaine d'attraction et les trajectoires
convergent vers I'origine.

Compte tenu de la forme plus simple des systèmes bilinéaires dans lR2 (par rapport
aux systèmes plus généraux de type (6.1) ), il serait intéressant de:

- montrer I'existence du cycle limite,
- donner une estimation théorique du bassin d'attraction et la comparer avec I'esti-
mation numérique.
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