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Introduction

Soit G' un groupe localement compact, et soit I' un réseau de G (c’est & dire un sous-groupe
discret de G tel que I’espace homogene I' \ G posséde une mesure G-invariante finie). On
dénote par G D’ensemble des (classes d’équivalence de) représentations unitaires de G, et par

G Pensemble des (classes d’équivalence de) représentations unitaires irréductibles de G.

Si G est un groupe de Lie semi-simple connexe, de centre fini, M. Cowling et de T.Steger (voir
[CoS]) se sont intéressés a 1’étude des restrictions de représentations unitaires irréductibles
de G a un réseau I' et ont montré que la plupart des éléments de G (en fait toutes les
représentations qui ne sont pas de carré intégrable) restent irréductibles lorsqu’on les res-
treint a I'. Nous pouvions donc naturellement nous intéresser au méme genre de probléme,
non-plus dans le cadre des groupes de Lie semi-simples, mais dans celui des groupes de Lie

nilpotents.

Soit donc G un groupe de Lie nilpotent (par cette dénomination, nous entendrons toujours
groupe de Lie nilpotent réel, connezre et simplement conneze), d’algébre de Lie g. Dans son
trés célebre article (voir [Kirl]), A.A. Kirillov a caractérisé le dual unitaire G de G, en mon-
trant que cet ensemble est en bijection avec ensemble des orbites pour 1’action co-adjointe

de G dans l’espace dual g* de g.

Soit maintenant I' un réseau de G. Le sous-groupe I’ est alors cocompact dans G, et induit
ainsi une structure rationnelle sur g, sur G et sur ’espace dual g* de g (voir par exemple
[CoG2, Chapter 5]). Dans son célébre article paru en 1965, C.C. Moore (voir [Moo]) a

déterminé le spectre de la représentation quasi-réguliére (droite) de G dans L?(T"\ G), ainsi



qu’une majoration des multiplicités des représentations y apparaissant, dans le cas ou T est
un réseau additif de G (c’est a dire qu’en outre, log(I") est un sous-groupe additif de g), et
a donné une condition nécessaire pour qu’une représentation unitaire irréductible de G soit
une sous-représentation de la représentation quasi-réguliere dans le cas de réseaux quelcon-
ques (ces conditions d’occurence étant intimement liées a la structure rationnelle induite par
le réseau I' sur g). Les travaux (indépendants) de R. Howe (voir [How]), L.F. Richardson
(voir [Ric]) et, plus tard, de L. Corwin et F.P. Greenleaf (voir [CoG1]) ont permis ensuite
de connaitre des formules de multiplicités exactes pour ces représentations. Comme nous
le verrons aux chapitres 1 et 2, la connaissance de ce spectre est primordiale pour pouvoir
établir un critére d’irréductibilité pour les restrictions a un réseau I' des éléments de G (cf

Théoremes 1.3.1 et 2.2.1).

Soit donc I' un réseau de G et soit 7 € G. Que peut-on alors dire de la représentation
7r|r? Est-elle ou non irréductible? Si non, en connait-on une décomposition en (somme
ou intégrale airecte d’) irréductibles? Afin de répondre a ces questions, regardons dans un
premier temps un exemple. Soit G le groupe de Heisenberg (de dimension 3) et soit I' le
groupe de Heisenberg discret. Puisque I' est un réseau de G, intéressons-nous donc aux
restrictions des représentations unitaires irréductibles de G a I'. Si 7 € G nlest pas de
dimension 1, il est bien connu (voir par exemple [Nie]) qu'il existe a # 0 tel que 7 se réalise

dans ’espace L?(IR) de la maniére suivante:
7(z1, T2, z3)(f)(t) = 2™ =17=20 £(¢ — z3), pour tous (z1,22,23) € G et tout f € L*(IR),

(IR,0,0) étant le centre de G. Ainsi, si F est une partie borélienne quelconque de IR, 7Z-
stable pour la translation, de mesure non-nulle pour la mesure de Lebesgue, alors il est facile
de voir que le sous-espace (fermé) des fonctions de L?(IR) nulles sur E est invariant par 7r|1,,
et que cette restriction n’est donc pas irréductible. Comme nous le verrons, ceci est di au

fait que 7 puisse s’induire & partir d’un sous-groupe normal rationnel propre de G.

Soit donc un représentation unitaire irréductible = de G dont 'orbite associée posseéde une
fonctionnelle linéaire admettant une polarisation m qui soit un idéal rationnel propre de g

(nous dirons alors, pour simplifier, que = posséde la propriété [IPR]). Comme I’a fait re-
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marqué C.C. Moore dans [Moo}, M = exp(m) et I' sont alors régulierement reliés, et le
théoréeme des sous-groupes de G.W. Mackey (voir {Mac2, Theorem 12.1]) montre que la
restriction de 7 a I’ n’est pas irréductible, et se décompose en intégrale hilbertienne de
représentations monomiales (irréductibles ou non) de I'. Dans le chapitre 3, nous donnons
une autre preuve de ce résultat, dont le grand intérét est de fournir une décomposition ex-
plicite de 7r|l, (cf Théoreme 3.2.1). De plus, sl existe une fonctionnelle linéaire dans I'orbite
O, de © € G admettant une polarisation contenue dans une sous-algebre rationnelle pro-
pre de g, alors une simple application du théoreme des sous-groupes de G.W. Mackey ou
du théoreme 3.2.1 montre que la restriction 7r|r de cette représentation a I' ne peut étre

irréductible.

Inversement, que peut-on dire de 7 € G telle qu’aucune des fonctionnelles linéaires appar-
tenant a son orbite O, n’admette de polarisation contenue dans un idéal rationnel propre de
g? Cette condition peut paraitre difficile a vérifier, une fonctionnelle linéaire admettant en
général plusiéurs polarisations. Cependant, il est facile de voir qu’elle est en fait équivalente
a la condition (beaucoup plus agréable) suivante: si [ € g* est un élément quelconque de
Or, alors le radical v; de [ n’est contenu dans aucun idéal rationnel propre de g (nous dirons
alors que Dalgébre t; est totalement irrationnelle), ou encore, la projection de v; sur g/|{g, g]
n’est contenue dans aucun sous-espace vectoriel rationnel propre de g/[g, g} (cf Lemme 1.3.4).
Utilisant un critere d’irréductibilité di & M. Cowling et T.Steger (voir [CoS]), ainsi que le
théoreme de C.C. Moore décrivant le spectre de la représentation quasi-réguliere de G dans
L*T'\G), nous montrons (cf Théoreme 1.3.1) que la représentation 7r|F est alors irréductible.
En outre, simet o € G sont telles que leurs restrictions a I' sont irréductibles et unitairement
équivalentes, alors, bien qu’elle ne soient plus obligatoirement équivalentes (dans G)), comme
c’était le cas dans le cadre des groupes de Lie semi-simples, elles ne peuvent différer I'une de
I'autre que d’un caractére de G, trivial sur I' (cf Théoréme 1.4.1).

"arithmétique” d’irréductibilité, nous donnons un critére ”géométrique”

Apres ce critére
"portant cette fois sur 1’action de T' sur l'orbite @,. Utilisant encore une fois le théoréeme
de C.C. Moore déterminant le spectre des nilvariétés compactes, nous montrons au chapitre

2 qu'un sous-groupe de Lie H de G agit ergodiquement sur '\ G si et seulement si son



algebre de Lie b est totalement irrationnelle dans g (voir Théoreme 2.1.1). En corollaire,
nous en déduisons alors que H agit ergodiquement sur I' \ G si et seulement si H agit er-
godiquement sur le tore associé I'[G, G| \ G (cf Théoreme 2.1.2). Ce résultat n’est pas sans
rappeler le théoréme de W. Parry (voir [Par, Theorem 1}), établissant 1’équivalence pour une
action affine d’agir ergodiquement sur une nilvariété compacte ou sur son tore associé. De
Papplication du théoréme 2.1.1 au radical d’une fonctionnelle linéaire | € g*, nous déduisons
finalement que la restriction d’une représentation = a [' est irréductible si et seulement si I’

agit ergodiquement sur ’orbite O, de 7 (cf Théoréeme 2.2.1).

Siw € G est telle que sa restriction a I" n’est pas irréductible, les théoremes 1.3.1 et 3.2.1 nous
fournissent donc une décomposition de 7r|F en intégrale directe de représentations induites a
partir de représentations unitaires irréductibles (pas nécessairement de dimension 1) de sous-
groupes de I' (plus précisément, si [ € O, admet une polarisation qui soit contenue dans un
idéal rationnel propre gy de g, alors 7r| r s¢ décompose en intégrale directe de représentations
induites a pa’rtir de restrictions de représentations irréductibles de Go = exp(go) au réseau
GoNTI'. On applique alors de nouveau le critére d’irréductibilité  ces représentations de Gy).
Cependant, nous ne savons pas, a priori, si ces représentations de I' sont irréductibles ou non,
les travaux effectués jusqu’a ce jour ne nous permettant pas de conclure de l’irréductibilité
de représentations d’'un groupe discret induites & partir d’une représentation quelconque.
Bien que différents travaux aient été effectués autour cette question, nous ne sommes ca-
pables, & ce jour, que de déterminer l'irréductibilité de représentations induites & partir de
représentations de dimensions finies (pour plus de détails, voir par exemple [Bin2], [Cor],
[Kle] ou [Oba)). C’est la raison pour laquelle nous allons, dans la suite de ce mémoire, nous

nous concentrons sur les représentations unitaires irréductibles de G possédant la propriété

[IPR].

Comme le montre le théoréme 3.2.1, la restriction & T' d’une représentation = de G possédant
la propriété [IPR] se décompose en une intégrale hilbertienne de représentations monomia-
les de I', que nous appelerons premiére décomposition de 7r|F. ‘Pour déterminer si ces
représentations sont irréductibles ou non, nous utilisons alors le critére d’irréductibilité

da a G.W. Mackey (voir [Macl, Theorem 6’]). Cependant, le fait que certaines de ces



composantes soient irréductibles n’entraine pas que toutes le soient. Dans un premier
temps, nous énongons donc un critéere arithmétique sur l'orbite de = permettant de con-
clure de l'irréductibilité de presques toutes les composantes apparaissant dans cette premiére
décomposition. C’est le théoreme 3.3.1. Remarquons que, bien que les composantes appa-

raissant dans la premiere décomposition de 7|, ne soient pas irréductibles, elles peuvent

r
néanmoins posséder d’intéressantes propriétés. En particulier, on peut se demander si ces
composantes peuvent étre des représentations factorielles de I', et si oui, de quel type. Une

simple application de résultats diis & M.W. Binder (voir [Binl]) répondra a ces questions.

Bien qu’il existe des critéres nous permettant de décider de l'irréductibilité ou non des
représentations apparaissant dans la premiére décomposition de 7r| p» il n’existe pas de pro-
cessus général nous permettant de décomposer ces représentations induites a partir d’un sous
groupe normal de I'; en somme ou intégrale directe de représentations unitaires irréductibles.
Au chapitre 4, nous présentons donc un tel processus (dont nous nous bornons ici a ne donner
qu’une idée générale). Si H est un sous-groupe normal du réseau I', et si y est un caractére

de H, le stabilisateur de x dans I est le sous-groupe de I' donné par
St;{(X) = {7 eT; x(y-h-77") = x(h), pour tout k € H}

Pour tout sous-groupe H tel que H \ T soit sans torsion, nous construisons alors deux suites
”convergentes” de sous-groupes imbriqués de I', 'une contenant H et croissante, ’autre
contenue dans Stl;(x) et décroissante. Ces deux suites ”convergeant” vers la méme li-
mite, elles nous permettent alors de décomposer Ind};x comme somme ou intégrale directe
de représentations monomiales irréductibles de I' (cf Théoréme 4.1.1). Remarquons que
I'hypothése H \ T sans torsion n’est utilisée que pour assurer la convergence des deux suites
de sous-groupes de I, et que ce processus peut s’appliquer en dehors de ce cadre dés ’instant

que les suites de sous-groupes considérées convergent.

Enfin, au chapitre 5, nous faisons une syntheése des résultats obtenus et donnons, dans une
premiere partie, une décomposition en composantes irréductibles de la restriction a I' de
toute représentation unitaire irréductible de G possédant la propriété [IPR]. Dans la seconde

partie de ce chapitre, nous déterminons, grace a un critere d’équivalence de représentations



monomiales irréductibles d’un groupe discret di également & G.W. Mackey (voir [Macl,
Theorem 7°]), quelles sont les composantes, apparaissant dans cette décomposition finale,
unitairement équivalentes entre elles. Enfin, nous exposons quelques résultats concernant
’équivalence faible des composantes apparaissant dans la premiere décomposition de 7r|l,, et
dans la décomposition finale en irréductibles de 7r|F dans le cas particulier ou 7 est induite

a partir d’un caractere d’un sous-groupe normal rationnel M de G tel que M \ G soit abélien.

Nous pourrons retrouver les principaux résultats énongés aux chapitres 1 et 3 dans un article,
cosigné par M.B. Bekka et moi-méme, & paraitre bientot au Journal of Functional Analysis
sous le titre Restrictions of Irreducible Unitary Representations of Nilpotent Lie Groups to

Lattices.

Tout au long de ce mémoire, nous donnerons au fur et & mesure des exemples illustrant les

résultats obtenus.



Chapitre 1

Critere d’irréductibilité pour des
restrictions de représentations a des

réseaux

Soit G un groupe de Lie nilpotent, d’algébre de Lie g, et soit I' un réseau de G. Dans ce premier
chapitre, aprés quelques rappels d’usage, nous donnons un (premier) critére d’irréductibilité
pour des restrictions de représentations unitaires irréductibles de G 4 I'. Nous donnons ensuite
une condition nécessaire et suffisante pour que deux restrictions (irréductibles) soient uni-
tairement équivalentes, et nous exhibons une famille d’exemples de groupes de Lie nilpotents

admettant des représentations dont les restrictions a un réseau restent irréductibles.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Représentations de groupes localement compacts
Définitions

Soit G un groupe localement compact.

Définition 1.1.1 Une représentatién unitaire de G est un couple (7, H), formé d’un espace
de Hilbert H et d’un homomorphisme = : G — U(H) du groupe G dans le groupe U(H)
des opérateurs unitaires de H, continu pour la topologie forte de U(H). L’espace de Hilbert

H s’appelle I’espace de la représentation «, et la dimension hilbertienne de H s’appelle la



dimension de 7, et se note dim (7).

Bien siir, nous ne considérerons que des représentations de G dans des espaces de Hilbert

non-nuls.

Définition 1.1.2 Soient (w1, Hy) et (w2, Ha) deuz représentations unitaires de G.

(1) Soit T un opérateur linéaire continu de H; dans Hy;. On dit que T entrelace les
représentations m et wy st T w1(g) - mo(g) T, pour tout g € G.

(2) On dit que les représentations my et my sont unitairement équivalentes s’il existe une

bijection linéaire isométrique T : Hy — H, entrelagant 71 et m,.

Définition 1.1.3 Soit (7, H,) une représentation unitaire de G.

(1) On dit qu’un sous-espace K de H, est invariant si 7(g)K C K, pour tout g € G.

(2) Soit K un sous-espace invariant fermé non-nul de H,. Alors les restrictions des
opérateurs m(g) @ K définissent une représentation unitaire de G dans K. Cette repré-
sentation est appelée sous-représentation de 7.

(3) Soit (o, H,) une représentation unitaire de G. On dira que o est contenue dans 7 st
elle est équivalente d une sous-représentation de w.

(4) Enfin, on dira que la représentation (7, H) est irréductible si {0} et H, sont les seuls

sous-espaces invariants fermés de H,.

D’apres le lemme de Schur, on sait qu’une représentation (7, H,) est irréductible si et seule-

ment si les seuls opérateurs entrelacant 7 sont les multiples de 1’identité.

Représentations induites

Soit G un groupe localement compact unimodulaire (c’est & dire que toute mesure de Haar
a gauche sur G est également une mesure de Haar & droite sur G), soit H un sous-groupe
unimodulaire fermé de G, et soit dg une mesure quasi-invariante sur l’espace homogene H\G.
Soit enfin (g, H,) une représentation unitaire de H. Posons

H = {ap : G — 'H, mesurables vérifiant ¢(h - g) = o(h)p(g),V(h,g9) € H x G

ot [ ool dd < +oo}.
H\G
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Alors H, muni du produit scalaire

(o2 9) = /H | Pl0) (o) i, pous tos € 7,

est un espace de Hilbert séparable. Posons maintenant, pour tout ¢ € H, et tous ¢,¢’ € G,
(7(9)e)(g') = »lg" - 9).
(m,H) est une représentation unitaire de G, appelée représentation induite de p & G, et notée
© = Ind$p.

Pour plus de renseignements sur les représentations induites, on pourra consulter [Mac3,

Chapter 3].

1.1.2 Généralités sur les groupes et algebres de Lie

Dans tout ce mémoire, nous ne considérerons que des groupes et algebres de Lie

de dimension finie.

Actions adjointes et co-adjointes

Soit G un groupe de Lie, d’algébre de Lie g. Pour tout = € G, I’application a; : g — z-g-z7!
est un automorphisme intérieur de G, différentiable, dont la différentielle en e, notée Ad(z),
est un automorphisme de g. L’application z — Ad(z) est alors un homomorphisme de G
“dans GL(g), qui définit une action de G sur g, appelée 'action adjointe de G sur g. Cet

homomorphisme est lui-méme différentiable, de différentielle en e donnée par
diyAd : g — gl(g), X — ad(X).

Soit maintenant g* ’espace dual de g. Pour [ € g* et ¢ € G, on définit un nouvel élément

de g*, noté Ad*(g)l, par
(Ad™(g)l, X) = (I,Ad(g"")X), pour tout X € g.

L’application Ad™ : G — GL(g*) est un homomorphisme différentiable, et définit une action

de G sur g*, appelée action co-adjointe de G sur g*. Sa différentielle en e, qui & tout élément

11



X de g associe un endomorphisme de g* noté dyAd"(X) = ad*(X), est alors donnée par
(ad* (X)L, Y) = (L,[Y, X]) = —(, ad(X)(Y)), pour tous X,Y € g et tout [ € g*.
Pour [ € g*, soit B, la forme bilinéaire anti-symétrique définie par
Bigxg —R,  (X,Y)— ([XY]).
On appelle radical de | (noté ;) le radical de B;. C’est la sous-algebre de g définie par
= {Y € g; Bi(X,Y) =0, pour tout X € g} = {Y €g;ad" (V) = 0}.

On appelle polarisation (ou algébre polarisante) pour ! tout sous-espace isotrope maximal

pour By, qui soit une sous-algeébre de g. Sa dimension est alors égale a 1(dim(g) + dim(x;)).

Il est & remarquer qu’une fonctionelle linéaire [ € g* n’admet pas toujours de polarisation

(voir par exemple [Kir2, §15.3]).

Algebres et groupes de Lie nilpotents

Soit g une algebre de Lie réelle, et soit (g(i)),z] la série centrale descendante de g définie par

récurrence par g(l) = g, et, pour tout n > 2,
g™ = [g,6"V] = R-span{[X,Y]; X € g,Y € g7V},

ou IR—span{[X Y| X € g,Y € g("_l)} désigne le sous-espace vectoriel réel de g engendré
par {[X, Y]; X€gYe€ g("_l)}.

Définition 1.1.4 On dit que ’algébre de Lie g est nilpotente s’il existe un entier n tel que
gt = {0}. Si g™ #£ {0}, alors Pentier (n + 1) vérifiant la propriété g™t = {0} est

minimal, et g sera alors dite nilpoteﬁte de pas n.

Soit maintenant (g(;));>1 la série centrale ascendante de g définie par gy = 3(g), et, pour

tout 7 > 2,

g;) = {X € g; X est central mod g(j_l)} ={X €eg[X, g C aG-1) -

12



Alors, g est nilpotente de pas n si et seulement si g = g(n) # g(n-1)-

Si une algebre de Lie g est nilpotente, alors il en est de méme pour toute sous-algébre et

toute algebre quotient de g.

Soit g une algebre de Lie nilpotente (réelle) de dimension n, et soient g; C g € ... C gr C g
des sous-algebres de g telles que dim(g;)=m,;, pour tout 1 < j < k. Alors, g posseéde une
base {X1,...,X,} telle que

(1) bm = IR —span{Xj,... , X} est une sous-algebre de g, pour tout 1 < m < n,

(ii) bm; = g;, pour tout 1 < j < k.
De plus, si les g; sont des idéaux de g, on peut alors choisir les éléments X; de telle maniére
que

(i’) b = IR — span{X1,... ,X,»} est un idéal de g, pour tout 1 < m < n.

Adoptant les notations de [CoG2, Chapter 1], une base de g vérifiant les propriétés (i) et (ii)
sera appelée une base de Malcev faible de g passant par g,... ,gi; et une base de g vérifiant
les-propriétés (i’) et (ii), une base de Malcev forte de g passant par gy,... ,gr. Sik =0, on

dira simplement que {Xi,... ,X,} est une base de Malcev faible (ou forte) de g.
Définition 1.1.5 Un groupe de Lie G est dit nilpotent si son algébre de Lie g est nilpotente.

Dans tout ce mémoire, par groupe de Lie nilpotent, nous entendrons toujours

groupe de Lie nilpotent réel, connezxe et simplement connexze.

Théoréme 1.1.1 ([CoG2, Theorem 1.2.1]) Soit G un groupe de Lie nilpotent, d’algébre
de Lie g. Alors,
(a) exp : g — G est un difféomorphisme analytique,

(b) la formule de Campbell-Baker-Hausdorff est valable pour tous X,Y € g.

Ainsi, si le groupe de Lie G est nilpotent, via exp : g — G, on pourra l’identifier, le cas

échéant, avec g. La multiplication de G sera alors donnée par le produit de Campbell-Baker-
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Hausdorff, défini sur g et noté *, exp(X * Y) = exp(X) - exp(Y'), ou

(X,Y)r— X+Y = X+Y+ %[X, Y]+ 11—2[){, (X, Y] - %[Y, (X, Y]] - Zlg[y, X, [X, Y]]]

1
—E[X, [Y,[X,Y]]] + (crochets de 5 termes et plus)

pour tous X,Y € g, est une application polynomiale.

En outre, (voir par exemple [CoG2, Theorem 1.3.3]),

Théoréme 1.1.2 Si g est une algébre de Lie nilpotente, alors toute fonctionnelle linéaire

[ € g* admet une algebre polarisante.

Orbites co-adjointes

Soit G un groupe de Lie nilpotent, d’algebre de Lie g, et soit g* I’espace dual de g. Il est
bien connu que les orbites co-adjointes de G' dans g* sont des variétés algébriques affines.
Ceci découle du théoréme de Chevalley-Rosenlicht (voir [CoG2, Theorem 3.1.4]), qui nous

fournit alors une paramétrisation de ces orbites. Plus précisément, on a

T‘héoréme 1.1.3 (Chevalley-Rosenlicht) Soit G un groupe connezre agissant de maniére
unipotente sur un espace vectoriel réel V. Si v € V, alors il existe k > 0 et des éléments

X1,...,X; € g tels que
G- v = {(exp(t1X1) - exp(ts X)) - v; b, .t € R}

L’application ¥(ty,... ,tx) = (exp(t1X1)---exp(txXk)) - v est alors un difféomorphisme de
[R’c surl ‘orbite G-v, qui est une sous-variété fermée de V. En fait, soit {eq,... ,em} une base
de V telle que V; = IR- span{eH_l, .. ,em} est G-stable pour tout j, et sozentﬂ l’applicati(;n Q
et les polynomes @1, ... ,Qm définis par

m

(exp(thl) -exp(teXk)) Z (t1,. ..t = Q(t1,.-- ,tk).

Alors il existe deuxr ensembles disjoints d’indices S = {j1,...,jk} et T (avec SUT =
{1,...,m}) tels que Q; ne dépend que des variables t; avec j; < j. De plus,

Q;, = t: + (un polynéme en ty,... ,t;_q), pour tout 1 <i <k.
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Dans ce cas, sl on pose u; = Qjsi(tr,- .. ,tx) pour tout 1 < ¢ < k, on trouve alors des
polynémes Pi, ..., P, : IR*¥ = IR tels que (voir [CoG2, Corollary 3.1.5])

- l'application P(u1, ... ,uk) = 3770, Pi(u1,... ,ur)e; est un difféomorphisme de IR* sur
G- v,

- Pj;(uy,... ,ug) = u;, pour tout 1 <¢ <k,

- P; ne dépend que des variables u; telles que j; < j.

Corollaire 1.1.1 Conservons les notations du théoréme 1.1.3. Pour tout v € V, lorbite

G - v est une variété algébrique affine.

Preuve: En effet, on a

.
P, (ul, R ,uk) = ¢, pour une certaine constante ¢;

P _1(u1,. .. yug) =cj -1, pour une certaine constante c;, _;

P(u,. .. ug) = uy

Py p1(uq, ... ue) = Ry 41(u), pour un certain polynéme R;, 44
Py, 1 (uy, ... ,ux) = Rj_1(u), pour un certain polynéme R;,_;
Pj, (w1, .. yuk) = ug

P, a(u, ... ,ug) = Rj,41(u1,u2), pour un certain polynéme R;, 43

|
Posons donc

Pll(Xl, ,Xm) =X1 — C1

S
3

Pj{l—l(Xl""’ )

V¢ Pin(Xy, . X)) = X1 — By (XG)
)
)

= Xj1-1—¢j

P; (Xla ey Xm) = Xjp—1— Rjz—l(le)

J2—1
P! = Xj2+1 - R12+1 (le)ij)

J2+1

(X1, Xm

Ainsi
G-v={z e R™ Pj(z) =0, pour tout j € {1,... ,m} — {j1,...,Jx}},
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et G- v est donc bien une variété algébrique affine. a

Pour plus de renseignements sur les algebres et les groupes de Lie nilpotents, on pourra lire

[CoG2, Chapter 1], ou encore [Puk, Chapitre 1].

Comme nous allons le voir maintenant, I’action co-adjointe est d’une importance capitale
en théorie des représentations des groupes de Lie nilpotents, toute classe d’équivalence de
représentations unitaires irréductibles de G' pouvant alors étre associée & une orbite de

I’action co-adjointe de G sur g*.

1.1.3 Dual unitaire des groupes de Lie nilpotents

Soit G' un groupe de Lie nilpotent, d’algébre de Lie g, et soit g* I’espace dual de g. On va
construire des représentations unitaires irréductibles de G de la fagon suivante. Soit | € g*

fixée, et soit m une polarisation pour [. On définit un caractére x; sur M = exp(m) en posant
xi(exp(X)) = %) pour tout X € m.

La représentation induite 7 = Ind$,x; de ce caractére au groupe G est alors irréductible et,
inversement, toute représentation unitaire irréductible de G s’obtient de cette maniere. De
plus, (la classe d’équivalence de) cette représentation 7 = Ind%,x; ne dépend que de lorbite

Or = Ad*(G)! dans g*. En d’autres termes, si I’ est un autre élément de ’orbite Ad*(G)I et

si m’ est une polarisation pour I, alors
-7 2 Ind$ xp.

On pourra donc dénoter, le cas échéant, par m; la représentation de G associée i ’orbite

Oc(l) := Ad*(G)L.

La correspondance, entre le dual unitaire G de G et I’espace des orbites pour Iaction co-
adjointe de G dans g*, a été établie en 1962 par A.A. Kirillov dans [Kirl]. Plus tard (en
1973), L.D. Brown a alors prouvé que cette correspondance est en fait un homéomorphisme,

lorsqu’on munit I’espace des orbites de la topologie quotient et Gdela topologie de Fell (voir
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[Bro]), ce résultat restant valable dans le cadre des groupes de Lie résolubles exponentiels

connexes et simplement connexes (voir [LeL, Chapter 3, Theorem 1]).

Dans ce mémoire, nous allons principalement nous intéresser 4 ’étude des restrictions de

représentations unitaires irréductibles de groupes de Lie nilpotents & des réseaux.

1.1.4 Réseaux et sous-groupes uniformes
Soit G' un groupe localement compact.

Définition 1.1.6 Soit I' un sous-groupe discret de G. On dit que I' est un réseau de G si
Pespace quotient '\ G posséde une mesure invariante finie, et que I' est uniforme dans G

st '\ G est compact.

Il est clair que si I' est uniforme dans G, alors I' est un réseau de G. L’inverse, par contre,

n’est pas toujours vrai.

Exemples: - ZZ" est un sous-groupe cocompact de IR", pour n > 1.

- Le groupe de Heisenberg discret est uniforme dans le groupe de Heisenberg réel (voir §1.1.6).
- Pour n > 2, SL(n,Z) est un réseau de SL(n,IR), mais n’est pas cocompact dans SL(n,IR)
(voir [Bor, Lemme 1.11]).

1.1.5 Structures rationnelles
Structures rationnelles sur les groupes et algébres de Lie

Définition 1.1.7 (1) Soit V un espace vectoriel réel. On dit que V posséde une structure
rationnelle s’il eziste un @-espace vectoriel Vg tel que V= Vo Q@ IR.
(2) Soit g une algébre de Lie réelle de dimension finie. On dit que g posséde une structure

rationnelle s’il existe une algébre de Lie 90 sur @ telle que g = go ® IR.

Il est clair qu’une algébre de Lie g de dimension n posséde une structure rationnelle si et

seulement si, g posséde une IR-base {X;,...,X,} dont les constantes de structures sont
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rationnelles, et qu’alors gq = Q-span{Xi,...,X,} définit une structure rationnelle sur g
vérifiant g = gg ® IR. Dans ce cas, dimg(gq) = dimr(g), et toute Q-base de gq est une
IR-base de g (voir [CoG2, Lemma 5.1.1]).

Les espaces vectoriels réels admettent toujours (au moins) une structure rationnelle. Par

contre, ceci n’est plus vrai dans le cas des algebres de Lie (voir [CoG2, Example 5.1.13)).

Soit maintenant G un groupe de Lie, dont 1’algeébre de Lie g posséde une structure rationnelle

gq, et soit h un sous-IR-espace vectoriel de g. On pose hg = hNggq.

Définition 1.1.8 On dit que b est rationnel si h = IR-span(hq), et qu’un sous-groupe

conneze fermé H de G est rationnel si son algébre de Lie § est rationnelle.

En particulier, si § est un idéal rationnel de g, il existe alors une structure rationnelle na-

turelle sur h\ g.

Exemples: (1) Sih et € sont deux sous-algébres rationnelles de g (de structure rationnelle

gq) telles que € soit un idéal dans f. Alors ’algebre de Lie
IR —span([f, ) = IR — span{[X, Y]; X € b, Y e ¢}

est également rationnelle (voir [CoG2, preuve de la Proposition 5.2.1]).

(2) Soit g une algebre de Lie, et soit (g(i));zl sa série centrale descendante. Si g posséde une
structure rationnelle, alors une simple application de (1) montre que tous les idéaux de la
série centrale descendante sont rationnels.

(3) Soit g une algebre de Lie, et soit (g(j));>1 sa série centrale ascendante. Si g possede
une structure rationnelle, alors les idéaux de la série centrale ascendante sont également

rationnels (voir [CoG2, preuve du Théoréme 5.2.3)).

Les éléments de gq ( resp. Gq = exp(gq)) sont appelés les éléments rationnels (ou points

rationnels) de g (resp. G).

18



Soit g* I'espace dual de g. Il existe un plongement naturel de gy = Homg(gq, Q) dans g*.
Si {X1,...,Xn} est une Q-base de gq (et donc une IR-base de g), alors f € gy s’étend en

une fonctionnelle linéaire f € g* donnée par

n

(f,ZGiXi) = Zai(f,Xi)7

i=1
pour tout @; € IR (1 < 7 < n). Avec ce plongement, il est clair que [ € g* est un
élément de gg si et seulement si, (I,gq) C Q. Maintenant, si {l;,...,l,} est la base
duale de g (avec (l;, X;) = &;;), alors ces fonctionnelles appartiennent 3 gg et sont @-
linéairement indépendantes. De plus, si | € gy, alors (I, X;) € Q et I = Y7 (I, Xl
Ainsi, gg = @ —span{l;,...,[.}, et ces éléments forment donc une Q-base de gg- Ainsi,

g” = dg ® IR, et on peut alors considérer que gy, est la structure rationnelle naturelle de g*.

Si lalgebre de Lie g posséde une structure rationnelle gq, alors tout élément [ de gy a alors
son noyau et. son radical rationnels. Si g est en plus nilpotente, alors [ € gg admet en outre
une polarisation rationnelle (la polarisation de Vergne (voir [CoG2, Theorem 1.3.5]) fournit

une telle sous-algebre polarisante).

Pour plus de détails sur les structures rationnelles sur les espaces vectoriels ou sur les algebres

de Lie, voir par exemple [Boul, Chapitre 2, §8] ou [CoG2, Chapter 5].

Structures rationnelles et réseaux dans les groupes de Lie nilpotents

Si G est un groupe localement compact, et si I' est un sous-groupe discret de G, nous avons
vu que le fait que I" soit uniforme dans G implique que T est un réseau de G; et que V'inverse,
par contre, n’est pas vrai en général. Cependant, si G est un groupe de Lie nilpotent, ces
deux notions sont en fait équivalentes, et I' est un réseau de G si et seulement si I' est
uniforme dans G. En outre, I' est alors Zariski-dense dans G, c’est & dire que pour toute
représentation unipotente ¢ : G — GL(n, IR), o(T) et o(G) ont la méme fermeture de Zariski
dans GL(n,C ) (voir [Rag, Theorem 2.1]).
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A.l. Malcev a démontré en 1949 (voir [Mal, Theorem 6}) qu’un groupe I' est isomorphe & un
réseau d’un groupe de Lie nilpotent simplement connexe si et seulement si I' est nilpotent,

de type fini et sans torsion.

Soit dorénavant GG un groupe de Lie nilpotent, d’algebre de Lie g. L’existence de réseaux
dans GG est intimement liée a I’existence d’une structure rationnelle sur G, car si G admet un
réseau I, alors g (et G) possede une structure rationnelle donnée par gq = @Q-span(log(T));
et inversement, si g possede une structure rationnelle provenant d’une Q-algebre gq C g,

alors G possede un réseau I tel que.log(I‘) C gq (voir [CoG2, Theorem 5.1.8]).

Exemple: Toute algebre de Lie nilpotente réelle g de dimension inférieure ou égale a 6
posséde une structure rationelle (voir par exemple [GoY, Chapter 8, II.4, Proposition 1]).

Ainsi, si G est un groupe de Lie nilpotent de dimension < 6, alors G admet un réseau I'.

Soit T’ un réseau de G. Si on munit G de la structure rationnelle induite par I, un sous-
groupe de Lie H de G sera rationnel si et seulement si HNT est uniforme dans H (voir[CoG2,

Theorem 5.1.11]).

Si Ty et I'y sont deux réseaux de G, alors I'y et I'; vont induire la méme structure rationnelle
sur G si et seulement si I'y et I'y sont commensurables, c’est a dire si et seulement si I'y N Ty

est d’indice fini dans I'; et dans I'; (voir [CoG2, Theorem 5.1.12]).

Soit {Xj,...,X,} une base de Malcev (forte ou faible) de g. On dit que {X;,... ,X,} est

fortement basée sur un sous-groupe discret I' de G si
I'= {exp(miXy)---exp(m,X,); m; € Z,1 < j < n}.

Un sous-groupe discret I' de G sera alors un réseau de G si et seulement s’il existe une base
de Malcev (forte ou faible) de g fortement basée sur I" (voir [CoG2, Theorem 5.1.6]).

Si Hy C --- € Hiy C G sont des sous-groupes (resp. des sous-groupes normaux) de Lie
rationnels de G, d’algebres de Lie respectives h; C --- C b C g, alors il existe une base de

Malcev faible (resp. forte) de g, fortement basée sur I', et passant par by, ..., hs.
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Enfin, si G' posseéde une structure rationnelle, il existe des réseaux I' de G possédant la

propriété (supplémentaire)
log(T") est un sous-groupe additif de g.

De tels réseaux seront alors appelés additifs. Comme le montre le théoréme suivant, il existe

bon nombre de tels réseaux.

Théoréme 1.1.4 ([CoG2, Theorem 5.4.2]) Soit I' un réseau dans un groupe de Lie nil-
potent G. Alors,

(a) T' contient un réseau additif Ty d’indice fini dans T'.

(b) Il existe un réseau additif I'y de G contenant T tel que T soit d’indice fini dans Ty.

Nous verrons au paragraphe 1.2 qu’ il est possible de décrire explicitement et simplement le

spectre de nilvariétés compactes I' \ G, si I est un réseau additif de G.

Pour plus de détails sur les structures rationnelles et sur les réseaux des groupes de Lie

nilpotents, on pourra par exemple se reporter a [CoG2, Chapter 5] ou [Rag, Chapter 2].

1.1.6 Premier exemple: le groupe de Heisenberg

Soit g = IR X; 4+ IRX, + IRX; ’algébre de Heisenberg, munie du crochet [X3, X2] = X; (voir
par exemple [Nie]), et soit G = (IR, IR, IR) le groupe de Lie connexe et simplement connexe

correspondant, muni du produit
(%1, %2, 23).(Y1,Y2,¥3) = (T1 + y1 + 23y, T2 + Y2, T3 + ¥3)
pour tous z1, T3, T3,¥1,Y2,ys € IR. On a alors, pour tous ay,as, a3, z1,z2,23 € IR,

1
exp(a1 X1 + a2 X2 + a3 X3) = (a1 + 50203, a2, as)

1
log(z1, 2, z3) = (21 — E:L‘gl‘;;)Xl + 22 X2 + 73 X3
Ad(z1, Z2, 23)(@1.X1 + 02Xz + a3 X3) = (a1 + 2302 — T2a3) X1 + 62X, + a3 X5
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Si {X7, X5, X5} est la base duale de g* associée a { X1, X2, X3}, on a alors également, pour

tous ay, ag, a3 € IR,
Ad*(.’El,IL‘Z,.’Eg)(ale + CYgX; -|'- a3X§) = CY]X; + (CYQ — IL'3Q1)X; + ((13 + .'Ezal)Xg
Ainsi, si | = oy X7 + . X5 + a3 X3 € g*, son orbite (pour l’action co-adjointe) est égale 3

ale + IR,X; + IRX;, Si (3] 7£ O

Oc(l) =
{azX; + ang}, siay =0,

la représentation unitaire irréductible 7; de G associée pouvant alors se réaliser comme suit:

mi(z1, T2, 23)(f)(E) = 217221 f(¢ — 23), pour tout f € L2(IR), si oy #0

771(371, 1'2,-'173) — e2m(a2a:2+asza)’ sia; =0

pour tout (z;,zq,z3) € G.

Considérons maintenant les trois réseaux I', T'; et ', de G définis par

I'= (Z,E, Z) = {(P17p27p3); P1,P2,p3 € Z}a
Fl = (Z7 2,22) = {(p11p2a2p3); P1,P2,p3 € Z}a
Ly = (a1, a2, a37L) = {(01P1’02P27a3P3)§ P1,P2,P3 € Z}-

avec aj,as,a3 € IR — @) tels que le systéeme {a;, as, as} soit @Q-linéairement indépendant et

a1 = azas (par exemple a; = /6, a; = /3 et a3 = \/2). Alors:
- Iy est un réseau additif de G,

- I' et I'; sont commensurables, alors que ' (ou I'y) et T'; ne le sont pas.
De ce fait, I' (ou I'y) et I'; induisent donc deux structures rationnelles distinctes sur g, égales
agg = Q-span{Xl,Xz,Xg} et g% = Q-span{ale,ang,a3X3} respectivement. En parti-
culier, il existe alors des sous-algébres de g rationnelles pour la premiére structure, qui ne le

sont pas pour la seconde (par exemple, § = R(X; + X3)).

Remarque: Le réseau I' de G est communément appelé groupe de Heisenberg discret.
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1.2 Spectre des nilvariétés compactes

1.2.1 L’algébre LY(G)

Soit G un groupe localement compact, et soit dg une mesure de Haar sur G. Soit C.(G)
Pespace des fonctions continues sur G a support compact, et soit L'(G) I’espace des fonctions
définies sur G a valeurs dans € , intégrables par rapport & la mesure dg. Pour ¢, € L(G),
on définit la convolution ¢ x ¥ des fonctions ¢ et v par
(ex )W) = [ ololls™ - h)ds,
G

pour tout h € G. Ainsi, o x9 € L'(G), et L(G), muni du produit de convolution, est une
algebre de Banach.

Soit maintenant (7, ,) une représentation unitaire de G. On pose, pour tout ¢ € C.(G) et
tout £ € Hny,
#e)é = [ elo)m(o)eds.
G

Cette intégrale est bien définie. Puisque ||#(¢)|l1 < llells - ||€]l, cette définition peut étre

étendue a tout élément de L'(G), et (%, H,) est alors une représentation de L!(G).

1.2.2 Théoréeme de Moore

Soit G un groupe de Lie nilpotent réel, connexe et simplement connexe, d’algebre de Lie g,
et soit I' un réseau additif de G. Dans ce paragraphe, nous allons donner une preuve du
théoreme de C.C. Moore (voir Moo, Theorem 1]) permettant de caractériser le spectre de la
représentation quasi-réguliere (droite) A = Ind¥1r de G dans L%(T'\ G). Pour ce faire, nous
allons reproduire la preuve (de type Selberg) donnée par L. Corwin et F.P. Greenleaf dans

[CoG1].

Soit ¢ € C.(G). Si F est un domaine fondamental relativement a T' tel que F est compact et

OF est de mesure nulle, alors 'opérateur intégral (1) est un opérateur de Hilbert-Schmidst,
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de noyau défini sur F' x F par

K(g1,92) =Y (97" -7 0),

~verl’

cette somme ne portant que sur un nombre fini de termes (pour plus de détails, voir par
exemple [Gel, Chapter 1, §2.2]). Soit maintenant ¢ = ¥* * 1, ot ¥*(g) = 1(g~1), pour tout
g € G. L’opérateur :\(c,o) possede alors une trace (indépendante de la normalisation de dg)

donnée par

Trace( /\(go /Zgo dg.

~€r
Posons A = log(T') et A+ = {f € g*; (f,A) C Z}. On a alors

Trace(ip) = [ S oo™ -v-9)ds

~yel
= / z (Ad(g™ ") X) dg (on identifie ¢ et ¢ o exp)
FXEA
= (Ad*(g7")f) dg
T \ G| / 2. ?

feat
ou |I'\ G| désigne le volume de F. [En effet, si on pose

7€) = [ plx)enien) ax

g
pour tout { € g*, ou dX est la mesure (euclidienne) image de dg par log sur g, alors, d’apres

la formule sommatoire de Poisson, on obtient
Y w(Ad(g™) A\al Y P(Ad(g)f
XeA feaL

I’ étant en outre un réseau additif de G, il existe donc un domaine fondamental additif &
(dans g) relativement & A tel que F' = exp(X) soit un domaine fondamental multiplicatif

(dans G) relativement & T' (voir [CoG1, Lemma 3.11]). D’ou

|A\g|=/ dx=/ dg= /-dg=|r\-G|.1-
z exp(X) F

Soit maintenant f € g*. Son stabilisateur Ry = {g € G; Ad*(9)f = f} est connexe,
d’algebre de Lie vty = {X € g; (f,[X,g]) = 0}. Posons 'y = R; NT. L’ensemble At étant
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Ad*(T)-invariant, soit S un ensemble de représentants des Ad*(I')-orbites dans At; et pour
tout f € S, soit A(f) un ensemble de représentants de I'y \ I. On a alors
=] I Ace™f
fES~yEA(S)
et, puisque A(f) - F' est un domaine fondamental relativement a I'y (dans G), on obtient

donc

Trace(A(p)) = IF\G|/ Z P(Ad*(¢™h)

feat

- IF\ Z/ S GAd(g)Ad () f) dg

feS Foyen (n

= |I‘\G|Z/ > B(Ad*((v-9)™)f)dg

fes577 vea(s)

fes
1
= P(Ad*(g7")f) dg
lr\_c:l;/p,\a"p Rl

ou dg est la mesure sur I'y \ G vérifiant

/Gz,b(g) dg = /Ff\ (Z (- 9)) dg, pour toute fonction 3 € C(G).

G yery
Via ’application R; - g — Ad*(¢g™!)f, on peut naturellement identifier Ry \ G avec I'orbite
Oc(f) = Ad*(G)f, ainsi que la mesure canonique gy sur Og(f) avec la mesure sur Ry \ G.
Soit donc dv une mesure de Haar sur Ry, et soit dn la mesure induite correspondante sur
R; \ G. Puisque @(Ad*((zg)™1)f) = @(Ad*(¢71)f), pour tout z € Ry et tout g € G, on a

alors

Trace(Ap)) = g 2 ). PN

JE€S

- Y . R\ RAGAL () dn(Rs o)

fes

= ' ILs\ Ryl dn [ .
) fEALZ/A;d. IT\G] dﬂf/ @(&) dps(€)

— Z IFf\Rfl d77 Trace(ﬂ'f( ))
= T \GI duy
fEA‘ [/Ad*(T")
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ol 7y est la représentation unitaire irréductible de G associée a l'orbite Og( f) (voir [CoG2,
Theorem 4.2.4]). Mais, d’'un autre coté, puisque I' \ G est compact, la représentation X se
décompose en une somme discrete de représentations unitaires irréductibles de G, chacune
étant de multiplicité finie dans A (voir [Gel, §2.3, Theorem]). Ainsi, si on pose
A= @ m(w, A\,
©€Sp(A)
ou m(m, A) dénote la multiplicité de'la représentation = dans A, on obtient alors également
Trace(AM(y)) = @ m(m, A)Trace(7(yp)).

7ESp(A)

~

Ainsi, en comparant les deux expressions de Trace(A(¢)), on remarque que, pour ¢ €-g*,

m(me,A) # 0 si et seulement si Og(¢) N AL # 0, et alors
Ty \ By dn
= X TG
1€0G(ENAL/Ad (D) !

Ainsi, on a donc montré que:

Théoréme 1.2.1 ([Moo, Theorem 1]) Soit G un groupe de Lie nilpotent, et soit I' un
réseau additif de G. Alors la représentation © € G est une sous-représentation de la
représentation quasi-réguliére (droite) A de G dans L*(T' \ G) si et seulement si son or-

bite O, rencontre (log(I'))™.

Maintenant, si ' est un réseau quelconque de G, ce résultat n’est en général plus valable.
Néanmoins, il existe quand méme une condition nécessaire pour qu’un élément du dual

unitaire de G soit dans le spectre de la nilvariété compacte T'\ G.

Proposition 1.2.1 ([Moo, Corollary 2]) Si I est un réseau de G, et si 7 € G est telle

que m(w,A) # 0, alors son orbite O, contient un élément rationnel de g*.

Pour notre propos, nous ne nous intéressons qu’au spectre de la représentation quasi-réguliere
(droite) de G sur L} \ G). Aussi, pour une détermination plus précise des multiplicités
m(w, ) des représentations 7 € Sp(A), nous renvoyons au travaux de R. Howe (voir [How]),

de L.F. Richardson (voir [Ric]) ou & l'article de L. Corwin et F.P. Greenleaf (voir [CoG1]).
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Exemple 1: Revenons 3 ’exemple du groupe de Heisenberg G. Le réseau I'; étant additif,
une simple application du théoreme de C.C. Moore nous permet de voir que le spectre de la
nilvariété T'; \ G est composé des représentations unitaires irréductibles de G associées aux

orbites
a X7+ RX; + IRX3 et {a, X5 + 03X3 )}

pour aj,az € Z et ag € %E.

Maintenant que nous avons rappelé les définitions et les propriétés générales des groupes
(et algébres) de Lie nilpotents, de leurs réseaux et de leurs représentations, nous pouvons
entrer dans le vif du sujet et énoncer un critére d’irréductibilité pour les restrictions de

représentations ™ € G d’un groupe de Lie nilpotent G a un réseau I

1.3 Critere d’irréductibilité

Soit donc G un groupe de Lie nilpotent, d’algebre de Lie g, et soit I un réseau de G. On
dénote par g* I’espace dual de g, et on munit g, G et g* des structures rationnelles induites

par [.

Soient O, et O, deux orbites co-adjointes de g*, et soient fi, f2 € g* telles que Oy = Og(f1) et
Oy = Og(f2). D’aprés le Théoréme de Chevalley-Rosenlicht, il existe k,m > 0, Xy, ..., X,

Yi,...Yn €g tels que les applications
Uy, RF— O, (z1,.-. yzk) — Ad"(exp(z1X1) - - exp(zx X)) f1

et
Uy i R™ — Os (Y1yeee ) — Ad*(exp(11Yi) -+ exp(ym¥im)) fo
soient des difféomorphismeés. Soit alors
Uy g, IR* x IR™ — g
(T1y. - 3 Thy Y1y -+ ,Ym) +— Ad*(exp(z1X1)---exp(zeXi))fr

+Ad"(exp(y111) - - - €xp(ym¥m)) fo-
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Uy, 5, est une application polynomiale de IRF x IR™ dans g*, d’image égale a O; + O,. Soit
v (resp. 1;) limage de la mesure de Lebesgue A (resp. A,) sur IR® (resp. IR™) par
Papplication ¥y, (resp. ¥j,). Alors vy et vy sont deux mesures G-invariantes sur O; et O,
respectivement. Soient maintenant d; et d; deux fonctions strictement positives sur O, et
O, respectivement telles que fO; dydvy = f02 dydvy = 1. Alors py = dy - vy et p, = dz - 1o
sont deux mesures quasi-invariantes sur O; et O,, équivalentes a 14 et v, respectivement.
Etendons trivialement ces mesures & g*. Leur produit de convolution p; % g2 est équivalent

a la mesure g définie sur g* par
#(B) = (dr - d2)(Me ® A )(¥7 1, (B)),
pour toute partie borélienne B de g*.

Lemme 1.3.1 Soient Oy, O, et py, ps définies comme ci-dessus. Si O est une orbite co-

adjointe dans g* telle que (p1 * p2)(O) # 0, alors O = O + O,.

Preuve:  étant une variété algébrique affine, il existe des applications polynomiales

P,...,P; € R[Xy,...,X,] telles que
O={zeg" Pz)="--=Pi(z) = 0}.
Si I'on pose = = (21,... ,2%) € IR* et y = (y1,...,¥m) € IR™, alors

q’?ll,fz(o) = {(‘T’y) € R® x R™; \Ilfl,fz(zay) € O}
= _{(x,y)e IRF x R™; P,(¥y, 1,(z,¥))=0}N... |
N {(:v,y) € R* x IR™; Pj(\pflvf'z(xvy)) = 0}
Maintenant, s’il existez € {1,...,j} tel que le polynéme P; ne soit pas identiquement nul sur

'image de ¥y, ;,, alors application polynomiale P;o ¥y, s, est a son tour non identiquement

nulle sur IR* x IR™, et ’ensemble de ses zéros
Z(Pi ° \I/flyf2) = {(:I),y) € IR'k X IR'm; Pi(\pfx.fz($7y)) = 0}

est de mesure nulle (pour la mesure de Lebesgue) dans IR* x IR™ (pour une preuve de ce

fait bien connu, voir [ArL, Lemma 2.3]). Mais alors, puisque \Il;ll,h((')) C Z(PoVy 1), 1l
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en est de méme pour ¥;' (O). Dot u(0) = 0, et O est de mesure nulle pour la mesure
fi1 * fi2, ce qui contredit notre hypothése sur O. Ainsi, pour tout ¢ € {1,..., 7}, le polynéme
P; est identiquement nul sur I'image de ¥y, ¢,, et O1 + O3 est par conséquent contenu dans

0. Oy + O, étant G-invariant, I'inclusion réciproque est alors trivialement vérifiée. o

Comme le montre ’exemple suivant, la somme de deux orbites co-adjointes peut étre encore

une orbite co-adjointe lorsque, entre autres, I’'une de ces orbites est plate.

Exemple : Soit g l’algébre de Heisenberg. Conservons les notations du §1.1.6, et posons
L = aX; et l, = BX; € g, avec o, € IR. Alors Og(l1) = oX7 + IRX; + RXj,
Oc(lz) = BX7+ IRX5 + IRX3, et

Oc(l) + Og(ls) = (e + B)XT + RX7 + RX;
est encore une orbite pour l’action co-adjointe de G sur g*.

Lemme 1.3.2 Soient O, O, et O, trois orbites co-adjointes dans g* telles que O = O+ O;.
Alors, pour tout f = fi + fo € O (avec f1 € O1 et f, € Oz), on aty C vy Nry,.

Preuve: Puisque © = O; + O,, O est donc une sous-variété fermée de g*. Soit f € O,

fL € Oy et fa € O, telles que f = fr + f2. L’application
p:GxG—g  (9,h)— Ad(9)fi + Ad(R)f2
est différentiable, de différentielle en (e, e) égale a
eard 5 X5 = Ty (01 4 02, (X,¥) o ad" (X + 84"V
Ainsi,
{ad"(X)f +ad"(Y)l; X,Y € g} € Tr41(01 + O2) = T((0)

c’est & dire, L S S

{ad*(X)fy +ad"(Y)fo; X, Y € g} C {ad"(2)f; Z € g}
D’ou, pour tout X € g, il existe Zx € g tel que ad*(X)fi = ad"(Zx)f. Pour tout U € g,
on a alors (f1,[U, X]) = (f,[U, Zx]), et t; est par conséquent inclus dans ts. De la méme

maniére, on montre que l’on a également t; C ty,, ce qui termine la preuve de ce lemme. O
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Lemme 1.3.3 Soit | € g*. On suppose qu’il existe g € G tel que Ad*(g)l — [ est iden-

tiguement nulle sur [g,g]. Posons X = log(g). Alors, ad*(X)l = 0 sur [g,qg], et donc
Ad*(g)l — | = ad*(X)L.

Preuve: Soit [; la restriction de [ & [g,g]. Si on étend trivialement Iy a g (apres avoir
effectué le choix d’un supplémentaire de [g, g] dans g), on obtient Ad"(g)l; = [;. Considérons

maintenant ’application
F:IR —g", t — Ad*(exp(t X))l — 1.

Ainsi, F est une application polynomiale telle que F(n) = 0, pour tout entier n > 1.

L’application F' est donc identiquement nulle, et

ad*(X)ll = ll_r’%[Ad*(exp(tX))ll - ll] = 0.

D’ou ad*(X)I = 0 sur {g, g], et du méme coup, Ad*(g)l — I = ad*(X)l. o

Nous rappelons maintenant un critére d’irréductibilité (et d’équivalence), dii a M. Cowling et
T. Steger (voir [CoS, corollaires 1.2 et 1.3]), pour des restrictions de représentations unitaires

irréductibles a des réseaux.

Proposition 1.3.1 ([CoS]) Soit G un groupe localement compact, et soit I' un réseau de
G. On dénote par A la représentation quasi-réguliére de G sur L*(T' \ G), et par Xy sa
restriction au complément or;thogonal a € 1 dans L*(T'\ G). Soient 7,0 € G.

(1) Si 7 n’est pas contenue dans Ao ® 7, alors 7r|r est irréductible.

2) Si 7 n’est pas contenue dans o ® A, alors 7| et p|. ne sont pas équivalentes.
r r

Preuve: Soient H, et H, les espaces des représentations 7 et g respectivement. On réalise

le produit tensoriel de la représentation 7 ® X dans L*(T' \ G, H,) de la maniere suivante:

(7 ® \)(9)f(Th) = 7(g)f(Thg), pour tous g € G, Th € I'\ G et tout f € L*(T'\ G, H,).
Soit alors ® : Homp(Hx, H,) — Homg(H., L*(I' \ G,H,)) V'application définie par

®(T)E(Tg) = o(g7" )T (g)¢, pour tout I'g € '\ G et tout £ € H,.
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Il est facile de voir que @ est injective. Remarquons que p®@ A = p® p ® Ao. Ainsi, si 7 n’est

pas une sous-représentation de m @ Ag, alors
dim(Homg(H,, L*(T'\ G, H,))) = 1,

Homrp(H., H,) = € I, et la restriction de m & ' est irréductible. Maintenant, si = n’est pas

une sous-représentation de p ® A, alors
dim(Homg(H., L*(T'\ G, H,))) = 0,

et les représentations 7r|F et 9'[‘ ne sont pas équivalentes. Ceci qui acheve la preuve de cette

proposition. i

Introduisons maintenant une définition.

Déﬁniti;)n 1.3.1 Soit G un groupe de Lie nilpotent, et soit I' un réseau de G. On munit g
(et G) de la structure rationnelle induite parT.

(1) Une sous-algébre b de g est dite totalement irrationnelle (par rapport a la structure
induite par I') si b n'est contenue dans aucune sous-algébre rationnelle propre de g.

(2) Un groupe de Lie H est dit totalement irrationnel si son algébre de Lie b est totalement

irrationnelle.
Nous nous trouvons ainsi en mesure d’énoncer le principal résultat de ce chapitre.

Théoréeme 1.3.1 Soit G un groupe de Lie nilpotent, d’algébre de Lie g, et soit I' un réseau
de G. Soit |l € g*. Alors la restriction 7r1|l, de m; & T est irréductible si et seulement si le

radical v; de | est totalement irrationnel pour la structure rationnelle induite par .

Remarque: Si [ est un élément de g*, dire que son radical t; n’est contenu dans aucun
idéal rationnel propre de g est équivalent a dire qu’aucun des conjugués Ad(g)t; = taq+(g-1y
(pour ¢ € G) n’est contenu dans un idéal rationnel propre de g. Ainsi, le critére énoncé
ci-dessus est un critere sur I'orbite de ! dans g*, et non sur un quelconque de ses éléments,

ainsi que 'on pouvait s’y attendre.

31



Preuve du Théoréme 1.3.1: Supposons donc que [ € g* est telle que son radical t; n’est
contenu dans aucun idéal rationnel propre de g, et montrons que la restriction a I' de la
représentation m; est irréductible. Pour se faire, nous allons utiliser le critéere d’irréductibilié
de M. Cowling et T. Steger cité précédemment. Supposons donc que la représentation 7 soit
contenue dans Ag @ 7. La représentation quasi-réguliere A de G sur I?(T'\ G) se décomposant
en somme directe de représentations unitaires irréductibles = dont I'orbite O intersecte
gy (voir Proposition 1.2.1), il existe donc f € g" — {0} (que l'on peut bien sir supposer
&tre un élément de gy) telle que m; C 7y ® m. D’apres [Kirl, Theorem 6.1] ou [Fel, 1.4,
Corollaire], ceci est possible (si et) seulement si la mesure de l'orbite Og(l) est non-nulle
dans Og(f) + Og(l). Ainsi, d’aprés le lemme 1.3.1, Og(l) = Og(f) + Og(l). Soit g € G tel
que Ad*(g)l = f +1. On a alors Ad(g)y C ty, par le lemme 1.3.2. Mais puisque f € gg, son

radical t; est une sous-algebre rationnelle de g, et donc, par hypothese sur [, ty = g. Ainsi,

(f,lg,9]) = (Ad™(g9)l - L,[g,9]) = 0,

et, par le lemme 1.3.3, f = ad*(X)! (ot X = log(g)). On en déduit alors que le radical t;
est contenu dans le noyau Ker(f) de f, qui est un idéal rationnel de g. Ainsi, Ker(f)= g,
ce qui contredit alors I’hypotheése faite au départ sur la fonctionelle linéaire f. Ainsi, la
représentation 7 n’est pas contenue dans Ao ® 7, et la restriction de 7 au réseau I' est donc

irréductible. Pour la preuve de la réciproque, voir Corollaire 3.2.1 . ]

Soit p: G — [G,G]\G et p: g — [g, 0]\ g les projections canoniques. Puisque le sous-groupe
[G, G] est rationnel, p(T') est un sous-groupe cocompact de p(G) (voir [CoG2, Lemma 5.1.4])

et induit donc une structure rationnelle sur p(g) et sur p(G).

Lemme 1.3.4 Soient p et p définies comme ci-dessus, et soit h une sous-algébre de g.
Alors by est contenue dans une sous-algébre rationnelle propre de g si et seulement si p(h)

est contenue dans un espace vectoriel propre de p(g) (pour la structure rationnelle induite

par p(L)).

Preuve: Supposons que §j soit contenue dans une sous-algebre rationnelle propre de g. Il
existe alors un idéal rationnel gy de codimension 1 dans g contenant §. Il est clair qu’en

outre, [g,a] € go. Puisque il existe une base de Malcev forte de g, fortement basée sur I et
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passant par [g, g] et go, p(go) est un sous-espace vectoriel rationnel propre de p(g), contenant

p(h). L’inverse est clair. o

Comme 1’a aimablement fait remarquer Pierre de la Harpe, nous avons alors:

Corollaire 1.3.1 On conserve les notations du lemme 1.3.4. Alors ) est rationnelle dans g

si et seulement si hN [g,g] \ b est rationnelle dans Ualgébre abélienne [g,g] \ g.

Lemme 1.3.5 Soit n > 1 et soit V un sous-espace vectoriel de IR™. Soit {Xi,...,X.}
une IR-base de IR", qui qoit également une @-base de Q™. Alors V n’est contenu dans
aucun sous-espace vectoriel rationnel propre de IR™ si et seulement si il eriste (en fait,
pour presque-tout) X = Y1 z;X; € V tel que le systéme {z1,... ,z,} est @-linéairement

indépendant.

Preuve: Supposons que V ne soit pas contenu dans un sous-espace vectoriel rationnel
propre de IR". Pour f € (Q")* — {0}, posons V; = V N Ker(f). Par hypothese sur V, on a
V; G V. Ainsi, le sous-espace vectoriel V; est de mesure zéro dans V, et il en est alors de
méme pour (2 = | fe(@n) {0} V;, qui est réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle.

Ainsi, I’ensemble

V-Q={X= Zm;X,-; {z1,... ,Tn} est Q-linéairement indépendant }

i=1

est non-vide. La réciproque est claire. , a

Proposition 1.3.2 Soitp:g — [g,ﬁ]\g la projection canonique, soit {X1,... ; Xm,... , Xn}
une base de Malcev forte de g, fortement basée sur ' et passant par [g,g] (dim([g,g]) = m),
et soit i) une sous-algébre de g. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) b n'est contenue dans aucun idéal rationnel propre de g.

(11) p(f)) n’est contenu dans aucun sous-espace vectorzel rationnel propre de [g,g] \ g.

iii) Il existe X = :L'X €t tel que Tom 1,- .. zn est @ linéairement mdependant
1= 1 q +

Preuve: La preuve de cette proposition découle des lemmes 1.3.4 et 1.3.5. ]

33



Au chapitre suivant, nous verrons que les conditions de la proposition 1.3.2 sont équivalentes

a ’ergodicité de ’action (par translations a droite) de H = exp(h) sur la nilvariété " \ G.

Cette proposition nous permet donc maintenant de déterminer facilement si la restriction

d’une représentation au réseau I' est irréductible ou non.

Corollaire 1.3.2 Soit p: g — [g,g]\g la projection canonique, et soit {X1,... , Xm,... Xn}
une base de Malcev forte de g, fortement basée sur I' et passant par [g,d] (de dimension
m). Pour l € g*, la représentation 7”'[‘ est irréductible si et seulement si il existe X =

v x; X; € v tel que le systéme {Tpmi1,...,2n} est @-linéairement indépendant.

Exemple 2: Soit ge15 = IRX; + --- + IR X 'algébre de Lie nilpotente définie par les

crochets (voir [Nie])
[X67X5] - X3 ' [XG,X4] = Xl [X57X4] = X2

et soit Gg15 = IR® le groupe de Lie réel nilpotent connexe et simplement connexe correspon-

dant, muni de la multiplication

(Z1y---r26) * (Y1,---,¥6) = (x1+ Y1+ TeYa, T2 + Y2 + TsYa, T3 + Y3 + TeYs, Ta + Ya,

zs5 + Ys, e + Yo)

pour tous xq,...,%Zs,Y1,--- ,¥s € IR. On a alors, pour tous z4,...,%s,a1,... ,a6 € IR
-1
(z1,... ,6) = (—z1+ Ta6,—T2 + T4Ts5, —T3 + T5Te, — T4, —T5, —T¢)
1
exp(a1. X1 + -+ aeXe) = (a1 + 50496, @2 + 5 445,03 + 59546, a4, ds, as)

) 1 1 1
lOg(.’El, e ,1:6) = (231 —_ §$4$6)X1 + (332 —_ §$4$5)X2 + (1123 - §$5$6)X3

24 Xy + 25 X5 + 26 Xe

Ad(zy,... ,z6)(a1 X1 + - -+ asXe) = (a1 + zeaq — z4a6) X1 + (a2 + T5a4 — T4a5) X7
+(as + Teas — T5a6) X3 + a4 X4 + as X5 + aeXe
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Soit maintenant {Xj,...,Xg} la base duale de g§ ;5 associée a {Xi,...,Xs}. Pour tous

Zi,...,Te,Q1,--.,06 € IR, on a alors

Ad*(zy,... ,z6)(aa X7 + -6 Xg) = aaX] + @ Xi + a3 X3 + (a4 — z500 — z601) X}

+(as — zeas + z402) X5 + (a6 + 503 + Ta0) X¢

Soit maintenant le sous-groupe I' de G 15 défini par I' = {(pl, e »D6); P1s--- D6 € Z} (que
’on dénote aussi par (7,7, 72,72,7%,7Z)). C’est de maniére évidente un réseau de Gg ;s; et
la base {X1,...,Xe} est une base de Malcev forte de ge 15, fortement basée sur I' et passant
par [ge 15, g615]. Enfin, soit | = a1 X7 + e X; +as X3 € g5 5 avec {a1, g, a3} Q-linéairement

indépendants. Alors,
= RX; + RX; + RX; + R(as Xy — a1 X5 + a2 Xs),

et, d’apres le corollaire 1.3.2, la représentation 7r1|F est donc irréductible.

1.4 Critere d’équivalence

Soient maintenant 7 et p deux représentations unitaires irréductibles de G' dont les restric-
tions & I sont irréductibles. On peut alors se demander sous quelle(s) condition(s) ces deux

représentations sont unitairement équivalentes.

Théoréme 1.4.1 Soit I' un réseau de G, et sotent w,p € G telles que 7r|I, et er‘ soient
irréductibles. Alors 7r|r = er st et seulement s’il existe un caractére x de G tel que 7 = x®p

et XIF = 1.

Preuve: Si7 = x ® p avec X|1“ = 1, alors il est clair que 7r|r = 9‘1" Supposons donc 7r|r.
et glr soient irréductibles et unitairement équi\}alentes. Il existe [, f € g* telles que # = m;
et p = my.

Etape 1: Supposons que I' soit un réseau additif de G. C.C. Moore a montré que la
représentation quasi-réguliere A de G sur L*(T'\G) ne se décompose alors qu’en somme directe
de représentations o € G dont l'orbite intersecte (log(T'))* (voir Théoréme 1.2.1). Ainsi,

puisque d’apres la proposition 1.3.1, on doit avoir m; € A ® 7y, il existe donc 7 € (log(T))*
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telle que m; C 7, @ 7. D’apres [Kirl, Theorem 6.1] (ou [Fel, 1.4, Corollary]) et le lemme
1.3.1, on a alors O; = O, + Oy. Soit g € g tels que Ad*(g)l — f = n € (log(T))t. D’apres
le lemme 1.3.2, Ad(g)v; est contenu dans la sous-algebre rationnelle t,. Mais, 7r|l, étant
irréductible, Ad(g)r; ne peut pas étre contenu dans une sous-algebre rationnelle propre de g
(d’aprés le Théoreme 1.3.1). D’ou v, = g, et m, est un caractere de G, trivial sur I'. Ainsi,
7 est équivalente a la représentation 7, ® 7y.

Etape 2: Maintenant, si I’ est un réseau quelconque de G, il existe un opérateur unitaire

T : H(mi) — H(my) tel que
T m(y) = 74(y) T, pour tout v € ',

Soit alors I'y un réseau additif de &, contenu dans TI', et d’indice fini dans I'. T et I
étant commensurables, ces deux réseaux induisent la méme structure rationnelle sur G (voir
[CoG2, Theorem 5.1.12]), et les représentations 7r1|1,0 et fIFO sont donc irréductibles. Puisque
7r1|F0 = Wflro»’ il existe, d’apres I’étape 1, 7 € (log(To))* tel que v, = g et m = x, ® 75. Soit

Ty un opérateur d’entrelacement vérifiant

Xn(9)7(g) = Ty mi(g) Ty

pour tous v €T et ¢ € G. On a donc, pour tout v, € Iy,

T mi(v) T™" = 75(70) = Xa(20)75(0) = T1 m(70) Ty

c’est a dire
7'('1(’)’0) = T_l T1 7T1("/0) Tl_l T

La représentation mlro étant irréductible, on en déduit donc, d’apres le lemme de Schur que

T est un multiple de 7T7. Ainsi, pour tout v € I, on a:

Xo(N7s(7) = Tim() T =Tm(y) T =ms(y)

.et donc x, =1 sur I'. Ceci achéve la preuve du théoreme 1.4.1. . . o

Exemple 2: Revenons a ’exemple du groupe de Lie nilpotent Gg.5, d’algébre de Lie
g61s- Si | = X} + X + a3 X; € gg,5, nous savons que la restriction au réseau

' = (Z,7Z,72,72,7L,7Z) de la représentation m € @6,15 est irréductible. En outre, une
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représentation p € ée 15 est telle que = m|.. si et seulement si, en vertu du théoréeme
p , que | r :

1.4.1, p = 74, pour
f € Oclan X7 + a2 X5 + asX3 + g1 X; + ¢s X5 + g6 X3),

avec qq,qs, gs € 7L.

1.5 Exemples

Dans cette section, nous allons exhiber une famille de groupes de Lie nilpotents dont un

grand nombre de représentations restent irréductibles lorqu’on les restreint a un réseau.

Soit n > 1 et soit A € M,(IR) une matrice nilpotente réelle. Posons g, = IR™ x IR, munie

du crochét
[(2,1), (y,8)]1 = (tAy — 5Az,0)
pour tous £ = (Z1,...,%a),¥ = (¥1,-..,yn) € IR" et tous t,s € IR. Il est facile de voir

que (g1,[,]1) est une algébre de Lie, et qu’elle est nilpotente car la matrice A est nilpotente.

Puisque la matrice A est semblable & une matrice de la forme

0 0 A O :
0 M- O
: 0 /\-,,,_1

ol les ); sont égaux & 0 ou 1, on peut donc supposer que la matrice A ne possede que des
coefficients rationnels. Soit {X1, ..., Xn, Xns1} la base de g; vérifiant (z,t) = > 7, T X; +
. tXn41, pour tout z = (1,...,%,) € IR™ et tout t € IR. Alors {Xi,... ,Xnt1} est une
base de Malcev forte de g, dont les constantes de structures sont rationnelles. Le groupe de
Lie G, = exp(g;) admet ainsi des réseaux. Soit donc I'y un réseau de G, tel que log(T'y) C
gi,o = Q —span{Xi,...,Xn41}. Dénotons enfin par {X5,..., X1} la base duale de gj

associée a la base {X1,... , Xnt1}-
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Proposition 1.5.1 Soit [ € g}. Siv # g1, alors v est contenue dans un idéal rationnel
propre de @, et la restriction a I'y de la représentation m; de Gy associée a Og, (I) n’est pas

irréductible.
Preuve: Soit [ € gi. On a

v = {(z,t) € g1; (I, [(z,t), (y,8)l1) = 0, pour tout (y,s) € g1}
= {(z,t) € g1; {I,(tAy — sAz,0)) =0, pour tout (y,s) € g1}

= {(z,t) € g1; t(l, Ay) = 0 et (I, Az) = 0, pour tout y € IR"}

Mais si (I, Ay) = 0, pour tout y € IR", alors v, = g;. Ainsi, si ce n’est pas le cas, il existe
P Y )

donc y € IR" tel que (I, Ay) = 0, et ainsi
uCIRX; +---+ RX,,

qui est bien str un idéal rationnel de g;. o

Ainsi, on voit donc que g; n’est pas un bon candidat. Par contre, on peut regarder
que g P g

g=g xR=(IR" xIR) x IR.

Soit B € M,+1(IR) un matrice nilpotente de la forme

0)

e

0
1

ot la matrice B € M,(IR) est une matrice nilpotente, a coefficients rationnels, telle que

BA = AB. On a, pour tout = € IR" et tout ¢ € IR,

B (z,t) = (Bz,0) + ((0,... ,0,t),0).

—_——
(n—1) fois
Soit maintenant, pour tout u € IR,
@u: g — IR, (z,t) — uB(z,t) = u(Bx,O) + »((0,...,0,¢),0).
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L’application ¢, est & valeurs dans I’espace des dérivations de I’algebre de Lie g;.

[ En effet, soient (z,t),(y,s) € g1. On a:

eu(((z,),(y,8)h) = ¢u(tdy — sAz,0)
= uB(tAy,0) — uB(sAz,0)
= ut(BAy,0) + 0 — us(BAz,0) — 0
= ut(BAy,0) — us(BAz,0)

[ou(z,1), (¥, ) = [(uBz,0)+((0,...,0,ut),0),(y,s)h
= —us(ABz,0) — uts(A-(0,...,0,1),0)

[(z,1), u(y, )i = [(2,), (uBy,0) +((0,-..,0,5),0)h
= tu(ABy,0) + tus(A-(0,...,0,1),0).

Ainsi,
[Sou(x’ t)7 (y’ 3)]1 + [(:I:, t)’ ‘P‘u(y’ 3)]1 = gou([(a:, t)a (ya 5)]1)'

et ¢, est donc bien une dérivation de g;, pour tout u € IR. ]

Posons alors pour tous ((z,t1),%2), ((y,51),52) € @,

[((x7t1)7t2), ((yisl)’SZ)] = ([(‘T7tl)’ (y’sl)]l + t2B(y’51) - SZB(I’tl)’O)
= ((tAy — s1Az,0) + t2B(y, s1) — s2B(z,11),0)

Alors (g,[,]) est une algébre de Lie (voir par exemple [Bou2, §1, n8]) nilpotente, car les
matrices A et B sont nilpotentes.

Soif {X1,--:,Xn, Xn+1, Xnt2} la base de g telle que ’on ait, pour tout z = (z1,...,%n) €
IR™, et tous t;,t; € IR,

((z,t1),t2) = Z%‘Xi + 1 Xnt1 + L2 X2

i=1
Puisque les coefficients des matrices A et B sont rationnels, cette base est une base de Mal-

cev forte de g, dont les constantes de structures sont rationnelles. Ainsi, G = exp(g) admet
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donc des réseaux. Soit alors I' un réseau de G tel que log(I') C @ — span{X1,...,Xn12}.
On dénote par {X7,...,X ..} la base duale de g* associée a {X1,... , Xny2}.

Théoréme 1.5.1 Pour des matrices A et B bien choisies, il eriste un nombre (non-dé-
nombrable) de représentations unitaires irréductibles du groupe de Lie nilpotent G = G p

correspondant & g, dont les restrictions ¢ I' sont irréductibles.

Preuve: Il suffit d’exhiber un couple de matrices A et B pour lequel cette assertion soit

vraie. Soit | = Y"1 a;X] € g%, avec les a; non tous nuls. On a

u = {((z,t1),12) € g (1,[((z, 1), 22), ((y,51), 52)]) = 0, pour tout ((y,s1),52) € g}
= {((z,t1),tz) € 8 (1, ((t14,0),0) = ((s14z,0),0) + ((t2By,0),0)
+((0, ... ,0,t251,0),0) — ((s2Bz,0),0) = ((0,... ,0,s5t1,0),0)) = 0,
pour tout ((y,s1),s2) € @}
t1(1, ((Ay, 0),0)) + t2((By,0),0)) = 0, Yy € IR"
= {((z,t1),t2) € & { —(L,((Az,0),0)) + (1, ((0,... ,0,22,0),0)) = 0
—(1,((Bz,0),0)) — (1,((0,. .. ,0,#,0),0)) = 0
Soient 1 < k<n—1letl<p<n—2fixés tels que k # p. On pose alors A = (a;;)1<ij<n

et B = (bi;)1<ij<n+1 aVeC

et
a;; =0 sinon bi; =0 sinon

{ Ak = 1 bp,'n,—l = bn—l,n =1

Les matrices A et B sont nilpotentes et commutent. On choisit alors [ € g* tel que o, =0

et {ax,a,} soit @Q-linéairement indépendant. On a

t{L ((Ay,0),0) + 12((B3,0),0)) = 0, Vy € IR”

u =< ((z,t1),t2) € g; .
(1,((Az,0),0)) = (I,((Bz,0),0)) = 0

Ainsi, IRX; + et IRXn_l C t;. De plus, pouf y = (0, ,0, 1‘), on obtient 3 + 1ty =0.
Dot t, = 4% et IR(apXns1 — @k Xnt2) C u. Enfin, puisque t; est de codimension paire
&p

> 0 dans g, et puisque codim(IRX; + ...+ RX,—1 + R(epXn41 — axXny2)) < 2,0na

4 = IR,Xl + ...+ IRX. -1+ I.R,(aan+1 - aan+2)
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et, en vertu de la proposition 1.3.2, t; n’est contenu dans aucun idéal rationnel propre de g.
Par conséquent, la restriction a I de la représentation m; de G associée a l'orbite Og(l) est

irréductible. 0
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Chapitre 2

Actions ergodiques sur les nilvariétés

compactes

Soit G un groupe de Lie nilpotent, et soit ' un réseau de G. Nous donnons dans un premier
temps une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-groupe de Lie de G agisse ergodi-
quement par translation & droite sur la nilvariété compacte I'\ G, pour revenir ensuite a I’étude
des restrictions & T' des représentations 7 € G et établir un nouveau critére d’irréductibilité

pour ces restrictions.

Soit G un groupe localement compact séparable, et soit (X, ) un espace mesuré sur lequel

agit le groupe G. On suppose que la mesure y est G-invariante.

Définition 2.0.1 La mesure yu est dite ergodique si tout ensemble mesurable G-invariant

est de mesure nulle ou co-nulle.

2.1 Actions ergodiques sur les nilvariétés compactes

Soit maintenant G un groupe de Lie nilpotent, d’algebre de Lie g, et soit I' un réseau de G. |

G agit sur T' \ G par translations a droite
GxI'\G—T\G, (h,Tg)— Tg-h =T(gh).

'\ G posséde une mesure G-invariante g # 0 finie. Si on munit g (et G) de la structure

rationnelle induite par I', on va pouvoir établir une correspondance entre les sous-groupes
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de Lie de G qui agissent ergodiquement (par translations a droite) sur la nilvariété I \ G et

les sous-groupes de Lie de G totalement irrationnels.

Théoreme 2.1.1 On conserve les notations introduites ci-dessus. Soit H un sous-groupe
de Lie de G. Alors H agit ergodiqguement (par translations a droite) sur T'\ G si et seulement

st son algebre de Lie Yy est totalement irrationnel dans g.

Preuve: Supposons dans un premier temps que H soit un sous-groupe de Lie de G to-
talement irrationnel. Par définition, son algebre de Lie h n’est donc contenue dans aucun
idéal rationnel de g. Afin de montrer que l’action de H sur I' \ G est ergodique, nous allons
montrer qu’il n’existe pas de vecteur H-invariant non-trivial dans L*(I'\ G) 6 € (voir [Zim,
Corollary 2.2.17]).

Nous avons déja vu précédemmenﬁ (voir Proposition 1.2.1) que la représentation quasi-
réguliere’ (droite) A de G sur L*(I' \ G) se décompose (au plus) en somme directe de
représentations unitaires irréductibles de G dont orbite intersecte gp- Ainsi, dire qu’il
existe un vecteur H-invariant dans L?(T'\ G) © € revient & dire qu'’il existe f € g* — {0}
telle que Og(f) Ngg # D et 1y C 7rf|H. Supposons alors que cela soit le cas. On peut
bien évidemment supposer que f € gy. Si Og(f) = {f}, puisque 15 C Xf|H, on a alors
(f,5) =0, et Ker(f) est un idéal rationnel de g contenant b totalement irrationnelle. D’ou,
Ker(f) = g (i.e. f =0), ce qui contredit notre hypothése. Ainsi, on doit avoir Og(f) # {f}
(c’est a dire ty & @), et il existe alors, d’aprés le théoréme de Chevalley-Rosenlicht, k£ > 0 et

X1,..., Xk € g tels que I'application

by R* — Oc(f)
(Z1,...,z). — Ad*(exp(z1X1)---exp(zeXi))f

soit un difféomorphisme. Soit v la mesure image de la mesure de Lebesgue Ax sur IRF par
'application 1. v est une mesure G-invariante sur Og(f). Soit d une fonction continue
strictement positive définie sur Og(f) telle que fOG.(f)ddV = 1. Alors g = d - v est une
mesure de probabilité quasi-invariante. Etendons maintenant trivialement cette mesure a

g". Sil'on dénote par p : g* — b* la projection canonique de g* sur le dual §* de b, alors,
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par [Kir, Theorem 6.1] ou [Fel, 1.3, Lemma], on a

lu S mply, <= ulp™'({0})) #0
= @ (T{0}) £ 0
= Ael(poty)7({0})) #0.

Les applications p et 1y étant polynomiales, il en est donc de méme de p o ¢;. Ainsi, la
seule possibilité pour que I’ensemble de ses zéros soit de mesure non-nulle dans IR* (pour
la mesure de Lebesgue \;) est que cette application soit identiquement nulle. En d’autres

termes, po ¢; = 0 et Og(f) C ht. Soit maintenant ’application
¢f:G— g, g — Ad*(g)/f.
p o @y étant identiquement nulle, il en est donc de méme de sa différentielle en e. Or,

diey(pops) =0 <= dg (eppodieps =0
> podps=0

< poad’(X)f =0, pour tout X € g.

D’ou,

(ad™(X)f,Y) = —(f,[X,Y]) = 0, pour tout X € g et tout Y € b,

et b est par conséquent inclus dans v;. Ma,isﬂf étant rationnelle, son radical t; est une
sous-algebre rationnelle de g. Par hypthese sur , t; est donc nécessairement égal 4 g, ce qui
contredit notre hypothése sur f. Ainsi, H agit ergodiquement sur I' \ G. _

Inversement, si §j est contenue dans une sous-algébre rationnelle propre de g, alors il existe un
idéal rationnel go de codimension 1 dans g la contenant également. Soit {Xi,...,Xn-1, X}
une base de Malcev forte de g, fortement basée sur T', et passant par go, et soit {X},... , X}
la base duale correspondante. Si on pose f = X2, alors f € (log(T"))t — {0} et (f,5) = 0.
Ainsi, 74 est un .caractere de G, 1y C 7Tf|H, et 'action de H sur I' \ G n’est donc pas.

ergodique. ' a

Nous allons maintenant établir un théoréme montrant qu’il est équivalent pour un sous-

groupe de G d’agir ergodiquement sur une nilvariété I'\ G ou sur son tore associé I'[G, G]\G.
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Ceci est a comparer au théoreme de W. Parry (voir [Par, Theorem 1]), prouvant le méme

résultat pour ’action d’une transformation affine sur I' \ G.

Théoreme 2.1.2 Soient G un groupe de Lie nilpotent, H un sous-groupe de Lie de G, et
soit I' un réseau de G. Alors H agit ergodiquement par translations sur I'\ G si et seulement

st H agit ergodiquement sur le tore T'[G,G]\ G.

Preuve: Soit H un sous-groupe de Lie de G, d’algebre de Lie fj. On munit g (et G) de
la structure rationnelle induite par I'. Soient p : G — [G,G]\ G et p: g — [g,g] \ g les

projections canoniques. On a alors

H agit ergodiquement sur '\ G

<~ b est totalement irrationnelle (par le théoréme 2.1.1)
= p(h) est totalement irrationnelle (par le lemme 1.3.4)
— p(H) agit ergodiquement sur p(I') \ p(G) (par le théoréme 2.1.1)
= H agit ergodiquement sur I'[G, G| \ G,
ce qui acheve la preuve de ce théoreme. O

Corollaire 2.1.1 Soient G un groupe de Lie nilpotent, d’algébre de Lie g, et soitT" un réseau
de G. On munit g (et G) de la structure rationnelle induite parT. Soit {X1,... ,Xm,... , Xn}
une base de Malcev forte de g, fortement basée sur T’ et passant par [g, g] (dim([g, g]) = m).
Soit enfin H un sous-groupe de Lie de G, d’algebre de Lie Yy. Alors H agit ergodiquement
sur T \ G si et seulement s’il existe X = ShiziXi €h tel que le systéme {Zms1s--- s Tn}

est @)-linéairement indépendant.

| Preuve: Utiliser le théoréme 2.1.2 et le lemme 1.3.5. O

2.2 Application a la théorie des représentations

Revenons maintenant aux restrictions de représentations unitaires irréductibles de G a T.

En rassemblant tous les résultats précédents, on obtient le théoreme récapitulatif suivant:
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Théoréme 2.2.1 Soit G un groupe de Lie nilpotent, d’algébre de Lie g, et soit I' un réseau
de G. Munissons g (et G) de la structure rationnelle induite par I', dénotons par m la di-
mension de [g,q], et par p : g — [g,9]\ @ la projection canonique. Soit {X1,...,Xpn ..., Xn}
une base de Malcev forte de g, fortement basée sur ', et passant par (g, g]. Enfin, soitl € g*.
Alors les conditions sutvantes sont €quivalentes:

(1) |, est irréductible.

(2) Le radical v de l est totalement irrationnel dans g.

(3) p(v;) est totalement irrationnel dans [g,g] \ g.

(4

Il eziste X = 51, . X; € v tel que {Tmy1,...,Tn} est @-linéairement indépendant.

)
)
)
(5) R = exp(t1) agit ergodiquement sur I'\ G.
6) R = exp(v)) agit ergodiquement sur I'|G,G] \ G.
)

(
(7) T agit ergodiquement sur Og(l) = R\ G.

Exempl.e 3: Soit gs4 = IRX; + ...+ IRX;s (voir [Nie]) I'algebre de Lie de dimension 5

munie des crochets
[XS)X4] = 2X3 [XS)XS] = 2X2 _ [X41X3] = Xl

et soit G54 = IR® le groupe de Lie connexe et simplement connexe correspondant, muni de

la loi de multiplication

(T1y-->2s) - (Y1, -+ 5Ys) = (T1+ Y1+ Tayz + 224T5y4 + Tsy2, To + Yo + 2T5y3 + 2z2y,,

T3 + Y3 + 22T5Y4, T4 + Ya, T5 + Ys)

pour tous (:cl, ,Z5), (Y1,- -+ ,Ys) € Gs 4. Soit maintenant T' = {(p1,... ,ps5); P1,..- ,P5 €
ZL}. T est un réseau de G 4, et {Xl,.. .., Xs} est une base de Malcev forte de gs 4, fortement
basée sur I, et passant par [gs4,@s4). Soit {X},...,X:} la base duale de g, associée. Si
| = oy X} 4+ a, X5 € g* est telle que le systéme {ay, a2} est Q-linéairement indépendant,
~ alors

v = RX; + RX; + R(—22 X4 + 1 Xs),

et t; n’est contenu dans aucun idéal rationnel propre de gs4. Ainsi, R; = exp(t;) agit ergo-

diquement sur la nivariété I \ G et la restriction de la représentation m; a T' est irréductible.
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Chapitre 3

Premiers pas vers une décomposition

intégrale de 7|

Dans ce chapitre, nous allons donner une (premiére) décomposition en intégrale hilbertienne
de la restriction & un réseau I' d’une représentation unitaire irréductible de G dont l’orbite
posséde un élément admettant une polarisation qui soit un idéal rationnel de g. Nous énoncerons
ensuite un critére permettant d’attester, dans certains cas, de l’irréductibilité de presque toutes
les représentations apparaissant dans cette décomposition. Enfin, nous cherchons a savoir
sous quelle(s) condition(s) cette décomposition peut faire intervenir plus généralement des

représentations factorielles.

3.1 Rappels sur la théorie des intégrales directes

3.1.1 Rappels sur les espaces boréliens

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats concernant les espaces boréliens et les

mesures boréliennes (pour plus de détails, voir par exemple [Dix2, Chapitre II, §1] et [Mac3,

§2.2]).

Un espace borélien E est dit standard si sa structure borélienne est sous-jacente a une
topologie d’espace polonais (par exemple, d’espace localement compact a base dénombrable).
Il est bien connu (voir par exemple [Mac3, p.71, Theorem]) que tout espace borélien standard

est isomorphe a,
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a) soit & ’espace borélien sous-jacent a l’espace topologique {0,1
g1q y 1

(b) soit & un ensemble dénombrable C, dont les boréliens sont les sous-ensembles de C' .

Un espace borélien E est maintenant dit analytique s’il est séparé, admet une famille
génératrice dénombrable d’ensembles boréliens, et s’il existe un espace borélien standard

E' et une application borélienne ¢ appliquant E' sur E.

Un mesure positive v sur un espace borélien E est dite standard s’il existe une partie
borélienne N de E de mesure nulle (pour v) telle que ’espace borélien E — N soit stan-

dard. On a alors le résultat suivant:

Théoreme 3.1.1 ([Mac3, p.74, Theorem]) Toute mesure borélienne sur un espace boré-

lien analytique est standard.

3.1.2 Champs d’espaces hilbertiens

Soient Z un espace borélien, et v une mesure positive sur Z. On appelle champ d’espaces
hilbertiens complezes sur Z une application £ — H(¢), définie sur Z, telle que H() soit un
espace hilbertien complexe, pour tout é € Z; et champ de vecteurs sur Z toute application
z : € — z(€) définie sur Z telle que z(¢) € H(€), pour tout £ € Z. Soit F = [],czH(¢)
I’espace vectoriel des champs de vecteurs sur Z (& tout élément z € F on fait correspondre
Papplication définie sur Z, qui & £ € Z associe z(€) € H(£)). On dit que les H(¢) forment
un champ v-mesurable d’espaces hilbertiens complezes s’il existe un sous-espace vectoriel G
de F possédaht les propriétés suivantes:

(i) pour tout z € G, la fonction £ — ||z(£)|| est v-mesurable,

(ii) si y € F est tel que, pour tout = € G la fonction numérique complexe ¢ — (z(€),y(¢))
est v-mesurable, alors y € G,

(iii) il existe une suite (1, T2, . .. ) d’éléments de G tels que, pour tout { € Z, (z1(€), z2(£),---)
forme une suite totale dans H(¢).

Les champs de vecteurs appartenant & G sont alors appelés champs v- mesurables de vecteurs

(G fait partie de cette donnée).
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Si v; est une mesure positive sur Z équivalente a v, le champ H({), muni de Pespace vectoriel
G, est un champ v4-mesurable d’espaces hilbertiens complexes. En d’autres termes, la notion

de champs v-mesurable d’espaces hilbertiens ne fait intervenir que la classe de la mesure v.

Soit & ~ H(¢) un champ v-mesurable d’espaces hilbertiens complexes sur Z. Un champ de

vecteurs z sur Z est dit de carré intégrable s’il est v-mesurable et si

L@ @) < +oo.

L’ensemble des champs de carré intégrable est un espace vectoriel complexe, noté K. De

plus, pour tous z,y € K, la fonction £ — (z(£),y(£)) est intégrable. Posons donc

(2,9) = / (2(€),y(£)) du(E).

K est ainsi muni d’une structure d’espace préhilbertien complexe, et, pour tout z € X,

o] = / I=(€)IP? du(e).

Soit maintenant A I’ensemble des champs de carré intégrable nuls v-presque partout (c’est

a dire, des champs de norme nulle), et soit H I’espace quotient de K par N.

Théoréme 3.1.2 ([Dix2, p.147, Proposition 5 et p.149, Corollaire]) H est alors un
espace de Hilbert, appelé intégrale hilbertienne des H(€), et noté f; H(€)dv(€). De plus, si

la mesure v est standard, espace de Hilbert H est a base dénombrable.

Remarque: L’espace H dépend en réalité du choix de l'espace des champs de vecteurs

v-mesurables G.

Si ¢ est un champ de vecteurs de carré intégrable, nous noterons aussi, par analogie avec la

notation précédente, |. ;B z(€) dv(€) I’élément correspbndant de H.
Si Y est une partie mesurable de Z, I’ensemble des champs de vecteurs de carré intégrable nuls

hors de Y forment un sous-espace vectoriel fermé de H, noté f}? H(€) dv(€), qui s’identifie

canoniquement & 'intégrale hilbertienne du champ mesurable induit £ — H(E), €Y.
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Enfin, soit v; une mesure positive équivalente a v, et soit ¢ une fonction v-mesurable sur Z
vérifiant 0 < o(£) < +oo pour tout-{ € Z, telle que v; = p - v. Alors l’application qui, au
champ de vecteurs v-mesurable z fait correspondre le champ de vecteurs ¢ — (¢ )2 z(£) est
un isomorphisme (appelé isomorphisme canonique) de fga H(E) dv(€) sur f; H(E) dva(€), ne
dépendant pas du choix de p.

3.1.3 Champs d’opérateurs

Soient Z un espace borélien, v une mesure positive sur Z, £ — H(£) et £ — H'(£) deux
champs v-mesurables d’espaces hilbertiens complexes sur Z. Pour tout £ € Z, soit T(¢ ) un
glément de L(H(€), H'(£)), c’est & dire une application linéaire continue de H(£) dans H'(§).
L’application ¢ — T'(€) est appelée champ d’applications linéaires continues sur Z. Si les
champs € — H() et £ — H'(€) sont identiques, on parlera alors de champ d’opérateurs.

Le champ d’applications linéaires continues ¢ — T'(£) est dit v-mesurable si, pour tout champ
v-mesurable de vecteurs £ — z(£) € H(£), le champ de vecteurs £ — T(€)z(£) € H'(£) est
v-mesurable.

Si € T(€) et € — T'(£) sont deux champs v-mesurables d’opérateurs, les champs £ —
T(6)+T'(€), € — T(E)T'(€) et & — T(€)* sont alors également v-mesurables. On a, bien sur,
des propriétés analogues avec les champs v-mesurables d’applications linéaires continues.
Soit Y une partie mesurable de Z. Un champ d’applications linéaires continues { — T'(£) sur
Y est dit mesurable s'il se prolonge en un champ mesurable sur Z, ou, ce qui revient au méme,
si, pour tout champ mesurable de vecteurs z sur Y, le champ de vecteurs { — T(&)z(¢) sur

Y est mesurable.

Soient maintenant £ — H(¢) et £ — H'(£) deux champs v-mesurables d’espaces hilbertiens

complexes sur Z. On pose

H = /Z CHE) d(E) et M = /Z " 1 (€) dn(e).

Un champ v-mesurable & — T(€) € L(H(€), H'(€)) est dit essentiellement borné si la borne

supérieure essentielle de la fonction ¢ — ||T(£)]| est finie.

Une application T € L(H,H') est dite décomposable si elle est définie par un champ
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mesurable ¢ — T'(£) essentiellement borné. On écrira alors

T = / ") du(e).

Z

Si les champs £ — H({) et ¢ — H'(€) sont identiques, on parlera alors d’opérateurs
décomposables.
Les T'(£) sont définis aux ensembles négligeables prés. En particulier, sur toute partie de

mesure nulle de Z, les T'(€) peuvent étre choisis arbitrairement.

3.1.4 Intégrales directes de représentations

Soit GG un groupe localement compact séparable, et soient Z un espace borélien, v une mesure
positive sur Z, et £ — H(¢) un champ v-mesurable d’espaces hilbertiens sur Z. Pour tout
¢ € Z, soit 7(£) une représentation unitaire de G dans H(£). L’application & +— m(£) est
appelé champ de représentations unitaires de G. Un tel champ de représentations est dit
mesurable si, pour tout ¢ € G, le champ d’opérateurs ¢ — =(€)(g) est mesurable. Dans
ce cas, on peut former, pour tout g € G, ’opérateur continu 7 (g) = fz@ 7(€)(g) dv(€) dans
I’espace hilbertien H = fZ&a H(E) dv(€), et g — m(g) est alors une représentation de G' dans
H, appelée intégrale hilbertienne des 7(£) et notée 7 = f; 7(€) dv(€). On a alors le résultat

suivant:

Théoréme 3.1.3 ([Dix1, Théoréme 8.5.2]) Soit H un espace hilbertien séparable, et soit
7 une représentation unitaire d’un groupe localement compact séparable G dans H. Il eriste
alors un espace borélien standard Z, une mesure positive bornée v sur Z, un champ mesurable '
£ — H(E) d’espaces hilbertiens sur Z, un champ mesurable £ — w(£) de représentations uni-
taires irréductibles de G dans les espaces H(€), et un isomorphisme de H sur f;a H(é) dv(€)
qui transforme 7 en f; 7(€) du({) »

3.2 Premiére décomposition de 7|,

Jusqu’a la fin de ce chapitre, sauf mention explicite, G désignera un groupe de Lie nilpotent
(d’algebre de Lie g), et I un réseau de G. g (et G) sera alors muni de la structure rationnelle

induite par T'.
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Lemme 3.2.1 Soit H un espace de Hilbert. L’espace hilbertien L*(IR,H) est isomorphe &
Uintégrale hilbertienne f[?'l) P(Z+s,H)ds, o ZL+s = {p+s; p € ZL} pour tout s € [0,1),

et ou ds désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1).

Preuve: Soit
@ ®
T:L*(IR,H) — P(Z + s, H) ds, fr— flay, ds-
[0,1) [0,1) ?
T est alors linéaire et bijectif, d’inverse T~ donné par
@
T / P(Z+s,H)ds — L*(IR,H)
[

0,1)
&

[Ol)fsds — fit=s+p— ft) = fulp+9).
De plus, pour tout f,g € L?*(IR,H),
(T(f),T(g)) = /[ 9l ds = /[ DU+ ), g(p+ s

p€ZZ

_ / (), () dt = (f,g)
IR

et T est donc un isomorphisme d’espaces de Hilbert. o

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre, permettant de décom-
poser explicitement en intégrale directe la restriction a I' de toute représentation = € G
dont l'orbite posséde une fonctionnelle linéaire admettant une polarisation qui soit un idéal

rationnel de g.

Théoréme 3.2.1 Soit | € g* admettant une polarisation m de dimension m qui soit un
idéal rationnel de g, et soit {X1,...,Xm,...,X,} une base de Malcev forte de g, fortement
basée sur I, et passant par m. Posons M = exp(m). La représentation 7r1|r se décompose

alors en l’intégrale directe

STl L. P W 1)
ou

L ritn = Ad™(exp(—tm41 Xmi1) - - - exp(—t.X3))!
pour tous tmyq,... ,tn € [0,1), et 0% dipyy...dt, est le mesure de Lebesgue sur [0,1)" ™.
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Preuve:  On va prouver ce résultat par récurrence sur la dimension de g. Si g est de
dimension 1, g est alors abélienne, m = g et il n’y a rien & montrer. Supposons donc que
le résultat est vrai pour tout groupe de Lie nilpotent de dimension inférieure ou égale & n,
et supposons que g soit de dimension n + 1. Soit alors {X3,..., X,41} une base de Malcev
forte de g, fortement basée sur T', et passant par m. On peut, bien siir, supposer que m # g.
Si on pose g, = IRX; + --- + IRX,, alors, par construction, m C g,. De méme, v, C g,, et
si I'on dénote par [, la restriction de ! & g,, m est alors également une polarisation pour ,.
Ainsi,
m 2 Ind§yxi 2 Ind§ (Ind$rx,),

oi Gy, = exp(gn). Posons maintenant 7, = Ind$ x;,. On peut alors réaliser la représentation
m; comme suit (voir [Kirl, Preuve du Théoréme 7.1]): H(m;) est espace de Hilbert donné
par

H(m) = {f : R — H(=,) mesurable telle que / Hf(t)H?{(,rn) dt < +o0}.
' R

et, pour tous 9 = gn-exp(aXny1) € G (avec g, € Go et a € R), f € H(m) et t € IR,

(1i(9) F)(2) = mn(exp(tXn41) - gn - exp(—tXns1))(f(t + a)).

Pour un élément s € [0, 1) fixé, considérons ’espace de Hilbert H, de fonctions sur Z + s =
{p+s; p € Z} donné par
Ho={f:Z+s— H(m); D If(p+ 9)yen) < +o0}.
pEZ

ainsi que la représentation g, de I' dans H, définie par

0s(V)f(p+ 8) = Ta(exp((p + 8) Xns1) - 1o - €xp(—(p + 8) Xn1))(f(p + ¢ + 5)),

pour tous ¥ = v, - exp(qXn41) €T (avec v, € GoNT et ¢ € ZZ), f € H, et p € ZZ. D’apres
le lemme 3.2.1, si ds désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1), P’application
T:H(m) — H,ds, f— f|z+s ds
)

[0,1) [0,1

est un isomorphisme, et entrelace les représentations 7r1|l, et f[(?l) 05 ds.

[En effet, on sait d’aprés le lemme 3.2.1 que T est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
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De plus, pour tous v = v, - exp(¢Xn41) € I (avec v, € G, NT et ¢ € Z), f € H(m) et
t=p+s€IR (avecpe Zet s€[0,1)),0na

(55} (&) 2]
T el TIONO = @ es(v)dS(/[ Fligas D))

[0,1) [0,1) 0,1)

. e

— (1 /[ T, 400

= 0:(7)(f|zy,) (P +9)

= 7n(exp((p+ $)Xn+1) - ¥n - exp(—(p + $) Xnt1))
(f(p+q+s))

= 7n(exp(tXny1) - Yn - €xp(—tXns1))(f(t + q))

= (m(7)f)®). ]

Soit @, : H, — Ho = I>(Z,H(r,)) Vopérateur unitaire défini par &,(f)(p) = f(p + s),
pour tous f € H, et p € Z, et soit 7, la représentation de I' définie par

7(7) = ®, 0.(7) ®;", pour tout 7 € I.

On a alors, pour tous 47 = v, - exp(¢Xn+1) € T (avec v, € GoNT et ¢ € Z), f € Ho et
pEZ,

(m (M) = 2.(e:(M( 27 (NNP) = 2s((27 ()P + 5)
= Tn(exp((p+ 8)Xn41) * Yn - €xp(—(p + ) Xns1))(27' (/)P + g+ 5))

= m,(exp(pXnt1) - Yn - €xp(=pXny1))(f(P + ¢))

ol 7¢ est la représentation de G, définie par

73(64) = Ta(exp(s Xnt1) - g exp(~5Xnin),

pour tout g, € G,. Il s’en suit que la représentation 7, de I' dans Hy est induite par la

restriction & G, NT de la représentation =2. Ainsi,

& @ 3 : @

7r1|r o / psds = / msds = / IndGnnI‘(“:IG"nr) ds = Indg"nr(/ W,ilGnnF ds).
[0,1) [0,1) [0,1) [0,1)

Or, la représentation = = Indjc\;/[n(X;‘\d‘(exp(—sx,,.u))ln) est irréductible, G, N T est un réseau

de G, et m est une polarisation pour Ad*(exp(—sXnp+1))l. qui est un idéal rationnel de g,
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(pour la structure rationelle induite par G, NT'). D’apres ’hypothese de récurrence, il vient

donc que la représentation W;| c.np €5t unitairement équivalente a la représentation
n

&
Ganll
/[o ppe— IndRFTE (XAd* (exp(~tmt1 Xt 1)) Ad* (exp(—tn Xn))(Ad* (exp(=sXns1))in} | prap) Dot - - - b

ou dty41 - .. dt, est la mesure de Lebesgue sur [0,1)" ™. Puisque

AQ"(exp(—tmi1 Xmar) -+ exp(—ta X)) (Ad*(exp(=5Xnp2))ln)]
= Ad"(exp(—tm+1Xm+1 ---exp(—anH))llm

m

on obtient, finalement,

5% b
m|. = Indgnnr(/ (/ IndS7SE (Xterny 1, smis | agrap) bt - - - dtn) ds

[o,1) J[o,1)n—m
® r
~ / ISy (Xt s o | ageg) At - - dEnds
[0'1)n+1—m
ou lth,_'_,,tms = Ad"(exp(—tm+1Xm+1) - - - exp(—tn Xn) exp(—5Xn41))l et o dtpyy ... dt,ds
est la mesure de Lebesgue sur [0,1)"t1~™, ]

Corollaire 3.2.1 Soit | € g* telle que son radical t; soit contenu dans une sous-algébre

rationnelle propre de g. Alors mIF n’est pas irréductible.

Preuve: Soit §) une sous-algebre rationnelle propre de g contenant t;. Il existe alors un
idéal rationnel go de codimension 1 dans g contenant §). Ainsi, il existe donc une polarisation
m pour [ telle que vy € m. Soit M = exp(m) et soit lp la restriction de [ a go. D’apres la
preuve du théoréme précédent,

5]
7Tl|p = /[ IndgonF(rlto|GoﬂF) dt

1

et la représentation 7r,|F n’est donc pas irréductible. a

Remarque: Ce corollaire achéve la preuve du théoréme 1.3.1.
Corollaire 3.2.2 Si [ € g’;‘é est telle que tv; # g, avlors'm'l, n’est pds irréductible.

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, d’algebre de Lie g, et soit I' le réseau de G
défini par
[ =(Z,7,72) = {(p1, P2, P3); P1, P2, P3 € ZL}.
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Soit 7 une représentation unitaire irréductible de G. Si la représentation 7 n’est pas de
dimension 1, nous avons vu qu’il existe & € IR — {0} tel que = & Indf,,xl, avec | = a Xy,
m = IRX; + IRX; (polarisation pour [) et M = exp(m) = (IR, IR,0). La base {X;, X5, X5}
est alors une base de Malcev forte de g, fortement basée sur I', et passant par 1’idéal rationnel

m. D’apres le théoreme 3.2.1, on a donc

)dt (3.2)

@ &
w2 m = / Indjynr (Xaa exp(—exs )| pgrp) 8 = /[01) o (e e

Mnr
f0.,1)

Ainsi, s1 | € g* admet un idéal polarisant rationnel, nous avons franchi une premieére
étape vers la décomposition de 7r1|1, en intégrale hilbertienne de représentations unitaires
irréductibles de I'. Pour déterminer si celles-ci sont irréductibles ou non, nous allons utiliser

le critére, bien connu, de Mackey (voir [Macl, Theorem 6]).

Soit I un groupe discret et soit H un sous-groupe de I'. On dénote par Q% le quasinorma-
lisateur (ou commensurateur) de H dans I'. C’est le sous-groupe de I' (voir [Cor, Theorem

1]) défini par
Q% = {y € T;9 'HyN H est d’indice fini dans y"*Hy et dans H}.

Soit maintenant x un caractere de H, et formons la représentation induite 7 = Indj;x de T.

On peut réaliser cette représentation comme suit:

Hy = {f :T — € ; f(hy) = x(h)f(7) pour tout (h,y) € HxTet » [f(I*< +°°}

YEH\T

et, pour tout f € H,, v,v €T,
(;T(v)f)(v’) = f(v'").
On a alors:
Lemme 3.2.2 ([Macl]) Ind§x est irréductible si et seulement si, pour tout v € Q% — H,

il eriste h € y"'Hy N H tel que x(vhy™t) # x(h).
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Si H est un sous-groupe normal de I', alors on peut définir le stabilisateur de x dans T

comme étant le sous-groupe de I' donné par

Stiy(x) = {v€T; x(vhy™") = x(h), pour tout h € H}

= {y €T; x([y,h]) =1, pour tout h € H}
Dans ce cas, le critere de G.W. Mackey devient
La représentation Indlx est irréductible si et seulement si St};(x) = H.

Exemple 1: Revenons & ’exemple du groupe de Heisenberg G, muni du réseau I' =

{(pl,pz,pg)pl,pg,p;; € Z}. Nous avons vu que, si [ = a X} (avec a € IR — {0}), alors

®
7'(‘1|F = /[ ) Indf\\lnr‘(x’t IMnF) dt,
0,1

avec l; =-aXi"+taX;, pour tout ¢ € [0,1). Fixons donc ¢ € [0,1), et regardons le stabilisateur

de xq, dans . On a,

Sthar(xi) = {(p1,p2,p3) € T5 x0,([(P1, P2, P3), (@1, 92, 0)]) = 1,Yq1, 92 € 7}
= {(p1,p2,p3) € I; x1.(p392,0,0) = 1,Vq, € Z}

= {(p1,p2,ps) € T; aps € 7}
et donc,

(Z,Z,0) sia¢Q

StFMﬂF(XIL) = .
(Z,2ZL,q7) sia=tecQ— {0}

Ainsi, on voit que pour tout ¢ € [0,1), la représentation Ind},r(x1,) est irréductible si
et seulement si @ ¢ @Q. Dans ce cas, (3.1) est alors une décomposition en composantes

irréductibles.

Remarque: Sil € g* admet un idéal -polarisant rationnél., alors le théoreme 3.2.1 nous
fournit une décomposition de 7r,|F en intégrale directe de représentations unitaires de T'.
Cette dééomposition n’est cependant pas unique, car le choix d’une autre polarisation pour

| vérifiant les mémes conditions peut entrainer une décomposition totalement différente,
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comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, muni du réseau I' = {(p1, p2,p3); p1,p2,p3 €
7Z}. Soit | = a X7, avec a ¢ @. Alors le décomposition (3.2) est une décomposition de |,
en composantes irréductibles.
Soit maintenant m’ = IRX; + IRX3. m’ est également une polarisation pour [, qui est un
idéal rationnel propre de g. Ainsi,
&
7r,|F E/ Indfz'oz)(x,,)ds (3.3)
[0.1)
avec I, = Ad*(exp(—sX3))l = aX; + saX}, pour tout s € [0,1).
Supposons alors qu’il existe s,t € [0,1) tels que Ind{z,o,z)(xl,) = Ind{z,,z,o)(X&)- Ces deux
représentations étant irréductibles, il doit donc exister, d’aprés [Macl, Theorem 7’], ¥ € T' tel
que v~ (7, 7,0) - yN(Z,0,7Z) soit d’indice fini dans les deux sous-groupes s’intersectant,
ce qui est manifestement impossible, puisque v~ (%, Z,0) -yN(Z,0,7Z) = (Z,0,0). Ainsi,
(3.2) et (3.3) sont deux décompositions de 7r1|r; et aucune composante apparaissant dans la

premiére décomposition n’est équivalente & une composante apparaissant dans la seconde.

Exemple 4: Soit ge19 = IRX; + ... + IRXs (voir [Nie]) 'algebre de Lie nilpotente, munie

des crochets suivants:
[Xe, Xs] = 2X, . [Xe, X3] = 2X, (X5, X4] = X

et soit Gg 19 = IR® le groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe correspondant.

La multiplication sur Gg 19 est donnée par

(z1,---,%6) " (Y1,---,Y6) = (x1+y1 + 2Zeys, T2 + Y2 + Tsys + 2T5T6Ys + zey2, 3 + Y,

T4+ Y4 + 2T6Ys, T5 + Ys, Te + Yo)
pour tous (z1,...,Z6),(¥1,--- ,Ys) € Ge9. On a alors

-1 2
(z1,...,26)"" = (—21 + 22326, — T2 + T4T5 — T5Te, — T3, —T4 + 2T5T6, —Ts, —Zg).
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En outre, pour tous zi,..., e, a1,... ,a6 € IR,

1 1 1 1
exp(a1 Xy + ...+ asXe) = (a1 + Eaaae,az + 511405 + §a§a6,a3,a4 + 5‘15‘167 as, 5%)
log(z1,...,2z6) = (z1 — z3x6) X1 + (22 — %:r,;zs - éwgmG)Xz + z3X5 + (24 — T576) Xy

+z5Xs + 216 X6

Ad(.’lll, e ,:ce)(ale + ...+ (IGXG) = ((11 + 2:1:6a3 — 173(16)X1
+(az + T5a4 — Taas — 3206 + 2T576a5) X2
+a3 X3 + (a4 + 2z6as — z5a6) X4 + a5 Xs + asXe
Dénotons par {X7,...,Xg} la base duale de gg ;4 correspondante. Pour tous ai,...,as €
IR, on a alors
Ad*(z1, ... ,z6)(an Xf + ...+ aeX3) = a1 X] + X5 + (a3 — 2z601) X3
+(aq — z502) X5 + (a5 — 2z604 + T402) X}
1 “
+(ae + z504 — 533202 + z301) X§
Soit maintenant I' = {(p1,-.- ,P6); P1,--- ;D6 € ZL} le réseau de G 19 que I'on dénote aussi
par (Z,72,72,70,7L,7L), et soit | = a1 X] + ax X5 € g9, avec o3 # 0 et oz # 0. Alors
ty = RX; + IRX,, et m = IRX; + IRX; + IRX3 + IRX, est un idéal rationnel de ge 19
polarisant [. En outre, {Xj,...,Xs} est une base de Malcev forte de ge 19, fortement basée
sur T, et passant par m. Soit M = exp(m) = (IR, IR, IR, IR,0,0), et dénotons par 7 la

représentation Ind$,x;. D’aprés le théoréme 3.2.1, on a

®
~ r
o /[0 1)? Indpsar(Xig.i6 | per) dtsdts

ol Uy, 16 = a1 X§ + @2 X5 + 2teon X3 + tsan X — 2120, X¢, pour tous ts,26 € [0,1).

Fixons t5,ts € [0,1). On a alors

StI];/IﬁF(Xlts.te) = {(pla s 7p6) € F1 chs,:s([(pla s ,Pe), (ql’ ce ,q410’0)]) = 1’
pour tout (qi,...,44,0,0) € M NT}

= {(pl, ...,ps) €T e2milles 16 108(2P63,P594,0.0.00)) — | pour tous gz, g4 € ZZ}

= {(p1,--- ,06) €5 2a1pg € ZL et azps € E}
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D’ou,

(Z,E,Z,Z,0,0) s CnQéQet 02¢Q
St ) &, Z2,7,7,0,\7L) siap =B e€QetaydQ
MAr Xlts,te) = . .
(Z,Z,E,Z,(DZ,O) S1 a1¢Qet 02:5—26(12
L (Z’Z’E’Z,q2ZaQIZ) Si Qp = qi EQet QQZ;L;GQ

avec Q1 = ¢y si q; est impair et Q3 = - si ¢ est pair. Ainsi
IndFanxhs',s est irréductible pour tous t5,%s € [0,1) si et seulement si a7 ¢ Q et a; ¢ Q.

Les deux exemples précédents ont ceci de particulier que, soit toutes les représentations ap-
paraissant dans la décomposition de 7 |F sont irréductibles, soit elles sont toutes réductibles.
Cependant, la situation n’est en général pas toujours aussi claire, car ces deux cas de fig-
ures peuvent coexister. Afin de pouvoir lever dans certains cas cette ambiguité, nous allons
énoncer un critére sur l'orbite de la représentation 7 (et plus précisement sur les com-
posantes polynomiales décrivant cette orbite) nous permettant de conclure immédiatement
a I'irréductibilité de presque toutes les composantes (pour la mesure de Lebesgue) apparais-

sant dans la décomposition (3.1) de.7r1|F en intégrale directe.

3.3 Critére d’irréductibilité presque-siire des compo-
santes de mIF

Définition 3.3.1 Soit {X},...,X;} une base de g*, et soit | = ), ;X! € g*. Soit
Ji = {] € {1,...,n}; a; # O}. On dit que | est fortement irrationnelle par rapport a la
base {X7,...,X:} sile systeme {1;a;,7 € Ji} est Q-linéairement indépendant.

Proposition 3.3.1 Soit | € g* une fonctionnelle linéaire admettant une polarisation m qui
soit un idéal rationnel de g, et soit {X,... ,X,} une base de Malcev forte de G, fortement
basée sur T et passant par m. Sil est fortement irrationnelle par rapport ¢ {X7,...,X}},

alors Sth,~(x1) = M NT et la représentation Indi nrx: est irréductible.

Preuve: Soit [ =Y " . ;X! € g~ telle que le systéeme {1;c;,j € Ji} soit Q-linéairement

i=1

indépendant. Pour prouver cette proposition, il suffit de montrer que Sth;r(x;) € M NT.
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Soit donc vy € Sthyr(x1). On a alors (Ad*(y~1)! — [,log(¢)) € Z, pour tout £ € M NT.

Mais, d’un c6té on a
(Ad"(y™) = 1, log(€)) = > _ Bi(, €)axis
i=1

ou les polynomes §; sont & valeurs dans @ (ceci est di a la rationalité des constantes de
structures et des composantes de log(y) et de log(¢) dans la base {X;,...,X,}). Puisque
la fonctionnelle [ est fortement irrationnelle, on en déduit donc que S;(7,€) = 0, pour tout

1 € Ji, et donc que
(Ad* (1) — 1, log(€)) = 0, pour tout £ € M NT.
La polarisation m étant rationnelle dans g, M N I" est un réseau de M. Ainsi, I’application
®: (z1,... ,2m) — (Ad* (7)1 — I, log(exp(z1X1) - - - exp(zmXm))),
polynomiale en z1, ... ,zm € IR, est nulle sur Z™, et donc sur IR™. Do,
(Ad*(y~1) = 1,log(¢)) = 0, pour tout £ € M,

c’est & dire, Ad*(y" ")l -1 € M*1. La représentation Ind$ x; étant irréductible, v est donc
un élément de M (voir [Puk, p.157, Théoréme 2]). L’irréductibilité de Ind}rx; découle

maintenant du lemme 3.2.2. (]

Soit donc I € g* une fonctionnelle iinéaire admettant une polarisation m qui soit un idéal
rationnel de g, et soit {Xj,...,X,} une base de Malcev forte de g, fortement basée sur
I', et passant par m. Soit {X7,..., X} la base duale associée. Dans cette base, [ s'écrit
I=3", a; X7, avec o; € IR, pour tout 1 < < n. Maintenant, si (tm41,... ,t,) € [0,1)" ™™,
posons
, n
lgivo it i= Ad™(exp(—tms1 Xm41) - exp(—tnXn))l = Z aj(tmt1y--- ,tn)X;,
j=1

et dénotons par K; I’ensemble des indices 7 pour lesquels les applications (polynomiales)
[O,I)n_m — IR,, (tm+1,... ,tn) = a,~(tm+1,... ,tn)

ne sont pas identiquement nulles.
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Théoréme 3.3.1 On conserve les notations introduites ci-dessus. St la famille d’applications
polynomiales {1;a;,j € K} est linéairement indépendante sur Q, alors dans la décomposi-
tion (3.1), IndI]:/[nF(Xltm+1,...,tnanr‘) est irréductible pour presque tous (tm41,...,ts) appar-

tenant a [0,1)"™™ (par rapport & la mesure de Lebesgue).

Preuve: On suppose que le systeme {1;a;,j € K;} est Q-linéairement indépendant.
Posons N=Card(K;)+1, et dénotons par R I’ensemble des (n — m)-uplets (tmi1,...,%n) €
[0,1)™™ pour lesquels la fonctionnelle linéaire I, , ... ¢, n'est pas fortement irrationnelle par
rapport a la base {X7,...,X*}. D’aprés la proposition 3.3.1, il suffit donc de prouver que
R est contenu dans un ensemble de mesure nulle de [0,1)"~™ (pour la mesure de Lebesgue).
Pour tout (tm41,-- - »tx) € R, il existe ¢ = (qo, (¢;)iex,) € QY — {(0,...,0)} tel que

go + Z qjaj(tm+1’ s 7tn) = 0.
JEK,

Les applications (tmi1s... 3tn) — Qi(tm41,--- ,tn) étant polynomiales, il en est donc de

méme de Papplication Qg = go + )k, @js €t

Re U 2@

Q" ~{(,....0}
ot Z(Q,) désigne ’ensemble des zéros du polynomes Q,, pour tout ¢ € QN —{(0,...,0)}.
L’ensemble {1;a;,; € K} étant, par hypothése, Q-linéairement indépendant, aucun des
polynomes @, n’est identiquement nul, et pour tout ¢ € QY - {(0,...,0)}, Z(Q,) est par
conséquent de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur [0,1)"~™. Il en est donc de

méme de I’ensemble R, ce qui achéve ainsi la preuve du théoreme 3.3.1. O

Remarques: (i) Ce résultat est encore vrai au cas ou K; = 0.
(ii) Cette condition (suffisante) n’est pas nécessaire en général (voir en annexe ’exemple du

groupe G5,5)‘.

3.4 Décomposition de 7|, en représentations factorielles

r

Méme si les représentations apparaissant dans la décomposition (3.1) ne sont pas irréduc-

tibles, elles peuvent néanmoins posséder d’intéressantes propriétés. En particulier, on peut
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se demander sous quelle(s) condition(s) ces représentations vont étre factorielles, et si oui,
de quel type. Les travaux de M.W. Binder (voir [Binl]) vont permettre de répondre a ces

questions.

Soit H un espace hilbertien complexe, et soit £(H) ’ensemble des applications linéaires
continues de H dans H (cet ensemble est muni d’une structure d’algebre sur € ). Si M est
un sous-ensemble quelconque de L£(H), on appelle alors commutant de M 1’ensemble, dénoté

ar M', des éléments de £L(H) qui commutent avec tous les éléments de M, et bicommutant
P q s

de M Pensemble M" = (M')".

Définition 3.4.1 On appelle algebre de von Neumann toute sous-algébre involutive A de
L(H) vérifiant A = A". On appelle facteur toute algebre de von Neumann dont le centre est

réduit auz opérateurs scalaires.

Soit G un groupe localement compact, et soit (m, ) une représentation de G. Soit (7(G))"
P’algébre de von Neumann engendrée par 7(G). Si (7(G))" est un facteur, on dira alors que
la représentation (7, H) est factorielle. Dans ce cas, il sera impossible d’écrire m# comme
somme directe de deux sous-représentations disjointes dans des espaces non-nuls. Pour plus

d’informations sur les facteurs et les représentations factorielles, on pourra consulter [Dix1]

et [Dix2].

Soit donc IndIIIJﬁF(X’tm_}_I,...,tn) (pour (tm+1,--- ,tn) € [0,1)" ™) une représentation appa-
raissant dans la décomposition (3:1) de 7r1|1,, et soit Strj\‘/lnr(ch,,.“,...,:.,) le stabilisateur du
caractere X't;n+1....,tn de M NT dans T. Pour v € Stgmp(th“,”_,,"), on définit la classe de

conjugaison [M NT+] comme étant le sous-ensemble de M NT'\ Stl,;,mr(thﬂ'_“ .. ) défini par
[MNTy] = {MOTs75™;s € Sthyar(Xiem o in) ) -
On a alors

Proposition 3.4.1 ([Binl, Corollary 2.4]) Indjnr(xu.,.,,,...) est une représentation fac-
torielle de I' si et seulement si, pour tout v € Stgmr(th“”_ o) — (M NT) tel que la classe
de conjugaison [M N Tv] soit finie, il existe s € StFMnF(Xl¢m+1,...,¢n) tel que [y,s] € M NT et

Xliyyoin ([V58]) # 1
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Remarque: Si M NT\ Sthr(xu mi1ein) €St abélien, alors M NTy] = {MnNTy}, pour

r
tout ¥ € Starar(Xiemy, in)-

Corollaire 3.4.1 Si M NT'\ (StMnF(X,thrl .. )) est un groupe cyclique, alors la représen-

tation Ind,v,mﬂ(th+1 ..) n'est pas factorielle.

Preuve: Dénotons par S le stabilisateur de xi, ., . .. dans T', et par t le (n — m)-uplet

(tm41s--- »tn) €[0,1)""™. Puisque M N T\ S est cyclique, il existe X € log(S5) tel que
S=(MnNT,exp(X)) = MNT - exp(ZX).

Ainsi, pour tous 7v,s € S, il existe mi,m; € M NT et p1,pz € ZZ tels que v = m; - exp(p1 X)
et s = my - exp(p2X). Alors,

i ([1,8]) = xt(maexp(p1 X)ms exp(p2X) exp(—p1 X)m; " exp(—pa X)m;")
= x1.(my exp(p1 X)m, exp(—p1 X) exp(p2 X)m; " exp(—p2 X)m;")
= xu.(m1)xi(m2)xi(mi M x(m3 ")
= 1.

et la représentation IndMn[‘(Xl:m+1 _) ne peut donc pas étre factorielle. a

Supposons maintenant que la représentation Indj\,mr()a,wr1 .,) soit factorielle. On peut

yoee

alors chercher & savoir de quel type elle est. Deux cas peuvent alors apparaitre:
Cas 1: Stg/{nr(Xlth,._. ..) = MNT, et ’ensemble MOT\Sthsar(xe.,, a1 an ) €SH alors trivial,

Cas 2: St]\,,,.ﬂ«(xz,m+1 ) 2 MNT, et 'ensemble M N T\ Sthrnr (X ras1otn) €St infini.

yeor

Ainsi, on déduit de [Binl, Corollary 3.5] le résultat suivant:

Proposxtlon 3 4.2 Si la representatzon Ind]‘,‘ﬁ.,r()a,m+1 ) est factorielle alors, soit elle

est zrreductzble soit elle est de type 1.

Nous allons maintenant donner un exemple de représentation dont la restriction a un réseau

se décompose en intégrale hilbertienne de représentations factorielles.
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Exemple 4: Soient G = Ge,9 et I' = (Z,72,7,7L,72,7Z). Sil = on X7 + a, X3, avec

a; # 0 et az # 0, nous avons vu que

@
~ r
va|r = /[ ’ Indpsar (Xt v |an) disdte

ol Uiy 1e = 1 X7 + o X5 + 2tgan X3 + tsa X — %t?ang, pour tous ts5,ts € [0,1). En outre,

(%,Z,Z,Z,0,0) si 01¢Qeta2¢(]2
r (Z,7Z,7Z,7,0,Qh7) siay =2 € Qetay¢Q
Starar(Xtegs) = o
(Z,Z,Z,7L,4:7L,0) sion ¢ Qetay=2¢Q
L (Za E, Z,Z,qu, Ql%) Si a1 = qi € Q et g = q; c Q
ol Q1 = q1 si ¢ est impair et Q1 = & si ¢; est pair. Ainsi,

IndFMan,tS',G est irréductible, pour tous t5,1s € [0,1) si et seulement si a3 ¢ @ et a; ¢ @.

Supposons donc que a; € Q ou a; € @ et fixons ¢5,t6 € [0,1). Siay ¢ Q ou oy ¢ @ alors
MnNT\ Stxl;mr(xlcs.:s) est un groupe cyclique, et IndFMan1z5,:e n’est pas une représentation
factorielle. Mais, si a1 = & € @ et az = 22 € Q sont tels que pgcd(p1,q1)=pgcd(p2,q2) =1,

alors pour tous us, ug, v1,... ,Ve € Z:

[(0, 0,0,0, gaus, Qlue), (Ul, V2, U3, V4, 205, lee)] = (2Q1U603, Qausvy4 + 2Q1‘J§U5U605
+Q1q7uevz — Q192ulve — 2Q195usvsvs,

0, 2Q1g2usvs — 2Q192usvs, 0, 0).
et
) — 647rit5QlP2(u6'U5_u51-’6).

Xltg ig ([(0, 0,0,0, g2us, Qlue),‘(v1, V2, U3, V4, q2VUs, lee)]

En particulier, si ts ¢ @ alors, pour tout ¥ € Stisar(Xi) — (M NT), il existe s €
Sthsar(Xieg.g ) tel que Xu .. ([7,8]) # 1 et Ind};rXi,. €st une représentation factorielle de

type 1.
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Chapitre 4

Décomposition des représentations
monomiales d’un réseau induites a

partir d’un sous-groupe normal

Soit T' un groupe nilpotent discret de type fini et sans torsion, soit H un sous-groupe normal
de T tel que H \ T soit sans torsion, et soit x un caractére de H. Nous allons ici donner une
décomposition explicite en composantes irréductibles de la représentation monomiale Indl;,x.
Ceci nous permettra alors de donner, entre autres, une décomposition de la représentation

réguliére (droite) de T'.

4.1 Décomposition explicite

Nous introduisons dans un premier temps la notion de rang pour groupe nilpotent discret,

de type fini, et sans torsion.

Proposition 4.1.1 ([Rag, Proposition 2.8]) Soit I' un groupe nilpotent discret, de type
fini, et sans torsion, et soient L =To DT D---DTx={e} et ' =T§ 2 rno2---2IN=
{e} deuz filtrations de T telles que T; (resp. T';) soit un sous-groupe normal de I';_y (resp.
[, ) et T; \ Tiy (resp. T4\ T%_,) soit abélien. Alors T;\ Ty (resp. Ti\Ti_;) est de type
fini, et

Z rang([; \ i) = ) rang(T \Ti_,).

1<i<k 1<i<i
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Définition 4.1.1 L’entier ..., rang(T; \ I'i-1), indépendant de la filtration T' = T, 2
Iy D --- DIy = {e} choisie, est appelé le rang du groupe nilpotent discret, de type fini, et

sans torsion I'.

Lemme 4.1.1 Soit I’ un groupe nilpotent discret de type fini sans torsion. Alors il eriste
v € Z(I) tel que, si on dénote par H le sous-groupe de I' engendré par v, le groupe H \ T
soit nilpotent discret de type fini sans torsion, et rang(H \ ') = rang(I') — 1.

Preuve: Soit donc I' un groupe nilpotent discret de type fini sans torsion. Par le théoreme
de Malcev (voir [Mal, Theorem 6]), I" se plonge comme réseau dans un groupe de Lie nil-
potent connexe et simplement connexe G, d’algébre de Lie g. Soit {Xj,...,X,} (pour un
certain n > 0) une base de Malcev forte de g, fortement basée sur I'. Posons v = exp(X;).
Alors H = () = exp(ZX,) C Z(T), et H\ T est nilpotent discret de type fini et sans
torsion. De plus, rang(H \ I') = rang(T') — 1. o

Revenons maintenant a 1’étude des représentations.

Lemme 4.1.2 Soit I' un groupe discret, H un sous-groupe de I' et soit x un caractére de

H. On suppose qu’il existe v € T tel que v normalise H et vérifie
x(vhy~") = x(h), pour tout h € H.

Soit L = (H,~) le sous-groupe de I' engendré par H et par ~y, et soit p: L — H\ L la
projection canonique. Alors, x s’étend en un caractére de L et Indkx se décompose en
Indfrx %/ (X - m)dn,
(H\L)»
ol X est une extension quelconque du caractére x au sous-groupe L, (X-1)(I) = x(I)(nop)(l),
pour tout | € L, et dn est la mesure de Haar sur (H\ L), le groupe des caractéres du groupe

(abélien) H \ L, normalisée de maniére d rendre valide le théoréme d’inversion de Fourier.

Preuve: H étant un sous-groupe normal de L, tout élément de [ de L peut s’écrire sous la
forme [ = h-™, pour un certain h € H et un certain n € Z. Dénotons par p la représentation

Ind% x. Il y a alors deux cas & distinguer:
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Cas 1: [L : H] = n < +oco. Alors n est le premier entier strictement positif vérifiant

4™ € H. Dans ce cas, on va réaliser la représentation ¢ comme suit:
H,={f:L—C, f(hl) = x(h)f(I), pour tout (k1) € H x L}
et, pour tout f € H,, ,I'€ L,
(eI = £ - D).
Puisque ¥ € H, x(7") est bien défini. Soit {{1,...,&n} 'ensemble des racines nieme de
x(7™). Pour tout 1 < ¢ < n, on pose alors

xi(1) = x(h)€", pour tout | = h-y™ (avec h € H et m € ZZ).

Alors, pour tout 1 <4 < n, X; est un caractére de L, dont la restriction a H est égale a x.
[En effet, soit 1 < i < n fixé, et soient hy,hy € H, my,mq € 7 tels que hy - Y™ = hy - 4™2,

Alors, h1 - hy = 4™ ™™ € H et il existe donc p € Z tel que my —my = np. D’ou

Xi(ha -7™) = x(h2)§™ = X (h2)EM ™ = x(ho)EMENP
= x(h2)&™ (x(")) = x(h2)§™ x(v"7) = x(h2)&™ x(v™™™)
= x(ho)&M x(h3" - h1) = x(m)&™ = xi(ha - 7™),

et Dapplication x; est bien définie. Soient maintenant l; = hy - Y™ et I = hy - y™ deux

éléments de L (avec hy,hy € H et my,m, € ZZ). On a
il 1) = Xi(hy-79™ - hy-9™) = xi(hy 4™ - hy -y T T
= X(hy - A™ by yTM)ENTTE = x(ha)X (Y™ by -y TG
= x(h1)&" x(h2)€™ = xi(h)xi(l2)-
Ainsi, puisque |x;(!)| = 1, pour tout [ € L, x; est donc un caractere de L. ]
Pour 1 < i < n, on pose fi(l) = xi(!), pour tout ! € L. Alors f; € H,. De plus, {f1,..., fa}

est une famille libre de H,, et donc une base de H,, puisque dim(H,) = n. Mais, pour tout

1< <, o)(f) = x1)fi, pour tout € L, et donc
H,=C f1®--®C f,, avec o(L)f;i € C fi, pour tout i,
c’est a dire,

o = Indfx = @ Xi-
=1
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Maintenant, pour 1 <z,3 <n, x;- xj_l est un caractere de L, identiquement égal a 1 sur H.

1l existe donc 7 € (H \ L)" tel que .

Xi X; =nop.

D’un autre coté, si X est une extension quelconque du caractére x a L, et si n est un élément

de (H \ L)*, on peut poser

(x - 1)) = x(Dn(p(l)), pour tout I € L.

(X - n) est alors un caractere de L, et

(X)) =& (™) =X ne(™) = x(7")-

Ainsi, (X - 7)(7) est une racine n*™¢ de x(y"), et il existe 1 <1 < n tel que (X - 7)(v) = &.
D’ol, pour tout [ = h - 4™ €L (avec h € H et m € 7Z),

X-n)) =& R -1)O™) = x(R)((X-M)™ = x(R)E" = xi(D).

Puisque [L : H] = n, on a Card((H \ L)")=n, et donc, finalement,
e=Ihdix= O &)
ne(H\L)*
Cas 2: [L : H] = +o0. Donc, pour tout n € Z — {0}, 7" ¢ Z et H \ L est un groupe
abélien infini sans torsion. Pour tout | € L, il existe donc des éléments h € H et m € 7

uniques tels que [ = h - y™. Soit
X:L—C, I=h-y™— X(I) = x(h).

X est un caractére de L, qui étend le caractére x a L.
[En effet, puisque la décomposition [ = h-y™ (pour h € H et m € ZL) est unique, I'application
est évidemment bien définie. De plus, pour tout I € L, |X(I)] = 1. Soient maintenant

Iy = hi -y™ et ly = hy-¥™ deux éléments de L (avec hy; hy € H et my,m; € Z).0On a
X(h-l) = R(hy 4™ - hy- v™2) = X(hy - 4™ hy- ™™ ’le-{-mz)

= X(h-y™ - ha - yT™) = x(B)x (Y™ k2 yT™)

= x(h)x(h2) = X(1l)x(l2)
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et X est donc un caractére de L, dont la restriction a H est égale a x. ]

On va maintenant réaliser la représentation ¢ comme suit (voir, par exemple, [Kirl, Preuve
du Théoréme 7.1]),
H, =} (H\ L)

et, pour tout f € H,, Il =h-y™ € L (avech € H et m € ZZ), et p(y") € H\ L (avec n € 7)
(e NE(™) = x(7"* - b7 f((Y") - 7™) = x(B) f(p(Y"™))-

Soit F : I2(H\ L) — L*((H \ L)) la transformée de Fourier. C’est une isométrie de I?(H \ L)
sur L2((H \ L)"). Soit alors ¢ la représentation de L définie par

8(1) = Fop(l)oF!, pour tout I € L.

5 est bien évidemment équivalente & la représentation g, et pour tout [ =h-9™ € L (avec

he Hetme 7Z), tout f € L*((H \ L)"), et tout n € (H\ L)*, on a

@OHm = Fe®FNNm) = X (eMFA)EG™)mEG™)

neZZ

= > x(B)FHEO™™)nlp(r)

neZl

= > x(WEHEO™) - p(r™)np(r))

neZl

= x() Y FHHEE™))nkeH) - p(y™))

neZl

= x(Bn(e(r™) Y FHEE™)ae(r)

neZl

= x(Bynlp(y™)F(F~(H))n)
= X)) f() = (X -n)(0)f()

ou (X -n) est le caractere de L défini par
(&m0 = Xm0 p)(1), pour tout 1 € L,
pour tout € (H \ L)*. D’ o,

0= /( (% ) dn, (4.1)



ou dn est la mesure de Haar sur (H \ L)", normalisée de telle maniere a rendre valide le
théoréme d’inversion. Maintenant, si 7 et Xz sont deux extensions du caractere x a L, alors
%i~' - X2 est un caractére de L, identiquement égal & 1 sur H, et il existe donc € (H \ L)"

tel que l'on ait

(x1 " X2)(1) = n(p(l)), pour tou ! € L,

clest & dire, X3 = (X1-7), et la décomposition (4.1) est indépendante du choix de ’extension

X de x. Ceci acheve la preuve du lemme 4.1.2. m]

Remarque: En pratique, lorsque [L : H] est infini, sauf mention contraire, nous étendrons
toujours trivialement le caractere x de H & L, c’est a dire que, 'extension X de x a L sera
définie par:

z(l) = X(h)) pour tout [ = h - 7" € L.

Soit maintenant ' un groupe nilpotent discret de type fini sané torsion, H un sous-groupe
normal de I tel que H \ T soit sans torsion, et soit x un caractere de H. A la représentation
Ind}; x, on va associer deux suites (stationnaires) de sous-groupes de T, (S (x15- - - » Xi=2))(i>0)
et (Si(x1,--- »Xi-1))>—1) (pour les détails, voir plus loin), possédant pour tout z > 1 les
proriétés suivantes:

(a) S**'(x1,---,Xi-1) est un sous-groupe normal de Si(xi,--. ,Xi-1) contenant le sous-
groupe S*(X1,--- »Xi=2)s .

(b) [Si(x1y- - > Xim1)y ST (X1s- -+ » Xim1)] € S*(X1s- -+ 5 Xiz2)-

Ces suites vont nous permettre de décomposer, par récurrence, Indl;IX en intégrale hilber-
tienne de représentations monomiales de T', et & terme, en intégrale hilbertienne de repré-

sentations monomiales irréductibles de I'.

Posons donc

S...l =T SO =H S() = Stg{(X)
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Si §% = Sy, alors on définit, pour tout 7 > 1,
Si(xl, e ,Xi_g) = SO
Si(X17 s 7Xi—l) = SO
ri(X1, - 5 Xi-2) =0

pour tout caractere xi € (S* 1 (x1,..-,xk-3) \ SE(X1y- -y Xk=2))" et tout 1 <k <i—1.

Remarque: Si —2 < k < 0, on convient alors que S¥*?(x1,...,xx) = S¥*? et que

Sk+1(X1, .o ,Xk) = Sk41-

Dans le cas contraire, le groupe discret S°\ Sy est nilpotent de type fini, et sans torsion. Soit
po i So — S°\ So la projection canonique. D’aprés le lemme 4.1.1, il existe y; € So — S° tel
que po(71) € Z(S°\ So) et {po(71)) \ (S°\ So) soit nilpotent discret de type fini sans torsion,
de rang égal & rang(S°\ Sp) — 1. Soit alors S* = (S°,7;) le sous-groupe de Sy engendré par
$° et par 11. On a, pour tout n € 7, [So, 7] € S° et donc, de ce fait, [So, S} C S°.

[Ceci provient du fait que S° est un sous-groupe normal de Sq et que po(71) € Z(5°\ So). |

De plus, S* \ S; est nilpotent discret de type fini et sans torsion. Posons alors
S1 = {s0 € So; x([s0,$1]) =1, pour tout s1 € St}

Sy est un sous-groupe de Sg, contenant S*.

[En effet, e € S; et S; est donc non-vide. Soit s,t € 5;. Pour tout s; € 51, 0n a

x([ss1]) = x(s[s7,s1)s7?) (car s € Sy C Sp et [s7F, 5] € 5°)

= XsssT's™) = x([sm) T =1

x([st,s1]) = x(stsit™'s7'syh) = x(slt, sils T [s, 8]) = x(slt, s1}s ™ )x([s, s1])

= x([t,s1])x([s,'s1]) = 1

et S1 est bien un s-dus—'g'rc')up“e de 5'0: Soient maintenant s; = sg - 7{1 et ;= to 'y{" (aVéc' o

so,to € S° et n,m € Z) deux éléments quelconques de S*. On a,

x([s1,t1]) = x(s07tor 1 ™50 1 ™et) = X(sovTtor: " se T "o )
= X(so)x(¥itori ™)X (s M ™)X (t5") = x(so)x(to)x(s5")x(t5") = 1
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d’ou Sl _C_ Sl. ]

Si S' = S, on définit alors, pour tout ¢ > 2 et tout caractere xx € (S**(x1,---,Xk-3) \
SE(x1y -y xk—2))" (avec 2 <k <1 —1)

S (X1y- -+ s Xim2) = S
Si(x1- -+ »Xi-1) = 51
Ti(Xh cee )Xi—2) =0

Au contraire, si S! ¢ Sy, alors S\ S; est sans torsion. Soit p; : Sy — S'\ S; la projection
canonique. 1l existe alors v, € S; — S* tel que pi(72) € Z(S*\ $1) et (p1(72)) \ (S*\ S1) soit
sans torsion. Posons alors S? = (S',7;). S? est un sous-groupe normal de Sy, contenant S’

et vérifiant [S1, 57 C S!. En outre, S? \ S; est sans torsion, et

rang(S?\ ;) = rang(S*\ $1) — 1 < rang(S'\ So) -1 < rang(S°\ So) — 2.

Soit maintenant ¥ une extension du caractére x au groupe S* (on a vu plus haut qu’une
telle extension existe bel et bien), et soit x; € (S \ S')" un caractére du groupe abélien

5%\ S*. L’application
(X - x1)(s1) = X(s1)x1(p1(51)), pour tout s € s,
est bien définie et est un caractere de S'. Posons
Sa(x1) = {31 € S1; (X - x1)([s1,82]) = 1, pour tout s; € 52}.

S3(x1) est un sous-groupe de S; contenant S>.

Supposons maintenant que I’on ait défini les sous-groupes S™(x1,- - - » Xn-2) €t Sa(X15-- - Xn—-1)

(pour x1 € (S°\ SH)", x2 € (ST\ SH)", xs € (S2\ S*(x1)" et x5 € (ST (xws- -+, X5-3) \
Si(x1,--+ > Xj—2))", avec 4 < j < n—1). Si Su(x1,--- 1 Xn-1) = S™(X15--+ > Xn-2), OD pOSe
alors, pour tout i > n + 1 et tout caractére x; € (S77'(x1,---,Xj-3) \ SI(x1y- -+ s Xj—2)"
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(avecn+1<j <e—1),

S (x1y- -5 Xiz2) = S™(X1,- -+ > Xn—-2)
Si(Xl, ces ,Xi—l) = Sn(Xl, . 7Xn—1)

Ti(Xh--- ,Xi—z) =0

Autrement, soit pn : Sn(X1,--+,Xno1) = S"(X1y--- > Xn=2) \ Sn(X1,--- »Xn-1) la projec-
tion canonique. S™X1,--- , Xn-2) \ Sn(X1,- -+ , Xn—1) étant sans torsion, il existe alors yn+1 €
Sn(X1s- - s Xn=1)—S"(X1s- - -  Xn-2) tel que pn(Yn41) € Z(8™(X1y- -+ » Xn-2)\Sn(X15- -+ s Xn-1))s
et (Pn(Yns1)) \ ((S™(X15--- 5 Xn=2) \ Sn(X1,- -+, Xn-1)) soit sans torsion. On pose alors

Sn+1(X17'-' ,Xn—l) = (Sn(Xla"' 7Xn—2)77n+1>-

S5™*1(x1, ..., Xn_1) €st un sous-groupe normal de Sn(X1, . - - , Xn—1) contenant S™(x1,... , Xn—2)
et vérifiant

[Sn(X1s--- » Xn-1), S”+1(X1, cee s Xn-1)] € S™(x1, - - - s Xn—2)-

En outre, S™(x1,... , Xn=1) \ Sn(X1,- -+ » Xn—-1) st un groupe nilpotent discret de type fini

sans torsion, et

rang((S™ (x1,- -+ » Xn=1) \ Sa(X15-++ 1 Xn-1)) < rang(S° \ So) — n.

Soit maintenant (---((X - x1)™ - X2)™~+-+)~ * Xn—1)~ une extension du caractére (---((X -

X1)~ * x2)~ )~ - Xn_1) au groupe S™(X1, ... ;Xn-2), €t s0it xn € (S"7H(X1,--- s Xn-3) \

S™(x1,--- ,Xn2))". Afin d’alléger les notations, pour tout ¢ > 1, on dénotera dorénavant
simplement par X - x1 - X; le caractére (--- (X - x1)~ - x2)~ "~ )™ - Xi-1)" X
Soit x - X1 - Xn le caractere de S*(x1,... , Xn—2) défini par

| (X_' X1 - Xn)(Sn) = (X X1 Xn=1)" (82)Xn(Pn(5a)), pour toiut Sn € S"(xl, ey Xn—2)

On pose alors

Snt1(X1r--- sXn) = {82 € Sulx1,-+- s Xno1); (X - X1+ Xn)([8ns Sn1]) = 1,

pour tout spy1 € S (x1,--+ s Xn—1) }-
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Snt1(X1y- - -, Xn) est un sous-groupe de S,(x1,--- ;Xn—1), contenant Spi1(X1,--. , Xn-1)-

Par construction des suites (S*(x1,--- ,Xi=2))i>0 €t (Si(X1,- -, Xi1))i>—1, il existe jo > 0
tel que l'on ait

Sj(Xl,-- . ,Xj—2) = Sj(le- e 7Xj—1)7

pour tout j > jo et tout caractéres xi,...,Xi—1 (on voit que ceci est vrai au moins pour

tout jo > rang(S°\ So)).

Lemme 4.1.3 Pour tout 1 > 0 et tout caractére x1,... ,Xi, on a

Si—1 (X150 0Xi—2)
StS'(Xl yroe 1Xi—2)

(X x1--xi) = Si(X1,- -+ Xi-1)-
Preuve: Soit:>0et x1,...,x fixés. On a

StS.'—1(X1,..-,xe—2)(X.Xl...xi) — {Si—l e S‘i—l(xly"' 7Xi—2); (X.Xl...xi)([si_l’si]) = ]_

SH(x1--- 1 Xi—2)

pour tout s; € S*(x1,- .-, Xi-2)}

= {si—l € Sic1(x1y- -y xi-2); (X xa- - xi—1)([si=1,88]) = 1

pour tout s; € Si(xl,... ,Xi—z)}

Si(Xh e aXi—l)a

ce qui termine la preuve de ce lemme. a

Lemme 4.1.4 Pour tout >0,o0na

-9 & _ |
Indlyx g/ (...(/_ o
(50 \Sl)l\ (s.—](xl - vX,""' - )\S'(Xl,--- 1X":5 i ))A

=3
Indg e im0 xa X ) dx ) L dx

=2 est la mesure de Haar sur (S7= (x4, . .. ,X;:},’j—s) \S7(x1,--- ,X}fé’j_‘i))’\, nor-

malisée de maniére d rendre valide la formule d’inversion, pour tout 1 < j <.

Preuve: On va prouver ce résultat par récurrence sur ’entier ¢. Si ¢ = 0, alors S® = H et
Ind%, x 2 Ind% x. Supposons donc le résultat vrai pour : < n. On a alors, d’aprés I’hypothése
HX 5 p

de récurrence et le lemme 4.1.2,
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- ® ®
IndHX & / (...(/
(so\81)" (81 (X1 5 X2 INS™ (X1 e X2 TN

Indg, ) a0 Xa o X2 ") dx ") L )dxa
® ®
= / (... ( / \
(SO\SI)A (Sn—l(XI""szz,—s )\S"(le 'vxn:é e ))A
Indt & G Xni™ ) 1,2
n Sn+1(x1| vxn"" 1) n 5"(X1y 1xn'". "—'4) (X . Xl o Xn )
dxn,...,n 2) . )dXI
® ®
g / (. o (/ 1 5 1 4
(8°\s1)A (571 (X1 1 X3 T ONS (X1 s Xl "))
®
Il’ldr‘"_‘»:l n—1 /
S™H (xae X2y S0 XETp TN (X1 X TONA
O xa X" Ddxnry ™ ) dxy ) ) dxa
® ®
< [ -
(s0\S1)A 57 (X1, Xy TONSH (x1 e x N T)) A
Indg,pn sy, . admnmey (X X1 Xt
dxrii™ D dxy ")) dxa
et le résultat est donc vrai a l’ordre n + 1. O

1,02

Remarque: On écrit x; afin de garder en mémoire que ce caractére peut dépendre,

éventuellement, des (i — 2) caractéres précédents x1, X2, X3, - - - ,X,' 2" -

Théoréme 4.1.1 On conserve les notations introduites antérieurement. Soit jo > 0 le plus

petit entier vérifiant
S%(X1,- - s Xio=2) = Sio(X15 -+ » Xio=1)

pour tout caractére xi,...Xj,~1. Alors

. e - & o '
Indpx = / (...(/> ‘ o L

(8°\51)7 (70 (x1,mw- 5y =50 T NSTO (1, ..,x,;;:z’° )A

r Jo—3 1,...,50—2

I g0 (g dgzgpomy X X1 X2 X Xy

de’ W=y dxg
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ou dx;""’j_Q est la mesure de Haar sur (577 (xq, - . . ’X}:.?.’,j—s) \ S (x1, - - - ,X}:'Z"j_“))" (nor-

malisée de telle maniére a rendre valide la formule d’inversion), pour tout 0 < j < jo, est

une décomposition en composantes irréductibles de la représentation Indlyy.

Preuve: D’apres le lemme précédent, il suffit de prouver que chaque composante apparais-
sant dans le décomposition de Ind}x est irréductible. Fixons donc des caractéres x}""’j_z €
(57 Yxs,- - ,X;Qg’j_s) \ $7(x1,- - - 7X]1':'é'j_4))/\, pour tout 1 < j < jo (que 'on dénote sim-
plement par xi,...,Xj,) et montrons que la représentation Indgjo(XI.---,on—z)(X CX17 Xio)

est irréductible. D’apres le critere d’irréductibilité de G.W. Mackey, il suffit de montrer que

pour tout ¥ € Qssio(xy,.. xjo-2) S%(x1,--+  Xjo—2), 1l existe
S5, € ’y_l . Sj°(xl, e Xjo—2) tY N Sjo(Xl, cev s Xio—2) (*)
tel que (x - X1+ X5o) (Y857 7") # (X - X1+ Xio)(85o)- Fixons 0 < 7 < jo et
v E (Q’sio(xl,...,x,o_z) N Sj—l(Xl, ce ,Xj—z)) - (Qsjo(xl,...,xjo_z) n Sj(Xl, ce ,Xj—l))-
Puisque v € S;-1(x1,--- ,Xj-2), on a

S Xy s Xim2) YV S X0y - 5 Xi2)

Sj(Xh--- ,Xj—2)

C A7 80(x1y- - Xiom2) YNV S (Xas- -+ 5 Xiom2)-

Sj—1(x11er5X5-2)

3 (Xt ren) (x-x1--x;) (d’aprés le lemme 4.1.3). 11

Par contre, v ¢ S;(x1,-..,Xj-1) = St

existe ainsi s; € S7(x1,-..,Xj-2) tel que
(xx X)) = Ocoxas s xa)(rsiv ™)
# O xa o x)s) = (- xa - Xio)(s5)
et la condition (x) est vérifiée. Mais, par définition de I’entier jo, on a
2 (xt ie) = Sl 1302,

D’ou,
Jo

Qsio(x1,...,x,0_2) - Sjo(Xl,--- ,on—z) = U((Qs:‘o(x1,...,x,-0_,) n Sj—l(Xl, cee ,Xj—z))
j=0

—(QSjO(xl,...,xjo_z) N Sj(Xh ey Xj—l)))y
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et la représentation Indgfo(xl,---,on_z)(X “X1°** Xj,) est irréductible. m]

Remarque 1: Si H \T est abélien, alors les suites de sous-groupes (5*(x1,--- , Xi-2))(i>0)
et (Si(x1,--- »Xi-1))@>-1) ne dépendent plus des caracteres x1,... ,Xi-1 et peuvent donc se

noter simplement (S*)(>0) et (Si)>-1)-

Remarque 2: Ce genre de procédure (pour décomposer une représentation monomiale en
irréductibles) reste valide dés 'instant qu’il existe un indice jo > 0 tel que, pour tout ¢z > jo

et tout caracteres x1,...,Xi-1,

Si(Xl, ‘e ,X,‘_g) = Si(Xl, ‘e 7Xi—1)-

En particulier, elle reste donc vrai dans le cas des groupes nilpotents finis.

4.2 Applications et exemples.

Si I' est, soit un groupe discret nilpotent de type fini sans torsion, soit un groupe nil-
potent fini, alors le Théoréme 4.1.1 nous donne une décomposition en irréductibles de sa

représentation réguliére (droite) A, puisque A = Indfe}l et {e} est normal dans I'.

Corollaire 4.2.1 Soit T un groupe nilpotent discret de type fini sans torsion (ou fini), et soit
X la représentation réguliére (droite) de I'. Formons les deuz suites de sous-groupes de T,
(S*(x1,- - - , Xi=2))(i>0) €t (Si(x1,- -+ Xi-1))(z~1), associées a la représentation A = Indfe}l.

St jo est le premier entier tel que

Sjo(XIa e 7on—2) = SjO(Xl" .. ’on—l)

pour tous caractéres X1, ... , Xjo—1, alors A se décompose en irréductibles de la fagon suivante:

@ D
A %/ / (. o (/ 1 )0 —5 i 1 0 —4
(se\s1)A (87071 (xa 1 X 2870 T NSO (xa 1o x5 25 0T A

Ind 1 o=ty (- ((FX2)™ - x2) ™)™ XY G T)

SJVO (le"'va'o_
dx}(;""]"_z) .. )dxa
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~? est la mesure de Haar sur (ST (x1,- .. ,X}" TN\ S (xa, - - VX ST nor-

malisée de telle maniére a rendre valide la formule d’inversion, pour tout 0 < 7 < 0.

Exemple 5: Soit le groupe diédral I' = Dg (voir, par exemple, [Ser, §5.3]). C’est le groupe
des rotations et des symétries du plan qui conservent un polygone régulier a 8 sommets. Il

contient 8 rotations et 8 symétries, et est d’ordre 16. Si on dénote par r la rotation d’angle

us

Z, et par s une symétrie quelconque, on a alors les relations:

rf=1 st=1 srs=r"!

Puisque Dg est un 2-groupe fini, Dg est donc nilpotent. Soit Cs le sous-groupe de Dg composé

des 8 rotations. Alors, tout élément de Ds s’écrit de maniére unique, soit sous la forme r*

(avec 0 < k < 7) s’il appartient & Cs, soit sr* (avec 0 < k < 7) si ce n'est pas le cas. Soit
A = Ind? (1 la représentation réguliere droite de Dg. On pose S® = {e}. On a donc Sp = Ds.
On a S = (r,r%,7r%,s), et ! € Z(Dg). Soit donc S = (r*) = {1,7*}. On a alors S; = Ds.

Soit 11 1’extension triviale de 1 & S!. On a

{(As-m)ym e (S°\SY} = {Ls;,xa ),

ol x; est le caractére de S! défini par x1(r?) = —1. Puisque S, = (S?,r%,r,s) et S'r? €
Z(5'\ S;), posons donc S% = (S*,r?) = (r?). On a alors

52(151) = Dg et SZ(XI) = Cs
Soient 1g2 et X1 les extensions & S? de 151 et de x;. On a
{(1s2 - 1) m2 € (S\ S} = {1s2,x2} et {(X1-m); m2 € (S \ 8"} = {xan xa2},

oll X2, X1,1 €t X1,2 sont les caracteres de S5? définis par

1

ul‘;

x2(r?) = -1 x1(r?) = €'t x12(r*) =e

Puisque Sy(1s1) = (S?,7,s) et que S?*r € Z(S?\ S2(1s1)), posons donc S3(1s1) = (S%,r) =
(r) = Cs. De méme, S»(x1) = (52,r> et S%r € Z(5%\ S2(x1)). Posons S3(x1) = Cs. 1l vient
que

S3(ls2) = Ds et S3(x2) = S3(x1.1) = Sa(x1,2) = Cs = S3%(x1)-
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Soient l¢,, X2, X1.1 €t X1.2 les extensions a Cg des caracteres lg2, x2, X1,1 € Xx1,2- On a

{(1cy - ma); ma € (S*\ Cs)"
{(Xz - na); ns € (S*\ Cs)"
{(x11 - ms); ms € (S*\ Cs)"
{ (k12 - m3); ms € (S*\ Cs)"

b= {leexs)s

} o= {x21,x22},

} = {x11,1 X112}
}

= {X1,2,13X1»2r2}’

ou les caracteres X3, X2,1, X2,2» X1,1,1, X1,1,2; X1,2,1 €t X1,2,2 de Cg sont définis par

[T {3 =

x3(r) = -1 x2,1(r) = €'2 X2,.2(r) = €2 x1,1.(r) = €'t
iy Iz {3
X1,1,.2(r) = €' X1,2 1(7”) =e' X1,2,2(r) = €'

On a S3(1s2) = Ds, posons donc S4(152) = Ds. On a alors Si(lg,) = Sa(xa) = Ds = §¥(1s2),

et, si 1p,, X3 sont des extensions & Dg des caracteres 1¢, et X3, alors

{(1ps -na); 14 € (Cs \ Ds)"} = {1Dy,Xa}
{(% -14); 74 € (Cg \ Ds)A} = {X3,1,X3,2}

ou les caractéres x4, x3,1 €t X3,2 sont définis par

xa(r)=1,  xa(s) = -1,
X3,1(7.') = -1, X3,1(S) =1

x32(r) = -1,  xsa(s)=-1

Ainsi, d’aprés le Théoréme 4.1.1, la représentation réguliere (droite) A de Dg se décompose

en irréductibles de la fagon suivante:

A= 1p, D xaD x31D X326 69 IndCs X1,i,j D @IDdCSXH

1,7=1 k=1

Voici maintenant un exemple ol H est un sous-groupe normal de I' tel que H \ T' admette

des éléments de torsion, auquel s’applique la méthode de décomposition présentée ci-dessus.
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Exemple 6: Soit I' = (Z,7Z,7Z) le groupe de Heisenberg discret, muni du produit

(p1,p2,p3) - (q1,92,93) = (P1 + @1 + P3g2, P2 + 92, P3 + @3),
pour tous (p1,p2,P3),(q1,92,93) € I'. On a alors
(Plapz,Ps)_l = (—p1 + p2p3, —p2, —P3)
[(p1, P2, P3), (91, 92, 43)] = (P3ga ~ P293,0,0)

Soit n un nombre premier, et soit H = {(np;,0,0); p1 € ZZ}. H est un sous-groupe normal
de I. Soit o = Indy,ly. On cherche & décomposer cette représentation en composantes

irréductibles.
Soit donc S° = H. Ona S, =T = (5% (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)). Posons S* = (59,(1,0,0)).

[S! : S°] = n et, si on dénote par 1s1 Pextension triviale de 1z & S, on a alors
{Us m)im e\ ={x;;0<j<n—1},
ol x; est le caractere de S* défini par
x;(p1,0,0) = 627”'1%1-, pour tout (p1,0,0) € 5%,
pour tout 0 < j < n— 1. On pose alors S? = (7,7,0). On a, pour 0 < j <n —1,
Sa(x;) = {(g1,92:93) € T xi(1(q1, 92, 9), (P1, P2, 0)]) = 1,¥(p1,p2,0) € %}

= {(q1,92 ¢%) € T; x;(qsp2,0,0) = 1,Vp, € Z}

= {(q1,92,93) € T} % A

r sij=0
(Z,7L,n7L) sinon.

Soit x; une extension de x; & S?, pour tout 0 < j<n—1. Ona
{6 - ma); m € (ST\ S} = {xss t € R/Z},
avec Xji(p1,p2,0) = 62"i(j-fnl+t”2), pour tout (p;,pz,0) € S?. On pose maintenant

s13=0

S%(x;) = ,
(Z,7ZZ,nZL) sinon.
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Alors, S3(xj.¢) = S*(x;), pour tout j,t. Puisque

{(ox - m); ms € (AT} = {xots 5 € R/Z}

(G- )i 1 € (SP\NSP)) = {Xjuss s€R/Z}si1<j<n—1

avec

' (3P,
X01,5(P1, P2, p3) = €27 ety (py, pa, mpg) = TSR H PR,

pour (p1,p2,p3) € [ et (p1,p2,mp3) € S3(x;) (0 < 7 < n — 1) respectivement. Ainsi,

o= Indl;l-l i se décompose donc de la maniere suivante:

& @ ) n~1 . ® ] .
o %’/ / Xo,t,s dtds @ @/ / Ind(z znz) Xitsdtds.
R/Z JR/Z =1 JR/Z IR/Z

Remarquons que toutes les composantes apparaissant dans cette décomposition sont des

représentations unitaires irréductibles de dimension finie.
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Chapitre 5

Décomposition de 7| en intégrale
hilbertienne de représentations

unitaires irréductibles de I’

Utilisant les résultats des chapitres 3 et 4, nous donnons dans un premier temps une décom-
position en composantes irréductibles de la restriction & I' de toute représentation = € G dont
orbite posséde un élément admettant un idéal rationnel polarisant. Ceci étant fait, nous
déterminons quelles sont les composantes de cette décomposition unitairement équivalentes

entre elles.

5.1 Décomposition de 7|, en composantes irréductibles

r

Soit donc { € g* admettant une polarisation m qui soit un idéal rationnel de g. En combinant
les résultats des théoréemes 3.2.1 et 4.1.1, on peut alors donner une décomposition explicite

de W‘IF en intégrale directes de représentations unitaires irréductibles de I'.

Théoréme 5.1.1 Soit | € g* admettant une polarisation m (de dimension m) qui soit un
idéal rationnel de g. Soit {X;,... , X} une base de Malcev forte de g, fortement basée sur

T, et passant par m. Soit M = exp(m). Pour tout (tm41,-..,tn) € [0,1)""™, posons

= Ad™(exp(—tm+1Xm+1) - - - €xp(—tnXn))l.

ltm+1 seeestn
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et définissons les suites (Stm+irimi¥(yq, ..., Xi—2))ivo €t (St (g, , Xi=1))i>—1 @sSo-

ciées a la représentation IDdMnr(Xlt . ) Soit gy o1 1, le premier entier > 0 tel que

tmg1yeeeabnide ot _ tm+1. "t )
S " mm " (Xl’ R X-“m+l [ ‘"_2) ]tm+1,... tn (Xl’ Tt X-“m-}-l e ytn_l)’
pour tous caracteres Xi,--- ; Xje 4. . Alors, la représentation 7r1|F se décompose en l'in-

tégrale hilbertienne de représentations zrrcductibles

@ @
ml, = / / | (..
[0,1)n—m (Stm+1,...,tn,O\Stm+1,...,tn;1)A
@
4

. -5 . 1,.., L en =
/(Stm+1,...,tn.“m_‘_l'___'tn—l(Xl, Jtm+1,,..,tn )\Stm'{-l'“"t""“m+1-----tn(xl’ Jtm+1. .2tn ))A

.|th s tn -3 <1 X5, m1s
r
Ind . —1
tmagie o tnidtn Ly, tn v dtm e itn
s (X1,-~,x“ ot )

)~ . ]:1"'ijtm+]y--'|tn—3)~ . 11"'»jtm+1.---|tﬂ_2

I Tt otn

)

(CRN (CTRNINED COARD <Y

Lycoidtmg1 s stn—2
d tm+11---vtn§jtm+1,... ,tn) cre )dxtm+ly---:tn?1

0t dX¢, 1. it =2 €S la mesure de Haar sur

(S’tm-{-lvuvtn;j_l(xl’ L. 7XJ.'_3,] 5) \ Stm+11"-ytn§j(xl, ceey X] 21]"'4)) ,

normalisée de maniére & rendre valide la formule d’inversion, pour tout 0 < 7 < Jeoiq,otns

et tout (tmy1,.-- ,ta) € [0,1)"7™.

Remarque: Sim est telle que [g,g] C m, alors le groupe M \ G est abélien, et les suites
q ? ? g

C(Stmreetnit (xg L Xis2))ivo €6 (Si™H T (X1, -, Xi-1))iz—1 associées aux représentations

tm+ly-“vtn

Indl;vmr(thﬂ,_“ ...) sont indépendantes des caracteres x;. De plus, les sous-groupes S;

et Stm+iritnil sont des sous-groupes normauz de I

Exemplée 1: Regardons & nouveau ’exemple du groupe de Heisenberg. Si | = a X7, avec
a # 0, alors

o

0,1

ou, pour tout t € [0,1), I; = aX] +taX] et

(Z,2,0)  ifadQ

Str (ch) =
Mot (@, Z,qZ) fa=2eq
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D’oti, Ind%, X1, est irréductible pour tout ¢ € [0,1) si et seulement si o ¢ @.

Supposons maintenant que a = s' € @ avec pgcd(p,q)=1. Pour t € [0,1) fixé, on a
StL c(xt) = (Z,2Z,qZ). Posons alors S° = M NT = (%Z,7,0) et So = Stasar(xi) =
(Z,72,q7Z). On a S° ¢ So. Soit S' = S5° . exp(¢ZXa) (ici 71 = exp(qX3)) et soit
S; = {yv € T; xi,([7,51]) = 1, pour tout s; € S'}. On a alors Sp = S' C S C S,

d’ou S = S, et jp = 1. Ainsi, W(,er se décompose en irréductibles de la maniere suivante:

@
7T1,M|1_‘ = /[0 N IndFMnF(ch |Mﬂl") dt

& @
~ / ( / Ind5: (%1, - x1) dxa) dt

o1 Jr

Remarquons que S'\ I est fini. Ainsi, toute représentation Ind (X, - x1) apparaissant dans

cette décomposition est de dimension finie.

Exemple 4: Soit G = Ge9 et [ = {(p1,..- ,P6); P1,-.- ,P6 € ZL}. Nous avons vu au
chapitre 3 que si | = o3 X} + 2 X3, avec oy # 0 et a; # 0, alors

®
G |l" = / IndII;'InF(Xl:S,tG |MnI‘) dtsdis
[0,1)?

avec M = (IR, IR, IR, IR, 0,0) et i ;s = a1 X7 + 02 X5 + 286y X5 + ts02 X§ — 1t2on X3, pour
tous ts,t¢ € {0,1). De plus,

e

. (%Z,7.,72,72,0,0) sion ¢ Qetaxdd @
SEptu )= | BBBLOQL) e =i EQetendQ
(Z, T, T,y 2 7,0) sion ¢ Qetay="2€Q
\ (2,70, 70,7L, g2 7L, h7L) sicp =B € Q et a,=2eQ

ol Q1 = q1 si ¢ est impair et Q1 = % si ¢ est pair. Ainsi, Indllz,mrxhs,,c est irréductible,

pour tout t5,1g € [0,1) si et seulement si a; ¢ @ et o2 ¢ Q.

Supposons donc que a; € @ ou oz € @, et fixons ts5,ts € [0,1). Plusieurs cas peuvent

apparaitre:
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Cas 1: a; = s:— € @ (avec pged(p1,q1)=1) et a; ¢ Q:
Alors Sy = (7, 70,7, 7,0, Q1 Z) et S° = (Z,7,7L,72,0,0). Soit ST = (5° exp(Q:Xe)) =
(Z,72,72,70,0, Q1 ZL) et soit

S1=A{7 €T Xxu,,.,, ([7,51]) = 1; pour tout s; € Sy,
On a alors Sg = S' C S, C Sy. Dot ST = S et jo = 1. Ainsi,

@
IndI];/[nFXltE,,tG = /]I‘ Indgl (i’ltsytc : Xl) Xm

et ”‘-er se décompose en composantes irréductibles comme suit:

@ @ r o~

valr = / (/ Indg: (X - X1) dX1) dtsdte

12 JI
Cas 2: a1 ¢ Q et ap =22 € Q (avec pgcd(p2,q2)=1):
Alors, S° = (Z,7,72,72,0,0) G (%, 7, 7L,7, g2 7Z,0) = So. Posons S' = Sp. Alors S* = §;
et jo = 1. Atnsi,

@
Iodfyorxt g % [ 005 (R 1)

et rl'er, se décompose en
® o
7”|M|r = / (/ Ind (X1, . * X1) dX1) dtsdis
12 Jm
Cas 3: ax =B €Qetaz= 2eQ (avec pged(p1,91)=pgcd(p2,42)=1):
Ona Sy = (Z,Z,7,7Z,07, L7Z) = (S°,exp(g2Xs),exp(Q1Xs)). Posons alors S' =
(S° exp(q2Xs)) = (Z,72,7L,7L, 472, 0). On a

S1 {’Y € F7 chs,te([7’31]) =1, pour tout s; € Sl}

1
= {'y=(:1:1,...,me)EF;xseqzﬂetxeteﬂﬂﬁZ}
‘ . 5P2

Ainsi, si ts ¢ @, alors Q17Z N ﬁZZ = {0} et S? = S, jo = 1. Sinon, si t5 € Q~, alors il
existe Q, € 7 tel que Sy = (S, exp(Q:, Xe)) et S' & Sy. Soit S* = S;. On a alors 5? = S5,
._egjo.:z. . _ , o T S

I Ind5 Xy o - X1) dx1 si t5 ¢ Q)

r ~
IndMﬂ[‘Xlts,te =

frg 2 Indige ((Xiegp - X1)™ - X2) dX1dx2  sits € Q”
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Remarquons que ’on peut ignorer le cas t5 = 0, puisque {0} x [0, 1) est de mesure nulle dans
[0,1)%. Bien siir, c’est également le cas de ([0,1) N @) x [0, 1), mais I'étude de ce cas était
intéressante. Ainsi, W’vM|r se décompose comme suit:

& @
71'1,M|1-~ = / (/ Il’ldgl (ylfsﬂe . Xl) Xm) dt5dt6
([o,1)nR\ @)x[0,1) JT

5.2 Equivalence unitaire des composantes de 7|,

Si | € g" admet une polarisation m qui soit un idéal rationnel de g, nous venons de voir
qu’il était possible de décomposer 7r1|r en intégrale hilbertienne de représentations unitaires
irréductibles de T'. Le probléme que 1’on se propose donc de résoudre maintenant est de trou-
ver, si o est une représentation apparaissant dans cette intégrale, toutes les représentations
de cette décomposition qui lui sont unitairement équivalentes. Pour ce faire, nous allons

utiliser le théoréme suivant, dd a G.W. Mackey:

Théoréme 5.2.1 ([Macl, Theorem 7°]) Soient H; et H; deuz sous-groupes d’un groupe
discret T, et soient x1 et x deuz caractéres de Hy et Hp respectivement. Supposons que les
représentations g1 = Ind}}lxl et o = IndE,zxz soient irréductibles. Alors les représentations
01 et p; sont unitairement équivalentes si et seulement s’il existe v € T' tel que

(1) y"*Hyvy et H, sont commensurables,

(2) x1(7h7¥7Y) = x2(R), pour tout h € v~ Hiy N Ha.

Remarque: Soit H un sous-groupe normal de T, x un caractére de H, et v € I'. Soit x

le caractére de H défini par
xD (k) = x(yhy™"), pour tout k € H.

Considérons alors les suites (S*(x1,. - - ,Xi-2))ivo €t (Si(x1s--- 5 Xiz1))iz-1 (respectivement

(T3 (x4, - -+ Xj—2))iz0 €t (Ti(Xis- - - »Xj-1))j>—-1) associées a la représentation Ind};x (respec-
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tivement Indj;x™). On a

T—l — T e S—-l = 7—1 . S-—l -y
TO — H — SO — ,Y—l N SO y
To = Sth(x") = v 1-Sty(x)-v = 7757

Posons maintenant 7! = 41 . ST . T est un sous-groupe de Tp, contenant 7° et vérifiant
[To,T] C T°.
[ En effet, soient to € Tp et t; € T, Par définition, il existe so € Sp et s; € ST tels que
to =7 1soy et t; = 771517, et alors [to, t1] = [Y  s0v, v s17]) = 77 [s0, 51]y € T°. ]
Ainsi, on peut supposer que l'on a T! = T, D’ou
T, = {to€ Ty; x('”([to,tl]) =1, pour tout ¢; € T'}
= {7y 's07; so € So et x([v s07,7  s17]) = 1, pour tout s; € S}
= {y7's07; so € So et x([s0,1]) = 1, pour tout s; € s}
1

= 77517

De méme, soit 72 = y~1 - §2 - 4. Comme précédemment, T2 est un sous-groupe de T; con-
teriant T et satisfaisant la relation [T3,7?] C T*. Ainsi, on peut également supposer que

T? = T2,

Soit donc ¢ une représentation unitaire irréductible de I' apparaissant dans la décomposition

(3.1) de 7r1|1, en intégrale hilbertienne (voir théoréme 3.2.1). Il y a deux cas a étudier:

n—m

Cas 1: o= IndI]:,mF(X“mH._‘_,tn), pour un certain (n — m)-uplet (¢my1,..- ,ta) € [0,1)

Soit p = Indl;\ff(' une autre composante de 7r1|r,, unitairement équivalente & o. D’apres le

théoreme 5.2.1, on a

o= p <= ilexistey €T tel que Xf?,,).;l....,cn. =xsur KN(MNT) et KN(MNT)

est d’indice fini dans les deux sous-groupes s’intersectant.

Or, si M NT ¢ K, alors, vu la forme que peut avoir le sous-groupe K, K N (M NT) est

obligatoirement d’indice infini dans K. Ainsi, nécessairement, K est égal a M NT, et alors
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X = Xigyy,.. sn» POUT UL certain (n — m)-uplet (Sm41,...,5n) € [0,1)"™™. D’ou

o= p <= ilexistey €T tel que ngn)ﬁ ...... sur M NT

< ilexistey €'/l ,, .50 € Ad‘('y“l)ltmﬂ,___,t,, +(MnN F)J‘

= | con € AL (D yytn + (M NT)

Sm+1s-.

Cas 2: 1l existe (tmy1,--- >tn) €[0,1)" ™, Jo = Jtmys,.tn = 0 et des caracteres x; €

(S 0ty s x5-2) \ (xs - 1 x5-2))" (pour 1 < j < jo) tels que
g = Indg‘Jo (le"'vxjo—?)(. " (i’ltm.‘.l,... in * X1)~ e )~ ) XjO)'

Bien sir, nous pouvons supposer que jo > 0 est le premier entier vérifiant

Sjo(Xl,' .. ’on—2) = Sjo(Xla' .. )on—l))

pour tous caractéres X1, ... , Xj- Onaalors MNL' & 5%(x1, ... ,Xj,—2)- Soit maintenant ¢ =
Ind% X une autre representation apparaissant dans la décomposition de 7r1|F, unitairement

équivalente a o. D’apres le théoreme 5.2.1, on a

og=p < ilexistey €T tel que (... (ihmﬂ,... o x1)~ ) on)(”') = X sur
Kn (7_1 : Sj°(X1, s 7on—2) : 7) et KN (7—1 N Sj°(X1, R ,X.‘io—Z) ' 7) est

d’indice fini dans les deux sous-groupes s’intersectant.

Dénotons cette condition par (*). On doit donc avoir M NT & K, et il existe alors
(Sma1y- -+ 28n) € [0,1)"™™, g = iy, 1,50 2 0, et des caracteres xi € (T"7(x4,--- »Xiza) \
Ti0dh -+ s Xez))"s pour 1 < i < i (les suites (T*(hy- - - X))o €6 (T:(xhr- - » Xiet))iz1

étant les suites associées & la représentation Indhnr(xi, 11 en)) tels que

K = Tio(xll’ te ’Xio—2) et i = ( v (§”m+1--~- on X,1)~ T )~ ' X:'o)‘

Bien siir, on peut également supposer que 7 est le premier entier vérifiant

Tio(xfl’ T ’Xio—2) = Tio(Xll, sy Xio;l)"

(9) —

Itm+1,... tn

pour tous caractéres xj,... ,Xi. (%) entraine alors qu’il existe ¥ € T tel que x

sur M NT, c’est a dire

Xlomyroo von

l € AL (D)Mo st + (M OT)E.

Sm+4lraSn
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D’apres la remarque faite précédemment, on peut donc supposer que T =~71.8. v et

T; =~"'-S;-, pour tout 0 <i <2et —1 < j < 1. D'apres (), on a alors

(iltm.“.---.tn : Xl)(7t17_1) = (i’lsm_*_l,...,an ' X{I)(tl)’ for all t, € Tlv

et ainsi,

Ta(x1) {t1 € Tt; (Rtunr. . wn - X1)([E1,82]) = 1, pour tout t, € T°}
= {77's17; 51 € S1et (Xi,,yyom - X)(v " [s1,52]7) = 1, pour tout s, € 5%}
= {77175 51 € S et (Ru,, i - X2)([51,52]) = 1, pour tout s, € §7}

= 771 S(x1) Y

Lemme 5.2.1 Soit ko = min(io, jo). Alors, pour tout 1 < k < ko, on peut prendre
(1) T*(X3 -+ s Xhea) =77 S5 (Xas -+ 5 Xk-2) )
(2) Tk(le v aX;c—l) = 7_1 ‘ Sk(Xl, s an—l) .

Preuve: On va prouver ce résultat par récurrence sur ¢ < ko. On a vu que ceci était vrai
P =
pour 7 = 1. Supposons donc que le résultat est vrai jusqu’a l’ordre : et montrons qu’il est

vrai & l'ordre (2 + 1). On a, par hypothese,
Ti(Xi>- -+ »Xim1) =77 Silxy -+, Xi-1) - 7

Posons Tt (x4, ..., Xi1) = 771+ S x1,- -+ 5 Xi-1) - 7- TH*(x!, ... ,X._,) est alors un

sous-groupe de Ti(x.,--- ,X'_,) contenant T*(x},... ,Xi_y) et satisfaisant la relation

[T, X )y T O+ > X)) € THX - -+ 5 Xima)-

Ainsi, il est clair que I’on peut supposer que T (x1,... , Xi—1) = TH1(x4, . - Xi1)- Main-

tenant, la relation (x) implique que

(o Roppgin X)) X)) = e Rhapggon XD )7 - X0(G)
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for all t; € T*(x},--- »Xi_g), dolt

Tit(X5s- X)) = {ti€ Tl s Xim1)s (- Ky o X2)7 )7 X[t i) = 1,
pour tout tipy € T (x1, .-+, xio1)}
= {7_15,-7; si € Si(x1y- -+, Xi-1) €t
(o e Rty - X0 ) XD st simn]y) = 1,
pour tout siy1 € S (X1, -+, Xi1)}
= {7_13,-7; si € Si(x1y--- ,Xi-1) et
(oo Kty im X0~ )7 xi) (805 8i1]) = 1,
pour tout sip1 € S (xa,- -+, Xio1)}
-1

= 7 'Si+l(X17--->Xi)"7-

Ceci acheve la preuve de ce lemme. o

Comme (%) entraine que Y~ 15%(x1,... , Xjo—2)7 €t T*(X} ... ,X},_;) sont commensurables,

d’apres le lemme précédent, on a donc obligatoirement o = jo.

Remarque: Pourtout 1 <i < jo,ona T (x5, -, Xi1) = (TH(X5s - -+ > Xic2)s Y™ %i417)s

!

et I'extension (i, ., . o * X1 Xi

~ 3 t+1( ., ] 3 ! ]
)~ & T**(x4, ... , Xi_1) du caractere Xlomyson * X1° Xi €8t

alors donnée par:

/ ! /

Klapyon X0 X" 50417) = Xteggion X0 XD~ 80077 0 7)
= (Xtopyrroron - X1 X))V 500 7)

pour tout s;4; = 8; - 7" € S**(x1,... , xi-1) (avec s; € S (x1,--- s Xi-2) €t n € 7).

Soit maintenant, pour tout 1 <1 <19 = jo,

P T S (X Xim2) — ST -+ Xi-3) \ ST (X -+ 5 Xim2)

et

Pl iy S e xim2) = (T ST (- Xa=s) DN (T S s - Xim2) )

les projections canoniques.
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Lemme 5.2.2 On conserve les notations introduites ci-dessus. Pour tout 1 <1 <19, on a

Xipt T (v ) = xa(pr T (s), for all si € S*(xa, -, Xic)-

Preuve: On fait une preuve par récurrence sur ¢ < ip. Supposons que le résultat soit
vrai jusqu’a l'ordre (¢ — 1). Pour tout s; = s;3 -7 € S (x1,--- 5 xi-2) (avec si_1 €

S*HX1,y- .- ,Xi-3) €t n € ZL), on a
N ¢ XD (s

! geeeyt—2

X)) (s xipiy T (Y si)

4

] yeee i =2

X)) (Y s Xy T (i)

(

= (o Ktopyrion * X1
(co Rt on = X1
(

N—r —r N— N—
14

~— — —
4

 Rteparn * X1)™ )™ - Xim) (o)X (P12 (7 807)

et

(' e (ilt,,H_l,... tn Xl)N T )~ : Xi)('si)
(PGNP ¢) AEEED Xi=1)™ (si)xi (P 72 (s4))

= (oo Kty itn - x1)~ ) Xi—l)(Si—l)Xi(P}""'i_z(si))

R ]

Ainsi, xﬁ(p}ﬂ' (v"'s:7)) = xi(pi""*"2(s:)), pour tout s; € S*(x1,--- ,Xi-2)- Maintenant,

puisque cette relation est bien évidemment vraie pour 7 = 1, le lemme est donc prouvé. O

On a donc démontré le théoreme suivant:

Théoreme 5.2.2 On conserve les notations du théoréme 5.1.1. Soit o une représentation
de T' apparaissant dans la décomposition de 7r;|r en intégrale hilbertienne de représentations
unitaires irréductibles, et soit C, ’ensemble de toutes les composantes irréductibles de 7r1|r

équivalentes & o. Deuz cas peuvent se produire:

Cas 1: [l existe tmyq,...,tn €[0,1) tel que o = IﬂdFManl.m“,__,t,.- Alors
C, = {Ind}:,mpthﬂ‘_“'m; (Smt1s---,8n) € [0,1)"7™ tel que
lomirrson € A (M legy,o i + (M NT)
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Cas 2: Il existe tmy1,. .. ytn € [0,1) €t Jo = Jemir,ita = 0 tels que

o= Indgjo(le--.,ij—Q)(' o Xty X1)™ )T Xo)-

Alors

C = {Inds-l-sio(x;,...,x;.o_2).7(- --(ilsmﬂ,...,s,, X1)T )T X, ) avee
(Smt1s---,50) €[0,1)" ™ et vy T tel quels,,,,..s. € Ad* (Y D)l yrr e + (M N r)*,
les caractéres x} € (v - ST (X5 Xina) - N\ (7 S0 -5 Xisa) - )
étant définis par X,(p (17 5e7)) = xelp A (81), pour tout
5: € S'(x1y- -+ > Xi-2) } |
Remarque: Si[g,g] C m, on puisque les sous-groupes S* sont normaux, on peut prendre

T+t = (T%,7i11), et avoir

(Xtoyrom ™ Xt X3 (8i41) = (Xt on - X177 X0) 7 (50)

pour tout s;41 =8 -4, € S**1. Mais alors

Xlamgrion " X1 X7 80017) = (Ktopgn - X1 X0 (7 7 807507)
= (Xtupyroon - X1 XD (r siv [ 7 480 0)
= Ktomyproon - X1 XD 87y 9540)
= Moo~ X1 XT8N Xy on (75 Y ])
= (Xt om Xa XD ) Xty in ([F107])
et d’aprés la preuve du lemme 5.2.2, puisque p;(v7! - s - ) = pi([y™,si]s:) = pi(si), pour

tout s; € S*, on doit alors avoir y} = ,ix;, le caractere T,i de S étant défini par

i

T‘Y(Si) = T’i’(si—l : ’Y;n) = Xltm+1....,tn([7a7?])’ pour tout s; = si_1 - 7tn € Si'

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, et | = aX} avec a # 0. Pour tout ¢ € [0,1)
et tout (p1,p2,p3) €T, 0on a

Ad*(p1,p2, p3)ls = a X7 + a(t — p3s) X5 + ap:X3.

En outre, on a (M NT)* = ZX; + ZX; + IRX;. Ainsi, si ¢ est une représentation

apparaissant dans la décomposition de mIF, on a:
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Cas I1: o ¢ Q. Il existe alors ¢t € [0,1) tel que o = Indr,;,mp(xaxl-“ax;), et
T
C, = {IndFMnr‘(XaXl‘+a(t—p3+£)X;); p3, T € 7 tel que t — p3 + > e [0, 1)}

Cas 2: a = s € @ avec pged(p,q)=1. Alors il existe t € [0,1) et x; €T tels que

0 = Ind{z, z, ¢ z)(Xaxp+ax; - X1). Dol

C, = {Ind(rz, Z, qz)(fax;+a(t—p3+§)x; ) (T(IO,O,pa) “X1));

p3,r € 7L tels que t — p3 + Te [0,1)}.
a

Exemple 4: Revenons au groupe G 19. Soit | = oq X| + a2 X3, avec a;, o # 0. Pour tous

ts,ts € [0,1)) et tout (p1,...,ps) €T, on a

Ad*(p1,- - s Pe)liste = 1 Xi + 2 X; + 200(ts — pe) X3 + ca(ts — ps) Xy

* 1 ]' *
+az(ps.— 2tspe) X5 + (-§a2t§ + aztsps — Eang + a1p3) Xg

Puisque (M ND)* = ZX; + ZX; + ZX; + ZLX; + RX; + IRX;, si o est une composante
de 7rl|l,, alors

Cas 1: a1 ¢ Q et az ¢ Q. Alors il existe t5,t6 € [0,1) tels que

— r
o= IndMnF(Xa1X;‘+a2X2'+2tsal X;+t5a2X;——-12—t§a2Xg)'

D’ou,
_ r .
Ca‘ - {IndMﬁF (chXl‘+02x2‘+201(t6—p6+%)Xs'-{-az(ts—ps-}-%)X;_;_a2(t5_p5+.§22_)2xg),
T2 L}
Ps. P, 1,72 € 7 tels que (ts — ps + —,t6 — ps + 5—) € [0, 1)2}
Qg 2&1

Cas 2: a; = % € Q avec pged(pi,q1)=1, et oz ¢ Q. Alors il existe t5,16 € [0,1) et x; €T

tels que
o = Ind}, . (X 12 “ X1)
= (Z, 2, Z, T, 0, Q) Z) \Xoy X7 +as X3 +2te0n X3 Htsaa X -1 2ar X * X1
D’ou,
= r v
C = {Ind(z,z,z,z,o,ql Z)(Xale‘+012X2'+2Ol1(tc—Ps+%)X§+az(is—1’5+%)X;

1 .
—15012(t5—P5+£22')2X6' ) (T(OvOyO-OvPS.Ps) ) XI))’

r r
Ps, P, 71,72 € Z tels que (ts — ps + 2 te —pe + —1) € [0, 1)2}-
) [07) 201
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Cas 3: a1 ¢ Q et az = Sf € @ avec pged(p2,q2)=1. 1l existe alors ts5,t6 € [0,1) et x; €TT

tels que
o = Ind, (x A - x1)
= (Z, T, %, Z, 3 7, 0) \Xoy X} +0oa X3 +2tec1 X3 +tsaa X~ 2200 X}~ X1
Ainsi,
— 1y vl
Co = {Indiz, 22,2, o 2.0) (Xen Xp+ar X3 4201 (to—p + 20 ) X3 Hoalts—ps+ Z)X;

1 .
—goa(ts—ps+ 2 )2 X (T(O,O,O,O,p5,p6) - X1));

r r
Ps, Pe,T1,T2 € 7L tels que (t5 — ps + —2,t6 —pe + 1 ) € [0,1)2}.
(65 2a1

Cas 4: o = 1;—: € Qeta = % € @ avec pged(p1,q1)=pgcd(p2,g2)=1. 1l existe alors
ts € [0,1)\ ([0,1) N @), tc € [0,1) et x; €T tels que
N ~
0= Ind(z, Z,%Z,%Z, ¢ Z, 0) (Xale‘+a2X2‘+2tsalX5+t5a2X;—%—t%ag/\’s‘ * X1)
and
r ~
Co = {Indiz, z 2z z, ¢ 2.0) Xas X;+oa X3 4201 (te=po+ 3oL ) X§ +oa(ts—ps+2) X}

1 .
_!2-&2(t5_p5+£22-)2X6. ) (T(O,O,O,O,ps,ps) . Xl)),

' r r
ps, Pe, 1,2 € 7 tels que (ts — ps + —, te — ps + =—) € [0,1)*}.
Q9 2a1

5.3 Concernant 1’équivalence faible des composantes
de 7T1|F

Soit G un groupe de Lie nilpotent, d’algebre de Lie g, et soit I' un réseau de G. On munit

g (et G) de la structure rationnelle induite par I'.

SireG posééde la propriété [IPR], alors le théoréme 5.1.1 nous fournit une décomposition
de 7r|r en intégrale hilbertienne de représentations monomiales irréductibles de T', et le
théoreme 5.2.2 nous permet de savoir quelles sont les composantes de cette décomposition
unitairement équivalentes entre elles. On peut alors maintenant se demander s’il est possible

de caractériser les composantes faiblement équivalentes entre elles.
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5.3.1 Rappels sur I’équivalence faible

Soit G un groupe localement compact, et soit (7, H,) une représentation unitaire de G. On
appelle fonction de type positif associée d la représentation = toute fonction sur G définie

par g — (m(g)¢, €), pour un certain £ € H;.

Définition 5.3.1 Soit S un ensemble de représentations unitaires de G. On dit que 7 est
faiblement contenue dans S (7 < S) si toute fonction de type positif associée a m est limite
uniforme sur tout compact de G de sommes de fonctions de type positif associces a des

représentations appartenant a S.

Remarquons que si 7 € GetSC @, alors en vertu de la proposition [Dix1, Proposition
18.1.5], 7 est faiblement contenue dans S si et seulement s’il existe un fonction de type positif
non-nulle associée & 7 qui soit limite uniforme sur tout compact de fonctions de type positif

associées & des éléments de S.

Si 7 est une autre famille de représentations unitaires de G, on dira que T est faiblement
contenue dans S (T < S) si toute représentation de 7 est faiblement contenue dans S, et

que T est faiblement équivalente 8 S (T ~S)siT <Set S <T.

La notion de contenance faible se traduit également au niveau de la C*-algebre C*(G) du
groupe G de la fagon suivante. Si on dénote par 7 I’extension de la représentation 7 a la

C~-algebre C*(G), alors il est bien connu que

7 < S si et seulement si’ ﬂ Kerc(g)(2) C Kerce(c)(7).
0€S

Pour plus de renseignements sur les notions de contenance et d’équivalence faible de repré-

sentations, voir par exemple [Dix1, §18] ou [Fell].

5.3.2 Equivalence faible de deux composantes de 7r1|1,

Soient donc [ € g* admettant une polarisation m qui soit un idéal rationnel de g, et soit

{X1,..., Xm,... , X} une base Malcev forte de g fortement basée sur I' et passant par m.
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Nous avons alors vu (cf. théoréme 3.2.1) que
® r
7r1|F =~ / Indpsar(Xio, g i) Glms1 - - - dtn
[0,1)"_’"
ot by pytn = Ad*(exp(—tms1Xme1) - - exp(—t.X5))! €t ol dimys ... di, dénote la mesure
de Lebesgue sur [0,1)""™, ces représentations n’étant pas obligatoirement irréductibles.

Soient donc p = Indﬁmrx,,m“ et 0 = IndFMﬂFX13m+1,...,sn deux composantes apparais-

veotn

sant dans cette décomposition (avec (tm41,--- 1tn) €t (Sm41,.-.,5a) € [0, 1)»~™). D’apres

[Fel2, Theorem 4.4], on a alors

o~voe={x)  sveTi~{xi)  ,;7€T}

lomgares

{X1,...,Xm} étant une base de Malcev forte de m, fortement basée sur M N T, pour tout

¢ = exp(t1 X1) -+ -exp(tmXm) € M, on a (voir par exemple [CoG2, Proposition 1.2.7])

log(¢) = D (t; + Pi(tisn,-- - »tm))X;

i=1

les polynémes P;’s ayant des coefficients rationnels.

Proposition 5.3.1 On conserve les notations introduites ci-dessus. Une condition suffisan-

te pour que g soit faiblement équivalente a o est

AT (D lomron + M NTYE = Ad*(T)loryyrom + (M N D)L.

En outre, si les coefficients des polynéomes P;’s (1 < j < m) sont entiers, alors cette condition
poiy f] J

est également nécessaire.

Preuve: Dénotons (tm41,--- ,tn) par t €t (Sm41,...,Sx) par §, et supposons que

A (DL + (M ND)L = 4TI, + (M ND)L,

Fixons alors 7 € I'. Nous allons montrer que pour tout € > 0, K compact de M N T et

ueC,ilexiste (. €T et v e T tel que
|(X§:’)(k)u,u) - (Xff)(k)v,v)l < €, pour tout k € K.
Fixons donc € > 0, K compact de M NT et u € T , et soient

cx = max{ E |m;i(k)|; avec log(k) = Em;(k)X,-, pour tout k € K} < oo
=1

=1
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et 0 <4< Ecl_k tel que 2™k — 1] - |u|? < €. Puisque Ad*(p™')l, € Ad*(I')l; + (M NT)+, il
existe £ € et f € (M NT)* tels que

n

AL =Y el mX;,  ACEN= ) awbOXT,  f=) BX;
et

|ai(s, ) — ai(t, €) — Bi| < 6, pour tout 1 <z < n.
Posons v = u. On a alors, pour tout k € K,
[0k (R, w) = (i) (k)w, o)
= x{P(k) = XD ()| - Jul* = AL O mAGTERIRE) — ] Ju?

|e21r1(Ad'(17_1)l.,—Ad‘(E-l)lt—fvl‘)g(k» _ ]_I . |ul.2
— [627”'23':1(aj(sv")—“j(t»f)“ﬁi)‘mi(k) 1] - |ul? (si log(k ZmJ

< |€21ri501( _ 1| . |u|2 S €

Ainsi, x,") < {x,t iy €T} et {X(n) nel} < {xﬁy); v € I'}. L’inclusion inverse se prouve

de manieére similaire.

Supposons maintenant que les polynémes P;’s aient des coeflicients entiers, et que { xf:'); v E

'} ~ {xh), 4y €T}. Pour e >0,p €T et fo € (MN [')* fixés, on va montrer qu’il existe
tclet fe(MNT)* tels que

Ad* (™), = Y, ai(s,)X;, fo= 2, X!

A (EMN = Y, «ilt, X7, f =205 BiXT

vérifiant :
lai(s,7) + B2 — ai(t,€) — Bi| < €, pour tout 1 <z < n.
Soit 6§ > 0 tel que [¢2™* — 1| < § implique qu’il existe ¢ € Z vérifiant |z + q| < €, et soit
m; = exp(X;) € M NT, pour tout 1 < j < m. Par hypothese, il existe £ € T tel que, pour
tout 1 <3 < m,
D)~ xi0ms)| < 8 4 [eEHATETIRTASE IS 1] < §
P |e2m'(Ad‘(n")l,+fo—Ad'(§-*)t,,x,-) _ 1| <§

— |e21ri(aj(s."7)+ﬁ?—°‘j(tvf)) — ]_l <$é
— 3B, € Z/|ej(s,n) + B — a;(t,€) — Bl < €
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Pour m + 1 < j < n, posons B; = a;(s,n) + ) — a;(t,€) et f =), B:X}. Puisque les
P; ont des coefficients entiers, f un élément de (M N I')L. De plus, pour tout 1 <7 < n,
lai(s,7) + B° — ai(t, &) — Bi] < e. Ainsi, Ad*(n™")l; + (M NT)* C Ad*(T), + (M NT)* et
Ad*(D), + (M NT)t C Ad*(D)ly + (M NT)*.L'inclusion réciproque se prouve de maniere

identique. ]

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, muni du réseau I' = {(p1, p2, p3); p1,P2,P3 €
Z}. Sil= aX;, aveca € IR\ Q, alors

®
wllr’é’/ Indh, X1, dt

[0.1)

(avec l; = aX} + taX;, pour tout ¢ € [0,1)) est une décomposition de 7r111, en composantes

irréductibles. Soit ¢ € [0,1). On a alors
A (D) + (M ND)* = (a+Z)X; + (ta + oZL + ZZ) X5 + IRX;.

Puisque « est irrationnel, aZZ + 7 est dense dans IR, et

AT (D), + (M N = (o + Z)X; + RX; + RX;.

Ainsi, Indy,~pxi, ~ Indjsarxi, pour tout ¢,s € [0,1).

5.3.3 Cas particulier: [g,g] Cm

Nous avons vu que dans le cas oi M \ G est abélien, les groupes S* sont normaux. Ainsi,
I'utilisation de résultats diis 3 J.M.G. Fell (voir par exemple [Fel2]) nous permet d’énoncer
un critére exprimant 3 quelles conditions deux représentations unitaires irréductibles appa-

raissant dans la décomposition hilbertienne de 7”‘1‘ sont unitairement équivalentes.

Lemme 5.3.1 Soient H, et Hy deuz sous-groupes normauz d’un groupe discret T tel que
Hy N Hy \ T soit abélien, et soient x, et x2 deuzr caractéres de Hy et H, respectivement. St

les représentations g1 = IndE,1 x1 et g2 = Ind%2x2 sont irréductibles, alors,
o1~ 02 == Hy = Hy et {x\"; 7 €T} ~ {x{"; 7 € T}.
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Preuve: Supposons que g; ~ g2. Si Hy = H;, on doit alors avoir, d’apres [Fel2, Theorem
4.4], x1 < {x$ v € T} et x2 < {x{"; v €T}, cest a dire {x{"; v € T} ~ {x{"; y € T}.

Sinon, si Hy; # H, alors, soit Hy N Hy & Hy, soit Hy N Hy & H,. Supposons, par exemple,
que l'on ait Hy N Hy & H,. D’apres le théoréme des sous-groupes de Mackey, puisque H et

H, sont discrétement reliés, on a

~ ~ H
01 |H1 = @ X@ et 92|H1 = @ IndHiﬂHz(X?leHz)h)’
y€l/H, YEH\T'/Hy

et alors, puisque QllHl ~ 92|H1,

{XV); Y€ F} ~ {Indg;nHz(mIH,nHz)m; Y€ F}'

. H, .. . . “ . .
Posons 03 = Indpqpy, X2 | HynH," On peut réaliser cette représentation de la maniere suivante:

H,, = {f:Hi — C; f(ha-hy) = x2(h2)f(h1), Vh1 € Hi, ko € Hi N H,
et > |If(R)]? < oo}

h:l EHlﬂHz\Hl

et pour tous hq,h} € Hy et tout f € H,,,

oa(h1) f(hy) = f(h3 - ba)-

Si la représentation o, est irréductible, alors soit h € Hy — Hy N Hy, et soit f € H,, définie

par

Fh) x2(h2) si hy = hy - h (pour un certain hy € Hy N Hy)
1 =

0 sinon
D’apres la proposition [Dix1, Proposition 18.1.5], pour € = ; et K = {e, h}, il existe donc
y€T et u e tels que

{o2(k)f, f) — (x@(k)u,uﬂ < %; pour tout k € K. (5.1)

Pour k = e, on obtient {(a2(k)f, f) = (f, f) = 1. D’ot, par (5.1), |1 — |u/?| < 3, ou encore,
1 < |ul* < %. Maintenant, pour k = h, on a
(o2(R)f, Y= > f(hr-R)f(R1) =0
hy€HiNH,\H)
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et (5.1) implique alors que |u|? < %, ce qui est manifestement impossible. Ainsi, si la
représentation oy est irréductible, alors oy A {ng); vy€eTl} et 91|H1 % 92|H,'

Supposons maintenant que oy ne soit pas irréductible. Puisque Hy N Hy \ T est abélien,
Hy 0 Hy \ H, Pest donc également et, d’aprés les théorémes 4.1.1 et [Fell, Theorem 1.7],
il existe donc j > 1 et une famille de sous-groupes normaux (S")i¢; de Hi, contenant

strictement Hy N H,, tels que

H ie i
a2 ~ {IndgH (X2 g, zr,) - X1 X503 X4 € (STHN S}
Si S ¢ Hi, on peut alors montrer, en utilisant les mémes arguments que ci-dessus, que

Ind2 ((Xz| g, o) X2+ X5) # {45 v € T} pour tout xj,...,x; €T,

et donc que 91|H1 % g2|H1.

Maintenant, si S = Hjy, alors S7 C Stﬁ;nyz(X2|HmH2) C H,. Ainsi,
r
H] = StHlnHz(X2|HlnH2) n Hl (_: Hg N Hl,

ce qui contredit notre hypothése de départ. O

Ceci nous conduit alors au résultat suivant:

Proposition 5.3.2 Reprenons les hypothéses et les notations du théoréme 5.1.1. Si [g,9] C
m, alors deuz représentations apparaissant dans la décomposition de 7r1|r en irréductibles,

Indrj

Sltmt1.otn

) r vyl eyt -
(Xltm+1,... tn .Xl T XJ‘m+1.--- .tn) Ct Inds”m-{-l.--- n (Xl-sm+1.~~- n Xl X.’iam+1,... ,.sn)’ s

ront faiblement équivalentes si et seulement si Stmt1r-tn = Slsmiro-ien el

(Kt o X0 Xiemgrr )57 €T}~ {((Xtomgsr o Xa " X 0n) 5 T E T

Exemple 1: Revenons a I'exemple du groupe de Heisenberg. Sil = aXj, avec a = ‘;3 €

Q — {0} (avec pgcd(p,q)=1), alors mlr se décompose en irréductibles de la fagon suivante:

(7] ®
7T'[|r =~ / / Indgl (Xlt . Xl) dX1 dt
[o,1) JTT
ou S' = (Z,7Z,q7L). Soient donc s,t € [0,1) et x1,x; €L . On a
Ind% (xi, - x1) ~ Ind% (e, - X)) <= {Gae-x)™5 v €T~ {(x, - x1)™; v € T}
= X xyrelt~ XD xi;veT}
= el ~{xMveT}et xa=x
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[ En effet, soit p; : S* — M NT'\ 5! la projection canonique. Pour tout v = (p1,pz,p3) €T

et tout (uy,usz,qus) € S*,on a

v - (u1,uz, quz) - Y ) x(pr (7 - (U1, uz, qus) - v71))

><2

(Xlt : Xl)(q)(ulau% quS) =

Il
=

n(

(7 - (u1,u2,0) - (0,0, qus) - v~ )xa(pr(wa, uz, qus))

= xu(7 - (u1,u2,0) - 771 )X1.(—quspz, 0, qua) X1 (p1 (u1, U2, qus))
= X (w1, ua, 0)x1,(—quap2, 0,0)x1(p1 (u1, u2, qus))

= X (w1, u2,0)x1(p1 (w1, w2, qus))

= (X};ﬂ X1 )(u1>u27qu3)

d’out, (xi, - x1)™ = x§:” - x1 pour tout ¥ € I'. Soient maintenant 7,7 € I' fixés. Pour tout

(u1, ug, quz) € S*, posons

e(n, 7, un, w2, qus) = (X7 x1)(ur, ua, qus) — () - x4) (w1, uz, qua)l.

Puisque
c(m v, ut, uzsqus) = | x1)(u, vz, qus) — (i - x) (w1, uz, qus)
+( - X3 (w5 vz, qua) = (1, - x1) (w2, qus)|

on a alors

C(n77aul,u27qu3) < |X1(p1(0707qu3)) - Xll(pl (01 Oa qu3))l + |X§?)(UI,U2,O) - ng)(ula u2a0)|

(n)

et 'implication <= est maintenant évidente. Supposons donc que l'on ait {x;" - x1; 7 €

I'} ~ {(x,a’) x1; ¥ € I'}. Puisque x(") xlanF = X}:,) et x, ) XlIMnF = ng) il est clair que

I’on a alors {x("), nerl}~ {x,‘ ; v € T'}. Ensuite, soit uz € Z fixé. Pour tout ¢ > 0, il

(v

existe v € I tel que
167 - x2)(0,0, qus) = (1) - x1)(0,0, qus)| < e.

c’est & dire tel que |xj(p1(0,0,qus)) — xa(p1(0,0,qus))] < e Dot xi(p1(0,0,qus)) =

x1(p1(0, 0, qu3)), et les caracteres x; et x| sont donc égaux.
X1 g
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Ainsi, il suffit de déterminer sous quelle condition { Xf:'); v € T'} est faiblement équivalent &

{ij); v € I'}. Pour résoudre ce probléme, nous utilisons la proposition 5.3.1. Puisque

Ad* (D)l + (M NT): = (g +Z)X; + (t% + Szz +Z)X; + RX;
1
= (s +Z)XT + E(tp +pZ + qZZ)X; + IRX3

1
= (s FE)X; 4 - (tp+ Z)X; + IRX

on a

1
Ad (D), + (MNT)L = (g’- FZ)X; + {tp + Z)X; + RX;

et Ad" (D), + (M NT)* est égal & Ad*(T)l, + (M NT)*L si et seulement si t —s € %Z.
Finalement,

1
Indgmt S X1~ Ind§1x1, -x'l & t—5€E ;Z et x1 = x'l.
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Annexes

Nous allons ici donner quelques exemples de décomposition en intégrale hilbertienne de
restrictions de représentations unitaires irréductibles d’un groupe de Lie nilpotent GG & un

réseau ['.

A.1 Groupes de Ratcliff

Soit §, l’algébre de Heisenberg de dimension 2n + 1, munie des coordonnées (z,y,z) (avec

z€ IR et z,y € IR") et du crochet -
[(Z’ y)x)’ (zl)y,’x’)] = (III ’ y, -z’ y‘)O’O)

Soit W le sous-espace de §, défini par W = {(0,y,z); z,y € IR"}, et soit Spsn. le groupe
formé des éléments A € L(W) tels que

[A(0,y,z),A(0,y',2")] = [(0,9, z), (0,y',2')], pour tous z,y € IR™.

Si on pose maintenant Y = {(0,y,0); y € IR"}, alors le sous-groupe S, de Sp2n fixant point
par point les éléments de ) est canoniquement isomorphe au groupe (abélien) des matrices
(n x n) symétriques, d’algebre de Lie Sy.

Formons le produit semi-direct SH,, de b, par S,. On obtient une algébre de Lie nilpotente
de deéré 3, qui a pour coordonnées (z,y,z, S), avec S € Sn, z,y € IR" et z € IR, et dont le

.crochet de Lie est défini par:
(z,v,2,8),(z,y, 2,8 = (z -y —z' -y, Sz’ — §'2,0,0).

L’intéret de ces algebres est dii au résultat suivant (voir [Rat, Theorem 1]).
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Théoréme A.1.1 ([Rat]) Toute algébre de Lie nilpotente de pas § dont le centre est de

dimension 1 est isomorphe a une sous-algébre de SH,, pour un certain n > 1.

Via le produit de Campbell-Baker-Hausdorff, on définit sur SH,, une loi de multiplication
(de groupe): pour tous (z,y,z,S5),(<,y',2',5") € SHa,

1
(z? y"r'l ‘S’) * (zl’ yl’xl?Sl) = (Z,y,.'l,', S)+ (z,’ y” xl, Sl) + -é[(z,y’x’ S)’(ZI7 yl) x” S,)]

1 v o
+E[(z,y,m,5),[(z,y,:c,S),(z,y » T 75)]]
—E (Z” y,a mlasl)’ [(z,y,:c,S), (zla yl,xlasl)]]

= (47t gley — oY) (a2 (52— S'a),
y+y + %(Sm' ~S'z),z+2,5+5")
Ainsi, SH, devient un groupe de Lie nilpotent. Soit
I'= {(z,y,:v,S'); 2€W,ye U,z e (124)",S € Sn(z)}v

ou S,(7ZZ) est 'ensemble des matrices appartenant & S, a coefficients entiers. Il est clair
que T est un réseau de SH,. Soit maintenant SH;, 'espace dual de SHy, de coordonnées

A\ v, p1,Z) (avec A € R, p,v € IR" et Z € Sy). On a, pour tout (2,y,2,5) € SH,,
(D, 1,2),(2,9,2,8))=Az+v-y+p-z+E=-5,

ol E-8 = 3 ;55 (E = (Zii)icijen €t S = (Sij)1<ij<n), €t ot v -y (resp. p - z)
dénote le produit scalaire de v et y (resp. p et ). Soit maintenant (A, 0,0, A) € SH;,, avec

A # 0. Son orbite sous I'action co-adjoiﬁte de SH, est donnée par:

Proposition A.1.1 ([Rat, Proposition 4.1 ]) Soit & = (A4,0,0,)) € SH; avec A # 0.

Alors Vorbite co-adjointe Oy 4 dans SH,, contenant & est

1
Oxa= {(A,u,u,A— 2—/\-V1/T); U, v € IR"}
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Soit donc ) 4 la représentation unitaire irréductible de SH, associée a cette orbite. On va

étudier sa restriction au réseau I'. Puisque

ta004) = {(29,3,5) € SHa; {(1,0,0,4),[(2,y,2,5), (¢, 2", 5)]) = 0,
V(4 ', ') € SHa)
= {(z,y,w, S) € SHa; ((2,0,0,A4),(z-y' — 2’ -y, Sz — S'z,0,0)) =0,
vz',y' € IR"}
= {(z,9,2,5) € SHn; Mz -y’ — 2" -y) =0, vz',y' € R™}
= {(z,0,0,S);zGIRetSESn},

t(x,0,0,4) st donc une sous-algebre rationnelle propre de SHa,, et la restriction de 7y 4 al

n’est donc pas irréductible. Soit
m= {(z,5,0,5); z€ R,y R et S € Sn}.

m est un idéal rationnel de SH,, subordonné a (A,0,0, A), de dimension

n(n+1)

| :
5 +n+ 1= -é(dlm(SHn) + dlm(t(,\,0,0,A)))'

Ainsi, m est donc une polarisation en (,0,0, A), et on a, d’apres le théoreme 3.2.1,
® r
Tl = /[ IndpnrXads(0.0,-10)(1,0,0.4) 4t (A.2)
0,1)n

ol t = (t1,...,tn) € [0,1)" et dt = dt; ... dt, est la mesure de Lebesgue sur [0,1)". Or, pour
tout (z,y,z,5) € SHa,

(Ad*(o,o, _t’ 0)(A,O, 0’ A),(Z,y7x’ S)) = ((A70,0’ A)7Ad(070,t’0)(z’y,x,s)>
= ((A,0,0,A),(z+1t-y— —;—t . St,y - St,z,S))

Az M-y—AMttT)-S+A-S

(M A0, A — AttT), (2,9, 2, 5)).

Ainsi, Ad*(0,0,—t,0)(},0,0,A) = (A, At,0,A — AttT) pour tout t € [0,1)™.

Nous allons maintenant voir si les représentations apparaissant dans (A.2) sont irréductibles
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ou non. Pour tout ¢ € [0,1)", on a
Stamar(XAe0,a-auT)) = {(z,y,2,5) € T} Xoao,a-xeny([(z,9,2,5),(2,9,0,5)]) =
pour tout (z',y',0,5) € mNT}
{ z,y,2,5) €T}
(M A2,0,A = XitT), (z -y — (z27) - §',-5'2,0,0)) € Z,
pour tous y' € Z" et S’ € S.(Z)}
{(z,y,2,8) €T Az -y’ — MzzT) 8" — Xt S’z € Z,
pour tous y' € Z" et S' € Sn(Z)}
= {(z,y,z,5)€T; Az-y' € Z et M(zzT) - S’ +t-S'z) € ZL
pour tous y' € Z" et S’ € Sn(7Z)}
— mNT,siA¢ Qousihe@—{0}ette0,1)"—([0,)"NQ")

Ainsi, puisque [0,1)" N Q" est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur [0,1)", on en

déduit donc que 7}, Alr se décompose en irréductibles de la maniere suivante:

@
7T,\,A|F = / Indg\nI‘X(A,/\t,o,A—,\ttT) dt.
{o,1)n

A.2 Groupe Gs3

Soit g = gs2 = IRX; + ...+ IRX; (voir [Nie]) I'algebre de Lie nilpotente de dimension 5

définie par les crochets (non-triviaux) suivants:
[Xs, Xq] = X (X5, Xa] = Xu

Soit G = G2 le groupe de Lie réel nilpotent connexe et simplement connexe correspondant.

On identifie alors G52 2 IR grace a' I’application suivante
(z1,...,25) — exp(z1X1) -~ exp(zsXs).
La multiplication sur Gs est alors donnée par
(T1.- 5 5) - (Y1, 5 ¥s) = (21 + 91 + Tsys, T2 + Y2 + TsYa, T3 + Y3, Ta + Y4y Ts + Ys)
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pour tous (z1,.-.,s5), (¥1,---,¥s) € Gsp2-

Pour tout (z1,...,z5) € Gs2 et tous a1,... ,a5 € IR, on a également
(z1,. .. ,flfs)_1 = (—x1 + T3Ts5, —T2 + T4T5, —T3, — T4, —5)
) 1 1
exp(a1 Xy + ...+ asXs) = (a1 + §a3a5,a2 + §a4a5,a3,a4,a5)

1 - 1
log(xl, [P ,.’1,‘5) = (.’L‘l — -2‘.1'31'5)X1 + (.’Eg - 5.’1)4.’1)5)X2 -+ .'L'3X3 + $4X4 + $5X5

Ad(.’l)], ‘e ,ms)(ale + ...+ a5X5) = (a1 + xs5a3 — x3a5)X1
+(az + zsaq — T4as5) X2

+a3X3 + as Xy + a5 Xs

Soit {X7,...,X:} la base duale associée a {Xj,... ,Xs}. Pour tous oq,...,as € IR, on a

alors

Ad*(zq,... ,zs)(aXT + ...+ asX3) = anX]+ X5+ (as— a175) X3

+(aq — az2z5) X5 + (as + a3 + azt4)X;

Soit T le sous-groupe de Gs o défini par I' = {(p1,... ,P5); P1,--- ,P5 € 72} (que l’on dénote
également par (Z,72,72,72,72). T est un réseau de Gs 2 et {Xi,...,Xs} est alors une base

de Malcev forte de g5, fortement basée sur T'.
Soit | = ay X} + a2 X3 € g3, avec oy # 0 et a; # 0. On a alors

T = IR,Xl + IR.XQ + IR,(02X3 — 01X4).

I’idéal rationnel m = IRX; + IRX,; + IRX3 + IRX, est alors une polarisation en [, par
laquelle passe la base de Malcev forte {Xi,...,Xs} considérée. Soit M = exp(m) =
(IR, IR, R, R,0). Ona MNT = (Z,7,7,7,0). Dénotons par m la représentation Ind$, x:.

On a alors

5]
e [ Idanl o) (A)
0,1

avec Iy = oy X7 + aa X5 — ont X3 — ot X7 + (o173 + a2z4) X3, pour tout t € [0,1).
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Fixons maintenant ¢ € {0,1). On a

pis---»ps) € T xe(v€r™!) = xu(€), V€ € M NT}

P1y--- ,ps) € T (I, psqaXa + psqaX2) € 7, Vgs,94 € 7L}

StII;/IﬂF(XIt) = { =

( )
{r=( )
= {y=(p1,-.. ,ps) € T; capsqs + azpsqs € 7Z, Vg3, q4 € ZL}
{ =(p1,...,ps) ET; cups € Z et agpseﬂ}

Cas 1: Sia; & Q ousi ay ¢ Q, alors Sthyar(xi) = MNT , pour tout ¢ € [0,1) et (A.3) est

une décomposition de 77’|1“ en composantes irréductibles.

Cas 2: Sioq = 5—:— € Q etsia = % avec pged(p1,q1) = pged (p2, ¢2) = 1, on pose ¢ =
ppcm (g1,92)- On a alors
Sthrer(xe) = (%, 2, 72, 2, 4Z)
et aucune des représentations apparaissant dans (A.3) n’est irréductible.
Soit S® = M NT = (Z,%Z,2Z,7,0) et So = (Z,7L,7L,7L,qZZ). Soit maintenant St =

(S°,exp(gXs)) = So. Alors, Sy = S' et

®

IndSrxt, = /M IndG 1,0 d3

avec, pour tout (q17q2a g3, 94, qq5) € Sl,

27i(o1q1+o2q2 —a1tga—a2tget3qs)

Xl,,s(‘]l, 42,493, 44, QQ5) =e€

Ceci étant vrai pour tout ¢ € [0,1) 7T1l[, se décompose finalement (en représentations

irréductibles de dimensions finies de I') de la maniere suivante:

- @
m = / / Indgl Xi,,s d$ dt.
0.1) JIR/Z

A.3 Groupe Gs;

Soit g = gs5 = IRX; + ... + IRX; (voir [Nie]) I'algébre de Lie nilpotente de dimension 5

définie par les crochets (non-triviaux) suivants:
[X5, X4] = 6X3 [Xs,X3] = 2X2 [Xs,Xz] = 2X1
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Soit G = Gj,s le groupe de Lie réel nilpotent connexe et simplement connexe correspondant.

On identifie alors Gs 5 a IR® grace & I’application suivante
(z1,-..,25) — exp(z1X1) - - -exp(zsXs).
La multiplication sur G5 est alors donnée par

(z1, - 35) - (Y1y---»Ys) = (T1+y1 + 235y + 223y3 + 425Ys, T2 + Y2 + 225y + 6254,

z3+ Y3 + 6Z5y4, T4 + Y4, Ts + Ys)

pour tous (z1,...,Zs), (Y1,---,¥s) € Gss.
Pour tout (z1,...,s) € Gs5 et tous ay,... ,a5 € IR, on a également
(z1,... ,x5) 0 = (=1t 2235 — 2z3Ts + 4:v4a:::,’, —Tq + 22325 — 64T,

—13 + 62425, — T4, —Ts)

2
exp(a1 Xy +...+asXs) = (a1 +aas+ “azal 4 a4al,as + azas + 2a4a2,

3

a3 + 3a4as, a4, as)

1
log(:cl, e ,.’E5) = ($1 — T2Ts + —$3$§)X1 + (.’1)2 ~— T35 + :L‘4.TC§)X2

3
+($3 - 3.’1)4235)X3 + 2174X4 + :Z?5X5

Ad(:z:l, . ,$5)(G1X1 +...+ (15X5) = (al + 2(85&2 - 21:2&5 + 2:c§a3 + 4$§G4)X1
+(az + 2z5a3 — 2x305 + 6x§a4)X2
+(a3z + 6zsa4 — 6z4a5) X3 + a4 X4 + a5 Xs

Soit {X7,...,X:} la base duale associée & {X,...,Xs}. Pour tous en,... 05 € IR, on a

alors

Ad (21, zs) (@ X] 4.+ asXD) = ar X[ + (a2 — 2en75) X;
+(az — 20075 + 2a1:c§)X;
+(0q — 20325 + 20272 — %alxg)XZ
+(as + 3azzs + az(z3 — 6z475)

+a1(:c2 - 2113.’1,'5 + 6$4(E§))X§
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Soit T le sous-groupe de G5 défini par I = {(p1,... ,Ps); P1,--- »Ps € Z} (que 'on dénote
également par (7,7, 7,7, 7). T est un réseau de Gs s et {X1,. .. , X5} est alors une base

de Malcev forte de gs 5 fortement basée sur I'.

Soit | = an X7 + 2 X5 + a3 X3 € g5 5, avec a1 # 0, a2 # 0 et azg # 0. On a alors
T = IR,XI + IR,((J2X2 - a1X3) + IR(3a3X2 — a1X4).

L’idéal rationnel m = IRX; + IRX, + IRX5 4+ IRX, est alors une polarisation en I, par
laquelle passe la base de Malcev forte {Xj,...,Xs} considérée. Soit M = exp(m) =
(IR, R, IR, IR,0). Ona MNT = (%,7,7,7L,0). Dénotons par la représentation Ind%x,.

On a alors

&b
T = ‘/[ | IndFMﬂI‘(ch |Mn1") dt (A4)
0,1

avec

I, = Ad (exp(—tXs))(aaX] + a2 X] + a3 X3)
4
= ale" + (az - 2a1t)X; + ((13 - 202t + 2&1t2)X; + (—2a3t + 202t2 - §alt3)X:

pour tout t € [0,1).

Fixons maintenant ¢t € [0,1). On a

Sthinc(xi) = {7=(p,.--,ps) € T5 xu(v€7™") = (), VE € M N T}
= {’Y= (p1s---,ps) €T,
(I;, (2psqz + 2p2qs + 4p3qa) X1 + (2psgs + 6p5qa) X2 + 6ps5qa Xs) € ZZ,
Va2, 93,94 € Z}
= {v=(p,---ps) € T;01(2psqs + 29545 + 4P344)
+(c2 — 204t)(2psqs + 6pqa) + 6(as — 200t + 20nt*)psqa € Z,
Vq2,43,94 € Z}
= {7 = (p1,...,ps) € [; 2a4ps € 7L, 2(az — 20nt)ps € 2L

et 6(03 - 2&2t + 2a1t2)p5 € Z}
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Cas 1: Si oy ¢ @ alors Sthy,r(x,) = M NT , pour tout ¢t € [0,1) et (A.4) est une

décomposition de 7r1|F en composantes irréductibles.

Cas 2: Siap = ;’—;— € @ avec pged(pi,q1) = 1, alors la condition 2(ag — 201t)ps € 7Z

implique que t € 21'1” N[0,1), qui est dénombrable, et donc de mesure nulle pour la mesure

de Lebesgue sur [0,1). Ainsi, 7r1|F se décompose en composantes irréductibles de la maniere

suivante:
@ r
T E/ IndMnr‘Xl dt.
1)-%t2n[0,1) t
Remarque: Quelles que soient les valeurs de ay, a; et asz, on remarque que dans la

décomposition (A.4) presque toutes les composantes sont irréductibles. Ceci reste donc vrai

en particulier pour o, as, a3 € Q — {0}.
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