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Introduction

Soit G un groupe localement compact, et soit I un réseau de G (c'est à dire un sous-groupe

discret de G tel que I'espace homogène f \ G possède une mesure G-invariante finie). On

dénote pu, ë I'ensemble des (classes d'équivalence de) représentations unitaires de G, et par

ô I'"nr.-ble des (classes d'équivalence de) représentations unitaires irréductibles de G.

Si G est un groupe de Lie semi-simple connexe, de centre fini, M. Cowling et de T.Steger (voir

[CoS]) se sont intéressés à l'étude des restrictions de représentations unitaires irréductibles

de G à un réseau f et ont montré que la plupart des éléments de ô (en fait toutes les

représentations qui ne sont pas de carré intégrable) restent irréductibles lorsqu'on les res-

treint à f. Nous pouvions donc naturellement nous intéresser au même genre de problème,

non-plus dans le cadre des groupes de Lie semi-simples, mais dans celui des groupes de Lie

nilpotents.

Soit donc G un groupe de Lie nilpotent (par cette dénomination, nous entendrons toujours

groupe de Lie nilpotent réel, connexe et simplernent connexe), d'algèbre de Lie g. Dans son

très célèbre article (voir [Kirl]), A.A. Kirillov a caractérisé le dual unitaire ê d," G, en mon-

trant que cet ensemble est en bijection avec I'ensemble des orbites pour I'action co-adjointe

de G dans l'espace dual g* de g.

Soit maintenant I un réseau de G. Le sous-groupe f est alors cocompact dans G, et induit

ainsi une structure rationnelle sur g, sur G et sur I'espace dual g* de g (voir par exemple

[CoG2, Chapter 5]). Dans son célèbre article paru en 1965, C.C. Moore (voir [Moo]) a

déterminé Ie spectre de la représentation quasi-régulière (droite) de G dans ,L2(f \ G), ainsi



qu'une majoration des multiplicités des représentations y apparaissant, dans le cas où f est

un réseau additif de G (c'est à dire qu'en outre, log(f) est un sous-groupe additif de g), et

a donné une condition nécessaire pour qu'une représentation unitaire irréductible de G soit

une sous-représentation de la représentation quasi-régulière dans Ie cas de réseaux quelcon-

ques (ces conditions d'occurence étant intimement liées à la structure rationnelle induite par

le réseau f sur g). Les travaux (indépendants) de R. Howe (voir [How]), L.F. Richardson

(voir [Ric]) et, plus tard, de L. Corwin et F.P. Greenleaf (voir [CoG1]) ont permis ensuite

de connaître des formules de multiplicités exactes pour ces représentations. Comme nous

le verrons aux chapitres 1 et 2, la connaissance de ce spectre est primordiale pour pouvoir

établir un critère d'irréductibilité pour les restrictions à un réseau f des éléments a" ô (.t

Théorèmes 1.3.1 et 2.2.L\.

Soit donc I un réseau de G et soit n e G. Que peut-on alors dire de la représentation

"lr? 
Est-elle ou non irréductible? Si non, en connait-on une décomposition en (somme

ou intégrale directe d') irréductibles? Afin de répondre à ces questions, regardons dans un

premier temps un exemple. Soit G le groupe de Heisenberg (de dimension 3) et soit I le

groupe de Heisenberg discret. Puisque f est un réseau de G, intéressons-nous donc aux

restrictions des représentations unitaires irréductibles de G à f. Si zr' € ê n'est pas de

dimension 1, il est bien connu (voir par exemple [Nie]) qu'il existe d + 0 tel que z- se réalise

dans I'espace,L2(IR) de la manière suivante:

r(xv,,r2,rrX/Xr) : s2nia(t '- 'zt)f  (t  - xs), pour tous (*r,*r,ss) g G et tout / € ,2(R),

(R,0,0) étant Ie centre de G. Ainsi, si E est une partie borélienne quelconque deIF,",'Z-

stable pour la translation, de mesure non-nulle pour Ia mesure de Lebesgue, alors il est facile

de voir que le sous-espace (fermé) des fonctions de r'(R.) nulles sur E est invariant par zrl.,

et que cette restriction n'est donc pas irréductible. Comme nous Ie verrons, ceci est dû au

fait que zr puisse s'induire à partir d'un sous-groupe normal rationnel propre de G.

Soit donc un représentation unitaire irréductible n de G dont I'orbite associée possède une

fonctionnelle linéaire admettant une polarisation m qui soit un idéal rationnel propre de g

(nous dirons alors, pour simplifier, que r possède la propriété FPRI). Comme I'a fait re-



marqué C.C. Moore dans [Moo], ll/[ 
- exp(m) et f sont alors régulièrement reliés, et Ie

théorème des sous-groupes de G.W. Mackey (voir [Mac2, Theorem 12.1]) montre que la

restriction de r à | n'est pas irréductible, et se décompose en intégrale hilbertienne de

représentations monomiales (irréductibles ou non) de f . Dans le chapitre 3, nous donnons

une autre preuve de ce résultat, dont le grand intérêt est de fournir une décomposition ex-

plicite de z-1. (cf Théorème 3.2.1). De plus, s'il existe une fonctionnelle linéaire dans l'orbite

O^ de r e G admettant une polarisation contenue dans une sous-algèbre rationnelle pro-

pre de g, alors une simple application du théorème des sous-groupes de G.W. Mackey ou

du théorème 3.2.1 montre que la restriction zr'1. de cette représentation à f ne peut être

irréductible.

Inversement, que peut-on dire de r e G telle qu'aucune d.es fonctionnelles linéaires appar-

benanb à son orbite On n'admette de polarisation contenue dans un idéal rationnel propre de

g? Cette condition peut paraître difficile à vérifier, une fonctionnelle linéaire admettant en

général plusieurs polarisations. Cependant, il est facile de voir qu'elle est en fait équivalente

à la condition (beaucoup plus agréable) suivante: si / € g* est un élément quelconque de

On, alors le radical rr de / n'est contenu dans aucun idéal rationnel propre de g (nous dirons

alors que l'algèbre V est totalernent irrationnelle), ou encore, la projection de ts sur gllg;gl

n'est contenue dans aucun sous-espace vectoriel rationnel propre d" g/[g, g] ("f Lemme 1.3.4).

Utilisant un critère d'irréductibilité dû à M. Cowling et T.Steger (voir [CoS]), ainsi que le

théorème de C.C. Moore décrivant le spectre de la représentation quasi-régulière de G dans

,'(f \G), nous montrons (cf Théorème 1.3.1) que la représentation z-1. est alors irréductible.

En outre, si n- et A € G sont telles que leurs restrictions à f sont irréductibles et unitairement

équivalentes, alors, bien qu'elle ne soient plus obligatoirement équivalentes (dans G), comme

c'était le cas dans le cadre des groupes de Lie semi-simples, elles ne peuvent différer l'une de

I'autre que d'un caractère de G, trivial sur | (cf Théorème 1.4.1).

Après ce critère "arithmétique" d'irréductibilité, nous donnons un critère "géométrique"

portant cette fois sur I'action de f sur I'orbite (?,. Utilisant encore une fois le théorème

de C.C. Moore déterminant le spectre des nilvariétés compactes, nous montrons au chapitre

2 qu'un sous-groupe de Lie I/ de G agit ergodiquement sur f \ G si et seulement si son



algèbre de Lie [1 est totalement irrationnelle dans g (voir Théorème 2.I.I). En corollaire,

nous en déduisons alors que .tI agit ergodiquement sur f \ G si et seulement si 11 agit er-

godiquement sur le tore associé f[G,G] \G (cf Théorème 2.1.2). Ce résultat n'est pas sans

rappeler le théorème de W. Parry (voir [Par, Theorem 1]), établissant l'équivalence pour une

action affine d'agir ergodiquement sur une nilvariété compacte ou sur son tore associé. De

I'application du théorème 2.1.1 au radical d'une fonctionnelle linéaire I e. g*., nous déduisons

finalement que la restriction d'une représentation z- à f est irréductible si et seulement si I

agit ergodiquement sur I'orbite On de zr' (cf Théorème 2.2.1).

Si z' € ê est telle que sa restriction à f n'est pas irréductible,les théorèmes 1.3.1 et 3.2.1 nous

fournissent donc une décomposition de zr'1. en intégrale directe de représentations jnduites à

partir de représentations unitaires irréductibles (pas nécessairement de dimension 1) de sous-

groupes de f (plus précisément, si / € On adrnet une polarisation qui soit contenue dans un

idéal rationnel propre gs de g, alors zr'1" se décompose en intégrale directe de représentations

induites à parlir de restrictions de représentations irréductibles de Go : exp(go) au réseau

Gonf . On applique alors de nouveau le critère d'irréductibilité à ces représentations de Gs).

Cependant, nous ne savons pas, a priori, si ces représentations de f sont irréductibles ou non,

les travaux effectués jusqu'à ce jour ne nous permettant pas de conclure de I'irréductibilité

de représentations d'un groupe discret induites à partir d'une représentation quelconque.

Bien que différents travaux aient été effectués autour cette question, nous ne sommes ca-

pables, à ce jour, que de déterminer I'irréductibilité de représentations induites à partir de

représentations de dimensions finies (pour plus de détails, voir par exemple [Bin2], [Cor],

[Kle] ou [Oba]). C'est la raison pour laquelle nous allons, dans la suite de ce mémoire, nous

nous concentrons sur les représentations unitaires irréductibles de G possédant Ia propriété

lrPRl.

Comme le montre le théorème3.2.I,la restriction à f d'une représentation z- de G possédant

la propriété [IPR] se décompose en une intégrale hilbertienne de représentations monomia-

les de f, que nous appelerons irentière décomposition àe rlr. Pour déteiminer si ces

représentations sont irréductibles ou non, nous utilisons alors le critère d'irréductibilité

dû à G.W. Mackey (voir [Macl, Theorem 6']). Cependant, le fait que certaines de ces



composantes soient irréductibles n'entraine pas que toutes le soient. Dans un premier

temps, nous énonçons donc un critère arithmétique sur l 'orbite de n permettant de con-

clure de I'irréductibilité de presques toutes les composantes apparaissant dans cette première

décomposition. C'est le théorème 3.3.1. Remarquons que, bien que les composantes appa-

raissant dans Ia premièr'e décomposition de nl. tt" soient pas irréductibles, elles peuvent

néanmoins posséder d'intéressantes propriétés. En particulier, on peut se demander si ces

composantes peuvent être des représentations factorielles de f, et si oui, de quel type. Une

simple application de résultats dûs à M.W. Binder (voir [Binl]) répondra à ces questions.

Bien qu'il existe des critères nous permettant de décider de I'irréductibilité ou non des

représentations apparaissant dans la première décomposition de n'1", il n'existe pas de pro-

cessus général nous permettant de décomposer ces représentations induites à partir d'un sous

groupe normal de f , en somme ou intégrale directe de représentations unitaires irréductibles.

Au chapitre 4, nous présentons donc un tel processus (dont nous nous bornons ici à ne donner

qu'une idée générale). Si 1/ est un sous-groupe normal du réseau f, et si X est un caractère

de H,le stabilisateur de X dans I est le sous-groupe de f donné par

StË(x )  :  { r  €  f ;  x ( r  ' h . ' y - t )  :  x (h ) ,  pou r  t ou t  h  e  H} .

Pour tout sous-groupe H tel que.fl\l soit sans torsion, nous construisons alors deux suites

"convergentes" de sous-groupes imbriqués de l, I'une contenant -FI et croissante, I'autre

contenue dans .9f!y(X) et décroissante. Ces deux suites "convergeant" vers la même li-

mite, elles nous permettent alors de décomposer IndlyX comme somme ou intégrale directe

de représentations monomiales irréductibles de f (cf Théorème 4.1.1). Remarquons que

I'hypothèse 1/ \ | sans torsion n'est utilisée que pour assurer la convergence des deux suites

de sous-groupes de f, et que ce processus peut s'appliquer en dehors de ce cadre dès l'instant

que les suites de sous-groupes considérées convergent.

Enfin, au chapitre 5, nous faisons une synthèse des résultats obtenus et donnons, dans une

première partie, une décomposition en composantes irréductibles de la restriction à f de

toute représentation unitaire irréductible de G possédant la propriété [IPR]. Dans la seconde

partie de ce chapitre, nous déterminons, grâce à un critère d'équivalence de représentations



monomiales irréductibles d'un groupe discret dû également à G.W. Mackey (voir [Mac1,

Theorem 7']), quelles sont les composantes, apparaissant dans cette décomposition finale,

unitairement équivalentes entre elles. Enfin, nous exposons quelques résultats concernant

l'équivalence faible des composantes apparaissant dans la première décomposition de zr'1", et

dans la décomposition finale en irréductibles de zrl. dans le cas particulier où r'est induite

à partir d'un caractère d'un sous-groupe normal rationnel M de G tel que M\G soit abélien.

Nous pourrons retrouver les principaux résultats énonçés aux chapitres 1 et 3 dans un article,

cosigné par M.B. Bekka et moi-même, à paraître bientôt att Journal of Functional Analysis

sous le titre Restrictions of lrceducible Unitary Representations of Nilpotent Lie Groups to

Lattices.

Tout au long de ce mémoire, nous donnerons au fur et à mesure des exemples illustrant les

résultats obtenus.



Chapitre 1

Critère d'irréductibilité pour des

restrictions de représentations à des
treseaux

Soit G ,r.r *.orrp" de Lie nilpotent, d''algèbre de Lie g, et soit I un réseau de G. Dans ce premier

chapitre, après quelques rappels d'usage, nous donnons un (premier) critère d'irréductibilité

pour des restrictions de représentations unitaires irréductibles de G à I. Nous donnons ensuite

une condition nécessaire et suffisante pour que deux restrictions (irréductibles) soient uni-

tairement équivalentes, et nous exhibons une famille d'exemples de groupes de Lie nilpotents

admettant des représentations dont les restrictions à un réseau restent irréductibles.

1.1 Préliminaires

1.1.L Représentations de groupes localement compacts

Définit ions

Soit G un groupe localement compact.

Définition 1.1.1 (Jne représentation unitaire de G est un couple (o,7{), formé d,'un espace

de Hilbert H et d.'un hornomorphisme r : G -, U(7{) du groupe G dans le groupe U(?1)

d,es opérateurs unitaires d,e'11, continu pour la topologie forte d,eU(7{). L'espace de Hilbert

Tl s'appelle /'espace de la représentation r, et la dimension hilbertienne de7{ s'appelle la



dimension de r, et se note dirn(r).

Bien sûr, nous ne considérerons que des représentations de G dans des espaces de Hilbert

non-nuls.

Déf ini t ion L.L.2 Soient (or, l1r)  et  ( t r2, '112) deux représentat ions unitaires de G.

(l) Soit T un opérateur linéaire continu de 'Jlr dans 7{2. On dit que T entrelace /es

représenta t ions  11  e t  12  s iT" r (g ) :  o t (g )T ,  pour  tou t  g  €  G.

(2) On dit que les représentations 11 et T2 sonl unitairement équivalentes s'il eriste une

bijection linéaire isométrique T : T{t --+ 'l1z entrelaçant T1 et T2.

Déf ini t ion 1.1.3 Soit  Qr,17n) une représentat ion unitaire de G.

(l) On dit qu'u,n sou,s-espace K de Hn esl invariant si T(g)K C K, pour tout g e G.

(2) Soit K un sous-esp&ce inuariant fermé non-nul de'11n. Alors les restrictions des

opérateuis 
"(g) 

à K déf.nissent une représentation unitaire de G dans K. Cette repré-

sentation esf appelée sous-représentation de r.

(3) Soit (g,'H) une représentation uni,taire de G. On dira que Q esl contente dans r si

elle est équiualente à une sous-représentation de r.

(4) Enfin, on dira que la représentation (tr,'11*) est irréductible si {0} etT{n sont les seuls

sous-esp&ces inuariants fermés de Tt*.

D'après le lemme de Schur, on sait qu'une représentation (2r,7{*) est irréductible si et seule-

ment si les seuls opérateurs entrelaçant n sont les multiples de l'identité.

Représentations induites

Soit G un groupe localement compact unimodulaire (c'est à dire que toute mesure de Haar

à gauche sur G est également une mesure de Haar à droite sur G), soit fI un sous-groupe

unimodulaire fermé de G, et soit d,!1 :une mesure quasi-invariante sur l?espace homogène 11\G.

Soit enfin (p.,11n) une représentation unitaire de ,[1. Posons

11  :  { ç  tC  , ' 11e  mesurab les  vé r i f i an t  ç (h .g ) :  p (h )çb ) ,V (â ,  g )e  H  x  G

. t  | i r r . l lç@) l lhdg < +oo) .

10



Alors 71, muni du produit scalaire

I  t \  f  ,
k,,h) : lrr.\r{ù'rbk))u,ds, 

pour tous s, rb e 't1,

est un espace de Hilbert séparable. Posons maintenant, pour tout g €'11, et tous g, g' e G,

6G)ç)k ' ) :çG' 'g) .

(",H) est une représentation unitaire de G, appelée représentation indtLite d.e p à G, et notée

o : Indcnp.

Pour plus de renseignements sur les représentations induites, on pourra consulter [Mac3,

Chapter 3].

L.L.2 Générali tés sur les groupes et algèbres de Lie

Dans tout ce mémoire, nous ne considérerons que des groupes et algèbres de Lie

de dimension fr,nie.

Actions adjointes et co-adjointes

Soit G un groupe de Lie, d'algèbre de Lie g. Pour tout z € G, l'application d" i g * x.g.r-r

est un automorphisme intérieur de G, différentiable, dont la différentielle en e, notée Ad(r),

est un automorphisme de g. L'application u H Ad(c) est alors un homomorphisme de G

dans G,L(g), gui définit une action de G sur g, appelée l'action adjointe de G sur g. Cet

homomorphisme est lui-même différentiable, de différentielle en e donnée par

d1"yAd : g -----+ gt(g), X t--+ ad(X).

Soit maintenant g* I'espace dual de g. Pour / € g* et g e G, on définit un nouvel élément

d" g*, noté Ad.(g)/, par

(Ad.(9) / ,X)  :  ( / ,Ad(g-r )X) ,  pour  tout  X € g.

L'application Ad* ; G -- GL(g.) est un homomorphisme différentiable, et définit une action

de G sur g*, appelée action co-adjointe de G sur g*. Sa différentielleen e, qui à tout élément

11



X de g associe un endomorphismede g* noté d1"yAd.(X) : ad.(X), est alors donnée par

(ad . (X ) / ,Y ) :  ( l , lY ,XD:  - ( l , ad (X ) ( f ) ) ,  pou r  t ous  X ,Y  e  g  e t  t ou t  /  €  g * .

Pour / € g*, soit -B; la forme bilinéaire anti-symétrique définie par

Bt :  E*  X  g*  -  IR ,  (X ,Y)  -  ( / , lX ,Y) | .

On appelle radical de / (noté t1) le radical de 81. C'est la sous-algèbre de g définie par

t 1  :  {Y  e  g ;  B IX ,Y )  :0 ,  pou r  t ou t  X  e  g }  :  {Y  e  g ;ad . (Y ) /  -  0 } .

On appelle polarisation (ou algèbre polarisante) pour / tout sous-espace isotrope maximal

pour ,B1, qui soit une sous-algèbre de g. Sa dimension est alors égale à |(dim(g) + dim(r;)).

Il est à remarquer qu'une fonctionelle linéaire / € g* n'admet pas toujours de polarisation

(voil  par exemple [Kir2, $15.3]).

Algèbres et groupes de Lie ni lpotents

Soit g une algèbre de Lie réelle, et soit (g(t)),>, Ia série centrale descend,ante de g définie par

récurrence par g(1) : g, €t, pour tout n) 2,

n ( " )  -  
[ g ,g ( " - t ) ]  :  IR -span{ [X ,y ] ;  X  €g ,y€g ( ' - r ) ] ,

où IR-span {îX.,Vl; X e g,Y € g("-t) } dérign" le sous-espace vectoriel réel de g engendré

par  { lX ,Y l ;  X  e  g ,Y  €  g ( " -1 ) } .

Définit ion L.1.4 On dit que l 'algèbre de Lie g esf ni lpotente s' i l  existe un entiern tel que

n(n+t) :  {0}. Si g(") + {0}, alors l 'entier (n * I) uérif iant la propriété n(n+l) :  {0} est

minirnal, et g sera alors dite nilpotente de pas n.

Soit maintenant (g(j))j>t la série centrale ascendarite de g définie par g(1) : 3(g), et, pour

tout j 2 2,

g(i) :  {X e g; X est central mod g1;-r;} :  {X € g; [X,g] Ç gti-t l ] .
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Alors, g est nilpotente de pas n si et seulement si g - g@) + g1,_r;.

Si une algèbre de Lie g est nilpotente, alors il en est de même pour toute sous-algèbre et

toute algèbre quotient de g.

So i t gunea lgèb redeL ien i l po ten te ( rée l l e )  ded imens ionn ,e t so ien t çaÇgzg . . . çg tÇg

des sous-algèbres de g telles que dim(g j):mj, pour tout 1 < j < k. Alors, g possède une

base  {X1 ,  . . .  ,Xn }  t e l l e  que

( i )  b-  -  IR -  span{X1,  . . .  ,X*}  est  une sous-a lgèbre de g,  pour  tout  I  1m 1n,

(i i)  b-, :  gi,  pour tout I < j  < k.

De plus, si les g; sont des idéaux de g, on peut alors choisir les éléments X; de telle manière

que

(i ')  t l-  - IR - span{X1, . . .  ,X*} est un idéal de g, pour tout 1 1 m 1 n.

Adoptant les notations de [CoG2, Chapter 1], une base de g vérifiant les propriétés (i) et (ii)

sera appelée une base de Malcea faible de g passant par gr,.. .  ,gt; et une base de g vérif iant

Ies propriétés ( i ' )  et ( i i ) ,  une ôase i le Malceu forte de g passant par gt,. . .  ,gt. Si k :0, on

dira simplement que {Xr, ..- ,X^} est une base de Malceu faible (ou forte) ile g.

Définition 1.1.5 Un groupe ile Lie G est dft nilpotent si son algèbre d,e Lie g est nilpotente.

Dans tout ce mémoire, par groupe de Lie nilpotent, nous entendrons toujours

groupe de Lie nilpotent réel, connexe et simplement connere.

Théorème 1.1.1 ([CoG2, Theorem 1.2.1]) Soit G un groupe d,e Lie ni lpotent, i l 'algèbre

de Lie g. Alors,

(a) exp : g -----+ G est un difféomorphisme analytique,

(b) /a formule d,e Cam,pbell-Baleer-Hausdorff est ualable pour tous X,Y € g.

Ainsi, si le groupe de.Lie G est nilpotent, via exp : g + G, on pourra I'identifier, le cas

échéant, avec g. La multiplication de G sera alors donnée par le produit de Campbell-Baker-
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Hausdorf f ,  déf ini  sur g et noté *,  exp(X *Y) :  exp(X) 'exp(Y),  où

(x,y)r---.-, x *y : x +y +f, lx,yl+ i lx, lx,r l l  
- 

irr, lx,yl l- fut"[x,[x,v]l l
-*t", [Y,lx,r] l l  + (crochets de 5 termes et plus)

pour tous XrY e g, est une application polynomiale.

En outre, (voir par exemple [CoG2, Theorem 1.3.3]),

Théorème 1.1.2 Si g est une algèbre de Lie nilpotente, alors toute fonctionnelle linéaire

/ € g* admet une algèbre polarisante.

Orbites co-adjointes

Soit G un groupe de Lie nilpotent, d'algèbre de Lie g, et soit g* I'espace dual de g. Il est

bien connu que les orbites co-adjointes de G dans g* sont des variétés algébriques affines.

Ceci découle du théorème de Chevalley-Rosenlicht (voir [CoG2, Theorem 3.1.4]), qui nous

fournit alors une paramétrisation de ces orbites. Plus précisément, on a

Théorème 1.1.3 (Chevalley-Rosenlicht) Soit G un groupe connere agissant de manière

unipotente sur un espace aectoriel réel V. Si u € V, alors il eûste k > 0 et d,es éléme:nts

X r , - . ' ,X r€g te l sque

G -u  :  { ( exp ( t 1X r )  
. .  . exp ( t  # * ) )  . u i  t t , . .  .  , t k  €  IR } .

L 'appl icat iont l . , ( t1 , . . . , tn) :  (exp( f1X1) . . .exp( f  xX*)) .u  est  a lors  un d i f féomorphisme d,e

IRk sur l 'orb i teG.u,  qu i  estune sous-uar ié téfermée deV.  Enfa i t ,  so i t {e1, . . .  , ,e^}  unebase

d .eV  te l l e  queV i :8 " - span{ " j * r , . . . , , e^ }  es tG-s tab lepour tou t  j ,  e t so ien t l ' app l i ca t i onQ

et les polynômes Qt,. .  .  ,Q^ défi.nis par

( " *p ( t r x l )  . '  . exp ( t 6X* ) )  . u  :  
Ë  Q i f t r , . . .  , t t " ) e i  :  Q ( t r , .  .  .  , t * ) .
j = l

Alors i l  eriste deux ensembles disjoints d' indices S : { j t , . . . , ir l '  et T (auec S tJT :

{1,.. .  ,m}) tels que Qi ne dépenil que des aariables t;  aaec j;  < i .  De plus,

Q i ,  :  t ;  *  (un  po l ynôme en  t1 , . . . , f ; - r ) ,  pou r  t ou t  I  <  i  <  k .
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Dans ce cas, s i  on pose u; :  Q j , ( l r , . . .  , lp) pour tout 1 < i  < f t ,  on trouve alors des

po lynômes Pr . , . . . ,P* t  IRk  - -  iR  te ls  que (vo i r  [CoG2,  Coro l la ry  3 .1 .b ] )

-  I 'appl icat ion P(u1 , . . .  ,ut)  :  D7, Pi@t,.  .  .  ,un)ej  est un di f féomorphisme de IRÈ sur

G.u ,

-  P i , ( u t , ' . . , uk ) :  u i ,  Pou r  t ou t  1  <  i  <  k ,

- Pi ne dépend que des variables u; telles que j; ( j.

Corol laire 1.1.1 Conseruons les notations du théorèrne 1.1.3. Pour tout u e V, I 'orbite

G .u est une vaiété algébrique affine.

Preuve: En effet. on a

P t ( u r r . . . r u k ) : c t ,

P 1 a ( u r , .  . . , u k )  :  c j t - 7 , )

P i r ( u t , . . . , u * ) : u r

P j r * r ( r t , .  .  . , u k )  :  Ê r r + r ( u r ) ,

P i r a ( u 1 , .  .  . , u r )  :  R i r a ( u 1 ) ,

P u ( u r r . . .  , u x ) :  u z

P i r * t (u r . , .  . .  , ,u* )  :  R i ra l (u1 ,u2) ,

pour une certaine constante c1

pour une certaine constante c;r-r

pour un certain polynôme Rjr*,

pour un certain polynôme Rir-,

pour un certain polynôme Ri"+t

Posons donc

P i , (X r , . . . ,X * ) :X t - c r

P j r - r (X r , . . . ,X * )  :  X i r - ,

Pj , * r (x r , . . . ,x^ )  :  x j r+r

Pj ,_r (xr , .  . .  ,x* )  :  x j "_r

Pjr*r(xr ' ,  " '  ,x*) :  xjr+,

G.u :  { r  e  IR- ;  P j ( * ) :  0 ,  pour  tou t  j
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-  Ài ,* t  (x i ' )

- Ri"-t(xi,)

-  R j " * t (X i ,X i r )

Ainsi

€  { 1 , .  . . , r n }  -  { j t , . . . , j n } } ,



et G 'u est donc bien une variété algébrique affine.

Pour plus de renseignements sur les algèbres et les groupes de Lie nilpotents, on pourra lire

[CoG2, Chapter 1], ou encore [Puk, Chapitre i ] .

Comme nous allons le voir maintenant, I'action co-adjointe est d'une importance capitale

en théorie des représentations des groupes de Lie nilpotents, toute classe d'équivalence de

représentations unitaires irréductibles de G pouvant alors être associée à une orbite de

I'action co-adjointe de G sur g*.

1.I-.3 Dual unitaire des groupes de Lie nilpotents

Soit G un groupe de Lie nilpotent, d'algèbre de Lie g, et soit g* l'espace dual de g. On va

construire des représentations unitaires irréductibles de G de la façon suivante. Soit / € g.

fixée, et soit m une polarisation pour /. On définit un caractère Xr sur M : exp(m) en posant

xr(exp(X)) - "2";lt'x), 
poo. tout X € m.

La représentation induite o : naî,r,X1 de ce caractère au groupe G est alorc irréiluctible et,

inversement, toute représentation unitaire irréductible de G s'obtient de cette manière. De

plus, (la classe d'équivalence de) cette représentation r : Indî,rX1 ne dépend que de I'orbite

On : Ad.(G)/ dans g*. En d'autres termes, si /' est un autre élément de l'orbite Ad.(G)/ et

si m' est une polarisation pour /', alors

r / Indfi,y1,.

On pourra donc dénoter, le cas échéant, par zrs la représentation de G associée à l'orbite

Oc( I ) : :  Ad . (G) / .

La correspondance, entre le dual unitaire G a" C et I'espace des orbites pour I'action co-

adjointe de G dans g*, a été établie en 1962 par A.A. Kirillov dans [Kirl]. Plus tard (en

1973), I.D. Brown a alors prouvé que cette correspondance est en fait un homéomorphisme,

Iorsqu'on munit I'espace des orbites de la topologie quotient et ê de la topologie de Fell (voir

tr
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[Bro]), ce résultat restant valable dans le cadre des groupes de Lie résolubles exponentiels

connexes et simplement connexes (voir [LeL, Chapter 3, Theorem 1]).

Dans ce mémoire, nous allons principalement nous intéresser à I'étude des restrictions de

représentations unitaires irréductibles de groupes de Lie nilpotents à des réseaux.

L.L.4 Réseaux et sous-groupes uniformes

Soit G un groupe localement compact.

Définition 1.1.6 Soitl un Eous-groupe d,iscret de G. On dit quel est un réseau de G si

I'espace quotient f \ G possède une n'resure inuariante finie, et que I est uniforme dans G

s i f  \G  es t compac t .

Il est clair que si f est uniforme dans G, alors f est un réseau de G. L'inverse, par contre,

n'est pas toujours vrai.

Exemples: - Zn est un sous-groupe cocompact de IR', pour n ) 1.

- Le groupe de Heisenberg discret est uniforme dans le groupe de Heisenberg réel (voir $1.1.6).
- Pour n ) 2, SL(n,,Z) est un réseau de SL(n,IR), mais n'est pas cocompact dans SL(n,IR)

(vo i r  [Bor ,  Lemme 1.11]) .

1.1.5 Structures rationnelles

Structures rationnelles sur les groupes et algèbres de Lie

Définition L.L.7 (I) Soit V un espace aectoriel réel. On d,it que V possède zze structure

rationnelle s'il existe un Q-espace aectoriel Vq tet que V = Vq I A,

(2) Soit g une algèbre de Lie réelle d,e dimension finie. On d,it que g possède une structure

rationnelle s'il existe une algèbre de Liegq sur Q telle que g=gq I Æ.

Il est clair qu'une algèbre de Lie g de dimension n possède une structure rationnelle si et

seulement si, g possède une IR-base {Xt,. .. ,X,} dont les constantes de structures sont
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rationnelles, et qu'alors Sq : Q-span{Xt,.. .  ,X'} définit  une structure rationnelle sur g

vérif iant g: ge A IR. Dans ce cas, dimq(gq) : dimp(g), et toute Q-base de 0q est une

IR-base de g (voir [CoG2, Lemma 5.1.1]).

Les espaces vectoriels réels admettent toujours (au moins) une structure rationnelle. Par

contre, ceci n'est plus vrai dans le cas des algèbres de Lie (voir [CoG2, Example 5.1.13]).

Soit maintenant G un groupe de Lie, dont I'algèbre de Lie g possède une structure rationnelle

ge, et soit [1 un sous-IR-espace vectoriel de g. On pose [;q : b flge.

Définition 1.1.8 On dit que b est rationnel sf | : IR-span(bq), et qu'un sous-groupe

connere fermé H de G est rationnel si son algèbre de Lie 11 est rationnelle.

En particulier, si I est un idéal ratîonnel de g, il existe alors une structure rationnelle na-

turelle sur t1 \ g.

Exemples, (i) Si I et É sont deux sous-algèbres rationnelles de g (de structure rationnelle

ga) telles que É soit un idéal dans [1. Alors l'algèbre de Lie

IR - span([b, t]) : IR - span{ lX,Yl; X e b,r e t}

est également rationnelle (voir [CoG2, preuve de la Proposition 5.2.1]).

(2) Soit g une algèbre de Lie, et soit (g(t))ùt sa série centrale descendante. Si g possède une

structure rationnelle, alors une simple application de (1) montre que tous les idéaux de la

série centrale descendante sont rationnels.

(3) Soit g une algèbre de Lie, et soit (g(j))j>t sa série centrale ascendante. Si g possède

une structure rationnelle, alors les .idéaux de la série centrale ascendante sont également

rationnels (voir [CoG2, preuve du Théorème 5.2.3]).

Les éléments de gq ( resp. Ge : exp(gA)) sont appelés.les élérnents rationnels (ou points

rationnels) de g (resp. G).
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Soit g. I'espace dual de g. II existe un plongement naturel de g[ - Homq(ge,Q) dans g..

Si 1x1,...  ,x," j  est une Q-base de sq (et donc une IR-base de g), alors / € g[ s'étend en

une fonctionnelle linéaire f e g. donnée par

( i ,t a;X;):D",U,x,),
i=1 i= l

pour tout a; € m. (1 < i < ,). Avec ce plongement, il est clair que I e g* est un

élément  ae gô s i  e t  seulement  s i ,  ( / ,ge)  q Q.  Maintenant ,  s i  { /1 , . . . ,1^}  est  la  base

duale d" g* (avec (lr,Xi) : 6;,j), alors ces fonctionnelles appartiennent à g[ et sont Q-

linéairement indépendantes. De plus, si / e g[, alors (l,Xr) € Q et I : Di=r(l,Xi)l;.

Ainsi, gô : Q - span{h,... , / , ,},  et ces éléments forment donc une Q-base ae gô. Ainsi,

g. : gô I R, et on peut alors considérer que gô est la structure rationnelle naturelle d" g*.

Si I'algèbre de Lie g possède une structure rationnelle gq, alors tout élément / de g[ a alors

son noyau et. son radical rationnels. Si g est en plus nilpotente, alors 7 E eô admet en outre

une polarisation rationnelle (la polarisation de Vergne (voir [CoG2, Theorem 1.3.5]) fournit

une telle sous-algèbre polarisante).

Pour plus de détails sur les structures rationnelles sur les espaces vectoriels ou sur les algèbres

de Lie, voir par exemple [Boul, Chapitre 2, $81 ou [CoG2, Chapter 5].

Structures rationnelles et réseaux dans les groupes de Lie ni lpotents

Si G est un groupe localement compact, et si f est un sous-groupe discret de G, nous avons

vu que le fait que f soit uniforme dans G implique que f est un réseau de G; et que I'inverse,

par contre, n'est pas vrai en général. Cependant, si G est un groupe de Lie nilpotent, ces

deux notions sont en fait équivalentes, et I est un réseau de G si et seulement si f est

uniforme dans G. En outre, f est alors Zariski-dense dans G, c'est à dire que pour toute

représentation unipotente p : G - GL(n, IR), p(l) et p(G) ont la même fermeture de Zariski

dans GL(n,O ) (voir [Rag, Theorem 2.1]).
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A.I. Malcev a démontré en 1949 (voir [Mal, Theorem 6]) qu'un groupe f est isomorphe à un

réseau d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe si et seulement si f est nilpotent,

de type fini et sans torsion.

Soit dorénavant G un groupe de Lie nilpotent, d'algèbre de Lie g. L'existence de réseaux

dans G est intimement liée à I'existence d'une structure rationnelle sur G, car si G admet un

réseau l, alors g (et G) possède une structure rationnelle donnée par ge : Q-span(log(f));

et inversement, si g possède une structure rationnelle provenant d'une Q-algèbre gq Ç g,

alors G possède un réseau f tel que log(f) Ç gq (voir [CoG2, Theorem 5.1.8]).

Exemple: Toute algèbre de Lie nilpotente réelle g de dimension inférieure ou égale à 6

possède une structure rationelle (voir par exemple [GoY, Chapter 8, II.4, Propositio" 1]).

Ainsi, si G est un groupe de Lie nilpotent de dimension ( 6, alors G admet un réseau f.

Soit f un réseau de G. Si on munit G de la structure rationnelle induite par f, un sous-

groupe de Lie H de G sera rationnel si et seulement si f/îf est uniforme dans // (voir[CoG2,

Theorem 5.1.1 l j ) .

Si lr et f2 sont deux réseaux de G, alors f1 et f2 vont induire la même structure rationnelle

sur G si et seulement si f 1 et f2 sont commensurables, c'est à dire si et seulement si f1 fl f2

est d'indice fini dans f1 et dans f2 (voir [CoG2, Theorem 5.1.12]).

So i t {X1 , . . . ,X^ )  unebasedeMa lcev ( f o r t eou fa i b l e )  deg .  Ond i t que {X t , . . . ,X , }es t

fortement basée sur un sous-groupe discret f de G si

f  :  {  exp ( rn1X1) . . . exp ( rn *X , ) ;  rn i  e  T ' , t  <  j  S  
" } .

Un sous-groupe discret f de G sera alors un réseau de G si et seulement s'il existe une base

de Malcev (forte ou faible) de g fortement basée sur | (voir [CoG2, Theorem 5.1.6]).

Si Ifi g ... Ç Ht Ç G sont des sous-groupes (resp. des sous-groupes normaux) de Lie

rationnels de G, d'algèbres de Lie respectives br Ç . .- Ç h* C g, alors il existe une base de

Malcev faible (resp. forte) de g, fortement basée sur f, et passant par f)r, ... ,,br.



Enfin, si G possède une structure rationnelle, il existe des réseaux I de G possèdant la

propriété (supplémentaire)

log(f) est un sous-groupe additif de g.

De tels réseaux seront alors appelés additifs. Comme le montre le théorème suivant, il existe

bon nombre de tels réseaux.

Théorème 1.1.4 ( [CoG2,  Theorem 5.4.2] )  Soi t l  unréseaudans un groupe de L ien i l -

potent G. Alors,

(a) | contient un réseau additif ls d'indice fini dansl.

(b) Il eùste un réseau additif lr de G contenant I tel quel soit d'ind,ice fini dansll.

Nous verrons au paragraphe 1.2 qu' il est possible de décrire explicitement et simplement le

spectre de nilvariétés compactes f \ G, si f est un réseau additif de G.

Pour plus de détails sur les structures rationnelles et sur les réseaux des groupes de Lie

nilpotents, on pourra par exemple se reporter à [CoG2, Chapter 5] ou [Rag, Chapter 2].

1.1.6 Premier exemple: le groupe de Heisenberg

Soit g - IRXI + IRX, + IR,Xg l'algèbre de Heisenberg, munie du crochet lX", Xrl: X1 (voir

par exemple [Nie]), et soit G : (IR, R., m.) le groupe de Lie connexe et simplement connexe

correspondant, muni du produit

(*t,  ,r,  xs).(yr,az, as) : (cr * yt + rsaz, rz I yz, xs -f ys)

pou r  tous  r r t t 2 t r l t aL tUz rUz  €  IR .  On  a  a lo rs ,  pou r  t ous  d t te2 tag t t r t î 2 t13  €  R ,

exp(o1X1 I azXz + arxz): (or + f,oro", az, az)

log(r1 , r21r3): (cr - Lr*"*")Xr * rzXz * xsXs

Ad(r1, r2,q)(a1X, + l .rX, + a3X3): (or * xzaz - x2a3)X1 * azXz * asX3
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Si {Xï,  X;,Xi}  est la base duale de g* associée à {X1 ,Xz,Xz},  on a alors également,  pour

tous o1 ,(r2r()3 € [1, ,

Ad.(21,r2,r3)(a1xï + orXi + a3X,{)  = arXi *  (o,  -  rsal)X}* (o. *  æ2o.)X!

Ainsi, si / : arXi * a2Xi * o3Xj € g*, son orbite (pour l 'action co-adjointe) est égale à

(
,  ,,\ | "tXi 

+ IRX; + IRXJ, si o1 f 0
tzc \ { /  :  

1  (
[ {orx; + asXi}, si ûr : o,

la représentation unitaire irréductible 11 de G associée pouvant alors se réaliser comme suit:

( ,

)  " , ( * r ,xz , rs ) ( f ) ( t ) :  
s2" ; " (c rn t )y (1-  re ) ,  pour  tou t  /  e  I2 ( IR) ,  s i  a1 f  0

I  
rr(",  j : t21r3) - 

"2ri(o2c2*asa3), 
si  o1 : g

pour  tou t  ( r t r r r , 4 )  e  G .

Considérons'maintenant les trois réseaux f , f1 et f2 de G définis par

|  :  (Z ,T , ,Z ) :  { (p t ,  pz ,ps ) t  p r ,pz , ,ps  €  T , } ,

f  |  :  (%,7 ' , 27 , )  :  { (p r ,p r ,2p " ) i  p r ,pz tps  e  Z }  ,

12 :  (a17, ,a2 'Z, ,asT,)  :  { (o tpt ,azpz,azps) i  pr tpztps e Z\ .

âv€c c1 ,d2,ctr3 € IR - Q tels que le système {ot,or,a3} soit Q-linéairement indépendant et

a1 : (I2cIs (par exemple a1 : 6, a2 : y/5 €t o3 : ap). Alors:

- f1 est un réseau additif de G,

- | et f1 sont commensurables, alors que f (ou f1) et f2 ne le sont pas.

De cefait, f (ou f1)et fz induisent donc deux structures rationnelles distinctes sur g, égales

à ge : Q-spani Xt,Xr,Xs) et gô : Q-span{a1X1,a2X2,,o"X"} respectivement. En part i-

culier, il existe alors des sous-algèbres de g rationnelles pour la première structure, qui ne le

sont pas pour la seconde (par exempl", b - IR(Xt + Xz)).

Remarque: Le réseau I de G est communément appelé groupe d,e Heisenberg d,iscret.
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L.2 Spectre des nilvariétés compactes

L.z.L L 'a lgèbre Lr(G)

Soit G un groupe localement compact, et soit dg :une mesure de Haar sur G. Soit C"(G)

I'espace des fonctions continues sur G à support compact, et soit Lt (G) I'espace des fonctions

définies sur G à valeurs dans C , intégrables par rapport à la mesure dg. Pour g,,û € L'(G),

on définit la convolution g * ry' des fonctions ç et tl: par

@ *,D(n) : 
l"v@,li-, 

. h) dg,

pour tout h e G. Ainsi, g*Ib e Ll(G), et Ll(G), muni du produit de convolution, est une

algèbre de Banach.

Soit mairitenant (n,H") une représentation unitaire de G. On pose, pour tout g e C"(G) et

tout ( € Ttn;

r@)€ :  [  ç@)o (g )€dg .
J G

Cette intégrale est bien définie. Puisque llf(e)l lt S l lellt . l l€l l, cette définit ion peut être

étendue à tout élément de,Ll(G), et (fr,'11^) est alors une représentation de L'(G).

L.2.2 Théorème de Moore

Soit G un groupe de Lie nilpotent réel, connexe et simplement connexe, d'algèbre de Lie g,

et soit I un réseau additif de G. Dans ce paragraphe, nous allons donner une preuve du

théorème de C.C. Moore (voir [Moo, Theorem 1]) permettant de caractériser le spectre de la

représentation quasi-régulière (droite) À : IndFlr- de G dans ,'(f \ G). Pour ce faire, nous

allons reproduire la preuve (de type Selberg) donnée par L. Corwin et F.P. Greenleaf dans

[CoG1] .

Soit r/ e C"(G). Si F est un domaine fondamental relativement à f tel que F est compact et

ô,F est de mesure nulle, alors I'opérateur intégral i(rp) est un opérateur de Hilbert-Schmidt,
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de noyau défini s..r F x F par

K(gr,  sz) : \ rb{s; '  .^ t  .  9z),
1€l

cette somme ne portant que sur un nombre fini de termes (pour plus de détails, voir par

exemple [Gel,  Chapter 1, $2.2]) .  Soit  maintenant ?: rb* *ry ' ,  où ,h-G): rb(g-t) ,  pour tout

g e G. L'opérateu. i(p) possède alors une trace (indépendante de la normalisation de dg)

donnée par

r race( i (e) )  :  / f  çk- ' . t .ùdg.
LrÂ

Posons l :  log( f )  e t  Âr :  { " f  e  g - ;  ( f  ,L I  çn} .On a  a lo rs

r race( i (<p) )  :  / f  ç@- ' . t .g )dgJrf t

:  |  ,p(Ad(g-') x) dg (on identif i  e s et p o exp)
J r xe-n

r f: 
F\ul J rD, o(Ad.(g-')r) as

feLL

où lf \ Gl désigne le volume de f'. [En effet, si on pose

o(() : Iv6)"r";G,x|dx
Js

pour tout ( € g*, où dX est Ia mesure (euclidienne) image de dg par log sur g, alors, d'après

la formule sommatoire de Poisson. on obtient

) r(na( s-')x): 6h D Ofou.(g-')/).

f étant en outre un réseau additif de G, il existe donc un domaine fondamental additif E

(dans g) relativement à A tel que F : exp(E) soit un domaine fondamental multiplicatif

(dans G) relativement à f (voir [CoGl, Lemma 3.11]). D'où

l^\gl :  Iax=[ ds:Ion:lr\cl. ]
JD Jexp(E)  J  p

Soit maintenant f e g*. Son stabilisateur Rt : {s € G; Ad.(g)/ : f} est connexe,

d'algèbre de Lie ry : {X € g; ("f,[X,g]) - 0]. Posons lt : Rr f't f. L'ensemble Âa étant

24



Ad-(f)-invariant, soit S un ensemble de représentants des Ad.(f)-orbites dans Â1; et pour

tout / € S, soit A(/) un ensemble de représentants de lr \ f. On a alors

n': lJ U Ad.(r- ')/
I es 're-6r,

et, puisqu" A(/) . -F est un domaine fondamental relativement à fy (dans G), on obtient

donc

rrace(i(,p)) : -+ [ r.2(Ad.(g-')nas
l r  \  ul tr frp

t  
-I  /  51 @(Ad.(g-')Ad.(1-\f)ds: 

F\ei kJ,.,L^,,rrn'
t  

- I  /  t  o(Ad.((z .ù.1f ld,: 
lil"l Lr*Jr,k,,"^'

1 1: 
F\ET P, J^,, ,o(Ad.(g-')f) ag

1* - - f -: 
lr\zT à /.,r" o(Ad.(g-')f) dil

où dg est Ia mesure sur fy \ G vérifiant

f f . - _
I ,hk) ds : I () . rb\- s)) d,i, pour toute fonction tl: e C"(G).
JG Jrrlc rt-p,

Via l'application Ry g r-+ Ad-(g-t)"f, otr peut naturellement identifier Æi \ G avec I'orbite

Oc(T): Ad.(G)/, ainsi que la mesure canonique p/ sur Oc(f) avec la mesure sur ,R1 \ G.

Soit donc d,u une mesure de Haar sur Ë1, et soit d7 la mesure induite correspondante sur

Æl \ G. Puisque </(Ad.((us)-t)/) : fi(Ad.(s-t)/), pour tout r e R1 et tout s € G,, on a

alors

rrace(i(e)) : 
Ffu Dr* 1,r" Ê(Ad.(g-' )il d.il

= t ^+ t lfr \ nrlÊ(Ad.(g-' )ï)dn@t . g)
?, lr  \  ul  Jnrrc '

: t +)4d 4, [ çretdpil€)
Ie^LlAd'(r) l f  \  Gl d\t J' '

: t +##rrace('1(e))
.  I  €^r/.Ad'(F)
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où n-y est la représentation unitaire irréductible de G associée à I'orbite Oc(f) (voir [CoG2,

Theorem 4.2.4)). Mais, d'un autre côté, puisque f \ G est compact, la représentation À se

décompose en une somme discrète de représentations unitaires irréductibles de G, chacune

étant de multiplicité finie dans À (voir [Gel, $2.3, Theorem]). Ainsi, si on pose

À -  
O m( t r ,  À)  r ,

z r€Sp (À )

où rn(r', À) dénote la multiplicité de la représentation z' dans À, on obtient alors également

Trace(f(,p)) : O nz(zr', ))Trace(f@\.
r €Sp (À )

Ainsi, en comparant les d.eux expressions de Trace(I(p)), 
"t 

remarque que, pour € €'g*,

n(ne,\ I 0 si et seulement si Oc(€) n Lt * 0, et alors

lfr \ Ærl dn
lr  \  Gl  dur

/Ad.( r )
t
)nA r

Théorème I.2.L ([Moo, Theorem Ll) Soit G un

réseau additif de G. Alors la représentation n €

représentation quasi-régulière (droite) ) d,e G dans

bite O* rencontre ( log(f))r

Proposit ion 1.2.1 ([Moo, Corollary 2]) Si l  est un réseau d,e G,

que m(tr,^) +0, alors son orbite On contient un élément rationnel de

mQrg, À) :

Ainsi, on a donc montré que:

leo"11

Maintenant, si f est un réseau quelconque de G, ce résultat n'est en général plus valable.

Néanmoins, il existe quand même une condition nécessaire pour qu'un élément du dual

unitaire de G soit dans le spectre de la nilvariété compacte f \ G.

groupe de Lie nilpotent, et soit I un

G est 'une sous-représentation ile Ia

,'(f \ G) si et seulement si son or-

s i r eGes t t e l l eet

g*

Pour notre propos, nous ne nous intéressons qu'au spectre de la représentation quasi-régulière

(droite) de G sur ,'?(f \ G). Aussi, pour une détermination plus précise des multiplicités

mQr,À) des représentations zr e Sp(À), nous renvoyons au travaux de R. Howe (voir [How]),

de L.F. Richardson (voir [Ric]) ou à I 'art icle de L. Corwin et F.P. Greenleaf (voir [CoGl]).
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Exemple 1: Revenons à I'exemple du groupe de Heisenberg G. Le réseau f1 étant additif,

une simple application du théorème de C.C. Moore nous permet de voir que le spectre de la

nilvariété ft \ G est composé des représentations unitaires irréductibles de G associées aux

orbites

qXï + IRX; + IRXJ et {o'X; + oaXi }

pour  01  ,dz  € 'Z  e t  as  €

Maintenant que nous avons rappelé les définitions et les propriétés générales des groupes

(et algèbres) de Lie nilpotents, de leurs réseaux et de leurs représentations, nous pouvons

entrer dans le vif du sujet et énoncer un critère d'irréductibilité pour les restrictions de

représentations r e ô d'un groupe de Lie nilpotent G à un réseau f.

1.3 Critère d'irréductibilité

Soit donc G un groupe de Lie nilpotent, d'algèbre de Lie g, et soit f un réseau de G. On

dénote par g* I'espace dual de g, et on munit g, G et g* des structures rationnelles induites

par f.

Soient Or et 02 deuxorbites co-adjointes de g*, et soient h, fz €. g* telles qlue 01 : Oc(fr) et

Oz:  Ocf f r ) .D 'après le  Théorème de Cheval ley-Rosenl icht ,  i l  ex is te k ,m2 0,  Xr ,  . . .  ,Xk,

Yr,. . .Y^ € g tels que les applications

ùy,  :  IR f r  ,  Ot ,  ( " r , . .  .  , rk )  r - - - - -+  Ad. (exp( r1X1)" 'exp(c6X6) ) f i

et

Vy, : IR- ----- Oz, (yr,.  . .  ,A^) r--r Ad.(exp(yryr) " 'exp(y*Y*))f2

soient des difféomorphismès. Soit alors

+n.

t  jr , !r:  IR& x IR-

( " r " ' r t k r a t r " ' r U ^ ) ' ----+ Ad.(exp(rtXt) " '  exp(rsX6))f i

f  Ad.  (exp(Vtyt  ) ' ' '  exp(y ^Y^))  f2 .
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ù1,,7, est une appl icat ionpolynomialede IR* x IR- dans g*,  d ' imageégale à OttOz. Soit

z1 (resp. z2) I' image de la mesure de Lebesgue À6 (resp. À-) sur IRÈ (resp. IR*) par

I'applicatior V/, (resp. \!yr). Alors u1 et v2 son| deux mesures G-invariantes sur (?1 et Oz

respectivement. Soient maintenant d4 et d2 deux fonctions strictement positives sur (?1 et

O2respec t ivement  te l les  que L ,  d4d,u1  :  Io rd2du2:  1 .  A lo rs  Fr :  dy  u l  e t  p2 :  d ,2 'uz

sont deux mesures quasi-invariantes sur (21 et 02, équivalentes à z1 et u2 respectivement.

Etendons trivialement ces mesures à g*. Leur produit de convolution;r1 * p,2 est équivalent

à la mesure p définie sur g* par

p(B)  :  (ù .  d2) (^k  I  À- ) ( r l r ; t6 (B) ) ,

pour toute partie borélienne B de g*.

Lemme 1.3.1 Soient Or,Oz et pr,p,2 déf.nies cornnle ci-dessus. Si O est une orbi te co-

ad,jointe dans. g* telle que (pr* ttr)(O) * 0, alors O : Ot * Oz.

Preuve: O étant une variété algébrique affi,ne, il existe des applications polynomiales

Pr , . . .  . ,  P i  €  IR [X t , . .  . ,  Xn f  t e l l es  que

O :  { ,  €  g * ;  P1 (z )  :  " '  :  P1Q) -  0 } .

S i  I ' on  pose  o  : ( x t , . . .  , r r )  €  IRe  e t y  -  (A r , . . . ,A^ )  €  IR - ,  a l o r s

utj : ,h@) : {@,ù € IRË x IR-; v t , ,h(r,y) e o}

:  { ( r ,y )  €  IRf r  x  IR- ;  Pr (V n ,n@,ù) :  0}  n  . . .

. . . n {(", y) € IR,* x IR-; P1(V 1r,y,(x, Y)) : 0}

Main tenan t , s ' i l ex i s te i  e  {1 , . . . , j }  t e lque lepo lynômeBneso i tpas iden t i quemen tnu lsu r

I'image d,e {! yr,y, alors I'application polynomiale P; o V Jr,!" est à son tour non identiquement

nulle sur IRÀ x IR-, et I'ensemble de ses zéros

Z(P ;o t r , , h )  :  { ( " , y )  €  IR ,o  x  IR - ;  P ; (Vy , , y , ( c , y ) )  : 0 }

est de mesure nulle (pour la mesure de Lebesgue) dans IRÈ x IR- (pour une preuve de ce

fait bien connu, voir [ArL, Lemma 2.3]). Mais alors, puisque V!l,n@) C Z(P; o Ù1,,1r), il
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en est de même pour \[olrr((2). D'où p(0):0, et O est de mesure nulle pour la mestrre

lh*ltz, ce qui contredit notre hypothèse sur (2. Ainsi, pour tout i  e {1, . . .  ,  j} , le polynôme

4 est identiquement nul sur I'image de \[;,,1, , et 01* Oz est par conséquent contenu dans

O. O, * Oz étant G-invariant, I'inclusion réciproque est alors trivialement vérifiée. tr

Comme le montre I'exemple suivant, la somme de deux orbites co-adjointes peut être encore

une orbite co-adjointe lorsque, entre autre.s, I'une de ces orbites est plate.

Exemple : Soit g I'algèbre de Heisenberg. Conservons les notations du $1.1.6, et posons

h : aXï et 12 - PXi e g*, avec a,0 € IR. Alors Oc(lt) : aXi + IRX; + IRXJ'

Oc(lr) : pxi + IRX; * IRXj, et

Oc(t') + Oc(t2): (a * P)Xi + IRX; + IRXJ

est encore une orbite pour I'action co-adjointe de G sur g*.

Lemme L.3.2 Soient O.,0, et 02 trois orbites co-ailjointes dans g* telles que O : Or*Oz.

A lo r s ,  pou r tou t  T :  f t | -  f z€O  (auec  h€01  e t  TzeO2) ,  on  a r y  Ç t1 f ) t 6 .

Preuve: Puisque O : Or! Oz, O est donc une sous-variété fermée d" g*. Soit f € 0,

h e. Ol et Tz e (?2 telles que -f : fr'* /2. L'application

,h,G x G .-----+ g* b,h),---+ Ad.(g)/ t  +Ad.(h)/ ,

est différentiable, de différentielle en (e, e) égale à

d'ç,"1û: g* x g* - TIr+Jr()t -l Oz), (X,Y) '- '  ad.(X)/r * ad-(Y)f,

Ainsi,

{ad.(x)/ * ad.(Y)/; x,Y e g} I Tn+n(ot * oz) : rr(o)

c'est à dire,

{ad.(X)f i  *  ad-(Y)f2, X,Y € s} ç {ad-(Z)f;  Z e s}.

D'où, pour tout X € g, i l  existe Zx e. g tel que ad.(X)f i  :  ad*(Zx)/. Pour tout U € g,

on a alors (ft , l( l ,X]) = U,IU,Zxll ,  et 11 est par conséquent inclus dans ry,. De la même

manière, on montre que I'on a également ry Ç t6, cE qui termine Ia preuve de ce lemme. D
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Lemme1.3 .3  So i t l  €  g * .  On  suppose  qu ' i l  eùs teg  e  G  te l  que  Ad . (g ) / - l  es t  i i l en -

t iquement nulle sur [g,g]. Posons X : log(g). Alors, ad.(X)/ :  0 szr [g,g], et donc

Ad . (e ) / - t - ad . (X ) / .

Preuve: Soit /1 la restriction de / à [g,g]. Si on étend trivialement /r à g (après avoir

effectué le choix d'un supplémentaire d" [g, g] dans F), on obtient Ad.(g)/1 : /r. Considérons

maintenant l'application

F : IR+S ' , t r-----+ Ad.(exp(tX))/t - /t.

Ainsi, F est une application polynomiale telle que F(n) : 0, pour tout entier n 2 1.

L'application F est donc identiquement nulle, et

D 'o r i ad . (X ) / : 0su r

ad.(X) /1 :  l imfAd.(exp( lX)) /1  -  / t ]  :0 .

[g,g], "t  
du même coup, Ad-(g)/ - I  - ad.(X)/. n

Nous rappelons maintenant un critère d'irréductibilité (et d'équivalence), dû à M. Cowling et

T. Steger (voir [CoS, corollaires I.2 et i.3]), pour des restrictions de représentations unitaires

irréductibles à des réseaux.

Proposition 1.3.1 ([CoS]) Soit G un groupe localement compact, et soit I un réseau

G. On dénote par ), la représentation quasi-régulière de G sur r'(f \ G), et par Às

restriction au cornplérnent orthogonal à C 1 d,ans L2(l \ G). Soie nt r, p e ê.

(1) Si r n'elt pas contenue d,ans À.0I n, alors rl, est irréiluctible.

(2) Si n n'est pas contenue d,ans p I À, alors rl, et Alr ne sont pas équiaalentes.

Preuve: Soient Ttn etT{n\es espaces des représentations r et, p respectivement. On réalise

Ie produit tensoriel de Ia représentation zr I À dans ,L2(f \G,T{") de la manière suivante:

(n S À)(g)/(fâ) - 
"(g)/(fÀe), 

pour tous s € G, f lz € f \  G et tout f e Ûç\G,Tt").

Soit alors O : Homp(Tl^,,7{) -r Homc,(7{",Lz(l \ G,T{n)) I'application définie par

O(T)((fs) : p(g-')T"(g)€,, pour tout ls € | \ G et tout ( €Ttn.

ile

sa
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I l  est faci le de voir que O est injective. Remarquons que 08À : pOpSÀs. Ainsi, si zr n'est

pas une sous-représentation de zr'I Às, alors

dim(Hom6 (' t1^, L2(l \  G, ?1,))) :  1,

Homp('11*, 'J1): E I,et la restr ict ion de n'à f est irréductible. Maintenant, si n n'est pas

une sous-représentation de p I À, alors

dim(Homç (Tl*, L2 (l \ G, ftn;;; : g,

et les représentations z'1. et Olr ne sont pas équivalentes. Ceci qui achève la preuve de cette

proposition.

Introduisons maintenant une définition.

Définit ion 1.3.1 Soit G un groupe de Lie ni lpotent, et soit l  un réseau de G. On munit g

(et G) d,e la structure rationnetle ind,uite parl.

(I) Une sous-algèbre t1 d,e g est dite totalement irrationnelle (par rapport à la structure

induite parl) siIT n'est contenue dans aucune sous-algèbre rationnelle propre de g.

(2) Un groupe d,e Lie H est dft totalement irrationnel si son algèbre de Lie \ est totalement

irrationnelle.

Nous nous trouvons ainsi en mesure dténoncer le principal résultat de ce chapitre.

Théorème L.3.1 Soit G un groupe de Lie ni lpotent, d'algèbre de Lieg, et soit l  un réseau

d,e G. Soit I € g*. Alors Ia restriction ntl, de q àl est i,rréiluctible si et seulement si Ie

rad,ical q de I est totalement irrationnel pour la structure rationnelle induite par l.

Remarque: Si / est un élément de g*, dire que son radical t; n'est contenu dans aucun

idéal rationnel propre de g est équivalent à dire qu'aucun des conjugués Ad(g)r; : t44+1s-r)t

(pour g e G) n'est contenu dans un idéal rationnel propre de g. Ainsi, le critère énoncé

ci-dessus est un critère sur l'orbite de / dans g*, et non sur un quelconque de ses éléments,

ainsi que l'on pouvait s'y attendre.
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Preuve du Théorème 1.3.1: Supposons donc que / € g* est tel le que son radical t ;  n'est

contenu dans aucun idéal rationnel propre de g, et montrons que la restriction à | de la

représentation zrl est irréductible. Pour se faire, nous allons utiliser le critère d'irréductibilié

de M. Cowling et T. Steger cité précédemment. Supposons donc que la représentation zr soit

contenue dans )s8z-. La représentation quasi-régulière À de G sur /2(f \G) se décomposant

en somme directe de représentations unitaires irréductibles zr dont I'orbite (2' intersecte

sft (voir Proposition 1.2.1), il existe donc / € g* - {0} (que I'on peut bien srir supposer

être un élément ae gô) tel le que zrt Ç ry &nt. D'après [Kir l ,  Theorem 6.1] ou [Fel, 1.4,

Corollaire], ceci est possible (si et) seulement si la mesure de I'orbite Oc(I) est non-nulle

dans (?6( / )  +  Oc( I ) .A ins i ,  d 'après le  lemme 1.3.1,  Oc( I ) :  Oc( f )  +  OG(I ) -  Soi t  g  e G te l

que Ad.(g)l:  f  */.  On a alors Ad(g)r; C 11, par le lemme I.3.2. Mais puisque / e S[, son

radical r; est une sous-algèbre rationnelle de g, et donc, par hypothèse sur Irt!: g. Ainsi,

("f, [g, s]) : (Ad. (g)t - /, [s, s]) : 0,

et, par le lemme 1.3.3, f : ad-(X)/ (ori X : logk)). O" en déduit alors que le radical tr

est contenu dans Ie noyau Ker(/) de /, qui est un idéal rationnel de g. Ainsi, Ker(/): g,

ce qui contredit alors I'hypothèse faite au départ sur la fonctionelle linéaire /. Ainsi, la

représentation zr n'est pas contenue dans Às @ r, et la restriction de zr au réseau f est donc

irréductible. Pour la preuve de Ia réciproque, voir Corollaire 3.2.1 ' D

Soi tp  :G - IG,Gl \Getp:g - -+ [g ,g] \g lespro ject ionscanoniques.  Puisquelesous-groupe

lG,Gl est rationnel, p(f) est un sous-groupe cocompact de p(G) (voir [CoG2, Lemma 5.1.4])

et induit donc une structure rationnelle sur f(g) et sur p(G).

Lemme L.3.4 Soient p et F défi,nies con'ùrne ci-dessus, et soit \ une sous-algèbre d,e g.

Alors t1 est contenue d,ans une sous-algèbre rationnelle pT'opre d,e g si et seulement si fi(\)

est contenue dans un espace uectoriel propre de F@) (pour la structure rationnelle indui'te

par  p( l ) ) .

Preuve: Supposons que b soit contenue dans une sous-algèbre rationnelle propre de g. Il

existe alors un idéal rationnel go de codimension I dans g contenant [7. Il est clair qu'en

outre, [g,g] g gs. Puisque il existe une base de Malcev forte de g, fortement basée sur f et



passant par [g,g] et  go, f (Oo) "r t  
un sous-espace vector ielrat ionnel propre d"p(g),  contenant

p(f  ) .  L ' inverse est c lair .  t r

Comme I'a aimablement fait remarquer Pierre de la Harpe, nous avons alors:

Corollaire 1.3.1 On conserue les notations dulemme 1.3.4. AlorsJl est rationnelle da,ns g

si et seulement si b n [g,g] \ b est rationnelle dans l'algèbre abélienne lg,g] \g.

Lemme 1.3.5 Soi t  n  )  L  et  so i tV un sous-espace uector ie l  d ,e IR" .  Soi t  {X1, , . . . ,X, ' }

une lï-base de IR", qui qoit également une Q-base d" Q". Alors V n'est contenu dans

aucun sous-esp(rce aectoriel rationnel propre de IR* si et seulement si il existe (en fait,

pour  presque- tout )  X:Di=ræ;X;  e.V te l  que le  système { t t , . . . , tn}  est  Q- l inéai rernent

indépendant.

Preuve: Supposons que V ne soit pas contenu dans un sous-espace vectoriel rationnel

propre de IR'. Pour / € (Q"). - {0}, posons Vt:V n Ker(/). Par hypothèse sur V, on a

W Ç V. Ainsi, Ie sous-espace vectoriel Vy est de mesure zéro dans V,, et il en est alors de

même pour f) : Ule(q"),_1o1V!, qui est réunion dénombrable d'ensembles de mesure nulle.

Ainsi, l'ensemble

V -Q - -  
{X:  Ë æ;X; ;  { r1 , . . .  . , rn}est  Q- l inéai rement  indépendant}

i =1

est non-vide. La réciproque est claire.

Propos i t i on  1 .3 .2  So i t f r :  g  - )  [ g ,g ] \g  l ap ro jec t i oncanon ique ,  so i , t {X t , .  . . ,X * , - - - ,X , }

une base de Malceu forte de g, fortement basée sur I et passant Parl1,,g] (dim([g,g]): *),

et soit t1 une sous-algèbre d,e g. Les coniliti,ons suiaantes sont équiaalentes:

(i) | n'est contenue d,ans aucun idéal rationnel propre d,e g.

(ii) t(b) n'est contenu d,ans o,ucun sous-esp&ce aectoriel rationnel propre d" Ig,gl \ g'

( i i i )  / /  er: iste X: Dl=, r;X; et1 tel qute {**+r,,. . . , în]} est Q-l inéairement ind,épenilant.

Preuve: La preuve de cette proposition découle des lemmes 1.3.4 et 1.3.5.

33



Au chapitre suivant, nous verrons que les conditions de la proposition 1.3.2 sont équivalentes

à I'ergodicité de l'action (par translations à droite) de H : exp(b) sur la nilvariété f \ G.

Cette proposition nous permet donc maintenant de déterminer facilement si la restriction

d'une représentation au réseau f est irréductible ou non.

Co ro l l a i r eL .S .2  So i t f i : g - -+  [ g ,g ] \ g  l ap ro j ec t i oncanon ique ,  e t so i t  {X t , . . . ,X * , . . .X " }

une base de Malcea forte de g, forternent basée szr I et passant par [E,g] (d, dirnension

m). Pour I € E*,la représentation ntl, est ircéductible si et seulement si il existe X :

D?=rr;X; e rt tel que le système {**+r,.. . , ,rn} est Q-l inéairement indépendant.

Exemple 2: Soit 96,15 - IRXr + .. . + IRX6 I'algèbre de Lie nilpotente définie par les

crochets (voir [Nie])

[Xu, Xu1 : Yt [Xu, Xn] : Xt lXt, Xnl - Xz

et soit GaJs : IR" le groupe de Lie réel nilpotent connexe et simplement connexe correspon-

dant, muni de la multiplication

( * r , . . . , se )  .  ( y t , . . . ,Ua )  :  ( " t  +  A t  *  t a ï e , xz *  Az  *  xsA+ , , xs  I  Us l  xa r s , r a *  Uq ,

r s IAs t î 6+A6 )

pou r  t ous  r c r t . . .  r r 6 r l r t . . .  tAe  €  IR .  On  aa lo r s ,  pou r  t ous  î r t . . .  r t 6 t a r , . . .  r o6  €  IR

( t r , . . .  , z o ) - t  :  ( - t t  +  î 4 r , 6 r - r 2 * x s r s , - z e *  x 5 z , 6 r _  r  4 r - r s , - t 6 )

exp(a1X1 + . . .+  aaXa)  :  (o ,  +  
Tonou,or * Ionou,as* Io ro" ,aa ,o ,5 ,a6)

log(21 , . . . ,2o)  :  ( " ,  -  l ; rn ru)X,  
*  ( r ,  - l rn r r )Xr*  ( r .  - ! *u ru)X"

A d ( 2 1 , . . .  , r a ) ( a r X t  *  " ' l  a 6 X u )  :  ( a 1 !  r 6 a a -  x a a 6 ) X 1 *  ( o r *  æ s a a -  æ a a 5 ) X 2

*(or + reos - xsa5,)Xs * aaXt I asXs * aeXa
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Soi t  ma in tenant  {X î , . . .  ,XË}  la  base dua le  d"  gâ , r ,  assoc iée  à  iX t , . . . ,Xu} .  Pour  tous

l z t , . . .  r r y r c r I r . . . , 0 6  €  R ,  O n  a  a l o r s

Ad . ( r1 , . . .  , uu ) (o rX i  t . . . " uXâ )  :  o tX i - l a2X i *a tX i  * ( on  -  r so .2 -æ6a1 )X i

*(ou - r6os * raa2)X! * (ou I rsosf raal)Xj

So i tma in tenan t l esous -g roupe fdeGo , r sdé f i n i pa r f : { ( p t , . . . ,Pa ) ;P t , . . . , neeT ' } ( q .ue

I'on dénote aussi par (2.,2,%,Z,T,rnD.C'est de manière évidente un réseau de G6,15; et

]a base {Xt,. .. ,Xu} est une base de Malcev forte de 96,15, fortement basée sur I et passant

par [go,rs,ge,rs]. Enfin, soit /  :  o'tXi*o.zXi*asXJ € gë,rs avec {41, az,o,s} Q-l inéairement

indépendants. Alors,

rr : IRXr + IRX, + IRX3 * IR(o3Xn - arXs + o2X6),

et, d'après le corollaire !.3.2,la représentation rrl" est donc irréductible.

t.4 Critère d'équivalence

Soient maintenant n' et p deux représentations unitaires irréductibles de G dont les restric-

tions à | sont irréductibles. On peut alors se demander sous quelle(s) condition(s) ces deux

représentations sont unitairement équivalentes.

Théorème 1.4.1 Soit l  un réseau de G, et soient T,,Q e G t"U"t qut nl, et plr soient

irréductibles. Alors ol" = 01" si et seulement s'il eûste un caractère y ile G tel que r I X&Q

et y l r :  I .

Preuve: Si zr'= X8 A arrec 11.:1, alors i lest clair qn" t l. = plr. Supposons donc z'1.

et plr soient irréductibles et unitairement équivalentes. Il existe t,T e g* telles que zr 3 n1

et p =- r1.

Etape 1: Supposons que f soit un réseau additif de G. C.C. Moore a montré que la

représentation quasi-régulière À de G sur -L2(f \G) ne se décompose alors qu'en somme directe

de représentations o e ê dont I'orbite intersecte (log(f))r (voir Théorème 1.2.1). Ainsi,

puisque d'après la proposition 1.3.1, on doit avoir zrl ç À I n1, iI existe donc r; e (log(f))a



tel le que 11 C rr&lrJ. D'après [Kir l ,  Theorem 6.1] (ou [Fel, 1.4, Corol lary]) et le lemme

1.3 .1 ,  on  a  a lo rs  O t :  Or *Ot .So i t  9  €  g  te l s  que  Ad . (g ) l  -  f  : n  €  ( l og ( f ) ) r .  D 'ap rès

le lemme L.3.2, Ad(g)r1 est contenu dans la sous-algèbre rationnelle tn. Mais, z'1. étant

irréductible, Ad(g)11 ne peut pas être contenu dans une sous-algèbre rationnelle propre de g

(d'après le Théorème 1.3.1). D'où rn : g, et zrn est un caractère de G, trivial sur l. Ainsi,

7r1 est équivalente à la représentation rn & T J.

Etape 2: Maintenant, si I est un réseau quelconque de G, il existe un opérateur unitaire

T : H(n1) -- 71Qr1) tel que

T 
"{l) 

:  ?rlO) ?, Pour tout 7 € f '

Soit alors fs un réseau additif de G, contenu dans f, et d'indice fini dans f. f et fo

étant commensurables, ces deux réseaux induisent la même structure rationnelle sur G (voir

[CoG2, Theorem 5.1.12]), et les représentations z'rl.o et z'yl.o sont donc irréductibles. Puisque

o , l ro  3  r t l r o :  i l ex i s te ,  d ' ap rès  l ' é tape  L ,T  €  ( l og ( f r ) )a  te l  que  tn :ge t11=  X48r l .  So i t

?t un opérateur d'entrelacement vérifiant

xnk)"^s) : Tr(g)Ttl

pour tous ? € f et g € G. On a donc, pour tout 7o € fo,

T nt(to)T-1 - TrJOo) : Xr(to)ry (to) : T1r{1ùTtr

c'est à dire

n{lo) : T-r Tir{'Yo)Trt T.

La représentation n-rlro étant irréductible, on en déduit donc, d'après le lemme de Schur que

? est un multiple de ft. Ainsi, pour tout'y € f, on a:

xr!)" /ù : Tr r{1)T-r - T 
"{ù 

T-r : 
" ilt)

et donc Xn = I sur f . Ceci achève la preuve du théorème 1.4.1.

Exemple 2: Revenons à I'exemple du groupe de Lie nilpotent GeJs, d'algèbre de Lie

go,rs. Si / : atXi * a2Xi * asXJ € gâ,rr, nous savons que la restriction au réseau

| : (2,2,%,%,2,,2) de la représentation ot e Ga,rs est irréductible. En outre, une

o
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représentation g € ôu,r, est telle gue 0lr cu z'rlr si et seulement si, en vertu du théorème

1 .4 .1  ,P :7T l ,Pou r

T e oc(arxi + azxi * azxi * qaxi + qsxi- + q6xà),

àveC Q4,, Çs., QA € T'.

1.5 Exemples

Dans cette section. nous allons exhiber

grand nombre de représentations restent

une famille de groupes de Lie nilpotents dont

irréductibles lorqu'on les restreint à un réseau.

un

So i t n ) l e t so i tA€M" ( IR )  unema t r i cen i l po ten te rée l l e .Posonsg r : IR ' xR ,mun ie

du crochet

l ( * , t ) ,  ( y ,  
" ) l t  

:  ( tAy  -  sA r ,  0 )

pou r  t ous  * :  ( * r , . . . r r n ) ,A :  (A r r . . . , gn )  €  IR "  e t  t ous  t , s  €  IR .  I l  es t  f ac i l e  de  vo i r

que (gr, [,]r) est une algèbre de Lie, et qu'elle est nilpotente car la matrice A est nilpotente.

Puisque la matrice A est semblable à une matrice de la forme

0

0 0

0 À,o-z

0

où les À; sont égaux à 0 ou 1, on pqut donc supposer que la matrice A ne possède que des

coeff icients rationnels. Soit {X1 ,,. . .  ,Xn,Xn+r} la base de 91 vérif iant (r,t):  DL, r;X;*

tXn+r ,  pou r  t ou t  r  :  ( c r ,  . . . , r n )  €  IR 'e t  t ou t  t  €  IR .  A lo rs  {X1  , . . . 1Xn+r  }  es t  une

base de Malcev forte de 91, dont les constantes de structures sont rationnelles. Le groupe de

Lie Gr = exp(gr) admet ainsi des réseaux. Soit donc f1 un réseau de Gr tel que log(f1) Ç

gr ,Q  :  Q  - span{X t . , . . . tXn+ t  } .  Déno tons  en f i n  pa r  { x i , . . . , xT+r }  l a  base  dua le  de  9 i

associée à la  base {Xt , . . .  ,X*+t } .

0

:

0

À"r-r

0

À1 0

0Àz
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Proposit ion 1.5.1 Soit I  € gi. Si 11 I 91, alors t1 est contenue dans un idéal rationnel

pr.opre d" gr, et la restriction àlr d,e la représentation 11 d.e G1 associée ; Ocr(l) n'est pas

irréductible.

Preuve:  Soi t  /  €  g i .  On a

t1  :  { ( " , t )  €  9 r ;  ( / ,  l ( r , t ) , (y , " ) ] t )  :0 ,  pour  tou t  (y ,s )  e  g r }

:  { ( " , t )  €  g r ;  ( / ,  ( tey  -  sAr ,0 ) ) :0 ,  pour  tou t  (y ,s )  e  g r }

:  { ( r , t )  € .  91 ; t ( l ,Ay) :0  e t  ( / ,  Ax) :0 ,  pour  tou t  y  €  m. " }

Mais si ( l ,Ayl: 0, pour tout y € R', alors t1 - 91. Ainsi, si ce n'est pas le cas, i l  existe

donc y € IR '  te l  que ( l ,Ay) :0,  e t  a ins i

r r  Ç IRXr + . . .+  IRX, ,

qui est bien sûr un idéal rationnel d" gt.

Ainsi, on voit donc que 91 n'est pas un bon candidat. Par contre, on peut regarder

g : gr x IR: (IR' x IR) x IR.

Soit B € Mn+t(IR) un matrice nilpotente de la forme

B-

0

:

0

I

0

n

B

où la matrice É e M"(IR) est

ÉA: ,q.É. On a, pour tout z €

Soit maintenant, pour tout u €

matrice nilpotente, à coefficients

e t t ou t t € IR ,

rationnels, telle que

\0

une

IR"

B  .  ( r , t )  =  (Bæ,0)  +  ( ( .0 , .  -  ,0 ,  t ) ,0 ) .

(zr-r) fois

IR,

(r ,  t )  r - - -+ uB(x, t )  :  u(É*,0) + u((0,  .  .  .  ,0,  t ) ,0) .

38

g u t g r  r  I R ,



L'applicatior:t pu est à valeurs dans I'espace des dérivations de I'algèbre de Lie 91.

IEn e f fe t ,  so ien t  ( " . , t ) , (y , r )  e  g r .  On a :

p" ( [ (x , , t ) ,  (y , " ) ] ' )  :  v " ( tAy  -  sAr ,0 )

:  uB( tAy ,0)  -  uB(sAr ,O)

:  u t (É  Ay ,o)  +  o  -  us(É Ar ,  o )  -  o

:  ut(ÉAy,o) -  us( i lAx,O)

[v,(,,,), (v, ")], : 
r:":uH,l 

*,u,:;..1, ll. ii: ]j:r,

[ ( " , t ) ,p . (y ,s ) l t  :  l ( r , t ) ,@Éy,0 )  +  ( (0 , . . . ,0 ,s ) ,0 ) ] t

:  tu (AÉy,0)  *  tus (A .  (0 , .  .  .  ,0 ,  1 ) ,0 ) .

Ainsi,

[v ' (* , t ) , , (v, ,s) ] r  + [ ( t ,  t ) ,  9 ' (u, ,s) ]1 :  ç"( l (* ' , t ) '  (v '  
" ) l t ) '

et gu est donc bien une dérivation d" gt, pour tout z € IR.

Posons alors pour tous ((æ, tt),tz),((y,"r), sz) e g,

[ ( ( r , l t ) ,  t " ) , (@,s l ) , s2 ) ]  :  ( [ ( r , t r ) , ( y , t t ) ] r  *  t zB (y , , s1 )  -  s2B ( r , t 1 ) , 0 )

:  ( ( t tAy  -  s1Ax ,0 )  +  t2B(y ,  s r )  -  s2B(x , r t ) , 0 )

Alors (g,t,]) est une algèbre de Lie (voir par exemple [Bou2, $1, n8]) nilpotente, car les

matrices A et B sont nilpotentes.

Soi t  {X1,  . . )  ,Xn,Xn+r tXn+z}  la  base de g te l le  que I 'on a i t ,  pour  tout  r  :  (xr r . . .  ' ,xn)  €

IR", et tous t1, tz € IR,

( ( r ,  t r ) ,  tù  : f  r ;X;  *  t rX^+r  t  tzXn+2.
i =1

Puisque les coefficients des matrices A et B sont rationnels, cette base est une base de Mal-

cev forte de g, dont les constantes de structures sont rationnelles. Ainsi, G : exp(g) admet
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donc des réseaux. Soit  alors I  un réseau de G tel  que log(f)  q Q - span{X1 , . . .  ,Xn+z}.

On dénote  par  {X f  ,  . . .  ,X i * r }  la  base dua le  de  g*  assoc iée  à  {X1,  . . .  ,Xn+z} .

Théorème 1.5.1 Pour des matrices A et B bien choisies, il eriste un nombre (non-dé-

nombrable) de représentations unitaires irréductibles du groupe de Lie nilpotent G: Gt,n

correspondant à g, dont les restrictions àl sont irréductibles.

rr :  IRXI + .. .  + IRX"-r * IR(ooX"+r - d*Xn+z)

Preuve: Il suffit d'exhiber un couple de matrices A et B pour lequel cette assertion soit

vraie. Soit /: DL, a;Xi €. g*, avec les o; non tous nuls. On a

11  :  { ( ( r , t r ) ,  t z )  €  g ;  ( / , [ ( ( r ,  t r ) , t z ) , ( ( v , " r ) , " r ) ] )  : 0 ,  pou r  t ou t  ( ( v , s1 ) , s2 )  e  g ]

:  { ( ( r , t r ) ,  t z )  e  s ;  ( t , ( ( t rAy ,0 ) , 0 )  -  ( ( s1A r , , 0 ) , 0 )  +  ( ( t 2Bs ,0 ) , 0 )

+ ( (0 , . . . , 0 ,  t 2s1 ,0 ) , 0 )  -  ( ( s rÉ r , 0 ) , 0 )  -  ( ( 0 , . . . , 0 , s2 t1 ,0 ) , 0 ) )  :  0 ,

pour  tout  ( (y ,  
" t ) ,  

sz)  €  g)

t  t  t1(, , ((Ay,0),0))  * t2((8y,0),0))  :  s,  vy e IR'  I
:  

I  t t " ,  t r ) , t r )  € s;  
I  

- ( , ( (Ax,0),0))  + ( / , ( (0, . . .  ,0,  tz,0),0))  :0 
I

t  [  - ( , ,  (G]" ,0) ,0))  -  ( / ,  ( (0,  .  ' -  ,0, t r ,0) ,0))  :  0 J

Soien t  1  <  k  3n-  l  e t  1  1p1n-2  f i xés  te ls  que È *p '  O"  pose a lo rs  A :  (o ; i ) t1 i , j1n

et B : (br,i)rSr,iS"+1 avec

I oo,*: , ^+ | uo,.-, : bn-r,n : L

Io , , r :o  s inon 
et  

lu , , r :o  s inon

Les matrices A et É sont nilpotentes et commutent. On choisit alors / € g* tel Que a' : I

et  {ap,oo} soi t  Q-l inéairement indépendant.  On a

(  ,  [  , r ( , , ( (Ay,0) ,0) )  * tz( (8y,0) ,0) )  :  s ,  Vy € IR '  I. , :1 ( ( r , t t ) , tz )€g; \  ,_o \n \ \ :n  
I

r  l .  (1 , ( (Ax,o) ,0) )  :  \1 , ( (Bx,o) 'o ) )  :  g  
)

A ins i ,  RXr * . . . + IRX , - r  Ç  r r .  Dep lus ,pou r  y  -  ( 0 , . . . , 0 , 1 ) , onob t i en t  t r o , x * t 2o ' r : 5 .

D'or) t2 : 
# 

et IR(ooX'+r- a*Xn+r) Ç r1. Enfin, puisque t1 est de codimension paire

> 0 dans g,  e t  pu isque codim(IRXr * . . .+  IRX"-r  *  IR(aoX"+r-  arXn+z))  S 2,ona
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et) en vertu de la proposition I.3.2, t; n'est contenu dans aucun idéal rationnel propre de g.

Pal conséquent, la lestriction à f de la représentation n1 de G associée à I'orbite Oç(l) est

i rréduct ible.  D
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Chapitre 2

Actions ergodiques sur les nilvariétés

compactes

Soit G un groupe de Lie nilpotent, et soit I un réseau de G. Nous donnons dans un premier

temps une condition nécessaire et suffisante pour qu'un sous-groupe de Lie de G agisse ergodi-

quement par translation à droite sur la nilvariété compacte I\G, pour revenir ensuite à l'étude

des restrictions à I des représentations r e G et établir un nouveau critère d'irréductibilité

pour ces restrictions.

Soit G un groupe localement compact séparable, et soit (X, p) un espace mesuré sur lequel

agit le groupe G. On suppose que la mesure p est G-invariante.

Définition 2.O.1 La rnesure p. est d,ite ergodique si tout ensernble mesurable G-inaariant

est de n'Lesure nulle ou co-nulle.

2.t Actions ergodiques sur les nilvariétés compactes

Soit maintenant G un groupe de Lie nilpotent, d'algèbre de Lie g, et soit I un réseau de G.

G agit sur | \ G par translations à droite

Gx f  \G - l \G ,  ( â , f g )  - f s ' h : l ( gh ) .

f \ G possède une mesure G-invariante p, I 0 finie. Si on munit g (et G) de la structure

rationnelle induite par l, on va pouvoir établir une correspondance entre les sous-groupes
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de Lie de G qui agissent ergodiquement (par translations à droite) sur la nilvariété f \ G et

les sous-groupes de Lie de G totalement irrationnels.

Théorème 2.L.1 On conserue les notations introduites ci-dessus. Soit H un sous-groupe

de Lie d.e G. Alors H agit ergodiquement (par translations à droite) szr f \ G si et seulement

si son algèbre de Lie 11 est totalernent irrationnel dans g.

Preuve: Supposons dans un premier temps que fI soit un sous-groupe de Lie de G to-

talement irrationnel. Par définition, son algèbre de Lie ! n'est donc contenue dans aucun

idéal'rationnel de g. Afin de montrer que I'action de fI sur f \ G est ergodique, nous allons

montrer qu'il n'existe pas de vecteur f/-invariant non-trivial dans ,'(f \ G) e C (voir [Zim,

Corollary 2.2.171).

Nous avons déjà vu précédemment (voir Proposition L.z.I) que la représentation quasi-

régulière (droite) À de G sur .L2(f \ G) se décompose (au plus) en somme directe de

représentations unitaires irréductibles de G dont I'orbite intersecte gô. Ainsi, dire qu'il

existe un vecteur f/-invariant dans ,'(l \ G) e CI revient à dire qu'il existe "f e g. - {0}

telle que OcU) n gô I A et ls Ç "tlr. 
Supposons alors que cela soit le cas. On peut

bien évidemment supposer que.f e gô. Si OGU): {/},  puisque ln Ç XtlH, on a alors

U,h) :0, et Ker(/) est un idéal rationnel de g contenant I totalement irrationnelle. D'où,

Ker(/) : g (i.e. ,f : 0), ce qui contredit notre hypothèse. Ainsi, on doit avoitr O6(f) + {f}

(c'est à dire rt Ç g), et il existe alors, d'après le théorème de Chevalley-Rosenlicht, fr ) 0 et

Xr , . -  .  ,X*  € g te ls  que I 'appl icat ion

( t r , . .  .  , r k ) .  r - )

oc(f)

Ad.(exp(ztXt) .  .  .  exp(z;X;))/

soit un difféomorphisme. Soit z la mesure image de la mesure de Lebesgue À; sur IRË par

I'application rht. v est une mesure G-invariante sur Oc(T). Soit d une fonction continue

strictement posit ive définie sur (?6(/) tel le que [oofnd,dv : I .  Alors F : d.r est une

mesure de probabilité quasi-invariante. Etendons maintenant trivialement cette mesure à

9.. Si I'on dénote par p: g* --t [J* la projection canonique de g* sur le dual [t. d" b, alors,

t h t : Rfr
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par [Kir ,  Theorem 6.1] ou [Fel,  1.3, Lemma], on a

tn Ç ot ln <+ r ' (p- '({O})) I  0

<+ ^*(b1'@-'({o})))  I  o

<+ Àr((p o ,r /)-1({0})) I  o.

Les applications p et tht étant polynomiales, il en est donc de même de p o $1. Ainsi, la

seule possibilité pour que I'ensemble de ses zéros soit de mesure non-nulle dans IRÈ (pour

la mesure de Lebesgue À6) est que cette application soit identiquement nulle. En d'autres

termes,  potht :0  et  Ocf f )  çhr .Soi t  maintenant  l 'appl icat ion

9r :G-9* , s ê Ad.(g)/.

p o gt étant identiquement nulle, il en est donc de même de sa différentielle en e. Or,

dO(pop t )=0  <+

e

d (v rGDpodç1py  =0

podç19y=0

p o ad.(X)  f  :0 ,  pour  tout  X e g.

D'où,

(ad. (X) / ,Y)  :  -U, lx ,y l )  :0 ,  pour  tout  X € g et  tout  Y € f ,

et $ est par conséquent inclus dans ty. Mais / étant rationnelle, son radical ty est une

sous-algèbre rationnelle de g. Par hypthèse sur !, ry est donc nécessairement égal à g, ce qui

contredit notre hypothèse sur /. Ainsi, fI agit ergodiquement sur f \ G.

Inversement, si f7 est contenue dans une sous-algèbre rationnelle propre de g, alors il existe un

idéal rationnel 96 de codimension 1 dans g la contenant également. Soit {Xr, . . . , Xn-r, X,.}

une base de Malcev forte de g, fortement basée sur l, et passant par go, et soit {Xi, . . . ,,X;}

la base duale correspondante. Si on pose f : Xi, alors / e (log(f))r - {0} "t 
("f, b) = 0.

Ainsi, nry est un caractère de G, ln Ç ofln,,et llaction de H sur | \ G n'est donc pas

ergodique.

Nous allons maintenant établir un théorème montrant qu'il est équivalent pour un sous-

groupe de G d'agir ergodiquement sur une nilvariété f \ G ou sur son tore associé f [G, G] \ G.
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Ceci est à comparer au théorème de W. Parry (voir [Par, Theorem 1]), prouvant le même

résultat pour I'action d'une transformation affine sur f \ G.

Théorème2.1.2 Soient G un groupe de Lie ni lpotent, H un sous-g't 'oupe de Lie de G, et

soit l  un réseau de G. Alors H agit ergodiquement par translations szr f \G si et seulement

si H agit ergodiquement sur le tore f [G, G] \ G.

Preuve: Soit fI un sous-groupe de Lie de G, d'algèbre de Lie 11. On munit g (et G) de

la structure rationnelle induite par f.  Soient p: G - IG,G] \ G et f i :  g --+ [g,g] \g les

projections canoniques. On a alors

H agit ergodiquement su r  l \G

[1 est totalement irrationnelle (par le théorème2.l.I)

f(11) est totalement irrationnelle (par le lemme 1.3.4)

p(H) agit ergodiquement sur p(f) \ p(G) (par le théorème2.l.l)

H agit ergodiquement sur f [G, G] \ G,

ce qui achève la preuve de ce théorème.

Corollaire 2.1.1 Soient G un groupe de Lie nilpotent, d'algèbre de Lie g, et soitl un réseau

de G. On rnunit g (et G ) de la structure rationnelle induite parl . Soit {X1, . . . , X^, . . . , X,-}

une base de Malceu forte de g, forternent basée surf et passant parlg,g] (dim([g,g]): m).

Soit enf.n H un sous-groupe iJe Li,e de G, d'algèbre de Lie $. Alors H agit ergodiquernent

szr |  \  G si et seulernent s' i l  existe X : DL, x;X; €. \  tel que le système {"-*, , . . .  ,rn}

est Q Jinéairernent indépendant.

Preuve: Uti l iser le théorème2.1.2 et le lemme 1.3.5.

2.2 Application à la théorie des représentations

Revenons maintenant aux restrictions de représentations unitaires irréductibles de G à f.

En rassemblant tous les résultats précédents, on obtient le théorème récapitulatif suivant:

tr
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Tlréorème 2.2.1 Soit G un groupe de Lie ni lpotent, d, 'algèbre de Lie g, et soit l  un réseau

de G. Munissons g (et G) de la structure rationnelle induite parl, d,énotons p&r m la di-

rnens ion  d " [g ,g ] ,  e tpa r f i :  g  - -+  [g ,g ] \g  /o  p ro jec t i on  canon ique .  So i t  {X1 , . . .  ,X^ . . .  ,X , }

une base de Malcea forte de g, fortement basée sur | , et passant par [8, gl. Enfin, soit I € g* .

Alors les conditions suiuantes sont équiualentes:

(1) 
",1. 

est irréductible.

(2) Le radical 11 d,e I est totalernent irrationnel d,ans g.

(3) p(rr) est totalement irrat ionnel dans [g,g] \  g.

G)  n er is te  X:Di=rx;X;e.11 te l  que {*** r , . . . , rn}  est  Q- I inéai rernent  ind,épendant .

(5) Â, : exp(rr) agit ergodiquement szr f \ G.

(6) r?r : exp(rr) agit ergodiquement surl[G,G] \ G.

(7) | agit ergodiquement sur Oc(l) = & \ G.

Exemple 3: Soit g5,a - IRX1 + ... + IRX5 (voir [Nie]) l'algèbre de Lie de dimension 5

munie des crochets

lXu,Xn) 
- ZXs [Xu'Xt] 

- ZXz lXn,Xsl: X,

et soit Gs,+: IR5 Ie groupe de Lie connexe et simplement connexe correspondant, muni de

la loi de multiplication

( t r , . . . , r s ) '  ( a r , . . . , us )  :  ( r ,  +  a r  *  æay r !2æa tsya*  xuy l , xz  *  uz  *2x5ys *2x?ya ,

xs  *  As  I2æsA+,na  *  A+ , r s  +  Ys )

pou r  t ous  ( " r , . . . , r s ) ,  (A r , . . . , y s )  €  Gs ,a .  So i t  ma in tenan t  f  :  { ( p t , . . . r ps ) ;P r t . . . ,Ps  €

n\. I est un réseau de G5,a, et {X1,. . . , Xu} est une base de Malcev forte de g5,a, fortement

basée sur l ,  et passant par [gs,+,gs,a]. Soit tXï,. . .  ,XJ] la base duale d" gT,n associée. Si

I : arXî * a2Xi € g* est telle que le système {ot,or} est Q-linéairement indépendant,

alors

rr : IRXr + IRX2 * IR(-2a2 Xa * arXs),

et r1 n'est contenu dans aucun idéal rationnel propre d" gr,n. Ainsi, .,?r : exp(tr) agit ergo-

diquement sur la nivariété f \ G et la restriction de la représentation zr1 à f est irréductible.
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Chapitre 3

Prerniers pas vers une décomposition

intégrale de rilr

Dans ce chapitre, nous allons donner une (première) décomposition en intégrale hilbertienne

de la restriction à un réseau I d'une représentation unitaire inéductible de G dont I'orbite

possède un élément admettant une polarisation qui soit un idéal rationnel de g. Nous énoncerons

ensuite un critère permettant d'attester, dans certains cas, de I'irréductibilité de presque toutes

les représentations apparaissant dans cette décomposition. Enfin, nous cherchons à savoir

sous quelle(s) condition(s) cette décomposition peut faire intervenir plus généralement des

représentations factorielles.

3.1 Rappels sur la théorie des intégrales directes

3.1.1 Rappels sur les espaces boréliens

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats concernant les espaces boréliens et les

mesures boréliennes (pour plus de détails, voir par exemple [Dix2, Chapitre II, $1] et [Mac3,

$2.21)

Un espace borélien E est dit standard si sa structure borélienne'est sous-jacente à une

topologie d'espace polonais (par exemple, d'espace localement compact à base dénombrable).

Il est bien connu (voir par exemple [Mac3, p.71, Theorem]) que tout espace borélien standard

est isomorphe à,

47



(a) soit à I'espace borélien sous-jacent à I'espace topologique [0,1],

(b) soit à un ensemble dénombrable C, dont les boréliens sont les sous-ensembles de C .

Un espace borélien -E est maintenant dit analytique s'il est séparé, admet une famille

génératrice dénombrable d'ensembles boréliens, et s'il existe un espace borélien standard

.E' et une application borélienne / appliquant E' sur E.

Un mesure positive / sur un espace borélien E est dite stand,ard' s'il existe une partie

borélienne N de E de mesure nulle (pour z) telle que I'espace borélien E - N soit stan-

dard. On a alors le résultat suivant:

Théorème 3.1.1 ([Mac3, p.74, Theorem]) Toute Tnesure borélienne sur un espace boré-

Iien analytique est standard.

3.L.2 Champs d'espaces hilbertiens

Soient Z unespace borélien, et z une mesure positive sttr Z. On appelle champ d'espaces

hilbertiens complexes sur Z une application ( ,-17(0, définie sur Z, telle que 1l({) soit un

espace hilbertien complexe, pour tout € e Z; et champ d,e uecteurs sur Z toute application

r : ( r+ z(o définie sur z telle que r(€) € Tt(€),pour tout € e z. soit f : llerzll(€)

I'espace vectoriel des champs de vecteurs sur Z (à toû élément x Q F on fait correspondre

I'application définie sur Z, qui à € e Z associe r(€) € T{@).On dit que les 1l(O forment

un charnp y-mesurable d,'espaces hilbertiens cornpleres s'il existe un sous-espace vectoriel I

de .F possédant les propriétés suivantes:

( i) pour tout z e ç,Iafonction € * l l t(€)l l  est z-mesurable,

( i i )  s i ye fes t t e l que ,pou r tou t reÇ la fonc t i onnumér i quecomp lexe€* ( t ( € ) ' y (€ ) )

est z-mesurable, alors y e Ç,

( i i i ) i l ex i s teunesu i te  ( * r , r r , . . . ) d ' é lémen tsdeg  te l sque ,pou r tou t {  €  z , (n {o , t2 (€ ) , . . . )

forme une suite totale dans Îl({).

Les champs de vecteurs appartenant à Ç sont alors appelés charnps u-mesurables de uecteurs

(Ç faft paltie de cette donnée).
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Si z1 est une mesure positive stl;r Z équivalent e à v , le champ 11(€) , muni de l'espace vectoriel

Ç, est un champ /1-rrr€surâble d'espaces hilbertiens complexes. En d'autres termes, la notion

de champs y-mesurable d'espaces hilbertiens ne fait intervenir que la classe de la mesure v.

Soit ( ,- ?ir4) un champ z-mesurable d'espaces hilbertiens complexes sur Z ' Un champ de

vecteurs u sur Z est dit de carré intégrable s'il est z-mesurable et si

f

Jrll*@ll' 
du(o < *æ.

L'ensemble des champs de carré intégrable est un espace vectoriel complexe, noté K. De

plus, pour tous r, A e lC,la fonction € - ("(0,y(O) est intégrable. Posons donc

( , ,v1 :  [  @G),v(€))a,G).
J Z

K est ainsi muni d'une structure d'espace préhilbertien complexe, et, pour tout x e K.,

l l ' l l '  :  /  l l ' (el l l '  d,(€).
J Z

Soit maintenant ,Â/ I'ensemble des champs de carré intégrable nuls z-presque partout (c'est

à dire, des champs de norme nulle), et soit ?/ I'espace quotient de K par ,Â/.

Théorèrne 8.1.2 ([Dix2, p.L47, Proposit ion 5 et p.149, Corol laire)) 7{ est alors un

espace d,e Hilbert, appelé intégrale hilbertienne d,esht(o, et noté tl xgdr(€). De plus, si

la mesure u est standard, I'espace de Hilbert'17 est à base dénombrable.

Remarque: L'espace ?l dépend en réalité du choix de I'espace des champs de vecteurs

v-mesurables Ç.

Si r est un champ de vecteurs de carré intégrable, nous noterons aussi, par analogie avec la

notation précédente, Ê "G)du(O 
l'éIêment correspondant de11.

Si Y est une partie mesurable de Z ,l'ensemble des champs de vecteurs de carré intégrable nuls

hors de Y forment un sous-espace vectoriel fermé de T{, noté JP ?l(€) dun, qui s'identifie

canoniquement à I'intégrale hilbertienne du champ mesurable induit € * T{(€), € e Y.
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Enfin, soit z1 une mesure positive équivalente à v, et soit p une fonction /-mesurable sur Z

vérif iant 0 < p(() ( *oo pour tout '€ e Z, tel le que ur: Q '2. Alors I 'application qui, au

champ de vecteurs /-mesurable z fait correspondre Ie champ de vecteurs { r+ p(€)+o(() est

un isomorphisme (appelé isomorphisme canonique) de Ii 11(€) d"(€) 
""t ff ht!)du1((), tt"

dépendant pas du choix de p.

3.1.3 Champs d'opérateurs

Soient Z tn espace borélien, / une mesure positive sur Z, € *'ll(€) et f r-+ ?l'({) deux

champs z-mesurables d'espaces hilbertiens complexes sur Z. Pot;l,. tout ( €. Z, soit ?(() un

élément de L(Tt(€),'t7'(e)), c'est à dire une application linéaire continue deT{(€) dans 7l'(O.

L'application ( '-+ T({) est appelée champ d'applications linéaires continues s:ur Z. Si les

champs €*71(() et ( r-+ 11'G) sont identiques, on parlera alors de charnp d'opérateurs.

Le champ d'applications linéaires continues € * ?(O est dit u-mesurable si., pour tout champ

y-mesurable'de vecteurs { r--+ o(€) € 11(€),le champ de vecteurs € * f(flt(() eT{'(O est

z-mesurable.

Si ( '- 
"(() 

et € - 
"'(() 

sont deux champs z-mesurables d'opérateurs, les champs € *

"(€)+ 
T'(0, € F+ f G)f'(€) "t € - 

"(€). 
sont alors également z-mesurables. On a, bien sur,

des propriétés analogues avec les champs z-mesurables d'applications linéaires continues.

Soit Y une partie mesurable de Z. Un champ d'applications linéaires continues € t- ?({) sur

Y est dit rnesurable s'il se prolonge en un champ mesurable sur 2,, ou, ce qui revient au même,

si, pour tout champ mesurable de vecteurs u sur Y, le champ de vecteurs { r+ 
"(0r(f) 

sur

Y est mesurable.

Soient maintenant ( - 11(€) et € - 11'(€) deux champs /-mesurables d'espaces hilbertiens

complexes srr Z. On pose

n: I* He) dv(o et n, : l* rt'(Ê)dr(€).

Un champ z-mesurable ( r-+ 
"(€) 

e L(HG),11'(€)) est dit essentiellement borné si laborne

supérieure essentielle de la fonction f r-+ llT(€)ll est finie.

Une application ? € L('11,71') est dite d"écomposaôle si elle est définie par un champ
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mesurable ( * 7(€) essentiellement borné. On écrira alors

, : [* rG) dug).
J Z

Si les champs { '- 11({) et ( ,-+ H'G) sont identiques, on parlera alors d'opérateu,rs

décomposables.

Les ?({) sont définis aux ensembles négligeables près. En particulier, sur toute partie de

mesure nulle de Z,les T(O peuvent être choisis arbitrairement.

3.L.4 Intégrales directes de représentations

Soit G un groupe localement compact séparable, et soient Z tn espace borélien, / une mesure

positive sur Z, et ( r--+ Îl({) un champ z-mesurable d'espaces hilbertiens sur Z. Pour tout

€ e Z, sgit zr({) une représentation unitaire de G dans 71(€). L'application { r--+ z'(O est

appelé champ de représentations unitaires de G. Un tel champ de représentations est dit

mesurable si, pour tout g e G, le champ d'opérateurs ( r+ 
"(€Xg) 

est mesurable. Dans

ce cas, on peut former, pour tout g € G,l 'opérateur continu n(g): [ f  "@@dz({) 
dans

I'espace hilbertien 11 : Ê tl!)du(€), et g - T(g) est alors une représentation de G dans

H, appelée intégrale hilbertienne des er'({) et notée 
": Ïf r(Odu(€). On a alors le résultat

suivant:

Théorème 3.1.3 ([Dixl,  Théorème 8.5.2]) SoitT{ un espacehilbert ien séparable, et soit

7r une représentation unitaire d'un groupe localernent compact séparable G dans 7{. il existe

alors un espace borélien standard Z, une rnesure positiue bornée v sur Z, un champ mesurable

€ *11(€) d'espaces hilbertiens sur Z, un champ mesurable € * 
"({) 

de représentations uni-

taires irréductibles de G dans les espo,ces 11((), et un isomorphisme de 'l{ sur Il Ug dr(€)

qui transforn'Le 7r en I: r$)d.,u(Q.

3.2 Première décomposition de z-71,

Jusqu'à Ia fin de ce chapitre, sauf mention explicite, G désignera un groupe de Lie nilpotent

(d'algèbre de Lie g), et I un réseau de G. g (et G) sera alors muni de la structure rationnelle

induite par f .
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Lemme 3.2.L Soit11 un espace de Hilbert. L'espace hi lbert ien rt(IR,,7t) est isomorphe à

I ' i n t ég ra le  h i l be r t i enn r  l l r l  t 2 (7 ,+s ,11 )ds ,  oùZ*s :  { p *s ;  p  en }  pou r tou t s  €  [ 0 ,1 ) ,

et où ds désigne la mesure de Lebesgue szr [0,1).

Preuve: Soit

T :  L2(R11)  - - -  
[ . *  . t ' ç2,  *  s , 'H)  ds,  f  -  [ *  f  1on"or .J1o,r)  J1o,ry '  erè

7 est alors linéaire et bijectif, d'inverse 7-1 donné par

1O
,-', 

Jro,rl2 
(Z + s,H) ds -----) L2 (R":tl)

[n  r "o,  [ - '  f  : t :s+p-- - - fU) : , f " (p*s) .
J [o , l )

De plus, pour tout f ,g € L2(8", '11),

(ru),r@) : t ,ulo*",glo*) o, : [. Itrro * ù, g(p * s))n d,s
./ [0,r) J \o,r) pez

:  [  ço. l ,g( t ) )xdt :  f f ,g)
", IR

et 7 est donc un isomorphisme d'espaces de Hilbert. D

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre, permettant de décom-

poser explicitement en intégrale directe la restriction à f de toute représentation z- g ê

dont I'orbite possède une fonctionnelle linéaire admettant une polarisation qui soit un idéal

rationnel de g.

Théorèm e 3.2.L Soit I €. g* admettant une polarisation m d,e dimension m qui soit un

idéal  ra t ionnel  de g,  e t  so i t  {Xr , .  . .  ,X^, .  . .  ,X. }  une base de Malceu for te  d,e g,  for tement

basée surl, et passant par m. Posons M : exp(m). Lo représentation rl, se décornpose

alors en l'intégrale directe

- - l  N
, , t l f Indfn,'r.(11,m{r,,..,ræ Irn.) dt^+t . t. - dtnlr,r-^ (3 .1 )

ou

l r^*r , . . . , r ,  :=  Ad*(exp(- f -11 X^+r) .  .  .  exp(- t  
"X") ) I

pour tous tm*tt .  .  .  , tn € [0, 1), et où dt*ar . .  .dtn est le mesure de Lebesgue sur [0, 1) '--.
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Preuve: On va prouver ce résultat par récurrence sur la dimension de g. Si g est de

dimension 1, g est alors abélienne, m - g et il n'y a rien à montrer. Supposons donc que

le résultat est vrai pour tout groupe de Lie nilpotent de dimension inférieure ou égale à n,

et supposons que g soit de dimension n* 1. Soit alors {X1 t.. . tXn+r } une base de Malcev

forte de g, fortement basée sur l, et passant par m. On peut, bien srir, supposer que m f g.

Si on pose g, :  IRXr + .. .+ IR,X' alors, par construction, m Ç g.. De même, r1 C g,,,  et

si I'on dénote par ln la restriction de I à gn, m est alors également une polarisation pour /,.

A ins i ,

11= Indfayl È Indfi, (Indf;1y1.),

où G, : exp(g'). Posons maintenant nn - IndG;y1^. On peut alors réaliser la représentation

7r, comme suit (voir [Kir1, Preuve du Théorème 7.1]): 7{(",) est l'espace de Hilbert donné

par

H("t) = {/ : IR ----- 11("") mesurable telle que

("lg) T)(t) :  7r,(exp(rX,,+r) .  e, .  exp(-tx"+r))(/(r + o)).

Pour un élément s € [0,1) fixé, considèrons I'espace de Hilbert H" de fonctions sur Z* s :

{ p+ t ; peZ }donnépa r

'11, : {T, z* s -----+ Tt("^) ; D ll/(e+ r)llfur",l < *-}.
pez

ainsi que la représentation p" de f dans Î1" définie par

p"O)f(p* s)  :  z ' " (exp((p 1 s)X"+r) '  l - 'exp(-(p 1 s)X,+r)X/(p *  o + s)) ,

pour tous .y :.1n. exp(gX.+r) e t (avec -yn e Gnfl |  et q e Z), f  e ?{"et p € 7,. D,après

le lemme 3.2.I,  si ds désigne Ia mesure de Lebesgue sur [0,1), l 'application

et, pour tous g : gn - exp(aX,11) e G (avec gn € G, et

t -

I llr{r.)llh(n.tdt < *-).
J n

a e IR), f e7t(n1) et t € IR,

1o
T :')1Qr1) ---- | Tt"ds,

J [0,r )

10
f - l,o'',rlo*"a"

est un isomorphisme, et entrelace les représentations r'11. et ,fiflry o" d".

[En effet, on sait d'après le lemme 3.2.1 que ? est un isomorphisme d'espaces de Hilbert.
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De p lus ,  pour  tous ' f  : ' l n '  exp(qX,+ t )  e  t  (avec  ln  €  Gnf - l  I  e t  q  €  Z) ,  T  e  17( r t )  e t

t  :  p  *s  €  IR (avec  p  €  T ,  e ts  €  [0 ,  1 ) ) ,  on  a

1@ 1r@ ;@

Q-' ( Jro,rp"0) 
ds) rX/Xt) : (r- '( 1,ro,,ro"(t) d"( 

Jro,rrf lo*"ds)))(,)

:  (?- ' (  [*  n"h)(r l , ,*)ds))(r)
J  [ 0 ,1 )

:  p"h)ulr*")(r + ";
: q(exp((p * ")X"+r) 

.7", .exp(-(r + 
";X"*r;)

U(P+q+s))
: n*(exp(tx^+t) -"t*.exp(-tx^+l)X/(, + q))

: ("r(r)/Xt).

Soit O" : Tt" ------+ Ho : l'('Z',17("*)) l'opérateur unitaire défini par O"(/)(ù : T@ * s),

pour tous T e H" et p € Z, et soit n" la représentation de f définie par

r" (7) :  iD"  P"( l )o"- r ,  Pour  tout  7  € f .

On a alors, pour tous,y : .ln . exp(gX,,11) € f (avec 1n €. Gnfl f et q e %), f €. Tto et

peT"

(""(r)/)(p) = 
Ï[lflïf:ffiilï(o"'('jxp + e+ s))

où ri est la représentation de G,, définie par

"""(g'") 
:  o,"(exp(s X*+r) '  gl '  exp(-"X'+t)),

pour tout g'^ e G". Il s'en suit que la représentation n" de f dans Tto est induite par la

restriction à G" n f de la repÉsentation z'1. Ainsi,

n,l. = 
lrl,n"o" 

= 
l]rrn"d,s 

=-1"i, t"aâ..r('i1...,.)ds = Ind!.^.(;[*,'ilo",.,.dr;.

Or, la représentation zi ry Indff(XAcl.(exp(-sx"+,)),") est irréductible, G," fl f est un réseau

de G,,, el m est une polarisation pour Ad.(exp(-sXn+r))/" qui est un idéal rationnel de g,,
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(pour la structure rationelle induite par Gn t-tf ). D'après I'hypothèse de récurrence, il vient

donc que la représentation til",,..,, est unitairement équivalente à la représentation

rO
/ t"af i$(Xoo'1exp(-r-11x-+r )) . . .Ad.(exp(-r .x.))(Ad.(exp(-sX,11))r ,)  lu. ,r)dt*41 .  .  .  d, tn

J p,r1"-^

où, dt*,r1 . . .dtn est la mesure de Lebesgue sur [0, I)n-m . Puisque

: i:î: :;',:: ::; -i, "ï' : l:.',;r, 
( e x P ( - s x" *' ) ) / " ) r'

on obtient, finalement,

n,l. ôr Ind!...,.( [. t [- IndftS (x,,**,,.,,,," 1..") dt*+t . . . dt*) ds
J [ 0 , 1 ) . / [ o , 1 ) " - -

rO
ry 

Jro,rr^*'-*Indfon"(x;tm*1"'" '" lt.") dt^+t ' '  '  dtnds

o,) / ,-*,, . . . ,r^,s : Ad.(exp(- tn+rXm+7) . .  ."*p(- t*X^)exp(-sX,+r))/ et où. d,t^a1 . .  .  dtnds

est la mesurê de Lebesgue sur [0, I)n+r-nn. !

Corollaire 3.2.1 Soit I Q. g* telle que son radical t1 soit contenu dans une sous-algèbre

rationnelle propre de g. Alors r1l, n'est pas irréductible.

Preuve: Soit I une sous-algèbre rationnelle propre de g contenant t1. Il existe alors un

idéal rationnel 96 de codimension 1 dans g contenant !. Ainsi, il existe donc une polarisation

m pour / telle que r; C m. Soit M : exp(m) et soit /e la restriction de / à go. D'après la

preuve du théorème précédent,

1o
orlr ! 

./r,r, 
tnob,nn(rl l"o.r) dt

et la représentation r'11. n'est donc pas irréductible. fl

Remarque: Ce corollaire achève Ia preuve du théorème 1.3.1.

Corollair e 3.2.2 Si t e Efu est telle que rt * g, alors rtl, n'est pas irréiluctible.

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, d'algèbre de Lie g, et soit f le réseau de G

défini par

| :  (2;n,7,) = { (p, )p2,p3)i pr,pz,ps e T,\ .

ct



Soit zr une représentation unitaire irréductible de G. Si la représentation zr n'est pas de

dimension 1, nous avons vu qu'il existe a € IR - {0i tel que r o Indfayl, âv€c I : aXî,

m:  IRXr + RX,  (po lar isat ion pour  l )  e t  M:exp(m) :  (R,R,0) .  La base {X1,X2,X3}

est alors une base de Malcev forte de g, fortement basée sur f , et passant par l'idéal rationnel

m. D'après le théorème 3.2.1, on a donc

1 0  1 @*l - * ' l  'r / 
.Iodfn.r(Xna.1"*p1-rx3))rlMnr)dt= | :rr 'al*^r(x,x;*or*;l*n)dt (3.2)"  l r  -  " , l r  -  

/ t0 , , )  r to , r )

Ainsi, si / € g* admet un idéal polarisant rationnel, nous avons franchi une première

étape vers la décomposition de z'rl. en intégrale hilbertienne de représentations unitaires

irréductibles de f . Pour déterminer si celles-ci sont irréductibles ou non, nous allons utiliser

le cri tère, bien connu, de Mackey (voir [Mac1, Theorem 6']).

Soit I un groupe discret et soit 11 un sous-groupe de f . On dénote par Qlr le quasinorma-

Iisateur (o,,t cornmensurateur) de H dans f. C'est le sous-groupe de f (voir [Cor, Theorem

il) défini par

Ql : {,y € l; {r H.y O 11 est d'indice fini dans {r H.y et dans f1}.

Soit maintenant X un caractère de H , et formons la représentation induite z' : IndLX de f .

On peut réaliser cette représentation comme suit:

f  - - -  0 ;  f (hù:x&)fh)  pour tout  (â, . , t )  eH x ret  t  V0)1, .* . " )
'Y€HU

et ,  pour  tout  /  ç '11n, .1 , .1 '  e  l ,

("0)T)0'):  f  0' t) '

On a alors:

Lemrne 3.2.2 ([Macf ]) IndfiX est irréductible si et seulement si,  pour tout 1 e Qï - H,

i l  eriste h e yr H1 À H tel que y(7h1-') I  X(h).

v*: { f  ,
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Si y'1 est un sous-groûpe norrnal de f, alors on peut définir Ie stabi,lisateur de 1 dans f

comme étant le sous-groupe de f donné par

Stl(x) :  {r  e f ;  x?ht- ' ) :  x(h),  pour tout h e H}

: { t  e F; x( l , ,hl) :  1, Pour tout h e H}

Dans ce cas, le critère de G.W. Mackey devient

La représentation IndlrX est irréductible si et seulement si St|(X) : H.

Exemple 1: Revenons à I'exemple du groupe de Heisenberg G, muni du réseau | :

{(h,pz,ps) pttpztpz e Z}. Nous avons vu que, si /  :  aXf (avec o € IR - {0}), alors

1t(E
orlr = 

lo,,, 
tnoilnr(x,,1*n) dt,

avec 11 : oXîltaXi, pour tout t € [0, 1). Fixons donc t € [0, 1), et regardons le stabilisateur

de Xr, dans f. On a,

StLn.(x, , )  :  { (pr ,pr , ra) e l ;  xr , ( [ (pr ,  p2,pr) , (qr ,qr ' ,0) ] )  :  1,Vqr,  Çz e 'z]

:  { (p r ,pz , rs )  è  f ;  x t , (psqz ,o ,o ) :  r ,Yqren\

:  { (Pr,P" ' , re)  e f ;  aPz € z}

et donc,

^. f  ,  \  |  çn,n,o1 s iof  e
btMnr(Xl, , l  :  

1
l (n ,Z,qZ)  s io:Ëe a- to)

Ainsi, on voit que pour tout t € [0,1), la représentation Indfnn.(11,) est irréductible si

et seulement si o f Q. Dans ce cas, (3.1) est alors une décomposition en composantes

irréductibles.

Remarque: Si / € g- admet un idéal polarisant rationnel, ulors le théorème 3.2.1 nous

fournit une décomposition de a'rl. en intégrale directe de représentations unitaires de f.

Cette décomposition n'est cependant pas unique, car le choix d'une autre polarisation pour

/ vérifiant les mêmes conditions peut entraîner une décomposition totalement différente,
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comme le montre I'exemple suivant.

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, muni du

'2,\. Soit I : aXi, avec o f Q. Alors le décomposition

en composantes irréductibles.

Soit maintenant m' : IRXr * IRXr. m' est également

idéal rationnel propre de g. Ainsi,

nrlr = [" na7r,op1(n") d,s
J [ o , l )

avec /" :  Ad*(exp(-sxr))/ :  aXi f saXj, pour tout s € [0,1).

Supposons alors qu' i l  existe s,t € [0,1) tels que Indf2,o,q(x,)=Indln,,z,ol(xr,). Ces deux

représentations étant irréductibles, il doit donc exister, d'après [Mac1, Theorem 7'],'y e I tel

que 1-1 .(2,7,,0) .f  n (2,0,7') soit d' indice f ini dans les deux sous-groupes s' intersectant,

ce qui  est  mani festement  impossib le ,  pu isque { t  '  (%,n,0) ' ' l  n(2,0,2)  :  (2 ,0,0) .  A ins i ,

(3.2) et (3.3) sont deux décompositions de zr'11"; et aucune composante apparaissant dans la

première décomposition n'est équivalente à une composante apparaissant dans la seconde.

Exemple 4: Soit g6,1e : IRXI + ... + IRX6 (voir [Nie]) l'algèbre de Lie nilpotente, munie

des crochets suivants:

[Xu, Xr] - 2Xa [xu, x.] - 2Xt lxr,xnl - xz

et soit Go,rs : IR6 le groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe correspondant.

La multiplication sur G6,1e est donnée par

( t r , . .  .  , r a )  ' ( g r , . . .  ,Uo )  :  ( t ,  +  h *2 reys , r z *Az *  xs [+ !2 r sx6y5*  r uy? , zz *Ae t

ra * Us I 2æaAs, xs * As,4 + Y6)

pou r  t ous  ( " r , . . . , 20 ) , (U r , . . . , y0 )  €  Go , r s .  On  a  a l o r s

( * r , . . .  , "o ) - t  :  ( - r ,  ! 2x3 r6 r - r z *  e ,4z  6  -  r l r x6 r - r3 r - r . s *2xs r ,6 r -os ,  - t o ) .

réseau f  :  {(pr,pz,pz) i  pt ,pz,ps €

(3.2) est une décomposit ion de n'r l .

une polarisation pour /, qui est un

(3.3)
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E n  o u t r e ,  p o u r  t o u s  r t t . . .  , t y r a t r . . . , a 6  €  R ,

exp(a iX1  + . . .  +  aaXa)  - -  (o r+ l ro rou ,o r+ f ;onou  + I5o ' rou ,as te4  + I rouou ,o r ,Tou )

log(r1,.. . ,r0) : (*, - qr6)X1 * (*, - 
ï*n*u 

- 
lr fu6)Xz * rsXz * (rn - x5r6)Xa

i rsXs l2raXa

Ad(21  , . . . , xa ) (a tX t * . . . * a6Xu ) :  ( o t  +  2 r6a3 -  r sa6 )X1

*(o, + rsaa - r+as - Ir?"u * 2xsr6a5)X2

*azXs * (on * 2xaas - x5a6)Xa * asXs * aeXa

I)énotons par  {X i , . . .  ,Xâ}  Ia  base duale de gË.rn correspondante.  Pour  tous o1, . . .  ,oo €

IR, on a alors

Ad . (21 , . . .  , ze ) (o rXT  + . . . *a6X j )  :  a rX i  *a2X i  *  (o "  -2 r6a1 )X !

*(on - r5a2)Xi * (or - 2r6aa ! raa2)X[

*(ou + rsd+ -  
f , *?r r f  

r3o1)Xi

Soit maintenant f :  {(pr ,.  .  .  ,pa); pr,..  .  ,pa €. T'} le réseau de Go,rs que I 'on dénote aussi

pat ( '2,%,%,%,%,7,), et soit /  - arXi * azXi € gË,rs, âv€c d1 t '  0 et o, # 0. Alors

rr : IRXr + IRX2, et m : IRXI + IRXz + IRX3 + IRXa est un idéal rationnel de 96,1e

polarisant /. En outre, {Xtr... ,Xu} est une base de Malcev forte de ge,rs, fortement basée

sur l ,  et passant par m. Soit M - exp(m) : (IR,R,R, IR,0,0), et dénotons par r4yla

représentation Indf;r.Xs. D'après le théorème 3.2.1, on a

trt,ulr =- 
[* Indfn..,.(x1,,,,u lr..) dtsdt.' '  J 1o,r;z

où /1u,1u : atXî * a2X| * 2t6a1X! * tsazXi - 
ltla2x[, pour tous t5, ro € [0,1).

Fixons ts,t6 € [0, 1). On a alors

S t t . , r ( x r , u , , . )  :  { ( p , , . . .  , p ; )  €  l ;  X r , u , , u ( [ ( p r , . . .  , po ) ,  ( q r , . .  , 8q ,0 ,0 ) ] )  :  t ,

pou r  t ou t  (q r , . .  tÇq t } t0 )  e  1 l1n f )

:  { ( p r , .  . .  , po )  €11  e2 " ; ( l ' . ' t u ' l o8 (2Peer ' p5qa 'o ' 0 ' 0 ' 0 ) )  :  1 ,  pou r  t ous  q3 ,  Aa  €T ' \

:  
{ ( p t , " ' , P o )  e  l ; 2 a 1 p 6 4 -  T ' e t o z p s € T ' }
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D'ori,

(7 , ,n ,2 ,2 ,0 ,0 )  s i  a1  (  Q e t a 2 ( Q

€ Q e t a 2

e t  a " :  D

€ Q e t a 2(2 ,2 ,%,%,qzT , ,QrT , )  s i  a1  :  2 r

avecQl -  
Çr si  Ç1 est impair  etQr: f ;  s i  Ç1 est pair .  Arnsr

IndfanpXl,u,,u €st irréductible pour tous 15,lo € [0,1) si et seulement si o1 f Q et a2 f Q.

Les deux exemples précédents ont ceci de particulier que, soit toutes les représentations ap-

paraissant dans la décomposition de z'11. sont irréductibles, soit elles sont toutes réductibles.

Cependant, la situation n'est en général pas toujours aussi claire, car ces deux cas de fig-

ures peuvent coexister. Afin de pouvoir lever dans certains cas cette ambiguité, nous allons

énoncer un critère sur l'orbite de la représentation zr (et plus précisement sur les com-

posantes polynomiales décrivant cette orbite) nous permettant de conclure immédiatement

à I'irréductibilité de presque toutes les composantes (pour la mesure de Lebesgue) apparais-

sant dans la décomposition (3.1) de 11l. en intégrale directe.

3.3 Critère d'irréductibilité presque-sûre des compo-

santes de z-11.

Déf in i t ion 3.3.L Soi t  {X i , . . . ,X; }  une base d"  g* ,  e t  so i t  I  :  DLt  a ;Xi  e  g* .  Soi t

l ,  :  { l  € {1, . . .  ,n}i  dj + 0}. On dit que I est fortement irrat ionnelle par rapport à la

base {Xf ,  . . . , ,X; }  s i le  système { l ;a i , , j  e  J1}  estQ-I inéai rement  indépendant .

Proposit ion 3.3.1 Soit l  €g* une fonctionnelle l inéaire admettant une polarisationm qui

soit un idéal rationnel de g, et soit {Xr,.. .  ,X*} une base de Malceu forte de G, fortement

basée surl et passant par m. ^9f I  est fortement irrat ionnelle par ro.pport à {Xi,. . .rXT},

a/orx Stf,n,..,.(X,) : M lll et la re\trésentation Indfr.,..,pX1 est irréductible.

Preuve: Soit / :  DL, u;Xi € g* tel le que le système {l;oi, i  e Jt} soit Q-l inéairement

indépendant. Pour prouver cette proposition, il suffit de montrer que StL.,.(X,) ç M n|..

o r f  t  - .  ,  J  (% ,2 ,2 ,%,o ,Q tz )  s i  a1  :  z r -
5trrz.,r(Xtr., ,^.) :  ("  

|  (%,%, 'n ;Z ,qz '2 ,0 )  s i  a1  f  Q

Éa
€Q

:Teq,



So i t  donc  f  e  S t [ . , . 1 " , ; .  Onaa lo r s  (Ad . (7 -1 ) / - / , l og ( { ) )  €T ' , pou r  t ou t  (  €  Mn f .

Mais, d'un côté on a 
n

(Ad.(r- ')t  - r, los(€)) : t  g;(t,€)a;,
i = l

orl les polynomes B; sont à valeurs dans Q (ceci est dû à la rationalité des constantes de

structures et des composantes de log(7) et de l"g(4) dans la base {X1 , . . . , X*}). Puisque

la fonctionnelle / est fortement irrationnelle, on en déduit donc que 0;h,t): 0r pour tout

i € û, et donc que

(Ad.(7-1) / -  / , log({ ) )  :  0 ,  pour  tout  (  e  M n l .

La polarisation m étant rationnelle dans g, M nl est un réseau de M. Ainsi, I'application

O :  ( r1 ,  . .  . , r * )  r -+ (Ad.( .y- ' ) l  -  I , log(exp(r1 Xr) . . '  exp(r -X-) ) ) ,

po lynomia leen 11, . . .  , rm € IR,  est  nu l lesur  T,* ret  donc sur  IR- .  D 'où,

(Ad.(7-1) /  -  / , log({ ) )  :0 ,  pour  tout  (  €  M,

c'est à dire, Ad.({t)I - t e ML. La représentation Indf;r.Xs étant irréductible,'y est donc

un élément de M (voir [Puk, p.157, Théorème 2]). L'irréductibilité de Indfr....,1.1s découle

maintenant du lemme 3.2.2.

Soit donc I e g* une fonctionnelle linéaire admettant une polarisation m qui soit un idéal

rationnel de g, et soit {X1,... ,X*} une base de Malcev forte de g, fortement basée sur

f, et passant par m. Soit {Xf , . . . , X;} la base duale associée. Dans cette base, I stécrit

/ :  DL ,  o ;X î , av€c r ;  €  R ,pou r tou t  1<  i  <n .  Ma in tenan t , s i  ( t - . " 1 , . . . , t n )  €  [ 0 ,1 ) " - - ,

posons

/ , - * , , . . . ,1 ,  : :  Ad*(exp(- t -a1 X, .+r) '  ' 'exp(- t '  X^)) t :  Ë d i ( t^+r , .  .  .  , tn)X; ,

et dénotons par 1(1 I'ensemble des indices i pour

j = l

lesquels les applications (polynomiales)

, t n )  = - -+  a ; ( t *+ t , .  .  .  , t n )[0 ,  1) ' - -  r  IR,  ( t *+t , .  .  .

ne sont pas identiquement nulles.
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Théorèrne 3.3.1 On conserue les notations introduites ci-dessus. Si Ia farnille d'applications

polynomiales {I;aj,  j  € 1(t} est l inéairement indépendante szr Q , alors dans Ia décomposi-

t ion (3. I ) , Indf r , . . ,ç , (x l rm*r , . , , ,1r . , . )  est  i r réduct ib le  pour  presque tous ( t *a1, . . . , tn)  appaî ' -

tenant à [0,1)'-* (par rapport à la mesure de Lebesgue).

Preuve: On suppose que le système {I;oi, j  € Kt} est Q-l inéairement indépendant.

Posons lV:Card(I(r)+1, et dénotons par R I 'ensemble des (n - rn)-uplets (f-. .1, . .  .  , , t*) €

[0, 1)'-* pour lesquels la fonctionnelle linéaire lr^*r,...,t, n'est pas fortement irrationnelle par

rapport à la base {Xi,. . . ,X;}. D'après la proposit ion 3.3.1, i l  suff i t  donc de prouver que

R est contenu dans un ensemble de mesure nulle de [0, 1)'-* (pour la mesure de Lebesgue).

Pou r  t ou t  ( t *+ r , . . .  , t n )  € .R , , l l e x i s t e  8 :  (Qo , (q ) i r * , )  €  QN -  { ( 0 , . . .  , 0 ) }  t e l  que

ao  +  |  q ia i ( t *+ r , -  . -  , t n )  :  o .
ieI{t

Les applications (t.  +t,.  .  .  , tn) ,-- a;(t*a1,. .  .  , tn) étant polynomiales, i l  en est donc de

même de I'application Qo : Ço * Dr.*, di, et

R ç u z(Q),
ae Q 

N-i10,... ,o;1

où Z(Q) désigne l 'ensemble des zéros du polynomes Qc, pour tout q € QN - {(0,-..  ,0)}.

L'ensemble {1;a;, j e X,y étant, par hypothèse, Q-linéairement indépendant, aucun des

polynomes Qo n'est identiquement nul, et pour tout q € QN - {(0,.. .  ,0)}, Z(Q) est par

conséquent de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur [0,1)'--. Il en est donc de

même de I'ensemble 7è, ce qui achève ainsi la preuve du théorème 3.3.1.

Remarques: (i) Ce résultat est encore vrai au cas où I{1 : g.

(ii) Cette condition (suffisante) n'est pas nécessaire en général (voir en annexe I'exemple du

groupe Gr,r).

3.4 Décomposition de zrllr en représentations factorielles

Même si les représentations apparaissant dans la décomposition (3.1) ne sont pas irréduc-

tibles, elles peuvent néanmoins posséder d'intéressantes propriétés. En particulier, on peut
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se demander sous quelle(s) condition(s) ces représentations vont être factorielles, et si oui,

de quel bype. Les travaux de M.W. Binder (voir [Binl]) vont permettre de répondre à ces

questions.

Soit 11 un espace hilbertien complexe, et soit L(71) I'ensemble des applications linéaires

continues de ?l dans 'tl (cet ensemble est muni d'une structure d'algèbre sur O ). Si M est

un sous-ensemble quelconque de L('11), on appelle alors cornrnutant de M I'ensemble, dénoté

par M', des éléments de L(17) qui commutent avec tous les éléments de M, et bicommutant

de M l'ensemble M" : (M')'.

Définition 3.4.1 On appelle algèbre de von Neumann toute sous-algèbre inaolutiae A de

L(11) uérif,ant A : A" . On appelle facteur toute algèbre de aon Neurnann dont Ie centre est

réduit aux opérateurs scalaires.

Soit G un groupe localement compact, et soit (",H) une représentation de G. Soit (zr'(G))"

l'algèbre de von Neumann engendrée par r'(G). Si (zr(G))" est un facteur, on dira alors que

la représentation (",'11) est factorièlle. Dans ce cas, il sera impossible d'écrire lr comme

sogrme directe de deux sous-représentations disjointes dans des espaces non-nuls. Pour plus

d'informations sur les facteurs et les représentations factorielles, on pourra consulter [Dixl]

et [Dix2].

Soit donc Indfnnr(1;rm*r,.. . , ,") (pour (t*+r,.. . , tn) € [0,1)"--) une représentation appa-

raissant dans la décomposition (3;1) de zrrl' et soit St1n."(Xr,-*,,...,rn) le stabilisateur du

caractère Xrtt^+t,...,,. d€ M îl dans l. Pour 7 € StLnr(Xtt^+t,...,,"), on définit la classe de

conjugaiso" lM n lrl comme étant le sous-ensemble de M n f \ StLnl(Xt,**,,...,,, ) défini par

IMn fr]  :  {Un fs,ys-l ;s e Stfr .r . ,p(x,,-*, , . . . , , . )} .

On a alors

Proposit ion 3.4.1 ([Binl, Corol lary 2.a]) Indfanr(X,,-*,, .  . , , .) est une représentation fac'

toriel le d,e I si et seulement si,  pour tout 1€ StLnr(Xlt-+r,.. . , , ,) - (M nl) tuI que Ia classe

de conjugaisonlM nfz ]  so i t f ,n ie ,  i l  ex is te s  e St f r ' , - . ,p(X, , - * , , .  , ,^ )  te l  Suel 'Y,s le  M f l f  e t

X t , ^+ t , . . . , , .  ( h ,  
" l )  I  

1 '

63



Remarque:  Si  M nf  \St fnnr(X, , - * , ,  , , , )est  abél ien,  a lors  [Mnfr ]  :  {M f l f7} ,  pour

tout  7  € StLnr(XJ,-+r , . . , , . ) .

Corol laire 3.4.1 Si M n f \  (StLnr(Xl,-+,, , ,-)) est un groupe cycl ique, alors la représen-

tation Indfn,. ' .(11 tm*r, , ,-) n'est pas factoriel le.

Preuve: Dénotons par ,9 le stabil isateur de Xt,^+r,.. , , ,  dans f, et par t le (n - m)-uplet

( t^* r , . . .  , tn)  €  [0 ,1) ' - - .  Puisque M î l  \ ,S est  cyc l ique,  i l  ex is teX e log(S)  te l  que

S :  (M î  f ,exp(X))  :  M n l '  exp(T 'X) .

Ainsi, pour tous .frs € ^9, il existe Trù1rrrtr2 e M nf et pr, Pz e 'Z' tels que 1 : rnt exp(p1X)

et  s :  m2-exp(p2X).  A lors ,

x,,([r, "]) 
: Xu(mrexp(p1X)m2exp(p2X) exp(-p1X)rn, I exp(-pzX)*i')

: Xt]mr exp(p1X)m2exp(-p1X) exp(p2X)rnr 1 exp(- p"X)*i')

: xr,(rh)xt,(mz)xu(mr\x,,(*î')

: 1 .

et la représentation Indfn,..,.(11rm*1,...,,, ) r" peut donc pas être factorielle. D

Supposons maintenant que la représentation Indfn,..,a(11tmrr,...,,,) soit factorielle. On peut

alors chercher à savoir de quel type elle est. Deux cas peuvent alors apparaitre:

Cas 1: Stt.,r(Xr,-+1,. . ,rn ) : M fl f , et l'ensemble M n f \ StLn.(X,,-*r,... ,rn ) est alors trivial,

Cas 2:  StL, - , r (Xr , -+r , . . , rn)2 M f l  f ,  e t  I 'ensemble M n l  \  StL^"(x t t^+t , . . . , , , )est  in f in i .

Ainsi, on déduit de [Binl, Corollary 3.5] le résultat suivant:

Propositi on 3.4.2 Si la représentation Indfr,..,p(1r tm*r,...,,,) est factorielle alors, soit elle

est irréductible, soit elle est de type I 11.

Nous allons maintenant donner un exemple de représentation dont la restriction à un réseau

se décompose en intégrale hilbertienne de représentations factorielles.
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Exemp le  4 :  So ien t  G :Ga1s  e t f  :  (T ' , 7 ' ,% ,%,2 ,2 ) .S i / :  a rX i t a2X i , avec

ar * 0 et a2 f 0, nous avons vu que

, 1 @
n t, v I r = 

J ro,r,Indfo..'. 
(xl,u,,u | -.,") dt s dt 6

où /1r,1u : arXî * azXî *2t6a1X! !t5a2Xi - tt!a2x[, pour tous 15,fe € [0,1). En outre,

(%,%,,7, , '2, ,0,0) s i  o1 f  Q et  a2 f  Q

stf.r.'r(xr,u,,u ) :
(%,%,Z,Z ,0 ,QtT ' )  s i  o1  -  

f i  e  a  e t  a2  Ç Q

(Z ,Z ,Z ,Z ,qzZ ,0 )  s i  a1  (  Q  e t  o2 : leq ,

(Z ,Z ,Z ,Z ,qzZ ,Q1Z)  s i  a l  -  
#  e  a  e t  a2  :  l  r  q

où Qt - Çr si Ç1 est impair 
"t Qt: . f  si Ç1 est pair. Ainsi,

Indfr,,.,pX1,r,tu €st irréductible, pour tous 15,fo € [0,1) si et seulement si a1 ( Q et a2 ( Q.

Supposons d.onc que ar € Q ou o2 € Q et fixons ts,t6 € [0,1). Si a1 ( Q ou o2 f Q alors

M nl \StL"r(Xr,u,,u)est un groupe cyclique, et Indfr.,-.,pXttu,,u n'est pas une représentation

factoriel le. Mais, si o1 : I  e a et a2:l eA sont tels que pgcd(pr,gr):pgcd(Pz,Qz):I,

alors pour tous u5, ttr6tu7t. .  .  ,u6 €. 'nt:

[ (0 ,0,  0 ,0,q2us,Qpa) , ( r r ,u" , ' t )z tu4tqzus,Qpa) l  :  (2Q1u6t4,gzusut  *  2Qû2rusueus

* Q g|ue"! - Q tq|"?ra - 2Q rq2zusu s1)o t

0, 2Q g2u6u s - 2Q ûzu5u6, 0, 0).

et

Xr,r , ,u  ( [ (0,  0,  0,  0,  qzus,  Qru6) , ' ( r r ,  
'D2t 'ù3tuqt  

Qzus,Sr 'u) ] )  :  s4r i tuq"z(uau5-u5u6) '

En particulier, si tu ê Q, alors, pour tout 7 € St}nn(Xr,u,,.) - (M n f), il existe s €

StL."(X,,u,,u ) t.l gu€ Xl,u,,u ([r, r]) I I et Indf,r...,p1r,u,tu €st une représentation factorielle de

type /11.
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Chapitre 4

Décomposition des représentations

monomiales d'un réseau induites à

partir d'un sous-groupe normal

Soit I un groupe nilpotent discret de type fini et sans torsion, soit fI un sous-groupe normal

de I tel que I/ \ f soit sans Torsion, et soit 1 un caractère de .[/. Nous allons ici donner une

décomposition explicite en composantes irréductibles de Ia représentation monomiale IndlX.

Ceci nous permettra alors de donner, entre autres, une décomposition de la représentation

régulière (droite) de l.

4.L Décomposition explicite

Nous introduisons dans un premier temps la notion de rang pour Sroupe nilpotent discret,

de type fini, et sans torsion.

Proposit ion 4.1.1 ([Rag, Proposit ion 2.8]) Soitt  un groupenilpotent discret, de type

f i n i ,  e t  sans  to rs ion ,  e t  so ien t  f  :  f o  )  f l  f  " ' f  f ; :  { e }  e t l :  f â  f  f i  f  " ' )  f ï  :

{e} d,eux filtrations d,e I telles que l; (resp. l';) soit un sous-groupe norrnal d,e l;-1 (ntp.

li-) et li \ fr-, (resp. f: \ f:-t,) soit abélien. Alors f; \ f;-t (resp. f: \ fl-r,) est de tvpe

fini, et

l S i S l
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Définit ion 4.L.I L'entier Dr.,5nrang(f; \  f ;-r),  indépendant de la f i l trat ion f :  fo

f r  f  . . . )  f * :  { " i  chois ie ,  est  appelé /e  rang du groupeni lpotent  d iscret ,  detypef ,n i ,

sans torsion l.

Lemme 4.L.t Soit I un groupe nilpotent discret de type fini sans torsion. Alors il eriste

1 e Z(l) tel que, si on dénote par H le sous-groupe de I engendré par 1, le groupe fl \ f

soit nilpotent discret de type f,ni sans torsion, et rang(H \ f) : rang(f) - 1'

Preuve: Soit donc f un groupe nilpotent discret de type fini sans torsion. Par le théorème

de Malcev (voir [Mal, Theorem 6]), I se plonge comme réseau dans un groupe de Lie nil-

potent connexe et simplement connexe G, d'algèbre de Lie g. Soit {X1 , . . . ,, Xn} (pour un

certain , > 0) une base de Malcev forte de g, fortement basée sur l. Posons 'y : exP(Xr).

A lo r s  n :  h ) : exp (T ,X t )  Ç  Z ( l ) , e t  H  \ l es t  n i l po ten td i sc re tde t ype f i n i e t sans

torsion. De plus, rang(f/ \  f) :  rang(f) - 1.

Revenons maintenant à l'étude des représentations.

Lemme 4.L.2 Soit I un groupe d,iscret, H un sous-groupe ile I et soit X un caractère ile

H . On suppose qu'il existe 7 € | tel que 1 normalise H et uérif,e

X!hl-\ :  X(h), pour tout h e H.

Soi t  L :  (H,1)  le  sous-groupe d,e l  engendré par  H et  par1,  e t  so i tp :  L  - -+ H\L Ia

projection canonique. Alors, y s'étend en un caractère de L et Ind!1y se décompose en

rndlsy = [* (V . ,r) dn,,
r(n\L)^

où/ est une ertension quelconque du caractèreX au Eous-groupe L,(V..t l)(/) :  X(t)(r lopxr),

pour tout I e L, et dry est la mesure d"e Haar sur (H \r)n, Ie groupe des caractères du groupe

(abélien) H \L, normalisée de manière à rend,re ualide le théorème d,'inaersion d,e Fourier.

Preuve: H étant un sous-groupe normal de -L, tout élément de / de,L peut s'écrire sous la

Ib rme l : h . l n , pou runce r ta i nheHe tunce r ta i nn€ 'Z ' .Déno tonspa rp la rep résen ta t i on

IndLyy. II y a alors deux cas à distinguer:

l

et
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Cas 1: lL : Hl: n ( *oo. Alors n est le premier entier strictement positif vérifiant

1- e H. Dans ce cas) on va réaliser la représentation p comme suit:

Hn :  {T '  r - -  (D,  f (h t )  :  x (Df( \ ,  pour  tout  ( lz , / )  e  H x  L}

et ,  pour  tout  /  €  Hn,  l , l '  e  L ,

(p( l ) / ) ( r ' )  :  f ( ( ' t ) .

Puisque .y" € H, X0") est bien défini.  Soit {(1 ,. . . ,€^} I 'ensemble des racines ni '-" de

X0"). Pour tout 1 < i  <n, on pose alors

X;( l )  :  X(D€f  ,  pour  tout  I  :  h '  1*  (avec h e H et  m € Z) .

Alors, pour tout 1 < i < ?2, f; est un caractère de -L, dont la restriction à fI est égale à X.

[En  e f fe t ,  so i t  1<  i  <  n f r xé ,  e t  so ien t  h r . , h re  H ,m1 , ,mz€T '  t e l s  que  h t ' ' ' l * '  : hz ' ' l ^ ' .

A l o r s ,  h ; . ' . h t : 1m2-m1  €H  e t  i l e x i s t edoncp  eZ te l \ t r e rn2 - f f I 1 -_  np -  D 'où

X;(hz - 1^') :  x(hr)t\ '  :  x(hz)(T*nP : X(hr)€\ '  €io

: x(hr)€T'Q1"D' : x(hz)€T'x(t"o) : x(hz)€T' x('Yrn2-r\)

:  x(hr)€T, x(h; '  .  â,) :  x(h')€T' :  X;(h.1^') ,

et I'application X; est bien définie. Soient maintenant 11 : ht ''l^' et 12 : h2 '1^2 de.ux

éléments de -L (avec hr,h, € 11 et rr\, tn2 €T'). On a

X;(h ' tz)  :  X; (ht  '  " l^ '  '  hz '1* ' )  :  X; (h " l^ '  'hr  " ' l -^ '  '  l * - t+rn2)

:  x(h .  " f^ '  .  hz . 'y-* ' )€f '** '  :  x(ht)x( 'y* '  '  h2' ' t -* ' )€f 'eT'

: x(ht)€T' x(hr)(?' : y;(11)y;(12).

Ainsi, puisque lX;(/)l : 1, pour tout / € L, X; est donc un caractère de .t. ]

Pou r l< i<n ,onpose / r ( / )  =X ; ( t ) , , pou r t ou t t eL .A lo r s f ; eT ln .Dep lus , { / t ' . . . , f " }

est une famille libre de '11n,et donc une base de ?ln, puisque dim(?ln) : n. Mais, pour tout

1< i  <  n,  p( l ) (T; ) :  x ; (171t ,  pour  tout  I  e  L, ,  e t  donc

Hn:  A / t  9 . . .O CI  fn ,  avec p(L) f ;  E CI  " f i ,  pour  tout  i ,

c 'est à dire, 
n

p: tnd!1y=@xr .
d=1
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Vlainbenant,  pour I  < i ,  j  {n,  Xt-X1r est un caractère de L,,  ident iquement égal à 1 sur f I .

Il existe donc ry € (f1 \ -L)" tel que

X; 'X i r : qoP '

D'un autre côté, si ! est une extension quelconque du caractère X à -L, et si 7 est un élément

de (11\ ,)", on peut poser

G. n)( t )  : / . ( l )n@(/)) ,  pour tout  /  € . t .

& . ,l) est alors un caractère de -L, et

((x rXr))"  :  (7. ' r t )0) :  V1")n(p(t  "))  :  x0") '

Ainsi, (V.r l)O) est une racine , ierne 6" x(l^), et i l  existe 1 < i  < n tel que (i 'n)Q) : t ;-

D ' où ,pou r tou t  I : h . ' f  e  L  ( avecà€He tmeZ) ,

( i '  , rXt)  :  ( t '  ù(h)(x '  , t )O*) :  x(h)((x '  q)OD* :  x(D{"T :  x;( t)-

Puisque lL : Hl: n, on a Card((,F/\ tr)"):r, et donc, finalement,

p:Indhx= O G.rù.
a€(I{\ I)r

cas 2: lL : Hl: *oo. Donc, pour tout n €'2, - {0}, 1" ê T, et fI \.L est un Sroupe

abélien infini sans torsion. Pour tout I € L, il existe donc des éléments h e H et m € T'

uniques tels que l: h' ?-. Soit

/ : L -8 ,  I : h ' ' ' t ^ - - - - - -+V . ( I ) :X&) .

! est un caractère de L, qui étend le caractère yà L.

[Enef fet ,pu isqueladécomposi t ion l :h . . ' l ^ (pourheHetm€T')est 'un ique, l 'appl icat ion

es tév idemmen tb iendé f i n i e .Dep lus ,pou r tou t l eL , l t ( / ) l : l .So ien tma in tenan t

/r :  hi .- l^r 'et 12 - h:2.1*' deux éléments de tr (avec h;hz € H et Trrl ,rrù2 e T').On a

V(t,.  tr) :  / .(ht . . , t* '  .  h2 - 1^') :  V(h . ' f^ '  .  hz. 'y-* '  "y'"t+' '"2)

= X(h .  ̂ t* '  .  h2 - j-^ '  ) :  x(ât)x ( 'y^' '  hz "Y-*')

: x(hr)x(hr) : v(rt)x(r2)
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et ! est donc un caractère de L, dont la restriction à Ë1 est égale à 1. 1

On va maintenant réaliser la représentation p comme suit (voir, par exemple, [Kirl, Preuve

du Théorème 7.1]),

Hn :  l ' z@ \  L )

e t ,  pou r  t ou t  /  €Hn , l :  h ' 1 ^  €  L  ( avec  h  e  H  e tm  €Z ) ,e tp (1 " )  €  H \ -L  ( avec  n€Z )

(p( t )T)@0 ))  :  x( t "  'h ' { " ) f  @( 'v")  '  1^)  :  x(h)T@h""-)) '

Soit f  :  12(H \r) * L'((H \r)^) la transformée de Fourier. C'est une isométrie de /2(fI\ I)

sur L2((H \ ,)"). Soit alors p la représentation de ,L définie par

P ( l ) : f  oP ( l ) oF - ' ,  Pou r tou t  l eL '

f est bien évidemment équivalente à la représentation p, et pour tout / - h'1* € ,L (avec

h e H et rn € T'), to,tt  f  e L2((H \ r)n), et tout rt e (H \ -L)^, on a

(ô(r)/x'r) : rQQ@-'(/))X'r) : t (p(t)(F-'(/))(p(r")),166Ù
neT'

: D x(ùr-'(/)(p('v"*-);a64;ry
ne'Z

: D x@)r-' (f)@0)' ph^Dffi;D
neZ

: x(h) t F-'(f)(p(1"Dn6@'p@D
neT'

: x(h),t@h^)) t f-'U)@(l"Dffi@ù
neZ

: x(h)n@6^))r(r-'(/)X?)
:  V(t)n@(t)) f  ( , r)  :  Q'n)Of (q)

"ù 
(i.7) est le caractère de L défini par

Q nX,) : i(t)(rt op)(l), pour tout I e L,

pour tout ,t e (H \ ,)". D' où,

f
a= I  ( t 'q)dr,

.  " / (H \L)^
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où dr7 est la mesure de Haar sur (11 \ ,)n, normalisée de telle manière à rendre valide le

théorème d'inversion. Maintenant, si fr et fr sont deux extensions du caractère X à ,L, alors

f-r .fi est un caractère de ,L, identiquement égal à 1 sur H, et il existe donc 7 € (fl \ l,)^

tel que I'on ait

( f r - '  .ù( l )  :  r t@( l ) ) ,  pour  tou I  €  L,

c'est à dire, fi : (fr-T), et la décomposition (a.1) est indépendante du choix de I'extension

1d. x.Ceci achève Ia preuve du lemme 4.1.2. tr

Remarque: En pratique, lorsque lL : Hl est infini, sauf mention contraire, nous étendrons

toujours t r iv ia lement lecaractère1 de H à.L,  c 'est  àd i reque,  I 'extens ion 7d"X à-L sera

définie par:

7.Q) :  X(h). ,  pour tout  I  :  h '1* e L.

Soit maintenant f un groupe nilpotent discret de type fini sans torsion, f/ un sous-groupe

normal de f tel que fI\ | soit sans torsion, et soit X un caractère de H. A la représentation

Indf11, on va associer deux suites (stationnaires) de sous-groupes de f , (St(Xt, . . . , X;-z))(;>o)

et (S;(Xr,.. .  ,X;_r))(,>_l) (pour les détai ls, voir plus loin), possédant pour tout i  ) 1 les

proriétés suivantes:

(a)  $ ,+t (Xr , . . . ,X; - r )  est  un sous-groupe normal  d"  S; (Xr , . . . ,X; - r )  contenant  le  sous-

g roupe  S ' (X t , .  .  . ,  X ; - z ) )

(b )  [S ; ( x r ,  - - .  ,X ; - t ) , s t * t ( x r , . .  .  ,  x ; - r ) ]  Ç  , s t ( x t  , '  "  ,X ; - z ) '

Ces suites vont nous permettre de décomposer, par récurrence, IndlyX en intégrale hilber-

tienne de représentations monomiales de f, et à terme, en intégrale hilbertienne de repré-

sentations monomiales irréductibles de f.

So :H

Posons donc

S- r : f

7 l

so:  stË(x) .



po

So : So, alors on définit, pour tout i ) l,

I  s 'Ar ' . . . 'x i -2)  :  so
I

{  
s ' (xr  '  " '  'Xi- ' )  :  ^9o

[  " ' ( t '  ' '  "  'X ; -z ) :  o

u r  tou t  ca rac tè re  X*€(Sk- r (Xr , . . . ,X r -a )  \So(X t , . . . ,X t -z ) )  ,e t  tou t  I  <  k< i -1 .

Remarque: Si -2 < k < 0, on convient alors que Sr* ' (Xrr. . . ,Xt)  :  $k+z et que

Sr+ t (X r ,  . . .  ,X * ) :  S r+ r .

Dans le cas contraire, le groupe discret So \^90 est nilpotent de type fini, et sans torsion. Soit

po : So --- ^90 \ So la projection canonique. D'après le lemme 4.IJ, il existe 7r € ^90 -,9o tel

9ue po(7r ) € Z(So \ Ss) et (po(lr))\ (St \ Ss) soit nilpotent discret de type fini sans torsion,

de rang égal à rang(So \ So) - 1. Soit alors ,Sr : (^9o,7r) le sous-groupe de ̂ 90 engendré par

.So et par 71. On a, pour tout n eT,,[So.,7i] € So et donc, de cefait,  [ ,56,St] ç So.

[Ceci provient du fait que,5o est un sous-groupe normal de ̂ 96 et que po('yr) e Z(So \ So). ]

De plus, Sr \ So est nilpotent discret de type fini et sans torsion. Posons alors

^91  :  { ss  e  So ;  x ( [ so ,s r ] )  : 1 ,  pou r  t ou t  s1  €^9 t ] '

.9r est un sous-groupe de Ss, contenant Sl.

[En effet, e €,5r et,Sr est donc non-vide. Soit s,t € ^91' Pour tout s1 € 51, on a

x ( [ " - t , r r ] )  :  x ( r [ " - t , r r ] t - t )  ( ca r  s  €  ^9 r  Ç  So  e t  [ " - t , t r ]  €  So )

:  1 (s l ss r  
r s - t )  :  x ( [ t , s r ] ) - t  :  I

x ( [ s t , s1 ] )  :  1 (s t s1 t - r s - t " i t )  :X (s [ t , " r ] t - t [ " , t t ] )  : x ( s [ t , s1 ]s -1 )1 ( [ s , s1 ] )

:  X( [ r ,  sr ] )X( [s , 's1] )  :  1

eb Sr est bien un sous-groupe de So. Soient maintenant s1 : so ' fî et t1 - to ! lT (avec

ss, ts € So et n,m €. T,) deux éléments quelconques de Sr. On a,

x(rs"'r):'*'r','"T*'rlilï)r'",ï:l;l,:iî;1îï,r;i1,1*,r,,:'
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d'où Sr Ç ,9r.

Si .9r : 51, on définit alors, pour tout i > 2 et tout caractère Xr € (^9È-t(Xr,... ,xr-s) \

Sn(x r , . . . ,X* -z ) ) ^  (avec  2  <  k<  i  -  1 )

(  t ,A r , .  . .  ,X ; -z )  :  g r
I
{  'S ' (x t '  " '  ,X ; - r )  :  51
I

[  " t ( " t '  " '  ' ' x ; -z)  :  o

Au contraire, si St Ç Sr, alors ,Sr \,Sr est sans torsion. Soit Pt: Sr -- 51 \.9t l. projection

canon ique .  I l ex i s tea lo rsT2€Sr - ^91  te leuePr ( l ùeZ(^9 t \S t )  
" t  

( p th r ) l \ (S t \ . 91 )  so i t

sans torsion. Posons alors.92: (St, lù. S' est un sous-groupe normal de.9r, contenant,Sl

et vérifiant [St, S'l ç Sr. En outre, S' \ ^9t est sans torsion, et

rang(.92 \.9r) : rang(^9l \ st) - 1 < rang(.9t \ so) - 1 < rang(.9o \ so) - 2'

Soit maintenant ! une extension du caractère X au groupe ^91 (on a vu plus haut qu'une

telle extension existe bel et bien), ét soit Xr € (,90 \.St)n un caractère du groupe abélien

So \ St. L'application

( i 'x t ) ( " t )  :  i (sr )xr (Pr(s1)) ,  pour  tout  s1 € 51,

est bien définie et est un caractère de ^91. Posons

Sz(xr )  :  { " ,  €  s r ;  ( i ' x r ) ( [ " r , " r ] )  =  1 ,  pour  tou t  s2  €  s ' ] '

Sz(Xt) est un sous-groupe de ̂ 91 contenant ^92.

Supposons maintenant que llon ait défini les sous-groupes S*(Xrr' .. ,Xn-z) et S"(Xr, . .' ,Xn-r)

( pou r  X r  €  (So  \ ^9 t ) " ,  Xz  €  ( ^91  \  S ' ) n ,  Xa  €  ( ^92  \S t (X t ) ) " , e t  X j  €  (S r - t 1 t l r . . . rX r - t )  \

S ' (X r , . . .  ,X j - z ) ) ^ ,  avec  4  <  j  1n -  1 ) .  S i  S ' (X t , . . .  ,X ' - r ) :  S " (X r , . . .  ,Xn -z ) ,  on  pose

a lo r s ,  pou r  t ou t  i )  n *  l  e t  t ou t  ca rac tè re  1 ;  €  (S ' - r (X r , . . . ,X i - s )  \S i (X t , . - . , y i - " ) ) "
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( avecn*1  (  j  < i - I ) ,

I  s t ( r ,  , . ' .  ,X ; -z ) :  ̂ 9 ' (x r ,  . . .  ,Xn-z)
I
{ ,S r ( x t , . . . ,X ; - r )  :  Sn (x t , . . . ,Xn - r )
I
[ " t ( x t , " ' ,X ; -z ) :o

A u t r e m e n t ,  s o i t  p ^  :  S , ( X l , . . . ,  X , - t )  - .  S n ( X t , . . - , X n - z )  \  S " ( X t , . . .  , X n - r )  l a  p r o j e c -

t ion canonique. ,S'(1,. . .  r  X^-z)\S"(Xr,  . . .  ,Xn-r)  étant sans torsion, i l  existe alors 7,,a1 €

,S , (Xr  , .  .  .  ,Xn- r ) -S" (Xr ,  . . .  ,Xn-z )  te l  que p* ( 'Y^+r )  e  Z(S" (yv , .  . .  ,Xn-2) \S ' (X t '  . "  ,X* - r ) ) ,

e t  (p^ ( " ' t ^+ t ) )  \  ( (S" (Xr , . . .  ,Xn-z )  \  S" (x t , ' . .  ,X ' - r ) )  so i t  sans  to rs ion .  On pose a lo rs

S"* t (X t ,  . . .  ,Xn - r ) :  (S " (x t ,  ' ' '  ,Xn -z ) , 'Yn+r ) '

S"*'(Xr,..  .  ,Xn-t) est un sous-groupe normal de S'(Xt, . .- ,Xn-r) contenant S*(Xt, " '  ,Xn-z)

et vérifiant

[S"(x t  , - -  .  ,Xn-r ) ,  S ' * t (xr , '  "  ,  X ' - r ) ]  Ç '9" (x t  ,  " '  ,Xn-z) '

En outre, s"*t(xr, . . .  ,Xn_r) \ s,(Xr, . . .  ,Xn-t) est un groupe ni lpotent discret de type f ini

sans torsion, et

rang((S"+t(Xr , .  . .  ,Xn-r )  \  S ' (xr , . . '  ,  X ' - r ) )  (  rang(So \  So)  -  
" .

Soir maintenant (. .  .((t  .  Xr)- .  Xr)-. .  .)- .  X*-r)- une extension du caractère (" '  ((t  '

x r ) - '  xù - "  ' ) - '  X * - )  au  g roupe  S" (X r ' , " ' ,Xn -z ) ' ,  e t  so i t  X *  €  (S^ - t (X t , " ' ,X ' -a )  \

S'(X, ,... ,Xn-z))n. Afin d'alléger les notations, pour tout i > l, on dénotera dorénavant

s implement  par  1 .  Xr  .  "  X;  Ie  caractère ( ' '  ( ( i '  x r ) - '  x" ) -  ) - '  X; - r ) - '  X; .

Soi t  X -Xr . . .Xnle caractère de S ' (X1,  . . .  ,Xn-z)  déf in i  par

Q '  X r ' ' 'X ' ) ( s ' )  :  ( x '  x r " 'X ' - r ) - ( s  * )X^ (p , ( " ^ ) ) ,  pou r  t ou t  s , ,  €  S " (X r l  " '  ,Xn -z ) '

On pose alors

,S ,+ r ( x r ,  - . . ,X^ )  :  { " '  e  S " ( x t , . . . ,Xn - r ) ; ( x '  x r " 'X ' ) ( [ s " , s ' + r ] )  :  1 ,

pou r  t ou t  sn+ l  €  S " * t (X r , . . . ,X . - r ) ) .
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S,+ r (X r , . . .  ,X . )  es t  un  sous -g roupe  de  S , (X1 , . . .  ,X , - r ) ,  con tenan t  S ,+ r (X t , . .  .  ,Xn - r ) .

Par  construct ion des su i tes (St (Xt ,  . . .  ,X; -z) ) ;>o et  (S; (Xt , . . .  ,X; - r ) ) ;>- r ,  i l  ex is te - to  )  0

tel que I'on ait

St (xt, .  .  .  ,  xi-z) :  S i(xt ,  .  .  .  ,  X j-r),

pour tout j > jo et tout caractères Xt,. . . , X;-r (on voit que ceci est vrai au moins pour

tout js > rang(So \ So)).

Lemme 4.1.3 Pour tout i  ) 0 et tout caractère y1,.. .  ,X;t on o,

st|: t i l i l ' , - , : : ,")Q. Xr. - -  X) :s,(x,, .  .  . ,  X;-r).

Preuve :  So i t  i  )  0  e t  X t , . . . ,X  f i xés .  On  a

st; : -( i l : l ; : ; , :J; ;ùQ' xr " 'x;)  :  {r , - ,  e s;-r(xr , . .  .  ,X;-z);  (x '  xr ' ' 'x ;)( [s;- , ,  s; ] )  :  1

pour  tout  s ;  €  ,St (Xr ,  . . .  ,X i -2) \

:  { t r - t  e  S , r - r ( x t ,  . . .  ,X ; - z ) ;  ( x ' x r  " ' x ; - r ) ( [ s ; - r ,  s ; ] )  :  1

pour  tout  s ;  €  Si (Xr ,  . . .  ,x ; -z) \

=  S ; ( x t , . . . ,X ; - r ) ,

ce qui termine Ia preuve de ce lemme. tr

Lemme 4.L.4 Pour tout i  ) 0, on a

Ind [1  â r  
[ .  ( . ( / -

Jlso 1s'; " 
'  'J1s,- '  

1x, , . . .  ,xl_à ' ' -u )\s, ("r,. . .  ,xl_1 ' t- ' ; ;n

hd!,(r ,  , . . . , r , , : ; , , -ny(x 
.  Xt.  '  .x l ' " ' ' ' - ' )  axl '" ' ' - ' )  .  .  . )dxt

où d,yj '" ' ' i -2 est la mesure de Haar iur (Si-t1rLr. .  .  r xl: ' ; ' i -sr\ Si(xr, . .  .  ,xj1; i-n1\n, nor-

mahsée de manière à rendre ualide la formule d'inuersion, pour tout I < i < i.

Preuve: On va prouver ce résultat par récurrence sur I'entier t. Si i : 0, alors ,9o : 11 et

Indlr1 = IndloX. Supposons donc le résultat vrai pour i 1 n. On a alors, d'après I'hypothèse

de récurrence et le lemme 4.I.2.
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IndlTx - 
lrirr,,^t 

tl*-' (x,,...,xr;-",--,)\s.(r,,...,x1:;, '-.))n
Itd!,(", ,... ,*l;:r,.-r)(x 

. x, . - . x'*'"' '*-') dxt"' '^-') . . .)dx,

1 0  1 @ '= 
f , ' tr '  )^ 

( ' ' '  (  
l  rr^- '  (x,,. '- ,x' ;-" ' ' - '  )\s'(x,,.. . ,x1:; ' ' -a;;n

r,d!"*,1,,,,,1,_i,,-,)r"o;ilI::';;ii;'-i,')tx . Xr - . - x:^,"',"-')
dvr'" ' '"-21 . . .)dxt

1@ 10= 
f ,.t",,  ̂  

( " '  ( 
l rr.-, r*',...,x)'- i ' '-s )\s*(xr,...,x1;-; '--n 1y n

. , , .  1e
lnd!'+,(x,,...,xl,: i '"- ') 

Jr^fur,...,x1:;,,-,)\s,*r(xr,...,x1:,,.-.))n

(x . x, .'' xl*:;r'"-')dxl":;r'"-' ) dx'.'"'''-" ) . . . ) dxt

=  [ *  ( . . . (  [ *
, / 1 s o 1 s t ; " ' ' J s . ( x r , . . . , x 1 . , _ r , ^ - n ) \ s ' + 1 ( x 1 , . . . , x 1 , : ; ' ' - 3 ; ; n
'  f I -  r  | . . . . . n - ll nds .+ r ( x , , . . . , x1 ,_ i , . - t ) (X '  X r '  "  X ; : I r '  

- '  
)

axl;:ir'"-') dx!"'"''"-') . . .) dx,

et le résultat est donc vrai à I'ordre'n * I. tl

Remarque: On écrit X:'"'' '-'afin de garder en mémoire que ce caractère peut dépendre,

éventuellement, des (i - 2) caractères précédents Xtt Xz, XL, . . . , Xl:;''-n .

Théorème 4.1.1 On conserue les notations introduites antér'i,eurement. Soit js20 le plus

petit entier aérif,ant

S ' o ( x t ,  - . .  , X i o - z ) :  S i o ( x t ,  " '  , X i o - r ) ,

pour  tou t  carac tère  Xr , , . . .X jo . - r .  A lo rs

^ I D  . A

Ind!1 = l -  (  ( / -
Jlso 15' ; " 

' 'J1sro -' 1*,,... ,^l;-âjo 
-u 

)\sjo (xr,... ,xl;'-; 'o 
-* 

1;"

Ind!^(x,,...,xj;._1,0-.,,(x . Xr. xz. xrl;: i i '-t '  xj;" 'n-2,

axll- ' io-2) . . .)dx,
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où d,y| '  '  ' i -2 est la mesure d"e Haar sur (Si-r (X,, .  .  .  ,  x]:; ' ' - t) \  ,S'(xr, .  .  .  ,xl- ' ; ' i -o1\" lnor-

malisée de telle manière à rendre ualide la formule d'inaersion), pour tout 0 3 j < js, est

une décomposition en conxposantes irréductibles de la représentation Indltl.

Preuve: D'après le lemme précédent, il suffit de prouver que chaque composante apparais-

sant dans le décomposition de Indlrl est irréductible. Fixons donc des caractères Xj'"''i-z ,

(S i - t ( x r ,  . . .  , x ) ' _ ; " - t )  \ ^9 r ( x r , . . .  , x j _ ; ' ' - n ) ) " ,  pou r  t ou t  1  <  j  <  j o  (q , r "  I ' on  déno te  s im-

plement  par  Xr , . . . ,X jo)  e t  montrons que la  représentat ion I td l io(" r , . . . ,x to-ù(X 'Xr" 'X io)

est irréductible. D'après le critère dlirréductibilité de G.W. Mackey, il suffit de montrer que

pour  tout  1  € Qsro1yt , . . . ,X is-z \  -  S io(Xr ,  . . .  ,X io-z) ,  i l  ex is te

s j o  €  7 - r . S ' b ( X r ,  . . .  , X j o - z )  ' 7 f l  S r o ( X r , . .  .  , X j o - z )  ( * )

t e l  q u e  ( X . X r . . . X j o ) ( r " i . l - t ) l  Q ' X t "  ' X i o ) ( s r ; ) .  F i x o n s  0  < i  l  j s e t

7 € ( Q ' s i o 1 X t , . . . , X t o - z ) o S ; - r ( X t , . . . , X i - z ) ) - ( Q s i o ( x r , . . . , x i s - z ) f l S r ( x t , " ' , x i - r ) ) '

Puisque 7 e ^9i-r(Xlr .  . .  ,  Xj-z), ,  on a

.9 i (x r , . . .  , , x j -2 )  :  l - t  '  S i (x r , . . .  , x j -z )  "y  n  S t  (X t , . .  .  ,X i -2 )

g  ' r - t  '  5 io (x r , . . .  ,X io -z ) '1ÀS io (x r , . .  . , x io -z ) '

Par  cont re , t  ê  S i (x r , . . . ,X j - r )  :S t : l i i Î : ' i , ! i l " )Q 'Xr " ' x i )  (d 'après  le lemme4.1 .3) .  I l

existe ainsi  s i  € S'(Xt , .  .  .  ,Xj-z) tel  que

(x '  xr '  '  'X i )  ( r t i r - ' )  :  (x '  x t  '  '  'x i ) ( rs i r - ' )

t  (x 'x '  ' ' ' x ;X" i )  :  (x 'Xt" '  xr ) ( " i )

et la condition (*) est vérifiée. Mais, par définition de l'entier j6, on a

S io ( x r , ' . . ,X i o - z )  :  S i o ( x r , . . . ,X i o - r ) .

D 'où,

io

Qs,o( r , , . . . ,X1s-z )  -  S jo (x ,  , . . -  ,X io -z )  :  |1 -J { {Qt , r1 r  r , . . . , x jo -z ) t - l ,S i - r (x r ,  "  '  , x i -z ) )
j=o

- (Q s to (x r , . . . , x io -z l f l  S i (X t ,  .  .  . ,  Xr - r ) ) ) ,
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et la représentation Ind!^1*, , . . . ,xio_ù(X'Xt'" 1;o) est irréductible.

Remarque 1:  S i  11\ f  est  abél ien,  a lors  les su i tes de sous-groupes (S ' (Xrr . . . rX; -z) ) ( ;>o l

et (S,(Xr, .  .  .  ,  Xi-r))(r>-1) ne dépendent plus des caractères Xr,..  .  ,  X;-r et peuvent donc se

noter simplement (,S')1,20y et (^9,)1;2-ry.

Remarque 2: Ce genre de procédure (pour décomposer une représentation monomiale en

irréductibles) reste valide dès I'instant qu'il existe un indice -?o ) 0 tel que, pour tout i, jo

et tout caractères Xtr.. . tXi-r,

S ' ( x t ,  . . . , ,X ; - z )  :  S , ; ( x t , ' ' ' ,X ; - t ) '

En particulier, elle reste donc vrai dans le cas des groupes nilpotents finis.

4.2 Applications et exemples.

Si f est, soit un groupe discret nilpotent de type fini sans torsion, soit un groupe nil-

potent fini, alors le Théorème 4.1.1 nous donne une décomposition en irréductibles de sa

représentation régulière (droite) À, puisque À ry Indl)11 et {e} est normal dans f.

Corollaire 4.2.1 Soitl un groupe nilpotent iliscret d,e type fi,ni sans torsion (ou fini), et soit

À la représentation régulière (droite) de l. Formons les deux suites de sous-groupes de l,

(S t (X r , . . . ,X ; - z ) )1 ;2oy  e t  (S r (X r , . . . ,X ; - r ) ) ( i ) - r ) ,  assoc iées  à la rep résen ta t i on  À : Ind f " r l .

Si jo est Ie premiet" entier tel que

S ' o ( x t ,  . . .  , X i o - z ) :  S i o ( x r , " '  , X r o - r )

pour tous caractères Xrr. . . ,Xjo-r, alors À se décompose en ircéductibles d,e Ia façon suiuante:

10  1@
À ^r 

frotr,,^('' 
(f",.-,(x,,...,x1;'-;'o-')\sio1*,,...,x1;-;'o-';;^

md!,.(", , . . . ,*!, ; : ; io-,) ((..  .((1 .xr)- . xz)-...)- '  x];: i l ' - t)- '  xl;" ' ' ' -zD

dyr . ' " ' 'n -2,  . . . )dx,

tr
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où d.y) '  '1-2 est  la  mesure d.e Haar  sur  (S i - r (xr , .  .  .  ,x | ' - ; ' j - t )  \  S i (xr ,  . . .  ,x | : :1 ' i -n) )n ,or -

malisée de telle manière à rendre ualide la forrnule d'inuersion, pour tout 0 < j < jo.

Exemple 5: Soit le groupe diédral f : De (voir, par exemple, [Ser, $5.3]). C'est le Sroupe

des rotations et des symétries du plan qui conservent un polygone régulier à 8 sommets. Il

contient 8 rotations et 8 symétries, et est d'ordre 16. Si on dénote par r la rotation d'angle

f,, et par s une symétrie quelconque, on a alors les relations:

^ 2  - ' t
ù  - I

- l
s r s : T  -

Puisque Ds est un 2-groupe fini, D6 est donc nilpotent. Soit Cs le sous-groupe de Ds composé

des 8 rotations. Alors, tout élément de Ds s'écrit de manière unique, soit sous la forme rË

(avec0 < /c  < 7)  s ' i lappar t ient  àG,  so i t  sre (avec0 < f r  <  7)  s icen 'est  pas lecas.  Soi t

À : Indfô1 la représentation régulière droite de De. On pose So : {"}. On a donc So : Da.

On  a  Ss  -  ( r , r t , , r a , s ) ,  e t  ra  €  Z (D" ) .So i t  donc .g t  :  ( t n )  :  { 1 , r4 } .  On  a  a lo rs  S r :  De .

Soit 15, l 'exiension tr iviale de 1 à,Sr. On a

{ ( t " '  
.  q ) ; r y  €  ( , 9o  \ ^9 ' ) " }  :  { l s , , x r } ,

où X, est le caractère de 51 défini par X1(ra): -1. Puisque Sr: (St,r2,r,sl et Slr2 €

Z( .gt  \ ,S1) ,  posons donc.9 ' :  (St , r ' ) :  ( r2) .  On a a lors

S2(1s' ) :  Dt

Soient 1sz et fr les extensions à ^92 de ls'

et sr(xr) - ce.

et de X1. On a

{( t r ,  '  qz);  nz € (s ' \  s ' )"}  :  {1s,  ,Xz} et  { fxt '  qz);  qz € (^9' \^s ' )"}  :  {xr , r ,  l r 'z) ,

où Xz, Xr,r et Xr,z sont les caractères de ̂ 92 définis par

xz(r2) 
- -1 Xr1Q2) : eiî Xt,z(r2) : "'*

Puisque 52(15,)  :  (S ' , r ,s)  e t  que  ̂ 92r  e Z(52 \  S2(1s ' ) ) ,  posons donc  ̂ 93(1s ' ) :  (^92,r )  :

(r) :  G. De même, Sr(xt) :  (S',r) et ,92r e Z(52 \Sr(xt)). Posons St(Xt) - Ce- I l  vient

que

.9a(1s, ) :  De et .9s(xr) :  ^9r(xr,r) :  Ss(xr,z) - Cs: St(xt).

r 8 : 1
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Soient Ic",fr, | i  
"t  î frI"" extensions à C3 des caractères lsr, Xz, Xr,r et Xr,z. On a

{( t" , '  r ts);  r tz€ (s'  \  C')"} :  { lc, ,x '} ,

{fx, rts); nz € (^9' \ C,)" } : {x",r,xz,z} ,

{ (x,", ' qz); qz € (^s' \ G)" } : { xr,r,r, xrl,z} ,

{Q ' r '  qs) ;  ryz  € (s '  \  G)" }  :  {xr , r , r ,x r ,z ,z} ,

où les caractères Xs, Xz,t, Xz,z, Xt,t,t, Xt,t,z, Xt,zJ et Xt,z,z de G sont définis par

Xz(r) - - l  Xzi l ,):  " i î  Xz,z(r): " 'T Xr,r,r(r) :  " i i

Xr,r,z(r) : "'T 
Xt,zl(r) : "'T Xt,,z(r) : "'T

On a 53(1s") :  Da,posons donc ,Sa(le) : D". On a alors Sn(lcr) :  .9n(xr) - De: ^9n(ls'),

et, si 1srr, fr sont des extensions à De des caractères 16:, et X3, alors

{( tr ,  'nù; q+ € (c'  \  D')"} :  {ro,,xn}

{tx '  q+); qs € (G \ D')n} :  {x",r ,x",r}

où les caractères Xa, Xz1 et Xsp sont définis par

Xa( r )  : 1 '  Xa (s )  :  - 1 '

xa, r ( r )  -  -1 ,  Xe,r (s)  :  1

xs,z(r) 
- -1, xs,z(s) : -1

Ainsi, d'après le Théorème 4.1.1, la représentation régulière (droite) À de De se décompose

en irréductibles de la façon suivante:

À 3 lp. O xa O Xs,r O Xs,zO @ t"a!;Xr,i,; O @Iod!,'xr,r.
i , j=\ fr=l

Voici maintenant un exemple où fI est un sous-groupe normal de f tel que I/ \ f admette

des éléments de torsion, auquel s'applique la méthode de décomposition présentée ci-dessus.
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Exemple 6: Soit f  :  (Z,T,,T') le groupe de Heisenberg discret, muni du produit

(p r ,p r ,p . ) ' ( q r ,  Qz ,Qz) :  (p t  *  q r  +  PzQz ,Pz*  qz ,pz  +  q3 ) ,

pour  tous (pt ,pz,pr) , (qr ,Qz,Qs)  € f .  On a a lors

(pr,pr,Ps)-l  :  (-pr + p2P3, -P2, -P3)

[(h, Pz, Pz), (qr,, qz, qù] : (Psqz - Pzqs, o, o)

Soit n un nombre premier, et soit H : {(npr,0,0); h eT'}. }1 est un sous-groupe normal

de f. Soit o : Indlln. On cherche à décomposer cette représentation en composantes

irréductibles.

So i t  donc  So  :  H .  On  a  Ss  :  |  :  ( ^90 ,  (1 ,0 ,0 ) ,  (0 ,  1 ,0 ) ,  (0 ,0 ,  1 ) ) .  Posons  ^91  :  (So , (1 ,0 ,0 ) ) .

[Sr : So] - n et, si on dénote par ls, I'extension triviale de ls à .91, on a alors

{ ( t r '  
.  r t t ) ;  rn€ ( ,90 \  ^9 ' )n}  :  {x i ;  0  < j  < ,  -  l } ,

où Xr est le caractère de ,9r défini par

Xi (h, ,0 ,0)  :  " 'n 'T,  
pour  tout  (pr ,0 ,0)  €  51,

pou r tou t  0<  j  1n -  1 .  Onposea lo r s  52 : (T ' , 2 ,0 ) .  Ona ,pou r0  < i  <n -1 ,

s,(x ) 
= 

l,,l:,,:,':,:,!,i:,:ï[ 
I W, 

]i, :;,2:;1, 
V(p,, p2, 0) e s2 ]

T7

I r  s i  j :s
:  

\  ,o ,T, ,nT,)  s inon.

Soit f ;  une extension de Xi à 52,, pour tout 0 <7 1n- 1. On a

{Qi 'qz); qz € (s'  \^9')"} :  {xr ' , ' ;  t  e p"IT'} ,

avec X1t(h,pz,O) 
- 

"zn;(ff+rrz), 
pour tout (p1 ,p2,,0) € 52. On pose maintenant

Ia s i j :s
s"(xi) : {

|  (n,z,nT')  s inon.
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Alors,  Ss(X; , r )  :  ,9 t (X; ) ,  pour  tout  j , t .  Puisque

{Q"r 'nz) ;  qz € (s ' \  f ) " }  :  {xo, t , " ;  s  e  B ' lT ' }

{Qi r - r ts ) ;nz  €  ( .9 ' \S ' (x r ) ) " }  :  {x i , r , " ;se IP ' lT ' }  s i  1 (  j  < r - r

avec

Xo, t , " (pr ,  pz,pz)  -  ,2x i (1p2*srs)  
"1 

x i , t , " (pr)p2, ,np3)  
-  

"z t ; ( f f+tp2+s%) 
j

pour  (p1,pz,ps)  € f  e t  (pr , ,pr ,nps)  e St(x i )  (0  < j  1n-  1)  respect ivement .  A ins i ,

o : IndLls se décompose donc de la manière suivante:

o = 
l*,o IJ,,r",,,,didir o 

ç_ l: " IJ,,r,o,,,z,z)'Îxi,,,, didi.

Remarquons que toutes les composantes apparaissant dans cette décomposition sont des

représentations unitaires irréductibles de dimension finie.
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Chapitre 5

Décomposition de rlr en intégrale

hitbertienne de représentations

unitaires irréductibles de f

Utilisant les résultats des chapitres 3 et 4, nous donnons dans un premier temps une décom-

position en composantes irréductibles de la restriction à f de toute représentation r e ô dont

I'orbite possède un élément admettant un idéal rationnel polarisant. Ceci étant fait, nous

déterminons quelles sont les composantes de cette décomposition unitairement équivalentes

entre elles.

5.1 Décomposition de zrllr en composantes irréductibles

Soit donc / € g. admettant une polarisation m qui soit un idéal rationnel de g. En combinant

les résultats des théorèmes 3.2.I et 4.I.1, on peut alors donner une décomposition explicite

de zrrl. en intégrale directes de représentations unitaires irréductibles de f.

Théorème 5.1.1 Soit I e. g* adrnettant une polarisation m (de dimension m) qui soit un

idéal ration nel ile g. Soit {Xr, . . . , X,-} une base d,e Malceu forte de g, forternent basée sur

l ,  e t  passan t  pa rm.  So i t  M :  exp (m) .  Pour  tou t  ( t ^s , - . - , t n )  €  [0 ,1 ) ' - -  '  posons

l r^*r , . . . , r .  :  Ad*(exp(- f - *1X"n+r) ' ' '  exp(- t , "  X") ) l '
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et  déf .n issons les su i tes (St -* t ' " ' ' t ' ; i ( r r , . . . ,X; -z) ) ;>o et  ( ,9 , t - * ' ' " ' ' " (Xr , . . . ,X. - r ) ) ;>-1 dsso-

ciées à la représentation Indfn. '"(X1tmtr,.. . , ,-).  Soit jr^rr,. . .1^ le premier entier ) 0 tel que

, S t - + r , " '  , t n i j t ^ + t ,  , , * ( x r , .  .  .  t X j t ^ + t , . . , , ^ - z )  :  S : : : : : , . ' t ; ( x r , , .  . .  , X j , ^ + r , . . . , , . - r ) ,

pour tous caractères Xrr. . .  ,Xj ,^+t, . . . , rn.  Alors, la représentat ion nr l ,  se d,écornpose en l ' in-

té grale hilbertienn e d e rep r és entations irr é ductibl es

t r t l ^  . ,  [ *  [ "  ( . . . (" r l f  Jp , r1 . -^  J6 '^ * r , "  , tn ;o \s 'm+r , "  , tæ; r )^

1 e
I
J1s '^+r ,  , tn : r t ^11 ,  , t ' - r (x r , . . .  , * : ' , : ' : : : : , t : - j * - t ) \ " ' - * t  

' "  ' tn ' i tm+1, " ' , tn (x r r . . .  
, r : ' r : : : : : , ' r : -1 " - ' ) ) "

t tdf ,  ,** r , . . . , t  n i  r  t  m + 7,. . . , , .  (xr, . . . ,xt ;  r ,  : , : : :  : , i :  _:"  
- ,  

)

((...((1,,-*1, ,,n .xr)- .x2)- -.)- x:: ' ::, ' ::,:--i '"- ')- x' i::: ' ::::-" '""- '))

axl;:*|"'.:i,i,r,')"*,,' ,," ) ' ' ' )dXt^+,,.'-,t^;r

où dy1^*r , . . . , tn i j t , . . . , t -z  êst  la  mesure de Haar sur

( . g r - * r  , . . . , t ^ ; i - r (X r , .  . .  . ,X | : ; , , - u )  \  ,S t -+ r , . . '  , , ^ r i (X r , . . .  
,X | : : ; , r - ' ) ) n ,

norrnalisée d,e rnanière à rendre ualiile la formule d,'inuersion, pourtout0 < i < it^+t,...,tn,

e t  t ou t  ( t ^+ r , .  . .  , t n )  €  [ 0 ,1 ) " - - .

Remarque: Si m est telle que [g,g] Ç m, alors le groupe M\G est abélien, et les suites

(St*+r , . . ' , r - t r (Xr , . . .  ,X i -z) ) ;20 et  ($ t -+r ' " ' ' t ' (Xr , . . .  ,X; - r ) ) ;>-1 associées aux représentat ions

Indfn.a(X1rm*1,... ,,, ) ,orlt indépendantes des caractères X;. De plus, les sous-groupgs $J-+r '"' 't'

et St*+r'" ' ' t- i i  sont des sous-groupes norrnaux d,el.

Exemple 1: Regardons à nouveau l'exemple du groupe de Heisenberg. Si I : aXi, avec

a f 0, alors

ot,*rlr = [* Indfn,..,r(x ,,l1rn) dt
J lo , l )

où, pour tout t € [0, 1), I t  :  aXi ] taXi et

^ r-  [  çn,n,o1 i f  o f  e
btirz.rr(Xt,) : 

1
|  (T " 'Z ' ,qZ)  i fo :Ëe  Q.
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D'où, Indfr., . , ;X1, est irréductible pour tout I € [0,1) si et seulement si o ç q,.

Supposons maintenant que a : 
! e Q avec pgcd(p,q):1. Pour t € [0,1) fixé, on a

Stl). , .(X,,) :  (n,T',qZ). Posons alors So - M 1-l f  :  (2,2,0) et ^96 : Stfn.., .(1,,) :

(Z,T',qT,). On a So ç ,So. Soit ,Sr : .90 'exp(qZX3) ( ici 71 : exp(ÇXs)) et soit

S r  :  { f  €  f ;  X t , ( [ l , s r ] )  :  l , pou r t ou t s1  €  S t ] .  Onaa lo r s ,So  -  S t  ç , 9 r  Ç  So ,

d'où 51 : Sr et jo: I. Ainsi, nt,vlr se décompose en irréductibles de la manière suivante:

l r u r Onlulr ^r 
lo,r, 

t"ol.,n(x,,l*n) a,

= [. f  [ . Ind!, ( ir,  .  xr) ax) dt
. / [o, l)  "/T

Remarquons que ,St \ f est fini. Ainsi, toute représentation Ind!, (V.t,' Xt) apparaissant dans

cette décomposition est de dimension finie.

Exemp le  4 :  So i t  G :  Go , rg  e t  l :  { ( p r , . . . , pe ) ;P r , . . . ,Pa  e  Z } .  Nous  avons  vu  au

chapitre 3 que si / : arXi + d2X;, av€c d1 l0 et a2 f 0, alors

1'@

nrlr = / t"afnr'.(xt,,,,u lr.'r) dtsdto
- 

J [o,r;z

avec M:  (R,  R,R,R,0,0)  e t  /1u,1u :  arXî*azXî  j2 t6a1X!* tsazXi- l t !a2x[ ,  pour

tous f5 , to  € [0 ,1) .  De p lus,

(%,2, 'Z ' ,7 ' , ,0,0) s i  o1 f  Q et  oz É Q

Stln.'"(x,,u,,. ) :
(2 ,%,%,Z,0 ,Q1Z)  s i  a1 :  f raa e t  02 ÉQ

(2 ,2 ,%,%,qzZ ,0 )  s i  o1  (  Q  e t  o2  :  Do"  €  Q

(Z ,Z ,Z ,%,qzZ,QtZ)  s i  o1  :  â  €  A  e t  a2  - -  
I  €  q

où 8, - Çr si Ç1 est impair et Qr - ? ri q1 est pair. Ainsi, Indfr.npx1,u,t6 €st irréductible,

pour tout t5,t6€. [O,t) si et seulement si or d Q "t 
az êQ.

Supposons donc que or € Q or o2 € Q, et fixons t5rt6 € [0,1). Plusieurs cas peuvent

apparaitre:
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Cas 1: o, -- 
I  € Q (avec pgcd(pr,qr):1) et az É Q,:

A lo rs  Ss :  (T ' ,%,2 , 'Z ' , 0 ,Q17 ' )  e t  So  : (%,%,%,7 ' , 0 ,0 ) .  So i t  51  :  (So ,exp (Q1X6) )  :

( 'Z '  r 'Z '  rZ,  Z,  0 ,  Q tZ)  e t  so i t

S r :  { l  €  f ;  X r , u , , u ( [ f , t r ] )  : 1 ;  pou r  t ou t  s1  €^9 t ] .

On a alors So : 51 Ç Sr Ç .90. D'où ̂ 91 : Sr et js:1. Ainsi,

Indf,,.,.,p11,u ,,, = [* Ind!, (!r,u,, 
" 

. X) dy,' J.n

et ntyl, se décompose en composantes irréductibles comme suit:

trt,rulr = [* 1 /* r.,a!, (vt,u,,u . x) dx) dtsdt.' Jlo'r1z 1'Y

Cas 2: at ê Q, et a2: I e q (avec pgcd(pz,lz): l) :

A lors ,  So :  (%,2,2, '2 , ,0 ,0)  ç  (T ' , ,%,%,2,822,0)  :  ^90.  Posons 51 :  So.  A lors  ,91 :  Sr

et jo - 1. Ainsi,
1O

Indf,r.npx1,, *, = l^ Ind|, (1r,,,, u . X) d,y,
JT

et r1,7ral, se décompose en

ot,ulr = 
[:.,,, l:Ind!, 

(ir,u,,. . X') dy,) dtudtu- J lo,r1z

Cas 3:  or : f  €  Q et  or : f t  €  Q (avecpgcd(pr ,gr ) :pgcd(pz,Çz) :1) :

On a ,90 - (%,%,2,%,qzT,,Q{Z) : (So,exp(q2xs),exp(QrXo)). Posons alors ,Sr :

(So ,exp (q2Xu) )  :  (%,2 ,2 ,%,q2 '7 ' , 0 ) .  On  a

.9r : { 'y € l ;  Xr,u,,u(h,"t]) :  1, pour tout s1

:  { ^ l : ( * r , . . . , u0 )  €  f ;  c5  €q rZ  e t  16  €

Ainsi, si t5 ( Q, alors QrT, n **,n: {0} et Sl :  St, io :

existe Qtu e Z tel que ̂ 91 : (St,exp(QruXo)) et Sr I Sr. Soit

et js : 2. D'où

€ ,st]

erT,n loltsPz

1. Sinon, si ts € Q*, alors i l

^92 : ,9r. On a alors 52 : Sz

/fi t"a!, (7.,,,,,u . Xr) dy, si t5 ( Q

/f i ,  t"a!,(( i , , , , ,u 'xr)- 'Xz)dv1d'v2 si  15 6 Q*

lndf,r'r..'px1,r,,u 3
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Remarquons que I'on peut ignorer le cas ts : 0, puisque {0i * [0, 1) est de mesure nulle dans

[0,1)' .  Bien sûr, c'est également le cas de ([0,1) n Q.) x [0, t),  mais l 'étude de ce cas était

intéressante. Ainsi, ot,ulr se décompose comme suit:

{/* r"a5, (V.,,u,,u . xr) dyrl dtsdt6= [ .
. / ( [0,1)nrR\ Q)xlo,1)

r t , M l r

5.2 Equivalence unitaire des composantes de z-rl,

Si / € g* admet une polarisation m qui soit un idéal rationnel de g, nous venons de voir

qu'il était possible de décomposer ?r;1. en intégrale hilbertienne de représentations unitaires

irréductibles de f. Le problème que I'on se propose donc de résoudre maintenant est de trou-

ver, si o est une représentation apparaissant dans cette intégrale, toutes les représentations

de cette décomposition qui lui sont unitairement équivalentes. Pour ce faire, nous allons

utiliser le théorème suivant, dû à G.W. Mackey:

Théorème 5.2.L ([Macl, Theorem 7')) Soient H1 et Hz i]eux sous-groupes d'un groupe

d,iscret | , et soient y1 et y2 d,eur caractères d,e H1 et H2 respectiuement. Supposons que les

représentations g: Indlr,Xr et pz - IndllrXz soient irréductibles. Alors les représentations

h et Qz sont unitairernent équiaalentes si et seulement s'il existe 7 € | tel que

(I) { 'Hn et H2 sont comrnensurables,

(2) Xthht-t) : Xz(h), pour tout h e yt Hrl À Hz.

Remarque: Soit fI un sous-groupe normal de f , X un caractère de H ,, et'y € f . Soit X(r)

le caractère de .FI défini par

ttr)(rb) : x(lht-L), pour tout à € f1.

Considérons alors les suites (St(Xt, . .  .  ,X;-z));>o et (St(Xt,.. .  ,X;-r));>-r (respectivement

(Ti (X\, . . . , X'i-z))j>o et Qi(X\, . . . , X'i-t))i>-, ) associées à la représentation Indlrl (respec-
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t ivement Indlrx(r)). On a

T - r :  f  :  S - r  :  " ' l - L 'S - r " l

To  :  H  :  So  :  1 - t 'So ' " 1

To  :  S t [ 1 " t r l ;  :  " y - t .S t l ( x )  . z  :  - t - 1  .So - - r

Posons maintenantfr :  'y- l '51 ' l . i t  est un sous-Sroupe de ?s, contenant ?o et vérif iant

lTo,Tl ç To.

I En effet, soient to e. To et h € fr. Par définition, il existe so € So et sr € ,S1 tels que

t6 :7 -1s61e t t 1 : ' y - r s { f , e ta l o r s  [ t o , t r ]  : h -1so7 , l - l s r? ]  : 'Y - t [ t o , t t ] 7  eTo .  ]

Ainsi, on peut supposer que I 'on aTr : f t .  D'où

T1 :  { to  e ?o;  x(" ) ( [ to , t r ] ) :1 ,  pour  tout  t1  € ?t ]

:  { l - t "o"y ;  so € ^90 et  x( r )11t - t '07,J- t ' r r ] )  :1 ,  pour  tout  s1 € ^9t }

:  { 7 - t "o? ;  so  €  'So  e t  x ( [ s6 ,s t ] )  : 1 ,  pou r  t ou t  s1  €^9 t ]

:  ' l - '  '  S r ' ' l

De même, soit f2 : .y-r . S' ..y. Comme précédemment,f2 est un sous-Sroupe de fi con-

tenant Tr el satisfaisant Ia relation [?r,f'l ç ?1. Ainsi, on peut également supposer que

T2 : f 2 .

Soit donc a une représentation unitaire irréductible de f apparaissant dans la décomposition

(3.1) de orl. en intégrale hilbertienne (voir théorème 3.2.1). Il y a deux cas à étudier:

Cas 1:  o :  IndL.r (Xr , -* , , . , , , ) ,  pot ,  un cer ta in  (n - rn) -uplet  ( t -a1,  . . .  , , tn)  €  [0 ,1) ' - * .

Soit p : Indil une autre composante de zr1l., unitairement équivalente à o. D'après le

théorème 5.2.1, on a

o= -  I  e  i l e x i s t eT  €  f  t e l  queX f , t l * ,  , , n : [ su r . I (  n (M  n f )  e t  / ( n (Mn f )

est d'indice fini dans les deux sous-groupes stintersectant.

Or, si M nl ç I{,  alors, vu la forme que peut avoir le sous-groupe I(, K n(M fl  f) est

obligatoirement d'indice infini dans .I(. Ainsi, nécessairement, 1( est égal à M n f, et alors
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i .  :  Xt"^*r , .  . , , , :  pour  un cer ta in  (n -  ræ)-uplet  (s- . .1 , .  .  .  ,  s ' )  €  [0 ,1) ' - - .  D 'où

o?  g  <+  i l ex i s t eT€ l t e l que  X I : : - r , . . . , , n :X r " ^+ r , . . . , " ,  su r  Mn l

€  i l  ex i s te  1€ . l f  l " ^+ , . r . . . r sn  €  Ad . (7 - r ) l r ^ * r , . . . j ^+  (M  n f ) t

<+ l r^* r , . . . , " .  €  Ad*( f ) l r ** r , . . . , r ,  *  (M n f ) ' .

Cas  2 :  I l  ex i s te  ( t ^ * r , . . . , t ^ )  €  [0 ,1 ) ' - - ,  i o :  i r ^ * r , . . . , r "  >  0  e t  des  ca rac tè res  1 ;  €

( . 9 ; - t (X r , . .  . ,X j 4 )  \S i ( x t , . . . ,X i - 2 ) )n  ( pou r  L<  i  <  i o )  t e l s  que

o :  Ind! ;o(xr , . . . ,x ;o- r ; (  .  . ' (7 . r r^*r , . . . , r .  '  Xt ) -  " ' ) -  '  x ,o) '

Bien sûr, nous pouvons supposer que /o ) I est le premier entier vérifiant

S to  ( x t ,  " ' ,  X io -2 )  :  S r ;  ( x t , ' ' ' ,X io - r ) ,

pour tous caractères Xt,.. . ,  Xrb. On a alors Mnl Ç Sio(Xt,. .  .  ,Xio-z). Soit maintenant p :

IndL! une autre représentation apparaissant dans la décomposition de rc1l., unitairement

équivalente à o. D'après le théorème 5.2.1, on a

o  z  p  .<+  i l  ex i s te  ?  €  |  t e l  que  ( . . . ( 7 . , , * * r , . . . , t n  x r ) - ' . ' ) -  x i o ) ( " )  
-  ! su r

I {  n (1 - r .S io (X r ,  . . . ,X j o - z )  ' 7 )  e t  Kn ( l - t  f lS j o (X r , - . - ,X i o - z )  ' 7 )  es t

d'indice fini dans les deux sous-Sroupes s'intersectant.

Dénotons cette condition par (*). On doit donc avoir M nl ç K, et il existe alors

( " - * r , . . .  , s , )  €  [ 0 ,1 ) ' - - r i o :  i " - * r , . . . , " ,  )  0 , e t  des  ca rac tè res  x i e  (T i - t ( x \ r - . . , x i - r )  \

T t ( x r , . . .  ,X ' ; - z ) ) ^ ,  pou r  1  <  i  <  i 6  ( l es  su i tes  (T ' (X \ , . . .  ,X ' ; - z ) ) ;>o  e t  (T r (X \ , . . .  ,X l - r ) ) t - t

étant les suites associées à la représentation Indfr.np(Xl ,mr',...,"")) tels que

K :  T io(x ' r , .  .  .  ,x ' * -z)  e t  * .  -  ( .  .  . ( i , " - * ,  , . . . , "n '  x ï *  " ' ) -  '  x l . ) .

Bien sûr, on peut également supposer que is est le premier entier vérifiant

Ttn(x ' r r .  .  .  rx ' ;o-z)  :  T;o(x ' r r -  .  . ,  X;o-r ) .

pour  tous caractères X\ , . . . ,X1" .  ( * )  ent raîne a lors  qu ' i l  ex is te ? € f  te l  que Xl ! , ) * , , . . . , , . :

X l , *+r , . . . , , ,  suf  M n l ,  c test  à  d i re

/ " -* r , . . . , " ,  €  Ad-( f ) l r - * r , . . .  , r , *  (M n f ) t .
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D'après la remarque fai te précédemment,  on peut donc supposer que ?; :  1-r ' ,St '7 et

Tj  :  7- '  .  S j ' ' ' t ,pour  tout  0  < i  <  2 et  - l  <  j  <1.  D 'après (* ) ,  on a a lors

(V., ,^*r , . . , ,^  '  Xr)(1tr7-t)  :  (V. ,"^*r , . . . , ""  '  x l ) ( t t ) ,  for  a l l  t r  e Tr,

et alnsl,

f r (x)  :  { t t  e Tr;  (V,"^*, ,  , " .  .  x i ) ( [ r t  , t r ] )  :1,  pour tout  f2 e T' ]

:  {7- t r r?;  sr  € ,9r  . t  (Vt"^rr , . . . , "* 'x)( l - t [ " r ,sz] t )  :  1,  pour tout  s2 € '9 ' ]

:  {7- t r r7;  sr  € Sr t t  (1t , -* , , . . , , "  'Xr)( [sr ,sz])  :  1,  pour tout  s2 € ^9' ]

- I  \  .:  ' l  "  Jz lXt ) ' ' l

Lemme 5.2-L Soit ko: min(io, io). Alor", pour tout I < k l lcs, on peut prend're

(1 )  To (x ' t ,  " '  ,X ' * - z ) : 1 - r 'S * ( x t ,  " '  ,X * - z ) ' ' 1 ,

çz )  T r ( . x \ , . - .  ,X ' t " - t ) : ' l - r  ' S t ( x r ,  " '  ,X * - r ) ' 7 '

Preuve: On va prouver ce résultat par récurrence sur i I leo. On a vu que ceci était vrai

pour i - 1. Supposons donc que le résultat est vrai jusqu'à l'ordre i et montrons qu'il est

vrài à I'ordre (i + 1). On a, par hypothèse,

T ; ( x \ , . . .  , x ' ; - r )  :  ' Y - r '  S t ( x t ,  " '  , x ; - t ) ' 1 '

Posons  ' Î " * ' ( x \ , . . .  
,X ' i - r )  :  ' l - t  'S t * t ( x r ,  . . . , , x ; - r ) ' ' 1 .  T ' * t ( x1 , - . - ,X ' ; - r )  es t  a lo rs  un

sous-groupe de 
",(X" 

,. .  .  ,X';-r) contenant T'(Xrr.. .  ,X';-z) et satisfaisant la relation

lT,(xr,  .  .  .  . ,  X' ;-r) ; i '* t(x\, ' ' ' ,  x l-r))  ç T;W:r, ' ' ' ,x ' ; -z) '

Ainsi, i l  est clair que I 'on peut supposer que T'*t(x\,. . .  . ,xl;-r):  î i* '(X'r,, .-.  ,Xl;-r).Main-

tenant, la relation (*) implique que

( . . . ( i , , - * , , . . . , tn  xr ) - " : ) - 'x ) (1t ;1-r )  :  ( . . . (1 , , - * , , . . . , " " 'x i ) - " ' ) - 'x lXt ; )
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pour tout t;+t e T'*t (X'rr. .  .  ,  xi-t  ))

:  { l - '  " r l ;  
s ;  €  5;  (xr ,  .  .  .  ,  x i - l )  e t

( " ' ( i , " - * , , . . . , " ,  '  x l *  '  ) -  x ' ) ( l - t  [s ; 's ;11]7)  :  1 ,

pou r  t ou t  s ;+ r  €  S t * t (X r , . . .  ,X ; - r ) )

= { ' l - t  "r 'r ;  
s; € S' (Xr, .  .  .  ,  xt- l  ) et

( .  .  . (V, , ,^ r , ,  , r ,  '  x r ) -  '  ) -  x ; ) ( [s ; ,  s ;+r ] )  :  1 ,

pou r  t ou t  s ;+ r  €  S ' * t (X r , . . .  ,X ; - r ) )

:  ? -1  '  ,S ;+ r (X t , . '  .  ,X ; ) ' ' 1 .

Ceci achève la preuve de ce lemme.

Comme (*)  ent raîne que  ̂ r - tg io(Xr , . .  . ,X io-z)^ l  e tT io(X!r . . .  ,X l ;o-z)  sont  commensurables,

d'après le lemme précédent, on a donc obligatoirement is : jr.

Remarque :  Pour tou t  I  < i  <  j o ,on  uT ' * ' (X \ , . . . ,X l ; - ) : (T ; (X \ , - - - , ,X ! ; - z ) , 'Y - r " l ; + r ' 1 l r ,

e t  I ' ex tens ion  ( x r " - * r , . . . , s . ' x \ 'X ' ) -  àT ' * ' ( x \ r . . . , x | ; - r . )  du  ca rac tè r€  X t " -+ r , . . . , "n 'X \ 'X l  es t

alors donnée par:

( x , " * * , , . . . , .n '  x ' r ' x ' ) - ( ' l - l  ' s ;+ r '1 )  :  ( x , " - * r , . . .  , " . ' x \ ' x ' ) * ( l - t ' s ; ' ' l  ' 1 - r  ' " ' l i + "Y)

:  (x,"-* , , . . .  , "n '  Xl '  x ' ) ( l - ' '  s i  '7)

pour  tou t  s i+ r  :  s ; ' 7 î  €  S t * t (X r ,  . . .  ,X ; - t )  (avec  s ;  €  S t (X t ,  . . .  ,X ; - z )  e tn  e 'Z ' ) '

Soit maintenant, pour tout 1 < i  < io: io,

p l ' ' ' - ' ,  s ' ( x r , . . . , x i - z )  - 1  $ ; - r ( x r , " '  rX i - s )  \  s t ( x t , " ' , x i - z )

et

p l : ; ' j - '  :  7 - r  ' s t ( x , ,  .  .  .  ,X ; - z )  "T  -  ( l - r  ' s t - t ( x r , .  . '  ,  X ; - s )  ' r ) \  ( z - t  ' s t ( x r ,  " '  , x ; - z ) ' l )

les projections canoniques.
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et

Lemme 5.2.2 On conserue les notations introduites ci-dessus. Pour tout 1 < i  < is, on a

x' , (pL 
'n- ' ( .y- t r , .yD: x,@1. '  

'  ' t - ' ( r , ) ) ,  for  a l l  s;  € ,9;(Xr,  . . .  ,X;-z) .

Preuve: On fait une preuve par récurrence sur i ( io. Supposons que le résultat soit

v ra i  jusqu 'à  I 'o rd re  ( i  -  1 ) .  Pour ,  tou t  s ;  :  s ; - r  '  ' l l  €  S t (X t , . . .  ,X ; -z )  (avec  s ; -1  €

S t - t ( X t , .  . . , X ; - a )  e t  n  €  T ' ) ,  o n  a

( ' . .  ( i , " - * , , . , s , '  x l - '  ) -  x ' ) ( l - t t , l )

: (. . . ( i,.-*,,...,rn' x:r)- ' )- x',-r)- (l-t s;"1)x:@l:; ' ' '- '  ( ' ' t- '  
" '1))

: (. . .(V.,"^*,,... ,"n ' xl- " '  )- '  xl-r )( 'y 
-t" 

,-rl)x',@1,;r" ' '- '(t-t 
"n))

:  ( '  .  . ( i , , ** ,  ,  . , ta xr)-  '  ) -  x;-r) (s;-r)  x ' ;@Il i ' ' ' - ' ( l - t  "n))

( '  .  . ( 1 , , - * ,  , . . . , t n  x t ) - '  ) -  x ; ) ( s ; )

=  ( . . - (7 . , , ^ * , ,  , t n '  x ) -  " ' ) -  '  X ; - ) -  ( " t ) x t (p l ' " ' ' t - ' ( " , ) )

:  ( .  .  . ( i , , * * ,  , . . , tn  '  x r ) -  '  ) -  x ; - r ) (s ; - r )x ; (p l ' " '  
' t - ' ( " t ) )

Ainsi, xi@i,:;  
' ' - ' (^t-trr^f)) :  xr(pl '" ' ' ' - ' ("r)), pour tout s; € ^9i(Xr,.. .  ,X;-z). Maintenant,

puisque cette relation est bien évidemment vraie pour i : Lr le lemme est donc prouvé. D

On a donc démontré le théorème suivant:

Théorème5.2.2 On conserae les notations duthéorème 5.1.1. Soit o une représentation

d,e I apparaissant d,ans la décomposition d,e rtl, en intégrale hilbertienne de représentat'ions

unitaires irréd,uctibles, et soit Co I'ensemble de toutes les cornposantes irréducti'bles d'e rtl,

équiualentes à o. Deux cas peuaent se prod,uire:

Cas 1:  I l  er is te  tm*r t . . .  , tn  € [0 ,1)  te l  que o:  Indî r . , fXt , -+r , . . .  , ,^ .  A lors

Co  :  { I "a fn . . , . x1sm+r , . .  , , " ;  ( s -+ r , . . .  , s , )  €  [ 0 ,1 ) ' - -  t e l  que

J"-* r , . . . , r .  €  Ad.( f  ) l r - * r , . . .  , r^  *  (M n f  ) t  ) '
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Cas 2 :  I l  eùs te  t ^a . t  t .  .  .  , tn  €  [0 ,1 )  " t  
jo  -  j r ^ * r , . . . , r "  >  0  te ls  que

o  :  I t d l r o ( x r , . . . , x r o - r ; (  " '  ( 7 . , , * * r , . . . , , * '  X r ) - ' ' '  ) - '  X i o ) '

Alors

co :  { t "a f - , .s ,0(x i , . . .  ,x , io_) . t ( .  .  . (7 , "^* , , . . , " ,  '  x i ) -  " '  ) -  '  x ' i ) ;  aaec

( " - * r , . . . , s , )  €  [ 0 ,1 ) ' - -  e t l  e  I  t e l  que  l " ^ * r , . . . , " ,  €  Ad* (7 - t ) / r - * r , . . . , r . * (M  n f ) t ,

les caractères y ' ;  €  ( ( r - t  .S ' - ' (x ! r , . . .  ,X ' ; - " )  ' r )  \  ( r - t  '  S ' (x ! r , . . -  , ,x ' ; -z)  '7) )n

étant dé.fini.s par x';@l,li 
' '-'(^t-t",'yD : x,@!,'" 

'n-'("t)), pour tout

s r  €  S t (X r ,  . . .  ,X ; z ) j

Remarque: Si [g, g] C m, on puisque les sous-groupes ,9t sont normaux, on peut prendre

Ti+r  -  (T ' , j ;+ t ) ,e t  avoi r

.  
( x , " * * r , . , " . '  x \ " ' x l ) - ( " ;+ t )  :  ( x t , - * r , . . . , ,n '  X l " ' x ' ) - ( " ; )

pour tout si+l : s; '1i+r € Si+l. Mais alors

(x . , "^ * r , . . . , , ^ ' x \ " ' x ' ; ) * ( l - l s ;+ r7)  :  (x , " - * , ,  , , . ' x : r " ' x ' ; ) * ( l - t t ; l i+ r^ r )

:lll":1' ::l;, llll ilïj:!:l ri
:  (x,,-*r, ,"^ '  x\ '  '  '  x)6-'s;1)Xt,^*r,. . .  , , .  ( lr ï t"y])

et d'après la preuve du lemme 5.2.2, puisque P;(l-' ' si ' ?) : p;(l'l-',t;]";) - p;(s;), pour

tout s; € Si, on doit alors avoir ytr: rlX;t le caractère rj de Sd étant défini par

" t ( " ; )  
=  r i ( s ; - r  . t ) :X t t ^+ r , . . . , . ( h ,7 i ] ) ,  pou r  t ou t  s ; : s i - l  "Y i  e  S i -

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, et I: aXi avec d f 0. Pour tout t € [0,1)

et tout (pr,pr,ps) € f,  on a

Ad.(pt ,pz,pz)lt : aXi * a(t - ps)xi * ap2x!'

En outre, on a (M n l)t : ZXî + %X; + IRXJ. Ainsi, si o est une représentation

apparaissant dans la décomposition de n11., on a:
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Cas 1: d çq,. I l  existe alors I € [0,1) tel que a: Indi i . ' r(Xoxl+roxi), et

C"  : {  Indfo, . . ' . (1 .  x i+a( t -es+i )x ; ) ;  h , r  € 'Z '  te l  que t  -  p"*  
I  

a  [0 ,1) ] .

Cas  2 :  o :  I  €  Q  avecpgcd (p ,q ) : l .  A lo rs  i l ex i s te t  e  [0 ,1 )  e t  x r  e  1 I  t e l s  que

o :  Ind lz ,  z ,  qzy(7. ,x i+tax i '  Xr) .  D 'où,

Co :  { t "a l ) ,  z , r4(V,x i *c( t -p ,1r ;  x ; '?(o,o, r . ;  'x r ) ) ;

pst r  €  Z te lsque t  -  Ps * l  e  [0 ,  f ) ] .

Exemple 4: Revenons au groupe Go,rs. Soit / : atXT + d2xi, âv€c o1 ,az * 0. Pour tous

ts , te  €  [0 ,1 ) )  e t  t ou t  (p t , . . .  , po )  €  f ,  on  a

Ad.(pr , . . . ,pa) l t " ,1u :  a tXi  - l  azXi  + 2a{ te -  ra)X;  *  a2( ts  -  ns)X;

*r,z(pa.- 2tsp6)X; + (- 
Ir"rt? 

* aztsps - 
T"rr? 

-l c.rp)X[

Puisque (M nf )t : nxî + T,x; +T,x; +'zxi + RXË + IRXË, si o est une composante

de z-11., alors

Cas 1: ar 4 Q, et a2 Ç Q. Alors il existe ts,t6 €. [0, 1) tels que

o : Indln r(X o r x i +oz x i +2taa r x ! rt s az x i - ltlaz x ;)'

D'où,

Co : {mafn,''. (X..1x1+azxi*2ar(ta-na*fft\xî+oz(ts-ns+ft)xI-ïozls-ps+*l"x;);

ps,patr1,r2 € T, tels que (t5 - ps * 
l ,ru 

- pa * 
^l 

,  [0,1)' ]

Cas 2:  o , :  *  €  Q avecpgcd(pr ,Çr) :1 ,  e t  a2Ç Q.  Alors  i l  ex is te ts , t6€.  [0 , t )  e t  Xr  €TI

tels que

o : Indlz, z, z, z, o, Q, o1 (V.. r * ;  *a2 x i  *2taa t x ! +ts az x i  - l t ;  rr x ; '  Xt)

D'où,

Co : {r"al), z,z,z,o , er z)(7.orx;ao.rxi*2or(ta-na*11)xj+or(r s-vs+fr)xï

- Ioz( tu-ps+ : ; )2 xâ '  ( "ô,o,o,o,or ,oul '  Xr) ) ;

ps,pa , ry ,12  e  Z- te lsque ( t5  -  ps*  
l , ru -  

pe*  
^ l  

,  [0 , ] ) ' ] .
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Cas 3:  or  É Q et  a2: f  €A avecpgcd(pz,Qz) : I .  I l  ex is te a lors  f5 , lo  € [0 ,1)  e t  x1 eTf

tels que

o : Indlz,, z, z, z, cz z,o1 (!o,x,'+o 2xi+2ta.,tx!+tsa2xi-ltlozxâ 
' Xr)

A ins i ,

Co :  {na{" ,  z ,z ,n,  czz,o)(Vorx i+o2xi*2ar( ta-na*f i )x i+oz{ ts-ns+})x î

-ïoz(ts-pu+ ?r) 'z x; '  ("ô,o,o,o,ou,ou1' xr));

ps,pa,11,12 e.  T '  te ls  que (15 -  Ps *  t * , ru  -  Pa i  
^ l  

,  [0 ,  1) ' ] .

Cas  l :  o r : l  €  Q  e t  o .2 : f  eA  avecpgcd (P t ,Qr ) :pgcd (pz . ,qz ) :L  l l ex i s tea lo rs

l s€  [ 0 ,1 )  \ ( [ 0 , 1 )  nQ) , ro€ [0 ,1 )  e tX r€11  t e l sque

o -- Indlz, z, z, z, qz z,o; (lorxr*+o 2xi*2t5a1x!+t5a2xi-lt!o2x; 
' Xt)

and

Co : {ma[), z, z, z, sz z,o) (V..;;i +ozxi+2..t(t6-p6+fr'lx;+o"1ts-cs+])xi

- Ior( ' r -Pu+ l) 'z xâ'  ("ô,o,o,o,o,,Pu) '  Xr)) ;

ps ,pa ,11 ,12  €  T '  te lsque ( t5  -  ps  *  
l , ru -  

po  *  
^ l  

,  [0 ,1 ) ' ] '

5.3 Concernant l'équivalence faible des composantes

r lcre zr'7 L

Soit G un groupe de Lie nilpotent, d'algèbre de Lie g, et soit I un réseau de G. On munit

g (et G) de la structure rationnelle induite par f.

Si r € ô possède la propriété [IPR], alors le théorème 5.1.1 nous fournit une décomposition

de z l. en intégrale hilbertienne de représentations monomiales irréductibles de f, et le

bhéorème 5.2.2 nous permet de savoir quelles sont les composantes de cette décomposition

unitairement équivalentes entre elles- On peut alors maintenant se demander s'il est possible

de caractériser les composantes faiblement équivalentes entre elles.
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5.3.1 Rappels sur l 'équivalence faible

Soit G un groupe localement compact, et soit (o,'11^) une représentation unitaire de G. On

appelle fonction de type positif associée à Ia représentation zr toute fonction sur G définie

par  g *  ( " (g)€, f ) ,  pour  un cer ta in  (  e '17" .

Définit ion 5.3.1 Soit S un ensemble de représentations unitaires de G. On i l i t  que r est

faiblement contenue dans S (" < S ) si toute fonction de type positif associée à r est limite

uniforme sur tout compact de G de sornrnes ile fonctions de type positif associées à d'es

représentations appartenant à S.

Remarquons que si z € ô et 5 Ç ô, alors en vertu de Ia proposition [Dix1, Proposition

18.1.5], r'est faiblement contenue dans .S si et seulement s'il existe un fonction de type positif

non-nulle associée à zr qui soit limite uniforme sur tout compact de fonctions de type positif

associées à des éléments de 5.

Si 7 est une autre famille de représentations unitaires de G, on dira que T est fai'blement

contenue dans 5 (T < 5) si toute représentation de T est faiblement contenue dans 5, et

queT est faiblement équiualente àE (T - 5) si 7 { 5 et S <7.

La notion de contenance faible se traduit également au niveau de la C*-algèbre C.(G) du

groupe G de la façon suivante. Si I'on dénote par fr I'extension de la représentation z' à la

C*-algèbre C-(G), alors il est bien connu que

n {,S si et seulement si [ ' l  K"t".1r)(A) ç Kero'1c;(f).
B€S

Pour plus de renseignements sur les notions de contenance et d'équivalence faible de repré-

sentations, voir par exemple [Dixl, $18] ou [Fell].

5.3.2 Equivalence faible de deux composantes de zrrl,

Soient clonc I € g* admettant une polarisation m qui soit un idéal rationnel de g, et soit

{Xr,. . .  ,X^,.. .  ,X,- l  une base Malcev forte de g fortement basée sur f et passant par m.
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Nous avons alors vu (cf. théorème 3.2.1) que

f O

n'r lr = / mat.,r(x,,-*, ,... ,,*) dt^*t . . .dtn
J  [ 0 ' l ; n - n

o ù  / 1 ^ * , , . . . , t . :  A d " ( e x p ( - l - . , . 1 X r n + r ) " ' " " p ( - t " X " ) Y  e t o ù  d f - . . r . . . d t n  d é n o t e l a m e s u r e

de Lebesgue sur [0,1)'--, ces représentations n'étant pas obligatoirement irréductibles.

Soient donc p :  IndlrnrXlt^+r, . . . , tn Qt o: IndtnrXl,-+r, . . . , , ,  deux composantes apparais-

sant  dans  ce t te  décompos i t ion  (avec  ( f - . .1 : . . . , t , )  e t  ( " - * r , . . . , s , )  €  [0 ,1 ) " - ' ' ) .  D 'après

[Fel2, Theorem 4.4], on a alors

Q - o: {xf l , -r ,  , t . i  7 € f}  -  {xf l l* , ,  , "" ;7 € f}

{X r , . . . ,X^ }é tan tunebasedeMa lcev fo r t edem, fo r t emen tbasées r rM f l f , pou r t ou t

( :  exp(lrXr) .  .  .exp(t^X*) e M, on a (voir par exemple [CoG2, Proposit ion 1.2.7))

los( f l  : i { r ,  *  Pi | , i+t , . .  . , t * ) )x i ,
j = l

les polynômes Pi's ayant des coefficients rationnels.

Proposition 5.3.1 On conserue les notations introd,uites ci-d,essus. Une condition suTf'san-

te pour que Q soit faiblement équiualente à o est

: .

En outre, si les cofficients d,es polynômes Pi's (L S j < m)sont entiers, alors cette condition

est également nécessaire.

Preuve:  Dénotons ( t^+t r . . .  , tn)  par  t  e t  ( " - * t , .1 .  ,s ' )  par  s ,  e t  supposons que

ry:@
Fixons alors 7 € f.  Nous al lons montrerquepour tout e )0, K compact de M fl f  et

u€E , i l ex i s t e€e  f  e tu€C I  t e l que

l (x( ' ) ( r ) r ,u)  -  (x l f ) ( t ) r , r ) l  <. ,  pour tout  t  e i .

Fixons donc e > 0, 1( compact de M fl f  et z € O, et soient

cK : max{ Ë t*,t f) l ;  avec log(fr) :  Ë m;(k)X;, pour tout ,L e K} < oo
i=1
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e t  0  <  d .  *  t e l que  l s2 î i 6cK  -  1 l  ' l " l ' <  e .  Pu i squeAd . ( r y - t ) / "  e  Ad . ( f ) / ,  + (M  n f )a , i l

e x i s t e€e  f  e t f  € (Ma f ) ' t e l sque  
n  n

Ad.(ry- ' ) / " :  É a;$, r )Xi ,  Ad*(€- ' ) / , :  Ë a;Q,( )Xi ,  t : f  B,Xi
i = l  i = l  i = l

et

loo ( r ,  r t )  -  d i ( t ,Ç  -  P , l  <  6 ,  pou r  t ou t  1  1 i  1n .

Posons u :'tL. On a alors, pour tout ft € 1(,

l&l!U,)",") - (xl|( k)u,ull
: lxl:)(f) - XI:)(È)l . l" l '  - lez1r;(Aà'(?-1)r-'-Ad'({-r)16'rog(È)) - 1l '  l" l '

:  1 "2 t i (Ad ' (n - r ) t " -Ad ' (e -1 ) t1 - l ' l os ( , t ) )  
-  1 l . l " l ,  

n

:  1"2^;Dî=t@;(s,a)-a;(t,()-e).*i?) - 1l .  l" l ,  (si log(k) : t  mi(k)Xi)
j=7

Ains i ,x l !<{x l ] ) ;  7€ f } . t {x l ! ; r l€ f } * {x f l ) ;  7€ f } .L ' inc lus ion inverseseprouve

de manière similaire.

Supposons maintenant que les polynômes P;'s aient des coefficients entiers, et que {XI])t t a

f )  -  {x l ] ) ;  7  € f } .  Pour  e > 0,  ?  € f  e t  foe(M nf ) t  f ixés,  on vamontrerqu ' i lex is te

€e fe t f e -  (Mn f ) r t e l sque

Ad-(4-1)/" : DL, a;(s,,r)Xi, fo : Di=, P?Xi

Ad.(€-r)lr = DL, a;(t,,()Xi, f : DT=r p,Xi

vérifiant

lor(",  q) + P? - o;(t , ,{  -  PJ < €'  pour tout 1 1i < n.

Soi t  6  > 0 te l  quele2" i "  -  1 l  <  6 impl iquequ' i lex is te qen vér i f iant  lx+el  (  e ,et  so i t

rmj: exp(X;) e M nf, pour tout I < j  3m. Par hypothèse, i l  existe € e I tel que, pour

tou t  1S  j  S rn ,

lx!!)@i)- x! ')(- i) l  < O <+ le2ni(Ad'(n-r;1"-Ad'(€-r)t1'rog(m;)) 
- 1l < 6

<+ lezni(Ad'(n-1)l"+Jo-Ad'(€-1)l"Xi) - 1l < 6

<+ 1"2ri(aiG'nl+9o1-'iQ'11'S - 1l < 6

<+ 30i e T,l lo;$,n) + Pi - qi(t,€) - 0l < ,
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Pour  rn+  I  <  j  Sn ,  posons  0 j :  o j ( t , rù+  P?-a i ( t ,€ )  " t  / :  D i= t  p ;X i .Pu isque les

Pi ont des coefficients entiers, / un élément de (M n f)t. De plus, pour tout | 1i 1n,

lo ; ( " , t )  +  P i  -  o , ( t ,€ )  -  P , l<  e .  A ins i ,  Ad . (7 - r ) / "  + (M n f ) t  ç  na . ( ry '  + ( l tZ r r  f ) ' " t

Ad- ( f ) / "+ (Mnf ) ' c@.L ' inc lus ionréc ip roqueSeprouvedeman iè re

ident ique.

Exemple 1: Soit G le groupe de Heisenberg, muni du réseau l:  {(pt,p21p3)l PrtPztPs €

%\.  S i  I :  aXi ,  avec a € R \  Q,  a lors

zrrlr = /n l 'a;" rxt,dt
J [0,1)

( avec /1  : aX î t t aX i , pou r tou t t € [0 ,1 ) )  es tunedécompos i t i ondez r r l " encomposan tes

irréductibles. Soit t  € [0,1). On a alors

Ad.( r ) / r  +  (M nf ) ' :  (o*  n)XT * ( ta*  aT '+Z)X;  +  IRXJ.

Puisque o est irrationnel , aZ *'Z' est dense dans IR, et

Ad.(f)/r + (M n l)t : (a * T,)xi + IRX; + IRX;.

Ainsi, Indf,r.. ,p11, - Indt.,rXr! pour tout t,s € [0,1).

5.3.3 Cas particul ier: [g, g] g *

Nous avons vu que dans le cas où M \ G est abélien, les groupes ,Si sont normaux. Ainsi,

l'utilisation de résultats dûs à J.M.G. Fell (voir par exemple [Fel2]) nous permet d'énoncer

un critère exprimant à quelles conditions deux représentations unitaires irréductibles appa-

raissant dans la décomposition hilbertienne de rrl. sont unitairement équivalentes.

Lemme 5.3.1 Soient H1 et H2 d,eur sous-gr:oupes norrno,ux d,1un groupe d'iscret I tel que

HL.1 H2 \ | soit abélien, et soient Xr et y2 d,eur caractères d,e Hr et Hz respectiuement. Si

Ies représentations p1 : Indl1, Xt et Qz: IndLXz sont i'rréductibles, alors,

Qr - Qz ç [!, - H2 et{xl"); .y € f} - {xl);7 € f}.
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Preuve: Supposons gue 0r - p2. Si Hr : H2, on doit alors avoir, d'après [Fel2, Theorem

4.4) ,x r - {x f \ ;7  €  f i  e ty2  <{x l ' ) ;  1€  f } ,  c 'es t  àd i re  {x l " ) ;  7€  f }  -  {xN) ;7€ f } .

Sinon,  s i  H1 1112 a lors ,  so i t  1{  nHz Ç l f i ,  so i t  HrÀHzÇ Hr.Supposons,  par  exemple,

que I 'on ait HlnHzÇ.F11. D'après le théorèmedes sous-groupes de Mackey, puisque H1 et

1/2 sont discrètement reliés, on a

et alors, puisque Qrln, - ezlpr,,

{xl'); 7 € f} - {tndf,in r"(xrlr,nr,)('); r € f}.

Posons oz : Indfilnarxzlrrnrr. On peut réaliser cette représentation de la manière suivante:

' ] 1o " ,  :  {T  ,  u ,  - - -  C I  ;  f  ( h r .h r ) :  x r (h r )T (h t ) ,  Vâ r  ç  H r ,hz€  H t îHz

et t  l l / (n,) l l '<+o")
Àr €IIr n//z\IIr

et pour tous fr.1 ,hi e H1 et tout / eTtoz,

o2(h1) f (h') :  f  (h\ '  ht).

Si la représentation 02 est irréductible, alors soit h € Ht - H1î H2, et soit f €'l'{o, définie

par

f  (hr )  -  
{  

x ln l  s i  À1 -  h2 '  h  (pour  un cer ta in  hz € Hrn nz)

[ 0 sinon

D'après la proposit ion [Dix1, Proposit ion 18.1.5], pour € : L, et I{ :  {e,h}, i l  existe donc

7€ f  e tu€O te l sque

l (o"@)f ,f l  - (xf)( k)u,u)l .  rt  
pour tout k e I{. (5.1)

Pour k:  e,  on obt ient  (" t&)f  , f ) :  U,/)  :  t .  D'où, par (5.1),  11 -  l " l ' l  (  | ,  ou encore,

T a l"l '  < f. Maintenant, pour k : À, on a

(o2(k) f , f ) :  D
àr €IIrnllz\Ilr

0rlH, = O x?) et prla,= O tndflinn"(xrlr,nr")('),
ier/Hl +eH2\r/Hl
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et (5.1) implique alors que lul2 < |,  ce qui est manifestement impossible. Ainsi, si la

représentation o2 est irréductible, alors o, I  {X?); 7 € f} et 411 a,* 1rln,.

Supposons maintenant que o2 rre soit pas irréductible. Puisque Hr À H2 \ f est abélien,

Hrn H2 \ 111 I'est donc également et, d'après les théorèmes 4.1.i et [Fell, Theorem 1.7],

i l  existe donc 7

strictement Hr n 112, tels que

a, - { Indl i(xr lr ,no) .  x\. . .x ') ;  x l ;  € (^9t- '  \  ^9t)"}.

Si ,Si ç f/1, on peut alors montrer, en utilisant les mêmes arguments que ci-dessus, que

Indf j  ((xr lr ,nr;  .x!r- .  .x ')  I  {xp; 7 € l}  pour tout xl , .  .  .  ,X' i  €T ,

et donc que orlr, * azln,.

Maintenant, si ̂ 9i - Hl, alors Si ç Stfll.,rr(xrlylrnsr) Ç h.Ainsi,

fI, : StL,., n,(xrlr,nr) î Ht Ç H2 À H1,

ce qui contredit notre hypothèse de départ.

Ceci nous conduit alors au résultat suivant:

Proposition 5.3.2 Reprenons les hypothèses et les notations d,u théorème 5.1.1. Si [g'g] g

m, alors deux représentations apparaissant dans Ia d.écomposition de rl, en irréductibles,

I t d ! r , - * , , . . . , r ^ ( x , r ^ r r , . . . , t n 'X r " ' x i r ^ ' 1 , . . . , r . ) e t Ind ! ; " -+ r , . . . , "n (x , " ^ * r , . . . , "n 'X \ " 'X ' i " ^+ r , . . . , " , ) , s€ -

ront faiblement équiualentes si et seulement si Si'^+''"' 'tn : ^9J'-+t '"''"n e't

{ ( ( x , , - * r , . . , t n 'XL " 'X i t ^+ r , . . . , , " ) ( t ) ;  ?€ f } - { ( ( x , " - * r , . . . , r n ' x \ " 'X ' i " ^+ r , . . . , ' . ) ( t ) ;  ?€ f }

Exemple 1: Revenons à I'exemple du groupe de Heisenberg. Si I : aXl, avec o: I €

Q - {0} (avec pgcd(p,q):1), alors zrrl. se décompose en irréductibles de la façon suivante:

' r l" È [. f I.a5, (xr, . x,) dy1d,t'  J1o, r1J1f

où ,S r  :  ( n ,Z ,qZ \ .  So ien t  donc  s ,T  €  
. [ 0 ,1 )  

e t  X r ,X i  €T  .  On  a

Ind!,(x,,  .  xr) -  Ind!,  (xt" '  x!)  <+ {(x,, '  xr)( ' ) ;  7 € f}  -  {(Xr" '  x i)(") ;  7 € l}

<+ {xf l ) '  Xt i 'y € r}  -  {xf l ) 'x i ;  'v e r}

e {xll); ? € r} - {xfl); ? € r} et Yl: Yt,
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IEn effet, soit p1 : ,9r - M nl \  ^91 la projection canonique. Pour tout 'Y: (pr,Pz,Pt) Ql

e t  t ou t  (u r ,u r ,q4 )  e  S r ,  on  a

(x, ,  '  x r ; ( r ) (ur  ,u2, ,  Çus)  :  Vt , ( l  '  (ur ,ur ,Çus)  '  { ' )x t (pr ( l  '  (u t ,uz, luz) '  7- t ) )

:  V , , ( l  .  ( u r ,u r ,0 )  .  ( 0 ,  0 ,qus )  -  { t ) x t (p t (u1 ,u2 ,qus ) )

: xt,(.y'  (ur, ur, 0) - { '  )V,,(- quzpz t 0, que) xr(pr (u1,, u2, qu3))

:  x l l )  @r, ,u2,0)xt , ( -Quspzt0,  O)xr(p,  (ur ,ur ,  q"" ) )

: xl!) @r., uz,o)xr(pr(u1,u2, qus))

:  QI ! )  .  Xr) (u1,  u2,qu3)

d'où, (11, .Xr)( ' t) :  XI:).f1 pour tout 7 € f.  Soient maintenant T, ' l  € |  f ixés. Pour tout

(u r ,u r ,qw)  e  S r ,  posons

c(n, 1, u t t  uz, 1uz) : |  (xf l) '  X) (u1, uz, Quz) - Q[i) .  x!) @r, uz, 8uz)1.

Puisque

c(n,1,u1,u2,eus) :  t tx f l )  .Xr)(u1,  u2,qus) -  (x[ ] )  .x i ) ( r r ,  uz,eus)

+(xl l) .xiX", ,u2,qus) - txf]) 'x 'r)(ur,uz,qus)l

on a alors

c(r l , - t ,LLr t l t2 tqus)  3 lxr (pr (0,0,  qu3))  -  x \@r(0,0,  qz3)) l  +  lx l l ) ( " t  ,u2,0)  -  x [ ] ) ( " t ,  ur ,0) l

et I'implicaf,iell s est maintenant évidente. Supposons donc que I'on ait tXIl) ' Xl; q e

r) - {(xl]) .x'; 7 € r}. Puisque xl! .x\lrn" : xfl) "t xl! 'x'lrn. : 
"fl ', 

il est clair que

I 'ona a lors  {Xf ' ) ;  ?  € l }  -  {Xf ] ) t  r  €  f } .  Ensui te ,so i t  z3 €T, f ixé.  Pour  tout  e  > 0,  i l

e x i s t eT€ f t e l que

t(xl l) '  xr)(0,0, que) - (xf l) '  xi)(0r0, su3)l < e.

c ' es tàd i r e te l que | x î ( p r (0 ,0 ,qu3 ) )_X1 ( f t ( 0 ,0 ,qU3 ) ) l <

Xr(pr(O,O, gus)), et les caractères Xt et X\ sont donc égaux. 1
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Ainsi, il suffit de déterminer sous quelle condition {XIl); 7 € l} est faiblement équivalent à

{xl]) '7 € f}.  Pour résoudre ce problème, nous uti l isons la proposit ion 5.3.1. Puisque

Ad.(r)/r + (M n r)' : (en+ z1xî + UI* T" 
+ %)x; + IRXJ

n l
: (L + z)xi + :(tp + p,z + qn)xi + IRXJ

q q

(L + z)xi + l(tp + %)x;+ R-xJ' q  q

o n a

@ : (P-+'z,)xi *lUr+T)X;+ IRXJ' q  q '

"t @ est égal à @ si et seulement si t- s € i%.

Finalement,

Ind!,xr,  'Xt - Ind!r1r,  'x lr  et -  s € ln 
",  Xr: X'r .p

103



A

ANNEXES

Nous allons ici donner quelques exemples de décomposition en intégrale hilbertienne de

restrictions de représentations unitaires irréductibles d'un groupe de Lie nilpotent G à un

réseau f.

A.1 Groupes de Ratcliff

Soit f ,  I 'algèbre de Heisenberg de dimension 2n*I, munie des coordonnées (z,y,r) (avec

z € IR et r,y € R') et du crochet

l ( r ,A , * ) , ( " ' ,A ' , , * ' ) f  :  (æ 'A '  -  * ' ' 9 , 0 ,0 ) .

soit w le sous-espace de b, défini par w: {(0, a,r) i  r,g € R"}, et soit sp2nle groupe

formé des éléments A € L(W) tels que

lA (0 ,a ,x ) ,A(0 ,U ' , r ) l :  [ (0 ,  U , r ) , , (0 ,a ' ,2 ' ) ] ,  pour  tous  c ,y  €  IR ' '

Si on pose maintenantl'J: {(0,y,0); y e R'}, alors le sous-Sroupe ^9" de Sp2," fixant point

par point les éléments de )) est canoniquement isomorphe au groupe (abélien) des matrices

(n x n) symétriques, d'algèbre de Lie 5,.

Formons le produit semi-direct S7{, d" b, par .S,. On obtient une algèbre de Lie nilpotente

de degré 3, qui a pour coordonnées (z,y,x,S),avec ^9 €.S', î ,U e IR'et z €IF,., et dont le

crochet de Lie est défini par:

l ( " , y , t ,S ) ,  ( " ' ,A ' , r ' , 5 ' ) l :  ( t ' a '  -  t '  ' a ,S r ' -  S ' r , 0 ,0 ) '

L'intêret de ces algèbres est dû au résultat suivant (voir [Rat, Theorem 1]).
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Tlréorème 4.1.1 ([Rat]) Toute algèbre de Lie ni lpotente de pas 3 dont le centre est de

dirnension 1 est isomorphe à une sous-algèbre d,e S'11n, poul 'un certainn)-I.

Via le produit de Campbell-Baker-Hausdorff, on définit sur .971, une loi de multiplication

(de groupe): pour tous (2, l l  ,  r ,  S), (" '  ,y '  ,  * '  ,  S') e 5J1,,

( r ,y , r ,S)*  (z ' ,y ' , r ' ,5 ' )  :  ( " ,y , * ,5)+  (z ' ,a ' , r ' ,S ' )  +  ! [ { " , r , t ,S) ,  ( r ' , y ' , r ' , ,5 ' ) ]

+' +k, u, r, s),1(r, v,t, s), i" ' , a'," ', ^9')l l
1-  
tzlQ',  a' ,  t ' ,  S') ,  l ( ' ,  a, î ,  S), ( t ' ,  Y' ," ' , 's ' ) ] ]

:  (z + z'  *TO.y'  -  , '  -y) + |a 
-  x ') .(sr '  -  s '*) ,

a I y' + rrts*' - s' *), x * x',,s + ̂ 9')

Ainsi, S'11. devient un groupe de Lie nilpotent. Soit

'  f  :  { ( " ,A , r , 5 ) i  z  €Z ,A  €Z " , r  e  GzT ' )n ,S  e  S " ( ' Z ' ) } ,

oit S.(Z) est I'ensemble des matrices appartenant à S" à coefficients entiers. Il est clair

que f est un réseau de S7{^. Soit maintenant S?li I'espace dual de S'11n, de coordonnées

(À ,u ,F ,E )  (avec  À  €  IR ,  F ,v  €  IR 'e t  3€S" ) .  On  a ,  pou r  t ou t  ( " , y , , , 5 )eS '11 " ,

( (À , / ,  t t , Z ) , ( r , y , r ,S ) )  :  \ z *u ' y+  p  ' u  *E ' ,S ,

où  E .S :  D ;S ;Z ; , iS ; , i  ( s i  E :  (E ; , i ) rS ; , i < , "  e t  S :  (S ; , ; ) rS ; , iS ,n ) r  e t  où  z ' y  ( resp '  P ' t )

dénote le produit scalaire de y et y (resp. p et fl. Soit maintenant (4,0,0, À) e ST{i, avec

^ + 0.Son orbite sous I'action co-adjointe d'e ST{n est donnée par:

Proposi t ion A.1.1 ( [Rat ,  Proposi t ion 4.1 ] )  so i t  €o:  (4 ,0,0,À)  e sTt ;  auec ) ,  f  0 .

Alors I'orbite co-adjointe Os,n dans ST{i contenant (s est

Ox , ,q , :  { ( ^ , r , ,  t t ,  A  -  
* r r ' ) ,  F rv  €  n " \ .
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Soit donc rs,ala représentation unitaire irréductible de.S7l,, associée à cette orbite. On va

étudier sa restriction au réseau l. Puisque

r1 r ,o ,o ,a ;  :  {Q,a ,z ,  ,S)  e  S '11 . ;  ( (À ,  0 ,  0 ,  A) ,1 ( , ,a , t ,  S) ,  ( ' '  ,Y '  , z ' ,  ̂ 9 ' ) ] )  :  g ,

Y("' ,y' , *t , S') e STt"\

:  { ( " , y , r ,S )  e  S l l ^ ;  ( (À ,0 ,0 ,A) , ( r ' y ' -  t '  ' y ,S r ' -  S ' r ,0 ,0 ) )  :  g ,

Yx'ry' € IR.")

:  { ( r ,y ,z ,  S)  e  E '11^ ;  À( r .y '  -  t '  -  y )  :  0 ,  Yx ' , , y '€  IR , " }

:  { ( r ,0 ,0 ,5 ) ;  z  €  IRe t  S€ .S" } ,

r1.r,o,o,A) est donc une sous-algèbre râtionnelle propre de ST{n, et la restriction de z';,a à f

n'est donc pas irréductible. Soit

m:  {  ( " , y , 0 ,5 ) ;  z  e  R ,U  €  IR 'e t  S  €  5 " } .

m est un idéal rationnel de STt^ subordonné à (À,0,0,A), de dimension

n (n * l )  1'ï 
* n * t : 

i(dim(s1l") 
1 dim(r1.r,o,o,r1)).

Ainsi, m est donc une polarisation en (À,0,0, A), et on a, d'après le théorème 3.2.I,

r@
,r.r,,qln = 1,ro,rrlndl.,pxaa'(0,o,-r,o)(À,o,o,eydt (A'2)

or f  t  :  (1r , .  .  .  , tn)  €  [0 ,  ] ) "  e t  d , t :  dh. . .d tn est  la  mesure de Lebesgue sur  [0 ,1) ' .  Or ,  pour

tout  (2 ,  l t , r ,S)  €  817n,

(Ad - (0 ,0 , - f , 0 ) (À ,0 ,0 , , 4 ' ) ,  ( z , y , , r ,S ) )  :  ( ( ) , 0 ,0 ,A ) ,Ad (0 ,0 , t , 0 ) ( z ,A , t ,S ) \

:  ( (À,0 ,0 , ,A) , (z  * t . ,  - f , r .S t ,a  -  S t , , ' ,S) )

:  Àz *  Àt .y  -  ) , ( t t r )  . .9+ a .s

( ( ) ,  Àt ,  0 ,  A -  ^ t f  ) , (z ,y , r ,  S)1.

Ainsi,  Ad.(0, 0, -1,0)(À,0, 0, A) :  (À, Àr, 0, A - Àtt") pour tout t  € [0, 1)".

Nous allons maintenant voir si les représentations apparaissant dans (A.2) sont irréductibles
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ou r ron.  Pour  tout  I  €  [0 ,1) ' ,  on a

St l . , r (x t^ ,  s t ,o ,e-s t t r ,1)  :  { ( " ,u ,2, ,5)  e  f ;  x ( .^ , r r ,o ,a -xr r \ ( l ( " ,a , r ' ,5) , ( " ' ,Y ' ,0 ,S ' ) ] )  :  1 ,

pou r tou t  ( r ' , a ' , 0 , ,S ' )  e  mn f )

:  \ ( " 'Y ' r '  s )  e  f ;

( (À,  ) t ,  0 ,  A -  \ t t r1 , ( *  .y '  -  ( r * ' )  '  S ' ,  -S ' r ,0 ,0) )  e  T ' ,

pour tous y' e' l '" et .9' € S"(n)\

:  { ( r , y ,z , ^9 )  e  f ;  Àz  . y ' -  ) , ( xæ' ) 'S '  -  ^ t 'S ' r  e 'Z ' ,

pour tous y' e' lz" et ,S' € S"(n)j

:  {Q,a ,z , .S)  e  l ;  Àu  ' y '  e  T ,  e t  À( ( rc " )  '  s '  +  t '  S 'n )  e 'z ' ,

pour tous y' € V'" et S' € S"(n)j

:  mof ,  s i )  f  Q  ous i  Àe  Q - {0 }  e t te  [0 ,1 ) " - ( [0 '1 ) "nQ" )

Ainsi, puisque [0,1)" r] Q' est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1)", on en

déduit donc que rr,alr se décompose en irréductibles de la manière suivante:

n"i; I r = 
lrr*Ind['''ç111' 

\t'o'A-xttr1 dt'

L.2 Group E Gs,z

Soit g : gs,z - IRXr + .. . + IRXs (voir [Nie]) I'algèbre de Lie nilpotente de dimension 5

définie par les crochets (non-triviaux) suivants:

fxu,xnl:  Y, [Xr 'Xr] -  Xr '

Soit G : Gs,z le groupe de Lie réel nilpotent connexe et simplement connexe correspondant.

On identifie alors Gu,z à IRs grâce i I'application suivante

(r r , .  .  .  ,  rs)  r - r  exp(o1Xr)  " 'exp(ruXu) .

La multiplication sur Gs,z est alors donnée par

( * r , , . . . , os ) '  ( y r , .  . . ,As )  :  ( " ,  *  h  +  :Ds !31c2  *  yz  +  r sUs t / , t  I  As , t q  *  ya , r s *  ys )
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p o u r  t o u s  ( " r , . . . , r s ) ,  ( Y r , . . ' , ! / s )  €  G 5 , r .

P o u r  t o u t  ( " r , . .  . , r s )  € G s , z  e t  t o u s  a r t . - . , d 5  €  I R ,  o n  a  é g a l e m e n t

( * r , .  . .  ,  
" r ) - 1  

:  ( - " ,  *  t s r s r - x z  I  r ' 4 r r 5 r - l c 3 r - r a , - r s )

exp(41X1 + . .  .  + asXs) :  (o,  + f ,o"ou,o,  
+f ;onor,a3,a4,a5)

log( r1 , . . . , rs )  :  ( t ,  -1 r r " * r )X t  *  (x2  - f , *o*u)Xz  *  xsXz *  xsXq *  xsXs

Ad( r1  , . . .  , u ) (o rX t * . . . +dsxb )  :  ( o t  +  r s&3 -x3a5 )X1

t(az+ rsaq-  xaas)X2

*asXz*a+Xq*asXs

Soi t  {Xf  ,  . . .  ,X; }  la  base duale associée à {Xt , . . -  ,Xu} .  Pour  tous dr t " '  ,ds € IR,  on a

alors

Ad* (21 , . . .  , 25 ) (o1  X î  + . . .  *  a5X l )  :  o rX i  *  ozX i  *  (o r  -  op5 )X [

*(on - a2rs)Xi* (or * artz t a2xa)Xi

Soit I  le sous-groupe de Gs,z défini par f :  t(pt, . . .  , ,ps); Ptt " '  ,ps € %\ (que l 'on dénote

également par (2,%,2,7',2,)- | est un réseau de Gs,z et {X1 , ' ' ' , Xul' est alors une base

de Malcev forte de g5,2 fortement basée sur I'

Soit / : arXï * azXî € gi,, ôvec o1 l0 et o, # 0. On a alors

rr : IRXr * IRXz * IR(o2Xr - arXù.

L'idéal rationnel m = IRXr * IRX2 + IRX3 + IRX4 est alors une polarisation en /, par

laquelle passe la base de Malcev forte {Xr,.. . ,Xr} considérée. Soit M - exp(m) :

(n ,  R,  R,  R,0) .  On a Mî l  :  (n ,2,2,7, ,0) .Dénotons par  r r  la  représentat ion Indfay l .

On a alors

ro
o'=- 

lp,rllndfn."(1r'l*n) 
dt (A'3)

avec /1 : orXî * a2Xi - c,ltX! - a2tXi* (a1ca I a2ra)Xi' pour tout t € [0' 1)'
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Fixons maintenant t  € [0,1).  On a

St f r . , r ( x , , )  :  { . , t  : ( p r , . . . , ps )  e  f ;  x r , ( r € {L ) :  x r , ( € ) ,V {e  Mn f }

:  { l :@t , . . . ,Ps )  €  f ;  ( / 1 ,  PsQzXr+psq l xz l  e  T ' ,Yq3 ,a+e 'n ' }

:  { l  :  @r, - -  .  ,Ps)  € l ;  a1psq"  }  a2psQ+ € '  T ' ,Yqs,aa € Z}

:  { l  :  @r, .  . -  , ,Ps)  € f  ;  a1P5 e T '  e t  ozPu e 'Z}

Cas  l :  S i a l  f  Q  ous i  azêQ, ,a l o r sS t l . , r - ( x , , )  :  M î l  f  , pou r t ou t t €  [ 0 ,1 )e t (A .3 )  es t

une décomposition de rrl. en composantes irréductibles.

Cas2 :  S ia l  -  
f  e  a  e t s i  a2  - zavecPgcd (p r , q r ) : pgcd  (p r , , q r ) :  l , onposeq -

ppcm (qr,qz). On a alors

Stt.,.(x,,) : (2, %, Z,T', q'n)

et aucune des représentations apparaissant dans (A.3) n'est irréductible.

Soi t  ̂ 90 -  fu [  f l  f  :  (2 ,2,2,2,0)  e t  .9s :  (2 ,2,%,7 ' ,qZ)-  Soi t  maintenant  ̂9r  :

(,So,exp(gXs)) : ,9s. Alors, Sr : ^91 et

Indfn,.,.1;, = [* Ind!,11,,"d.i
J R  l Z

avec, pour tout (q1 tQz,Çzt8q,QQs) € St,

xtr,"(qr, Qzt Qz, Qn, ÇQs) : 22ni(a'o'1ozq2-a1tq3-aztq+*sqs) '

Ceci étant vrai pour tout I € [0,1), nrl, se décompose finalement (en représentations

irréductibles de dimensions finies de l) de Ia manière suivante:
. l n o  1 @

nt ? I I IndSr xr,," dir dt.
Jlo,r) J R /.n

A.3 Groupê Gs,tr

Soit g : gs,s - IRX, + ... + IRX' (voir [Nie]) I'algèbre de Lie nilpotente de dimension 5

définie par les crochets (non-triviaux) suivants:

lX r ,Xn l :6Xs  [X t ,X t ]  
-2Xz  lX t ,X ' l - 2Xr '
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Soit G : Gs,s le groupe de Lie réel nilpotent connexe et simplement connexe correspondant.

On ideniifie alors Gr,, à IRs grâce à I'application suivante

( * r , . . . , x s ) ' - +  e x p ( r 1 X r ) ' ' '  e x p ( u u X s ) '

La multiplication sur G5,5 est alors donnée par

( r r , . . . , r s )  .  ( y r , . . . ,Us )  :  ( " ,  +  h  *  2 rsyz  *  2x !g  *  4 r | ' ; y+ , , t 2  I  Az  *  2x5y  *  6x l yn ,

rz -t As * 6rsAa,, xq I Aat ts + As)

pou r  t ous  ( * r , . .  .  , r s ) , ( y t , .  .  .  ,As )  e  G1 ,u .

Pour  tou t  ( " r , . . .  , r s )  €  Gs ,s  e t  t ous  a r t - - . , 45  €  IR ,  on  a  éga lemen t

( r r , . . . , r s ) - t  :  ( - " ,  +  2 r2 r5  -2xs r !  a  A r ,ax ! , , - r z  *2 r3xs  -  6xax ! ,

- rz  I  6r4t5,  - ta , ,  - rs)

exp(a1X1 +. . .  +  asXs)  :  (o ,  + azas *?"""? *  ana?, ,a2 !  asas!2aaa! ,

ag ! 3aaas, a4, os)

Iog(r1,  .  . .  , rs)  :  ( r ,  -  rzrs l 'Ur"*31X, *  (* ,  -  rsrs + r4t ! )X,

*(re - Sraxs)X3 * rsXq * rsXs

Ad(21, . . . ,æs)(arXr  *  . . .  +  asxs)  -  (a1 !  2xsa2 -  2x2as !Zx2uas *  4x laa)X1

*(o, + 2xsa3 - 2æ3a5 * 6t!aa)X2

*(or + 6rsaa - 6xaa5)X3 * aaXs * asXs

So i t  {X f , . . . ,X ; }  I abase  dua leassoc iéeà  {X r , . . . ,X r } .  Pou r tous  Qr t . . . , ds€  IR ,ona

alors

A d * ( r 1 , ,x5)(a1Xi+ .  .  .  +  osXJ)  :  cqXî*  (o ,  -  2a1x5)Xi

*(o. - 2o.2z,5+2aP!)X[

*(on - 2a3xs t 2c.2l,2u - 
!"r"21X;

*(o, + Sr,sra * r,2(r3 - à,n*r1

* o1(n2 - 2x3x s + 6x axzt)) Xi
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So i t f  l e sous -g roupedeGs ,sdé f i n i pa r f  : { ( p t , . . . , ps ) i  P t , . . . ,Ps€%} (que l ' ondéno te

également  par  (n ,%,Z, 'n , 'n) . f  est  un réseau de Gs,s et  {X1, . . .  ,Xr}  est  a lors  une base

de Malcev forte de g5,5 fortement basée sur f.

Soit /  :  arXî * c.2Xi* o3Xj € gi,s, ôv€c û1 # 0, o, I  0 et o" # 0. On a alors

rr : IRXr *8,(a2X2 - arXs) * IR(3a3X2 - arXs).

L'idéal rationnel m : IRXr * IRXz + IRX3 + trtx4 est alors une polarisation en /, par

laquelle passe la base de Malcev forte {X1,... ,Xt} considérée. Soit M - exp(m) :

(R, R, IR, IR, 0). On a M Àl : (%,,%,%,7,,,0). Dénotons pal TT la représentation Indfayl.

On a alors

(A.4)

avec

I t  :  Ad.(exp(- tX5)) (a$i  *  a2X[*  a3Xj)

r . tXî  *  (or -2af i )X i*  (o ,  -2a2t+2c. . \Xâ *  ( -2a3t  *2ozt2 - !or t "1X;

pour  tout  t  €  [0 ,1) .

Fixons maintenant , € [0,1). On a

stL.''(x") :: 
i; : l;:: ,oo','r: f: 

'"t"7-1) : xr'(€)' vr e M n f ]

",= I],Indfn.r(x1 ,l*n) dt

(lr, (Zpuq, + 2p?qs + aplqa)xr * (2p5qt + 6p!qa)x2 * 6psqqxz) e'2,

Yqrrq"re+ e %j

:  { ' y  :  ( p r , . . . ,Ps )  €  l ; a1 (2p5qz  *  2p?qs  +  4p?qn)

*(o, - 2a1t)(2p5qz * 6p!qn)* 6(43 - 2a2t a 2o.fiz)psÇa € 7,,

Yqr,,qs,,an e T')

:  { r  :  ( p t , . . . ,Ps )  e l ;  2a1ps  €T ' ,  2 (a2  -2o l t ) ps  €T '

et 6(a3 - 2a2t * 2a1t2)p, e n\
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Cas  1 :  S io l  f  Q  a l o r sS t f n . , . (X , , )  -  M  l f  ,  pou r t ou t ,  e  [ 0 ,1 )  e t  (A .a )  es tune

décomposit ion de zrrl .  en composantes irréductibles.

Cas 2: Si ar : 
I  € Q avec pgcd(pr,Çr) : 1, alors la condit ion 2(a2 -2avt)ps ç 7Z

n
implique que t € W n [0,1), qui est dénombrable, et donc de mesure nulle pour la mesure

de Lebesgue sur [0,1). Ainsi, ol l ,  s. décompose en composantes irréductibles de la manière

suivante:

o, = [n ^ In dl,anpy1, d,t.
./to,r)-*i2nlo,l)

Remarque: Quelles que soient les valeurs de a1 , d2 et d3, orr remarque que dans la

décomposition (A.a) presque toutes les composantes sont irréductibles. Ceci reste donc vrai

en part icul ier pour (rrto2taa € Q - {0}.
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