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Introduction gén&ale

Introduction générale

L'écoulement plastique des matériaux paraît homogène à une échelle

macroscopique dans de nombreux processus de déformation. Le régime

d'écoulement homogène est susceptible de devenir instable et peut con-

duire à la localisation intense de la déformation plastique dans une zone

très étroite. C'est le cas de l'apparition des bandes de cisaillement.

Nous nous intéressons dans ce travail aux instabilités de Ia

déformation plastique conduisant à la formation de bandes de cisaille-

ment dites "adiabatiques" (BCA). Ces bandes de cisaillement sont des

couches étroites dans lesquelles se localise un cisaillement intense. Elles

sont fréquemment rencontrées dans les matériaux thermo-viscoplastiques

sollicités à de grandes vitesses de déformation. Celles-ci sont souvent à

I'origine de la rupture pour certains matériaux: on cherche alors à éviter

leur apparition et leur développement.

De nombreuses expériences sont menées afin de connaître le rôle joué

par les paramètres microstructuraux et les propriétés mécaniques du

matériau sur I'apparition et l'évolution d'une bande de cisaillement en

grandes vitesses de déformation. L'une des plus connues est I'expérience

de torsion en grande vitesse d'un tube à paroi mince lCCHDl. Ils con-

statent en fin d'expérience de torsion I'apparition' ou la non apparition

d'une bande de cisaillement selon le matériau et les conditions d'essai.

Dans le cas de I'apparition d'une bande de cisaillement, on a les in-

terprétations suivantes:

. Aux grandes vitesses, I'instabilité "thermique" est liée à un

échauffemenr adiabariques (lzill, [R], lBwrl et [c]): dès que Ie taux
d'adoucissement dû à l'échauffement adiabatique du matériau compense
puis dépasse le taux de durcissement dû à I'écrouissage, la contrainte de

cisaillement que peut supporter le matériau passe par un niveau maxi-

mum et la déformation devient instable.

. Aux faibles vitesses, I'instabilité peut être liée à un écrouissage
négatif isotherme. Dans un essai de cisaillement isotherme, le taux

d'écrouissage d'abord supposé positif peut devenir ensuite négatif, Ia

contrainte de cisaillement passe par un ma>cimum.
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D'après les recherches historiques menées
c'est Tresca (1878), qui établit I'existence

Johnson (1987) [J],
bandes étroites de

déformation intense (où la matière est fortement échauffée) durant la
déformation plastique de nombreux matériaux. plus tard, Massey (1921)
IM"] confirme le phénomène de localisation de la déformatiol piuàtiq.r"
sous forme de bandes qualifiées de bandes de chaleur en raison de la
forte augmentation de la température consécutive à leur formation. par
localisation de Ia déformation, on sous entend que la déformation plas-
tique prend dans une zone étroite, une valeur bien plus importante
qu'ailleurs. La connaissance de ces bandes de cisaillement est impor-
tante pour I'optimisation des procédés de fabrication et nécessite encore
aujourd'hui des études dans le domaine du comportement dynamique
des matériaux.

Le travail présenté ici est une étude théorique de la formation d'une
bande de cisaillement dans un essai de cisaillement simple d'un matériau
thermo-viscoplastique. Nous abordons, dans le chapitre 1, l'étude de
l'écoulement thermo-viscoplastique en cisaillement simple avec condi-
tions aux bords thermiques et la formulation du problème thermo-
viscoplastique ainsi que les modèles unidimensionnels associés. On
considère deux lois de comportement, la loi de puissance et la loi
d'Arrhénius. De cette formulation découle une équation semi-linéaire
parabolique si on impose une contrainte constante et une équation
parabolique nonlocale si on est en vitesse contôlée. Ensuite, on
présente des méthodes d'analyse pour I'existence de solution station-
nairè pour différentes conditions aux bords thermiques. Enfin, on traite
le phénomène d'explosion ainsi que l'existence globale des solutions pour
les problèmes d'évolution considérés.

Au chapitre 2, nous étudions les bandes de cisaillement station-
naires pour un matériau obéissant à une loi de comportement therme
viscoplastique linéaire en température.

Le chapitre 3 est consacré à l'étude des bandes de cisaillement non
stationnaires. Une formulation du problème en contrainte contrôlée pour
un matériau obéissant à la même loi considérée dans le chapitre 2 nous
conduit à une équation semi-linéaire parabolique présentant une singu-
Iarité constante. Ensuite, on étudie l'existence et l'unicité des solutions
stationnaires du problème semi-linéaire parabolique et on montre aussi
qu'il peut y avoir extinction en temps fini sous certaines conditions sur

par
de
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Ie coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation et sur la condition

initiale. Par extinction on entend qu'on peut atteindre la constante de

singularité.

Dans le chapitre 4, on se restreint à l'étude d'un problème parabolique

nonlocal. Ce problème est modélisé à partir d'un cisaillement simple, en

vitesse imposée, d'un matériau incompressible dont la loi de comporte-

ment se réduit à une relation linéaire en température. On détermine

les solutions stationnaires exactes du problème. On montre qu'il ne

peut pas y avoir extinction de la température en temps fini pour les

différentes conditions aux limites considérées. En particulier, le fait que

la contrainte de cisaillement atteigne un niveau maximum dans un essai

adiabatique ou isotherme à vitesse constante n'implique pas forcement

qu'on peut atteindre la singularité de notre problème en temps fini.

6

6
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Chapitre 1

Etude de la formation de bande de
cisaillement dans les matériaux vi-
scoplastiques thermoadoucissants

1 Introduction.

, La connaissance du comportement dynamique des matériaux est

I'objet d'un grand intérêt dans différent domaines de l'ingénierie. Les

nombreuses études déjà menées sur ce sujet ont permis de montrer

l'importance de la vitesse de déformation sur la contrainte d'écoulement,

la ductilité des matériaux, les mécanismes de déformation et de rupture,

en particulier dans les processus à grande vitesse de déformation:

. pénétration d'un projectile dans une cible,

. procédé de mise en forme rapide (l'emboutissage rapide et I'usinage à

grande vitesse),

. fragmentation par explosion,

. torsion rapide d'un tube à paroi mince (lCCHDl).
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L.1 Description de la localisation de
déformation.

l'écoulement plastique des matériaux peut devenir instable et con-

duire à une localisation intense de la déformation plastique. Par locali-

sation de la déformation, on sous entend que Ia déformation prend dans

une zone étroite, une valeur bien plus grande qu'ailleurs ([M]). Cette lo-

calisation de la déformation est un phénomène couramment observé sous

forme de bandes de cisaillements dans les matériaux. La formation de

bandes de cisaillement est souvent le précurseur immédiat de la rupture

ductile. Celles-ci peuvent être classées en deux catégories:

1. Les bandes de cisaillement isotherme, pour lesquelles I'adoucissement

thermique joue un rôle négligeable.

2. Les bandes de cisaillement adiabatique (BCA) pour lesquelles I'ad-

oucissement thermique est un facteur essentiel du développement de

I'instabilité.

Dans ce travail. nous limiterons notre intérêt aux bandes de cisaille-

ment adiabatiques et plus généralement aux bandes de chaleur. En ther-

modynamique, un processus adiabatique est défini comme un proces-

sus dans lequel aucun échange de chaleur n'est réalisé entre Ie système

étudié et son environnement. Le terme adiabatique attaché aux bandes

de cisaillements adiabatiques doit être compris dans le sens suivant: si

le phénomène de déformation est rapide, I'energie calorifique créée par

la déformation plastique n'a pas le temps de diffuser vers les parties

froides de la structure, sauf dans un voisinage des zones déformées où

la température est très élevée. Les effets de conduction pourront donc

être significatifs dans le voisinage d'une BCA. Il est intéressant de noter

I'analogie entre la formation d'une BCA et un processus autocatalytique:

en effet, une augmentation de la vitesse de déformation dans une zone

étroite entraîne un accroissement local de la température, qui a son tour,

la
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engendre une réduction de la contrainte cl'écoulenr.ent et une élér'atio1

Iocaie cle la, vitesse de cléformation, et clonc ul1 llou\..el accroisserDent

cle la ten:pérature. Les BCA peuvent être clans certains cas <>l:selr'ées

clairernent en raison cle lettr apparence bianchâtre, l'oir figure ci-ciess,rrrs.

1.1: Exemple d.e band.e d.e cisail lement adiabatique

dans un copeau dtacier usiné

Les premières interprétations mode:nes sur le rnéca.uisnre cle f<rrrla.-

tion des BCA perrclant une déforura,tion rapicle sont attribr-rées à Zener'

et Hoilornon (lZHl): le travail cle cléformation plastique cl'un rratériau

est en grancle partie converti en ciraleur. Si ia vitesse cle cléfonnation est

élerrée, Ia chaleur n'a pas le temps cle cliffuserl loirl cle Ia région cléfcrrmée et

ceci conciuit à un acloucissement thermique local. Si la climunition cle la

contrainte d'écoulement, dûe à i'acloucissement thermique. clevient plus

irlportante que I'accloissement cle cette contrainte, clûe à l'écrouissa,ge.

I'écouiement plasticlue clevient alors irrstable et bien localisée. Une cr>ncli-

tion nécessaire à Ia formation cle BCA est ia procluction iocaie suffisante

cle trar,-aii plastique. claus ttn intelvalle cle terirps plrrs court que celtri
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'écessaire à la cliffusion de ld chaleur loin cle la zone cle cléforrna.tion

plastique.

Des a'aiyses lron linéaires permettent ci'obtenir cles soiutions exactes

porrr cles cas particuiiers. Ainsi, \Iolinari et Clifton ([f/C83]' [ ' \/C87])

obtienne[t cles clitères cle localisation pour les métaux therrlo-

rriscolrlastiques e1 utilisant une ruoclélisatiorr simplifiée cle la ciéforrlatiotr

e' cisaille'rent sirnple. Le moclèle néglige la cléfcrrrnation éia,sticiue. lc's ef-

fets cl'inerties et cle concluction. Ces étucles permettent de cléterminer Ia'

localisation cle Ia cléformation. Shas'ki([Sha]) procècle à plusieurs simr'r-

Iations 'ur:rériciues sLrr la formation des BcA dura't ia cléforrnatio' e' ci-

saillerrrent si*rpie pour plusieurs lois cle co'rporter'ent et différerrtes c.'-

clitio's aux bor-cls. Des obserrrations expérinreutales à I'aicle du clispositif

cles barres cle l{olsliy en torsion, sur Ia localisatio' cie la cléfor'raric;n.

\,Iarchanct et Duffr, (t.l/D]) permettent de clégagel 3 étapes claus Ie pro-

cessr-ls cle cléfolrnation plastique, r'oir la figure 1'2'

STAGE 3

HY lOO STEEL

ROOM TEMPERATURE

STRA|N RATE=1 600/s

Fis. cisaillerr- eut

(Il
o-

@
a
uJ
tf

F
a
É.

: Lll
. '1-

a

O l 0 2 0 5 u

NOMINAL SHEAR STRAIN - PERCENT

L,2z Courbe contrainte-défornration de

10

tSTAGE2
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Le premier stade correspond à un état de déformation homogène. Le
stade 2 débute au maximum de la contrainte. Celle-ci décroit faiblement
au cours du stade 2, et une instabilité de l'écoulement se développe
lentement. Le stade 3 correspond à la chute rapide de la contrainte
entrainant la formation d'une BCA.

D'après Marchand et Duffy (lM Dl) la courbe contrainte-déformation
pour un matériau thermo-viscoplastique, l'écrouissage est plus important
que l'adoucissement thermique au début de la déformation (stade 1) et
l'écoulement plastique est stable. pour des déformations plus grandes,
l'écrouissage diminue et finalement, les effets stabilisants de ce dernier
sont supportés par les effets déstabilisants de I'adoucissement thermique
(stade 2). c'est au cours du stade B que la localisation se développe de
façon importante. Il existe donc en permanence une compétition entre
l'écrouissage et l'adoucissement thermique dans un matériau thermo-
viscoplastique.

11
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2 Modélisation du problème' hypothèses
et équations.

2.L Hypothèses du modèle.

On considère une couche d'épaisseur

d'extension infinie suivant I'axe 0y. Cette

saillement simple dans la direction 0y. Ce

figure suivante

finie suivant I'axe Or et

couche est déformée en ci-

modèle est représenté sur Ia

Fig.1.3: Bande de longueur infinie soumise à un mode

global de déformation en cisaillement simple'

On se place au stade de la localisation de la déformation plastique' cor-

respondant à la formation de la bande de cisaillement. cette bande

représente un matériau incompressible thermo-viscoplastique. L'axe des

r, dont I'origine se situe au centre de la bande est perpendiculaire à

T2
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la zone de cisaillement, figure.1.3. Les différentes hypothèses choisies
et les équations sont présentées dans un contexte unidimensionnel. les
variables dépendantes sont définies uniquement en fonction de la posi-
tion r et du temps t. Le processus thermomécanique est décrit par les
variables suivantes: la vitesse u(r,t) de la particule dans la direction du
cisaillement, la température u(x,t), la déformation plastique 7(r, t) et
la contrainte de cisaillement r(n,t). L'effet de conduction est pris en
compte dans la modélisation du problème, par contre on néglige les ef-
fets d'inertie. L'analyse dimensionnelle de l'étude analytique présentée
par Leroy et Molinafi ([LM]) est adoptée dans la suite.

2.2 Equations de bases.

Les équations fondamentales gouvernant le problème sont les suiv-
antes. L'équation de conservation de la quantité de mouvement pour
une couche d'épaisseur constante, se réduit pour l'analyse unidimension-
nelle à:

ôr ôu
Tæ -  

A* :  P U1:  Pat ,

où p dénote la densité du matériau. Comme les effets d,inertie ne sont
pas pris en compte, l'équation (2.1) se réduit à, r, :0 et montre que
la contrainte de cisaillement est une fonction homogène, r(r,t) : r(t).
L'équation de compatibilité cinématique s'écrit;

(2.r)

(2.3)

(2.4)

i  :  ^l t  : ' l )æ,

La loi de comportement thermo-viscoplastique se réduit,
problème de cisaillement considéré, à la relation;

r  :  Ô?Y, i ,u) ,

L'équation d'énergie prend la forme;

Pcu t - l cu r r -e r i .

(2.2)

dans le

13



Chapitre l. Étude de Ia formation de bande de cisaillement dans ... 14

Le premier membre de Q.\ gouverne Ia diffusion de la chaleur (pc est

la chaleur spécifique volumique, k est le coefficient de conductivité ther-

mique). Le second membre traduit la fraction de travail de déformation

plastique transformée en chaleur. Le coefficient de Taylor-Quinney

(1934) e est compris entre 0.9 et 1.0.

2.3 Conditions aux bords.

La tranche du matériau modélisée peut être soumise à des conditions à

Ia frontière:

2.3,L En vitesse:

où V est la vitesse constante du bord supérieur de

voir figure 1.4.

(2 .5)

la couche cisaillée,

o

Fig.L.4: Géométrie et cinématique d'un cisaillement simple.

T4

I  ,Q,t) :  o
\ r (d, t ) :v
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2.3.2 En contrainte:

[ "(o,t) 
:  ro

I t(d' t) : ro

où rs est la contrainte constante appliquée aux frontières.

2.3.3 En température:

Les conditions à la limite themique se traduisent par:

u ,  *  a (u  -  û )  :0 ,  r  e  { -d ,d }  (2 .7 )

où a et û sont des constantes positives. pour a : 0 (resp. a : oo), on
obtient des conditions aux bords adiabatiques (resp. isothermiques).

(2.6)

(2.8){ u* ---o
\u :u r  e  { -d ,d}

2.4 Lois de comportements thermoviscoplas-
tiques.

on admet que le matériau est incompressible et que sa loi de com-
portement thermo-viscoplastique se réduit dans le problème de cisaille-
ment simple à:

r :  Ô?Y, i ,u) ,

où r, l,i,u représentent respectivement la contrainte de cisaillement,
la déformation plastique, la vitesse de ra déformation plastique et la
température absolue. La déformation élastique est négligée.

15
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2.4.1 Loi de puissance:

La forme générale de cette loi est:

où A(l,r) est une fonction dont I'expression tient compte des

mécanismes durcissant et des mécanismes adoucissant. rn est le coef-

fecient de sensibilite à la vitesse de déformation. Les développements

analytiques utilisent fréquement (2.9) sous forme de loi de puissance

multiplicative;

r : pu'^ln7*,

où z, pr,n et nz sont respectivement le coefficient d'adoucissement ther-

mique, la viscosité, le coefficient d'écrouissage et le coeffecient de sen-

sibilite à la vitesse de déformation. On se limite ici aux cas des très

grandes déformations, pour les quelles l'écrouissage est négligeable. On

suppose donc dorénavant que n:0:

r  :  Q(1, u) i* ,

r :  pu' i*.

(2.e)

(2 .10)

(2 .11)

Cette loi est élémentaire car les coefficients z et rn sont supposés

indépendants de la déformation plastique et de la température. Son

intérêt réside dans le fait qu'elle est assez simple pour permettre des ap-

proches analytiques et assez réaliste pour tenir compte des phénomènes

majeurs.

2,4.2 Loi de comportement de type Arrhénius:

Une étude théorique à été effectuée par Leroy et Molinari (1992)

pour différentes lois de comportement et conditions aux limites. Les

effets d'écrouissages étant négligeables dans le stade terminal d'évolution

16
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des bandes de cisaillements adiabatiques lMl, la loi de comportement
suivante, de types Arrhénius, à été utilisée:

r :eæp(1è-r)) i*

où B est le coefficient d'adoucissement thermique.

2.4.3 Loi de comportement exponentielle:

,: (i)* u-#

(2.r2)

une approximation d'ordre I au voisinage de u, : I de (2.r2) donne
une loi de type exponentielle;

r :erp(-0@-l ) )1^. (2 .13)

3 Formulation du problème.

on suppose que les dérivées de toute quantité par rapport à y et z
(02 axe perpendiculaire au plan æ0g) est nulle. on admet aussi que la
déformation est nulle suivant l'axe z.

3. 1 Equations de réaction-diffusion (contrainte
contrôlée).

Le modèle mathématique des bandes de cisaillements est réduit dans
certains cas à des équations de réaction-diffusion. On impose un contrôle
en contrainte z(t) - Ts. En premier, on considère la loi de comportement
en puissance (2.11), pour laquelle on a

(3 .1)

on substitue I'expression (3.1) dans l'équation d'énergie (2.4), et après

normalisation avec les nouvelles variables o' : !. et t' - Lon obtient
d dtpc

t7
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l'équation semi-linéaire parabolique suivante

?.1 t ,  -  ' t l r t r t  |  6u-# ,  (3 '2 )

m 4 L
^)2-  m-

où 6 - "-,'0, .Pour simplifier ces notations, on omet les primes et on
t :l e  P^

remplace tt et nt par t and c.

Dtune manière similaire, pour Ie cas de la loi de comportement exponen-

tiel le (2.13), on a

i  :  roh  
" - *  " *u ,  

(B .B)

et l'équation d'énergie (2.4) se réduit à:

l t t  :  ?txa * 6eo",  (3 '4)

m 4 l

\ . ed2r{
ouo :  

l * "  
e t c_ * tO .

3.2 Equations paraboliques nonlocales (vitesse

contrôlée).

On considère les conditions aux bords en vitesse (2.5) et en utilisant

l'équation de compatiblité (2.2) on obtient la relation suivante:

f d  f d

J, ,dr: Jo 
u,d,a:V. (3.5)

Par un simple calcul on détermine la contrainte de cisaillement 7 en

utilisant (3.5) et la loi de comportement puissance (2'11) :

fo +o*:(10) 
r 

[n u-#d,*,
Jo \ t t /  Jo

18
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r( t)  -
V* eF

a* (la "*" a*)*
(3.7)

Par substitution des expressions (3.6) et (3.7) dans l'équation d'énergie
(2.4), donne après normalisation des variables indépendantes le problème

nonlocal suivant pour la loi de comportement puissance (2.11)

où s) : [0,1]. De même pour la loi d' Arrhénius (2.18) on a

[o ,o*-("(t)) 
* 

"* fo "*,d,,Jo \ " /  Jo

_ L

l ; t : ' t l x a * 6  )  
u  ^  

, r - : + 1
I  f  - - ! -  r  \

Unu 
*o*)

\  .  eV**l t toù 6 : 
ffi 

et pour la loi d' Arrhénius (2.13) on a:

(3 .6)

(3.8)

(3.e)
eoo

u 1  :  u y s  l 6

o-L>0.

(ïa "'*a*)'"*'

19
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4 Solutions en contrainte contrôlée.

Cette section concerne la présentation des solutions stationnaires de

l'écoulement plastique en contrainte imposée. Pour cette analyse, la

condition du régime stationnaire implique I'absence d'effets d'inertie et

par conséquent une contrainte de cisaillement homogène sur ltéchantillon.

Les solutions stationnaires sont symétriques par rapport au centre de la

bande (cf [G,nflf]). Nous limitons I'analyse dans ce chapitre à la partie

supérieure de la bande (0 < 
" 

< 1).

L'approche analytique des solutions stationnaires à été effectuée par

Leroy et Molinari ([fM]). Chen et al (lC DM Ml) ont étudié le cas partic-

ulier du coefficient de sensibitité à la vitesse de déformation égal à I'unité

et une contrainte imposée constante. Nous considérons aussi un cas par-

ticulier, le coefficient d'écrouissage nul et une contrainte imposée con-

stante. Pour une loi de comportement où la sensibilité à la température

est exprimée par une fonction puissance, équation (2.11), et par une

fonction exponentielle, équation (2.13). Les solutions au sens classique

de ]técoulement stationnaire sont rares pour cette classe de problèmes.

4.1 Existence et unicité de solutions station-

naires.

D'après la formulation du problème en contrainte, contrôlée, on considère

l'équation parabolique semi-linéaire suivante :

(P) r t t  :  l t xx *6 / (u ) '  r  €  Q ,  t  >  0 '

A laquelle on associe

(s)

l'état stationnaire:

u, , *6 / (u) -6 ,  r€Q,

20
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où  Q:  ( -1 ,1 )  e t  f (ù :  u -#  o l ieou .  Aux  équat ions  (p )  e t  ( ,S)  on
associe une condition de Dirichlet non homogène u : û pour r e ôo. On
peut remarquer que l'équation (^9) n'admet pas de solution si on lui
associe une condition de Neumann homogène, excepté le cas ou /(0) : g,

u :0 est une solution stationnaire.

Théorème 4,t Sim*u ( 0 et o ) 0, alors il existe une unique constante
6* (contrainte de cisaillement maximum) telle que

(t (S) admet deux solutions stationnaires si ô e [0,6*),
(ii) (S) admet une solution si 6 : 6*,
(ii, (S) n'admet pas de solution sj d > d*.

Preuve.

. Loi exponentielle (/(s) - eo")

Pour la raison de symétrie dûe à ([GN,A/]) la solution de l,équation (,9)
vérifie le problème suivant:

( .c1 \  [  u*æ I  6eou :0  r  €  (0 ,  1 )
t " ^ ' Iu " (0 ) :0 ,  u ( I ) :6 t

Sans perte de généralité on pose tr :0, quitte à faire un changement de
variable.

!  ' * *  *  6eou :0

I  " ' (o) 
:  u(1) :  0

'uaæ : -6eou + u" est décroissante :+ us 1 0 et donc z est
décroissante. On multiplie l'équation ci-dessus par ur

uætLtrr : -6eou1l*

rL  c \  r  6  _ . \
\i"",), : (- â6""" ) *.

En intégrant entre 0 et u il vient

I"Z:*("""" -"ou), (4 .1)

2L
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où u" : z(0) représente Ia température au centre de la bande.

Puisque u,(x) ( 0 sur (0,1) on en déduit de (a.1);

Intégrant entre 0 et æ il vient

(4.2)

Avec la substitution u - u(x) dans I'intégrale de I'expression (4.2) il

vient

u. étant défini, u(c) est défini de façon unique. On aura donc une

solution chaque foi que I'on peut trouver u" lel que u(1) : 0, c'est à dire

(4.4)

On pose 'u2 : eou" - eo" + 2tsdu : -r,eo" ds i 
ds 2 du

'  
; :  d u 2 - e " , h '

L'équation (a.a) devient
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1  11  L  1  t  _sc .
u, -e"".: tt;æ-æ1"-:'

En utilisant cette décomposition, l'équation (4.5) devient

,  ,u  -  eo ' "  ,  1ko" "  
- t ) t  

/ -  aue-
ln l  _  l l  : - r /2a6€t ,' u  

*  e a u ' '  J o

, le+- !N1 -
r . ' r$l  -- tFzot ery.

L e T  l 1 / e d u .  - l J

t"I
Ya-

e 2

e 2

a u .- JedÇ=a eT + \æ1 r* yt
e " c  : l  : - V Z A Ù e 2 .

L  ^ / c d a "  _ 1  p î  +  " / c a u e  
_ 1  J+rF"V+!W

h(z+ t f " - ) -

Soit la fonction g définie par I'expression ci-dessous

g(r ) :h(z  +  ! - ' ,  -ù  -
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s'(=):-.f- (t * -L) - t/g
z + \/77\- 

' 
,p-zz -l/ U 2

g,(,)-oe +-rl+ ç 22-1*
{n v2

l a6g(1): -t l ï .0, ,Ign{

g ' ( r )>0s i  z1 g ' ( t ) (0s i  z )

g admet donc exactement

o u*€ racine ,i o(1@ - o,

. deux racines ,i o(1fr+l t o,

o ârcu'€ racine ti r(1@ . o.

,13, ,  /  |  z 2r i"6
r(1/t* *) -t"(Vr* *6* â-lî

,
On pose e - ;6 

> 0. On a à étudier la fonction suivante

-  /  -Èrr \_ yR /  / -  , '
t"(\Æ,,,. /  

r fË 
- tn(r-t + € + e) - 

/ i  
* t

Cette fonction est croissante et ne stannule que pour une seule valeur

€* + s(€) > o .(+ 
*, , .

€ u.a:6*.
0{ *

A partir de I'expression (4.a) on exprime 6, en particulier la contrainte

imposée, en fonction de la température au centre de la bande:

1*  ^ .
aô
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Les observations faites ci-dessus sont regroupées dans le diagramme de

bifurcation (6, u") suivant pour différentes valeurs de a:

J - .

1 .

L .

0 .

ô

0 .

0 .

Fig.1.5: Contrainte en fonction de Ia température maximum

D'après la figure 1.5, il existe une température centrale u(0) - 7" si

6 - 6* et si 6 € [0,6.) il existe deux températures centrales 2". Les

solutions stationnaires sont uniquement déterminées à partir de (4.3) où

on exprime r en fonction de z(c) :

( " o u "  -  
" , " ) ï

r  -  x (u ) :

On considère u" comme un paramètre fixé dans I'expression précédente,

la fonction x(u) est continue et *'(u) ( 0 alors r(z) est bijective et la

réciproque est de même sens de variation que u. Ainsi il existe une unique
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solution stationnaire u(r), pour une valeur de z" donnée.

Fig.1.6: Proffl de la solution u(z) pour différentes valeurs de c.

.  Loi  de puissance ( / (s)  :  sP, O: -h)

On considère le problème stationnaire associé à la loi puissancel

(c r \ [  u , , *6uP -0  r  €  (0 '1 )
t " ' ' I r " (0 ) -0 ,  u (L ) - t t

ur, 10 + u, S 0 + est décroissante, avec u. ) tr,.

On multiplie l'équation aux dérivées partielles de (S2) par u' puis on

intègre sur O,

(i*).- (- fi,'*'1 ,
(i*): h(,"o*' 

-,,o*')
où u" - u(0) est la température au centre de la bande. Comme u'(æ) < 0

dans (0, L), on en déduit de (4.6);

(4.6)

26

p+r  -2 rn+r )â .
/

(4.7)
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u r

(u"o*'  -  uo+') i

On intègre entre 0 et r il vient

(u"n+t -  uo+,) i

ur

(4.8)

u. étant fixé cette équation définit parfaitement z. Pour fixer u" on doit

trouver u" ) û, tel que

T
ds

-  P + l
't't's 2

uc ds

(t - t t)o*

dy

-  u"dU

(r - y,*') à

Onpose y- !  ->
uc

(4.e)
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Pour z 2 û, on considère donc la fonction suivante pour p I I:

(4 .10)

s'(r)
û
,

p- I p - 8
/ 2

p-t ,+\
t  -  ( ï ) ' * '

g'(,)-o<+ #:h(?)'"'*', - \ ; /

tP : h(+) "',*', 
- h('+)' 6o*'

-ûP+t {r+ =' '(o't=1J '}
[ -  

'  
6(p -  ! )zf in-r  )

<+ z: t t { r*--?(P+1)-tuh / '
(  '  6(p -  L)z6n-r i "- '  '  

(4 '11)

Puisque 
!yr-O'Q): 

too, la fonction g est croissante et passe par un

maximum au point z donné par I'expression (4.11).

Pour P: I on a

J6
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q(z) 20 où z est  donné par (a.11) .

Plus explicitement, cela s'écrit

et g est une fonction croissante de z. Dans ce cas g(r) - 0 admet une

solution si et seulement si

fl du /= 11 /= 7t r=g(*oo)  -  |  +  
-  \ /6 :arcs iny l  ^ -  t /A-  :  -  \ /6  >0

Jo  { I -A '  
- l o  2

=+ t.t.
4

Dans ce cas l'équation (a.9) a une solution et une seule.

Revenons au cas p + L. Si p < 1 on a

r l  ,

s(û) <0, ,Iruil,)- Jo 7ffiro
Dans ce cas l'équation (4.9) a une solution et une seule.

S ima in tenan tp )1ona

,IrugQ)--æ'
L'équation (a.9) a alors une solution si et seulement si

dy

(4.12)



Chapitre t, Étude de Ia formation de bande de cisaillement dans ... 30

onpose *= {r+ff i }-# avec k € (0, 1)

tu-@+t1:1++ry
(P - t)z1e-r 26

4 p+I
6-@+r) - 1 -

D'où I'expression (4.t2) s'écrit

(p - L)z;rn-r 26

2  1  , - p - r
- : l ' 2

@ - DaT {1ç-b+r) - 1

Il est facile de voir que cette fonction est décroissante en &, donc

I'expression (4.12) est également décroissante en 6. Quand 6 + 0

i.", Ic -+0, l'expression @.12) + f + > 0.
Jo {L - yn+r

Quapd 6 -r too i.e, k -, 1, I'expression (4.12) - -oo. Donc il

existe 6 :6* une constante critique telle que

e si 6 < 6* le problème admet deux solutions

. si 6:6* le problème admet une solution

o si 6 > 6* le problème n'admet pas de solutions.
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A partir de I'expression (a.9) on exprime 6 (contrainte) en fonction de

la température u":

6 :  6(u. )  : ry(Ë#ryr

6(u"): h""'-o(, 
- çLy+r)r(I,#,T,t - çLy+r)2 ,

où f (., '.'.) est une fonction hypergéométrique définie par

représentation intégrale suivantel

6(r") : l;- arcsin( 
All'

31

F(o,b;c;  z) -  =, , .1 !4 ^  [ '  ,u- t ( t  -  t ) ' -u- ' ( r  -  tz) -od, t ,
r(ô)r(c - b) Lo

avec f(z) : Â'" "z-r"-s6s 
avec Re(z) > 0.

Nous avons tracé sur la figure 1,.7 Ia fonction 6 - 6(u")1 trois cas sont

distingués.

a) p > I(, + rn < 0) : la fonction 6(2") admet un unique maximum 6*

au delà duquel il n'existe pas de solution stationnaire et au dessous de

cette constante 6*, on obtient deux valeurs de 2".

b) p < L(u t m ) 0) : Dans ce cas 6(r") est une fonction croissante.

Pour chaque valeur 6 correspond une unique valeur u" et une solution

stationnaire.

c) p - l(rn * u : 0) : C'est le cas d'une équation linéaire; la fonction

ô(r") est donnée par
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Cependant il existe une asymptote horizontale 6 - *, uudelà de laque-
4 '

lle il noexiste pas de valeurs u", donc pas de solution stationnaire.

.:rlo+'"# I",,,

Fig.1.7 : Contrainte en fonction de la température maximum

pour différentes valeurs de p données.

Il reste à discuter I'existence et I'unicité des solutions stationnaires

"(æ). 
D'après la figure précédente, si p > 1, il existe une constante

marcimum (une contrainte maximale de cisaillement) 6* pour laquelle si

6 > 6* le problème n'admet pas de température au centre, z(0) - u,",, et

si 6 € [0,6.) il existe deux températures centrales u". Les solutions sta-

tionnaires sont uniquement déterminées à partir de (a.8) où on exprime

r en fonction de u(n) :

(t - t*)o*'r' 
'

n(u)  -
(  

" (x)  1r+t  1  à  n- \ % / ) "'(r'#'T"-(f)o*')'
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Dans le cas p < r, le problème admet une soiution stationnaire qui est
donnée par I'expression précédente. Finalement,opour p: ! le problème

4 -

admet une unique solution stationnaire si 6 < . ;
4 '

u(æ) -u" sin (; -,16.) : *.foo "*(rÆ,).

0 .

0 .

0 .

Fig.1.8: Proffl de la solution stationnaire pour différentes valeurs de p.

33
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4.2 Explosion en temps ffni des solutions non
stationnaires.

4.2.L Conditions de Neumann.

On sait que dans le cas d'une contrainte imposée, le problème est

modélisé par une équation semi-linéaire parabolique. On considère dans

cette section le problème suivant

:? tsx+6f@) r€O,t>0
-0 æe.Ô{1, , t>0

r ,0 ) - ro ( r )  r€O.

On suppose que le problèm" (P) admet une solution régulière. Puisque

/ > 0 alors le terme source est non négatif, i.e., le système est fourni en

chaleur. D'autre part la condition aux bords ltx :0 empêche la fuite de

chaleur, dans une telle situation Ia solution du problème (P) explose si

la source de chaleur apportée au système est suffisante.

En vue d'étudier le comportement des solutions du problème (P), on

rappelle quelques résultats sur les équations différentielles ordinaires au-

tonomes (l?hl).

Théorème 4.2 On considère |'équation différentielle ordinaire suivante:

(1') {;t;1,;] 
'>o

on suppose que f est une fonction continue positive sur [u6,*oo) telle

que
æds

/("; 
< +*'

Alors iJ existe une unique solution,pour (1') qui admet un intervaJle

maximal d'existence [0, t*), i.e., qui explose en temps t*

34
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Corollaire 4.1 On suppose que f est une fonction continue positive sur

[uo, *oo) telle que

. f+- ds
t * :  I  ;  ( *oo.

J ' o  / ( s )

Alors si une fonction u vérifre

(2') [",> r@) t > o
I u(0) - po

u est défrni jusqu'au temps t* .

Le résultat principal concernant notre problème est le suivant.

Théorème 4.3 On défrnit uo - t [rus(r)dr et on suppose que f est
une fonction convexe, continue et positive sur [to, *oo) telle que

( * )

alors la solution du problème (P) ne peut exister après le temps t*.

Preuve. Soit z(t) : T Iau(r,,t)dx. On remarque pour les conditions

aux bords considérées on a I u,, d,x --0. Alors, on intégre l'équation
J O

aux dérivées partielles du problème (P) on obtient

,,: I lnilùo* > 6r(; I"ud,*) 
- 6r@)

ceci est dû à I'inégalité de Jensen car f est convexe. Le résultat suit à

partir du corollaire 4.1.

On remarque qu'on peut obtenir une solution globale pour le problème

(P) si f (") = C, où C est une constante et dans ce cas on au(r,t) - 6Ct.

,.:* I**,*fr.**,
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Remarque 4.1 Le résultat précédant peut être retrouvé par la méthode

suivante.

Soit r7(f ) :- mil 
"(,t).On 

a ur, ) 0 en tout point où u prend la valeur
c € O

17, alors

dn,
E > 6f Qt), (**)

alors
r_ fq dst -  <-6 
I  / (") '

ainsi on obtient explosion en temps fini si

[* ds

J, /(") 
'"o'

En effet, Soient n(ti) : u(xt,t;) (i - I,2) el h - tz - tr. Alors

q( tz )  -  q ( t r ) :  u ( *z , , t z )  -  u ( r1 , t1 ) ' ,

-  u (xz , t z )  -  u (xz , , t r )  t  u ( rz , t r )  -  u (x1 , t1 ) ,

) -  hu{æ2,, t2) .

De plus, si tz ) fr

q( tz)  -  q( t )  
2 u1(x2,t2),

t z - t t

comme urr(ûz,,tz) > 0, (ceci suppose que le minimum de z(',t2) est

atteint à I ' intérieur de Q), u{x2,tz) )- 6f (u(æ2,t2)) : 6/(7(t2)). Par

conséquent, en tout point où a(t) est différentiable on obtient

# '- 6Toù'
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De la même façon, si M(t):_ mâë u(., t) alors on a
c € Q

dM
dt < 6 r(M)'

ainsi

r [ *  dst '- 6J /(") '
dans ce cas on obtient I'existence globale de la solution si

f* ds

Jo rc):*'
on remarquer dans notre cas, f (u) - u, # ou eou,lacondition suffisante
(*) du théorème 4.3 pour obtenir I'explosion de la solution est équivalente
a:

(i) u * m < 0 (loi puissance)

n
(ii) o - L > 0 (loi exponentielle)

nù

4.2.2 Conditions de Dirichlet.

on associe à l'équation aux dérivées partielles du problème (p) des
Conditions de Dirichlet non homogènes et sans perte de généralité on
peut se ramener à un intervalle O - [0, 1].

(  u ,  -u, , *6f@) æ € O, t  €  (0,?)
(P ' ) {  u(r , t ) -ù r€1e,r€(0," )

I  r ( r ,0)  -  ro(" )  r  e  O

Comme zs(r) 2 0 d'après le principe du maximum on a u ) 0. Dans
ce cas on peut également montrer I'explosion de la solution du problème
(P') sous une certaine condition sur la valeur initiale uo(x).

37
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Théorème 4.4 Sous les hypothèses (i), (ii) et si us est assez grand

alorc toute soJution du problème (P') explose en temps fini pout tout

6>0 .

Preuve. Notre argument de démonstration est une technique de fonc-

tion propre, introduite par Kaplan ([l(]), combinée avec I'inégalité de

Jensen.

Soit À > 0 la première valeur propre du laplacien dans Ct : [0, 1] avec

des conditions aux bords de Dirichlet. Soit t/ la fonction propre pos-

itive normalisée correspondant à À, alors: -rhr, - ^rh, th > 0 dans

sJ, Â $@)dæ - 1 et û :0 sur ôf), alors on a la fonction proPre suivante

,h@) : | " i r -n * ,  \ :12 .

Soit le changement de variable D : ?..r, - Û, alors le problème (Pf ) est

équivalent à,

(  r ,  -u , , l 6 f  (u  +u)  r  €  f l , t  €  (0 '? )

(P") {u(r , t )  -Q 
_ re -A! , r€(0," )

I r ( t ,O)  : ro:uo-û r€f l

on multiplie l'équation aux dérivées partielles du problème (P") par

r/ puis on intégre sur f,), on a

/  f  \  f  f  - .
(  |  ut l : tu |  . -  |  u, , t l . ,dx+6 l^ f ( r+û' )$dx,rJo  / t  Jç ,  JA

f f: 
Jnutfs,,dæ 

* O 
Jnl(, 

+ ù,)tl:dx,

d'après I'inégalité de Jensen et le fait qte $dæ est une mesure de prob-

abilité. on obtient

(l,"ro.), - -^ 
ln,,t,a*+ d(/ (ln t a,.* t))
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Soit tr.' - Â ul;dr, alors tu vérifie I'inéquation différentieiie suivante

wt26 f ( . *u ) - \w .

Il est clair que, la fonction u r+ 6 f (* +û) - Àu.' est positive pour u assez
grand et vérifie les conditions de notre corollaire, alors on a explosion en

temps fini pourvue que I usrhd,* soit assez grand.
J A

Pour conclure cette partie, on étudie un cas particulier du problème

de Dirichlet (P') où /(u) - u- # a'o"" u + rn > 0. Le problème avec
conditions aux bords de Neumann peut être traité d'une façon similaire.

D'après le théorème 4.1, il est clair que le problème stationnaire associé

à (P') admet une unique solution pour tout 6 > 0. âlors dans ce cas la
solution du problème (P') n'explose pas en un temps fini si u * m ) 0.
En effet, soit M(t) :: m€,x u(.,t) et supposons que z explose en un

temps fini t: t* < oo, alors M(t) ---+ oo quand t -+ t*.La solution
/ \.tr, : u,(M(r), r) vérifie:

",(u çt1,r) : u," (* Q),t) + t t ("(u çt1,,) ) = o t ("(u1r;, t) ),

puisque ur, 10 en chaque point où z atteint la valeur de M. D'autre

part on a

(" (* rù,r) )' 
- u,(u 1t1,,t) + u, (* Q),t) m, çt1 - u, (r,,t qt1,t)

car u admet un maximum. Alors on obtient I'inéquation différentielle

ordinaire suivante

d / \

h"@a), t) < t t ("(u1ty, t)).

On intégre cette inéquation différentielle sur (0, f *), sachant que u *m )

0, on a t* : *oo. Ce qui contredit I'hypothèse et montre que M(f) est
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défini pour tout t € [0, -). De plus à partir de i'inégalité (**) on a

u(rrt) ---+ oo quand f ------+ oo.

5 Existence globale des solutions en
vitesse contrôlée.

5.1 Conditions thermiques de Neumann-

On sait que d'après la formulation en vitesse contrôlée, le problème

est modélisé par une équation parabolique nonlocale:

L l 4 - l t r r - $
r@)

(ïn r{ù0,)**' '

A laquelle on associe l'état stationnaire suivant

r@)

@)

- U x a : 6

(ln r@)o*)**"
(8s)

où / (s ) :  sP ou  eas ,p  )  0 ,  o  )  0 ,6  >  0e t  m)0 .  Lacond i t ion  in i t ia le

,ro(r) est supposée positive. Alors en utilisant le principe du maximum

on en déduit que z(æ, t) > 0 dans O x [0' 7).

En premier lieu on associe aux équations paraboliques nonlocales (Q) et

(8S) une condition de Neumann homogène t ux :0 pour r e ôfl.

r@) . , ,  r€Q
r rn*l

f (u\dæl'  /  
re i lQ

On peut remarquer que si on a une solution stationnaire en vitesse

contrôlée c'est équivalent de dire qu'on a une solution stationnaire en

contrainte contrôlée.
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En effet, soit tl la solution stationnaire en contrainte contrôlée, alors

u.' satisfie l'équation différentielle (^9):

r  rn* l

f (w)dn 
)

f  (*)-wxx
^ /  \  r n * l '

ll" t{ùa.1
^  /  n  \ r n + l

Avec 6 - 6r 
ll" f {.)a*1 , il est clair que u.' vérifie une équation du

type (Q^9). L'inverse est évident. On sait (section 4) qu'il n'existe pas

de solutions stationnaires en contrainte contrôlée, sous des conditions

de Neumann homogènes. Alors pour le même type de conditions aux

bords, Le problème en vitesse contrôlée (8S) n'admet pas de solutions

stationnaires. Ainsi toute solution du problème (8) est non bornée, soit

elle existe pour tout f ) 0 et u(xrt) ----+ oo quand t ------+ oo ou bien elle

explose en un temps fini.

Théorème 5.1,Supposons, [nus(x)dx
de ['équation @) sous Jes conditions aux bords de lVeumann , si

l lu(r , f ) l l1 ----+ oo quand t  -+ T,  a lors T _ F,  où l l " ( . , t ) l l t  _

Içlu(*,t)ldæ.

Preuve. Soit u(c, t) une solution de l'équation (Q) sur f) x [0, ?). Srp-

posons que ? ( oo, alors l l"(.,t) l l , explose en un temps fini,7. La

solution u(æ,t) vérifie

l t t - l t ax :# f@) ,  (5 .1 )

où K - Â f @)dx.Intégrons directement l'équation (5.1), on a

r f  r  .5
I  l^"(",t)dx) r:  fu > 0, d'où l l"(. ,r) l l ,  > l luol l , .  (b.2)
\ ' /Q

D'autre part en utilisant I'inégalité de Jensen on obtient

- 6rf @) - ur1,

r f  r  6
l lu(x, t )dn)  - -
\ - /o  '  l t  Km

4t
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car f est croissante. Alors si on intégre entre 0 et f on aura

l l r ( . , t ) l l ,  <, .*- t  + l lz6l l , .
L/ (il"' il, ) l

Ainsi, quand t ---+ T à partir de (5.3) on a

6
foo(  ? t l lug l l t<*oo.

l/(l l" ' l l ' ,)l
Ceci contredit notre hypothèse, donc on a ?_ oo.

5.2 Existence de solutions stationnaires sous
les conditions thermiques de Dirichlet.

Dans ce qui suit, on associe à l'équation pa,rabolique nonlocale (Q)

une condition de Dirichlet non homogène.

r€O

Auquel on associe le problème stationnaire suivant

=6 f (u)  =, ,  r€f r
z r rn*l

lï" t@)a*1
ceôQ

D'après ]a théorie classique des équations aux dérivées partielles

(tB?l) on a:
1. Pour tout ue € I,2(0) et sup uo 1*oo , le problème non local

(a) admet une unique solution classique, non prolongeable, sur o x

[0,")  où ?:  *oo ou ? < *oo 
" t  ,19u(æ,t) :  

*oo'

42
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(5.4)
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2. Toute solution d" (8) ou de (8s) est positive pour r € cl (t > 0)
3. Pour ç, - {r : -a { * 1o},

(a). Toute solution de (QS) est symétrique et décroissante,

(b). Si uo(*) est symétrique et radialement décroissante, alors la
solution du problème (8) I'est aussi.

Soit O : (-1,1), sans perte de généralité et pour des raisons simple de
calculs on suppose û : 0, dans le cas de la nonlinéarité exponentielle.

Alors toute solution de (QS) est symétrique et u - u(x) vérifie

\

î ç1 -g  r€ (0 ,1 )
t*)
-0

Théorème 5.2 Soit f (u) : edu, alors le problèm" (QS) admet une
unique solution pout tout 6 ) 0.

Preuve. le problèm" (8,9) peut s'écrire comme suit

(5.5)

1r
où K -2 I eoudx. On multiplie (5.5) par2u, puis on intégre entre 0,

J O
avec z"(0) : 0 et x,, on obtient

u',(*)+26/-ry. i. '--26#

u2,(*) : 
#l"ou" 

- 
".,,,(a)1 (5.6)

où z(0) : uc est la température au centre de la bande. Par intégration

de l'équation différentielle (5.5) sur I'intervalle [0,1], on a

u, (1)  -

43
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Pour r -- I on peut résoudre les équations précédentes pour K inconnu,

donc on a

Rt-*-fi{""""-1)

Puisque u,(r)  (  0 sur (0,1),  de (5.6) on a

(5 .8)

(5.e)

z rà
En posant  u :  (eou '  -  eoul '  ,' \ /

calculé facilement:

LJo 
( " r " .  -  

" " " )

le membre de droite de

r - - Io" (",". -

e+. ,  f1  + (1 -  eo("( " ) - " " ) )à I:  
o t"L6l

Une évaluation de l'expression (5.9) en æ : L donne

6 = K*+rê-d i l .  / ,  . lL+ ( r  -_g_ ' "È l \ ,
= 

T \t"t11t -"-"951/

En utilisant (5.8), I'expression (5.10) devient

22m*r , " )*# l r r r ;1*  
(1 -  e- ' " " )â 

l ) t - -6  -  6 (u " )  - '  
o  " 9 " . ( I  

-  e -a  ,  \  L1_  (1  _  e_auc ) i J /
(5 .11)

Pour étudier le sens de variation de la fonction 6, on pose z - Ga

avec u c € [0, +oo) et dans ce cas ô est définie par

1
\  - 6

-e ' "1  "ds
/",*1-t, du

du

: l-"i,,("'o"

(5.9) peut être

(5 .10)
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On remarque que la fonction 6 - 6(z) vérifie

foo  pour  tou t  rn  )  0  e t  6 (z )  >  0  V  z  e (0 ,1 ) .
g2mt l  , rn*7  r6'(z)-+#rn--l-l

l ira 6(z) : 0, l im 6(z\ -
z-O z- l
D'autre part on a

(^ , .  /  ( t -22\  \ .  r1*zr r
tzit - m) + ((- + r): + 2mz)rl-l l

pour m ) 0 on a 6'(t) ) 0 pour tottl z € (0, 1) donc 6 est fonction
strictement croissante. Les observations faites ci-dessus sont regroupées
dans le diagramme de (6, u") suivant:

Fig.1.9: Vitesse fonction de la température au centre da la bande.

I1 reste à discuter I'existence et I'unicité des solutions stationnaires

"(r). 
D'après la figure précédente, Pour chaque constante 6 fixée (con-

trainte de cisaillement) le problème admet une unique température
maximale, u(0) _ ?.t,c. Les solutions stationnaires sont uniquement
détérminées à partii de (5.9) où on exprime r en fonction de u(x) :

feau. - 
"otlLr '
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g-au" l {m* l
n:  r (u)  :

La dérivée,

I

1 -  ( f  -  ea (u (n ) -u " ) ) â  l '
t"I+ (1  -  

"a (u( r ) -u" )1 |

, /  \ -
( I  -  e o ( " ( t ) - r ' )  )
\ /

n'(u) :  - <0.

Comme r : r(u) est une fonction continue et dérivable avec r'(u) <

0, alors r(u) est bijective, la fonction réciproque r-l(u) existe et de

même sens de variation que r(u). Ainsi il existe une unique solution sta-

tionnaire u(r). Comparons nos resultats avec ceux de Leroy et Molinari

(cf lLMl) on obtient les mêmes profiles de température pour différentes

valeurs de la température centrale:

|-'iE] lrrcTl luc=Al

de la température pour difiérentes valeurs ?rc.

O"-auc [ {m*L

Fig.1.10: Distribution
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Théorème 5.3 Soit f (u) : u,P avec p ) 0, alors ]e problèm (8S) admet
une unique solution pour tout 6 > 0.

Preuve. le problèm" (8S) peut s'écrire comme suit

En faisant le même raisonnement que le précédent on a;

u,(L)__3
2K*

pr
où K - 2 | updx. on multiplie (5.12) par 2u, pris on intégre entre 0

J o
et r. alors

' "o*9- - rÂ ul+r
"i@) + 26ù)K*+r -- (p i L)K,o+r,

u2,(ï) : 
#tuJ+r 

- uo+t (*)l

Iu,,+6ffi:o
L u, (0)  -  6 ,  u( t )  -  11

Kt-,n: ,.fuluy'-to*'l
Puisque u"(æ) ( 0 sur (0, 1), de (5.13) on a

(5 .12)

(5.13)

où u(0) : rtrc. Pour x : L on résout les équation précédentes pour I{ in-
connu, donc

(5 .15)

L'intégrale du membre de droite de (5.15) peut être calculé pour y :-
a, .lo* orr. u,
u c

dy

(5 .14)

- f "duf  
7 _ ,  

-  
_' 

Jo lul+' - Yn+tli l l  - yo+tf, '
(5 .16)
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Soit le changement de variables suivant u :: [1 -yP+r]â, donc (5.16) de-

vient

r:hu.# lotr-u'+'J'#

Ainsi  errr_ L onbt ient

,
6-  1-K** \u"

p+  L

, r n + z  z n * l  r f '
6:6(z) - 'e+ra'- '6\lo

, ilr-(;1n+t1lr -p (  I
\"/o

(5 .17)

(5 .18)

En utilisant (5.L4), I'expression (5.18) prend la forme suivante

(5.1e)

où z : tl - ( L1n+t1â et pour u" € ltt,,oo) on a z € [0, 1). La fonction

6 - 6(z) défine par (5.19) vérifie 
JTà 

0(r) - 0' J'jl 
6(z) - f oo pour

tout rn ) 0 et 6(z) > 0 Y z e(0'1).  De plus on a

On en déduit q"" 
JTà 

gQ) : 2, !yrg{z) 
: foo pour tout rn ) 0 et

g ' (z)>0 V z €,  (0,1) .Donc g(z)> 0 et  par conséquent 6 ' (z)  > 0 '

Les observations faites ci-dessus sont regroupées dans le diagramme

48
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(6,r , )  suivant:

5

Fig. l .11:  Prof l l  de la courbe (6,u")

Comme pour le cas de la fonction exponentielle, pour une valeur fixée du

paramètre 6 correspond une unique valeur de la température centrale,

z" (Fig 1.11). Alors la solution stationnaire correspondante z(c) est

déterminée à partir de (5.15), ce qui exprime r en fonction de u :

[ t  - yn+r1ï'

alors

x  -  x (u ) :

En utilisant la température maximurrt r.t,c comme un paramètre fixé et

comme la fonction x(u) définie par I'expression précédente eÉt bijective,

alors on en déduit qu'il existe une unique solution stationnaire u(u ).

ds

49
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Examinons brièvement le cas n'L _ 1. On considère le problème

général (8S) avec /(s) : s-' or, ,É". Alors les solutions stationaires

u vérifient

ua, io,  f@) 
,u-o Vr€o,  u: t t  xe0Q. (As)

ll" t{ùa.1

La solution du problème (8s) peut s'écrire sous forme z(r;À) avec

u, ,*À/(u) :g -1< x1]- ,  u(+r) -a (5.20)

où 6 vérifie;

r  f  1 26-(l t{")a*1 s.
\Jo

En premier, intégrons (5.20) entre -1 et 1 et en utilisant le fait que

u" (1 )  -  -u , ( -1 ) ,  on  a

a -  
\u,Q)z.  

(5.21)

Finalement, intégrons (5.20) 
" 

,' entre 0, où ,'(0) : 0, et 1; on a

(5.22)

où M(À) - u(0i À) - maëu(.;À). Comme Ii t@as: oor la figure ci-
'  

s É d l  
o  - "

dessous montre I'existéice et I'unicité de la solution maximale M pour

fM
6:8 I  f  G)4",

J îL
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tout 6 > 0.

I

1 À

L2

1

Fig.1.12: Solutions stationnaires pour m: I.

Par conséquent il existe une unique solution stationaire u(n) pour tout
6 > 0. De plus 'tr ----+ oo, uniformement sur tout compact de f), quand
6 _+ oo.
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6 Solution non stationnaire en vitesse
contrôlée.

6.1 Cas de la loi puissance.

Théorème 6.1 Soit /(s) 
- sp, p > L. Pour toute condition initiale

,o(") ) 0, Ie problème (Q) admet une unique solution bornée sur f) x

[0, *) pourvue que m ] 0.

Preuve. Supposonstr,:0, en utilisant une idée de Bei Hu et de Hong-

Ming Yin ([f/Y]), le cas dépendant du temps, admet une unique solution

globale. En effet, soit q > t tel que;

1 - '  1 -1

q-  q*  
- '

En utilisant I'inégalité de Hôlder on a les estimations suivantesl

I up+r d,r -- [ uo-ruz d,æ < ( [ u2cdr\T ( [ u(n-t)t*a") 
Ê (6.1)

ln-  lçr -  \ /o-  
-  t  \Jo /  '

Si on choisit e ) p, alors on a;

1-1- 
1 

>1-
qq*

+lluP-l l l ; :

Ceci implique que

u@-r)a* 4*q

11
pp*

+q*  1p*

u@-t )a '4* (6 .2)

(6.3)

(6.4)

l. (1,^
'( I,
52

o *
p-r)p* dr)F

o - I

uP d,æ) P- l l"o-t l lo.
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alors I'inégaiité

En multipliant

sur Q on a:

Par I'inégalité

uld* < 6 [n un+r dx

(6.1) est donnée par;

fnuo*, 
d,x 1 (ln,,o o*) * (l uoa,)T .

l'équation aux dérivées partielles par z puis on

(6 .5)

intégre

( lnuoa,)*+'
(; l"u2a,),* l,

(6.5) on a;

(6 .6)

(6.7)

On choisit p > 2, alors par I'inégalité de Jensen on a;

(* l,uz a*), * Inu2,d'*" # : r'r:3;

l,(,) l'o -6r(,) l')o - (, Ir",(€),e 
(0 d€)

< (z I,r,lu,ld,*)o
Par I'inégalité de Cauchy Schwarz on a;

(6 .8)

Maintenant, on donne une estimation du membre de droite de I'inégalité

(6 .8 ) .

(6.e)

lu(*)l 'o < lrUruza*)' U.u',a*)+fo (6 .10)
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de l ' inégalité (6.10) on a;

G lru2ax),* Inu2,d'r <roU.uz,d,)' U.uzar)-ry 
. (6.11)

En utilisant I'inégalité de Young suivante,

ab  1ua2  *  
*u '

avec un choix convenable u -- | alors;

e t uzdæ\ + [ u'-d*s I u'.d*+6'( [ u'a*\- '*,
\2 /o  l t  Jç t -  

- Js  "  \ Jo  /

(! t  uzd,\ <6'( [ u'a,\ '  .  (6.12)
\2 /o  / t -  \ Jo  /

Intégrer (6.12) entre 0 et t on a ;

l l r( . ,  t) l l ,  < lzd'çt 
- u)t* l l rol lr" ' -" ' ]  

ù (6.13)

Alo rspour tou t  0  < t  <  ?  <  *oo  e tus  e  L2(A)  onauneso lu t ion

globale à partir de I'expression (6.13).

Pour étudier le comportement asymptotique de la solution, on intro-

duit le problème auxiliaire suivant

[ - rh , , -À th ,  r€ f l

l , l tol-.r(1)-0.

Sans perte de généralité, on suppose que [arh@)d*: 1. Alors

,h@)-  
|s in (z rc ) ,  

e t  À  -2 r2 .
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L'étude du comportement asymptotique de la solution du problème
(8) t" réduit à résoudre une équation différentielle nonlinéaire ordinaire
dans IR. Plus explicitement on a:

Soit z une solution du problème (Q) dans flx [0, ?). Multiplier l'équation

aux dérivée partielle du problème (8) p"r tl; et intégrer sur 0 on obtient

( [ r+a*) : -À [ u,bd* a 5 [çf@)'hd'' - .\ " /o '  / t  
' Ja - ' -  

( ; f@)dr ) rn+ t )

,  1 t  2 f
comme ,b@) S t,, 

on 
" [n f @)dæ ) ; Jrf aWtd,x. pûsque 

"f esr con-
vexe et rl.tdæ est une mesure de probabilité, alors par I'inégalité de Jensen
on obtient la formulation suivante

(l*",t 0,), = -^ 
lnu,ha* +

fr(1" "+0.)l*
t r t r n * l

où 6* : ( = ) 0. Il est clair que si on pose\2 /

f
Y(t) - I  u(*,,t)t/ ,@)dæ,

J O

alors Y(f) satisfie I'inéquation différentielle suivante

Y'(t) < -Àr(r) +6*y'(t) .

S'il existe fs 2 0 tel que Y(fs) - Yo * (ç)*, alors si on intégre

I'inégalité précédente sur (fs,t) on a

Y'-' (t)= i * (tJ-" - il "-\('!-u)t
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Comme le coefficient d'adoucissement thermique u 10 alors la solution

est globale et y bornée.

(i)*. oo

6.2 Cas particulier de la loi puissance (0 < p < 1).

Soi t  0  <p  <  1 ( i .e . ,  m*u  >  0 ) .  Oncons idère I 'équa t ion (Q)  à

laquelle on associe une condition aux bords de Dirichlet ou de Neumann

et une condition initiale appropriée,

, -A;4,r€O,t>0
ll" t{")a*1

, r  €  ôQ, t  >  0
- uo(x) , r  € f )

avec /(z) : ?tr i; et m * u ) 0. D'abord, supposons que l'équation

(8) 
"" 

présente pas de terme de diffusion, alors la solution u(r,t) - u(t)

vérifie

,(t)'-' : Grii)u t a u[-',

donc, sî u) 1 on a explosion 
"r, 

,"rlp, fini, sinon (, < l)alors la solution

existe pour tout t > 0 et on a 1im u(t) - *.

soit u - u(ætt) la solution du problème (PIf) et supposons dans un

premier ordre u ) 0, dans ce cas / est une fonction décroissante. Soit

rl?):_ mjlr(.,f), alors 4 vérifie I'inéquation différentielle suivante
c€O

,tffâl u@,t)lt(r)d* <



Chapitre 1, Etude de Ia formation de bande de cisaillement dans ... bT

comme / est décroissante, on ^ f Otjà /(u) d,où

dry._ 6 1
dt _ 2m*, (tfrl)*,

d'où;

2*+r  Sn( )  ,  - .  . \ rn, = o 1," (/(')) d",

où?o:?(0) .Si0<v1L,a1orsnU),_" ,#t+qâ_, ,et1a
fonction 17 est définit pour tout t € [0,-) "t rlfuu(x,t) 

- *oo. Si
u ) L alors dans ce cas on a explosion en temps fini,

, .m+ l  f - l *  r  \m
,. - 

| lr" (/(")) ds < *oo.

Supposons maintenanl, u ( 0 et r:ra+u ) 0. Commep_ -L ( 1on a

I  uoa* < lo l ' - r (  [  ua*\o :21-p( [  ,a. \ ' .
Jn \"/o z \Jo /

(Tn x"la.) 21-ùrn (ln"a*)o*
:hu,",,1',

Alors ù(t) - ! [nu(r,t)dx vérifie û, > huv et on a

,(r) > f(';3' t+--u]-,f+,\ /  L 2 r n + u  
'  u  J

il suit que la solution est globale et explose en temps infini.

D'où

Un"o'),:

D I
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6.3 Cas de la loi exponentielle.

Théorème 6.2 Soit /(s) 
-- sds avec ot - -L > 0. Alors pour toute

condition initiale uo(*) à 0 telle que ll("0),11, ( *oo et m ) 0, /e

problème (Q) admet une unique solution bornée dans 0 x [0, oo), où

ll("0), llr' : In (uo)',d*.

Preuve. soit u(r,t) la solution du problème (8) q"i existe dans o x

[0 ,7) .

+ Ê O, , t  €  [0 ,  T)
\ - + r  

@  s e g

* )

x eÔQ, t  €  [0 ,7)
r€Q

on peut se ramener à une condition aux bords homogène (u(r, t) --

0 pour r € ôQ) quitte à faire un chagement de variable u -- u - û,.

on multiplie l'équation aux dérivées partielles du problème (Q) par

u1 puis on intégre sur f), sachant que u :0 sur ôO, on a

f  2 t - .  Id  f  ^ . r r *_6d( [ " " " '  \ - rn

Jn"?o* 
- -;7, 

J"u}'-* g dt\Jn- 
'"d*)

Soit E[u](t) la fonctionnelle de Lyapunov définie par:

E[u](t) --: I u2,da * +( [ "oud*\-*z. r { t  P \Jo 
' )

à 
| - - [ u\a* S 0, la fonctionnelle E[u](t) estAlors fiEful(î, Ja

décroissante le long de la trajectoire de temps et on a

L l,*,0..ifeauaæ)
58
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on en déduit q; 
-

uz,d* 1280.

D'autre part on a

l l " ( . , t )11."  -  sup lu(æ,t) l
c€O

Par conséquent u(x,,t) existe globalement et y bornée.

T
Eo 3t I,Qù"a, *r-*1,

d'après f inégalité de Jensen. Alors on en déduit que

lr,Za* = Ir(uo)',a, * r'-* I.
1r

u(r,t) - - 
J, 

ue(€,t)d,t, puisque z(1,t) - g. Alors

lu(r,t)1 , I,' Weld€< (1 - ù, U, 
u',d,,)i ,

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. D'où

lz(2, r)l < (1 - ù+ Uru2,a*)t . (, - ù, [f (",)',0, * r,-^ I]'

ainsi pour tout f e [0, +oo)

= [rll(,,) ,l lr ' *r'-*I] ' < +oo.
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7 Etude des solutions
dtArrhénius.

7.1- Introduction.

pour la loi

On considère les problèmes paraboliques ci-dessous, déduit à par-

tir du premier principe de la thermodynamique (2.4), appliqué pour

un matériau obéissant à une loi de comportement de type Arrhénius

(2.12). Après formulation du problème en contrainte contrôlée (respec-

tivement en vitesse contrôlée) on obtient le problème (P) (respective-

ment le problème (P') ):

r€O, t>0
re0Q,, t>0
æ€f l

r€Q,  t>0

re0Q, t>0
r€O

où z représente la tempérarture absolue, O : (-1, 1). 6' rn sont des

constantes positives et / est une fonction positive continue croissante

qui est définie par

d(") : "-r(-i) 
pour tout s e (0,oo)

où a désigne une constante strictement positive. En premier temps, on

va discuter I'existence de solutions stationnaires associées aux problèmes

(P) et (P)'. On remarque qu'il est difficile d'obtenir des solutions sta-

tionnaires classiques, pour cela on cherche à démontrer I'existence de

ces solutions au sens faible et par des théorèmes de régularités ([B]) on

(ï,0{")a*1-
r )
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montre que celles-ci sont classiques. Dans la seconde partie on étudie les
problèmes d'évolution (P) et (P)'.

7.2 Existence de solutions stationnaires au
sens faible.

Dans cette section on s'intéresse aux solutions du problème suivant:

(  _a

1-ur* :6e u* l  dansO

[ ,  e I /Ë(o)

On désigne par Hot(O) la fermeture de C"t(f)) dans f/l(f)), avec

f1t (0)  :  
{ "€  

r2(O) ;  1s e L2(Q) te lque [ ruu,d,æ:  - ïnsud.xVu €

cl rot ].
U \  ' )

Théorème 7.L Soit Q telle que 0 < ô@) ( 1 Vu e IR Alors il existe u
solution au sens faible de

Ul-I  dans O

En vue de démonter ce théorème, nous avons besoin du théorème du

point fixe de Schauder:

Théorème (Schauder) Soit K un convexe fermé d'un espace de Banach

et T une application défrnie de K dans K. Si T est continue et compacte

sur K, alors T admet un point fixe.

Pour la démonstration de ce théorème on se référe à [G?] ou [I/].
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u 1 dans O.

On peut donc considérer l'application T qui à tout u e L2(Q) asso-

cie I'unique solution u du problème. Montrer I'existence d'une solution

au problème (Py) revient donc à montrer que T admet un point fixe'

Vérifions à cet effet, Ies conditions du théorème de Schauder:

1- Montrons qu'i l  existe,R > 0 tel que f (f1O,n)) c B(0,R) c Hl(O).

soiru€r2(o),7(u):v.

e u* Iwdr  Vtoe HÉ(ç2) .

On prend

ut ludr

Preuve du théorème 7.1. Pour tout u €

et d'après Ie théorème de Lax- Milgram, il

= o |rluld,n s,fzo(ln"'u"1È

par I'inégalité de Poincaré. Ainsi on a ll
B(0, R) c HL(O). Donc V u € L2(A), T(u

r(a1o,n;) c B(o,R)

2- Montrons que I'application T : B(0, ̂ R)

62

L'@) positif, ô@) e r'"(0)

existe u unique telle que

26, alors u e

c / /1(o) ;

lru**,'* : u ln
w : ut alors

a
-r

In ?o*: o In"

s26Uau?,ar)

ulla,(oy S ^R :

) :u  €B(o,R)

c Hl (O) .

-+ B(0, R) est compacte.
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On sait que f/l(f)) c-+ L'(O) avec injection continue et compacte, on

en déduit que ?(t(0, r?)) est relativement compacte dans Lr(Q),donc

? est compacte.

3- Montrons que ? est continue.

Soit une suite wn € L'(q telle que un - u) dans Z2(f)). On pose

T(*") : rtrn et T(u) -- u, on montre que T(un) --r T(.).

un* Iudx v u e Hor(o).

D'après le point (1) on a l lz"l l11,lo; S R, comme Ifl(f))est

réflexif, on peut extraire une sous suite (""-) qui converge vers

r.L* dans f/t(CI) faible. Comme f/t(CI) + L'(Q), alors 2,,* ---+

1l* dans L'(A),fort; il existe une sous suite extraite notée encore

(""-) teile que unr - u* p.p. D'autre part u)n - rn dans ,t2(ft), il

existe une sous suite extraite (-.r) t"U" que ?rnk + ln p.p dans O.

D'après le théorème de la convergence dominée on a:

e  uo  *  1 ,  -  e  w  *Lu  dans  L r&) .

Par ail leurs (u,,0)" - u| dans L'(n);

lr(""),u'd'x:o In'

f
I  (u " r ) ru rdx

J A

Donc z* vérifie le problème suivant

( u* e HË(CI)
) a\_

[ /n ";r' 
dx -- 6 Ia" w * ! ud,x

par unicité de la solution on en déduit que z* : z.

----- 
Iulu,d,r.
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I unr -----+ u dans Ilot (A) faible

\ ,,,* -------+ u dans .L2 (Q) fort

de plus par unicité de la valeur d'adhérence de (ur,) on a

I un ------+ z dans HJ(O) faible

I r,, ------+ u dans ,L2(O) fort

? vérifie les conditions du théorème du point fixe de Schauder, Ie

problème (P1) admet une solution au sens faible.

Théorème 7.2 Supposons que les hypothèses du Théorème 2.7 sont

vérifrees et que Ô est lipschitzienne. Alors Ia solution du problème

(P) est uniquesi 6 < +

Preuve. C'est une démonstration par I'absurde, pour cela Supposons

que u et o sont deux solutions de (P1), alors Vto € Hi(O) on a

f f
I  u,w*dr:6 I  S@)wdr,

Ja  Je

r f
I  u*w*dn:6 |  Q@)wdr,

JO JçI

où @(s) : e s * 1. En faisant Ia différence de ces deux équations et

prenonsu) :u-uonaura:

[^a 
- e2d,r : 6 [^(ot"l 

- d(,)) (u - u)d,r,
Ja Jo

en utilisant le théorème des accroissements fini, il existe { e (r, u) tel

que @(u) - ô@) -- ô'G)(u - u),

l.a 
- e2*d,æ : o Inô' G)@ - u)2 dæ,

64



Chapitre 1. Etude de Ia formation de bande de cisaillement dans .,. 6b

avec @'({) S sup lô' l :  ô '( i -  1) :  4.o'oo

f  ô  46 f  .  .ô

Jn@ 
- u)idr s ;A Jn@ 

- u)2dn.

Alors de l'inégalité de Poincaré on en déduit

f,a 
- e2*d,r = # l,a 

- u)2d,r = # f,a 
- e2,d,n,

à partir de notre hypothèse on a (u-u), : 0 p.p dans Q et comme u,,'u G

f/ot(A) on a LL: u p.p,  de plus comme f / l (O) c C(O) alors u:

u partout.

Remarque 7.1 Retour aux solutions classiques de (Py). On montre

qu'une solution faible de classe C2 sur Q est une solution classique.

En ef iet ,  supposons que u e C2(t- t , f ] ) ,  u(-r)  :  u(1) :0 et  vér i f ie

fa

Inu*r*or 
: 6 

|rt 
u + L wd,r, v w € c:(l- t, tt).

En intégrant I'expression précédente par partie on obtient

f r 
d'

Jn(". .  
*  6e u + l)wd,n :0, v tu € c:( l -  t ,  t t )

comme Clû- 1,1[) est dense dans L'(-r , l )  alors on a
' \ '  '  L /

u* r *6e  u*1  :g  p .p .  dans  Q,

enfin partout puisque u e C2.
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Remarqte 7.2 Si u est solution stationnaire du problème (P), alors

u est solution stationnaire du problème nonlocal (P'), et inversement.

En effet, soit to la solution stationnaire du problème semi-linéaire

(P), alors to satisfie l'équation différentielle suivante:

ô@)-uax - 6ft(w): u,un6@)a*)*+'
([n o{-10')-*'

^  /  ^  \ r n + l
Avec 6 : 6r 

l[" ô{*)ar\ , il est clair que u.' est solution stationnaire

du problème nonlocal (P'). L'inverse est evident.

Remarque 7.3 On sait qu'il n'existe pas de solutions stationnaires pour

le problème semi-linéaire parabolique (P) si on impose des conditions de

Neumann homogènes aux bords, ?Jx :0 pour r e ÔQ. Alors pour les

mêmes types de conditions aux bords, Le problème parabolique nonlocal

(P') n'admet pas de solutions stationnaires. Ainsi toute solution du

problème (P) et (P') est non bornée, soit elle existe pour tout f à 0 et

u(r rt) ----+ oo quand t ----+ oo ou bien elle explose en un temps fini.

7.3 Cas des solutions non stationnaires.

Considérons d'abord le problème (P)

:u rx+6$(u)  r€O,  t>0
n, t ) - I  x  €ôCI ,  t>0
r ,0) -uo( r )  c€O

On peut rarnener le problèm" (P) à un problème équivalent avec con-

ditions aux bords homogènes, soit

ulL r€O, t>0
æ€0d2, t>0
r€O) -1 : " 'o@)

u t :  u a a  *  6 e

u(x , t )  -  Q
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Théorème 7.3 Si us € .t2(CI), aJors le problèm" (P) admet une unique

soIution bornée dans O x [0, oo), V 6 > 0.

Preuve. On multiplie l'équation aux dérivées partielles de (P1) par

u puis on intègre sur f):

1 I  f  r  r  ^  I '  -  o

l ;  J""2 
a*) ,* Jnu2,d'* 

: o 
Jne 

u * L ud't '

En utilisant I'inégalité de Poincaré,

fnu'a* =, Iru2,d,x,
alors, on a

a,

G l"u2au),*; Iru2d,, = o I*e- 
u + r luld,æ = o I,

par I'inégalité de Cauchy- Schwarz. Alors on a

G I"uza*),+; l,"a* s'fza].*..1+

De I'inégalité de Young, a b 1ua2 + #b', on en déduit pour un choix,

,:T,
(  [  , 'ar \  +L= [  u2d,x <462.\ " /o  / t  2Js

En utilisant le lemme de Gronwall on obtient I'estimation suivante

Inu'(*,t)d,x 
< 

"-+' lnu'20ç*1ax+ 
8d2 (t - "-*').

Par conséquent, toute solution du problème (P) est globale et y bornée,

de plus

,!g ll"(t)ll, < ztfzo ( oo.

67

luld,r = u'ÆUru'a*)à ,



Chapitre 1. Etude de Ia formation de bande de cisaillement dans ... 68

nonlocal (P') est équivalent au problème suivant

r€Q,  t

re0Q, t
r€O

avec$(u ) -e  u* I .

Théorème 7.4 Soit u[@) > 0, alors Ie problème nonlocal (P') admet

uneunique solutionbornée dans O x [0,oo), pout toutm ] 0 et 6 > 0.

Preuve. Soit z(r,t) la solution du problème (P2) qui existe sur fl x

[0, 7). Alors u(r,t) satisfie l'équation suivante

rtr t  - 'uta :  T(r , , t ) ,  r  € f ) ,  t  € [0,?)

Le problème

U,or
* ) -L

ut :  u r ,  *  6

u ( r , t )  -  g

u( r ,0 )  -  , ro (

ùd*)

- u'o@

>0

>0
)

f â f
où I f@,t)d,æ - : et K - | $(u)dr. Alors la solution

Jo -  
'  K rn  Ja

s'exprimer par la formulation intégrale suivante

z(r, f ) peut

f  f t f
u(æ,t) :  

JnE(* 
- y,t)"1@)0, * 

Jo Jn"@ 
- v,s)f @,s)dyds,

où E(æ - y,s) _ 
#"+. 

on pose u(a,t) _ u{æ,t) *

u2(æ,t) , âv€c u1 (*,t) :  
IrE@ 

- y,t)u'o@)d,y

. f t  f
et u2(x,,r) : 

Jo Jnr@ 
- V,s)f (y,s)dyds. Alors on en déduit que

l l , r t( . , t)11." S l l"ôl l-  S l lzsl l"" + 1.
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Ainsi, uz(r,ù = h Ir' "To E(, - y, s)d,s. puisque sup E(r - y, s) est
intégrable sur [0, oo) pour tout r € O, on obtient 

a

l l r( . , t)11." < l l râ11." * **L1o/ supE(x -y,s)ds

69



Chapitre 2. Bandes de cisaillement adiabatiques au stade ..' 70

Chapitre 2

Bandes de cisaillement
stationnatres

1 Introduction.

On rencontre ces bandes de cisaillement "adiabatiques" dans Ie cas

où on a une faible croissance de la contrainte de cisaillement Ir aucun

changement de la déformation plastique 7 et lorsque le coefficient de

conduction themique varie (situation adiabatique). Pour un temps car-

actéristique (longueur de I'expérience) on distingue deux zones: une zone

locale où les effets de conductions thermiques sont importants pendant

un certain interval de temps. une zone extérieure non affectée par la

diffusion de la chaleur pendant le temps caractéristique. On pourra sup-

poser I'adiabaticité notamment aux limites.
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? Stationnarité.

On suppose que la longueur de la bande de cisaillement tend à de-

venir stationnaire au cours du temps caractéristique (Chapitre 1, fig-

ure1.2 stade 2). Dans ce cas la vitesse de déformation plastique i peut

être supposée indépendante du temps:

i@,t) -  i@).

3 Formulation du problème.

On néglige les effets d'inerties, cependant I'accélération est nulle dans

lâ zone de localisation donc î, :0 - î - i(t). La loi de comportement

du matériau, si on néglige le durcissement est donnée par une loi linéaire

en température qui est définie par:

(2 .1)

où a est le coefficient d'adoucissement thermique (0 < a ( 1) et m

est la sensibilité à la vitesse de déformation. La contrainte n'est définie
o

que pour 7 - o: ) 0, ce qui conduit à une limite sur le domaine de
9s

variation en température,

io,Oo,7e représente respectivement une contrainte de référence, une

température de référence et une vitesse de déformation de référence.

On considère l'équation de conservation d'énergie déduite du premier

principe de la thermodynamique:

_ : ro(,

^. Oo
l J < -

a

pc6i- tc6æ+pi i

7l

xe(-d, ,d) ,  ,>0 (2.2)
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On procéde alors à une analyse dimensionnelle du problème en intro-

duisant les nouvelles variables suivantes:

t:L, r:1, o-9, r:! et i : i t".-  
t " '  

- -  
d '  

-  
Oo '  iP

Le temps a pour facteur dtadimensionnalisation le temps caractéristique

de conduction thermique
ocdz

+  - r -o c -  
k  

,

f" est temps pour lequel les effets de conductions sont significatifs sur

toute l'épaisseur de la bande. La contrainte est normalisée par la con-

stante de référence îp:

ip - o, (n ,.)* .

Le système d'équations gouvernant le processus de localisation de la

déformation plastique s'écrit sous la forme adimensionnelle suivante

[  , ,  :0 ,

tô: @,,a6ri,  (2'3)

où I'on a introduit la constante adimensionnelle 6 qui est définie par

^- oî^
Pc@.o

La forme adimensionnalisée de la loi de comportement (2.1) s'écrit

"-(1 
-"o) i- (2.4)

o_ 1(,_Ë)
D'où

72
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4 Lnalyse et comportement asymptotique
de la solution.

On introduit une nouvelle variable u(r) : ry, où i(0) est la^t*(r)
vitesse de déformation au centre de la bande de cisaillement, qui est
inconnue, à déterminé plus loin et on a la condition u(0) : 1. Donc
I'expression (2.5) devient;

o-1('-#rt) (2 .6)

On dérive (2.6) une fois par rapport à t et deux fois par rapport à r ,
alors on a;

73

(2.7)

En substituant les expressions (2.7) dans l'équation d'énergie adimen-

sionnelle (2.3) on obtient une équation à variables séparées:

Donc les deux membre de l'égalité (2.8) sont égaux à une constante {
que I'on déterminera plus loin.

- "  :  -uxs  *  a6 i *+r (o)  , -  | - t .
T U

- | : t  47 ( f ) : ro " -€ ' .

Pour le deuxième membre de (2.8) on a;

(2 .8)

(2.e)

-uxs * a6i*+r(0)"-* -  1u. (2 .10)

Introduisons deux nouvelles variables ?/1 et u2 (variables de phase) telles

que:

Iu t  
-  u

| L t r 2 :  u ,
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Donc l'équation (2.10) prend la forme suivante:

(u r ) ,  :  -Eur  i  aur#  ,

où a - a61*+t(0). D'où le système suivantl

( (ur), : ,z

t  ( r r ) ,  :  -€ ur + aur*

Alors on a;

duz du2 du1 duz à , - 1

d'r cl'u1 dfr aul

puis par intégration de (2.t2) on obtient;

"22+€u?:€+À,

74

(2.11)

(2.r2)

(2 .13)

On sait que pour r, :0, on a ut : u : ! et u2: 0 par symétrie du

profil de 7(æ).
te lt - 

offn-  
tç-  tn- I '

D'où (2.13) s'écrit:

ul+€u?-€+ ffiO-,,;**')

On suppose pour r ) 0 oD â, u1 : #l > 1, a vr*'+l = ur* :

+ < 1, si 0 1m 11. Alors on obtient une équation approchée, dont
u {

la. trajectoire associée dans le plan de phase (J€"t, u2) est un arc de

cercle centré en 0 et de rayon e - v(E.

(2.14)

(2.15)
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Fig.2.1: Tlajectoires de phase.

Alors;

,Æ@t), - \,F^(- sin ô' é") : tÆu,

- 1fr1ffi"i"$

+ ô r : - rÆ +  é : - rÆr+c t " .  Pourx : Ionau2(7 ) -

0 + s in/ :0,  d 'où ct '  :  1{ ,  donc ô@): rÆG - r) ,  a lors l

u(x) - ur(*) - tlt+ ).o, ,ÆG - *)
Y\

(2 .16)

On procéde maintenant à la détermination de la constante d'intégration
I

Notons que la solution exacte passe par le point (rt - Iru2 :0) pour

æ :0. On suppose que ( est suffisamment faible pour que la solution

{ o

\ \2am
or\ À - 

â. 
On peut définir (2.15) par la représentation paramétrique

sulvante:

t tre 'ttr :1fficos /
I r, : 1flTsin/
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u2, obtenue pour r:0, soit proche de 1ffi. La valeur prise par la

solution erL t :0 vérifie:

76

(2.17)

Il reste à déterminer la vitesse de déformation j(0) au centre de la bande

de cisaillement, pour cela on exprime la condition à la limite en vitesse,

u :V pour r:7,, sous la forme de l'équation intégrale suivante

dur

# -u2: rF'i"tfr '

On a u2 est donc très proche de tffi' au voisinage de r - 0 si

Ë - +. D'où;
,  \  l -  4^  T , .  \u(æ):  

Vt*  -cos, l t - r ) .

lo' t@)ax : v,

d'où;

i (o): , v-
Ë "-#d* '

Ainsi on obtient une solution approchée pour l'équation (2.5) qui est

donnée par:

o(r,r):1[, %,|:j$"o,f,{r')] 
(2 ls)

Alors pour le comportement asymptotique on a;

1
l im O(t, r) - 

-
t+æ A

76

(2.1e)
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142.  S5?
142.85?
L4?'.

Fig.2.2: Profll de la température.

Fig.2.3: Proffl de la vitesse de déformation.

0 . 5  I

t t
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Chapitre 3

BCA non stationnaires

1 Introduction.

on suppose dans la suite que la vitesse de déformation 7 dépend

en plus de la variable t. Dans ce cas à partir du premier principe de

la thermodynamique ((2.2), Chapitre 2) on obtient une équation aux

dérivées partielles semi-linéaire parabolique en température, où toutes

les variables sont sous formes adimensionnelles:

Or-€. , ' :6 (1  -aO)-#  r€O,  tà0, (3 .1)

où O - [-1,1] et 6, a, m sont des constantes positives. O représente la

température absolue dont le domaine de validité est restreint à: 0 < O <
1
1. Si O(c,t) existe pour tout t ) 0, alors on dit qu'on a une solution
o,
ftobale. Sinon, s'il existe un temps,t* 1*oo tel que max{ O(t' r) : a e

1
O) + : quand t - t*, dans ce cas on dit quton a une extinction de la

' o ,

tempérâture en temps fini ([/fo]).

Le phénomène d'explosion en temps fini, montre que la solution est in-

finie quand t approche le temps d'explosion t*, qui est fini. Le phénomène

d'extinction est relatif et proche de celui d'explosion, seulement la solu-
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tion reste bornée, mais ses dérivées explosent. Naturellement la raison

de ce comportement de la solution est dû en effet, à la singularité du

terme non linéaire dans l'équation (3.1).

On associe à l'équation (3.1) des conditions aux bords thermiques de

type Dirichlet: O - 1 pour æ e ôQ et une condition initiale appropriée

O(r,0) - Oo(r) telle que 0 < 06(r) . l . On étudie l 'existence et
o,

I'unicité de solution stationnaire de l'équation (3.1). Une question se

pose, peut-on atteindre la constante de singularité en temps fini ? Alors

pour examiner ce comportement on va transformer ce problème en un

problème d'explosion ([Alf]).

1-.2 Formulation du problème.

On considère (Fig.1.3, Chapitre 1) le cisaillement simple d'un

matériau thermoviscoplastique dtépaisseur constante 2d suivant I'axe

0c et d'extention infinie suivant I'axe 01. Cette couche occupe la région

entre les plans x - -d et x - d, dans le domaine xy7 et le cisaillement

est effectué suivant la direction 0y, uniformement en y et 2 de façons que

tous les champs gouvernant notre système ne dépendent que de æ et I

seulement. On suppose que les effets d'inerties sont négligeables, cepen-

dant I'accélération est nulle dans la zone de localisation de la déformation

plastique, donc à partir de l'équation de la quantité de mouvement on a

i i :  pô i  -  Q + i(fr, i) - i( i).

On considère le cas d'un matériau sans écrouissage dans la loi de com-

portement est décrite par une fonction linéaire en température, définie

par I'expression ((2.1), Chapitre 2).

79
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1.3 Analyse dimensionnelle.

On procéde à une analyse dimensionnelle des variables dépendantes

et indépendantes: soient les changements de variables suivant; O : I
oo'

; , f r i
, :L, i : i t . ,u-f iet t- ; .
En remplaçons toutes ces nouvelles variables dans l'équation (2.2) du

Chapitre 2, on obtient l'équation semi-linéaire parabolique suivante:

Ot -O" " :6 (1  -aO) - * (P)

rôle en contrainte r(t) : ,0.

lier I'existence de solutions station-

naires classiques. Soit la fonction / définie par

d(o)-(1 -ao)-* pour O e [0,

soit /(u) (< |) ,rn" solution stationnaire de l'équation (P) qui est

C'(A).Alors / vérif ie

-1<r1 I

On remarque que l'équation (,S) n'admet pas de solutions si on impose

des conditions de types Neumann homogènes,, ua:0 sur ôO.

on associe à l'équation (,s) des conditions de types Dirichlet /(+1) -

1. Alors, comme Ô > o,on a /" < 0,,f ) 0 sur Q et / admet un unique

maximum en c € (-1,1). soit iÛ,(o) - d(o). Alors / est solution de

1 .- )
a

o - T" @) + 6ô(ff i)

| [lr'l] ' * ,* (rt'l)

(s)

- 6ilr(/o)
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où fo - f @).On remarque aussi que 9(r) : /(-c) est solution de

l'équation (.9) et de

- d{/(/o)

Alors on a

,+1-1- i--+ /t ' [*,r.1 -v(?)] 
-ïdq-0,

t/26 J r

de plus, on a f (*) = f ?*),(cf [GN,nf]), par conséquent, i l  existe ex-

actement une seule solution pour (,S) vérifiant /(0) : fo. Ainsi, pour

0 S r ( 1, /(r) est donnée par

r f@) ,  . , -â
'F26,- | l t(fr) -v( 'r) l  'd,,t

J r  I

et / ( r ) - f?* )  s i -1  ( r (0 .

2 Solutions stationnaires.

Dans cette section, on présente des résultat d'existence et d'unicité

de solutions stationnaires. On commence par étudier I'existence de solu-

tions stationnaires classiques. certains résultat sont probablement con-

nus. ([/.L] ont étudié le problème pour une dimension n > 1). Soit

d(o)-(1 -oo)-*,  0<o<1.
a

Soit f@) (< *l la solution stationnaire de (S), qui est gz on

(-1,1). Alors /  véri f ie

81

|j'r-.tl'* o*(rt-,1)

I  T"@) + 6Q(f @)) :  o, -1
I /(+1) :  1.

81
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On multipiie l'équation différentielle

(0, 
") 

on obtient I'expression suivante:

f,r'{*)' - i%Q 
- ar(æ))-*+r

par f'@) puis on intégre sur

:  , .u* , ( r  -  o1o)-*+r (g.o)
a\I  -  n 'L)

Théorème 3.1 (i) Si 0 < m < I, il exjste une constante 6(m) telle que

(^9) admet deux solutions stationnires pout 0 < 6 < 6(*), une solution

si 6 - 6(*) et pas de solution pour 6 > 6(m).

(ii) Si m ) I, iI existe deux constantes 6.(*) et 6(m) avec O < 6*(-) <

6(*) telles que (,S) admet exactement une soJution si 0 ( 6 < 6*(rn) ou

6 - 6(*),, deux soJutions si 6.(rn)

6  >  6(m) .

(iii) si rn : !,, il existe une constante 6s telle que (s) admet deux

solutjons stationnires si 6 - 6e ef pas de solutions si 6 > 6s.

Preuve. Pour démontrer ce théorème, on distinguera trois cas: 0 l rn I

l rm)1e t rn :1 .

( ' i )  cas  0  <m (  1  :

De l'équation (3.0) on a,

l l  t 2 t t  2 6 m  l , -  r r 4  / a  . . m - 1 1

f(rt' l) J : ffi ltt 
- aTo)T -(1 - "r@D;) (3'1)

où .fo - /(0) dénote la température au centre de la bande de cisaillement.

Comme /'(t) < 0 sur (0,1), à partir de I 'expression (3.1) on a

[ Ç ç , .  r r 4  / 1  
, ' ,  I

- f '@):  
t / -  l ( I  -  a fù; .  -  (1  -  a f  (æ\T) '  ,  (3 .2)'  
V a(L-m) L '

qu'on peut écrire sous la forme suivantel

(3.3)26m
a( I  -  m)
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L'intégrale du membre de droit de I'expression (8.3) peut être calculé en
dfposant g : 

#r: 
alors si .I - - 

lr"
ona

l r ,  r  r ! 3 1  / -  ^ '  - - ,  I  à  
t

L(t-afs) * -(1 -"f) ' ; l

Soit z : (r - n+)â, rtor, (8.4) devienr

du

(3.4)

(3.5)

En particulier pour t - 1, /(1) - 1 et à partir des expressions (B.B) et
(3.5) on a

2m(L - 
")+

( t  -  
" ' )  

#* '

du  12
,  

\ .r .v,/
G-u2)+/ 

'6 -  6(û) :
( t  -  m)a

I

oùû:-  
{ r  

-  (+)T " ts i . fo  
e  [1 ,* ) ,  onat r .€  [0 ,1) .  onremarque

que la fonction 6 - 6(û) défine par (3.6) vérifie 6(0) - 0, ;E d(û) - g s1
6(û) > 0 pour û e (0, 1). Les dérivées montrent qu'il existe un unique
maximum pour lequel la fonction 6 prend la valeur d(*). En effet,

6'(û) - Zc(t * a\#; sGù [ 
du ,r '  

Jo  ( t  -  uz ; t

où s(û) - (1 - qz1-# -ff ial: + et C -'*L'-1),7du 
e_u2) f f i  ( I  -  m)a

Pour déterminer quelles valeurs de û (autres que 0 et 1) qui annulent la
dérivée, on étudie le sens de variation de la fonction g:
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on a 9(0) :  t , iT g\t)  :  -oo et

s'(û) - -u(L - t')+ - = [' '. oÏ, t o,
L-mJo G-uz 1r+

donc il existe un uniquetr,o €. (0,1) tel que g("o):0. On en déduit que

6'(t) ) 0 si û e [0, û,s]et 6'(tt) ( 0 si tL eluo,1), par conséquent le point

(û0,6(û0)) est I'unique point maximum de la fonction 6. Les observations

faites ci-dessus sont regroupées dans Ie digramme de bifurcation (6, Û) ci

dessous, où 6 est définie par

6:6(û) :
2m(t -  

")+ û' (r - a21# 7 (r, *;|; a')',
(L  -  m)a

'  n (  \  r  r !  r r - - , -  - , - - ! '  ' . -  ! L - ' . - - - -  l ^  l ^ - - - - : \ - ^  ^ ^ -  \

où F(., .;.;.) est une fonction Hypergéométrique de deuxième espèce

définie par la représentation intégrale suivante:

- /  
)_=,, ,1!4 ^ f trr-r(1 _r)"-ô-,(1 _tz)-odl. ,F(o' b; c; z 
)  f  (ô)r(c - b) Lo

et f(z) - ff tz-r"-s4.s avec Re(z) > 0.

0<m<1

Fig.3.1: Contrainte fonction de la température maximum.
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Il reste à montrer I'existence des solutions stationnaires /(r). D'après

la Fig.3.1, on sait que pour une valeur donnée du paramètre 0 < 6 <

6(ûo) - 6(m) correspond deux températures centrales /(0) - ,fo, et

pour 6 : 6(m) il existe une unique température centrale. Les solutions

stationnaires sont uniquement déterminées par (3.3), pour lesquelles on

exprime r en fonction de /(c) pour rn "fo donné par (3.6). Explicitement

on a:

dD

dr

ftt- afù#-(1 - "n+lt

(3.7) on obtient I' expression suivante:

" r - - 1  
/ .  

" , - - r 1 à- af)Ë - (1 - a1o; --1 -, (3.8)

x  -  n (u ) :

I  
a  I  L - m

où z(c) -  r lL -  (  =t  
-  

"Jo -)-
y  \L -a f (x ) /

( i i ) cas  mtL :

De la même façon que le point (i) on a;

r /  r r r 2  2 6 m  l r . ,  _ " 2 - _ r r 4  / 1  -  * - 1 1

f(rt"l)'l' : ffiL(t 
- "r@D+ - G - ayol#l (B Z)

Comme f'@) ( 0 sur (0,1), de

-r'@) - nl , 'o* -rl:
V "(* 

- 1) 1'-

qu'on peut écrire sous une autre forme:

dr (3.e)

ltt- oil-.-(1 - "rù+]'
do

26m

a(m - t )
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L'intégrale du membre
I -a f

g :#  e tso i t  I
L -a Io

ona

de droi

t
Jo

i te
' I ,

de (3.9) peut être calculé en posant

alors
dï

1 , .  " ' E L  / .  r  t - - r l â t

L( I -aJ )  
m - \ t -a Io )  m 

J

m+, f+#
I : (7 - afo)o 

J,
ds

(3 .10)

(n+-')t

cr-:r  ̂ '  (  ^*- '  - 1) 
â, 

alors l 'expression (3.10) donneùo r tu : \ g  m  
/

- 2rn - . mr1 /t(+#J*) # -gi
t :  - ( t_  a61# l "  

' - " 'o  
(1 +u2)#4r .

lm -  L)o,  Jo

Donc pour tout u € [0,1] on a I - ^l ,r?!* ,rr, en particulier pour
! a(rn - 1)

r -- L on peut exprimer 6 (contrainte) en fonction de la température

centrale

6:6(û) :
(m  -  L )a

pour /o € [1, ]), Û € [0, oo) et la fonction 6 - 6(,

2m(t - 
")+

vérifie 6(O) - g, 6(û) > 0

I'Hopital ot t 
,Ip,. 

6(û) -

est donnée par;

pour. ô e (0, oo). En

2m(m- lX1 -  
")+

(m  *  L )2a

û) défine par (3.11)

utilisant la règle de

- 6*(rn). La dérivée

6'(r7 :zc(r + 6')-# g(t) 
lr" ,t 

+ r')# 4u,,

où c : 'Wet s(û) - (L+6\# -ff i r: 
Ir ' ,t +,')# 4,.

La fonction g vérifie g(0) : t, 
",If,og(û) 

: -oo,
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s'(ù)-û(r+u2)#-*+[ ' "  '  2r4- '  '
, ,  6_ ,  

Jo  
(L+u" )Èrdu  e t -g t t (û )  -  -1e  +

521#-r < 0. Donc a' est stictemement décroissante et comme g'(0) : 0
alors g'(û)

décroissante, par conséquent il existe un unique ûe € (0, +oo) tel
que 9(û6) _ 0. De plus, 6'(it)

û e (ûs, *oo). Donc 6(ôo) : 6(m) est I'unique maximum de la foction 6.
A partir de (3.11) la fonction 6 est donnée par I'expression suivante

2m(L - 
") '#

ô /

6 -  6(6) :
(m  -  L )a

Les observations faites ci-dessus sont regroupées sur la figure de bifurca-
tion suivante:

Fig.3.2: Solutions maximales pour nz > 1.

Comme pour le point (i), il reste à discuter I'existence de ces solutions

stationnaires /(e). on a montré ci-dessus (Fig.3.2), pour une valeur

donnée du paramètre 6 e (0.1"2;,6(-)) correspond deux températures

centrales / (0)  : . f0,  et  pour 6 :6(m1 ou 6 € (0,0.1-; ]  i l  existe

une unique température centrale. Les solutions stationnaires classiques

m>1

6 {
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/(r) sont uniquement données par (3.9)'

z en fonction de /(r) pour une valeur de

(3.12). Alors i l suit que:

ce qui nous permet dtexprimer

/e laquelle est déterminée par

dr
f  , .  r r E L  / n  t  t * - r l â t

L( t -a l )  
n  - ( r -a " Io , ,  m 

I

@où u (c )  -  1 / -1  
-

y  \  L -o fo  /

( i i i )  cas  m:  t  :

Alors / satisfait l'équation différentielle suivante

f "@)+6(1 -"T@D-l  :o o<c < 1,

/ ' (o) - o, /(1) - 1.

On multiplie l'équation différentielle par .f' puis on intégre entre 0 et c :

/  \  I  Z r n  / n  .  r T * 1x: r \u):  
116\L 

- alo) '^ " ,(r, -r'),13
l -m'2 '

l  [(rr' l) ') ' 
-9n(, - or@)) : -:Ln(l - a.o),

t /  r , r2  26 ,1 -a f (x )

L(/('))l:;tnffi. (3.14)

Comme f 
'@) ( 0 sur (0, 1), on en déduit de (3.la) I'expression suivante:

126 l, L - af (æ)
t l  ;V' '  1-afo'

(3 .13)

(3.15)-T'@):
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1 )

89

qu'on peut écrire aussi;

Le membre de droite de (3.16) peut être intégré en posant u _
L-o f  l

i--_--:;-s aIOrS
L - a I o

,n--L,-, 
-r\  tW\tl ;* 

: 
;( 

t - aïo) 
J,

ainsi, si on pose u - ,,Fu on u

dï
(3.16)

du

"o 'dr ,  
Vre  [0 ,1 ]

(3 .17)

(3.18)

fonction deen

q t  -

particulier pour o : L, T : 1 on exprime 6 comme
tm-

t / ln - ,  soit
V  r - a ïo

6:6 (û ) -?6-a )2" -zo" (  [ "  "o 'd r \ ' ,  
ûe  [0 , * * ) .  (3 .19)

c '  '  \ Jo  /

On remarque que la fonction 6 définie par (3.19) vérifie 6(0) _ 0,

,Iru 
6(Û) - 0, 6(Û) ) 0 pour tout ô € (0, oo) et ayant pour dérivée;

6,(û) : 
Ir, 

- a)z"-zit's(6) 
lo" ",'dr,

g(û):  
""  

-r ,  
l r ' "o 'dr, ,vér i f iant 

g(0) :  r , r IT* g@): -oo et

dérivée 9'(6) - -2 [' "" 
d, ( 0. Donc ] ! ûo e (0, +oo) tel que

Jo

où

de
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g(ûo):  0,  a insi  6 ' (û)  )  0 s i  û e (0,ô6) et  6 ' (Û) < 0 s i  Û € (Û0,*oo) alors

le point (ô0,60), où 6(ôo) : 60, est I'unique point maximum de la courbe

représentative de 6, voir la figure 3.3. Après intégration du membre de

droite de (3.18) et une évaluation en t _ 1 on a

90

6 - 6("fo) : |r, = ofo)2lr,r (o

Err(x)--an l,

(3 .20)

où i représente le nombre complexe usuel et Er f est la fonction erreur

qui est définie par

" ,-Ê'd,t ,

Fig.3.3: Solutions maximales pour m:1.

Pour conclure cette démonstration, la solution stationnaire /(r) est

donnée par (3.1S), qui exprime r en fonction de f@) pour une

température centrale /s calculée à partir de (3.20):

(1 - o/o) E,f (i26"
æ - æ(r):
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3 Extinction de la température en temps
fini.

On considère le problème suivant

(  g ,  -  @, ,  :6 (1  -  oO) -#  r  €  Q,  t  e  [0 ,  ? ) ,
(P)  {o(r , r ) -1 r€ô0,  te  [0,?) ,

(  O(t 'O) :  Oo(t )  > 0 z  € Çl '

Soit le changement de variable u:L -aO, donc 0 < z S 1 et vérifie le

problème (Pl) suivant:

r  € f) ,  t  e [0,7),
æ Ç. ôQ, t e [0, ?),
c€ f ) ,

où p - | > t. Dans ce cas (P1) développe une singularité quand z ap-

proche la valeur zéro. Alors O(e, t) est solution du problème (P) si et

seulement si u(r, f ) vérifie (Pl).

Théorème 3.2 Soit u(x,t) solution (ut < 0) du problème (P1). Alors

u tend vers zéro en temps fini si m 1L (i.e, O ------ 
+).

La condition de décroissance de la fonction u(x,t) peut être vérifiée

si on suppose eue us satisfait; (uo)r, - 6auoe ( 0, alors on déduit à

partir du principe du maximum que z1 ( 0. En vue de démontrer ce

théorème, on transforme ce problème (Pl) en un problème d'explosion

([AB]), à partir de 1à on applique la méthode de concavité pour le nou-

veau problème d'explosion.

3.1 Méthode de concavité (tClrl).

Soit À un réel positif et L - ^D(t) une fonction positive . Supposons

que 

(z-^)" . o, , '(o) > o,
\ /

(  
" ,  

-  uzx  :  -6au-P

(P1)  1u(* , t ) : I -a
I  r ( t ,0)  :  t  -o06(r )

91
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i.e., la fonction .L-À est concave et de dérivée initiale positive, alors la

courbe dtéquation .L-À coupe I'axe des abscisses et donc .L explose. PIus

précisement en utilisant la propiété des fonctions concaves on a:

L-^(t) < r-^(0) * (r-^)'10;, - r-^(0) - À.0-À-r(0)r,(0) r.

Alors le temps d'explosion de .t est borné par

n ,-^(o) ,t(o)
r :ÀZ-À{(o)Z(0)-À40) '

Maintenant, on cherche une condition suffisante pour que la fonction

-t-À soit concave:
z  . t l

(r-^) - -À.t-À-'L' ,

(r-^)" -  -^(-À - 1)r-À -2 7t2 - sl- \- t  7, ,

: -À.1-À-zlri l '- (À + t)L'"f.

Alors on a la condition nécessaire suivante

LL"-(À+t) I">0.

Preuve du théorème 3.2 Soit u(x,t):- h(u(x,t)) ' où h est une fonc-

tion de u à définir plus loin. Alors,

u t :  h ' (u )ur :  h ' (u )ur ,  -  6ah ' (u )u-n , (3 .21)

(3.22)u, :  h '(u)u.

usa :  h ' (u)u* a h" (u)uzr.

92

et

(3.23)



Chapitre 3. BCA non stationnaires 93

Alors;

?)t :  ?)xx - h" (u)uz, - 6ah'(u)u-n . (3.24)

Ainsi pour transformer le problème (P1) en un problème d'explosion, on

choisira Ia fonction h de telle manière que h(z) tend vers I'infini quand

u tend vers zéro. Soit par exemple u - h(u) - u-9 avec B > 0 à

restreindre plus tard. Alors;

h ' (")  -  -Bu-@+t) et  h" (u) -  P(P * L)u-$+zt (3.25)

Donc u vérifie le problèm" (P') suivant:

r  e  O, t  > 0

æ€i lQ, t>o (3 '26)

r€ f )

Remarquer quand z est décroissante et approche la singularité zéro, alors

u est croissante et devient non bornée (explose).

Lemme 3.1 Soit la fonctionnelle d'énergie suivante:

El. l : :  [  .2,d,* - .u?0^' . ,  I  rw6*. (3.27)
.  rç2 p+zp *  1 /o 

-

Alors E est décroissante le long de la trajectore de u, de plus on a

Elu(æ,t) l  < E[us(r) ]

Preuve. I1 est clair, comme u est croissante, la fonctionnelle dténergie

-E est décroissante, en effet;

*"rr: lr{,,u,, 
- 6aBu#,,}a*

93
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Î  ) ,  0+t t: -Jnu-td.r-  p J"

De plus on a:

7 t f

I  l  r2rdxdt * Efu(r,t)] S E[us(r)].
Jo  Ja

On revient à la démonstration de notre théorème et supposons en plus

que;

-  1  f ,  r2 r  6o0 '  f  ryEl"ol:; 
Jr(us)2,dx 

- 
ffii Jnro 

B dr 30. (3.2e)

Soit F une fonction définit par:

F(r) - Ir' I_,'(*,,t)d,xd,t

t,,d* = _ 
l.,ld*<0.

alors;

(3.28)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.30)

(3.31)

et

F'(t) -- 
I*u2(r,t)dn

: Io' Ur*0,1 tdt + lnûn,

:, 
lo' ln rrd,xd,t + fnûa*

F" (t) :, 
lnuald,æ.

On remplâ,ce u1 par son expression de l'équation aux dérivées partielles

du problème (P'), alors on obtient:

r , ô(É + t; [ ,?a, * 26ap [ ,W a*, (B.Bb)F"(t) :, 
Jnuu,,dr 

- rT 
,n Ja

94
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F"(t)  -  2i ,  I  u,d"x -rQ7 !  t )  
[  4a*-r26a0 [  ,* i*  6* (8.86)

Jaç-  I J  JsL  Ja  
\

__+ffnu

*26a(o -'zP#) 
Ir'ry 

d'x *" lunu,d'x, 
(3'37)

on sait que par (3.28) et (3.29) on a:

Etl<_ 1,, ln,?a,a,

F"(t).n* I,' Iu?d*dt+zo* Inuwd**r, Iun,, (3.38)

où e est une constante positive. En effet,

e : 0 -27ff i  > 0 <+ p+2P+1 > z(zg +1) <+ g < Ç uu."
p > L. En utilisant I'inégalité (3.38) on a;

F(r) . F"(t): nry Ir' I.,2,d,dt lr' I,zdcdt

+2F{6ae Ir,* 
d,r * t lun,,\

@'(t))' : l, lr' ln,u,d,xd,t * IrÈa*f'

-- nU, ln,,,d.*d,t)'

.^U: fn u,d,*d,t) (l,,ta,)

et

(3.3e)

(3.40)

- (l 4a*)' (3 .41)
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On sait que pour tout a et b positifs ou nuls on a I'inégalité suivante:

2ab S a2 + b2. Donc en utilisant cette inégalité on a

(F'(r))' ttU: lnu,,d,*d,,)' *r(l , 'oa*)', e42)

et par I'inégalité de Cauchy-Schawrz ort a;

(F'(t))' =uU, ln,?a*at) (/' ln'a*at) *r (1,û0,7' (B 4s)

Alors;

F(t) F"(t) -" 'UU;" (F') '>zr{6ae 
Ir,*dæ *, lun,,\

'WU."'0"7' (3'44)
En utilisant I'inégalité de Jensen on obtient:

F(r). F,,(t)  - 'W(F'),  )  26ae1.(F' ' ) , , r )  F

(T2(2p + L)

+ z,(l*

4a*)' , (3.45)

où17-  P+?Ê+t  r1 .

On suppose de plus que [uar, S C où C est une constante et [nufrdr <

oo. Alors pour u suffisamment grand F vérifie I'inégalité suivante

^F(r) . F"(t)- (1 + a)(F')z 2 o (3.46)

où o - W,donc ("-"trl)" s o + F-'(t) est concave. La courbe

d'équation F-'(t) est en dessous de sa tangente en tout point. Alors on

96
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a explosion en tempÉ fini par la méthode de concavité. Par conséquent

O atteint la singularité | en temps fini.

Théorème 3.3 ,Supposons m ) 1, si 6 > 6(^), il existe des valeurs

initiales Oo(") < * (régulières) pour lesque/Jes @ s'etteint en temps frni

(@(*,t) - * quarrd t 1, T < *).

Preuve. Les changements de variables: to - ,_o(O 
- 1) et x -- tr * t

transforment le problème (P) en un problème équivalent (Q) :

u1  -  uss  :6 ,  ( t  . ) - f  r  e  (0 ,  1 ) ,  t  €  (0 ,  ? ) ,

to (O, t )  -  t r ( l , f ) :0  t  €  (0 ,7 )

w(n ,0 ) :  t ro ( r )  -  L r - , (o r1 r )  -  r )  , '  €  [0 ,1 ] ,

\ .46a
où 61 : ,- .!4r.t. Soit Y la fonction définie par

( I  -  a ) - *

f r
Y(t)  -  |  . (* , t ) t l :@)dn

J O

où 1/ est la première fonction propre normalisée (Dirichlet) de -*.O^
'  

d,t"
multiplie l'équation aux dérivées partielles de (Q) p"r t/ puis on intégre

sur (0,1) et en utilisant I'inégalité de Jensen on a

Y'( t )  > :  G(Y).

que G(0) ) r, où r est

G(f(r)) garde un signe

97

On choisit tr6(r) voisin de 1 (Oo{r) = }) t"t
\  

v '  a /

la plus grande racine de G. Alors y'(t) > 0 et

constant. ainsi

-nzY + dr (r -  r)-r

fr do
- 

Jvot G(")
rt dY tY(t) d,o'< 

Jo @ 3 J"ror G(,j ( oo
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pour tout t dans I'intervalle d'existence. Alors tu atteint la singularité 1

en temps fini.

3.2 Ôonditions de Neumann.

Un autre cas qu'on peut discuter brièvement est le problème de Neu-

mann. On associe maintenant à l'équation (3.1) une condition de Neu-

mann homogène @,(*,t):0, pour r - tI et une condition init iale,

alors O vérifie

f  or:  o" '  *6(1 -co)-* r  € o,t  > o
( l r ) {  @,( r , f ) :0  xe .ôQ, t>0

I  o( ' ,0) :  oo(')  c e CI

On remarque que ce problème n'admet pas de solutions stationnaires,

alors toute solution peut atteindre la singularité * soit en temps fini

ou en un temps infini. En effet, si on intégre l'équation aux dérivées

partielles de (N) sur O : (-1,1) et en utilisant I'inégalité de Jensen on

a

98

ot2r(t-oo)- '+',

-1 f r
où O(t) : 

; J_r@(x,t)dæ. 
On intégre I'inéquation différentielle

précédente entre 0 et t on obtient:

7  ' , 4  ,  .4
( t  - ,ô)

ainsi on atteint cette singularité pourvue que
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3.3 Explosion de or en temps dtextinct ion.

Comme application des théorèmes cités ci-dessus, on montre que si

O atteint la singularité | alors 01 explose. On utilise une modification

de I'argument donné par Friedman ([fM]).

Déffnition 3.1 On dit q'un point n € O est un point d'extinction s' il

existe une suite (tn,ro) € (0,7) ^ f) telle que to -7, ro ----+ t et
1

@(tn , ,æn)  - :  quand n  - - -+  æ.
a

Lemme 3.2 O - [-1,1] est convexe. Alors L'ensemble des points

d'extinction est un sous ensemble compact de O.

Pour la démonstration on se référe à [r].

Théorème 3.3 Soit O(t, n) solution du problèm" (P), aJors

(o) min o(r. ') < 1 - 1 f (- + 1)40 (T -r)l #\ - /  ; èo  
- \ - r - , t  :  

a  aL  rn  \ -  - / J

(6) si Oo vérifre (Oo),, +6(1 - aO6)-# ) 0 dans f), alors il existe

une consta,nte

À>0  t e l l eque

ot ) Àd(o) dans f)? x (q,T)

où / (O) :6 (1  - "O) -à  e tQq - {u  €O:  l * -y l>n ,  yçAAl .

Preuve. ô1t; '- 
ïètB 

O(t, z) est localement lipschitzienne. En effet si

on pose ô(tn) -  O(t ; ,c;)  pour i :  I ,2 et  h -  t2 -  f1 on a:

ô(rr)  -  ô(rr)  < /zo,(rr , ' r )  + o(h)

il suit q,t" ô(t; est lipschitz continue. De plus on a:

O(tr) - O(tt) > lzOr(rz,h) + o(h)

q9
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puisque @rr(tz,nz) > 0, alors

@ r( tz,  r  z)  2 S(@(t2,  æ2))

par conséquent on chaque point de f,t on obtient 6r(t) 2 /(ô(t)) i.e.,

ô(t)>6(1 -"ô;- ;à '

Si on intégre entre t et T on obtient;

=  .  ,  r (m+ 1 )a6 . -  . r  #1-a@(f)> l ï-(7-r) l

d'où le résultat.

Pour le point (ô), on remaxque { est continue et différentiable pour tout
1

0  <O (  1 ,  onaauss i  d ' (O)  )0e t  d " (O)  >0 .  Ene f fe t ,  s ionpose :
a 

GQ't) : ot - Àd(o)'

Gt:  Ot t  -  Àd ' (O)Ot '

G,, :  @rr t  -  Àd"(O)o ' ,  -  ^ô ' (O)O"" .

Donc G vérifie l'équation suivante:

Gt - G," -4t(O)G :  Àd"(O)O? > 0.

Il suit du principe du maximum, que G n'admet pas de minimum négatif

dans O7 et d'après le Lemme 3.2 I Z > 0 telle que Oa contient tout

les points d'extinction. Si on choisit q a;ssez petit alors on a;

d(O) S Co < oo s i  z  € Açr4,  0 <t  <7.

100
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Comme Ot ) 0 dans 0 x (0,7) il existe une constante C ) 0 telle

que 01 > C > 0 sur la frontière de O? x (n,T), donc pour À assez

petit, S a go, on a;

G>0 dansQ?x(n,T) .

Remarque 3.1

(1) D'après le théorème 3.3 (a) on obtient une estimation du temps

d'extinction, qui est donnée par:

r < #t(t 
-on!no6(r))*

(2) D'après Ie théorème 3.3 (b) on en déduit que 01 explose pour le

temps d'extinction de O.

101
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Chapitre 4

Etude dtun problème nonlocal

présentant une singularité

1 Introduction.

A partir de l'équation du premier principe de la thermodynamique

((2.4) chapitre 1), on définit une équation aux dérivées partielles

parabolique nonlocale dont on étudiera I'existence et I'unicité de so-

lutions stationnaires ainsi que le phénomène d'extinction. Soit O -

O(c,t) une fonction qui modélise la température dans l'équation adi-

mensionnelle suivante:

Ot-€. r , :Àr i  re  ( -1 ,1) ,  t>0

où À - 4 et toutes ces constantes sont définies au chapitre 2. La loi
Pcoo

de comportement est

température:

donnée par une contrainte fonction linéaire de la

r ( t ) - ( t -ae-) i * , ,

102
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A partir des conditions aux bords en vitesse et de l'équation de com-

patibilité cinématique ((2.5), (2.2) Chapitre 1), on obtient l'équation

intégrale suivante;

f

lnio, 
:2v,

où O _ [-1,1]. On en déduit à partir de la relation précédente

I'expression de la contrainte de cisaillement r(t):

-11 - r  -  2 *V*
, \ " , r _  

t  f  r  \ m .
(  I  (1 -  ao)-;  dæl
\ Jo '  '  ' l

On substitue cette expression dans l'équation d'énergie (4.1) on obtient

l'équation parabolique nonlocale suivante:

(4.2)

Z r ræ*1
où 6 _ ^ltzv ) . On remarque que le second membre l'équation

\ . /

(4.2) développe une singularité quand O(r,f) approche la constant" 1.
o,

Supposons que l'équation (4.2) admet une solution homogène, O(f , r):

O(t), alors O vérifie:

Ot  :6 (1  -  aO) '

d'où si on intégre entre 0 et t on a

1 -  a0(t)  :  (1 -  aO6)e- ,^4+t.

Donc O tend vers la singularité I 
"r, 

temps infini.
a
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2 Conditions thermiques de Neumarlrl.

Da,ns un premier temps on associe à l'équation (4.2) une condition de

Neumann homogène @"(*,t) :0 pour æ e 0Q et une condition initiale

régulière O(2,0) - Oo(r) telle que 0 < 06(r) < i.

On considère alors le problème parabolique nonlocal suivant:

/(o)
(/" rt"p")**'

r )

(* , t )€S)x[0,7)

(* , t )  e AO x [0,7)
z-€ f )

où 6 est une constante positive, / est une fonction positive, croissante

dé f in iepar / (s ) - (1  -  as ) - *  Vs  €  t0 ' * )  , f f i )  0e t  0<c(  1 '

Remarquer en premier que si on a une solution stationnaire en con-

trainte contrôlée (Chapitre 3) c'est équivlent de dire qu'on a une solution

stationnaire en vitesse contrôlée. En effet, soit tl la solution stationnaire

en contrainte contrô]ée, alors tl satisfie ltéquation suivante:

T@)
-uxa - 6rT@): 

" 
(l 7@)a*)*+'

(ln t{.10*)**'

Avec 6 : 6r ([nf f.1or)**t, il est clair que to est solution stationnaire

de l'équation (4.2). La réciproque est évidente. On a remarqué (Chapitre

3) qu'il n'existe pas de solutions stationnaires en contrainte contrôlée,

sous des conditions de Neumann homogènes. Alors pour le même type

de conditions thermiques, le problème en vitesse contrôlée, n'admet pas

de solutions stationnaires. Ainsi toute solution de (a.2) atteind la singu-
1^1

la r i té  l , so i te l l eex is tepour tou t t  )0  e t  O- :  quand  t - - -+  ooou
A ' - A

bien elle s'eteind en temps fini.

104
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Théorème 4.L Soimû 0r(r) telle que 0 ( Op("r) < * et O(c,l) Ia
1

æltrntian du problèm (P), aJors. ,LaOi,r,t) 
: 

;.

Freune- Soût t(æ,f) Ia solution du problème (P) dans 0 x [0,t*) et

supposons que O(c,t) ------+ L quand t ----+ f*, avec f* < oo.

hitégrer d.irectement l'équation du problème (P) on a

(4.3)

D'autre ptrt, comme / est positive et convexe on en déduit à partir de

I'inégalité de Jensen la relation suivante:

(f 
",",t)dr) ,: t(l*f(o(;r,r)) tu)-^ .

({ *,",r),tu) : # f,o 
- a@(r,t))d,x, (4.4)

alors en intégrant (a.a) entre 0 et t on obtient

r  - ,o6  ,  I
I  t t  - aa(r,t))dx / e 2m+r- I (1 - aoe( r))dx. (4.b)

Jo  Jo '

En appliquant Ie théorème de la convergence dominée quand t --, f * on
o,

f l
I  0 -  aO6(r ) )dæ 50,  =+ 06( r )  - :  p .p .  c  €  O

Ja a,

ceci contredit notre hypothèse et montre qu'on ne peut pas avoir extinc-
tion de la température en temps fini.

3 Conditions thermiques de Dirichlet.

( r , t )  e  O x [0, " )

(* , t )eAClx[0,?)
z€CI

Soit le

(P'

problème de Dirichlet suivant

/(o)
r  rn* l

T@)dr)
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On s'intéresse dans la suite à I'existence de solutions stationnaires clas-

siques associées aux problème (P'). On note O - O(r) la solution du

problème stationnaire (,S) associée à (P'):

(n{3a1,6#++ -o -r < x.-7

f  ,  f  1 -
avec K--  /  t t - "o)-#4*-z |  (1  -ao)-#dæ'commeo'"<0et

Jo Jo
O > 0 ,rrr"111,1) donc il existe un unique maximum pour O. D'après

(tG,lr/.^f]) la solution du problème (,S) est symétrie par rapport au centre'

de la bande, O'(O; - g.

Théorème 4.2

(a) Si 0 < m I I, Le problème (S) admet une unique solution pour

tout 6 ) 0.

(b) si m ) L, il existe une constante c(m,a) telle que (S) admet une

unique solution sj 6 < C(rn,,a).

Preuve. Pour la raison de symétrie, le problème (S) peut s'écrire de la

façon suivante
(  r t -ao)-*  _n) @,,+6\

l;:i'; :'I6ti)-,-t
On intégre l'équation aux dérivées partielles de (S) entre 0 et 1, sachant

que O ' (0 )  :0 ,  on  a :

o"(1):-#. (4.6)

D'autre part si on multiplie l'équation aux dérivées partielles de (S) par

20, puis on intégre entre 0 et r on aura;

2 6 m  r . E !  2 6 m  / 1  , r r r 4o?(") : ;ff i(1 
-ao(r))  ̂  - 

Tæ\r-alvt 
) *,
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o1l-) : 
ffiltt 

- aM)#- (1 - oo(r))#], e.T)

où M - O(0) - 
T;1T 

O(") représente la température au centre de la

barrde cisaillée et m I t. On distingue trois cas dans la suite: 0 < rn <
I ,  m > l  e t  m:L .

le rcas:0<m1]- .

A partir de I'expression (4.7) pour t :1, on a;

6 z  2 6 m  l r .  1 7 1 ! ! a  / <  , m - 1 1

@:ffiltt-aM)#-(l -")+l'

ceci nous permet de résoudre I'expression (4.8) pour K inconnue:

I { r -* - -  
8rn t1 - , { )#yr-1L-aM)+1.

" ( t - * )6 \L -o ' t v t1 " '  
L ' - \  1 -a  /  I '

d'où

K:lffi] *e-aM)-*['-(#)*]*, (4 10)

Puisque O,(r) ( 0 sur (0,1), à partir de (a.7) on obtient I 'expression

suivante:

(4.8)

(4.e)

-o'(z) -

quton peut écrire sous la forme suivante;

do (4.r2)

l tt- aM)#-(1 - "q+]+
707
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soit z : , alors on a;

où r : ,ft - (1:y )+. En remplaçant It par son

108

Pour calculer le terme de droite de I'expression (4.12), on pose y _
1-cO ,  [ '  dO
r - aM '  

a ro r s  -  fJo 
lt t-  aM)#-(1 -,")#] â

L. -  - .  - r1 tW d,y-;(t -aM)o 
J, 6-y4f'

2 m  - . m * 1  r t æ  q
:  - (t - aM)# I (1 - 227*-'  4'.  (4.14)

a,\L - n'ù) Jo

En particulier pour æ : t, @ : L on a

_ r^(t 
r; 

o*).# 
[ '  O - 

"z)# 
d", (4.1b)

a(L -m)  Jo  
\  /

(4 .13)

expres-

sion (4.10) dans (4.15) , on peut exprimer 6 en fonction de r;

6 - 6(r) : +r*t( [ ' o - 221#0")'-*. (4.16)
a(I - m,) \Jo \ /

Pour M e 17,*) ,ot ta r  € [0, t )  et  lafonct iond -  6(r)  déf in iepar (4.16)

vérifie 6(0) - 0, lim 6(r) - *oo et elle est positive pour tout r € (0' 1).

D'autre part  on a;  ô ' ( r )  :  C*,o(-  '  \ *
'[3t-*:1ffi'1

{r- + ,, l :  
(t - , ')# a,+ (1 - m)r(7 - , ')* } t o

o(1 - m)K'"+t

108



pour tout r et mdans (0,1) avec C^ ^ = 
2**'*'J^,o: 

M). 
D'après les observa-

tions faites ci-dessus on en déduit le diagramme (d, r) suivant, où d est
définie par

Chapitre 4. litude d'un problème non local ... 109

Fig 4.1: Solution maximale pour 0 < rn < 1.

Par conséquent, V 6 > 0 le problème (S) admet une unique solution
maximale pour tout rn € (0,1).

il reste à montrer I'existence des solutions stationnaires O(r).
D'après la Figure 4.1, on sait que pour une valeur donnée du paramètre
6 correspond une unique température centrales o(0) - M. Les solu-
tions stationnaires sont uniquement déterminées à partir de (4.12), pour
lesquelles on exprime o en fonction de o(r) pour une valeur de r :
,(M) donné par (4.17). Explicitement on a:

'  m + 7  '  
1 -  a @ ( c )

( t -oat \ f f i  [ *\ ,/ Jt

109
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et

./r@oùu(r)_V1- Li-OJ

2e cas  :  m>L

On procéde d'une manière similaire que pour le premier cas;

or,(*) : 
ffilft 

- a@)# - (1 - aq+).

A partir des expressions (4.6) et (4.18) on déduit que:

Kr- ,n-  ,  
t * ' - r ( t -aM\+l (  ! -a  1#-1. |  ,

a l rn -1 )ô '  ) *  L \ l -dM)  
- ) '

d'où

K:lffil *e-aM)-*lG::à*-'l * e2o)
Comme O"(c) < 0 pour r € (0,1) on a;

l r t-oo)#-(1 
- aur:#)L',  (4.2r)

(4.18)

(4.1e)

-o'(c) -

ou bien,

d@

lrt- a@)#-(1 - 
"w+l+

110

a(m - l )K*+r

a(m -  L)K*+r
(4.22)
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On considère le même changement de variables que le précédent, c'est à
, .  t -ao- ,  f*  dO

crre Y - 1, - oIuI' 
arors - 

/

:1,, -oM)* I,*
dy

Dans ce cas si on pos€ Z :

pour tout c € [0,1].

t2* ; ;(r  -  aM)# t f f i  ( t  1 221# 4r,  (4.24)
a( rn - l ) '  '  

Jo

t  m - l  . r !  !

\U  ^  -  L ) '
(4.23)

expres-

En particularisant r: I, O : 1 on a

2rn 
aM)# [ '  e * z\# 4r, (4.25):  

o1*-11\- ' - '  Jo

où r -- 
tlf*l# 

- t En remplaçant K par son
sion (4.20) dans (4.25), on peut définir 6 comme fonction de r;

6 : 6(r) : c'*,or^*t 
U, Q, + z\- or)'-* , (4.26)

2.**2rn.
où Cl,o _ 

ffi. 
Pour M € [1, ]), on a r € [0, +oo), on re-

(1t  _2

marque que la fonction 6 - 6(r) définie par (4.26) vérifie 
tr; 

s

6(" )

d'abord I'intégrale du membre de droite de (a.26): I O + z2)# 6, -
Jo 

/

a(m - 7)K*+t

a(m - l )K*+r

111
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, f  ( ! .1,1,-r ' ) ,  a lors d(r)  -  t  
tk 'o" 

a^=r.  En ut i l -' "  \2'  r-m' 2' /1 ---- -\ .  /  
r(+,#,; l ;_rz)*- '

isant quelques transformations sur la fonction hypergéométrique ([//{1])

ona

12 Ck,,
6(r) -

L*12 , (#" ,1; t ;#) rn- .1

li+ 6(r)
r + + æ

donc cette

d'équation 6 - 6(r). Etudions le sens de variation de la fonction 6;

6' ( r )
(t + 221#-' 4"

où s(r) -  (m+L) [  Q + 221# d,z*(r-m)r(7+r\;5 s1 avant pour
J O

dérivée g'(r) : 2(L + rz)#-t > 0, donc g(r) > g(0) : 0, il suit que

6'(t) > 0 Vr € (0, +oo). Par conséquent pour tout 6 < C(*,o) il existe

une unique solution pour le problèm" (S) si rn ) 1- et pas de solution si

6  >  C(m,a) .

D'après les observations faites ci-dessus, on en déduit le le diagralnme

(6,r) suivant, où 6 est donnée par

-  C, * , r (
\ t æ

) i l ,),
I,

6 - 6(r) - C'*,or' ,(t, ; | ; - ' " ) ' - *

rt2

I -m
(4.27)
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ô (r)

Fig 4.2: Solution maximale si rn > 1.

D'après la Figure 4.2, on sait que pour une valeur donnée du paramètre
6 < C(rn,a) correspond une unique valeur de r (O(0) : M). La solution
stationnaire est uniquement déterminée à partir de (4.24), pour laquelle
on exprime r en fonction de O(r) pour une valeur de r - r(M) donné
par (4.27). Explicitement on a:

3e  cas  : ,  m:L .

on associe au problème (P') le problème stationnaire suivant:

:0 ,  -1  <æ{I

La solution de (,S), qu'on dénote par O - O(c,4) vérifie:

o,"*?/(o) :0 -1<rz-r , ,  o( t t ) -1

r  f 7  r 2
où 6 - ( I  Ï@)ar) n et /(o) - (1 -ao)-r. onintégre I 'équation\ " /_r
aux dérivée partielle de (^9) entre -1 et 1, on a; O,(1) - O"(-1) _

(s)Io""r 6!g'  ' Io(+t)-r.

t  t ^ - l

(+#) 
m -, ,

\t + z2)# 4',

113
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-, 
Ï_rf 

(o)dn. Sachant que 0"(L) : -o,(-1), on obtient

l 'rt{)oû: 
-ï"'"''

D'autre part on

avec O'(0) : 0

max O(. .  n) .
o € [ - r , 1 ]

6(M) :er(#)

a aussi:

1 1  1 l
2 I @,@,"d,x +2q I /(o)do - o

Jo Jo

o?(1) - 2rt 1o(o'r) f @)d,s
J r

==+ 4o"(1) - , ['"' y1";rr, où M(a) - o(0, ?) :
qJr

D'où;

:, Ir'l(s)ds 
-, I,

a6
t  ( ,  1 \^ -g

\ ' - ; / '

Mds

M(6)

I -as

u80 100 1 ,20  140

maximale si rn - 1.

174

2 0  4 0  5 0

Solution

0

Fig 4.3:
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1;
Comme I f (s)ds: *oo, alors il existe une unique solution O pour

J I
le problèm" (S) V 6 > 0. De plus on rema^rque que O ----+ 

*, q,turrd

6 -+ *oo, uniformement sur tout compact de ft - (-1,1).

4 Etude du problème dépendant du
temps.

On peut utiliser les résultats d'invariances de Bebernes et Ely ([BE])

pour montrer que le problème (P') admet des solutions Vd > 0.

Soi t  I f  :  Or xIRxIR----  B (r ,  t ,@,p) -  H(*, t ,A,p) une fonct ion

hôlder continue d'exposant" dr!rd,d respectivement pour les variables

r r t r@, ,p .  
'  ' 2 '

Soit O un opérateur définie sur Co(CIr) tel que O : CkçÇt7) ----)

Co((tr) est bornée V & e [0, r] et ô : C0(CI7) -+ Co(CIr) est continue.

Déf fn i t i on4 . |PourDrespec t i vementu€Co(O ' ) ,u (æ, t )<

w(æ,t) (*,t) € Or. On définie V (r,t) e Or les ensembles suivants:

So(x , t )  -

{O  e  Co(CI r )  :  u (a ,s )  <  O(y , " )  1 r (y , t ) , ( y ,s )  e  f )7 ,O( r , r ) :
,  . l

u(x , t )  
|  ,

S* ( r , t )  -

{O e  Co( f r r )  :  u (y ,s )  <  O(y , " )  1 . (a , " ) , (y ,s )  e  O7,O(c , r )  -
. )

w(r , t )  j .

Pour le problème nonlocal suivant:

( r , t )  €  Qr
(* , t )  €  Br

"  {0})

(P') { 3l;,î3 i(.,'î," ' o' do)

x to, r))u (n

115
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\



ChapiLtre 4. Étude d'un probJème non local ...

Alors on a,

Déffnition 4.2 Une paire de fonctions u, u € C2't 1Ot) est sous-sur

solution pour le problème (P1) si V (r,f) e Br u(æ,,t) S iÛ(r't) S

w(æ,t) ,  u(æ,t)  1 w(r , t )  pour (* , t )  € Or et  V (2,  t )  e Q7 u' ,w vér i f ient ;

q -  L ,u  3 H(x, t ,O,dO) V O e So(r , , t ) , ,

[l;t"l da)

u1 -A t r . ,2  H( * , t ,O ,dO)  V@e S- (x , t ) '

soient u(æ,t) : 0 sur o7 et .(*) la solution du problème auxiliaire

suivant:

Théorème 4.3 Si le problème (S1) admet une solution ?r) avec

6 vérifiant la cond,ition 6 . =
(Jn /(

r€O,  a lo rs  u :0  e tw fo tmentus

problème (P').

Preuve.  So ien t  ( r , t )  €  Or  e t  O €  S, ( t , f ) ,  on  a ;  u :0  <  O(y ,s )  <

u,(v) V (y, 
") 

€ Or. Ainsi

116

(Â rt,ir r)**'

/(o)
et

U t - U a c = 0 ( , /  \  m * l '

(/" rtouv,;
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Soient (r,t) € Qr et O € S-(æ,t), on a; u _ 0

w(y )  V(y ,s )e  f , t7 .

1

2'"+r

Ainsi

'lD1 - Uxa :
,rT@)

(ln t{.10r)^*'

Â>ftt(o) >

Alors u, tr forment une paire de sous-sur solution pour le problèm" (P').

Corollaire 4.1 Si os(r) < *(*), æ € Q, où w est solution du problème

auxiliaire (,s1), aJors Ie problèm" (P') admet une solution o sur 0 x

[0,*)  de plus O(r, t )  (  ur(c)  sur O x [0,oo).

Preuve. On se référe à I'existence de solutions stationnaires du
problème (S) et au théorème précédent.

5 Conditions thermiques mixtes.

On associe à l'équation parabolique nonloc a\e (4.2) des conditions
aux bords de type Robin:

O,(+1) +"(o1+1) -r)  -0,  pour æ€0e.

où a une constante. Ainsi, on considère le problème suivant

ot  :o ' "  * r ,  / ( " ) ' t+ i  z  € f l , t  €  [0 ,?)
(Â rlou";

O,( ' , t )+a("(" , t )  - r )  -o re ôe,r  € [0,?)
O(r ,0) -Oo(r )  s€CI

777
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où /(s) est une fonction non linéaire, croissante, positive pour s ) 0 qui

est  déf in iepar / ( " ) :  f t -or)  
; ,Vs 

€ [0,* ) .où0 (  o (  1et\ /  \  , /

m ) Lsont des constantes. De plus on a; /(s) *+ +oo quand 
" 

-- l'
a

On s'intéresse à la question d'existence de solutions stationnaires clas-

siques ainsi qu' au problème d'extinction des solutions d'évolutions.

On propose d'étudier en premier lieu ltexistence de solutions station-

naires du problème (P,,). On dénote par u(z) la solution du problème

suivant:
r )' /  

,= :0  r€Q
\ rn+r

d*)

0  neÔQ

Cette solution z(r) vérifie aussi le problème (S) qui s'écrit de la façon

suivante

u, , *1 t f (u) -0  -1( r<

^  /  n  ^ '  \ t n + l
avec 6 : (J; T@)dr) p. Intégrer I'équation différentielle ordinaire

précédente sur O on obtient

^  /  ,  r \  ' \ 7 n + 1
a -  ( r ' ( -1 )  -  u " (1 ) )  p -nz  :2* t ro ' ^ * t  ( t l  -  1 ) *+ t  F- * ,  (5 '2 )

où ? 
- u(+1) ,- 

ïètË "@).D'autre Pæt, si on multiplie l 'équation (5.1)

par 2u, puis on intégre sur [0, L] ,sachant que le problème présente une

symétrie en 0, (",(0) - 0), alors on obtient

uz,(L) -  2 p,

où M :- z(0) - ma,tc u(c) et ? 
-

positif. Donc

6_22mI r  o7 -m  h_ t ) t - *

L, z"( t l )  + a(u(+) -  t )  :  o,  (5.1)

1 M

I r3)a', (b.3)
J n

u(+1) ,: ïËBr(') 
< M, qui est

U,'/(")d')*
118

(5.4)
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Comme u , ,  10  on  a ;u (æ)  <  q*a(q-1) (1 - lc l ) ,  a lo rs ,  M 1(a* I )n -a .

Explicitement si on calcule I'intégrale du membre de droite de (5.4), on

aura:

6(M) -

On remarque que la fonction 6 - 6(M) vérifie 6(M) > 0 VM e [q, *),

^l+ 
6(M): €,  ] i \ r6(M):0 et on a aussi 6t(M) > 0vM e [q,I) '

6

Fig 4.4: Fonction

6
de la température centrale (m <

n>1

1) .

température centrale (m >

119

Fig 4.5: Fonction de la 1) .
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Supposons que m: Lralors /(") : + et dans ce cas on a;
1-as

p M

6-8 I r?)a"
J q

ainsi on en déduit que

M - M(6)::-  ( :  -  n);+

On remarque que la fonction M(6) définie par (5.7) vérifie M(6) > 0

V 6 > 0, M(6) - + quand ô ---+ oo er M(6) -) T quand 6 -r 0.

Les observations faites ci-dessus sont regroupées sur la figure suivante:

Fig 4.6: Fonction de la température centrale (rn - 1).

Par conséquent pour tout rn ) 0 et 6 ) 0, il existe une unique solution

stationnaire marcimate, u(0) - M pour le problèm" (S).

Il reste à discuter I'existence et I'unicité des solutions stationnaires

u(c); pour cela, on multiplie l'équation différentielle de (,S) par 2u' puis

on intégre entre 0 et r on obtient

(5.6)

(5.7)

Ti,
20

u2,(æ) - 2 p, / (s)ds.
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Comme u"(r) ( 0 pour r € (0, 1) alors on en déduit

-u,(x): fr( [ ' r{"10,)+ ,
' J  n ( c )  t

alors, la solution stationnaire u(c) est uniquement déterminée à partir
de I'expression précédente, ce qui nous permet dtexprimer fr en fonction
de z. Plus précisement on a

æ-s(u):h1,i,,,de

(t{ ra,>o')t

Maintenant on revient au problème d'évolution (P") qui est donné
par:

Soit le changement de variable suivant:

r  €  O, t  €  [0 ,7)

u e ?Q,t € [0,7)
r€O

( / \
?D . :  

ù , (O  
-  t ) ,

donc tr € t-É,1) et le problème (P") est équivalent au problème

suivant

r  €  f l , t  €  [0 ,7)

r  €  ïQ, t  €  [0 ,  ?)
r€CI

f  (*)

([, i l .10*)**'

)

12t
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,  \  - !

où /(ur) : (t - ,) 
-. 

Intégrer directement l'équation de (PM) on

obtient

(  [  -0.)  r :  r"(L,t)  -  r ,(- l , t )  + t :  ;1": :  l\Jo /t 
(J;f@)dr)

En utilisant les conditions aux bords I'expression précédente devient:

.d,*)r:-olun.*ffi,

comme la fonction / est convexe, par I'inégalité de Jensen on en déduit

I'expression suivante

(T

on intégre entre 0 et t on a

Un-*.),',*lr(+ l" .0,)l*

11
On pose tr,'(t) _ : I w(r,t)dx, alors tr,'(t) vérifie I'inéquation

z J a
différentielle ordinaire suivante

-  6a / -  - \
w t  I  

z *+r  \ ,  
_  , / ,

cette inéquation peut s'écrire comme suit

6a

. , (r)  <t-( t-r ' )  e-#Ë'.r .

,*(, -i I*a,)-'

L22
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Conclusion

Nous avons montré dans cette étude théorique qu'une analyse unidi-
mensionnelle sur le cisaillement simple d'un matériau permet d'obtenir
des informations significatifs sur le rôle joué par le coefficient de la sen-
sibilité à la vitesse de déformation, I'adoucissement thermique, la con-
duction, les conditions aux bords et le comportement du matériau sur ]a
formation des bandes de cisaillement.

Deux types de problèmes ont été étudiés: I'analyse non linéaire du
régime stationnaire, explosion de la température en temps fini et l'étude
de I'extinction de la température dans un matériau obéissant à une loi
de comportement linéaire en température.

Pour le premier problème, le rôle de la condition à la limite thermique
et I'influence des coefficientsl sensibilité à la vitesse de déformation,
I'adoucissement thermique sont analysés à partir de l'état stationnaire.
Pour des conditions aux bords thermiques ( Dirichlet ou Neumann ) avec
un contrôle en force, I'instabilité engendre des température et des vitesses
de déformations très élevées conduisant généralement à la rupture ductile
du matériau ce qui ne permet pas de rejoindre un,état stationnaire stable.
Dans cette configuration, la température dans le problème d'évolution
explose en temps fini sous la condition thermique de Neumann. Egale-
ment, on a explosion en temps fini de la température sous la condition
thermique de Dirichlet pour une condition initiale assez grande. par

contre, si on impose des conditions de chargement en vitesse le résultat
obtenu, évolution de la localisation vers des états stationnaires stables,
définis en négligeant les propriétés d'écrouissage du matériau.

r23
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Concernant la loi de comportement d'Arrhénius, on avait remarqué

qu'on ne peut obtenir des solutions stationnaires analytiques. Pour cela

on montre I'existence de ces solutions au sens faible et par la théorie de

régularité on montre que celles-ci sont classiques si elles sont de classe

C2. Finalement, I'analyse du problème d'évolution montre que toute

solution existe globalement.

Dans le second problème, la formulation nous conduit à un problème

semi-linéaire parabolique (resp un problème pa,rabolique nonlocal) si on

impose un contrôle en force (resp un chargement en vitesse). Dans cette

configuration, les problèmes modélisés présentent une constante de sin-

gularité dépendant de I'adoucissement thermique du matériau. On mon-

tre ltexistence de certaines solutions stationnaires instables en contrainte

contrôlée et stable en vitesse imposée. Cette analyse dépend essentielle-

ment du coefficient de sensibilité à la vitesse de déformations et des con-

ditions aux bords thermiques. Concernant, les problèmes d'évolutions,

le résultat obtenu, on peut atteindre cette singularité en un temps fini.

t24
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