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Introduction générale 4

Introduction générale

L’écoulement plastique des matériaux parait homogeéne & une échelle
macroscopique dans de nombreux processus de déformation. Le régime
d’écoulement homogéne est susceptible de devenir instable et peut con-
duire & la localisation intense de la déformation plastique dans une zone
trés étroite. C’est le cas de I'apparition des bandes de cisaillement.

Nous nous intéressons dans ce travail aux instabilités de la
déformation plastique conduisant & la formation de bandes de cisaille-
ment dites “adiabatiques” (BCA). Ces bandes de cisaillement sont des
couches étroites dans lesquelles se localise un cisaillement intense. Elles
sont fréquemment rencontrées dans les matériaux thermo-viscoplastiques
sollicités & de grandes vitesses de déformation. Celles-ci sont souvent a
l'origine de la rupture pour certains matériaux: on cherche alors a éviter
leur apparition et leur développement.

De nombreuses expériences sont menées afin de connaitre le role joué
par les paramétres microstructuraux et les propriétés mécaniques du
matériau sur ’apparition et I’évolution d’une bande de cisaillement en
grandes vitesses de déformation. L’une des plus connues est 'expérience
de torsion en grande vitesse d’un tube & paroi mince [CCHD]. Ils con-
statent en fin d’expérience de torsion I'apparition, ou la non apparition
d’une bande de cisaillement selon le matériau et les conditions d’essai.
Dans le cas de 'apparition d’une bande de cisaillement, on a les in-
terprétations suivantes:

o Aux grandes vitesses, l'instabilité “thermique” est liée & un
échauffement adiabatiques ([ZH)|, [R], [BWT] et [C]): dés que le taux
d’adoucissement dii & 1’échauffement adiabatique du matériau compense
puis dépasse le taux de durcissement di & I’écrouissage, la contrainte de
cisaillement que peut supporter le matériau passe par un niveau maxi-
mum et la déformation devient instable.

o Aux faibles vitesses, I'instabilité peut étre liée & un écrouissage
négatif isotherme. Dans un essai de cisaillement isotherme, le taux
d’écrouissage d’abord supposé positif peut devenir ensuite négatif, la
contrainte de cisaillement passe par un maximum.

4



Introduction générale 5

D’aprés les recherches historiques menées par Johnson (1987) [J],
c’est Tresca (1878), qui établit l'existence de bandes étroites de
déformation intense (ol la matiere est fortement échauffée) durant la
déformation plastique de nombreux matériaux. Plus tard, Massey (1921)
[Ma] confirme le phénoméne de localisation de la déformation plastique
sous forme de bandes qualifiées de bandes de chaleur en raison de la
forte augmentation de la température consécutive 3 leur formation. Par
localisation de la déformation, on sous entend que la déformation plas-
tique prend dans une zone étroite, une valeur bien plus importante
qu’ailleurs. La connaissance de ces bandes de cisaillement est impor-
tante pour l'optimisation des procédés de fabrication et nécessite encore
aujourd’hui des études dans le domaine du comportement dynamique
des matériaux.

Le travail présenté ici est une étude théorique de la formation d’une
bande de cisaillement dans un essai de cisaillement simple d’un matériau
thermo-viscoplastique. Nous abordons, dans le chapitre 1, ’étude de
I’écoulement thermo-viscoplastique en cisaillement simple avec condi-
tions aux bords thermiques et la formulation du probléme thermo-
viscoplastique ainsi que les modeéles unidimensionnels associés. On
considére deux lois de comportement, la loi de puissance et la loi
d’Arrhénius. De cette formulation découle une équation semi-linéaire
parabolique si on impose une contrainte constante et une équation
parabolique nonlocale si on est en vitesse contdlée. Ensuite, on
présente des méthodes d’analyse pour l’existence de solution station-
naire pour différentes conditions aux bords thermiques. Enfin, on traite
le phénomene d’explosion ainsi que 1’existence globale des solutions pour
les problémes d’évolution considérés.

Au chapitre 2, nous étudions les bandes de cisaillement station-
naires pour un matériau obéissant & une loi de comportement thermo-
viscoplastique linéaire en température.

Le chapitre 3 est consacré 3 ’étude des bandes de cisaillement non
stationnaires. Une formulation du probléme en contrainte controlée pour
un matériau obéissant & la méme loi considérée dans le chapitre 2 nous
conduit & une équation semi-linéaire parabolique présentant une singu-
larité constante. Ensuite, on étudie 1’existence et ’unicité des solutions
stationnaires du probléme semi-linéaire parabolique et on montre aussi
qu’il peut y avoir extinction en temps fini sous certaines conditions sur

5



Introduction générale 6

le coefficient de sensibilité & la vitesse de déformation et sur la condition
initiale. Par extinction on entend qu’on peut atteindre la constante de
singularité.

Dans le chapitre 4, on se restreint & ’étude d’un probléme parabolique
nonlocal. Ce probléme est modélisé & partir d’un cisaillement simple, en
vitesse imposée, d’un matériau incompressible dont la loi de comporte-
ment se réduit & une relation lindaire en température. On détermine
les solutions stationnaires exactes du probléme. On montre qu’il ne
peut pas y avoir extinction de la température en temps fini pour les
différentes conditions aux limites considérées. En particulier, le fait que
la contrainte de cisaillement atteigne un niveau maximum dans un essai
adiabatique ou isotherme & vitesse constante n’implique pas forcement
qu’on peut atteindre la singularité de notre probléme en temps fini.
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Chapitre 1

Etude de la formation de bande de
cisaillement dans les matériaux vi-
scoplastiques thermoadoucissants

1 Introduction.

La connaissance du comportement dynamique des matériaux est
I’'objet d’un grand intérét dans différent domaines de 'ingénierie. Les
nombreuses études déja menées sur ce sujet ont permis de montrer
I'importance de la vitesse de déformation sur la contrainte d’écoulement,
la ductilité des matériaux, les mécanismes de déformation et de rupture,

en particulier dans les processus a grande vitesse de déformation:

o pénétration d’un projectile dans une cible,

« procédé de mise en forme rapide (I’emboutissage rapide et 'usinage a
grande vitesse),

« fragmentation par explosion,
« torsion rapide d’un tube & paroi mince ([CCHD)).
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1.1 Description de la localisation de la
déformation.

I’écoulement plastique des matériaux peut devenir instable et con-
duire & une localisation intense de la déformation plastique. Par locali-
sation de la déformation, on sous entend que la déformation prend dans
une zone étroite, une valeur bien plus grande qu’ailleurs ([M ]). Cette lo-
calisation de la déformation est un phénoméne couramment observé sous
forme de bandes de cisaillements dans les matériaux. La formation de
bandes de cisaillement est souvent le précurseur immédiat de la rupture
ductile. Celles-ci peuvent é&tre classées en deux catégories:

1. Les bandes de cisaillement isotherme, pour lesquelles I’adoucissement

thermique joue un role négligeable.

2. Les bandes de cisaillement adiabatique (BCA) pour lesquelles 'ad-
oucissement thermique est un facteur essentiel du développement de
I'instabilité.

Dans ce travail, nous limiterons notre intérét aux bandes de cisaille-
ment adiabatiques et plus généralement aux bandes de chaleur. En ther-
modynamique, un processus adiabatique est défini comme un proces-
sus dans lequel aucun échange de chaleur n’est réalisé entre le systeme
étudié et son environnement. Le terme adiabatique attaché aux bandes
de cisaillements adiabatiques doit &étre compris dans le sens suivant: si
le phénomene de déformation est rapide, I’energie calorifique créée par
la déformation plastique n’a pas le temps de diffuser vers les parties
froides de la structure, sauf dans un voisinage des zones déformées ou
la température est trés élevée. Les effets de conduction pourront donc
dtre significatifs dans le voisinage d’une BCA. Il est intéressant de noter
I’analogie entre la formation d’une BCA et un processus autocatalytique:
en effet, une augmentation de la vitesse de déformation dans une zone

étroite entraine un accroissement local de la température, qui a son tour,

8



Chapitre 1. Etude de la formation de bande de cisaillement dans ... 9

engendre une réduction de la contrainte d’écoulement et une élévation
locale de la vitesse de déformation, et donc un nouvel accroissement
de la température. Les BCA peuvent étre dans certains cas observées

clairement en raison de leur apparence blanchatre, voir figure ci-dessous.

Fig. 1.1: Exemple de bande de cisaillement adiabatique

dans un copeau d’acier usiné

Les premieéres interprétations modernes sur le mécanisme de forma-
tion des BCA pendant une déformation rapide sont attribuées & Zener
et Hollomon ([ZH]): le travail de déformation plastique d'un matériau
est en grande partie converti en chaleur. Sila vitesse de déformation est
¢levée, la chaleur n’a pas le temps de diffuser loin de la région déformée et
ceci conduit a un adoucissement thermique local. Sila dimunition de la
contrainte d’écoulement, diie a I’adoucissement thermique, devient plus
importante que Paccroissement de cette contrainte, die a ’écrouissage,
I’écoulement plastique devient alors instable et bien localisée. Une condi-
tion nécessaire a la formation de BCA est la production locale suffisante

de travail plastique, dans un intervalle de temips plus court que celui

9
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Chapitre 1. Etude de la formation de bande de cisaillement dans ... 10

nécessaire & la diffusion de la chaleur loin de la zone de déformation

plastique.

Des analyses non linéaires permettent d’obtenir des solutions exactes
pour des cas particuliers. Ainsi, Molinari et Clifton ([AMC83],[M CS8T])
obtiennent des criteres de localisation pour les métaux thermo-
viscoplastiques en utilisant une modélisation simplifiée de la déformation
en cisaillement simple. Le modeéle néglige la déformation élastique, les ef-
fots d'inerties et de conduction. Ces études permettent de déterminer la
localisation de la déformation. Shawki([Sha]) procéde & plusieurs simu-
lations numériques sur la formation des BCA durant la déformation en ci-
saillement simple pour plusieurs lois de comportement et différentes con-
ditions aux bords. Des observations expérimentales & I'aide du dispositif
des barres de Kolsky en torsion, sur la localisation de la déformation.
Marchand et Duffy ([MD]) permettent de dégager 3 étapes dans le pro-

cessus de déformation plastique, voir la figure 1.2.

700 ._\.

STAGE 1

St STAGE 3
400 |

300 H

200 [} HY 100 STEEL
ROOM TEMPERATURE

100 | STRAIN RATE=1600/s

SHEAR STRESS - MPa

-.I.,..1<.-xllr--.l.1>rr-1-,1
0 10 20 30 40 50 60

NOMINAL SHEAR STRAIN - PERCENT

Fig. 1.2: Courbe contrainte-déformation de cisaillement
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Le premier stade correspond & un état de déformation homogene. Le
stade 2 débute au maximum de la contrainte. Celle-ci décroit faiblement
au cours du stade 2, et une instabilité de ’écoulement se développe
lentement. Le stade 3 correspond & la chute rapide de la contrainte
entrainant la formation d’une BCA.

D’aprés Marchand et Duffy ([M D)) la courbe contrainte-déformation
pour un matériau thermo-viscoplastique, P’écrouissage est plus important
que l’adoucissement thermique au début de la déformation (stade 1) et
'écoulement plastique est stable. Pour des déformations plus grandes,
Pécrouissage diminue et finalement, les effets stabilisants de ce dernier
sont supportés par les effets déstabilisants de I’adoucissement thermique
(stade 2). C’est au cours du stade 3 que la localisation se développe de
facon importante. Il existe donc en permanence une compétition entre
I’écrouissage et ’adoucissement thermique dans un matériau thermo-

viscoplastique.

11
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2 Modélisation du probléme, hypotheses
et équations.

2.1 Hypothéses du modéele.

On considére une couche d’épaisseur finie suivant l'axe Oz et
d’extension infinie suivant 1’axe Oy. Cette couche est déformée en ci-
saillement simple dans la direction Oy. Ce modéle est représenté sur la

figure suivante

A

T,V
l»
A d
2d v
B
0 y

D s

T,V

Fig.1.3: Bande de longueur infinie soumise a4 un mode
global de déformation en cisaillement simple.

On se place au stade de la localisation de la déformation plastique, cor-
respondant & la formation de la bande de cisaillement. Cette bande
représente un matériau incompressible thermo-viscoplastique. L’axe des

z, dont Porigine se situe au centre de la bande est perpendiculaire &

12
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la zone de cisaillement, figure.1.3. Les différentes hypotheéses choisies
et les équations sont présentées dans un contexte unidimensionnel, les
variables dépendantes sont définies uniquement en fonction de la posi-
tion z et du temps t. Le processus thermomécanique est décrit par les
variables suivantes: la vitesse v(z,t) de la particule dans la direction du
cisaillement, la température u(z,t), la déformation plastique v(z,t) et
la contrainte de cisaillement 7(x,t). L'effet de conduction est pris en
compte dans la modélisation du probléme, par contre on néglige les ef-
fets d’inertie. L’analyse dimensionnelle de 1’étude analytique présentée
par Leroy et Molinari ([LM]) est adoptée dans la suite.

2.2 Equations de bases.

Les équations fondamentales gouvernant le probléme sont les suiv-
antes. L’équation de conservation de la quantité de mouvement pour
une couche d’épaisseur constante, se réduit pour I’analyse unidimension-

nelle a:
or ov
Te = o2 =P =P, (2.1)

ou p dénote la densité du matériau. Comme les effets d’inertie ne sont
pas pris en compte, 1’équation (2.1) se réduit & 7, = 0 et montre que
la contrainte de cisaillement est une fonction homogene, 7(z,t) = T(t).

L’équation de compatibilité cinématique s’écrit;
’y =Yt = Vg, (22)

La loi de comportement thermo-viscoplastique se réduit, dans le

probleme de cisaillement considéré, & la relation;
T =7, %, u), (2.3)
L’équation d’énergie prend la forme;
pcuy — kug, = e74. (2.4)

13
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Le premier membre de (2.4) gouverne la diffusion de la chaleur (pc est
la chaleur spécifique volumique, k est le coefficient de conductivité ther-
mique). Le second membre traduit la fraction de travail de déformation
plastique transformée en chaleur. Le coefficient de Taylor-Quinney
(1934) € est compris entre 0.9 et 1.0.

2.3 Conditions aux bords.

La tranche du matériau modélisée peut étre soumise & des conditions &

la frontiére:

2.3.1 En vitesse:

v(0,t) =0
{vgd, t; v (2:5)

ol V est la vitesse constante du bord supérieur de la couche cisaillée,

voir figure 1.4.

i
&
./
7
o

o ¥

= ,,

0o

Fig.1.4: Géomeétrie et cinématique d’un cisaillement simple.
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2.3.2 En contrainte:

T(d,t) = 719

{ TEO, t) =19 (2.6)

ol Tp est la contrainte constante appliquée aux frontiéres.
2.3.3 En température:

Les conditions & la limite themique se traduisent par:
Uy +a(u—a)=0, z€{-dd) (2.7)

ol a et & sont des constantes positives. Pour a = 0 (resp. a = 00), on

obtient des conditions aux bords adiabatiques (resp. isothermiques).

{Zw:ao z € {—d,d} (2.8)

2.4 Lois de comportements thermoviscoplas-
tiques.

On admet que le matériau est incompressible et que sa loi de com-
portement thermo-viscoplastique se réduit dans le probléme de cisaille-
ment simple a:

T = ¢(7, Y, U),

ou T,7v,¥,u représentent respectivement la contrainte de cisaillement,
la déformation plastique, la vitesse de la déformation plastique et la
température absolue. La déformation élastique est négligée.

15
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2.4.1 Loi de puissance:

La forme générale de cette loi est:
T=®(v, uy™, (2.9)

ou @(y,u) est une fonction dont lexpression tient compte des
mécanismes durcissant et des mécanismes adoucissant. m est le coef-
fecient de sensibilite & la vitesse de déformation. Les développements
analytiques utilisent fréquement (2.9) sous forme de loi de puissance
multiplicative;

T = pu”y" ", (2.10)

ou v, u,n et m sont respectivement le coefficient d’adoucissement ther-
mique, la viscosité, le coefficient d’écrouissage et le coeffecient de sen-
sibilite & la vitesse de déformation. On se limite ici aux cas des tres
grandes déformations, pour les quelles ’écrouissage est négligeable. On
suppose donc dorénavant que n = 0:

T = pu’y™. (2.11)

Cette loi est élémentaire car les coefficients v et m sont supposés
indépendants de la déformation plastique et de la température. Son
intérét réside dans le fait qu’elle est assez simple pour permettre des ap-
proches analytiques et assez réaliste pour tenir compte des phénomenes

majeurs.
2.4.2 Loi de comportement de type Arrhénius:

Une étude théorique & été effectuée par Leroy et Molinari (1992)
pour différentes lois de comportement et conditions aux limites. Les
effets d’écrouissages étant négligeables dans le stade terminal d’évolution

16
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des bandes de cisaillements adiabatiques [M], la loi de comportement,
suivante, de types Arrhénius, & été utilisée:

1 .
r = eap(A(- — 1))i™ (2.12)
ol 3 est le coeflicient d’adoucissement thermique.
2.4.3 Loi de comportement exponentielle:

Une approximation d’ordre 1 au voisinage de u = 1 de (2.12) donne
une loi de type exponentielle;

T = exp(—FB(u — 1))¥™. (2.13)

3 Formulation du probléeme.

On suppose que les dérivées de toute quantité par rapport a y et z
(0z axe perpendiculaire au plan z0y) est nulle. On admet aussi que la
déformation est nulle suivant l’axe z.

3.1 Equations de réaction-diffusion (contrainte
controlée).

Le modéle mathématique des bandes de cisaillements est réduit dans
certains cas a des équations de réaction-diffusion. On impose un contrdle
en contrainte 7(t) = 79. En premier, on considére la loi de comportement

en puissance (2.11), pour laquelle on a

1
: TO\m _v
¥ = (—) U™, (3.1)
W
On substitue 'expression (3.1) dans 1'équation d’énergie (2.4), et apres
- . o [ ik :
normalisation avec les nouvelles variables z/ = p et t/ = EE on obtient

17
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’équation semi-linéaire parabolique suivante

z

Up = Ugrg + OUT ™, (32)
m4l
: ed?ry ™ -t : :
oud = e Pour simplifier ces notations, on omet les primes et on
/‘t m .

remplace t' et ' par t and .

D’une maniere similaire, pour le cas de la loi de comportement exponen-
tielle (2.13), on a

y=mowe men", (3.3)

et I’équation d’énergie (2.4) se réduit a:

Up = Ugg + 0%, (3.4)
mj:l
d2 m
of16=§——7—0——eta=ﬂ>0.
ke~ m

3.2 Equations paraboliques nonlocales (vitesse
controlée).

On considére les conditions aux bords en vitesse (2.5) et en utilisant

1’équation de compatiblité (2.2) on obtient la relation suivante:

d d
/ Fdz = / vedz =V. (3.5)
0 0

Par un simple calcul on détermine la contrainte de cisaillement 7 en

utilisant (3.5) et la loi de comportement puissance (2.11) :

[faoe () [t
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T(t) = L2 £ i & v L ™m (36)

(fod u_ﬁd:c) - dm (fn u‘%dm)

ot 2 = [0,1]. De méme pour la loi d’ Arrhénius (2.13) on a

/Od Ydz :(T(t))#e% Ade%“dw,
_ VmeP
T(t) = g (J‘Q e;ﬂ;udx)m. (3.7)

Par substitution des expressions (3.6) et (3.7) dans I’équation d’énergie
(2.4), donne apreés normalisation des variables indépendantes le probléme

nonlocal suivant pour la loi de comportement puissance (2.11)

U= gy + 6 (3.8)
Jo u‘#dm)
m—+1
oué = % et pour la loi d’ Arrhénius (2.13) on a:
=ty +E— (3.9)
(fn ea“dz)
cymtl8
ou d = Zm‘lz et a=L£ >0

19
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4 Solutions en contrainte controlée.

Cette section concerne la présentation des solutions stationnaires de
I’écoulement plastique en contrainte imposée. Pour cette analyse, la
condition du régime stationnaire implique I’absence d’effets d’inertie et
par conséquent une contrainte de cisaillement homogene sur I’échantillon.
Les solutions stationnaires sont symétriques par rapport au centre de la
bande (cf [GNN]). Nous limitons I’analyse dans ce chapitre a la partie
supérieure de la bande (0 < z < 1).

L’approche analytique des solutions stationnaires a été effectuée par
Leroy et Molinari ([LM]). Chen et al ([C DM M]) ont étudié le cas partic-
ulier du coefficient de sensibilité a la vitesse de déformation égal & I'unité
et une contrainte imposée constante. Nous considérons aussi un cas par-
ticulier, le coefficient d’écrouissage nul et une contrainte imposée con-
stante. Pour une loi de comportement ot la sensibilité & la température
est exprimée par une fonction puissance, équation (2.11), et par une
fonction exponentielle, équation (2.13). Les solutions au sens classique

de Pécoulement stationnaire sont rares pour cette classe de problemes.

4.1 Existence et unicité de solutions station-
naires.

D’aprés la formulation du probléme en contrainte controlée, on considére

’équation parabolique semi-linéaire suivante:
(P) Uy = gz +0f(u), z€Q, t>0.
A laquelle on associe 1’état stationnaire:

(S) uxz+6f(u)=0, :L'GQ,

20
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o = (=1,1) et f(u) = u™= ou e, Aux équations (P) et (S) on
associe une condition de Dirichlet non homogene u = @ pour z € 8. On
peut remarquer que 1’équation (S) n’admet pas de solution si on lui
associe une condition de Neumann homogéne, excepté le cas ou f(0) =0,

u = 0 est une solution stationnaire.

Théoréme 4.1 Sim+v < 0 et o > 0, alors il existe une unique constante
6 (contrainte de cisaillement maximum) telle que

(i) (S) admet deux solutions stationnaires si § € [0, 6*),
(ii) (S) admet une solution si § = §*,

(iii) (S) n’admet pas de solution si 6 > 6*.
Preuve.
o Loi exponentielle (f(s) = e*?9)

Pour la raison de symétrie diie & ([GNN]) la solution de ’équation (S)
vérifie le probléme suivant:

Ugg + 6% =0 € (0,1)
(Sl){um(0)=0 g

Sans perte de généralité on pose % = 0, quitte & faire un changement de

variable.
Ugpe + 0€2% =0
uz(0) =u(l) =0
Uge = —06e™ == u, est décroissante =—> w, < 0 et donc u est

décroissante. On multiplie I'équation ci-dessus par u,
au
Upz Uy = —0* U,

(319), = (-5o),

En intégrant entre 0 et x il vient

1
§ui = g(eauc - e"‘“), (4.1)
21
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ot u, = u(0) représente la température au centre de la bande.
Puisque u(z) < 0 sur (0,1) on en déduit de (4.1);

Uy )

1
b (8
(ecmc o e““)

Intégrant entre 0 et z il vient

/: ( 2 r= —\/%gz:. (4.2)

pOte _ eau)

Avec la substitution v = u(z) dans l'intégrale de l'expression (4.2) il

]u(z) ds . _\/@m' (4.3)
o (eome o) ¢

u, étant défini, u(z) est défini de fagcon unique. On aura donc une

vient

solution chaque foi que ’on peut trouver u. tel que u(1) = 0, c’est a dire
q q P q

fo( L — 20—5 (4.4)

eQUc _ eas)

b]=

ds 2 dv

On pose v2 = e®%¢ — ** —= 2vdv = —ae*’ds — — =
p

v av?—edue’
L’équation (4.4) devient

= = /= (4.5)

a Jo v? — exUe a

2 /(‘f“""-l)‘k dv 26

22



Chapitre 1. Etude de la formation de bande de cisaillement dans ..

. 23

1 1 1 1 _aug
S € 2,
v2_eauc 2{ }

= = aue aug
v—e 2 v+e 2

En utilisant cette décomposition, ’équation (4.5) devient

=—-V2abe? ,

v — e@te 1(e*te—1)} aug
In | ]

v+ e%e g

T v | A
ln[eg; ¢ ] =—V2abe 2,
e 2 + e —1

ezt — et — 1 73 + Vexte — 1 aug
ln[ o i ] = —V2ab e 2
e 2 ++4/e%e —1 ez 4 4/e%e —1

L 2] = —-V2aé e%g,
(e% + v eXte — 1)

2ln(e%g+\/m>=\/2a—66 z

In|

QUQ

au 6
ln(e_2g + Vedte — 1) = \/% ez .
On cherche donc z = e“2° > 1 tel que
[ad
ln(z + V22— 1) = %z‘
Soit la fonction g définie par I’expression ci-dessous

g(z) = ln(z + V22— 1) — \/gz,

23
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r"'”‘zw—( \/— =V

/ 2
— =l e — i
2 +a5 ‘ 1+cv5
(1) = \/ 6<0 11 (2)
m g(z)=—
J 2 z—1>+oog / -
'(z) >0 si z<\/1+—2— "(z) <0si z> 1~|-E
g ad’ g ab’

g admet donc exactement

e une racine si g(,/1+—3—6’ =0,
o deux racines si g(w/l + %, > 0,
e aucune racine si g(,/l + ;23’ < 0.

oy ) (e ) - F A

2 : . !
On pose £ = — > 0. On a a étudier la fonction suivante

ad

n(VITE+) - VI cln(VIFE+€) - +1

Cette fonction est croissante et ne s’annule que pour une seule valeur

& = g9()>0 %>£*

g'(2)=

— §< = §*.

ak*

A partir de P’expression (4.4) on exprime §, en particulier la contrainte

imposée, en fonction de la température au centre de la bande:

§=6(uc) =

—QUe _ p—QlUc %
e In? [1 +(1—e )1 ]
2a 1—(1—eouc)z

24
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Les observations faites ci-dessus sont regroupées dans le diagramme de

bifurcation (é,u.) suivant pour différentes valeurs de a:

2

Fig.1.5: Contrainte en fonction de la température maximum

D’apres la figure 1.5, il existe une température centrale u(0) = u, si
6§ = 6% et si § € [0,6*) il existe deux températures centrales u.. Les
solutions stationnaires sont uniquement déterminées a partir de (4.3) ot

on exprime z en fonction de u(z) :

/26 ./'“C ds
—_— = A
o u(z) (

eauc — eas)

=

e— Qe [n[l + (1 = Bu(u(x}—uc))%}

== :L.(U) - 26 1 — (1 — ea(u(z)_“c))%

On considere u, comme un parameétre fixé dans I’expression précédente,
la fonction z(u) est continue et z'(u) < 0 alors z(u) est bijective et la

réciproque est de méme sens de variation que u. Ainsi il existe une unique

25
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solution stationnaire u(z), pour une valeur de u, donnée.

Fig.1.6: Profil de la solution u(z) pour différentes valeurs de a.

e Loi de puissance (f(s) = s?, p= _%)

On considére le probléme stationnaire associé a la loi puissance;
Uz +6uP =0 £ €(0,1)
2 T o 9
(5 ){uI(O)zo , u(l)=1a
Ugy <0 => uy <0 = est décroissante, avec u, > u.

On multiplie I’équation aux dérivées partielles de (S2) par u, puis on
b q

1 )
(34), = (-557").
= (luz) = d (uc”"'l - u”'H) (4.6)
2 4 p+1
o1 u, = u(0) est la température au centre de la bande. Comme u,(z) <0
dans (0,1), on en déduit de (4.6);

intégre sur (2,

-

26 3
Uy = — m (ucp+1 — Up+1) ’ ; (4.7)

26
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V]
>

Ug

= =

(ucp“ _ up+1) :

3
+
—

On integre entre 0 et z il vient

/‘t Uy 26
= — i,

u P+ — up+1)

(=) d 26
[ Y > S
ue (ucp+1 _ Sp+1) : P+

u. étant fixé cette équation définit parfaitement u. Pour fixer u, on doit

trouver u. > u tel que

/“c ds 5 26
i Ly
i (uCP‘H = 3p+1) 2 Pl

_pfL fUe ds 26
= P\ et
N CRICA ) Sl
s
On pose y = — = ds = u.dy
Uc
ui_L‘gﬂ : dy _ 26

1

%(l—yHl)i P+l

= f 1 1/ L?' (4.9)
l—yp'H 2 p+

27
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Pour z > i, on considére donc la fonction suivante pour p # 1:

dy 3 26 =S
Y 1 '
: (1_yp+l)“ P

(4.10)
.1 1 Cp—1 (2 s

i U p—1
_2—2 —

2
2a*(p+1)
p+l _ ~p+l
— Z 5(p — 1)2

8(p — 1)2ar—1 }

s 2Ap+1) 7

= a1 s 4.11
=a{1+ 5(p — 1)Zar—! (411)
Puisque lim ¢'(z) = +o0, la fonction g est croissante et passe par un

—

maximum au point z donné par l'expression (4.11).
Pour p=1 ona

1 dy
g(z):L \/1—__?_\/—5

28
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et g est une fonction croissante de z. Dans ce cas g(z) = 0 admet une

solution si et seulement si

1

—\/gzarcsiny] —\/5=g—\/5>0

0

g(+o0)

_/1 dy
0o V1—12

2

T
= < —.
4

Dans ce cas ’équation (4.9) a une solution et une seule.

Revenons aucas p#1.Sip<lona

1
= . dy
g(a) <0,  lim g(2) —/0 N > 0.
Dans ce cas ’équation (4.9) a une solution et une seule.

Si maintenant p > 1 on a

1i = —00.
I ARG

L’équation (4.9) a alors une solution si et seulement si

g(z) 20 ou z est donné par (4.11) .

Plus explicitement, cela s’écrit

I e
{1+#%%}:T} ’ 1 — yrt!

26 ~%1{1+ 2(p+1) }—Ff&s

é(p —1)%ur—?

> 0. 4.12
p+1u I ( )

29
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1

On pose k = {1 + W%fﬁ%}—m avec k € (0,1)

4 +1
E—(+D) — 1 P
t o=t 2
(et _ 1 = 4 ptl

(p—1)2ar—! 26

VE-) — 1 = 2 gl

(p—-1a=T V 26

2 2 1
P+l (p—1a*s VE@D -1

D’ol I’expression (4.12) s’écrit

1 —p-1
P)

/1 dy B 2 g
F/1I—yPt (p—1)atT VE-GPD — 1

2 k=

1 dy
B ]; v1—y?tt  (p— 1)&‘“‘5‘1 V=t — 1

_/1 dy 2 k
k.‘fl_yp"i’] (p__l)ﬁ'%l ]__kP‘I"lI

Tl est facile de voir que cette fonction est décroissante en k, donc

expression (4.12) est également décroissante en §. Quand 6§ — 0

1
dy
ie, k — 0, expression (4.12) — / > 0.

Quand § — +oo0 i.e, k — 1, I'expression (4.12) — —oo. Donc il

existe § = 6* une constante critique telle que

o si § < 6* le probléme admet deux solutions
e si 6 = 6* le probléme admet une solution

o si 8§ > 6* le probléme n’admet pas de solutions.
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A partir de 'expression (4.9) on exprime § (contrainte) en fonction de

la température u.:

6 =6(uc) = (p+1)2uc P (/_ a _ZZH)%)Z

Ue

2 1—p N 1 p 3 Uyt
ue) = et (1= () F (5 B g - ()

ou F (.,.;.;.) est une fonction hypergéométrique définie par la

représentation intégrale suivante;

F(a,b;c;z) = %/0‘ 711 — )71 — tz)79dt,

avec I'(z) = [ s*~1e~*ds avec Re(z) > 0.

Nous avons tracé sur la figure 1.7 la fonction § = §(u.); trois cas sont

distingués.

a) p > 1(v+m < 0) : la fonction §(u.) admet un unique maximum §&*
au dela duquel il n’existe pas de solution stationnaire et au dessous de
cette constante 6*, on obtient deux valeurs de u..

b) p < (v + m > 0) : Dans ce cas §(u.) est une fonction croissante.
Pour chaque valeur é correspond une unique valeur u. et une solution
stationnaire.

c)p=1(m+v =0): Cest le cas d’une équation linéaire; la fonction

6(u.) est donnée par

™ o 17 4 2
uc) = -2——a,rcsm(a-c—)] .
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9)
Cependant il existe une asymptote horizontale 6 = 14—, au dela de laque-

lle il n’existe pas de valeurs u., donc pas de solution stationnaire.

P<A

Fig.1.7 : Contrainte en fonction de la température maximum

pour différentes valeurs de p données.

Il reste & discuter ’existence et 1'unicité des solutions stationnaires
u(z). D’aprés la figure précédente, si p > 1, il existe une constante
maximum (une contrainte maximale de cisaillement) §* pour laquelle si
§ > 6* le probléme n’admet pas de température au centre, u(0) = u, et
si § € [0,6*) il existe deux températures centrales u.. Les solutions sta-
tionnaires sont uniquement déterminées & partir de (4.8) oli on exprime

r en fonction de u(z) :

p + /
u(z) )p+1)% ’
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Dans le cas p < 1, le probléme admet une solution stationnaire qui est

donnée par I’expression précédente. Finalement, pour p = 1 le probléme
b p ; D p

admet une unique solution stationnaire si § < T

u(z) = u, sin(z - \/3w> = cos(u;\/_a)cos(\/g:c).

2

Fig.1.8: Profil de la solution stationnaire pour différentes valeurs de p.
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4.2 Explosion en temps fini des solutions non
stationnaires.

4.2.1 Conditions de Neumann.

On sait que dans le cas d’une contrainte imposée, le probleme est
modélisé par une équation semi-linéaire parabolique. On considere dans

cette section le probleme suivant

Ut =Uge +O6f(u) z€Nt>0
(P){ uz =0 z €00,t>0
u(z,0) =uo(z) =z €

On suppose que le probléeme (P) admet une solution réguliere. Puisque
f >0 alors le terme source est non négatif, i.e., le systeme est fourni en
chaleur. D’autre part la condition aux bords u, = 0 empéche la fuite de
chaleur, dans une telle situation la solution du probléme (P) explose si |

la source de chaleur apportée au systéme est suffisante.

En vue d'étudier le comportement des solutions du probléeme (P), on

rappelle quelques résultats sur les équations différentielles ordinaires au-

tonomes ([Ch]).

Théoréme 4.2 On considére I'équation différentielle ordinaire suivante:

! 'Ut:f(v) t>0
(1) {v(0)=v0

on suppose que f est une fonction continue positive sur [vo,+0o0) telle

t*_/+oo dS < 400
B o f(S) .

Alors il existe une unique solution pour (1') qui admet un intervalle

que

maximal d’existence [0,t*), i.e., qui explose en temps t* .
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Corollaire 4.1 On suppose que f est une fonction continue positive sur

[vo, +00) telle que

t* /+OO dS < +
= 0.
Vo f(S)

Alors si une fonction v vérifie

, ve > f(v) t20
(2) {v(O)zvo

v est défini jusqu’au temps t*.
Le résultat principal concernant notre probléme est le suivant.

Théoréme 4.3 On définit 1y = %fQ uo(z)dz et on suppose que f est

une fonction convexe, continue et positive sur [ug, +00) telle que

*___1_ T ds .
t—(s/,; f(s)<+oo, (%)

0

alors la solution du probléme (P) ne peut exister aprés le temps t*.

Preuve. Soit @(t) = 1 [, u(z,t)dz. On remarque pour les conditions
aux bords considérées on a [ u,, dr = 0. Alors, on intégre ’équation

Q
aux dérivées partielles du probléme (P) on obtient

ﬂtngf(u)dx26f(%Audw) = 6f(u)

ceci est di a l'inégalité de Jensen car f est convexe. Le résultat suit &

partir du corollaire 4.1.

On remarque qu’on peut obtenir une solution globale pour le probléme
q p g

(P)si f(u) = C, ou C est une constante et dans ce cas on a u(z,t) = §Ct.
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Remarque 4.1 Le résultat précédant peut étre retrouvé par la méthode
suivante.

Soit n(t) := m€1(r21 u(.,t). On a u,, > 0 en tout point ot u prend la valeur
r

n, alors
5 550n) (++)
di- = N
alors
1 " ds
EAS [
—6J f(s)

ainsi on obtient explosion en temps fini si

* ds

o f(s)

< 00.
En effet, Soient n(t;) = u(zi,t:) (i = 1,2) et h =1y —t;. Alors
n(t2) — n(t1) = u(zs,t2) — u(z1, 1),

= u(z2,t3) — u(T2,t1) + u(z2, t1) — u(z1,t1),
> huy(z2,t2).

De plus, si t3 > ¢

ta) — n(t
77( 2) 77( 1) Z ut($2,t2),
ty — 14

comme uz,(r2,t2) > 0, (ceci suppose que le minimum de u(.,t3) est
atteint & Dintérieur de Q), uy(zs,t2) > 6f(u(z2,t2)) = 6f(n(t2)). Par
Conséquent, en tout point ot n(t) est différentiable on obtient

dn
p7 > 6f(n).
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De la méme fagon, si M(t) := max u(.,t) alors on a
T

dM
)

ainsi
M
¢ > 1 i,
é f(s)

dans ce cas on obtient l'existence globale de la solution si

* ds

o f(s)

Q.

On remarquer dans notre cas, f(u) = u~™ ou e®*, la condition suffisante
(*) du théoréme 4.3 pour obtenir I’explosion de la solution est équivalente
a:

(1) v+m <0 (loi puissance)

(1) a= s > 0 (loi exponentielle)
m

4.2.2 Conditions de Dirichlet.

On associe a I’équation aux dérivées partielles du probléme (P) des
Conditions de Dirichlet non homogenes et sans perte de généralité on

peut se ramener a un intervalle = [0, 1].

Ut = uge +6f(u) z€Q,te(0,T)
(P u(z,t) =14 z € 00,t e (0,T)
u(z,0) =uo(z) z€

Comme ug(z) > 0 d’aprés le principe du maximum on a u > 0. Dans
ce cas on peut également montrer 'explosion de la solution du probléme

(P') sous une certaine condition sur la valeur initiale ug(z).
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Théoréme 4.4 Sous les hypothéses (i), (i1) et si ug est assez grand
alors toute solution du probléme (P') explose en temps fini pour tout
6>0.

Preuve. Notre argument de démonstration est une technique de fonc-
tion propre, introduite par Kaplan ([K]), combinée avec l'inégalité de
Jensen.

Soit A > 0 la premiére valeur propre du laplacien dans = [0,1] avec
des conditions aux bords de Dirichlet. Soit % la fonction propre pos-
itive normalisée correspondant & A, alors: —t,; = A, ¥ > 0 dans

Q, fﬂ P(z)dzr = 1 et yp =0 sur 99, alors on a la fonction propre suivante
Y(z) = gsin Tz, A=

Soit le changement de variable v = u — @, alors le probleme (P') est
équivalent a,
ve =vgr +6f(v+1u) z€Qte(0,T)
(P") v(z,t)=0 z €0Q,t€(0,T)

v(z,0)=vg=up—u €L

On multiplie ’équation aux dérivées partielles du probleme (P") par

1) puis on intégre sur {2, on a

(/Q '”bdw)t - /Q vesPdr + 6 /Q fv + @)pdz,

=/Qm/)ud:v+6/9f(v+ﬁ)¢d$,

d’apres 'inégalité de Jensen et le fait que dz est une mesure de prob-

abilité, on obtient

(/med:v)tZ—Afnm,bd:c+6(f</ﬂvwdm+ﬁ>).
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Soit w = fQ vipdr, alors w vérifie I'inéquation différentielle suivante
we > Of(w+ ) — Aw.

Il est clair que, la fonction w — & f(w+1)— Aw est positive pour w assez

grand et vérifie les conditions de notre corollaire, alors on a explosion en

temps fini pourvue que / votdr soit assez grand.
Q

Pour conclure cette partie, on étudie un cas particulier du probléme
de Dirichlet (P') ot f(u) = u~= avec v+ m > 0. Le probléme avec
conditions aux bords de Neumann peut étre traité d’une facon similaire.
D’apres le théoréme 4.1, il est clair que le probléme stationnaire associé
a (P') admet une unique solution pour tout § > 0. Alors dans ce cas la
solution du probléme (P') n’explose pas en un temps fini si v +m > 0.
En effet, soit M(t) := I:?e%( u(.,t) et supposons que u explose en un
temps fini £ = t* < oo, alors M(t) — oo quand ¢ — t*. La solution

U= u(M(t),t) vérifie:

ut(M(t),t) o (M(t),t) +6 f(u (M(t),t)) < f(u (M(t),t)),

puisque u;; < 0 en chaque point ou u atteint la valeur de M. D’autre

part on a

(w(M).1)) = u, (M0),8) + e (M), ) M) = e (M (1))

car v admet un maximum. Alors on obtient 1'inéquation différentielle

ordinaire suivante

%u(M(t),t) < 6f<u(M(t),t)).

On intégre cette inéquation différentielle sur (0, t*), sachant que v+m >

0, on a t* = +o00. Ce qui contredit I’hypothése et montre que M(t) est
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défini pour tout t € [0,00). De plus & partir de 'inégalité (**) on a

u(z,t) — oo quand t — oo.

5 Existence globale des solutions en
vitesse controlée.

5.1 Conditions thermiques de Neumann.

On sait que d’apres la formulation en vitesse controlée, le probleme

est modélisé par une équation parabolique nonlocale:

f(u) e
(fQ f(u)dm) "

A laquelle on associe ’état stationnaire suivant

f(u) -
(fQ f(u)d:c)m

otr f(s)=sPoue®®,p>0,a>0,6 >0et m>0. La condition initiale

(@)

ut_u:‘:z:(5

(@5)

—Ugg — 0

uo(z) est supposée positive. Alors en utilisant le principe du maximum
on en déduit que u(z,t) > 0 dans Q x [0,T).
En premier lieu on associe aux équations paraboliques nonlocales (Q) et

(QS) une condition de Neumann homogene, u; = 0 pour z € on.

e e o F8)

(QS) (Jo Fwyda)™"
u, =0 z € 0N

z €1

On peut remarquer que si on a une solution stationnaire en vitesse
contrdlée c'est équivalent de dire qu’on a une solution stationnaire en

contrainte controlée.
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En effet, soit w la solution stationnaire en contrainte contrélée, alors

w satisfie ’équation différentielle (5):
l fw)
mFL"
(fQ f(w)dw)

—wgze = 01 f(w) = & (/Q f(w)dz)m

Avec § = &, (fQ f(w)d:c) m+l, il est clair que w vérifie une équation du
type (@S). L’inverse est évident. On sait (section 4) qu'’il n’existe pas
de solutions stationnaires en contrainte controlée, sous des conditions
de Neumann homogeénes. Alors pour le méme type de conditions aux
bords, Le probléme en vitesse controlée (QS) n’admet pas de solutions
stationnaires. Ainsi toute solution du probléme (Q) est non bornée, soit
elle existe pour tout ¢t > 0 et u(z,t) — oo quand ¢t — oo ou bien elle

explose en un temps fini.

Théoréme 5.1 Supposons, [,ue(z)dz < +oo, soit u la solution
de P’équation (Q)) sous les conditions aux bords de Neumann , si
lu(z,t)]y — oo quand t — T, alors T = oo, ou |u(.,t)|i =

fQ |u(z,t)|dz.

Preuve. Soit u(z,t) une solution de I’équation (Q) sur 2 x [0,T). Sup-
posons que T' < oo, alors ||u(.,t)]|; explose en un temps fini, 7. La

solution u(z,t) vérifie

o
Ut — Uy = Wf(u), (51)

ot K = [, f(u)dz. Intégrons directement 'équation (5.1), on a

(/Q u(ac,t)dm)t = % >0, dou |u(.,t)|l; = |luoll,- (5.2)

D’autre part en utilisant ’inégalité de Jensen on obtient
6 ) 6
<

(/Q u(:v,t)d:v)t = Tm S [f(fﬂ u(z:,t)da:)]m < [f(fg uo(m)d.r)]ﬁ,
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car f est croissante. Alors si on intégre entre 0 et ¢ on aura

lluC, )l <

( Umzmﬂ

Ainsi, quand t — T & partir de (5.3) on a

mt + [lwolly- (5.3)

)
400 <

= [#(lhuolly) ]

Ceci contredit notre hypothese, donc on a T = oo.

=T + [[uoll; < +oo. (5.4)

5.2 Existence de solutions stationnaires sous
les conditions thermiques de Dirichlet.

Dans ce qui suit, on associe & ’équation parabolique nonlocale (@)

une condition de Dirichlet non homogene.

ug—um::rﬁ f(u) — | 3369, tEIO,T)
@ (Vo f(wdz)

u=1 r€ed, tel0,T)

u(z,0) = ug(x) z €

Auquel on associe le probléme stationnaire suivant

gy =6 f(w) _—
(Q5) (fn f(“)dw)

U=t z € 00

z e

D’aprés la théorie classique des équations aux dérivées partielles
([BT)) on a:

1. Pour tout up € L%(Q) et supup < +o0 , le probleme non local
(Q) admet une unique solution classique, non prolongeable, sur Q x
[0,T) ot T = 400 ouT < +oo et }%u(x,t) = +o00.
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2. Toute solution de (@) ou de (QS) est positive pour z € Q (¢ > 0)
3. Pour @ = {z: —a < z < a},

(a). Toute solution de (QS) est symétrique et décroissante,

(b). Si ug(z) est symétrique et radialement décroissante, alors la

solution du probléme (Q) ’est aussi.

Soit ) = (—1,1), sans perte de généralité et pour des raisons simple de

calculs on suppose % = 0, dans le cas de la nonlinéarité exponentielle.

Alors toute solution de (QS) est symétrique et u = u(z) vérifie

f(u)
(QS) by +5( u)dm)
uz(0)=0 wu(l)=0

=0 z€(0,1)

Théoréme 5.2 Soit f(u) = e*“, alors le probléme (QS) admet une

unique solution pour tout é§ > 0.

Preuve. le probleme (QS) peut s’écrire comme suit

{ Uzz + 65m+1 =4 (5.5)
u(0) =0 , u(1)=0

1
ou K = 2/ e*dr. On multiplie (5.5) par 2u, puis on intégre entre 0,

0
avec uz(0) = 0 et z, on obtient

au(z:)

e
1:(‘7:) + 2é‘}'('m+1 = 26}'{m+1

Qe

26
w(e) = o

[eauc . au(z)] (56)
ol u(0) = u. est la température au centre de la bande. Par intégration

de I'équation différentielle (5.5) sur l'intervalle [0, 1], on a

uell) = — 5 (5.7)
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Pour = = 1 on peut résoudre les équations précédentes pour K inconnu,

donc on a

8 au,
— (e 1) (5.8)

Puisque u(r) < 0 sur (0,1), de (5.6) on a

26 % du
MaK*Hm:_L ; (5.9)

(ec\ruc — eau

Kl—m !

=

1
En posant v = (e"‘“c — e"‘“) ’ , le membre de droite de (5.9) peut étre

calculé facilement:
] _% Ue _%
I= —/ (eo”‘“ — eo’") du = / (e"’“c — ea’> ds
0 u(zx)

e—_o:;:._g ln[l + (]_ — ea(“(z)—uc))%]
1 — (1 — ex(u(@)=u)) %

«

Une évaluation de I’expression (5.9) en z = 1 donne

= KR [ U= o)

En utilisant (5.8), l'expression (5.10) devient

1

o) B 221;:+1 eﬂuc(l _ e—auc)'—"—;*i (ln[l +(1- e~ %) 3 ])l—m

1—(1—e o)z

(5.11)
Pour étudier le sens de variation de la fonction §, on pose z = V1 — e™%%¢

avec u. € [0,+00) et dans ce cas é est définie par

22m+1 zm+1
1-22)m

142
1—2

§=6(z) = mhm[ |, otzelo)

44



Chapitre 1. Etude de la formation de bande de cisaillement dans ... 45

On remarque que la fonction § = §(z) vérifie lintl) 0(z) =0, lin} 6(z) =
+00 pour tout m >0 et 6(2) >0 V z € (0,1). D’autre part on a
pmFl m 142
- Bt
(2) a (1—z2)m+l In 1—2

{2(1 -m)+ ((m+ 1)@ +2mz> InH s z]}

— Z

pour m > 0 on a 6'(z) > 0 pour tout z € (0,1) donc § est fonction
strictement croissante. Les observations faites ci-dessus sont regroupées

dans le diagramme de (6, u.) suivant:

)

beta=0.4, alpha=4, 0.4, 0.2

800

600

400

Fig.1.9: Vitesse fonction de la température au centre da la bande.

Il reste a discuter l’existence et 'unicité des solutions stationnaires
u(z). D’apres la figure précédente, Pour chaque constante § fixée (con-
trainte de cisaillement) le probléme admet une unique température
maximale, u(0) = wu.. Les solutions stationnaires sont uniquement

détérminées & partir de (5.9) o1 on exprime z en fonction de u(z) :

aKm+1 f““ ds
28 w() [eauc _ eas]% ’
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z=z(u) =

e—auc Km+1 | i all (1 _ ea(u(m)—uc))%
2%a n[l (- ea(u(x)-u.:))%]

La dérivée,

—aucKm+1 1
x'(u)-—-—\/ae = - <0.
(1 u ea(u(w)—uc)> 2

Comme z = z(u) est une fonction continue et dérivable avec z'(u) <
0, alors z(u) est bijective, la fonction réciproque z~'(u) existe et de
méme sens de variation que z(u). Ainsi il existe une unique solution sta-
tionnaire u(z). Comparons nos resultats avec ceux de Leroy et Molinari
(cf [LM]) on obtient les mémes profiles de température pour différentes
valeurs de la température centrale:

[uc=2] | ue=3| ﬁc=4|

-0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1.2

Fig.1.10: Distribution de la température pour différentes valeurs uc.
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Théoréme 5.3 Soit f(u) = u? avec p > 0, alors le probléme (QS) admet

une unique solution pour tout § > 0.

Preuve. le probleme (QS) peut s’écrire comme suit

Uz + 6 ™ 0
{uz(O) __ng_u(l) =1 (5.12)

En faisant le méme raisonnement que le précédent on a;

6

ve(l) = = 55w

1
ou K = 2/ uPdz. On multiplie (5.12) par 2u, puis on intégre entre 0
0

et z, alors
2 wbti(z) uft!
25 .
uz(z) = S R A €)) (5.13)

ot u(0) = u.. Pour & = 1 on résout les équation précédentes pour K in-

connu, donc

_ 8
S ép+1)
Puisque u,(z) < 0 sur (0,1), de (5.13) on a

\/(p+1)Km+1 / T u,,H]_ (5.15)

L’intégrale du membre de droite de (5.15) peut étre calculé pour y :=
u

[urt - it (5.14)

—, alors on a
N
/ 5 = —uc'_ﬁ'z/ —Ll (5.16)
T ST
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Soit le changement de variables suivant v := [1 —yP*1]3, donc (5.16) de-
vient
9 ., f-vTE
p+1 0 [1 — v2]7 ¥

Ainsi en £ = 1 on btient

[1-(E)r*2 dv 2
§= — K™ty 1™ / P S 5.18
p+ 1 ( 0 [1 — v2]75t ) (5.18)

En utilisant (5.14), l’expression (5.18) prend la forme suivante

2m+2 m+1 z dv 1—m
§ = 5(2’) — ﬁl—u-z—'T_j,—(/ —;_L‘) 5 (519)
p+1 (1 — 22)5F1 Mo [L —v?]PH
ouz=[1- (uic)pﬂ]% et pour u. € [&,00) on a z € [0,1). La fonction

§ = 6(z) défine par (5.19) vérifie liII(l) 6(z) = 0, lirri 8(z) = +oo pour
tout m >0et 6(z) >0 V z€(0,1). Deplusona

! — 2m+2ﬁ1—u - z
&)= 22) / [1—v2]P+1 " 9(2),
g(z):l—m+[(m-|—1)(1—i)?+1 +2;:"I(1—z2 / [l—vz]pﬂ'

On en déduit que hm g(z) = o 11m g(z) = 400 pour tout m > 0 et
g'(z) >0 Vze(0, 1) Donc 9(z) S 0 et par conséquent §'(z) > 0.

Les observations faites ci-dessus sont regroupées dans le diagramme
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(8, u.) suivant:
S p=1/2, 1, 3/2

1207
100F
807
a0y
40

20%

Fig.1.11: Profil de la courbe (4, u.)

Comme pour le cas de la fonction exponentielle, p(;ur une valeur fixée du
parametre é correspond une unique valeur de la température centrale,
u. (Fig 1.11). Alors la solution stationnaire correspondante u(z) est

déterminée a partir de (5.15), ce qui exprime z en fonction de u :

(p+1)K™tl 1, E"gl dy
r= — o Ue 2 —
1 [1-yrH]e

R ikl 1= u(z)\ P+t u(x)y Pt
e = o0 = T () 7 - (™)

En utilisant la température maximum u. comme un parametre fixé et
comme la fonction z(u) définie par ’expression précédente est bijective,

alors on en déduit qu’il existe une unique solution stationnaire u(z).
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Examinons brievement le cas m = 1. On considére le probleme
général (QS) avec f(s) = s™” ou eP*. Alors les solutions stationaires

u vérifient

f(w)

Ugr + 6 ==0 YereQ, u=d zedl (QS)

La solution du probléme (QS) peut s’écrire sous forme u(z; A) avec
Uze FAf(w) =0 —-1<z<1, u(*l)=a (5.20)

ou 6 vérifie;
§= ( / f(u)dx)2/\.
Q

En premier, intégrons (5.20) entre -1 et 1 et en utilisant le fait que

uz(1) = —ug(—1),on a

4 2
6 = Tus(1) (5.21)

Finalement, intégrons (5.20) x u, entre 0, o u,(0) =0, et 1;on a
M
6= 8/ f(s)ds, (5.22)
ou M(A\) = u(0;\) = mea()zc u(.;A). Comme [5° f(s)ds = oo, la figure ci-

dessous montre ’existence et 'unicité de la solution maximale M pour
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tout 6 > 0.

8 m=1

Fig.1.12: Solutions stationnaires pour m = 1.

Par conséquent il existe une unique solution stationaire u(z) pour tout

6 > 0. De plus u — o0, uniformement sur tout compact de 2, quand

6 — oo.
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6 Solution non stationnaire en vitesse

controlée.

6.1 Cas de la loi puissance.

Théoréme 6.1 Soit f(s) = s?, p > 1. Pour toute condition initiale

uo(z) > 0, le probléme (Q) admet une unique solution bornée sur §2 X

[0, 00) pourvue que m > 0.

Preuve. Supposons i = 0, en utilisant une idée de Bei Hu et de Hong-

Ming Yin ([HYY)), le cas dépendant du temps, admet une unique solution

globale. En effet, soit ¢ > 1 tel que;

1
¢

1
e —=1
q

En utilisant l'inégalité de Holder on a les estimations suivantes;

1

/Qup"'ld:v = /Qup—luzda: < (/Q uzqdac)%(/Q u(p—l)q*dm)q_;

Si on choisit ¢ > p, alors on a;

1 1 1 1
l-===>1->=== =¢ <p’
q q p D
— Hup_l e :/u(”_l)q*dz
q* Q

Ceci implique que

/u(p—l)q‘dmg (/ u(p—l)p'dm)%"'
Q

Q

P S(Lu”dz)%—

52
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alors I'inégalité (6.1) est donnée par;

/9 uP*dy < ( /Q uzqu)%( /Q u”d:v)’;_l. (6.5)

En multipliant ’équation aux dérivées partielles par u puis on intégre

sur 2 on a:

p+ig
(3 [wae) + e s 2L (g
Q t Q (fQ uPd:L')

Par 'inégalité (6.5) on a;

@ =

oo fpensy o

(fﬂ uPdx

On choisit p > 2, alors par 1'inégalité de Jensen on a;

Y

u?ldx
(_;_/Quzdw)ﬁfnuidx <<s(§fQ d (;P)ﬂ_ (6.8)
Qu2 z

Maintenant, on donne une estimation du membre de droite de 'inégalité

(6.8).
@) = (@) = (2 [ w©ue(erde)’ (6.9

< (2/{;|u| qu|dm)q

Par I'inégalité de Cauchy Schwarz on a;

()| g{z(/ﬂ uzdw)%(L uidm)%]q (6.10)
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de 'inégalité (6.10) on a;
_m

(%/Quzdx)t+/ﬂu§dwgza(/ﬂ uf:d:v)%(L utdz) 7. (611)

En utilisant 'inégalité de Young suivante,

1
ab < va® + —b*
4y

avec un choix convenable v = % alors;

(%/gzuzdx)t+lzuidz§/Quidx-f—y(/{; uzdx)_pma
(o) solfoa o

Intégrer (6.12) entre O et ¢ on a ;

A== (6.13)

o t)l < [267(1 = )t + fluoll,™

Alors pour tout 0 < t < T < +oo et up € L*(Q) on a une solution
globale & partir de 'expression (6.13).

Pour étudier le comportement asymptotique de la solution, on intro-

duit le probléme auxiliaire suivant

{ —'(bz:z = /\¢7 €
$(0) =9(1) = 0.

Sans perte de généralité, on suppose que [, ¥(z)dz = 1. Alors

P(z) = %sin(mc),- et A =’
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L’étude du comportement asymptotique de la solution du probléme
(@) se réduit & résoudre une équation différentielle nonlinéaire ordinaire
dans IR. Plus explicitement on a:

Soit u une solution du probléme (Q) dans Q2 x [0, T). Multiplier ’équation

aux dérivée partielle du probleme (@) par 9 et intégrer sur € on obtient

updr) = -\ | updzr 46 ——r
(o) = fo (Jo FCu)aiz) ™

2

comme () < g, ona [, f(u)dz > —/ f(u)pdz. Puisque f est con-
m™Jao

vexe et idx est une mesure de probabilité, alors par I'inégalité de Jensen

on obtient la formulation suivante

6*

( /Q uzbdx)t < -A /Q updz + [f (fg uz/)d:l:)]m

. 7w\ mtl ] .
ou 6* = (—> 0. 11 est clair que si on pose

2
Y()= / u(z,t)y(z)dz,
Q
alors Y (t) satisfie 'inéquation différentielle suivante

Y'(t) < =AY (¢) + 6*Y*(¢).

1

S'il existe to > 0 tel que Y(to) = Yy # (%}) ™ alors si on intégre

'inégalité précédente sur (¢9,%) on a

*

) 8*
1—-v 1-v _ —-A(1-p)t
Y < S+ (5 - 5 )e -
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Comme le coefficient d’adoucissement thermique v < 0 alors la solution

est globale et y bornée.

1
1-v

tl_i»rgo/gu(m,t)t/)(:v)dxg ((%*) T < oo.

6.2 Cas particulier de la loi puissance (0 <p < 1).

Soit 0 < p < 1 (i.e., m + v > 0). On considére ’équation (Q) a
laquelle on associe une condition aux bords de Dirichlet ou de Neumann

et une condition initiale appropriée,

f(v)

U(—HI;E:& Dl ,$€Q,t>0
(PN) (Jo f)dz)

=0 x € 0Q,t >0

u(z,0) = uo(z) z €Q

avec f(u) = u~= et m + v > 0. D’abord, supposons que ’équation
(@) ne présente pas de terme de diffusion, alors la solution u(z,t) = u(t)
vérifie

(1-v)é

u(t)' ™" = om+1

t+ug™”,
donc, si v > 1 on a explosion en temps fini, sinon (v < 1) alors la solution
existe pour tout t > 0 et on a tlim u(t) = oo.

—00

Soit u = u(z,t) la solution du probléme (PN) et supposons dans un
premier ordre v > 0, dans ce cas f est une fonction décroissante. Soit

n(t) := melg u(., 1), alors n vérifie 'inéquation différentielle suivante
T

dn f(n)

dt — (.[Q f(u)d$)m+l’
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comme f est décroissante, on a f(n) > f(u) d’ott

d77> ] 1

a2 (py) ™

d’ou;

t < 2";+1 /nn(t) (f(s))mds,

1-v)é
(2m_:_/1) t+ny"", et la

fonction n est définit pour tout ¢ € [0,00) et tlim u(z,t) = +4oo. Si
—00

ot g = n(0). Si0 < v < 1, alors p(t)'™* >

v > 1 alors dans ce cas on a explosion en temps fini,

= 2"::1 /+°° (f(s)) "ds < +oo.

No

Supposons maintenant ¥ <0 et m+v > 0. Comme p=—-% <lona
1— L il P
uPdzr < |Q] ”( uda:) =N p( uda:) :
Q Q Q
D’ou

(/Q udw) = ¢ > : s = 2nf+y (/Q udm)”.

C (Joflwyde)” T 20-pm( [, udz)

u’ etona

Alors a(t) = 3 [, u(z,t)dz vérifie 4, > o

ot > [Gerat] ™.

il suit que la solution est globale et explose en temps infini.
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6.3 Cas de la loi exponentielle.

Théoréme 6.2 Soit f(s) = e*® avec a = % > 0. Alors pour toute

condition initiale ug(z) > 0 telle que ||(uo)zll, < +o0 et m > 0, le

prob]éme (Q) admet une unique solution bornée dans Q2 x [0, 00),

1(uo)zll,” = fo (uo)2da.

Preuve. Soit u(z,t) la solution du probléme (Q) qui existe dans §} X

[0,T).
S Sy WY 'y
@ (Jo eonda)
u(z,t) = redNtel0,T)
u(0) = ug z €N

On peut se ramener & une condition aux bords homogene (u(z,?) =

0 pour z € ) quitte & faire un chagement de variable v = u — u.

On multiplie ’équation aux dérivées partielles du probleme (Q) par

u; puis on intégre sur Q, sachant que u = 0 sur 9, on a

i La 4 g 5§ d o\~
/Qda: 2dt/ 2 do ﬂdt(/ dw) .

Soit E[u](t) la fonctionnelle de Lyapunov définie par:

E[u](t) = % /Q u2dz + %( /9 eaudac)-m.

Alors %E[u](t) = - / uldr < 0, la fonctionnelle

Q
décroissante le long de la trajectoire de temps et on a

1 2 6 ou 3. N\~ L
-2-/Quzda:+ﬁ(/ne d:c) < Eluo] = E,.

o8

E[u](t) est
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Y

on en déduit que

/ uidw < 2FE,.
Q

D’autre part on a

Ey < %/Q (uo)id:v+2—mg-,

d’apres 'inégalité de Jensen. Alors on en déduit que

/Quﬁdxﬁ/ﬂ(uo)idw-l-2l—m%.

1
u(z,t) = —/ ue(€,t)dE, puisque u(1,t) =0. Alors

by
2

ju(, 8)] < / juglde < (1 —m)%(/: u2de)’,

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. D’ol

1 0= ([ 500’ <1 [ ()2

ainsi pour tout ¢ € [0, +00)

D=

. 6
)l = s1p i, )] < [2(u0)sll,” + 227" 5] < +oo.

B

Par conséquent u(z,t) existe globalement et y bornée.
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7 Etude des solutions pour la loi
d’Arrhénius.

7.1 Introduction.

On considére les problémes paraboliques ci-dessous, déduit a par-
tir du premier principe de la thermodynamique (2.4), appliqué pour
un matériau obéissant & une loi de comportement de type Arrhénius
(2.12). Apres formulation du probléme en contrainte controlée (respec-
tivement en vitesse controlée) on obtient le probléme (P) (respective-

ment le probléme (P') ):

U = Ugp +6H(u) z €8, t>0
(P)} u(z,t)=1 red t>0
u(z,0) =uo(z) z€Q

iy St b f—P o e t30
(J, #(w)d)

(P')
u(z,t) =1 red, t>0
u(z,0) = up(z) r €Q
ol u représente la tempérarture absolue, @ = (—1,1). 6,m sont des

constantes positives et ¢ est une fonction positive continue croissante

qui est définie par
é(s) = exp(—g) pour tout s € (0, 00)
s

ol o désigne une constante strictement positive. En premier temps, on
va discuter l'existence de solutions stationnaires associées aux problemes
(P) et (P)'. On remarque qu'il est difficile d’obtenir des solutions sta-
tionnaires classiques, pour cela on cherche & démontrer l'existence de

ces solutions au sens faible et par des théorémes de régularités ([B]) on
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montre que celles-ci sont classiques. Dans la seconde partie on étudie les
problémes d’évolution (P) et (P)’.

7.2 Existence de solutions stationnaires au
sens faible.

Dans cette section on s’intéresse aux solutions du probléme suivant:

(67

—Upy = se u+1 dansQ
u € H} ()

On désigne par H} () la fermeture de C1(Q2) dans H(R2), avec

HY(Q) = {u € L?(Q);3g € L*(Q) tel que [, uvgdr = — [, gvdz Vv €
c,}(sz)}.

Théoréme 7.1 Soit ¢ telle que 0 < ¢(u) < 1 Vu €IR Alors il existe u
solution au sens faible de

O

(Pf){ —uge = Se u+1 dansQ
u € HA(Q)

En vue de démonter ce théoréme, nous avons besoin du théoréme du

point fixe de Schauder:

Théoréme (Schauder) Soit K un convexe fermé d’un espace de Banach
et T une application définie de K dans K. Si T est continue et compacte
sur K, alors T admet un point fixe.

Pour la démonstration de ce théoréme on se référe a [GT] ou [H].
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Preuve du théoréme 7.1. Pour tout v € L?(Q) positif, ¢(v) € L>(Q2)

et d’apres le théoreme de Lax- Milgram, il existe u unique telle que

8%
—ug, =6e Yt+1 dans Q.
u € H}(Q)

On peut donc considérer 'application T' qui & tout v € L*(Q) asso-
cie Punique solution u du probléme. Montrer I'existence d’une solution
au probléme (Ps) revient donc & montrer que T admet un point fixe.

Vérifions & cet effet, les conditions du théoréme de Schauder:
1- Montrons qu’il existe R > 0 tel que T(B(O; R)) c B(0,R) c H'(O).
Soit v € L3(2), T'(v) = u.

(07

/uzwmdm=6/e_v+1wd:v Yw € Hy(Q).
Q Q

On prend w = u, alors

&

/uidxzé/eqv‘*‘ludac
Q Q
1 1
36/ |u|dm§\/§6(/ u2d:c)2 §26(/ uidm)z,
Q Q Q

par l'inégalité de Poincaré. Ainsi on a |lu|lg1q) < R = 26, alors u €
B(0,R) c H}(). Donc V v € L*(), T(v) =u € B(0,R) C H'(Q);

T(B(O,R)) c B(0,R) c H'(Q).

92- Montrons que 'application T : B(0,R) — B(0, R) est compacte.
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On sait que H'(Q) < L%(f) avec injection continue et compacte, on
en déduit que T(B(O, R)) est relativement compacte dans L2?(Q2), donc

T est compacte.
3- Montrons que T est continue.

Soit une suite w, € L*() telle que w, — w dans L%(2). On pose

T(wn) = un et T(w) = u, on montre que T(w,) — T(w).

o'}

/(un> vzd$=5/e_wn+1vdx Vv € HA(Q).
Q = Q

D’apres le point (1) on a |[usllgigy < R, comme H'(Q)est
réflexif, on peut extraire une sous suite (unk) qui converge vers
u* dans H'(Q) faible. Comme H!(Q) < L%*(Q), alors u,, —
u* dans L%(Q) fort; il existe une sous suite extraite notée encore

(unk) telle que u,, — u* p.p. D’autre part w, — w dans L?(Q), il

existe une sous suite extraite (wnk) telle que w,, — w p.p dans Q.

D’apres le théoreme de la convergence dominée on a:

a4 (8

e Wntly e wtly dans L*(Q).

Par ailleurs (uy, ), — u} dans L%(Q);

/(unk)zvzdwﬂ/u:vzd:c.
Q Q

Donc u* vérifie le probléme suivant

u* € H}(Q)

Jq vivedz =6 [ e W+ lydg
par unicité de la solution on en déduit que u* = u.
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un, — u dans H}(Q) faible
Un, — u dans L?(Q) fort

de plus par unicité de la valeur d’adhérence de (u,) on a

up, — u dans H}(Q) faible
u, — u dans L2(Q) fort

T vérifie les conditions du théoréme du point fixe de Schauder, le

probléme (Py) admet une solution au sens faible.

Théoréme 7.2 Supposons que les hypothéses du Théoréeme 2.1 sont

vérifiées et que ¢ est lipschitzienne. Alors la solution du probléme

2
(Py) est unique si 6 < %—.

Preuve. C’est une démonstration par ’absurde, pour cela Supposons
que u et v sont deux solutions de (Py), alors Vw € H}(£2) on a

/quwxda:=6/g¢(u)wda:,

/vawmda;=6/n¢(v)wdm,

ou ¢(s) = e S+1. En faisant la différence de ces deux équations et

(8]

prenons w = 4 — v OnN aura:

| w=vzdz=s [ (66 = 60) = e,

en utilisant le théoréme des accroissements fini, il existe £ € (u,v) tel

que (u) — p(v) = ¢'()(u —v),

| =iz =s [ # @@=y
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4
(&) < N=a'(2_ = —. Dot
aveccb(ﬁ)_sgplw ¢(5 ~1) = —5. Dou
46
—v)2de < — —v)%dz.
/Q(u v)zdz o7 Q(u v)“dz

Alors de I’inégalité de Poincaré on en déduit

/(u—v dw<—/(u—v2dx< i/(u—v)idm
Q e a

a partir de notre hypothése on a (u—v); =0 p.p dans Q et comme u,v &€
H}(Q) on a u = v p.p, de plus comme H(Q) Cc C(Q) alors u =

v partout.

Remarque 7.1 Retour aux solutions classiques de (Pf). On montre
qu’une solution faible de classe C? sur ) est une solution classique.
En effet, supposons que u € C? ([—1, 1]), u(—1) = u(1) = 0 et vérifie

«

/umwmdm=6/e—u+1wdx, VwEC’,}(]—l,l[).
Q 9)

En intégrant ’expression précédente par partie on obtient

/ (um+5e—uil)wda§=0, VweC(}(]—l,l[)
Q

comme C} (] -1, 1[) est dense dans L?(—1,1) alors on a

o
Uz + fe ut+1l =0 p.p. dans €,

enfin partout puisque u € C2.
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Remarque 7.2 Si u est solution stationnaire du probléme (P), alors

u est solution stationnaire du probléme nonlocal (P'), et inversement.

En effet, soit w la solution stationnaire du probléme semi-linéaire

(P), alors w satisfie I’équation différentielle suivante:
$(w)
m+1
( Ja gb(w)d:z)

—wer = 619(0) = &1 ([ ow)dz)™"

m+41
Avec 6 = 6, ( Jq qb(w)dm) , 1l est clair que w est solution stationnaire

du probléme nonlocal (P'). L’inverse est evident.

Remarque 7.3 On sait qu’il n’existe pas de solutions stationnaires pour
le probléme semi-linéaire parabolique (P) si on impose des conditions de
Neumann homogenes aux bords, u; = 0 pour ¢ € 9. Alors pour les
mémes types de conditions aux bords, Le probléme parabolique nonlocal
(P') n’admet pas de solutions stationnaires. Ainsi toute solution du
probléme (P) et (P') est non bornée, soit elle existe pour tout ¢ > 0 et

u(z,t) — oo quand t — oo ou bien elle explose en un temps fini.
7.3 Cas des solutions non stationnaires.

Considérons d’abord le probléme (P)

Uy = Uzz +6d(u) z€Q, t>0
(P){ u(z,t)=1 zed, t>0
u(z,0) =up(z) €

On peut ramener le probléme (P) & un probleme équivalent avec con-
ditions aux bords homogenes, soit

0]

uf:uu+6e—u+1 ref, t>0
u(z,t) =0 red, t>0
u(z,0) = up(z) —1=1ug(z) z€Q

(P1)
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Théoréme 7.3 Siug € L?(Q), alors le probléme (P) admet une unique
solution bornée dans Q2 x [0,00), V § > 0.

Preuve. On multiplie I’équation aux dérivées partielles de (P1) par

u puis on integre sur

«
(l/uzdw) +/ uidm=5/ e v+ lude.
2 Ja t Ja Q

En utilisant 'inégalité de Poincaré,

/uzd:c §2/ uldr,
Q Q

alors, on a

a

- _ : a8

(l/uzdw) +-1-/u2d:c§6/e u+1|u|dz§5/ luldmgé\/i(/ uzda:)z,
2 Ja t 2Jg Q 0 Q

par I'inégalité de Cauchy- Schwarz. Alors on a

(%/ﬂuzd:c)t+%/nu2d:cS\/§5(/Qu2dw)%-

De l'inégalité de Young, a b < va® + ;Lb2, on en déduit pour un choix,

1
2 1 2 2
(/udw) +—/udx§45.
Q t 2 Jg

1
En utilisant le lemme de Gronwall on obtient I’estimation suivante

VvV =

/ u?(z,t)dz < e—%t/ u'o(z)dz + 862 (1 — e'%t).
Q Q

Par conséquent, toute solution du probléme (P) est globale et y bornée,

de plus
Jim Jlu(t)]l; < 226 < .
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Le probléme nonlocal (P’) est équivalent au probléme suivant

=t + 6B S0 150
(P2) (fn ¢(“)d$)

avec ¢(u) = e utl,

Théoréme 7.4 Soit uy(z) > 0, alors le probléme nonlocal (P') admet

une unique solution bornée dans Q x [0,00), pour tout m > 0 et § > 0.

Preuve. Soit u(z,t) la solution du probléme (P2) qui existe sur 2 x

[0, T). Alors u(z,t) satisfie ’équation suivante

us — ugr = f(z,t), €, t€l0,T)

Km

, ! A )
s’exprimer par la formulation intégrale suivante

ou / f(z,t)dz = = et K = / #(u)dz. Alors la solution u(z,t) peut
Q Q

u(z,t) = /Q Bz — y, tyub(y)dy + f /ﬂ E(z -y, 8)(y,s)dyds,

1l —(-y)?

2\/56 % . On pose u(z,t) = wui(z,t) +

uq(z,t) , avec uy(z,t) = / E(z — y,t)uy(y)dy
Q

on E(z — y,8) =

ot
et uz(z,t) = / / E(z —y,8)f(y, s)dyds. Alors on en déduit que
0o Ja

w1 (s D)lloo < lltollon < llollee + 1.
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§ [ :
Ainsi, us(z,t) < Tom / sup E(z — y,s)ds. Puisque sup E(z —y, s) est
0 v y
intégrable sur [0, 00) pour tout z € , on obtient

6‘ o0
oo < Mty + o sup / sup E(z — y, 5)ds
K=o [
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Chapitre 2

Bandes de cisaillement
stationnaires

1 Introduction.

On rencontre ces bandes de cisaillement "adiabatiques” dans le cas
ou on a une faible croissance de la contrainte de cisaillement 7, aucun
changement de la déformation plastique v et lorsque le coefficient de
conduction themique varie (situation adiabatique). Pour un temps car-
actéristique (longueur de I’expérience) on distingue deux zones: une zone
locale ou les effets de conductions thermiques sont importants pendant
un certain interval de temps. une zone extérieure non affectée par la
diffusion de la chaleur pendant le temps caractéristique. On pourra sup-

poser I’adiabaticité notamment aux limites.
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2 Stationnarité.

On suppose que la longueur de la bande de cisaillement tend & de-
venir stationnaire au cours du temps caractéristique (Chapitre 1, fig-
urel.2 stade 2). Dans ce cas la vitesse de déformation plastique 4 peut

étre supposée indépendante du temps:

;7('7"775) - 7($)

3 Formulation du probléme.

On néglige les effets d’inerties, cependant l’accélération est nulle dans
la zone de localisation donc 7, = 0 => 7 = 7(t). La loi de comportement
du matériau, si on néglige le durcissement est donnée par une loi linéaire

en température qui est définie par:

-~ ~

;:%0(1_%90)(%)’“ (21)

ou a est le coefficient d’adoucissement thermique (0 < a < 1) et m

est la sensibilité & la vitesse de déformation. La contrainte n’est définie

que pour 1 —a=— > 0, ce qui conduit a une limite sur le domaine de
0
variation en température,
. O,
0 < —.
a

el ~ Q~ rd . . rd 7
70, 00,70 représente respectivement une contrainte de référence, une

température de référence et une vitesse de déformation de référence.

On considére ’équation de conservation d’énergie déduite du premier

principe de la thermodynamique:
pc®; = kOz; + f7y  ze(—d,d), t>0 (2.2)
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On procéde alors & une analyse dimensionnelle du probleme en intro-

duisant les nouvelles variables suivantes:

T .7
, = =— et 7= le
TR

P o

¢
t:—, Tr =
te

Le temps a pour facteur d’adimensionnalisation le temps caractéristique
de conduction thermique
pcd?

t, est temps pour lequel les effets de conductions sont significatifs sur

te

toute ’épaisseur de la bande. La contrainte est normalisée par la con-

stante de référence Tg:
~ m
TR = To (’Yo tc) :

Le systéme d’équations gouvernant le processus de localisation de la

déformation plastique s’écrit sous la forme adimensionnelle suivante

=0,
{ 8, = 8,, + 874, (2.3)

ot ’on a introduit la constante adimensionnelle § qui est définie par

P
pcBOq

La forme adimensionnalisée de la loi de comportement (2.1) s’écrit
r= (1 - a@) 4™ (2.4)

D’ou

0= 212(1_;)' (2.5)



Chapitre 2. Bandes de cisaillement adiabatiques au stade ... 73

4 Analyse et comportement asymptotique
de la solution.

'.7m(0), ot ¥(0) est la
T

On introduit une nouvelle variable wu(z) =

vitesse de déformation au centre de la bande de cisaillement, qui est
inconnue, a déterminé plus loin et on a la condition u(0) = 1. Donc

I’expression (2.5) devient;

1 TU
0= _(1 - ) 2.6
a 7™(0) o
On dérive (2.6) une fois par rapport a t et deux fois par rapport a z ,
alors on a;
u
O = —— 7y,  (ug =0)
t a5 (0) ! ¢ -
B, = =y .
== T agm)

En substituant les expressions (2.7) dans ’équation d’énergie adimen-

sionnelle (2.3) on obtient une équation & variables séparées:

-2 =~ 4 agym(0) uT R (2.8)

T

Donc les deux membre de 1’égalité (2.8) sont égaux a une constante £

que 'on déterminera plus loin.
—% =¢ = 7(t) =70e %% (2.9)
Pour le deuxiéme membre de (2.8) on a;
~Upp + @by (0)u~w = éu. (2.10)
Introduisons deux nouvelles variables u; et ug (variables de phase) telles
{ Uy =u
Uy = Ug
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Donc 1’équation (2.10) prend la forme suivante:

(u2)e = —ur +au; ™, (2.11)
ol a = aéy™*1(0). D’ou le systéme suivant;

{(ul)z = ug

-
(ug)eg = —€uwy +ou;, ™
Alors on a;
duy  dup duy dug =i
Tt uzdul =—fu+au, ™, (2.12)

puis par intégration de (2.12) on obtient;

1 am
uj = —'2'51‘% +—

1 1
5 ul w4 e (2.13)

On sait que pour £ = 0, on a u; = u = 1 et up = 0 par symétrie du

profil de 4(z).

1 am
te _ ¢
= =t
D’ou (2.13) s’écrit:
2 2 2am =i
us +{uy =€+ l—m(l_ul ) (2.14)

S . —1l4 -1
Onsupposepour:c>00nau1=;Y—m%:—;->1, =->u1"'+ >y ™=

1 « 1,5 0 <m < 1. Alors on obtient une équation approchée, dont
u”

la trajectoire associée dans le plan de phase (v/€u,u2) est un arc de

cercle centré en 0 et de rayon R =€+ A.

uy + Eul =€+ A, (2.15)

74



Chapitre 2. Bandes de cisaillement adiabatiques au stade ... 75

2
ou A = im . On peut définir (2.15) par la représentation paramétrique
suivante:
VEus =+EF Xcos¢
Us =&+ Asin¢
Y9
&
0 > Uy
Fig.2.1: Trajectoires de phase.
Alors;

VE(u)s = VE+ M(—siné - ¢.) = VEuz
= \/Z\/.f—{-—)\singb

= ¢, = V& = ¢ =—-VEx+c* Pourz =1o0naul) =
0 = sin¢g =0, d’ol ¢ = /£, donc ¢(z) = /(1 — z), alors;

u(z) = ui(x) = ”1 + %cos VEQ - 1) (2.16)

On procéde maintenant a la détermination de la constante d’intégration
€.

Notons que la solution exacte passe par le point (u; = 1,us = 0) pour

z = 0. On suppose que ¢ est suffisammment faible pour que la solution
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us, obtenue pour ¢ = 0, soit proche de /€ + X. La valeur prise par la

solution en x = 0 vérifie:

duq

E—UQ— {—{—)\sm\/_

On a ug est donc trés proche de /€ + A au voisinage de ¢ = 0 si

£ =2 Do,
u(z) =4/1+ ﬂcos —(1 — ). (2.17)

Il reste & déterminer la vitesse de déformation 4(0) au centre de la bande
de cisaillement, pour cela on exprime la condition & la limite en vitesse,

v =V pour z = 1, sous la forme de I’équation intégrale suivante

/ =

_ W,
fol u—mdz

d’ou;

7(0) =

Ainsi on obtient une solution approchée pour ’équation (2.5) qui est

donnée par:

2
1 Toe-!‘l_ 4\
tz)==[1-2 1A= —1— ] 2.18
o(t,2) = | ETOR A ab1Ceto] B CED)
Alors pour le comportement asymptotique on a;
1
thm Ot,z) = - (2.19)
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142.857

142.857
142.837

142,857
-1

Fig.2.2: Profil de la température.

1913
1913
1913

1913

-1 -0.5 6.5 1

Fig.2.3: Profil de la vitesse de déformation.
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Chapitre 3

BCA non stationnaires

1 Introduction.

On suppose dans la suite que la vitesse de déformation y dépend
en plus de la variable ¢. Dans ce cas & partir du premier principe de
la thermodynamique ((2.2), Chapitre 2) on obtient une équation aux
dérivées partielles semi-linéaire parabolique en température, ou toutes

les variables sont sous formes adimensionnelles:

O;— 0. =6(1—a®)" % z€Q, t>0, (3.1)

ot Q =[-1,1] et 6, a, m sont des constantes positives. © représente la
température absolue dont le domaine de validité est restreint a: 0 < 0 <
~. Si ©(z,t) existe pour tout ¢ > 0, alors on dit qu’on a une solution
globale. Sinon, s'il existe un temps, t* < +oo tel que max{ O(t,z): = €
Q} - . quand t — t*, dans ce cas on dit qu'on a une extinction de la
température en temps fini ([Kal).

Le phénomeéne d’explosion en temps fini, montre que la solution est in-
finie quand ¢ approche le temps d’explosion t*, qui est fini. Le phénomene

d’extinction est relatif et proche de celui d’explosion, seulement la solu-
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tion reste bornée, mais ses dérivées explosent. Naturellement la raison
de ce comportement de la solution est di en effet, a la singularité du
terme non linéaire dans ’équation (3.1).

On associe a ’équation (3.1) des conditions aux bords thermiques de
type Dirichlet: @ = 1 pour ¢ € 0f2 et une condition initiale appropriée
O(z,0) = Op(z) telle que 0 < Op(z) < %. On étudie Vexistence et
P'unicité de solution stationnaire de I’équation (3.1). Une question se
pose, peut-on atteindre la constante de singularité en temps fini ? Alors

pour examiner ce comportement on va transformer ce probléme en un
probléme d’explosion ([AK]).

1.2 Formulation du probléme.

On considére (Fig.1.3, Chapitre 1) le cisaillement simple d’un
matériau thermoviscoplastique d’épaisseur constante 2d suivant 1’axe
0z et d’extention infinie suivant ’axe 0y. Cette couche occupe la région
entre les plans Z = —d et £ = d dans le domaine Zyz et le cisaillement
est effectué suivant la direction 0y, uniformement en § et z de fagons que
tous les champs gouvernant notre systéme ne dépendent que de Z et ¢
seulement. On suppose que les effets d’inerties sont négligeables, cepen-
dant ’accélération est nulle dans la zone de localisation de la déformation

plastique, donc a partir de ’équation de la quantité de mouvement on a
Tz = phy = =s. 7@, b= 7 @)
On considére le cas d’un matériau sans écrouissage dans la loi de com-

portement est décrite par une fonction linéaire en température, définie

par l'expression ((2.1), Chapitre 2).
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1.3 Analyse dimensionnelle.

On procéde & une analyse dimensionnelle des variables dépendantes

o _ry : : : ©
et indépendantes: soient les changements de variables suivant; © = oo
. 0
Fooo 73 t
T:;_—;,’y:’ytc,ngett:E.

En remplacons toutes ces nouvelles variables dans ’équation (2.2) du

Chapitre 2, on obtient I’équation semi-linéaire parabolique suivante:

O — Oy = 6(1 —a®)" ™ (P)
24 &
{ To g : A .
ou b = 5 5i on impose un controle en contrainte 7(t) = 7.
pPco

Dans un premier temps on va étudier l'existence de solutions station-

naires classiques. Soit la fonction ¢ définie par
-1 1
#(O)=(1—a@)™ ™ pour O € [0, E)

Soit f(z) (< 1) une solution stationnaire de I’équation (P) qui est

C?(Q). Alors f vérifie

0= f"(z) + 5¢(f(z)) _1<z<l (S)

On remarque que ’équation (S) n’admet pas de solutions si on impose
des conditions de types Neumann homogenes, u, = 0 sur 9.

On associe & I’équation (S) des conditions de types Dirichlet f(£1) =
1. Alors, comme ¢ > 0,0n a f’ <0, f > 0sur Q et f admet un unique
maximum en Z € (—1,1). Soit ¥'(0) = ¢(O). Alors f est solution de

.;_[f’(g;)]z + 60 (f(:v)) = 8¥(fo)
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ot fo = f(Z). On remarque aussi que g(z) = f(—=z) est solution de
I’équation (S) et de

%[f'(_:,;)]z + 60 (f(—;v)) = 8U(fo)

Alors on a

f+1=1—-’73=\/—12—3/1f0 [‘I’(fo)—‘l’(n)] dn =0,

de plus, on a f(z) = f(—z),(cf [GNN]), par conséquent, il existe ex-
actement une seule solution pour (S) vérifiant f(0) = fp. Ainsi, pour
0<z<1, f(z)est donnée par

-1
2

f(2)

Vaba = [ [who) - ¥n)]
et f(z)= f(—z) si—-1<z<0.
2 Solutions stationnaires.

Dans cette section, on présente des résultat d’existence et d’unicité
de solutions stationnaires. On commence par étudier ’existence de solu-
tions stationnaires classiques. certains résultat sont probablement con-

nus. ([JL] ont étudié le probléme pour une dimension n > 1). Soit
A KL 1
#(0)=(1-a0O)" ™, 0§@<E.

Soit f(z) (< 1) la solution stationnaire de (S), qui est C? on
(-1,1). Alors f vérifie

{f”(m) +86(f(2)) =0, -l<z<l
F(1) = 1.
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On multiplie 1’équation différentielle par f'(z) puis on intégre sur

(0,z) on obtient I’expression suivante:

om g f(p)) At = om
a(l—m)(1 f()) a(l —m)

Théoréme 3.1 (i) Si 0 < m < 1, il existe une constante §(m) telle que

% fl@)? + (1—afo)"** (3.0)

(S) admet deux solutions stationnires pour 0 < § < §(m), une solution
si 6 = 6(m) et pas de solution pour § > é(m).

(i) Si m > 1, il existe deux constantes §*(m) et §(m) avec 0 < §*(m) <
§(m) telles que (S) admet exactement une solution si 0 < § < §*(m) ou
§ = &(m), deux solutions si §*(m) < § < &(m) pas de solutions si
§ > é6(m).

(iii) Si m = 1, il existe une constante & telle que (S) admet deux

solutions stationnires si § = §, et pas de solutions si § > 6y.

Preuve. Pour démontrer ce théoréme, on distinguera trois cas: 0 < m <

IL,m>letm=1.
(1) cas 0<m<1:

De ’équation (3.0) on a,

[( (‘”)) ]l (%m )[(1 afo)

ou fo = f(0) dénote la température au centre de la bande de cisaillement.

= G

Comme f'(z) < 0 sur (0,1), & partir de I’expression (3.1) on a

~1'@) =\ sy (1)~ —af@) =] 32

qu’on peut écrire sous la forme suivante;

26m & df
W[ 2=~ (3.3)
a(l —m) '/0 (1—af0)
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L’intégrale du membre de droit de ’expression (3. 3) peut étre calculé en

posant g = 11__6”{0 ralorssi ] = —/0 — 4 T
(1-afo)™
on a
m+41 %ﬁl dg
I= (]. = (If{)) Am % . (34)

[V

Soit u = (1 — ng_l) , alors (3.4) devient

I= =" (1~ afo) 3

T=m)e . (3.5)

(=)™

En particulier pour z = 1, f(1) = 1 et & partir des expressions (3.3) et
(3.5) on a

—~af(x m—1
om 1 /(1—%%» -

5:5(ﬂ)=2m(1_“)1'"ﬂ(1 a)—%(/ou(—d“—l)z, (3.6)

(l—m)a 1_u2)1—m

ouu = \/1— (_af )_—etmfo €[l,2),onad € [0,1). On remarque
que la fonction § = é(#) défine par (3.6) vérifie §(0) = 0, luq 6(i2) =0et
6(@) > 0 pour @ € (0,1). Les dérivées montrent qu'il existe un unique

maximum pour lequel la fonction § prend la valeur §(m). En effet,

§'(i@) = 20(1 - @) P () /

(1- u2)1

S (e ~2\— 12 mj:1~ i aiu Zm(l*a)m_ﬂ
ot g(@) = (1-a?)"Tw — UfoTz)r_;etC: (1—ma

Pour déterminer quelles valeurs de ¢ (autres que 0 et 1) qui annulent la

dérivée, on étudie le sens de variation de la fonction g:
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on a ¢(0) =1, l1m1 g() = —o0 et

. il =/ d
g'(@) = (1 - a?)=w - 25 Ol B
1-m J, (1 —u?)T=m

donc il existe un unique 4y € (0,1) tel que g(do) = 0. On en déduit que
§'(@) > 0sia € [0,u] et 8'(d) < 0sid € [tp,1), par conséquent le point
(tip, 8(iio)) est I'unique point maximum de la fonction 6. Les observations
faites ci-dessus sont regroupées dans le digramme de bifurcation (6, %) ci

dessous, ou é est définie par

. 2m(1 —a) o2 mit (11 3 g\?
5 s Ll L8y
(@) (1 —m)a G e 2T-m 2"
ou F (., .;.;.) est une fonction Hypergéométrique de deuxieme espece

définie par la représentation intégrale suivante:

5 1 - _____ b—1 c—b—1 a t
.F(a, b; ¢; z) F(b)F(c s / "1 —1) (1—tz)"d
et T(2) = [;° s*"le™*ds avec Re(z) > 0.

6 O<m<1

Fig.3.1: Contrainte fonction de la température maximum.
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Il reste a montrer I'existence des solutions stationnaires f(z). D’apres
la Fig.3.1, on sait que pour une valeur donnée du parametre 0 < § <
6(g) = 8(m) correspond deux températures centrales f(0) = fo, et
pour § = §(m) il existe une unique température centrale. Les solutions
stationnaires sont uniquement déterminées par (3.3), pour lesquelles on

exprime « en fonction de f(z) pour un fy donné par (3.6). Explicitement,

l—m) df
T 2%m ~/; —afo)ﬂ';—1 —(1—af)mT_1]%,
E =120 = 5(12—"—17{)( —afo)F u .7-'(§ .171_%”2)

ot u(z) = \/1 — ( ! —a;{;))Tm.

(it) cas m > 1:

De la méme fagon que le point (z) on a;

(@) ] = om0 -as@™ —a-am™] @)

Comme f'(z) < 0 sur (0,1), de (3.7) on obtient I’ expression suivante:

, B 26m Bt -~ 1
~f@ = g (=N T - =af) ] (38)

qu’on peut écrire sous une autre forme:

26m . df
am=T1) = —[; [ T e afo)"‘T‘l]% (3.9)
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L’intégrale du membre de droite de (3.9) peut étre calculé en posant

g:ll_af et soit Iz—/ df —, alors
—a m— m—1 2
’ O 1) - (1 -afe) =
on a
ﬂ.’i'_l 1;_“(':!: dg
I=(1—-afy)?m (3.10)

S A
L)

Soit v = (g e 1) * alors lexpression (3.10) donne

|~

—af(z) =1 L

9 - [(L2le)y = —1)2

I: ———m (]_ fafo)T-"%l' .
a

=) (1+v*)=-Tdv.

0

26m

Donc pour tout ¢ € [0,1] on a I = z, en particulier pour

a(m —1)
z = 1 on peut exprimer § (contrainte) en fonction de la température
m—1
centrale fy, c’est a dire en fonction de v = (11_;2‘,0) R |

2m(1 —a)ir;l;_1
(m —1)a

m<41 v 1 2
§=6(0) = (1+ 172)_"%—-_1(/ (1 +v2)mdv) , (3.11)
0

pour fo € [1,1), o € [0,00) et la fonction § = §(3) défine par (3.11)
vérifie §(0) = 0, &(%) > 0 pour ¥ € (0,00). En utilisant la regle de

st
2m(m —1)(1 —a)™

(m+ 1)2a

IHopital on a _ lir-ir_l 8(9) = = 6*(m). La dérivée

est donnée par;
§(5) =200+ #g(6) [ (14017,
0

2m(1 —a)% o(5) = (1452) 727 — L 5/"’(1 +o?) T do
(m—1)a ™1 Jo :

La fonction g vérifie g(0) =1, lim ¢(9) = —o0,
v—400

ouC =
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9) = 51+ )77 - 25 [ (14 ) e e 0(60) = (1 +

m—1

#?)7 17! < 0. Donc g’ est stictemement décroissante et comme g'(0)=0
alors ¢'(9) < 0 pour tout & € (0,+00) et on en déduit que g est
décroissante, par conséquent il existe un unique @, € (0,+00) tel
que g(v) = 0. De plus, 6'(8) > 0 si & € (0,8) et &'(%) < O si
& € (D9, +00). Donc §(%) = 6(m) est 'unique maximum de la foction é.

A partir de (3.11) la fonction § est donnée par 1’expression suivante

2m(l —a)™ 92 (1 1 3 _,\2

5:6~: L — )
D= " De Gy \PTom' ) (312)

Les observations faites ci-dessus sont regroupées sur la figure de bifurca-

$

tion suivante:

m>1

Fig.3.2: Solutions maximales pour m > 1.

Comme pour le point (2), il reste a discuter I’existence de ces solutions
stationnaires f(z). On a montré ci-dessus (Fig.3.2), pour une valeur
donnée du parametre § € (6*(m),8(m)) correspond deux températures
centrales f(0) = fo, et pour § = §(m) ou § € (0,5*(m)] il existe

une unique température centrale. Les solutions stationnaires classiques
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f(z) sont uniquement données par (3.9), ce qui nous permet d’exprimer
z en fonction de f(z) pour une valeur de fy laquelle est déterminée par

(3.12). Alors il suit que:

o a(m —1) /f" df
N 26 1 m-—1 %,
"N - —(1-afo)%

=)= et 0 (i ).

ou v(z) = \/jl + (11__(1({;:))

(72i) cas m=1:

Alors f satisfait I’équation différentielle suivante

') +6(1—af(z))™'=0 O<z<]1,

fl(o)y=0, f(1)=1.

On multiplie I’équation différentielle par f' puis on intégre entre 0 et « :
q p p g

%[(f(w))lr - gln(l —af(z)) = —gln(l —afo), (3.13)

()] = Z i 314

Comme f'(z) < 0 sur (0, 1), on en déduit de (3.14) ’expression suivante:

—f(z) = \/5 Jlmi=elE) fco) (3.15)
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qu’on peut écrire aussi;

/26 /’: df
—r=—- | /.
a 0 1 1— (lf
n
1—afo
Le membre de droite de (3.16) peut étre intégré en posant u =
l—af

1—afy’

(3.16)

alors

1- aj F
ﬁw— L0 afy) / e (3.17)

ainsi, si on pose v = VInwu on a

In 1” £
1,}—$— ].—(If(]f e’ dv, Vzel0,]1] (3.18)

en particulier pour £ = 1, f = 1 on exprime § comme fonction de
1=
v = lnl—a(;O’SOit
~ 2 2 —232 K v? 2 ~
§=46(v) = a—(l —a)’e ( e dv) , € [0,400). (3.19)
0

On remarque que la fonction ¢ définie par (3.19) vérifie §(0) =
lim 6(9) =0, 6(9) > 0 pour tout & € (0,00) et ayant pour dérivée;

v—+oo

§(5) = 2(1— a)'e"g(5) /

ou ¢(v) = % —26/ e”zdv, vérifiant ¢g(0) = 1, ~1ir‘|{1 g(%) = —o0 et
0 . v—+00
de dérivée ¢'(v) = —2/ e dv < 0. Donc 3! 59 € (0,400) tel que
0

89



Chapitre 3. BCA non stationnaires 90

g(99) = 0, ainsi §'(v) > 0si o € (0,7) et §'(9) < 0si v € (Do, +00) alors
le point (g, &), out 6(%) = 6o, est I'unique point maximum de la courbe
représentative de 8, voir la figure 3.3. Apres intégration du membre de

droite de (3.18) et une évaluation en z =1 on a

6= 8(fo) = 31~ afo)? [Erf(z'1/1n(11:—a“m)r, (3.20)

ou ¢ représente le nombre complexe usuel et Erf est la fonction erreur

qui est définie par
2 [* _p
Erf(z :-/ e~¢ dE,
T A

m=1

BOT
60T
40T

207

Fig.3.3: Solutions maximales pour m=1.

Pour conclure cette démonstration, la solution stationnaire f(z) est
donnée par (3.18), qui exprime z en fonction de f(z) pour une

température centrale fy calculée a partir de (3.20):

z=2z(f) = \/;—g—:(l—-afo) Erf(z 1/111%2).
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3 Extinction de la température en temps
fini.

On considére le probléme suivant

0;—0,,=8(1-a0)"% zeQ, tel0,T),
(P)< O(z,t) =1 t€d, telo,T),
O(z,0) = Op(z) >0 r €.

Soit le changement de variable u =1 — a®, donc 0 < u <1 et vérifie le

probléme (P1) suivant:

Ut — Ugy = —bau™P ref, te[0,1),
(P1)S u(z,t)=1—a zed, te|0,T),
u(z,0) =1—-aO(z) z€Q,

ot p= - > 1. Dans ce cas (P1) développe une singularité quand u ap-
proche la valeur zéro. Alors ©(z,t) est solution du probléme (P) si et

seulement si u(z,t) vérifie (P1).

Théoréme 3.2 Soit u(z,t) solution (u; < 0) du probléme (P1). Alors

u tend vers zéro en temps fini si m <1 (ie, ® — 1)

La condition de décroissance de la fonction u(z,t) peut étre vérifiée
si on suppose que ug satisfait; (ug)zz — dauy? < 0, alors on déduit a
partir du principe du maximum que u; < 0. En vue de démontrer ce
théoréme, on transforme ce probléme (P1) en un probléeme d’explosion
([ABY)), a partir de la on applique la méthode de concavité pour le nou-

veau probléme d’explosion.

3.1 Méthode de concavité ([Ch)).

Soit A un réel positif et L = L(t) une fonction positive . Supposons

que

(z) <0, L' >0,
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i.e., la fonction L™* est concave et de dérivée initiale positive, alors la
courbe d’équation L™* coupe I’axe des abscisses et donc L explose. Plus

précisement en utilisant la propiété des fonctions concaves on a:
!
L~(t) < L7(0) + (L-*) (0)¢ = L™(0) — AL>~1(0)L'(0) t.

Alors le temps d’explosion de L est borné par

L0  _ L0

= AL=*=1(0)L'(0) ~ AL'(0)’

Maintenant, on cherche une condition suffisante pour que la fonction

L~ soit concave:

(L—,\)' Y
(L"\)" = _X(=A = 1)L 2L _ AL

= AL [LL" - (A + 1)L’2] .

Alors on a la condition nécessaire suivante

LL" —(A+1)L"* > 0.

Preuve du théoréme 3.2 Soit v(z,t) := h(u(z,t)), ou h est une fonc-

tion de u & définir plus loin. Alors,

vy = h'(w)us = b (u)uz, — dah'(u)u™?, (3.21)
vy = h'(u)ug (3.22)

et
Vs = h'(w)ugg + h"(u)ul. (3.23)
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Alors;
vy = vgz — B (w)ul — Sah' (u)u"P. (3.24)

Ainsi pour transformer le probléme (P1) en un probléme d’explosion, on
choisira la fonction h de telle maniére que h(u) tend vers ’infini quand
u tend vers zéro. Soit par exemple v = h(u) = u? avec § > 0 &

restreindre plus tard. Alors;
B(u) = —Bu~BtD et b"(u) = B(B + 1)u~ P+ (3.25)

Donc v vérifie le probléme (P') suivant:

) vt:vu—(ﬂH) : 6ﬁu reNt>0
(F) v(z,t)=0= ﬁ:_ﬁ z €9Q,t>0 (3-26)
v(z,0) = vo(z) = ug(z)™? z €S

Remarquer quand u est décroissante et approche la singularité zéro, alors

v est croissante et devient non bornée (explose).

Lemme 3.1 Soit la fonctionnelle d’énergie suivante:

00 / i | (3.27)

Alors E est décroissante le long de la trajectore de v, de plus on a

Efv(z,1)] < Elvo()]

Preuve. Il est clair, comme v est croissante, la fonctionnelle d’énergie

E est décroissante, en effet;

6l = [ {vrvee = 80805 .}
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2
_—_——/vtzd:n—ﬂ_'t_l/&Utdl'ﬁ_/vtzdivgo'
Q B Qv Q

De plus on a:

/(: /Q v2dzdt + Elv(z,t)] < Eve(z)]. (3.28)

On revient & la démonstration de notre théoréme et supposons en plus

que;

1 SaB2 pt2p+1
E[UO] — §L(Uo)zd$— I)—}—-—;Z—HLUO F ‘ d.’t SO (329)

Soit F une fonction définit par:

F(t) = /0 t /Q v?(z,t)dzdt (3.30)

alors;
F'(t):/v2(:1:,t)d:c (3.31)
Q
t
=/ (/ vzdaz) dt+/v§dm (3.32)
0o ‘Ja g Q
t
=2 / / vv,dedt + / vadz (3.33)
0 JQ Q
et

F'(t) = Z/vitd:c. (3.34)

On remplace vy par son expression de ’équation aux dérivées partielles

du probléme (P'), alors on obtient:

F'(t) =2/vi”d:1:—2£—'B—;—1)szdx+26aﬂ‘/s;vzﬁ#da:, (335)
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F'"(t) =20 /aQ vpdz , (2ﬂ +1) / vide + 25aﬂ/ " dz (3.36)

LB+
4 3 [v]
28 +1 p12841 "
+25a(ﬂ—2ﬂm)/(;v B da:+2v/an ’del', (337)

on sait que par (3.28) et (3.29) on a:

t
Ev] < —/ /vtzdmdt
0o JQ

t EiZéil
F"(t) 24(2ﬂ+1)/ /v?dmdt-{-%ae/ v da:+2f)/ v, (3.38)
B 0 Jo Q a0

ou ¢ est une constante positive. En effet,

e=pf-— 2ﬂpf_2'§_}_1 >0<=>p+2ﬂ+1>2(2ﬂ+1)(=>ﬂ<1’;—1avec

p > 1. En utilisant 1'inégalité (3.38) on a;

F(t) - F"(t) :4(2ﬂﬂ+ 1 /Ot/nvfdmdt /Ot/ﬂv2d:vdt

+2F{6ae/ e 1d$+6/ v,,.} (3.39)
Q a0
et
t 2
(F'(t))2 = [2/ /vvtd:cdt+/vgda:] (3.40)
0o Jo Q

=4(/0t/9vvtd:vdt)2
+4(/0t/9vvtdzdt) (fnpgdx) + (/Q vgdw)z. (3.41)
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On sait que pour tout a et b positifs ou nuls on a I'inégalité suivante:

2ab < a? + b%. Donc en utilisant cette inégalité on a

(F'(1) <6( /0 t /Q vvtd;z:dt)z +3( /Q vgda:)2, (3.42)

et par 'inégalité de Cauchy-Schawrz on a:

(F'(t))? SG(/Ot/Qvfd:cdt> (/Ot/Q&dxdt) +3(fQ vgdx)2. (3.43)

Alors;

F(t) F"(t) - -2(2—[;;1—)(1?')2 > 2F{6ae/ﬂvﬁ%f_ﬂdz e 6/89 vz}

- 2(—2%4“—1)(/9 v?,da:)z. (3.44)

En utilisant I'inégalité de Jensen on obtient:

2(26+1)

F(b)- F'() - =53

(F')? > 26acF - (F')" + 26 ( /

)7

- %(/ﬂ v(z,dw)z, (3.45)

ity = EE2BHL 5 1
On suppose de plus que [, vz < C ou C est une constante et [, vidz <

co. Alors pour v suffisamment grand F' vérifie I'inégalité suivante

F@#)-F'(t) —(1+a)(F')2 >0 (3.46)

35
d’équation F~%(t) est en dessous de sa tangente en tout point. Alors on

"
ot a = 2£2 donc (F"'(t)) <0 = F7°(t) est concave. La courbe
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a explosion en temps fini par la méthode de concavité. Par conséquent

O atteint la singularité % en temps fini.

Théoréme 3.3 Supposons m > 1, si § > é(m), il existe des valeurs
initiales ©g(z) < % (réguliéres) pour lesquelles © s’etteint en temps fini
(©(z,t) — L quandt — T < o).

Preuve. Les changements de variables: w = {-(0 —1)etz — Jz + 3

transforment le probléme (P) en un probléeme équivalent (Q) :

-1
wt_wzz=6l(1—w) g T e (Oal)a tE(O,T),
(@) § w(0,t) =w(1,t) =0 te (0,T)
w(z,0) = wo(2) = 1% (@o(z) —1) =z €[0,1],
ou 6 = : 46&_,2__,__1_ . Soit Y la fonction définie par
=
1
Y(t) = / w(z,t)y(z)dz
0
2
ou 1 est la premiére fonction propre normalisée (Dirichlet) de T On

multiplie ’équation aux dérivées partielles de (@) par ¥ puis on intégre

sur (0,1) et en utilisant I'inégalité de Jensen on a

L
m

Y'(t) > —n°Y + 6 (1-¥) " =6).

On choisit wy(z) voisin de 1 (90(1:) ~ %) tel que G(0) > r, ou r est
la plus grande racine de G. Alors Y'(t) > 0 et G(Y (¢)) garde un signe

constant, ainsi

tdy Y do il do
t < — < / — < / < 00
o GY) ™ Jyw G(o) ™ Jyw) G(o)
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pour tout ¢ dans U'intervalle d’existence. Alors w atteint la singularité 1

en temps fini.

3.2 Conditions de Neumann.

Un autre cas qu’on peut discuter brievement est le probleme de Neu-
mann. On associe maintenant a ’équation (3.1) une condition de Neu-
mann homogene ©,(z,t) = 0, pour z = +1 et une condition initiale,

alors © vérifie

O;=0,,+6(1—a®) = ze€t>0
(N){ ©4(z,t)=0 z€0Nt>0
G‘)(.’L’,O) = @0(.’1)) T € Q

On remarque que ce probléme n’admet pas de solutions stationnaires,
alors toute solution peut atteindre la singularité % soit en temps fini
ou en un temps infini. En effet, si on intégre I’équation aux dérivées

partielles de (N) sur = (—1,1) et en utilisant I'inégalité de Jensen on

a
2 il
o, 25(1—(1@) o
_ = I
on O(t) = 3 / O(z,t)dz. On intégre l'inéquation différentielle
-1
précédente entre 0 et ¢ on obtient:
mtl m+1
= m = m m
L < (1- a
(1 a@) o (1 a@o) ab(m+1)"

ainsi on atteint cette singularité pourvue que

m+1
m = ™
>T= ——— (1 — !
t2T ab(m+1) (1 aOO)
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3.3 Explosion de 6, en temps d’extinction.

Comme application des théorémes cités ci-dessus, on montre que si
© atteint la singularité % alors ©; explose. On utilise une modification

de 'argument donné par Friedman ([FM]).

Définition 3.1 On dit q’un point z € Q est un point d’extinction s’ il
existe une suite (t,,z,) € (0,T) x Q telle que t, — T, z, — z et

O(tn,z,) — — quand n — oo.
a
Lemme 3.2 Q = [—1,1] est convexe. Alors I’ensemble des points
d’extinction est un sous ensemble compact de Q.
Pour la démonstration on se référe & [L].

Théoréme 3.3 Soit O(¢, z) solution du probléme (P), alors
11(m+ 1)aé

p 1 TEsy
(a) min®(t,2) < = — = [T —g)]

t)
(b) si Oy vérifie (Qg),z + 6(1 — aB)~% > 0 dans , alors il existe
une constante

A > 0 telle que

O; > \¢(09) dans Q" x (n,T)

ol (0)=6(1-aB) m et W ={ze€Q:|z—y|>n, yenN}

Preuve. Of(t):= ngg O(t, z) est localement lipschitzienne. En effet si
T

on pose O(t;) = O(t;,z;) pour i = 1,2 et h =ty —t; on a:
O(t3) — O(t1) < hO4(t1,21) + o(h)
il suit que O(t) est lipschitz continue. De plus on a:
O(t2) — O(t1) > hOy(ts,z2) + o(h)
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puisque O, ;(t2,z2) > 0, alors

O(t2,z2) > ¢(O(t2,22))

par conséquent on chaque point de {2 on obtient ©,(t) > $(0(2)) ie.,

O(t) > 6(1 — a®) =
Si on intégre entre t et T on obtient;
~ 1 mml
1-ab() 2 [(EN 7)™

d’ou le résultat.

Pour le point (), on remarque ¢ est continue et différentiable pour tout

1
0<O < -, onaaussi ¢'(0) >0 et ¢""(©) > 0. En effet, si on pose:
a

" G(t,z) = 0, — \§(0),

Gi =0y — A¢'(0)6y,

Goe = Ozt — A"(0)O2 — 1¢'(0)0O ;.
Donc G vérifie I’équation suivante:
Gy — Goz — ¢'(0)G = 1¢"(0)02 > 0.

Il suit du principe du maximum, que G n’admet pas de minimum négatif
dans Qr et d’aprés le Lemme 3.2 37 > 0 telle que 27 contient tout

les points d’extinction. Si on choisit 1 assez petit alors on a;

H(O)<Ch<oo sizedN, 0<t<T.
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Comme ©; > 0 dans  x (0,T) il existe une constante C' > 0 telle
que ©; > C > 0 sur la frontiere de Q7 x (n,T), donc pour A assez
petit, A < C%, on a;

G>0 dans Q" x (n,T).

Remarque 3.1

(1) D’apres le théoreme 3.3 (a) on obtient une estimation du temps

d’extinction, qui est donnée par:

+1
m m

<—" (1-ami T
TS Sam ) (1~ R ©02)

(2) D’apres le théoreme 3.3 (b) on en déduit que ©; explose pour le

temps d’extinction de ©.
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Chapitre 4

Etude d’un probléme nonlocal

présentant une singularité

1 Introduction.

A partir de I’équation du premier principe de la thermodynamique
((2.4) Chapitre 1), on définit une équation aux dérivées partielles
parabolique nonlocale dont on étudiera I’existence et l'unicité de so-
lutions stationnaires ainsi que le phénomeéne d’extinction. Soit © =
O(z,t) une fonction qui modélise la température dans 1’équation adi-

mensionnelle suivante:

Q;—0,, =A% ze(=1,1), t>0 (4.1)

. T ‘ o I . .
ou A = Rﬂ et toutes ces constantes sont définies au chapitre 2. La loi

pcOq
de comportement est donnée par une contrainte fonction linéaire de la

température:

T(t) = (1 = a@)ﬁ/mv
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A partir des conditions aux bords en vitesse et de ’équation de com-
patibilité cinématique ((2.5),(2.2) Chapitre 1), on obtient I’équation

intégrale suivante;

/ ydz = 2V,
Q

ot © = [~1,1]. On en déduit a partir de la relation précédente

Pexpression de la contrainte de cisaillement 7(t):

2amym

(/9 (1- a@)_#dw)m.

On substitue cette expression dans I’équation d’énergie (4.1) on obtient

Gt =

I’équation parabolique nonlocale suivante:

1—a®) =
Gt . (")zz =6 ( a@) m+1° (42)
(Jo (1 - 6®)~de)
m+1
ou § = )\(ZV) . On remarque que le second membre ’équation

] .0 , 1
(4.2) développe une singularité quand ©(z,t) approche la constante —.
a

Supposons que ’équation (4.2) admet une solution homogene, O(t,z) =

O(t), alors © vérifie:
@t = 6(1 - a@),

d’ou si on intégre entre 0 et t on a
1 —aB(t) = (1 — aBp)e” T+,

: : o [ L -
Donc O tend vers la singularité — en temps infini.
, a
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2 Conditions thermiques de Neumann.

Dans un premier temps on associe a I’équation (4.2) une condition de
Neumann homogene ©,(z,t) = 0 pour z € I et une condition initiale
réguliére O(z,0) = Oo(z) telle que 0 < Op(z) < L.

On considére alors le probleme parabolique nonlocal suivant:

6y — 8, =IO ___ (z,1) € 2 x [0, T)
(P) (Vo F(©)dz)

0.(z,8) =0 (z,1) € 3 x [0,T)

O(z,0) = Oy(z) z €

ou § est une constante positive, f est une fonction positive, croissante
définie par f(s) = (1 — as)~= ¥ s €0, D,m>0et0<ax 1
Remarquer en premier que si on a une solution stationnaire en con-
trainte controlée (Chapitre 3) c’est équivlent de dire qu’on a une solution
stationnaire en vitesse controlée. En effet, soit w la solution stationnaire

en contrainte controlée, alors w satisfie I’équation suivante:

f(w) :
(fﬂ f(w)d:v) e

—wae = &1 f(w) = 61 /Q f(w)dz) !

Avec 6 = 6 ( fQ f (w)dz) m+1, il est clair que w est solution stationnaire
de I'équation (4.2). La réciproque est évidente. On a remarqué (Chapitre
3) qu'’il n’existe pas de solutions stationnaires en contrainte controlée,
sous des conditions de Neumann homogénes. Alors pour le méme type
de conditions thermiques, le probléme en vitesse controlée, n’admet pas

de solutions stationnaires. Ainsi toute solution de (4.2) atteind la singu-

T LS :
larité —, soit elle existe pour tout t >0 et © — — quand ¢ — oo ou
a

a
bien elle s’eteind en temps fini.
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Théoréme 4.1 Soient Og(z) telle que 0 < Op(r) < 1 et O(z,t) Ia
: ‘ 1
solution du probléme (P}, alors tﬁm O, t) = -

Preuve. Soit ©(z,?) la solution du probléme (P) dans Q x [0,t*) et

supposons que O(z,t) — 1 quand t — t*, avec t* < oo.

Iutégrer directement 1'équation du probléme (P) on a

( /Q 6(z,1)dz) = &( [2 (O, 1)dz) . (4.3)

D’autre part, comme f est positive et convexe on en déduit & partir de

P'inégalité de Jensen la relation suivante:

(/Q @(wa'f)dﬂf)t < z,f_,_l /Q(l = aO(m,t))d:c, (4.4)

alors en intégrant (4.4) entre 0 et ¢ on obtient
aé
- t
/ (1 —aO(z,t))dz > e 2™m*! / (1 — aO(z))dz. (4.5)
Q : Q

En appliquant le théoréme de la convergence dominée quand ¢t — ¢* on

a
/ (1 -aO(z))dz <0, = Oy(z) = e pp. z €8
Q : a

ceci contredit notre hypothése et montre qu’on ne peut pas avoir extinc-
yp q P P

tion de la température en temps fini.
3 Conditions thermiques de Dirichlet.

Soit le probléme de Dirichlet suivant

0, -0, =6 f(®) —— (5,)€Qx[0,T)
(P') (Vo f(©)dz)

O(z,t) =1 (z,t) € 8Q % [0,T)

O(z,0) = Q(z) z €N
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On s’intéresse dans la suite & 'existence de solutions stationnaires clas-
siques associées aux probleme (P'). On note © = O(z) la solution du

probléme stationnaire (S) associée a (P'):

O(+1) = 1

1
avec K = / (1- a®) mdz = 2/ (1- a@)'#dx. Comme O;; < 0 et
Q 0

® > 0 sur (—1,1) donc il existe un unique maximum pour ©. D’apres
([GNN)) la solution du probléme (S) est symétrie par rapport au centre
de la bande, ©,(0) = 0.

Théoréme 4.2
(a) Si 0 < m < 1, Le probléme (§) admet une unique solution pour
tout 6 > 0.
(b) Sim > 1, il existe une constante C(m,a) telle que (S) admet une

unique solution si § < C(m, a).

Preuve. Pour la raison de symétrie, le probléeme (S) peut s’écrire de la

fagon suivante

(1—a@®) = A
@zz_l_é—_K_m_-!--l_— —0,

0,(0)=0, ©6(1)=1

On intégre I’équation aux dérivées partielles de (S) entre 0 et 1, sachant
que ©,(0) =0, on a:
6

0.(1) = — 57 (4.6)

D’autre part si on multiplie ’équation aux dérivées partielles de (S) par

20, puis on intégre entre 0 et z on aura;

26m
(1 —m)Kmtl

26m

a(l _m)Kvﬁ+1(1_aM)_"‘_,

(1-aB(a)) ™ —

0%(z) = -
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26m
2 —
0:(=) = S —myrm

[(1 _aM)FE _(1- a@(x))'"T“‘], (4.7)

ou M = ©(0) = max ©(z) représente la température au centre de la
T
bande cisaillée et m # 1. On distingue trois cas dans la suite: 0 <m <

I, m>1let m=1.

1T cas : 0 <m < 1.
A partir de ’expression (4.7) pour z = 1, on a;
82 26m

4Km a(l —m)KmH [(1 st

m

= — (1 - a)mT—l], (4.8)

ceci nous permet de résoudre I’expression (4.8) pour K inconnue:

Ki-m — m—g_l”m—)gu — aM)5 [1 = (11__“24) T], (4.9)
d’ou
8m 1 ke | 1—aM\P 12

K= || A=) H 1 (S55) T T aa0)

Puisque ©,(z) < 0 sur (0,1), & partir de (4.7) on obtient ’expression

suivante:

—0,(z) = \/a(1 _2::;@“ [(1—aM)%?-l - —a@(a:))mT_l] ?(411)

qu’on peut écrire sous la forme suivante;

“ "1 - a1~ @)%
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Pour calculer le terme de droite de I'expression (4.12), on pose y =

1—-a® ‘ do
l—aM,alorS—/ 1 -1 %
L [(1—aM)'-"m-‘——(1—a@)"'m]

1a6.1:
1-a

(4.13)

- —(1 — aM)%= /

g / 1 26m
soit z = 1—ym alors on a; a(l—m)K“‘“m

a(12— )(1 — aM)%= / (1 — 22)7-1de. (4.14)

En particulier pour z =1,©@ =1ona

26m _2m(1 —aM) B L2YET s
\/a(l —m)Km+1 a(l —m) / (0= 25)==d (4.15)

Q - 1
ou r = \/1—(—11:]1\’1

sion (4.10) dans (4.15) , on peut exprimer é en fonction de r;

En remplagant K par son expres-
2mt2m, 5 1 1-m
§=6(r) = ——r™*! — 2%)m-1 . 4.
(r) a(l—m)r (/0 (1-2%) 1dz) (4.16)

Pour M € [1,1),0ona r €[0,1) et la fonction § = §(r) définie par (4.16)
vérifie 6(0) = 0, lini §(r) = +oo0 et elle est positive pour tout r € (0,1).

D’autre part on a; §'(r) = Cp, a( - )m
p ( ) 3 fof' (l_zz)ml_—fdz

{(m + 1)/0'"(1 — zz)m_l——ldz +(1-m)r(l- rz)ﬁ} >0
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2m+im
a(l —m)
tions faites ci-dessus on en déduit le diagramme (6, r) suivant, ol § est

pour tout r et m dans (0,1) avec Cp, , = . D’apres les observa-

définie par

=

0" 20 40 60 ,80 100 120 140

Fig 4.1: Solution maximale pour 0 < m < 1.

Par conséquent, V § > 0 le probleme (S) admet une unique solution

maximale pour tout m € (0,1).

Il reste & montrer l’existence des solutions stationnaires O(z).
D’apres la Figure 4.1, on sait que pour une valeur donnée du parametre
6 correspond une unique température centrales ©(0) = M. Les solu-
tions stationnaires sont uniquement déterminées & partir de (4.12), pour
lesquelles on exprime  en fonction de ©(z) pour une valeur de r =

r(M) donné par (4.17). Explicitement on a:

\/(1 ) Kmt B AR gy
z= (1 = aM) :
26am 1 (1 m—l) H]
- y m
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et

2mKm+1 (1 - aM)
ab(1l —m)

ou u(z) = \/17— [1—%] ;m_.

2€¢ cas: m >1

= glu)=

On procéde d’une maniére similaire que pour le premier cas;

2, N 26m
0:0) = S nEe

[(1 —a®)" —(1-aM)™|.  (4.18)

A partir des expressions (4.6) et (4.18) on déduit que:

8m
1-m __
K ~a(m—1)8

(1-aM)'"T’1[(11_—a§‘M) "o, (a9

d’ou

1

K= [t T —an H (7o) T -1 @

Comme ©,(z) < 0 pour z € (0,1) on a;

—0,(z) = \/a(m f‘i’;’kmﬂ [(1 —a@)% —(1- aM)mm;l] ?(a21)

ou bien,

26m . do
E— L= — 1 (422)
Ja(m—l)l\ + /0 [(1—a®)mr;;1 _(1_aM)mn:1:|2
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On consideére le méme changement de variables que le précédent, c’est a
a@ T

dire y = 1_a®,alors_/z \ do ;
0 m-—112
| a
1t—aM

1—aM
= —(1 —aM) Zm / — 1)2 (4.23)

D s m—1 l 1 25771
ans ce cas si on pose z = \/y m — 1, alors T
£ v ’ a(m — 1)Km+!

—2—)(1—aM) = / g

a(m—1

(1 —|—z2)m Tdz, (4.24)

pour tout = € [0,1]. En particularisant z =1, =1o0n a

\/“(m —Zi?}{mﬂ - a(n2z (1 - aM) /r(l +2°)7Tdz, (4.25)

ou r = \/ ( 1]_';‘1‘”)1717‘1 — 1. En remplagant K par son expres-
sion (4.20) dans (4.25) , on peut définir § comme fonction de r;

r 1-m
§ = §(r) = C!, rmH ( / 1+ zhﬁdz) , (4.26)
0
. . 2m+2m )
on C,, = ——. Pour M € [1,-), on a r € [0,4+00), on re-
’ a(m — 1) &

(G-
marque que la fonction § = §(r) définie par (4.26) vérifie 11:_,0. <
T

é(r) < C:n’arz, donc §(0) = 0. Pour la limite en +oo, on calcule
d’abord l'intégrale du membre de droite de (4.26): / (1+ zz)ﬁdz =
0
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1 1 3 | c! . r? ]
rf(—,——;—;-—rz), alors 6(r) = ik —. En util-
2'1-m 2 1 _1 .3 2\™
7"(5’ =iz T
isant quelques transformations sur la fonction hypergéométrique ([AK1])
on a
2 C!
6("') = 1 -:‘_ r2 m,a . —,
F(Zmonidi i)
C:ﬂ 1\ m—1
lim 6(r) = t = Cra(B5)" = Clmya),
= Fs 130 "

donc cette constante est une asymptote horizontale pour la courbe

d’équation § = §(r). Etudions le sens de variation de la fonction §;

T

(/Or 1+ 22)71—_1dz)

8'(r)=Chna g(r),

oug(r) = (m+1)/ 1+ 22)31-_1dz-i—(l—m)7"(1—{—7'2)'m+T et ayant pour
0

dérivée ¢'(r) = 2(1 + 1"2)"-_1-'1"'1 > 0, donc g(r) > ¢(0) = 0, il suit que
&'(r) > 0 Vr € (0,+00). Par conséquent pour tout § < C(m,a) il existe
une unique solution pour le probléme (S) si m > 1 et pas de solution si

§ > C(m,a).

D’apres les observations faites ci-dessus, on en déduit le le diagramme

(é,7) suivant, ou é est donnée par

1-m
§=6(r)= C:n,ar2 .7"(%, — —rz) (4.27)
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5(x)
A

C(m,a)

B
.

r

Fig 4.2: Solution maximale si m > 1.

D’apres la Figure 4.2, on sait que pour une valeur donnée du parametre
6 < C(m, a) correspond une unique valeur de r (©(0) = M). La solution
stationnaire est uniquement déterminée & partir de (4.24), pour laquelle
on exprime ¢ en fonction de ©(z) pour une valeur de r = (M) donné

par (4.27). Explicitement on a:

/2mK""+’ 5 \/ T F 2y 1o
T= a6(1~m) —aM / (14 2*)m-1dz,

3 cas: m=1.

On associe au probléme (P') le probléme stationnaire suivant:

@(:I:l)_l

La solution de (S), qu’on dénote par © = O(z,7) vérifie:

O +7f(0)=0 —1<z<1, O(£1)=1

1 2

ou 6= (/ f(@)d:r) n et f(©)=(1-a0)"'. On intégre ’équation
-1

aux dérivée partielle de (S) entre —1 et 1, on a; ©,(1) — O,(-1) =
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1
—17/ f(©)de. Sachant que ©;(1) = —0,(—1), on obtient
-1

/_11 £(©)dz = —%ezu).

D’autre part on a aussi:

1 1
2/ 0,0,.dr + 27;/ f(©)de =0
0 0

- re@,n)
=21 [ fla)ds
: M(n)
avec 0,(0) =0 = @%—(1—) = 8/ ' f(s)ds, ou M(n) = 6(0,n) =
1

O(.,n). Dot
5 O D'

0n=3 [ fowos [ 124~ Bu(52)

M) = % u (1 L l)e_?

o

6000%
5000%
4000%
3000%
20007

1000%

0 20 40 60 80 100 120 140

Fig 4.3: Solution maximale si m = 1.
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1
Comme / f(s)ds = +o0, alors il existe une unique solution ® pour
1

le probléeme (S) V é > 0. De plus on remarque que © — 1, quand

a

6 — +o00, uniformement sur tout compact de @ = (—1,1).

4 Etude du probléme dépendant du
temps.

On peut utiliser les résultats d’invariances de Bebernes et Ely ([BE])

pour montrer que le probleme (P') admet des solutions Vé§ > 0.

Soit H : Qr xIRxIR— IR (z,t,0,p) — H(z,t,0,p) une fonction

holder continue d’exposants d, 3 d,d respectivement pour les variables
z,t,0,p.
Soit @ un opérateur définie sur C°(Q7) tel que @ : C*¥(Qr) —

C*(Qr) est bornée V& € [0,1] et @ : C°(Qr) — C*(Qr) est continue.

Définition 4.1 Pour v respectivement w € C%Qr), wv(z,t) <
w(z,t) (z,t) € Qp. On définie V (z,t) € Qr les ensembles suivants:

Sy(z,t) =

{6 € C°(Qr) : v(y,s) < O(y,s) < w(y,s),(y,s) € Qr, O(z,t) =
v(z,1)},
Sw(z,t) =

{@}E C'(Qr) : v(y,s) < O(y,s) < w(y,s),(y,s) € Qr,0(z,t) =
w(z,t)?.

Pour le probléme nonlocal suivant:

©; — A© = H(z,t,0,¢0) (z,t) € Q
) { O(z,t) = U(z, 1) (2.1) € Br

ot Q7 = 2 x (0,T) et By = (asz x [o,T))U(Q x {0}).
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Alors on a,

Définition 4.2 Une paire de fonctions v,w € C?'(f1) est sous-sur
solution pour le probleme (P1) si V (z,t) € Br v(z,t) < U(z,t) <
w(z,t), v(z,t) < w(z,t) pour (z,t) € Qr etV (z,t) € Qr v,w vérifient;

vy — Av < H(z,t,0,40) VY O € Sy(z,t),

wy — Aw > H(z,t,0,¢0) Y © € Sy(z,t).

Soient v(z,t) = 0 sur 27 et w(z) la solution du probléme auxiliaire

suivant:

f(w)

—Wgg = IGQ

(Sl) (fg f(UJ)da:)m+]
w=1 z € 0N

Théoréme 4.3 Si le probléme (S1) admet une solution w, avec
2m+1n

(fg f(w)da:) e

z €, alors v =0 et w forment une paire de sous-sur solution pour le

probléme (P').

§ vérifiant la condition é§ < et ©o(z) < w(z) pour

Preuve. Soient (z,t) € Qr et © € Sy(z,t),ona; v =0 < O(y,s) <
w(y) ¥ (y,8) € Qr. Ainsi

1 1 1
- m+1 = om+1

(Jo F)dtn)™  (Jo F(©)d)

et
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Soient (z,t) € Qr et ©® € Syu(z,t), on a; v = 0 < O(y,s) <
w(y) V(y,s) € Qr.
1 1 1

=g <=
(Jo f)ay)™ ™ (fo £O))™ ~ 2"

Ainsi

fw o, 5O
(fo Fw)dy) (Jo fw)dy)

Wt — Wgg = B |

K §£(0)
Z m lf(@))2 m-+41"°
g (Jo fCO)) ™

Alors v, w forment une paire de sous-sur solution pour le probléme (P').

Corollaire 4.1 Si ©y(z) < w(z), = € Q, ot w est solution du probléme
auxiliaire (S1), alors le probléme (P') admet une solution © sur § x
[0,00) de plus ©(z,t) < w(z) sur 2 x [0, ).

Preuve. On se référe a l'existence de solutions stationnaires du

probléme (S) et au théoréme précédent.
5 Conditions thermiques mixtes.

On associe & I'équation parabolique nonlocale (4.2) des conditions
aux bords de type Robin:
0, (1) + a(@(:tl) = 1) =0, pour ¢ dQ.

ol a une constante. Ainsi, on considere le probléme suivant

(0,20, +6—TO) __ .catiepm
(P | (o £(©)dz)
O.(z,t) + a(@(m,t) — 1) =0 =zedNtel0,T)
| ©(z,0) = Op(z) z€Q
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ot f(s) est une fonction non linéaire, croissante, positive pour s > 0 qui
S .

est définie par f(s) = (1 ——a_s) "Vs€e0,1)on0<a et

1
m > 0 sont des constantes. De plus on a; f(s) — 400 quand s — —.
a

On s’intéresse a la question d’existence de solutions stationnaires clas-
siques ainsi qu’ au probléme d’extinction des solutions d’évolutions.
On propose d’étudier en premier lieu l'existence de solutions station-
naires du probléme (P"). On dénote par u(z) la solution du probleme
suivant:
P )
(%) (Jfo f(w)de)
u; +a(u—1)=0 z € 0N

+1=0 z €N

Cette solution u(z) vérifie aussi le probléme (S) qui s’écrit de la fagon

suivante

e + puf(0) =0 —1<az<1, ug(&l) +a(u(:i:) = 1) =0, (5.1)

m+1
avec 6 = ( Ja f(u)d:c) . Intégrer ’équation différentielle ordinaire

précédente sur ) on obtient
m+1
5= (ual=) —ua() " T = 2mHEmH (g 1), (52)

oun = u(£l):= melg u(z). D’autre part, si on multiplie I’équation (5.1)
T
par 2u, puis on intégre sur [0, 1] ,sachant que le probleme présente une

symétrie en 0, (uz(0) = 0), alors on obtient

M
w2(1) =2 g / F(s)ds, (5.3)

on M := u(0) = mg(;zcu(w) et n = u(xl) := nlelgu(x) < M, qui est
positif. Donc

§ = 2¥mHl gl=m (p 1™ (/nM f(.s)ds)m. (5.4)
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Comme u;; < 0 on a; u(x) < n+a(n—1)(1—|z|), alors, M < (a+1)p—a.

Explicitement si on calcule I'intégrale du membre de droite de (5.4), on

aura;
2m+1 jd-m (o, _ 1)1-m m —an \ == m
S6M)= - ((;__ an()?_ml) Lz(lyil m)J K.ll——a]inl) E 1] '

On remarque que la fonction § = §(M) vérifie (M) > 0 VM € [, 1),
lim §(M) = oo, I&Iim 6(M) =0 et on a aussi §'(M) >0VM € [, 1).
M—»% —n

)

180
160
l40

m<l

120
100
BO
60

40
20
—r———

0% 4 é 8 10

Fig 4.4: Fonction de la température centrale (m < 1).

) w1

200007
150007
100004

50004

Fig 4.5: Fonction de la température centrale (m > 1).
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Supposons que m = 1, alors f(s) = et dans ce cas on a;

1—as

M
=8 / £(s)ds, (5.6)

ainsi on en déduit que

1 1 —ad
M:M(6)=;—(;—n)e e (5.7)
On remarque que la fonction M(§) définie par (5.7) vérifie M(6) > 0
Vé>0, M(6) — % quand 6§ — oo et M(§) — n quand § — 0.
Les observations faites ci-dessus sont regroupées sur la figure suivante:

8

400

m=1

300

200

100

Fig 4.6: Fonction de la température centrale (m =1).

Par conséquent pour tout m > 0 et § > 0, il existe une unique solution

stationnaire maximale, u(0) = M pour le probléme (S).

Il reste a discuter ’existence et 'unicité des solutions stationnaires
u(z); pour cela, on multiplie I’équation différentielle de (S) par 2u, puis

on intégre entre 0 et = on obtient
M
d@)=2p [ e
u(z)
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Comme u;(z) < 0 pour = € (0,1) alors on en déduit

—u,(2) = vZ u( / Z) f(s)ds)%,

alors, la solution stationnaire u(z) est uniquement déterminée & partir
de I'expression précédente, ce qui nous permet d’exprimer z en fonction

de u. Plus précisement on a

‘””(“"F/(z)

wlo—a

(Y £Gs )d)

Maintenant on revient au probléme d’évolution (P") qui est donné

par:
et = @m: + 6 f(e) s R € Q,t & [O,T)
(P") (Jo £(©)dz)
O,+a(®0-1)=0 r€oN,tel0,T)
O(z,0) = Oy(z) z €

Soit le changement de variable suivant:

= 1ja(®—1)’

donc w € [-7%-,1) et le probleme (P") est équivalent au probléeme

suivant
Wy = Wyyp + ba f(w) miT T € Q,te(0,T)
(PM) (Vo f(w)dz)
w, +aw =0 redNtel0,T)
w(z,0) = wy(z) r e
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-1
ou f(w) = (1 — w) ™ . Intégrer directement ’équation de (PM) on
obtient

da .
Jo fw)dz)”

(/Q wdx)t = wgy(1,t) —wz(—1,t) + (

En utilisant les conditions aux bords ’expression précédente devient:

(Lo gy

comme la fonction f est convexe, par l'inégalité de Jensen on en déduit

I’expression suivante

wdr) < - m = e -1
(/Q )t om [f(% fn wd:r:)] om (1 — -;—Lwdx)

1
On pose w(t) = §/w(m,t)d:c, alors w(t) vérifie l'inéquation
Q

différentielle ordinaire suivante

cette inéquation peut s’écrire comme suit

U_)[ 6&
1 —0 < om-+1 ?

on intégre entre 0 et ¢ on a

Sat

w(t)<1-— (1 - wo)e'zm:ﬁ <1l
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Conclusion

Nous avons montré dans cette étude théorique qu’une analyse unidi-
mensionnelle sur le cisaillement simple d’un matériau permet d’obtenir
des informations significatifs sur le réle joué par le coefficient de la sen-
sibilité a la vitesse de déformation, ’adoucissement thermique, la con-
duction, les conditions aux bords et le comportement du matériau sur la

formation des bandes de cisaillement.

Deux types de problémes ont été étudiés: 1’analyse non linéaire du
régime stationnaire, explosion de la température en temps fini et I’étude
de Pextinction de la température dans un matériau obéissant & une loi

de comportement linéaire en température.

Pour le premier probléme, le role de la condition & la limite thermique
et l'influence des coefficients; sensibilité & la vitesse de déformation,
P'adoucissement thermique sont analysés & partir de 1’état stationnaire.
Pour des conditions aux bords thermiques ( Dirichlet ou Neumann ) avec
un contrdle en force, I’instabilité engendre des température et des vitesses
de déformations tres élevées conduisant généralement & la rupture ductile
du matériau ce qui ne permet pas de rejoindre un état stationnaire stable.
Dans cette configuration, la température dans le probleme d’évolution
explose en temps fini sous la condition thermique de Neumann. Egale-
ment, on a explosion en temps fini de la température sous la condition
thermique de Dirichlet pour une condition initiale assez grande. Par
contre, si on impose des conditions de chargement en vitesse le résultat
obtenu, évolution de la localisation vers des états stationnaires stables,

définis en négligeant les propriétés d’écrouissage du matériau.
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Concernant la loi de comportement d’Arrhénius, on avait remarqué
qu’on ne peut obtenir des solutions stationnaires analytiques. Pour cela
on montre ’existence de ces solutions au sens faible et par la théorie de
régularité on montre que celles-ci sont classiques si elles sont de classe
C?. Finalement, I’analyse du probléme d’évolution montre que toute

solution existe globalement.

Dans le second probléme, la formulation nous conduit & un probleme
semi-linéaire parabolique (resp un probléme parabolique nonlocal) si on
impose un contrdle en force (resp un chargement en vitesse). Dans cette
configuration, les problémes modélisés présentent une constante de sin-
gularité dépendant de I’adoucissement thermique du matériau. On mon-
tre I’existence de certaines solutions stationnaires instables en contrainte
controlée et stable en vitesse imposée. Cette analyse dépend essentielle-
ment du coefficient de sensibilité a la vitesse de déformations et des con-
ditions aux bords thermiques. Concernant, les problémes d’évolutions,

le résultat obtenu, on peut atteindre cette singularité en un temps fini.
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