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Introduction

L'objectif de ce travail consiste à rêsoudre certains problèmes d'Automatique et/ou de Mathématiques
appliquées issus de procédés biotechnologiques.

La biotechnologie utilise la matière vivante soit pour dégrader, soit pour synthétiser divers produits
en vue d'une activité agronomique ou industrielle avec une bonne faisabilité et un bon rendement éco.
nomique. Il est question de maltriser et d'optimiser ces processus. Pour cela, il faut conjuguer trois
approches:

- une approche biologique où I'on cherche l'amélioration des performances par la sélection ou la
modification des cellules et par I'optimisation des milieux de culture;

- une approche technologique où l'on cherche d'une part à maltriser la réaction biologique en re-
cherchant le mode de fonctionnement le plus approprié et, d'autre part, à concevoir des outils
(bioréacteurs, capteurs, ...);

- une approche automatique où l'on cherche une conduite adéquate pour satisfaire les impératifs
de fonctionnement du procédé, améliorer sa productivité, garantir une production optimale et de
qualité.

Un procdé biologique peut être caractérisé par les valeurs d'un certain nombre de variables (pH,
concentratiotrs, ...). L'ensemble de ces variables étant appelé état du système. Notre approche consiste
à considérer un modèle décrivant l'évolution au cours du temps de ces variables. Ce modèle consiste
généralement en un système d'équations différentielles ordinaires portant sur l'état muni d'une équation
d'observation:

(  l '  =  l ( r , u )

tr :  h(,) (1)

où c € IR' représente le vecteur êtat, u € IRm reprêsente le vecteur de commande appliqué au système,
y € IRp représente le vecteur de mæures, / est I'expression de I'équation différentielle modélisant la
dynamique du procédé, et h est l'expression de l'équation d'observation modélisant les mesures.

Si l'on dispose d'un modèle et de la connaissance d'un état initial à l'instant ts, c(ts), il est possible,
en théorie, de prévoir l'état futur c(t) du système à n'importe quel instant t. Cependant pour les systèmes
fonctionnant en continu la notion d'état iuitial n'a, à proprement parler, pas de sens. De plus, chaque
perturbation (non mesurée) affecte le système et peut être considérée comme une réinitialisation de
celui-ci.

En général, pour de raisons techniques, financières, . . . , le nombre de variables mesurées est inférieur
à la dimension de l'état (p < 

").Ceci 
entralne l'impossibilité de déduire à un instant donné, la valeur de

c(t) (l'état) de celle de y(t) (les variables mesurées) à I'aide d'une opération algébrique. Le manque de
mesures constitue donc une limitation à la conduite optimale de ces procédes. Pa,r ailleurs, les mesures
biologiques sont fortement bruitées et les modèles et les paramètres sont peu ou mal connus d'autant plus
que les organismes vivants ont un comportement dynamique fortement non linéaire et non stationnaire.

Pour pallier à ces limitations une solution consiste à développer des outils qui, à partir des mesures
expérimentales reconstitueront ou donneront une estimation des variables non mesurées ou des termes mal
connus. On parlera alors de capteur logiciel ou encore dans le langage de l'Automatique d'observateur. Cet
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outil, l'observateur ou le reconstructeur d'état, pouvant servir d'estimateur de paramètræ. Sa conception
permet à partir des grandeurs mesurés, de reconstruire l'état du système (biologique dans notre cas)
de façon numérique, d'où son nom de capteur logiciel. L'estimation de l'état c du système issu d'un
observateur sera noté â.

En dehors de l'intérêt pour les biotechniciens d'accéder à certaines mesures, I'estimateur de l'état
peut-il être utilisé pour faire de la commande, en particulier stabiliser avec un retour d'état estimé par un
observateur? Autrement dit, si une commande par retour d'état u(c) stabilise le système, u(ô) stabilisera-
t-il encore le procédé? Ce principe dit de <<séparation>> bien établi en Automatique linéaire n'est plus vrai
en non linéaire.

Ce travail s'inscrit dans ce cadre et a pour origine la resolution de problènres de commande d'un pro-

cédé pilote se trouvant au Laboratoire Scientifique du Génie Chimique à Nancy. Le but est de produire
Ia levure de boulangerie Saccharomyces cereuisiae. Le principal problème vient du manque de mesures:
soit les sorties du système sont disponibles en temps discret et avec retards (le procédé lui évolue en
temps continu), soit certains états du système ne peuvent pas être mesurés. Tout d'abord nous étudions
la modélisation de ce procédé, ensuite nous fournissons un ensemble d'observateurs pour une cla"sse de
systèmes particuliers dont les bioréacteurs font partie. Les mesures biologiques sont souvent discrètes.
C'est pourquoi nous développons des observateurs qui fournissent une estimation pour des mesures dis-
crètes. Nous avons choisi une approche non linéaire des observateurs continu-discret, notion empruntée
à la théorie du filtrage. Le passage du <<linéaire au non linéaire>> étant comme d'habitude la principale
difficulté. Nous étudions finalement le principe de séparation pour ces observateurs.

Ce travail est articulé comme suit : dans le premier chapitre, nous commencerons par un rappel sur les
bioprocédés et leurs modélisations en nous basant sur les classiques Bailey et Ollis (1986), Scriban (1988)
et Bastin et Dochain (1990). Parmi cæ bioprocédés, la levure de boulangerie Saccharomyces cereu'i,siae
est beaucoup étudiée afin d'améliorer le taux de production de biomasse sur consommation en substrats.
Après une description de sa croissance, on rappelle les modèles données par Bastin et Dochain (1990)
et par Reyman (1992). Finalement, nous étudions plus particulièrement (Pengov et ol., 1995), le modèle
développé au Laboratoire Scientifique du Génie Chimique principalement par Rajab (1983). À partir de ce
modèle, nous proposons des modifications qui conduisent à différents nouveaux modèles (Pengov, 1996à).
Ceux-ci sont soit plus simples, soit tiennent mieux compte, à notre avis, de la réalitê biologique.

Le chapitre 2 est consacré à la problématique des observateurs. Les difficultés, dans la conception d'un
observateur pour un système non linéaire, sont multiples. Ctest ainsi que, contrairement aux systèmes
linéaires, il n'existe pas de de forme canonique d'observabilité. Par ailleurs, l'observabilité et la convergence
de l'observateur peuvent dépendre de Ia nature des eutrées ...

Après un rappel des définitions courantes, un état de l'art des observateurs continus est fait. Ceux-ci
se basent sur une sortie disponible eu temps continu. Malheureusement, comme cela est très souvent
le cas dans les bioprocédés, les mesureÈ ne sont disponibles qu'en temps discret (périodiquement ou
non). Pour contourner cette difrculté, on peut soit concevoir des observateurs discrets, soit extrapoler
les mesures discrètes pour engendrer une sortie continue. Il existe également une alternative fournie
par la notion d'observateur continu-discret. C'eet cette notion que uousr développons. Nous analysons
et reprenons I'observateur continu-discret proposê par Deza et al. (1992). Nous proposorur également un
nouvel observateur non linéaire continu-discret (Pengov et al., 1998b; Pengov et aI.,1998a) qui fonctionne
pour une classe de systèmes nou linéaire et d'application simple.

Dans Ie troisième chapitre, nous démontrons un principe de séparation pout une classe de systèmes non
Iinéaires en temps continu pour Iesquels il existe une commande par retour d'état stabilisant globalement
exponentiellement. Nous obtenons trois résultats de séparation:

- les mesures sont disponibles en temps continu et il existe un observateur continu-continu;

- Les mesures sont périodiques et il existe un observateur continu-discret:

- il existe un observateur continu-discret et les mesures sont disponibles en temps discret avec retards.
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Ce premier resultat est une extension du résultat de principe de séparation de Hammami (1993) et il
est entre autre donné dans Pengov et aL (L997a). Par contre, nous avons donné, à notre connaissance, le
premier résultat de séparation avec les observateurs continu-discrets (Pengov et a\.,1997b). Celui-ci a été
ensuite amélioré en prenant compte des mesures accessibles en temps discrets et avec retards (Pengov ef
ol., 1998o).

Dans le dernier et quatrième chapitre, les résultats précédents sont appliqués à un cas linéaire et un
modèle classique de bioprocédés. Nous donnons aussi des conditions d'applications d'observateurs non
linéaires à un modèle de la croissance de la levure de boulangerie (Pengov et al., IggS; Pengov, 1996o).

Finalement nous concluons ce travail par des perspectives de recherches firtures.



Chapitre 1

Sur la modélisation de la croissance de
S accho,rorrùA ce s cereuisiae

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans un premier temps, à la modélisation de bioprocédés.
En nous basant sur læ ouvrages de Bailey et Ollis (1986), de Scriban (1988) et de Bastin et Dochain
(1990), nous expliquons brièvement ce qu'est un réacteur biologique, et nous définissons les principaux
éIéments de modélisation. Une attention particulière est donnée à Ia vitesse spécifique de croissance et à
la modélisation des échanges gazeux.

La partie suivante concerne la modélisation de la croissance de la levure de boulangerie Saccharomyces
cereuisiae. Nous presentons un état de I'art en décrivant entre autres trois modèles de la croissance de
Saccharomyces cereais'iae. La particularité du premier modèle (Bastin et Dochain, 1990) est d'être assez
générale et permet de mieux comprendre le fonctionnement de la croissance, mais il ne donne pas en
détail les vitesses spécifiques de croissance. Le deuxième modèle, donné par Reyman (1992), est plus
précis quant aux phases de latence et prend en compte I'oxygène dissous. Enfin, le troisième modèle est
celui développé au Laboratoire Scientifique du Génie Chimique de I'I.N.P.L. de Nancy et prend en compte
I'influence de l'acétate.

C'est ce modèle que nous avons particulièrement étudié. Celui-ci est utilisé en pratique sur un réacteur
pilote. Nous en avons fait une étude mathématique et proposons des modifications. Ceci conduit à de
nouveaux modèles.

L.2

1 .2 .L

Rappels sur la modélisation de bioprocédês

Le bioréacteur - bilan de la matière

Nous voulons décrire la dynamique de croissance microbienne issue de diverses réactions biologiques.
Ces réactions peuvent être classées en deux catégories:

- réaction de croissance microbienne

Un micro-organisme (cellules vivantes comme par exemple une levure, des bactéries, . . . ) se déve-
loppe pa,r consommation de nutriments. On peut compter parmi les nutriments I'oxygène, le carbone
apporté par une solution glucosée par exemple rl'azote, etc. Ces éléments sont utilisés par le micro.
organisme et sont donc nommées substrats ou réactants. L'environnement (tempêrature, pH, . . .)
dans lequel évolue le micro-organisme influence sa croissance.

- réactions enzymatiques

Ce sont les réactions biochimiques qui permettent à partir d'enzymes intra ou extra-cellulaires, de
transformer des réactants en produits. Ces réactions ont des vitesses tres différentes de celle de la
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croissance du micro'organisme.

Nous considérons que ces réactions ont lieu dans un réacteur. La figure 1.1 repr,ésente schématiquement
un réacteur de volumeliquide I/ (l) contenant un micro'organismede concentration X (g/l), un substrat
de concentration ^9 (g/l), et un produit, synthétisé par le micro.organisme, de concentration P (g/l).
Dans le liquided'alimentationde débit 4" 0/h), le substrat a une concentration de Sin (g/l).ll n'y a ni
biomasse ni produit. Il est aussi possible de soustraire du liquide avec un débit Forr (l/h).

S6

SP->
F out

Flc. 1.1: Schéma d'un bioreacteur

Nous considérons la croissance d'un micro.organisme, ou biomasse, sur un substrat avec fabrication
d'un produit.

Hypothèse L.2.! il est supposé que Ie bioreacteur est parfaitement méIangé, ce qui implique que la
composit'ion du rnili.eu est homogène.

À partir des bilans de matière, nous obtenons le comportement dynamique de la croissance du micro-
organisme. Les bilans de masse s'écrivent:

(  1 .1 )

où p désigne la vitesse spécifique de croissance de la biomasse en h-1, Ysly et YpTy représentent respec-
tivement le rendement en g/g par biomasse produite de la consommation de substrat et de la fabrication
du produit. Ces équations sont obtenues sons I'hypothèse suivante:

Hypothèse 1,2.2 Lc terme de croissance de la biomasse est proportionnel à celle-ci.
Le tertne de consommation et celui de production sont proportionnels au terrne de Ia croissance de la
b'iomasse.
Les termes de maintenance et de mortalité de Ia biomasse sont négligeables.

Ces hypothèses sont communément acceptées. De plus, nous avons négligé dans les équations précédentes,
les termes de maintenance et de mortalité de la biomasse comme c'est souvent le cas pour les procdés
industriels.

(  W  =  pVX-Fo , rX

J $0 = -ystx pV X * Fln Sin - Fout S
'l d(v P)
|  | f r  =  YHx t tVX-F"u tP

t # = f] , ,-Fo't
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La vitesse de dilution (h-1) est définie par le rapport:

(1 .2)

et ceci permet de réécrire les équations précédentæ en considérant que D est I'entrée du système.

(1.3)

Un bioréacteur fonctionne principalement sow trois voies:

- réacteur continu: tr'ln = Fout = tr' (+ D = F/V)

Dans ce cas le débit d'alimentation est égal au débit de soutirage et le volume reste constant. La
modélisation du réacteur est donnée par les équations précédentes. Le principal problème de ce
mode de fonctionnement est celui de la stérilité.

- réacteur semi-continu: Fout = 0 (=+ D - Fiy'/V)

Le réacteur est alimenté jusqu'à un certain uiveau. Ceci permet un alimentation programmée ou
contrôlée des nutriments. La modélisation du réacteur est encore donnée par les équations précê
dentes.

- réacteur discontinu: Fin = Fout = 0 (+ I = g;

Initialement la cuve est remplie avec le micro-organisme et les substrats. Le volume ne varie pas et
on laisse la rêaction se faire jusqu'à la consommation de substrat desirée par exemple. L'inconvénient
pour certains processus de fermentation est le phénomène d'inhibition ou de répression dt à la trop
grande concentration initiale de certains substrats (effet Cabtree).

L.2.2 Dêfinition de la vitesse spêcifique de croissance

La vitesse spécifique de croissance pl est définie, pour fi,, = trtut - 0, par p = W oÇ. C'est
l'établissement de la loi de vitesse (p) qui est le plus difficile. L'étude de croissance classique d'une
population microbienne dans un réacteur fermé (F1n E Fout = 0) sur un substrat dans des conditions
optimales donne I'évolution donnée par la figure 1.2. De cette évolution, nous distinguons six phases
différentes:

L. Ia phase de latence

Suite à I'ensemencement du micro-organisme dans le milieu de culture, celui-ci s'adapte au milieu
afin de créer les enzymes qui lui sont nécessaires pour métaboliser le substrat present. Ce temps
d'adaptation dépend de l'ancien milieu des cellules, et de leur âge. Pendant cette phase, il n'y a pas
de croissa,nce, d'où la vitesse spécifique de croissance p est nulle.

2. la phase de départ

Au fur et à mesure, des cellules se sont adaptéee au milieu préseut et elles commencent à se repro.
duire. p crolt et la vitesse de croissance (dx/dt) augmente.

3. la phase exponentielle de croissance

Pendant cette phase, nous observons une croissance constante en échelle logarithmique. La vitesse
spécifique de croissance est constante et a atteint son maximump-*.

4. Ia phase de ralentissement

L'arrivée dans cette phase s'explique par le manque progressif de composes nécessaires à la croissance
ainsi que l'inhibition possible de composants produits lors de la croissance. La vitesse specifique p
diminue et il en est de même pour la vitesse de croissance.

D=+

(  {  
= 0, -D)x

(  S  =  -Ys txpX+D(S i ' . ' -S )
I
(  P  =  Yp t x t t x -DP
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FIc. 1.2: Courbe de croissance microbienne

Ia phase stationnsire

La concentration cellulaire a atteint son maximum et il n'y a plus de croissance: $ : g.

la phase de declin

Vu le manque de substrat, les cellules commencent progressivement à mourir. La concentration en
biomasse dêcrolt par suite de l'autolyse sous l'action des euzymes des cellules elles-mêmes.

L'évolution de la croissarce microbienne a été faite dans des conditions optimales: aucun paramètre
extérieur n'influence cette croissance. On suppose que la vitesse spécifique de croissance, p, qui permet
de décrire l'évolution de la biomasse, est une fonction des différents paramètres extérieurs et s'exprime
comme une multiplication de termes individuels:

p = p(X) p(S) p(p) p(pH) p(Température)p(O2 dissous) . . . (1 .4 )

La modélisation la plus utilisée de l'influence du substrat sur la vitesse spécifique est celle proposée
par Monod (1942), 

*p(s)= p^*fr
où K est la constante de Michaelis-Menten. Il existe de nombreux modèles différents de la vitesse spê
cifi.que de croissance. Nous citerons celui de Contois (1959) qui permet de prendre en compte également
l'inhibition due à la concentration de la biomasse (K. est une constante) :

p(X,S) = r**4" t - t "  K"x+s

Enfin, I'inhibition due à la concentration d'un produit est souvent décrite par:

p(p)= =,K'-= +-  
Ke*P-  r+È

avec Ko une constante à identifier.
Généralement, afin de limiter les effets des paramètres extérieurs, une régulation est faite. Si c est un

des paramètres régules, alors p(r) est constante. Par exemple, supposons que seule la concentration du
substrat influence la viteese spécifique de croissance, alors F,= p(S\.

o .

6.
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1.2.3 Modélisation des échanges gazeux

Le dioxygène (Oz) et le dioxyde de carbone (CO2) interviennent beaucoup dans les processus fermen-
taires. Le premier, sous la forme d'oxygène dissous, est un nutriment, tandis que le second est le produit
d'une réaction.

Il est assez aisé de faire des mesures en ligne des gaz sortants (Boudrant et al., Lgg{). Ces deux
gaz sont donc des indicateurs très précieux quant à l'évolution d'une réaction microbienne. Pour le bon
fonctionnement des analyseurs de gaz d'O2 et de COz,le réacteur doit être fortement aéré : on injecte de
l'air dans le réacteur et on mesure la composition sortante.

Nous allons d'abord étudier la dynamique de l'oxygène dissous (DO). La concentration d'oxygène
dissous est très souvent notée C. En considérant l'O2 comme un nutriment, un bilan de la matière permet
dtécrire:

C = OTR- OU R+ D (Ci^ - C) (1.5)

où Gn est la concentration d'oxygène dissous dans le liquide d'alimentation. Les deux termæ OTR et
OUË sont des vitesses de transfert telles que

OTR oxygen transfer rate
C'est la vitesse de passage de I'oxygène de la bulle gazeuse dans le milieu liquide. A partir de la loi
d'Henry de modélisation des dynamiquæ de transfert liquide-gaz, on a (Scriban, 1988) a.vec C < C'

OTR= fua (C'-  C) (1 .6 )

où k1 a est le coefficient de transfert de masse et C" est la concentration de saturation en oxy-
gène dissous. Les mesures de À1 a et de C" sont fortement tributaires des conditions physiques et
chimiques du milieu. Négliger la dynamique de transfert liquide-gaz revient à pouvoir écrire

OTR=Qin ,c  -Qo* , c (1 .7 )

où Qir,,c et Qout,c representent respectivement la vitesse d'entrée et de sortie du gaz 02 par unité
de volume.

OUR oxygen uptake rate
C'est la vitesse de consommation de dioxygène. Elle est êvidemment prc'portionnelle à la vitesse de
croissance de Ia biomasse

OUR=Yc lx  pX (1 .8 )

oùY61y est le rendement (g/g) de consommation02 par production de biomasse. Si la demande
en oxygène pour la maintenance de la biomasge n'est pas négligeable, il suffit de soustraire à l'équa-
tion (1.5) le terme Yc^X, avecYç* le rendement approprié.

Ainsi l'équation dynamique de la concentration d'oxygène dissous est

C = -Yct x tr X + Qin,c - Qout,c * D (Ci^ - C) (1.e)

La modélisation dynamique de production de COz ressemble à celle de la consommation d'O2, si ce
n'est que nous considérons le COzcorllrme un produit. C'est pourquoi usuellement laconcentration en
CO2 dissous est notêe P. La vitesse de production, selon l'hypothèse 1.2.2, est proportionnelle à la vitesse
de croissance de la biomasse:

CPR=Yplx t tX (1 .10)

avec Yply le rendement (g/g) de production du COz sur biomasse produite, et avec CP.R signifiant
carbon production rote. Contrairement à l'oxygène, le gaz carbonique n'est que très peu présent dans
I'air. De plus, afin d'avoir un maximum de concentration d'oxygène dissous ou pour des conditions de
stérilitê, le gaz de l'aêration est une combinaison d'oxygène et de gaz neutres. Par conséquent, la vitesse
d'entrée de gaz carbonique est supposée nulle: Q;n,p = 0. La concentration de saturation de COz dissous
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(P') est tres faible. C'est une raison supplémentaire pour négliger la dynamique de transfert liquide-gaz.
Ainsi l'équation dynamique de concentration de COz dissous est

P =Yplx FX - Qo*,p + D (Pi" - P) ( 1 . 1 1 )

avec Pi,, la concentration de COz dissous dans Ie liquide d'alimentation (celle-ci est voisine de 0), et

Qo*,p la vitesse de sortie de gaz par unité de volume.

Remarque: Dans les processus de fermentation, le quotient respiratoire (r?Q) est un indicateur très
précieux. Ce quotient est défini par le rapport de la vitesse de production de COz Q P O sur la vitesse de
consommation d'O2 (OU R) soit .RQ - Yp11çfYçlx. Ce quotient n'est pas constantl il dépend du mode
de culture qui peut changer au cours du temps.

1.2.4 Schéma réactionnel - modèle général

Une croissance microbienne peut être vue comme un ensemble de réactions chimiques en chalne,
conduisant en fin d'opération, à la synthèse des constituants du micro-organisme. Lors d'une fermentation
en présence d'une source azotêe,le substrat est métabolisé en biomasse, gaz carbonique, eau et différents
produits. L'équation générale de Ia réaction est :

asubstrat + bO2* cNHs -r Biomasse * dCOz * eHzO +\hProduitl
i = l

où c, à, c, d, e, et les fi sont les quantités molaires de substrat ou de produits en équivalence avec la
formation d'une mole de biomasse. Nous avons 5 { rn quantités molaires.

La biomasse est constituée à plus de 90 % de carbone, d'oxygène, d'hydrogène et d'azote. Si nous
considérons de même, que le substrat et les produits sont uniquement constitués de ces quatre éléments,
alors le bilan stochiométrique obêit quasiment au principe de la conservation de la matière. Ce bilan
impose quatre relations et permet d'écrire quatre quantités molaires en fonction de rn * 1 quantités
molaires restantes. La connaissance des rendements de conversion (grarnme de biomasse (X) produite
par gramme de substrat (S) métabolisé> et des rendements de conversion (gramme de produit (P6)
fabriqué par grarnme de substrat mêtabolisé>>, détermine les nr * 1 inconnues.

Bastin et Dochain ont donné une forme générale unifiée de la modélisation des bioprocédés. La pre-
mière étape consiste à écrire les schéma,s réactionnels. Ceux-ci ne reprêsentent pas un bilan stochiomê
trique comme dans l'équation (1.I2), mais une relation d'équivalence entre micro-organismes, substrats
et produits. Par exemple, le schéma réactionnel du réacteur décrit par la figure 1.1 est

s '  Çx+p (1 .13)

Le substrat S est appelé réactant. La biomasse X est un pseudo'réactant (retour de flèche sur le schéma).
Le pseudo.réactant n'est pas consommé par Ia réaction mais peut être accumulé dans Ie réacteur. P est
bien entendu le produit de la réaction. La viteese de réaction est désignée par p. C'est la vitesse de
consommation du substrat qui est êgale au rendement près à celle de la formation du produit. Comme
précédemment, dans le cas dtune croissance d'un micro-organisme sur un substrat avec fabrication d'un
produit, nous avons g: p6, P, X) X avec F(5, P, X) la vitesse spécifique de croissance.

Un bioprocédé dans un bioréacteur parfaitement homogène est une interaction de æ composants
(micro-organismes, substrats, ..., notés Êtri= l,...rn) où rn réactions se déroulent. A chaque réaction j
(j = l, . . . , rn) est associée une vitesse de réaction gi . Par exemple, dans le schéma réactionnel ci-dessus,
nous avons æ = 3 composants (€r = S, tz = X et (3 = P) et m= I réaction (n = p).

Supposons maintenant un bioprocédé avec ?? composants et rn réactions, et écrivons la dynamique de
la concentration du composant (6:

€d = D(+)&dj pj - Deâ - Qt * F1
j - i

(1 .12)

(1 .14)
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La vitesse de réaction pj est prise dans la sornmation j - i si et seulement si le composant €d apparalt dans
la réaction j soit en tant que réactant, pseudo-réactant ou produit. Le terme /c;r' représente un coefficieut
de rendement et il est donc positif. Il est prêcedé par un signe <<->>, respectivement par une signe <<*)>, si
le composant (a est un réactaut, respectivement un pseudo-réactant ou un produit. La vitesse de dilution
est toujours D. Q6 represente la vitesse de sortie sous forme de gaz par unité de volume du composant (;.
F; représente la vitesses d'alimentation en substrat (6. Si (; est un substrat extérieur, il peut être apporté
sous forme liquide de concentration $n,r' à la vitesse DSin,e , et/ou sous forme de gaz de vitesse d'entrée
par unité de volume Qin,;. Si ce n'est pas le cas, on met Sin,r; : 0 ou Q;n,6' - 0.

Ainsi avec le vecteur d'état ( = [€r,...,€r]T, la matrice n x rn K des coefficients de rendement
( t ) k ; i  ( i  =  L , . . . , n ;  j  -  1 , . .  . ,m) , l e  vec teu r  v i t esse  g  =  l g t , . . . , g ^ fT , l e  vec teu r  v i t esse  de  so r t i e

des gaz Qou, 
-- 

[8out,r,...,@out,rn]T et le vecteur vitesse d'alimentation F = D,Sir, + Qin où Sir, =

[Sin,r,...,Sir,r]T et Qin = [Qin,r, ...,Qin,nfT, f inalement le modèle dynamique général s'écrit sous la
forme matricielle:

Ê= Ke-  De  -Q+ P . (1 .15)

1-.3 Un état de I'art sur les modèles de Saccharomyces cerevisiae

l .S.L Introduction

Dans cette partie nous nous intéressons à la croissance de Saccharon2yces ceneaisiae dite levure de
boulangerie. C'est un processus fermentaire très utilisé dans l'industrie agro-alimentaire. Afin d'augmenter
la productivité et d'améliorer la qualité, ce procédé est beaucoup étudiê. Dans la littérature de nombreux
modèles sont proposes. Le tableau L.L recense une petite partie des modèles existants. Ceux-ci ont pour
but de mieux comprendre la croissance de la levure. Suivant les modèles, les auteurs respectifs prennent
en compte ou non certains substrats (.9 : glucose, C : Oz dissous, E : éthanol, .4 : acide acétique), certains
produits (.8 : éthanol, P: COz),la biomasse sous forme unique (X) ou sous différents états physiologiques
(Xt ,  Xz, .  .  . ) ,  do enzymes,  etc .

Réfêrences 'états tifs de la

Axelson et aI. (1982) s
ftégulatron du glucose sur un procédé prlote.
La mesure du glucose est disponible en
temps continu mais avec retard.

Rajab et al. (1984) X t r X z , X s r E , S r A
Description physiologique en vue de simuler
la croissance de la levure dans différents
modes de culture.

Sonnleitner et Kâppeli (1986) x r s r E r u Modèle basé sur la limitation de la capacité
respiratoire de la levure.

Steinmeyer et Shuler (1989) 18 équatious
>130 constantes

Description quasi exhaustive fondée sur
un modèle de fonctionnement intra-cellulaire.

Bastin et Dochain (1990) X , S , E , C , P Modèle mis sous forme unifiée.
Reyman (1992) X,E ,S ,C modélise les pha.ses de latences en se basant sur

le modèle de Sonnleitner et Kâppeli (1986).

Zhang et al. (1994) X,S ,E ,C
Les vitesses spécifiques cle croissance varient
en fonction de 5 états physiologiques que
peut prendre la levure.

Dantigny (1995) X1,X2,S,E
Deux états physiologiques (croissance sur
glucose et croissance sur éthanol), avec rende-
ments fonction de la composition du milieu.

Tes. 1.1: Quelques rnodèles de Ia croissance de Saccharomyces cerevisiae

En résumé, la croissance de Saccharornyces cereuisa'oe s'eflectue principalement sous trois voies mê
taboliques différentæ qui dépendent du mode de culture et de la concentration en source carbonée. A

10
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partir d'une certaine concentration en glucose (S > S"rl ^J 0, 1 g/l) (etret Cabtree), ou par manque
d'oxygène dissous, le métabolisme est fermentaire avec excrétion d'éthanol comme produit principal.
Dans le ca^s d'une faible concentration en glucose, celui-ci est métabolisé sans accumulation de pro'
duit : c'est la respiration du glucose. Au cours de cette phase, la levure se développe avec un rendement
maximal mais elle necessite suffisamment de dioxygèue dissous. Une fois le glucose consommé, l'étha-
nol excrété lors de la phase fermentaire peut à son tour être respiré. Wang ef oI. (Wang et aL, 1979)
donnent comme formule brute à la cellule de la levure C"*H5*Oo*Nn1 ôv€c les constantes suivantes:
cx = 6, h; = 10.9, ox = 3.06, et n;ç = 1.03, et donnent les trois équations stæchiométriques suivantes

- voie 1: fermentation du glucose

o1C6H12O6 * c1NH3 ---f Cç*H6"Oo*Nr* * dr COz + erH2O * /r CzHoO

- voie 2: respiration du glucose

a2 C6H12O 6 * bz Oz + c2 N H B -l Cç* H5* Oo,.Nnl * dz COz + e2 H2O

- voie 3: respiration de l?éthanol

o3 C2H6O I beOz + ca N Hs ---) C"*H5*Oo*Nn* -l dsCoz f e3 H2O

Un modèle de la croissance de la levure doit être capable de représenter ces différentes voies de
croissance. De plus, le passage d'une voie à une autre se fait après un certairr temps d'adaptation de la
levure.

1.3.2 Modèle de Bastin et Dochain

Partant du modèle de Sonnleitner et Kâppeli (1986), ils donnent sous forme généralisée un modèle des
trois réactions métaboliques. Nous avons renuméroté les équations pour faire correspondre aux mêmes
numéros des trois voies mêtaboliques décrites précédemment.

e,  C, \+p+E

1 l

s+c e'  c. \+p

E+c eu Çx+p

avec X, S, C, E et P respectivement la concentration de la levure, de glucose, d'oxygène dissous, d'éthanol
et de dioxyde de carbone dissous. 91 est la vitesse de réaction de la fermentation du glucose, 92 la vitesse
de réaction de la respiration du glucose, rp3 la vitesse de réaction de la respiration de l'éthanol. Les
équations sont :

1 1
-h -kz

k s 0

0 -ks

Icz fra

où Qin,c est la vitesse d'alimentation en 02 gazeurx par unité de volume, Qout,p est la vitesse de sortie
du gaz dioxyde de carbone, Si' est la concentration de glucose d'alimentation, et les h (i - 1,...,9)
sont des coefficients de rendement. Nous pouvons aussi exprimer les vitesses de réaction sous la forme:
pL = pr(S, C, X) X, 9z = p2(5, X) X, et ps = pB(E, C, X) X. Lu tto (z' = 1 ...3) étant les vitesses
spécifiques de réaction.

(1 .16)

(1 .17)

(1 .18)

*]rT,)"li] l,jlll . | "i,"
L oî'' (1 . le)
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Ce modèle permet de bien comprendre le comportement. La modélisation des vitesses de réactions p6
(f = 1,2,3) n'est pas donnee. Elle est difficile et doit prendre en compte des temps de latence lors des
changement de métabolisme. Chaque vitesse de réaction dépend fortement du milieu et de l'évolution de
celui-ci. Vu les remarques faites à la section 1.2.3, les équations d'échanges gazeux doivent être réécrites
comme suit:

-"f"] l3::'rï] .13::::l3i: ] (1 20)

1.3.3 Modèle de Reyman

Il s'inspire aussi de Sonnleitner et Kâppeli (1986), et donne un modèle qui tient compte des phases
de latence. Les équations stæchiométriques de la croissance de la levure sur le glucose et l'éthanol sont
classiques. Il existe deux voies oxydatives (voie 2, respiration du glucose, et voie 3, respiration de l'éthanol)
et une voie réductive (voie 1, fermentation du glucose). Ces voies sont représentées par les équations
stæchiométriques suivantes avec comme constantes stæchiométriques o, b,c,d,g,hri, j ,k,mrn et p:

L2

f ;]=l; -:"';î]lii)

(1) C6H12O6 + g nx [NH3]
(2)  C6H12O6 *  aOz *  ôny [NH3]
(3) CzHoO + ko'2 + pæx fNHsl

gC1Hl*Oo*N. , * *  hCOz + iH2O+ jC2H6O
-> ôC1H6*O.*N,* * cCO2 + dH2O
-> pC1H5*Oo*Nr,* * mCOz * nHzO

Par contre, la concentration en oxygène dissous est un facteur important. L'hypothese sur les réac-
tions, se base sur une capacité respiratoire limite au dessus de laquelle la levure fermente. Cette capacité
respiratoire Ç., dépend essentiellement de la concentration en oxygène dans le milieu, et peut être re-
presentée par un goulot d'étranglement tel gve Q" = Q",^r*-Lça7a", C étant la concentration en oxygène
dissous. Tlois cas se présentent:

1. flux de glucose subcritique

Les flux de glucose, Qr, et d'éthanol, Qu, te requièrent pas le maximum de respiration. Alors la
vitesse spécifique pi de la voie oxydative (2) est donnée par la vitesse de consommation de glucose
et par une classique loi de Monod. Il n'y a pas d'éthanol produit, d'où la vitesse pl est nulle. Comme
il n'y pas de limitation en oxygène, la consommation en éthanol suit aussi une loi de Monod mais
avec priorité à la consommation du glucose d'où le terme inhibiteur 3fu. Soit:

/ ) svs,matc S+I{s
n E K ive,max E+K" s*K;

2. flux de glucose critique

Contrairement au cas précédent, si la concentration en glucose augmente ou si la capacité respi-
ratoire diminue, alors la croissance sur l'éthanol est maintenant limitée par Ie reste de la capacité
respiratoire. Soit:

=0
= 8" = Qr,-t* fr
= 9+ = le",^,*&-fre,p*,sk

3. flux de glucose supracritique

Le flux de glucose est suffisamment important pour dépasser Ia capacité respiratoire. Dans ce cas,
il ne reste plus d'oxygène pour la respiratiou de l'éthanol. Nous avons:

( r i  =  o

\ " ,  
=  Q o

( p â  =  Q "

(1 .21)

(1.22)Iii
(ri = + = IQ.,^""cfr
l  r i  = Q"-+ : Q,,*"*#-IQ.,"*efr
(P$  =  o

(1.23)
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Afin de modéliser les phases de latence, les vitesses spécifiques de croissance maximum ne sont pas
constantes. Elles obéissent à la loi suivante:

13

Qo,^u* = 
* @"0,^.* 1* - Qt,^u*) (1.24)

pour i = c, E, e. La vitesse de consommation maximum saturée est @f,-*. Le coefficient s5 est un temps
de relaxatiou et fi" est un facteur qui dépeud des conditions actuelles de l'environnement:

(1 .25)

Le bilan de la matière donne:

= ( -p i - t ' i l x -D(S-S i . )
= (s pi+b1t i+ptt"z- j , )  x -  DX
= ut4- t4)x-DE
=  ( - o t t i - k p " s - m s a )  X + O T R - D  ( C  - C i ' ' )

D - ç ,

(1.26)

où S, X, E et C respectivement, est la concentration en glucose, en biomasse, en éthanol, et en oxygène
dissous; [z æt le volume; rns est le terme de maintenance.

En sortie, les mesures disponibles sont:

Ur  =  ( " t t i +kp ' s+msb)X

lz  =  (hp i+c1 t i *mp , i *msb)  X

Us=E
Ua=C

avec OU R = vitesse de consommation de l'oxygène; C P R = vitesse de production de dioxyde de carbone;
CTR = vitesse de transfert de dioxyde de carbone; OUT = vitesse de consommation d'oxygène; ETC =
mesure de concentration d'éthanol; DOC = mesure de concentration d'oxygène dissous.

C'est un modèle assez complet se basant sur la limitation de la concentration en oxygène dissous,
mais dans la pratique on aère le fermenteur pour augmenter au maximum cette concentration. Il faut
donc en tenir compte dans l'établissement du modèle. En outre, ce modèle ne prend pas en compte la
dynamique du dioxyde de carbone. Il reste aussi un problème d'identifiabilité des paramètres, surtout
pour les constantes dans les fonctions f"", f"" el fo".

L.3.4 Modèle de Rajab

Le L.S.G.C. a dêveloppé un modèle différent deo ptécédents. Il propose une modélisation distinguant
les trois états physiologiques correspondant chacun à un métabolisme. Le modèle a été initié par Glomon
(1982), mais Ra,jab a modifié ce modèle en prenant en compte I'influence de l'acide acétique dans ses
thèses (Rajab, 1983; Rajab, 1986). Ce modèle a été validé sur un procédé pilote et les paramètres ont été
affinés au fur et à mesure; des recherches d'application d'algorithmes de commande fondes sur ces modèles
ont été faites (Dantigny, 1989; Bicking, 1991; Mostrati, 1993; Abidi, 1994; Lucena, 1996). Le principal
objectif du modèle est de représenter la culture de la levure dans différentes conditions de fermentation.

La croissance de la levure Saccharomyces cercaàsiae est représentée par la combinaison de trois états
physiologiques limites (Xr, Xz, X3). Lee trois états du modèle ont des fonctions métaboliques différentes :

- l'état physiologique Xt correspond à la fermentation du glucose et conduit à la formation d'éthanol
et d'acide acétique;

( l ' "  =  * ;

I r"" = (æ*) (+) (*)
[r"" = (+) (ær)

{t
I ouR
) cPR

I Erc
I DOC
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- l'état physiologique X2 correspond à la respiration du glucose et u'accumule ni éthanol ni acide
acétiquel

- l'état physiologique X3 correspond à celui de la respiration de l'éthanol puis de l'acide acétique.

Le passage d'un êtat à I'autre s'opère suivant des lois d'activation michaeliennes et/ou d'inhibition.
Ces transformations réversibles entre les états sont déterminées par la composition du milieu.

Les expressions cinétiques du modèle correspondent à une croissance aérobie, en I'absence de limitation
par l'oxygène. Toutes les vitesses de croissance, d'utilisation du substrat ou d'utilisation de métabolites
sont exprimées en g/l/h.

o Lois cinétiques pour chaque état physiologique.

- Premier état (X1):

La vitesse de croissance de l'état X1 est caractérisée par une limitation possible par le glucose
et une inhibition par l'acide acêtique. Le glucose est consommé et il y a production d'éthanol
et d'acide acétique. La vitesse d'utilisation du glucose À1r, la vitesse de production d'éthanol
Æ1, et la vitesse de production d'acide acétique Ê1, sont proportionnelles à la vitesse de
croissance .R1.

L4

.  .c_KL * .Rt = Ui".*çg KLA + A- 
-,

r?rs = #",' x /s

Rto = t-fu^,
' x ls

Rta = 
'r\o,
'x ls

PL^.*
Krs
KrA
s
A

X1
Yltt
V l'  E IS

Yil '

vitesse specifique maximale de croissanc" (h-1)

constante de Monod pour la fermentation du glucose (g/l)

constante d'inhibition de l'état X1 par I'acide acétique (g/l)

concentration en glucose (g/l)

concentration en acide acétique (g/l)

concentration de biomasse dans l'état X1 (g/l)

rendement biomasse-glucose (g/g)

rendement éthanol-glucose (g/g)

rendement acide acétiqueglucose (g/g)

- Deuxième état (X2):

La respiration du glucose n'accumule pas d'éthanol. Il n'y a pas de formation d'acide acê
tique et on néglige l'effet inhibiteur de l'acide acétique sur la croissance. La respiration de
glucose est normalement une cinétique lente mais le rendement <<biomasse produite sur glu-
cose dégradé>> est plus important que précédemment. La vitesse d'utilisation du glucose R2,
est proportionnelle à la vitesse de croissance R2.

R z = o ' 5 lt-^,'Vy;-g^z

Rz, = #o,' x l s

avec

FIu* : vitesse spécifique maximale de croissanc" (h-1)
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K! : constante de Monod pour la respiration du glucose (g/l)

X2 : concentration de biomasse dans l'état Xz (gll)

Ylt, , rendement biomasse-glucose (g/g)

- Iloisième état (X3):

L'acide acétique n'est pas produit par l'état X3. Par contre, il est consommé après la respiration
de l'éthanol. L'acide acétique inhibe aussi la croissance sur l'éthanol. Les vitesses d'utilisation
d'éthanol Rs, et d'acide acétique .r?3o sont proportionnelles à la vitesse de croissance .R3.

Rz = ,"^-,(d*E+o(q K#-A) ufu*
Rs" = (1- o(E))#-o"

' x lE

Rsn = o(E)#na
' x /A

avec

F3^u* : vitesse spécifique maximale de croissancu (h-t)

K$ : constante de Monod pour la ræpiration de l'éthanol (g/l)

K| : constante d'inhibition de la croissance sur l'éthanol par I'acide acétique (g/l)

X3 : concentration de biomasse dans l'état Xs (Sil)

Ylt, , rendement biomasse-éthanol (g/g)

Ylto , rendement biomasse-acétate (g/g) supposé êgalàY],"

O(E) : fonction de répression de la consommation de I'acide acétique par l'éthanol donnée par:
(  o  s i  E>0 ,o (E )= l  1  s i  E=0 .t

Les transitibns entre les divers états physiologiques sont dêterminées par la composition du milieu.
En l'absence de limitation par l'oxygène, ce sont les concentrations de glucose et d'éthanol qui sont
supposées orienter le métabolisme de la levure.

o Lois cinétiques du passage de la cellule d'un état physiologique à un autre.

- Ibansition entre les états X1 et X2

On suppose l'existence d'un seuil critique Scrà = 0.I gll de la concentration de glucose tel 
,gue

si S ( ,9""; le passage de Xr à X2 est favorisé, et inversement. La fonction .F(S) = tp.
peut représenter cette modulation de passage.

- Passage X1 + X2 Rn = *rz (I - F(S)) X1
- Passage X2 + X1'. Rzt = k^ F(S) Xz

- Ttansition entre les états X1 et Xs

Les lois de passage entre X1 et X3 sont des lois michaeliennes, favorisêes par l'éthanol et
inhibées par le glucose dans le sens X1 + Xs et favorisées par le glucose dans le sens Xs -+ Xt

- Passage X1) Xs: R15= Ètr7$7 (t - f1S;) Xt

- Passage X3 -) X1: Ear - k3lgSgXa

- Transition entre les états X2 et Xs

Les lois de passage entre X2 et X3 sont des lois michaeliennes, favorisées par l'éthanol dans le
sens X2 -) X3 et par le glucose dans le sens Xs + X2.

- Passage X2 -+ X3: Rzs= ltr"*""+"LX,

15
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- Passage Xs + X2: Rzz- ks2ffiXs
où les coefficients &ai désignent les vitesses spécifiques de transition f -+ j (h-r), et les Kr'i
désignent les constantes de Michaelis pour les transitions i -+ j entre X; et Xi G/l)

Lafigure 1.3 représente schématiquement les différentes voies de croissance. Pour un réacteur discontinu
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Ftc. L.3: Modèle à trois états physiologiques

ou semi-continu. le bilan de matière s'écrit:

* t  =  R r * R z r * E s r - R r z - R n  - D X r

*, = Rz * Rn* Rsz- Rzt - Rzz -D Xz

*u = Ra * Era * Rzs- Rn - Rsz -D Xs
.  v l

E = ' çPRt -v tsEs
' x l s  ' x l e

S = - "+-h- ln-Rz
' x l s  ' x l s

. V L

A = vieBr' x l s

R1 = pâ"* rfus oftr *t
Rtz = Èrz (1 - F(S)) Xl

Ërs = kr"# (1 -F(S)) Xl

R2 = râ", nft'x,
Rzr = k2L F(S) X2

Rzs = kr"#X,

rt3 = r*- (xfo + o(E)R#E) otr*"
Esr = À"t ffçf,X"
Rsz = k"r#X"

r'(s) = dtft.';
Dans ce qui suit, nous ne prenons pas en compte le cas où il n'y a plus de glucose ni d'éthanol. Ainsi

la fonction de répression de la consommation de l'acide acétique par l'éthanol sera prise comme nulle
(o(E) = 0).

_DE

+D (^9i" - S)

_DA

(1.27)

. ' { ï  

=

S I 5",;
ï+s7ffi

I  t  s iE=O,
(
[  0  s i . E > 0 .
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L.4 Étude du modèle de Rajab

L.4.1 Introduction

Préalablement à la synthese d'un observateur et d'une loi de commande, il convient d'étudier les pro-
priétés du modèle afin de démontrer son adéquation aux propriétes physiques fondamentales du procédé.
Par exemple, il faut vérifier qu'à partir de conditions initiales positives, le modèle évolue dans l'orthant
positif. Cette étude permet également de définir les points d'équilibre du système non bouclé. Nous avons
étudié les propriétés du modèle de Rajab avec les valeurs numériques des paramètres du modèle données
par Bicking (1991) indiquêes dans les tableaux 1.2 et avec S*â = 0,1. g/1. Les équations du modèle telles

Etape cinétique Daramètre valeur unité

X1

P*-,
Krs
KT

Yl t t
Yltt
v Lt  a l s

0 ,6
0 ,5
0 ,4
0 ,L4
0 ,45
0 ,01

h

s/r
slr
r r l ao / o
o l oo / o

a / oo / o

Xz
F^",
Krs

Y?,"

0 ,29
0,004
0 ,5

h-
slI
r ' I û
o / o

Xs

li.t"*
K'E
KBA

173' x l s

0 ,25
0 ,02
012
0 ,55

h-
s/l
s/l
o l ' '
o / o

Tes. 1.2: Résumé des paramètres cinétiques

qu'elles seront utiliséæ ici sont
x = f ( a ) * u s ( u )

où s = lXt, Xz, Xs, E, S, Al',

(1 .28)
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transrtlon paramètre valeur unité
| +--+ 2 lcn

lczr
2

0,  1
h- I

h-1
I <--+ 3 Àrs

ksr
KB
Kst

0,2
0 ,5
0 ,2
0 ,01

h- I

h - 1

Elr
s/l

2e+3 kzz
ksz
Kzz
Kez

0 ,4
2

0 ,5
0 ,05

h- r
h -1

s/l
e,/l

r-

R r * R z t * R e r -  R n - R l m

Rz* Rtz* Rzz- Rzr- Rzz

f t s * Ë r e * R z s - R i l - R e z

ffir"- frns
-?n ' -2Rz

#À'

,  9 =

-X1

-X2

-Xs

_E

*Si" - S
_A

(1.2e)

(1.30)

e[ avec

( n, = +dfu Rtz = 2ï+rcLs Æra = dfuoI

1^, 
=#n#r* Rzt =f f i  Rzz:ei#

I n' = z,or#ftm Rez = 4od# ftsr = 5od#8s

Puisque le procédé évolue en semi-continu, la commande u reprêsentera la commande en dilution D.
Physiquement, la commande en dilution est positive, D > 0.

1.4.2 Intégrale première

On cherche une intégrale première de ladérive, c'est-à-dire une fonction 26(r) telleque ffi.f 
--0.

Cette intégrale première caractérise un bilan en masse. On la cherche sous la forme d'une combinaison
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linéaire des concentrations. En posant 26 = l}(Sn - S) - 20Xr -20X2-20Xs- ILE -225A,|a dérivée
par rapport au temps de Z conduit à:

zi = 
Ftr? 

- 20 - tt#- r*i^)Rr + (-10(- 2) -20) n, + (-zo- rrf) a,
-D (10(Si" - S) - 20Xt - 20Xz - 20Xe - ILE - 225A)

Zi = -DZt

Remarquons que $(V zù = 0, que Z6(t) = Z(ts)exp(-I:rt"ldo) et cue les trajectoires du

système ne peuvent pas traverser I'hyperplan Zt = 0, en effet :

- si Z;(0\ ( 0 alors Zt(t) < 0 Vt > 0;

- si Zi(O\ = 0 alors Z1(t) = 0 Vt ) 0;

- si 26(0) ) 0 alors Zt(t) > 0 V, > 0.

1.4.3 Définition du domaine physique De

On définit le domaiue physique qui est l'orthant positif

(  .  t  - )

l (X t ,  Xz ,  Xs ,  E ,  S ,  A )  e * " /  
" t  

)  0 ,  X2 )  0 ,  X3  >0 ,  E )  0 ,  S  >  0 ,  A t  0 i '

et on regarde si le champ est rentrant sur les six hyperplans constituant la frontière. Sur chacun de ces

hyperplans on a:

- xr=0 -+*1 = ff i+ i i ff i  )0, car xz,xs et '5sont positifs'

- Xz=0-+ *z= ff i+ i# 20, ca,r Xr, Xs,et S sont positifs.

- Xs=o -*t = ff if i im$ +tff i ) 0, car Xr, Xz, E,et S sont positifs'

-  E  -  0  -+  i l  =  + f f i $q  2  0 ,  ca r  A ,  X1  e t ^9  son t  pos i t i f s .

- S - O + S = D,Sin. Comme notre procdé évolue en semi-continu et que trous commandons en
dilution, alors physiquement D > 0 

"i 
oorrs avons alors S > 0 doo" S > 0.

- A- 0 -r A = tfr+#t ) 0 , car Xr et ^9 sont positifs.

En conclusion, si nous initialisons le modèle avec des conditions initiales positives, ce qui est Ie cas
physiquement, alors les concentrations restent positives.

Reprenons notre intêgrale première Zt. Nous avons vu que Zi - -D 26, et que les concentrations
ainsi que la commande sont positives. De plus dans la pratique seul le cus 26(0) ) 0 est à prendre en
considération. Alors

18

(1 .31)

LacommandeDétantpos i t i ve ,a lo rsexp( - , t l i o t " la r ;  € [0 ,  1 [e t0S h( t lS26(0) .Cequ i rev ien tà

10Si,,

Comme les concentrations sont positives et qu'une somme pondérée de celles-ci est bornée, alors
les concentrations sont bornées. En ce qui concerne le substrat S(t) on a: S(t) S Sit. Pour les autres
concentrations on a: X11TSin, X, S â.9i", Xr ( âSin, E'S i+Si" et, A3 #St,, De plus on est assuré
de l'inégalité stricte dès qu'une des autres concentrations est non nulle.

z6(t) = z;(o) exp (- Ir'D(s)d")
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Nous avons vu que les concentrations X1, Xz, Xs, E, S, A restent positives si elles le sont initialement.
Nous avons montré ensuite que les concentrations sont bornées. C'est pourquoi, si nous initialisons notre
système tel que Zr(0) > 0, alors les concentrations restent dans le domaine D, dêfrni comme suit :

Dv=  {X r ,  X r ,  Xe ,  E ,S ,  A  /X120 ,  Xz )  0 ,X3  >0 ,  E>  0 ,S>0 ,  A>  0 ,' L

20x1(0) +20x2(0) + 20x3(0)+ 11E'(0)+ 10s(0) +225A(0) (1.32)

320xt+20x2+20xs+rr1+ 10,S +225A< 10 Sr , )

1.4.4 Ensemble d'équil ibre

Notons par co = [Xto, Xzo,Xgo, Eo, So, Ao]T et par Do respectivement la valeur des différentes
concentrations et de la commande en dilution à l'équilibre. L'ensemble d'êquilibre est défini par:

t  =  
{ (o ' ,  Do)  e Do x IR. ' '  / r  @")  + Do s(c ' )  =  0} .

Il s'agit de résoudre, avec les F"i et &i définis par les équations (1.30) :

X1 =  Rr*Rzr* .Rer -R: r - -R: -s  -DXr  =  0

*z  =  Rz*R: r - *Rzz-Rzr -Rzz  -DXz =  0

h  =  f i s * E r e * R z s - R i l - R a z  - D X s  =  0

E : ftnr-frn" -DE = o 
(1'34)

S =  -?R t -2Rz  +D(S i , -S )  =  0
À = hn, -DA  =  0

Cette résolution donne trois ensembles triviaux (tt,tz,ts) plus un autre assez complexe.

1. Lorsque Do = 0
On est dans la cas où le système n'est pas commandé. On a:

.zi = 0 + soit S = 0t soit X1 - 0,
S = 0  A l o r s S = 0 + 0 = 0 ,

È = 0*.R3 = 0 + soi t  E = O,soit  X3 = Q,
E = 0  A l o r s * 1  : 0 e t  * z = 0 ) R t z = 0 + X r = 0 ,

X e = 0 + 0 = 0 ,
X r  =  0  d ' o ù  æ o  =  { 0 ,  X l ,  X â , 0 , 0 ,  / o } .  ( A )

Xs = 0 Alors *r  = 0 + Ærz*f i re= 0
â soit Xr = 0, soit.E = -+ Xt ëDç,

Xr = 0 Alors X2 = 0 et Xa =0 =* E6o = Q
* soit Xz = 0, soit E = 0,

Xz  =  O d 'où  so  =  {0 ,  0 ,  0 ,  8o ,0 ,  ,4o} .  (B)

E = 0 d'où oo - {0,  Xt,  0,  0,  0,  Ao}.  (C)

X1 = 0 Alors ̂ 9 = 0 + Rz=0+ soit,5 = 0, soit X2 = Q,
S = 0  A l o r s * r = 0 = + 0 = 0 ,

E =0 + rRe = 0 :à soi t  E =0,soit  X3 = Q,
E = 0 d'où co -  {0,  Xt,  Xâ,0, 0,  Ao}.  ( idem A)

X a  = O  A l o r s * z : 0  e t  * s  = 0 * E r z o  = 0
* soit Xz = 0, soit E = 0,

19
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X2 =  0  d toù  so  =  {0 ,  0 ,  0 ,  8o ,0 ,  Ao} .  (D)

E = 0 d'où ao = {0, Xt,  0,  0,  0,  Ao}.  (E)

Xz = 0 Alors É = 0+ fts = 0* soit Xa = 0, soit,E = 0,
Xs  =  0  A lo rs  * r  =0 ,  *z=0 e t  *s  =  0  +  0  =0 ,

dtoù eo = {0, 0,  0,  Eo, So, Ao}.  (F)

E = 0  A l o r s * r = 0 + f t s r = 0 ,  * z = 0 â r ? 3 1  = Q
et X3 = 0 =+,Rsz * ftst = 0 alors
* soit S = 0, soit Xe - 0,

S = 0 d'où co = {0, 0,  Xâ, 0, 0,  Ao}.  (G)

Xs = 0 d'où co = {0, 0,  0,  0,  So, ,4o}.  (H)

On remarque que (C), (E'), et (G) C (,a) et que (B), (D) et (I{) C (F), ce qui donne deux
ensembles:

-  û -  { ( r o , p o )  
-  ( 0 , 0 , 0 , 8 0 )  0 , s 0 2 0 , , 4 6 > 0 , 0 ) }

Cet ensemble correspond à l'absence de biomasse. Cette situation ne présentant évidemment
aucun intérêt pratique, il s'agit donc de l'éviter.

-  t z -  { ( to ,  Do)  -  (0 ,Xzo 2  0 ,Xao 2  0 ,0 ,0 , .40  >  0) }
Cet ensemble correspond à l'absence de substrat. Cette situation est également à éviter.

2. Lorsque ,So = Si'

A l'équilibre les concentrations sont constantes, et par consêquent 26 I'est aussi. Alors
Zlo - -po Zio = 0, ce qui implique que soit Do = 0 (cas précédent) soit Zao = g.

Comme 260 - t}(Sin -So) -20Xro -20Xzo -20Xso -LIEo -225Ao et que les concentrations
sont positives alors si So = $r, on obtient l'ensemble suivant:

-  tz -  {(ro ,  Do) = (0, 0,0,0, Sin,0, Do > 0)}
Ce qui correspond à une commande quelconque et à ^9o = ^9in I <:ette situation ne presente
également aucun intérêt pratique. C'est une situation à éviter que I'on appelle le lesivage.

3. Cas non triviaux

Enfin, le quatrième ensemble est donné par la résolution de 6 équations avec 7 variables, ce qui
impose au moins un paramétrage par rapport à I'une de ces variables. Nous cherchons à tout
exprimer en fonction du glucose (^S).

L'équation À=0 nous donne la commande D en fonction de X1, E, S et A;

D_
35 A(2 + 5,4) (1 + 2 S)

Nous rêinjectons D dans les équations (1.34). Ensuite, l'équation S = 0 nous donne l'état physio.
logique X2 en fonction de Xt, E, S, .9in et A:

v  6 ( 1 + 2 5 0 S ) ( S i " - S - 1 0 0 . 4 )x2-ff ix'

et l'équation il =0 nous donne l'état physiologique X3 en fonction de X1 , E, S et A:

20

6 S
X1

v  33 (1+5 .4 ) (1+50E ' ) ( 45A-E )S  .Xa=  X ,
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lnfin en réinjectant les expressions de X2 et X3 obteuues ci-dessus dans les équations *, : 0,
Xz = 0 et X3 - 0, nous obtenons les trois relations:

*t = o --+ îr(8, A, s) xr * fr(E, A, s) x12 - o
*z=o - )  f r (E ,  A ,s )x ,  +  l z (8 ,  A ,s )x r2  -o

*s = 0 -| i"(8, A, S) X, + fu(n, A,.9) x12 - 0

où f6 et /r' désignent des polynômes en E, ,4 et ^9.

Deuxsolutionsse présentent: lapremièreXr = 0 impliquequeX2 - Xs= D =0 cequi correspond
à un cas déjà traité; la deuxième solution, nous donne trois relations:

xr = -+fti$ = ill, A, s)
xr = -EEâB = f2(8, A, s)
xr = -îÊIé'â'3 = fe(n, .t, s1

En égalant h et fz et fi et f3, nous obtenons deux polynômes:

Pn(E,r, S) 
- 

arz-o(E, S) * arz-{E, S)A + atz-z(E, S)A2 + an-e(8,^5)A3 + an-q(E, S)Aa

Pl:(E, O,t) 
_ 

ars-o(E, S) * ors-r(,E , S)A + a:.s-z(E, S)A2 + a:f.-s(E,^9)43 + a6-a(8, S)Aa

où les crz-; et o13-3' (, - 0,...,4) sont des polynômes en -E et ̂ 9, avec

dh orr- t , t=o;. . ,4 = 14, 4, 4,4, 3) ,  d3 otr- l ,  r '=o , . . . ,e = {7 ,6,  6,  5,  5},

dÈ ors - ; ,d=0, . . . ,4  =  {6 ,  6 ,  6 ,  5 ,  4 } ,d3  ors - , ' , r=0 , . . . ,a  =  {6 ,  6 ,  6 ,  5 ,  5 } .

À partir d'ici nous ne réussissons pas à aller plus loin. Nous ne parvenons pas à isoler uue des
trois variables. Les approches suivantes (Chenciner, 1978; Migotte, 1989) ont été tentées mais sans
succès:

- resolution de Prz et de Prs en tant que polynôme de degré 4 par rapport à .4;
- resolution du resultant de P12 et Prsi
- suite de Sturm sur P12, P13 et sur le résultant;
- théorème de Puiseux sur P12 et Pre.

ll est nécessaire de pouvoir démontrer l'unicité ou non d'un point d'équilibre. Ceci influence sur Ia stabilité
du système et sur la synthèse d'une loi de commande.

1.4.5 Résolution numérique

Prêcédemment nous avons cherché formellement les points d'équilibre en fonction de la concentration
en glucose. Remplaçons Si. par 300 g/l et S par #S/t dans les polynômes P12 et Prs. Sir, = 300 g/l
est la concentration de glucose dans l'alimentation utilisée par Bicking (1991) et qui préconise Ia valeur
de 0,071 g/l pour la consigne de glucose à maintenir pour obtenir un meilleur rendement <<croissance de
biomasse sur consommation de glucose>>. Le resultant de Prz et Pra conduit alors à un polynôme en la
variable .E de degré 35.

La recherche numérique des racines de ce polynôme donne alors 35 valeurs, dont une seule -Eo =

0.0741901 g/l vérifie 0 < E < ÏtSt". Ensuite en rêinjectant cette valeur dans P12 et Pra, on obtient une
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seule racine commune,4o = 0.0900993 g/1. On en déduit alors X1o
un seul point d'équilibre:

5.aa356 sll
139.229 sll
a.n736 s/I

0.0741901 g/l
0 .071gl l

0.09009e8 g/l

22

, puis X2o et X3o. Nous en déduisons

(1.35)ô o _

xi
xt
x3
Eo
so
Ao

avec la valeur de la commande correspondante Do -- 0.262774 h-I. Donner 6 chiffres significatifs n'a pas

beaucoup de sens, mais la commande en dilution à l'équilibre est très sensible.

Le système d'équations (1.34) peut également être resolu directemeut numériquement pour chaque
valeur de S. Cependant dans ce cas on n'æt pas assuré de l'unicité de la solution. La résolution par

la méthode de Gauss-Newton avec MATLAB pour de nombreuses valeurs de S et pour ,Sir' = 300 g/l

conduit aux figures 1.4 à 1.10. Les figures 1.4 à 1.9 donnent la conceutration à l'équilibre de X =

Xr*Xz*Xs,Xr,Xz,Xs,E et A pour différentes concentrations de glucose variant de 0 à 300 g/l (figure
de gauche) et de 0 à 0,5 g/l (figure de droite). La figure 1.10 represente, pour chaque point d'équilibre,
la valeur de la commande. Elle montre que le rendement est maximum (maximum de biomasse, vitesse
de dilution la plus grande) pour une concentration de glucose proche de 0,070 g/1. L'intérêt est de
montrer que, pour une commande en dilution fixée, il existe plusieurs concentrations d'équilibre de glucose
possibles. On a donc calculé les différentæ valeurs propres de Ia matrice jacobienne du système évaluée
en chaque point d'équilibre. Il existe toujours, pour 0 < S ( Sin, au moins une valeur propre à partie

réelle non nêgative. Ceci montre que ces points d'équilibre sont instables et qu'il y a nécessité d'avoir une
commande par retour d'état afin de garantir la stabilité du système ainsi bouclé.

læ t50 N 2& o oG o.l o.l5 02 0ë
G||æSgn Ol|æSg/

Hc. L.4: Point d'équilibre biontasse totale en fonction de S
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Ë
i
=
ô

I

È

e

6

6

5

E
x

FIc. 1.5: Point d'équilibre biomasse Xr en fonction de S

r50 N 250
OlæSg,

FIc. 1.6: Point d'équilibre biornasse X2 en fonction de S

0 0.05 0.1 O15 02 O.Æ 0.3 0.35 0.4 0.,r5 0.5

Gll@Sg/l

0.05 0.1 016 02 0.6 o.3 036 0.4 0.rt5 05
GXE@ S gn

FIc. 1.7: Point d'equilibre biomasse XB en fonction de S
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Ftc. L.8: Point d'équilibre concentration éthanol en fonction de S

FIc. 1.9: Point d'équilibre concentrut'ion acétate en fonction de S
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Frc. 1.10: Valeur de Ia uitesse de dilution D à I'équi.libre en fonction de S
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1.5 Variations autour du modèle de Rajab

1.5.1 Simplifications - Modifications

Nous avons vu précédemment que le modèle de Ra,jab est difficile à étudier: il faut monter l'unicité
du point d'êquilibre dans le domaine physique Do. Or ce point d'équilibre est tributaire de toutes les
constantes. Se pose donc la question de l'identifiabilité de ces paramètres. Vu le nombre de paramètres et
la complexité du modèle, nous ne sommes pas parvenus en utilisant les techniques d'identifiabilité (Walter,
1987; Walter et Pronzato, 1993;Walter et Pronzato, 1994), à identifier les paramètres À;i et K.;i (.,, j €

{1,2,3}) du modèle (L.27), d'autant plus que laconstante K} n'est pas identifiable. Considérons le cas
où il n'y a pas de glucose (S = 0) mais présence d'éthanol (E > 0) et d'acétate (A > 0) depuis un
certain temps. La biomasse n'est donc pas dans l'état 1 ni dans l'êtat 2, mais elle a eu le temps de passer

totalement dans l'état 3. Supposons que la biomasse totale X, l'éthanol et I'acétate puissent être mesurés,
et qu'aucune commande ne soit appliquée, alors X1 = 0, Xz = 0, Xs = X, S = 0 D = 0 et le modèle se
réécrit :

xu = tt"^-ff i f f ir"
E = -YÊt* p'^*{?TE u"ffi*"
A=0

Nous revenons en fait, à une croissance microbienne X3 sur un substrat E en réacteur discontinu. Le
cas d'identifiabilité des paramètres de ce type de croissance a êtê étudié dans Chouakri et aI. (1994o)
et Chouakri et al. (L994b), et il est évident que le paramètre K| n'est pas identifiable.

Une simplification d'un point de vue paramètres est à effectuer. Ce sont les transitions inter-états
R;j. qu'il faut modifier. Au départ, la fonction F(.9) est une fonction définie par Glomon (1982) telle que

,F(S) =0si,S( ScrtetF(S) = 1si ,S) S"*,  pubel leest remplacée (Rajab, 1983)parF(S) = d#Ë;
En fait, c'est une fonction seuil qu'il faut remplacer par l'expression suivante:

r'(S) =
1+ 

= 
s;t]-

(1.37)

avec rn 2 2. Plus rn est grand plus la pente en S = S"t est grande. Cette fonction est présente pour
rendre continu le modèle et éviter une modélisation de type conditionnel comme, par exemple,

Rzr= 0 siS ( 5."i,

Rzr = kzr Xz si.9 ) S"t.

Les autres transitions inter-états sont modélisées par des lois de Monod. Cela permet une transition un
peu plus (douce> d'un état vers un autre. On peut les remplacer par des fonctions seuils, comme par
exemple:
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(1.36)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.38)

(1.3e)

(1.40)

(1 .41)

g"

4(s): ffi=#h
4(s) = ffi=

avec,56 - 0, 1g/l et es = 0,01 g/1. Pour toute concentration de glucose supérieure à,9."i, lalevure est
dans l'état 1 (fermentation du glucose). En dessous de la concentration €s, on suppose qu'il n'y a plus de
glucose, et les cellules passent dans l'état physiologique 3. Les pa^ssages inter-états peuvent être modélisés
comme suit:

- 4(s)) xl

- 4(s)) x,

52

es2 + .92

Rtz =

Rra =

rr, (t

*r, (t

Rzr = kn Fc(S) X2
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(1.45)

(1.46)

(t .47)

(1.48)

Cependant le modèle reste encore tres difficile à étudier.

Une autre approche consiste à construire un difféomorphisme afin d'avoir une vue différente du modèle.
Posons XL =  a tX ,  Xz= QzXt  Xz= asX.  Comme Xt*Xz*Xs =  X,  a lo - rs  a t *az  *og  =  L  e t
o g : 1 - d r - o 2 . P o s o n s  a u s s i , p o u r s i m p l i f i e r l ' e c r i t u r e  r , i =  P , e t r 6 i  #  p o n " i e  { 1 , 2 , 3 } e t
i e { t , 2 , 3 } - { i } .

Alors le modèle de Ra,jab avec les notations et simplifications précédentes, devient:

à t  =  ( r , - r t  -  r l s  -  r r q r -  r 2 a 2 -  r s a s )  a 1  * r z t a z * r s t o ; s

o z  =  ( r r - r r t - r 2 s - r L o r -  1 2 o z -  r s a s )  a 2 * r n a t -  r s 2 a s

*  =  ( r r o r + r z a z * r s a s )  X  -  D X
. / \

E = 
\YÈt* rr ar -YÊt* r"o") * - D E (1.4e)

Èæ (r - n(fl) x,
&31.4(S) X3

ks2 F,(s) xs

S = (-rl,* rt dt - Y\t* ,, 
"r) 

, + D (si,., - s)

À  =  ( "À , * r ro r )x -DA

Rzs =

Egr :

Rsz =

A v e c 0 3 = L - a t - A 2 r m ) 2 ,

[ 
,' = pl,* kËs #^ [ 

,', = er21ç13Èry- ( ,'"

\ ,, : t'^-& j r2t = r'rf?"ï!"# , €t 
I 

'r'

["  = p3^*& [ 'r ,  = r 'rr f ïâF.F [""

= e1sç6ty

(1 .50)
Le système reste complexe, mais nous avons obtenu un modèle en cascade. Cette façon de modélis€r
permet de mettre en facteur la biomasse X. Les termes en facteur devant la biomasse représentent une
<<vitesse spécifique de croissance).

L'expression des ôt (i = 1,2,3) dans l'équation (1.49) est assez compliqué. Afin de simplifier ces
équations nous prenons un autre point de vue sur la croissance de la biomasse: la vitesse de croissance
de X6 (i = L,2,3) est proportionnelle à celle de la biomasse plus ou moins les vitesses de transitions entre
é t a t s . S o i t  d d = +  ( i - 1 , 2 , 3 ) r e p r é s e n t a n t i c i d e s p r o p o r t i o n s . O n a p o u r ? ' € { 1 , 2 , 3 } , i e { 1 , 2 , 3 } - { i }
e t  k  €  {1 ,2 ,3 }  -  { i , , i } :

Xa = ar Xt - (ni * rur) at + rj ioj * ruqn

d'où
àt = - (r; i * qt) o,i+ rjôaj + rkiak

et le modèle devient

cit = -(rn + rre) ar * r21a2 * rar (1 - ot - az)

ci2 = rrzar - (rzt * rze) az * rsz(I - o1- o2)

* = (r, o, + rzo,z* r, (1 - a1- a2)) X -D X

È  =  ( r È , r r r a ! - Y Ê t * r " ( 1 - o r - " r ) ) *  - D E  ( 1 ' 5 3 )

S  =  ( - " È , * r r a L - Y \ t * r r " r ) *  + D ( s i , - s )

À  =  ( " Â , * r ' o r ) x  - D A

(1 .51)

(1.52)
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Les vitesses 16 et r;i sont celles données par l'équation (1.50). Les constantes &6i représentent des inverses
de temps de latence.

En réduisant le nombre de moitié, par exemple en posant ktz = kzt, /crs = ksr et k2s - È32, alors nous
pouvons montrer que les constantes sont identifiables. Ces égalites signifient que la vitesse de passage de
l 'ê tat i ,  à l 'é tat  j  est  ident ique àcel le  du passage de l 'é tat  j  à l 'é tat  i , ie{ I ,2 ,3}  et  j  e{1,2,3}-  { i } .
Ceci ne correspond pas forcément à la réalité.

L.5.2 Modèles conditionnels

Mis à part le modèle de Reyman, læ autres modèles presentés sont tous mono blocs: il n'y a pas de
termes conditionnels. LeB fonctions seuils ont été introduites afin d'assurer la continuité du modèle.

La prise en compte de l'acétate et I'utilisation des fonctions seuils sont les deux différences principales

entre le modèle de Glomon (1982) et celui de Rajab (1983). En supposant que toute la biomasse n'est que

dans un seul état physiologique, on obtient les trois modèles limites (1.54)-(1.56). Si de plus on considère
qu'il n'y a pas de temps de latence entre les transitions inter-états, les réactions de passage d'un état à
l'autre sont remplacer par des conditions sur le glucose. On obtient alors une version simplifiée du modèle
de Rajab.

1. Si S ) ,S. (fermentation du glucose)
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* = ph".kfu &r-DX
E = v),*ut^*,"fo.ftrx-DE
3 = -Ylr*pl* RfFF &, + D (si" - s)

À = Ylt*p!^*#.ftx-DA

(1.54)

(1.55)

(1.56)

2. Si S" > S > es (respiration du glucose)

3. Si es ) .9 ns 0 (respiration de l'éthanol)

= pâ*kfuX-DX
=  - D E

= -Y!t* p?'.,* kfo x + D (si" - s;
=  -DA

t "^ " -EfÆx-DX
-YÊt*p3^*#x-DE

D (Si' - S)
_ D A

=  t * * I (  X - D X

= -Yilx p'* R.+ x + D (Si' - S;

{ ï

[ *  
=

)E  
=

lq=
(A  =

Comme un des objectifs est de maximiser le rendement de production de biomasse, il faut commander
le procédé de façon que la levure soit toujours dans l'état physiologique 2, ce qui correspond à une
concentration en glucose inférieure à Sr. En supposant que l'éthanol et l'acétate n'ont pas d'effet dans
cette croissance, alors un modèle tout simple (Monod, 1942)

{ ;

peut être utilisé. C'est ce qu'à fait Lucena (1996).

(1.57)
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Deux problèmes se présentent. Premièrement avant d'être dans la voie 2, le procédé était soit dans la
voie métabolique 1 (fermentation du glucose), soit dans la voie métabolique 3 (respiration de l'éthanol).
Ainsi avant de revenir dans la voie métabolique 2 de la respiration du glucose, et avant que les cellulæ
ne s'adaptent à leur nouveau milieu, il existe un certain temps d'adaptation. Deuxièmement, lors de la
commande du procédé un incident peut se produire (panne de la pompe d'alimentation, déréglage, . . .).
Le procédé risque alors de se retrouver dans une voie métabolique autre que celle de la respiration du
glucose. Le modèle doit donc tenir compte des autres voies métaboliques et des autres modes de culture
(fermenteur discontinu). Il faut modéliser le temps d'adaptation et les voies métaboliques. Nous proposons
deux modèles conditionnels. Le premier tient plus compte des différentes voies de croissance. Quelle que

soit la concentration en glucose nous avons:
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(  E  =  Y ] , *u t x t -YÊ txp , sxs -DE

1 q = -Yit* Fr xr - Y!1y uz xz * D (,si" - s;

I  A  =  Y i l *urXt -DA

et suivant la concentration eu glucose trois cas se présentent:

1. Si ^9 > ,5" (fermentation du glucose)

(  1 .58)

(1.5e)

2. Si S" > S > e5 (respiration du glucose)

=  - knXr -DXr

= ttzXz * kpXr * kszXs - D Xz
= -kszXs- DXs

(1 .60)

3. Si es ) ,S (respiration de l'éthanol)

=  - k 1 5 X r - D X t

=  - k z s X z - D X z

= l teXe*k13Xr*  l czsXt -  DXs

(1 .61)

Dans ce modèle, nous avons toujours de la fermentation du glucose avec production d'éthanol et d'acétate,
de la respiration sur glucose et de la reopiration sur l'éthanol. Mais suivaut la concentration en glucose,
une voie métabolique deviendra principale et les deux autres s'atténueront jusqu'à devenir nulles.

Le micro-organisme ne sera plus que dans un seul état physiologique. Il reste à faire un choix des
vitesses spécifiques de croissance.

La seconde proposition modélise différemment les phases de latence. De même que précédemment, il
faudra changer de modèle suivant la concentration en glucose. La phase de latence est obtenue par une
évolution de la vitesse de croissance pi selon une équation différentielle du premier ordre, initialisée en 0,
et par Ia constante ri qui représente un temps de relaxation.

1. Si ^9 > .9" (fermentation du glucose)

= nX-DX
= YÈt*p tx -DE
= -Y i l *ÆX1D (S i , -S )
=  Y)1*u tx -DA
= * (p f * -p r )

(  * . t  =  t r rX t * laz tXz*k i lXz-DXr

\  Xz  =  - lez rXz-DXz
I
I  Xs  =  - ks rXs -DXs

{i,

{ *

X
ir
s
À

itr

(1.62)
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2. Si S" > S > e5 (respiration du glucose)

X =  1 t2X -DX
i ,  = -DE

S = -Y!t* FzX 1D (si" - S) (1.63)

À  =  -DA

i tz  = * (p i* - t t r )

=  psX -DX
= -Yil* p,sX - D E
= DSin

=  -DA
= * (pâ ' * -p r )

Ce type de modèle est plus simple. Dans le cas où les concentrations X, E, S, A sont mesurables, et où on
peut faire fonctionner le procédé uniquemeut dans une des trois voies métaboliques, alors les constantes
Yl t* ,YÊt* ,Y; tx ,Y&x,YÀt* ,  Tr ,  F l* ,  pour  i  = L,2,3,  sont  ident i f iab les.  Considérons le  cas 1:  i l
n'y a que'fermeitation'du glu'cose. Supposons que I'on puisse mesuré les concentrations X, E, S, et A
et la commande D. Si les paramètres ne sont pas identifiables alors deux mesures différentes de la sortie
entralnent la non identifiabilité de paramètres.

1 .  S i X = X ' , a l o r s  * = * ' ) p 1  - l t 1 t

2. Comme Ft = ltt' alors 1.r1 
- jl1 et ih = iltt.Un simple calcul montre alors que î = TLt et

pf* = pf*'.

3.  -+  E  -  E '  +  È  =  n '  e tY)1* -Y]1y ' ;

4 .  - + S - 5 , -  S = S ,  e t y ! , * - y l t * ' ;

5 .  +  A-  A '  -  À-  À '  e t ,Y)1*  =Y)1y ' ;

Ceci montrent que les paramètres daJrs le cas 1 sont identifiables. Un raisonnement analogue permet de
conclure pour les cas 2 et 3.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intêressés à la modélisation de la croissance de la levure de
boulangerie. Après avoir fait quelques rappels sur la modélisation en général de bioprocédés, nous avons
donné un état de l'art des modèles existants sur la croi$sance de la levure de boulangerie. La croissance
de Saccharomyces cerevisioe est très complexe d'où l'existence de ces nombreux modèles. L'établissement
d'un modèle se base sur les objectifs et sur les hypothèses que I'on se donne. Ainsi Bastin et Dochain
ont voulu donner un modèle assez général et qui se met sous une forme unifiée afin de pouvoir appliquer
des commandes adaptatives (Bastin et Dochain, 1990; Chen, 1992). te modèle de Reyman modélise plus
précisement les vitesseo spécifiques de croissance et les phases de latence. Quant au modèle de Rajab, il
se base sur les états physiologiques de la croissance de la levure et tient compte de I'influence de l'acétate.
Il a été élaboré à partir du comportement d'un procédé pilote.

C'est ce modèle que nous avons particulièrement étudiê. Malheureusement, l'utilisation du modèle tel
quel, en vue d'une synthèse de loi de commande, est difficile. Il s'agit de montrer l'adéquation du modèle
mathêmatique à l'évolution réelle du procédé. Nous suggêrons différentes simplifications et modifications.
Ces modèles ont été construits dans le but de rendre les paramètres plus facilement identifiables, et/ou
dans le but de les utiliser a,fin de synthétiser des lois de commande, des estimateurs d'états, . . . . L'étape
suivante consisterait à confronter ces modèles à des mesures expérimentales existantes.
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3. Si es ) ^9 (respiration de l'éthanol)

t
1
t

*

È
c

À

its

(1.64)



Chapitre 2

Sur les Observateurs continu-discrets

2.L Introduction

Ce chapitre est consacré aux observateurs, autrement dit reconstructeurs d'état. Soit un système
dynamique modélieê par le formalisme d'état

ù  =  f  ( n , u ) (2 .1)

où  r  €  IRnes t  l evec teu r  d ' é ta t ,  u  € lR*  es t  l evec teu ren t rée , . f  : lR "x lR 'n+1R" .  Ace  sys tèmees t
associêe une équation d'observations, le vecteur de sortie de valeur dans IRp

y  =  h ( a ) . (2.2)

Un observateur est un système dynamique auxiliaire dont les entrées sout constituêes des vecteurs
d'entrée, z(t), et de sortie, y(f), du système (2.1). L'observateur a pour rôle de donner une estimation
â(t) du vecteur d'état c(t) du système considéré. Un tel système peut s'écrire sous Ia forme:

(2.3)

avec r € Rs, t : IRs xlR- x lRp-+lRe, et h :lRsxlR* xlRP -+lR.'. Ceci peut être schématisé par la
figure 2.1.

I à, = I (r, u,y)

t  A  =  h(n , " ,y )

Ftc. 2.1: Principe de I'obseruateur

Le reconstructeur d'état (2.3) doit avoir certaines propriétés. Plus particulièrement, I'erreur d'estima-
tion, notée e=î- c, doit tendre vers 0lorsque le temps tend vers l' infini:

,li1 lle(t)ll = o.
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(2.4)



2.2. Observabilité, entrêes universelles

Généralement on souhaite que, si l'observateur est iuitialisé aux mêmes conditions initiales que le système

à observer (A(0) = c(0)) alors pour tout t € IR+, î(t) = r(t). Ainsi, uu estimateur d'état peut être décrit
par les équations suivantes:

(2.5)

avec /c (t(r), 0) = 0, V, ) 0, et les fonctions I et h sont les mêmes que celles du système (2.I)-(2.2) à

observer et ô représente un système dynamique associé comme par exemple une êquation de Lyapunov

et de Ricatti.
Ce chapitre est décomposé en trois parties. La première est un rappel (Bornard ef al., 1993) des

principales définitions et des conditions à vérifier avant de synthétiser un reconstructeur d'état.
Ensuite nous presenterons différents observateurs non linéaires déjà existants. Nous commencerorul

par les estimateurs d'état déduits des résultats de Kalman pour finir avec les observateurs à grand gain.

Ces observateurs se basent sur les mesurea des sorties disponibles en temps continu pour donner une

estimation en temps continu.
La troisième et dernière partie concerne les observateurs <<continu-discrets>>. A partir des mesures de

sorties disponiblæ en temps discret, une estimation des variables d'état est donnée en temps continu.

Cette estimation aura bien str la propriété de converger vers l'état réel du système.

2.2 Observabilité, entrées universelles

Avant de construire un estimateur d'état, on doit se demander dans quelles conditions ceci est possible.

Par exemple, considêrons les systèmes linéaires stationnaires (temps invariant) : ,
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[  f r  =  i@,u ,y )

I  à = f  @,u)+n(r ' ,h(ù-u)

(2.6)

où A (respectivement B et C) est une matrice de dimension n x n (respectivement n x rn et p x n). Sous
des conditions d'observabilité bien connues:

rang (2.7)

le système linéaire (2.6) est observable.
Il faut définir cette notion d'observabilitê pour les systèmes qui ne sont pas linéaires stationnaires. En

effet, cette condition du rang n'existe plus. Notons par c,,(t,cs,ts) la trajectoire à I'instant f, solution
du système (2.1) issue de la condition initiale cs = c(ts) (to à 0) et des commandes appliquées u(t),
pour tout t 2 to. Pour mieux définir cette notion d'observabilité, on définit tout d'abord la notion
d'indiscernabilité :

Définition 2.2.L (indî,scerna,bi,Ii,té) Soit Ie système non linéaire (2.1) aaec pour équation de sortie
I'équat'ion (2.2). Soi,ent deuc étuts initiaur æs et æst distincts. IIs sont dits indiscemables si, pour toute

fonction d'entrée u(t) et pour tout t 2 to ) 0, les sorties h (u"(t, co, to)) et h (x"(t, co', to)) qui en résultent
sont egales.

C'æt-à dire qu'à partir de deux conditions initiales différentes, la sortie du système est la même dans les
deux cas et ceci pour une même commande appliquée. Ainsi

Définition 2.2.2 (obeeroabî,Ii,té) Le système (2.1)-(2.2) est dit observable s'il ne possède pas de couple
d'étsts initiaus di,stôncts indàscemables.

I t '
\  v  = cæ

C
CA

c. io - r



2.2. Observabilité, entrêes universelles

Ceci définit donc la notiou d'observabilité. Si un système est observable, on pourra alors essayer de
construire un estimateur d'état a.ssocié. Malheureusement, cette condition d'observabilité n'est pas aisê
ment vérifiable. Il faut pouvoir intégrer le système (2.1)! il n'existe pas de critère aussi simple et aussi fort
tel que la condition du rang (2.7) pour les systèmes linéaires stationnaires. Une condition de rang existe
pour les systèmes non linéaires mais elle est locale et n'est valable que pour certaines entrées appliquées.
Cette condition est basée sur la notion d'espace d'observation.

Définition 2.2.3 L'espace d,'obseraati,on O est Ie plus petit sous-espace uectoriel contenant les sorties
hr,hz,...rhp fermé sous l'opération de la dérivation de Lie par rapport aux champs de uecteur f"@) =

f@,u) du système (2.1) pour un u(t) constant € IRm.

Définition 2.2.4 On dit que Ie système (2.1) est obseraable a,u sens d,u rang en os si Ia dimension
de l'espace des dffirentielles des éléments de 0 éaalué en as est de rang n.

Les systèmes linéaires temps variants, avec les matrices A(t), B(t) et C(t) born,ées,

I t  
=  A( t )u+B( t )u

I  u = C(t)u
(2.8)

bénéficient aussi d'un critère assez pratique à vérifier. Soit O(t,fs) la matrice de transition d'état de la
partie autonome du système (2.8) définie par O(ts,ts) - I et

$rn,ro, = A(t)o(r,ro).

Définition 2.2.5 Le systèrne (2.8) est dit cornplètement uni,forrnément obseraable s'il edste a ) 0
et ts ) 0 tels que, pour tout t ) 0, on ait

r(r,, + ,ù = 
I, 

or(o,t) c'(r)c(o) o(a,t) da 2 oI. (2.10)

La matrice I(1, t*16) est appelée le Grammien d'observabilité du système (2.8). La complète observabilité
signifie que le système est observable à chaque instant, c'est-à dire Vcs,Ycst,æs + so',1t > to 2 0 tel que
C(t) x" (t, oe, ts) + C(t) xu (t, æs' ,ts). De plus la complète uniforme stabilité garantit que dans un inter-
valle de temps donnê, la sortie C(t)c"(1,cs,te) fournit toujours assez d'informations pour reconstruire
l'état du système.

En général pour les syotèmes non linéaires, I'entrée u(t) appliquée peut rendre celui-ci inobservable.

Définitiou 2.2.6 (entrée uni,aerselle) [Ine fonction d'entrée u(t) est dite un'iuerselle sur [0,t] si elle
distingue sur [0, t], tout couple d'état inàtisur distincts.

Inversement, une fonction entrée est dite singulière sur [0,t] si elle n'est pas universelle. Soit le système
affine en l'état

(  t '  =  A ( u ) c + B ( u )

t ;  = c@)x (2 '11)

et soit la matrice de transition Ou(t,to) telle que iD"(ts,ts) = 0 et

.l

àO"( t , to )  
=  A(u)  O" ( t , t s )

On définit I'indice d'universalitê 1"(t,ts) par la plus petite valeur singulière de

t(o, t) CT (o, t) C (o, t)o,,r(o, t) da.
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(2.e)

(2.12)

rr,(r,ro) = 
Ï"r,

Définition 2.2.7 Une entree u(t\ est uniaerselle surl},tl pour Ie sgstème (2.11) silu(t,O) > 0.



2.2. Observabilité, entrées universeJles

T!ès souvent, pour les systèmæ affines en l'état, l'entrée universelle ntest pas suffisante pour la construc-

tion de certains observateurs. Il faut que la commande excite suffsamment le système. On parle alors
d'entrée persistante, notion introduite pour les systèmes bilinéaires par Celle et ol. (1989) et étendue pour

les systèmes affines en l'état pa.r Couenne (1990).

Définition 2.2.8 [Ine fonction entree u est dite regulièrement persistante pour Ie systènte (2.11) s'il

ed , s te t6  )  0 ,  t 1  )0 ,  e t  a )  t e l s  que  Wur  t ou t t ) t o , ' l u ( t * \ , t ) ? -a .

Finalement, on dit qu'un système est uniformément observable si toutes les entrées sont universelles. Il

existe un résultat très pratique, dt à Gauthier et Bornard (1981), qui donne des conditions nécessaires et

suffisantes pour vérifier qu'un système est localement uniformément observable. On considère les systèmes

non linéaires affines en la commande mono sortie:

(2.13)

avecce/ 'C lR ' ,u€L l€ lR- ,y€ lRetoù .Zes t ledomainephys ique(ouver t ,borné)dans leque lévo lue
l'état du système, et U æt l'ensemble des valeurs admissibles de l'entrée. Soit la fonction O : IR" -> IR'x
définie par

(2.r4)

et qui transforme (2.13) en:

I  ,=Az+QQ)+up(z )

\a=cz
(2.r5)

0

ô
n'in (o-t (z))

et p(z) =

I t '  =  f@)+D'{Lru;st
Iu = h(r )

I
1,"=[1 

0.. .01,QQ)=

_l::- 
l;^

I l,(r)

o(o) = 
| 

trn.{')

I t7-tn1,7

j,, ] lavec A =

Lnh (a-LQ))

LgLyh (o-t(r))

LsL?-1h (a - ' ( r ) )

Théorème 2.2.1 (Gauthier et Bornard (1-981)) Supposons que Ia fonction Q choisie soit un diffeo-
morphisme de I sur O(X), que les fonctions Q, Q et g puissent être étendues de I sur IR' par une

fonction de classe C* et que Ie système (2.15) soit complet pour toutes les fonctions ent{ees admissibles
(mesurables bornées) à ualeur dansU, alors Ie système (2.13) est uniformément localement observable si
et seulernent si Ia fonction p est de la forme

Fr(z)  = pr(21)

Fz(z)  = Ft(21,  z2)

p^ - t ( z \  =  9 t (21 ,  22 ,  " ' ,  zn - t ) '

(2.16)

0

01
00

I-t
l:1
L3::
|  

'Pt(z)

l":n
L ç"Q)
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Ainsi les systèmes non linéaires mono-sortie pouvant se mettre sous la forme

æ2 !  $ (u ,11 )

cs *  4 (u , c t , sz )

s s *  Ô ( u , r 1 , e 2 , a s )

æ n  *  Ô ( u ,  r ; t t l ; 2 t .  .  . ,  æ n - t )

ë ( u , r r , " ' , s n )

(2.r7)

sont localement uniformément observables. Le système (2.17) représente une forme canonique d'observa-
bilité. Gauthier et Kupka (1994) ont étendu ce resultat comme suit:

Théorème 2.2.2 (Gauthier et Kuph (1994)) Tout système localement U-unifonnément observable
se rnet sous Ia forme canonique suiaante:
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àt1

ùz

àts

an - l

ùn

I  f  t  (u, a1, æ2\

I,
=  

|  f n  {u ,  t t , . .  . , a ;+ t )

|  , , r , , , ,1 , , . . . , ,n )
=  l o ( u , o 1 , . . . , 8 n )

-  1@,æ) (2.18)

auec æ(t\ e l c lR", g(t) € y c IR et v(u, æ) ell x x , Yi € {0, . . . ,n - r},

ô

f i101" '  
t r t ' ' ' '  o;+t)  *  0 '

La notion de U-uniforme observabilité a été introduite par Hammouri, Busawon et Farza (Busawon, 1996).

Elle caractérise les systèmes où les entrées ne peuvent pas prendre n'importequelles valeurs. Physiquement
les actionneurs peuvent limiter la valeur des entrées, ou par exemple dans les bioprocédes la commande

en dilution est forcément positive. Un système est dit localement U-uniforméntent observable en un point

r si, le système restreint à un voisinagede c, toute entrée u : [0,T]-+U est universelle
La complexité des systèmes non linéaires multi-entrées multi-sorties ne permet pas de fournir de

forme canonique générale d'observabilité. Pour certaines classes de systèmes non linéaires multi-entrées
multi-sorties, le resultat précédent à été étendu (voir par exemple Busawon (1996)).

2.3 Observateurs continus-continus

2.3.1 Observateurs de type Kalman

Actuellement, les observateurs ne sont qu'une extension des observateurs pour les systèmes Iinéaires

donnés par Luenberger et par Kalman. Par exemple, pour les systèmes linéaires temps variant (sy+.

tème (2.8)) la version déterministe du filtre de Kalman est:

Théorème 2.3.L Si Ie système (2.8) est cornplètement uniformément obseruable, alors

(2.1e)

est un obseruateur pourle sgstème (2.8) à conaergence eaponentielle où les natràces Ps - P(0), R etQ
sont choisies arbitrvirement dans I'ensemble des matrices d,éfinàes positiaes.

I  Ft l
I ;t,l

p(t\ Ar(t) + A(r) P(r) + n - P(r) ê(ù q c(t) P(t)
A(t)î(t) - P(r) c,(t)Q ç(t)î(t) - y(r))
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En posant S(r) = P-t(t), l'équation dynamique du gain se réécrit:

s(t) = -Ar(qs(r) - s(t)A(t) +cr(r) QC(t) -s(r)fts(r) (2.20)

et la correction appliquée à I'estimation est changée en -,9-1(r) Cr(t) Q (C(t) e(t) - g(t)).
L'origine de cet observateur vient d'une minimisation d'un critère quadratique. Couenne (1990) a

amélioré ce critère en ajoutant une valeur du critère à l'instant initial, un facteur d'oubli exponentiel et
en considérant les systèmes affines en l'état (2.11). Cette introduction du terme <<d'oubli exponentiel>>
permet aussi de travailler avec .R = 0. Le critère est le suivant:

J (O =  e-o t (2.2r)
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/ ^ f L - \

{ '-""11€o - gl13" + / "-0'l ly(r) 
- C Qu (r, t6)(sllf idr )

\  
-  

J t o  
-  

/

où ll.ll3. "t ll.lla désignent les formes quadratiquer, ll{113" = €r^9r( "t ll€llA = er 8e (.90 et I sont des
matrices symétiiques définies positives). Comme J(() est un critère stricternent convexe, le minimum
existe et est unique. Soit €. ce minimum;il est donné par # = 0. En posant î - Qu(t,ls)(*, le calcul
de la dérivée de ô par rapport au temps conduit, après simplification, aux équations:

I  b  =  A(u ,y )æ*B(u ,y )

I  v  =  Cx

I SAI = -0 s(t) - Ar(u(r)) s(r) - s(r).a(u(r)) + c'(r) e c(t)
I àtr l  = A(u(t))â(r)+ a@$))u(t) - s-l(r) cru)Q ç@î(t) - y(r)).

(2.22)

Ainsi, en faisant la remarque que toute entrée u(.) mesurable bornée appliquée au système affine en la

commande (2.11) engendre un système linéaire dont les paramètres varient dans le temps, nous avons:

Théorème 2.3.2 Si I'entrée u(.) est régulièrernent persistante, alors pour tout e > 0, Ie système (2.22)

est un obsentateur non initialisé pour le système affine en Ia commande (2.11).

La vitesse de convergence de cet observateur est exponentielle et est arbitrairement choisie en fonction de

d. Une preuve de ce théorème se trouve dans Bornard et sl. (1989). De Leon Morales (1992) a donné une

démonstration plus courte en utilisant commefonction de Lyapunov €T Se (e - â-c l'erreur d'estimation)

et en introduisant la notion d'entrée d-strictement persistante: une entrée u(.) mesurable bornée est dite

d - s t r i c t e m e n t p e r s i s t a n t e s i d ) 0 é t a n t d o n n é , 3 o ) 0 , f r > 0 , V t 2 f o , S ( r ) > o l . C o m m e i l e n a f a i t
la remarque, une entrée régulièrement persistante est aussi une entrée d-strictement persistante. Mais ce
qui est plus intéressant, c'est qu'il a étendu ce résultat aux systèmes de la forme

(2.23)

en considérant que si l'entrée u = (u,y) est une entrée régulièrement persistante pour ce système alors le

système
(  S  =  -05-A ' (u ,u )S-SA(u ,y \+€QC
{  I  ^ '1 . " ' - .  

- ^ : -_ i ^ . - ^^ - - .  
(2 .24)

I  a  =  A@,y) î+B(u ,ù -s - ' c rqça-y \

avec 0 ) 0, est un observateur à convergence exponentielle pour le système (2.23). Ce type de système

est particulièrement intéressant pour les bioprocédes modéIisés sous la forme unifiée de Bastin et Dochain

(1990) (voir chapitre 1) dans le cas où les concentrations en substrat et en produit sont mesurées et où

on est en présence de plusieurs microorganismes ou plusieurs états physiologiques.

T}ès souvent dans la pratique, le système non linéaire est linéarisé au point de fonctionnement. Sur ce

système linéarisé est appliqué I'observateur de Kalman: c'est-ce qu'on appelle l'observateur de Kalman

étendu. Deza et al. (1992) ont donné un réeultat de convergence de cet observateur. Nous réexaminerons

ce résultat à la section 2.4.

2.3.2 Obserrrateurs à grand gain

Nous avons vu précédemment qu'une synthèse d'observateurs de type Kalman est possible pour les

systèmes affines en la commande, sous des conditions sur les entrées. L'estimateur d'état ainsi construit
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augmente la dimension du système de n(n * 1) équations différentielles. L'approche grand gain, permet

de fixer définitivemeut les coefficients de Ia matrice de gain S-1, et de travailler avec une classe plus vaste

de systèmes: les systèmes uniformément localement observables.
Le principe d'un observateur à grand gain est de décomposer le système en une partie affine en l'état et

une partie non linéaire. La synthese de l'observateur est réalisée sur la base du système linéaire. Sous dæ

conditions de structure, l'utilisation d'un gain suffisamment grand permet de traiter des non linéarités.

Cas monesortie

Nous avons vu que les systèmes non linéaires affines en la commande mono-sortie localement unifor-

mément observables se mettent sous la forme canonique (2.15). Ces systèmes sont inclus dans le système
plus général:

(  ;  =  Az+p (z ,u )
{_  

- __ , r \ _ ,_ ,  
( 2 .2b )

I  u  =  Cz '

01 0  . . .

On rappelle que ,4 est la matrice anti-shift / = . U

. 1

e t C [ 1  0 . . .  0  ] . G a u t h i e r

et al. (L992) ont donné pour ces systèmes un observateur à grand gain. La matrice de gain sera K ^-t(").

K est une matrice n x L dont les rù coefficients sont choisis tels que lamatrice lA- K C] soit Hurwitz. La

constante ?-1 est le gain qui doit être pris suffisamment grand pour assurer la convergence de l'observateur

(0 < 
" 

< 1). ta matrice Â(T) est donnée par Â(?) =

Théorème 2.3.3 (Gauthier et af. (1992)) Soit L iléfinie cornnle ci-dessus et soit K telle que Ia ma-
trice lA- K q ail butes ses ualeurs propres à partie réelle negatiue. Si

1. la fonctàon g(z,u) est globalement lipschitzienne par rapport à z, uniformément par rapport à u;

A,^ .
2 .  i l =0  pou r i , =L , . . . , n - I ,  i  = i ' +1 , . . . , n ;

alors ieiyrtC*"est uniformément localement observable, et iI eristeTs tel que, pour tout T qui satisfait
0 < ? 1Ts, Ie système dynarnique:

l ;  =  t î+p ( î ,u ) -Â-1 ( r )  KQî -y )

l ,  = cz
(2.26)

est un obserntateur pour le systèrne. De plus, Ia norme de I'erreur d'obseruation est bomée par une etpo-

nentielle dont Ia uitesse de décroissance peut être choisie arbitrairernent grande.

Preuve
En utilisant le changement de base z - ft(T)2, 2 = lt(T)î, on a e - Z -â. La dépendance de û par

rapport à c etu étant omise dans la notation: tlt(ê) = p(Z,u) - g(î,u), on calcule alors facilement que

À = trglet-t(r) = T-LA,e = CL-L(T) - T-rC.Il en resulte:

36

(  f  2 = T-rAz+L(T)e(I t - r (T)z,u)

J l ,  = r- tcz
' l  

, = T-t Az + L(T)p (^-'(") 2,u) +T-r K C (z - z)

I r' = T-L (A - K C)€ + ̂ (") r/ (Â-r(r; eJ

0
Tn0
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Soit S une matrice définie positive solution de l'équation de Lyapunov:

lA -  KCI tS+  S IA-  KCI=  - r . (2.27)

On prend comme fonction de Lyapunov candidate: a = {Së. On peut majorer la dérivée par rapport

au temps de o, comme suit :

i i  -  2{sÈ
b - z{ s (r- '  @- KC) ê+ Lg),1,(n-114e))

ij - -r-' l lell ' +2{ s Lg)'2 (^-'(r)4

o 3 -r-' l lell '+ 2llsll l lall o* f,ir,,*-i l lall,

37

ô = l  j - L

où oo est laconstante associée à lafonction g, gui est la même q\eÛ. On adéfini Xti =g si fr 
=0,

sinon X6i = 1. Alors XtiT"-i ) 1 pour T 1!, Vi,i e {t, ..., n}. On note respectivement Àl,Às les
valeurs propres minimale et maximale de S. On obtient

(2.28)

(2.2e)

(2.30)

ù 3 #r+2À5llal la*ËË nfl"- i l ley

i i  3 E+zfooËË xoir- i \ ,
\ 

Às ^I ErîJ I

ii 3 (# +z^boon')0.

Donc,pourtoutT > 0, i lex is te?,  0 <?< l , te lque ù SlA.  L 'observateur  convetgedoncexponent ie l -

lement et on peut choisir arbitrairement la vitesse de convergence. On remarque que I'entrée du système

n'imposant aucune condition, le système est alors uniformément localement observable.

Remarques:

- La condition ii) revient en fait à dire que çk,u) a une forme triangulaire.

- Lamatrice^-1(")KpeutêtrechoisieidentiqueàSlrCT,avec,Sp--lsolutiondel'équationalgébrique

deR icca t i .Soes t l aso lu t i ons ta t i onna i rede&-  - îSe -ATSe-S IA*CTCpourdassezg rand

(on a ici 0 = l). Une écriture explicite de 56 est donnée dans Othman (1992).

- Si on a effectué un changement de va.riable pour obtenir le système (2.25), on n'a pas besoin de la

connaissance explicite de O- I qui est souvent difficilement calculable. Lorsque l'on écrit l'observateur

dans son repère de départ, il suffit de connaitre 
i#]. 

Dans le repère initial I'observateur s'ecrit:

= /(e) + D'{L,uesr(î)+ t+]-' ^-1(?)K (a - cî)
=Cx

- On parle de grand gain puisque lorsque I'on choisit ?-l suffisamment grand (? suffsamment petit),

on cache l'efiet de la partie non-linéaire dans la synthèse de I'observatetrr.

{ ;



2.3. Observateurs continu*continus

Cas multi-sorties

Considérons le système non linéaire affine en la commande:

( *' = / (') + DLtu; ee
I

Iu  = h(*)

38

a v e c o e N C I R n , u € r l € l R * , y € R p s u p p o s o n s q u e c e s y s t è m e s o i t o b s e r v a b l e e t q u e l ' e n t r é e u ( t )  = g

s o i t u n e e n t r é e u n i v e r s e l l e . L e J a c o b i e n a " { n r ,  L t h r , . . . , L l - t h r , . . . , h p , . . . , L i - t h o \  p a r r a p p o r t à c

est de rang ?? presque partout sur lR'. Au voisinage d'un point régulier on peut sélectionner un sous'
e n s e m b l e  d e  r a n g  p l e i n :  

o  =  
{ n r ,  

L j h r , . . . , L } ' h r , . . . , h 0 , . . . , L } - o h o \

(2.31)

(2.32)

Nous avons l'entrée à7r(c) qui intervient à I'ordre ?r. Ceci détermine un difféomorphisme local où le

système s'écrit:

I  z  =  Az+ÇQ)+p(z )u

\  u  =  cz
(2.33)

o ù : A =

Ic-t
| ç,Q) I | ,P',x(,) f

et Ç'Q) = 
| : I, 

avec ç*@) = 
| : . . | 

. i ' loo. avons tp;(z) - L1*hn(o-t(r)), et pap(z) -

I pok) I L 'i,hx(z) J
LnLd;rhN (O-t(r)). La taille de chaque bloc È æt ?., Ie = L,...,p, avec DIano = n, et on pose
pt J I ,  pk+t:  l . t**Tt,  À = 1, . . . ,p- 1.  Pour le théorème qui sui t ,  issu de Borna,rd et Hammouri
(1991), nous n'avons pas besoin de la linéarité en u, et nous considérons alors le système suivant:

0

ô
ë*Q)

(2.34)

lx '  I
et la matricenx p," = 

I I 
of les matrices Ks sont de dimensionrl*x1.

L KoJ

Théorème 2.3.4 (Bornard et lln'nmouri (1991)) Soit Ia rnatrice K choisie telle que pour chaque

bloc k, Ia matrice (Ar - KxCr) ait toutes les aaleurs propres à partie réelle négative. Si

1. Ia fonction g(z,u) est globalement lipschitzienne p6r Ktpport à a,, uniforrnément par rapport à u.

2. on suppose qu'i l  eriste deur ensembles d'entiers o= {ot...on], et6 = {ôt...ôo}, aaec66 ) 0, i=

I. . .p, tels que:

(a )  op ra t  =  6pk+ t r -L *  6 * ,  k  =  1 . . .P ,  I  =  1 . .  .Tk - r ,

( b )  W*0+o62o i ,  i =1 . . . n ,  i =1 . . . n ,  i * px ,  k : r . . . p .

I  z  = Az*eQ,u)
I  u = Cz,



,qî + p(î,u)+ À-1(r, \x(y - Cy'
C z

2.3. Observateurc continus-continus

Alors Ie système est unifonnément localement obsentable, et il eùste Ts ) 0 tel que, pout

T 1To, le système sui'aant:

^
?, 

--!0, 
.

z i = z i t  J

L(T,6) =

39

tout T, 0 1

(2.35)

T
, où A;(?) =

(2.36)

'T,rlb-L

est un observateur pour le système. De plus, la norme de l'erreur d'obserttation est bomée par une etpo'

nentielle dont Ia uitesse de décroissance peut être choisie arbitrairen't'ent grande.

La preuve du théorème suit la même démarche que celle du théorème précédent. Il suffit de reprendre

et d'écrire par blocs À. Lamajorationde DE XtiP-il lell dans le cas monosortie est n2.Ici, dans le

pr*r r r " -L 
i= l  j=7

cas multisorties, nous majoroor" 
Ë txuif-illâll 

par qkxnsachant que X,'i =0"iW= 0 ou si
d=p,,  j= l

j  =  p * ,  s i n o n  x a j ' =  1 ,  d ' o ù  X t i T o i - o i  )  1 ,  p o u r  T  < L , Y i =  H t  . . . t t x * T n - I '  Y i  = 1 " ' n '  E t  n o u s

majorons l lS;l l  par ss = sup{l l^9111, '  '  ' ,  l lSrl l}  ,  le = L .. .p.

Remarques:

- Les conditions iz'sont assez contraignantes sur p(z,u). En effet, pour certains couples (i,i)' il

faut que * = 0, lorsque l'on a o; ( o3. Cela impose une certaine configuration de la matrice
-  oz i

jacobienne de g(n,u). Par exemple au sein de chaque bloc, on retrouve la condition triangulaire du

cas mono-sortie.

- Comme dans le cas mono-sortie, on parle de grand gain puisque lorsqu'on choisit ?-1 suffisam-

ment grand (? suffisamment petit), on cache l'effet de la partie non-linéaire dans la synthèse de

l'observateur.

- O n a a u s s i o p . 4 r = o t r + ( t - 1 ) ô s , f - l . . . T x . L e c h o i x d e s e n s e m b l e s o = { o r . . . o n } e t

d = {d1 . . .d0} ,  rev ient  donc en fa i t  à  chois i r  ù" '6e et  orr" '6r r .

- Pour savoir si le système (2.34) est observable, il suffit d'écrire les conditions aa' et de résoudre ce

s y s t è m e d ' i n é q u a t i o n s . S i o n a r 6 ) o j a v e c P r ,  l i 3 t t x r * T * i - t , P k i 3 i 3 U x t + T k i - l , a v e c

F r i * F x t , e t  i + p k ,  k = ! . . . p , a l o r s i l v i e n t q u e  o t ) a i  p o u r l  t e l q u e  i * 1 S l  S  F r ; * T r " r - L ,

et od > o!, pour I' tel que F*5 St < i - l.

- Contrairement au cas mono-sortie, il ntexiste pas une seule forme canonique, mais plusieurs. Cela

dêpend du difféomorphisme choisi. Pour un système donnê, il est possible qu'un difféomorphisme

choisi ne permette pas de dire si ce système est observable, par contre pour un autre difiéomorphisme

ce système peut satisfaire aux critères d'observabilité.

Nous allons utiliser ce théorème pour l'appliquer à un modèle de la levure de boulangerie. Pour cela,

nous faisons la rema"rque que le théorème reste valable si les conditions iâ - ù sont changées comme suit

( b \  Wt0+q>o j ,  i , =L . . . n -1 ,  i = I . . . n ,  i +pk ,  k= l ' . . p .
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Ce qui signifie que la dépendance de g(c,u) par rapport aux oi, i = I,' ' ' ,n \'a pas d'importance. Cette

dernière remarque permet d'appliquer sous certaines conditions cet observateur aux bioprocêdés modélisés

sous la forme unifiée de Bastin et Dochain (voir chapitre 1 (1.15)) :

è=Ke-D€-e+p. (2.37)

Il faut pour cela que

- la vitesse d'alimentation (gaz et liquide) f'6 ne dépende que de la commande (vitesse de dilution

D), de la concentration $,r,a constante et connue et du débit gazeux entrant Qin,?.mesuré;

- le débit gazeux sortant Qt est mesuré ou est fonction uniquement de l'état {6;

- la vitesse spécifique de croissance rp est positive, bornée et ne dépend que du vecteur état { et de

constantes connues;

- la matrice des rendements est connue;

- la commande D appliquée (par exemple 0 ( D-i' S D(t) S D*'*) permet d'assurer que le système

vit dans un compact et qu'il est éloigné des bords (€ > 0) pour éviter les problèmæ d'observabilité;

- au moins n/2 êtats sont mesurés.

- alors les fonctions g sont partout Lipschitz daus le compact et peuvent être rendues globales Lip

schitz, par un raccordement continu par exemple.

N o t o n s p a r € - : A = C Ê = l € * 1 , . . . , t ^ , p j l e s p é t a t s m e s u r é s , e t € , - [ € r , r , " ' , € l , q ]  l e s q é t a t s q u i n e l e

sont pas, avec p * q = n et p ) q. Alors sous les conditions prêcédentes et si

O  =  { ( * , " r ,  L1 ( ^ , * r ,  " ' ,Ê^ , ^u ,  Ly t ^ ,np ,Ê* , \ r , " ' , € * , . r e }

( a v e c 2 B + F =  n , I S f t  ( - P , 1 <  À j  3 p , e t  n i ' l  \ j  p o u r  i  -  1 , " ' , p e t  p o u r  i  =  1 , " ' , f )  e s t  u n

difféomorphisme alors l'observateur grand gain peut être appliqué au bioprocédê.

2.4 Sur I'observateur de Deza et al.

2,4,L Estimateur Kalman étendu continu-continu

Nous allons revenir sur I'observateur presenté par Deza et aI. (1992). La stabilité d'un estimateur

Kalman étendu continu-continu et continu-discret y est presenté. Dans sa thèse,Viel (1994) améliore le

premier resultat et donne une meilleur explication de la démonstration de la couvergence de cet estimateur.

Pour plus de clarté, nous allons prendre la classe de système considérée par Deza et aI.. Ce sont les système

non linéaires mono sortie localement uniformément observable affines en la commande. Ils se mettent sous

la forme canonique:
( t '  = Ao + Q@) + up(x)
{  

-  ' : -  '  r \ - l  '  - r \ * l  
( 2 ' 3 8 )

I  u  =  Ca

où A est la matrice anti-schift, Q et ç sont triangulaires et globales Lipschitz. Ce système vérifie les
conditions du théorème2.2.I.Ils considèrent une matrice symétrique définie positive Q, une constante
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I.'] o
r ) 0 et une matrice n x a de gain A = |- 

L0
g-* - S. Alors
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Théorème 2.4.L (Deza et aI. (1992)) Pour 0 assez grctnd, Ie systèrne

f  à = Aî +,ç@)+P(î)u- S-r  Crr-r  (Cî -a)

I  S  =  -sQes- (A+ ç*@)+d(a) " ) ' s -s  ( ,4  +  ç*@)+d@)" )+cr r - tc
(2.3e)

est un estirnsteur Kalman étendu pour le système (2-38).

La démonstration se base sur la fonction de Lyapunov eT^9e, où e -- î-o, et utilise les notations suivantes :

- f - ç,@) +,p@)"- ç@ - ç@) - (ç,.@) a ,p*(î\u);

-  6 ( t ,o)  = l^(ç*@) + d@) u) l - t

-  z :  Â ,e ;

-  S  -  aa -1sa-1 .

Alors

f tQ'Sù = -o,r  SQSz+zzr 3 Lt  - l r r  cr  c z (2.4r)

Il s'agit maintenant de majorer le terme positif dans l'équation de la dérivée de la fonction de Lyapunov.
En utilisant les propriétes que les fonctions Q et p sontglobal Lipschitz et triangulaire, et que la commande

est bornée lr(t)l < u-",., alors nous avorur la majoration suivante

l,'sa rl s llr sll rn rrr
s ll"sll P@ tvtl
s P0l0) 86) zr s z

on p$le) est un polynôme fonction de g-1, des constantes de Lipschitz et de u*,,*; B(S) : 1ffi8. U

faut donc majorer ces deux termes. Par construction, P(d) est une fonction décroislante lorsque 0 croit.

Pour pouvoir majorer B(S) il faut montrer qn" ^9 est bornée. En posant S(t) = S(tlï), il invoque un

résultat classique de la bornitude de l'équation de Ricatti donnê dans Jazwinsky (1970) (on discutera sur

cette bornitude dans la section suivante)' Ainsi en posant F(t) = A-6(tlï'd)' il existe do ) 0'l? )
0,3c1 ) 0,1c22 0 telles que Vd ) 1s,Yt 2 ?, l'équation de Ricatti

3 = -s e^g- rr S - S r + cr r-t c

c1 I  <  S ( t )  3 "2 r .

4I

s = , ( - tas-  (A+ d(r , r , ) " - t  ( r+ d( , ,  q \+cr , - 'c)  Q.40)

est bornée comme suit:

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

parconséquent  B(S)  SJV ercommelÀ= f f i  >0,Vdte l lequef  S5 SQS, a lorsVt  2?,

Â  _ -

frt"sr) s -ezr SQSz+2zr S a't

d'où en choisissant 0 assez grand, la fonction de Lyapunov décroit exponentiellement vers 0.

tr
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2.4.2 Sur la bornitude de l'équation de Ricatti

Afin d,appliquer cet observateur, il serait utile de connaltre les valeurs que peut prendre 0. Il faut

donc avoirune idêe sur les constantes c1,c2,\ et lamajorationde P(Ll|). Une première majorationde

P(d) est

ll,ll (2.46)

où n. est la dimension du vecteur d'état, tr, respectivement .L, est la constante de Lipschitz de g, resPec-

tivement de <p. Cette majoration peut être faite dès que d 2 1, avec .[ la plus grande des constantes de

Lipschitz des fonction tP eI P:

P(0) SLU1, ("^,-n2 * (u^" *2) n+ u*-. * 1) . (2.47)

Le problème est la détermination dæ constantes c1 et c2.En effet la référence sur le livre de Jazwinsky

(1920); nous ramène à la section 7.7 <<Bounds and Stability - Continuous Filter>> pages 243-244. Cette

section fait référence aux lemmes 7.1 et 7.2 sur la bornitude de I'équation de Iùicatti discrète et dit que le

même principe peut être employé. Viel (1994) ajoute comme référence le livr,: de Bucy et Joseph (1968)

où une démonstration est faite. On considère l'équation de Ricatti

i r = F P + P F T - P H T R - L H P + Q (2.48)

p(,t))= (Ë ( (jr #) r?Ima:< * #t)+ r,^-. -r z)

[  
*  =  F ( t ) a

I  u  =  H( t ) t

avec P(ts) = Ps matrice symétrique positive, et où F(t), H(t),R(t),Q(t) sont supposés continues et pour

tout t ) 0,e$) ) 0 et ft(r) > 0. L'équation admet un solution, définie sur [0,*oo[, P(t) et telle que

P(t) > 0.On note O(t,ts) Iamatricerésolvaute de II = FII. Avec O(r0,to)- I, elle est solution de

*.n,ro, 
= F(r) o(r,ro).

Soit le système linéaire

(2.50)

Si ce système est uniformêment observable sur l'intervalle de temps [0, T], alors il existes quatre constantes

positives (or, oz,b1, à2) telles que

(2.4e)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

Eu notant

et

le lemme 5.4 (Bucy et Joseph,

o1 r ( fi_, ar Q,to) ̂F/t ,R- t r/ o(r, ts)dr S àr r

azr s Ï!-ra(t,r) QQr(t,r)dr l bzr

oT(r,ts) HT R-r Iro(r,ts)drcn(t,t-n= I:_,
7 t

wq(t,t - T) = 
Jr_rr(r,r) Q iDr(t, r)dr

1968) affirme que

P(r)  s W6r(t , t  -  
" )+ 

cp(t , t -T),

d'où à partir des inêgalités (2.51) et (2.52) on prétend dêmontrer I'encadrement de P(t) et, pa.r conséquent

celui de s(t) = P-l(t) ' 
o'2 

= < pft) a.*arbz '
t  + uo, 

-  ar 
(2 '56)
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Le problème est que l'inégalité (2.55) n'est pas vraie. Voici un contre exemple: Soient f = | I I I .'  -  
L  0  0 l '

l q  n l
H = l 1  0 l , Q = l ;  ;  l e t R =  l . . N o u s s o m m e s e n p r é s e n c e d ' u n s y s t è m e l i n é a i r e s t a t i o n n a i r e .r  J . -  

L U  I J

Il est évident que l'équation (2.50) est uniformément observable. Par un logiciel de calcul formel, nous
pouvons calculer P(l) vêrifiant l'équation de Ricatti (2.48) en faisant la remarque que P = Y X-r avec
X et Y vérifiant le système matriciel:

u'r;'"] 
[i]lil:[-;'

lo  o l
o ù X ( 0 )  = I e t y ( 0 ) = P ( 0 )  =  

L ;  "  1 . * . r r v e r r o n s q u e p o u r u n e c o n s t a n t e o ) 0 p r i s e s u f f i s a m -
ment grande et pour un temps donné, I'inégalitê (2.55) n'est pas vérifiée. Un calcul permet d'exprimer
Wq et Cp:

-i1
T I

TI
L ' i n é g a l i t ê ( 2 . 5 5 ) a f f i r m e q u e l a m a t r i c e  P - W a '  - C p e s t n é g a t i v e . O r p o u r T - L , r - 1 . 0 1 e t 4 = 1 5 0

alors un terme de la diagonale de cette matrice est strictement positif.
Donc cette inégalité n'est pas vraie, et on ne peut pas I'utiliser pour définir les bornes supérieures et

inférieurs de la matrice ,S.
L'erreur dans Ia démonstration de Bucy et Joseph peut venir du fait qu'on suppose que si A S B'

avec A et B des matricæ symétriques positives, alors ceci entraine que A2 ( 82. Prenons par exemple

A= 
[  3  ; r  ]  " ,8=  [  â  $  ]  "es tc ra i rqueA(B,ma is  

A '  {B ' .

Donc l'inêgalité (2.55) est fausse, cependant il est possible de majorer grossièrement la solution de
l'équation de Ricatti, mais il serait souhaitable de trouver une majoration plus fine. On peut montrer que

l r
Wq(t , t -T )  =  

|  r ,
L _-T

|  2 'n -x "
C o f t . t - T )  =  | " - T- r ù \ - , -  -  t  I  T z

L T

(2.57)

(2.58)

(2.5e)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

où

et

K(o,r) = Io'

P(r) < Cn-t(O,7) + /((0, T)

or(0, r) v (r) c 1--r (0, r) dr

v (r\ - 
L',',o,o) 

ar(a) E-'(o) r/(o) o(o, 0) da.

? étant fixé et fini, Cp(O,?) étant borné par les inégalités (2.51), K(O,T), fonction continue sur un
intervale de temps fixe, peut être borné en prenant lee "sup" et les'Înin" des fonctions rD, Cq et I/, alors
P(t) est borné mais les bornes sont très difficilement identifiables.

2.5 Observateurs continu-discrets

2.5.1 Introduction

Jusqu'à présent nous avons considéré des estimateurs d'état basés sur les sorties disponibles en temps
continu. Dans la pratique, les mesures sont rarement disponibles en temps continu. Ce cas est courant
dans les bioprocédés (Busawon, 1996; Lucena et a|.,1995).
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Comme les procédes sont quasi continus, une approche consiste à discrétiser le modèle mathématique
obtenu et à appliquer un observateur discret (Grizzle et Moraal, 1990ô; Grizzle et Moraal, 1990s; Cicca-
rella ef al., 1993;Lee et Nam, 1991;Ciccarella et al.,1995; Moraal et Grizzle, 1995). Une autre alternative
consiste à supposer que l'intervalle de temps entre deux mesures est négligeable par rapport à la dyna-

mique du système.

Finalement Deza et at. (1992) ont remis au gott du jour l'utilisationd'observateurs continu-discrets.
Cette idée d'observateur continu-discret provient de la théorie du filtrage (Jazwinsky, 1970; Labarrere
ef al., 1988) et le principe est comme suit: une estimation des états du système est donnée en temps

continu, alors que les mesures ne sont disponibles qu"en temps discret.
Considérons les systèmes non linéaires de Ia forme

b( t )= f  (c ( t ) , " ( t ) )  ,  a  €  IR ' ,u  € lR 'n ,

munis d'une équation d'observations faites aux instants t6, e'€ N

y ( t t ) = h ( c ( t , 1 ) ) ,  e € R P

où .f : IR.' x IR* -) IRn et h : lR' + IRp. Vu les remarques faites précédemment, un observateur
continu-discret s'écrira comme suit pour chaque pas f :

1. Entre deux instants de mesures, t6 et t,;11, l'estimateur est une recopie du modèle du système

initialisé par la condition initiale a (t;), et pour f € [te, t;+r I on a :

à1t1= r (1'6,"(r)) (2.65)

L'intégration numérique donnera uue estimation de l'état du système à I'instant t6a1 . Cette esti-

mation est notée â- (t l+r) = l irnr+ti+r,t<t,*, â(f).

2. À I'instant t;+r, nous avons la mesure y (tt+ù = n (æ (tr+t )) et l'estimation de l'état â- (t;".1). Il

s'agit à partir de ces informations de donner une nouvelle condition initiale pour le système (2.65)

pourl €lt6a1,t6,r2l. Cette nouvelle condition initiale (ô(t;+r)) est donnée par l'équation:

(2.66)

où 96 : IR' x IRP -' IR.P.

Cette fonction g doit être choisis telle que le système (2.65)-(2.66) vérifie certaines propriétés. Soit l'erreur

d'estimation e(t) = A(t) - c(t), on désire que lirnr-- lle(t)ll = 0 et ce pour tout t. Ceci est possible si

on arrive à démontrer que lims,,6a- lle (tl)ll = 0 en choisissant correctement la fonction gd et en utilisant
des propriétés sur les fonctions f et h.

Généralement on demandera que la fonction f soit Lipschitz et que la fonction g s'écrit sous la forme
K lh(î (tl)) - y(t6)] où la matrice K peut être temps dêpendante. En résumé, un observateur continu-

discret s'écrit en considérant le système (2.63) et les mesures (2.64), pour t € [t6,t6..1], i e N:
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ô (tr+r) = ô- (t411) + or (î- (Jr+r) ,  y (rr+r)) .

(2.63)

(2.64)

(2.67)I âtrl = / (a(r), "(t))
I a(t+r) = â(te+t) - K lh(ô- (t;+r)) -v(t;+r)] '

2.5.2 fJn observateur continu-discret de type Luenberger

Pour en illustrer le fonctionnement, nous allons donner un observateur continu-discret de type Luen-

berger pour les systèmes linéaires stationnaires avec équation d'observation discrète de période T" :

I  t ( t )  =  Ax ( t )+Bu ( t ) ,  o€ lR ' , u€ lRm,A :nxn ,B :nxm,

Iu (ÀT , )  =  Cc ( l cT " ) ,  9€RP,C ;Pxn '
(2.68)



2.5. Abservateurs continu-discrets

Théorème 2.5.L Si Ia paire (exp [.4T.] , C exp [AT"]) est obseruable alors il eri,ste une matrice K telle
que Ie système
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(2.6e)

pour tout t € [ÈT", (/c + 1)T"[, VÈ € N, est un estimateur d'état pour le système (2.68) dont I'erreur
d'est'imat'i,on conaerge erponentiellement uers 0.

Preuve:
Écrivons l'équation d'erreur d'estimation avec e(t)
,  € [ÀT,,  (& + 1)T,[ ,  Vk e N:

- fk pour

(2.70)

(  a&T") = Cr(kT")

{ â(À+T") = A(k-T.) - K lCî(k-T")- s(/eT")l
I  a ( t )  =  Ac( t )+Bu( t )

= î(t) - æ(t), eu = îu - cç et e1-

l I - K C ) e o
Ae(t ){ ; ,  

=

Comme s(t) - exp[,4(t - k - IT,)] er.-t pour t € [&T",(À+ 1)T"[, alors

6 k  =  l I - K Q e u

= 
[exp[AT"] 

- KC exp[AT"]]

Puisque par hypothese la paire (exppTJ,C exptlT"]) est observable, alors il existe K telle que la

matrice [exp [AT"] - K C exp [,4T"]] a tous ses pôles compris entre 0 et 1. Ceci implique Ia convergence
de la suite e1 et de e(t).
tr

Nous verrons un exemple de simulation dans la section 4'2.

2.5,3 Observateur continu-discret de Deza et aI.

Analogiquement à l'estimateur continu-continu à Iasection 2.4.I,Deza et al. (1992) proposent une

extension en continu-discret. Celui-ci est obtenu pat une discrétisation d'Euler de l'observateur continu-
continu (2.39) en séparaut la partie temps continue et la partie temps discrète.

On considère le système non linéaire (2.38) et l'équation d'observations avoc T" Ia période de mesure:

y(kT") = W = C æ(kT')  = C æu. (2.73)

L'estimateur s'écrit en deux parties: une équation de correction à l'instant de mesure, et une équation
de propagation:

(2.74)

Théorème 2.5.2 Sous les mêmes hypothèse que le théorème précédent et pour une période T' assez
pet'ite, iI eùste un interuallel1o,?tl tel que pour tout 0 el0s,01l le système (2.Q est un obseruateur à
co nu erg en ce eapon entiel.

Le démonstration suit la même voie que celle du théorème 2.4.L et donc utilise toujours cette ma-
joration de l'équation de Ricatti. Ainsi pour un système donné, il est très difficile de connaltre une
approximation des valeurs de 0o et de dr.

(2.71,)

(2.72)
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2.5.4 Un observateur non linéaire continu-discret

Nous proposons ici un nouvel observateur continu-discret sous la forme
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(2.75)

où K est une matrice constante € M (n, p, IR). Cet estimateur est alors basé sur une structure particulière

du système non linéaire. Nous verrons ensuite que cette structure se retrouve généralement sous certaines
conditions dans les bioprocédés.

Nous considérons donc les systèmes non linéaires

ô( t )  = / ( c ( t ) , u1 t ) )

munis d'une équation d'observations temps discret

t à@ = f (a(r), u(r))
[  â ( rn+ t )  =  â - ( r ;+ r ) -K lCî -  ( r r+ r ) -s ( r r+ r ) ]

c(t) e IR", u(t) e IR* (2.76)

(2.77)y ( t a ) = C x ( t 6 )

où les instants de mesure vérifient pour tout ?' € N, 0 ( ?-lnio ( t1.r-1 -ta S 4"." ( oo. Le résultat nécessite
trois hypothèses.

Hypothèse 2.6.L La fonction l@,u) est globalement Lipschitz par rapport à o uniformément en u.

C'est-à dire qu'il eriste une constante a1 ) 0 telle que

l l f  G,,") -  f  @,u)l l  S "r l la -  el l  . (2.78)

Cette hypothèse permet de garantir la complétion du système: entre deux instants de mesure le système
ne va pas exploser. L'hypothèse suivante exprime la particularité désirée du système.

Hypothèse 2.5.2 soit Ie système (2.76). II esiste une matrice M e M(n-p,n,R) telle que

L M.f (c(t), u(t)) = -s (u(t)) (u æ1t1+ o0);

I  r : 1
2. si P - | in l, alors rang (P) = n.

L t u r  J

où g(u(t)) : lR.- -> IR et os est un vecteur de dimension p.

Si on pose u(t) = M æ(t) * uo, alors t(t) = -S ("(t)). Ainsi cette hypothèse signifie qu'il existe suffi-
samment d'intégrales premières de ladérive du système (2.76), et permet de diviser ce système en deux
sous-systèmes dont l'un est détectable et I'autre est observé. La fonction g dépend de la commande et
doit vérifier:

Hypothèse 2.5.3 Entrc deux instants de mesures faites àt; et àtt+r, iI eràste une constante B ) 0 telle
que la loi de commande appliquée vérifie pour tout i ) 0

[,'.' n ("t"1) d,o >- B > o. (2.7e)

Soit alors,pour i € N,pd ="*n (- l::*'n(u(o)) aa),nous avons pmax=exp(-B) et 0 ( Pa 3p^ar,<1.

Par exemple, l'hypothèse 2.5.3 est vraie des que la fonction g(u) est définie positive.

Maintenant que les hypothèses sont clairement définies et en dêfinissant I pour la matrice identité et

0 pour la matrice dont tous les coeffcients sout nuls, nous avons:

Théorème 2.5.3 Si les hypothèses 2.5.1, 2.5.2 et 2.5.3 sont uérifiées, alors il esiste deus constantes 0^io
et g^or, 0 ( p-ir, 1 0^*, telles que, pour tout d € ]0*;r, 0^n l, le système (2.75) aaec la matrice de gain

f r ' l
K = |P-t I ^totP | "rt 

un obsensateur pour le système (2.76)-(2.'17).
I o'n-PtP J
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La vitesse de convergence de la norme de I'erreur d'estimation converge globalement exponentiellement

vers 0, mais la dynamique est donnée par la fonction g(u(t)).

Preuve: Tout d'abord d'après l'hypothèse 2.5.2-(2), on peut faire le changement de variables

z(t)  = P x(t) .

Ainsi décomposons le vecteur z(t), dedimension n, en deux parties telles que ,(r) =l
L

Nous pouvons alors reecrire le système et l'observateur comme suit :

2 - P ù = P f (P-L z,u) = f"(r,u) = 
l '; l:: ',::,: l)

(2.81)

Dans ces nouvelles coordonnées avec le gain PK du théorème 2.5.3, I'observateut (2.75) s'écrit:

(2.80)

z^( t ) -Cæ( l l
u ( t ) -un( f i ) '

Soient les erreurs d'estimation e,(t) - î(t) - z(t), e"(t) =îd(t) - z"(t) et e5(t) = îb(t) - z-5(Û). Alors

à (t,ù - z,(tù- e" (re), 4 $ù - n(tn)= e; (t6) et l 'équation d'erreur est pour t € [tr,tr+r[:

pour t  € [ t ; , t t+r[ ,  Va'e N,

( là"Al = f"(î,1t1,â(r),u(t))

J I ;'trl = ro (î^1t1, â6(t), u(t)) = -s (z(r)) (îu(t) + uo)

I I a"(rn*,) = à (t+ù - e (à(rr+,) - y(r;+r))

[  [  ?o ( to* t )  =  4-( t r+t ) .

[ 
,,(r) = 1" (?(t), 

"(t)) 
- 1, (î1t1- e,(t), u(t))

1 I e" (tr+r) = (1 - d) e" (tr+r)

t t eu (tr+r) = el (tc+r).

Entre deux instants de mesure (Vt e [t;,t61r[), nous avons

lle,(t)ll s lle, (ru)il . I:,llr,(a14, ,1"1) - r" (t1,1- e"(s),"t"1)lla"

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87\

Selon l'hypothèse 2.5.1, la fonction f@,u) est globalement Lipschitz et E uniformément par.rapport à

u. Ceci est aussi valabie pour lafoncùion-f,(r,-u) avec la constante de Lipschitz o, = llPll llp-tll "1.
Rappelons rapidement le lemme de Gronwall (Vidya-sagar' 1993) :

Lemme 2.5.1 Soi,ent une fonction continue g:lR+ JR+, et deux constantes b, c20. Si

s@ Sb + [ '  cs(r)dr,Vt > 0
J O

alors
s ( r )Sôexp(c t ) ,V r>0 .

En utilisant ce lemme, nous majorons e" (t) par

lle,(r)ll S lle, (tc)ll 
"*p (o, (, - ru))

Ainsi er(t) converge vers zéro si e" (t;) converge vers zéro aussi. Nous allons maintenant démontrer qu'il

e x i s t e u n e c o n s t a n t e T , 0 ( 1 < ! , t e l l e q u e , p o u r t o u t a ' e N ,  l l e , ( r ; + r ) l l  < f l l e , ( t ; ) l l .
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Nous utilisons l'hypothèse2.5.2-(I),c'est-à dire qu'il existe une matrice M telle que si o(t) = M n(t)*
uo alors ?i(t) = Mù(t) =. -s(u(t))u(t). Comme Mc(t) = zv(t\, MG(t) = î6(t), tW (æ(t) - e(t)) =

M e'(t) = eu(t), alors il en résulte que

éu(t)  = -e(u(t))  eu(t) .

intégrons cette êquation entre deux instants ts et t:

eu(,) - exp f- / s(u("))a") ,o(to)
\  J t o  /

par consêquent pour t €. lt;,t,ia1l

l leu(r)ll < exp f- / 'e(,("))d") 11ro (rr)ll.
\ J t r  /

et plus particulièrement

l lr; (to+t)ll S p^u* lleu (t;)l l,

Comme eb (fd) - eu (t;), nous avons la majoration suivante

lleu (r;+t)ll S P-"* lleu (rr)ll
S p-"" ll€, (rd)ll.

De plus l le"(t) l l  < l le,(t) l l ,  i l  vient

llr" (to+t)ll S exp (o, 
"-",.) 

lle, (tr)ll .

Par les équations (2.83),

l le" (rr+r)ll S lt - al l le. (tr+')ll

et comme lle, (tr)ll' = lle" (16)ll2 + lleu (tr)112, alors

l le, (tr+r)l l  S r l le, (tr) l l  (2.eb)

/
où Ia constante 7 - (11- dl'z exp(2r.,4."*) * O^u*')tl'.

Nous devons maintenant choisir la constante 0 telle que 7 ( t. En définissant

dmin = 1- (1- o_^*, ') t ' '  exp (-oy l lPl l  l lP-t l l  4""*) > 0 (2.96)

et
d-. , .=1+(1- p^,* ' ) ' l '  exp(-oyl lPl l  l lP-t l l  ?-"*)  >1, (2.g7)

un choix de d € ]d.i., d-"*[permet de conclure à la convergence globale exponentielle de lle, (t6)ll puisque
0 < 7 < 1. Par la majoration (2.87) et le changement de variable effectué, on a finalement lle"(t)ll convetge
vers 0 globalement asymptotiquement à vitesse exponentielle.
D

La vitesse de convergence est maximum lorsque 7 æt minimum, c'est-à dire lorsque 0 = L. On peut
choisir une valeur de d légèrement différent de L pour effectuer un'îltragd' des mesures.

(2.88)

(2.8e)

(2.e0)

(2.e1)

(2.e2)

(2.e3)
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2.5.5 Application aux bioprocédés

Nous allons maintenant voir que ce type d'observateur continu-discret s'applique a une classe de
bioprocédés modélises sous la forme

è=KçG)_D(€_s i . ) .

Nous supposons que les mesures disponibles sont sous la forme

a ( t t ) = C € ( t c ) ,  9 € R P .

Supposons que le rang de la matrice de rendement est rang(K) = J, alors il existe une matrice M
de dimension (n-I)xn et de rang n-I  tel le que le produit  MK = 0. Nous pouvons alorsposer
u(t) = Me(t) - MSin, et il vient
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û(r) = M t(t)
:  MKeG) -MD( t ) ( € -$ " )

= -D(t) a(t)

(2.e8)

(2.ee)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

et ainsi l'hypothèse 2.5.2-(L\est vérifiée. De plus si rang lC, Ml'= rù, alors on peut extraire une matrice
|  -  - 1 7

P = 
lC, 

Ml de rang n telle que l'hypothèse 2.5.2-(2) est aussi vérifiée.

Là commande en dilution est par définition positive. En garantissant une valeur minimale 0 ( D-i" (

D(l), alors I'hypothèse 2.5.3 est vérifiée. Comme cette commande dans la pratique est bornée, on peut

montrer que l'état vit dans un domaine invariant. Dans ce domaine, les vitesses spécifiques de croissance

rp sont continues et bornées. Elles sout locales Lipschitz partout. On peut donc construire une extension

qui les rendent globales Lipschitz.
Finalement avec 16 la matrice identité de dimension dim(C) x dim(C) et 06 la matrice à coefficients

nuls de dimension (n - aim(ô)) x dim(Ô), le système suivant pour t €lta,t;711, Vi e N:

I i(,) = xçG)-n(â-s'")

| âtr,*,1 = 0- (to*,) - t lïr l l
est un observateur continu discret pour le bioprocédé.

à: ] t"i (,,+r) - v(t,+,)]

2.6 Conclusion

Ce chapitre était consacré aux estimateurs d'état. Un rappel sur les principales définitions et les
principaux observateurs existants a été fait. Nous avons mis plus en avant l'application de ces observateurs
pour les bioprocédés.

Ces observateurs, tous à convergence exponentielle, se basent sur une disponibilité des sorties en
temps continu. Mais ce n'est pas le cas dans la pratique. Deza et al. (L992) ont réintroduit les observa-
teurs continu-discrets: une estimation de l'état est donnée en temps continu par I'intégration du modèle
mathématique du procédé considéré; cette estimation est réinitialisée dès lors que læ mesures sont dis
ponibles.

Nous avons repris I'observateur Kalman étendu proposé par Deza pour connaltre précisément les
majorations afin de déterminer un paramètre de gain. Mais la démonstration de leurs théorèmæ se base
sur un résultat erroné donné dans Bucy et Joseph (1968) (on a donné un contre exemple). Par contre, le
principe est juste: il suffit d'avoir la bornitude d'une équation de Ricatti. Nous montrons que c'est le cas,
mais la majoration n'est pas assez fine. Ainsi pour un système donné, il eet quasi impossible de douner



2.6. Conclusion

les conditions exacts (choix du gain d dans les théorèmes 2.4.I et 2.5.2) pour que les observateurs (2.39)
et Q.7! fonctionnent.

En reprenant l'idée d'observateurs continu-discrets, nous avons présenté un un exemple linéaire pour
en comprendre le principe. Puis nous avons proposé un nouvel observateur continu-discret qui est assez
simple à implémenter. il se base sur une particularité du système: intégrales premières à dérive dissipative.

Nous avons aussi montré que sous certainee conditions réalistes, cet observateur peut être appliqué
aux bioprocédes.
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Chapitre 3

Sur le Principe de Séparation

3.1- Introduction

L'origine du terme <<Principe de Séparation>> vient de l'êtude de la stabilité des systèmes linéaires

autonomes par commande par retour d'états estimée. Soit un procédé modélisé selon le formalisme d'état
par des équations différentielles ordinaires. Soit une commande par retour d'état qui stabilise le procédé

considéré. Pour des raisons techniques, de cotts, ..., lu connaissance de tout l'état n'est pas disponible.

On ne peut alors pas calculer cette loi de commande stabilisante. Une issue rêside dans Ia construction

d'un estimateur des variables d'état : un observateur. La question fondamentale qui se pose est la suivante :

est-ce que la commande calculée à partir des estimations stabilise encore le procédé ainsi bouclé? Pour

les systèmes non linéaires ce n'est généralement pas le cas.
Dans ce chapitre, quelques rappels de stabilité des systèmes non linéaires en temps continu et en

temps discret sont d'abord donnés. Ensuite, un état de I'art sur le principe de séparation est fait. Et

enfin, trois résultats sont donnes. Le premier ressemble à celui de Vidyasagar (1980) mais permet de

mieux comprendre les deux résultats suivants. Ceux-ci sont entièrement nouvt:aux et traitent le cas de la

stabilisation avec des estimations de l'état issues d'observateurs continu-discrets.

3.2 Rappels sur la stabilité des systèmes non linéaires

3.2.L Systèmes non linéaires temps continu

Soient les systèmes non linéaires non autonomes de la forme

à(t )=f ( r , ' t r l )

où t 2 ts, u(t) Ç IR,, et .f : IR+ x IRn + IRn est continue. Dans toute cette section, nous considérons que

to € IR+. Le point d'êquilibre - du système (3.1) est défini par f (t,r) = 0, V, 2 t0. Nous supposerons que

le point d'êquilibre est unique et que o = 0. Dans cette section, lorsque nous parlons de l'origine (c - 0)
on entend l'unique point d'équilibre du système (3.1). Nous uotons par o(t, r,r,to) la solution à l'instant
t ).ts issue du système (3.1) initialisé au point cs à l'instant initial to,

On peut définir læ notions de stabilité en utilisant les fonctions appelées de r:lasse K et de classe L, dont

nous rappelons les définitions d'un point de vue local, respectivement global (Hahn, 1967; Vidyasagar,
1ee3).

Définition 3.2.L Une fonction {(r) : IR.. + IR+ est ilite de classe K si {(0) = 0, si elle est continue et
strictement croissante sur 0 ( r S rt < æ, rysp. 0 S r ( oo.

Déffnition 3.2.2 Une fonction o(t) : R1 -+ IR+ est dite de classe L, si eIIe est continue, stri,ctement
décroissante sur 0 ( so S s 1 æ, resp. 0 S " 

< æ et silimra-o(s) = 0.

(3.1)

5 1



3.2. Rappels sw la stabilitê des systèmæ non linéairæ

Les trois définitions suivantes donnent les définitions de stabilité, d'attractivité et d'asymptotique sta-

bilité. Ces théorèmes sont valables localement V"o € B', c'est-à dire pour un état initialisé dans une

boule centrée en 0 et de rayon r. L'extension globale se fait aisément en remplaçant dans les théorèmes
t'Vca € Br" par "Vc € ]Rt'1

Définition 3.2.3 L'origine est stable si et seulernent si, quelque soit ts € IR+, iI edste une constante

d(ro) > 0 et une fonction, Ôto, de classe K telles que

l lo(f ,  c0,r0)l l  S dr" ( l læoll) ,  Vt ) lo, Væo € Ba$ù. (3.2)

Définition 3'2'4 L'orâgine est attractive si et seulement si', quelque soitts € IRf il etiste une constante

æ(to) > 0 et une fonction, c6 de classe L telles que

l f  æ (t ,  c6, ls) l l  (  o6o(t  -  ts),  Vt )  ts,  Vc6 €. Bn$o). (3.3)

Nous avons uniforrne stabilité, respectivement uniforme attractiuité, de l'origine, si dans la définition 3.2.3
la constante d et la fonction /, dans la définition 3.2.4 \a constante n etla fonction o, existent et sont
indépends de to. Ainsi

Définition 3.2.5 L'origine est uniformément asymptotiquement stable si et seulement si, il eù,ste une
constante r ) 0, une fonction $ de classe K, et une fonction o de classe L, telles que

l lc(t,cs,to)l l  < d ( l lrol l)  o(t - ts), Vt à t6, Vxo e 8,. (3.4)

Calculer explicitement la trajectoire du système (3.1) afin de démontrer l'asymptotique stabilité n'est

évidemment pas aisé. C'est par des techniques dites de Lyapunov, n'utilisant que les équations différen-

tielles et non pas une forme explicite de la solution, que nous pouvons analyser la stabilité de systèmes

tels que (3.1). Nous donnons donc de nouvelles définitions de lastabilité au sens de Lyapunov.

Définition 3.2.6 L'origine est stable (ou sens de Lyapunoa) s'i, pour tout e ) 0 et tout ts € IR1, il

eri,ste une constante ô = d(e, ts) telle que

l l ro l l  <  d (e , ts )  +  l l c ( t , ro , to ) l l  (  e ,  V l2  ts  (3 .5 )

Définition 3.2.7 L'origine est instable si eIIe n'est pas stable.

Déffnition 3.2.8 L'origine est attractive si, pour toutts € IR1, iI eùste un rl(ro) > 0, tel que

l lcol l  < ?(t0) + c ( t ,as,ts) -+ 0 quandt -+ æ. (3.6)

D'une part, la notion de stabilité garantit que la norme de la trajectoire du système reste bornée si
nous l'initialisons proche de l'équilibre. D'autre part, I'attractivité assure "qu'à la fiu'' l'état du système
atteint son état d'équilibre; mais rien ne garantit que nous ayons une stabilité comme définie ci-dessus.
Ainsi donc, le notion d'asymptotique stabilité définie ci-dessous, permet d'assurer que la trajectoire d'un
système converge vers un équilibre sans s'en s'éloigner trop.

Définition 3.2.9 L'origi,ne est asymptotiquement stable (Â.9) si elle est stable et attractiue.

Nous parlons d'uniforme stabilité, reepectivement d'uniforme attractivité, si la constante ô dans la
définition 3.2.6, respectivement la constante 4 dans la définition 3.2.8, ne dêpend pas de l'instant initial
ts. Bien str, pour que I'origine du système (3.1) soit uniformément asymptotiquement stable, il faut
qu'elle soit uniformément stable et uniformément attractive. La propriété suivante est plus forte que celle
d'uniforme asymptotique stabilité, puisque la vitesse de convergence y est définie.

Définition g.2.LO L'origine est exponentiellement stable s'il eriste des constantes r,a,b> 0 telles que
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3.2. Rappels sw Ia stabilité des systèmæ non linêairæ

Les définitions précêdentes sont valables localemeut. Pour une utilisation globale, nous retiendrons les
définitions suivantes.

Déffnition 3.2,LL L'ori,gàne esf globalement uniformément asymptotiquement stable (GUAS) si

1. elle est uniforrnément stablel

2. et, pour toute paire de constantes positives M, e auec M arbitruirement grand et e arbitrairetnent
petit, il edste un nombrv T = T(M,€) < oo tel que

; l ro l l<  M + l læ ( t ,os , ts ) l l  (  e ,  V t  >T(M,e) . (3.8)

Définition 3.2.L2 L'origine est globalement exponentiellement stable (GES) s'il esiste des constantes
a , b > Ù t e l l e s q u e  

/  \
l l r  ( t ,xs,to) l l  S oexn (-à ( t  - to)) ,  Vt )  ts,  Vcs € IR".  (3.9)

Deux théorèmes vont être donnés: le premier, appelé méthode directe ou 2eméthode de Lyapunov,
donne des conditions pour démontrer la globale exponentielle stabilité d'un système; le second, appelé
méthode inverse, donne l'existence d'une fonction de Lyapunov lorsque nous sommæ en présence d'un
système globalement exponentiellement stable. Par abus, une fonction V (t,æ(t)) est dite fonction de
Lyapunov, si cette fonction est propre et définie positive:

(  v ( t , " ( r ) )  >0  vc€R" - {0 }
v t€* t1  

t  n ( r , c ( t ) )=o  s iæ=o

Théorème 3.2.L Le poi,nt d'équilibre du système (9.1) est globalement erponentiellement stable, s'il
e s i s t e d e s c o n s t a n t e s e L , e 2 t o s ) 0 ,  p > 0 , e t u n e f o n c t i o n d e c l a s s e C L , V ( t , c ) : l R a x l R n - ) l R ' f e f l e s
que, Yæ € IRtù .'

1. alllollP <v(t,o) < a2llullp

Z .  V1t , r )  =YV( t , t ) . f  ( t ,  æ( t ) )  +  *V( t ,a )  1 -asV( t ,u \

Théorème 3.2.2 Supposons que Ie point d'équilibre du système (3.1) soit globalement erponentiellement
stable, et supposons que la foncti.on f (t, x(t)) soit de classe Ck, (k 2L) et qu'elle soàt globale Lipschitz
par mpport à æ uniformément à t, olors il ed,ste une fonction de Lyapunou de classe Ck, V(t,æ) :
IR.r x IRn 4 Rt, et des constqntes a1, e2, ast aq) 0 telles que Vc € lR" .'

1. alllxll2 1V(t,æ) 3 a2llrll2;

e .  V 1 t , n )  1 - a s V ( t , o ) ;

e. l lvY(t, c)l l ! oa l lcl l.

D'autres résultats sur la stabilité asymptotique, locale ou globale, et sur la stabilité exponentielle
locale se trouve dans le livre de Vidyasagar (1993). Les théorèmes 3.2.1 et3.2.2 ont été énonces puisqu'ils
sont utilisés dans la section 3.4. Les démonstrations des deux théorèmes sont aussi disponibles dans le
livre de Vidyasagar. Le théorème 3.2.2 se base sur le lemme de Gronwall.

3.2.2 Systèmes non linéaires temps discret

Les thêorèmes précédents sont facilement transposés en temps discret. Le système discret suivant eet
considéré:

sk+L= f *@r)=  f  (k ,ox \  (3 .10)

où æ* € IRn VÈ > 0, et f(., .) : N x IR' -> IRn. Le point d'équilibre est dêfini par /(k, E) = E, Vk > 0.
Nous considérons loorigine comme seul point d'équilibre du système (3.10), alors /(fr,0) = 0' V& à
0. Nous notons p(k,o,Ës) la solution à I'instant k 2 ko du système (3.10) initialisé en c à l'instant
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3.3. Un état de I'a,rt

&s. D'où p(ko,t ,ko) = ,  et  p(k *L,æ,kù = f  (n,p(*, t ,Ào)).  On peut montrer par récurrence que
p (h + lez, p(kr,æ,ks),k1) = P(14 !  k2,n,ks).

Définition 3.2.L3 L'ori,gine est globalement erponentiellement stable s'il eriste des constantes q, ) 0 et
0 < p < l t e l l e s q u e

l lp(k,*,fo)l l  S al l t l l  p(x-*"), V& > ko, ko ) 0, Væ € R". ( 3 . 1 1 )

Théorème 3.2.3 (Vidyasiagar (L993)) Le point d'équilibre du système (3.10) est globalement erpo-

nentiellement stable s'il eriste une fonction I/ : N x IR' -+ IR' et des constantes a1, az, as ) 0 telles que

V e € I R " e t V & ) 0 :

1. alllrll2 < V(k,æ) < a2llrll2;

2 .  LV(k, t )  =  V ( lc  + t ,  p(k  + I , r ,k) )  -  V(k, r )  S -asV(k,æ).

Théorème 3.2.4 Si l'origine est globalement exponentiellement stable, alors i,l eriste une fonction V et

des constantes aL, a2, oe ) 0, telles que Vr € IR" etYk 20:

1. alllrll2 < V(k,c) < a2llnll2 ;

2 .  L V ( k , r )  1 - a s V ( k , o ) .

Preuve En effet, prenons commefonction de Lyapunov V(k,t) = DË* llp(i,r,/c)112. D'après la défini-
tion 3.2.13, nous avons llp(i,r,f)ll S o lltll po-b. Nous pouvons alors encadrer la fonction de Lyapunov
comme suit:

(3.12)

Maintenant

A V ( k , t )  =

(3 .13)

n

3.3 Un êtat de l'art

Soit un système linéaire stationnaire:

I  t ' ( r )  = An(t)+Bu(t)

l y ( r )  =  ca ( t )
(3.14)

o ù t € l R + d é s i g n e l e t e m p s , c € l R ' d é s i g n e l e v e c t e u r d ' é t a t , z € l R m l e v e c t e u r c o m m a n d e , y € l R e
la sortie, et où A, respectivement B et C, est une matrice de dimension n x n, respectivement n x m

et p x n. Sous des conditions de commandabil ité (rang de la matrice IB,AB,A'8,"'A-LBf = n) i l

,

l l r l l '= l lp(k,r , r ) l l 'S V(k,æ) SDo' l læl l2 ,zo-1'1 S: ^r l l r l l ' .
i = k  

t - P -

s

v (n + r ,  p(k *1,  c,  k))  -  v(k,  r )

(Ë, [o ( ; ,  o1r *r,a,k),k+') i l ' )  (=rbu,",e) l ' )

(Ë, tp(i,,,*)r') (Ë',,(i,,,À)r')

(,\* tt, g, r, k)ll2) - llp (k,,, k)ll'

_$r&,,)
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existe une matrice F de dimension rn x z telle que lamatrice lA-BF] soit Hurwitz (c'est-à dire que
toutes les valeurs propres de cette matrice sont à partie réelle strictement négative). Alors Ia commande
u(t) = -F r(t) stabilise le système (3.14) au point c = 0, mais son calcul necessite la connaissance du
vecteur d'état. Généralement la dimension du vecteur de sortie est inférieure à celle dLvecteur d'état

@ 3 n). Dans le cas où le système est observable (rang de la matric e lC,C A,' ' ',C An-r1'r = n), on peut
construire un estimateur d'état linéaire sous la forme:

â(t) = Aî(t) + Bu(t) - K lcî(t) - s(t)l (3 .15)

où â(t) est I'estimation du vecteur d'état c(t), et I'erreur d'estimation est noté e(t) = î(t) - r(t). Si
la matrice K , de dimension fl x p, est choisie telle que Ia matrice lA - K (l] soit Hurwitz, alors cette

estimation converge globalement exponentiellement. On se propose alors de remplacer dans le calcul de

la commande, le vecteur d'état par son estimé. Ceci est schématisé par la figure 3.1.

u(t) = u (e(t))

FIc. 3.1: Exemple de commande par retour d'état estirné

La question fondamentale qui se pose est : est-ce que le système ainsi bouclé est encore stabilisé?
L'étude de la stabilité de ce système revient à l'étude de la stabilité de:

| :lj] ] = [ 
'',,.u"o' 

,ï: ;'",] | :[] ]

t;3 ] = ['',,.',o' ,i:i",] l:[] ]
Il est alors évident que la stabilité du système ainsi bouclé dépend uniquemenb de la stabilité du système
bouclé sans êtat estimé (lA - B F']) et de lastabilité de I'observateur ([,4 - K (\). On peut donc concevoir
séparément la commande et I'estimateur d'état, d'où le nom de principe de sêparation.

Malheureusement ce principe n'est généralement pas vérifié pour les systèmes non linéaires généraux.

Un des premiers résultats a êté donné par Vidyasagar (1980). Il a étudié les cas de locale et globale, asymp
totique et exponentielle stabilité par retour d'état estimé. On présente ici le cas de globale exponentielle
stabilité. Il considère le système:

I t'(r) = / (r,c(r), u(r))

I s(t) = n (t, x(t))
(3.18)

où / et Iz sont des fonctions contintment dérivables qui s'annulent lorsque tous leur arguments, excepté
le temps t, s'annulent. Son théorème nécessite trois hypothèses et nous allons rappeler ce qu'il entend par
détectabilité faible:

oo

ou du système

(3 .16)

(3 .17)
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Définition 3.3.L Le système (3.18) est ilit faôblement détectable s'il ed,ste une fonction continue g :
IR .ux lR.nx lRnx lRm-) lR"  (g ( t ,0 ,0 ,0 )=0,V,  >  0 )  e t  unefonc t ion  t r : lR .1x lRnx lR" -+ lRa qu iaér i f ien t
Ia propriété suiuante:

II eciste trois fonctions, Ût,rlz,rrs de classe K telles que V, > 0, Yc,î,ueB.

, ln(l lî - cl l) S u(t,r,1) Srlrz(l lî - 
"l l)

, ôu(t, r À\
et  3"  *  V 'o( t ,  n , î ) . f  ( t ,æ,u)  *Y;u( t ,n , î ) .g( t , î ,y ,u)  3  - rbs ( l lA -  t l l )  .

Ainsi si le système (3.18) est faiblement détectable, alors le système dynamique suivant :

à1t; = o (t, apy,y(r), u(t)) (3.1e)

est un estimateur d'état du système (3.18).

H5pothèse 3.3.1 /, eriste une commsnde 
", 

(t, 
"(t)) 

: IR* x IR'+ IR-, continûment ilffirentiable telle
que, pour le système (3.15), le point r(t) =0 soit globalement erponentiellement stable, et qui aérifie les
propriétés suiuantes pour tout t ) 0:

1 .  u " ( t ,0 )  =  0 ;

2. ll"" (t,c(t))ll S d(llr(t)ll), Vr € IR' et où $ est un fonction de classe K.

Hypothèse 3.3.2 Le système (5.18) est faiblement détectable. II eriste deux constantes ar ) 0 et a2 ) 0
telles que les tmjectoires solution du système

[ *al = r (t, o1t1,u" (r, e(r)))

1 ;trl = s (t,î(t),tr (r, c(t)) , u, (r, â(r)))

uérifient 
lle(r) -'(r)ll s a1 llâ(ro) - s(ro)ll 

"*p (-o, (r - rr)) .

Hypothèse 3.3.3 Soient

- Ttt = îfuf (t, u(t),"" (r, 
"(r))),

- Ttzt = &1 (t, o1t),u" (t, a1t;)) et nzz = uftif (t, æ(t),u" (t, â(t))),

-  r tzz= ff io (t , î( t) ,n(t ,  r( t)) ,u, ( t ,  â(t)))  et nza-- f f i t ( t , î ( t) ,n(t ,  n(t)) ,u" ( t ,  ô(t))) .

II edste une constante À > 0 telle que les fonctions f et g uérifient

-1. supr,,o suprçgn llrrtll < *;

2. suprro suPr,â€ts" max{?zr, Tzz,fl2s,nzs} 1\.

Théorème 3.3.1 (Vidyasagar (1980)) Si les hypothèses 3.3.1, 3.9.2 et 3.3.3 sont aéri,fiées alors Ie
système (3.20) est globalernent euponentiellement stable à I'origine (t = 0 et î - 0).

Vidyasagar propose aussi des rêsultats de stabilisation asymptotique (locale et globale) par retour d'état
estimé, mais une des principales contraintes de ces résultats est la régularité exigée sur les fonctions / et
u". Il faut que la fonction / soit Lipschitz par rapport à u" uniformément par rapport à t et o, et il faut
que la commande u" soit Lipschitz et continue. Tsinias en propose une amélioration dans le cas de locale
et globale asymptotique stabilité. Il considère non plus le système (3.18) mais le système

(3.20)

(3.21)

( t'(t) = / (c(t), u(t))

I y(r) = h(r(t))
(3.22)
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avec f et à. continues et f(0,0) = 0.

Théorème 3.3.2 (Tsinias (1991)) Si le système (3.22) est détectable et s''il eùste une commande u =
u"(s), ur(O) - 0, qui stabilise localement asymptotiquement I'origine du système considére, alors la
comnrande calculée à partir de l'état estirné u"(î) stabilise asyrnptotiquement localement en (0,0) €
IR'x IR,' le système

ù(t) = f (r1t1,u,(a(r)))

àg : t (î1t1,,,,(A(r)), s(r))

Quant au resultat de stabilité globale, il nécessite plus d'hypothèses:

Hypothèse 3.3.4 II eriste une loi de commande continue par retour d'état, u"(æ) : IR" -+ Z C IR*, quz'
stabili s e globalement asyrnptotiquement l' origine du syst ème ( 3. 23 ).

Hypothèse 3.3.5 Le système (3.22) est faiblement détectable.

Hypothèse 3.3.6 /, edste trois fonctions réelles continues de classe K (rh,'i, -- I,2,3) telles que pour
i, = L,2,limralqo rle(s) = *oo. It eriste une fonction de Lyapunoa continûment dffirentiable V aérifiant

/. l im11o11-++*V(r) = *oo;

2. D V(æ).f  (n,  u,(x))  (  0,  Væ e IR" -  0.

II ed,ste une fonction continûment dffirentiable, W : IR' x IR' J R*, uérifiant V (c, â) € lRn x IR'

1. ,h (llx - ell) < W (c ,î) 3 ,l,z (llx - All) ;

2.  V,W (r , î ) . f  @,u)*Y;W (a,ô) .s( î ,a ,u)  1- r l t " ( l l *  -  hr l l ) .

Finalement iI eriste une constante qs telle que pour tout (a,â) e IR" x IR', r + î, il edste une autre
constante Q, I ) qs qui, uérifie

q DV (n) .1 (r, u"@\) <,/ 's(l lr - All) .

Théorème 3.3.3 (Tsinias (1991)) Si les conditions 3.9.1, 3.3.5 et 3.3.6 sont uérifiées, slors la loi de

cornmande u, = 'ttrs (î) stabilise globalernent asymptot'iquement à I'origine le systèrne (3.23)-(3.2'lt)

Gauthier et Kupka ont aussi donné un resultat général. Ils considèrent les systèmes bi-linéaires mono-

entrée mono-sortie
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

avec dérive dissipative (æT Ar S 0, Vc) , et la loi de commande par retour d'état avec r > 0

u , ( o ) - - r a r  ( B c * ô ) . (3.26)

Leur rêsultat est vrai même si le système linéarisé en l'origine n'est pas contrôlable, ce qui n'est pas le
cas avec le résultat de Vidyasagar. Soit I'ensemble W -- {rlxrdrl]' 0{tt (Bc*à) = 0}.

Hypothèse 3.3.7 Le système (3.25) véri.fie, pour tout s €. W - {0}

, n u , o { A r ,  a d o o " ( B a +  à ) , . . . , a d | ,  ( B r  * ô ) , . . . }  =  R "

Hypothèse 3.3.8 ,Le système (3.25) auec la comrnande u(t) = 0 est observable.

{ 
r1l : Aa(t) +u(t) (B c(r) + à)

I y(t) = Cx(t)
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On considère la comma,nde appliquée au système

u,,uo(o) = sgn (u" (a)) inf (us, lr' (t) l) , (3.27)

us étant positive.

Théorème 3.3.4 (Gauthier et Kupka (1992)) Si les hypothèses 3.3.7 et 9.3.8 sont vérifiees, alors le
système

( ù,(t) = Ax(t) + u,,uo (B c(t) + à)
{ . "  ' - "1
[ àtrl = Aî(t) +u,,uo (Bc(r)+ b) - K lcî - cæ]

est globalement asymptotiquement stable à I'origine.

Dans le même article, ils donnent un résultat similaire pour les systèmes bi-linéaires qui sont obser-

vables pour toute entrée, et proposent alors aussi un observateur de type de Kalman.

Le resultat précédent a été amélioré par Chabour et Hammouri (1993o), Chabour et Hammouri

(1993b) dans le cas où la dérive n'est pas dissipative et à = 0.
D'autres résultats existent, mais se ba.sent sur des classes de systèmes non linéaires particuliers. Ham-

mouri et Busawon (1993) montrent un principe de séparation pout une classe de systèmes linéarisables
par retour dtétat. Ils donnent un observateur à viteese de convergence exponentielle, et, sous I'hypo-

thèse que la loi de commande calculee à partir des estimations reste bornée, le système ainsi bouclé est

asymptotiquement stable.
Considérons la classe de systèmes non linéaires multi-entrées multi sorties uniformément observable à

laquelle s'applique l'observateur grand gain de Bornard et Hammouri (1991). Ces systèmes sont sous la

forme
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(3.2e)

avec A,C et g(o,u) donnés comme au chapitre 2 (équations (2.33)). Busawon et ol. (1993) donnent un
résultat général pour ceÊ systèmes. Rappelons que g(c, u) doit être globale Lipschitz.

Hypothèse 3.3.9 L eriste une commande par retour d'état ur(æ) qui stabilise Ie sgstèrne (3.29) à I'ori-
gine auec:

- so'it u,(u) bomée Vc € IR";

- soit g(o,u\ = F(c) * Bu'(t) (B est une matrice constante).

Hypothèse 3.3.10 Le système bouclé par ur(x) étant stable, il edste une fonction de Lyapunou V(æ).
On suppose qu'àI edste une constante À, telle queV(æ) aérifie, lla%y(t)ll S À (1 + V(r)).

Théorème 3.3.5 (Busawon et aL (1993)) Si les hypothèses 3.3.9 et 3.9.10 sont aérifiées, alors la loi
de comrnande par retour d'état calculée à partir des estimées issues de I'obseruateur Bornsrd et Hammouri
(1991) stabi,Ii,se globalement asymptotiquement Ie système (3.29) à I'origine.

Ce qui est également intéressant, c'est qu'avec une certaine connaissance a priori sur les conditions
initiales, ils ont montré pour une classe de systèmes non linéaires que la conditon de global Lipschtiz de
la fonction g(o,u) peut être omise.

Enfin trois autres resultats existent. Iggidr et Sallet (1993) ont donné, pour une cla,s.se de systèmes non
linéaires sous certaines hypothèses, une loi de commande par tetour d'état stabilisant globalement expo-
nentiellement et un observateur à convergence exponentielle. Ils ont montré que cette loi de commande
calculée à partir des estimations stabilise encore le système globalement exponentiellement.

Viel et oJ. (1995) donnent un observateur de type Kalman étendu pour une classe de systèmes non
linéaires. En utilisant une loi de commande linéarisante entrée/sortie stabilisante, ils montrent que si
celle.ci est calculée à partir de estimations issues de leur observateur, elle stabilise asymptotiquement le
système considêré. Enfin, Hammami (1993) doune un observateur et montre, sous l'hypothèse d'existence
d'une loi de commande par retour d'état globalement stabilisante, un résultat de séparation. Son résultat
va être éteudu dans la première pa.rtie qui suit.

I  t  =  Ao*g(æ,u)

I  u  =  Cæ
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3.4 Tbois résultats de sêparation

3.4.1 Présentation

Dans cette partie, trois résultats de principe de séparation seront donnés. On considère un procédé

modêlisé par des équations différentielles ordinaires non linéaires sous la forme:

ô( t )= / ( r ( t ) , u1 t ) ) (3.30)

où t € IR1 est le temps, c(t) e IR." designe le vecteur d'état de dimension n, u(t) € IR* désigne le vecteur
de commande appliqué au procédé, et .f(.,.) est une fonction analytique de IR" x IRm -+ IRn. Le système
considéré est associé à une équation d'observation

(3 .31)

où généralement y(t) e IRr.
Chaque résultat est différent selon la sortie considérée. Le premier cas traite des sorties disponibles en

temps continu, le deuxième traite le cas des sorties disponibles périodiquement, et le dernier cas concerne

des sorties disponibles apériodiquement et avec retard.

3,4.2 Sorties en temps continu

Ce résultat est une extension du résultat de Hammami (1993), où il donne un principe de séparation

pour un observateur bieu précis. En se basant sur sa démonstration, on va donner un principe de séparation

lorsqu'on est en présence d'un observateur à convergence globale exponentielle et d'une commande à

stabilisation globale exponentielle. Ce résultat est quasi analogue à celui de Vidyasagar (1980), mais il
possède moins d'hypotheses sur la commande et permettra de mieux comprendre les deux cas suivants.

On considère des sorties linêaires pa,r rapport à l'état, telles que

s ( t )=Cn( t )  (3 .32 )

où C est une matrice p x n de rang plein p. Considérons aussi le système (3.30) avec les sorties (3.32).
Soit un observateur du système s'écrivant

î(t) =/ (ttr),,(r)) - K lcî(t)- y(r)l (3.33)

où K est la matrice gain qui peut être temps variant. Dans ce cas il faudra supposer que llKOll est
bornée. Posons e(t) = î(t) - c(t), l'équation dynamique de I'erreur s'écrit

e(r) = / (tt,l,,(,)) - / (tt,l -e(r), u(r)) (3.34)

Deux hypothèses sont nécæsaires:

Hypothèse 3.4.L il eriste une commsnde par retour d'état u' (æ(t)) teWe que

1. Ie point x(t) = 0 est-Ie point d'équilibre globalement exponentiellement stable du système ù(t) --

f (r(t\, r" (r(r))) - i (x(t));

2. la fonction c(t) + î (r(t)) est globale Lipschitz de constante k^.

Hypothèse 3.4.2 L'obsentateur (3.53) est tel que

1. le point d'équilibre du sgstème (3.3D est e(t) = 0 . Ce point est globalement, unifortnément en u(t)
et en u(t), enponentiellernent stable;

2. Ia fonction f (æ(t), u(t)) esf globalement par rapport à s(t), uniformément en en u(t), Lipschitz.
Ou bien, si I'entrée u(t) est bomée, Ia fonction f(*$),u(t)) est globalement par rupport à u(t)
Lipschitz. La constante de Lipschitz est k".
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Théorème 3.4,L Lorsque les hypothèses 3.1.1 et 3.1.2 sont uérifiées alors la loi de commande dynamique

[ 
,Al = f (î$), u(r)) - K lcî(t) -y(t)]

[ "(t) 
: ," (e(t))

(3.35)

(3.3e)

appliquée au système (3.30) rend Ie système ainsi bouclé globalement erponentiellernent stable à I'origine.

Preuve Appliquons la loi de commande (3.35) au système (3.30), ceci donne le système bouclé

|  à@ =  f  @( t ) ,u " ( c ( r ) ) )  -KCe( t )

I  r t r l  = r ( î$) ,u"(r ( r ) ) )  - r ( î$)-e(r) ,u"(c(r) ) )  -Kce(t) . (3.36)

Il faut démontrer que (â,e) = (0,0) est le point d'équilibre globalement exponentiellement stable du
système (3.36). L'hypothèse 3.4.1 permet de dire qu'il existe une fonction de Lyapunov 7-(c) pour

le système (3.30) (équation du modèle) avec la commande u = ur(s).L'hypothèse 3.4.2 permet d'avoir
aussi une fonction de Lyapunov 7" (e) pour le système (3.3a) (équation d'erreur d'estimation). La fonction

V^(s), respectivement V" (e), vérifie les conditions du théorème 3.2.2 avec les constantes rh,rn2,rny,Tn4,
respectivement e1, e2,eyre4.Il est clair que V- (â) possède les mêmes propriétés que V- (æ) avec les même
constantes.

Ainsi, soit comme fonction de Lyapunov candidate pour le système bouclé (3.36)

W (î ,e)  = V-  (ô)  +qV(e) (3.37)

a,vec q une constante positive qui sera prêcisée par suite. Il est évident de par sa construction que la

fonction W (î,e) est définie positive. Le calcul de sa dérivée le long des trajectoires du système bouclé

est

r)tr p,e1 =

(3.38)

Y- (A) + Tv.(e)
vy- (a). (f (r, ""(a)) 

- x c e) + nv.(e)

vy- (ô).f (a, ,"1a1) + IVI/," (î) K C el- n"sV(e)
-rnsv^(a) + llvv* (a)ll lll( cll ll'll - r el esllell2
-Trarn1llell'+ *n llK cll llall llell - 'r e14llell2

I rrarr l ' I rrarr 
I-Liili I 'Lii'ii r

=

s

s

| *r*" -iltx c^ll *n 
I . o*. un choix de 2 ) ffi,,M esr uneoù M est la matrice 

L -+ rr" cll *a, rteL% )
matrice symétrique définie positive, d'où la fonction,W ,:,0 *,^:Ufinie négative. De plus,

w p,e1 = -)- i"(M) (l@t'+ ttrt l ' )

s -)-i"(M) (ry.W)

rnax|rn2, q e2|

ainsi le système bouclé avec la loi de commande calculée à partir de l'état estimé issu de I'observateur,
est globalement exponentiellement stable à l'origine.
tr
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3.4.3 Sorties temps discret

Maintenant on considère le système non linêaire (3.30) avec comme êquation d'observation

y (ÀT" )  =Cs(kT" ) (3.40)

où C est une matrice p x n de rang plein p, et T" est la période des mesures effectuées. La sortie est donc
supposée linéaire par rapport à l'état et disponible périodiquement.

Notons tk = &T", xy = n(kl"), âr. = â(eT") et âç - A-(ÀT.) - lirnr+rr,rç*â(r).On suppose
Itexistence d'un observateur continu-discret pouvant s'écrire sous la forme:

avec K la matrice de gain qui peut dépendre du temps. Dans ce cas, on supposera que llK Cll est bornée.
Posons e(t) = e(t) - c(t), alors eu =îx - æu, e-k - î; cç, et l'équation dynamique de l'erreur s'écrit

pour t € [t1, tpç1[, Vtr € N

[ 
,@ = f (î(t), u(t)) - f (î(t) - e(t), u(t))

I t u+ t  =  l I -KQe [+ ,
et conduit au système discret suivant

6k+1  = .  (uu ,a ( . ) ,  , ( . ) )

pour t  € [ t r , t1. .1[ ,  VÀ € N

[ 
àg = / (a(r), u(t))

[ âu*, : â*, - K lcî;+r- yr+r]

pour t € [t1, t1..1[, Vk € N

[ 
;al = / (a(r), u(t))

1 "ttl 
= u" (â(t))

[  âu* ,  = ôu*r -KlCî ;+L-grr .+r ]

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

L'hypothèse 3.4.1 du théorème précêdent sera utilisée ici aussi. Par contre I'hypothèse 3.4.2 est remplacêe
par

Hypothèse 3.4.3 L'obseraateur (3.11) est tel que

1. le point d'equilibre du systèrne discret (9.19) est €r = 0.

Ce point est globalement, uniformément en x(t) et en u(t), erponentiellement stable;

2. Ia fonction f (r(t), u(t)) est globalement, unifonnément en r(t) et en u(t), Lipschitz.

Ou bien, si l 'entree u(t) est bomée, le fonction 1(r(t),u(t)) est globalement par rapport à x(t),
Lipschitz. La constante de Lipschitz est k".

Théorème 3.4.2 Lorsque les hypothèses 3.1.1 et 3.1.3 sont uérifiées, alors la loi de commande dynamique

appliquee au système (3.30) rend le système ainsi bouclé globalement exponentiellement stable à I'origine.

Preuve Elle se fait en deux temps. Premièrement, on montre que la divergence du système entre deux

instants de mesure dépend de I'erreur faite à la précédente mesure. Ensuite la convergence exponentielle
aux instants discrets permettra de conclure.

Appliquons la loi de commande (3.44) au système (3.30), ceci donne le système bouclé

pour t € [tp,tp..1[, V/c € N

(3.45)
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Alors entre deux mesures, nous avons pour t € [tç,tp11[,

On déduit de I'hypothèse 3.4.3-(2), il vient

l le(r) l l  S l ler l l+ rr" / ' ;1"1";; ;a"
J t k

et en utilisant le lemme de Gronwall 2.5.1

lle(r)ll S llerll;xn @"]t 
- ru))

S exp (/c" r") ller.ll .

ô1t1=i@@)-/(o)

et pour t e [tç,tç.'1[, VÀ € N,

lpt,'ll s lli tarrll - i(o)ll

e(t) = f (tt , l ,  * (at, l)) - r (^t l-6(,), * (at, l)),

1e (r)1 = llr (ttrl, "" (ttrl)) 
- / (tt,l - e(r), ," (ttrl))ll

l le(t)ll S ller.ll+ [,X, (a1";, u"1a1"ll) - r (tt"l - e(s), u"(â(s)l)llo"
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alors

et en intégrant

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.4e)

(3.50)

Étant donné que â(t) = 0 est le point d'équilibre ae àp; = i p1t11, ators f(O) = 0 et nous pouvons écrire

(3.51)

(3.52)

l lr[*rll S exp(lc"T") ller.ll,

lleo*' ll

(3.54)

(3.55)

Alors en intégrant les deux membres, en utilisant la propriété de Lipschitz (hypothèse 3.a.1-(2)) et le
lemme de Gronwall, nous pouvons écrire pour t € [tr.,tr.+r[, VÀ € N,

ila(,)il s ilauil + /'ll;rar"ll - irolll u"
J tu  "

S llâr.ll + k^ [ l le(s) - ollds
J tu

S "*p (*- (r -,k)) l lekll

S exp (k- T") llArll (3.53)

Ainsi, entre deux mesures tç et t1.u1 ,la norme de I'estimation (llâ(t)ll), respectivement de I'erreur d'æ-
timation (lle(t)ll), est majorée par une constante multipliée par la norme de I'estimation, de I'erreur de
l'estimation, au temps tp. Et finalement des équations (3.50) et (3.53), on a

Dans l'étape suivante, nous démontrons que llâpll et que llelll tendent vers zéto globalement expe
nentiellement. Rappelons que l'hypothèse 3.4.1, respectivement l'hypothèse 3.4.3, permet de dire qu'il
existe une fonction de Lyapunov Iz* (c(t)), respectivement V.(e(t)), pour le système (3.30) bouclé avec
la commande u" (c(t)), respectivement pour le système discret (3.43). Ainsi la fonction y- (t(t)) vérifie
le théorème 3.2.2 avec les constantes ???1r rlr2tlns et ma. Tandis que la fonction % (e(t)) vérifie le thêo-
rème 3.2.4 avec les constantes ê1,ê2 et es. La même remarque peut être faite pour la fonction y- (A(r))
qui vérifie les mêmes propriétés que la fonction y- (c(t)).
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Soit alors la fonction candidate de Lyapunov temps discrète

W (eu,îx) = qV (er.)+ 7- (âr)

où 7 est une constante qui sera définie ci après. Il s'agit de démontrer que

AWt (er., îu) =W (er.+r, âr.+r) - W (eu,ât) < -r W (ev,îv)

avec 7 une constante strictement positive.
Posons

LWy(ey,îk) = qLv.(er.) + ÂI/'" (ît)

où
A% (er.) - % (er.+r) - % (er)

et
AY- (Ak) = V- (âp11) - 7'" (îr.).

Majorons d'abord A% (er.) en utilisant la propriété 2 puis la 1 du théorème 3.2.4:

A% (er) = % (er.+r) - Y" (er.)

S -esV.(e*)

S -e1 e3 l leçl l2

aA% (er.) ( -rt"r1lerl l2.

Maintenant nous allons écrire

63

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.5e)

(3.60)

Soit c1 = eres ) 0, alors

(3 .61)

(3.62)

AU- (âr.) = 7- (âr.+r) - v* (âr.)
= V- (&+r) - Iz- (e;r) + V," (âp*r) - 7- (âr.)
= ayj (ak) + ay; (ak)

où Affi (âp) est due à I'évolution continue entre deux mesures, et, AVj (ft) est due à la discontinuité à
l'instant tp.

1. Majorons AyÉ (Ar.) = y* (Ak+l) - V" (âr.)

Étant donné que, pour à(t) = i @ttD, I'origine est exponentiellement stable pour t € [tp-1,1p[,
alors en intégrant

Y- (a(r))  1-mzY- (a(t))  (3.66)

il vient

V," (â1*r) S "*p (-*, (tr+r - tr;) v* (&)

S exp (-rn3T") Y- (ôk)

et

r," (î[+,) - v* (âr*) S - (r - exp (-rn3 T")) v," (ak)

S -*, (t- expl-r"rr";) ;1a111'?

En posant c2 = rmr (1 - exp (-*r T")) ) 0, nous avons

(3.63)
(3.64)

(3.65)

AY; (Ak) < -",l lârl l ' (3.67)
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2. Majorons Ay# (Ak) = 7* (â1a1)- Iz- (î;t)
Utilisons le théorème des accroissements finis:
Il existe À e [0,1], tel que îp =Tr,+t + À (ek+r - â[*t) et

v,,' (âr+r) - v- (4*,) = (#lr=r) * {r**, - âu-+,) . (3.68)

Nous avons alors

ayi (ak) 5 lrzi (ar.)l = ll * lr=o ll lr-., 
- âr.-+r ll (3.6e)

par la propriété 3 du théorème 3.2'2 et comme 0 < À S 1'

l l*l l l s *stîptl
ll ôâ la=all

S *n llîu+, + À (â1*' - 4*') ll

comme nous avons 
ilaù,ll ( exp (À* T.) llâr.ll , (g.21)

il reste à majorer llôr.+r - e*rll en utilisanr le système (3.45) et l'inégalité (3.5a):

l lau+, -a[+,l l = l l-rce;*,l l
s llr( cll ll ';,ll
S exp(e,T") l l /(cl l l lerl l . (3.72)

Ainsi

l l ^ . , , 1 1

lav,.f (ôr)l < llzFlr=oll 
' ilau+' - âr*,ll

S (-e lla;,ll+ *n llau*, - a;*,il) llau*, - a[+,ll

où ca = rn4 exp ((r," + fr") T") lll( cll ) 0 et c4 = rn4 exp (2k" T") llK cll' > 0.

Alors

awç (e1, â1) S kn - ,t 
"ù llerl12 + ca llâr.ll ;ler.ll - 

"rllî*ll"/
S - ({n", - "n) llerll '- "" l lôr.ll l ler.ll+ ",l laull ') 

(3.74)

Soit la matrice m = | 
Th - c+ -'" 

l. Elle est définie positive lorsque rtct - c+ ) |et lorsque
L -I"" c2 I

0t q - cq) cz - à""' > 0, c'est-à dire pour un choix de 7 tel que

- cz2 c4q, f f i+-. (3.75)
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Si 4 est alors choisi suffisamment grand et ) I

AWk (€k,Ak)

oo

Iiiïii ]"Iil;tii ]
S -À*i,,(M) (tt*tt'a 1laull')

s -À-i"(M) (+P.rP)

(3.76)

avec 7 = ffi; ) 0. Ceci permet de conclure que, pour tout À e N, lle(eT")ll et llâ(kT')ll
tendent globalèment éxponentiellement vers zéro et entralne, pour tout , € iR, llA(r)ll et lle(t)ll tendent
aussi globalement exponentiellement vers zéro. Ainsi I'origine du système (3.30) bouclé avec la loi de

commànde (3.44) calculée à partir des estimations de l'état issues de I'observateur (3.41) est globalement

exponentiellement stable.
n

3.4.4 Sorties temps discret apériodiques avec retard

Dans cette partie, nous considérons toujours le système non linéaire (3.30). Par contre, les mesures sont

disponibles apêriodiquement aux instants 14, et avec un retard noté 4. Ceci correspond à un problème de

commande du procédé pilote au I.S.G.C.. Des mesures, issues du chromatographe liquide haute pression,

ne sont disponibles que tous les quarts d'heure avec un retard d'un quart d'heure (Bicking, 1991).

Si nous supposons que les sorties sont linéaires par rapport à I'état, alors l'équation d'observation

peut s'écrire
u( tù=cn ( t6 - ra )  \ 3 ' 77 )

où C est une matrice p x n. Ces instants de mesure et le retard doivent vérifier l'hypothèse suivante:

Hypothèse 3.4.4 It eriste des constantes Ten11 et ?L'* € IRi telles que pour fout i € N;

7. T^in St+r - tl S 4""*;

2 .  h S t + t - 1 6 1 1 1 t ; s 1 '

L'hypothèse 3.4.1 sur l'existence d'une loi de commande globalement exponentiellement stabilisante et

sur la condition de Lipschitz de la fonction / (c(t)) sera de nouveau utilisée. Nous supposons aussi

I'existence d'un observateur continu-discret basé sur le système non linéaire (3.30) et sur l'équation d'ob'

servation (3.77) où le reta.rd rd est nul pour tout i € N. L'estimée de l'état est notée ô(f), et I'erreur d'es-

timation est e-(t) = A(t) - *(t). Les notations suivantes seront aussi utilisées : î- (ta) = lirr4-11,,xçr, â(t),

es (t6) =î(ta) - c (ta), et e, (tt) = â- (t6) - û (td). Ainsi considérons comme observateur continu-discret

Ie système dynamique suivant:

max t?  e2 , rnzJ

S -1 W (er., âr,)

pour t  €  [ t6 , t ;11[ ,

I 
à(q = f (î(t), u(t))

[  â ( to * t )  =  â - ( t r+ r ) -K l c î -  ( t r+ t ) - y ( t ;+ r ) ]

:  max{r1 e2,m2} '

f @(t), "(r)) 
- / (a(t) - e,(t), u(r))

[I - l( Q e, (k+r)

où K est la matrice gain. Si celle-ci est temps dêpendaute alors nous supposerons que llKGll est bornée.

Écrivons l'êquation dynamique de I'erreur:

(3.78)

pour t € [t6, t6..1[ ,

t è'(t) =
I  e' (t ;+t) =

(3.7e)
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et nous avons alors le système discret

e, ( t+ù = O (e, ( l ; )  ,  â(.) ,  u(.)) (3.80)

La dernière hypothèse sera maintenant explicitée, puis on expliquera comment prendre en considération

le retard avant de donner le dernier théorème.

Hypothèse 3.4.5 Considérons le système non linéaire (3.30) aaec les sorties (3.77) sans retard (Yi',

7i = 0). Il eriste un obseraeteur continu-discret (3.78) tel que

1. le point d,'équilibre du systène discret (3.80) est €r(ti) - 0, et il est globalement, un'i,formément en

î et en u, erponentiellement stable;

2. Ia fonction f (î(t),u(t)) est globalement par rapport à î(t) uniforrnément en u(t) Lipschitz. Ou

b,ien, si, I'entrée u(t) est bornée, alors Ia fonction I (t(t), u(t)) est gloLalement par rapport à x(t)

Lipschi,tz. La constante de Lipschitz est k".

Maintenant nous prenons en compte le retard (rt*0). Afin de rendre plus lisible les équations sui-

vantes, nous noterons le temps (û - rt) par le temps (i), par exemple a (t't - 16) = æ(i,). Le même obser-

vateur (3.78) est utilisé deux fois (voir figure 3.2): I'un, â(t), fonctionne en "l;emps réel" et présente une

discontinuité aux instants ta; I'autre, â(t), fonctionne en "temps virtuel" et t:st discontinu aux instants

t t  -  r t .

0 ( 1 )

n(tr)

r@l
t ( ta)

î,F=
tto,

tt l  
,

\
î -G")

îol

t
- ( 1 )

æ(2)
û(tz)

îQ , )
'n1.

'\: .
t;;r\.

-\.
\ .

0  ( t r )

1e)

z (2)

îG,)

t l ;..
\ i .

t ( t " )

z (31

h - \  t 1  t z - r z t2 te - rs ts temps

Fra. 3.2: Le fonctionnement de I'obseruateur continu-discret aaec retards sur la sortie. (!m eW:t: uecteur
état "reelt'c(t); pointilb: aecteur état estiméî(t) synchrone aaec æ(t); trait tin: uecteur état estàmé z(t)

en temps ,'uirtuel") À I'ànstantt(2\,î-(tz) etî(tr) permettent Ie calcul deT(2) puis deî(2), qui eur
donnent î(t2) et pennettent de calculer î(t) pour t e ft2,tsl ce qui donne â-(tr).

Le calcul de l'estimation de l'état se déroule eu quatre étapes:

L0 équation (3.81)
L'état est estimê avec l'aide du modèle, et la loi de commande par retour d'état est calculée. Les

66
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conditions initiales proviennent d'une étape 4 précédente.

(3 .81)

êquation (3.82)
Maintenant, on est à I'instant t;41 et on dispose de la mesure d'une partie de l'état faite à l'instant
t611 - r51r

À r :  t ;+ r

{ y ( r r + r )  =  C æ ( t ; a 1 - r i + l )  = C æ ( i , + L )  
( 3 ' 8 2 )

equation (3.83)
Le second observateur est calculê en temps virtuel l-. On est toujours à l'instant t3'11. On remarque
que pour I  el ta, t6a1-rt+t l , î ( f )=â(f) .  Cette êquat ion sert  àdonner lavaleurde â(t ; . .1 -  r i+l)
puisqu'avant le temps l1.r-1, on suppose ne pas connaltre le retard T;q1 et, il est difficile de garder en
mémoire toutes les valeurs de la commande appliquée u(t), et des estimations de l'état A(t).

(3.83)
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3o

pour t € [t;,t;11[

(  r( lol  = î(u)

1 ;t,l 
= f (a(r), u" (e(r)))

[ "(t) 
= u" (a(t))

À t = t ;+r,  pour [  €. f t , ; , t6a1- 1i+1[

1 
î(tt) = î(tt)

t  àtr l  = f (îG), u"(?(r)))

À , = tl+r, pour f € [t;+r - rr'+r, tl+r I

(  î ( i+  \  =  T  ( i .+L)  -  K  lC î -  ( i+1)  -y ( r ;+ r ) l

|  ; r r l  = f  ( î@, u"(â)(r - ) )

I "" (t) = u"(ô) (f )
[ àt, I = f Q (I), .," (t)) .

Cette équation donne la valeur de î- (t6a1 - ,a+r) qui est égale à î (to+t - rd+l) .

40 équation (3.84)
On est toujours à l'instant t,;.r-1. On dispose de la mesure y(t+t) = Cæ (i+ 1), et de I'estimation

faite à I'instant h+r - r4a1 : 7 (i + 1) = î (i + 1). À partir de I'erreur d'estimation, I'observateur

en z est réinitialisê au temps h+r - 4a1 . Ceci permet de calculer la nouvelle prédiction de ô (t611).

(3.84)

Ainsi nous avons la nouvelle valeur de â (t6a1) :

â( r r+r )  - î ( t , i+ t ) (3.85)

et nouvelle étape 1 peut commencer.

Le théorème s'énonce alors comme suit:

Théorème 3.4,3 Lorsque les hypothèses 3./1.1, 3.4.4 et 9./1.5 sont uérifiées, alors la loi de commande
dynamique par retour il'état (equations (3.81) à (g.Sù applàquee au système non linéaire (3.30) stabilise
globalement erponentiellement celui-ci à I'origine.

Preuve On va utiliser la même méthode que pour le theorème précédent, si ce n'est qu'on commencera
par démontrer que les suites â (t6 ) et e, (tù , où e, (t) = î(t) - r (t) , convergent globalement exponentiel-
lement vers zéro. Ensuite en utilisant lee conditions de Lipschitz et le lemme de Gronwall, on démontrera
que eo (t6) converge aussi globalement exponentiellement vers zéro. On pourra alors conclure pour â(t)
et e"(f) pour tout t .
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Soustrayons o de part et d'autre de l'équation (3.81) et de I'équation (3.8a) en considêrant les équa-

tions (3.82) et (3.83). Cela revient à écrire:

pour  t  €  [ t6 , ta11[
( e,$) = r (î(t), u. (e(r))) - f (î(t) - e,(t), u" (e(r))) (3.s6)

[ ", 
(to+t) = e" (k+r)

et
pour f  efu -  r i ' tà+t -  rr+r l

( è" (I) = f (î (î), ," (t)) - f (2 F) - e, (t), "" (t)) (8.82)

I  e ,  1 ;+ 11 = F-  KC]  e ;  ( i .+ t )

Rappelons que,  premièrement ,  Vi  € N,  â( i t )  = î ( t6) ,  e , ( tù = e, ( t t ) ,7  ( i )  =î ( i ' )  e t  e;  ( i ) :  e , ( i ) ,

deuxièmement que I'observateur en z est comme un observateur continu-discret sans retard sur les mesures

de la sortie. Alors selon l'hypothèse 3.4.5, il existe une fonction de Lyapunov W(e,(t)) vérifiant les

conditions du théorème 3.2.4 avec les constantes €r, ê2, e3 ) 0. L'hypothèse 3.4.1 permet aussi de

dire qu'il existe une fonction de Lyapunou I/* (s(t)) vérifiant les conditions du théorème 3.2.2 avec les

constantes rTl,1, fTt 2, TltrB, Tlù4.
Soient T et 1 deux constantes positives précisées ultérieurement, et soit la fonction de Lyapunov

candidate:
W(e" ( i , ) , ô ( t ;+ r ) )  =nw(e , ( i ) )+v ' ' , ( â ( td ) )  (3 .88 )

On doii d'abord démontrer que

àW (e , (4 ,4 ( t r ) )  =  W (e "Q+  1 ) ,  â ( to * , ) )  - *  ( r , (4 ,  e ( t ; ) )

Écrivons LW (e, (;) , A(tr)) = n LVu(e" (i.+ 1))+ Ay- (â(t;)) où

1 .  A%(e , ( i ) )  =V . (e , (d+1 ) )  -V . (e , ( i ) ) , o rpa r lacond i t i on2pu is la ldu théo rème3 .2 .4 ,nous
pouvons écrire

LVG"U.D =  V(e , ( i+  1 ) )  -  V(e" ( i ) )
S -esv"(e, (r))

En posant cr = eL ea ) 0, il vient

r aL(e" (i + 1)) 3 -r "t l le, (;)l l  (3.e1)

2. LV^(A(û)) = Ay; (â(t;))+ Ayj (ô(tr)) où le premier terme, LVÂ@ (td)), est du à I'évolution
continue et le second terme, AUA@ (t6)), est du à la discontinuité à l'instant t;41. Chaque terme
va être majoré comme suit:

(a) alzfi (a(tr)) = vÂ@- (tr+r)) - v; (â(tc))
Par la stabilité exponentielle de â(t) = f (î(t), u, (A(t))) pour t € [ta,taç1[, nous avons

v^(î- (tr+r))

ainsi en posant c2 = mL (f - 
"*p 

(-"s 
"-i")) 

> 0,

Avâ(î(t;)) < 
"rllî(t,)ll' 

(3.e3)
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(b) Ay# (a (tr)) - vn(î (tr+r)) - V^(î- (tr+r)).
On va utiliser le théorème des accroissements finis: fÀ € [0,1], tel que îp = î- (r;+t) +
À (â ( t r+r)  -  î -  ( t6a1))  et

alors

v* (a(td+,)) -v^(î- (,r+r)) = (#[=r) '. (â(to+,)- î- (,r+r)) (3.e4)

" 
^"il^ 

^ ll . lr(,;+,) - î- (t+,)ll (B.eb)wls l lv , f  l= l læ ,c=cor l
et on maJore

ll av* | ll- ll+l ll en utilisant la propriété 3 du théorème 3.2.2.
ll oæ l;=î"ll

#[=rll = "n rrâorl
s "llr- 

(t;+,) + .l (a1t;*,; - a- t,'*')) ll
S "" llî- (tr+,)ll + a lla(to+,) 

- a- (tn+') ll
En utilisant la condition de Lipschitz puis le lemme de Gronwall, l'équation (3.81) devient

l|a(')ll s lle(t,)il + l,' l lî @@))- l1o1ll a"

s l la(tr) l l  *r" 
I , ' , , l la(o)l ldo

lla- (to*')l l ( exp(È"2i.*) l le(tr)ll ;
-  l l î ( t r+t)  -â- ( t ;+r) l l  en ut i l isant le fai t  que â(c6a1) -  î (k+r),  e,( t6a1) -  î ( t+t)  -

c (tl+r), et e; (ta11) - â- (tc+r) - r (ta..,.1). D'où

llA (t,+') - â- (tr+t)ll = llt, (rn+t) - e,- (trlr)ll

e"(tt+t) va être majoré en uti l isant, pour f e [t l+r - ri+r,ta11], l 'équation (3.87) avec la

propriété de Lipschitz puis I'inégalitê de Gronwall:

d'où

d'où

(3.e6)

(3.e7)

(3.e8)

l le,(rJll s lle, (â + 1)ll+ e" 
Ir"*,_,,*,lle,(a)ll 

da

S "*n (r" (t -tt+r-1-',*,)) lp, (i + 1)l l

lle" (t;+r)ll S exp (/c" r6a1) lle" (i + 1)ll .

Ensuite nous avons aussi

l le"( i .+ 1)l l  S l l r  -  KCll  l le;11+ t l l l
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et comme l le; ( i+ 1)l l= l le, (d+ 1)l l  et l le" (t;) l l  = l le, (t6)l l  alors

l le, (; + t) l l  :  l le, ( i  + t) l l

S "*p (*" (tz+r - r i+t -tu;) 11e, 1t6;11

S "*n (r" (to+, - rr+r -te)) exp(À"6) l le, ( i) l l

S "*p (r, (tn+, - r i+l-r i  + rc)) l l r ,  (t) l l .

Ainsi en posant ôr = exP (2lc"T^o,) lll - K Cll > 0' il vient

l le, (û+r)l l  S ôr l le, (t) l l .  (3.ee)

D'une manière quasi analogue, on peut montrer que

l l ' , (r,+,)ll S "*p (r" (t;+, - tc)) l l€, (rd)ll

s "*p (t. 
(tr+r - r,)) llr, (tn)ll

S "*n (r" (to+, - A)) exp (k.r6) lle" (i)ll.

En posant àz = exP (2k"7^n) ) 0, il vient

l l ',- (r,*')ll S a, ll ', (;)ll . (3.100)

Soient les constantes suivantes:

ca = ms (h * b2) exp (À" 4""*) > 0

c4 = m+(bt+ àz)2 > 0

Alors nous avons la majoration suivante:

lv# S ca l la (t4)l l l le, (;)l l  + m+lle, (i) l l2 (3.101)

D'après les majorations (3.91), (3.93) et (3.101)

Lw(e , (4 ,4 ( t , ) )  1 - (n" r - "+) l le , ( ; ) l l '+cs  l lâ ( t ; ) l l  l l e , ( r ) l l  - " r l l î ( t ; ) l l ' .  (3 .102)

si M esr la marrice symétrique 
l' 

":;;^ 
:: I, 

pouf un choix de 4 ) î + **",alors M est

une matrice définie positive. En notant À,,,i"(M) ) 0 la plus petite des valeurs proptes de la matrice M,
il résulte que

LW(e,( ; ) ,a( to))  s-mw(e,( . ) ,a( t , ) )  (3.103)

Ceci permet de conclure que les suites â (t6) et e, (z') convergent globalement exponentiellement vers
zêro.

La dernière étape sert à montrer qu'il en est de même pour ô(t) et e'(t) pour tout t. Entre deux
mesures, Vf € p,;,t;a1[,

l la(r)ll s "*p (r" (r - ,,)) ;la (r,)ll

S exp (À"?'"*) l lô(tr) l l ,  (3.104)
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et

l le,(t)ll S "*n (r" (t - t,)) l le, (t;)l l S exp (r" A -tu +'l)) l le, (r)ll

S exp (2 k.T^u) l l t ,  (;) l l  .  (3.105)

Par la convergence de â (t6) et de e2 (i), on peut donc conclure que â - 0 et e' = 0 sont des points d'équi-

libre globalement exponentiellement stables du système bouclé' æ = î - €c = 0 est le point d'équilibre

du système et il est globalement exponentiellement stable.

tr

Remarque sur l'implémentation : Afin de calculer la loi de commande (équations (3.81) à (3.84))' il semble

nécessaire de stocker en mémoire toutes les valeurs précédentes de â(t) et de u(t). En fait, à partir des

mesures Cx( t6a1- t+r)  etdesest imat ionsdel 'é tatô( la) ,onpeutreconstru i re lesest imat ionsfa i teset
Ia commande appliquée au procédé. Soit t" le temps de calcul supposé connu et constant. Supposons aussi

qu'à I'instant t6..1 - tç la mesure C r (t; - 16) et le retard rl+r soient disponibles, et que la commande qui

sera appliquée entre t+t -tç et t,iq1, soit déjà calculée. Premièrement intégrons pour f €. 1t6,t6a1 - n+rl

z1t1= r (t61, u.(?(f))) (3.106)

avec î (t6) = î (t). Ce calcul permet de donner la valeur de î: (tia1 - ri+r) et à partir de la mesure faite

à l'instant t*t - rr'+1, on réinitialise l'observateur en î:

7L

î ( i  +  1 )  = r  ( i+  1 )  -  K  ICT ( i+  1 )  -  c  r  ( i+  \ l
Maintenant, ou recalcule la commande appliquée entre t5.r-1 - rà+t et t611 , en intégrant

àt r l  =  f@(î ) ,u , (â( f ) ) )
u" (t) = u"(â(t-))

àft l  = f GG), ", (t))
avec â(t;+t - q+r) =î- (to+, - rr+r). Ainsi on a la valeur de â(t611)(= â(tr+r)), et on peut calculer la
commande future pour t € [tr+r, tl+r * ?-L,"*] en intégrant

(3.107)

(3.108)

(3.10e)I àpl = r (î1t1, u" (a(t)))
I u" (c(t)) = u" (â(t))

3.5 Conclusion

Après avoir fait quelques rappels sur la stabilitê et fait un état de I'art, nous donnons trois résultats

assez généraux.
En effet, considérons un système pour lequel on peut synthétiser une loi de commande par retour

d'état qui le stabilise globalement exponentiellement, et pour lequel on peut appliquer un estimateur

d'état global à convergence exponentielle; alors ce système bouclé par la loi de commande calculée à

partir des estimations, stabilise encore globalement exponentiellement. Nous pouvons séparer la synthèse

de la loi de commande et de celle de I'observateur. Les resultats avec I'observateur continu-discret sont

intéressants d'un point de vue pratique. En effet, gênériquement pour les bioprocédés, les mesures sont

disponibles en temps discret. L'utilisation d'un observateur continu-discret donne une estimation en temps

réel des va,riables d'état du système. Cet estimateur bien que corrigé périodiquement peut être utilisé avec

une loi de commande par retour d'état afin de stabiliser le système. Nous avons aussi étudié le cas où

les mesures sont disponibles en temps discret et avec retards. Nous montrons comment utiliser deux

observateurs coutinu-discrets afin de stabiliser le système'

Une des principales restrictions de nos résultats reside dans la nécessité de synthétiser uue loi de com-

mande par retour d'état stabilisant globalement exponentiellement un système donné. Il faut savoir aussi

construire un estimateur d'état à convergence globale exponentielle. Ensuite, nous utilisons l'hypothèse

de globale Lipschitzcitê. D'une part la construction d'observateurs à convergence exponentielle nécessite

cette hypothèse, et, d'autre part cette hypothèse assure que le système n'explose pas en temps fini.



Chapitre 4

Applications - Simulations

4.L Introduction

Ce chapitre est consacré à I'application d'observateurs et à des simulations sur des bioprocédés. Tout

d'abord, nous étudierons un cas linéaire où nous appliquons notre observateur contiuu-discret de type

Luenberger et le principe de séparation.
Ensuite, c'est sur un cas d'un bioréacteur classique que nous nous y intéressons. Ce cas permet de

mettre en oeuvre de façon correcte I'application d'observateurs et le principe de séparation. Le modèle

mathématique d'un procédé étant donné, il s'agit de vérifier son adéquation avec la réalité (concentra-

tion positives par exemple), de proposer un loi de commande par retour d'état stabilisant globalement

exponentiellement le système, de proposer un observateur et de démontrer que le tout fonctionne.

Ensuite, nous passerons au modèle de Rajab. Ce modèle, comme nous l'avons vu, est très difficile

à étudier. Néanmoins nous proposons I'application de deux estimateurs d'états. Nous donnerons des

conditions d'applications d'un observateur à grand gaiu et un observateur de type Kalman êtendu.

4.2 Exemple linêaire

Nous présentons une application de notre observateur continu-discret de type Luenberger à un système

linéaire. Nous avons choisi un système linéaire oscillatoire instable en boucle ouverte avec une grande

période d'échantillonnage, afin de montrer que la stabilité peut être obtenue même avec des conditions

difficiles. Soit donc le système:

-:-, ,;-] '. Ii] "
1  0 ] o g

(4 .1 )

où bien sur yk - y(k?s) et rk -- a(kTg) avec tc e N et T" la période d'échantillonnage. Dès que les

conditions initiales du système ne sont pas nulles, les états du système sans commande sont des sinuoides

à croissance exponentielle avec pour pseudo-fréquence aro = 2 r. Le système bouclé par la loi de commande

u=Gx- l  a rz  -+  -2 r f2 r -a l , (4.2)

possède deux valeurs propres égales à -2. Cette loi de commande stabilise donc le système en c = 0.
Prenons notre observateur de type Luenberger avec la notations î; = lim6*pr.,r<&Ts ô(t). Alors pour

t  € [kT",  (È + 1) T"[ ,  Vlc € N:

ù  -  As , *Bu  =

U*=Cn*= t

(  ;  =  A î+Bu

I tn*, = ân+, - K lcî;+r- g,k+r]
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(4.3)
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Pour démontrer la convergence de I'observateur, nous avotrs vu (section 2.5.2) qu'il faut que la paire

(C exp [-4T"] , exp [AT"]) soit observable. C'est à dire que

(4.4)

Dans notre cas le déterminant de la matrice I 
c exp [AT"] I ^,

L "i*t 
Ë;:;i' I 

*' ésar à S ."xp (t"'Æ' " rc) sin(2 zr È)' Ir

est clair qu'il ne s'annule que pour k - i/2, i € N*.
Pour la simulation, nous avons choisi Ia période d'échantillonnage Tu = 314. La matrice K =

[0.99998582916257,4.490l2504L42664]est calculee afin d'obtenir exp(1,5* (-2),r,T") comme valeur propre

double de la matrice lI - K 4 "*p 
[r{T.]. La dynamique de l'observateur est ainsi 50 % plus rapide que

celle imposée par Ia commande.

Les simulations ont été réalisées avec le logiciel MATLAB en utilisant comme méthode d'intégration

Runge-Kutta (4,5) et avec pour erreur relative 10-6, et 10-e pour I'erreur absolue. Les figures 4.1 repré-

sentent l'évolution de l'état c1 et 12 en trait continu, et des estimés â1 et â2 en tirets. L'erreur faite sur

les conditions initiales est grande: c(0) = [1,0]T et ô(0) = [2, 10]T. C'est une des raisons pour laquelle

l'évolution transitoire n'est pas très bonne. De plus la période de mesure de la sortie T" æt choisie proche

de celle de la pseudo-période.
De meilleurs resultats sont obtenus si la période de mesure est prise plus petite et si l'erreur sur les

conditions initiales est moins importante. Si nous prenons une période d'échantillonnage plus grande que

la pseudo.période (ff = 1), on obtient eucore la stabilité du système bouclé à condition de conserver

I'observabilité de la matrice [C exp [A TJ , C (exp [A T"])']t.

4.3

Flc. 4.1: Eæmple obseruateur continu-discret lines'i,re - éuolution de x etî

Biorêacteur de base

Le bioréacteur considéré est celui dêjà partiellement étudié par Othman (1992): la croissance d'un
micro.organisme sur un substrat dans un réacteur continu (.Fl" = Fiu6) parfaitement mélangé et avec
comme modèle de vitesse spécifique de croissance celui donné par Contois (1959). Le schéma réactionnel

I c exp [.4T"] I
I C exp[.4T"] exp[AT"] |'o"tl ' l="'
L C (exp [,,4 T"])" I

!
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est le suivant:

(4.5)

Le micro-organisme est présent dans le rêacteur avec une concentration de X gfl, et le substrat avec
S gll. Nous supposons que ces concentrations sont tres faibles. Le bilan de Ia matière donne comme
équat iondvnamiquet  

I I  
=  1 tX-DX

I s = -r ttx+ D (si" - s) 
(4'6)

où p (h-1) est la vitesse spécifique de croissance, r est le coefficient de rendement (g/g) <<consommation

de substrat sur production de biomasse), et ^9irg/l est la concentration constante en substrat dans l'ali-

mentation dont le débit est 4n. Le système est àmmandé par la vitesse de dilution D = ff, V étant le

volume de liquide contenu dans le réacteur. Ce volume est constant (4" = F""t). Le modèle choisis pour

la vitesse spécifique de croissance est celui proposé par Contois (1959):
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tr=t^* Xi]- l-
où K est une constante de saturation et pl-* la vitesse specifique de croissance maximum.

Afin d'effectuer la synthèse d'une loi de commande et d'uu observateur, nous étudions ce modèle.
Remarquons que si on pose Z = Sir, - r X - ,S, alors

(4.7)

(4.8)

(4.e)

(4.10)

CommeZ( t ) -Z (0 )exp ( - J i r t " l do ) , r l o r r s i z (0 ) )0e t s iD ( t ) ) 0 ,onapou r tou t t € lR
Z(0) > Z(t) > 0 et ,9i,, > S(r) +rx(t) > S(0) + rX(O). Cette intégrale première de la dérive va
permettre de définir le domaine de fonctionnement du modèle. En effet, les concentrations sont positives

tout comme la vitesse de dilution. Si nous initialisons le modèle dans des conditions correspondant à la
réalité, nous voulons que les trajectoires solutions du modèle restent dans un domaine réel possible.

Il faut vérifier que les trajectoires initialisées dans I'orthant positif restent dans cet orthant. Nous
voulons un domaine positivement inva,riant.

si ,9: 0, nous urron, ,91 - - DSir, ) 0 des que D ) 0;
ls=o

si X = o, nous u,vons *1"_o = o.

Ainsi en utilisant l'intégrale première nous avons le domaine de définition

(4 .11)

Pour des raisons de commandabilité et d'observabilité, on souhaite éviter les concentrations nulles. On
se donne à priori uûe commande en dilution maximum telle que D** < p**. Prendre une commande
D > l.t^u entralnerait un comportement anormal du procédé (X + 0). On choisit une concentration
minimum de substrat: S 2 es ) 0. Nous allons chercher des conditions sur la commande pour garantir
que,5(t) 2 es > 0 et X(t) 2 ex > 0 pour tout t à 0.

si .g = es ) 0, on veut 31"=o t o.

Ceci entralne une valeur minimumde la commande telle que D > 3t'6ffffi. Comme X > 0

"t 6fu ( fr, en posant 2min - ri#O.s (t ##"i#), et si on garantit que D(t) >

D*i" alors ,91 > o.
l S=e  s

Z  =  - rX -S

= - r  pX *  DrX *r  p ,X -  D (Si "  -  S)

=  -DZ

o -  {x ,  s  lx  >0, ,5 > o,  s i ,  )  s+tx}
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. l

si X = e1 ) 0, on veut que Xl-- > 0.
l ^ = € x

Ceci entralne que €x a W et une valeur maximum de la commande: D ( D-.* < P^*.

Comme S ) es, alors pour un choix de ex tel que 0 ( .* = ffi.t a (4ffi, et si on

garantit que D(t) ( D'*, alors on u *l*=.* t O.

Nous avons finalement le domaine positivement invariant (représenté par la figure 4.2)

/ o

Remarque: d'après lafigure 4.2 nous avons bien évidemment ex ( X < + et es ( S ( Sir' -rex.

Les valeurs de e; et 6" pmin sont rendues aussi petites que l'on désire par un choix de es. L'adhérence

de O(es, D-*) (0) est un compact. Le système est visiblement local Lipschitz partout dans ce compact.

Par un raccordement continu, on peut alors étendre les fonctions à des fonctions lipschitziennes sur IR2.

Avant de construire une loi de commande par retour d'état stabilisant globalement exponentiellement

Ie système, il faut déterminer le lieu des points singuliers potentiels. Les solutions de ce système peuvent

se paramétrer avec la concentration en biomasse à l'équilibre Xo :

Frc. 4.2: Dornaàne physique

( -- ^ | -- ,rmax - Dmax
O(es ,D* * )  =  

1 " , ,  /  
^  > '  K  D^ "x  

es ,S )€s ,S in  > "X+S)

f S" = /r-* ($r, - r Xo)

[o" = %##

D=m# (,.ï(^ei"-s-,'*))

(4.12)

(4.1,4)

(4.13)

Nous allons démontrer que le système peut être stabilisé en n'importe quel point (X"' Si" - rX"), où

X" représente une consigne en concentration de biomasse telle que ex ( Xc 4 Eu=t. Pour cela, nous

proposons la loi de commande:

Le système ainsi bouclé s'écrit:

(
JX =

\s = i f f i ($ '-s-7x.).
(4.15)
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Il est clair que [/ est une fonction quadratique définie positive et elle ne s'annule que pour le point

(X", ^9i" - , X"). Un simple calcul permet d'écrire

'ù1x,s1 - -D(.ei. - s -, x)2 - iffi($' - s -,x")' (4.t7)

Or la commande D(X, S) et Ie t"t*" ffi sont strictement positifs pour (X, S) € O. Vu la compacité
de O, il existe c1 ) 0 et cz ) 0 tels que

' i t 1 x , S 1  
S  - c r ( S i , ,  - S - r X ) ' - c z ( S i .  - S - r X " ) 2

Nous avons donc Ia globale exponentielle stabilité du point (X" , ,Si" - v X.). Ceci est rendu possible parce

que nous avons pris la précaution de s'éloigner des bords (axes X = 0, ,S = 0 et Sin - S- rX - 0).

Afin de pouvoir commander le système à partir des mesures discrètes du substrat, nous allons appliquer

l'observateur continu-discret donné par le théorème 2.5.3. Nous supposons que le substrat ,S est mesuré

périodiquement aux instants & T", /c € N :
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Cette commande peut être interprétée comme une loi de commande linéarisante multipliée par un facteur
non linéaire. Il faut maintenant montrer que cette commande est positive et_qu'elle laisse le domaine O
positivement invariant. Les concentration X et S étant dans O, ulott ffi# > 0 et cela implique

q u ' i l f a u t q u e r { * ( S , . -  S - r X . )  ) 0 , s o i t À >  = q o t # É . O r m a : ( ( - , ( S ' )  S S t ,  - r € x t  a l o r s s i o n
choisit À > X" - ex à 0, la commande D est strictement positive.

- Sur le segment X = ex (,9 e O), nous désiront ot. *1"=u* , O.

Dès que À ) e1 ) 0, alors (S'' - S - r ex- î (S'' - ^9 - tx")) > O + * > O.

- Sur le segment ,9 = €s (X € O), nous desiron, qu" Sl^ > 0.
l J = É S

Comme (X,.5) € O + (,9i. - €s -, X.) > 0 et comme l ) 0 alors'9 > 0.

Le système bouclé possède un unique point d'équilibre dans O: (X",^9i" - rX"). Pour un choix de
À ) max{X"-€x,€x}, la loi de commande proposée laisse le domaine positivement invariant. Si on
c h o i s i t ^ 9 ( 0 ) S S i r , - r X . , a l o r s . S ( t )  ( S i n - r X " e t i l s u f f i t a l o r s d e p r e n d r e À 2 . * p o u r q u e D > 0 .

Soit la fonction de Lyapunov:

v(x,s)= | ts," 
-  s -  r  x)2+ | ts '"  

-  s -  rx")2 (4.r6)

(4.18)

(4.1e)

(4.20)

Nous allons montrer que le suivant, où à1 et /c2 sont deux constantes précisées ultérieurement,

FÎ-o1
-r î . î+n (sr " - , î )

= î;*, - t' (,î;, - su)

= 3ù, - r, (3;, - sr.)

consiste en un observateur pour le système (4.6) pour t € tr*,t;11[, VÈ € N. L'équation de l'erteur s'écrit :

f v .  I
y(kT") = sk = Cc(kT"): [0 1] | 

"l 
I = S*.

L " r .  I

^
X =
:.
S =

/ak+1

St+r

système

It
l{

(4.2r)

I  r *  = î Î -px-Dex

I  t "  = - , (Aî  -  px)  -  Des
/ -
J ,*r*, = ein+, - Àr €s-"+,

I r"o*, = (1- /cz) e!**,

(4.22)
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Soit o la constante de Lipschitz de Ia fonction f(X,s) = 
[ffi,-rffi#]t. "o 

posant e =

[r", t"]t, un simple calcul permet d'ecrire Vt e [t7.,tv...1[

lle(t)ll S llel,ll exp ((o + o*'.) r") . (4.23)

Reprenons l' intégralepremière Z = Sin-S-rX avec (X,S) € O et posons p/c = exp (- t:Ï ' A(a)ao).

Comme il(t) -- -D(t) Z(t), nous avons
Zf,*, = pp Zp. (4.24)

pour l'observateur, si (Î,3) ( O, nous avons aussi 2 = Sin- 3- r Î et

Zf,*r= pp Zp.

En soustrayant les deux équations précdentes' on a:

z**, - 2r*, = or (zu - 2-)

= p*  (eso* rexu) .

Par un choix de h = -llr et de k2 = L, il découle alors

(4.25)

(4.30)

Comme (Îu,$u) est dans Q et puisque O est positivement invariant par le système considéré, alors

(Î*r,,9;r) est aussi dans O et compte tenu de l'équation (4.30), on a:

,Si" - 3t+, - rÎr.+r = Sin - Su*t - r1;, > O.

Comme 3u*, =.S1.,r-1 et (X1ar,.9r.+r) € O, il en dêcoule:

(4.31)

3r+r ) es. (4.32)

Àpar t i r de l ' équa t i on (4 .29 ) , s i cs (O) * rey (0 ) )0a lo rspour tou t l c ) ! , ev r * ,=&+r -X t+ r )0e t

&*t > Xt+r ) ex. (4'33)

(4.26)

(4.27)

f  
, *n* ,  =  € i * * , * * r ;n* ,  = l ( t ; * r -2 ; * r ) - f  Gso+rexk)

I t""*, = 0
(4.28)

Ce choix particulier de /c1 et k2 permet de faire une correction <pile> sur le substrat, alors €so+, = 0,
Vk > 1. On en déduit alors: 

À+1 1
€xu+t =II o, i(es(0) + rel(O)) . (4.29)

i =1

Comme0 (pr ' in =exp(-T6D-*) < pisp,, , ,o= exp(-T"D-t")  < 1, celaprouvelaconvergence ex-

ponentielle des suites 6so*, €t €xa+r. À partir de l'équation (4.23), nous avons aussi e(t) -r 0 globalement

exponentiellement.

Il convient de faire observer, que lorsque I'on réinitialise à l'instant t;.r-1, les nouvelles conditions

initiales de l'observateur sont dans O. Au départ Î10; 
"t 

3(0) sont choisit dans O. Raisonnons par

récurrence et supposon, qt" Îp et ,î1 soient dans O. On a alors

I îu*, = îu*, * i (3a, - su*,)

t .3u*t  = .9t+r.
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Les relations (4.31), $.32) et (4.29) permettent de conclure que si on choisit

es(0) + rey(0) ) 0 alors pour tout /c € N, (Îu*r,3o*r) e O'

Compte tenu du résultat de sêparation du théorème 3.4.2,1a loi de commande (4.14) calculée à partir

des états estimés par l'observateur (4.21) conduit à la stabilité exponentielle globale du point d'équilibre

(X",.9i" -rX.), de plus tous les états estimés restent dans le domaine Ç)'

Des simulations sont données pour illustrer les résultats. Elles sont réalisées avec le logiciel MATLAB'

en utilisant comme méthode d'intégration Runge-Kutta (4,5) et avec pour erreur relative 1g-0, et 10-e

pour l'erreur absolue. L'état du système'îéel" est en trait continu taudis que celui de l'observateur

est en traits pointillés. Les paramètres sont choisis tels que /r-* = t h-1, r = I8l8,,Si.' = 0, 1 g/1,

X(0) = 0,01 g/1, S(0) = 0,03 g/1, Î10; = 0,03 g/1,  ̂ 1101 = 0,02 gf l ,  Dmu = 0,5 h- l ,  es = 0, 0I  g/1. La
période d'échantillonnage est T" =2 h et on choisit À = 0,08. Notre but est de stabiliser le système au
point (X" = 0,08, ,S. = 0,02). Nous obtenons les figures 4.3et 4.4. De bons résultats sont obtenus' Plus
Ia constante À est petite, plus vite tend le système bouclé vers le point d'équilibre souhaité.

Un essai avec bruit sur la mesure est présenté par les figures 4.4 et 4.5. Le bruit à été simulé en
multipliant Ia mesure par un bruit blanc d'espérance 1 et d'écart type 10%, puis en arrondissant le résultat
à 0.002 unites près. Nous obtenons des résultats corrects, cependant nous ne pouvons pas garantir que

les états estimés restent dans O sauf si on corrige les mesures. C'est-à dire si on obtient y(ta) ( es,
respectivement y(t;) ),Sio -r€x, alors on fixe a(tt) à es, et à,Si' -r€x.

Finalement, nous appliquons le résultat de séparation dans le cas où les mesures de la sortie sont
faites en temps discret et disponibles avec retard (section 3.4.4). Rappelons que l'on considère deux
observateurs: l'un â fonctionnant en temps réel et donnant les estimations de l'état pour le calcul de la loi
de commande; l'autre â est synchronisé avec le retard. À l'instant ti, nous disposons de la mesure partielle

de l'état faite à l'instant ù - ra.Les figures 4.6 illustrent le résultat pour une période d'echantillonnage
f i x e e t é g a l e à T r = 2 h ( t o - a ' , T " ) . L e r e t a r d e s t a u s s i c o n s t a n t e t v a u t l h s 0 ( r l = 1 . 5 , V i ) . L ' é q u a t i o n
de sortie est, Vf € N:

y(ti) = y(iT") = s(2i) - C u(ta - ro) = X(2 i - I.5\ (4.34)

Le système a été initialisé avec les mêmes constantes que précédemment. L'état initial.du système, de

l'observateur en â et de l'observateur en ?, est (X(O), S(0)) = (0,01;0,03), (Î(0), ,î101) = (0,03;0,02)

et (2x(0), 2s(O)) - (0,03;0,02). Le système réel, respectivement Ie o-observateur et le z-observateur, est
repiésenté en trait continu, en tirets et en points. L'allure de Ia commande est donnée par la figure 4.4.
De bon résultats sont obtenus compte tenu d'un retard et d'une période d'échantillonnage assez grand.

t 0  i 2
brnfB (h)

(î101,310y)
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Ftc. 4.3: Concentratàon en biomasse et en substrat
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Frc. 4.4: Euolution de la commande en dilution sans ou auec bruit
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Ftc. 4.5: Concentration en biomasse et en substrat en présence de bruit
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4.4 Applications au modèle de Rajab

4.4.L Introduction

Cette section concerne I'application d'un observateur à grand gain et d'un observateur de type Kalman

étendu au modèlede Rajab. C'est le modèleque nous avonsétudié au chapitre l section 1.4. :

E = fitu-frns -DE
3 = -TRr-2Rz +D (si" - s)
À = hR._ -DA
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(  X t  =  R t * R z r * Ë s r - R n - R B  - D X t

I  * ,  =  Rz lRtz*Rez-Rzt -Rzs  -DXz

f. & = Æs * Rre * Rzs- Ril- Rsz -D Xs

avec

(  o _  1 2  S X

|  
' " '  5  ( r+2s)(2+5.4)

4*, = ryffi
I o' = ?orrffi;a

Rn = 2ffi3
Rzr=ff i
Rsz = 40ffi

4 E X t
5 t+28

= 50ffi

RB

Rzs

Rsr

(4.36)

(4.37)

Tout d'abord nous étudierons des conditions d'observabilité, puis nous proposons une loi de commande.
Vu la complexité du modèle, il reste plusieurs points en suspens.

4.4.2 Observabilité

On doit préalablement savoir si le système est observable ou uon. A partir de la définition d'indiscer-

nabilité, on cherche à trouver des conditions sufrsantes pour que le système (4.35)-(4.36) soit observable:

deux sorties identiques (g(t) =y'(t)) doivent permettre de retrouver les mêmes états (c(t) = r'(t)).

Soient deux trajectoires r(t) et r'(t), on furit alors l'égalité des mesures provenant de ces trajectoires.

- si on mesure le glucose S:.
S(t) = S'(t) Vt ) 0 alors S(t) = S'(t) V, ) 0. On a donc

-Tnt -2Rz*D.(s-sd")  =  -Tal t -2Hr+ D.(S '  -  Sm)

<+ -TRr-2Rz = -Tnt -z fu i

- si on mesure l'éthanol .E':
E(t) = E'(t) Yt 2 0 alors it1t1 = it'1t1vt 2 0. on a donc

#R'- frns- o.e = #nl, - frn6- o.n'
(4.38)

= ffnr - ffns = #R, - #H"
- si on mesure l'acétate ,4.:

A(t) = A' (t) Vt 2 0 alors À1t| = A' (t) Vt Z 0. On a donc

f inr-o.e = hRl-D.A'
<+ hnl = àn{

(4.3e)

D'après (4.39) et en explicirant ,R1 (voir (4.36)), si s(t) + 0 vt, on a X1(t) = xi(t). Ensuite
d,après (a.38) et en explicitant r?s, si E(t) + 0 Vt, on a X3(t) = X'z(t). Et de (4.37), il vient X2(t) = XL(t).

Sous les conditions où on mesure le glucose, l'éthanol et I'acétate et que laconcentration en glucose et

en éthanol soient non nulles, alors le système est observable. De plus il n'existe pas de commande rendant
le système (4.35) inobservable, le modèle est donc uniformément observable. L'espace d'observation est

donné par O = {5, LyS, E, L1E, A, L7A]1 avec, lorsque.S# 0 et E+0, rang(dO) - 6.

Tbois mesures ont été utilisées, ce qui est beaucoup pour un système de dimension 6. Si on enlève une
mesure, cela impliquerades calculs très complexes (S(z),5(s),5(+) par exemple) et peut être une perte

d'observabilité uniforme. Une autre solution envisageable consiste à utiliser les mesures des gaz qui sont
une combinaison de Rt, Rz et .Rg, mais il faudra aussi travailler avec des dérivées de ces expressions.
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4.4.3 Synthèse d'une loi de commande

Le but consiste à produire le maximum de levure dans le temps le plus court et au moindre cott.

Il s'agit donc d'obtenir une concentration maximale de levure tout en alimentant le moins possible en

glucose. La levure se développe principalement par fermentation sur glucose. La fermentation sur éthanol

àst possible, mais le rendement est moindre. La concentration en glucose joue un rôle important. En effet

sans glucose et aussi sans éthanol la levure ne se développe plus. Si la concentration en glucose est trop

élevée, il y a aussi production d'éthanol, et le rendement diminue. Inversement une concentration trop

faible de glucose ne permet pas à la levure de se développer beaucoup.

D'après Dantigny (1989) lorsque la concentration de glucose reste constante au cours du temps, le

rendement biomasse/substrat, le taux de croissance et la productivité en biomasse sont plus importants.

Il est montrée qu'une consigne de glucose à 0.071 g/l permet d'avoir le meilleur développement de la

levure (Mosrati et aI., 1.99I; Bicking, 1991). La procédure de conduite du procédé est constituée de

deux phases. D'abord le fermenteur est initialement rempli d'un milieu de culture ainsi qu'un inoculum

réalisé à partir de la levure. Ensuite, le contrôle en apport de solution glucosée commence dà que les

concentrations en éthanol et glucose sont très faibles (< 0.05 Sil).
Un objectif de la loi de commande consiste à réguler Ia concentration en glucose à la valeur de consigne

,9 = .9" : 0.071 g/1. Cette valeur de consigne permet d'obtenir un des meilleurs rendements consommation

de glucose sur production de levure.

Une première méthode de contrôle envisagée consiste en la commande linéarisante avec placement de

pôle (Isidori, 1989). Nous choisissons comme sortie à réguler la concentration en glucose à(c) = 5. ç"

àhoix'conduit à un degré relatif unité (p - !, LsLyP-tS + O).En boucle fermée, nous obtenons alors un

sous espace inobservable de dimension 6 - 1 = 5.

Étant donné qr" ^9 = -?nt -2Rza D(^9i" -.S), la commande linéarisante est donnêe par:
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(4.4r)

Dans la pratique, on ne commence à appliquer une commande à I'instant ts où E < 0.05 gll et S <
0.05 g/1. Alors S(t)  ( .9.  d 'oùlacommandeg(o) reste posit ive et D) 0. On a S =-0t (S-S") )  0 et

S tends exponentiellement vers ,S" par valeut inférieure.

Un problème se pose lorsque S = Sir,. Suivant la condition initiale sur .S, on a

- 0 < S(0) < .9" la commande D est toujours positive, ,S tends vers S" et on a toujours S(t) < S" <
Si".

- S(0) = S" alors S(r) = S" V, > 0.

- S" < S(0) < Si' si la commande est positive alors S(t) tends vers .S", sinon D = 0 donne .9 =
-ry?nt-2Rz S 0, donc S(r)  S S(0) < Si".

(4.40)

ce qui conduit à s = -gs(s -,9"), avec B5 et s.constantes ) 0. Dans ce cas s(t) = s"+ (s(o) - s") x
exp(-85 t).

Afin que D reste positive, on utilise alors la loi de commande:

,  = -r j ,  (-?", -2 Rz+ gs (s- *))

-ç= (-?" '  -2Rz+ rs(s- *)) = s@) si  s(r) 2 0

0  s i s ( s )<O"= t

On a montrée
suivant :

précédemment que fixer la consigne Sc à 0.071 g/l nous donne le point d'équilibre

xi
xt
x3
EO

so
Ao

4 o _

5.aa356 g/l I
Lïe.22e s/t I
a23736 sll I

0.07a1e01 s/l I
0.071 s/l I

0.0e00ee3 s/l I

(4.42)
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne du système (4.35), bouclée par la loi de commande précédente,

êvaluée au point eo sont

(-2.666 + 2.4673i, -2.666 - 2.4673i, -L.I54, -0.303, -0'263' -0s) ' e'$)

Celles-ci sont toutes à partie réelle strictement négatives. On peut donc conclure à la stabilité asympte

tique locale de ce point d'équilibre.

Nous n'avons pas réussi à prouver la stabilité asymptotique globale dans le domaine physique 2*

(chapitre 1):

(
Dç = 

\Xr ,  Xr ,  Xs,  E,  S,  A lxr20,  Xz à 0,  Xs >0,  E > 0,  .9  > 0,  A > 0,

20 x LQ) + 20x2(0) + 20x3(0) + 1 1 E(0) + 10s(0) + 225A(0)

120Xt + 20X2 + 20Xs + LLE + 10,9 + 225A S 10 St" )

(4.44)

Pour cela, on cherche une fonction de Lyapunov.

4.4,4 Application d'un observateur à grand gain

Un problème au départ se pose. Le domaine de définition D, n'est pas urr ouvert. Nous remarquons

d'ailleurs que les problèmes d'observabilité se situent sur les bords du domaine. Une recherche sur l'êloi-

gnement des trajectoires du système (4.35) des bords à partir d'une commande adaptee reste à effectuer.

Dans la suite, et dans I'optique dtavoir une première approche, nous supposons que ce problème

d'ouvert est résolu par une commande appropriée. Nous mesurons le glucose, l' éthanol, l'acétate et le

volume. Nous choisissons le changement de variables:

4(r )  = lS,  LSS,  E,  L1E,  A,  LyAIT = lz t ,  . . . ,  ,e fT (4.45)

En utilisant les notations du théorème 2.3.4, nous avons ici le nombre d'états n = 6,le nombre de

mesures p = 3,la taille de chaque bloc 41 = Tlz = Ts = 2 d'où p1 = I, Fz = 3, lt's = 5.

Après ce changement de variables, le système (a.35) se met sous la forme suivante:
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(  Z t  =  z 2 t g 1 ( 2 1 , D )  =  z z * D  ( . 9 i " - z r )

I  Z ,  =  gz (21 ,  .  .  . , 26 ,  D )

)  2"  = zat  gs(zs,D) = z+ -  D ze

)  Z n  =  g + ( 2 1 ,  .  .  . , 2 6 ,  D )

I  Zu  =  26 j95 (25 ,D)  =  za -  Dz r

I  r u  =  g a ( 2 1 , . . . t 2 6 , D )

Dans ce cas la structure de Ôglôæ correspond à la figure suivante:

(4.46)

: . I . 2 . 3 ,4 .5 ,6 .Z

.X

t .

1
2
3
4

5
6

I

j = t t *

Y+o
oaj

Y=o
otj

a v e c a ' = 1 , , . . , 6 r i = I ,

.E
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En examinant le schéma précédent, le respect de Ia condition (b) du théorème 6 conduit aux conditions

suivantes:
oz 2. a+, o2 ) c6, o4) c2, o4)- c6, o6 ) o2, 06 ) a4+ o2 = 04= C6

d 'oùnouspouvonscho i s i r  { c r ,  os ,  a5 }  =  {1 ,  1 ,  1 }e t  { d t ,  dz ,  ô3 }  =  {1 ,  1 ,  1 } , on  aa lo rs  02=c4=  c6=2 .

Sous réserve que ̂ 91 0 et E {0,

(Eo) '  { ;  
= r@)+us(î)+[ry]; '^- '1Kta-h(î) l

I y  =  h ( r )

où rT = lXt, Xz, Xs,8,.9, A], est un observateur pour le système (4.35)'

Le terme de correcrion 
lW]:' 

^-r K W- /r(A)l s'explicite alors de la manière suivante:

-X, ^ ^ n 5 Xr 35- (r*2 S)(2*5 A)
- u u v :.:-:= -â--
i ; i r+zi;) 

-  
2+5A o s

-Xo -1  1+2505- . _ -ooo#1+2 jos
ç /1  f rKn s \  lao

(4.47)

. I s(1+250 s)

[#],'=l 0

au systèmg est alors:

k1!-6, ("-  S)

r2!-2ù (r - S)

Ics!-62 @ 
- e)

250 S) r4o

o o #+@#@ffiCtes#*e
001000
100000
000010

f T-a, o o o o o I f kt o o
I  o v-26,  o o o o I  lnr  o o

^- r_ l  o  o  r -6 '  o  o  n  I  lo  ks  o- l  o  o  o  r -26"  o  ô  I 'o= lo  kq o
I  o  o  o  o  ?-ô"  o  I  lo  o  &r
I  o  o  o  o  o  , -za" )  Lo o  Ào

ta - n@)t= 
[ i _ â ], 

d,où Â-, K ru -h(a)r = 
li,î,'.,j!try," 

***,ion à apporrer

k6!-2ôs ?- a)

- 
#*, 

t-" (s-Q + ( $3o 
7-es 1 ee (r+e âLz+s Â *" z-"" 

) 
(o-î)

- ('fu-, r-6r.r-; ,+gÆâra z-3ôr) ("-4 - âg.*îâ ur-"s" (.a-î)

- ('$5,-" ?-ez 1 u (r+s îU"r+uo â ra r-'3ô:) (t-4 - ( *;ço 
7-es,r- ee (r+s îU.l+ro â *" r-*") (o- î)

*p"7-0, (u-6')

a * , r -6 ' ( s -3 )

a*or-6" (e-î)

On a besoiu que les matrices Ae- Ka C; {i ' =1,...' 3) [ -fl'  
L - re2

Hurwitz.
â ] * * "l],[ - r "  r l  [ -Eu

l , - kn  o l ' L -ku
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Les valeurs propres sont:

pour  2 ' - -L,2r3.  On peut  a lors chois i r  les /c j  )  0 ,  pour  j  =1, . . . ,6 .  Par  exemple pour avoi r  À1 = . ' '  =

Ào = -5,  a lors lc1 =kB= lcs = 10 et  k2=ka= lc6- l$.

Le gain ?-1 doit être choisi tel que 0 < ? S 
"0 

< 1. ?o est défini suivant différents paramètres (n2,

constante de Lipschitz de la fonction g(u,z) définie par changement de variables, . . .).

Alors on a le système:
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, \zi = L (-r,,-, 
-\z;_t =I(_r,,_, *

+  * * t  -+  sx t+uosx* , -  
" * ' ^ -  -  2 . * '  ^-  ( 1+2s ) (2+54 )  r+ ros  1+100s  r+ ros  ( r+5E) ( r+ r0s )

*/sr ?-6s 4(.-At *ko ?-2ôs * t'+'âX'+"Â 
1a-1;a + a À \  t  -  

. s

=  r ê 6  s x 2 ^ r  2 x l = r 4 0 s x l _  s x t _ 1 " * \
-  r+25os r+1o5 r+2o.s r+1O.s r+28

- k 2 T - 26 t-r-'*r*o â 
1s 

- î) -*u z-re" #'*rf" 
â (â -î)

X t =

Ê  -  6 !  s x r  = - ? ! 9 -  E X s  =
'  ( r+2s)(3+6À) --  ( r+60.8)( l+2.A)

î = -rP----*xl-- -146s xA
' (1+2 .s)(2+5 A) r+25o S

-D î" -È1r-61 ^--t-(s-f)
s (r+260 s) '  '

-krT'-6t-Î.--- 1"-31
s ( 1 + 2 s ) '  '

*6"7-e" (a_î)

- D  X r

- D E

_ D A

*rr.7-e, (r-Ê)

fD si"-î +tr r-6' (s-î)

A = .g-jÎr--
"  ( r+z s)(a+a a)

f"l
=  l E l

L"lt,
Comme I'observateur est construit à partir d'une recopie du système plus une correction qui dépend du

gain et de l'erreur entre les estimées et les mesures, alors il ne conserve pas nécessairement les propriétes

du système. En particulier I'invariance en temps positif du domaine physique est perdue, ce qui peut

entralner, de façon transitoire, des concentrations estimées négatives.

Nous savons que le système (a.35) est inobservable lorsque soit S = 0 soit ,E = 0, ce qui entralne

.  taô1que la marrlce | - | est mal conditionnée pour ,S ou E proche de zéro. Dans ces conditions le calcul-  
LoÛl

numérique pose des difficultés.
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Nous avons réalisé des simulations du système bouclé en utilisant les estimations fournies par I'obser-
vateur. Ces simulations ont été réatisees avec l'aide du logiciel MATTAB dans les conditions suivantes:

- conditions initialee, en g/1, du système (Bicking, 1991):
o(0)= [xr(0),  Xz(0),  xs(O), E(0),  s(0),  A(O)]t  -  l r7 '4,0, 0,  1 '8,  2 '5,  0lr ;

- conditions initiales, en g/1, de I'observateur : ô(0)= [6, 6, 6,2,2,0.02]T;

- le gain 7-r - 10 h, consigne S" = 0.071 g/l et Sin - 300.0 g/l;

- les valeurs des constantes sont : &1 = ft3 - Àr = 10, lc2 = ks = lca = 25, et fi = 62- f3 = 1'

La méthode d'intégration utilisée est celle de Runge-Kutta (4,5) t = 0 h à t =,20 h, avec une erreur

re la t i vede10 -6e tunee r reu rabso luede lO-e .Lacommandeu t i l i séees tD :  -+WiS+Bs . (S -S" ) ]
L s 5 - '

(avec ici gs = 1), à partir de l'instant où E ( 0.05 g/l et ,9 ( 0.05 g/1, ce qui corresponds à t = 1.86 h.

De plus D(t) > Drnin = 0.02 Uh pour tout t.
Les courbes des figures 4.7 à 4.I5 representent l'évolution des variables d'état du système en trait

continu et des variables d'état de l'observateur en tirets sur un intervalle de temps de [0,20 h] et de

[0, 0.25 h]. Les conditions initiales du modèle correspondent à des conditions utilisées expérimentalement

par Bicking (1991). Quant à celles de I'observateur, nous avons ajouté une erreur d'au moins L0 % sur

les concentrations mesurées et une erreur beaucoup plus grande pour les micro'organismes.

Nous constatons que l'observateur converge tres vite (< 0.2 h) et bien avant que la commaude ne

soit appliqu& (- 1.9 h). Cependant l'erreur d'observation présente un régime transitoire d'assez grande

amplitude. On rema,rque que la concentration en biomasse Xe devient négative au cou$l du transitoire.

Cela provient du fait que l'observateur est une recopie du modèle plus une correction amplifiée pa,r Ie gain.

Ce phénomèneest  fonct iondu choixdu gain T-r  et  des d i férentes constantes (ôr , . . . ,d3 et  Àr , ' . . ,Èe) .

Le choix du gain permet d'accélérer ou de diminuer la vitesse de convergence de I'observateur. Prendre

un gain trop important accentue l'effet du rrgrand sautrr au départ. Et à l'inverse un gain trop petit ne

garantit plus la convergence.
Lors des simulations, nous avons aussi remarqué que l'observateur est assez sensible à l'êcart entre

A(0) et Â101. U"" sous-estimation de â(0) entralne un dêpassement important de;[r et de X2 vers

les valeurs négatives, et une sur-estimation entralne un dépassement important de Xs vers les valeurs

négatives. D'après les simulations, il vaut mieux avoir au dépa"rt un minimum d'acétate (,4(0) > 0).
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FIc. 4.8: La concentrntion état physiologi,que h (gll)

FIc. 4.9: Ls concentration état physi'ologique X2 (g/l)

1 0 1 2 1 4 1 6 1 8 2 0 0
bnpo O)
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tsrF (h)
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Frc. 4.10: La concentration état physi'ologique Xs (gll)
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Frc. 4.11: La concentration en éthanol E (gll)

briFft) ldnP€(h)

Frc. 4.12: La concentrst'ion en glucose S (g/t)

Ftc. 4.13: La concentrvtàon en acétate A (gll)
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Frc. 4.14: Le uolume V (l)

FIc. 4.15: La commande en dilution D (l)
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4.4.5 Application d'un obsernateur de type Kalman étendu

Nous considérons ici toujours le modèle de Rajab (équations (4.35)) bouclé avec la loi de com-

mande (4.41,). Dans notre cas, si nous prenous comme vecteur d'êtat zT = lE, s, A, X1, x2,xsf et

comme mesures f = lÛr.9,A], et si nous posons rt = RtlX!,r2 = RzlXz,rt = Rs/Xs,rq =

R+l Xe,rs = RslX2,16 = RalXz,rz = RzlXz,rs= Rsf Xl' re = RalXe, alors le système est sous

la forme donnée par l'équation (2.23) (section 2.3.1):

{ *
Iv

#,'-T,'
h,,

r r - r 4 - r e - D

=  A ( u , g ) æ * B ( u , g )
=  C æ

0
-2rz

0
rs

1 2 - 1 6 - r a -  D

r6

-H,"
0
0
T9

r7

rB -  r s -  r z  -  D

(4.48)

où A(u, y) -

B(u,v)  -

000
000
000
000
000
000

I ott aro= L",, ;.
_E

(sc" - s)
_A
0
0
0

r4

TSTt

I

I
l ,e tC=

l
f  r  o o o o ol
|  0  1  0  0  0  0  l .
lo o 1 o o ol

Cette forme permet d'utiliser avec un choix de 0 assez grand, l'observateur Kalman étendu (2.2!:

I  S  =  -eS-AT(u ,a )S-SA(u ,ù+CrQC

\  à  =  A@,y) î+B(u ,y ) -S- tCrQQî -y )
(4.4e)

| "tt 
srz 

"tu I

La matrice .9 étant symétrique définie positive, on peut écrire S = 
| 

"l' 
822 

":t 
I

L  r ; ,  s26 . . .  
"uu J

Nous avons alors augmenté le système de 21 équations d'état. Tels que nous avons choisi le vecteur

d'état et le vecteur de sortie, nous explicitons les sr'i:

-  Poul i  = ! ,  . . . ,  3 et j  = i :  è66(t)  = -rd+l( t)  +fa

par intégration il vient 
"m(r) 

- 
i 

+ (s;r(O) 
- j 

).*vçÉ't1t

-  P o u r  i - - ! , . . . , 3  e t  i  = 1 , . . . , 3 ,  i  f  i . : 3 a 1 ( t ) -  - 0 s 5 i ( t )

Par intégration il vient tei(t) - s6i(0) exp(-0t);

-  P o u l i , = L , . . . , 3  e t  i  = 4 ,  . . . , 6 :  i 5 r ' ( t )  -  - 0 s 6 1 ( t )  - D I = ,  ; à k . ( r k i

-  P o u l i . = 4 , . . . , 6 e t  j = i :  ) Ë 6 5  = - d s ; 6 ( t )  - 2 D I = ,  s k i . a k d

-  Pou l i  =  4 ,  . . . ,  5  e t  i  =  i '  *1 ,  . . . ,  6  :  +  36r ' ( t )  =  -0s6 i$ \ -  D l= ,  ( "x i .o* t  -  s * 'a r i \

Le choix de la matrice initiale, S(0), étant libre (sous réserve d'être symétrique définie positive) nous

prenons S(0) = 2I pa'r exemPle.

Pour l'instant il reste encore à démontrer que notre commande est d-strictement persistante, cependant

nous avons effectué des simulations afin d'évaluer le comportement dynamique de l'observateur.
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Nous avons effectué des simulations du système bouclé en utilisant les estimations fournies par l'ob'

servateur. Ces simulations ont été réalisées en utilisant le logiciel MATLAB avec les mêmes conditions

initiales que dans le cas de I'observateur I'grand gain" de la section précédente et dans les conditions

suivantes:

- Conditions initiales (Bicking, 1991): o(0)" - 1L7.4,0, 0, 1.8, 2.5, 0l

- Conditions initiales de l'observateur : â(0) = [6, 6, 6,2, 2, 0.02f

- Le paramètre d est choisi égal à 30 h-1, la condition initiale de l'équation de Ricatti vaul2.L La

concentration eu glucose du débit d'alimentation vaut Se" - 300 g/l-

Laméthoded ' in tégra t ionut i l i séees tce l ledeRunge-Kut ta (4 ,5 ) t=0hàf=20h,avecuneer reur

re la t i vedeL0-6etuneer reurabso luede l0-e .Lacommandeut i l i séees tD= -TSl4S+9s.6-5 . ) l

(avec ici gs = Iet ^9" - 0.071 g/l), à partir de l'instant où E ( 0.05 g/l et .9 ( 0.05 g/1, ce qui corresponds

à t - 1.86 h. De plus D(t) > Dmin =0.02llh pour tout t.

Les figures 4.16 à 4.24 suivantes représentent les évolution des variables d'état (en trait continu) et

des va,riables d'état estimées (en tirets) sur une duree de 20 h ainsi que sur une dur,âe de 2 h.

Les conditions initiales du modèle et de l'observateur sont les même que celles définies lors des simu-

Iations de l'observateur grand gain.

La convergence est moins rapide (- t h) qu'avec l'observateur grand gain, mais elle se produit toujours

avaut le debul de l,application de la commande (- 1.9 h). ta vitesse de convergence peut être réglée à

partir du gain 0, mais un trop grand gain donne un saut au départ et nous pouvons avoir transitoirement

des estimations des concentrations négatives. Un gain trop petit (d = 10) , n'assure plus la convergence

de I'observateur. Cependant les amplitudes du rêgime transitoire sont beaucoup plus faibles que pour

l'observateur à grand gain.

Ftc. 4.16: La concentrat'ion en biomasse X (Sll)
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Frc. 4.17: La concentrat'ion état physi,ologi'que X1 (gll)

I

q

E

1 2

toiFo) totrç8(h)

Ftc. 4.18: La concentration état physiologique X2 (gll)

tsmft)

Ftc. 4.19: concentration état physàIog'i,que X" (S/l)
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Frc.4.20: La concentrati,on en éthanol n G/l)
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Ftc.4.2L: La concentrati,on en glucose S (g/l)
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Fte .4.22: La concentretion en Acétate e @/\
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FIc. 4.23: Le uolume V (l)

bnFO) tamft)

Ftc. 4.24: La comrnsnde en dilution D (l/h)
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons premièrement appliqué I'observateur continu discret de type Luenberger

développé au chapitre 2 à un système linéaire. Il est facile pour les systèmes linéaires de donner une loi

de commande stabilisante. Nous avons vérifié par simulation que notre principe de séparation fonctionne

bien. Nous l'avons testé dans des conditions difficiles'

Ensuite, un bioréacteur de base a été étudié. Une étude du système a permis de donner les conditions

d'existence d'un domaine positivement invariant. Nous avons alors proposê une loi de commande qui sta-

bilise globalement exponentionnellement le système considéré à une consigne désirée. Nous avons vérifié

que cette loi de commande laisse Ie domaine positivement invariant. Nous redémontrons la convergence

d'un observateur continu discret. Ceci permet de fixer des constantes et ainsi de montrer que cet obser-

vateur reste dans le domaine considéré. Le principe de séparation établi au chapitre 3 s'applique. Des

simulations mettent en évidence les performances obtenues.

Finalement, nous reprenons le modèle de Rajab et aI. (1984). Nous donnons des conditions pour

appliquer l'observateur à grand gain de Bornard et Hammouri (1991) et pour appliquer l'observateur de

type Kalman étendu de De Leon Morales (1992). Vue la complexité du modèle, des questions restent en

suspens. Néanmoins, les simulations montent la faisabilité de la méthode.
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Conclusion gênêrale

Ce travail de recherche avait pour objet de resoudre des problèmes d'observation et de commande

d,un bioréacteur modélisé par le modèle de Rajab. Ce modèle a été construit sur un procédé pilote au

L.S.G.C. Comme c,est souvent le cas, les mesures sont disponibles en temps discret et avec retards.

Cette thèse est composée de quatre parties. La première concerne la modélisation des bioprocédés'

L,accent a été mis sur la modélisation des échanges gazeux. Ensuite, nous avons fait un état de I'art de

la croissance de la levure de boulangerie Saccharoiy""t 
""ooisioe. 

Après une présentation du modèle

de Rajab, nous en avons fait une étude mathématique. Vue la complexité du modèle' nous proposons

diversàs simplifications et de nouveaux modèles basés sur un point de vue différent.

Le deuxiéme chapitre concerne les observateurs: ce sont des systèmes dynamiques auxiliaires donnant

une eetimation des va^riables d'état d'un système considéré. Apres quelques rappels, nous redonnons des

observateurs non linéaires déjà existants et des conditions d'application à des modèles de bioprocédés.

Une section est dédiée à l'observateur continu-continu et continu-discret de Deza et ol. (1992). L'ap

plication de ces estimateurs d'état necessite la connaissance assez précise des majorations faites lors de

la démonstration des résultats. Ils font référence un resultat classique de filtrage (Jazwinsky, 1970) de

majoration de l'équation de Ricatti. Dans ce livre, ce resultat n'est pa^s démontré. Viel (1994)'. q}t u

eteidu en partie làs resultats de Deza et aI. (1992), cite en plus le livre de Bucy et Joseph (1968)' Une

lecture attàntive permet de voir une erreur dans la démonstration. De plus, un contre exemple à cette

majoration est donné. Néanmoins, I'idée d'observateur continu-discret, issue de Ia theorie du filtrage, est

très intéressante. C'est un système qui, à partir de mesures faites en temps discret (c'est presque toujours

le cas dans la pratique), donoe unà estimation en temps continu des variables d'état du système' Cet

estimateur drétat est très pratique mais n'est quasiment pas développé pour les systèmes non linéaires'

Nous en proposons ,ro qrri est iacilement impiémentable, ce qui a pour conséquence de restreindre la

classe de systèmes non linéaires auxquels il s'applique. Nous montrons que' sous certaines conditions, cet

observateur s'applique aisément aux bioprocédés.

Un des buts d'un observateur est de donner une estimation des variables d'état du système considéré'

On desire ensuite utiliser ces estimations pour calculer une commande qui sera appliquée au système.

Une question fondamentale se pose: si une ioi de commande par retour d'état stabilise un système, et si il

existe un estimateur des variables d'êtat du système, est-ce que la loi de commande calculêe à partir des

estimations issues de I'observateur stabilise encore le système? Pour les systèmes non linéaires, ce n'est

généralement pas le cas; tandis que pour les systèmes linéaires, cela s'appelle le principe de séparation.

Nous démontrons trois risultats jont to systèmes non linéaires. Le premier concerne I'existence d'une loi

de commande par retour d'état stabilisant globalement exponentiellement et I'existence d'un observateur

à convergence exponentielle. Ensuite, noûÉl considêrons le cas des estimations issues d'un observateur

continu-discret. Nous démontrous qu'un principe de séparation est valable s'il existe une loi de commande

par retour d'état stabilisant globallment exponentiellement dans le cas où les mesures sont disponibles

àn temps discret sans retard puis avec retards. Ces deux derniers rêsultats sont nouveaux.

Finalement, Ie dernier chapitre concerne des applications des resultats precédents et des simulations

sont pr,âsentées. Nous étudions d'abord un cas linéaire daus des conditions difficiles. Ensuite, une étude

"o*pièt" 
est faite pour un bioprocdé classique. Nous démontrons comment I'observateur continu-discret

s'applique à ce système non linéaire. Eufin, nous revenons au modèle de Rajab pour lequel nous donnons

a", 
"ooàitions 

d;application d'observateurs non linêaires. Compte tenu de la complexité du modèle, des

questions restent ouvertes, néanmoins les simulations montrent la faisabilité de la méthode.
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En conclusion, ce travail est un élément de réponse au problème initial. Nous avons développé un

outil théorique permettant de répondre au problème de la commande de systèmes où des mesures ne

sont disponiblea qu'en temps discret et avec retards. Étant donné la complexité du modèle de Rajab,

nous n'avons pu donner une réponse définitive. Pour cela, il faudrait travailler sur deux aspects. II s'agit

premièrement de valider les modèles proposés, et deuxièmement d'étendre les résultats obtenus. Ainsi,

oo6 poorrons prendre en compte d'autres classes de systèmes non linéaires pour lesquels un observateur

continu-discret peut être construit. Une convergence asymptotique de l'estimateur d'état peut ainsi être

envisagêe. Ensuite, les hypothèses sur les résultats de séparation sont assez contraignantes. Un affaiblis-

,"-"oi de ces hypothèses permettrait strement de donner de nouveaux résultats locaux ou globaux dans

le cas de commandes par retour d'état stabilisant globalement asymptotiquement ou exponentiellement'

Développer ces deux aspects permettrait de répondre plus élégamment au problème initialement posé.
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Rêsumê

Cette thèse est composée de quatre parties. La première concerne la modélisation de bioprocédés, et
plus particulièrement celle de la croissance dela levure de boulangefie Saccharonaaces cereuis'iae.

Le deuxième chapitre concerne les observateurs non linéaires. La construction d'estimateurs d'état
est intensivement étudié pour les systèmes continus avec sorties continues. F. Deza a récemment proposé
un observateur continu-discret : il s'agit d'un système auxiliaire qui, à partir de mesures faites en temps
discret, donnç une estimation en temps continu des variables d'état dp système considéré. Il n'existe que
peu d'exemple de tels observateurs dans la littérature. La démonstration de convergence de l'observateur
de Deza, comme celle de plusieurs observateurs non linéaires existants, utilise une inégalité portant sur
la solution de l'équation de Riccati. La démonstration de cette inégalité qui figure dans le livre de Bucy
et Joseph est fausse. Nous donnons un contre-exemple. Nous proposons alors un nouveau observateur
continu-discret qui peut être facilement appliquée pour les bioprocédés.

Dans le troisième chapitre est consacré au principe de séparation, et nous donnons trois résultats. Nous
montrons que, s'il existe une loi de commande par retour d'état stabilisant globalement exponentiellement
un système, et, s'il existe un observateur à convergence exponentielle, alors, la loi de commande, calculée à
partir des estimations issues de I'observateur, stabilise globalement exponentiellement encore le système.
Ce résultat est démontré dans trois cas suivant la sortie disponible: mesures disponibles en temps continu,
mesures disponibles en temps discret, mesures disponibles en temps discret avec retards.

Finalement, I'application de ces résultats est eflectuée pour un bioprocédé classique. Des conditions
d'application d'observateurs non linéaires sont proposées pour un modèle de la croissance de Saccharo-
myces cereaisiae.

Mots-clés: Automatique non linéaire, Bioprocédés, Capteurs logiciels, Contrôle, Observateurs, Principe
de séparation, Stabilisation dynamique.

Abstract

Title: Application of nonlinear observers for bioprocesses control.
In this work, the first part consists of bioprocess modeling. We study the growth of Saccharomyces
cereuis'iae (baker's yeast) and give new models.

In the second part, our interest is in the construction ofobservers. The construction ofstate estimator
for continuous time systems with continuous time output has been extensiveiy studied. However, there
is a few results concerning continuous time systems with discrete time available outputs. An observer for
such systems is called continuous-discrete observer. A pioneer work in this <lirection has been done by
F. Deza. Unfortunately, the proof of the observer's convergence (as well as some other continuous time
nonlinear observers) is based on a property of the solution of Riccati equation. This property has been
proved in Bucy and Joseph's book. But their proof is false: we have given a counter example. We, then,
give a new continuous-discrete observer which can be easily applied to bioprocesses.

The third chapter is devoted to the separation principle problem. 
'We 

solve this problem in three
situations. More precisely, we show that if a system can be globally exponentially stabilized by a state
feedback, and, if it admits an exponential observer, then it can also be globally exponentially stabilized
thanks to an estimated state feedback. We prove this result whatever the nature of the output is:
continuous-time output, discrete-time output, and discrete-delayed time output.

Finally, we applied our results to a classical bioprocess. We consider also an other bioprocess (growth
of. Saccharomyces cereuisiae) for which sufficient conditions are given in order to construct nonlinear
observers.

Keywords: Bioprocesses, Dynamic stabilization, Control, Observers, Separation Principle.
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