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Introduction

L’objectif de ce travail consiste & résoudre certains problémes d’Automatique et/ou de Mathématiques
appliquées issus de procédés biotechnologiques.

La biotechnologie utilise la matiére vivante soit pour dégrader, soit pour synthétiser divers produits
en vue d’une activité agronomique ou industrielle avec une bonne faisabilité et un bon rendement éco-

nomique. Il est question de mafitriser et d’optimiser ces processus. Pour cela, il faut conjuguer trois
approches:

— une approche biologique oli 'on cherche ’amélioration des performances par la sélection ou la
modification des cellules et par I’optimisation des milieux de culture;

— une approche technologique ol ’on cherche d’une part & maitriser la réaction biologique en re-
cherchant le mode de fonctionnement le plus approprié et, d’autre part, & concevoir des outils
(bioréacteurs, capteurs, ...);

— une approche automatique ot I’on cherche une conduite adéquate pour satisfaire les impératifs

de fonctionnement du procédé, améliorer sa productivité, garantir une production optimale et de
qualité.

Un procédé biologique peut étre caractérisé par les valeurs d’un certain nombre de variables (pH,
concentrations, ...). L’ensemble de ces variables étant appelé état du systéme. Notre approche consiste
4 considérer un modéle décrivant I’évolution au cours du temps de ces variables. Ce modéle consiste
généralement en un systéme d’équations différentielles ordinaires portant sur ’état muni d’une équation

d’observation :
z = f(z,u)
{y = hiz) )

ol z € R"™ représente le vecteur état, u € R™ représente le vecteur de commande appliqué au systéme,
y € IR? représente le vecteur de mesures, f est I’expression de 1’équation différentielle modélisant la
dynamique du procédé, et h est I’expression de I’équation d’observation modélisant les mesures.

Si I’on dispose d’un modéle et de la connaissance d’un état initial & I’instant ¢, z(¢0), il est possible,
en théorie, de prévoir ’état futur (t) du systéme & n’importe quel instant ¢. Cependant pour les systémes
fonctionnant en continu la notion d’état initial n’a, & proprement parler, pas de sens. De plus, chaque
perturbation (non mesurée) affecte le systéme et peut &tre considérée comme une réinitialisation de
celui-ci.

En général, pour de raisons techniques, financiéres, ..., le nombre de variables mesurées est inférieur
3 la dimension de 1’état (p < n). Ceci entraine 'impossibilité de déduire & un instant donné, la valeur de
z(t) (I’état) de celle de y(t) (les variables mesurées) & I’aide d’une opération algébrique. Le manque de
mesures constitue donc une limitation & la conduite optimale de ces procédés. Par ailleurs, les mesures
biologiques sont fortement bruitées et les modéles et les paramétres sont peu ou mal connus d’autant plus
que les organismes vivants ont un comportement dynamique fortement non linéaire et non stationnaire.

Pour pallier & ces limitations une solution consiste & développer des outils qui, & partir des mesures
expérimentales reconstitueront ou donneront une estimation des variables non mesurées ou des termes mal
connus. On parlera alors de capteur logiciel ou encore dans le langage de I’ Automatique d’observateur. Cet



outil, I’observateur ou le reconstructeur d’état, pouvant servir d’estimateur de paramétres. Sa conception
permet 3 partir des grandeurs mesurés, de reconstruire I’état du systéme (biologique dans notre cas)
de fagon numérique, d’olt son nom de capteur logiciel. L’estimation de I’état « du systéme issu d’un
observateur sera noté Z.

En dechors de 'intérét pour les biotechniciens d’accéder & certaines mesures, l’estimateur de 1’état
peut-il &tre utilisé pour faire de la commande, en particulier stabiliser avec un retour d’état estimé par un
observateur ? Autrement dit, si une commande par retour d’état u(z) stabilise le systéme, u(2) stabilisera-
t-il encore le procédé? Ce principe dit de «séparation» bien établi en Automatique linéaire n’est plus vrai
en non linéaire.

Ce travail s’inscrit dans ce cadre et a pour origine la résolution de problémes de commande d’un pro-
cédé pilote se trouvant au Laboratoire Scientifique du Génie Chimique & Nancy. Le but est de produire
la levure de boulangerie Saccharomyces cerevisiae. Le principal probléme vient du manque de mesures:
soit les sorties du systéme sont disponibles en temps discret et avec retards (le procédé lui évolue en
termnps continu), soit certains états du systéme ne peuvent pas &tre mesurés. Tout d’abord nous étudions
la modélisation de ce procédé, ensuite nous fournissons un ensemble d’observateurs pour une classe de
systémes particuliers dont les bioréacteurs font partie. Les mesures biologiques sont souvent discrétes.
C’est pourquoi nous développons des observateurs qui fournissent une estimation pour des mesures dis-
crétes. Nous avons choisi une approche non linéaire des observateurs continu-discret, notion empruntée
a la théorie du filtrage. Le passage du «linéaire au non linéaire» étant comme d’habitude la principale
difficulté. Nous étudions finalement le principe de séparation pour ces observateurs.

Ce travail est articulé comme suit : dans le premier chapitre, nous commencerons par un rappel sur les
bioprocédés et leurs modélisations en nous basant sur les classiques Bailey et Ollis (1986), Scriban (1988)
et Bastin et Dochain (1990). Parmi ces bioprocédés, la levure de boulangerie Saccharomyces cerevisiae
est beaucoup étudiée afin d’améliorer le taux de production de biomasse sur consommation en substrats.
Aprés une description de sa croissance, on rappelle les modéles données par Bastin et Dochain (1990)
et par Reyman (1992). Finalement, nous étudions plus particuliérement (Pengov et al., 1995), le modéle
développé au Laboratoire Scientifique du Génie Chimique principalement par Rajab (1983). A partir de ce
modéle, nous proposons des modifications qui conduisent 3 différents nouveaux modéles (Pengov, 1996b).
Ceux-ci sont soit plus simples, soit tiennent mieux compte, & notre avis, de la réalité biologique.

Le chapitre 2 est consacré 4 la problématique des observateurs. Les difficultés, dans la conception d’un
observateur pour un systéme non linéaire, sont multiples. C’est ainsi que, contrairement aux systémes
linéaires, il n’existe pas de de forme canonique d’observabilité. Par ailleurs, I’observabilité et la convergence
de Pobservateur peuvent dépendre de la nature des entrées ...

Aprés un rappel des définitions courantes, un état de ’art des observateurs continus est fait. Ceux-ci
se basent sur une sortie disponible en temps continu. Malheureusement, comme cela est trés souvent
le cas dans les bioprocédés, les mesures ne sont disponibles qu’en temps discret (périodiquement ou
non). Pour contourner cette difficulté, on peut soit concevoir des observateurs discrets, soit extrapoler
les mesures discrétes pour engendrer une sortie continue. Il existe également une alternative fournie
par la notion d’observateur continu-discret. C’est cette notion que nous développons. Nous analysons
et reprenons ’observateur continu-discret proposé par Deza et al. (1992). Nous proposons également un
nouvel observateur non linéaire continu-discret (Pengov et al., 1998b; Pengov et al., 1998a) qui fonctionne
pour une classe de systémes non linéaire et d’application simple.

Dans le troisiéme chapitre, nous démontrons un principe de séparation pour une classe de systémes non
linéaires en temps continu pour lesquels il existe une commande par retour d’état stabilisant globalement
exponentiellement. Nous obtenons trois résultats de séparation :

~ les mesures sont disponibles en temps continu et il existe un observateur continu-continu;
— Les mesures sont périodiques et il existe un observateur continu-discret:

— il existe un observateur continu-discret et les mesures sont disponibles en temps discret avec retards.



Ce premier résultat est une extension du résultat de principe de séparation de Hammami (1993) et il
est entre autre donné dans Pengov et al. (19974). Par contre, nous avons donné, & notre connaissance, le
premier résultat de séparation avec les observateurs continu-discrets (Pengov et al., 1997b). Celui-ci a été

ensuite amélioré en prenant compte des mesures accessibles en temps discrets et avec retards (Pengov et
al., 1998a).

Dans le dernier et quatriéme chapitre, les résultats précédents sont appliqués 4 un cas linéaire et un
modale classique de bioprocédés. Nous donnons aussi des conditions d’applications d’observateurs non

linéaires & un modéle de la croissance de la levure de boulangerie (Pengov et al., 1995; Pengov, 19964).

Finalement nous concluons ce travail par des perspectives de recherches futures.



Chapitre 1

Sur la modélisation de la croissance de
Saccharomyces cerevisiae

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons dans un premier temps, & la modélisation de bioprocédés.
En nous basant sur les ouvrages de Bailey et Ollis (1986), de Scriban (1988) et de Bastin et Dochain
(1990), nous expliquons briévement ce qu’est un réacteur biologique, et nous définissons les principaux
éléments de modélisation. Une attention particuliére est donnée & la vitesse spécifique de croissance et 3
la modélisation des échanges gazeux.

La partie suivante concerne la modélisation de la croissance de la levure de boulangerie Saccharomyces
cerevisiae. Nous présentons un état de ’art en décrivant entre autres trois modéles de la croissance de
Saccharomyces cerevisiae. La particularité du premier modéle (Bastin et Dochain, 1990) est d’étre assez
générale et permet de mieux comprendre le fonctionnement de la croissance, mais il ne donne pas en
détail les vitesses spécifiques de croissance. Le deuxiéme modéle, donné par Reyman (1992), est plus
précis quant aux phases de latence et prend en compte 'oxygéne dissous. Enfin, le troisiéme modéle est
celui développé au Laboratoire Scientifique du Génie Chimique de I'LN.P.L. de Nancy et prend en compte
P'influence de I’acétate.

C’est ce modéle que nous avons particuliérement étudié. Celui-ci est utilisé en pratique sur un réacteur
pilote. Nous en avons fait une étude mathématique et proposons des modifications. Ceci conduit & de
nouveaux modéles.

1.2 Rappels sur la modélisation de bioprocédés

1.2.1 Le bioréacteur - bilan de la matiére

Nous voulons décrire la dynamique de croissance microbienne issue de diverses réactions biologiques.
Ces réactions peuvent &tre classées en deux catégories:

- réaction de croissance microbienne

Un micro-organisme (cellules vivantes comme par exemple une levure, des bactéries, ...) se déve-
loppe par consommation de nutriments. On peut compter parmi les nutriments ’oxygéne, le carbone
apporté par une solution glucosée par exemple, I’azote, etc. Ces &léments sont utilisés par le micro-
organisme et sont donc nommées substrats ou réactants. L’environnement (température, pH, ...)
dans lequel évolue le micro-organisme influence sa croissance.

— réactions enzymatiques

Ce sont les réactions biochimiques qui permettent 3 partir d’enzymes intra ou extra-cellulaires, de
transformer des réactants en produits. Ces réactions ont des vitesses trés différentes de celle de la

4



1.2. Rappels sur la modélisation de bioprocédés 5

croissance du micro-organisme.

Nous considérons que ces réactions ont lieu dans un réacteur. La figure 1.1 représente schématiquement
un réacteur de volume liquide V' (1) contenant un micro-organisme de concentration X (g/l), un substrat
de concentration S (g/l), et un produit, synthétisé par le micro-organisme, de concentration P (g/l).
Dans le liquide d’alimentation de débit Fi, (1/h), le substrat a une concentration de Si; (g/1). Il n’y a ni
biomasse ni produit. Il est aussi possible de soustraire du liquide avec un débit Foy (I/h).

out

FiG. 1.1: Schéma d’un bioréacteur

Nous considérons la croissance d’un micro-organisme, ou biomasse, sur un substrat avec fabrication
d’un produit.

Hypothése 1.2.1 Il est supposé que le bioréacteur est parfaitement mélangé, ce qui z'mplz'que.que la
composition du milieu est homogéne.

A partir des bilans de matiére, nous obtenons le comportement dynamique de la croissance du micro-
organisme. Les bilans de masse s’écrivent :

AT = pVX - FoutX
dﬂ;tP! — YP/X#VX—FoutP
v - g
T = in out

ol désigne la vitesse spécifique de croissance de la biomasse en h~!, Ys;x et Yp;x représentent respec-
tivement le rendement en g/g par biomasse produite de la consommation de substrat et de la fabrication
du produit. Ces équations sont obtenues sous I’hypothése suivante :

Hypothése 1.2.2 Le terme de croissance de la biomasse est proportionnel a celle-ci.

Le terme de consommation et celui de production sont proportionnels au terme de la croissance de la
biomasse.

Les termes de maintenance et de mortalité de la biomasse sont négligeables.

Ces hypothéses sont communérment acceptées. De plus, nous avons négligé dans les équations précédentes,
les termes de maintenance et de mortalité de la biomasse comme c’est souvent le cas pour les procédés
industriels.
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La vitesse de dilution (h~!) est définie par le rapport :

Fin
D=2 (1.2)

et ceci permet de réécrire les équations précédentes en considérant que D est ’entrée du systéme.
X = (,k—-D) X

S ~Ys;x p X + D (Sin — 5) (1.3)
P YpxpX -DP

It

Un bioréacteur fonctionne principalement sous trois voies:
— réacteur continu: Fip = Fouy = F (= D= F/V)

Dans ce cas le débit d’alimentation est égal au débit de soutirage et le volume reste constant. La
modélisation du réacteur est donnée par les équations précédentes. Le principal probléme de ce
mode de fonctionnement est celui de la stérilité.

— réacteur semi-continu: Fous =0 (= D = Fp/V)

Le réacteur est alimenté jusqu’a un certain niveau. Ceci permet un alimentation programmeée ou
contrdlée des nutriments. La modélisation du réacteur est encore donnée par les équations précé-
dentes.

— réacteur discontinu: Fiy = Fouy =0 (= D =0)

Initialement la cuve est remplie avec le micro-organisme et les substrats. Le volume ne varie pas et
on laisse la réaction se faire jusqu‘d la consommation de substrat désirée par exemple. L’inconvénient
pour certains processus de fermentation est le phénoméne d’inhibition ou de répression di 4 la trop
grande concentration initiale de certains substrats (effet Cabtree).

1.2.2 Deéfinition de la vitesse spécifique de croissance

. L . . . _ - v
La vitesse spécifique de croissance g est définie, pour Fi, = Fou = 0, par p = ﬂTXl ﬁ Clest

Pétablissement de la loi de vitesse (1) qui est le plus difficile. L’étude de croissance classique d’une
population microbienne dans un réacteur fermé (Fin = Fout = 0) sur un substrat dans des conditions
optimales donne P’évolution donnée par la figure 1.2. De cette évolution, nous distinguons six phases
différentes :

1. la phase de latence

Suite 3 l’ensemencement du micro-organisme dans le milieu de culture, celui-ci s’adapte au milieu
afin de créer les enzymes qui lui sont nécessaires pour métaboliser le substrat présent. Ce temps
d’adaptation dépend de ’ancien milieu des cellules, et de leur 4ge. Pendant cette phase, il n’y a pas
de croissance, d’oil la vitesse spécifique de croissance g est nulle.

2. la phase de départ
Au fur et 3 mesure, des cellules se sont adaptées au milieu présent et elles commencent & se repro-
duire. p croit et la vitesse de croissance (dX /dt) augmente.

3. la phase exponentielle de croissance
Pendant cette phase, nous observons une croissance constante en échelle logarithmique. La vitesse
spécifique de croissance est constante et a atteint son maximum p™2*.

4. la phase de ralentissement

L’arrivée dans cette phase s’explique par le manque progressif de composés nécessaires 3 la croissance
ainsi que Pinhibition possible de composants produits lors de la croissance. La vitesse spécifique u
diminue et il en est de méme pour la vitesse de croissance.
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FiG. 1.2: Courbe de croissance microbienne

5. la phase stationnaire

La concentration cellulaire a atteint son maximum et il n’y a plus de croissance: - = 0.

6. la phase de déclin

Vu le manque de substrat, les cellules commencent progressivement & mourir. La concenfration en
biomasse décroft par suite de 1’autolyse sous ’action des enzymes des cellules elles-rnémes.

L’évolution de la croissance microbienne a été faite dans des conditions optimales: aucun paramétre
extérieur n’influence cette croissance. On suppose que la vitesse spécifique de croissance, p, qui permet
de décrire P’&volution de la biomasse, est une fonction des différents paramétres extérieurs et s’exprime
comme une multiplication de termes individuels:

# = p(X) u(S) u(P) p(pH) p(Température) (O3 dissous) ... (1.4)

La modélisation la plus utilisée de I'influence du substrat sur la vitesse spécifique est celle proposée
par Monod (1942) :

max S
p(8) =" g

ol K est la constante de Michaelis-Menten. Il existe de nombreux modéles différents de la vitesse spé-
cifique de croissance. Nous citerons celui de Contois (1959) qui permet de prendre en compte également
Pinhibition due & la concentration de la biomasse (K. est une constante):

S

1(X,S) = p K.XT5

Enfin, I'inhibition due & la concentration d’un produit est souvent décrite par:
K, 1

K, +P  1+£

u(P) =

avec K, une constante & identifier.

Généralement, afin de limiter les effets des paramétres extérieurs, une régulation est faite. Si z est un
des paramétres régulés, alors p(z) est constante. Par exemple, supposons que seule la concentration du
substrat influence la vitesse spécifique de croissance, alors p = u(S).
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1.2.3 Modélisation des échanges gazeux

Le dioxygéne (O») et le dioxyde de carbone (COs) interviennent beaucoup dans les processus fermen-
taires. Le premier, sous la forme d’oxygéne dissous, est un nutriment, tandis que le second est le produit
d’une réaction.

Il est assez aisé de faire des mesures en ligne des gaz sortants (Boudrant et al., 1994). Ces deux
gaz sont donc des indicateurs trés précieux quant a ’évolution d’une réaction microbienne. Pour le bon
fonctionnement des analyseurs de gaz d’Oy et de COs, le réacteur doit étre fortement aéré: on injecte de
Pair dans le réacteur et on mesure la composition sortante.

Nous allons d’abord étudier la dynamique de ’oxygéne dissous (DQ). La concentration d’oxygéne
dissous est trés souvent notée C'. En considérant ’O5 comme un nutriment, un bilan de la matiére permet
d’écrire :

C=0TR-OUR+ D (Ci, - C) (1.5)

ol Cj, est la concentration d’oxygéne dissous dans le liquide d’alimentation. Les deux termes OTR et
OU R sont des vitesses de transfert telles que

OTR oxygen transfer rate
C’est la vitesse de passage de 'oxygéne de la bulle gazeuse dans le milieu liquide. A partir de la loi
d’Henry de modélisation des dynamiques de transfert liquide-gaz, on a (Scriban, 1988) avec C < C*®

OTR=kya (C* - C) (1.6)

ol kg, a est le coefficient de transfert de masse et C® est la concentration de saturation en oxy-
géne dissous. Les mesures de &y, a et de C® sont fortement tributaires des conditions physiques et
chimiques du milieu. Négliger la dynamique de transfert liquide-gaz revient & pouvoir écrire

OTR = Qin,C - Qout,C (1'7)

ollt Qin,c et Qout,c représentent respectivement la vitesse d’entrée et de sortie du gaz O3 par unité
de volume.

OUR oxygen uptake rate
C’est la vitesse de consommation de dioxygéne. Elle est évidemment proportionnelle & la vitesse de
croissance de la biomasse
OUR=Y¢/;x p X (1.8)

ot Yo/x est le rendement (g/g) de consommation O3 par production de biomasse. Si la demande
en oxygéne pour la maintenance de la biomasse n’est pas négligeable, il suffit de soustraire & ’équa-
tion (1.5) le terme Y, X, avec Yo, le rendement approprié.

Ainsi ’équation dynamique de la concentration d’oxygéne dissous est

C =~Ye;x p X + Qin,c — Qous,c + D (Cin — C) (1.9)

La modélisation dynamique de production de CO5 ressemble & celle de la consommation d’O, si ce
n’est que nous considérons le CO2 comme un produit. C’est pourquoi usuellement la concentration en
CO; dissous est notée P. La vitesse de production, selon I’hypothése 1.2.2, est proportionnelle 3 la vitesse
de croissance de la biomasse :

CPR:YP/X ;I,X (1].0)

avec Yp;x le rendement (g/g) de production du CO; sur biomasse produite, et avec C'PR signifiant
carbon production rate. Contrairement & Poxygeéne, le gaz carbonique n’est que trés peu présent dans
I’air. De plus, afin d’avoir un maximum de concentration d’oxygéne dissous ou pour des conditions de
stérilité, le gaz de I’aération est une combinaison d’oxygéne et de gaz neutres. Par conséquent, la vitesse
d’entrée de gaz carbonique est supposée nulle: Qi, p = 0. La concentration de saturation de CO; dissous
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(P?*) est trés faible. C’est une raison supplémentaire pour négliger la dynamique de transfert liquide-gaz.
Ainsi ’équation dynamique de concentration de CO2 dissous est

P = YP/X pX - Qout,P +D (Pm - P) (1-11)

avec Py, la concentration de CO; dissous dans le liquide d’alimentation (celle-ci est voisine de 0), et
Qout,p la vitesse de sortie de gaz par unité de volume.

Remarque : Dans les processus de fermentation, le quotient respiratoire (RQ) est un indicateur trés
précieux. Ce quotient est défini par le rapport de la vitesse de production de CO, (CPR) sur la vitesse de
consommation d’0Oz (OU R) soit RQ = Ypx /Yc/x - Ce quotient n’est pas constant; il dépend du mode
de culture qui peut changer au cours du temps.

1.2.4 Schéma réactionnel - modéle général

Une croissance microbienne peut étre vue comme un ensemble de réactions chimiques en chafne,
conduisant en fin d’opération, & la synthése des constituants du micro-organisme. Lors d’une fermentation
en présence d’une source azotée, le substrat est métabolisé en biomasse, gaz carbonique, eau et différents
produits. L’é4quation générale de la réaction est:

m
a Substrat 4+ b O3 + ¢ NHz — Biomasse + d CO2 + e H,0 + Z f; Produit; (1.12)

=1

oll a, b, ¢, d, e, et les f; sont les quantités molaires de substrat ou de produits en équivalence avec la
formation d’une mole de biomasse. Nous avons 5 + m quantités molaires.

La biomasse est constituée & plus de 90 % de carbone, d’oxygéne, d’hydrogéne et d’azote. Si nous
considérons de méme, que le substrat et les produits sont uniquement constitués de ces quatre éléments,
alors le bilan stochiométrique obéit quasiment au principe de la conservation de la matiére. Ce bilan
impose quatre relations et permet d’écrire quatre quantités molaires en fonction de m + 1 quantités
molaires restantes. La connaissance des rendements de conversion «gramme de biomasse (X) produite
par gramme de substrat (S) métabolisé» et des rendements de conversion «gramme de produit (F;)
fabriqué par gramme de substrat métabolisé», détermine les m + 1 inconnues.

Bastin et Dochain ont donné une forme générale unifiée de la modélisation des bioprocédés. La pre-
miére étape consiste & écrire les schémas réactionnels. Ceux-ci ne représentent pas un bilan stochiomé-
trique comme dans 1’équation (1.12), mais une relation d’équivalence entre micro-organismes, substrats
et produits. Par exemple, le schéma réactionnel du réacteur décrit par la figure 1.1 est

s —2 L xqp (1.13)

Le substrat S est appelé réactant. La biomasse X est un pseudo-réactant (retour de fléche sur le schéma).
Le pseudo-réactant n’est pas consommé par la réaction mais peut &tre accumulé dans le réacteur. P est
bien entendu le produit de la réaction. La vitesse de réaction est désignée par ¢. C’est la vitesse de
consommation du substrat qui est égale au rendement prés & celle de la formation du produit. Comme
précédemment, dans le cas d’une croissance d’un micro-organisme sur un substrat avec fabrication d’un
produit, nous avons ¢ = (S, P, X) X avec p (S, P, X) la vitesse spécifique de croissance.

Un bioprocédé dans un bioréacteur parfaitement homogéne est une interaction de n composants
(micro-organismes, substrats, ..., notés £, i =1,...,n) ol m réactions se déroulent. A chaque réaction j
(4 =1,...,m) est associée une vitesse de réaction ¢;. Par exemple, dans le schéma réactionnel ci-dessus,
nous avons n = 3 composants (§; = S, £&2 = X et £&3 = P) et m = 1 réaction (p1 = ).

Supposons maintenant un bioprocédé avec n composants et m réactions, et écrivons la dynamique de
la concentration du composant §; :

& = Z(i)kij pi—D& - Qi+ F (1.14)

i~
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La vitesse de réaction ; est prise dans la sommation j ~ i si et seulement si le composant §; apparait dans
la réaction j soit en tant que réactant, pseudo-réactant ou produit. Le terme k;; représente un coefficient
de rendement et il est donc positif. Il est précédé par un signe «-», respectivement par une signe «+», si
le composant &; est un réactant, respectivement un pseudo-réactant ou un produit. La vitesse de dilution
est toujours D. @); représente la vitesse de sortie sous forme de gaz par unité de volume du composant &;.
F; représente la vitesses d’alimentation en substrat &;. Si §; est un substrat extérieur, il peut étre apporté
sous forme liquide de concentration Sin; & la vitesse D S, i, et/ou sous forme de gaz de vitesse d’entrée
par unité de volume Qini. Si ce n’est pas le cas, on met Sin; = 0 ou Qin,; = 0.

Ainsi avec le vecteur d’état & = [¢;, ...,{n]T, la matrice n x m K des coeflicients de rendement
(£)ki; ¢ =1,...,mn; j=1,...,m), le vecteur vitesse ¢ = [(,ol,...,gom]T, le vecteur vitesse de sortie
des gaz Qout = [Qout,l,...,Qout,n]T et le vecteur vitesse d’alimentation F = D Sj, + Qin o0t Sip =
[Sin,1, - .,S’in,,,,]T et Qin = [Qin,1, ...,Qin,n]T, finalement le modéle dynamique général s’écrit sous la

forme matricielle :

E=Kp-DEt-Q+F. (1.15)

1.3 Un état de ’art sur les modéles de Saccharomyces cerevisiae

1.3.1 Introduction

Dans cette partie nous nous intéressons 3 la croissance de Saccharomyces cerevisiae dite levure de
boulangerie. C’est un processus fermentaire trés utilisé dans I’industrie agro-alimentaire. Afin d’augmenter
la productivité et d’améliorer la qualité, ce procédé est beaucoup étudié. Dans la littérature de nombreux
modéles sont proposés. Le tableau 1.1 recense une petite partie des modéles existants. Ceux-ci ont pour
but de mieux comprendre la croissance de la levure. Suivant les modéles, les auteurs respectifs prennent
en compte ou non certains substrats (S: glucose, C : Oy dissous, E : éthanol, A : acide acétique), certains
produits (E : éthanol, P: CO3), la biomasse sous forme unique (X) ou sous différents états physiologiques
(X1, X2, ...), des enzymes, etc.

| Références | Variables d’états | Objectifs de la modélisation |

Régulation du glucose sur un procédé pilote.
Axelson et al. (1982) S La mesure du glucose est disponible en
temps continu mais avec retard.

Description physiologique en vue de simuler

Rajab et al. (1984) X1,X2,X3,E,S, A| la croissance de la levure dans différents
modes de culture.
Sonnleitner et Kippeli (1986) X,S,E,C Modéle basé sur la limitation de la capacité
respiratoire de la levure.
Steinmeyer et Shuler (1989) 18 équations Description quasi exhaustive fondée sur
>130 constantes | un modéle de fonctionnement intra-cellulaire.
Bastin et Dochain (1990) X,S,E,C,P Modeéle mis sous forme unifiée.
Reyman (1992) X, E,SC modélise les phases de latences en se basant sur

le modéle de Sonnleitner et Kappeli (1986).
Les vitesses spécifiques de croissance varient
Zhang et al. (1994) X,S5,E,C en fonction de 5 états physiologiques que
peut prendre la levure.

Deux états physiologiques {croissance sur
Dantigny (1995) X1,X2,5,E glucose et croissance sur éthanol), avec rende-
ments fonction de la composition du milieu.

TaB. 1.1: Quelques modéles de la croissance de Saccharomyces cerevisiae

En résumé, la croissance de Saccharomyces cerevisiae s’effectue principalement sous trois voies mé-
taboliques différentes qui dépendent du mode de culture et de la concentration en source carbonée. A
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partir d’une certaine concentration en glucose (S > Sgr; & 0,1 g/l) (effet Cabtree), ou par manque
d’oxygéne dissous, le métabolisme est fermentaire avec excrétion d’éthanol comme produit principal.
Dans le cas d’une faible concentration en glucose, celui-ci est métabolisé sans accumulation de pro-
duit : c’est la respiration du glucose. Au cours de cette phase, la levure se développe avec un rendement
maximal mais elle nécessite suffisamment de dioxygéne dissous. Une fois le glucose consommé, 1’étha-
nol excrété lors de la phase fermentaire peut & son tour é&tre respiré. Wang et al. (Wang et al., 1979)
donnent comme formule brute & la cellule de la levure Cc,Hpy OoyxNny avec les constantes suivantes:
cx = 6, hx = 10.9, ox = 3.06, et nx = 1.03, et donnent les trois équations steechiométriques suivantes

— voie 1: fermentation du glucose
a1 CeH1206 + ¢ NHz — Ccy Hpy Ooyx Niy + di CO3 + e1 HyO + f1 C2HeO
~ voie 2: respiration du glucose
a3 C¢H1206 + 0202 + g NHz — Cey Hyy Oy Npy + d2 CO3 + e2 HyO
— voie 3: respiration de 1’éthanol

az CoHgO + 6303 +c3 NHy —» chHhx Ooanx +d3 COy + e3 HyO

Un modéle de la croissance de la levure doit étre capable de représenter ces différentes voies de
croissance. De plus, le passage d’une voie & une autre se fait aprés un certain temps d’adaptation de la
levure.

1.3.2 Modéle de Bastin et Dochain

Partant du modéle de Sonnleitner et Képpeli (1986), ils donnent sous forme généralisée un modéle des
trois réactions métaboliques. Nous avons renuméroté les équations pour faire correspondre aux mémes
numéros des trois voies métaboliques décrites précédemment.

s —2 CxipsE (L.16)

s+c —2 L xyp (1.17)
+c —2 O xyp (1.18)

avec X, S, C, E et P respectivement la concentration de la levure, de glucose, d’oxygéne dissous, d’éthanol
et de dioxyde de carbone dissous. ¢; est la vitesse de réaction de la fermentation du glucose, 3 la vitesse

de réaction de la respiration du glucose, ¢3 la vitesse de réaction de la respiration de 1’éthanol. Les
équations sont :

X 1 1 1

X 0 0
S ~k1 =k O 1 S 0 D Sin
El=| k 0 -~k o2 | —D| E | - 0 +] o0 (1.19)
C 0 —ks —ke ¥3 C 0 Qin,c
P k7 k8 k9 P Qout,P 0

olt Qin,c est la vitesse d’alimentation en 02 gazeux par unité de volume, Qout,p est la vitesse de sortie
du gaz dioxyde de carbone, Sj, est la concentration de glucose d’alimentation, et les k; (i = 1,...,9)
sont des coefficients de rendement. Nous pouvons aussi exprimer les vitesses de réaction sous la forme:
1= (S, C, X) X, p2=p2(S, X) X, et o3 = p3(E, C, X) X. Les p; (¢ = 1---3) étant les vitesses
spécifiques de réaction.
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Ce modéle permet de bien comprendre le comportement. La modélisation des vitesses de réactions @;
(2 = 1,2,3) n’est pas donnée. Elle est difficile et doit prendre en compte des temps de latence lors des
changement de métabolisme. Chaque vitesse de réaction dépend fortement du milieu et de 1’évolution de
celui-ci. Vu les remarques faites a la section 1.2.3, les équations d’échanges gazeux doivent étre réécrites

comine suit :
C 0 —ks —ke 1 c Qout,C Qin,C + D Cin
. | = e2 | =D - . (1.20)
P k7 ks ko P Qout,P Qin,p + D Py

Y3

1.3.3 Modéle de Reyman

Il s’inspire aussi de Sonnleitner et Kdppeli (1986), et donne un modéle qui tient compte des phases
de latence. Les équations stoechiométriques de la croissance de la levure sur le glucose et 1’éthanol sont
classiques. Il existe deux voies oxydatives (voie 2, respiration du glucose, et voie 3, respiration de 1’éthanol)
et une voie réductive (voie 1, fermentation du glucose). Ces voies sont représentées par les équations
steechiométriques suivantes avec comme constantes steechiométriques a, b,¢,d, g, h,%,j, k,m,n et p:

(1) CeH1206 +gnx [NH3] — gCiHpyOoyxNny + A CO3 + i H20 + j C2HgO
(2) CsH1206 +a 03 + bnyx [NH3] —_— bCthxOoanx +¢COs +dH0
(3) CoHgO+ k02 +pnx [NH3] —_— pC1Hhx Ooanx +mCOy +nH0

Par contre, la concentration en oxygéne dissous est un facteur important. L’hypothése sur les réac-
tions, se base sur une capacité respiratoire limite au dessus de laquelle la levure fermente. Cette capacité
respiratoire (J., dépend essentiellement de la concentration en oxygéne dans le milieu, et peut étre re-
présentée par un goulot d’étranglement tel que Q. = Qc,maxc—_f-f‘:, C étant la concentration en oxygéne
dissous. Trois cas se présentent :

1. flux de glucose subcritique

Les flux de glucose, @;, et d’éthanol, @, ne requiérent pas le maximum de respiration. Alors la
vitesse spécifique i de la voie oxydative (2) est donnée par la vitesse de consommation de glucose
et par une classique loi de Monod. Il n’y a pas d’éthanol produit, d’ou la vitesse pi est nulle. Comme
il n’y pas de limitation en oxygéne, la consommation en éthanol suit aussi une loi de Monod mais
avec priorité 3 la consommation du glucose d’ot le terme inhibiteur Xi-. Soit :

S+K;
pp =0
By = Qs = Qs,maxﬁ (1.21)
N% = Qe = Qe,muﬁﬁfi{_‘.

2. flux de glucose critique

Contrairement au cas précédent, si la concentration en glucose augmente ou si la capacité respi-
ratoire diminue, alors la croissance sur ’éthanol est maintenant limitée par le reste de la capacité
respiratoire. Soit :

m =0
8= Q= Qume i (1.22)
#g = 9—% = %Qc,mwﬁ_%ermu S'l:sKs

3. flux de glucose supracritique

Le flux de glucose est suffisamment important pour dépasser la capacité respiratoire. Dans ce cas,
il ne reste plus d’oxygéne pour la respiration de 1’éthanol. Nous avons:

o= % = Mok
By = Qa_%£ = Qs,maxs_f_Ka_%Qc,max%Kc (123)

py =0
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Afin de modéliser les phases de latence, les vitesses spécifiques de croissance maximum ne sont pas
constantes. Elles obéissent & la loi suivante:

1 s
s_, ( i,max Jie — Q'i,max) (1.24)

T

Qz’,max =

pour ¢ =¢, s, e. La vitesse de consommation maximum saturée est @} ... Le coefficient s; est un temps

de relaxation et f;. est un facteur qui dépend des conditions actuelles de ’environnement :

fie = mE
Lo = (sfe) (%) (o) (1.25)
Jee = (cfxc) (25-2&:5{,,,)

Le bilan de la matiére donne:

S = (~p—p3) X~D(S-Sin)

X = (gui+bus+pps—3)X-DX
E = (jui-p) X—DE (1.26)
C = (—apy—kp—msa) X +0OTR—D (C—Ch)

ou S, X, E et C respectivement, est la concentration en glucose, en biomasse, en éthanol, et en oxygéne
dissous; V est le volume; ms est le terme de maintenance.
En sortie, les mesures disponibles sont :

OUR : nn = (epi+kpi+msd) X

CPR : yo = (hpl+cpi+mpui+msd) X
ETC y3 = FE

DOC : u = C

avec OU R = vitesse de consommation de I’'oxygéne; C PR = vitesse de production de dioxyde de carbone;
CTR = vitesse de transfert de dioxyde de carbone; OUT = vitesse de consommation d’oxygeéne; ETC =
mesure de concentration d’éthanol; DOC = mesure de concentration d’oxygéne dissous.

C’est un modéle assez complet se basant sur la limitation de la concentration en oxygéne dissous,
mais dans la pratique on aére le fermenteur pour augmenter au maximum cette concentration. Il faut
donc en tenir compte dans ’établissement du modéle. En outre, ce modéle ne prend pas en compte la
dynamique du dioxyde de carbone. Il reste aussi un probléme d’identifiabilité des paramétres, surtout
pour les constantes dans les fonctions f;¢, fec €t foc-

1.3.4 Modéle de Rajab

Le L.S.G.C. a développé un modgéle différent des précédents. Il propose une modélisation distinguant
les trois états physiologiques correspondant chacun & un métabolisme. Le modéle a été initié par Glomon
(1982), mais Rajab a modifié ce modéle en prenant en compte I’influence de ’acide acétique dans ses
théses (Rajab, 1983; Rajab, 1986). Ce modéle a é&té validé sur un procédé pilote et les paramétres ont été
affinés au fur et & mesure; des recherches d’application d’algorithmes de commande fondés sur ces modéles
ont été faites (Dantigny, 1989; Bicking, 1991; Mostrati, 1993; Abidi, 1994; Lucena, 1996). Le principal
objectif du modéle est de représenter la culture de la levure dans différentes conditions de fermentation.

La croissance de la levure Saccharomyces cerevisiae est représentée par la combinaison de trois états
physiologiques limites (X1, X2, X3). Les trois états du modéle ont des fonctions métaboliques différentes :

- Détat physiologique X correspond & la fermentation du glucose et conduit & la formation d’éthanol
et d’acide acétique;
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— D’état physiologique X2 correspond & la respiration du glucose et n’accumule ni &thanol ni acide
acétique;

— D’état physiologique X3 correspond & celui de la respiration de 1’éthanol puis de 1’acide acétique.

Le passage d’un état & ’autre s’opére suivant des lois d’activation michaeliennes et/ou d’inhibition.
Ces transformations réversibles entre les états sont déterminées par la composition du milieu.

Les expressions cinétiques du modéle correspondent 3 une croissance aérobie, en I’absence de limitation
par l’oxygéne. Toutes les vitesses de croissance, d’utilisation du substrat ou d’utilisation de métabolites
sont exprimées en g/1/h.

o Lois cinétiques pour chaque état physiologique.

— Premier état (X;):
La vitesse de croissance de I’état X est caractérisée par une limitation possible par le glucose
et une inhibition par I’acide acétique. Le glucose est consommé et il y a production d’éthanol
et d’acide acétique. La vitesse d’utilisation du glucose R;, la vitesse de production d’éthanol
Ry, et la vitesse de production d’acide acétique R;, sont proportionnelles & la vitesse de
croissance Rj.

S K}
"m“K1+SKA+A

1
R, = ler/sR

Rl = X1

Yé/s

Y/s

Ry, = Ry

Yiss

R 9

Ry

avec
Bl ax : vitesse spécifique maximale de croissance (h~1)
K} : constante de Monod pour la fermentation du glucose (g/1)
K. : constante d’inhibition de ’état X; par ’acide acétique (g/1)
S : concentration en glucose (g/1)
A : concentration en acide acétique (g/1)
X, : concentration de biomasse dans I’état X; (g/1)
Y3 /s ° rendement biomasse-glucose (g/g)
Y5 ;s : rendement éthanol-glucose (g/g)

Y} /s : rendement acide acétique-glucose (g/g)

— Deuxiéme état (X2):
La respiration du glucose n’accumule pas d’éthanol. Il n’y a pas de formation d’acide acé-
tique et on néglige effet inhibiteur de ’acide acétique sur la croissance. La respiration de
glucose est normalement une cinétique lente mais le rendement «biomasse produite sur glu-
cose dégradé» est plus important que précédemment. La vitesse d’utilisation du glucose Rag
est proportionnelle & la vitesse de croissance Rs.

S

= 2 -2 x
Ra Fmax TG
1
Rys = w—5—Ry
® Y35

avec

p2.. : vitesse spécifique maximale de croissance (h~!)
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K?% : constante de Monod pour la respiration du glucose (g/1)
X3 : concentration de biomasse dans 1’état X3 (g/1)
Y2 /s : rendement biomasse-glucose (g/8)

— Troisiéme état (X3):
L’acide acétique n’est pas produit par I’état X3. Par contre, il est consommé aprés la respiration
de ’éthanol. L’acide acétique inhibe aussi la croissance sur I’éthanol. Les vitesses d’utilisation
d’éthanol Rs, et d’acide acétique R, sont proportionnelles & la vitesse de croissance Rg.

E A K3
Ry = yf‘m( + ®(E) )K 4 _ X,

Ki+E K}+A) K5+ A
1
R3E = (1 i @(E)) ?3—'R3
X/E
1
R3A = Q(E)YTR:;
X/A

avec
p . 1 vitesse spécifique maximale de croissance (h~?!)
K% : constante de Monod pour la respiration de I’éthanol (g/1)
K3 : constante d’inhibition de la croissance sur I’éthanol par ’acide acétique (g/1)
X3 : concentration de biomasse dans 1’état X3 (g/1)
Y3 /g ¢ rendement biomasse-éthanol (g/8)

Y3 /a : rendement biomasse-acétate (8/8) supposé égal & Y3 /B

®(E) : fonction de répression de la consommation de I’acide acétique par I’éthanol donnée par:
0 si E>0,
‘I’(E)—{ 1 si E=0.

Les transitions entre les divers états physiologiques sont déterminées par la composition du milieu.
En P’absence de limitation par ’oxygéne, ce sont les concentrations de glucose et d’éthanol qui sont
supposées orienter le métabolisme de la levure.

o Lois cinétiques du passage de la cellule d’un état physiologique & un autre.

— Transition entre les états X; et X,

On suppose P’existence d’un seuil critique S.r; = 0.1 g/l de la concentration de glucose tel que
S

s1 S < S.ri le passage de X; & X, est favorisé, et inversement. La fonction F(S) = fc—%—

Seri

peut représenter cette modulation de passage.
- Passage X1 - Xg: ng = k12 (1 - F(S)) X]_
- Passage Xz - X1 Rzl = k21 F(S) Xz
— Transition entre les états X; et X3

Les lois de passage entre X; et X3 sont des lois michaeliennes, favorisées par ’éthanol et
inhibées par le glucose dans le sens X; — X3 et favorisées par le glucose dans le sens X3 — X3

- Passage Xi =2 Xs: Riz= k13-Klf‘T5.- (1 - F(S)) X1
~ Passage X3 & X1: Rai = kaigis Xs
— Transition entre les états X, et X3

Les lois de passage entre X5 et X3 sont des lois michaeliennes, favorisées par 1’éthanol dans le
sens Xz — X3 et par le glucose dans le sens X3 — X5.

- Passage X2 — X3: Rz = kza;{,fj)ﬁ
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~ Passage X3 — X3: Rsy = kargs X3

16

ot les coefficients k;; désignent les vitesses spécifiques de transition i — j (h™1), et les K;;
désignent les constantes de Michaelis pour les transitions ¢ — j entre X; et X; (g/1)

La figure 1.3 représente schématiquement les différentes voies de croissance. Pour un réacteur discontinu

F1G. 1.3: Modéle a trois états physiologiques

ou semi-continu, le bilan de matiére s’écrit :

(( X; = Ri+Rau+Rai—Rip—Ris
X; = Ry+Riz+ Raz— Ro1 — Ras
X3 = Rs+Riz+ Rys— Ra1— R

. Yl
ﬁ E = —-1J—YESR1—TYI R3
x/s X/E

L R L R
— Tyir 4 T yr 42
YX/S Yx/s

LAZ;%'&RI

X/s
[ Ri = pla ms-‘__s R%‘}X X1
Ris = ki2 (1 = F(9) X
Ris = kagZzs(1-F(©S) X
Ry = plax rcgs.ﬁ X2
Ry = ko F(S) X
avec ¢ Rz = ko3 KT,?-TE X, ou
Rs = s (xBw + 2B xfin) BidaXs
Rz1 = ka 7;;9;3' X3
Rz = ks K—szE X3
5/Sers

[ F(S) = 3578

-DX,
-D X,
-D X3

-DE (1.27)
+D (Sin — S)

—-DA

F(S) — S/Scri

1+S crs
et
1 siE=0,
(E) =
0 siE>0.

Dans ce qui suit, nous ne prenons pas en compte le cas ol il n’y a plus de glucose ni d’éthanol. Ainsi
la fonction de répression de la consommation de ’acide acétique par 1’éthanol sera prise comme nulle

(B(E) = 0).
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1.4 Etude du modéle de Rajab

1.4.1 Introduction

Préalablement & la synthése d’un observateur et d’une loi de commande, il convient d’étudier les pro-
priétés du modéle afin de démontrer son adéquation aux propriétés physiques fondamentales du procédé.
Par exemple, il faut vérifier qu’a partir de conditions initiales positives, le modéle évolue dans ’orthant
positif. Cette étude permet également de définir les points d’équilibre du systéme non bouclé. Nous avons
étudié les propriétés du modéle de Rajab avec les valeurs numériques des paramétres du modéle données
par Bicking (1991) indiquées dans les tableaux 1.2 et avec S¢r; = 0,1 g/1. Les équations du modéle telles

Etape cinétique | paramétre | valeur | unité
T =
Prnax 0,6 [ h — : o
Kl 0.5 /1 transition | paramétre | valeur | unité
S ’ g pany;
Kl 0.4 /1 12 k12 2 h
A ) g -1
X viis | 014 | g by | 01 | b
YL-17/S 0,45 g/g 1+—3 kis 0,2 h_1
Y, 0,01 / k31 0,5 | h
A/S ) 8/8
P =1 K3 0,2 g/l
P 0,29 | h Ks1 0,01 | g/
Xo K2 0,004 | g/l 5 3 A 0’ ) =
Y2 0,5 | g/g — 2 ’
X/S ) -1
3 0,25 | h ! ka2 b
“I'{"gx 0,02 /1 Kos 0,5 g/l
£ ) g K3 0,05 | g/l
X3 ‘KaA 0) 2 g/l
Yx/s 0,55 | g/g
TAB. 1.2: Résumé des paramétres cinétiques
qu’elles seront utilisées ici sont :
= f(z) +ug(x) (1.28)
ot z = [X1, X2, X3, E, 5, A",
[ R1 + Ra1+ R31 — Ria— Ri3 ]| [ -Xi ]
Ry + Ria + R3z — R21 — Ras -X>
R3 + Ri3+ Roz — R31 — Ra —Xs
= , = 1.29
f R, — 2R, g 5 (1.29)
—2R, - 2R, +Sin — S
i ah A L -4
et avec
_ sX _ X —
R = %(1+2sj(2+5.4) Ry = 21+1os Ry = (1+5}%Xh +105)
Ry = % 1i2)5(os Ry = Ti‘i%s" Ry = %f+')2{_E' (1.30)
— EX — 5 X3 _ S X3
Ry = % (A+50E)(1+54) Rs; = 40 1+205 R = 501+1oos

Puisque le procédé évolue en semi-continu, la commande u représentera la commande en dilution D.
Physiquement, la commande en dilution est positive, D > 0.
1.4.2 Intégrale premiére

On cherche une intégrale premiére de la dérive, c’est-a-dire une fonction Z;(z) telle que %‘-. f=0.
Cette intégrale premiére caractérise un bilan en masse. On la cherche sous la forme d’une combinaison
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linéaire des concentrations. En posant Z; = 10(Sin — S) — 20X; — 20X, —20X3 — 11E — 2254, la dérivée
par rapport au temps de Z; conduit &:

Z; = —10539 _ 9o 11ﬁ-225 Ri+ (—10(-2) — 20) Ry + —20-11=20) R,
7 14 11
—D (10(Sin — S) — 20X; — 20X, — 20X5 — 11E — 225A4)

Z; = -DZ

Remarquons que $(V Z;) = 0, que Z;(t) = Z(to) exp (— f:o D(a)da') et que les trajectoires du
systéme ne peuvent pas traverser I’hyperplan Z; = 0, en effet:

- si Z;(0) < 0 alors Z;(t) < 0 Vt > 0;

- si Z;(0) =0 alors Z;(t) = 0 Vt > 0;

— si Z;(0) > 0 alors Z;(t) > 0 Vt > 0.
1.4.3 Définition du domaine physique D,

On définit le domaine physique qui est I’orthant positif

{(X1, Xa, X3, B, 5, A) €R® / X1 20, X220, Xa > 0, E> 0,520, A> 0},

et on regarde si le champ est rentrant sur les six hyperplans constituant la frontiére. Sur chacun de ces
hyperplans on a:

- X1=0—-)X1=%2§+f—?rf—0%—§- >0, car X3, X3 et S sont positifs.

- Xo=0—> X, = 1+1os ey 410_‘_—32(’)’;3- >0, car X1, X3, et S sont positifs.

Xs=0— Xs= (H_5—§)ﬁlm+ gfl_—};%— >0, car X1, X, E, et S sont positifs.
-E=0—>E= %(I-I-_Z.%)(%m >0, car A, X; et S sont positifs.

- S§=0-= S = DSi,. Comme notre procédé évolue en semi-continu et que nous commandons en
dilution, alors physiquement D > 0 et nous avons alors S > 0donc S > 0.

- A:O—)A=§m§§7 >0, car X; et S sont positifs.

En conclusion, si nous initialisons le modéle avec des conditions initiales positives, ce qui est le cas
physiquement, alors les concentrations restent positives.

Reprenons notre intégrale premiére Z;. Nous avons vu que Z = —D Z;, et que les concentrations
ainsi que la commande sont positives. De plus dans la pratique seul le cas Z;(0) > 0 est & prendre en
considération. Alors

t
Z;(t) = Z;(0) exp (—/ D(s) ds) (1.31)
0
La commande D é&tant positive, alors exp (— fg D(s) ds) € [0, 1[ et 0 < Z;(t) < Z;(0). Ce qui revient &

105 > 10S() + 20X () + 20X5(t) + 20X3(t) + 11E(2) + 225A(¢)
> 105(0) + 20X1 (0) + 20X,(t) + 20Xa(t) + L1E(0) + 225A(0) > 0

Comme les concentrations sont positives et qu’une somme pondérée de celles-ci est bornée, alors
les concentrations sont bornées. En ce qui concerne le substrat S(t) on a: S(t) < Sin. Pour les autres
concentrations on a: X; < %Sin, X2 < %Sin, X3 < %Sin, E< %Sin et A< 5120—5&,,, De plus on est assuré
de I’inégalité stricte dés qu’une des autres concentrations est non nulle.
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Nous avons vu que les concentrations Xy, X9, X3, E, S, A restent positives si elles le sont initialement.
Nous avons montré ensuite que les concentrations sont bornées. C’est pourquoi, si nous initialisons notre
systéme tel que Z;(0) > 0, alors les concentrations restent dans le domaine D, défini comme suit :

D, = {X1,X2,X3,E,S,A /X1>0,X,>0,Xs>0, E>0,S>0,A>0,
20X (0) + 20X2(0) + 20X3(0) + 11E(0) + 10S(0) + 2254(0) (1.32)
< 20X + 20Xz + 20X3 + 11E + 105 + 2254 < 10 sin}

1.4.4 Ensemble d’équilibre

Notons par z° = [X;°, X,°, X3°, E°, S°, A°]T et par D° respectivement la valeur des différentes
concentrations et de la commande en dilution & I’équilibre. L’ensemble d’équilibre est défini par :

S:{(:c°,D°)€D<px R+/f(a:°)+D°g(:c°)=0}. (1.33)

Il s’agit de résoudre, avec les R; et R;; définis par les équations (1.30):

(X1 = Ri+Rai+Rsi—Riz—Ris —-DX =0
X2 = Ry+Riz+Rsz—Ryi—Ras -DX, =0
{ Xs = Rs+Ris+Ras—Rai—Rsy —DX; = 0 (1.34)
E = #R - 2R, -DE =0 '
S = -%R; 2R, +D(Sn—S5) = 0
| A = 11—4R1 —-DA 0
Cette résolution donne trois ensembles triviaux (£;, &2, £3) plus un autre assez complexe.
1. Lorsque D° =0
On est dans la cas ol le systéme n’est pas commandé. On a:
A =02 soit S =0, soit X; =0,
S=0 A_lorsS:0:>0:0,
E'=0=>R3=0=>.soitE=0',soit X3 =0,
E=0 AlorsX1=0et Xo=0=2>R12=0= X, =0,
X3=0=0=0,
X; =0 douz®={0, X3, X3,0,0, A°}. (A)
X3=0 Alors X; =0= Ris+ Ri3=0
= soit X; = 0, soit E = —111).(1 ¢ Dy,
X1=0 Alors Xo=0et Xzg=0= R3° =0
= soit Xs = 0, soit E =0,
X2 =0 douz®={0,0,0, E°, 0, A°}. (B)
E=0 doaz®={0,X5,0,0,0,A°}. (C)

X;=0 Alors.5'=0=>R2=_0=>soitS=0,soitX2=0,
S=0 Alors X1 =0=0=0,
E=0= R3=0= soit E =0, soit X5 =0,
E=0 d’obz°={0, X3, X3,0,0, A°}. (idem A)

X3=0 Alors Xo=0et X3=0=> R;2° =0
= soit Xo =0, soit £ =0,
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Xz=0 d'otz°={0,0,0, E°, 0, A°}. (D)
E=0 doiz°={0, X3, 0,0,0, A°}. (E)

Xz =0 Alors E =0= Rg= 0= soit Xz =0, soit E =0,
X3=0 Alors X1 =0, X, =0et X3=0=0=0,
doit 2° = {0, 0,0, E°, $°, A°}. (F)

E=0 AlorsX;=0=R3 =0, X,=0=>R3; =0
etX3=0=>R32+R31=0alors
= soit S = 0, soit X3 =0,
S=0 donz®={0,0, X3,0,0, A} (G)

X3=0 d’ouz°=1{0,0,0,0,S°, A°}. (H)

On remarque que (C), (E), et (G) C (A) et que (B), (D) et (H) C (F), ce qui donne deux
ensembles :
- & = {(z°, D°) = (0,0,0, Eg > 0,80 > 0, Ag > 0,0)}
Cet ensemble correspond & ’absence de biomasse. Cette situation ne présentant évidemment
aucun intérét pratique, il s’agit donc de 1’éviter.
~ & = {(2°, D°) = (0, X0 > 0, X30 > 0,0,0, Ag > 0)}
Cet ensemble correspond & I’absence de substrat. Cette situation est également & éviter.

2. Lorsque S° = Sin
A T’équilibre les concentrations sont constantes, et par conséquent Z; l'est aussi. Alors
Z; = —D° Z;° =0, ce qui implique que soit D° = 0 (cas précédent) soit Z;° = 0.
Comme Z;° = 10(Sin — S°) — 20X;° — 20X2° — 20X3° — 11E° — 225A° et que les concentrations

sont positives alors si S° = Sj, on obtient I’ensemble suivant :

- & = {(z°, D°) =(0,0,0,0, Si,0,Dp > 0)}
Ce qui correspond i une commande quelconque et & S° = Sj,; cette situation ne présente
également aucun intérét pratique. C’est une situation 3 éviter que I’on appelle le 1ésivage.

3. Cas non triviaux

Enfin, le quatriéme ensemble est donné par la résolution de 6 équations avec 7 variables, ce qui
impose au moins un paramétrage par rapport & 'une de ces variables. Nous cherchons & tout
exprimer en fonction du glucose (S).

L’équation A = 0 nous donne la commande D en fonction de X 1, B, Set A:

65
D =
BACTBA) 1129

Nous réinjectons D dans les équations (1.34). Ensuite, I’équation S = 0 nous donne ’état physio-
logique X5 en fonction de X3, E, S, Sip et A:
6(14+25095) (Sin — S — 100 A)

5075A(2+54)(1+25)

X2=

et I’équation E =0 nous donne Pétat physiologique X3 en fonction de X3, E, Set A:

33(14+5A4)(1+50E)(45A—E)S

X3 =
3 4315A(2+5A)E(1+25)

Xy
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Enfin en réinjectant les expressions de X, et X3 obtenues ci-dessus dans les équations X, =0,
X3 =0 et X3 = 0, nous obtenons les trois relations:

X1=0 — fi(E,AS8X1+h(E A 8)X2=0

Xa=0 — fo(E, A 8) X1+ f2(E, A 8) X1* =0

Xs=0 — f3(E, A 8 X1+ fa(E A 8)X2=0
ou f, et f; désignent des polynomes en E, A et S.

Deux solutions se présentent : la premiére X; = 0 implique que X3 = Xg = D = 0 ce qui correspond
3 un cas déja traité; la deuxiéme solution, nous donne trois relations:

:

X1= - ) = fl(E) A; S)
f?(E’ Aa S)

fa(E, A, S)

e
—_

?

Xi= -

» o
AE

N ESENEESES
“ltn Yn Lik
|

[ Wt &
I

F

X1 = -

Yoy
©
—

En égalant f et fo et fi et fs, nous obtenons deux polynémes:

Pi2(E,A,S) = a1a-o(E,S) + a12-1(E, S)A + a12-3(E, S)A? + a12-3(E, S) A3 + a12-4(E, S)A*
= 0

Pi3(E,A,S) = ai3-o(E,S) + a13-1(E, S)A + ay3_2(E, S)A? + a13_3(E, S)A® + as3_4(E, S) A*
= 0

ou les a1a_; et @13—; (1 =0,---,4) sont des polynémes en F et S, avec

d%} @12—4,i=0,--,4 = {4) 4’ 41 4) 3} y d?g @12-4,i=0,--,4 = {7) 6’ 67 5; 5})
d% a13—i,i=0,..4 = {6, 6, 6, 5, 4} , d% a13-,i=0,....4 = {6, 6, 6, 5, 5}.

A partir d’ici nous ne réussissons pas & aller plus loin. Nous ne parvenons pas & isoler une des
trois variables. Les approches suivantes (Chenciner, 1978; Migotte, 1989) ont été tentées mais sans
succés:

résolution de P;5 et de Pz en tant que polynéme de degré 4 par rapport 3 A;

résolution du résultant de Py5 et Pi3;

suite de Sturm sur Pj5, Pi3 et sur le résultant;

théoréme de Puiseux sur Pi5 et Pi3.

Il est nécessaire de pouvoir démontrer ’unicité ou non d’un point d’équilibre. Ceci influence sur la stabilité
du systéme et sur la synthése d’une loi de commande.

1.4.5 Résolution numérique

Précédemment nous avons cherché formellement les points d’équilibre en fonction de la concentration
en glucose. Remplagons Sip, par 300 g/l et S par 1gﬁg/l dans les polynémes P;» et Pi3. Sin = 300 g/l
est la concentration de glucose dans ’alimentation utilisée par Bicking (1991) et qui préconise la valeur
de 0,071 g/1 pour la consigne de glucose & maintenir pour obtenir un meilleur rendement «croissance de
biomasse sur consommation de glucose». Le résultant de P;; et Pi3 conduit alors & un polynéme en la
variable E de degré 35.

La recherche numérique des racines de ce polynéme donne alors 35 valeurs, dont une seule E° =
0.0741901 g/l vérifie 0 < E < %Sin. Ensuite en réinjectant cette valeur dans P;; et P;3, on obtient une
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seule racine commune A° = 0.0900993 g/1. On en déduit alors X;°, puis X2° et X3°. Nous en déduisons
un seul point d’équilibre:

x? 5.44356 g/1
X3 139.229 /1
o | xs | | 423m36en
=1 go | = | 0.0741901 g/1 (1.35)
s° 0.071 g/1
A0 0.0900993 g/1

avec la valeur de la commande correspondante D° = 0.262774 h—!. Donner 6 chiffres significatifs n’a pas
beaucoup de sens, mais la commande en dilution & ’équilibre est trés sensible.

Le systéme d’équations (1.34) peut également étre résolu directement numériquement pour chaque
valeur de S. Cependant dans ce cas on n’est pas assuré de 1’unicité de la solution. La résolution par
la méthode de Gauss-Newton avec MATLAB pour de nombreuses valeurs de S et pour Sip, = 300 g/l
conduit aux figures 1.4 & 1.10. Les figures 1.4 & 1.9 donnent la concentration & I’équilibre de X =
X1+ Xo+ X3, X1, X2, X3, E et A pour différentes concentrations de glucose variant de 0 4 300 g/1 (figure
de gauche) et de 0 3 0,5 g/] (figure de droite). La figure 1.10 représente, pour chaque point d’équilibre,
la valeur de la commande. Elle montre que le rendement est maximum (maximum de biomasse, vitesse
de dilution la plus grande) pour une concentration de glucose proche de 0,070 g/l. L’intérét est de
montrer que, pour une commande en dilution fixée, il existe plusieurs concentrations d’équilibre de glucose
possibles. On a donc calculé les différentes valeurs propres de la matrice jacobienne du systéme évaluée
en chaque point d’équilibre. Il existe toujours, pour 0 < S < Siy, au moins une valeur propre i partie
réclle non négative. Ceci montre que ces points d’équilibre sont instables et qu’il y a nécessité d’avoir une
commande par retour d’état afin de garantir la stabilité du systéme ainsi bouclé.
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1.5 Variations autour du modéle de Rajab

1.5.1 Simplifications - Modifications

Nous avons vu précédemment que le modéle de Rajab est difficile & étudier : il faut monter I'unicité
du point d’équilibre dans le domaine physique D,. Or ce point d’équilibre est tributaire de toutes les
constantes. Se pose donc la question de ’identifiabilité de ces paramétres. Vu le nombre de paramétres et
la complexité du modéle, nous ne sommes pas parvenus en utilisant les techniques d’identifiabilité (Walter,
1987; Walter et Pronzato, 1993; Walter et Pronzato, 1994), & identifier les paramétres k;; et K;; (4,,5 €
{1,2,3}) du modéle (1.27), d’autant plus que la constante K3 n’est pas identifiable. Considérons le cas
ot il n’y a pas de glucose (S = 0) mais présence d’éthanol (E > 0) et d’acétate (A > 0) depuis un
certain temps. La biomasse n’est donc pas dans I’état 1 ni dans 1’état 2, mais elle a eu le temps de passer
totalement dans 1’état 3. Supposons que la biomasse totale X, I’éthanol et I’acétate puissent étre mesurés,
et qu’aucune commande ne soit appliquée, alors X; = 0, X2 =0, X3 = X, S =0 D = 0 et le modéle se
réécrit :

. KA
Xs = loux RF4E K712

. KA

E = _YE/X /“?na.x @Eq_f 'E?:_—A' X3 (136)
A =0

Nous revenons en fait, 3 une croissance microbienne X3 sur un substrat E en réacteur discontinu. Le
cas d’identifiabilité des paramétres de ce type de croissance a été étudié dans Chouakri et al. (1994a)
et Chouakri et al. (1994b), et il est évident que le paramétre K3 n’est pas identifiable.

Une simplification d’un point de vue paramétres est 3 effectuer. Ce sont les transitions inter-états
R;; qu’il faut modifier. Au départ, la fonction F(S) est une fonction définie par Glomon (1982) telle que
F(S)=05iS < Sepi et F(S) =181 S > S, puis elle est remplacée (Rajab, 1983) par F(S) = ﬁ%’t
En fait, c’est une fonction seuil qu’il faut remplacer par ’expression suivante :

(S/Scﬁ)m _ sm
1+ (S/Scri)m T Si™+ Sm

avec m > 2. Plus m est grand plus la pente en S = Sg; est grande. Cette fonction est présente pour
rendre continu le modéle et éviter une modélisation de type conditionnel comme, par exemple,

F(S) = (1.37)

Roy = 0 siS < Seri, (1.38)
Ry = ko1 X9 s1S > Scr. (139)

Les autres transitions inter-états sont modélisées par des lois de Monod. Cela permet une transition un
peu plus «douce» d’un état vers un autre. On peut les remplacer par des fonctions seuils, comme par
exemple:

S/Seri)? %
Fe(S) 1J(r(/5/sc)ﬁ)2 R (1.40)
F(S) = (Sfes) _ _ 5 (1.41)

1+ (3/65)2 T es? + 52

avec Scri = 0,1 g/l et €g = 0,01 g/1. Pour toute concentration de glucose supérieure 3 Sy, la levure est
dans I’état 1 (fermentation du glucose). En dessous de la concentration €s, on suppose qu’il n’y a plus de
glucose, et les cellules passent dans I’état physiologique 3. Les passages inter-états peuvent &tre modélisés
comme suit :

Ry = ku (1-F(9) X (1.42)
Ris = kis (1 —FE(S)) X, (1.43)
R21 = k21 Fc(S) Xz (144)
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Ry = ki (1-F(S)) Xp (1.45)
R31 = k3 Fe(S) X3 (1.46)
Raz = k32 Fe(S) Xs (1.47)

(1.48)

Cependant le modéle reste encore trés difficile & étudier.

Une autre approche consiste & construire un difféomorphisme afin d’avoir une vue différente du modéle.
Posons X; = a1 X, X3 = a3 X, X3 = ag X. Comme X; + X3 + X3 = X, alors a;+oas+az=1et
a3 = 1 — a; — as. Posons aussi, pour simplifier ’écriture r; = %;_- et ri; = L pour i € {1,2,3} et

Alors le modéle de Rajab avec les notations et simplifications précédentes, devient :

4

&1 = (ri—ri2—rs—ria;—ryay—r3as) oy +raaz+r303
dg = (re—ra—raa—rioy—r200—T303) az+r1201 —T3203
X = (7'101+7‘202+7’3(13)X—DX
\ £ = (Yhxrai—-Yxrsas) X-DE (1.49)
S = (—Ys}/x ™ al“Y.sg/x 7‘202) X+ D (Sin—S5)
A = (Yj/xrlal)X—DA
\
avecag=1—oa; —ag, m> 2,
| s K} — 1 - 1
"L = Pmex K155 K144 ri2 = koergssae ns = ke
S —_— S Scrl hiid — 1
r9 = /L,znax RIFS , ro1 = k2114+7%__9:2??5 , et ra3 = kzamw
= 3 E = Sfes)™ — _(Sfes)™
™S = Pmox KIfE T3 = k12p(r7%;)gw M3 = kisTsTesy
(1.50)

Le systéme reste complexe, mais nous avons obtenu un modéle en cascade. Cette fagon de modéliser
permet de mettre en facteur la biomasse X. Les termes en facteur devant la biomasse représentent une
«vitesse spécifique de croissancey .

L’expression des ¢&; (¢ = 1,2,3) dans ’équation (1.49) est assez compliqué. Afin de simplifier ces
équations nous prenons un autre point de vue sur la croissance de la biomasse : la vitesse de croissance
de X; (= 1,2, 3){ est proportionnelle & celle de la biomasse plus ou moins les vitesses de transitions entre
états. Soit a; = &+ (i = 1,2, 3) représentant ici des proportions. On a pour i € {1,2,3}, j € {1,2,3}—{¢}
et k€{1,2,3} - {m}

X =o; X; — (rij + rir) @i + rji 05 + TR o (1.51)
d’ott
o; = — (r;j + r,-k) o; + 7y 05 + TR 0 (1.52)
et le modéle devient
(@7 = —(riz+rs)or+raas+rs(l—a1—as)
az = riga;— (ro1+ res)az+raz(l— a3 —a)
X = (r1a1+r2a2+r3(1—a1—-az))X -DX
Yy E = (Yé/X ™ al-—Yg/x r3(l—ay —az)) X -DE (1.53)
:5" = (_Y.E}/X ™ Qa1 _Y52/X 9 (!2) X +D (Sin —S)
L A = (Yj/xrlal) X -DA
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Les vitesses r; et r;; sont celles données par ’équation (1.50). Les constantes k;; représentent des inverses
de temps de latence.

En réduisant le nombre de moitié, par exemple en posant kis = ko1, k13 = k31 et kog = k32, alors nous
pouvons montrer que les constantes sont identifiables. Ces égalités signifient que la vitesse de passage de
Pétat i & 1’état j est identique & celle du passage de I’état j 4 ’état ¢, ¢ € {1,2,3} et 5 € {1,2,3} — {¢}.
Ceci ne correspond pas forcément 3 la réalité.

1.5.2 Modéles conditionnels

Mis & part le modéle de Reyman, les autres modéles présentés sont tous mono blocs: il n’y a pas de
termes conditionnels. Les fonctions seuils ont été introduites afin d’assurer la continuité du modéle.

La prise en compte de I’acétate et 'utilisation des fonctions seuils sont les deux différences principales
entre le modéle de Glomon (1982) et celui de Rajab (1983). En supposant que toute la biomasse n’est que
dans un seul état physiologique, on obtient les trois modéles limites (1.54)~(1.56). Si de plus on considére
qu’il n’y a pas de temps de latence entre les transitions inter-états, les réactions de passage d’un état a

’autre sont remplacer par des conditions sur le glucose. On obtient alors une version simplifiée du modéle
de Rajab.

1. Si S > S. (fermentation du glucose)

/ . _ s Kl

X = iox mL35 "R4a X~ DX

. Kl

. Kl

S = _Ys}/xﬂrlnaxf{fﬁ?{izx'l-l) (Sin _S)
A

= v! 1 S _Ilf_A_X_DA
= A/X:umaxmKA+A

(1.54)

\
2. Si S, > S > es (respiration du glucose)

X = Monax K5 X — DX

EF = —-DE

§ = —Yg/x Pmax fgb;-_sX + D (Sin —S)
A = —-DA

(1.55)

3. Sieg > S ~ 0 (respiration de I’éthanol)

X = dhaxEX-DX
E = ~Y3jx b xfip X~ DE
S = D(Sn-9)

A -DA

(1.56)

Comme un des objectifs est de maximiser le rendement de production de biomasse, il faut commander
le procédé de fagon que la levure soit toujours dans I’état physiologique 2, ce qui correspond a une
concentration en glucose inférieure & S.. En supposant que I’éthanol et I’acétate n’ont pas d’effet dans
cette croissance, alors un modéle tout simple (Monod, 1942)

Ks+S

.S" = —Ys/x pmex KsS+S X+D (Sin - S)

X = prax_S_X_DX
(1.57)

peut étre utilisé. C’est ce qu’a fait Lucena (1996).
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Deux problémes se présentent. Premiérement avant d’&tre dans la voie 2, le procédé était soit dans la
voie métabolique 1 (fermentation du glucose), soit dans la voie métabolique 3 (respiration de 1’éthanol).
Ainsi avant de revenir dans la voie métabolique 2 de la respiration du glucose, et avant que les cellules
ne s’adaptent 3 leur nouveau milieu, il existe un certain temps d’adaptation. Deuxiémement, lors de la
commande du procédé un incident peut se produire (panne de la pompe d’alimentation, déréglage, ...).
Le procédé risque alors de se retrouver dans une voie métabolique autre que celle de la respiration du
glucose. Le modéle doit donc tenir compte des autres voies métaboliques et des autres modes de culture
(fermenteur discontinu). Il faut modéliser le temps d’adaptation et les voies métaboliques. Nous proposons
deux modéles conditionnels. Le premier tient plus compte des différentes voies de croissance. Quelle que
soit la concentration en glucose nous avons:
E = YhxmXi—Y3xusXs—DE
S = -YdxmXi—Ydxp2X2+D (Sin—S) (1.58)
A = Yy xmXi—DA

et suivant la concentration en glucose trois cas se présentent :

1. Si § > S; (fermentation du glucose)

Xy = mXy+kaXo+ksnXs—DXy
X, = —knXa—DX, (1.59)
Xs = —ks1 Xs— DX

2. Si S; > S > es (respiration du glucose)

X, = —keXi-DX;
Xy = paXo+kinXi+ksaXs— DX, (1.60)
X:_; = —k32 X3 - DX3

3. Si es > S (respiration de I’éthanol)

X, = -kaXi-DX;
Xy = —kaXoa— DX, (1.61)
X3 = pa3Xa+kisX1+ksXs—DXs

Dans ce modéle, nous avons toujours de la fermentation du glucose avec production d’éthanol et d’acétate,
de la respiration sur glucose et de la respiration sur ’éthanol. Mais suivant la concentration en glucose,
une voie métabolique deviendra principale et les deux autres s’atténueront jusqu’a devenir nulles.

Le micro-organisme ne sera plus que dans un seul état physiologique. Il reste & faire un choix des
vitesses spécifiques de croissance.

La seconde proposition modélise différemment les phases de latence. De méme que précédemment, il
faudra changer de modéle suivant la concentration en glucose. La phase de latence est obtenue par une
évolution de la vitesse de croissance p; selon une équation différentielle du premier ordre, initialisée en 0,
et par la constante 7; qui représente un temps de relaxation.

1. Si S > S, (fermentation du glucose)

(X = mX-DX

E YhxmX—-DE

{8 = ~YgxmX+D(Su-5) (1.62)
A = Y}ymX-DA

(B = (P - )
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2. Si S¢ > S > €5 (respiration du glucose)
X = mX-DX

E = -DE
S = -Y2xmX+D(Sn—0S) (1.63)
A = -DA
p2 = %(ﬂ'z"ax—#z)
3. Si €g > S (respiration de ’éthanol)
X = pwX-DX
E = Y psX-DE
§ = DSy (1.64)
A = -DA
fz = & (HF™ — ps)

Ce type de modéle est plus simple. Dans le cas ou les concentrations X, E, S, A sont mesurables, et ol on
peut faire fonctionner le procédé uniquement dans une des trois voies métaboliques, alors les constantes
Yé/x, Yg/x’ Y.s}/x’ y.s?/x’ YEI/X, 7, BP®, pour i = 1,2,3, sont identifiables. Considérons le cas 1: il
n’y a que fermentation du glucose. Supposons que V’on puisse mesuré les concentrations X, F, S, et A
et la commande D. Si les paramétres ne sont pas identifiables alors deux mesures différentes de la sortie
entrafnent la non identifiabilité de paramétres.

1.Si X=X alors X = X' = p1 = iy’

2. Comme g = py' alors 13 = g et i3 = jij. Un simple calcul montre alors que 7, = 7' et
ppe = P,

3. » E=E = E=F et Y} x =Y} ';
4. 5S=5=8=8 et Y}, =Yk

5. > A=A => A=A'et Yj/szj}/XI;

Ceci montrent que les paramétres dans le cas 1 sont identifiables. Un raisonnement analogue permet de
conclure pour les cas 2 et 3.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés & la modélisation de la croissance de la levure de
boulangerie. Aprés avoir fait quelques rappels sur la modélisation en général de bioprocédés, nous avons
donné un état de I’art des modéles existants sur la croissance de la levure de boulangerie. La croissance
de Saccharomyces cerevisiae est trés complexe d’ol I’existence de ces nombreux modéles. L’établissement
d’un modéle se base sur les objectifs et sur les hypothéses que 'on se donne. Ainsi Bastin et Dochain
ont voulu donner un modéle assez général et qui se met sous une forme unifiée afin de pouvoir appliquer
des commandes adaptatives (Bastin et Dochain, 1990; Chen, 1992). Le modéle de Reyman modélise plus
précisément les vitesses spécifiques de croissance et les phases de latence. Quant au modéle de Rajab, il
se base sur les états physiologiques de la croissance de la levure et tient compte de I’'influence de V’acétate.
Il a été &laboré & partir du comportement d*un procédé pilote.

C’est ce modéle que nous avons particuliérement étudié. Malheureusement, ’utilisation du modéle tel
quel, en vue d’une synthése de loi de commande, est difficile. Il s’agit de montrer I’adéquation du modéle
mathématique & I’évolution réelle du procédé. Nous suggérons différentes simplifications et modifications.
Ces modéles ont &té construits dans le but de rendre les paramétres plus facilement identifiables, et/ou
dans le but de les utiliser afin de synthétiser des lois de commande, des estimateurs d’états, . ... L’étape
suivante consisterait a confronter ces modéles 3 des mesures expérimentales existantes.



Chapitre 2

Sur les Observateurs continu-discrets

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux observateurs, autrement dit reconstructeurs d’état. Soit un systéme
dynamique modélisé par le formalisme d’état

&= f(z,u) (21)

ol ¢ € R™ est le vecteur d’état, u € R™ est le vecteur entrée, f : R x R™ — R™. A ce systéme est
associée une équation d’observations, le vecteur de sortie de valeur dans R?

y=h(z). (2.2)

Un observateur est un systéme dynamique auxiliaire dont les entrées sont constituées des vecteurs
d’entrée, u(t), et de sortie, y(t), du systéme (2.1). L’observateur a pour rdle de donner une estimation
Z(t) du vecteur d’état z(t) du systéme considéré. Un tel systéme peut s’écrire sous la forme :

= f(z,u
(2, u,) (2.3)

{ = h(%, u,y)

avec Z € RY, f :RIXxR™x R? 5> RY, et b : RI x R™ x R? - R”. Ceci peut étre schématisé par la
figure 2.1.

8) 8-

u(t) y(t)

Systéme

QObservateur

F1a. 2.1: Principe de ’observateur

Le reconstructeur d’état (2.3) doit avoir certaines propriétés. Plus particuliérement, ’erreur d’estima-
tion, notée € = T — z, doit tendre vers 0 lorsque le temps tend vers D’infini :

Jim [le(8)]| = 0. (2.4)

30
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Généralement on souhaite que, si I’observateur est initialisé aux mémes conditions initiales que le systéme
4 observer (Z(0) = z(0)) alors pour tout ¢t € R+, Z(t) = z(t). Ainsi, un estimateur d’état peut étre décrit
par les équations suivantes:

f(#uy)

@ u)+k (3 0@ -y)

avec k (Z(t), 0) = 0, V¢t > 0, et les fonctions f et h sont les mémes que celles du systéme (2.1)-(2.2) &
observer et Z représente un systéme dynamique associé comme par exemple une équation de Lyapunov
et de Ricatti.

Ce chapitre est décomposé en trois parties. La premiére est un rappel (Bornard et al., 1993) des
principales définitions et des conditions & vérifier avant de synthétiser un reconstructeur d’état.

Ensuite nous présenterons différents observateurs non linéaires déja existants. Nous commencerons
par les estimateurs d’état déduits des résultats de Kalman pour finir avec les observateurs & grand gain.
Ces observateurs se basent sur les mesures des sorties disponibles en temps continu pour donner une
estimation en temps continu.

La troisiéme et derniére partie concerne les observateurs «continu-discrets». A partir des mesures de
sorties disponibles en temps discret, une estimation des variables d’état est donnée en temps continu.
Cette estimation aura bien siir la propriété de converger vers I’état réel du systéme.

832
Il

(2.5)

8)-
I

2.2 Observabilité, entrées universelles

Avant de construire un estimateur d’état, on doit se demander dans quelles conditions ceci est possible.
Par exemple, considérons les systémes linéaires stationnaires (temps invariant) :

y = Cz (2.6)

{ & = Az+Bu
oit A (respectivement B et C) est une matrice de dimension n x n (respectivement n x m et p x n). Sous
des conditions d’observabilité bien connues:

C

CA
rang ) =n (2.7)

C a1

le systéme linéaire (2.6) est observable.

Il faut définir cette notion d’observabilité pour les systémes qui ne sont pas linéaires stationnaires. En
effet, cette condition du rang n’existe plus. Notons par z,(t, zo,%0) la trajectoire & 'instant ¢, solution
du systéme (2.1) issue de la condition initiale 2o = (Zo) (to > 0) et des commandes appliquées u(t),
pour tout ¢ > tg. Pour mieux définir cette notion d’observabilité, on définit tout d’abord la notion
d’indiscernabilité :

Définition 2.2.1 (indiscernabilité) Soit le systéme non linéaire (2.1) avec pour équation de sortie
Péquation (2.2). Soient deuz états initiaur zo et zo' distincts. Ils sont dits indiscernables si, pour toute
Jonction d’entrée u(t) et pour toutt > tg > 0, les sorties h (zu(t, zo, o)) et h (zu (¢, 20’,t0)) qui en résultent
sont égales.

C’est-a dire qu’a partir de deux conditions initiales différentes, la sortie du systéme est la méme dans les
deux cas et ceci pour une méme commande appliquée. Ainsi

Définition 2.2.2 (observabilité) Le systéme (2.1)-(2.2) est dit observable s’il ne posséde pas de couple
d’états initiauz distincts indiscernables.
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Ceci définit donc la notion d’observabilité. Si un systéme est observable, on pourra alors essayer de
construire un estimateur d’état associé. Malheureusement, cette condition d’observabilité n’est pas aisé-
ment vérifiable. Il faut pouvoir intégrer le systéme (2.1)! Il n’existe pas de critére aussi simple et aussi fort
tel que la condition du rang (2.7) pour les systémes linéaires stationnaires. Une condition de rang existe
pour les systémes non linéaires mais elle est locale et n’est valable que pour certaines entrées appliquées.
Cette condition est basée sur la notion d’espace d’observation.

Définition 2.2.3 L’espace d’observation O est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les sorties
hi,ha,---, hy fermé sous Uopération de la dérivation de Lie par rapport auz champs de vecteur fy(z) =
f(z,u) du systéme (2.1) pour un u(t) constant € R™.

Définition 2.2.4 On dit que le systéme (2.1) est observable au sens du rang en xq si la dimension
de lespace des différentielles des éléments de O évalué en zq est de rang n.

Les systémes linéaires temps variants, avec les matrices A(t), B(t) et C(t) bornées,

{ ¢ = A(t)z+ B(t)u

) = Cl)e (2.8)

bénéficient aussi d’un critére assez pratique a vérifier. Soit ®(,%0) la matrice de transition d’état de la
partie autonome du systéme (2.8) définie par ®(to,%0) =1 et

;—tQ(t,to) = A(t) ®(t, o). (2.9)

Définition 2.2.5 Le systéme (2.8) est dit complétement uniformément observable s’il existe o > 0
et tg > 0 tels que, pour tout t > 0, on ait

T(t,t + to) = / " T(0,1) C7(0) Clo) @(0,8) dor > al. (2.10)

La matrice I'(¢, t-+1o) est appelée le Grammien d’observabilité du systéme (2.8). La compléte observabilité
signifie que le systéme est observable & chaque instant, c’est-a dire Vg, Vao', £o # xo’, 3t > 1o > 0 tel que
C(t) zy (¢, o, t0) # C(t) 2y (¢, o', o). De plus la compléte uniforme stabilité garantit que dans un inter-
valle de temps donné, la sortie C(t) z, (, zo,%o) fournit toujours assez d’informations pour reconstruire
I’état du systéme.

En général pour les systémes non linéaires, I’entrée u(t) appliquée peut rendre celui-ci inobservable.

Définition 2.2.6 (entrée universelle) Une fonction d’entrée u(t) est dite universelle sur [0,1] si elle
distingue sur [0,1], tout couple d’état initiauz distincts.

Inversement, une fonction entrée est dite singuliére sur [0,1] si elle n’est pas universelle. Soit le systéme
affine en I’état

¢ = A(u)z+B(u) (2.11)
y = C(u)= ’
et soit la matrice de transition ®y(2,%o) telle que @, (to,t0) = 0 et
d
a@u(t,to) =A (U) P, (t,to) (212)

On définit I'indice d’universalité v, (t,%o) par la plus petite valeur singuli¢re de

Tu(t, t0) = / t @, T (0,t) CT(0,t) C(0,t) By (0, t) do.

to

Définition 2.2.7 Une entrée u(t) est universelle sur [0,1] pour le systéme (2.11) si v, (t,0) > 0.
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Trés souvent, pour les systémes affines en ’état, I’entrée universelle n’est pas suffisante pour la construc-
tion de certains observateurs. Il faut que la commande excite suffisamment le systéme. On parle alors
d’entrée persistante, notion introduite pour les systémes bilinéaires par Celle et al. (1989) et étendue pour
les systémes affines en ’état par Couenne (1990).

Définition 2.2.8 Une fonction entrée u est dite réguliérement persistante pour le systéme (2.11) s’il
existe to > 0, t1 > 0, et a > tels que pour tout t > tg, v, (t +1,1) > a.

Finalement, on dit qu’un systéme est uniformément observable si toutes les entrées sont universelles. Il
existe un résultat trés pratique, di & Gauthier et Bornard (1981}, qui donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour vérifier qu’un systéme est localement uniformément observable. On considére les systémes
non linéaires affines en la commande mono sortie :

T = f (-’B) + 2:7;1 Ui gi (2.13)
y = h(z)
avecz € X CR?, ueld e R™, y € Ret ot X est le domaine physique (ouvert, borné) dans lequel évolue
Pétat du systéme, et U est I’ensemble des valeurs admissibles de I’entrée. Soit la fonction @ : R* — R
définie par

thl:c) 2
3(z) = f:(r) =7 |=- (2.14)
L}"'lh(r) Zn
et qui transforme (2.13) en:
i Az 3(2) +up(2)
(12 o
0 1 0 0 0
e O E L T B
0 0 0 @n(2) Lth(27'(2))
#1(2) Lgh (27%(2))
o | PO || LM )
@) | L Lepth(@7(2)

Théoréme 2.2.1 (Gauthier et Bornard (1981)) Supposons que la fonction ® choisie soit un difféo-
morphisme de X sur ® (X), que les fonctions ®, ¢ et ¢ puissent étre étendues de X sur R™ par une
fonction de classe C™ et que le systéme (2.15) soit complet pour toutes les fonctions entrées admissibles
(mesurables bornées) & valeur dans U, alors le systéme (2.13) est uniformément localement observable si
et seulement st la fonction @ est de la forme

p1(z) = ¢i(a)

P2(z) = @i(z1,22)
(2.16)

¢n_1(Z) = ¢1(21,Z2,"',Zn_1).
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Ainsi les systémes non linéaires mono-sortie pouvant se mettre sous la forme

[ &1 | [ 2+ o(u, 1) |
&2 z3 + ¢(u, 21, T2)
‘b3 T4+ ¢(U,:B1,232,:B3)
= . =\ (2.17)
Zp-1 T + ¢(u, 21,22, -, Tn-1)
L -'bn J L ¢(U,$1,"',$n) J

sont localement uniformément observables. Le systéme (2.17) représente une forme canonique d’observa-
bilité. Gauthier et Kupka (1994) ont étendu ce résultat comme suit :

Théoréme 2.2.2 (Gauthier et Kupka (1994)) Tout systéme localement U-uniformément observable
se met sous la forme canonique suivante :

( i’l fl (u)zl)mz)
) & = fi (U, I, coy zi+1) = f(u) :B) (218)
Zn o (u,21,...,20)
. y = folu,z1,...,25)

avec z(t) EX CR™, y(t) eYCR et V(u,2) €U x X, Vi€ {0,...,n—1},

a-'Bi+1 fi(ua Tiy..0y :Bi+1) 75 0.
La notion de U-uniforme observabilité a été introduite par Hammouri, Busawon et Farza (Busawon, 1996).
Elle caractérise les systémes oli les entrées ne peuvent pas prendre n’importe quelles valeurs. Physiquement
les actionneurs peuvent limiter la valeur des entrées, ou par exemple dans les bioprocédés la commande
en dilution est forcément positive. Un systéme est dit localement U-uniformément observable en un point
z si, le systéme restreint & un voisinage de z, toute entrée u : [0,7] — ¥ est universelle

La complexité des systémes non linéaires multi-entrées multi-sorties ne permet pas de fournir de
forme canonique générale d’observabilité. Pour certaines classes de systémes non linéaires multi-entrées
multi-sorties, le résultat précédent a été étendu (voir par exemple Busawon (1996)).

2.3 Observateurs continus-continus

2.3.1 Observateurs de type Kalman

Actuellement, les observateurs ne sont qu’une extension des observateurs pour les systémes linéaires
donnés par Luenberger et par Kalman. Par exemple, pour les systémes linéaires temps variant (sys-
téme (2.8)) la version déterministe du filtre de Kalman est :

Théoréme 2.3.1 Si le systéme (2.8) est complétement uniformément observable, alors
{ P(t) P(t) AT(t) + A(t) P(t) + R— P(t) CT(t) QC(¢) P(t)
2(t) = A()E() - P@)CT()Q (C(t) () - y(1))

est un observateur pour le systéme (2.8) & convergence ezponentielle od les matrices Py = P(0), R et Q
sont choisies arbitrairement dans ’ensemble des matrices définies positives.

(2.19)
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En posant S(t) = P~1(t), I’équation dynamique du gain se réécrit :
S@t) = —AT (@) S(t) — S(t) A@t) + CT() QC(t) — S(t) RS(t) (2.20)

et la correction appliquée  I’estimation est changée en —S~1(t) CT(t) Q (C(t) Z(t) — y(2)).

L’origine de cet observateur vient d’une minimisation d’un critére quadratique. Couenne (1990) a
amélioré ce critére en ajoutant une valeur du critére a ’instant initial, un facteur d’oubli exponentiel et
en considérant les systémes affines en ’état (2.11). Cette introduction du terme «d’oubli exponentiel»
permet aussi de travailler avec R = 0. Le critére est le suivant :

T
J(€) =" (e'“"llﬁo —&lls, + / e’ Tlly(r) = C By (T,to)Eollédf) (2-21)

to

ol |||[§(J et ||||ZQ désignent les formes quadratiques: ||£||~2,,~0 =ETSo€ et ||£||2Q =€ET Q¢ (So et Q sont des

matrices symétriques définies positives). Comme J(€) est un critére strictement convexe, le minimum

existe et est unique. Soit £* ce minimum; il est donné par % = 0. En posant Z = ®,(t,t5) £*, le calcul

de la dérivée de Z par rapport au temps conduit, aprés simplification, aux équations:
{ (1) = -0S() - AT(u(t) S() ~ S(t) A(u(®)) + CT()QCW)
z(t) A(u(t)) B(t) + B(u(t)) u(t) — S~ () CT(1) @ (C(t) 2(t) — y(2)) -

Ainsi, en faisant la remarque que toute entrée u(.) mesurable bornée appliquée au systéme affine en la
commande (2.11) engendre un systéme linéaire dont les paramétres varient dans le temps, nous avons:

(2.22)

Théoréme 2.3.2 Si Uentrée u(.) est réguliérement persistante, alors pour tout § > 0, le systéme (2.22)
est un observateur non initialisé pour le systéme affine en la commande (2.11).

La vitesse de convergence de cet observateur est exponentielle et est arbitrairement choisie en fonction de
6. Une preuve de ce théoréme se trouve dans Bornard et al. (1989). De Leon Morales (1992) a donné une
démonstration plus courte en utilisant comme fonction de Lyapunov €T Se (¢ = £—z ’erreur d’estimation)
et en introduisant la notion d’entrée @-strictement persistante : une entrée u(.) mesurable bornée est dite
f-strictement persistante si § > 0 étant donné, 3a > 0, 3t > 0, V¢ > ¢, S(t) > al. Comme il en a fait
la remarque, une entrée réguliérement persistante est aussi une entrée f-strictement persistante. Mais ce
qui est plus intéressant, c’est qu’il a étendu ce résultat aux systémes de la forme

& A(u,y)z + B(u,y)
{ Y = Cz (2.23)

en considérant que si 1’entrée v = (u, y) est une entrée réguliérement persistante pour ce systéme alors le
systéme

Il

S —6S—AT(u,y) S-S A(u,y) +CTQC
Z = A(u,y)z+Bu,y)-S1CTQ (CE—-y)

avec 8 > 0, est un observateur & convergence exponentielle pour le systéme (2.23). Ce type de systéme
est particuliérement intéressant pour les bioprocédés modélisés sous la forme unifiée de Bastin et Dochain
(1990) (voir chapitre 1) dans le cas ol les concentrations en substrat et en produit sont mesurées et o
on est en présence de plusieurs micro-organismes ou plusieurs états physiologiques.

Trés souvent dans la pratique, le systéme non linéaire est linéarisé au point de fonctionnement. Sur ce
systéme linéarisé est appliqué ’observateur de Kalman : c’est-ce qu’on appelle ’'observateur de Kalman
étendu. Deza et al. (1992) ont donné un résultat de convergence de cet observateur. Nous réexaminerons
ce résultat 3 la section 2.4.

(2.24)

It

2.3.2 Observateurs a4 grand gain

Nous avons vu précédemment qu’une synthése d’observateurs de type Kalman est possible pour les
systémes affines en la commande, sous des conditions sur les entrées. L’estimateur d’état ainsi construit
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augmente la dimension du systéme de n (n + 1) équations différentielles. L’approche grand gain, permet
de fixer définitivement les coefficients de la matrice de gain S~1, et de travailler avec une classe plus vaste
de systémes: les systémes uniformément localement observables.

Le principe d’un observateur 4 grand gain est de décomposer le systéme en une partie affine en I’état et
une partie non linéaire. La synthése de ’observateur est réalisée sur la base du systéme linéaire. Sous des
conditions de structure, ’utilisation d’un gain suffisamment grand permet de traiter des non linéarités.

Cas mono-sortie

Nous avons vu que les systémes non linéaires affines en la commande mono-sortie localement unifor-
mément observables se mettent sous la forme canonique (2.15). Ces systémes sont inclus dans le systéme
plus général :

z = Az+p(z,u)
2.25
{ y = Caz. (2.25)
[0 1 0 --- 0]
On rappelle que A est la matrice anti-shift A = | : .0 | et C [ 1 0--- 0 ] Gauthier
: 1
0 0

et al. (1992) ont donné pour ces systémes un observateur & grand gain. La matrice de gain sera K A~YT).
K est une matrice n x 1 dont les n coefficients sont choisis tels que la matrice [A — K C] soit Hurwitz. La
constante T~ est le gain qui doit étre pris suffisamment grand pour assurer la convergence de I’observateur

T 0 - 0
. 0 T?
(0 < T'< 1). La matrice A(T) est donnée par A(T) = | ~
R
0 -.. 0 Tn

Théoréme 2.3.3 (Gauthier et al. (1992)) Soit A définie comme ci-dessus et soit K telle que la ma-
trice [A — K C) ait toutes ses valeurs propres a partie réelle négative. Si

1. la fonction ¢(z,u) est globalement lipschitzienne par rapport & z, uniformément par rapport a u;
do; _ . .. .
2. 6%=0pourz_. 1,...,n=1, j=i+1,...,n;

alors le systéme est uniformément localement observable, et il eziste Ty tel que, pour tout T qui satisfait
0 < T < Ty, le systéme dynamique :

{; = AZ+(Zu)-A"YT)K (CZ—y) (2.26)

y = Cz

est un observateur pour le systéme. De plus, la norme de Derreur d’observation est bornée par une ezpo-
nentielle dont la vitesse de décroissance peut étre choisie arbitrairement grande.

Preuve

En utilisant le changement de base z = A(T)z, £ = A(T)Z, on a € = Z — 7. La dépendance de ¢ par
rapport & z etu étant omise dans la notation: ¥(&) = ¢(Z,u) — ¢(Z, u), on calcule alors facilement que
A= AT)AA"Y(T) =T 'A,C = CA~Y(T) =T'C. 1l en résulte:

{

= T 'AZ+AT)p(A~(T) 2,u)

= T-1Cz
TrAZ+ AT (AYT) 2,u) + TP KC (- 2)
T-Y(A-KC)e+AT) ¥ (A™1(T)¢)

Nee
e W
|

m)-
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Soit S une matrice définie positive solution de I’équation de Lyapunov :
[A-KC"S+S[A-KC]=-L (2.27)

On prend comme fonction de Lyapunov candidate: v = £€TSe. On peut majorer la dérivée par rapport
au temps de ¥, comme suit :

v = 28T8¢

b = 275 (T (A-KC) e+ A(T) % (A1(T) &)

5 = =T Uel® + 26T SAT) ¥ (A~Y(T)¢)

5 < =Tl + 20180 llell @ D>~ x T el (2.28)

i=1j=1

oil @, est la constante associée & la fonction ¢, qui est la méme que 9. On a défini x;; = 0 si %‘f;f— =0,

sinon x;; = 1. Alors x;;7°~4 > 1 pour T' < 1, V4,5 € {1, ..., n}. On note respectivement Az, As les
valeurs propres minimale et maximale de S. On obtient
—_7-1 2 - .
v < 0+ 2sEllay >0 xiTole|
s i=1j=1
—T7-1 As L .
v < — 42— T o
— AS /\I W;;XU
. -T-! A
i < [5—+228a,n2) 5. (2.29)
- /\s /\j

Donc, pour tout ¥ > 0, il existe T, 0 < T' < 1, tel que ¥ < —v¥. L’observateur converge donc exponentiel-
lement et on peut choisir arbitrairement la vitesse de convergence. On remarque que ’entrée du systéme
n’imposant aucune condition, le systéme est alors uniformément localement observable.

Remarques :
— La condition ii) revient en fait & dire que ¢(z,u) a une forme triangulaire.

— Lamatrice A~Y(T) K peut é&tre choisie identique & Sy 1CT, avec S; * solution de ’équation algébrique
de Riccati. Sy est la solution stationnaire de Sy = —0S5; — AT Sy — Sy A+ CTC pour 8 assez grand
(on aici § = ). Une écriture explicite de Sy est donnée dans Othman (1992).

— Si on a effectué un changement de variable pour obtenir le systéme (2.25), on n’a pas besoin de la
connaissance explicite de ®~! qui est souvent difficilement calculable. Lorsque I’on écrit I’observateur

dans son repére de départ, il suffit de connaftre [%ﬂ] . Dans le repére initial ’observateur s’écrit:

z

1@ + Trwa® + [29] 7 A (K- cB)
y = Cz

(2.30)

— On parle de grand gain puisque lorsque I’on choisit 7! suffisamment grand (T suffisamment petit),
on cache l'effet de la partie non-linéaire dans la synthése de ’observateur.
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Cas multi-sorties
Considérons le systéme non linéaire affine en la commande :

{fc = f@+Tm ug

Y = () (2.31)

avec £ € X CR”, u € Y € R™, y € R? Supposons que ce systéme soit observable et que I’entrée u(t) =0
soit une entrée universelle. Le Jacobien de {hl, L¢hy,.. .,L}"‘lhl, cooyhp, . .,L}"lhp} par rapport 3 z

est de rang n presque partout sur R™. Au voisinage d’un point régulier on peut sélectionner un sous-
ensemble de rang plein:

@ = {h1, Lyhy,. o, L b,y SLIPhy ) (2.32)

Nous avons I’entrée hr(z) qui intervient & lordre 7. Ceci détermine un difféomorphisme local ol le
systéme s’écrit:

i = Az+9(2) +o(2)u
2.33
{ o (233)
Ay 0 1 0
oii: A= , avec Ax = 0 0 ,
1
4p 0 0 0
- 0
C ()01(2)
C = yavec Cx = [1 0 -+ 0], @(2) = : , avec @(2)x = 0
C on(2z <
P p(2) Pi(2)
¢1(2) P1x(2)
et ¢(z) = : , avec gk(z) = : . Nous avons @ (z) = L}*hx (@~1(2)), et @ir(2) =
) #p(2) Pk (2)
LgL}"lhk (®1(2)). La taille de chaque bloc k est 7%, k = 1,...,p, avec 3 7_; % = m, et on pose
p1 =1, pry1 = ps+ %, k =1,...,p— L. Pour le théoréme qui suit, issu de Bornard et Hammouri
(1991), nous n’avons pas besoin de la linéarité en u, et nous considérons alors le systéme suivant:
. — A ,
“ 2+ elnu) (2.34)
y = Cg
K,
et la matricen x p, K = ol les matrices K, sont de dimension 7 x 1.

Kp

Théoréme 2.3.4 (Bornard et Hammouri (1991)) Soit la matrice K choisie telle que pour chaque
bloc k, la matrice (Ax — KxCk) ait toutes les valeurs propres & partie réelle négative. Si

1. la fonction p(z,u) est globalement lipschitzienne par rapport & z, uniformément par rapport a u.

2. on suppose qu’il existe deur ensembles d’entiers o = {0y ...0n} et d = {81...8,}, avec &; > 0, i =
1...p, tels que:

(a) Opptl = Opppi-1 +0, k=1...p,l=1...9%_1,
() 8 #0=0i>0j, i=1...n, j=1...n, j#pm, k=1...p.
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Alors le systéme est uniformément localement observable, et il existe To > 0 tel que, pout tout T, 0 <
T < Ty, le systéme suivant :

7 = AT+ u)+ A YT,0)K(y - C?) (2.35)
y = Cz ’
avec .
?}lk =Yx,
? = 2 # Bk
1
TH A(T%) T (2.36)
A(T,8) = , ott Ay(T) = ,
T% A(T%)

TMe—1

est un observateur pour le systéme. De plus, la norme de Verreur d’observation est bornée par une ezpo-
nentielle dont la vitesse de décroissance peut étre choisie arbitrairement grande.

La preuve du théoréme suit la méme démarche que celle du théoréme précédent. Il suffit de reprendre

n n
et d’écrire par blocs k. La majoration de ZZ xi;T79||€]| dans le cas mono sortie est n2. Ici, dans le
i=1j=1
pe+ns—1 n o a
cas multi sorties, nous majorons E Zx,-ﬂ“"”e"” par 7% X n sachant que x;; = 0 si B_— =0 ousi
i=pe J=1 Zj
§ = pk, sinon xi; = 1, dott x;T% 7% > 1, pour T'< 1, Vi = pie...pte + m — 1, Vj = 1...n. Et nous
majorons ||Sk|| par s¢ = sup{||Sil|,- -+, |ISk||}, k=1...p.

Remarques:

— Les conditions i sont assez contraignantes sur Lp(z u). En effet, pour certains couples (,7), il
faut que 3 Q‘f—' = 0, lorsque l’on a 0; < ;. Cela impose une certaine configuration de la matrice

Jacoblenne de ¢(z, u). Par exemple au sein de chaque bloc, on retrouve la condition triangulaire du
cas mono-sortie.

— Comme dans le cas mono-sortie, on parle de grand gain puisque lorsqu’on choisit T-! suffisam-
ment grand (T suffisamment petit), on cache V’effet de la partie non-linéaire dans la synthése de
I’observateur.

~ On a aussi o4t = 0y, + (I — )0k, | = 1...7%. Le choix des ensembles ¢ = {01...05} et
8 = {61 ...0,}, revient donc en fait & choisir 1 -- -8, et oy, -+ -0,

~ Pour savoir si le systéme (2.34) est observable, il suffit d’écrire les conditions ii et de résoudre ce
systéme d’inéquations. Si on a o; > o avec p, <1 < pp; + M — 1, pr; < J < pi; + ;5 — 1, avec
Bi; F Mr;.et § F e, k=1...p, alors il vient que o7 > 0 pour ! tel que i+1<1< pg;, +m%; — 1,
et o; > op pour I tel que B < I'<j-1.

- Contrairement au cas mono-sortie, il n’existe pas une seule forme canonique, mais plusieurs. Cela
dépend du difféomorphisme choisi. Pour un systéme donné, il est possible quun difféomorphisme
choisi ne permette pas de dire si ce systéme est observable, par contre pour un autre difféomorphisme
ce systéme peut satisfaire aux critéres d’observabilité.

Nous allons utiliser ce théoréme pour ’appliquer & un modéle de la levure de boulangerie. Pour cela,
nous faisons la remarque que le théoréme reste valable si les conditions # — b sont changées comme suit

0 38 £0=0i>05, i=1..n=1, j=1...n, j#m, k=1...p
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Ce qui signifie que la dépendance de ¢(=, u) par rapport aux ;,i = 1,---,n n’a pas d’importance. Cette
derniére remarque permet d’appliquer sous certaines conditions cet observateur aux bioprocédés modélisés
sous la forme unifiée de Bastin et Dochain (voir chapitre 1 (1.15)):

E=Ko—-DE—Q+F. (2.37)
Il faut pour cela que

— la vitesse d’alimentation (gaz et liquide) F; ne dépende que de la commande (vitesse de dilution
D), de la concentration S, ; constante et connue et du débit gazeux entrant @i, ; mesuré;

— le débit gazeux sortant @; est mesuré ou est fonction uniquement de ’état &;;

— la vitesse spécifique de croissance ¢ est positive, bornée et ne dépend que du vecteur état £ et de
constantes connues;

— la matrice des rendements est connue;

— la commande D appliquée (par exemple 0 < Dpin < D(t) < Dmax) permet d’assurer que le systéme
vit dans un compact et qu’il est éloigné des bords (£ > 0) pour éviter les problémes d’observabilité;

— au moins n/2 états sont mesurés.

— alors les fonctions ¢ sont partout Lipschitz dans le compact et peuvent étre rendues globales Lip-
schitz, par un raccordement continu par exemple.

Notons par ém =y =CE€=[€m 1, Emp] les p états mesurés, et § =[€,1,---, & ] les g états qui ne le
sont pas, avec p+ ¢ = n et p > q. Alors sous les conditions précédentes et si

¢ = {&m,m 3 Lf{m,lsu M} £m,np, Lf&m,ﬂ,;;&m,ln e aém,/\ﬁ}

(avec 26+ p=n,1 <k <p, 1 <Aj<p,et ki#Ajpouri=1,--,pet pour j= 1,-+-,P) est un
difféomorphisme alors I’observateur grand gain peut étre appliqué au bioprocédé.

2.4 Sur ’observateur de Deza et al.

2.4.1 Estimateur Kalman étendu continu-continu

Nous allons revenir sur I’observateur présenté par Deza et al. (1992). La stabilité d’un estimateur
Kalman étendu continu-continu et continu-discret y est présenté. Dans sa thése,Viel (1994) améliore le
premier résultat et donne une meilleur explication de la démonstration de la convergence de cet estimateur.
Pour plus de clarté, nous allons prendre la classe de systéme considérée par Deza et al.. Ce sont les systéme
non linéaires mono sortie localement uniformément observable affines en la commande. Ils se mettent sous
la forme canonique :

{ ¢ = Az+¢(z)+up(z) (2.38)

y = Cz

ot A est la matrice anti-schift, ¢ et ¢ sont triangulaires et globales Lipschitz. Ce systéme vérifie les
conditions du théoréme 2.2.1. Ils considérent une matrice symétrique définie positive @, une constante
1

0

r > 0 et une matrice n x n de gain A = . Tls notent Qo = 82A-1QA, 3 = 2 et
g .. 4 =

o o=

=

* = %‘f—. Alors
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Théoréme 2.4.1 (Deza et al. (1992)) Pour 8 assez grand, le systéme

{g = AZ+$(@)+p@E) u— S5 CTr ! (CE-y) (2.39)

S = —-SQyS5— (A+ ¢*(@) + ¢*(:’E)u)T S-S (A+ & @)+ 7 (Z)u) + CcTr-iC
est un estimateur Kalman étendu pour le systéme (2.38).

La démonstration se base sur la fonction de Lyapunov T Se, ol € = Z—z, et utilise les notations suivantes:

o~

- T = 3(3) + 3(3) u— $@) - BE) - (7@ + #(@) v);
- §(t,0) = 3A (*(B) + (@) v) A

- z = Aeg;
- S=0A"1SA
Alors
S = 0<—§Q§—(A+6(t,0))TS—S(A+5(t,0))+CTr‘IC> (2.40)
%(zTéz) = —0zT§Q§z+2zT5'AI‘—§zTCTCz (2.41)

1l s’agit maintenant de majorer le terme positif dans I’équation de la dérivée de la fonction de Lyapunov.
En utilisant les propriétés que les fonctions { et @ sont global Lipschitz et triangulaire, et que la commande
est bornée |u(t)| < Umax, alors nous avons la majoration suivante

|zT§AI‘|

IA

| 3] vari

IN

|- 3| P 1=l
< P(1/6) B(S) 2T Sz

ot P(1/6) est un polynome fonction de #~*, des constantes de Lipschitz et de umax; B(S) = %‘%—‘g— Il
faut donc majorer ces deux termes. Par construction, P(6) est une fonction décroissante lorsque 6 croit.
Pour pouvoir majorer B(S) il faut montrer que S est bornée. En posant S(t) = S(¢/6), il invoque un
résultat classique de la bornitude de 1’équation de Ricatti donné dans Jazwinsky (1970) (on discutera sur
cette bornitude dans la section suivante). Ainsi en posant F(t) = A—4(t/6,0), il existe 6o > 0,3T >

0,3e; > 0,3ez > 0 telles que V8 > g, ¥t > T, I’équation de Ricatti
5=-5Q5-FTS-5F+CTr'C (2.42)

est bornée comme suit : _
(4} I S S(‘t) S C2 I (243)

Par conséquent B(S) < , /& et comme I\ = "Tf}fn > 0,V0 telle que AS < §@Q8, alors Vt > T,

i(zTS:z) < —0z75Q5z+2:TSAT (2.44)

at
< (—,\0 +2P(1/6), /%’:1 ) ) (2.45)

d’ou en choisissant @ assez grand, la fonction de Lyapunov décroit exponentiellement vers 0.
a
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2.4.2 Sur la bornitude de I’équation de Ricatti

Afin d’appliquer cet observateur, il serait utile de connaftre les valeurs que peut prendre §. Il faut
donc avoir une idée sur les constantes ¢y, ¢, A et la majoration de P(1/8). Une premiére majoration de

P(8) est
P(1/0) < (Zn: ((Xn: %) L tmax + b%i) + L e + i) Il (2.46)

i=1 j=1

ol n est la dimension du vecteur d’état, L, respectivement L, est 1a constante de Lipschitz de @, respec-
tivement de @. Cette majoration peut étre faite dés que 8 > 1, avec L la plus grande des constantes de
Lipschitz des fonction @ et ¢:

P#) < -;—L (umax n% + (Umax +2) 7+ Umax + 1) . (2.47)

Le probléme est la détermination des constantes c; et ca. En effet la référence sur le livre de Jazwinsky
(1970), nous raméne & la section 7.7 «Bounds and Stability - Continuous Filter» pages 243-244. Cette
section fait référence aux lemmes 7.1 et 7.2 sur la bornitude de I’équation de Ricatti discréte et dit que le
méme principe peut étre employé. Viel (1994) ajoute comme référence le livre de Bucy et Joseph (1968)
oil une démonstration est faite. On considére I’équation de Ricatti

P=FP+PF*-PHTR'HP+Q (2.48)

avec P(tg) = P, matrice symétrique positive, et od F(t), H(t), R(t), Q(¢) sont supposés continues et pour
tout ¢ > 0, Q(t) > 0 et R(t) > 0. L’équation admet un solution, définie sur [0, 400, P(t) et telle que
P(t) > 0. On note ®(t, o) la matrice résolvante de II = FII. Avec ®(to,t0) = I, elle est solution de

d
a@(t,to) = F(t) q’(t,to). (249)
Soit le systéme linéaire

z = F(i

()= (2.50)

y = H(t)z
Si ce systéme est uniformément observable sur 'intervalle de temps [0, T, alors il existes quatre constantes
positives (a1, ag, b1, b2) telles que

a1< [} ®T(rto) HT R~ H®(r,to)dr < b1 (2.51)
a1 < fl 0t T)QET(t, T)dr < byl (2.52)
En notant .
Cr(t,t—T) = / &7 (r,t0) H* R~ H ®(r,10)dr (2.53)
t-T
et :
Wot,t—T)= / ®(t,7) QT (¢, T)dr (2.54)
t-T

le lemme 5.4 (Bucy et Joseph, 1968) affirme que
P(t) < Wg'(t,t — T) + Cr(t,t - T), (2.55)

d’ott & partir des inégalités (2.51) et (2.52) on prétend démontrer 'encadrement de P(¢) et, par conséquent
celui de S(t) = P~1(t):

(2.56)
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Le probléme est que I’inégalité (2.55) n’est pas vraie. Voici un contre exemple: Soient F' = [ g (1) ] ,
2 0

0 1 et R = 1. Nous sommes en présence d’un systéme linéaire stationnaire.

H=[1 0],Q=[

11 est évident que I’équation (2.50) est uniformément observable. Par un logiciel de calcul formel, nous
pouvons calculer P(t) vérifiant ’équation de Ricatti (2.48) en faisant la remarque que P =Y X~ avec
X et Y vérifiant le systéme matriciel :
X
2.57

[ b'e ] [ -FT  HTR'H
. Nous verrons que pour une constante @ > 0 prise suffisam-

Y Q F
a

0

ment grande et pour un temps donné, 'inégalité (2.55) n’est pas vérifiée. Un calcul permet d’exprimer
Wg et Cr:

ott X(0) =Iet Y(0) = P(0) = [

T 2
2 3
Py AR G
Cr(t,t—T) = ;: 3 2 (2.59)
= T

L’inégalité (2.55) affirme que la matrice P — W51 — Cr est négative. Or pour T =1,¢ = 1.0l et a = 150
alors un terme de la diagonale de cette matrice est strictement positif.

Donc cette inégalité n’est pas vraie, et on ne peut pas I’utiliser pour définir les bornes supérieures et
inférieurs de la matrice S.

L’erreur dans la démonstration de Bucy et Joseph peut venir du fait qu’on suppose que si A < B,
avec A et B des matrices symétriques positives, alors ceci entraine que A% < B2. Prenons par exemple

A:[g 230]et'B= [(1) 100]'Il%tClairq“eASB,maisA2£B2,

Donc I’inégalité (2.55) est fausse, cependant il est possible de majorer grossiérement la solution de
P’équation de Ricatti, mais il serait souhaitable de trouver une majoration plus fine. On peut montrer que

P() < Cr™Y(0,T) + K(0,T) (2.60)
ol i
K(0,T)= /0 ®T(0,7) V(r)Cr1(0,7)dr (2.61)
et T
V(r) = /T ®T(s,0) H (¢) R~ (o) H(0) ®(0,0) do. (2.62)

T étant fixé et fini, Cr(0,T) étant borné par les inégalités (2.51), K(0,T), fonction continue sur un
intervale de temps fixe, peut étre borné en prenant les “sup” et les “min” des fonctions ®, Cq et V, alors
P(t) est borné mais les bornes sont trés difficilement identifiables.

2.5 Observateurs continu-discrets

2.5.1 Introduction

Jusqu’a présent nous avons considéré des estimateurs d’état basés sur les sorties disponibles en temps
continu. Dans la pratique, les mesures sont rarement disponibles en temps continu. Ce cas est courant
dans les bioprocédés (Busawon, 1996; Lucena et al., 1995).



2.5. Observateurs continu-discrets 44

Comme les procédés sont quasi continus, une approche consiste a discrétiser le modéle mathématique
obtenu et & appliquer un observateur discret (Grizzle et Moraal, 19905; Grizzle et Moraal, 19904; Cicca-
rella et al., 1993; Lee et Nam, 1991; Ciccarella et al., 1995; Moraal et Grizzle, 1995). Une autre alternative
consiste & supposer que I'intervalle de temps entre deux mesures est négligeable par rapport a la dyna-
mique du systéme.

Finalement Deza et al. (1992) ont remis au golt du jour 'utilisation d’observateurs continu-discrets.
Cette idée d’observateur continu-discret provient de la théorie du filtrage (Jazwinsky, 1970; Labarrere
et al., 1988) et le principe est comme suit: une estimation des états du systéme est donnée en temps
continu, alors que les mesures ne sont disponibles qu”en temps discret.

Considérons les systémes non linéaires de la forme

() = f (:c(t), u(t)) , z € R u €R™, (2.63)
munis d’une équation d’observations faites aux instants #;, ¢ € N
y(t:) = h(z (%)), yeR? (2.64)

ot f : R*xR™ > R®et h : R™ — RP. Vu les remarques faites précédemment, un observateur
continu-discret s’écrira comme suit pour chaque pas ¢:

1. Entre deux instants de mesures, ¢; et %;;;, 'estimateur est une recopie du modéle du systéme
initialisé par la condition initiale z (¢;), et pour ¢ € [t;,%;41[ on a:

5(t)=f (:’E(t), u(t)) . (2.65)

L’intégration numérique donnera une estimation de 1’état du systéme a Pinstant t;4.1. Cette esti-
mation est notée T~ (ti41) = limse,,; t<tiyy Z()-

2. A Pinstant ¢;11, nous avons la mesure y (t;41) = h (:c (ti+1)) et Iestimation de I’état Z= (ti41). I

s’agit & partir de ces informations de donner une nouvelle condition initiale pour le systéme (2.65)
pour ¢ € [ti41,tis2[. Cette nouvelle condition initiale (Z (t;+1)) est donnée par I’équation :

B (ti41) = 8 (1) + ¢ (7 (i), w(ti4)) (2.66)
ot g; : R" x RP » RP.

Cette fonction g doit étre choisis telle que le systéme (2.65)-(2.66) vérifie certaines propriétés. Soit I’erreur
d’estimation e(t) = Z(t) — 2(t), on désire que lim;_, ||e(t)|| = 0 et ce pour tout . Ceci est possible si
on arrive & démontrer que lim;, ;o0 || (£;)]| = 0 en choisissant correctement la fonction g; et en utilisant
des propriétés sur les fonctions f et h.

Généralement on demandera que la fonction f soit Lipschitz et que la fonction g s’écrit sous la forme
K [h(Z (t;)) — y (t:)] ol la matrice K peut étre temps dépendante. En résumé, un observateur continu-
discret s’écrit en considérant le systéme (2.63) et les mesures (2.64), pour t € [t;,%;41], 1 € N:

{ 2t) = f(EQ), x)

! ) (2.67)
Z(tip1) = Z(tin) — K [B(E (i) — y (Gig)]

2.5.2 Un observateur continu-discret de type Luenberger

Pour en illustrer le fonctionnement, nous allons donner un observateur continu-discret de type Luen-
berger pour les systémes linéaires stationnaires avec équation d’observation discréte de période Ty :

2.68
(k) Cz(kTs), yeRP,C:pxn. (2:68)

{ z(t) = Az(t)+ Bu(t), zeRMueR™ A:nxn,B:nxm,
y
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Théoréme 2.5.1 Si la paire (exp[AT;s],C exp [ATs]) est observable alors il existe une matrice K telle
que le systéme

y(kTs) = Cuz(kTs)
Z(ktTs) = Z(k~Ts)— K [CZ(k™Ts) — y(kTs)] (2.69)
Z(t) = Az(t)+ Bult)

pour tout t € [kTs, (k+1)Ts[, Vk € N, est un estimateur d’état pour le systéme (2.68) dont Verreur
d’estimation converge exponeniiellement vers 0.

Preuve:
Ecrivons I’équation d’erreur d’estimation avec e(t) = Z(t) — x(¢), ex = Zx — zx et 6 = T — ) pour
t € [kTs,(k+ 1)Ts[, Vk € N:

{ ;(:) _ ge_(tf){ o (2.70)

Comme £(t) = exp [A(t — k — 1 T)] ex—1 pour ¢ € [kTs, (k + 1)T[, alors
e = U-KC)e (2.71)
= [exp [AT,] - K C exp [ATS]] P (2.72)

Puisque par hypothése la paire (exp[AT],C exp[AT]) est observable, alors il existe K telle que la
matrice [exp [ATs] — K C exp [AT;]] a tous ses poles compris entre 0 et 1. Ceci implique la convergence
de la suite ex et de £(t).

O

Nous verrons un exemple de simulation dans la section 4.2.

2.5.3 Observateur continu-discret de Deza et al.

Analogiquement & ’estimateur continu-continu 3 la section 2.4.1, Deza et al. (1992) proposent une
extension en continu-discret. Celui-ci est obtenu par une discrétisation d’Euler de I'observateur continu-
continu (2.39) en séparant la partie temps continue et la partie temps discréte.

On considére le systéme non linéaire (2.38) et I’équation d’observations avec T la période de mesure:

y(kTs) = yx = Cz(kTs) = Cz. (2.73)

L’estimateur s’écrit en deux parties: une équation de correction & l’instant de mesure, et une équation
de propagation :

{ g = AT+3(E) +6(E)u

$ = -SQS—(A+F@+F@) S-S (A+F @) +5 @) @14
Byt = By — (Sir1) T CT T (C iy — )
Skt4r = Sgy +CTriCTS

Théoréme 2.5.2 Sous les mémes hypothése que le théoréme précédent et pour une pértode Ts assez
petite, il existe un intervalle [0g,0:] tel que pour tout 0 € [0o,01] le systéme (2.74) est un observateur &
convergence exponentiel.

Le démonstration suit la méme voie que celle du théoréme 2.4.1 et donc utilise toujours cette ma-
joration de 1’équation de Ricatti. Ainsi pour un systéme donné, il est trés difficile de connaitre une
approximation des valeurs de 6y et de 6.
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2.5.4 Un observateur non linéaire continu-discret

Nous proposons ici un nouvel observateur continu-discret sous la forme

{ gt) = F(@@), ut)

F(tiv1) = Z (i) — K [CZ7 (tiga) -y (tina)]
ot K est une matrice constante € M (n, p,R). Cet estimateur est alors basé sur une structure particuliére
du systéme non linéaire. Nous verrons ensuite que cette structure se retrouve généralement sous certaines

conditions dans les bioprocédés.
Nous considérons donc les systémes non linéaires

(2.75)

£(t) = f (=(2), u(t)) z(t) € R™, ut) € R™ (2.76)
munis d’une équation d’observations temps discret
y (ti) =Cz (t,‘) (277)

ot les instants de mesure vérifient pour tout i € N, 0 < Tiin < ti41 —ti < Tmax < 00. Le résultat nécessite
trois hypothéses.

Hypothése 2.5.1 La fonction f(z,u) est globalement Lipschitz par rapport ¢ z uniformément en u.
C’est-a dire qu’il existe une constante ay > 0 telle que

If(Z v) - f(Z,u)ll < ey ||& — 2| (2.78)

Cette hypothése permet de garantir la complétion du systéme : entre deux instants de mesure le systéme
ne va pas exploser. L’hypothése suivante exprime la particularité désirée du systéme.

Hypothése 2.5.2 Soit le systéme (2.76). Il existe une matrice M € M (n — p,n,R) telle que
1. M.f (z(t), u(t)) = —g (u(t)) (M =(t)+ v0);

: C
2. 5t P= [ M ], alors rang (P) = n.

ot g(u(t)) : R™ = R et vy est un vecteur de dimension p.

Si on pose v(t) = M z(t) + vo, alors 9(t) = —g (u(t)). Ainsi cette hypothése signifie qu’il existe suffi-
samment d’intégrales premiéres de la dérive du systéme (2.76), et permet de diviser ce systéme en deux
sous-systémes dont I’un est détectable et ’autre est observé. La fonction g dépend de la commande et
doit vérifier :

Hypothése 2.5.3 Entre deux instants de mesures faites a ¢; et 6,41, #l existe une constante B > 0 telle
que la loi de commande appliquée vérifie pour tout i > 0

[t .t"“ 0 (u(0)) do 28>0, (2.79)

Soit alors, pour ¢ € N, p; = exp (— f:'_""" g (u(o)) da’) , IOUS avonS Pmax = €XP (—F) et 0 < p; < pmax < 1.
Par exemple, I’hypothése 2.5.3 est vraie dés que la fonction g(u) est définie positive.

Maintenant que les hypothéses sont clairement définies et en définissant I pour la matrice identité et
0 pour la matrice dont tous les coefficients sont nuls, nous avons:

Théoréme 2.5.3 i les hypothéses 2.5.1, 2.5.2 et 2.5.3 sont vérifices, alors il existe deux constantes Omin
et Omax, 0 < Omin < Omax, telles que, pour tout 6 € 10min, Omex|[, le systéme (2.75) avec la matrice de gain

I
K=0pP! Pxp est un observateur pour le systéme (2.76)-(2.77).
n—pxp
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La vitesse de convergence de la norme de I’erreur d’estimation converge globalement exponentiellement
vers 0, mais la dynamique est donnée par la fonction g(u(t)).

Preuve: Tout d’abord d’aprés I’hypothése 2.5.2-(2), on peut faire le changement de variables
z(t) = Pz(t). (2.80)

24(t) = Cz(t) ]

Ainsi décomposons le vecteur z(t), de dimension n, en deux parties telles que z(t) =
omp () ’ P q () [ Zb(t)=M17(t)

Nous pouvons alors réécrire le systéme et ’observateur comme suit :

. . fa (Za) Zbs ’U-)
i=Pi=Pf(P'zu)=fi(z,u)= . 2.81
£ (P 2u) = fulz,w) [fb(zd,zw) (281)
Dans ces nouvelles coordonnées avec le gain P K du théoréme 2.5.3, 'observateur (2.75) s’écrit :
pour t € [t;,ti+1[, Vi EN,
Zalt) = fa(Balt), B(t), u(t)
) = fo(Fal), B0), ult) = —g (u(t)) (G(t) + v) (2-82)
Zaltivs) = % (tie1) =0 (B (tirn) — (i)
B (tiv1) = % (tiga)-

Soient les erreurs d’estimation ¢, () = Z(t) — 2(t), €a(t) = Za(t) — za(t) et eb(t) = Zb(t) — 2z (). Alors
7o (t) — za () = €5 (), %5 () — 2 (t;) = €5 (t:) et Péquation d’erreur est pour ¢ € [t tigal:

&:(t) = £z (2@), u(t)) — f (B(t) — e (2), u(?))
{ €a(tivr) = (L—0)e7 (tiy1) (2.83)

b (tiv1) = & (Lit1).

Entre deux instants de mesure (V¢ € [ti,%;+1[), nous avons

e @ < lles 61+ |

t
ts

f (?(s), u(s)) -5 (z(s) - &:(5), u(s)) || ds. (2.84)

Selon I’hypothése 2.5.1, la fonction f(z,u) est globalement Lipschitz en ¢ uniformément par rapport a
u. Ceci est aussi valable pour la fonction f,(z,u) avec la constante de Lipschitz a, = ||P|| "P“IH ag.
Rappelons rapidement le lemme de Gronwall (Vidyasagar, 1993) :

Lemme 2.5.1 Soient une fonction continue g : Ry — Ry, et deux constantes b, ¢ > 0. S

g(t) <b+ /: cg(r)dr, ¥t >0 (2.85)

alors
g(t) < bexp(ct), Yt > 0. (2.86)

En utilisant ce lemme, nous majorons ¢, (t) par
sl < llew (2l exp (s (= 1)
< exp (o2 Tmax) llez (89l (2.87)

Ainsi ¢, (t) converge vers zéro si €, (t;) converge vers zéro aussi. Nous allons maintenant démontrer qu’il
existe une constante v, 0 < ¥ < 1, telle que, pour tout i €N, |le, (tiy1)ll < 7 llez (&)l
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Nous utilisons ’hypothése 2.5.2-(1), c’est-a dire qu’il existe une matrice M telle que si v(t) = M =(t)+
vo alors 9(t) = M &(t) = —g(u(t)) v(t). Comme M z(t) = z(t), ME(t) = Z(t), M (2(t) - 2(t)) =
M £,(t) = ep(t), alors il en résulte que

Eb(t) = —g(u(t)) ev(t)- (2.88)
intégrons cette équation entre deux instants £g et ¢:
t

eb(t) = exp (—/ g(u(s))ds) eb(to) (2.89)
to

par conséquent pour t € [t;,ti41]

t
llev (@)l < exp (—/ y(u(s))ds) llew (&)l - (2.90)
ts
et plus particuliérement
les ()] < pmax llew (E)11 (2.91)
Comme ¢, (¢;) = &, (i), nous avons la majoration suivante
llew @isn)ll < pmax lles ()l
< Pmax |lez (@)1l (2.92)
De plus |lea(t)|} < [le= (2)]l; il vient

ez (ti) ]| < oxp (ces Tma) llx (1)1 (2.93)

Par les équations (2.83),

lea tes)ll < 11=19] |le (tisn)||
< 16| exp (e Timax) llez ()1l (2.94)

et comme [le; (:)II° = llea (t)II2 + llew (£)II%, alors

lle= @)l < v liez (@)l (2.95)
9 1/2
ol la constante y = (|1 —0)" exp(2a; Tmax) + pmaxz)
Nous devons maintenant choisir la constante 8 telle que 4 < 1. En définissant

Omin =1~ (]- - pmaxz)l/2 €xXp (_af |12l "P—lll Tmax) >0 (2-96)

et
Bmax = 1+ (1 = pmax?) ? exp (—az ||P|| |P~Y]| Tnax) > 1, (2.97)

un choix de 8 € ]0min, Omax[ permet de conclure & la convergence globale exponentielle de ||¢; (2;)|| puisque
0 < v < 1. Par la majoration (2.87) et le changement de variable effectué, on a finalement ||e (¢)|| converge
vers 0 globalement asymptotiquement & vitesse exponentielle.
a

La vitesse de convergence est maximum lorsque v est minimum, c’est-a dire lorsque § = 1. On peut
choisir une valeur de § 1égérement différent de 1 pour effectuer un “filtrage” des mesures.
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2.5.5 Application aux bioprocédés

Nous allons maintenant voir que ce type d’observateur continu-discret s’applique a une classe de
bioprocédés modélisés sous la forme

£ =Kp() — D (£~ Sin). (2.98)
Nous supposons que les mesures disponibles sont sous la forme
y(t:) =CE&(t), y ERP. (2.99)

Supposons que le rang de la matrice de rendement est rang(K) = [, alors il existe une matrice M
de dimension (n —1) x n et de rang n — [ telle que le produit M K = 0. Nous pouvons alors poser
v(t) = ME(t) — MSin, et il vient

o(t) = ME®) (2.100)
= MKep()—MD(t) (£ - Sin) (2.101)
= —D(t)v(t) (2.102)

et ainsi ’hypothése 2.5.2-(1) est vérifiée. De plus si rang [C, M ]T = n, alors on peut extraire une matrice
e 9T
P = [C, M ] de rang n telle que I’hypothése 2.5.2-(2) est aussi vérifiée.

La commande en dilution est par définition positive. En garantissant une valeur minimale 0 < Dpin <
D(t), alors ’hypothése 2.5.3 est vérifiée. Comme cette commande dans la pratique est bornée, on peut
montrer que I’état vit dans un domaine invariant. Dans ce domaine, les vitesses spécifiques de croissance
¢ sont continues et bornées. Elles sont locales Lipschitz partout. On peut donc construire une extension
qui les rendent globales Lipschitz. _ R

Finalement avec Iz la matrice identité de dimension dim(C) x dim(C) et 04 la matrice & coeflicients

nuls de dimension (n - dim(é')) x dim(C), le systéme suivant pour t € [t;,;41[, Vi € N:

& = Kpl©)-D (E-Sn)

. R . ) ~ (2.103)
S = E -0 [ 5 | [ 8] (08 ) - vt

est un observateur continu discret pour le bioprocédé.

2.6 Conclusion

Ce chapitre était consacré aux estimateurs d’état. Un rappel sur les principales définitions et les
principaux observateurs existants a été fait. Nous avons mis plus en avant I’application de ces observateurs
pour les bioprocédés.

Ces observateurs, tous & convergence exponentielle, se basent sur une disponibilité des sorties en
temps continu. Mais ce n’est pas le cas dans la pratique. Deza et al. (1992) ont réintroduit les observa-
teurs continu-discrets: une estimation de 1’état est donnée en temps continu par P'intégration du modéle
mathématique du procédé considéré; cette estimation est réinitialisée dés lors que les mesures sont dis-
ponibles.

Nous avons repris I’observateur Kalman étendu proposé par Deza pour connaitre précisément les
majorations afin de déterminer un paramétre de gain. Mais la démonstration de leurs théorémes se base
sur un résultat erroné donné dans Bucy et Joseph (1968) (on a donné un contre exemple). Par contre, le
principe est juste: il suffit d’avoir la bornitude d’une équation de Ricatti. Nous montrons que c’est le cas,
mais la majoration n’est pas assez fine. Ainsi pour un systéme donné, il est quasi impossible de donner
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les conditions exacts (choix du gain f dans les théorémes 2.4.1 et 2.5.2) pour que les observateurs (2.39)
et (2.74) fonctionnent.

En reprenant 1’idée d’observateurs continu-discrets, nous avons présenté un un exemple linéaire pour
en comprendre le principe. Puis nous avons proposé un nouvel observateur continu-discret qui est assez
simple & implémenter. Il se base sur une particularité du systéme : intégrales premiéres & dérive dissipative.

Nous avons aussi montré que sous certaines conditions réalistes, cet observateur peut é&tre appliqué
aux bioprocédés.



Chapitre 3 /

Sur le Principe de Séparation

3.1 Introduction

L’origine du terme «Principe de Séparation» vient de 1’étude de la stabilité des systémes linéaires
autonomes par commande par retour d’états estimés. Soit un procédé modélisé selon le formalisme d’état
par des équations différentielles ordinaires. Soit une commande par retour d’état qui stabilise le procédé
considéré. Pour des raisons techniques, de cofits, ..., la connaissance de tout I’état n’est pas disponible.
On ne peut alors pas calculer cette loi de commande stabilisante. Une issue réside dans la construction
d’un estimateur des variables d’état : un observateur. La question fondamentale qui se pose est la suivante:
est-ce que la commande calculée a partir des estimations stabilise encore le procédé ainsi bouclé? Pour
les systémes non linéaires ce n’est généralement pas le cas.

Dans ce chapitre, quelques rappels de stabilité des systémes non linéaires en temps continu et en
temps discret sont d’abord donnés. Ensuite, un état de I’art sur le principe de séparation est fait. Et
enfin, trois résultats sont donnés. Le premier ressemble & celui de Vidyasagar (1980) mais permet de
mieux comprendre les deux résultats suivants. Ceux-ci sont entiérement nouveaux et traitent le cas de la
stabilisation avec des estimations de 1’état issues d’observateurs continu-discrets.

3.2 Rappels sur la stabilité des systémes non linéaires

3.2.1 Systémes non linéaires temps continu

Soient les systémes non linéaires non autonomes de la forme

() = f (t, :c(t)) (3.1)

ol t > 1o, 2(t) € R™, et f : Ry x R™ — R” est continue. Dans toute cette section, nous considérons que
to € Ry. Le point d’équilibre Z du systéme (3.1) est défini par f (t,%) = 0, Vi > £o. Nous supposerons que
le point d’équilibre est unique et que # = 0. Dans cette section, lorsque nous parlons de Porigine (z = 0)
on entend 1’unique point d’équilibre du systéme (3.1). Nous notons par z(t, Zs,%0) la solution & I’instant
t > 1o issue du systéme (3.1) initialisé an point zo & V’instant initial Zo.

On peut définir les notions de stabilité en utilisant les fonctions appelées de classe K et de classe L, dont
nous rappelons les définitions d’un point de vue local, respectivement global (Hahn, 1967; Vidyasagar,

1993).

Définition 3.2.1 Une fonction ¢(r) : Ry — Ry est dite de classe K si ¢(0) = 0, si elle est continue et
strictement croissante sur 0 < r < r; < o0, resp. 0 < r < o0.

Définition 3.2.2 Une fonction o(t) : Ry — Ry est dite de classe L, si elle est continue, strictement
décroissante sur 0 < sp < s < 00, resp. 0 < s < 00 et si limyy00 0(s) = 0.

51
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Les trois définitions suivantes donnent les définitions de stabilité, d’attractivité et d’asymptotique sta-
bilité. Ces théorémes sont valables localement Y2y € B,, c’est-a dire pour un état initialisé dans une

boule centrée en 0 et de rayon r. L’extension globale se fait aisément en remplagant dans les théorémes
“V:L‘o c B‘r” par “ye c R,

Définition 3.2.3 L’origine est stable si et seulement si, quelque soit to € Ry, il existe une constante
d(to) > 0 et une fonction, ¢,, de classe K telles que

”:[:(t, 301t0)” < ¢to (“:L’o”) , Vi > to, Vzg € Bd(tu)' (3'2)

Définition 3.2.4 L’origine est attractive si et seulement si, quelque soit to € Ry, il existe une constante
n(to) > 0 et une fonction, oy, de classe L telles que

”:B (t,:co,to)” < O'to(t —1p), Yt > tg, Va0 € Bn(tu)- (33)

Nous avons uniforme stabilité, respectivement uniforme attractivité, de I’origine, si dans la définition 3.2.3
la constante d et la fonction ¢, dans la définition 3.2.4 la constante n et la fonction o, existent et sont
indépends de tg. Ainsi

Définition 3.2.5 L’origine est uniformément asymptotiquement stable si et seulement si, il existe une
constante r > 0, une fonction ¢ de classe K, et une fonction o de classe L, telles que

l|(t, zo, to)ll < ¢ (I[2oll) o(t — 20), Vt > to, V2o € Br. (3.4)

Calculer explicitement la trajectoire du systéme (3.1) afin de démontrer ’asymptotique stabilité n’est
évidemment pas aisé. C’est par des techniques dites de Lyapunov, n’utilisant que les équations différen-
tielles et non pas une forme explicite de la solution, que nous pouvons analyser la stabilité de systémes
tels que (3.1). Nous donnons donc de nouvelles définitions de la stabilité au sens de Lyapunov.

Définition 3.2.6 L’origine est stable (au sens de Lyapunov) si, pour tout ¢ > 0 et tout tg € Ry, il
existe une constante § = 8(¢,to) telle que

llzoll < 8(e,t0) = ||2(t, zo,to)l| <€, Vi > 1o (3.5)
Définition 3.2.7 L’origine est instable si elle n’est pas stable.
Définition 3.2.8 L’origine est attractive si, pour tout to € Ry, il existe un n(to) > 0, tel que
[lzo|l < (o) = z (¢, zo,t0) = 0 quandt — oo. (3.6)

D’une part, la notion de stabilité garantit que la norme de la trajectoire du systéme reste bornée si
nous D’initialisons proche de 1’équilibre. D’autre part, I’attractivité assure “qu’a la fin” 1’état du systéme
atteint son état d’équilibre; mais rien ne garantit que nous ayons une stabilité comme définie ci-dessus.
Ainsi donc, le notion d’asymptotique stabilité définie ci-dessous, permet d’assurer que la trajectoire d’un
systéme converge vers un équilibre sans s’en s’éloigner trop.

Définition 3.2.9 L’origine est asymptotiquement stable (AS) si elle est stable et atiractive.

Nous parlons d’uniforme stabilité, respectivement d’uniforme attractivité, si la constante é dans la
définition 3.2.6, respectivement la constante 7 dans la définition 3.2.8, ne dépend pas de V’instant initial
to. Bien sfir, pour que Vorigine du systéme (3.1) soit uniformément asymptotiquement stable, il faut
qu’elle soit uniformément stable et uniformément attractive. La propriété suivante est plus forte que celle
d’uniforme asymptotique stabilité, puisque la vitesse de convergence y est définie.

Définition 3.2.10 L’origine est exponentiellement stable s’il existe des constantes r,a,b > 0 telles que

ll2 (¢, 2o, t0)l| < aexp (~b(t — to)) , V¢ > to, Va0 € B;.. (3.7)
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Les définitions précédentes sont valables localement. Pour une utilisation globale, nous retiendrons les
définitions suivantes.

Définition 3.2.11 L’origine est globalement uniformément asymptotiquement stable (GUAS) si
1. elle est uniformément stable;

2. et, pour toute paire de constantes positives M, ¢ avec M arbitrairement grand et ¢ arbitrairement
petit, il existe un nombre T = T'(M,€) < oo tel que

llzo]| < M = ||z (£, zo, t0)}| < €, Yt > T'(M,¢). (3.8)

Définition 3.2.12 L’origine est globalement exponentiellement stable (GES) s’il existe des constantes
a,b > 0 telles que

|z (¢, zo,t0)|| < aexp (—b(t —to)) , Vt > to, Yzo € R™. (3.9)

Deux théorémes vont &tre donnés: le premier, appelé méthode directe ou 2¢ méthode de Lyapunov,
donne des conditions pour démontrer la globale exponentielle stabilité d’un systéme; le second, appelé
méthode inverse, donne 1’existence d’une fonction de Lyapunov lorsque nous sommes en présence d’un
systéme globalement exponentiellement stable. Par abus, une fonction V (,z(t)) est dite fonction de
Lyapunov, si cette fonction est propre et définie positive:

Vit z(t) >0 Vz e R? - {0
VieR, (t, 2(2) {0}
Vit z@)=0 siz=0
Théoréme 3.2.1 Le point d’équilibre du systéme (3.1) est globalement exponentiellement stable, s’il

eriste des constantes a1, az, ag > 0, p > 0, et une fonction de classe Cl, V(t,z) : Ry x R™® = R™ telles
que, Yz € R"

1 ailz|P < V(¢,2) < x|l
2. V(t,2) =VV(,2z).f(t, () + ZV(t,2) < —asV(t,z)

Théoréme 3.2.2 Supposons que le point d’équilibre du systéme (3.1) soit globalement ezponentiellement
stable, et supposons que la fonction f (t, z(t)) soit de classe Ck, (k> 1) et qu’elle soit globale Lipschitz
par rapport a z uniformément & t, alors il eriste une fonction de Lyapunov de classe Ck, V(t,z) :
R, x R® = R", et des constantes a;, az, a3, a4 > 0 telles que Vz € R":

L. a|fz|® < V(t,2) < az|l]l*;

2. V(t,z) < —as V(t,z);

3. |IVV(t, 2)| < aq ||2|l-

D’autres résultats sur la stabilité asymptotique, locale ou globale, et sur la stabilité exponentielle
locale se trouve dans le livre de Vidyasagar (1993). Les théorémes 3.2.1 et 3.2.2 ont été énoncés puisqu’ils

sont utilisés dans la section 3.4. Les démonstrations des deux théorémes sont aussi disponibles dans le
livre de Vidyasagar. Le théoréme 3.2.2 se base sur le lemme de Gronwall.

3.2.2 Systémes non linéaires temps discret

Les théorémes précédents sont facilement transposés en temps discret. Le systéme discret suivant est
considéré :

41 = fu(zx) = f (k, zx) (3.10)

ol zx € R?VE > 0, et f(.,.) : NxR"— R™ Le point d’équilibre est défini par f(k, %) = 2, Vk > 0.
Nous considérons l’origine comme seul point d’équilibre du systéme (3.10), alors f(k,0) = 0, Vk >
0. Nous notons p(k,z, ko) la solution & I'instant k& > ko du systéme (3.10) initialisé en z & l'instant
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ko. Dot p(ko,z, ko) = = et p(k + 1,2,ko) = f (k,p(k, ,ko)). On peut montrer par récurrence que
P (kl + k2, p(kla xakO)v kl) = P(kl + k21"c)k0)-

Définition 3.2.13 L’origine est globalement exponentiellement stable s’il existe des constantes a > 0 et
0 < p< 1 telles que

lp(k, z, ko)|| < a ||z]| p5*9), VE > ko, ko > 0, Yz € R™. (3.11)

Théoréme 3.2.3 (Vidyasagar (1993)) Le point d’équilibre du systéme (3.10) est globalement ezpo-
nentiellement stable s’il existe une fonction V : N x R® — R” et des constanles a1, az, az > 0 telles que
VeeR" etVk >0:

1. oy |lz|f* < V(k,2) < agfe]|f?;
2. AV(k,z) =V (k+1,pk+1,2,k) - V(k,z) < —azV(k,z).

Théoréme 3.2.4 Si l’origine est globalement exponentiellement stable, alors il existe une fonction V et
des constanles ay, ag, ag > 0, telles que Ve € R™ et Yk > 0

1. az|la]|* < V(k,2) < az|le||’;
2. AV(k,z) < —agV(k,z).
Preuve En effet, prenons comme fonction de Lyapunov V(k,z) = Y o, llp (i, 2, k)||2. D’aprés la défini-

tion 3.2.13, nous avons ||p (4, 2, k)|| < a ||z|| p*~*. Nous pouvons alors encadrer la fonction de Lyapunov
comme suit :

o0
llel® = llp(k, 2, B)|> < V(k,2) < a?|lz]® p2 5 <=

Ilwll (3.12)
i=k
Maintenant
Vikz) = V(k+1p0k+1, z,K)) = V(k,2)
= ( o (it + 1,2, k), % )||) (}:np i, ku)
i=k+1 J=
= ( [|pza:k||) (Z”P]Jv’k )
i=k+1
= (hm o=, ) = lip (k, 2, K}
< (3.13)
O
3.3 Un état de ’art
Soit un systéme linéaire stationnaire :
{ z(t) = Az(t)+ Bu(t) (3.14)
y(t) = Cz(1)

ot t € Rt désigne le temps, £ € R™ désigne le vecteur d’état, v € R™ le vecteur commande, y € R
la sortie, et ol A, respectivement B et C, est une matrice de dimension n x n, respectivement n x m
et p x n. Sous des conditions de commandabilité (rang de la matrice [B, AB, A’B,---A""1B] = n) il
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existe une matrice F de dimension m x n telle que la matrice [A — B F] soit Hurwitz (c’est-a dire que
toutes les valeurs propres de cette matrice sont a partie réelle strictement négative). Alors la commande
u(t) = —F z(t) stabilise le systéme (3.14) au point z = 0, mais son calcul nécessite la connaissance du
vecteur d’état. Généralement la dimension du vecteur de sortie est inférieure a celle du vecteur d’état
(p < n). Dans le cas oi le systéme est observable (rang de la matrice [C’, CA,---, CA”‘I]T = n), on peut
construire un estimateur d’état linéaire sous la forme:

Z(t) = AZ(t) + Bu(t) — K [CE(t) — y(t)] (3.15)

ot Z(t) est Pestimation du vecteur d’état z(t), et erreur d’estimation est noté e(t) = Z(t) — z(t). Si
la matrice K, de dimension » x p, est choisie telle que la matrice [A — K C] soit Hurwitz, alors cette
estimation converge globalement exponentiellement. On se propose alors de remplacer dans le calcul de
la commande, le vecteur d’état par son estimé. Ceci est schématisé par la figure 3.1.

u(t) = u (2(2)) y(t)

Commande Systéme —

8)

(t)

Observateur

F1G. 3.1: Exemple de commande par retour d’état estimé

La question fondamentale qui se pose est: est-ce que le systéme ainsi bouclé est encore stabilisé?
L’étude de la stabilité de ce systéme revient & I’étude de la stabilité de:

- i . - _ . 1ir z 1
.(t) _[a-BF] [-B F] (t) (3.16)
[ é(t) ] | Onxn [A-KC] | | e(t) |
ou du systéme __ ) I
2¢)| _[A-BF)  [-KC] 8(t) | (3.17)
[ ¢) | | Omxn  [A-KCI] | e®) ] '

11 est alors évident que la stabilité du systéme ainsi bouclé dépend uniquement de la stabilité du systéme
bouclé sans état estimé ([A — B F]) et de la stabilité de ’observateur ([A — K C]). On peut donc concevoir
séparément la commande et I’estimateur d’état, d’ot le nom de principe de séparation.

Malheureusement ce principe n’est généralement pas vérifié pour les systémes non linéaires généraux.
Un des premiers résultats a été donné par Vidyasagar (1980). Il a étudié les cas de locale et globale, asymp-
totique et exponentielle stabilité par retour d’état estimé. On présente ici le cas de globale exponentielle
stabilité. Il considére le systéme:

{ z(t) f (&, z(2), u(t))

y(t) h (t, z(t))

ot f et h sont des fonctions continiment dérivables qui s’annulent lorsque tous leur arguments, excepté

le temps ¢, s’annulent. Son théoréme nécessite trois hypothéses et nous allons rappeler ce qu’il entend par
détectabilité faible :

(3.18)
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Définition 3.3.1 Le systéme (3.18) est dit faiblement détectable s’il existe une fonction continue g :
R, xR™ xR”? x R™ — R" (g(¢,0,0,0) = 0, V¢ > 0) et une fonction v: R x R"® x R™ — R qui vérifient
la propriélé suivante:

Il existe trois fonctions, vy, s, ¥s de classe K telles que Vt > 0, Vz,%Z,u € B,

1 (|2 — 2ll) < v(t,2,%) < Y2 (IIF - 2l)

ov(t,z, = R R ~ ~
v( 2 z) + Vou(t, z,2).£(t, 2, u) + Vou(t, 2, 2).9(2,5,9,u) < —va (|[E - 2]]) -

Ainsi si le systéme (3.18) est faiblement détectable, alors le systéme dynamique suivant :

2(t) = g (1, ), y(2), u(t)) (3.19)

est un estimateur d’état du systéme (3.18).

et

Hypothése 3.3.1 Il existe une commande u, (t, :c(t)) : R x R® = R™, contindment différentiable telle
que, pour le systéme (3.18), le point 2(t) = 0 soit globalement exponentiellement stable, et qui vérifie les
propriétés suivantes pour toutt > 0:

1. uy(t,0) =0,
2. |lus &, z@®)|| < ¢ (llz(t)]]), V& € R™ et ot ¢ est un fonction de classe K.

Hypothése 3.3.2 Le systéme (3.18) est faiblement détectable. Il existe deux constantes ay > 0 et a2 > 0
telles que les trajectoires solution du systéme

{ (t) f(t, z(t),us (¢, Z(2)))
:’;?(t) g (t, -'/E(t)’ h (t’ z(t)) y Us (t! E(t)))

I2(2) — 20}l < 1 113(to) = 2(to)l] exp (~aa (t — t0)) (3.21)
Hypothése 3.3.3 Soient

- m = 5t 2(t),u (¢ 2(2))),
S a—frﬁf (t, z‘(t), ug (t, ﬁ(t))) et nog = E:Q(_t_if (t, z(t),us (t, 5(t))),

Il

(3.20)

vérifient

- 3= 5lme (4 B, b (1 2()  us (1, 2()) et ma= 5E50 (6 E0), k(¢ 2(2) us (8 3())-
Il existe une constante X > 0 telle que les fonctions f et g vérifient
1. sup;yp supgegn lmll < oo;

2. SUP;>g SUP, 2k« max {121,722, 23, 24} < A

Théoréme 3.3.1 (Vidyasagar (1980)) Si les hypothéses 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3 sont vérifiées alors le
systéme (3.20) est globalement exponentiellement stable a lorigine (zx =0 et T = 0).

Vidyasagar propose aussi des résultats de stabilisation asymptotique (locale et globale) par retour d’état
estimé, mais une des principales contraintes de ces résultats est la régularité exigée sur les fonctions f et
ug. I1 faut que la fonction f soit Lipschitz par rapport & u, uniformément par rapport 3t et z, et il faut
que la commande u; soit Lipschitz et continue. Tsinias en propose une amélioration dans le cas de locale
et globale asymptotique stabilité. Il considére non plus le systéme (3.18) mais le systéme

{i(t) = f(2(2), u(®)

(3.22)
y(t) = h(z(t))
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avec f et h continues et f(0,0) = 0.

Théoréme 3.3.2 (Tsinias (1991)) Si le systéme (3.22) est détectable et s’il eriste une commande u =
us(z), us(0) = 0, qui stabilise localement asymptotiquement l'origine du systéme considéré, alors la
commande calculée & partir de l’état estimé us(Z) stabilise asymptotiquement localement en (0,0) €
R” x IR” le systéme

it) = f (o), u (@) (3.23)
) = 9 (20, wE0),¥0) . (3:24)

Quant au résultat de stabilité globale, il nécessite plus d’hypothéses:

Hypothése 3.3.4 Il existe une loi de commande continue par retour d’état, u,(z) : R* - U C R™, qui
stabilise globalement asymptotiquement l’origine du systéme (3.23).

Hypothése 3.3.5 Le systéme (3.22) est faiblement détectable.

Hypothése 3.3.6 Il existe trois fonctions réelles continues de classe K (¥;,1 = 1,2,3) telles que pour
i=1,2, lims 400 ¥i(s) = +00. Il existe une fonction de Lyapunov contindment différentiable V vérifiant

L. limyjg)j 400 V(2) = +00;
2. DV(z).f (z, us(z)) <0, Yz €R™ - 0.
Il existe une fonction contindiment différentiable, W : R™ x R™ — R*, vérifiant V (2,Z) € R” x R?
1 g1 (llz = 2|) < W (2,2) < ¢ (lo — 2l));
2. VoW (2,%).f (z,u) + VoW (2,%) .9 (Z,y,u) < =93 (||z - hzl]).

Finalement il existe une constante qo telle que pour tout (z,Z) € R™ x R"®, z # T, il eriste une autre
constante q, q > qo qui vérifie

4DV (2).f (2, 4,(2)) < s (llz - 3l) .

Théoréme 3.3.3 (Tsinias (1991)) Si les conditions 3.3.4, 3.3.5 et 3.3.6 sont vérifiées, alors la loi de
commande u = u, (%) stabilise globalement asymptotiquement & Uorigine le systéme (3.23)-(3.24).

Gauthier et Kupka ont aussi donné un résultat général. Ils considérent les systémes bi-linéaires mono-
entrée mono-sortie

z(t) = Az@t)+u(t)(Bz@®)+d
{ (t) (t) +u(t) (B=(t) + b) (3.25)
y(t) = Cz(t)
avec dérive dissipative (xTA;c <0, V:B), et la loi de commande par retour d’état avec » > 0
up (8) = —rz? (Bz +1). (3.26)

Leur résultat est vrai méme si le systéme linéarisé en ’origine n’est pas controlable, ce qui n’est pas le
cas avec le résultat de Vidyasagar. Soit ’ensemble W = {z |:cTA:L'|} N{zT (Bz +b) =0}.

Hypothése 3.3.7 Le systéme (3.25) vérifie, pour tout £ € W — {0}
span {Aa:, ad%, (Bz +b),---,ad%, (Bz +b),- } =R"

Hypothése 3.3.8 Le systéme (3.25) avec la commande u(t) = 0 est observable.
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On considére la commande appliquée au systéme
Ur,uo (®) = 5gn (ur(2)) inf (uo, [u-(2)]), (3.27)
ug étant positive.

Théoréme 3.3.4 (Gauthier et Kupka (1992)) Si les hypothéses 3.3.7 et 3.3.8 sont vérifiées, alors le
Az(t) + uru, (B2(t)+ b)

systéme
{ z(t)
Z(t) AZ(t) + Uru, (Bz(t) + b) — K [CZ— Ca]

est globalement asymptotiqguement stable a lorigine.

(3.28)

Dans le méme article, ils donnent un résultat similaire pour les systémes bi-linéaires qui sont obser-
vables pour toute entrée, et proposent alors aussi un observateur de type de Kalman.

Le résultat précédent a été amélioré par Chabour et Hammouri (1993a), Chabour et Hammouri
(1993b) dans le cas ot la dérive n’est pas dissipative et b = 0.

D’autres résultats existent, mais se basent sur des classes de systémes non linéaires particuliers. Ham-
mouri et Busawon (1993) montrent un principe de séparation pour une classe de systémes linéarisables
par retour d’état. Ils donnent un observateur & vitesse de convergence exponentielle, et, sous I’hypo-
thése que la loi de commande calculée & partir des estimations reste bornée, le systéme ainsi bouclé est
asymptotiquement stable.

Considérons la classe de systémes non linéaires multi-entrées multi sorties uniformément observable &
laquelle s’applique I’observateur grand gain de Bornard et Hammouri (1991). Ces systémes sont sous la

forme
{ 2 = Az+op(z,u)

) = Cs (3.29)

avec A, C et ¢(z,u) donnés comme au chapitre 2 (équations (2.33)). Busawon et al. (1993) donnent un
résultat général pour ces systémes. Rappelons que ¢(z, u) doit &tre globale Lipschitz.

Hypothése 3.3.9 Il existe une commande par retour d’état u,(x) qui stabilise le systéme (3.29) a lori-
gine avec :

— soit u,(x) bornée Yz € R";
- soit p(z,u) = F(2) + Bus(z) (B est une matrice constante).

Hypothése 3.3.10 Le systéme bouclé par u,(z) étant stable, il existe une fonction de Lyapunov V(z).
On suppose qu’il existe une constante A, telle que V (z) vérifie: ||%V(:c)|| <A (1+ V().

Théoréme 3.3.5 (Busawon et al. (1993)) Si les hypothéses 3.3.9 et 3.3.10 sont vérifiées, alors la lo
de commande par retour d’état calculée & partir des estimées issues de l’observateur Bornard et Hammouri
(1991) stabilise globalement asymptotiquement le systéme (3.29) a l'origine.

Ce qui est également intéressant, c’est qu’avec une certaine connaissance a priori sur les conditions
initiales, ils ont montré pour une classe de systémes non linéaires que la conditon de global Lipschtiz de
la fonction ¢(z, u) peut &tre omise.

Enfin trois autres résultats existent. Iggidr et Sallet (1993) ont donné, pour une classe de systémes non
linéaires sous certaines hypothéses, une loi de commande par retour d’état stabilisant globalement expo-
pentiellernent et un observateur & convergence exponentielle. Ils ont montré que cette loi de commande
calculée & partir des estimations stabilise encore le systéme globalement exponentiellement.

Viel et al. (1995) donnent un observateur de type Kalman étendu pour une classe de systémes non
linéaires. En utilisant une loi de commande linéarisante entrée/sortie stabilisante, ils montrent que si
celle-ci est calculée & partir de estimations issues de leur observateur, elle stabilise asymptotiquement le
systéme considéré. Enfin, Hammami (1993) donne un observateur et montre, sous I’hypothése d’existence
d’une loi de commande par retour d’état globalement stabilisante, un résultat de séparation. Son résultat
va &tre étendu dans la premiére partie qui suit.
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3.4 Trois résultats de séparation

3.4.1 Présentation

Dans cette partie, trois résultats de principe de séparation seront donnés. On considére un procédé
modélisé par des équations différentielles ordinaires non linéaires sous la forme :

#(t) = f (:c(t), u(t)) (3.30)

ot t € Ry est le temps, 2(f) € R™ désigne le vecteur d’état de dimension n, u(t) € R™ désigne le vecteur
de commande appliqué au procédé, et f(.,.) est une fonction analytique de R™ x R™ — R™. Le systéme
considéré est associé 4 une équation d’observation

y(t) = h (x(t)) (3.31)

ol généralement y(t) € RP.

Chaque résultat est différent selon la sortie considérée. Le premier cas traite des sorties disponibles en
temps continu, le deuxiéme traite le cas des sorties disponibles périodiquement, et le dernier cas concerne
des sorties disponibles apériodiquement et avec retard.

3.4.2 Sorties en temps continu

Ce résultat est une extension du résultat de Hammami (1993), ol il donne un principe de séparation
pour un observateur bien précis. En se basant sur sa démonstration, on va donner un principe de séparation
lorsqu’on est en présence d’un observateur a convergence globale exponentielle et d’une commande &
stabilisation globale exponentielle. Ce résultat est quasi analogue & celui de Vidyasagar (1980), mais il
posséde moins d’hypothéses sur la commande et permettra de mieux comprendre les deux cas suivants.

On considére des sorties linéaires par rapport a ’état, telles que

y(t) = Cz(t) (3.32)

oll C est une matrice p x n de rang plein p. Considérons aussi le systéme (3.30) avec les sorties (3.32).
Soit un observateur du systéme s’écrivant

() = 1 (20, u®) - K [0F(0) - 3(0)] (3.39)

ott K est la matrice gain qui peut &tre temps variant. Dans ce cas il faudra supposer que ||K C|| est
bornée. Posons ¢(t) = Z(t) — z(t), ’équation dynamique de I’erreur s’écrit

é(t) = £ (20), v(9) - F (50) ~ (1), u(t)) (3.34)
Deux hypothéses sont nécessaires:
Hypothése 3.4.1 Il existe une commande par retour d’état ug (:c(t)) telle que

1. le point z(t) = 0 est le point d’équilibre globalement ezponentiellement stable du systéme &(t) =

f (1), ws (2()) = £ (2(2));
2. la fonction z(t) — f (x(t)) est globale Lipschitz de constante kn,.
Hypothése 3.4.2 L’observateur (3.33) est tel que

1. le point d’équilibre du systéme (3.84) est £(t) = 0. Ce point est globalement, uniformément en z(t)
et en u(t), exponentiellement stable;

2. la fonction f (z(t), u(t)) est globalement par rapport & z(t), uniformément en en u(t), Lipschitz.
Ou bien, si l’entrée u(t) est bornée, la fonction f (2(t), u(t)) est globalement par rapport & =(t)
Lipschitz. La constante de Lipschitz est k..
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Théoréme 3.4.1 Lorsque les hypothéses 3.4.1 et 8.4.2 sont vérifices alors la loi de commande dynamique
{ 2t) = f(E@) u®) - K [C2() - y(t)]
u(t) = us (F(t))

appliquée au systéme (3.30) rend le systéme ainsi bouclé globalement exponentiellement stable a l’origine.

(3.35)

Preuve Appliquons la loi de commande (3.35) au systéme (3.30), ceci donne le systéme bouclé

{ 2(t) = f(E®), us(2(2))) — K Ce(t)
Et) = (&), u(z() — F (B() —&(t), us (2(£))) — K Ce(t).

11 faut démontrer que (Z,£) = (0,0) est le point d’équilibre globalement exponentiellement stable du
systéme (3.36). L’hypothése 3.4.1 permet de dire qu'’il existe une fonction de Lyapunov Vi, (¢) pour
le systéme (3.30) (équation du modéle) avec la commande v = ug(z). L’hypothése 3.4.2 permet d’avoir
aussi une fonction de Lyapunov V, (¢) pour le systéme (3.34) (équation d’erreur d’estimation). La fonction
Vi (2), respectivement V. (¢), vérifie les conditions du théoréme 3.2.2 avec les constantes m;, ma, ms, my,
respectivement eq, e, e3, e4. Il est clair que Vi, (Z) posséde les mémes propriétés que Vi, () avec les méme
constantes.
Ainsi, soit comme fonction de Lyapunov candidate pour le systéme bouclé (3.36)

W (Z,€) = Vm (Z) + n Ve (€) (3.37)

(3.36)

avec 7 une constante positive qui sera précisée par suite. Il est évident de par sa construction que la
fonction W (Z,¢) est définie positive. Le calcul de sa dérivée le long des trajectoires du systéme bouclé
est

W(Ze) = V(&) +nVele)
VVa (@) (f (2 u(@) - K Ce) +1Ve ()

< Vi (@).f (3 u(@) + 9V (3) K Cel = nea Ve (e)
< —mg Vin (2) + [V @) 11K C| llell — nex es llell”
< —mymg (& + mq [[K C|| |12 llell — nex eslelf?
_[ [El ]TM [ el ] 538)
= | el lell
oll M est la matrice [ N % |7|nK1' Tgﬁ e -3 |7|11§16€'L| my ] . Avec un choix de > %f‘;”"ﬁ—flue%, M est une

matrice symétrique définie positive, d’oul la fonction 1% (Z,¢) est définie négative. De plus,
(e ~ 2
W@e) = —dmn(M) (B +el”)
Vi (Z Ve (€
—Amin (M) ( m ( )+7I e ( ))

my neéa

IA

_ Amin (M)
= max{ms, nez}
_ Amim (M)
max {m3, nez}

IGERIAC)

< W (z,¢) (3.39)
ainsi le systéme bouclé avec la loi de commande calculée & partir de ’état estimé issu de I’observateur,

est globalement exponentiellement stable & 1’origine.
a



3.4. Trois résultats de séparation 61

3.4.3 Sorties temps discret

Maintenant on considére le systéme non linéaire (3.30) avec comme équation d’observation
y(kTs) = Cz(k'Ts) (3.40)

ol C est une matrice p x n de rang plein p, et T est la période des mesures effectuées. La sortie est donc
supposée linéaire par rapport & ’état et disponible périodiquement.

Notons tx = kTs, zx = z(kTs), Zx = Z(kTs) et T = T~ (kT,) = limgsy t<s, 2(t). On suppose
P’existence d’un observateur continu-discret pouvant s’écrire sous la forme:

pour t € [tk,tx+1], Vk €N
{ 2t) = f(Z(), u@) (3.41)
Typ1 = -751:+1 -K [C 21:+1 - yk+1]

avec K la matrice de gain qui peut dépendre du temps. Dans ce cas, on supposera que ||K C|| est bornée.
Posons &(t) = Z(t) — (), alors ex = T — @k, € = &, — Zk, et ’équation dynamique de D’erreur s’écrit

pour t € [tx,tk+1[, Yk €N
{ £(t) 5 (&), u(@®) - 7 (B¢) —(t), u(?)) (3.42)
ext1 = [I-KC] Eiet1

et conduit au systéme discret suivant

Exqr = @ (ek,i(.), u(.)) (3.43)

L’hypothése 3.4.1 du théoréme précédent sera utilisée ici aussi. Par contre I’hypothése 3.4.2 est remplacée
par

Hypothése 3.4.3 L’observateur (3.41) est tel que
1. le point d’éguilibre du systéme discret (3.43) est ex = 0.
Ce point est globalement, uniformément en z(t) et en u(t), exponentiellement stable;
2. la fonction f (z(t), u(t)) est globalement, uniformément en z(t) et en u(t), Lipschitz.

Ou bien, si l’entrée u(t) est bornée, le fonction f (z(t), u(t)) est globalement par rapport a z(t),
Lipschitz. La constante de Lipschitz est k.

Théoréme 3.4.2 Lorsque les hypothéses 3.4.1 et 3.4.3 sont vérifiées, alors la loi de commande dynamique
pour t € [tx,tk+1[, YRk €N
) = f(E(), u(t)
u(t) = u (@)

Tyl = 51:+1 -K [C Ty — yk"'l]

(3.44)

appliquée au systéme (3.30) rend le systéme ainsi bouclé globalement exponentiellement stable a l'origine.

Preuve Elle se fait en deux temps. Premiérement, on montre que la divergence du systéme entre deux
instants de mesure dépend de P’erreur faite & la précédente mesure. Ensuite la convergence exponentielle
aux instants discrets permettra de conclure.

Appliquons la loi de commande (3.44) au systéme (3.30), ceci donne le systéme bouclé
pour { € [tx,tk+1[, Vk €N
{ém f (B(1), us (3(1)))
£(t) F (&), us (2(2)) - £ (2(t) — e(t), ue (1)) (3.45)
{ Tt = B, —KCey
eyt = [I-KClegy,
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Alors entre deux mesures, nous avons pour ¢ € [t, tk41],

i) = £ (20, w (20))) - £ (30 - 50, w (300) ) (3.46)

alors
@I = |7 (26), u (30))) - £ (30) - o), ws (50) ) | (3.47)

et en intégrant

el < lleel+ | |7 (2(), w(@(6)) - 1 (3(6) - elo), wa(@(s))) ] ds. (3.48)

On déduit de ’hypothése 3.4.3-(2), il vient

¢
lle@)Il < ||6k||+ke/t lle(s)l| ds (3.49)
k
et en utilisant le lemme de Gronwall 2.5.1
le@ll < llewdlexp (ke (¢ - )
< exp(keTs) fleull- (3.50)

Etant donné que Z(t) = 0 est le point d’équilibre de 2(t) = f(Z(t)), alors f(0) = 0 et nous pouvons écrire

2(t) = f (2(t)) - F(0) (3.51)
et pour t € [tk,tk+1[, Vk €N,
[z < |7 @®) - Fo)- (3.52)

Alors en intégrant les deux membres, en utilisant la propriété de Lipschitz (hypothése 3.4.1-(2)) et le
lemme de Gronwall, nous pouvons écrire pour t € [tk, tk+1[, V& € N,

Bl < I+ [ 7 @) - F) as
< 1ol + ko [ 112(6) - O ds
< exp (km (¢ - ) I8
< exp(kmTy) I3l (3.59)

Ainsi, entre deux mesures t et tx41, la norme de I’estimation (|[Z(t)||), respectivement de I’erreur d’es-
timation (||¢(2)]|), est majorée par une constante multipliée par la norme de I’estimation, de I’erreur de
P’estimation, au temps £x. Et finalement des équations (3.50) et (3.53), on a

lecpall < exp (ke Ts) Hexll, (3.54)

[l < exp(kn T I3 (3.55)

Dans ’étape suivante, nous démontrons que ||Zg|| et que ||ex|| tendent vers zéro globalement expo-
nentiellement. Rappelons que I’hypothése 3.4.1, respectivement I’hypothése 3.4.3, permet de dire qu'’il
existe une fonction de Lyapunov Vi, (z(t)), respectivement V, (¢(t)), pour le systéme (3.30) bouclé avec
la commande us (z(t)), respectivement pour le systéme discret (3.43). Ainsi la fonction Vi, (z(t)) vérifie
le théoréme 3.2.2 avec les constantes m;, m3, m3 et m4. Tandis que la fonction V, (¢(t)) vérifie le théo-
réme 3.2.4 avec les constantes e, es et e3. La méme remarque peut étre faite pour la fonction Vi, (Z(t))
qui vérifie les mémes propriétés que la fonction Vg, (2(t)).
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Soit alors la fonction candidate de Lyapunov temps discréte
W (ex, Zx) = Ve (6x) + Vm (k)
oit 77 est une constante qui sera définie ci aprés. Il s’agit de démontrer que
AW (ex, Bx) = W (i1, Bug1) — W (ex, Bx) < -7 W (ex, Zx)

avec v une constante strictement positive.
Posons
AW (ex, Tx) = nAVe (k) + AV (Zk)

oll
AVe (ex) = Ve (ex1) — Ve (€x)
et
AVin (i) = Vin Biet1) — Vi (Be) -

Majorons d’abord AV (¢x) en utilisant la propriété 2 puis la 1 du théoréme 3.2.4:

AVe(ex) = Velewtr) — Vel(ex)
—e3 Ve (ex)

<
2
< —eresllexl

Soit ¢; = e eg > 0, alors y
7 AVe (ex) < —ner el

Maintenant nous allons écrire
AVn (Ek) = Vm (Ek+1) = Vm (Ek)

= Vi (Bit1) = Vi (Ficpr) + Vi (Bipr) = Vim (80)
= AV3(3x) + AV (%)
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(3.56)

(3.57)

(3.58)
(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
(3.64)

(3.65)

ol AV (Zk) est due a ’évolution continue entre deux mesures, et, AV2 (k) est due & la discontinuité &

Pinstant £).

1. Majorons AVE (Zk) = Vnm (551:“) — Vi (Z1)

Etant donné que, pour :'E(t) =f (2(¢)), Yorigine est exponentiellement stable pour ¢ € [tx—1, [,

alors en intégrant _
Vi (2(t)) < —m3 Vi (2(2))

il vient
Vi (Tp1) < exp (—ma (te4 —tk)) Vi ()
< exp(—m3Ts) Vin (Zk)
et
Vo (Bpr) = Vio @) < = (1= exp(-maTy)) Vin (&)
< —-my (1 — exp (—mg Ts)) liZl?

En posant ¢z = my (1 — exp{(—ms3 Ts)) > 0, nous avons

AVE (&) < —ca || Eulf?

(3.66)

(3.67)
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2. Majorons AV2 (8x) = Vin (Tur1) — Vi (Ficy1)
Utilisons le théoréme des accroissements finis :
Il existe A € [0, 1], tel que Zp, =2, ,; + A (B - :'El:_l_l) et

~ — aV; ~ —~—
Vm (:Bk+1) - Vm ("’k+1) = (ﬁ R ) X (;Bk+1 - 2k+1) . (3.68)
z=wp
Nous avons alors
~ - AT ~ o~
AV (@) < |Via ()] < 6%" i 1B — Bl (3.69)
z=xp

par la propriété 3 du théoréme 3.2.2 et comme 0 < A< 1,

FeLo| s o
< ma B +A (B — By |
< my |35, + ma |8 - Fl] (3.70)
Comme nous avons
|25s1 ]l < exp (km Ta) N3l (3.71)

il reste & majorer ||:'Ek+1 -2 +1|| en utilisant le systéme (3.45) et I'inégalité (3.54):

|2k = Bepall = [|-K Ceigall
< K| Jempll
< exp (k. Ts) |IK C|l |lexll- (3.72)
Ainsi
avd@l < | 52| | * 1B - Bl
0% |5=3,
< (ma [l + ma 21 - Fall) [Bies — Bl
< (ma exp (em To) 13l + ma exp (ke Ts) 1K Ol llwll) exp (ke Ta) 1K C]l Jex]
< ca |[Eull llewll + s llexli? (3.73)

ot cg = my exp ((km + ke) Ts) ||K C|| > 0 et cq = my exp (2k. Ts) ||K C|? > o.

Alors
AW (e, B) < (ea—nea) llexll® + s l1l] llexll — ez ||l
<~ ((men = ea) llewll = s 12l lewll + c2 13l (3.74)
. . nei—cs  —3cs e
Soit la matrice M = 1 . Elle est définie positive lorsque n¢; — ¢4 > 0 et lorsque
—35C3 €2

(ne1 —cq) c2 — %c;;z > 0, c’est-a dire pour un choix de 7 tel que

032 C4

461 Co Cl'

n> (3.75)
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Si 7 est alors choisi suffisamment grand et > 1

el 17, [ el
~ k k
Atclon®) < ‘[nskn] M[nskn]
< emin(M) (llenl +113:]1)
. nVe(ex) | Vin (%)
< () (L2l InB0)
<~ 2l (Ve ) + Vo (80
Amin(JM-) .:L'\
= _max{nr:g,mz}w(gk’ )
< —y W (e B) (3.76)

avec ¥ = ﬁ% > 0. Ceci permet de conclure que, pour tout k € N, ||e (kTs)|| et ||Z (k Ts)|]
tendent globalement exponentiellement vers zéro et entraine, pour tout ¢ € R, ||Z(¢)]| et |le(¢)|| tendent
aussi globalement exponentiellement vers zéro. Ainsi l'origine du systéme (3.30) bouclé avec la loi de
commande (3.44) calculée & partir des estimations de I’état issues de I'observateur (3.41) est globalement
exponentiellement stable.

a

38.4.4 Sorties temps discret apériodiques avec retard

Dans cette partie, nous considérons toujours le systéme non linéaire (3.30). Par contre, les mesures sont
disponibles apériodiquement aux instants ¢;, et avec un retard noté 7;. Ceci correspond 3 un probléme de
commande du procédé pilote au L.S.G.C.. Des mesures, issues du chromatographe liquide haute pression,
ne sont disponibles que tous les quarts d’heure avec un retard d’un quart d’heure (Bicking, 1991).

Si nous supposons que les sorties sont linéaires par rapport a I’état, alors I’équation d’observation
peut s’écrire

y(t)=Cz(ti—m) (8.77)
ol C est une matrice p x n. Ces instants de mesure et le retard doivent vérifier ’hypothése suivante :
Hypothése 3.4.4 Il existe des constantes Trin €t Tmax € R telles que pour tout ¢ € N:
1. Thin <ti41 —1; < Tmax;
2. ¢ <tig1 — Tip1 <tiga.

L’hypothése 3.4.1 sur Pexistence d’une loi de commande globalement exponentiellement stabilisante et
sur la condition de Lipschitz de la fonction f (z(t)) sera de nouveau utilisée. Nous supposons aussi
Vexistence d’un observateur continu-discret basé sur le systéme non linéaire (3.30) et sur I’équation d’ob-
servation (3.77) oil le retard 7 est nul pour tout i € N. L’estimée de I'état est notée Z(t), et I'erreur d’es-
timation est £4(t) = Z(t) — z(t). Les notations suivantes seront aussi utilisées: T~ (;) = limg—ye, 1<¢; 2(2),
ex (8:) = 2 (t;) — 2 (L), et &5 () = £~ (t;) — @ (¢;). Ainsi considérons comme observateur continu-discret
le systéme dynamique suivant :

pour t € [t tigals
{ 2t) = f(E@),u®) (3.78)
E(tiv1) = & (tigr) — K [CT™ (tiga) — y (Biga)]

ot K est la matrice gain. Si celle-ci est temps dépendante alors nous supposerons que || K C|| est bornée.
Ecrivons I’équation dynamique de ’erreur:

pour ¢ € [t;, tiy1[,
{ &) = F(E@), ut) - f(@@R) -e(t), u(t) (3.79)
€z (tiy1) = [I-KCleg (tisa)
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et nous avons alors le systéme discret

€ (tir1) = @ (62 (4:) , 2(.), u(.)) (3.80)

La derniére hypothése sera maintenant explicitée, puis on expliquera comment prendre en considération
le retard avant de donner le dernier théoréme.

Hypothése 3.4.5 Considérons le systéme non linéaire (3.80) avec les sorties (3.77) sans retard (Vi,
7; = 0). I existe un observateur continu-discret (3.78) tel que

1. le point d’équilibre du systéme discret (3.80) est 5 (t;) = 0, et il est globalement, uniformément en
T et en u, exponentiellement stable;

2. la fonction f (Z(t), u(t)) est globalement par rapport & Z(t) uniformément en u(t) Lipschitz. Ou
bien, si Uentrée u(t) est bornée, alors la fonction f (z(t), u(t)) est glotalement par rapport & z(t)
Lipschitz. La constante de Lipschitz est k..

Maintenant nous prenons en compte le retard (r; # 0). Afin de rendre plus lisible les équations sui-
vantes, nous noterons le temps (t; — ;) par le temps (i), par exemple z (t; — 7;) = z(7). Le méme obser-
vateur (3.78) est utilisé deux fois (voir figure 3.2) : 'un, Z(t), fonctionne en “temps réel” et présente une
discontinuité aux instants t;; autre, Z(t), fonctionne en “temps virtuel” et est discontinu aux instants
t; — 15,

™N (1)
\ z(t2)
z(2) )
E(ta
Z(2)
Z(3)
2 NED ~—~— {209
Z(3)
..?(tl) N 2 \\ :':E(t:,)
»-.“ . 's,;\.;\‘ . '-:Zﬁi:v
-\.\.\\ \;\'\'- .. - \\
\\\ \\ e
......... x (ta)
~ ST ~ Z (3)
?(1) EERINON I 4 (tl) Z (2) ........ x (tz)
th—7n t1 to — T 12 i3— 13 i3 temps

F1G. 3.2: Le fonctionnement de l’observateur continu-discret avec retards sur la sortie. (trait épais : vecteur
état "réel" z(t); pointillé: vecteur état estimé Z(t) synchrone avec z(t); trait fin : vecteur état estimé z(t)
en temps "virtuel”) A Uinstant t(2), 2~ (t2) et £(t1) permettent le calcul de Z~(2) puis de Z(2), qui euz
donnent Z(t2) et permettent de calculer Z(t) pour t € [ta,t3] ce qui donne T~ (13).

Le calcul de ’estimation de 1’état se déroule en quatre étapes:

1° équation (3.81)
L’état est estimé avec 1’aide du modéle, et la loi de commande par retour d’état est calculée. Les
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conditions initiales proviennent d’une étape 4 précédente.

pour t € [ti, tiqa{
z(t:) = zZ(t)
21) = 5B, uw (@)
ult) = us(2(t)

(3.81)

2° équation (3.82)
Maintenant, on est & I'instant ;41 et on dispose de la mesure d’une partie de I’état faite & I’instant
tig1 — Tit1

At= tit1
{ y@iy1) = Ce(tiys—mig1)=Cz(i+1) (3.82)

3° équation (3.83)
Le second observateur est calculé en temps virtuel £. On est toujours a ’instant £;4+1. On remarque
que pour & € [t;,tip1 — Tig1[, Z(F) = Z (). Cette équation sert & donner la valeur de Z (tiy1 — 7i41)
puisqu’avant le temps #;41, on suppose ne pas connaitre le retard 7;41 et il est difficile de garder en
mémoire toutes les valeurs de la commande appliquée u(t), et des estimations de 1’état Z(t).

At=1t;4, pourt € [ti,tiy1 — Tiga]
Z(t:) = Z(t) (3.83)
{?6)= HEORNGQ))
Cette équation donne la valeur de 2~ (ti41 — Ti+1) qui est égale & Z (ti41 — Tit1)-

4° équation (3.84)
On est toujours & l'instant t,+1 On dispose de la mesure y (¢i4+1) = Cz (i + 1), et de P’estimation
faite & Dinstant ;41 — 7i41: 2~ (6 + 1) = 2 (i + 1). A partir de Perreur d’estimation, 'observateur
en z est réinitialisé au temps ;41 — Ti41. Ceci permet de calculer la nouvelle prédiction de (tig1)-

At=t;41, pour € [tit1 — Tit1, tig1[
7(i4+1) = Z7(+1)-K[CZ (i+1)—y(tis1)]
FE@E), u(@) @) (3.84)
us(t) = us(2) ()
) = FEEO),w).
(

Ainsi nous avons la nouvelle valeur de Z (¢;41) :

8)
)

B
N

Il

2 (tiv1) = 7 (bi41) (3.85)
et nouvelle étape 1 peut commencer.
Le théoréme s’énonce alors comme suit:

Théoréme 3.4.3 Lorsque les hypothéses 3.4.1, 3.4.4 et 3.4.5 sont vérifiées, alors la loi de commande
dynamique par retour d’état (équations (3.81) a (3.84)) appliquée au systéme non linéaire (3.30) stabilise
globalement exponentiellement celui-ci a lorigine.

Preuve On va utiliser la méme méthode que pour le théoréme précédent, si ce n’est qu’on commencera
par démontrer que les suites Z (¢;) et €, (;), ot €, (t) = Z(¢) — z(t), convergent globalement exponentiel-
lement vers zéro. Ensuite en utilisant les conditions de Lipschitz et le lemme de Gronwall, on démontrera

que & (t;) converge aussi globalement exponentiellement vers zéro. On pourra alors conclure pour z(t)
et £;(t) pour tout ¢ .
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Soustrayons  de part et d’autre de ’équation (3.81) et de I’équation (3.84) en considérant les équa-
tions (3.82) et (3.83). Cela revient & écrire:

pour t € [t;, tiq1[
{ &) = (), us (BQ)) - F(BE) —ex(2), us (2(2))) (3.86)
& (tiy1) = & (i)
et _
pour t € [t; — 75, i1 — Tiga
G0 = FED,ud)-FEE) -, uwd) (3.87)
e (i+1) = [I-KCle; (i+1)
Rappelons que, premiérement, Vi € N, Z (t;) = Z(ti), &z (t) = & (8:), 27 (i) = Z(§) et &5 (¢) = &2 (9),
deuxiémement que ’observateur en z est comme un observateur continu-discret sans retard sur les mesures
de la sortie. Alors selon I’hypothése 3.4.5, il existe une fonction de Lyapunov Ve (g;(t)) vérifiant les
conditions du théoréme 3.2.4 avec les constantes e;, ez, e > 0. L’hypothése 3.4.1 permet aussi de
dire qu’il existe une fonction de Lyapunov Vi, (z(t)) vérifiant les conditions du théoréme 3.2.2 avec les
constantes my, ma, m3, ms.

Soient 7 et 4 deux comstantes positives précisées ultérieurement, et soit la fonction de Lyapunov
candidate:

W (g2 (8) 2 (tign)) = 1 Ve (62 (1) + Vo (2 (1)) (3.88)
On doit d’abord démontrer que
AW (e: () B(1) = W (e (i+1),2(t0) - W (e (), 5(8)
AW (ez (), i(t,-)) , (3.89)
Ferivons AW (e, (i), % (t:) = n AV (6x (i + 1)) + AVin (& (1)) o1

1. AV.(e; (i) = Ve (€5 (¢ + 1)) — Ve (€2 (5)), or par la condition 2 puis la 1 du théoréme 3.2.4, nous
pouvons écrire

IA

AVe(e: (1) = Velea (i+1)) - Vele: (3))
< —eaVe(e: (7))
< —eveslle: (- (3.90)
En posant ¢; = €3 eg > 0, il vient
nAVe (e; (i +1)) < —ney ez (G| (3.91)

2. AV (Z (L)) = AVE (2 (1)) + AVE (Z () on le premier terme, AV (Z (%)), est du & I’évolution
continue et le second terme, AV2 ( (t:)), est du & la discontinuité & I'instant ¢;4,. Chaque terme
va, étre majoré comme suit :

(a) AV (2 () = Vi (T (ti41)) — V° (55( i)
Par la stabilité exponentielle de Z(t) = f (Z(t), us (Z(t))) pour t € [t;,i41[, nous avons

Vin (27 (i41)) exp (*03 (tig1 — ti)) Vm (2(2:))

<
< exp(—¢c3 Tmin) Vi (Z () (3.92)

alnsi en posant cg = 1My (1 —exp (—cs Tmin)) >0,

AVE (8 (t:)) < el ()12 (3.93)
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(b) AV (2 (t:)) = Vin (2 (ti41)) — Vi (B (i41))-
On va utiliser le théoréme des accroissements finis: 3\ € [0, 1], tel que Zp = z~ (t;41) +
A(@ (tig1) — 27 (tiga)) et

~ a— OV ~ ~
Vin (8 (ti41)) = Vin (&7 (ti41)) = (—53— R ) X (& (ti4r) = 7 (tig1) (3.94)
alors
d d an ~ ~—
AVm S |AVmI S —a? N X “.’E‘ (t1'+1) -z (ti+1)“ (395)

et on majore

- % en utilisant la propriété 3 du théoréme 3.2.2.
oz o=3,
oV, ~
ol | < el
=z,
< e o (ea) + 2 (B ) - 3 (ki) |

IA

s B (ti)| + ea & (11 — 37 r)-

En utilisant la condition de Lipschitz puis le lemme de Gronwall, ’équation (3.81) devient

ol < IEe+ | |7 @) - F(0)] do

t
< IE@+ke [ B
< exp (ke (b — 1)) I3 (8]
d’otr
& (t40)]| < exp (ke Toa) 1B 1 - (3.96)

- “53 (t4+1) -z (tz’+1)“ en utilisant le fait que fl:\(ti.l_l) = 2(t17+1), o (t,'+1) = 2(ti+1) -
& (ti+1), et &5 (tir1) =2 (tig1) — € (fiy1). D'od

|2 (tig1) =2~ (tis)|| = ez (tinn) — &7 (i)
< lex (iad)ll + [lez (Eawn)]] -

€; (tiz1) va étre majoré en utilisant, pour t € [ti}1 — Tiy1,ti41], équation (3.87) avec la
propriété de Lipschitz puis ’inégalité de Gronwall :

A

t

lle- @I

IA

lles G+ DIl + ke / e (@)l do

i+1—Ti41

IA

exp (k, (Ftiva + 1)) lles (i + 1)l

d’ot
llez (t41)1l < exp (ke Tit1) |lez (i + 1)1 - (3.97)

Ensuite nous avons aussi

lle= (i + DIl < L= K Cf [lez (i + 1)) (3.98)
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et comme [|e5 (6 + DIl = llex (i + 1)l et [lez (t)]] = le: (¢ alors

lez G+ = llea G+ DI
< exp (ke (i = s 1) ez (8]
< exp (k, (tia — ma 1) ez (&)
< exp (k. (e = g = 1)) exp (ko) [les ()]
< exp (ke (41— Tigr — i + Ti)) lle= ()l
Ainsi en posant b; = exp (2 ke Tmax) |[I— K C|| > 0, il vient

llez (tsa)ll < b1 flez (- (3.99)
D’une maniére quasi analogue, on peut montrer que
les @] < exp (ke (v — 1) lles ()]
< exp (ke (tir1 — 1)) ll: ()
< exp (k, (tigr = 1)) exp (ke ) lles QI

En posant by = exp (2 ke Tmax) > 0, il vient

ez (tir) || < b2 llez (M- (3.100)
Soient les constantes suivantes:
c3 = my (by+ b2) exp (ke Tmax) > 0
ca = ma(bi+b)*>0

Alors nous avons la majoration suivante :
AVE < es || ()]l llez ()] + ma llez (8))1° (3.101)

D’aprés les majorations (3.91), (3.93) et (3.101)
AW (=, (3), 2 (t:)) < — (ne1 = ca) lles (I +ea 112 ()] llex ()] — e2 12 (&)™ (3.102)

1
nec1— ¢4 —5¢3

, pour un choix de 7 > —4- + £2— alors M est

c1c’

Si M est la matrice symétrique [
—3C3 C2

une matrice définie positive. En notant Amin (M) > 0 la plus petite des valeurs propres de la matrice M,

il résulte que

AW (e: (), 8 (1)) < _E./}i?:)(e—zM,)cz]TW (e (9, 2 (1)) (3.103)

Ceci permet de conclure que les suites Z (¢;) et €, (i) convergent globalement exponentiellement vers
zéro.

La derniére étape sert & montrer qu’il en est de méme pour Z(t) et e (t) pour tout ¢. Entre deux
mesures, Vi € [t;, tipa],

B@I < exp (k (t-1)) 2@
S exP(chmax) lla(tz)llv (3'104)
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et

les@ll < exp (K, 6= 1)) llee @Il < exp (ke (¢ =ti+ 7)) lles (O]
exp (2 ke Tmax) lle= (2)]] - (3.105)
Par la convergence de Z (t;) et de ¢, (i), on peut donc conclure que Z = 0 et €, = 0 sont des points d’équi-

libre globalement exponentiellement stables du systéme bouclé. £ = Z — ¢, = 0 est le point d’équilibre

du systéme et il est globalement exponentiellement stable.
O

IA

Remarque sur Pimplémentation : Afin de calculer la loi de commande (équations (3.81) & (3.84)), il semble
nécessaire de stocker en mémoire toutes les valeurs précédentes de Z(t) et de u(t). En fait, & partir des
mesures C z (t;41 — Ti4+1) et des estimations de I’état Z (;), on peut reconstruire les estimations faites et
la commande appliquée au procédé. Soit ¢ le temps de calcul supposé connu ef, constant. Supposons aussi
qu’a l'instant #;,7 —t. la mesure C'z (t; — 7;) et le retard 7;41 soient disponibles, et que la commande qui
sera appliquée entre #;4; — tc et t;41, soit déja calculée. Premiérement intégrons pour 1€ [ty tip1 — Tt

Bd) =1 (2(), w(2(0))) (3.106)

avec Z (t;) = Z (t;). Ce calcul permet de donner la valeur de Z~ (;41 — 7i41) et & partir de la mesure faite
4 I’instant t;41 — 7;41, on réinitialise I’observateur en z:

Fi+1)=2"(+1)—-K [CZ (i+1) - Cz(i+1)] (3.107)
Maintenant, on recalcule la commande appliquée entre ;41 — Ti41 et ¢;41, en intégrant
2f) = fED), w@d)
us (T) = ug(Z(7)) (3.108)
7t) = fEE),w@)

avec Z (ti41 — Ti+1) = 2~ (tiy1 — Ti4+1). Ainsi on a la valeur de Z (ti41) (= Z (ti41)), et on peut calculer la
commande future pour ¢ € [t;41,ti+1 + Tmax] €n intégrant

{ ) = F(30), us (B))

3.109
(2() = wus(2() 109

3.5 Conclusion

Aprés avoir fait quelques rappels sur la stabilité et fait un état de 1’art, nous donnons trois résultats
assez généraux.

En effet, considérons un systéme pour lequel on peut synthétiser une loi de commande par retour
d’état qui le stabilise globalement exponentiellement, et pour lequel on peut appliquer un estimateur
d’état global & convergence exponentielle; alors ce systéme bouclé par la loi de commande calculée &
partir des estimations, stabilise encore globalement exponentiellement. Nous pouvons séparer la synthése
de la loi de commande et de celle de ’observateur. Les résultats avec ’observateur continu-discret sont
intéressants d’un point de vue pratique. En effet, génériquement pour les bioprocédés, les mesures sont
disponibles en temps discret. L’utilisation d’un observateur continu-discret donne une estimation en temps
réel des variables d’état du systéme. Cet estimateur bien que corrigé périodiquement peut étre utilisé avec
une loi de commande par retour d’état afin de stabiliser le systéme. Nous avons aussi étudié le cas ol
les mesures sont disponibles en temps discret et avec retards. Nous montrons comment utiliser deux
observateurs continu-discrets afin de stabiliser le systéme.

Une des principales restrictions de nos résultats réside dans la nécessité de synthétiser une loi de com-
mande par retour d’état stabilisant globalement exponentiellement un systéme donné. Il faut savoir aussi
construire un estimateur d’état 3 convergence globale exponentielle. Ensuite, nous utilisons I’hypothése
de globale Lipschitzcité. D’une part la construction d’observateurs & convergence exponentielle nécessite
cette hypothése, et, d’autre part cette hypothése assure que le systéme n’explose pas en temps fini.



Chapitre 4

Applications - Simulations

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & I’application d’observateurs et & des simulations sur des bioprocédés. Tout
d’abord, nous étudierons un cas linéaire ou nous appliquons notre observateur continu-discret de type
Luenberger et le principe de séparation.

Ensuite, c’est sur un cas d’un bioréacteur classique que nous nous y intéressons. Ce cas permet de
mettre en oeuvre de facon correcte I’application d’observateurs et le principe de séparation. Le modéle
mathématique d’un procédé étant donné, il s’agit de vérifier son adéquation avec la réalité (concentra-
tion positives par exemple), de proposer un loi de commande par retour d’état stabilisant globalement
exponentiellement le systéme, de proposer un observateur et de démontrer que le tout fonctionne.

Ensuite, nous passerons au modéle de Rajab. Ce modéle, comme nous ’avons vu, est trés difficile
3 étudier. Néanmoins nous proposons I’application de deux estimateurs d’états. Nous donnerons des
conditions d’applications d’un observateur & grand gain et un observateur de type Kalman étendu.

4.2 Exemple linéaire

Nous présentons une application de notre observateur continu-discret de type Luenberger & un systéme
linéaire. Nous avons choisi un systéme lindaire oscillatoire instable en boucle ouverte avec une grande
période d’échantillonnage, afin de montrer que la stabilité peut étre obtenue méme avec des conditions
difficiles. Soit donc le systéme :

0
z+ U
1 (4.1)

ott bien sur yx = y(kTs) et zx = z(kTs) avec k € N et T, la période d’échantillonnage. Dés que les
conditions initiales du systéme ne sont pas nulles, les états du systéme sans commande sont des sinuoides
3 croissance exponentielle avec pour pseudo-fréquence wq = 2 . Le systéme bouclé par la loi de commande

0 1
—672 W2

yw = Ca = [1 O]xk

z = Azx+Bu = [

u=Gz=[6m-4 -2/2r—-4]z= (4.2)

posséde deux valeurs propres égales & —2. Cette loi de commande stabilise donc le systéme en z = 0.
Prenons notre observateur de type Luenberger avec la notations Z, = lim;k T, t<kT, 2(t). Alors pour

tekTs, (k+1)Ts[, Yk € N:

Z = AZ+B
(o ws

By = By — K [CFpy — yen]

72
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Pour démontrer la convergence de l’observateur, nous avons vu (section 2.5.2) qu'’il faut que la paire
(C exp[AT,], exp[ATs]) soit observable. C’est & dire que

C exp [ATs]
C exp[ATs) exp[AT,]

rang . =n. (4.4)

C (exp [ATq))™

C AT
Dans notre cas le déterminant de la matrice [ c (ej:)p[f‘l T:ﬂz est égal & 5= exp (3v27k)sin(27k). Il

est clair qu’il ne s’annule que pour k = i/2, i € N*,

Pour la simulation, nous avons choisi la période d’échantillonnage Ty = 3/4. La matrice K =

[0.99998582916257, 4.49012504142664] est calculée afin d’obtenir exp(1, 5*(—2)*Ts) comme valeur propre
double de la matrice [I — K C]exp [A Ts]. La dynamique de ’observateur est ainsi 50 % plus rapide que
celle imposée par la commande.

Les simulations ont été réalisées avec le logiciel MATLAB en utilisant comme méthode d’intégration
Runge-Kutta (4,5) et avec pour erreur relative 10~5, et 10~° pour Verreur absolue. Les figures 4.1 repré-
sentent I’évolution de 1’état z1 et x4 en trait continu, et des estimés T; et T en tirets. L’erreur faite sur
les conditions initiales est grande: z(0) = [1,0]T et £(0) = [2, 10]T. C’est une des raisons pour laquelle
I’évolution transitoire n’est pas trés bonne. De plus la période de mesure de la sortie T est choisie proche
de celle de la pseudo-période.

De meilleurs résultats sont obtenus si la période de mesure est prise plus petite et si 1’erreur sur les
conditions initiales est moins importante. Si nous prenons une période d’échantillonnage plus grande que
la pseudo-période ($2 = 1), on obtient encore la stabilité du systéme bouclé & condition de conserver

I'observabilité de la matrice [C exp [ATs], C (exp [A Ts])z]T.

1400 T T T L

x1 et xel
x2 etxe2

FIG. 4.1: Ezemple observateur continu-discret linéaire - évolution de ¢ et T

4.3 Bioréacteur de base

Le bioréacteur considéré est celui déja partiellement étudié par Othman (1992): la croissance d’un
micro-organisme sur un substrat dans un réacteur continu (Fi, = Fous) parfaitement mélangé et avec
comme modéle de vitesse spécifique de croissance celui donné par Contois (1959). Le schéma réactionnel
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est le suivant:

s — 2 (% (4.5)

Le micro-organisme est présent dans le réacteur avec une concentration de X g/l, et le substrat avec
S g/1. Nous supposons que ces concentrations sont trés faibles. Le bilan de la matiére donne comme

équation dynamique:
X
S

oit p (h™1) est la vitesse spécifique de croissance, r est le coefficient de rendement (g/g) «consommation
de substrat sur production de biomasse», et Sing/1 est la concentration constante en substrat dans 1’ali-
mentation dont le débit est Fi;. Le systéme est commandé par la vitesse de dilution D = E“,‘L, V étant le
volume de liquide contenu dans le réacteur. Ce volume est constant (Fin = Fout). Le modéle choisis pour
la vitesse spécifique de croissance est celui proposé par Contois (1959) :

s
— max
F=F "KX+S

pX-DX

(4.6)
—rpX+D (Sin—S5)

(4.7)

ol K est une constante de saturation et u™* la vitesse spécifique de croissance maximum.

Afin d’effectuer la synthése d’une loi de commande et d’un observateur, nous étudions ce modéle.
Remarquons que si on pose Z = Sijp —r X — S, alors

Z = —rX-8 (4.8)
= —rpX+DrX+rpX—D(Sn—>S5) (4.9)
= -DZ (4.10)

Comme Z(t) = Z(0) exp (— fot D(o‘)da), alors si Z(0) > 0 et si D(t) > 0, on a pour tout ¢ € R
Z(0) > Z(t) > 0 et Sin > S(t) +7X(t) > S(0) + r X(0). Cette intégrale premiére de la dérive va
permettre de définir le domaine de fonctionnement du modéle. En effet, les concentrations sont positives
tout comme la vitesse de dilution. Si nous initialisons le modéle dans des conditions correspondant & la
réalité, nous voulons que les trajectoires solutions du modéle restent dans un domaine réel possible.

1l faut vérifier que les trajectoires initialisées dans ’orthant positif restent dans cet orthant. Nous
voulons un domaine positivement invariant.

si S = 0, nous avons SlS 0= D Sin > 0 dés que D > 0;

si X = 0, nous avons X| =0.
X=0
Ainsi en utilisant ’intégrale premiére nous avons le domaine de définition
D:{X,S/XZO,SZO,S-mZS+rX} (4.11)

Pour des raisons de commandabilité et d’observabilité, on souhaite éviter les concentrations nulles. On
se donne 3 priori une commande en dilution maximum telle que D™** < p™**. Prendre une commande
D > p™= entrafnerait un comportement anormal du procédé (X — 0). On choisit une concentration
minimum de substrat: S > e¢s > 0. Nous allons chercher des conditions sur la commande pour garantir
que S(t) > es > 0 et X (t) > ex > 0 pour tout ¢ > 0.

si §=¢€g>0,on veut S| > 0.
s=€s

max .

Ceci entraine une valeur minimum de la commande telle que D > -5:1-_—68- '—%—)—(v_l_—:f- Comme X > 0

et Tf—xxTe; < %, en posant Dmin — TE’%ETES (> g;'l_—g;r—%f%%&), et si on garantit que D(t) >
Dmin alors § ls > 0.

=e€g



4.3. Bioréacteur de base 75

> 0.

X=ex

si X = ex > 0, on veut que X

Cecl entraine que ex < -(Em—;:_TD)—E et une valeur maximum de la commande: D < Dpax < ™.
Comme S > €5, alors pour un choix de ex tel que 0 < ex = /ﬁ)},—cs < ﬁg_,K_—DI_J_)_E’ et si on
garantit que D(t) < D™**, alors on a b¢ |x > 0.

=€ex

Nous avons finalement le domaine positivement invariant (représenté par la figure 4.2)

X
Sin — €5
pat
Q

€X 4

€g Sin — TEX S

FiGc. 4.2: Domaine physique

“ma.x _ pmax
Q(ES’Dmax)z{X,S/X)W—Es,5>€s,5in>7'X+S} (4.12)

Remarque: d’aprés la figure 4.2 nous avons bien évidemment ex < X < —Sﬂ:—“‘ et e < S < Sin —rex.
Les valeurs de ex et de D™" sont rendues aussi petites que 1’on désire par un choix de ¢s. L’adhérence
de Q(es, D™2%) (Q) est un compact. Le systéme est visiblement local Lipschitz partout dans ce compact.
Par un raccordement continu, on peut alors étendre les fonctions & des fonctions lipschitziennes sur R2.

Avant de construire une loi de commande par retour d’état stabilisant globalement exponentiellement
le systéme, il faut déterminer le lieu des points singuliers potentiels. Les solutions de ce systéme peuvent
se paramétrer avec la concentration en biomasse 3 ’équilibre X° :

S° = (S, —rX°)
Do = B Sypr X° (4.13)
- %K—T; X°+§in
Nous allons démontrer que le systéme peut étre stabilisé en n’importe quel point (Xe, Sin — rXc), ot

X, représente une consigne en concentration de biomasse telle que ex < X¢ < é'“;'—f-s Pour cela, nous
proposons la loi de commande:

umax SX 1 1 )
- 5y (Sin—5-rXc) ). 4.
b KX+Ssi,,—s(’°+,\(Sm §-rXe) (4.19)
Le systéme ainsi bouclé s’écrit :

X = erussaj..{—s) (Sn—8S—rX-%(Sn—5~- r X))

, L (4.15)
S = ihkxis Sn-S-rX).
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Cette commande peut &tre interprétée comme une loi de commande linéarisante multipliée par un facteur
non linéaire. Il faut maintenant montrer que cette commande est positive et qu’elle laisse le domaine €

positivement invariant. Les concentration X et S étant dans €2, alors B SX 1 5 0 et cela implique
KX+5 Sa-%

qu’il faut que r + % (Sin =S —rX:) > 0, s0it A > _—S'ﬂ—“l'—fﬂ-ﬂ Or maxq(S) < Sip — rex, alors si on
choisit A > X. — ex > 0, la commande D est strictement positive.

— Sur le segment X = ex (S € ), nous désirons que XIX > 0.

=€X

Dés que A > ex > 0, alors (Sin—S—rex—E}(Sin—S—rXc))>0:>X>0.

— Sur le segment S = es (X € ), nous désirons que S ‘s > 0.

=€g .
Comme (X, S) € 2 = (Sin — €s — r X) > 0 et comme A > 0 alors S > 0.
Le systéme bouclé posséde un unique point d’équilibre dans Q: (Xc,Sin — 7 Xc). Pour un choix de
A > max{X. — ex,ex}, la loi de commande proposée laisse le domaine positivernent invariant. Si on
choisit S(0) < Sin — r Xc, alors S(t) < Sin — 7 X, et il suffit alors de prendre A > ex pour que D > 0.
Soit la fonction de Lyapunov:

V(X,S) = %(si,, ~S-rX)?+ %(sin —S—rX.)> (4.16)

Il est clair que V est une fonction quadratique définie positive et elle ne s’annule que pour le point
(Xc, Sin — 7 Xc). Un simple calcul permet d’écrire

lﬂmaxSX

V(X,S) ==D (Sin —S--’I".X)2 - Xm

(Sm— S —7rX.)> (4.17)
Or la commande D(X, S) et le terme 1‘41:1—;‘:—;( sont strictement positifs pour (X, S) € Q. Vu la compacité
de Q, il existe ¢; > 0 et ¢z > 0 tels que

V(X,S) < —c1(Sin—S—7X)>=c2(Sin—S—rXc)’ (4.18)
< =2 min{e,c2} V(S, X). (4.19)

Nous avons donc la globale exponentielle stabilité du point (X¢, Sin —7 Xc). Ceci est rendu possible parce
que nous avons pris la précaution de s’éloigner des bords (axes X =0, S=0et Sjn — S —rX =0).

Afin de pouvoir commander le systéme & partir des mesures discrétes du substrat, nous allons appliquer
I’observateur continu-discret donné par le théoréme 2.5.3. Nous supposons que le substrat S est mesuré
périodiquement aux instants kTg, k € N:

Xx
y(kTs) =y = Ca(kTs) =[0 1] [ S, ] = Sk. (4.20)
Nous allons montrer que le systéme suivant, ol k1 et ko sont deux constantes précisées ultérieurement,
( X = ;'Z)? -DX
S = —Tﬁ)?+D(Sin—§)
4 ~ ~ - (4.21)
X1 = Xy =k (51:+1 - Sk)
{ Skt1 = Sk_+1 — ks (Sl:+1 - Sk)
consiste en un observateur pour le systéme (4.6) pour t € [tk, tx41[, Vk € N. L’équation de ’erreur s’écrit :
Ex = ﬁ)? —pX —Dex
Es = -T X -pX — Deg
g” # _) (4.22)
EXupr = EXpy T k1 €St
€Sk+1 = (1 - k2) E.;k.H
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Soit « la constante de Lipschitz de la fonction f(X,5S) [%{;{_’ musx ] . En posant ¢ =

ex, 65] , un simple calcul permet d’écrire Vi € [tk, tr41]
@ < llewll exp ((@+ D™= Ta) (4:23)

Reprenons l’intégrale premiére Z = Sip — S —r X avec (X, S) € Q et posons px = exp (— f::'“ D(a')dcr) .
Comme Z(t) = —D(t) Z(t), nous avons
Z501 = pi B (4.24)

pour l’observateur, si ()? ,S) € £, nous avons aussi 7= Sin — S—rXet
2;_'_1 = Pk Zk. (4.25)

En soustrayant les deux équations précédentes, on a:

Zl:+1 ZI:+1 = px (Zk — 2[‘) (426)
= pk (esk + T'Exk) . (4.27)
Par un choix de k; = —1/r et de k3 = 1, il découle alors
{ EXk+1 = E)—fk+1 + %€§k+1 = 1l‘ (Zk_+1 Z"_+1) = % (Esk + rst) (428)
Esk_'_, = 0

Ce choix particulier de k; et ko permet de faire une correction «pile» sur le substrat, alors €g,,, = 0,

Vk > 1. On en déduit alors:
k41

EXxpr = H p1 + TEX (0)) (4'29)

Comme 0 < pmin = exp (—Ts D™**) < p; < Pmax = €Xp (—Tsj Dmi“) < 1, cela prouve la convergence ex-
ponentielle des suites e, ,, et €x,,,- A partir de 'équation (4.23), nous avons aussi £() — 0 globalement
exponentiellement.

Il convient de faire observer, que lorsque 1’on réinitialise & I’instant 41, les nouvelles conditions
initiales de I’observateur sont dans €. Au départ X (0) et S(0) sont choisit dans 2. Raisonnons par
récurrence et supposons que Xy et S soient dans €. On a alors

Xy = X + '1‘ (Sk_+1 - Sk+1) (4.30)
Sit1 = St

Comme ()?k,gk) est dans Q et puisque Q est positivement invariant par le systéme considéré, alors
(Xk' +1,Sk_ +1) est aussi dans Q et compte tenu de Péquation (4.30), 0n a:

in — Skt1 = 7 X1 = Sin — Sppy =7 Xy > 0. (4.31)

Comme §k+1 = Sk+1 b (Xk+1,Sk+1) € Q, il en découle:
Ser1 > es. (4.32)
A partir de I’équation (4.29), si 5(0) + rex (0) > 0 alors pour tout k¥ > 1, ex,,, = X1 — X1 >0 et

)?k+1 > Xit1 > €x. (4.33)
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Les relations (4.31), (4.32) et (4.29) permettent de conclure que si on choisit ()? (0),§(0)) € Q et
es(0) + rex(0) > 0 alors pour tout k € N, ()?k+1,§k+1) €.

Compte tenu du résultat de séparation du théoréme 3.4.2, la loi de commande (4.14) calculée & partir
des états estimés par Pobservateur (4.21) conduit & la stabilité exponentielle globale du point d’équilibre
(Xe, Sin — 7Xc), de plus tous les états estimés restent dans le domaine €.

Des simulations sont données pour illustrer les résultats. Elles sont réalisées avec le logiciel MATLAB,
en utilisant comme méthode d’intégration Runge-Kutta (4,5) et avec pour erreur relative 106, et 10~°
pour lerreur absolue. L’état du systéme “réel” est en trait continu tandis que celui de I’observateur
est en traits pointillés. Les paramétres sont choisis tels que g™ = 1h™!, r = 1 g/g, Sin = 0,1 g/},
X(0) = 0,01 g/1, S(0) = 0,03 g/1, X(0) = 0,03 g/1, 5(0) = 0,02 g/I, D™ = 0,5 h~!, es = 0,01 g/1. La
période d’échantillonnage est Ts = 2 h et on choisit A = 0,08. Notre but est de stabiliser le systéme au
point (X. = 0,08, Sc = 0,02). Nous obtenons les figures 4.3 et 4.4. De bons résultats sont obtenus. Plus
la constante A est petite, plus vite tend le systéme bouclé vers le point d’équilibre souhaité.

Un essai avec bruit sur la mesure est présenté par les figures 4.4 et 4.5. Le bruit & été simulé en
multipliant la mesure par un bruit blanc d’espérance 1 et d’écart type 10%, puis en arrondissant le résultat
a 0.002 unités prés. Nous obtenons des résultats corrects, cependant nous ne pouvons pas garantir que
les états estimés restent dans Q sauf si on corrige les mesures. C’est-3 dire si on obtient y(t;) < es,
respectivement y (¢;) > Sin — 7 €x, alors on fixe y (¢;) & s, et & Sin — rex.

Finalement, nous appliquons le résultat de séparation dans le cas ol les mesures de la sortie sont
faites en temps discret et disponibles avec retard (section 3.4.4). Rappelons que 'on considére deux
observateurs : I’un 7 fonctionnant en temps réel et donnant les estimations de ’état pour le calcul de la loi
de commande; ’autre Z est synchronisé avec le retard. A P’instant ¢;, nous disposons de la mesure partielle
de D’état faite a Pinstant t; — 7;. Les figures 4.6 illustrent le résultat pour une période d’échantillonnage
fixe et égale & Ty = 2 h (t; = i Ts). Le retard est aussi constant et vaut 1 h 30 (5 = 1.5, ¥¢). L’équation
de sortie est, Vi € N:

y(t;) = y(iTs) = y(2¢) = Cz(t: — =) = X(2i - 1.5) (4.34)
Le systéme a été initialisé avec les mémes constantes que précédemment. L’état initial du systéme, de
Pobservateur en F et de Pobservateur en 7, est (X(0), 5(0)) = (0,01;0,03), ()?(0), §(0)) = (0,03;0,02)

et (2x(0), Zs(0)) = (0,03;0,02). Le systéme réel, respectivement le z-observateur et le z-observateur, est
représenté en trait continu, en tirets et en points. L’allure de la commande est donnée par la figure 4.4.
De bon résultats sont obtenus compte tenu d’un retard et d’une période d’échantillonnage assez grand.
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Fic. 4.3: Concentration en biomasse et en substrat
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4.4 Applications au modéle de Rajab

4.4.1 Introduction

Cette section concerne I’application d’un observateur  grand gain et d’un observateur de type Kalman
étendu au modéle de Rajab. C’est le modéle que nous avons étudié au chapitre 1 section 1.4. :

X, = Ri+Run+Rsi—Ri2—Ris -DX; E = $BR -%Rs -DE
X, = Ry+Riz+Rax—Ran—Ras —-DX; § = —%R—2R, +D(Sn-15)
Xs = Rs3+Ris+Rys—Rai—Ra2 -DXs A = 4R -DA
(4.35)
avec
5X 1
R = 15_2(1+235(2+5A) Rip = 214{(103 Riz = (1+5}}335X(1 +103)
R = S Ra = 3% R = $E% (436
— E X, _ S Xy — S X5
Ry = 22§(1+50E)(1+5A) Rsy = 401+zos R = 501+1oos

Tout d’abord nous étudierons des conditions d’observabilité, puis nous proposons une loi de commande.
Vu la complexité du modéle, il reste plusieurs points en suspens.

4.4.2 Observabilité

On doit préalablement savoir si le systéme est observable ou non. A partir de la définition d’indiscer-
nabilité, on cherche 3 trouver des conditions suffisantes pour que le systéme (4.35)-(4.36) soit observable :
deux sorties identiques (y(t) =y (t)) doivent permettre de retrouver les mémes états (z(t) = 2'(2)).
Soient deux trajectoires z(t) et z'(t), on écrit alors 1’égalité des mesures provenant de ces trajectoires.

— si on mesure le glucose S':

S(t) = §'(t) ¥t > 0 alors $(t) = S'(t) V¢ > 0. On a donc

—%0R, —2Ry+D.(S—Sin) = —FR-2Ry;+D.(S' - Sin) (437)
o —30R, ~ 2R, = ¥R, 2R, '
— si on mesure I’éthanol E: )
E(t) = E'(t) Vt > 0 alors E(t) = E'(t) ¥t > 0. On a donc
R -~LR3-DE = $R, -3{R,-DFE 438
= sp _20p = 4p _ 20p (4.38)
= 141~ 1148 = 712t~ 173
— si on mesure l’acétate A: )
A(t) = A'(t) Vt > 0 alors A(t) = A'(t) V¢ > 0. On a donc
LR -DA = 4R -DA
) - (4.39)
=4 ﬁRl = ﬁRl
D’aprés (4.39) et en explicitant R; (voir (4.36)), si S(t) # 0 V¥, on a Xy(f) = Xj(t). Ensuite

d’aprés (4.38) et en explicitant Rs, si E(t) # 0Vt, on a X3(t) = X4(t). Et de (4.37), il vient X5(t) = X3(¢).

Sous les conditions ot on mesure le glucose, I’éthanol et ’acétate et que la concentration en glucose et
en éthanol soient non nulles, alors le systéme est observable. De plus il n’existe pas de commande rendant
le systéme (4.35) inobservable, le modéle est donc uniformément observable. L’espace d’observation est
donné par @ = {8, L;S, E, LyE, A, Ly A} avec, lorsque S # 0 et E # 0, rang (dO) = 6.

Trois mesures ont été utilisées, ce qui est beaucoup pour un systéme de dimension 6. Si on enléve une
mesure, cela impliquera des calculs trés complexes (5(2), S(3) 5(4) par exemple) et peut &tre une perte
d’observabilité uniforme. Une autre solution envisageable consiste & utiliser les mesures des gaz qui sont
une combinaison de R;, Ry et Ra, mais il faudra aussi travailler avec des dérivées de ces expressions.
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4.4.3 Synthése d’une loi de commande

Le but consiste & produire le maximum de levure dans le temps le plus court et au moindre cott.
1l s’agit donc d’obtenir une concentration maximale de levure tout en alimentant le moins possible en
glucose. La levure se développe principalement par fermentation sur glucose. La fermentation sur éthanol
est possible, mais le rendement est moindre. La concentration en glucose joue un réle important. En effet
sans glucose et aussi sans éthanol la levure ne se développe plus. Si la concentration en glucose est trop
élevée, il y a aussi production d’éthanol, et le rendement diminue. Inversement une concentration trop
faible de glucose ne permet pas 3 la levure de se développer beaucoup.

D’aprés Dantigny (1989) lorsque la concentration de glucose reste constante au cours du temps, le
rendement biomasse/substrat, le taux de croissance et la productivité en biomasse sont plus importants.
1l est montrée qu’une consigne de glucose & 0.071 g/l permet d’avoir le meilleur développement de la
levure (Mosrati et al., 1991; Bicking, 1991). La procédure de conduite du procédé est constituée de
deux phases. D’abord le fermenteur est initialement rempli d’un milieu de culture ainsi qu’un inoculum
réalisé & partir de la levure. Ensuite, le contrdle en apport de solution glucosée commence dés que les
concentrations en éthanol et glucose sont trés faibles (< 0.05 g/l).

Un objectif de la loi de commande consiste & réguler la concentration en glucose 4 la valeur de consigne
S = S. = 0.071 g/1. Cette valeur de consigne permet d’obtenir un des meilleurs rendements consommation
de glucose sur production de levure.

Une premiére méthode de contréle envisagée consiste en la commande linéarisante avec placement de
péle (Isidori, 1989). Nous choisissons comme sortie & réguler la concentration en glucose h(z) = S. Ce
choix conduit & un degré relatif unité (p = 1, LgL;s* ~15 £ 0). En boucle fermée, nous obtenons alors un
sous espace inobservable de dimension 6 — 1 = 5.

Etant donné que S = —%Rl — 2R3+ D (Sin — S), la commande linéarisante est donnée par:

1 50
ce qui conduit & S = —8s (S — Sc), avec fBs et S constantes > 0. Dans ce cas S(t) = Sc+ (S(0) — S¢) x
exp(—0s t).

Afin que D reste positive, on utilise alors la loi de commande:

1 50 .
pod s ((RR 2R s (5-59)=sle)  sigle)20
0 si g(z) <0

Dans la pratique, on ne commence & appliquer une commande & l'instant {; ou E < 0.05 g/let S <
0.05 g/1. Alors S(t) < S; d’ot la commande g(z) reste positive et D > 0. Ona S = —fs(S — Sc) > 0 et
S tends exponentiellement vers S. par valeur inférieure.

(4.41)

Un probléme se pose lorsque S = Si. Suivant la condition initiale sur S, on a

- 0 < S(0) < S la commande D est toujours positive, S tends vers S¢ et on a toujours S(t) < Sc <
Sin.

- 5(0) = S; alors S(t) = Sc ¥t > 0.

~ 8. < 8(0) < Sin si la commande est positive alors S(t) tends vers S, sinon D = 0 donne S =
—30R) —2 R, <0, donc S(t) < S(0) < Sin.

On a montrée précédemment que fixer la consigne Sc & 0.071 g/l nous donne le point d’équilibre
suivant :

X3 5.44356 g/1
X3 139.229 g/1
.| xs | | a23m36¢n
2 =1 go | = 0.0741901 g/1 (4.42)
s 0.071 g/1

A° 0.0900993 g/1
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne du systéme (4.35), bouclée par la loi de commande précédente,
évaluée au point z° sont

(—2.666 + 2.46734, —2.666 — 2.46734, —1.154, —0.303, —0.263, —PBs) . (4.43)

Celles—ci sont toutes & partie réelle strictement négatives. On peut donc conclure 2 la stabilité asympto-
tique locale de ce point d’équilibre.

Nous n’avons pas réussi & prouver la stabilité asymptotique globale dans le domaine physique D,
(chapitre 1):
Dy = {Xl,Xg,X;;,E,S,A /X1>0,X,>0,X3>0,E>0,5>0,A42>0,
20X1(0) + 20X2(0) + 20X3(0) + 11E(0) + 105(0) + 225A(0) (4.44)
< 20X; + 20Xz +20X3+ 11E + 105 + 2254 < 10 S-m}

Pour cela, on cherche une fonction de Lyapunov.

4.4.4 Application d’un observateur a4 grand gain

Un probléme au départ se pose. Le domaine de définition Dy, n’est pas un ouvert. Nous remarquons
d’ailleurs que les problémes d’observabilité se situent sur les bords du domaine. Une recherche sur Péloi-
gnement des trajectoires du systéme (4.35) des bords & partir d’une commande adaptée reste a effectuer.

Dans la suite, et dans P’optique d’avoir une premiére approche, nous supposons que ce probléme
d’ouvert est résolu par une commande appropriée. Nous mesurons le glucose, 1’ éthanol, 'acétate et le
volume. Nous choisissons le changement de variables:

é(z) =[S, LsS, E, LyE, A, Ly A" = =1, ..., 26]" (4.45)

En utilisant les notations du théoréme 2.3.4, nous avons ici le nombre d’états n = 6, le nombre de
mesures p = 3, la taille de chaque bloc my = e =3 =2 d’ol py = 1, pg = 3, p3 = 5.
Aprés ce changement de variables, le systéme (4.35) se met sous la forme suivante:

21 = 2o+ <p1(21,D) = z9+4D (Sin - 21)

z3 = ¢(=a,...,2, D)

z3 = za+p3(zs, D) = 2z4—Dzs

. 4.46
24 = ()04(21)"-,26) D) ( )
2.'5 = z+ g05(25, D) = 26— D 25

‘éG = 906(21;-"126: D)

Dans ce cas la structure de d¢/8z :(B:orrespond 3 la figure suivante:

2,3, ,4,5,6 . =

o
f—

Opi
: }X‘ Oz; #0

o O 0O DD -

depi
o[ ] 5a; =0

aveci=1,...,6,j=1,...,6,k=1,...,3.
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En examinant le schéma précédent, le respect de la condition (5) du théoréme 6 conduit aux conditions

suivantes :

09 > 04, 03 > O¢, 04 > 032, 04 > 06, 06 > 02, 06 2> 04 —> 03

=04 = 0g

d’ott nous pouvons choisir {71, 03, 05} = {1, 1, 1} et {d1, b2, 83} = {1, 1, 1},on aalors 02 = 04 = 06 = 2.

Sous réserve que S # 0 et E £ 0,

o~

(Zo) : {x

Y

9¢(=) |~
Oz

ﬂ®+UM®+[
hz)

on T = [X1, Xa, X3, E, S, A), est un observateur pour le systéme (4.35).

9¢(z)

Le terme de correction [

]AA*BWy—MQ]

(4.47)

-1
] A~ K [y — h(Z)] s’explicite alors de la maniére suivante :
z

-X 0 0 0 5X,  35(142 He+54) ]
5(1+25) 2454 © s
A -1 142508 520 1:|:250§
_ 5(1+250S5) 145 5 0 0 0
0¢(z) 0 0 -Xa 11 (145 A)(1450E) 55Xy 99 (145 A)(1+50 B)
oz |z (1+50E)E 250 E 1+54 90 E
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 1 0 |
-6 0 0 0 0 0 kr 0 0
0 T2 g 0 0 0 k2 0 0
0 0 T% 0 0 0 0 k3 O
-1 _ _
A= 9 o o 1% o o |"ET|o0 K o]
0 0 0 0 T% 0 0 0 ks
0 0 0 0 0 T 0 0 ke
[y T (s— §) ]
ks T2 (S - §)
[y — h(®)] g_% dou A~ K [y — h(3)] k7% (B - ) L ti ¢
z - ou A™ ] T)) = £ . La correction & apporter
Y A_3 kT (E-B) PP
ks T—% (A - Z)
| ke T2 (A - 2)

au systéme, est alors:
X

- El e, T4 (- S)+(5—x1xk T"a+36£__;£_t_ll+25 2454) ) T—zsa) (a-7)
S(1428)
_(,FZTkIT—h_'_ 1 L'QWPS_;‘ T—zc;) (S §) 2 1iaaosk =283 (A A)
5(14280S)
_(_ax_xkaT-s,_l_ 1L §1i5A)$1+5°E)k T_gsz) (E E)+(
(1+80 B)E A

+ka T—%2 (E—E)

kT8 (s—§)
(a-3)

On a besoin que les matrices A; — K; Ci (i=1,...,3) [ :

+hsT—%2

L

ky
ks

1

0 —k4

)|

Hurwitz.

Bx;; ks T—sa gg Qa4s54 !!1-{-50 E!kﬁ T-zss
B

—ka

)9

1 (1) ] solent

0

—k
—ke

B
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Les valeurs propres sont :

1 1
Azic1 = 3 ("kZi—l + \/kg,-_l - 41&'25) ) Agg = 3 (_k2i—1 — k51— 4k2i)

pour ¢ = 1,2,3. On peut alors choisir les k; > 0, pour j =1, ..., 6. Par exemple pour avoir \; = +-- =
)\6-:—5,&101'8]61:]63:’65:1061} k2=k4=k5=25.

Le gain T doit &tre choisi tel que 0 < T' < Tp < 1. Tp est défini suivant différents paramétres (n?,
constante de Lipschitz de la fonction ¢(u, z) définie par changement de variables, .. ).

Alors on a le systéme:

;o ~~ ~~ ~a ~ ~a - ~
X, = %l S Xy + S Xq +aosx3_ 22Xy _ E X, DX —k, T-% Xy (S—E)
(142S5)(245A4) 14105 141005 14105 (148 E)(1410S) Ss(1425)

-8 5; _ —283 38 1+23 2+5; -
+ksT aﬁ(,‘t A) +he T “’53—4——25 (a-2)

. o~ ~ ~a ~ ~ ~ ~

) 405 X S X E X - X

X, = 18 S Xo + 2Xy + 3 _ 2 _% 2 -DX, —k, T 8 2 (S—g)
2 142505 14105 14205 14105 142 E S (14250 S)

—25 143805 e ~253 201 2805 o
—k2T lﬁg-:h;—(s—s) —keT aﬁ—'les(—(A—A)

{ )’(‘3 - QTB E X3 E Xy Jl_% EXg _B0SX3 40S X3 —D?a —IcaT"2 X3 (E—E)
(1450 B)(1454) (145 E)(14+105) 142E 141005 142085 (1450 E) B
—ka T2 3 QHBANIIOE) (B F) 4he T8 220 (A=)  +hoT 7200 g GHOENISA) (4 7)
B 145 A E
F o= 55X _aw EXs -DE +ks T~%2 (E-E)
(1+28)(2454) (1450 E)(14+2A4)
§ = -—1ge_S5X _uss¥ +D Siu—5 4k T™% (5-5)
(142 5)(2+54) 142805
A= 55—5:21—: -DA +ks T™% (4-2)
\ (142 5)(2+5 4)

s

y = E
A

Comme ’observateur est construit & partir d’une recopie du systéme plus une correction qui dépend du
gain et de Perreur entre les estimées et les mesures, alors il ne conserve pas nécessairement les propriétés
du systéme. En particulier I'invariance en temps positif du domaine physique est perdue, ce qui peut
entrainer, de fagon transitoire, des concentrations estimées négatives.

Nous savons que le systéme (4.35) est inobservable lorsque soit S = 0 soit £ = 0, ce qui entraine

que la matrice est mal conditionnée pour S ou E proche de zéro. Dans ces conditions le calcul

7|
oz

numérique pose des difficultés.
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Nous avons réalisé des simulations du systéme bouclé en utilisant les estimations fournies par ’obser-
vateur. Ces simulations ont été réalisées avec I’aide du logiciel MATLAB dans les conditions suivantes:

— conditions initiales, en g/1, du systéme (Bicking, 1991):
z(0) = [X1(0), X»(0), Xs(0), E(0), S(0), A(0)]" ={17.4, 0, 0, 1.8, 2.5, 0] ;

~ conditions initiales, en g/1, de I’observateur : Z(0) = [6, 6, 6, 2, 2, 0.02]T;
— le gain T~! = 10 h, consigne S. = 0.071 g/l et Sin = 300.0 g/1;
— les valeurs des constantes sont: k; = k3 = ks = 10, ko = kq = ks =25, et §; =9y =483 = 1.

La méthode d’intégration utilisée est celle de Runge-Kutta (4,5) ¢ = 0 h & ¢ = 20 h, avec une erreur
relative de 10~° et une erreur absolue de 10~°. La commande utilisée est D = ——1-§ [LsS + Bs.(S — Se)]
g

(avec ici s = 1), & partir de l'instant ot E < 0.05 g/l et S < 0.05 g/1, ce qui corresponds & ¢ ~ 1.86 h

De plus D(t) > Dpmin = 0.02 1/h pour tout ¢.

Les courbes des figures 4.7 & 4.15 représentent I’évolution des variables d’état du systéme en trait
continu et des variables d’état de 1’observateur en tirets sur un intervalle de temps de [0,20 h] et de
[0, 0.25 h). Les conditions initiales du modéle correspondent & des conditions utilisées expérimentalement
par Bicking (1991). Quant & celles de I’observateur, nous avons ajouté une erreur d’au moins 10 % sur
les concentrations mesurées et une erreur beaucoup plus grande pour les micro-organismes.

Nous constatons que I’observateur converge trés vite (< 0.2 h) et bien avant que la commande ne
soit appliquée (~ 1.9 h). Cependant l’erreur d’observation présente un régime transitoire d’assez grande
amplitude. On remarque que la concentration en biomasse X3 devient négative au cours du transitoire.
Cela provient du fait que ’observateur est une recopie du modéle plus une correction amplifiée par le gain.

...,63 et kl,...,ke).

Ce phénoméne est fonction du choix du gain 7! et des différentes constantes (d1,
Le choix du gain permet d’accélérer ou de diminuer la vitesse de convergence de ’observateur. Prendre

un gain trop important accentue 1’effet du "grand saut" au départ. Et & l’'inverse un gain trop petit ne
g g 8 p

garantit plus la convergence.

Lors des simulations, nous avons aussi remarqué que I’observateur est assez semsible & 1’écart entre
A(0) et A(0). Une sous-estimation de A(0) entraine un dépassement important de X; et de X vers
les valeurs négatives, et une sur-estimation entraine un dépassement important de )?3 vers les valeurs
négatives. D’aprés les simulations, il vaut mieux avoir au départ un minimum d’acétate (4(0) > 0).
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4.4.5 Application d’un observateur de type Kalman étendu

Nous considérons ici toujours le modéle de Rajab (équations (4.35)) bouclé avec la loi de com-
mande (4.41). Dans notre cas, si nous prenons comme vecteur d’état 2T = [E, S, A, X1, X2, X3 et
comme mesures yI = [E, S, A], et si nous posons ry = Ri/X1,ry = Ry/X2,r3 = Rg/X3, 74 =
R4/X4, s = Rs/X2, 76 = Re/X2, 77 = Re[X3, 18 = Rg/Xy, ro = Rg/Xs3, alors le systéme est sous
la forme donnée par ’équation (2.23) (section 2.3.1):

¢ = Alw,y)z+ B(v,9)
4.48
{ o (448)
[ 0 0 0 %7’1 0 —%-(111'3 T
50
000 —1—-,-7'1 —2r; 0 aj;y - aie
00 = 0
ot A(u,y) = 0 13"l 0 = " ,
00 0r—rg—rg—D 5 T9
000 T4 ro—1r5—176— D r7 g1 - 66
[0 0 0 T8I re r3—r9—r7—D |
—-E
(S""_‘S) 100000
B(u,y) = 0 ,etC=10 1 0 0 0 0}.
0 01000
0
0
Cette forme permet d’utiliser avec un choix de @ assez grand, observateur Kalman étendu (2.24)
$ = —05—AT(u,y)S—SA(u,y)+CTQC (4.49)
2 = Alwy)Z+Buy)-S1CTQ(CE-y) '
$11 812 - S1e
. . . .l . S12 S22 526
La matrice S étant symétrique définie positive, on peut écrire S =
Si16 826 -°° 566

Nous avons alors augmenté le systéme de 21 équations d’état. Tels que nous avons choisi le vecteur
Y q
d’état et le vecteur de sortie, nous explicitons les s;; :

—Pouri=1,...,3et j=1i: 5i(t) = —0s;(t)+1

par intégration il vient s;;(t) = % + { 5:(0) — % exp(—6t);

—Pouri=1,...,3etj=1,...,8, j#1: ;) = —0s;;(t)
Par intégration il vient s;;(t) = 5i;(0) exp(—0t);

—Pouri=1,...,3et j=4,...,6:8;(t) =—0s;(t) —ZZ=1 Sik @k
— Pouri=4,...,6et j=i:— s = —0si(t) —2ZZ=1 Ski Qi
~Pouri=4,...,5et j=i+1,...,6:—= éij(t) = —Gsij(t) - ZZ=1 (sk_,-.akg- —sik.akj)

Le choix de la matrice initiale, S(0), étant libre (sous réserve d’étre symétrique définie positive) nous
prenons S(0) = 21 par exemple.

Pour D’instant il reste encore 3 démontrer que notre commande est §-strictement persistante, cependant
nous avons effectué des simulations afin d’évaluer le comportement dynamique de P’observateur.
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90
Nous avons effectué des simulations du systéme bouclé en utilisant les estimations fournies par I’ob-

servateur. Ces simulations ont été réalisées en utilisant le logiciel MATLAB avec les mémes conditions
initiales que dans le cas de I’observateur "grand gain" de la section précédente et dans les conditions
suivantes

~ Conditions initiales (Bicking, 1991): z(0)T =[174, 0, 0, 1.8, 2.5, 0]

— Conditions initiales de I’observateur : Z(0) = [6, 6, 6, 2, 2, 0.02]

— Le paramétre 0 est choisi égal 4 30 h™!, la condition initiale de I’4quation de Ricatti vaut 2.I. La
concentration en glucose du débit d’alimentation vaut S;, = 300 g/1.

La méthode d’intégration utilisée est celle de Runge-Kutta (4,5) t =0h a ¢ =20 h, avec une erreur
relative de 10~ et une erreur absolue de 10~°. La commande utilisée est D = —fl—S [LyS + Bs.(S —Se)]

g
(avec ici Bs = 1 et S. = 0.071 g/1), & partir de I'instant ot E' < 0.05 g/let S < 0.05 g/1, ce qui corresponds
At~ 1.86 h. De plus D(t) > Dpin = 0.02 1/h pour tout ¢.

Les figures 4.16 3 4.24 suivantes représentent les évolution des variables d’état (en trait continu) et
des variables d’état estimées (en tirets) sur une durée de 20 h ainsi que sur une durée de 2 h.

Les conditions initiales du modéle et de ’observateur sont les méme que celles définies lors des simu-
lations de 1’observateur grand gain.

La convergence est moins rapide (~ 1 h) qu’avec ’observateur grand gain, mais elle se produit toujours
avant le début de lapplication de la commande (~ 1.9 h). La vitesse de convergence peut &tre réglée &
partir du gain #, mais un trop grand gain donne un saut au départ et nous pouvons avoir transitoirement
des estimations des concentrations négatives. Un gain trop petit (¢ = 10) , n’assure plus la convergence
de ’observateur. Cependant les amplitudes du régime transitoire sont beaucoup plus faibles que pour
P’observateur & grand gain.
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Biomasse X1 et X1e (g/l)
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons premiérement appliqué ’observateur continu discret de type Luenberger
développé au chapitre 2 3 un systéme linéaire. Il est facile pour les systémes linéaires de donner une loi
de commande stabilisante. Nous avons vérifié par simulation que notre principe de séparation fonctionne
bien. Nous 1’avons testé dans des conditions difficiles.

Ensuite, un bioréacteur de base a été étudié. Une étude du systéme a permis de donner les conditions
d’existence d’un domaine positivement invariant. Nous avons alors proposé une loi de commande qui sta-
bilise globalement exponentionnellement le systéme considéré a une consigne désirée. Nous avons vérifié
que cette loi de commande laisse le domaine positivement invariant. Nous redémontrons la convergence
d’un observateur continu discret. Ceci permet de fixer des constantes et ainsi de montrer que cet obser-
vateur reste dans le domaine considéré. Le principe de séparation établi au chapitre 3 s’applique. Des
simulations mettent en évidence les performances obtenues.

Finalement, nous reprenons le modéle de Rajab et al. (1984). Nous donnons des conditions pour
appliquer Pobservateur 4 grand gain de Bornard et Hammouri ( 1991) et pour appliquer ’observateur de
type Kalman étendu de De Leon Morales (1992). Vue la complexité du modéle, des questions restent en
suspens. Néanmoins, les simulations montent la faisabilité de la méthode.



Conclusion générale

Ce travail de recherche avait pour objet de résoudre des problémes d’observation et de commande
d’un bioréacteur modélisé par le modéle de Rajab. Ce modéle a été construit sur un procédé pilote au
L.S.G.C. Comme c’est souvent le cas, les mesures sont disponibles en temps discret et avec retards.

Cette thése est composée de quatre parties. La premiére concerne la modélisation des bioprocédés.
I accent a &té mis sur la modélisation des échanges gazeux. Ensuite, nous avons fait un état de lart de
la croissance de la levure de boulangerie Saccharomyces cerevisiae. Aprés une présentation du modéle
de Rajab, nous en avons fait une étude mathématique. Vue la complexité du modéle, nous proposons
diverses simplifications et de nouveaux modéles basés sur un point de vue différent.

Le deuxiéme chapitre concerne les observateurs : ce sont des systémes dynamiques auxiliaires donnant
une estimation des variables d’état d’un systéme considéré. Aprés quelques rappels, nous redonnons des
observateurs non linéaires déja existants et des conditions d’application & des modéles de bioprocédés.
Une section est dédiée & ’observateur continu-continu et continu-discret de Deza et al. (1992). L’ap-
plication de ces estimateurs d’état nécessite la connaissance assez précise des majorations faites lors de
la démonstration des résultats. Ils font référence un résultat classique de filtrage (Jazwinsky, 1970) de
majoration de I’équation de Ricatti. Dans ce livre, ce résultat n’est pas démontré. Viel (1994), qui a
étendu en partie les résultats de Deza et al. (1992), cite en plus le livre de Bucy et Joseph (1968). Une
lecture attentive permet de voir une erreur dans la démonstration. De plus, un contre exemple a cette
majoration est donné. Néanmoins, I'idée d’observateur continu-discret, issue de la théorie du filtrage, est
trés intéressante. C’est un systéme qui, & partir de mesures faites en temps discret (c’est presque toujours
le cas dans la pratique), donne une estimation en temps continu des variables d’état du systéme. Cet
estimateur d’état est trés pratique mais n’est quasiment pas développé pour les systémes non linéaires.
Nous en proposons un qui est facilement implémentable, ce qui a pour conséquence de restreindre la
classe de systémes non linéaires auxquels il s’applique. Nous montrons que, sous certaines conditions, cet
observateur s’applique aisément aux bioprocédés.

Un des buts d’un observateur est de donner une estimation des variables d’état du systéme considéré.
On désire ensuite utiliser ces estimations pour calculer une commande qui sera appliquée au systéme.
Une question fondamentale se pose : si une loi de commande par retour d’état stabilise un systéme, et si il
existe un estimateur des variables d’état du systéme, est-ce que la loi de commande calculée a partir des
estimations issues de I’observateur stabilise encore le systéme? Pour les systémes non linéaires, ce n’est
généralement pas le cas; tandis que pour les systémes linéaires, cela s’appelle le principe de séparation.
Nous démontrons trois résultats pour les systémes non linéaires. Le premier concerne Pexistence d’une loi
de commande par retour d’état stabilisant globalement exponentiellement et Pexistence d’un observateur
a convergence exponentielle. Ensuite, nous considérons le cas des estimations issues d’un observateur
continu-discret. Nous démontrons qu’un principe de séparation est valable s'il existe une loi de commande
par retour d’état stabilisant globalement exponentiellement dans le cas ol les mesures sont disponibles
en temps discret sans retard puis avec retards. Ces deux derniers résultats sont nouveaux.

Finalement, le dernier chapitre concerne des applications des résultats précédents et des simulations
sont présentées. Nous étudions d’abord un cas linéaire dans des conditions difficiles. Ensuite, une étude
compléte est faite pour un bioprocédé classique. Nous démontrons comment I’observateur continu-discret
s’applique & ce systéme non linéaire. Enfin, nous revenons au modéle de Rajab pour lequel nous donnons
des conditions d’application d’observateurs non linéaires. Compte tenu de la complexité du modéle, des
questions restent ouvertes, néanmoins les simulations montrent la faisabilité de la méthode.
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En conclusion, ce travail est un élément de réponse au probléme initial. Nous avons développé un
outil théorique permettant de répondre au probléme de la commande de systémes ol des mesures ne
sont disponibles qu’en temps discret et avec retards. Etant donné la complexité du modgle de Rajab,
nous n’avons pu donner une réponse définitive. Pour cela, il faudrait travailler sur deux aspects. Il s’agit
premiérement de valider les modéles proposés, et deuxiémement d’étendre les résultats obtenus. Ainsi,
nous pourrons prendre en compte d’autres classes de systémes non linéaires pour lesquels un observateur
continu-discret peut étre construit. Une convergence asymptotique de I’estimateur d’état peut ainsi é&tre
envisagée. Ensuite, les hypothéses sur les résultats de séparation sont assez contraignantes. Un affaiblis-
sement de ces hypothéses permettrait sirement de donner de nouveaux résultats locaux ou globaux dans
le cas de commandes par retour d’état stabilisant globalement asymptotiquement ou exponentiellement.
Développer ces deux aspects permettrait de répondre plus élégamment au probléme initialement posé.
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Résumé

Cette thése est composée de quatre parties. La premiére concerne la modélisation de bioprocédss, et
plus particuliérement celle de la croissance dela levure de boulangerie Saccharomyces cerevisiae.

Le deuxiéme chapitre concerne les observateurs non linéaires. La construction d’estimateurs d’état
est intensivement étudié pour les systémes continus avec sorties continues. F. Deza a récemment proposé
un observateur continu-discret : il s’agit d’un systéme auxiliaire qui, & partir de mesures faites en temps
discret, donne une estimation en temps continu des variables d’état du systéme considéré. Il n’existe que
peu d’exemple de tels observateurs dans la littérature. La démonstration de convergence de ’observateur
de Deza, comme celle de plusieurs observateurs non linéaires existants, utilise une inégalité portant sur
la solution de I’équation de Riccati. La démonstration de cette inégalité qui figure dans le livre de Bucy
et Joseph est fausse. Nous donnons un contre-exemple. Nous proposons alors un nouveau observateur
continu-discret qui peut &tre facilement appliquée pour les bioprocédés.

Dans le troisiéme chapitre est consacré au principe de séparation, et nous donnons trois résultats. Nous
montrons que, s’il existe une loi de commande par retour d’état stabilisant globalement exponentiellement
un systéme, et, s’il existe un observateur & convergence exponentielle, alors, la loi de commande, calculée a
partir des estimations issues de I’observateur, stabilise globalement exponentiellement encore le systéme.
Ce résultat est démontré dans trois cas suivant la sortie disponible : mesures disponibles en temps continu,
mesures disponibles en temps discret, mesures disponibles en temps discret avec retards.

Finalement, ’application de ces résultats est effectuée pour un bioprocédé classique. Des conditions
d’application d’observateurs non linéaires sont proposées pour un modéle de la croissance de Saccharo-
myces cerevisiae.

Mots-clés: Automatique non linéaire, Bioprocédés, Capteurs logiciels, Contréle, Observateurs, Principe
de séparation, Stabilisation dynamique.

Abstract

Title: Application of nonlinear observers for bioprocesses control.

In this work, the first part consists of bioprocess modeling. We study the growth of Saccharomyces
cerevisiae (baker’s yeast) and give new models.

In the second part, our interest is in the construction of observers. The construction of state estimator
for continuous time systems with continuous time output has been extensively studied. However, there
is a few results concerning continuous time systems with discrete time available outputs. An observer for
such systems is called continuous-discrete observer. A pioneer work in this direction has been done by
F. Deza. Unfortunately, the proof of the observer’s convergence (as well as some other continuous time
nonlinear observers) is based on a property of the solution of Riccati equation. This property has been
proved in Bucy and Joseph’s book. But their proof is false: we have given a counter example. We, then,
give a new continuous-discrete observer which can be easily applied to bioprocesses.

The third chapter is devoted to the separation principle problem. We solve this problem in three
situations. More precisely, we show that if a system can be globally exponentially stabilized by a state
feedback, and, if it admits an exponential observer, then it can also be globally exponentially stabilized
thanks to an estimated state feedback. We prove this result whatever the nature of the output is:
continuous-time output, discrete-time output, and discrete-delayed time output.

Finally, we applied our results to a classical bioprocess. We consider also an other bioprocess (growth
of Saccharomyces cerevisiae) for which sufficient conditions are given in order to construct nonlinear
observers.

Keywords: Bioprocesses, Dynamic stabilization, Control, Observers, Separation Principle.
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