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Introd uction

n EPtl ls QUELQUtrs RNNÉns , on assiste à une forte émergence des applications basées
lJ sur I'Intelligence Artificielle. L'appellation << Intelligence Artificielle >> regroupe en
fait plusieurs domaines (programmation logique, systèmes experts, systèmes de preuve,
spécif ication algébrique,...).  Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons tout
particulièrement à I'approche basée sur les contraintes. Celle-ci offre un cadre de forma-
lisation puissant, et induit des méthodes de résolution variées et performantes.

Le cadre formel que nous étudions ici est celui des Problèmes de Satisfaction de Con-
traintes (Csel) defini par Montanari [Mon 7a]. Un Csp est ia donnée d'un ensemble de
variables définies sur certains domaines, et un ensemble de contraintes reliant ces variables.

L'approche Csp vise à résoudre des problèmes souvent difficiles qu'une approche clas-
sique - programmation algorithmique - ne permet pas, ou permet difficilement de ré-
soudre. Les performances seront au cceur de la reflexion car les problèmes à résoudre
seront en général NP-complets, ce qui signifie qu'il n'existera pas de méthodes de résolu-
tion polynômiales. La complexité des algorithmes sera donc le plus souvent exponentielle
et les travaux de recherche porteront sur la mise en æuvre de méthodes et heuristiques
qui permettent de réduire en moyenne le temps nécessaire à la résolution d'un problème.

Les méthodes de résolution définies pour un formalisme d'Intelligence Artificielle donné
tentent généralement d'exploiter au mieux ses spécificités, mais on trouvera toutefois un
grand nombre de similitudes méthodologiques entre les différents formalismes. Ceci nous
conduira donc parfois à utiliser des techniques définies en dehors du cadre des Cse pour
Ies appliquer à ce dernier.

Avant d'entrer dans les détails des méthodes de résolution des Cse, il est important de
souligner la différence entre deux grandes classes d'algorithmes de recherche de solution:
les méthodes complètes, et les méthodes incomplètes. Les algorithmes qui se classent
parmi les premières permettront toujours de trouver une solution, mais rencontreront
alors le problème de la NP-complétude et seront en général de complexité exponentielle.
À I'opposé, les algorithmes de la seconde classe ne permettront pas de trouver de solution
dans tous 1es cas de figure, mais seront plus rapides que les algorithmes complets pour les
problèmes de grande taille. Nous nous concentrerons dans cette étude sur les algorithmes
complets de recherche de solution pour les Cse.

La littérature scientifique abonde d'algorithmes complets de recherche de solution(s)
poul les Cse. On trouvera de plus des méthodes qui transforment le Csp initial en un
Cse équivalent plus facile à résoudre (filtrage des domaines par l'établissement d'une
consistance locale) ou plusieurs Csp par décomposition.

rCsp: de I 'anglais Constraint Satisfaction Problems.
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Toutefois, les comparaisons expérimentales ont montré que les méthodes ne sont pas
toutes aussi performantes [Pro 94, Smi 94, BR 96] et celles qui exhibent les meilleurs
compor-tements implémentent toutes des mécanismes de vérification de consistance en
a,vant., i.e. à chaque nouvelle instanciation, les objets qui ne sont pas encore instanciés
sont parcourus afin de vérifier s'ils pourront être instanciés de façon compatible avec
I'instanciation considérée. On notera que les expérimentations ont engendré une clas-
sification particulière des problèmes résolus. En effet, la densité des conflits dans les
contraintes influe sensiblement sur la satisfiabilite et le coût de résolution des problèmes.
Elle définit le phénomène de transition de phase [GW 94] qui correspond à la zone où se
situent les problèmes les plus difficiles.

Les problèmes qui se définissent naturellement à I'aide de contraintes n-aires2 peuvent
se réécr-ire avec uniquement des contraintes binaires, dont I'utilisation est plus simple.
Cela a conduit la plupart des auteurs à ne se concentrer que sur les Csp binaires. Ainsi,
les méthodes de recherche par consistance en avant sont basées sur une structure binaire.

Un de nos objectifs pour cette étude est de montrer que la transformation des Csp n-
aires en Csp binaires pour une simplification de la recherche conduit à introduire une
lourdeur dans la résolution. La première partie de ce document traitera donc de la
recherche n-aire. En effet,, il sera nécessaire de modifier les algorithmes de résolution
par consistance en avant, de telle sorte qu'ils puissent résoudre des Csp n-aires. Une
expérimentation pratique conclura cette partie. Elle validera notamment I'intérêt de la
résolution n-aire directe des Csp.

Comme nous l'avons vu plus haut, la résolution complète des problèmes d'Intelligence
Artificielle l\P-complets, et donc des Csp est particulièrement coûteuse. Ceci rend le
r-ecours au parallélisme d'autant plus important. Or, ia littérature est très pauvre en terme
de palallélisation des Csp. Nous étudierons dans la deuxième partie de ce document,
clifférentes méthodes parallèles de résolution de Csp. L'objectif global de notre étude ne
sera pas de définir un nouvel algorithme monolithique, mais plutôt de proposer un cadre
générique de résolution qui permettra de combiner aussi bien les différentes techniques
de recherche que les méthodes de parallélisation. On parlera ainsi d'a/gorithmes hybrides
puisque ces techniques pourront être associées pour obtenir des performances obtimales.
Tant les Csp binaires que les Csp n-aires pourront être résolus par cet algorithme.

Les problèmes spécifiques au parallélisme seront étudiés et intégrés dans notre algo-
rithme qui présentera aussi une généricité sur ce plan. On s'intéressera en particulier à
tout ce qui vise à équilibrer globalement la charge des processeurs) que se soit en début
de I'algorithme (répartition initiale de la charge), ou au cours de la recherche (division ju-
dicieuse du travail). Nous expérimenterons les techniques ainsi définies sur des problèmes
difficiles, i.e. en suivant le phénomène de transition de phase.

De même que la plupart des études présentées dans la littérature, les algorithmes que
nous proposons dans les deux premières parties sont définis pour des problèmes quel-
conques et ne tiennent donc pas compte des spécificités d'un problème particulier. Nous
étudions dans la troisième partie de ce document, Ies spécialisations des algorithmes de ré-

?une contrainte n-aire porte sur n contraintes. On utilise généralement cette appellation en opposition
avec les contraintes binatres qui ne portent que sur deux contraintes.
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solution de Csp pour un problème concret de CAO3: le problème du bordereau de coupe.
Celui-ci consiste à placer les différentes pièces d'un patron de coupe pour un vêtement sur
une surface restreinte. Les algorithmes étudiés seront conçus et expérimentés aussi bien
dans un environnement séquentiel que parallèle.

Ce document se compose de trois parties, découpées chacune en trois chapitres. La
logique générale de ce plan vise à séparer les trois cadres de travail que nous avons étudié:
aspects séquentiels des Cse, aspects paralléle, et application pratique sur un problème
de CAO. Chaque partie comprendra un chapitre sur l'état de I'art dans le domaine, un
chapitre legroupant les apports proposés, et un chapitre présentant un certain nombre
d'expérimentations. Le detail des chapitres est Ie suivant:

Le chapitre 1 présentera le cadre général des Csp. Il donnera un aperçu des dif-
férentes méthodes de résolution séquentielles, en s'attardant particulièrement sur
les techniques énumératives qui constituent le cceur de cette thèse.

Le chapitre 2 proposera une définition de consistance n-aire étendue par rapport à
celles existantes. Ceci nous permettra de définir un algorithme de recherche par
consistance en avant capable de prendre en compte les contraintes n-aires.

Le chapitre 3 validera les algorithmes proposés dans le chapitre 2 par des expéri-
mentations statistiques. Il mettra notamment en évidence I'intérêt de la résolution
n-aire directe par rapport à la résolution d'un Csp binaire équivalent.

Le chapitre 4 présentera les méthodes proposées dans la littérature pour résoudre
les Csp en parallèle. Il sortira d'ailleurs un peu du cadre des Csp pour explorer les
méthodes proposées dans le cadre de la programmation logique.

Le chapitre 5 proposera un algorithme générique de résolution parallèle des Csp.
Celui-ci permettra d'hybrider aussi bien les méthodes de recherche n-aires ou bi-
naires, que les méthodes de parallélisation. Nous proposerons d'ailleurs de nouvelles
méthodes parallèles qui utilisent les spécificités du formalisme Csp.

Le chapitre 6 expérimentera l'algorithme et les méthodes proposées sur des jeux
d'essai aléatoires. Ceci permettra de comparer notamment les méthodes de par-
allélisation classiques avec celles définies spécialement pour les Csp.

Le chapitre 7 définira le problème pratique de CAO que nous étudierons: le pro-
blème du bordereau de coupe. Nous passerons en revue les principales méthodes de
résolution proposées, et nous mettrons en évidence les particularités du problème
vis-à-vis des Csp.

Le chapitre 8 parlera de I'utilisation des Cse pour la résolution du problème du
bordereau de coupe. Nous proposerons des méthodes de recherche séquentielles et
parallèles spécifiques afin d'utiliser au mieux les particularités du problème.

Le chapitre 9 testera les algorithmes proposés dans le chapitre 8 sur un exemple
conciet. Nous ferons ici la part entre les différents environnements de recherche
(une solution ou optimisation), et les cadres d'exécution séquentiels et parallèles.

"CAO: Conception Assistée par Ordinateur.



P rem ière pa rtie

Algorithmique séquentielle
pou r les CS P



Cha pitre 1

Etat de | 'a rt : CS P bina ires et n-ai res

n ANS CE CHAPITRE) nous présentons le cadre général de cette thèse, à savoir les
lJ problèmes de satisfaction de contraintes. Ceux-ci sont définis comme un ensem-
ble de variables sur lesquelles portent des contraintes. IJne solution est un ensemble
d'instanciations de chaque variable qui satisfait toutes les contraintes.

L'objectif global n'est pas ici de présenter une revue exhaustive et détaillée de toutes les
techniques qui peuvent s'appliquer aux Cse, mais de donner une classification précise de
ces méthodes, afin de pouvoir aisérnent les situer les unes par rapport aux autres. Pour une
présentation plus détaillée, on pourra se référer avantageusement à [Tsa 93] qui aborde
la plupart des concepts et algorithmes relatifs aux Csp, ainsi que [Jég 91], [Kum g2],

ou [AS 93, Chap. 14]. Toutefois, ces différents états de I'art devraient être complétés par
les r'écents travaux sur I'hybridation [Pro 93b] et la transition de phase [GW 94, Pro 94].

Ce chapitre ne suivra pas la structure arborescente de la ciassification des méthodes
de résolution des Csp car elle repousserait la majeure partie de cette présentation dans
une sous-section volumineuse. Après avoir présenté les notions de base formalisant un
Cse (section 1), nous présentons succinctement les deux grandes classes d'algorithmes
de résolution (complets et incomplets) dans le paragraphe 2, puis nous détaillons plus
précisément la classe des algorithmes complets. Le paragraphe 3 présente I'algorithme de
synthèse de contraintes qui reste peu utilisé. Nous abordons ensuite les notions de filtrage
(paragraphe 4) qui permettent de déduire d'un Csp des informations réduisant le coût
pratique d'une recherche. Nous énumérons ensuite dans le paragraphe 5, les techniques
de décomposition d'un Csp complexe en plusieurs sous-CsP, plus faciles à résoudre. Puis
nous détaillons les méthodes qui permettent de diminuer le coût effectif d'une recherche
complète (paragraphe 6). Nous terminons enfin avec la section 7 qui présente les cadres
théoriques et expérimentaux de classification des Csp.
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1- Notions de base

Nous présentons dans ce paragraphe, un ensemble de définitions qui seront util isées
tout au long de ce document. Nous les illustrerons en outre par un exemple de Csp: le
problème classique des n-reines.

1-.1 Quelques déf in i t ions

Le formalisme Csp a été introduit par Montanari [Mon 7a]. II s'appliquait alors aux
problèmes de vision et de reconnaissance d'images. Toutefois, plusieurs auteurs ont pal la
suite utilisé ce formalisme sous des noms divers. L'appellation < Csp > est d'ailleurs due
à Nlackworth [Mac 771, car pour sa part, Montanari parlait de << Constraint Networkst >>
(CN). On trouve aussi dans des publications anciennes, l'appellation << Consistent Labelling
Problem2 > IHS 791.

Définit ion 1.1 (Montanari) Un Problème de Satisfaction de Contraintes P est un
quadruplet P : (X, D, C, R), où :

-  X -  
{Xt , . . . ,X. }  est  un ensemble de n var iab les.

- D - 
{Dt,.. . ,  D.} est un ensemble de n domaines fnfs. Chaque dornaine D; est

associé ù une uariable X;.

- C - 
{Ct,.. . ,C^} est un ensemble de m contraintes . Chaque contrainte C; est définie

pûr  un ensemble de n i  uar iab les {Xi r , . . . ,X in, }  q  X.

- R - 
{Ër,.. . ,  R,,} est un ensemble de m relations. Chaque relation R; déf,nit

l 'ensemble des n;-uplets sur Dit x .. .  * Di^; autorisés par la contrainte C;.

Nous ne précisons pas - volontairement - si les relations sont définies en extension (i.e.
listes de n-uplets autorisés) ou en intention (par des relations algébriques, logiques...). Si
on se réfère à la définition originelle de Montanari, elles doivent être définies en extension.
Toutefois, certains auteurs considèrent que les relations sont définies en intention. Dans
un souci de généralité, nous laissons une imprécision dans la définition pour n'exclure
aucttne particularité.

Remarque : Des Cse plus généraux portant sur des domaines infinis (à valeurs réelles) ont
été définis [Dav 87]. Toutefois, les méthodes de résolution sont sensiblement différentes de celles
conçues pour les Cse finis, et ne seront pas abordées dans ce document. o

Déf in i t ion L.2 Lâr i té  d 'une contra in te C; :  {X i r , . . . ,X in, }  est  le  nombre in ,  des ua-
riables sur lesquelles porte Ci.

Déf in i t ion t .3  Un Csp P :  (X,D,C,R) est  zn Csp b ina i re s iVC;  € C, l 'ar i té  de C;
est au plus de 2.

r Constraint Networlcs: réseaux de contraintes.
2 Consistent Labelltng Problem : problème de I 'étiquetage consistant.
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Déf in i t i on  L .4  E tan t  donnéun  Csp  p  :  (X ,D ,C ,R)  e t y  ç  X ,
...  X Dr,r, est une instanciation consistante des uari,able.s d,e y

VC; e C I Cn Ç Y, (d0,, . . . ,  d,,",) lCl e Ri.3

( d n , , , . . . , d , y )  €  D o ,  ,
sur D .si

Déf in i t ion 1.5 [ /ne so lut ion deP :
uariables de X sur D. L'ensemble des

[ / ne  so lu t i on  deP :  (X ,D ,C ,R )

(X, D,C., R) est une instanciation consistante des
solutions de P est noté Solp.

est  une instanc iat ion (d1, , . . . ,dn)  € X Rt !
R;€R

Définit ion L.6 LIn Csp p : (x, D,c, R) esl consistant si et seulement si sole I @.

Définit ion r.T un csp p : (X,D,c,R) esl globalement consistant si et seulement
s iVC;  €  C ,  So lp lC r ] :  R ; .

D'trne manière générale, un Csp P : (X,D,C,R) définit la structure d'un problème
sur lequel on peut être amené à poser plusieurs questions:

I. Consistance de P (Sole I 0t1: ce problème, que I 'on appelle aussi problème de
satisfi,abilité, a étê démontré comme étant NP-complet [Mac 77].

2. Recherche d'une solution (trouver d e Sol2): c'est un problème NP-diff ici le ( i .e. au
moins aussi difficile que NP-complet).

3. Nombre de solutions (lSolpl): ce problème est fP-complet (notion de dénombre-
ment [GJ 79]).

4. Recherche de I'ensemble des solutions (Solp) qui sera aussi un problème NP-difficile.

Remarque : Les définitions de classe des différents problèmes ont été démontrées avec des Csp
binaires. La taille des problèmes considérés est alors proportionnelle au nombre de variables. o

On peut aussi poser d'autres questions comme trouver une valeur qui figure dans
toutes les solutions, ttouvet les solutions où figure une valeur donnée, trouver la solution
qui maximise une fonction d'évaluation, etc. Nous nous concentrerons dans cette étude,
sur les questions I à 4. On notera par ailleurs que la < communauté Csp > s'intéresse
essentiellement à la recherche d'une seule solution (question 2).

La s t ructure d 'un Csp 2 :  (X,D,C,R) est  donnée par  le  couple (X,C) .Dans le  cas
d'un Csp binaire (toutes les contraintes C; € C sont d'ari téau plus 2),(X,C) est assimilé
à un graphe. Dans le cas général, (X,C) sera un hypergraphe [Ber Z0].

Déf in i t ion L.8 Soient  deux Csp P :  (X,D,C,R) et  P '  :  (X,D, ,C, ,R,)  ;  on d i t  que p
et P' sont équivalents - noté P : P' - si et seulement si Solp : Solp,.

t (dr , , . . . ,dorr , ) lCi )  note Ia pro ject ion de I ' instanciat ion (dr ,  , . . . ,d , , r , )  sur  les var iables de Ct .
*>< exprime la jointure naturelle de deux relations: un k-uplet I sur Cr U C2 est dans la jointure

.r?r >< fiz ssi l[C1] € lRr et tlczl € R2.
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La notion d'équiualence de CSP est fondamentale pour les techniques de résolution car
beaucoup d'entre elles sont basées sur le principe de transformation d'un Csp en un Csp
équivalent, plus facile à résoudre.

Définit ion 1.9 [Ine contrainte C;: {X;r,. . . ,Xinn} est appelée contrainte vide si sa
relation uérifie Rt : @.

[Jne contrainte C; -- 
{Xor,.. . ,Xin,} est altqtelée contrainte universelle si sa relation

uér i f ie  Rt :  Dh Y . . .  X D; .  .

Déf in i t ion l .LO Soi t  zn Csp P :  (X,  D,  C ,  R)  :

- Soient C; et C1 ; si C; : C1 et si R6 C R1, alors on dit que la contrainte C;
(respectiuement C1) esl plus forte (respectiuement plus faible) que la contrainte
C i (respectiuement C;).

- Soient Ca et C1 I on appelle composition de C; et Ci - oz contrainte induite
par C1 et C1 - la contrainte Cp: (CiUC1) - (CoaCi) dont la relation est définie
par  Rp:  (R;  x  R1) lCp] .

- La contrainte Cn est dite redondante si P : (X, D,C \ {Cr}, n\ {Êt})

Du fait que I'ajout ou le retrait d'une contrainte redondante ne modifie pas I'ensemble
des solutions d'un problème, on peut définir poul un même problème, une classe re-
groupant tous les Cse équivalents qui représentent ce problème. Comme dans tous les
cas de classes d'équivalences, on cherche à connaître son représentant le plus complet (la
forme canonique). Montanari définit à ce titre la notion de réseau de contraintes mini-
mal - pour les Csp binaires - où les contraintes sont toutes explicites, i.e. on ne peut
ajouter de contraintes induites non-existantes [Mon 74]1. Il montre de plus, que ce réseau
est unique.

Déf in i t ion t . I t  Soi tP :  (X,D,C,R),  un Csp b ina i re.  t re  réseau de contra in tes
minimal associ,é à P est noté P^ : (X, D,C*, R*) et uérifie :

-  P  =P*  ;

- VC^; € C^, Solp*lCo]: R*, (P* est globalement consistant) ;

- \C,n; e C*,lC*,| :2 (toutes les contraintes de C* sont binai,res) ;

- (X,C*) est un graphe complet.

Le calcul d'un tel réseau correspond à la recherche de la satisfiabilité d'un problème
puisqu'il exhibe un Csp globalement consistant. Ce sera donc un problème difficile -

NP-complet - dans le cas d'un Csp binaire quelconque.
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L.2 Exemple de CSP :  le  prob lème des n- re ines

Ce problème s'énonce comme suit: < étant donné un échiquier de taille n x n, placer
n reines sur cet échiquier de tel le sorte que deur reines ne soient pas en pr ise mutuel le,
i .e.  deur reines ne peuuent être placées sur u,ne même l igne, une même colonne ou une
même diagonale>>.

Une formalisation classique consiste à définir une variable par colonne. Comme il faut
choisil une dimension, nous prenons ici le problème pour un échiquier de taille 4 x 4
puisque c'est le plus petit possible admettant une solution (on peut facilement se rendre
compte qu'on ne peut pas placer 3 reines sur un échiquier de taille 3 x 3).

Exemple 1.1 :  Le problème des 4-reines.
On déf ini t  donc le problème 24_reines: (X, D,C,R),avec:

- X -  
{Xr,  Xz, Xz, X+} ;

-  D  -  
{ D t ,  D z ,  D y  D s } ,  a v e c  D 1  -  D z :  D z :  D s  -  

{ 1 , 2 , 3 , 4 }  ;

-  C  -  
{Cr ,Cz ,Cs,Cs,Cs,Ca} ,  avec  C1:  {Xr ,  Xz} ,Cz :  {Xr ,  X t } ,Cz :  {Xr  ,  Xq} ,

Ca :  {X2,  Xz} ,Cs  :  {Xz ,  Xa} ,Ca:  {Xe,  X+}  ;

-  R - 
{Rt,  Rz, Rs, R+, Æ5, ,R6},  avec

R t  :  R q  -  R a :  { ( 1 , 3 ) ,  ( 1 , 4 ) , ( 2 , 4 ) ,  ( 3 ,  1 ) ,  ( 4 ,  1 ) ,  ( 4 , 2 ) } ,
R z  :  R s  :  { ( 1 ,  2 ) ,  ( t , 4 ) ,  ( 2 , 1 ) ,  ( 2 ,  3 ) ,  ( 3 ,  2 ) ,  ( 3 ,  4 ) ,  ( 4 , 1 ) ,  ( 4 ,  3 ) } ,
À 3  :  {  ( 1 ,  2 ) ,  ( I , 3 ) ,  ( 2 ,  1 ) ,  ( 2 ,  3 ) ,  ( 2 ,  4 ) , ( 3 ,  1 ) ,  ( 3 ,  2 ) ,  ( 3 ,  4 ) ,  ( 4 , 2 ) , ( 4 ,  3 )  } .

Figure 1.1: Échiquier du problème des 4-reines et son graphe de représentation.

La figure 1.1 présente le graphe de contraintes du problème des 4-reines. Les variables
sont représentées par un cercle et les contraintes par un point. L'inclusion d'une variable
dans une contrainte est symbolisée par une arête la reliant à la contrainte. Dans la suite
de ce document, cette convention de représentation sera toujours adoptée.

La question posée est ici de trouver une solution. On pourra facilement voir que
l 'ensemble des solutions est Solpr-,. , . . ,  :  {(Xt : 2,,X2 : 4,Xz : IrXq: 3), (Xt :
3 ,X ,  -  1 ,  X3  -  4 ,Xn :211 .

XaX3X2X1
C 1

CaC

C6

X1 X2

Çz

C5

X3
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2 Résolut ion des CS P : classif icat ion des dif férentes
méthodes

tln très grand nombre de méthodes ont été définies pour résoudre des Csp. Certaines
sont issues directement du formalisme CsP, comme les méthodes de filtrage ou de décom-
position, d'autres sont des transpositions de méthodes déjà existantes dans des domaines
proches (logique, recherche opérationnelle, bases de données, ...). D'une façon générale,
la recherche de solutions nécessite de trouver une instanciation de chaque variable qui
soit compatible avec un certain nombre de contraintes. Or, l'énumération de toutes les
combinaisons possibles conduit à une complexité exponentielle, donc inutilisable sur de
grands problèmes. Nous délimitons dans ce paragraphe les grandes classes d'algorithmes
de résolution des CsP, en précisant pour chacune d'elles, les concepts mis en æuvre pour
réduire I'exploration exhaustive des combinaisons de valeurs.

2.1,  Class i f icat ion se lon le  type de résul ta t  a t tendu

Comme on I'a vu dans le paragraphe 1., plusieurs questions peuvent être associées à une
même structure graphique de problème, ce qui induira des caractéristiques particulières
sur les algorithmes utilisés pour les résoudre.

2.L. t  Résul ta t  complet

Si I'objectif est cle trouver toutes les solutions à un problème donné, les algorithmes
y répondant devront mettre en ceuvre des mécanismes qui permettent le parcours de
toutes les combinaisons. Il sera donc difficile dans ce cas d'éviter une énumération des
combinaisons.

2.L.2 Résul ta t  par t ie l

Lorsque I'objectif pour un problème est de décider s'il admet une solution (satisfia-
bilité), ou de trouver une solution, il n'est pas nécessaire de parcourir exhaustivement
toutes les combinaisons. Dans ce cas, I'algorithme s'arrête lorsqu'il a trouvé une solution.
Toutefois, ce type de question peut s'avérer aussi difficile que pour un résultat complet si
Ie problème n'est pas consistant (on dit aussi insatisf,able).

2 .L.3 Résul ta t  opt imal

L'objectif est alors de trouver une solution qui minimise une fonction d'évaluation
donnée. Il n'est pas nécessaire de parcourir I'ensemble de I'espace des solutions si la
fonction peut s'appliquer sur une instanciation partielle. La plupart des algorithmes qui
cherchent un résultat optimal pour un Csp sont issus de la recherche opérationnelleS.

On notera que la fonction d'évaluation peut porter sur le nombre de contraintes sa-
tisfaites. Dans ce cas, on ne cherche pas une solution exacte, mais une solution qui
viole Ie moins de contraintes possibles. Cette notion est formellement définie comme des
problèmes de satisfaction partielle de contraintes (PCSP) dans [Fre 89].

5le lecteur intéressé par une présentation des principaux algorithmes de ce type pourra consul-
ter [Rou 93].
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Les algorithmes qui visent cet objectif sont peu exploïés dans le monde des Cse, et
Ieurs spécificités les distinguent des algorithmes visant un résultat complet ou partiel.
Nous les exclurons pour le reste de cette étude.

2.2 Classi f icat ion selon la qual i té du résul tat  at tendu
Selon les applications mettant en æuvre des problèmes de satisfaction de contraintes,

il n'est pas toujours nécessaire - voire pas toujours possible - d'obtenir une solution
exacte. Nous distinguerons donc dans cette optique, deux grandes classes d'algorithmes:
les algorithmes complets, et les algorithmes incomplets.

2 .2 .1  A lgor i thmes comple ts

Ces algorithmes donneront toujours une réponse exacte à la question posée, que ce
soit pour la vérification de la satisfiabilité, ou pour la recherche de la solution optimale.
En contre partie de la qualité du résultat, la recherche pourra être très coûteuse car elle
nécessite un parcours exhaustif de I'espace des solutions. Malgré les améliorations que
I'on pourra apporter à ce type de techniques, elle resteront cantonnées à des problèmes
de taille réduite6.

En fait, deux grandes approches peuvent être dégagées dans les algorithmes complets
de résolution des Csp: une approche orientée contrainfes, appelée aussi << bottorn-up>>
car la recherche s'effectue des contraintes les plus petites vers celles d'arité élevée, et une
approche orientée uariables, or top-down car le parcours de I'arbre de recherche s'effectue
du haut vers le bas.

Les méthodes faisant I'objet de cette étude se classent dans cette catégorie. Les para-
graphes qui suivent traitent des algorithmes complets. Hormis la section 3, le reste de ce
chapitre est consacré aux méthodes orientées par les variables.

2 .2 .2  A lgor i thmes incomple ts

L'objectif de ces algorithmes n'est pas de donner systématiquement une bonne réponse
à la question posée, mais de donner une réponse acceptable en un temps raisonnable. Ces
méthodes sont incapables de donner un résultat complet car I'espace des solutions ne sera
pas totalement exploré. Pour un résultat partiel, elles seront très efficaces si la densité de
solutions est élevée. Par contre, elles pourront ne pas donner de résultat si le problème a
peu de solutions, et ne concluront jamais si le problème est insatisfrable.

Nous avons exclu les méthodes incomplètes du cadre de cette étude. Le lecteur in-
téressé par une étude exhaustive de ces méthodes pourra se référer au nombreux articles
traitant du sujet, comme IAHU 83, Tsa 93].

3 Algorithmes de synthèse

Cette classe d'algorithmes constitue un peu le parent pauvre de la satisfaction de
contraintes : elle est issue d'un < héritage >> des Bases de Données et reste surtout utile
pour le calcul de toutes les solutions d'un problème, alors que la plupart des travaux

ola l imite de 80 variables est souvent citée.
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de recherche dans le domaine des Csp visent à répondre au problème de la recherche
d'une seule solution. Ils seront donc plus coûteux quand le nombre de solutions pour un
problème est élevé.

Le principe général de ces méthodes consiste à calculer la jointure naturelle de toutes
les relations qui composent le problème. Nous citerons Freuder [Fre 78] comme << père >>
de cette approche puisque c'est lui qui l 'a introduite dans le monde des Csp7. Selon le
schéma général de l'algorithme, on pourra distinguer deux grandes techniques de synthèse
de contraintes: les algorithmes de synthèse incrémentale qui construisent I'espace des
solutions en y introduisant successivement chaque contrainte (paragraphe 3.1), et les
algorithmes de synthèse en treill is (paragraphe 3.2).

3.1 Synthèse incrémenta le

Le principe général de la synthèse incrémentale de contraintes consiste à construire
I'espace des solutions en prenant en compte successivement chaque contrainte du Csp.
I\ous présentons ici la version naïve de la technique de synthèse qui concatène les con-
traintes dans un ordre quelconque.

Algorithme 1.1 Synthèse incrém,entale naiue de contraintes.

r fonct Synthèse (ft) + relation :

z soit Solp e ft
t  R< -  Ê \So le
t tant que .R # @ f aire
i  so i t r € ,R
s  R< -  Â \ "
z Solp (- Sol2 x r f intant que
s retourner  Sol r .

La fonction Synthèse est appelée avec le paramètre,R pour un Csp P : (X,D,C,R).

Exemple 1.2 : Jointures du Csp de l 'exemple 1.1.
Nous présentons les valeurs successives de Solp, : {CSol,, ÀSol, } t

Étape 1 : Cgo1, - Ct : {Xr,X"},
ËSo t ,  :  À1  :  { ( 1 ,3 ) ,  ( 1 ,  4 ) , ( 2 ,4 ) ,  ( 3 ,1 ) ,  ( 4 ,1 ) ,  ( 4 ,2 ) ) .

É tape  2 :  Cgoy :  CSo l ,  uC2 :  {X1 ,X2 ,X3} ,
Rso l ,  :  Àso l ,  x  E2  :  { ( 1 ,3 ,2 ) ,  ( 1 ,3 ,4 ) ,  ( 1 ,  4 ,2 ) , ( 1 ,4 ,4 ) , ( 2 ,4 ,1 ) , ( 2 ,4 ,3 ) ,  ( 3 ,1 ,2 ) ,
(3 ,  1 ,  4 ) ,  (4 ,  1 ,  1 ) ,  (4 ,  1 ,  3 ) ,  (4 ,  2 , r ) ,  ( 4 ,2 ,  3 ) ) .

Étape 3 : Cgo1. : CSol, U Ca : {Xr, Xr,Xz,X+},
ESo l .  :  ËSo l ,  x  Ë3  :  { ( 1 ,3 ,2 ,2 ) , ( 1 ,3 ,4 ,2 ) , ( 7 ,4 ,2 ,2 ) , ( r , 4 ,4 ,2 ) ,  ( 1 ,3 ,2 ,3 ) ,  ( 1 ,3 ,4 ,8 ) ,
( 7 ,4 ,2 ,3 ) ,  ( 1 ,4 ,4 ,3 ) , ( 2 ,4 , r , r ) , ( 2 ,4 ,3 ,1 ) ,  ( 2 ,4 ,1 ,3 ) ,  ( 2 ,4 ,3 ,3 ) ,  ( 2 ,  4 , r , 4 ) , ( 2 ,4 ,3 ,4 ) ,
( 3 ,  1 ,2 ,1 ) ,  ( 3 ,1 ,4 ,1 ) ,  ( 3 ,7 ,2 ,2 ) , ( 3 , r , 4 ,2 ) , ( 3 ,1 ,2 ,4 ) ,  ( 3 ,  1 ,4 ,4 ) ,  ( 4 ,1 ,1 ,2 ) , ( 4 ,1 ,3 ,2 ) ,
(4 ,  2 ,  L ' ,  2) ,  (4 ,  2 ,  3 ,  2) ,  (4 ,  1 ,  1 ,  4) ,  (4 ,  1 ,  3 ,  4) ,  (4 , ,  2 ,  7 ,  4) ,  (4 ,  2 ,  3 ,  4) \  .

TFreuder utilise en fait la notion de propagation de contraintes qui correspond à un join dans ce
contexte.
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Etape 4 '  Csoln :  CSob U Ca: {Xr,  Xr,  Xs, Xq},
Æ S o l n  :  R S o l .  x  Ê a :  { ( 1 , 4 , 2 , 2 ) , ( I , 4 , 2 , 8 ) ,  ( 2 , 4 , 1 , 1 )  , ( 2 , 4 , 1 , 3 ) ,  ( 2 ,  4 , I , 4 ) , ( 3 , 1 , 4 , 1 ) ,
( 3 ,  1 ,  4 ,  2 ) ,  ( 3 , 7 , 4 , 4 ) ,  ( 4 ,  1 ,  3 ,  2 ) ,  ( 4 , 1 ,  3 ,  4 ) ) .

Étape 5 : Csolu : CSoL U C5: {Xr, Xr,, Xs, Xa},
Æ s o l u : Æ s o l n x À 5 : { ( 1 , 4 , 2 , 3 ) , ( 2 , 4 , 1 , 7 ) , ( 2 , 4 , 1 , 3 ) , ( 3 ,  1 , 4 , 2 ) , ( 3 , 1 , 4 , 4 ) , ( 4 , 1 , 3 , 2 ) ,
( 4 ,  1 , 3 , 4 ) ) .

É tape 6  :  Cgo;  :  Cso lu  l )C6:  {Xr ,X" ,Xz ,X+} ,
E s o l u  :  Æ S o l u  x  R 6 :  { ( 2 , 4 , I , 3 ) ,  ( 3 ,  1 , 4 , 2 ) } .

Le  Csp admet  donc  deux  so lu t ions :  (2 ,4 ,1 ,3 )  e t  (3 ,1 ,4 ,2 ) .

Le principal problème de cette approche est qu'elle nécessite un grand espace pour
son exécution quand le nombre de solutions est important. De plus, un ordre arbitraire
engendre la construction de relations intermédiaires volumineuses qui ne seront réduites
qu'en fin de traitement.

Les algorithmes de la littérature sont naturellement plus évolués. Ils évitent notam-
ment le problème de la construction de grosses relations qui ne sont réduites qu'en fin
d'algorithme. Dans [Sei 81], Seidel définit le concept d' < invasion >> du graphe de con-
traintes: I'algorithme avance dans sa construction de l'ensemble des solutions en choisis-
sant à chaque étape comme prochaine contrainte à intégrer, celle qui introduit le moins
de variables nouvelles8. Ainsi, l 'ensemble des solutions partielles croît de façon moins
chaotique.

Pour leur part, Guesgen, Ho et Hilfinger dans IGHH 92] ne construisent pas explicite-
ment les contraintes successives, mais les projections de celles-ci sur les domaines par un
système de << marquages >>.

3.2 Synthèse en t re i l l i s

La synthèse des contraintes en treillis, introduite par Freuder dans [Fre 78], consiste à
construire les relations successives selon un treillis des contraintes d'ordre i (1 1i '-n),

i.e. les contraintes portant sur i variables. La construction commence par les næuds
d'ordre 1 (les variables) puis 2 (contraintes binaires), jusqu'à n (solutions globales). la
figure 1.2 présente le treillis des contraintes des différent ordres pour un Csp sur 4 vari-
ables. Les chiffres i entre accolades correspondent aux d inclus dans chaque næud.

A chaque niveau de construction, les inconsistances sont propagées dans les niveaux
inférieurs pour épurer les structures de données. Cette méthode demeure cependant as-
sez théorique, puisque aucun auteur ne s'y est intéressé pour son utilisation dans une
application pratique.

4 Fi l t rage des CSP

Comme le calcul d'un réseau de contraintes minimal (definition 1.11) équivalent à un
Csp est un problème NP-complet, des propriétés locales plus faibles, mais de complexité

8le nom d'inuasion vient ici du fait que I'algorithme progresse dans le graphe en suivant sa structure.
Seidel définit en particulier la notion de front qui correspond à I'ensemble des variables desquelles partent
des contraintes non vérifiées.

edans I 'article original en anglais, les auteurs nomment cette technique << tagging method>>.
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Figure 1.2: treil l is des contraintes pour un Csp sur quatre variables.

polynômiales ont été introduites. Les notions plus anciennes [Mon 74, Mac 771portent
sur des Csp binaires. Les définitions de consistance s'appliquant sur des Csp n-aires sont
nettement plus récentes [Jég 91, DvB 95].

4.L Consis tances b ina i res

La principale notion de consistance locale portant sur des Csp binaires est la k-
consistance [Fre 78]:

Définit ion L.L2 Un Csp esl dit  k-consistant si pour tout k-uplet (Xt ,.  .  .  , ,  Xp), pour
tou te i ns tanc ia t i onAcons i s tan tedesk - l ua r i ab les (X1 , . . . ,Xn - r ) , i l e r i s t euneua leu r
u € Dn tel le que l ' instanciation AU {Xn : u} soit consistante.

Cette définition est généralement utilisée dans une extension plus utilisable sur le plan
pratique:

Définit ion 1.L3 Un Csp P est dit fortement k-consistant ss' i  Vi,L < i  < k, P est
i-consistant.

La k-consistance forte assure que I'on peut choisir k valeurs quelconques sur n variables
sans qu'une incompatibilité n'apparaisse entre elles. Historiquement,les notions de nceud-
consistance (k : 1), arc-consistance (k:2) et chemin-consistance (k :3) ont été définies
en premier [Mon 74] et restent encore très utilisées. Cooper dans [Coo 89], a développé un
algorithme optimal pour l'établissement de la k-consistance en O(nÀdfr)10. Ceci explique
que les algorithmes de consistance de niveau élevé sont très peu utilisés.

De façon générale, l'établissement d'une k-consistance conduit à la recherche de toutes
les contraintes (k - I)-aires indui,tes par le Csp. L'arc-consistance induit donc des con-
traintes unaires (suppressions de valeurs dans certains domaines), la chemin-consistance
induit des contraintes binaires, etc.

L'arc-consistance est la consistance locale la plus utilisée car elle est relativement
simple à mettre en æuvre et reste peu coûteuse par rapport à la réduction de problème

10n est le nombre de variables dans le graphe, est d est Ia taille du plus grand domaine.
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qu'elle induit. Elle repose sur I'idée suivante: si une valeur u Ç D; n'apparaît dans aucun
des n-uplets d'une contrainte portant sur Xr, alors u ne peut participer à une solution
globale du Csp et on peut donc la supprimer de D;.

Déf in i t ion L.L4 Un Csp 2 :  (X,  D,C,  R)  esf  arc-consis tant  ss iVX;  € X,  on a D;  I  @
et  Yu € D; ,VCp :  {X; ,  X i }  e  C,- r  €  Rpf  r [X; )  :  p .

Diverses versions successives de I'algorithme d'établissement de I'arc-consistance ont
été développées - dernièrement) Freuder à défini I'algorithme AC-7 dans [Fre 95] - ,
mais elles utilisent toutes la même procédure Filtre qui modifie un domaine pour que Ia
propriété d'arc-consistance soit vérifiée entre deux variables du Csp.

Afgorithme L.2 Etablissement de la consistance d'un arc.

fonct Filtre (i, j) + booléen : /+ filtre D; par rapport à Di *l

suppression <- faux
soit Ci, : {Xt,Xj} € C l* Cn correspond à la contrainte entre X; et X; * I
pour tout r € D; laire

t i  Êy € D1l@,y)  € Ær a lors
D; <- D; \ {"}
suppression <- vrai f insi f inpour

retou rner su ppresston. l* pour indiquer si Di a êté modifié */

La version qui montre le mieux le fonctionnement de I'arc-consistance est AC-3. Elle
utilise une liste des arcs qui ont nécessité une réduction de domaine, pour ne reconsidérer
que les arcs concernés par la propagation d'une suppressionll.

Afgorithme 1.3 Procédure AC-?.

r proc AC-3 : /x filtre tous les domaines du Cse x/

2  Q<-  { ( i , j ) l i l  j n {X i , x j } e  C }
:  tant  que Ç l0  la i re
), soit ( i ,  j )  c Q
5  Q  < -  g \ { ( i , i ) }
6 si Filtre (i,j) alors
7  Q  < - -  Qu{ (k , i ) l k l  i  A {x i , x * }  €  c }  f i ns i  f i n tan t  que .

Théorème 1.15 ([MF 85]) Ia complerité temporelle d'AC-7 est en O(md3), oùm est le
nombre de contraintes dans Ie graphe et d est le nombre marimal de ualeurs par uari,able.
Sa complerité spatiale est en O(^).

Exemple 1.3 : Filtrage par arc-consistance.
Soi t  le  problème P:  (X,D,C,R),avec

- x - {x1, x2, x3} ;

-  D  -  {D t ,  Dz ,  D3} ,  avec  D t :  Dz  -  Ds :  {o ,b }  ;
ttune valeur supprimée pouvait être le support de valeurs dans d'autres domaine, et donc entraîner des

suppressions en cascade.
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-  C  -  {C t ,Cz ,C3} ,  avec  C1 :  {XyXz} ,Cz :  {X r ,  Xs } ,Cz :  {X2 ,X3}  ;
-  R -  {R t ,Rz ,R3 } ,  avec  R1 :  { ( a ,a ) , ( a ,b ) } ,  R r -  Rs :  { ( o ,o ) ,  ( à ,ô ) } .

La première étape de l'établissement de I'arc-consistance fait apparaître que la valeur b dans X1
n'est supportée par aucune valeur de X2 selon la contrainte Cr. Ceci implique la suppression de
b dans X1 , Qui entraîne ensuite la suppression de Ô dans X2, puis de b dans X3 par propagation.

Par la suite, Mohr et Henderson [MH 86] ont défini l'algorithme AC-4 et ont montré
son optimalité en @(md2). Son principe consiste à maintenir pour chaque valeur dans
une variable, la liste des valeurs des autres variables qu'elle valide (notion de support),
ce qui permet de ne reconsidérer par la procédure Filtre, que les contraintes nécessaires.
Malheureusement, AC-4 n'est pas facilement utilisable dans la pratique car il nécessite
de grosses structures de données, et son coût moyen s'avère en pratique très légèrement
supérieur à AC-3 [Wal 93].

AC-5 a été défini par Devilleet Van Hentenryck [DvH 91, vHDT 92]. n s'agit en fait
d'un algorithme générique conçu pour tirer partie de propriétés spécifiques de certaines
classes restreintes de contraintes. Ils obtiennent ainsi des complexités inférieures à O(md2)
pour quelques classes de contraintes.

AC-4 a été amélioré par Béssière [Bes 9a] en ne calculant et mémorisant qu'un seul
support par valeur (AC-6). Sa complexité temporelle reste identique, mais son encombre-
ment spatial est plus réduit. Les résultats expérimentaux semblent montrer que AC-6 est
plus performant que AC-3.

AC-7 - la dernière version proposée - par Freuder [Fre 95] est sensiblement identique à
AC-6 dans le cas général, mais permet de tirer parti de certaines propriétés des contraintes,
comme la réflexivité, pour réduire le coût pratique de l'établissement de I'arc-consistance.
Elle peut s'avérer deux fois plus rapide que AC-6 dans ce dernier cas.

Le concept de k-consistance peut s'appliquer de différentes manières:

- choisir un niveau de consistance arbitraire (en général 2 ou 3) et filtrer le Csp de
telle sorte que la propriété de k-consistance soit vérifiée sur le Cse restant ;

- choisir un niveau de consistance arbitraire, mais n'appliquer le fi.ltrage que de haut
en bas, selon un ordre prédéfini (consistance directionnelle) ;

- choisir un ordre d'instanciation des variables, et établir une consistance à chaque
niveau dont le degré puisse garantir une recherche de solution efficace: la consistance
adaptative.

4.1.1 Consis tance d i rect ionnel le

La définition de Ia consistance directionnelle a étê proposée par Dechter et Pearl
dans [DP 87]. L'idée générale est de tenir compte du fait que le filtrage est un pré-
traitement pour I'algorithme backtrack (cf. paragraphe 6). Or dans ce dernier, I'ordre
d'instanciation est prédéfini (on suppose que I'on n'utilise pas d'heuristiques d'ordre dy-
namique sur les variables). Dans ce cas, l'application de la procédure Frlrre depuis un
sommet qui doit être instancié vers un sommet qui I'est déjà n'est pas utile. La consis-
tance directionnelle (DAC) prend donc en compte l'ordre d'instanciation de la procédure
cle recherche. On évite ainsi la moitié du travail de filtrage qui est inutile pour la phase
de recherche qui suit.
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4.L.2 Consis tance adaptat ive

La consistance adaptative est la conséquence du théorème de Freuder [Fre 82], lui-
même basé sur le concept de largeur d'un Csp.

Déf in i t ion L.L6 SoientP :  (X,D,C,R),  zn Csp b ina i re et  un ordreg sur  ses uar iab les.
tra largeur d'une uariable Xi est égale ù l{Xi l{Xo,Xi} e C A,p(Xi) < çr(Xj)}| .  La
largeur d'un ordre est le marimum de la largeur des uariables dans cet ordre. La largeur
d'ttn Csp est la laroeur minimale sur tous ses ordres.

Théorème 1.17 (Freuder)  Soi t  unCsp P delargeuru; .  S i len ' iueaudefor teconsis tance
de P est supér'ieur à u, alors il eriste un ordre d'instanciation gloutonrz .

L'idée de base de l'algorithme d'établissement de consistance adaptative est donc de
forcer la forte (tu * 1)-consistance pour chaque variable de largeur u.t. On obtient alors
un niveau de consistance suffi.sant pour garantir une recherche sans retour-arrière. Deux
points pénalisent toutefois cette méthode:

- La complexité de I'algorithme est exponentielle car elle est systématique quelle que
soit la largeur du graphe. Elle réalise un filtrage optimal mais qui est souvent trop
fort: les résultats expérimentaux montrent que cette méthode est moins efficace en
moyenne que les algorithmes complets les plus simples [DM 9aa].

- L'établissement de la k-consistance induit des contraintes d'arité k-l qui modifient
la largeur initiale du graphe. Les calculs que I'on peut faire avant I'algorithme
pour savoir si la méthode est intéressante sont alors faussés. On ne peut donc pas
évaluer la complexité de la méthode à pri,ori. La complexité finale de Ia méthode
est en O(ndt.), où /* est la largeur du graphe obtenue après l'établissement de la
consistance adaptative.

4.L.3 ( i ,  y ) -consis tance

La notion de (i, j)-consistance a été définie par Freuder dans [Fre 85] comme une
généralisation de la k-consistance. Un Csp sera dit (i, 7)-consistant si toute instanciation
consistante sur i variables peut être étendue de façon consistante à une instanciation sur
(i+ j) variablesl3. La forte (i, j)-consistance est vérifiée si la (i', 3)-consistance est vérifiée
pour tout i '  < i .

Si cette notion permet d'étendre I'aspect théorique de la traditionnelle k-consistance,
elle n'est utilisée dans la pratique - à notre connaissance - par aucun algorithme, ni aucun
outil spécifique.

12qui permet de résoudre le Csp sans revenir sur l'instanciation d'une variable. Dans ce cas, la recherche
est polynômiale en le nombre de variables.

13dans ce contexte, la k-consistance se définit donc commela (k - 1, l)-consistance.
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4.2 Consis tances n-arres

Si les Csp binaires sont restés longtemps le principal centre d'intérêt des recherches
dans le domaine, quelques auteurs se sont penchés sur les hypergraphes de contraintes,
avec notamment des définitions de consistances qui puissent s'appliquer sur ce type de
problèmes. Nous citerons dans ce paragraphe, deux notions importantes qui divergent
quelque peu quant à leur inspiration et leur mise en pratique.

Le premier à s'être intéressé aux Csp n-aires est Jégou Uég 91]. II définit une consis-
tance n-aire qui est une application de la k-consistance sur les contraintes - et non plus
sur les variables:

Définit ion 1.18 Un Csp P : (X, D,C, R) esl hyper-k-consistant si et seulement si :

-VCr€C,Ri+A.

-vct , . . . ,cr"€c,(  x Â,) [ (  U ci) .ck): ,Rr[(  U c;) .cn] .
l < t<È- r  1< i<È-1  l< i<a - r

De même que pour la k-consistance, on définit la forte hyper-k-consistance comme
suit :

Déf in i t ion l . l9  tJn Csp 2 :  (X,  D.C,R) es l  for tement  hyper-k-consis tant  s i  e t
seulement siVi, l  < i  < k,P est hyper-i-consistant.

Plus simplement, on dira qu'un Csp n-aire est hyper-k-consistant si une instanciation
consistante des variables reliées par (k - 1) contraintes quelconques peut être étendue à
une instanciation sur une ke contrainte. L'établissement de I'hyper-k-consistance s'obtient
par des algorithmes reprenant la structure de la famille AC-z, mais les instanciations
de valeurs sur des variables sont remplacées par des instanciations de n;-uplets sur des
contraintes, c.-à-d. des éléments des relations. On dit que I'hyper-k-consistance est une
notion dualera de la k-consistance. Mais, les résultats théoriques obtenus sur les Csp
binaires, comme le théorème de Freuder (cf. théorème 1.17) ne peuvent directement
s'appliquer sur les Csp n-aires par cette définition.

On notera que le flltrage obtenu par I'hyper-k-consistance qui filtre les relations est
sans effets dans le cadre d'un pré-filtrage pour un algorithmeénumératif classique (sur les
variables) car il n'induit aucune modification des domaines des variables, et donc aucune
réduction cle la complexité de la recherche. Pour contourner ce problème, Jégou a proposé
de projeter les relations sur chaque domaine après avoir établi l'hyper-k-consistance.

De leur coté, Dechter et Van Beek ont étendu directement la k-consistance aux Csp
n-aires [DvB 95] afin de pouvoir profiter des résultats théoriques qui faisaient défaut à
I 'hyper- k-consistance.

Définit ion t.2O Un Csp 2 : (X, D,C, R) esf relationnel-k-consistant si et seulement

s iYCr ,  . . . , 'Cr , - ,  e  C,VXi  €  n  Ct ,
r < i < / c - 1

lala notion de graphe dual est abordée dans le paragraphe 5.
méthodes de filtrage n-aire est donnée dans le paragraphe 1 du

De plus, une comparaison complète des
chapitre 2.
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p(( U c;)\{xi})Ç( x Ëo)[(  U c,) \{xi} ]
l< t<À- l  1<t<À-1 l< i<À- l

Ici, p(A) dénote I'ensemble des instanciations consistantes des variables de A.

Définit ion 1.21 Un Csp P : (X, D,C, R) est fortement relationnel-k-consistant si
et seulement siYi,1 < i  < k,P est relationnel- i-consistant.

Trivialement, on dira qu'un Csp est relationnel-k-consistant si chaque valeur de chaque
variable fait partie d'une instanciation consistante des variables reliées par (k - 1) con-
traintes. La principale vertu de cette définition de consistance est que l'élément de base est
la variable, et non un groupe de variables. Ainsi, elle trouve toute son utilité dans un con-
texte de pré-filtrage pour un algorithme de recherche énumératif basé sur I'instanciation
des variables.

Le problème RCr d'établissement de la relationnelle-k-consistance est de complexité
exponentielle à partir de k : 3 si les contraintes ne sont pas binaires, car lorsqu'on
force la consistance entre deux contraintes d'arité ) 2ron génère de nouvelles contraintes
d'arité supérieure qui devront d'être vérifiées avec les contraintes déjà existantes. Ainsi,
I'itération de cette procédure peut engendrer des contraintes d'arité n - 7 (si n : lXl).
Ces limitations sur la relationnelle-k-consistance de degré supérieur à 2 font que seule la
relationnelle-2-consistance est applicable en pratique pour des Cse quelconques.

Dans la mesure où l'établissement de la relationnelle-k-consistance est une procédure
de pré-traitement d'une méthode de recherche énumérative, Dechter et Van Beek ont défini
une propriété plus faible: la directionnelle relationnelle-k-consistance qui tient compte de
I'ordre d'instanciation de la recherche pour éviter une partie du travail de filtrage.

Afgorithme L.4 Etablissement de la relationnelle-k-consistance.

1 9

1

2

3

4

5

6

7

I

I

1 0

1 1

1 2

fonct RCn + booléen :
consistant +- vrai
répéter Q <- C

S<-  R
pour tout  {C0,, .  .  .  ,Cir_,}  lCt  e Q la i re

pour tout X" € nl=lCù faire
cB <- o!=lc;i \ {x,}
c <=- cu{cp}
si CB € Q alors RB <- ao n (><f=l Ro,lCBl)
sinon RB <- xj=l R;,[CB] finsi
si EB : @ alors consistant <- faux f insi f inpour f inpour

jusqu'à S : .R A consistanf f inrépéter
retourner consistant,

5 Techniques de décomposit ion

Nous regroupons dans ce paragraphe, les techniques qui transforment le Csp initial
résoudre, en un ou plusieurs Csp dont le traitement sera plus facile. Deux objectifs
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différents (voire opposés) peuvent motiver de telles méthodes: transformeï un Csp n-
aire en un CsP binaire équivalent (paragraphe 5.1), ou diviser un Csp complexe en un
ensemble de Csp indépendants plus faciles à résoudre (paragraphe 5.1).

5.1 Transformations n-aire vers binaire

La plupart des travaux sur les Csp se contentent de traiter les Csp binaires car ils sont
plus simples à appréhendet, et parce que I'on peut toujours transformer un Csp n-aire en
Csp binaire [Mon 74, DP 88a]. C'est cette transformation qui nous intéresse tout parti-
culièrement ici. Nous passons en revue les différentes méthodes de transformation utilisées
dans Ia littérature, en mettant en évidence leurs avantages et inconvénients respectifs.

5 .1.1 Graphe de contra in tes pr imal

Le passage d'un hypergraphe de contraintes - n-aire - à un graphe de contraintes
primal - binaire - se fait en conservant toutes les variables et en remplaçant les contraintes
n-aires par des cliquesrs. On substitue donc à chaque contrainte n-aire, 4+! contraintes
binaires. La relation de chaque nouvelle contrainte est définie par la projection de la
relation n-aire sur le couple de ses variables.

Cette méthode a été proposée par Montanari [Mon 74]. Elle est basée sur la Théorie
des Graphes [Ber 70], et notamment sur la notion de Z-section d'un hypergraphe ,tI notée
(H )2 .

Définit ion 1.22 Soit Pn : (X, D,C, R) un Csy quelconque. Le graphe de contraintes
primal d,e Pn est le Csp noté Pglr: (X, D,C.q, Ra) tel que:

-  (X ,  Ce) :  (X ,C)z  ;

-  Rn :  {Ra , , . . . ,RA^ , )  oùVCan :  {X ; ,X j } ,Ron :  n  Rd {X t ,X i } 1 .
klcp={x; ,x , }Çc eq

L'utilisation d'une transformation d'un hypergraphe en graphe de contraintes primai
présente quelques inconvénients qui peuvent être rédhibitoires dans certains cas:

- L'équivalence entre le Csp n-aire et son graphe primal ne peut être garantie dans
Ie cas général. La seule garantie que préserve cette transformation est que Solp, Ç
solprslr '

- L'acyclicité du problème n'est pas conservée car un Csp n-aire acyclique peut engen-
drer un graphe primal cyclique. Cette particularité devient parfois catastrophique
dans I'utilisation des méthodes de décomposition (c/. paragraphe 5.2).

Ces cleux inconvénients majeurs font que le graphe de contraintes primal est une
approche inadaptée pour traiter les hypergraphes de contraintes.

20

l5une clique est un sous-graphe complet.
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5.1.2 Graphe de contra in tes b ipar t i

Cette transformation est basée sur la notion de graphe biparti, issue de la Théorie
des Graphes: I'ensemble des sommets du graphe biparti est constitué des sommets X, de
I'hypergraphe et d'un sommet Xsu pour chaque contrainte C6. Les contraintes connectent
chaqne X6* aux sommets de X que contient C*. Chaque contrainte n-aire se trouve donc
transformée en 1 variable et n contraintes binaires.

Déf in i t ion t .23 Soi tPn:  (X,D,C,R) unCsp quelconque.  .Legraphe de contra in tes
bipar t i  dePs,  noté Psgl )  :  (XB,  Dn,Ca,Rs)  te l  que:

-  XB :XgC;

-  DB :  D l JRauec  DBo :  D ;  s iXe , -  X ;  e t  DBo :Rp  s iXB* -Cn  i

-  CB:  { {X, ,  Ci }  lXo € Ci }  ;

-  Rn :  {Âs , , . . . ,R8* , }  oùYCB* : {X r ,C i } ,Rao : { (d ; , r 1 )  e  D ;x  f u l r i lX l ]  : d ; } .

Propr ié té L.24 Soi tPn:  (X,D,C,  R)  un Csp e,  Pn@\:  (XB,  Dn,Cn,  Rs)  son graphe
de contraintes biparti. On a Ps :- PB@).

Par rapport au graphe de contraintes primal, le principal inconvénient est donc résolu.
Toutefois, la représentation d'un Csp n-aire sous forme de graphe de contraintes biparti
ne préserve pas I'acyclicité de I'hypergraphe dans le cas général.

5 .1 .3  Graphe  de  con t ra in tes  dua l

Un graphe de contraintes duallu IDP 89] est construit en créant une variable par
contrainte de I'hypergraphe de départ et en reliant - par une nouvelle contrainte binaire
- toutes les variables dont les contraintes correspondantes partagent des variables.

Déf in i t ion L.25 Soi tPn - -  (X,D,C,R) zn Csp quelconque.  .ûegraphe de contra in tes
dual de Ps est /e Csp binaire PoWt : (C, R, E, Q) tel que :

-  E  -  { {C; ,C1}  c  C l i  I  j  
" t  C;ÀCi  lA}  ;

-  VEr :  {C; ,C i }  e  E,Q* :  { ( r ; , r1 )  e  R;x  R i f r ; [C ioCj ] : r i [C;aCi ] ] .

Propr ié té  L .26  So i tPn :  (X ,D ,C ,R)  zn  Csp  e tPo@\ :  (C ,R ,E ,Q)  son  g raphe  de
contraintes dual. On a Pn : Po@).

La transformation en graphe dual garantit les mêmes propriétés que la transformation
en graphe biparti, mais elle est plus souvent utilisée car plus facile à mettre en ceuvre: il
suffit de raisonner sur les contraintes au lieu des variables (instanciation de n-uplets), ce
qui ne nécessite pas la construction explicite du graphe. Dans les chapitres qui suivent,
ce sera d'ailleurs cette méthode qui sera toujours employée pour les comparaisons entre
les méthodês par transformation binaire et les méthodes directes pour la résolution des
Csp n-aires.

16on retrouve aussi l 'appellation << graphe représentatif>> [Ber 70, Jég 91]. Nous préférons I 'appellation
(( graphe dual >> pour la mettre en rapport avec la notion de graphe primal.
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5.2 Décomposi t ion d 'un CSP binaire

Le principe global des méthodes de décomposition consiste à construire, à partir d'un
Cse P , un ensemble de Csp {P;},, tel qu'il soit possible de construire les solutions de 2
à partir des solutions des 2;. Le choix des Pt est fait de telle sorte que I'ensemble des
solutions des Pt soit plus facile à calculer qve P.

5 .2 .1  Mé thodecoupe-cyc le

Cette méthode a été présentée dans [DP 87]. L'idée maîtresse est fondée sur le
théorème de Freuder (d théorème 1.17) : si on a un graphe de largeur 1, I'arc-consistance
garantit une recherche sans retour-arrière. On transformera le graphe n-aire en une série
de graphes acycliqueslT. Chaque sous-CsP sera construit en instanciant une variable dans
chaque cycle du graphe initial. Sa résolution sera alors polynômiale en lui appliquant un
filtrage par 2-consistance.

Exemple 1.4 : Décomposition par la méthode coupe-cycle.
On se donne le  Csp P :  (X,D,C,R) de la  f igure 1.3,  avec Ds:  De :  {o ,b} .  La dé-

composition donne les 4 sous-CsP arborescents de la figure. Les variables coupées apparaissent
dédoublées, avec leur valeur d'instanciation.

Figure 1.3: Un Cse cyclique et sa décomposition par Ia méthode coupe-cycle.

Le point central de cette méthode est la détermination de I'ensemble des variables à
instancier, appelé ensemble coupe-cycle. En effet, si la résolution d'un seul sous-CSp est
polynômiale, leur nombre est exponentiel en la taille de I'ensemble coupe-cycle, puisqu'il
sera nécessaire dans le pire des cas, d'instancier le produit cartésien des domaines de cet
ensemble. On notera de plus, que la détermination d'un ensemble coupe-cycle minimal
est un problème NP-difficile.

17c.-à-d. un arbre, ou plus généralement une forêt.
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5.2.2 Méthode de regroupement  en hyper-arbre

La méthode de regroupement en hyper-arbre s'inscrit en opposition face à la binari-
sation des Cse, puisqu'elle part d'un Csp binaire pour le transformer en un Csp n-aire.
Toutefois, elle garantit la propriété d'acyclicité pour I'hypergraphe de contraintes résul-
tant [DP 88b].

Le principe de I'algorithme de regroupement consiste à trianguler le graphe cle con-
traintes initial en ajoutant des contraintes universelles pour mailler les cycles de plus de
trois sommets. Il faut ensuite calculer l'ensemble des cliques maximales sur le graphe tri-
angulé, chaque clique définissant une contrainte dans I'hyper-arbre résultat. La résolution
se fera alors par l'établissement de I'hyper-2-consistance qui garantira alors une recherche
sans retour-arrière.

Exemple 1.5 : Regroupement en hyper-arbre.
La figure 1.4, présente un regroupement en hyper-arbre du Csp de l'exemple 1.4 . La tri-

angulation apparaît en tirets. Les plus grandes cliques comportent ici 3 variables, et sont ainsi
transformées en contraintes 3-aires ou binaires (points noirs) .

Figure 1.4: Un Csr cyclique et son hyper-arbre de contraintes.

La méthode de regroupement en hyper-arbre reste exponentielle en la taille de la plus
grande hyper-arête.

6 Recherche énumérative

L'algorithme le plus élémentaire dans le contexte de la recherche énumérative de so-
lut ions pour un Csp est I 'algorithme generate-and-test (Cf). Son principe consiste à
générer toutes les combinaisons possibles entre les domaines, et de tester la consistance
de chaque combinaison. Il induit un arbre de recherche complet comme dans la figure 1.5.

Les cercles correspondent aux phases << generate>> et les lettres (( T >> sur chaque feuille
de I'arbre correspondent aux tests de consistance. Dans cet algorithme, le parcours de
I'arbre est rapide (génération des instanciations), mais sa taille est exponentielle.

Tous les algorithmes de recherche énumérative sont des améliorations de Gf. De très
nombreuses méthodes ont été définies pour diminuer son coût pratique, chacune met-
tant en avant certaines caractéristiques particulières. Pendant longtemps, les différentes

23
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X 1

X 2

X j

X a

Figure 1.5: Arbre de recherche generate-and-test.

améliorations se sont faites de façon assez anarchique, et les algorithmes proposés étaient
peu comparables car portant sur des points algorithmiques différents. La classification que
nous mettons en avant dans cette section repose sur une idée de Prosser dans [Pro 93b].
Celui-ci a mis en évidence que deux caractères fondamentaux de ces algorithmes, la des-
cente et la remontée dans l'arbre de recherche, pouvaient être extraits des différentes
méthodes, puis hybridées afin de construire des algorithmes disposant des avantages des
deux méthodes < mères >. Il définit par exemple I'algorithme FC-CBJ qui implémente une
descente de type FC et une remonté de type CBJ. Ces deux techniques sont présentées
plus loin.

Dans un souci d'une plus grande précision dans la taxinomie et dans l'hybridation
potentielle des différentes techniques, nous définissons en fait, non pas deux, mais huit
caractéristiques algorithmiques fondamentales qui seront détaillées dans les paragraphes
clui  suivent:

I. la consistance établie à chaque instanciation ;

2. Ie traitement des retours-arrière en cas de blocage lors de la descente dans l'arbre
de recherche ;

3. Ia mémorisation des informations découvertes au cours de la recherche;

4. le marquage des différents éléments algorithmiques au cours de la recherche ;

5. le retardement de certains traitements ;

6. I'ordonnancement des variables lors de la descente dans I'arbre de recherche;

7. l 'ordonnancement des valeurs au moment de chaque instanciation ;

8. l 'ordonnancement des contraintes au moment de la vérification de consistance (locale

ou globale).

Nous présenterons pour chaque point, les méthodes s'y rapportant proposées dans la
Iittérature. Les éléments de comparaison étabiis seront aussi discutés.

6.1 Consis tance au cours de la  recherche

Les principales améliorations de Gf consistent à vérifier une consistance à chaque
instanciation. On distingue deux grands types de consistance:

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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- En arrière, or look-back schernes dans le cas d'algorithmes comme backtrack (BT):
elle consiste à vérifier la consistance de l' instanciation en cours avec chaque ins-
tanciation déjà effectuée [Wal 60]. Elle se traduit par une suppression de branches
directement sous le nceud en cours d'instanciation - dans le cas où une inconsistance
est détectée.

- En avant, ot look-ahead schemes. Ces méthodes consistent à vérifier la consistance
de I'instanciation en cours avec toutes les variables non encore instanciées. Elles se
traduisent par une suppression de branches dans toute la profondeur du sous-arbre
enraciné sous le nceud en cours d'instanciation.

Si B7- constitue une amélioration significative de GT, il n'est plus cité aujourd'hui que
dans un souci de rappel historique car son coût pratique est prohibitif face aux méthodes
de consistance en avant. En effet' ces dernières méthodes de recherche sont apparues
comme nettement supérieures à I'algorithme Bf [HE 80, DM 94a].

Le concept de consistance en avant au cours de la recherche a été proposé par Haralick
et trll iot dans [Htr 80], avec la définition de I'algorithme de forward-checking (FC) Ce
dernier est une version dégradée de I'arc-consistance, qui se contente de filtrer les do-
maines des variables non encore instanciées en fonction d'une nouvelle instanciation. sans
propagation des suppressions.

Figure 1.6 : Arc-consistances dégradées pour les méthodes look-ahead schemes. L'instanciation courante
est X1 . Les flèches symbolisent les applications de la fonction Filfre.

L'étape de propagation des inconsistances peut être réduite de différentes manières.
Dans le cas de FÇ aucune propagation n'est fa\te (cf. figure 1.6(a)). Dans le partial look

futnre, les propagations se font vers le bas, en respectant un ordre statique d'instanciation
des variables (figure 1.6(b)). La propagation totale des inconsistances, comme dans la
figure 1.6(c) prend le nom de look future dans [HE 80, HS 79, HS 80], mais de nombreux
auteurs I'on renommê maintaining arc-consistency, ot MACt IBR 96, FD 96, Pro 95b,
sF e4l.

La figure 1.7 schématise sur l'arbre de Gf les élagages résultant des différentes tech-
niques d'amélioration. Pour Bf, l'algorithme supprime tout le sous-arbre dont I'instancia-
tion inconsistante est la racine. Dans FÇ I'algorithme supprime des branches plus pro-
fondes dans I'arbre. Les méthodes BJ et DkC schématisées dans lafigure seront présentés
plus loin.

(c)(b)(a)

18en français : Maintien de l'Arc-Consistance.
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X 1

X 2

X 3

X a

Figure 1.7: Elagages effectués par BT1 FC, BJet DkC. Les effets sont entourés et leur origine marquée
par le nom de l'algorithme.

Il est à noter que l'établissement de la consistance en avant est plus coûteuse sur
chaque næud, mais que les algorithmes qui I'appliquent explorent significativement moins
de nceuds. De plus, dans un schéma général de résolution des Cse, l 'util isation d'un
algorithme de pré-filtrage avec AC - ou un niveau supérieur - rend I'intérêt des schémas
en avant caduque. Toutefois, il est admis dans la communauté CSPI9 que la recherche avec
consistance en avant est globalement moins coûteuse que le tandem (filtrage, recherche
chronologique).

6.2 Retour-arr ière

Quand Gf rencontre une inconsistance dans sa phase de test, il cherche I'instanciation
suivante par un retour-arrière chronologique. Les améliorations classiques du retour-
arrière sont:

- Le backjumping (BJ) [Gas 79]: il se fait en mémorisant le conflit le plus profond
rencontré lors de I'instanciation d'une variable. Cet algorithme élémentaire en ce
qui concerne le retour-arrière, nécessite peu de données: un seul conflit est stocké.

- Le graph-based backjumping (GBJ) [Dec 90] : il se fait en utilisant la structure du
graphe pour les retours-arrière, sans tenir compte des conflits rencontrés, ce qui
évite tout stockage de données à la descente.

- Le confl"ict-based backjumping (CBJ) [Gin 93, Pro 93b]: il se fait en utilisant la liste
des conflits rencontrés lors de I'instanciation des variables. Son implémentation
nécessite de stocker la liste des conflits rencontrés lors de la descente.

Dans I'axe < retour-arrière >>, le degré 0 correspond at backtrack chronologique puisque
ce dernier n'effectue aucun élagage de I'arbre de recherche au cours de la remontée.
L'élagage effectué par ces méthodes concerne des branches sceurs, à droite du nceud en
cours d'instanciation (voir figure 1.7). Dans leur forme originelle, ces techniques ont été
présentées avec un mécanisme de consistance en arrière, alors que les utilisations actuelles
sont hybridées avec des algorithmes à consistance en avant.

Prosser a montré expérimentalement que CBJ était la meilleure des trois techniques
de retour-arrière [Pro 93b]. Mais en hybridation avec une consistance en avant telle que

lece résultat a été démontré par une expérimentation partielle dans [DM 94a].
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FC, les écarts entre CBJ et les deux autres techniques sont moins nets. Il apparaît même
selon [BR 96] et IGS 96] qre CBJ dégrade les performances de MAC. D'une façon générale,
I'hybridation d'une technique de retour-arrière avec un mécanisme de consistance avant
réduit considérablement son effet d'élagage puisque la plupart des inconsistances auront
été supprimées lors de la descente dans I'arbre [Pro 93a]. En plus de cela, CBJ requiert
le maintient de structures de données volumineuses, ce qui explique en grande partie
son effet négatif sw MAC. On notera que I'hybridation de MAC avec une méthode de
retour-arrière moins coûteuse en temps comme GBJ, voire BJ n'a pas été testée.

De même que pour la vérification de consistance avant, l'utilisation d'un algorithme
de filtrage en pré-traitement de la recherche rend les méthodes de retour-arrière informé
inintéressantes.

6.3 M émorisat ion

Lors d'une vérification de consistance, les algorithmes rencontrent fréquemment des
inconsistances locales entre des variables généralement entre deux variables puisque les
consistances utilisées sont du type 2-consistance. Si Gf ne tient pas compte de ces infor-
mations, il est possible de les utiliser afin de ne pas vérifier deux fois la même inconsistance.
Cette mémorisation de nouvelles contraintes induites se fait au fil de la recherche. Selon
les auteurs, ces méthodes se regroupent sous le terme de < directionnelle-k-consistance >>
(DkC) [Dec 90], ou de nogood recording ISV 93]. Il a été montré que la méthode est
intéressante pour un niveau de consistance d'au plus 2 (arc-consistance) car au-delà, la
mémorisation devient trop coirteuse par rapport au gain apporté.

La mémorisation permet de diminuer le coût de la recherche en supprimant des
branches à droite du nceud en cours d'instanciation, sur toute la largeur de I'arbre (voir
figure 1.7). Elle a été expérimentée avec un mécanisme de retour-arrière chronologique
(Bf ) et de type CBJ dans [Dec 90, SV 93], en exhibant des améliorations significatives
par rapport à BT. Mais les hybridations avec une recherche par consistance avant n'ont
pas été explorées.

À I'instar des méthodes de consistance en avant, la mémorisation est incompatible
avec le pré-traitement par filtrage puisque dans ce cas, les inconsistances sont détectées -

et mémorisées - avant la recherche.

6.4 Marq uage

À l'intéri"nr d'une même branche d'instanciation, un certain nombre de travaux sont

répétés, notamment des vérifications de consistance partielle entre valeurs. Diverses tech-

niques ont été définies pour limiter cette redondance. Nous classons dans les méthodes de

marquage, les algorithmes qui mémorisent localement2o de I'information: le backchecking
(BC) IHE 80] et le backmarkins (BM ) [Gas 77].

La technique du backchecking consiste à mémoriser les inconsistances locales entre

valeurs. Si par exemple, Iors de I'instanciation de (Xi,b) il apparaît que cette valeur est

incompatible avec (X;,o),8C marquera I ' incompatibi l i té pour ne pas réessayer (X;,6)

dans une autre sous-branche de l' instanciation (X,,o). En fait, on peut considérer que

20c.-à-d. sur une même branche d'instanciation, par opposition aux techniques de mémorisation qui
stockent de I'information oour toutes les branches à venir.



Chapi t re 1 -  Etat  de I 'ar t  :  CSP binaires et  n-ai res

8C effectue le même filtrage que FC en supprimant des valeurs dans les domaines futurs
d'une instanciation; la différence vient du fait que FC détecte l' inconsistance au moment
de I'instanciation la plus haute, alors que BC ne la détecte qu'au moment de I'instanciation
la plus basse.

L'algorithme BM est une évolution de BC puisqu'il mémorise, non seulement les incon-
sistances entre valeurs sur une même branche d'instanciation, mais aussi les consistances,
afin de ne pas les vérifier à nouveau. On pourra ainsi considérer que BM inclut deux
conrportements : un marquage négatif pour les inconsistances - qui correspond à BC , et
un marquage positif pour les consistances.

Le marquage négatif élague l'arbre de recherche sur les branches à droite du nceud
sur lequel a été rencontrée I'inconsistance, cle la même manière q:ue DkC, quoique sur
une portée plus faible. Le marquage positif n'a pas d'influence sur l 'élagage de I'arbre
de recherche, mais limite le coût interne de chaque næud d'instanciation. De plus, si
chacune des deux techniques a un effet positif avec une vérification de consistance en
arrière, le marquage négatif est totalement redondant avec un schéma de consistance
avant. Des expérimentations ont été menées sur I'hybridation du marquage positif avec
FC [Pro 93b, Pro 95a], et ont montré un bénéfice très faible.

6.5 Retardement

La technique de retardement consiste à différer certaines vérifications de consistance
dans I'espoir de diminuer globalement le coût de la recherche en les regroupant judi-
cieusement. Cette notion apparaît dans le minimal forward-checking (MFC) [DM 9 b] :
I'idée de base est que, si le problème est satisfiable, il ne sera pas nécessaire de filtrer
la totalité des domaines en avant pour aboutir à une solution. L'algorithme met donc
en suspens les vérifications de consistance non prioritaires requises par FC pour ne les
exécuter que lorsqu'elles deviennent nécessaires. Naturellement, on ne peut espérer qu'un
bénéfice réduit de la méthode si on cherche toutes les solutions au problème, ou si le
problème n'admet pas de solutions - ce qui nécessite le parcours de la totalité de l'arbre
de recherche.

On notera que I'algorithme MFC présenté dans IDM 94b] inclut un marquage positif
et négatif (BM). Comme la technique peut s'appliquer à d'autres algorithmes que FC,
nous I'appellerons Mxx.

Le retardement revêt un caractère particulier dans les techniques d'amélioration de la
recherche car il peut être très positif dans le cas où il est appliqué à une technique de
consistance en avant (comme FC), mais il devient négatif dans le cas de Bf puisqu'il tend
à le rapprocher de la méthode de génération totale de GL L'effet de Mxx ne porte pas
directement sur l'élagage de I'arbre, mais sur la minimisation du travail réalisé à I'intérieur
d'un nceud d'instanciation.

6.6 Ordonnancement  des var iab les

Les algopithmes énumératifs instancient une variable à la fois. Ceci induit un ordre
dans I'instanciation des variables. Cette notion est totalement neutre pour Gf puisque
toutes les variables sont instanciées avant que n'intervienne la phase de test. Par contre,
elle devient prépondérante dans le cas des algorithmes qui vérifient une consistance à
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chaque instanciation. En effet, l 'ordre des variables détermine la < forme >> de I'arbre de
recherche, et donc sont coût. Les heuristiques d'ordonnancement des variables les plus
courantes sont:

- Degré marimum: la variable de plus grand degré (plus grand nombre de voisins)
est instanciée d'abord. Cette technique prend le nom de << marirnal cardinality or-
clering> (MCO) [DM 94a] dans la littérature anglophone. Sa motivation repose sur
I'idée que les variables liées par un grand nombre de contraintes sont susceptibles
de générer plus de retours-arrière, et donc doivent être instanciées en premier.

- Largeur minimurn, or mini,mal uidth ordering (MWO): les variables sont instanciées
dans I'ordre croissant de la largeur (cf. définition 1.16) [Fre 82]. Cette méthode est
un raffinement de MCO car elle reprend I'idée du regroupement des retours-arrière
en haut de l'arbre de recherche, mais s'appuie en plus sur les résultats théoriques
du théorème de Freuder [Fre 82,.

-  Domaine minimal or minimum remaining ualues (MRV): la var iable qui a le plus
petit domaine est instanciée d'abord. On notera que MRV a un comportement dif-
férent selon le type de consistance vérifiée: avec une consistance arrière, I'ordre sera
statique puisque les domaines ne sont modifiés qu'au moment de l' instanciation,
alors qu'avec une consistance en avant, I'ordre sera dynamique. Des études ex-
périmentales ont montré qte MRV était une heuristique d'ordre efficace pour les
algorithmes de type FC [BvR 95].

L'ordonnancement des variables est souvent appelé ordre uertical car il détermine
I'aspect de I'arbre de recherche de bas en haut. D'une manière générale, les heuristiques
d'ordre vertical développent le principe f,rst-fail: on privilégie les variables qui mettront
potentiellement en évidence une inconsistance au plus tôt.

6.7  Ordonnancement  des va leurs

Lors de I'instanciation d'une variable, les valeurs du domaine sont successivement
testées. Il peut être utile d'utiliser un ordre particulier afin de diminuer le coût de la
recherche. L'ordre de test des valeurs est souvent appelé ordre horizontal.

D'un point de vue théorique, I'ordre horizontal est très important car il caractérise
le non-déterminisme des algorithmes NP-complets. En effet, la résolution des problèmes
NP-complets est de complexité exponentielle en grande partie car on ne connaît pas de
technique de choix d'affectation des variables qui permettrait de trouver une solution < du
premier coup >>, ce qui impose de faire des tests successifs aléatoires, jusqu'à obtention de
ia solution.

En pratique, les heuristiques d'ordre horizontal sont très peu explorées du fait de Ia
difficulté de concevoir une méthode effi.cace. On pourra citer une méthode consistant
à choisir les valeurs en fonction du nombre de leurs supports le long des contraintes.
Dans cette direction, I'heuristiqte MC (pour min-confl,ict) choisit les valeurs dans I'ordre
croissant clu nombre cle conflits avec des valeurs non-instanciées. D'autres heuristiques
portent sur la taille des domaines futurs, mais il a êtê démontré qre MC est la plus
efficace avec une recherche par consistance avant [FD 95]. Par contre, ce type d'heuristique
n'apporte que peu d'amélioration pour les algorithmes de recherche en arrière.

29
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6.8 Ordonnancement  des cont ra in tes

Pour vérifier la consistance d'une valeur (que ce soit en consistance avant ou arrière),
Il est nécessaire de parcourir et vérifier individuellement toutes les contraintes concernées.
Ceci induit naturellement un ordre particulier (que nous appellerons ordre transuersal)
qui n'influe pas directement sur la forme de l'arbre de recherche, mais sur le coût de
vérification de chaque næud.

Dans le cas où I'instanciation est consistante, l 'ordre transversal ne joue aucun rôle
puisque toutes les contraintes devront être testées. Mais si I' instanciation est inconsis-
tante, il devient préférable de s'en rendre compte au plus tôt. On obtient généralement
des améliorations notables si on utilise un ordre transversal de type first-fail sur la sa-
tisfiabilité des contraintes: on choisit alors de vérifier en Dremier les contraintes les moins
satisfia"bles.

7 Classif icat ion des CS P

Devant la grande diversité des problèmes de satisfaction de contraintes, il est apparu
rapidement nécessaire de les classifier par grandes catégories. Si les pius anciens travaux
portent essentiellement sur I'isolation de classes polynômiales, les travaux plus récents se
concentrent principalement sur l'observation expérimentale du coût de résolution pour un
algorithme donné. Nous distinguerons naturellement les deux approches dans ce para-
graphe.

7.L Classes po lynômia les

Comme on I'a vu, l'établissement de la piupart des consistances locales se fait en
temps polynômial - sauf la relationnelle-k-consistance. De plus, pour certains problèmes,
le filtrage par consistance locale permet une résolution en temps polynômial. Il en résulte
alors que la résolution du Csp initial est elle-même polynômiale. Nous distinguons dans
ce cadre deux catégories de Csp: les classes caractérisées par la structure du graphe, et
les classes caractérisées par le contenu des relations.

7.L.1 Classes polynômia les s t ructure l les

L'application du théorème de Freuder (c/. paragraphe 4.1) permet de définir une classe
polynômiale: pour un Csp de largeur 1 (un arbre) I'arc-consistance garantit une recherche
cle solution sans retour-arrière, et donc polynômiale. On serait tenté de I'appliquer pour
une largeur k, qui impose l'établissement d'une k-consistance en O(nkdk). Or, cette
k-consistance peut faire augmenter la largeur du graphe, et donc ne pas garantir une
recherche sans retour-arrière.

Le théorème de Freuder a été étendu aux CsP n-aires [Jég 91], ce qui permet de déflnir
une classe polynômiale n-aire:

Théorème 1.27 Un Csp P : (X,D,C,R) dont l 'hypergraphe est acycl ique peut être
résolu en temps polynômial.
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7. t .2  Classes polynômia les sémant iques

Le premier résultat est dû à Dechter, dans [Dec 92]. Il porte sur la cardinalité des
domaines des variables.

Théorème L.28 Un Csp dont les domaines sont tous de cardinal inférieur à d, dont les
contraintes sont toutes d'arité inférieure à a et qui est fortement (dx(a-1)+ I)-consistant
est aussi globalement cons'istant.

L'application la plus simple de ce théorème concerne les Csp binaires dont les variables
ont des domaines de taille 2 (booléen par exemple). Dans ce cas, la forte 3-consistance
suffit pour garantir la consistance globale, et donc une recherche de solution sans retour-
arrière. Ce résultat est déjà connu dans le monde de la logique propositionnelle puisqu'il
correspond dans ce cadre, à la satisfaction de 2-clauses.

Une seconde caractérisation porte sur la structure des contraintes [CCJ 94].

Déf in i t ion t .29 Une contra in te Cp:  {X; ,X1}  est  d i te  Ol l / tous d i rect ionnel le  s i

Y r (1y -z ( ( r ,A )  € .R6  A  ( r ,  z )  e  Rn  n  y  I  z )  +  Vw €  D i (@,u . ' )  e  f i * ) ) .

Plus simplement, une contrainte est 0/1/tous directionnel/e si une valeur dans un
domaine est liée à aucune, une seule, ou toutes les valeurs du domaine opposé.

Théorème 1.30 Un Csp binaire P : (X,D,C,R) dont toutes les contraintes sont d"e
type 0lTltous directionnel peut être résolu en temps polynômial.

7.2 Caractér isat ion expér imenta le  :  la  t rans i t ion de phase

Comme il est impossible de déterminer de façon théorique quelles sont les techniques
de parcours d'arbre les moins coûteuses, en particulier dans le cas d'aigorithmes hybrides.,
de nombreux auteurs ont expérimenté leurs algorithmes sur des jeux d'essai. Si dans les
années 80 les problèmes d'école commele placement des n-reines (exemple 1.1 ) étaient en
vogue pour tester les algorithmes, certains auteurs se sont rendus compte qu'ils n'étaient
pas représentatifs de tous les problèmes réels, et que de plus, les expérimentations don-
naient des résultats parfois divergents selon le problème choisi [DM g4a, GW 94, Pro 94].
D'un autre coté, les schémas traditionnels de génération aléatoire [Bes 94, MH 86, Wal 93]
Iaissaient apparaître de grosses différences entre les problèmes, sans pour autant permettre
une caractérisation de ces difficultés locales.

Un schéma de génération aléatoire cohérent a été présenté simultanément par plusieurs
auteurs dans le cadre des Csp. Celui-ci est en fait un < héritage >> de i'étude du problème
SAT dans le cadre de la iogique propositionnelle [GW 941. Il a subi quelques aménage-
ments, mais la version qui est maintenant utilisée par la plupart des auteurs est celle de
Prosser [Pro 94], que nous présenterons ici.

Le schéma de génération aléatoire concerne les Csp binaires. Il définit 4 paramètres:
( r r * ,P r , pz ) ,  où :

- n est le nombre de variables dans le Csp.
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rn est le nombre de valeurs par variable. Dans ce schéma, toutes les variables ont
un domaine identique.

pl e!! la densité du graphe de contraintes. Ainsi, le Csp sera constitué de p1 x
4ï! contraintes binaires (: probabilité que deux variables appartiennent à une
contrainte).

p2 est le taux de conflits dans chaque contrainte. Ce taux est uniforme pour toutes
les contraintes et implique que chacune rejettera pz x y772 combinaisons.

Déf in i t ion L.3L La sat is f iab i l i tê  d 'une contra in te Ct  :  {X^, , . . . ,Xkn.}  fuotée 56r)
correspond au rapport entre le nombre de n-uplets autorisé.s et le nom|re de n-uplets
nossibles :

lÂ,t l
X / . r  X . . . r X k . x

Il apparaît naturellement que ce schéma ne prétend pas représenter tous les pro-
blèmes possibles, surtout à cause de sa trop grande régularité. Toutefois, il semble faire
I'unanimité car il permet de cerner deux caractéristiques fondamentales des Csp:

1. la structure du graphe, qui se traduit par la densité des contraintes ;

2. la structure interne des contraintes, qui se traduit par le taux de conflits.

Le comportement le plus intéressant de ce schéma concerne la variation du taux de
conflits des contraintes (p2),les trois autres paramètres étant fixés. La figure 1.8 présente
le comportement caractéristique du schéma de génération vis-à-vis du taux de satisfiabilité
de l'échantillon de problèmes2l, et du coût de résolution des algorithmes.

temps satisfiabilité

Figure 1.8: Taux de atisfiabilité des échantillons et coût de résolution en fonction du taux de conflits
p2 des contraintes. La courbe de satisfiabilité est en pointillés, celle du coût de résolution en trait plein.

L'étude statistique des expérimentations fait apparaître 3 zones importantes - on se
place ici dans le cas de la recherche d'une solution:

21Un problème est dit satisfab/e s'il admet au moins une solution. Le taux de satisfiabilité de
l'échantillon correspond au pourcentage de problèmes satisfiables.

P2I

-A___-k__B____-k__c_
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Le taux de conflits est trop faibie pour qu'il y ait des problèmes insatisfiables. De
plus, la densité de solutions est importante, si bien que les algorithmes de recherche
mettent peu de temps en moyenne pour en trouver une. Cette zone est appelée
facile-satisfiable.

L'échantillon comporte à la fois des problèmes satisfiables et non satisfiables. Les
problèmes qui le sont, comportent peu de solutions et les algorithmes mettent beau-
coup de temps pour en trouver une, ou pour montrer qutil n'y en a pas. Cette zone
est donc difficile.

Le taux de conflits est trop important pour que les problèmes soient satisfiables. De
plus, les blocages apparaissent tôt dans I'arbre de recherche qui n'est alors parcouru
que sur une faible profondeur, d'où un faible coût moyen de résolution. Cette zone
est appelée facile-insatisfiable.

La zone difficile est naturellement la plus étudiée car c'est elle qui demande le plus
d'efforts de résolution. Les plus gros efforts de recherche ont notamment été concen-
trés sur Ie seuil de transiti,on S - aussi noté â, - q.,i correspond à la valeur de p2 pour
laquelle 50% des problèmes sont satisfiables, car elle coïncide avec le point le plus coû-
teux de la recherche. La zone facile-insatisfiable est le plus souvent délaissée car peu
de problèmes réels sont supposés appartenir à cette catégorie. Dans le domaine des al-
gorithmes complets, seuls quelques auteurs ont signalé des cas particuliers dans la zone
facile-satisfiable22 [Pro 96, Smi 9a].

On notera que les méthodes incomplètes de recherche (cf . paragraphe 2.2) ne peuvent
montrer leur efficacité que sur la zone facile-satisfiable, ce qui justifie les nombreuses
recherches pour améliorer les algorithmes complets dans la région difficile.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini le cadre d'étude des problèmes de satisfaction de
contraintes, ainsi que les méthodes de résolution généralement utilisées. Notre présenta-
tion s'est en fait concentrée sur la classe des algorithmes complets de recherche, i.e. qui
répondent toujours et correctement - parfois lentement - à la question posée.

Historiquement, les Csp ont été définis avec des méthodes de résolution par filtrage,
principalement la nceud-consistance et I'arc-consistance [Mon 74, Mac 77]. L'accent était
alors mis sur les capacités de ces algorithmes à résoudre rapidement des problèmes de
reconnaissance de formes (sur des graphes de contraintes binaires planaires). Différents
algorithmes se sont succédés pour améliorer la complexité théorique et les performances
pratiques du filtrage par arc-consistance.

Parallèlement à l'évolution des méthodes de fiitrage, se sont développés un certain
nombre d'algorithmes qui mettaient en ceuvre des techniques de résolution directes parais-
sant difficilement comparables (backjumping, mêrnorisation, forward-checking, ...). Ce
n'est que rQcemment [Pro 93b] qu'elles ont été exprimées dans un cadre de program-
mation commun afin de les comparer efficacement, et même d'exprimer leur hybridation

22des problèmes très difficiles apparaissent dans cette
l 'algorithme de recherche uti l isé qu'à la caractérisation du

A.

B.

( , .

zo\e. Toutefois, cela semble être dû, plus à
problème.
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possible en construisant des algorithmes qui tentent de combiner les avantages de plusieurs
méthodes de base. Dans [Pro 93b], Prosser définit deux caractéristiques fondamentales
des algorithmes de recherche: la descente et la remontée dans I'arbre de recherche. Pour
cet état de I'art, nous avons affiné cette classification en y intégrant d'autres caractéris-
tiques qui ressortent des algorithmes proposés dans la littérature (mémorisation, mar-
quage, etc.). Ceci permet une classification plus précise des méthodes, et définit un
< potentiel d'hybridation >> plus important. Les avancées dans la caractérisation des Cse,
et notamment la mise en évidence du phénomène de transition de phase, permettent de
définir un cadre de comparaison cohérent c{e toutes les méthodes de résolution que les
pourrait définir dans cette optique.

On peut résumer le cheminement algorithmique, depuis le Csp initial (binaire ou n-
aire),  jusqu'à la solut ion, par la f igure 1.9.

Figure L.9: Cheminement algorithmique pour la résolution complète des Csp binaires et n-aires.

Les principales techniques (transformation, filtrage et recherche) se trouvent ainsi
agencées les unes par rapport aux autres selon leur mise en ceuvre pratique. Toutefois,
elles ne revêtent pas toutes le même intérêt pour les différents auteurs. En effet, la
plupart d'entre eux privilégient la recherche - avec toutes ses améliorations - depuis un
Csp binaire, en considérant que si le problème à résoudre est n-aire, une transformation
aura été effectuée (flèches épaisses). Les techniques de décomposition (qu'elles soient n-
aires ou binaires) sont étudiées, mais ne semblent pas être utilisées dans la pratique. Nous
nous intéresserons par la suite à Ia résolution directe des Csp n-aires, sans passer par une
phase de transformation binaire.



Cha pitre 2

Af gorith mes n-ai res de recherche en
ava nt

n ANS LE coNTtrxlp des Cse, la recherche sur les Csp n-aires reste peu utilisée pour
lJ la résolution complète: la voie de la transformation n-aire vers binaire prise dès
la définition du formalisme CsP, a occulté I'algorithmique n-aire. Il est vrai que les
algorithmes de recherche des années 70 pouvaient indifféremment traiter les contraintes
binaires et les contraintes n-aires. Toutefois, l'émergence des algorithmes de recherche
en avant (FCen tête), s'est faite sans tenir compte de la spécificité des hypergraphes de
contraintes.

Très récemment, des auteurs se sont intéressés aux consistances n-aires [DvB 95,
Jég 93], mais dans le seul cadre des algorithmes de pré-filtrage. Nous nous intéressons
dans ce chapitre, à la définition d'un algorithme de recherche complet par consistance en
avant, permettant de résoudre un Csp n-aire directement, sans transformation préalable.

La première partie de ce chapitre (paragraphe 1) dressera une comparaison systéma-
tique des principales définitions de consistance n-aires proposées dans la littérature, prin-
cipalement I'hyper-k-consistance [Jég 91], et la relationnelle-k-consistance [DvB 95]. trlle
mettra notamment en avant les limites et les conditions d'application de la première notion
pour I'intégration dans un algorithme de recherche en avant. Par la suite (paragraphe 2),
nous généraliserons la notion de (directionnelle) relationnelle-k-consistance pour sa mise
en ceuvre dans un algorithme de recherche en avant. Le paragraphe 3 donnera une im-
plémentation de I'algorithme de forward-checking n-aire, puis nous présenterons diverses
spécialisations d'algorithmes de recherche par consistance avant (paragraphe 4). Nous ter-
minerons enfin ce chapitre (paragraphe 5) par une discussion sur les heuristiques d'ordre
des variables pour les Csp n-aires.
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Comparaison des consistances n-aires

Le but de ce paragraphe est de comparer dans un cadre de travail théorique les 3
définitions de consistance de Csp n-aires [MHHS 96]. Les deux principales définitions sont
données dans le paragraphe 4.2 ùt chapitre 1 (l'hyper-k-consistance et la relationnelle-k-
consistance), la troisième a été donnée par Jégou dans [Jeg g1]:

Déf in i t ion 2.1 Lrn Csp p:  (X,D,C,R) est  k- in terconsis tant r  s i  e t  seulement  s i :

-VCr , . . . ,Cx€C,v i ,1  <  j<k , (  D< Ro) lc i l :R j ;
1< t<À

-VCr€C,R, l@.

Nous donnons tout d'abord un résultat négatif quant à la comparaison des définitions
originelles. Puis nous modifions quelque peu ces définitions afin qu'elles s'appliquent aux
mêmes objets, et nous montrons qu'elles sont, Ià encore, incomparables. Enfin, nous
dégageons une relation de dualité entre ces définitions, qui nous amène à les utiliser dans
des cadres de recherche différents.

L.L Etude comparat ive des déf in i t ions or ig ine l les

Les premières notions à comparer sont les deux définitions de [Jeg 91] : I'hyper-k-
consistance et Ia k-interconsistance. Puisqu'elles sont toutes deux des généralisations de
I'interconsistance (consistance de niveau k : 2), elles sont bien évidement équivalentes
pour k : 2. Jégou suggère qu'elles sont différentes, et donne un contre-exemple montrant
la proposition suivante :

Proposit ion 2.2 (Uég 91]) v k > 2, k-interconsistance S hyper-k-consistance.

En fait, nous établissons ie théorème suivant:

Théorème 2.3 Hyper-k-consistance ) k-interconsistance.

Preuve : Nous allons montrer la contraposée:
soit P : (X, D,C,.R), un Csp non k-interconsistant, alors (1)

I. =Ci e ClRi- @ et donc 2 n'est pas hyper-k-consistant (d'après ladéfinit ion 1.18),
ou

2.  lc r , . . . ,Cke Cre lsquet j , t<  jSk l (  X  Ro) lCÀlRi
1<i<fr

donc, ou bien lr :  (rr, . . . ,r lc, l) tel que r € ( X Rr)lci l  et r / .Ri ( impossible);
1< i<À

rla définit ion de la forte À-interconsistance est inuti le puisque, si un Csp est À-interconsistant, i l  est
aussi (A - 1)-interconsistant (la preuve est donnée par Jégou dans [Jég g1]).
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on b ien,  1r  :  ( r t , . . . , rV,ù te l  que r  e  Ri

et r ( (  X  R) lc i l
r< i<k

Supposons maintenant qlue P soit hyper-k-consistant,
a l o r s  VC1 ,  . . . ,C *  €  C ,V  j , \  <  j  <  k ,

i+i i#t

Æ,t(Uci))cj lç( x f i , ) i (  Uc)ac),

(3 )

(4 \

relationnel-2-consist ant.

fortement hyper-2-consistant,

(2 )

r< i<k

i+i
- r - . - - . . r r  |  |  r r r ^ 7 - . 1f l o n c r [ (  L J  t ; ) t I L j J

r < i < k
i+i

1< t<Æ 1St<k

€ ( x À,)t( U ci) a cil et donc
r<i<k r< i<k

' l (  U C;)nCl  e (  X R,) t (  U Ci) .Cj l (d 'après(2)) .
1<t<À 1<r<À r< i<k

Et puisque r € R1 (d'après (2)), on deduit trivialement

r € ( X Rn)lcil (en contradiction avec (3))
1< i<À

et donc, P n'est pas hyper-k-consistant.

Proposit ion 2.4 Les relations suiuantes sont uérif iées:

- (forte) hyper-k-consistance f (forte) relationnelle-k-consistance

- k-interconsistance fi (forte) relationnelle-k-consistance.

Preuve : La Figure 2.1 présente un contre-exemple:

{ a ,  b }

Figure 2.1: Un Csp fortement hyper-2-consistant, non

!

RtlCt n Cz) : (aa) : RzlCr I '  Cz), donc le Csp est
ainsi oue 2-interconsistant.
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- L'instanciation consistante (Xt : a, Xs :6) ne peut être étendue à une instancia-
tion consistante sur C1, donc le Csp n'est pas relationnel-2-consistant.

Le contre-exemple est construit de telle sorte que toutes les relations aient été filtrées
sans modifier les domaines des variables, et en laissant une valeur dans un domaine (ô
dans X3) interdite par au moins une contrainte. !

Proposit ion 2.5 Les relations suiuantes sont uérif iées:

- (forte) relationnelle-k-consistance S (forte) hyper-k-consi.stance ;

- (forte) relationnelle-k-consistance f k-interconsistance.

Preuve : La Figure 2.2 présente un contre-exemple:

- Le lecteur pourra facilement vérifier la relationnelle-2-consistance du Csp de la fi-
grre 2.2.

- Rrlcf iCzl: (aa) I (oo,ab) : R2[CûC2), donc le Csp n'est pas hyper-2-consistant
(faible et fort) ni 2-interconsistant.

Figure 2.2: lJn Csp fortement relationnel-2-consistant, non hyper-2-consistant.

Le contre-exemple est construit de telle sorte que tous les domaines aient été filtrés
(par des contraintes unaires) sans modifier les relations non unaires. n

Trois remarques peuvent être émises pour expliquer la différence entre hyper-k-consis-
tance et relationnelle-k-consistance :

1. Tout d'abord, elles ne travaillent pas sur le même nombre de contraintes puisque
Ia relationnelle-k-consistance filtre les sous-ensembles de k - L contraintes, alors
que I'hyper-k-consistance et la k-interconsistance filtrent les sous-ensembles de k
contraintes. Ainsi, elles devraient être comparées avec le niveau k pour I'hyper-
consistance, et le niveau k 1 1 pour la relationnelle-consistance. En fait, les mêmes
contre-exemples pourraient être invoqués pour montrer la non-implication.
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Dans les Figures 2.7 et 2.2, la relationnelle-2-consistance filtre les domaines des
variables sans modifier les relations. De son coté, I'hyper-2-consistance filtre les re-
lations sans modifier les domaines. Dans le cas général, la relationnelle-À-consistance
filtre les domaines - en rajoutant des contraintes unaires et un certain nombre
de contraintes, mais pas toutes. À I'io,r".se, I'hyper-k-consistance filtre toutes les
relations, mais laisse les domaines inchangés.

Dans la relationnelle-k-consistance, un réseau vide (i.e. au moins un domaine ou
trne relation vide) est considéré commetrivialement consistant (car @ C O).Nlais un
réseau vide ne peut être hyper-k-consistant. Donc, les réseaux vides devraient être
exclus de la définition de la relationnelle-k-consistance. On pourra noter au passage
que le fait de considérer un réseau vide comme non-consistant est plus cohérent
puisque celui-ci n'admet pas de solutions.

Dans le paragraphe suivante, nous prenons en compte ces remarques et présentons des
définitions modifiées pour travailler dans le même champ d'application.

L.2 Consis tances n-arres modi f iées

Nous présentons de nouvelles définitions dans les deux axes de consistance (hyper-
consistance et relationnelle-consistance) pour unifier les cadres de travail IIVIHHS 96].

Déf ini t ion 2.6 Un Csp P: (X, D,C,R) esf hyper*-k-consistant s i  et  seulement si

2.

où .

YCr, . . . ,Cr€C,(  ><
t S t S / c - 1

YCreC,&*@;

VCr  e  C,VX1 e  C; ,R; lX)- n

Cette définition correspond à I'hyper-k-consistance originelle,
troisième point qui projette I'effet du filtrage des relations sur les
Elle est en fait donnée informellement par Jégou dans [Jeg 91].

Nous ne traitons pas ici la k-interconsistance puisqu'elle est
consistance (théorèm e 2.3).

Ê')[( U co) À cx): Rnl( U ci). ck]
l< i< /c - r  l< i< f r - l

I .

2.

a

à laquelle on ajoute le
domaines des variables.

induite par l'hyper-k-

Définit ion 2.7 Un Csp P : (X, D,C, R) esl relationnel*-k-consistant si et seulement
s i

1.VCt . . . .Cr - ,  eC,YX,e n  Ci ,
1<r<fr-1

p(( u c')\ {xi}) ç ( >< Ëo)[( u c,) \ {xi}] ;
1<tSÀ-1  r< isk - r  l< rs&- l

2.VC;eC,R; *@;

3.  V(C i ,C i )  e  C ' ,C j  C C; ,R; lC i l  -  fu .
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Le premier point est identique à la définition de la relationnelle-k-consistance. Le
deuxième exclut les réseaux vides de I'ensemble des réseaux consistants. Le troisième
point r.'érifie que les relations puissent être projetées sur les domaines, i.e. les effets du
filtrage des relations subsummées sont reportés dans les relations plus générales.

Ces deux définitions qui appliquent leur filtrage à la fois sur les domaines et les relations
peuvent être maintenant comparées dans une base commune.

Proposit ion 2.8 (forte) hyper*-k-consistance S fforte) relationnelle" -(k lr)-consistan-
ce .

Preuve : La figure 2.3 présente un contre-exemple:

Figure 2.3: Un Csp fortement hyper*-2-consistant, non relationnel*-3-consistant.

- Le lecteur pourra facilement vérifier la forte hyper*-2-consistance du Csp de la fi-
gure 2.3.

-  X r  €  (C r )C2ÀC3) ,A :  {Xz ,Xs ,Xn ,Xs } :  (C rU  CzUCs) \ {X r } .  L ' i ns tanc ia t i on
consistante i .q: (a,a,b,ct) sur A ne peut être étendue à X1 car (aab) ( Cr, donc le
CSP n'est pas relationnel*-3-consistant. n

Proposit ion 2.9 (forte) relationnelle.-(k I \)-consistance S fforte) hyper*-k-consistan-
ce.

Preuve : La figure 2.4 présente un contre-exemple:

- Le Csp de la figure 2.4 est fortement relationnel*-4-consistant (la preuve est laissée
au lecteur).

- ( Àr *' ftz ) [(Ct u C r) À ç n) : (aa, ab, ba, bb) I @o, ab, ba) : Rnl(C r u C z) ft Ca], donc
le Csp n'est pas hyper*-3-consistant. I

aaa
aba

aaa
aab

C 1
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Figure 2.4 : IJ t Csp relationnel*-4-consistant, non hyper*-3-consistant.

1.3 lmpact  des cons is tances n-a i res sur  la  recherche

L'intérêt principal des notions de consistance locale est de diminuer le coût de I'algo-
rithme général de résolution. Nous comparons donc ici I'impact des différentes consis-
tances n-aires sur les algorithmes de recherche. Rappelons tout d'abord que la complexité
de ces algorithmes est en O(d") où n est le nombre de variables et d est la taille du plus
grand domaine (c/. chap. 1, paragraphe 1.1). Ceci implique que le principal objectif
cles méthodes de filtrage (induites par les notions de consistance locale), est de réduire
l'incidence de n et d, par ordre d'importance décroissante. Comme il n'est pas possible
de réduire le nombre de variables dans une solution, les définitions de consistance devront
être jugées sur leur capacité à réduire la taille des domaines des variables (d).

Comme il est montré dans [DvB 95], la relationnelle-k-consistance est une technique
cle filtrage efficace pour Bf puisqu'elle réduit les compatibilités combinatoires entre les
valeurs des domaines des variables. Les habituelles considérations théoriques peuvent
être appliquées sur cette définition, et en particulier le théorème de Freuder relatif à la
largeur des réseaux de contraintes (théorème 1.17). Cette technique peut être considérée
comme pertinente pour Bf puisqu'elle réduit suffisamment les compatibilités entre les
valeurs pour avoir un effet notable et prévisible sur le coût de la recherche. De plus, la
relationnelle-k-consistance n'accomplit pas de travail inutile si on exclut la redondance in-
duite par l'ordre d'instanciation. On notera d'ailleurs que cette redondance est supprimée
dans le cas de la relationnelle-k-consistance d,irectionnel/e [DvB 95].

De ce même point de vue, I'hyper-k-consistance peut être considérée comme plutôt
inutile puisqu'elle ne réduit pas les compatibilités entre les valeurs des domaines, mais
Ie nombre de n;-upiets dans chaque relation. L'hyper*-k-consistance est, à ce titre, plus
efficace pour réduire la combinatoire de la recherche. Malheureusement, nous avons mon-
tré qu'elle est insuffisante pour garantir la relationnelle-k-consistance et ses propriétés
inhérentes (c/. proposition 2.8).

En fait., les deux consistances n-aires ne portent pas sur le même chemin de résolution
de la figure 1.9. La relationnelle-k-consistance constitue un filtrage direct des Csp n-aires,
alors que I'hyper-k-consistance suppose, pour être efficace, une transformation binaire,
comme dans la figure 2.5.

On peut donc considérer que le cadre de travail de I'hyper-k-consistance n'est pas
directement un cadre n-aire, mais un cadre binaire sur le graphe dual du Cse d'origine
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Figure 2.5 : Cheminement algorithmique des consistance n-aires.

(c/. définition 1.25). Les algorithmes de recherche n-aire que nous développerons seront
donc plutôt basés sur une notion de consistance qui rejoint la relationnelle-k-consistance.

2 consistance n-aare pour la recherche en avant

L'objet de ce chapitre est d'étendre aux Csp n-aires les algorithmes binaires de
recherche par établissement d'une consistance en avant. Nous définissons dans ce para-
graphe une notion de consistance restreinte qui permettra de concevoir ces algorithmes.
L'approche choisie sera d'analyser finement le comportement et les propriétés de I'algo-
rithme FC vis-à-vis des contraintes binaires pour en déduire une consistance restreinte,
applicable à FC dans un réseau de contraintes n-aires (paragraphe 2.1). Nous en ex-
trapolerons ensuite une définition de consistance généralisée dans la paragraphe 2.2, qui
sera rattachée aux notions déjà présentées dans la littérature.

2.L Consistance n-aire restreinte

Le principe de I'algorithme FC, dans sa version binaire, consiste à filtrer lors de chaque
nouvelle instanciation, tous les domaines des variables non encore instanciées, de telle
sorte que les valeurs restantes soient compatibles avec les instanciations déjà effectuées.
Formellement, I'objectif de FC est de vérifier la propriété suivante:

Propr ié té 2. ro Soi t  zn Csp P :  (X,D,C,R) et  {X+,X-} ,  une b ipar t i t ion d"e X (X-  :
X \ X*J. Si les uariables de X+ sont instanciées de façon consistante par A (i.e. VC; Ç
x+,  A[c i ] ,  R; ) ,  a lorsvcr  e  c ,vX1 e x- ,v ,  € .  Di , (Au {x j  :  u} ) lc ;n  (x*  u  x i ) ]  e
R; ïCrn(X+ux j ) l

Dans le cas de contraintes binaires, la vérification d'une contrainte intervient lorsque
la première des cleux variables est instanciée. Il suffit alors de parcourir le domaine de
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la variable non-instanciée et de supprimer les valeurs qui ne sont pas autorisées par la
relation. La vérification de consistance se fera ici en O(1) pour chaque valeur.

Pour la définition d'un algorithme FC sur des contraintes n-aires, il sera nécessaire de
vérifier la propriété2.10 à chaque instanciation. Toutefois, la vérification d'une contrainte
peut intervenir à différents moments lors du processus d'instanciation. La figure 2.6
présente ttn exemple des applications possibles de la vérification de la propriété 2.10 sur
une contrainte 4-aire. Il est en effet possible de:

1. Filtrer les domaines des variables futures lors de I'instanciation de X. Dans ce cas.
les trois variables X j,Xr et Xl doivent être filtrées.

2- Filtrer les domaines des variables futures lors de I'instanciation de X;. Là. les
variables X* et d sont concernées.

3. Filtrer les domaines des variables futures lors de I'instanciation de Xr-. Dans ce cas.
seul Xr sera filtrée.

Figure 2.6: Applications possibles de la propriété 2.10 sur une contrainte 4-aire.

Dans les cas (1) et (2), la consistance établie sur les variables futures ne sera pas totale,
puisqu'elle ne dépendra que d'une partie de I'instanciation. Seule la consistance établie
en (3) sera totale. on définit ainsi une notion de consistance relative:

Dé f in i t i on  z .LL  so i t  zn  csp  n -a i rep :  ( x ,D ,c ,R)  e t  { x+ ,x - } ,  une  b ipa r t i t i on  d ,e
X. Soit A, une instanciation consistante sur X*. [Jne ualeur u e D1lX1 € X- est d,ite
consistante relativement à x+ si et seulement si vCklXj € Ct,u € (A* f io)[X;].

Comme le nombre de variables non-instanciées au moment de la vérification de con-
sistance est variable, nous introduisons de plus le nouveau concept suivant (qui n'avait
pas de sens dans le cas binaire) :

Déf in i t ion 2.L2 Soi t  une contra in te k-a i re  Cj  :  {X i r , . . . ,X i* } .  Nous appelons pro-
fondeur de vérification, le nombre b (b < k) de uariables non-instanciées au moment
d'une u érifi,cation partielle.

Lors d'une instanciation dans un algorithme de recherche par consistance en avant
sur des contraintes n-aires, la vérification de la propriét ê 2.I0 se fera par I'intermédiaire
cle l'établissement de la consistance relative. Dans la suite de ce paragraphe, nous allons
étudier ce mécanisme, ainsi que son efficacité.
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2. t .L  Établ issement  de la  consis tance re la t ive

Dans ie cas où X+ n Cn: @,la formule (Ax R1-)lX1] de la cléfinition 2.11 est équiva-
lente à R*lXil, et peut donc être vérifiée statiquement avant la première instanciation.
Ceci correspond à la næud-consistance lMac 77, Mon 74]. Par 1a r,rit", nous consiclérerons
que le Cse originel est nceud-consistant.

Pour des raisons de simplicité de présentation, nous considérerons que les relations
sont stockées sous forme de matrices booléennes2. De plus, nous partitionnons I'ensemble
CE en trois parties: 1) X, q,ti est la variable instanciée au moment de la vérification.2)
Co+ qui correspond aux variables de Ca instanciées avant Xi, et J) X;, l,ensembl" d",
valiables de Cn non encore instanciées.

Ainsi, si x+ n ln I @, u e Di sera consistant relativement à C*+ si (A[c*+] >< {xi :
u)) € Rilq[ ,U Xi], et donc si A >< {Xi : u} x R1" I A. ne pl.,r,'""o-rrrà 1ï * ii,:
u) >o n*)lc[ U Xj] I g - déjà vérifié par les instanciations précédentes - , seule la
sous-matrice (A o< {Xj : u} >< R*)[Cn] doit être vérifiée. Le théorème suivant donne la
complexité théorique d'une étape de filtrage pour une contrainte dans ce contexte.

Théorème 2 -L3  so i t  une  con t ra in te  k -a i re  c i :  {X i , , . . . , x j u }  dans  un  csp  p  :
(X,D,C,R). L'établissement de la propriété 2.10 au moment d,e I ' instanciation de la
leuariable de C1 $.e. la profondeur de uérif ication est b: k - t) est en O(bdb) uérif i ,ca-
tion.s de bits.

Preuve : Supposons que /- 1 variables soient instanciées de manière consistante dans Cr.
Soit A cette instanciation. Considérons de plus que k : lCil et que X" est la /evariabie
à instancier dans Ci. La profondeur de vérification est alors ô : k - l.

Pour être consistant relativement à A, une valeur u € D, doit apparaître dans au
nroins un 6-uplet de la sous-relation (A >< {X" : u} >< Rj)lc;l.Cette opération consiste
en un ( OU > logique sur une matrice de dimension ô, et coûte O(dô) vérifications de bit.

De plus, l'établissement de la propriétê 2.10 impose de supprimer toutes les valeurs
i ncons i s tan tesdans lesdoma ines fu tu r sDr lX r€C j , r e l a t i vemen tàA><{X" :u } .  I l y
a O(db) valeurs à tester, et chaque test consiste enïn ( OU> logique.rr, ùn" matrice de
dimension (6- 1) puisque un vrai doit se trouver dans la sous-matrice (A* {X" : u} ><
{X, .: rr} * R)[C j \ {X,}]. Ainsi, l'étape de filtrage de la contr aiùe è1est àn O(ôdj x
o(ata-t l ;  :  o(ôdô) vérif ications de bit.  n

2.1.2 Eff icacité du f i l trage n-aire

Le but du filtrage lors d'un algorithme de recherche par consistance avant, est de
réduire la taille des domaines futurs. Il est intéressant de quantifier I'effet d'un filtrage
par rapport aux valeurs qu'il supprime. Nous établissons le théorème suivant:

Théorème 2-14 so i t  une contra in te k-a i , re  c1 :  {x i , , . . . ,x j * }  dans un csp p:
(x,D,c,R). soit 3s, la sati,sfiabilité d,e cf . euand, on f,ltre les d,omaines futurs d,e
C 1 pour une profondeur de uérification de b (b < k), chaque ualeur dans les domaines d,es
uariables non-insto,nciées est supprimée auec une probabil i té (1 - sr,;ato-' t .

'cette représentation est d'ailleurs optimale en terme de complexité temporelle.
3la satisfiabilité d'une contrainte &-aire se définit comme le rapport entre le nombre de À-uplets qu'elle

autorise, et le nombre de combinaisons possibles entre les valeurs des variables qu'elle lie.

44
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Preuve : En premier lieu, la probabilité qu'un k-uplet de la relation soit invalide est de
(1 - 5c,). Lorsque (k - b) variables sont instanciées dans C7 - appelons A I'instanciation
correspondante - une valeur u est supprimée d'un domaine futur D* si aucun k-uplet
n'apparaît dans la relation Rj* -- A x {X*: u} >< Â.r. Comme la taille de Ri* est en

O(d(a-t i ) ,  la probabi l i té que Rj^:  @ est de (1 -  Sr-;a"- ' t .  n

Remarque : Le théorème2.74 suppose que la contrainte C; est homogène, i.e. que les projections
de la relation Ri préservent lasatisfiabilité 56r, sur chaque sous-relation de.R7. Cette hypothèse
est émise pour des raisons de simplification puisque dans une contrainte hétérogène, la probabilité
pour une valeur d'être supprimée sera égale au produit des satisfiabilités des sous-contraintes
concernees.

4 5

Un ratio important influencera le coût pratique des algorithmes de recherche par con-
sistance en avant:

travail du filtrage

coût du filtrage

L'objectif global de la recherche sera de maximiser ce rapport pour une efficacité opti-
male du fiitrage. Or, le travail effectué par le filtrage décroît exponentiellement avec la
profondeur de vérification (théorème 2.I4), alors que son coût croît exponentiellement
( théorème 2.13) .

2.2 Consis tance n-a i re  généra l isée

Lorsque l'on combine les comportements opposés du coût de vérification et de l'efficaci-
té du filtrage relativement à la profondeur de vérification, il devient évident que les algo-
rithrnes de recherche par consistance avant n-aires auront intérêt à limiter la profondeur
de vérification des contraintes, en fonction de leur satisfiabilité. Nous proposons une
définition qui limite I'application de la consistance relative.

Dé f in i t i on  2 .L5  So ien t  un  Csp  P  :  (X ,D ,C ,R)  e t  A  - -  (o r , . . . , a t )  une  i ns tanc ia t i on
consis tante sur  I  - -  

{Xt , . . . ,X; } .  P est  d i t  b-consis tant  s i  e t  seulement  s iYC* e
C l lTQn) l  <  ôn CnÀ I  #  @,VXt  e  t (Cn) ,Vu € Di ,u  e  Ax RalXl .a

Plus simplement,la consistance relative ne s'applique que pour une profondeur bornée.
Puisque la définition de la Lconsistance est une extension de l'arc-consistance binaire
établie dans FÇ la proposition suivante peut être énoncée:

Proposit io n 2.t6 Soit un Csp binaire P : (X, D, C,, R). Appliquer la b-consistance auec
ô > 1 dans un algori,thme de recherche en auant sur P est équiualent à l'algorithme FC
binaire sur P.

Preuve : Si 2 est un Csp binaire) une contrainte Cr est vérifiée si f(C*) : I et donc un
seul D, est filtré tel que u e Di,u € A x fir[Xi],." qui correspond à la vérification de
consistance dans FC.

Quand b) l , la cardinali té de l(C*) n'est plus bornée par 1, mais les contraintes ne
peuvent pas avoir 1 variable instanciée et plus d'une qui ne le soit pas. Ainsi, I'utilisation

nl(Co) est I 'ensemble des variables non instanciées de C1 : l(Cx) = C* \ (Cr, n/).
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de la Lconsistance avec une profondeur supérieure à 1 ne change pas la vérification des
contraintes binaires. D

Le choix d'une profondeur de vérification optimale est difficile sur le pian théorique car
il suppose le calcul de I'efficacité du filtrage qui est fortement dépendante des contraintes.
Nous aborderons dans le chapitre 3 une étude expérimentale qui permettra d'observer cet
optimal sur quelques exemples.

La proposition 2.16 suggère que la consistance relative pour les contraintes n-aires
est analogue à l'arc-consistance pour les contraintes binaires. Il est donc possible de
généraliser cette définition pour un nombre de contraintes impliquées plus grand. En fait,
il existe deja dans la littérature, deux extensions pour la k-consistance: la relationnelle-k-
consistance [DvB 95] porte sur I 'extensionde I 'ari té, alors quela ( i ,  j)-consistance [Fre 35]
porte sur le nombre de variables anticipées. Or, la consistance relative concerne à la fois
des contraintes n-aires, et l'anticipation de I'instanciation sur plus d'une variable. On
peut donc définir:

Déf in i t ion 2.17 Un Csp P - -  (X,D,C,R) es l  re la t ionnel - ( i , j ) -consis tant  s i  e t  seu-

l emen t  s iYC1 , .  .  . ,Co - ,  € .  C ,VY  :  {X ; r , . .  . ,  X4 }  C  n  Cn ,
1</c<t - l

p(( u cr)\v) Ç( >< f ir)[( u cr) \v].
1<ÀSt-1 r<k<i - r  rsks i - r

Déf in i t ion 2.18 [ /n  Csp P :  (X,D,C,R) est  for tement  re la t ionnel - ( i ,7) -consis-
tant  s i  e t  seulement  s i "V i ' ,L  < i ,<k,P est  re la t ionnel - ( i ' , j ) -consis tant .

Ceci amène donc à une classification plus poussée des notions de consistance n-aires

kT. table 2.1). On distinguera deux axes principaux de variation: 1) I'arité des con-
traintes sur lesquelles portent les définitions, et 2) la profondeur d'anticipation. Dans ce
contexte, notre définition de relationnelle-(i,j)-consistance se place comme la notion la
plus générale.

Table 2.1: Classification des notions de consistance. On place en colonne le niveau d'anticipation, et
en ligne l'arité des contraintes.

arité profondeur : 1 p ro fondeu r : j > I
binaire k-consistance [Mac 77j
n-aire relationnelle-k-consistance [DvB 95]

(i, j)-consistance [Fre 85]
relationnelle- ( i, j )-consistance

3 Forward-checking n-aare

Nous définissons dans ce paragraphe, I'algorithme de forward-checking n-aire qui met
en ceuvre la Lconsistance (ôFC). Nous donnons d'abord le principe général debFC (para-
graphe 3.1), puis les structures de données et fonctions utilisées (paragraphes 3.2 et 3.3),
avant de détailler I'algorithme lui-même dans le paragraphe 3.4.
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3.I -  pr incipe général  de I 'a lgor i thme

L'algorithme bFC est implémenté selon le schéma d'hybridation de Prosser [Pro 93b].
La fonction principale (résolution) est générique quant à la méthode de recherche utilisée
dont l'implémentation se retrouve divisée en deux fonctions de base:

- Descente qui réalise une instanciation ;

- Remontée qui annule une instanciation.

On notera toutefois, que le réseau de contraintes est représenté par une structure un
peu différente de celle de Prosser car les contraintes ne sont pas définies par une paire
de variables (possible pour les contraintes binaires), mais par un numéro. Ceci impose
d'orienter I'ordre de vérification des contraintes, non plus par les variables futures, mais
par les contraintes elles-mêmes.

Afgor i thme 2. !  Résolut ion d 'un Csp.

r fonct Résolution (") -r état :

z consistant <- vrai
.r état <- inconnu
4  i < -  1
s tant que état :  inconnu laire
6 si consistant alors ( i ,  consistant) <- Descente ( i ,  consistant)
z sinon (i ,  consistant) +- Remontée (i ,  consistant) f insi
s si i  > n alors état <- solution
e s inon s i  i :0  a lors  état  +-  impossib le  f ins i  f ins i  f in tant  que

1o retourner état.

La fonction Résolution (algorithme 2.1) appelle successivement les fonctions Descente
ot Remontée, jusqu'à ce que le Csp soit résolu, ou prouvé insatisfiable. Si Résolution
s'apprête à instancier la variable Xnly, alors toutes les variables sont instanciées de
manière consistante, et le Csp est satisfiable (ligne 8). A I'inverse, si la fonction s'apprête
à instancier la variable Xo, le Csp est insatisfiable (ligne 9).

Nous ne traitons pas dans cet algorithme de I'implémentation des heuristiques d'ordre
sur les variables afrn de ne pas alourdir l'écriture. Toutefois, leur inclusion dans ce schéma
peut se faire aisément par renommage des variables.

3.2 Structures de données

La plupart des structures de données sont globales pour ne pas alourdir les passages
de paramètres. Pour chaque tableau, nous donnons la complexité spatiale. Dans cette
analyse, n est le nombre de variables, d est la taille du plus grand domaine, et m est le
nombre de contraintes. Les tableaux sont:

- cnt[i] (1 < i ( n) est la liste de toutes les contraintes portant sur la variable X;. La
complexité spatiale est en O(nm).
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- varlil (1 < i < m) est la liste de toutes les variables sur lesquelles poûe C;. La
complexité spatiale est en O(mn).

- dom[i] (1 < t S n) est la liste des valeurs de D; compatibles avec les instanciations
déjà effectuées. Avant de résoudre le CsP, dom[i] est initialisê à D;. La complexité
spatiale est en O(nd).

- u[i] (1 < i ( n) contient l'instanciation courante de la variable X,. La complexité
spat ia le  est  en O(n) .

-  red[ i ]  (1
variable, et u est une valeur. Par exemple, red[3] :  ((4,1),(7,3)) signif ie que la
valeur 1 de la variable Xa et la valeur 3 de la variable X7 ne sont pas compatibles
avec I'instanciation courante de Xs et ont été supprimées de dom[a] et de dom[7].
Chaque variable de red[i] appartient au futur d" X, (i.e. vient après d dans I'ordre
d'instanciation). La complexité spatiale est en O(n'zd).

3.3 Fonct ions g lobales

Certaines fonctions sont util isées dans les algorithmes, mais leur implémentation n'y
est pas détaillée. Nous présentons informellement leur comportement, ainsi que leur
complexité.

- Prof_Cour (c,i) retourne la profondeur de vérification de la contrainte C" au moment
où la variable X; est instanciée. Si les variables sont ordonnées dynamiquement, la

complexité de la fonction Prof_Cour est en O(k), si /c est I'arité de la contrainte

C.. Si un ordre statique est util isé sur les variables, la fonction sera implémentée en

temps constant.

- Prof_Max (c) retourne la profondeur de vérification maximale autorisée pour la

contrainte C". Cette valeur est supposée constante pour chaque contrainte.

- Vérifie (c, i) retourne la consistance de la contrainte C" relativement aux variables

déjà instanciées (VX; lj < i). La complexité temporelle de la fonction Vérifie est en

O((Prof_Cour (c, i )  -  l )dP'î-cour (c, t)- l )  selon ie théorème 2.13.

3.4 Algorith me bFC

L'implémentation des fonctions de descente et de remontée dans I'arbre de recherche

appelées dans la fonction Résolution de l'algorithme 2.1 dépend du type de recherche désiré.

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à bFC. L'algorithme 2.2 prêsente la fonction
Descente_bFC qui instancie une variable en respectant le principe de forward-checking
n-aire développé plus haut.

La fonction Descente_bFC cherche dans le domaine valide de X;, une valeur qui soit

compatible avec les variables non-instanciées - les valeurs de dom[i] sont déjà compatibles

avec les variables instanciées. Pour cela, elle teste la consistance en avant de toutes les con-
traintes C" qui portent sur X; (lignes 5-6). Si I'une des contraintes invalide I'instanciation
courante, la valeur est supprimée du domaine courant de X; (ligne 8) et les réductions
dans les domaines futurs provoquées par v[i] sont annulées (ligne 9). Dans le cas où la
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variable a pu être instanciée de manière consistante , Descente bFC renvoie le numéro de
Ia prochaine variable à instancier.

Algorithme 2.2 Instanciation d'une uariable.

r fonct Descente_bFc (i ,cons) + (entier,booléen) :

s cons <- faux
i  pour  v [ i ]  chaque é lément  de dom[ i ]  tant  que -cons fa i re
I cons (- vrai
5  pour  c  chaque é lément  de cnt [ i ]  tant  que cons fa i re
6 cons <- Consistance_Avant (c, f ) finpour
7 si -cons alors
s domf i ]  +-  dom[ i ]  \  { " [ ; ] ]
s Annuler_Réductions (i) f insi f inpour

10 si cons alors i  <- i  + 1 f insi
i1  re tourner  ( i ,  cons) .

La fonction Consistance_Avant (algorithme 2.3) filtre les domaines des variables con-
cernées par une contrainte C". Elle ne s'applique que si la profondeur restante n'est ni
nulle - cas où la variable X, est la dernière instanciée pour C. - ni supérieure à la pro-
fondeur maximale autorisée (ligne 2). Dans le cas contraire, la fonction renvoie vrai sans
aucunes vérifications.

Algorithme 2.3 Etoblissement de la consistance auant.

r fonct Consistance_Avant (c, i) v+ booléen :

s si Prof-Cour (c, i) :  0 Y Prof-Cour (c, i) > Prof-Max (c) alors
.e retourner vrai f insi
z résultat <- vrai
i  pour  j  chaque é lément  de var [c ]  te l  que 7 )  i  tant  que résul ta t  fa i re
6 résultat +- faux
7 pour v[ j ]  chaque élément de dom[j] faire
s si -Vérifie (c, i) alors
s dom[7] <- dom[j] \  {"Ul}

r r . 1  D U S n  ,  '  r . f \

10 rec l l? l  { -  (J ,vu l )
t1 sinon résultat <- faux f insi f inpour f inpour
t2 retourner résultat.

S'il est nécessaire de vérifier la contrainte C", Consistance_Avant parcourt toutes les
valeurs encore consistantes (ligne 7) des variables X; non-instanciées (ligne 5). Si la valeur
est inconsistante, elle est supprimée du domaine (ligne 9) et I'inconsistance est mémorisée
dans les réductions de X (ligne 10). La valeur v[i] sera consistante si au moins une valeur
support a été trouvée dans chaque variable future (lignes 1l-i2).

Remarque : Comme elle est présentée dans I'algorithme 2.3, la fonction Consistance_Avant
ne permet pas de traiter les contraintes unaires puisqu'elles n'ont pas de variables futures au
moment de I'instanciation de la variable sur laquelle elles portent. On pourra remplacer le
ligne 2 de I'algorithme par:

s i  (P ro f -Cour (c , i )  : 0  A  l va r [ c ] l + l )  Y  P ro f -Cour (c , i )>  P ro f -Max  ( c )  a lo rs
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pour tenir compte des contraintes unaires. Nous supposons dans notre implémentation, que ces
contraintes ont déjà été filtrées avant la résolution. ô

Dans le cas où une instanciation doit être annulée, il est fait appel à la fonction
Annuler_Réductions (algorithme 2.4). Celle-ci parcourt toutes les réductions futures ren-
contrées sur la variable X, (ligne 2) afin de rajouter les valeurs futures supprimées dans
leur domaine d'origine (ligne 4).

Afgorithme 2.4 Annulation des réductions sl lr une uariable.

1 proc Annuler_Réductions (i) :
p tant que red[i] I @ f aire
t (j,uljl) {e red[i]
4 dom[3] +- domful u {u[:] ]  f intant que.

Si la fonction Descente_bFC ne parvient pas à trouver une valeur consistante pour
la variable Xa, la procédure globale de recherche branche l'exécution sur la fonction
Remonté_bFC- présentée dans I'algorithme2.S -, qui se charge d'annuler I'instanciation
de la variable Xl-r qui est alors inconsistante (ligne 2).

Algorithme 2.5 Annulation de I ' instanci,at ion d'une uariable.

r fonct Remontée_bFc(i,cons) *+ (entier,booléen) :

z Annuler_Réductions (f - 1)
r  dom[ i  -  1 ]  <-  dom[ i  -  1 ]  \  {v [ t  -  1 ] ]
4  retourner  ( ( i  -  1) ,  dom[ i  -  1)  + A) .

S'il reste une valeur non explorée dans le domaine de X;-t, la fonction Remonté_bFC
met la consistance globale à vrai, sinon elle la met à faux (ligne 4) pour enclencher une
nouvelle remontée.

4 Spécial isat ions de bFC

Nous cliscutons dans ce paragraphe, des spécialisations et adaptations à appliquer aux
différentes techniques de recherche pour tenir compte des spécificités de I'algorithrnebFC.
Nous introduisons tout d'abord les techniques de retardement dans bFC ar paragraphe 4.L,
et nous présentons ensuite la mise en ceuvre de I'hybridation de bFC avec une technique
de retour-arrière non chronologique (paragraphe 4.2).

4.L Retardement dans bFC

La technique du retardement a pour objectif de minimiser le temps de résolution en
suspendant une partie du filtrage effectué lors d'une instanciation [DM 94b]. Pour ce
faire, la consistance établie par FC est décomposée en deux étapes distinctes :

1. Consistance en auant: I'algorithme vérifie que la valeur en cours d'instanciation est
compatible avec au moins une valeur dans chaque domaine futur.

2. Filtrage en auant: I'algorithme supprime des domaines futurs, toutes les valeurs qui
ne sont pas compatibles avec la valeur en cours d'instanciation.
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L'étape (1) est indispensable car elle détermine la validité de la valeur en cours
d'instanciation. La seconde étape peut être différée, pour n'être réalisée qu'au moment
otr la valeur concernée devrait être instanciée.

Dans ôFÇ les contraintes peuvent être vérifiées avec un niveau d'anticipation différent
de 1. Dans le cas où la profondeur est de 1, I' implémentation de M\FC (pour minimal
b-forward-checking) est très similaire a MFC (cf. chap. 1, paragraphe 6.5). Pour une
profondeur de vérification strictement supérieure à 1, on peut tirer parti de la remarque
suivante:

Remarque : Supposons que C" - la contrainte à vérifier - a une partie de ses variables instanciées,
e tque X ie tX , r .ne lesontpas .  S iôFCt rouveuneva leurcons is tan teavec les ins tanc ia t ionsdé jà
effectuées selon C. pour X1 cela signifie qu'il existe aussi une valeur compatible avec C. pour
X x .

Ainsi, il n'est pas nécessaire de rechercher un support dans chaque domaine non
tancié, mais un support dans un seul des domaines futurs.

Instanciation

Figure 2.7 : Filtrage minimal sur une contrainte 4-aire.

Le marquage négatif (c/. chap. 1, paragraphe 6.4) ne se fera que pour les valeurs du
premier domaine, alors que le marquage positif s'étend facilement à tous les domaines
futurs. La figure 2.7 présente un exemple de filtrage en avant pour une contrainte 4-aire:

au moment de I'instanciation de la valeur u2 dans D2, on recherche dans D3 un élément
qui valide u2. Puisque u3 est trouvé dans D3,, cela signifie qu'il existe une valeur ua dans Da
qui fait partie du 4-uplet validant u2. L'algorithme M\FCpeû donc marquer positivement
U 4 .

4.2 Retour-ar r ière non chronolog ique

Dans les algorithmes de recherche implémentant un retour-arrière non chronoiogique,
la difficulté induite par les contraintes n-aires porte sur Ia détermination des points de
retour.

Dans le cas du graph-based backjumping (cf. chap. 1, paragraphe 6.2), le calcul des
points de retour ne dépend que de la structure du réseau de contraintes. Si un blocage
apparaît sur une variable X;, Ie retour se fera sur la variable X1 la plus profonde dans
I'arbre de recherche qui partage une contrainte avec X;. Pour une même contrainte, les
variables instanciées avant Xi ne doivent pas être reconsidérées sans avoir testé toutes les
combinaisons avec les valeurs de Xi.

Pour les algorithmes implémentant une forme de backjumping,les mêmes considéra-
tions peuvent être faites quant au point de retour. Toutefois, les conflits sont mémorisés

o

ins-
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à la descente en respectant le schéma de calcul précédent.

5 Heurist iques d'ord re n-aires sur les variables

Nous discutons dans cette partie du choix statique ou dynamique de I'ordre d'instan-
ciation des variables. Il apparaît en effet que I'algorithme bFC nécessite de nouvelles
heuristiques d'ordre.

On sait qu'une des heuristiques d'ordre sur les variables les plus effi.caces est celle dite
<< minirnum remaining ualue (MRV) > qui consiste à choisir la prochaine variable à in-
stancier, comme celle qui possède le moins de valeurs à tester (c/. chap. 1, paragraphe 6.6).
Bacchus et van Run ont montré que le forward-checking était particulièrement eflicace s'il
était combiné avec MRV [BvR 95].

Toutefois, cette heuristique n'est efficace que si les contraintes sont vérifiées dès que
possible, c'est-à-dire dès qu'une de leurs variables a été instanciée. Or comme nous I'avons
vu au paragraphe 2, Ia vérification totale des contraintes sur leurs variables coûte très
cher pour un rendement plutôt faible, si bien que dans la plupart des cas, on limite la
profondeur de filtrage sur les contraintes de plus grande arité.

Dans le cas de bFC,ll devient possible d'instancier plusieurs variables avant de pouvoir
vérifier une contrainte. On a donc une génération combinatoire de tous les n-uplets
possibles sur ces variables lors de la recherche de solutions. La figure 2.8 présente ce type
d'inconvénient: si on considère que la profondeur de vérification b:1,les variables sont
instanciées dans I'ordre du schéma et la recherche est totalement combinatoire sur les
quatre premières variables.

Figure 2.8: Cas où MRV est très tnefficace - les variables sont reprêsentées par des cercles ; les nombres
à I'intérieur correspondent au nombre de valeurs. Les contraintes sont symbolisées par des points noirs
avec des traits vers les variables qu'elles lient.

Pour remédier à ce problème, il est nécessaire de tenir compte de la structure du
graphe afin de vérifier les contraintes au plus tôt. Dans le cas de la figure 2.8, il serait
préférable d'instancier la cinquième puis la sixième variable afin que toutes les contraintes
puissent s'appliquer.

Quelle que soit I'heuristique d'ordre à choisir, son objectif principal sera de réduire au
pltrs tôt les branches de I'arbre de recherche. Dans le cas de FC binaire, I'heuristiqre MRV
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est très efficace puisqu'elle réduit les combinaisons entre les valeurs; Son application est
aisée puisque les contraintes ont toutes la même largeur (2) et s'appliquent au plus tôt.

Dans le cas de MRV - sur un Csp binaire - on tient compte de la satisfiabilité des
contraintes par effet de bord: une fois que I'une des variables de la contrainte la moins
satisfiable a été instanciée, la contrainte est appliquée et cela réduit de façon significative
le domaine de la seconde variable. Il apparaît comme nécessaire de tenir compte de la
satisfiabilité des contraintes dans une heuristique d'ordre efficace sur les variables pour
bFC.

La structure du graphe, et notamment le recouvrement entre les contraintes est aussi
un paramètre important puisque, plus une variable est liée par des contraintes, plus elle est
susceptible de réduire le domaine des variables futures lors du filtrage de ces contraintes.
De plus, il est utile de privilégier I'application des contraintes avec une profondeur mini-
male car leur < travail >> au sens du filtrage est plus significatif.

Le compromis entre toutes ces idées afin d'obtenir une heuristique d'ordre effi.cace
sur les variables n'est pas du tout trivial. Il faut naturellement appliquer en priorité les
critères les plus significatifs, mais leur calcul peut être perturbé au cours de la recherche:

- Le nombre de valeurs restantes n'est plus pertinent dans le cas de MFC qi ne filtre
pas tout le domaine, mais se contente de chercher la première valeur satisfiable.
Si la valeur trouvée était la première testée et que toutes les autres sont inconsis-
tantes, la méthode ne considérera pas la variable comme prioritaire alors qu'elle
aurait dû l'être. La notion de uariable pri,oritaire se définie par rapport à un ordre
d'instanciation optimal en terme de temps de calcul (qui n'est pas connu à priori).
Dans le cas présent, le problème vient d'une trop grande différence entre i'ordre
défini par I'heuristique, et I'ordre optimal.

- tlne fois qu'une variable a été instanciée, il serait préférable de tenir compte de la
satisfiabilité de la sous-contrainte restante qui peut différer de la satisfiabilité totale
de la contrainte, mais n'est pas toujours facile à calculer en temps raisonnable.

Nous proposons ici une méthode simple pour calculer un ordre d'instanciation des
variables. Il ne sera pas optimal dans tous les cas de frgure, mais est susceptible d'exhiber
des performances satisfaisantes en privilégiant l'échec au plus tôt car ce type général
d'heuristique a déjà montré tout son potentiel.

La méthode consiste à attribuer à chaque variable, une note en fonction de différents
paramètres et à choisir à chaque fois la variable dont la note est la plus faible. La fonction
que nous proposons pondère le nombre de valeurs restantes dans chaque domaine par le
produit des satisfiabilités des contraintes qui portent sur la variable:

ru):d;x (2 .1 )

Dans cette formule, C; indique I'ensemble des contraintes qui portent sur la variable X;,
et 5oo, la satisfiabilité de la contrainte Ca. On ne tient pas compte ici de la profondeur de
vérification car on suppose que la répartition des n-uplets autorisés dans chaque contrainte
est homogène, i.e. I'instanciation d'une variable ne change pas la satisfiabilité de la sous-
contrainte restante.

Cnee;
T-T ^
l l ùc*

k
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Sur le plan opérationnel, la fonction 2.1 se calcule en deux étapes: le produit des
satisfiabilités se calcule à l' initialisation du réseau de contraintes par accumulation des
produits. II aura donc un coût négligeable - en O (1) - et ne changera pas au cours de la
recherche. L'intégration de d; dans la formule se recalcule quand une ou plusieurs valeurs
sont supprimées dans le domaine et est aussi effectuée en O (1).

Il n'est pas possible de juger la pertinence de cette heuristique dans l'absolu car les Csp
à résoudre sont très diversifiés. On pourra toutefois confirmer (ou éventuellement infirmer)
son intérêt par une expérimentation statistique comparative de plusieurs heuristiques
d'ordonnancement,

Dans ia suite de ce document, et notamment dans le chapitre 3 qui etablira la com-
paraison avec MRV, nous appellerons cette heuristique: marimal constrained uariable
(MCV) .

Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre, aux problèmes de satisfaction de con-
traintes incluant des contraintes n-aires, et en particulier aux méthodes de recherche par
consistance en avant. En effet, les algorithmes complets de résolution des Csp les plus
performants mettent en æuvre des mécanismes de vérification de consistance en avant.
De plus, de nombreux problèmes d'Intelligence Artificielle se modélisent aisément à I'aide
de contraintes n-aires. Or les algorithmes de recherche par vérification de consistance en
avant sont basés sur des notions de filtrage binaire qui ne sont pas adaptées aux contraintes
n-aires.

Partant d'une étude exhaustive des techniques de consistance n-aires, nous avons
mis en évidence la dualité entre I'hyper-k-consistance et la relationnelle-k-consistance, et
souligné les apports algorithmiques de ces deux méthodes. La première est en fait adaptée
à une recherche par instanciation des n-uplets des contraintes - aussi appelée recherche
duale - puisqu'elle conduit au filtrage des relations associées aux contraintes. Pour sa
part, la seconde notion de consistance conduit à une réduction des domaines des variables
et semble donc mieux adaptée comme pré-traitement à une recherche par instanciation
des variables. Toutefois, elle induit aussi une génération de nouvelles contraintes n-aires
qui rendrait son utilisation difficile dans un algorithme de recherche par consistance en
avant.

La propriété de relationnelle-k-consistance étant la plus apte à dériver un algorithme
de recherche en avant sur des contraintes n-aires, nous I'avons étendue par la définition de
la relationnelle-(i, j)-consistance qui met en avant la notion de profondeur de uérificati,on

U) Nous passons en fait par la définition d'une notion de consistance (( dégénérée >> :
la Lconsistance qui constitue une extension aux contraintes n-aires de I'arc-consistance.
Sur le plan théorique, nous avons montré que la complexité de I'etablissement de la L
consistance est exponentielle en la profondeur de vérification (b), pour une espérance
d'efficacité inversement proportionnelle à ô.

Nous avons de plus défini dans ce chapitre, un nouvel algorithme de recherche par
consistance en avant dans les Csp n-aires (ôFC), qui reprend les concepts généraux du

forward-checkàng, en établissant la b-consistance à chaque instanciation. Les implications
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de la consistance z-aire sur d'autres aspects de l'algorithme de recherche sont aussi dis-
cutées, notamment le retardement de la consistance, et les heuristiques d'ordre sur les
variables efficaces pour I'algorithme 6FC. Nous définissons ainsi I'heuristique MCV qû
tente de minimiser le coiht de recherche de i'algorithmebFC.

L'algorithmebFC et l 'heuristique d'ordre sur les variables MCV q'te nous avons définis
dans ce chapitre seront évalués expérimentalement dans le chapitre 3.
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Cha pitre 3

r a I  . 1 . . . r

txpen mentatrons brna rres et n-at res

T ES ALGoRITHMES oo RÉsoluuoN des problèmes de sat isfact ion de contraintes par

lJ recherche complète ont tous la même complexité théorique exponentielle mais ils
n'ont pas tous les mêmes performa.nces pratiques. Ainsi, seule une expérimentation statis-
tique permet de déterminer lesquels sont plus performants.

L'objectif de ce chapitre est de comparer les nouveaux algorithmes et méthodes définis
précédemment, avec les techniques de résolution classiques. Nous tenterons notamment de
mettre en évidence I'intérêt que présente la recherche n-aire directe par rapport aux métho-
des classiques de travail sur des graphes binaires équivalents obtenus par transformation
duale.

Le paragraphe 1 présente I'environnement algorithmique des expérimentions. Elle
développe en particulier un modèle de génération aléatoire de Csp n-aire qui constitue
une extension du modèle de Prosser [Pro 94]. Les résultats sont ensuite exposés et analysés

dans le paragraphe 2: nous comparons tout d'abord l'heuristique d'ordonnancement des
variables MCV (développée pour la recherche en avant n-aire) avec I'heuristique MRV (cf.

chap. 1, paragraphe 6.6), conçue à I'originepour I'algorithme FCbinaire. Nous étudions
ensuite les effets de la variation de la densité de contraintes dans les Cse, Ia variation
de la taille des domaines, puis celle du nombre de variables. Dans ces derniers cas, la
comparaison est établie avec la recherche sur le graphe binaire dual.
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1 Environnement expérimental

Nous présentons I'environnement algorithmique des expérimentations en trois parties :
nous étendons tout d'abord le modèle de génération binaire de Prosser pour pouvoir
travaiiler sur des Csp n-aires. Puis nous discutons rapidement de I'implémentation des
algorithmes, avant de présenter les séries d'expériences réalisées.

1.1 Modèle de générat ion a léato i re  n-a i re

Les algorithmes sont expérimentés sur des problèmes générés aléatoirement. Dans le
cadre binaire, le modèle de génération de Prosser sembleêtre le plus utilisé (c/. chap. 1,
paragraphe 7.2), ce qui nous amène à l'étendre pour prendre en compte la notion de Csp
rz-aires. Un ensemble de Csp n-aires générés aléatoirement dans notre modèle, sera défini
par  un  5-up le t  (a ,n , rn ,h ,pz) ,  où :

- c est l 'arité uniforme de chaque contrainte ;

- n est le nombre de variables dans un Csp généré ;

- m est la taille uniforme des domaines des variables ;

- p1 est la probabilité pour une possible contrainte a-aire d'apparaître dans I'hyper-
graphe du Cse ;

- p2 est la probabilité pour un a-uplet possible d'une relation d'être inconsistant, i.e.
que le bit correspondant dans la matrice de la relation soit mis à faux.

Le paramètre c est spécifique à la génération des Csp n-aires, alors que les qua-
tre autres sont communs avec le schéma général de Prosser. On notera que ce modèle
génère des Csp homogènes puisque les variables ont toutes le même domaine, et que les
contraintes ont des arités et satisfiabilites identiques. Il ne peut donc pas être considé-
ré comme une modélisation de Csp < réels >>, mais permet d'analyser le comportement
d'algorithmes donnés relativement à une caractérisation précise des problèmes.

Le choix des valeurs aléatoires est réalisé par un générateur de nombres dont la distri-
bution est uniforme. De plus, les Csp dont I'hypergraphe n'est pas connexe sont rejetés.
Il importe donc de choisir une densité de contraintes (p1) suffisante pour garantir la pos-
sibilité de génération de CsP connexes.

L.2 lmplémentat ion des a lgor i thmes

Tous les algorithmes que nous avons testés sont implémentés en langage C. Les Csp
sont stockés par des listes (liste des variables et iiste des contraintes). Chaque relation est
stockée par une matrice booiéenne afin de garantir un temps de vérification de consistance
équivalent pour chaque contrainte. L'arité des contraintes est bornée dans le programme
par une valeur arbitraire, pour préserver I'espace mémoire. Ainsi, les Csp pourront avoir
des contraintes 4-aires au plus. Les expérimentations ont été exécutées sur des Sparc 10
et  Sparc  U l t ra  1 .
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L'algorithme que nous avons choisi pour représenter les méthodes de recherche par
consistance en avant n-aire est M\FC-CBJ|. Ce choix représente une méthode déjà éprou-
vée quant au filtrage avant (pour les Csp binaires), le retardement n'étant ajouté que
pour limiter le coût de recherche sur les Csp satisfiables.

La transformation des Csp n-aires en graphes de contraintes duaux n'est pas ex-
plicitement implémentée: I'algorithme MFC-CBJ2 instancie directement les a-uplets des
relations. Les vérifications de consistance sont calculées entre les relations, mais les méta-
contraintes et méta-relations ne sont pas construites explicitement. Ainsi, la phase de
transformation n'est pas comptée dans les résultats expérimentaux.

La principale unité de mesure des performances que nous utilisons est le nombre de
vérifications de bit dans une matrice de relation. Ceci conduit naturellement à négliger
certains traitements auxiliaires lors de Ia résolution - principalement la mise à jour des
listes - mais donne une approximation fiable du coût de résolution, sans tenir compte des
particularités d'implémentation. Nous donnons toutefois des statistiques sur les temps de
résolution (en nombre de secondes par problèmes) pour les différents algorithmes dans le
début du paragraphe 2.

1-.3 Expériences réalisées

Les expérimentations se sont déroulées en trois étapes:

1 Des expériences préliminaires ont été réalisées sur des Csp binaires pour vérifier
l'équivalence de la recherche de type MïFC-CBJ et de MFC-CBJ sur le graphe dual.
Différents paramètres ont été testés, principalement le nombre de variables (n) et la
taille des domaines (m). De plus, les Csp étaient résolus avec différentes profondeurs
de vérification.

Le principal intérêt de cette série d'expériences est de vérifier les algorithmes - ainsi
qtre la proposition 2.L6 - si bien que les résultats ne seront pas présentés dans ce
chapitre.

La comparaison de I'heuristique d'ordonnancement des variables MCV (cf. chap.2,
paragraphe 5) a été comparée avec I'heuristiqre MRV (chap. 1, paragraphe 6.6) pour
ie même algorithme de recherche (M\FC-CBJ).

L'évaluation complète de MbFC-CBJ en fonction de différentes profondeurs de vérifi-
cation, et par rapport à MFC-CBJ sur le graphe dual correspondant. Pour ce groupe
d'expérimentations, les variables étaient ordonnées par MCV.

Toutes les contraintes dans ces expérimentations (à I'exception de la première phase)
sont d'arité égale à 4 - maximal possible dans les implémentations. Nous ne testons pas
la résolution sur des contraintes d'arité inférieure oour avoir une variation intéressante de
la profondeur de vérification.

ldescente dans I'arbre de recherche de type forward-checking bornê, avec retardement ; remonté par
retour-arrière orienté par les conflits.

2nous avons choisit MFC-CBJ pour la recherche duale car il est équivalent en terme de filtrage et de
retour-arrière à l 'algorithme uti l isé pour la résolution n-aire.

2.

J .
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1 .3 .1  Éva lua t i on  de  MCV

Le groupe d'évaluation des heurist iques est caractérisé par le 5-uplet (4,10,5,0.7,p2).
Le paramètre p2 varie de 0 à 1 avec 58 valeurs différentes pour obtenir des courbes précises.
À chaque valeur d" pr, correspond une moyenne de résolution sur 100 problèmes. La série
a été calculée en 2 heures CPU.

Les problèmes sont successivement résolus avec trois heuristiques d'ordre sur les varia-
bles: 1) un ordre quelconque (DEF) comme référence ; 2) I 'ordre MCV et 3) I 'heurist ique
MRV.

L.3.2 Évafuat ion de M\FC-CBJ

L'algorithme MïFC-CBJ est évalué et comparé avec MFC-CBJ sur le graphe dual par
quatre séries de tests qui permettent d'observer I'influence de la variation de différents
paramètres de génération sur la résolution. Les Csp sont traités successivement par quatre
méthodes : MbFC-CBJ avec des profondeurs de vérification variant de 1 à 3, et MFC-CBJ
sur le graphe dual. Les séries des tests sont:

- La première série est caractérisée par (4,10,5,0.1,p2), c.-à-d. Ie même schéma que
pour I'expérimentation des heuristiques d'ordre. Le paramètre p2 varie d'ailleurs ici
avec le même comportement (58 points de 0 à 1, et 100 problèmes par point)3. Le
temps de calcul a été de 3 heures CPU. Cette série est utilisée comme référence pour
les variations des séries suivantes.

-  Ladeux ièmesér iees tpa ramét réepar (4 ,10 ,5 ,0 .5 ,p2 ) .  Nousé tud ions i c i l ' i n f l uence
de la variation de la densité de contrainte (p1) sur les différents algorithmes de
recherche. On notera que dans la série précédente, les Cse comportaient 21 con-
traintes, alors qu'ils en comportent ici 105. 33 valeurs pour p2 ont été testées,
avec 100 problèmes pour chaque points. Cette série a été calculée en 30 heures de
temps machine environ.

- La troisième série est (4,10,10,0.1,p2). El le étudie f inf luence de la variat ion de la
taille des domaines sur les algorithmes de résolution. Nous avons caiculé 48 points
pour chaque courbe, avec des statistiques sur 100 problèmes à chaque fois. Cette
série a nécessité environ 34 heures de calcul.

- La dernière série évalue le comportement des algorithmes de résolution par rapport
à la variat ion du nombre de variables. EIle est caractérisée par (4,15.,5,0.1,p2), où
p2 prend 38 valeurs successives, avec 50 problèmes par point. L'exécution de cette
série à mobilisé 123 heures de calcul.

Toutes les expérimentations n-aires ont été réalisées avec l'heuristique d'ordre MCV qi
est apparue comme plus efficace sur ces problèmes. Les expériences relatives à MFC-CBJ
sur le graphe dual ont utilisé I'heuristiqrc MRV.

3pour des raisons pratiques, Ies tests de Ia série sur les heuristiques et celle-ci n'ont pas été exécutés
sur les mêmes problèmes.
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2 Analyse des résultats

Les résultats des expérimentations sont présentés dans les figures 3.1-3.5. Une courbe
correspond au nombre moyen de vérifications de bit requis pour la résolution d'un pro-
blème par un algorithme donné (axe y). La densité de conflits p2 varie Ie long de I'axe
des r dans les courbes. On notera que le nombre de vérifications de bit est exprimé selon
une échelle logarithmique.

la première observation importante est que le phénomène de transition de phase appa-
raît relativement à la variation de p2 pour les Csp n-aires (voir chap. 1, paragraphe 7.2).
Dans les courbes qui suivent, le seuil de transition f2 est matérialisé par une ligne verticale
en trait plein, alors que la zone de transition - i.e. où apparaissent à la fois des problèmes
satisfiables et non satisfiables - est délimitée par des lignes verticales en tirets.

Avant de détailler les résultats selon le nombre de vérifications de bit, nous résumons les
temps moyens de résolution pour les problèmes difficiles dans la zone de transition - pour
les quatre dernières séries de tests. La table 3.1 présente le coût moyen de résolution d'un
problème, en secondes. Il apparaît que MïFC-CBJ avec une profondeur de vérification de 1
est moins coûteux qu'avec une profondeur plus importante. Cette différence s'explique
par le fait qu'une profondeur élevée accroît notablement le coût de vérification d'un nceud,
sans réduire significativement I'arbre de recherche.

Table 3.1 : Coût moyende résolution d'un problème, en secondes. Seuls les problèmes dans lazone de
transition sont comotés dans ce tableau.

Algorithme ( 4 ,  1 0 ,  5 , 0 . L , p 2 )  ( 4 ,  1 0 ,  5 , 0 . 5 , p 2 )  ( 4 ,  1 0 ,  1 0 , 0 . 1 , p 2 )  ( 4 ,  1 5 ,  5 , 0 . 1 - , p 2 )
M\FC-CBJ, ô: 1
M\FC-CBJ, b:2
MïFC-CBJ, 6 : 3
MFC-CBJ dual

0 .33
0.56
0.81
0.29

1  - q
I . I i )

4.62
13.81
12.07

r .22
1 . O ô

3.10
20.28

TI.74
46.27
115.33
60.42

La comparaison entre les recherches n-aires et duales est un peu plus délicate à la vue
de ce tableau: MFC-CBJ dual est plus rapide pour la série (4,10,5,0.1,p2), mais plus
lent pour les autres. La différence sera analysée en terme de vérifications de bit dans les
paragraphes 2.2 à 2.5

2.L Compara isons des heur is t iques d 'ordre

Les résultats de la série (4,10,5,0.1,p2) sont donnés dans la f igure 3.1. La zone de
transition correspond à une valeur de p2 comprise entre 0.48 et 0.62. Le seuil de transition
se situe à f;2 = 0.54.

Les trois zones caractéristiques - facile-satisfiable, difficile et facile-insatisfiable - appa-
raissent assez nettement sur le graphique (rappelons que le coût de résolution est reporté
sur une échelle logarithmique). Dans la zone facile-satisfiable, les heuristiques MCV et
MRV rcstent comparables, et n'apportent d'ailleurs pas de nettes améliorations par rap-
port à I'ordre quelconque qui sert de référence. Dans les deux autres zones, i'heuristique
MCV dev\ent la plus efficace.
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L'observation du comportement relatif des trois courbes, en dehors du phénomène de
transition de phase montre que l'écart entre les heuristiques varie proportionnellement avec
p2 : pour les valeurs faibles d" pr,les courbes sont presque confondues, et la courbe DEF
s'éloigne de plus en plus de MCV avec l'accroissement d. pr. La courbe de I'heuristique
MRV varie entre ces deux bornes.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
densite de conflits

Figure 3.1: Comparaison des heuristiques d'ordonnancement des variables. Les graphes ont 10 vari-
ables, 5 valeurs par variable et 21 contraintes 4-aires (pr = 0.1).

En fait, MCV prend I'avantage sur MRVlorsque la satisfiabilité des contraintes devient
plus faible: cette dernière est orientée par I'effet du filtrage sur les domaines, qui constitue
un effet de bord par rapport à la satisfiabilité des contraintes. Dans ie cas de contraintes
binaires, les deux heuristiques se comportent de la même manière, alors que pour les
contraintes n-aires, I'effet du filtrage est réduit par le retard entre I'instanciation des
variables, et I'application des contraintes.

2.2 Analyse de la  sér ie (4,  10,5,0.1,p2)

La f igure 3.2 présente le résultat des résolutions de la série (4, 10,5,0.1,p2). Les bornes
des zones de transition sont identiques à celles de la figure 3.1 puisque les paramètres de
génération sont les mêmes.

Globalement, les quatre courbes ont un comportement similaire: le coût de résolution
augmente pour p2 variant de 0 à f'2 et diminue pour p2 variant de p'2 a t. L'algorithme
M\FC-CBJ avec une profondeur de vérification de 1 est le plus rapide sur presque tout le
spectre de génération, et approximativement égal à la recherche sur le graphe dual quand
b  : 2 .

Toutefois, une quatrième zone peut être observée quand pz > Q.9. Là, la recherche
sur le graphe dual devient nettement plus rapide que la méthode directe n-aire. Ceci
est principalement dû au fonctionnement de l'algorithme dual: quand une contrainte est
hautement insatisfiable, le domaine de la méta-variable correspondante est très réduit, et
l'heuristique MRV concentre la recherche sur les points les plus stratégiques du graphe,
pour mettre rapidement en évidence une incompatibilité globale entre les valeurs. Dans

61
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cette même zone)
équivalent, voire
insatisfiabilite des
plus tôt .

I'algorithme MbFC-CBJ avec une profondeur de vérification de 2 s'avère
meilleur que pour une profondeur de 1. Ceci s'explique par la forte
contraintes qui conduit à un élagage significatif de I'arbre de recherche

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
densite de conflits

Figure 3.2: Coût de résolution des problèmes comportant 10 variables, 5 valeurs par variables et 21
contraintes 4-aires (pr = 0.1).

Dans la zone de transition, la recherche MFC-CBJ sur le graphe dual est moins coûteuse
en terme de temps CPU bien qu'elle nécessite plus de vérifications de bits. En fait,
M\FC-CBJ réalise sensiblement moins de vérifications par secondes à cause de mises à
jour auxiliaires plus importantes dans I'implémentation. Cette particularité, combinée à
une différence en nombre de vérifications relativement faible, conduit à cette situation.

2-3 Variat ion de la densité de contraintes

Les résultats de la série (4,10,5,0.5,p2) portant sur la variat ion de la densité de
I'hypergraphe de contraintes sont reportés dans la figure 3.3. La transition de phase
correspond à la zone où 0.12 1p, < 0.18 (lignes verticales en tirets), alors que le seuil de
transition se trouve à la valeur de f;2 = 0.145.

Le même phénomène de transition de phase apparaît ici, avec quatre zones distinctes.
Pour les valeurs élevées d. pr, la recherche sur le graphe dual devient plus rapide, et la
recherche n-aire à profondeur 2 est comparable avec celle à profondeur 1. On pourra
toutefois signaler que le seuil de transition s'est nettement déplacé vers les valeurs faibles
d" pr, i.e. les problèmes deviennent plus rapidement insatisfiables lorsque p1 augmente.

La comparaison entre la série (4,10,5,0.1, pz) et la série (4,10,5,0.5,p2) montre que
la variation de p1 ne modifie pas le comportement de M\FC-CBJ par rapport à MFC-CBJ
sur le graphe dual: le premier est meilleur pour presque toutes les valeurs d" p", et n'est
surclassé que pour les Csp hautement insatisfiables.
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Figure 3.4 : Coût de résolution des problèmes comportant l0 variables, 10 valeurs par variables et 21
contraintes 4-aires (pr = 0.1).
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Figure 3.3 : Coût de résolution des problèmes comportant 10 variables, 5 valeurs par variables et 105
contraintes 4-aires (pr :0.5).

2.4 Var ia t ion de la  ta i l le  des domaines

La série (4,10,10,0.1.p2) conduit aux résultats qui sont présentés dans la frgure 3.4.
La zone de transition correspond aux valeurs de p2 comprises entre 0.62 et 0.73. Le seuil
de transition apparaît à î, - 0.665.

Le quatre zones se retrouvent aussi sur cette courbe, et la < hiérarchie > établie sur la
série de référence est respectée dans chacune d'elles. Les différences sont en effet minimes
par rapport à la figure 3.2: le seuil de transition est décalé vers les valeurs plus élevées
d" pr, et les problèmes sont beaucoup plus difficiles à résoudre au seuil car l'arbre de
recherche est plus large.
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Les fortes similitudes entre la série de référence et celle-ci montre que la variation de la
taille des domaines ne bouleverse pas les performances relatives des algorithmes testés, et
qte MïFC-CBJ à profondeur 1 reste globalement le meilleur (sauf pour les fortes densités
de conflits).

2.5 Var ia t ion du nombre de var iab les

La f igure 3.5 rapporte les résultats des expérimentations de la série (4,75,5,0.1,p2).
La zone de transition est étroite puisqu'elle correspond à des valeurs d. p, comprises
entre 0.14 et  0 .19,  a lors  $te îz :  0 .165.

Le phénomène classique de pic du coût de résolution au seuii de transition peut là
encore être observé. Mais dans cette série, la plupart des problèmes sont insatisfiables car
ils sont constitués de plus de contraintes: la série de référence comportait deux fois plus
de contraintes que de variables, alors que celle-ci en comporte neuf fois plus.

I e+08
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densite de conflits

Figure 3.5 : Coût de résolution des problèmes comportant 15 variables, 5 valeurs par variables et 136
contraintes 4-aires (pr = 0.1).

Bien que la résolution moyenne d'un problème devienne nettement plus coûteuse

lorsque le nombre de variables augmente, la recherche M\FC-CBJ reste plus rapide que
MFC-CBJ sur le graphe dual pour les problèmes difficiles.

Conclusion

L'objectif de ce chapitre était de valider expérimentalement les méthodes et algo-
rithmes définis au chapitre 2. On pourra donc tirer des conclusions sur différents plans.

Pour ce qui concerne I'heuristique d'ordonnancement des variables, il est apparu que
I'heuristiqte MCV que nous avions définie, surclasse la traditionnelle MRV pour la plu-
part des problèmes. Blle n'est devancée que pour les problèmes très satisfiables, qui ne
sont habituellement pas considérés comme prépondérants dans le cadre des résolutions
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complètes. De plus, le comportement des deux heuristiques vis-à-vis du phénomène de
transition de phase a montré qtte MCV devient proportionnellement plus performante
q:ue MRV lorsque la densité des conflits dans les contraintes augmente. On pourra donc
conclure que MCV est une bonne heuristiqued'ordonnancement des variables dans un al-
gorithme de recherche par vérification de consistance en avant sur des contraintes n-aires.

Dans la comparaison entre les techniques de résolution directe des Csp n-aires par une
méthode de recherche par vérification de consistance en avant, et la méthode classique
de résolution du graphe dual, il est apparu que l'algorithme bFC qre nous avions proposé
dans le chapitre 2 est globalement plus rapide. Il est toutefois surclassé par la recherche
duale lorsque les contraintes sont très fortes (densité de conflits élevée). Les variations
des pararnètres de génération, tant sur la densité de I'hypergraphe que sur le nombre de
valeurs ou de variables ont de plus montré que cette différence était bien un phénomène
général, et non une observation sur un cas favorable.

Le choix de la recherche sur le graphe dual comme représentante des recherches sur
un graphe binaire par transformation du Csp n-aire pourrait être critiqué du fait qu'elle
conduit à la création de variables définies sur des domaines très grands. En fait, nous
avons éliminé la transformation en graphe primal (y' chapitre 1) car celle-ci ne garan-
tit pas l'équivalence des Cse, et conduirait donc à autoriser des solutions qui auraient
dû être interdites. La transformation en graphe biparti garantit l 'équivalence des Csp,
mais conduit aussi à la construction de très grands domaines. De plus, elle serait plus
compliquée à mettre en ceuvre car elle nécessiterait la construction explicite du graphe
binaire.

L'expérimentation de bFC avec des profondeurs de vérification différentes, n'a pas
montré un grand intérêt pratique pour la prise en compte de profondeurs supérieures à 1.
En effet, bFC à profondeur 2 ne s'avère meilleur que son équivalent à profondeur 1 que
pour les valeurs très élevées de la densité de conflit, c.-à-d. loin du seuil de transition où se
focalise généralement les recherches sur les algorithmes de résolution. On pourra toutefois
remarquer que dans les problèmes réels construits avec des contraintes de satisfiabilité
différente, il peut devenir intéressant de vérifier celles induisant le plus de conflicts avec
une profondeur supérieure à 1.
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Cha pitre 4

Etat de | 'a rt : p aral lélisme et
résolution des CS P

T A PARALLÉlrsRrtoiv des algorithmes de résolution des Csp est peu étudiée dans la
lJ littérature. Par contre, des nombreuses recherches ont été menées dans des cadres
de résolution proches. En fait, les algorithmes énumératifs que nous étudions pour les
Csp constituent des parcours d'arbres de recherche et la parallélisation portera donc sur
celle d'un arbre. Dans ce contexte, on sera souvent amené au cours de ce chapitre, à
étudier des techniques issues de la communauté progrz,rnmo,tion logique (Pnol,oc) ou la
communautê recherche opérati,onnelle qri utilisent des algorithmes de parcours d'arbre.

Avant de faire Ie point sur la résolution des Csp en parallèle, nous aborderons quelques
notions indispensables lorsque I'on parle de parallélisme (paragraphe 1). Ainsi, nous
présenterons les différents modèles de parallélisme utilisés pour definir les algorithmes
parallèles, puis quelques notions de complexité spécifiques au parallélisme.

Une fois ces généralités introduites, nous présenterons ies résultats récents sur la pa-
rallélisation des techniques de filtrage - principalement I'arc-consistance - tant sur les
aspects théoriques, que sur les algorithmes SIMD ou MIMD (paragraphe 2). Nous évo-
querons ensuite rapidement les algorithmes parallèles de synthèse de contraintes dans le
paragraphe 3, avant de faire une revue de detail des algorithmes parallèles de recherche
énumératifs (paragraphe 4).



Chapi t re 4 -  État  de I 'ar t  :  paral lé l isme et  résolut ion des CSP 68

1 |  ntrod uct ion a u para l lél isme

Avant de présenter les techniques et algorithmes parallèles conçus pour la résolution
de problèmes de satisfaction de contraintes, nous introduisons quelques notions de base
sur le parallélisme. Nous évoquons en particulier les modèles de programmation parallèle
clans un premier paragraphe, puis nous abordons les notions de complexité dans le caclre
des algorithmes parallèles (paragraphe 1.2).

Les concepts plus concrets du parallélisme, comme la répartition ou l'équilibrage de
charge ne seront pas abordés dans ce paragraphe. Ils seront explicités tout au long des
sections suivantes de ce chapitre (paragraphe 4.3), dans le cadre des applications à la
recherche de solut ion(s) dans les Csp.

L.1 Modèles de programmat ion para l lè le

De nombreux modèles de calcul parallèle ont été proposés. Cependant l 'un d'entre
eux prédomine [Coo 85] : le modèle PRAM (parallel random access machiner).

Différentes terminologies sont util isées pour caractériser un algorithme parallèle. Deux
critères importants permettent de classifier les différents modèles du parallélisme:

- le type d'accès à la mémoire ;

- le type de synchronisation entre les programmes des processeurs.

Dans les paragraphes suivants, nous développons la classification du parallélisme par
le type d'accès à la mémoire et par le type de synchronisation, puis nous présentons les
principales architectures de machine parallèle existantes.

1 .1 .1  C lass i f i ca t ion  par  I 'accès  mémoi re

Le modèle PRAM entre dans cette classification. Schématiquement, il considère
I'ordinateur comme une machine constituée de n processerts synchrones q:ui accèdent
à une mémoirepartagée (c/. figure 4.1). Toutes les communications entre les processeurs
sont assimilées à un accès à une portion spécifique de la mémoire partagée.

Le modèle DRAM, moins utilisé, considère que chaque processeur synchrone accède à
une mémoire locale en temps constant. Les communications entre les processeurs se font
par envoi de messages explicites selon un réseau de communication.

Une sous-classification du modèle PRAM apparaît quand on s'intéresse à la manière
avec laquelle les processeurs accèdent à un mot en mémoire partagée. Lorsque deux
processeurs tentent de lire ou d'écrire dans un même mot de Ia mémoire, il se produit
un conflit: au moment de la lecture, il est nécessaire de savoir si on considère qu'ils
lisent tous les deux en même temps, ou si l 'un d'eux lit avant I'autre. Le problème est
encore plus crucial pour une écriture: si les deux processeurs tentent d'écrire le même
mot, I'ordonnancement des deux écritures n'est pas très important, mais si ies deux mots
à écrire sont différents, il est impossible que les deux écritures soient simultanées. On
distingue ainsi plusieurs sous-modèles pour les PRAM:

ten français: machine parallèle à accès mémoire aléatoire
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Figure 4.1: Schéma des architectures du modèle PRAM et du modèle DRAM. Les communications
sont symbolisées par des flèches.

1. CRCW-PRAM: (pour concurrent read / concurrent write). Dans ce modèle, on
suppose que les processeurs peuvent lire et écrire simultanément dans un même
mot mémoire. Le problème de l'écriture conculrente peut être résolu de différentes
façons:

- Comnune - CRCW:l'êcritttre concurrente n'est possible que si tous les pro-
cesseurs accédant à un mot mémoire tentent d'écrire la même donnée.

- Arbitraire - CRCW: un choix arbitraire est fait sur le processeur - et donc la
donnée - qui écrira dans un mot mémoire en cas d'écriture concurrente.

- Prioritaire - CRCW: le choix sur le processeur n'est plus arbitraire, mais défini
par une relation d'ordre total entre les différents processeurs.

- Calculée - CRCW: un calcul spécifique est réalisé entre les différentes valeurs
à écrire, et c'est le résultat qui est stocké dans le mot mémoire concernê. La
plupart des auteurs considèrent des fonctions de résolution de conflits du type
somme, minimum, maximum ou opérations booléennes.

2. CRE\ry-PRAM: (pour concurrent read / erclusiue write). Dans ce modèle, tous
les processeurs peuvent lire simultanément depuis un même mot mémoire, mais un
seul peut y écrire à la fois. Le problème de la simultanéité de l'écriture est ainsi
contourné. En fait, la simultanéité de la lecture n'a pas d'influence sur l'écriture de
I'algorithme, mais posera des problèmes pour la réalisation pratique de la machine.

3. EREW-PRAM: (pour er,clusiue read / erclusiue write). L'accès à un mot mé-
moire ne peut se faire simultanément par plusieurs processeurs. Ce modèle est
important d'un point de vue pratique, car c'est le seul qui soit réalisable physique-
ment.

Ces trois2 sous-modèles ne sont pas indépendants. On définit en effet, la relation:

t rREWCCREWCCRCW

Le modèle théorique CRCW est donc plus général que le modèle pratique EREW, mais
il est possible de simuler un programme CRCW sur une machine EREW. La différence

2on pourrait définir un modèle PRAM - ERCW par la même nomenclature, mais il n'aurait pas de
véritable siEnification d'un point de vue fonctionnel.
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porte en fait sur la complexité puisque la simulation de chaque accès concurrent induira
un surcoût de synchronisation. On admet que le rapport entre les deux complexités est
logarithmique.

La classification par le type d'accès mémoire reste théorique car elle ne précise pas
comment la mémoire partagée est gérée. Dans la pratique, il est impossible de construire
cles machines avec une mémoire centralisée si le nombre de processeurs est trop important.
La mémoire des machines parallèles est donc répartie entre les processeurs, et c'est un
mécanisme de communication par envoi de messages qui simule la mémoire partagée.

L . t .2  C lass i f i ca t ion  par  la  synchron isa t ion  des  processus

Une seconde classification souvent util isée dans la littérature sur les modèles de pro-
grammation parallèle porte sur la synchronisation des processus. Dans les modèles de
classification par I'accès mémoire, les processeurs sont synchrones. c.-à-d. ils exécutent
tous la même instruction en même temps. Ici, on distingue les modèles en fonction du
type de programme qui est exécuté par la machine parallèle:

1. SIMD pour single instruction, multiple data, ou synchrone: chaque processeur
possède sa propre mémoire locale à laquelle il peut accéder en temps O(1) Il peut
aussi accéder à la mémoire locale des autres processeurs mais en un temps non
nul qui est déterminé par l 'architecture de la machine. De plus, chaque processeur
peut accéder à une mémoire globale en un temps comparable à celui de I'accès à la
mémoire locale des autres Drocesseurs.

Figure 4.2 : Schéma de I'architecture SIMD. Les flux de données suivent les flèches.

L'appellation SIMD (c/. flgure 4.2) signifie que les processus exécutent tous la même
instruction en même temps. Tous les processus sont indexés et toutes les données
locales sont référencées par I'index du processus qui les possède. Ce modèle peut
être assimilé au modèle EREW-PRAM puisqu'il n'autorise pas l'accès concurrent
aux mots de la mémoire partagée.

On parlera parfois de machines uectoriel/es pour
car le programme travail sur des vecteurs, et non
dans une machine séquentielle.

2. MIMD potr multiqtle instructions, multiple data, ouasynchrone : chaque processeur
possède sa propre mémoire locale à laquelle il peut accéder en temps O(1). Tous

désigner les architectures SIMD
sur des données scalaires comme
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les processeurs sont indépendants et n'accèdent pas à une mémoire globale (c/.
figure 4.3). Les seules coopérations possibles entre les processeurs se font par I'envoi
de messages. On a donc des communications explicites, avec un ordre Envoyer
qui doit être appareillé avec un ordre Recevoir pour provoquer une communication,
et donc une synchronisation entre deux processeurs. De plus, chaque processeur
exécute son propre programme, indépendamment des autres en dehors des points
de synchronisation. On notera que le modèle MIMD est proche dans sa conception,
du modèle DRAM.

Figure 4.3: Schéma de I 'architecture MIMD. Les communications sont explicites et suivent un réseau
spécial (symbolisé par des flèches).

Dans les années 70-80, le modèle SIMD était très utilisé car les programmes sont
plus faciles à écrire puisque ne nécessitant pas de synchronisations explicites avec gestion
des émissions/réceptions. De plus, Ia plupart des machines disponibles à cette époque
utilisaient ce modèle de programmation3. Cependant, les progrès réalisés ces dernières
années en algorithmique parallèle, et l'apparition d'outils de programmation parallèle
sur réseau de stations de travail conduisent à un vif reqain d'intérêt vis-à-vis du modèle
MIMD.

7 l

SIMD

Pa P6

SPMD

Pa P6

t .

" ' ; : : "  

|  |  
" 'non,, . ,

finsi I t

i i

si booLêen

blæ. I

sinon
b1rc2

finsi

Figure 4.4: Diagramme temporel de I 'exécution d'une expression conditionnelle dans le modèle SIMD
et dans le modèle SPMD.

Certains auteurs parlent d'un modèle intermédiaire entre SIMD et MIMD. Il s'agit du
modèle SPMD (pour single progrz,m, multiple data) qui ne diffère réellement de SIMD que

3on peut citer dans cette catégorie, les machines de la famille du Cray l, ou la Connection Machine
cM-1.
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dans la réalisation des structures conditionnelles. La figure 4.4 présente les diagrammes
temporels de la structure

si booléen alors bloc 1 sinon bloc2linsi

pour les modèles SIMD et SPMD. La synchronisation de I'exécution ne se fait plus sur
chaque instruction en SPMD, mais à l'entrée et à la sortie de la structure de contrôle.
Ainsi, les blocs d'instructions en exclusion mutuelle de la conditionnelle sont exécutés
simultanément.

La programmation SPMD n'est donc pas un modèle de programmation en elle-même,
mais une méthode définie pour programmer efficacement les machines MIMD avec des
programmes SIMD, sans devoir concevoir toutes les communications explicites.

1.1.3 Archi tecture des machines para l lè les

Si les modèles de programmation influent sensiblement sur l'écriture des programmes
parallèles, et donc sur leur complexité, I'architecture joue un rôle non négligeable dans la
complexité d'un programme.

La notion fondamentale qui entre en ligne de compte dans la complexité est le dia-
mètre du graphe de communication. Intuitivement, c'est la longueur en nombre d'arêtes
du plus court chemin que devra parcourir un message entre deux processeurs. Ainsi,
chaque communication, qu'elle soit implicite ou explicite, se fera en temps O(Diamètre).

Nous présentons ici, un bref aperçu de diverses architectures, ainsi que leur diamètre
respectif, exprimé en fonction du nombre n de processeurs (figure 4.5) :

grille

Figure 4.5: Schéma de diverses architectures parallèles.

Graphe complet: le diamètre du réseau est de 1. C'est le cas idéal où les com-

munications prennent un temps O(1) entre chaque processeur - ce qui ramème

aux modèles théoriques. Malheureusement, la gestion de toutes les communica-

tions interdit un grand nombre de processeurs, si bien qu'il n'existe pas de machine

reprenant cette architecture avec un nombre important de processeurs.

ÇFFF
t t l t

réseau linéaire

TL-----|I
T\,,/ï
l , ^ l

X\+
LF------LI

graphe complet

J L

1 r

I L

1 r

J L

' t r
I L

t r

I L

t r

J L

1 l

J L

1 r

J L

' l r



Chapi t re 4 -  État  de I 'ar t  :  paral lé l isme et  résolut ion des CSP

- Réseau linéaire: le diamètre est de 1. Toutefois, le bus de communication ne
permet qu'un seul échange simultané entre deux processeurs, ce qui augmente le
coût pratique moyen des communications. On trouve cette architecture dans des
machines avec un nombre restreint de processeurs (< 8) ou sur les réseaux de stations
de travail avec programmation MIMD. Dans ces architectures, la faiblesse du réseau
de communication est généralement compensée - en partie - par une puissance
élevée des nceuds de calcul.

- Anneau: le diamètre est de i. On retrouve aussi des structures en hiérarchies
d'anneaux car elles sont faciles à mettre en ceuvre et restent d'une comolexité
raisonnable.

-  Gri l le:  le diamètreest de2(1/,n-1).  C'est une architecture assez répandue, de par
sa simplicité de construction. Des variantes de la grille existent en trois dimensions
- diamètre de 3(/n - i). De plus, les < bords > de la grille peuvent être reliés entre
eux pour former un tore.

- Hypercube : le diamètre est de log n. Cette complexité est considérée comme
optimale car elle constitue un bon compromis entre le graphe complet qui est le
cas idéal et la faisabilité technique. Cette structure de communication revêt un
caractère particulier puisque c'est elle qui est considérée pour le calcul de complexité
d'un algorithme EREW. Elle est de plus utilisée en architecture de base pour de
nombreux algorithme SIMD INS 81].

- Arbre : le diamètre est de 2log n. On retrouve souvent cette architecture avec des
liens de communication de bande passante différente selon le niveau des processeurs
(comme dans la figure 4.5) afin d'éviter les goulots d'étranglement. Par ailleurs,
certaines machines ne disposent de nceuds de calcul que sur les feuilles de I'arbre,
les nceuds internes ne se chargeant que des communications (cas de la Connection
M a c h i n e  C M - 5 ) .

1,.2 Complexi té paral lè le

Avant d'entrer dans des considérations purement théoriques, nous introduirons quel-
ques définitions de base et conventions spécifiques à I'algorithmique parallèle. Ensuite
nous définirons les deux grandes classes de complexité des algorithmes parallèles.

1.2.L Déf in i t ions

Les deux facteurs qui déterminent la complexité d'un algorithme parallèle A pour la
résolution d'un problème P sont:

1. la surface notée H(A), qui définit le nombre de processeurs nécessaires pour exé-
cuter le pas de programme qui exige le plus grand nombre de processeurs ;

2. le temps, noté T,,(A) et qui correspond au nombre de pas nécessaires pour exécuter
I'algorithme A avec H(A) processeurs.

À partir des ces deux facteurs, on définit les notions suivantes:

/ J
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Définition 4.1 On apqtelle travail d'un algorithme parallèle A, la quantité W(A) définie
pa r :

W(A) :  H (A)  x  T ' , (A ) '

On notera que pour un algorithme séquentiel (Ë1(A) :1), le travail correspond au
temps séquentiel de l'algorithme.

Définition 4.2 Un algorithme parallèle est dit efficace si sorz temps d'erécution est poly-
logarithmique et si son trauail correspond au meilleur algorithme séquentiel connu multiplié
par un facteur poly-logarithmique.

Définition 4.3 Un algorithme parallèle est dit optirnal s'il est fficace et si son trauai,l
est du même ordre que le trauail  du meil leur algorithme séquentiel connu.

Par convention, la complexité d'un algorithme parallèle sera notée:

o, , (T, , (A) ,  H(A)) .

Un algorithme parallèle apparaîtra comme pius général qu'un algorithme séquentiel
car il est toujours possible de simuler le comportement de plusieurs processeurs sur un
seul, alors qu'il n'est généralement pas possible d'exécuter efficacement un algorithme
séquentiel sur plusieurs processeurs. Ce principe de simulation a été explicité par Brent
dans [Bre 74].

Théorème 4.4 (Brent) Soit A un algorithme paral lèle de complerité O,,(7,,(A),H(A)).
On peut .simuler l'erécution de A sur Y pro""sseurs (, > 1) auec une complerité en

O,,(u x 7,,(A),#l sur une machine à mémoire partagée.

Sur le plan pratique, les algorithmes parallèles sont aussi comparés avec leur équivalent
séquentiel. Ainsi, la performance d'un programme parallèle se mesurera comme:

Définition 4.5 L âccélération d'un algorithme est donnée par le rapport entre son temps

d,'erécution en séquentiel sur son temps d,'erécution en parallèle (Acc : 
ffil

La notion d'accélération est toutefois relative puisque dépendante du nombre de pro-
cesseurs nécessaires pour le calcul parallèle. On définit donc une notion absolue:

Définition 4.6 L 'efficacité d'un algorithme est donnée par le rapport entre son accéléra-

tion et le nornbre d,e processeurs requis (Eff : #'" ).ty proc

L'efficacité d'un algorithme - en pourcentage - exprime la part du temps d'exécution
nécessaire pour résoudre le problème. Le reste du temps - le complément à 100 % -

exprime le surcoût dCr a la parallélisation de I'algorithme. IJn algorithme robustea, verra
son efficacité décroître faiblement avec I'augmentation du nombre de processeurs. À
I'inverse, un algorithme sera dit fragile si son efficacité diminue rapidement quand Ie
nombre de processeurs augmente.

aon retrouve généralement dans la Iittérature de langue anglaise, l'appellation << scalable >> qui est
d'ailleurs parfois utilisée comme néologisme dans la littérature en langue française.
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L.2.2 Complex i té  théor ique

La question qui vient le plus rapidement à l'esprit quand on parle de complexité
parallèle est de savoir quels sont les problèmes qui sont intrinsèquement parallèles, c'est à
dire qui sont efficacement résolus en parallèle. Cette classe a été formalisée par Nicholas
Pippenger dans [Pip 79] et baptisée par la suite //C pour (( Nick's Class>> [Coo 85].

Les problèmes de la classe l{C seront résolus par un algorithme dont la complexité
paral lèle sera en O,,( logo(t) n,no(t)). On a ainsi NC ç P, mais I ' inclusion str icte n'a pas
été démontrée car on ne sait pas si tous les problèmes P sont intrinsèquement parallèles.
Il y a d'ailleurs de fortes raisons de penser le contraire, c.-à-d. NC + P.

De même que la machine de Turing représente le modèle de référence pour la com-
plexité séquentielle, il existe un modèle rudimentaire utilisé pour définir les notions de
complexité parallèle théorique : le modèle booléen.

Définition 4.7 Une rnachine booléenne est une famille uniforme (8,) de graphes
booléens orientés et acycliques (DAë ) telle que Bn a 2o(r) enhées. LIn næud du cir-
cuit est une porte logique.

La surface 11(n) d'une machine booléenne est le nombre de nceuds du circuit Bn, et
le temps T,,(rr) sa profondeur.

Déf in i t ion 4.8 Un orac le pour  une fonct ion f  est  un næud ayant  r  ent rées €r , . . . ,e ,  e t
t  so r t i es  s r r . . . , s1  e t  qu i  ca l cu le  ( r t , . . . , s r ) :  T ( " r , . . . , e , ) .

On assimile la profondeur (c.-à-d. la complexité temporelle) d'un oracle à log(r/).

Définit ion 4.9 On dit qu'une fonction (ou problème) / esl NC-réductible à une fonc-
tion g s'il eriste une famille uniforme de circuits qui calcule f en temps logarithmique et
dont les næuds sont, soit des portes booléennes, soit de oracles ltermettant de calculer g.

f NC-réductible à g se note f 1uc g.

Cette NC-réductibilité permet de définir:

Définit ion 4.LO Soit une classe d,e problèmes {y. On d,i t  qu'une fonction f est:

-  NC-du re  pou r l ' ensemb le  Â  (Â -du re )ss iYg  €  Â :g  l yc  f  ;

- complète pour Â (Â-complète) si f est lt-dure et si f e 1\.

On définit ainsi la classe des problèmes P-complefs comme la classe des problèmes con-
tenant le moins de parallélisme intrinsèque, c'est à dire qui sont inhéremment séquentiels.
On pourra faire I'analogie avec les problèmes NP-complets et P dans le cadre séquentiel:
si un seul problème P-complet peut être résolu par un algorithme de classe ly'C, alors on
a P c NC.

spour directed acyclic araph: graphes orientés sans cycles.
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2 Fi l t rage paral lèle des CSP

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats importants sur la parallélisa-
tion des méthodes de filtrage des Csp. En fait, la plupart des méthodes abordées dans
le paragraphe 4 du chapitre 1 ont été ( oubliées )> par les différents auteurs qui se sont
essentiellement concentrés sur l'établissement de I'arc-consistance, et accessoirement sur
la chemin-consistance.

Les principaux résultats théoriques sur la parallélisation de I'algorithme AC sont
présentés au paragraphe 2.1. Nous abordons ensuite les algorithmes parallèles pour
l'établissement de I'arc et de la chemin consistance dans un modèle SIMD. puis dans
trn moclèle MIMD (paragraphes 2.2 et 2.3).

2.L Considérat ions théor iques sur  AC

Le premier résultat théorique concernant la parailélisation du problème de l'établisse-
ment de I'arc-consistance a été donné par Kasif dans [Kas 89] :

Théorème 4.11 (Kasif) AC est en Q(nd), où n est le nombre de uari,ables dans le Cse,
et d est Ie nombre marimal de ualeurs par uariable.

Ce théorème signifie qu'on ne peut espérer un algorithme parallèle efficace pour le
résoudre. Cette borne minimale de complexité a êtê atteinte par Cooper et Swain [CS 92],
avec la conception de l'< algorithme >> AC-chip. Il s'agit en fait de la construction simulée
cl'un composant logique qui établit I'arc-consistance sur un Csp. Elle permet d'exhiber
le oarallélisme maximal du oroblème de I'arc-consistance.

tableau des valeurs : tableau des contraintes

x r  x2  x i  i  ( x r .  x2 )  ( x l ,  x j )

Légende

I valeurcalculée

n vdeù6 à calculer

I réseau de contraintes

D porteET

Figure 4.6: Schéma partiel de AC-chip.

La figure 4.6 présente un schéma logique partiel d'AC-chip. Les valeurs sont entrées
dans les bascules (carrés sur la figure). Au bout d'un nombre fini de tops horloge, toutes les
bascules sont stabilisées à une valeur et représentent le CsP arc-consistant (ou inconsistant
selon le cas). Si le nombre maximal de tops horloge (complexité temporelle) est de dn,11
sera toujours minimal pour un Csp donné.

Le principal inconvénient d'AC-chip est sa complexité spatiale en O(d2n2) : O(d2m)
oui le rend inutilisable sur des machines classioues.
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2.2 Algor i thmes SIMD pour AC et  PC

Les premiers algorithmes SIMD développés pour l'établissement de I'arc-consistance en
parallèle sont dûs à Samal et Henderson [SH 871. Il s'agit d'une série d'algorithmes basés
sur les versions séquentielles AC-1 à AC-4. Tous font appel à une fonction de révision de
I'arc-consistance entre deux variables (PFiltre) qui est présentée dans l'algorithme 4.1.

Le parcours des valeurs du domaine à filtrer est réaliséen parallèle (ligne 4), soit avec
une complexité en O,,(1, d). Pour chaque valeur, la recherche d'un support est réalisée en
parallèle (ligne 6). La complexité globale de la fonct\on PFiltre est donc en O,,(1, d2). On
notera que I'affectation de la ligne 8 conduit à une écriture concurrente (de la même valeur)
puisque une valeur peut avoir plusieurs supports. La complexité ci-dessus s'applique donc
pour une architecture de type CRCW.

Afgorithme 4.1 Filtrage d'un domaine par consistance d'arc en parallèle.

I

1 0

1 1

1 2

fonct PFiltre(i,j) r+ booléen : /x Filtre D; par rapport à Di *l

suppression <- faux
soit Cp - 

{X;, X1} e C
pour tout r e D; faire en paral lèle

supportfr] <- faux
pour tout A € Dt faire en paral lèle

si (r,  y) € f ipalors
support[r]  <- vrai f insi f inpour

si -support[z] alors
D; <-- ,, \ {t}
suppression <- vrai f insi f inpour

retou rner suppression.

Des trois algorithmes parallèles PAC-1, PAC-3 et PAC-4 définis dans [SH 87], nous ne
présenterons que le premier car il est le plus simpl" (rT. algorithme 4.2). Son principe
consiste à appliquer la procéd:rr,re PFiltreà tous les arcs du graphe tant que des changements
apparaissent dans les domaines des variables. Il a une complexité optimale dans le pire des
cas en O,,(nd,r'd,').u Outre sa simplicitê, PAC-Iprésente I'intérêt d'exhiber le maximum
de parallélisme.

Algorithme 4.2 Etablissement de I'arc-consistance parallèle (algorithme SIMD).

Proc PAC-I :

change <- vrai
tant que change faire

change <-- faux
pour i  de 1 à n faire en paral lèle

pour  j  de 1à n fa i re  en para l lè le
change <- change V PFiltre (i, j)

f inpour  f inpour  f in tant  que.

6on se place ici dans le modèle CRCW puisque la ligne 7 de l'algorithme impose une écriture de type
OU-parallèle.
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Contrairement au contexte séquentiel, le fait de recalculer tous les arcs à chaque fois
qu'un changement intervient ne constitue pas un handicap car ce calcul est réalisé en O(1).
De plus, comme un minimum de traitements est réalisé entre chaque étape, les résultats
expérimentaux montrent que PAC-I est meilleur que les autres versionsT qui constituent
des versions parallèles d'algorithmes plus efficaces en séquentiel.

Henderson associé à d'autres auteurs a étendu les idées de programmation de PAC-I
potrr la chemin-consistance [SHZ+ 91]. Ils définissent l'algorithme SIMD PPC-l qui exhibe
un maximum de parallélisme. Sa complexité est en O,,(nzd',n'd'), mais les résultats
expérimentaux ont montré un coût pratique de PPC-l sensiblement identique à celui de
PAC-l sur les mêmes problèmes. Il apparaîtrait donc plus intéressant d'utiliser un filtrage
par chemin-consistance dans un contexte de calcul parallèle. Cependant, les tests effectués
portent sur des problèmes spécifiques dont la pertinence est maintenant contestée pour
l'ér,aluation pratique des algorithmes de résolution (c/. chap. 1, paragraphe 7.2).

2.3 Algor i thmes MIMD pour AC

L'élaboration d'algorithmes MIMD est souvent plus complexe que celle d'algorithmes
SIMD car il faut tenir compte des communications explicites entre les processeurs (ainsi
que des synchronisations associées). De plus, il est plus difficile et souvent plus coûteux
en pratique d'exprimer un parallelisme maximum car les communications représentent
souvent le goulot d'étranglement de la machine.

Algorithme 4.3 Etablissement de l'arc-consistance parallèle (algorithme MIMD).

I proc DSPAC-l-hôte :

z change +- vrai
g tant  que change fa i re
4 change <- faux
s pour i  de 1 à n faire en paral lèle
6 change <- change v DSPAC-l-næud (i) f inpour f intant que.
z fonct DSPAC-L-næud (i) r+ booléen :

s pour tout j l{Xi, Xi} e C laire
s change <- Filtre (i, j)

10 s i  change a lors
11 pour  tout  k l {X, ,Xo-}  e  C fa i re
12 envoyer Di à k f inpour f insi f inpour
1J retourner  change.

L'algorithme MIMD que nous présentons ici est issu d'une série d'algorithmes dûs à
Conrad associé à divers auteurs ICA 95, CBB 911. Comme pour le modèle séquentiel, les
différentes versions sont le résultat d'une série de transformations pour tenter de réduire
la complexité théorique des algorithmes. Ils ont ainsi défini trois versions : DSPAC-18,
DSPAC-2 et DSPAC-3. Nous ne détaillerons que la première version (algorithme 4.3) pour
sa simplicité de fonctionnement.

La révision d'une consistance d'arc ne se fait plus en parallèle comme dans I'algorithme
PAC-1, mais avec la fonction séquentielle de I'algorithme 1.2. Quand un processeur modifie

7 PAC-3 et PAC-4 on la même complexité théorique qlue PAC-1.
8 DSPAC T distributed static parallel arc-consistency.
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le domaine dont il a la charge (ligne 9-10), il avertit les processeurs qui sont concernés
par ce changement (ligne 1I-12). La complexité théorique des algorithmes DSPAC-I et
DSPAC-2 est en O,,(d3n3 + dnzx,n), où X est le coût d'une communication entre deux
processeurs (et dépend donc de I'architecture). Celle de DSPAC-3 n'est que de O,,(d3n2-1-
dn2y,n). Toutefois, les résultats expérimentaux ont montré que DSPAC-I est le plus
performant.

3 Synthèse de contraintes

De même que dans un cadre purement séquentiel, la synthèse de contraintes a peu
inspiré la recherche en termes de parallélisation. Ce désinterêt est probablement dû au
fait que cette méthode n'est performante que si on cherche toutes les solutions à un
problème, alors que la plupart des travaux de recherche dans le domaine des Csp sont
orientés vers la mise en évidence d'une seule solution. Tant les méthodes de synthèse
incrémentales que les méthodes en treill is ont été expérimentées en parallèle.

3.1 Synthèse incrémentale

À notre connaissance, la méthode de synthèse par invasion de Seidel (c/. chap. 1, para-
graphe 3.1) n'a pas été développée dans une version parallèle. Par contre, I'algorithme
de Guesgen, Ho et Hilfinger [GHH 92, HHG 93] de synthèse par marquagee a été directe-
ment défini et expérimenté dans un contexte parallèle. Son implémentation est basée sur
une propagation distribuée des marques dans les variables. Le programme est écrit pour
une machine à mémoire partagée avec synchronisations implicites entre les processeurs
(PRAM) .

L'accélération obtenue par les auteurs est de 6 pour 8 processeurs. Toutefois, ils restent
peu diserts sur les Csp utilises pour expérimenter leur algorithme, si bien qu'il est difficile
de comparer leur algorithme avec d'autres résultats.

3.2 Synthèse en t re i l l is

L'algorithme de synthèse en treillis de Freuder (c/. chap. 1, paragraphe 3.2) a été
développé dans une version parallèle par Hower dans [How 90]. Tous les nceuds d'un
ordre donné sont calculés sur différents processeurs virtuels, et les propagations des in-
consistances se font par échange de valeurs entre les processeurs qui maintiennent les
informations relatives à chaque nceud.

Le parallélisme potentiel d'un tel algorithme est iimité par le nombre de næuds dans le
treillis. De plus, l'équilibre de charge est difficile à obtenir dans la phase de propagation,
et I'algorithme lui-même requiert de nombreuses communications entre les processeurs.
L'auteur s'est surtout intéressé à des considérations théoriques quant à I'algorithme de
synthèse en treillis dans [How 90], et I'a testé sur des exemples pratiques dans [HJ 94], sur
un réseau de transputers en architecture MIMD. Ii reporte des accélérations quasi-linéaires
si les problèmes sont suffisamment grandslo.

een anglais : taggrng rnethod.
10le type de problèmes utilisés pour les expérimentations n'est cependant pas précisé.
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4 Recherche énumérative

Dans le monde des Cse, la littérature en parallélisme est particulièrement peu abon-
dante. En fait, il faut élargir un peu le sujet et étudier les méthodes de parallélisation des
programmes logiques (PnoLoc, optimisation combinatoire, ...) pour trouver des concepts
qui se rapprochent de la recherche parallèle de solution(s) pour les Csp.

Trois voies de parallélisation de la recherche se dégagent de l'étude des algorithmes pro-
posés dans la littérature. Les deux premières que nous présentons - plusieurs recherches
en parallèle au paragraphe 4.1 et parallélisation de la vérification de consistance au para-
graphe 4.2 sont plutôt anecdotiques, et constituent essentiellement des explorations
menant à des < voies sans issues >>. La principale voie explorée concerne la parallélisation
du parcours de I'arbre de recherche (paragraphe 4.3), et a été montrée expérimentalement
comme sensiblement plus prometteuse [HW 94, LHB 921.

4.L Méthodes des recherches concurrentes

La méthode expérimentée par Hogg et Williams dans [HW 94] consiste à chercher une
solution pour un problème donné indépendamment sur plusieurs processeurs. Dans ce
contexte, chaque processeur exécute le même algorithme de recherche (par exemple FC)
avec une heuristique d'ordre aléatoire sur les variables. Le premier processeur qui trouve
une solution arrête alors tous les autres.

Avantages le principal - et peut-être le seul - point positif de cette méthode, est que les
exécutions sont totalement indépendantes sur chaque processeur, excepté la synchronisa-
tion pour la terminaison de l'algorithme. De plus, il n'y a pas de phénomène de famine
des processeurs puisque le fait que I'un des processeurs termine sa recherche signifie la
terminaison globale de I'algorithme.

lnconvénients la méthode n'est en général pas efficace car elle pose des problèmes à la
fois sur le plan du parallélisme et sur le plan de la recherche:

- chaque processeur calcule la totalité d'un arbre de recherche, ce qui signifie qu'en
multipliant le nombre de processeurs, on multiplie d'autant la quantité de travail à
accomplir par I'algorithme parallèle ;

- I'heuristique aléatoire permet une variance dans les exécutions parallèles, et donc
un gain potentiel de I'une par rapport aux autres, mais ne permet pas de tirer parti
des heuristiques performantes comme MRV.

L'efficacité de la méthode repose sur I'espérance qu'une recherche - sur un processeur
séparé - termine significativement plus rapidement que les autres. Elle nécessite donc une
variance importante entre les différents arbres de recherche. Or, les auteurs ont montré
que la variance est particulièrement faible dans la zone des problèmes difficilesll, c.-à-d.
précisément où I'apport du parallélisme devrait être le plus important.

Il est à noter que, si I'accélération est à peu près constante en fonction du nombre de
processeurs, elle peut être sub-linéaire comparée à une heuristique performante comme
MRV.

1lvoir le paragraphe 7.2 du chapitre 1.
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4.2 Para l lé l isat ion de la  vér i f icat ion de cons is tance

Globalement, la recherche énumérative se schématise par un arbre de recherche dans
lequel chaque nceud est une procédure complexe. Les deux approches de parallélisation
naturelles vis-à-vis de cette structure consistent à:

l. paralléliser les traitements à I'intérieur de chaque nceud ;

2. distribuer I'arbre de recherche sur plusieurs processeurs.

L'objet de ce paragraphe concerne le premier point - le second sera traité dans le
paragraphe suivant. La parallélisation des traitements à I'intérieur d'un næud a êtê
étucliée dans le cadre des Csp par Luo, Hendry et Buchanan [LHB 92]. La recherche
d'une solution se déroule séquentiellement, mais à chaque instanciation, les contraintes
sont vérifiées en parallèle. La figure 4.7 schématise une recherche de solution(s) avec 4
plocesseurs.

Figure 4.7 : Schéma partiel de Ia vérification parallèle de consistance. La recherche suit les flèches. Le
travail de chaque processeur est cantonné dans les rectangles numérotés.

Un tel système impose naturellement de fréquentes synchronisations entre les pro-
cesseurs qui doivent regrouper leur travail après chaque instanciation. Ceci peut constituer
un handicap dans le cas de machines parallèles dont les communications sont coûteuses,
comme les machines MIMD en général. On réservera donc cette technique aux architec-
tures SIMD.

L'organisation de I'algorithme se fait par une succession de blocs parallèles qui portent
sur un nombre limité de traitements. Ceci induit donc un paraliélisme potentiel limité.
De plus, les contraintes concernées lors de chaque instanciation sont différentes, ce qui
peut conduire à répartir le travail de recherche de différentes manières:

- Allouer le travail sur les processeurs à chaque instanciation. On a ainsi une bonne
répartition de la charge, mais qui se fait au détriment d'un système d'allocation
lourd à gérer, et donc d'une surcharge due à la gestion du parallélisme.

- Allouer statiquement le travail de vérification sur les processeurs. Cette option
induit un mauvais équilibre de charge puisque toutes les contraintes ne seront pas
vérifiées à chaque instanciation.
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Les auteurs de [LHB 92] ont choisi la seconde option qui laisse certains processeurs
inactifs. Ils proposent toutefois d'util iser le temps perdu pour exécuter un algorithme
de filtrage de façon plus ou moins prioritaire. La recherche s'exécute donc normalement,
mais le temps qui n'est pas consommé par un processeur est mis à profit pour réaliser du
travail supplémentaire ç1ui pourra réduire le coût de la recherche par effet de bord.

Cette technique de parallélisation apparaît comme satisfaisante du point de vue con-
ceptuel, notamment avec I'util isation d'un algorithme de filtrage en tâche de fond, qui
permet d'améliorer la recherche en utilisant les périodes de calcul qu'elle laisse libre.
Toutefois, les expérimentations menées par les auteurs ont montré une faible accéléra-
tion pour un petit nombre de processeurs. De plus, non seulement l 'efficacité parallèle
de I'algorithme diminue fortement avec I'augmentation du nombre de processeurs, mais
elle s'accompagne, à partir d'un certain seuill2 d'une augmentation du temps de calcul.
Les auteurs expliquent ce phénomène par le nombre croissant de communications qui
pénalisent fortement les performances de l'algorithme.

On pourra noter que dans cette même série d'expérimentations, les auteurs ont montré
I'intérêt de coupler Ia recherche énumérative avec un filtrage par arc-consistance. Les
tests avec différentes priorités pour I'algorithme < parasite >> ont d'ailleurs montré que
l'algorithme est globalement plus performant si le filtrage est aussi prioritaire que la
recherche.

Dans le monde de la programmation logique, la parallélisation de la vérification de
consistance correspond aux algorithmes de type < ET-parallèle > car plusieurs assertions
sont vérifiées simultanément, et elles doivent toutes être vraies pour que la vérification
continue dans Ia même branche. Dans la littérature plus générale sur le parallélisme) on
retrouve parfois l 'appellation < SÉQ de PAR > pour faire ressortir le fait que I'organisation
est une suite SÉQuentielle de blocs de contrôle PARallèles [Bou 93].

4.3 Para l lé l isat ion du parcours de I 'arbre de recherche

La parallélisation de I'arbre de recherche a été aussi peu étudiée dans le cadre des
Cse que la parallélisation des vérifications de consistances. Elle fait par contre I'objet
de nombreuses recherches dans le cadre de la programmation logique ou des techniques
branch and bound.

Les algorithmes évoqués dans ce paragraphe ont pour principe général de distribuer
l'arbre de recherche sur les différents processeurs. La figure 4.8 schématise la recherche
de solution(s) avec 4 processeurs. On pourra comparer la répartition du travail des pro-
cesseurs avec la figure 4.7 pour la parallelisation de la vérification de consistance.

Les techniques de parallélisation de l'arbre de recherche sont souvent regroupées sous
le terme de < OU-parallèie >> dans le cadre de la programmation logique car I'exploration
des branches de I'arbre conduit à une solution au problème si au moins une branche
aboutit à une solution. Dans la littérature plus générale sur le parallélisme, on pourra
trouver aussi I'appellation ( PAR de SÉQ >> pour faire ressortir le fait que le contrôle global
de I'algorithme est réalisé en processus PARallèles qui exécutent chacun un algorithme
SÉQquentiel.

12dans 
ILHB 92], les auteurs reportent un temps de

secondes pour 1 processeur, de2,2I pour 5 processeurs,
résolution moyen des problèmes testés de 6,6

et de 4,21 pour 15 processeurs.
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Figure 4.8 : Schéma de la parallélisation de la recherche. L'exploration affectée à chacun des processeurs
est encerclée.

D'une manière générale, on pourra considérer que les parties séquentielies des al-

gorithmes de recherche s'exécutent de manière indépendante d'un processeur à l'autre
puisque les branches de I'arbre sont elles-mêmes indépendantes13. La principale difficulté
de la parallélisation ne portera donc pas sur les synchronisations pour accéder à des par-
ties communes de mémoire, mais sur le maintient d'une charge de travail permanente
pour les processeurs, pendant toute la durée de la recherche. On distinguera deux t1'pes
d'allocation de travail sur les Drocesseurs;

1 . Allocation stati,que ou < répartition de charge >> qui consiste à donner du travail aux
processeurs en début d'algorithme. Dans la littérature de iangue anglaise, cette al-
location est appelée load sharing. Les différents algorithmes de répartition pourront
varier sur deux points importants: 1) quel(s) processeur(s) a(ont) la responsabilité
de la répartition du travail ? 2) comment est divisée la charge globale de recherche ?

Allocation dynarnique ou < équilibre de charge >> qui consiste à répartir le travail de
recherche au cours de l'exécution de I'algorithme (load balancing). Elle pose plusieurs
questions auxquelles il faut répondre pour caractériser l'équilibrage de charge d'un
algorithme:

1) quand décider d'un équilibrage de charge?
2) avec quel processeur échanger du travail ?
3) comment déterminer si une tâche doit être considérée comme divisible ?
4) comment diviser une tâche ?
5) comment transférer une tâche ?

Toutes ces questions seront détaillées dans les paragraphes suivants - en ce qui concerne
la recherche de type << OU-parallele >. Le lecteur pourra se reporter à IGS 93] (en français)
ou [WLR 93] (en anglais) pour des survols des techniques de répartition et équilibrage de
charge dans le cas général, ou [Ben 95, Cun 94] pour des problèmes plus spécifiques aux
arbres de recherche.

2.

131'indépendance des branches de recherche n'est toutefois pas
recherche comme la mémorisation (c/. paragraphe 6.3 du chapitre

vérifiée dans les cas de techniques de
1 ) .
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4.3.1 Répar t i teur  de charge

Le rôle du répartiteur de charge est de définir le travail affecté au départ à chaque
processeur. Les choix possibles sont en général limités aux techniques suivantes:

- Réparti,teur centralisé: un seul processeur dispose de la charge globale du système
et distribue séquentiellement le travail aux autres processeurs par des communi-
cations point à point ICM 94, dBKT 95, FM 87, Lau 93, NO 94, RK 87, San 95].
Cette technique est assez coûteuse car elle comporte une procédure inhéremment
séquentielle, contraire à la philosophie du parallélisme. Elle est malgré tout parfois
intéressante, lolsque le problème est difficilement séparable sans communications
explicites.

- RéTtartition distribuée: chaque processeur calcule localement sa charge sans com-
munication avec les autres processeurs [HS 95, NO 94]. Sur le plan du parallélisme,
cette technique reste plus efficace car elle n'impose ni communications, ni séquen-
tialisation du travail en début d'algorithme.

Bien qu'il soit tout à fait possible pour un algorithme de ne pas définir de répartition
de charge initiale, mais de laisser le mécanisme dynamique allouer du travail sur chaque
processeur, toutes les techniques présentées implémentent un mécanisme de répartition
initiale.

4.3.2 Déf in i t ion des tâches à répar t i r

En règle générale, les algorithmes proposés dans la littérature définissent autant de
tâches à répartir qu'il y a de processeurs. La génération de ces charges se fait par un
parcours en largeur de I'arbre de recherche, comme dans I'exemple de la figure 4.9.

1234

Figure 4.9 : Exemple de définition de tâches à répartir dans un arbre de recherche pour 8 processeurs.

Cette méthode est appelée /lB pour initial load balancing dans [NO 941. Dans ce même
article, Naganuma et Ogura proposent une méthode de génération de tâches plus efficace:
au lieu de prévoir une seule tâche par processeur, ils en prévoient directement plusieurs,
pour anticiper le manque de travail des processeurs. La répartition des différentes tâches
se fait modulo le nombre de processeurs afin que ceux-ci aient des branches de recherche
dérivées de < pères > différents.
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Exemple 4.1 : Répartition modulo le nombre de processeurs.
Dans I'exemple de répartition de la figure 4.9, on peut utiliser les huit tâches définies pour 4

processeurs comme sult :
processeur P1: tâche 1 et 5
processeur P2: tâche 2 et 6

Cette répartition de charge prend le nom de VLB potr uirtual load balancing.

4.3.3 In i t ia t ion d 'un équi l ibrage

Les phases d'équilibrage de charge viennent interrompre le processus classique de
recherche séquentielle dans les processeurs. Plusieurs méthodes permettent de déter-
miner le moment où un équilibrage doit être opéré. De façon théorique, il est nécessaire
cle rééquilibrer la charge lorsqu'un déséquilibre global apparaît sur I'ensemble des pro-
cesseurs. Toutefois, il est très difficile (voire coûteux) de déterminer cette caractéristique
pour I'ensemble des processeurs) si bien quen pratique les algorithmes se contentent de
mesures locales.

processeur P3: tâche 3 et 7
processeur Pa: tâche 4 et 8

Charge

ss

S6

0

Surchargé

Normal

Déchargé

Figure 4.10 : Diagramme des différents états d'un processeur.

On considère généralement qu'un processeur peut, au cours d'un algorithme parallèle,
osciller entre un des trois états suivants (c/. figure 4.10):

- déchargé s'il a sensiblement moins de travail à réaliser que les autres processeurs
(charge inférieure à un seuil de décharge Sa) ;

-  normalement chargé 1

- surchargé s'il a sensiblement plus de travail à réaliser que les autres processeurs
(charge supérieure à un seuil de surcharge S").

Le comportement classique d'un processeur qui sort de l'état de charge normale, est
de demander un équilibrage. Si un processeur surchargé initie un équilibrage, on parlera
alors d'équilibrage << source-initiative >> ots sender-initiatiue dans la littérature de langue
anglaise. Dans le cas où c'est un processeur déchargé qui est I' initiateur, on parlera
d'équilibrage ( serveur-initiative >> oD. seruer-initiatiue.

Toutefois, l'évaluation de la charge d'un processeur pour la recherche énumérative est
hasardeuse car il est impossible de connaître à I'avance la forme d'un arbre qui n'a pas
été explorê. La connaissance du nombre de næuds non explorés n'est pas suffisante car
un seul nceud peut engendrer une forte charge de calcul, alors qu'à I'opposé, un grand
nombre de nceuds en attente peuvent déboucher sur un rapide manque de travail.
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Cette difficulté conduit à définir le seuil de décharge des processeurs à Sa : 0, c.-à-d.
qu'un processeur sera considéré comme déchargé seulement lorsqu'il n'auïa plus de tra-
vail. À I'in,rers", on ne définira pas de seuil de surcharge (5, : -). Ainsi, seules les
équilibrages de type serueur-initiatiue seront utilisés dans les algorithmes parallèles de
recherche énumérative.

La mise en æuvre de l'équilibrage de charge dépend du type de machine utilisée. Dans
un algorithme MIMD, l'initiation est souvent faite < à la demande >> et ne concerne que
le processeur inactif ICM 94, FM 87, HS 95, NO 94, RI( 871. Pour les algorithmes SIMD,
I'activation d'une phase d'équilibrage porte automatiquement sur tous les processeurs,
si bien que I'activation de la procédure suite à la demande d'un seul processeur peut
ralentir globalement le mécanisme de recherche. Certains auteurs proposent un système
d'activation périodique: les processeurs interrompent tous leur phase de recherche à in-
tervalles réguliers pour réaliset un équilibre global de la charge [Lau 93, PFK 93].

4 .3.4 Appar iement

Quand un processeur a décidé d'initier un équilibrage de charge, il doit choisir un
partenaire pour l'échange de travail. L'appariement peut se faire selon différentes poli-
tiques, les plus souvent utilisées étant :

- Centralisée: un processeur jouant le rôle de serveur gère un tableau de l'état cles
processeurs [HS 95, RK 87]. Un processeur désirant faire un échange de charge
I'interroge pour trouver un partenaire. Cette technique est optimale en nombre
de messages transitant par le réseau de communication car elle limite le nom-
bre de tentatives infructueuses. Elle présente par contre I'inconvénient du goulot
d'étranglement pour accéder au serveur.

- Aléatoire: le choix du partenaire se fait au hasard IFM 87, HS 95, San 95]. Cette
technique est efficace en moyenne car I'interrogation se disperse rapidement sur
I'ensemble des processeurs et évite ainsi les groupes de processeurs de même état.

- En anneau: le processeur parcours tous les processeurs selon un ordre déterministe
jusqu'à trouver un partenaire [FM 87]. Elle est plus coûteuse en moyenne car linéaire
en le nombre de processeurs. Finkel et Manber proposent deux variantes importantes
selon le comportement des processeurs qui reçoivent une demande de travail alors
qu'ils sont eux aussi en demande:

- le processeur envoie un message négatif au demandeur qui se chargera alors de
faire une demande à un autre processeur ;

- le processeur transmet la demande à son suivant.

Toutefois, la seconde solution est préférable en terme de messages transitant par le
réseau de communication.

- Topologigze: nous classons dans cette catégorie, tous les algorithmes qui réalisent
les appariements selon la structure topologique de la machine cible. Le processeur
désirant recevoir une charge, envoie une demande à ses voisins immédiats (com-
munications en O(1)) qui lui renvoient alors une charge,, ou un message négatif.
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Sanders, dans [San 95] implémente un mécanisme d'appariement qui suit la struc-
ture d'un hypercube ou d'un fat-treera. Pour leur part, Naganumaet Ogura suivent
un voisinage en grille bidimensionnelle [NO 94].

Ce système d'appariement a I'avantage de n'utiliser que des communications rapi-
des, mais a tendance à limiter la diffusion des charges vers les proches voisins, en
particulier pour des architectures où les processeurs n'ont que peu de voisins.

4.3.5 Évaluat ion de la  d iv is ib i l i té  d 'une tâche

S'il est toujours possible, sauf cas extrême, de diviser une tâche de recherche pour un
algorithme énumératif - envoi d'une partie des nceuds en attente - la division systématique
n'est pas toujours souhaitable, en particulier si le processeur risque d'être lui-même à cours
de travail peu de temps après. Naganuma et Ogura INO 94] ont proposé de définir une
fonction qui détermine si une tâche doit être considérée comme divisible. Ils utilisent pour
cela la notion de différence de profondeur (dP dans la figure 4.11) entre le niveau divisible
le plus haut et le niveau d'instanciation courant.

ï -

non divisible divisible

Figure 4.11: Arbres de recherche non divisibles/divisibles. Le plus haut point divisible est grisé, alors
que le point courant est en gras.

Si la différence dP est trop faibie, le processeur refuse de diviser sa tâche courante.
Dans [NO 94], la borne de divisibilité de dP est déterminée expérimentalement (par si-
mulation de I'algorithme). Les auteurs ont ainsi montré qu'elle dépendait fortement du
problème à résoudre. Ils ont nommé cette technique llB pour lazy load balancing: êqûIi-
brage de charge paresseux.

La plupart des algorithmes de la littérature, plus anciens, considèrent qu'une tâche
est divisible dès que plus de deux næuds de recherche sont en attente.

4.3 .6  D iv is ion  de  charge

Une fois qu'un processeur a décidé d'envoyer une partie de sa charge à un autre
processeur, il lui faut la diviser. L'optimal pour la proportion est de à porr obtenir un
équilibre local entre les deux processeurs, dans le cas d'un appariement point-à-point.
Rao et Kumar définissent trois types de division d'un arbre de recherche IRK 871:

rale 
fat-tree est une structure arborescente. EIle est uti l isée notamment dans le Connection Machine

cM-s IHT e3].
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transverse

Figure 4.L2: Arbres de recherche et ensembles des næuds envoyés pour les trois techniques de division.
Les nceuds déjà explorés apparaissent en gras. Le næud en cours d'instanciation est grisé.

- Moitié haute: le processeur fait le compte des nceuds qu'il n'a pas encore explorés
(domaines restant dans les variables qu'il a instanciées) et donne les næuds les
plus hauts dans I'arbre. On obtient ainsi une politique dite << à gros grain > car
les tâches transférées sont potentiellement de forte taille. Les auteurs ont montré
que ce système est intéressant quand la machine dispose de peu de processeurs très
puissants.

- Moi,ti,é basse: le processeur fait le même compte que précédemment mais envoie les
nceuds les plus bas dans I'arbre. Cette technique appelée << à grain fin >> transfère
des tâches potentiellement de petite taille, qui conviennent mieux à une machine
disposant d'un grand nombre de processeurs de faible puissance.

- Coupe transuersale: le processeur donne la moitié des næuds sur chaque niveau
d'instanciation. Cette découpe se rapproche le plus de Ia moitié effective de Ia
charge restante car elle est moins sensible au déséquilibre de l'arbre.

Dans [NO 94], seules les divisions en moitié haute et basse sont implémentées. Les
autres auteurs s'intéressent essentiellement aux techniques d'appariement qu'ils détail-
Ient dans leurs algorithmes, mais restent peu diserts quant aux politiques de division
implémentées.

4.3.7 Transfert de charge

Le transfert effectif de charge entre deux processeurs obéit à une loi de compromis entre
la puissance de calcul des processeurs et la vitesse de transmission des données entre
les processeurs. Si ce rapport est élevé (processeurs puissants/communications lentes),
il est généralement préférable de compresser les messages pour reporter le coût de la
communication sur les éléments les plus rapides. À I'inverse, si ce rapport est faible
(processeurs lents/communications rapides), il vaut mieux limiter la charge de calcul des
processeurs en communicant les tâches de recherche par copie explicite.

Rao et Kumar citent le transfert par compression des charges dans leurs algorithmes,
sans toutefois préciser les mécanismes effectivement mis en ceuvre [RI( 87]. Pour leur
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part, Naganuma et Ogura décrivent les concepts de base de la technique de compression.
Il appellent leur algorithme R[B pour regenerating load balancing [NO 94].

Conclusion

Les notions de base du parallélisme ont été abordées dans ce chapitre, afin de fami-
liariser le lecteur - si besoin était aux termes qui seront utilisés dans la suite de ce
document. Les différents modèles de parallélisme ont été présentés pour souligner les
différences entre eux. Toutefois, seul le modèle MIMD nous intéressera par la suite,
puisque c'est celui sur lequel fonctionnent les algorithmes que nous étudierons.

Nous avons donné une vue synthétique de I'ensemble des problèmes rencontrés lors
de la parallélisation d'algorithmes de résolution de Csp. Il est en fait apparu que la
littérature dans ce domaine est particulièrement peu abondante, et qu'elle se concentre
essentiellement sur les problèmes de filtrage par arc-consistance. Le principal résultat
théorique sur I'arc-consistance porte sur sa complexité: AC est P-complet, c.-à-d. in-
héremment séquentiel. Des algorithmes ont été développés pour de nombreux modèles
de programmation: SIMD, MIMD et booléen. De plus il est apparu que les versions les
plus élémentaires d'établissement de l'arc-consistance présentent les meilleurs résultats
pratiques.

Les travaux de parallélisation des algorithmes de recherche sur les Csp étant peu abon-
dants, nous avons fait < incursion >> dans le domaine de la programmation afin d'avoir une
approche constructive des problèmes liés à la parallélisation des algorithmes de recherche
énumérative. Toutefois, seules les méthodes de recherche par consistance arrière telles que
backtrack sont utilisées dans ce domaine, si bien que les problèmes plus spécifiques aux
Csp - recherche par consistance avant, retour-arrière non chronologieue, ... - ne sont pas
abordés.

La voie de parallélisation naïve consistant à exécuter plusieurs recherches indépen-
dantes en parallèle sur plusieurs processeurs à été proposée [HW 94] mais elle s'est avérée
peu efficace. Le principal point qui ressort de cette étude est une dualité entre la recherche
de type < ET-parallele > qui induit un parallélisme fin, et la recherche de type ( OU-
parallèle >> qui induit un parallélisme à gros grain. Ces deux écoles divisent profondément
la communauté programmation logique, et en particulier les auteurs qui s'intéressent à la
parailélisation de programmes PRoLoc. Dans le cas du parallélisme ET, le parcours de
I'arbre de recherche se fait en descendant simultanément dans les branches qui constituent
une même clause. Il est alors nécessaire de synchroniser les résultats de chaque explo-
ration. Le parallélisme OU définit pour sa part des exploration de branches totalement
indépendantes.

La forte opposition entre ces deux principes de parallélisation de programmes logiques
ne parait pas dominer le monde des Csp. En effet, si la recherche énumérative dans les
deux formalismes induit un parcours d'arbre, sa construction est différente. Dans le cas de
PRoLoc, les branches partant d'un næud sont construites par un mécanisme d'unification
qui peut être récursif, alors que dans le cas de Cse, le travail sur chaque næud est borné.
Il apparaît donc que la recherche OU-parallèle sera toujours préférable pour les Csp. Les
expérimentations dans ce domaine ont d'ailleurs montré que le parallélisme ET sur les
Csp ne permet pas d'accélérations intéressantes avec un grand nombre de processeurs.
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Algorith me gé nériq ue pou r la
résolution pa ra llèle des CS P

LUSIEURS voltrs peuvent être suivies pour paralléliser la recherche de solution(s)
pour les Cse. Comme on l'a vu au chapitre 4, il est possible de vérifier la consis-

tance des instanciations successives en parallèle (orientation ET-parallèle), ou de diviser
I'arbre de recherche pour parcourir chaque partie sur un processeur différent (orientation
OU-parallèle). On pourra d'emblée éliminer de cette réflexion la réalisation de plusieurs
recherches simultanées pour un même problème qui ne permet pas d'accélérations intéres-
santes.

Notre choix pour la parallélisation de la recherche énumérative de solutions pour les
Csp se portera sur I'orientation < OU-parallèle>. En effet, elle est apparue commeplus
performante dans le domaine de la logique, et le peu d'expérimentations réalisées en
technique < ET-parallèle > sur des Csp ont confirmé la pertinence de notre choix ILHB 92].

En ce qui concerne le modèle de programmation, nous nous orienterons vers des al-
gorithmes de type asynchrone. Les raisons qui motivent ce choix sont directement ins-
pirées de l'orientation prise pour la parallélisation puisque les techniques OU-parallèles
requièrent souvent des équilibrages par couples de processeurs qui sont plus adaptés au
modèle de programmation asynchrone.

Nous présenterons, pour commencer ce chapitre, un cadre général de parallélisation
de la recherche de solution(s) pour les Cse (paragraphe 1). Nous y détaillerons notam-
ment I'organisation des données manipulées par les algorithmes de recherche, ainsi que
la fonction générique de recherche. Nous aborderons ensuite les différentes techniques de
recherche (classiques dans le cadre séquentiel) afin de déterminer leurs implications sur le
parallélisme (paragraphe 2).

Le paragraphe 3 présentera, pour finir, différentes techniques parallèles applicables
pour la résolution des Csp. Nous y détaillerons dans ce contexte les points importants
qui surgissent lors de la paralléiisation d'algorithmes de parcours d'arbre: Ia répartition
initiale de la charge, et la division d'une tâche de recherche.
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1 Contexte paral lèle

Nous définissons dans ce paragraphe, une structure générale de recherche parallèle
de solution(s) pour un Csp. L'idée directrice de l'algorithme est la généricité introduite
dans [Pro 93b] pour la recherche séquentielle. Nous étendons en effet ce concept à la
présentation d'un algorithme parallèle qui permettra d'hybrider, non seulement toutes les
techniques de recherche séquentielles, mais aussi les techniques strictement parallèles.

Le paragraphe 1.1 présentera la fonction de résolution parallèle générique, et évo-
quera les comportements attendus des fonctions spécifiques. Le paragraphe suivant (1.2)
énumérera de façon exhaustive toutes les données globales manipulées par les différents
algorithmes.

L.L

La résolution d'un problème en parallèle se fait par l'intermédiaire d'une fonction
générique exécutée par tous les processeurs (algorithme 5.1). Conceptuellement, cette
fonction est constituée de deux boucles principales imbriquées : la boucle externe (lignes 5-
24) regroupe l'activité du processeur. Elle alterne une phase de travail (boucle interne)
et une phase de recherche de travail (ligne 23). Nous présentons la fonction de résolution
de façon détaillée pour permettre au lecteur de positionner avec précision les différentes
fonctionnalités que nous allons aborder par la suite.

Algorithme 5.1 Procédure principale de recherche de solution(s) en parallèle.

Algor i thme génér ique de recherche

1

2

3

6

7

I

I

1 0

1 2

1 3

t 4

I D

1 6

1 8

t 9

2 0

21

22

23

2/|

proc Résolution_Parallèle (i) :

(libre, næud) <- Répartir_Charge (i)
terminé <- faux
consistant <- vrai
tant que -terminé faire

tant que -l ibre faire
si consistant alors (næud, consistant) <- Descendre (nceud)
sinon (næud, consistant) <- Remonter (næud) f insi
s i  næud>na lo r s

terminé +- vrai
État <- soluti,on
M essage _ Gé néral (t er min ai s on)

sinon si næud : 0 alors
libre <_ vrai
si Terminaison_Globale (i) alors

terminé <- vrai
État <- impossible
M essage _ Gé n é ra I (t er minai s on)

f insi
f insi
( l ibre, terminé) <- Traiter_Un_Message (i ,  l ibre, terminé)

f in tant  que
(libre, terminé) +- Equilibrage (i,libre, terminé)

que .f in tant
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La notation < (varl,var2) +- Fct> signifie que l'appel de la fonction Fct modifie les
variables varl et var2 de la procédure. Le paramètre i est le numéro du processeur sur
lequel est exécuté le programme. On considère que 0 < i < N - 1, si ly' est le nombre de
processeurs utilisés. La procédure Message_Généralenvoie un message donné à tous les
processeurs. Elle ne change pas en fonction du choix de la méthode de résolution, mais
en fonction de la topologie de la machine parallèle. Les autres fonctions implémentent les
différentes méthodes de parallélisation et sont toutes spécifiques à un algorithme donné.

La procédure est constituée d'une boucle principale (lignes 5-24) qui ne se termine
que lorsque le processeur a détecté la terminaison globale de la recherche. À l'intérieur de
cette boucle, I'activité du processeur (oisif ou occupé) détermine I'entrée dans la boucle
de travail (lignes 6-22). Au sortir de la boucle, le processeur est oisif et une phase
d'équilibrage est enclenchée (ligne 23). La recherche séquentielle suit le mécanisme de
descente et remontée dans I'arbre, en fonction de l'état de consistance courant (lignes 7-
8). Si une solution est trouvée (ligne 9), un message est envoyé à tous les processeurs
(ligne 12). Quand le processeur termine sa recherche locale sans avoir trouvé de solution
(ligne 13), une synchronisation globale est requise pour déterminer si la recherche est
globalement terminée (ligne 15).

Dans les paragraphes qui suivent, nous présentons les fonctionnalités des différentes
fonctions génériques d'implémentation du contrôle du parallélisme.

Fonction Répartir_Charge: réalise la répartition initiale de la charge. Si l'algorithme
de recherche n'implémente pas de répartition de charge, seul le processeur Ps prendra
toute la charge de résolution du problème, les autres restant inactifs.

Dans le cas d'une répartition de charge centralisée, le processeur Ps distribue la charge
initiale de résolution à tous les processeurs Pa, V1 < k < l/ - 1. On peut décider si le
processeur Pe garde une partie de la charge de travail pour lui afin de participer à Ia
résolution en tant que chercheur, ou s'il distribue tout le travail et joue le rôle de serveur
d'équilibrage.

Dans le cas d'une répartition de charge distribuée, chaque processeur étabiit sa propre
charge de travail en fonction du problème à résoudre et de son numéro. La fonction doit
préserver:

- ia complétude de la recherche afin que tout le travail de recherche soit distribué au
départ ;

- I'unicité d'affectation de la charge de travail sur les processeurs afin de ne pas en-
traîner de surcharge de travail.

Si une charge de travail a été affectée au processeur P;rIa fonction met libre à faux
et initialise la variable næud à un næud de recherche. Dans le cas où aucune charge
de travail n'a été affectée au processeur P;, ies variables libre et næud sont initialisées à
(respectivement) vrai et 0.

Fonction Descendre: cherche une instanciation consistante pour la variable næud. Elle
est propre à chaque méthode séquentielle de recherche. Elle met consistant à vrai si elle a
pu instancier la variable næud, et à faux sinon. De plus, elle met à jour la valeur de næud
pour pointer sur la prochaine valeur à instancier. L'heuristique d'ordonnancement des
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instanciations est définie à l'intérieur de cette fonction. On notera que son implémentation
parallèle est identique à la version séquentielle.

Fonction Remonter: annule I'instanciation d'une ou plusieurs variables dans le sous-
arbre de recherche, en fonction de la méthode séquentielle de retour-arrière choisie. Elle
positionne næud sur la prochaine variable à instancier, et consistant pour indiquer si son
domaine est non vide. Dans le cas où la remontée est impossible sur le sous-arbre en cours
d'exploration (celui-ci est alors totalement exploré), la fonction modifie aussi les autres
variables de recherche de solution (haut, domaine_courant[k] et v[k]) pour enclencher
éventuellement la recherche sur un autre sous-arbre.

Dans le cas où le processeur a terminé I'exploration de tous ses sous-arbres locaux, la
fonction met næud à 0.

Fonction Terminaison Globale: indique si tous les processeurs ont fini leur recherche,
auquei cas, le prog.u-rrG parallèle s'arrête sur la non-satisfiabilité du problème. Elle cons-
titue le point de synchronisation le plus délicat entre les processeurs puisqu'elle nécessite
une mise en commun d'une information globale - alors que les autres synchronisations se
font par couples de processeurs.

Fonction Traiter _Un_Message: se charge de traiter tous les messages reçus par un
processeur. C", mEssugo p"rr,r"nt être de différents types:

- Demande de trauail: Ie récepteur est amené à diviser sa charge de travail, si elle
est divisible, selon une procédure à définir. Dans tous les cas, les variables libre et
terminé ne sont pas modifiées par ce message, puisque le récepteur ne donne pas
toute sa charge de travail (induisant une modification de libre), ni ne décide que la
recherche globale est terminée (modification de terminé).

- Charge: le message contient alors une tâche de recherche que Ie récepteur ajoute à sa
liste de sous-arbres de recherche locaux. Ce message peut induire une modification
de la variable libre dans le cas où le récepteur reçoit du travail alors qu'il n'en avait
pas. Par contte, il n'induit pas de modification de terminé.

- Indication d'impossi,bilité: ce message indique que son expéditeur ne peut envoyer
de travail au récepteur. Il peut donc entraîner la réactivation de la procédure
d'équilibrage, mais ne modifie pas les variables libre et terminé.

- Terrninaison: ce message indique que le travail peut être arrêté car un autre pro-
cesseur a terminé la recherche. Le récepteur met alors les variables libre et terminé
à vrai, ce qui induira la fin de la procédure Réso/ution_Parallèle.

D'autres messages peuvent être utiles pour des algorithmes précis, mais ne sont pas
présentés ici.

Fonction Équilibrage: envoie rne demande de trauafl à un processeur selon la technique
d'appariement définie par I'algorithme et attend les messages en réponse qu'elle traitera
par I'appel de la fonction Traiter_Un_Message. Hormis Ia fonction qui détermine le
type d'appariement utilisé, la fonction Équilibrage sera toujours implémentée de la même
manière.
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L.2 Structures de données

On classera les structures de données utilisées lors de la résolution d'un Cse en pa-
railèle selon deux catégories: les données génériques qui seront nécessaires quel que soit
l'algorithme de recherche ou la méthode parallèle implémentée, et les données spécifiques
à I'un ou I'autre des hybrides. D'un point de vue algorithmique, les structures de données
communes correspondent à celles qui sont utilisées pour la mise en ceuvre de l'algorithme
generate-and-testr. Les données spécifiques à un algorithme de recherche ne seront pas
évoquées ici, mais seront introduites dans les différentes parties du paragraphe 2.

Dans ce paragraphe, nous assimilons une tâche dans la recherche de solution pour un
Cse, à un processus dans un système distribué. Nous faisons notamment la correspon-
dance entre les parties logiques et physiques d'une machine parallèle (processeur, code,
etc.), et les structures de données manipulées par les algorithmes de recherche. L'idée qui
sera sous-jacente dans les différentes parties de ce paragraphe concerne la définition d'une
tô,che de recherche.

Définition 5.1 Une tàche de recherche dans un algorithme de recherche d,e solution
d'un Csp correspond au po,rcours d'un sous-arbre d'erploration.

Du fait qu'une tâche de recherche est un processus dynamique, elle est représentée par
un ensemble de données définissant une vue spatiale (ensemble des données manipulées
par la tâche de recherche), et une vue temporelle (ensemble des données exprimant l'état
du processus de recherche). À titre d'exemple, la figure 4.8 définit quatre tâches de
recherche, numérotées de 1 à 4.

1.2.1 Processeur de recherche

Le processeur de recherche est implémenté par un algorithme particulier de parcours
de I'arbre de recherche (FC-CBJ par exemple). Sa représentation se fait par I'ensemble
des algorithmes (fonctions de descente, remontée, équilibrage, ...) et par les données
permettant de simuler son fonctionnement:

libre: un booléen qui indique si le processeur est en phase de recherche (valeur faux)
ou s'il est oisif (valeur vrai).

terminé: un booléen qui indique si l'algorithme de recherche est terminé.

D'autres structures de données peuvent être utilisées pour un algorithme de recherche
particulier. Ces deux variables sont purement locales à un processeur puisqu'elles le
caractérisent lui-seul, et ne seront modifiées que par lui.

1L'algorithme generate-and-test - présenté au paragraphe 6 du chapitre 1- est à la base des algorithmes
de recherche énumératifs. Tous les autres algorithmes ne font qu'y apporter des modifications pour

améliorer son efficacité, en y ajoutant de nouvelles structures de données.
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L.2.2 Code d 'exécut ion

Le code d'exécution des processeurs de recherche est représenté par I'ensemble des
variables et des contraintes du problème à résoudre. Les variables sont numérotées de 1
à n. On dispose de plus d'un tableau de l istes de valeurs domaine_init ial[k] (1 < k < n)
qui représente les domaines de chaque variable, selon la définition globale du problème.

Les rn contraintes du problème sont stockées de manière << transparente >> pour les
algorithmes de recherche, et donc non définie ici. Seul un tableau cnt[k], (7 < k < n) de
listes d'entiers donne pour chaque variable, la liste des contraintes qui portent sur elle.
L'utilisation explicite - pour vérification - des contraintes se fera par I'appel de la fonction
Vérifier qui prendra simplement comme paramètre le numéro de la contrainte.

Nous avons choisi I'analogie entre ces données et le code d'exécution d'un processeur
parallèle car elles ne sont pas modifiées au cours de la recherche. L'implémentation des
algorithmes de recherche suppose que I'ensembie du code - c.-à-d. la représentation du
problème - soit accessible par tous les processeurs. Dans le cas où une duplication des
ces structures de données n'est pas possible sur tous les processeurs, un mécanisme de
mémoire virtuelle partagée (en lecture seule) doit être mis en ceuvre. Son utilisation sera
alors transparente pour les algorithmes dont nous discutons de l'implémentation.

L.2.3 Données d 'une tâche de recherche

On retrouve ici les parties de la définition d'un problème qui sont distribuées sur les dif-
férents processeurs de recherche. Elle sont séparées du << code )> car elles sont susceptibles
d'être modifiées au cours de la recherche. Les structures de données sont:

- domainelk], (1 < k < n) : un tableau de listes de valeurs. Chaque liste correspond
au domaine initial de chaque variable. Il est important de noter que par dornaine
initial, on entend ici le domaine de chaque variable pour la tâche concernée (sous-
arbre), et n'est donc pas identique sur chaque processeur. Le tableau domaine[k]
sera une projection du tableau domaine_init ial[k].

- domaine-courant[k], (t  S k < n): un tabieau de l istes de valeurs. Chaque l iste
correspond au domaine courant de chaque variable, c'est-à-dire à toutes les valeurs
qu'il reste à essayer dans l'exploration du sous-arbre de la tâche de recherche pour
chaque variable.

Le tableau domaine_courant[,k] n'est jamais transmis car ii représente les modifications
successives des domaines lors de l'exploration de l'arbre de recherche. Il est obtenu par
une copie intégrale du tableau domaine[fr] au début de l'exécution de la tâche de recherche.

L.2.4 Pile d'exécution d'une tâche de recherche

Le parcours d'un sous-arbre de recherche se fait en profondeur d'abord, et utilise donc
une pile. Chaque élément empilé correspond à I'instanciation d'une variable. Les données
représentant cette pile sont:

- haut: un entier qui pointe sur la plus basse variable qui n'est pas localement instan-
ciée dans Ia pile.
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- v[k], (1 < k <-n): pile d'instanciation. La valeur v[k] correspond à I'instanciation
courante de la variable Xr.

V

haut

X 1

X2

X3

Xa

X5noeud

96

xn

Figure 5.1: Schéma des principales données représentant une tâche de reherche. Les parties grisées

correspondent aux données qui ne sont pas modifiables par la tâche en cours.

IJn sous-arbre d'exploration est toujours enraciné sur la racine de I'arbre de recherche
global. Il est ainsi constitué d'un < tronc > retraçant le chemin d'instanciation qui mène à

la partie de I'arbre global à explorer localement. Les valeurs d'instanciation sont empilées
dans v[k], mais seules celles dont I'indice est supérieur ou égal à haut peuvent être modifiées
par la tâche de recherche.

1.2.5 Registres du processeur de recherche

Les << registres >> utilisés par chaque processeur de recherche permettent de caractériser
l'état courant de I'exploration du sous-arbre. Ils sont formés des variables suivantes:

- næud: un entier qui correspond au niveau courant de la recherche. Cette variable
cumule les fonctions de compteur ordinal et de sommet de pile, puisque chaque
<< instruction >> conduit à I'empilement d'une valeur.

- consistant: un booléen qui correspond à l'état courant de la recherche. Il indique
notamment la consistance de la pile de recherche.

I.2.6 Tâches de recherche en attente

Nous considérons que Ie système que nous implémentons est multi-tâches en traite-
ment par lot: chaque processeur de recherche dispose d'une liste de tâches de recherche
indépendantes à exécuter. Ces tâches sont regroupées dans une variable charge qui corres-
pond à une liste de triplets de Ia forme (haut, v[1..n], domaine[l..n]). Chaque triplet permet

d'initialiser toutes les données relatives au sous-arbre de recherche qu'il représente.

domaine_courant
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2 Parcours de I 'arbre de recherche

La parallélisation d'un algorithme séquentiel pose toujours un certain nombre de pro-
blèmes. Si I'algorithme de parcours d'arbre de recherche semble naturellement parallèle
dans la mesure où il définit des tâches indépendantes, il pose néanmoins quelques diffi-
cultés. Nous passons en revue dans ce paragraphe, les caractéristiques essentielles de la
recherche séquentielle, afin d'en souligner les implications sur le plan du parallélisme.

2.L Consistance au cours de la recherche

Du point de vue du parallélisme strict, l'établissement d'un certain type de consistance
au cours de la recherche n'a aucune implication puisqu'il ne remet nullement en cause
I'indépendance des sous-arbres de recherche. Toutefois, les algorithmes de recherche par
consistance avant, tels que FÇ accumulent un nombre non négligeable de traitements et
de données lors de la descente dans I'arbre.

En effet, avec BT - qui constitue la version < Csp >> des algorithmes de recherche
utilisés en programmation logique - les seules données accumulées lors de la descente dans
I'arbre, sont les valeurs d'instanciation déjà effectuées. Les environnements de recherche2
des différentes sous-tâches sont tous identiques puisque I'algorithme n'a qu'un regard en
arrière du problème.

De leur coté, les algorithmes tels que FC modifient les domaines des variables non
instanciées en fonction du chemin d'instanciation3 qu'ils empruntent. Ce comportement
conduit à créer un environnement spécifique pour chaque sous-tâche de recherche.

Note 5.2 L'enuironnement de recherche d'une tô,che dans un algorithme de recherche par
consistance en auant est dépendant de son chemin d'instanci,ation.

Dans ce type d'algorithme, la transmission d'une tâche de recherche lors d'une phase
d'équilibrage de charge nécessitera la communication, non seulement du chemin d'instan-
ciation, mais aussi de I'environnement de recherche de la tâche considérée. Ceci aura donc
des conséquences significatives sur les politiques d'équilibrage et de division de charge,
car le changement de contexte de recherche (passage d'une sous-tâche à une autre) sera
coûteux.

2.2 Retour-arrière

Les phénomènes de retour-arrière sont susceptibles de poser des problèmes encore plus
épineux quant à la parallélisation de la recherche. Si les retours-arrière engendrês par un
algorithme de type baclctracle chronologique, comme Bf ou FÇ n'ont aucune conséquence
sur le parallélisme, ceux engendrés par un algorithme tel que BJ, peuvent se classer en
deux catégories (figure 5.2) :

- les sauts internes à une tâche qui ne concernent qu'elle ;
2on appelle ici enuironnement de recherche, I'ensemble des données qui détermineront la << forme >>

du sous-arbre de recherche qui sera exploré. Dans notre contexte, cet environnement est constitué du
tableau domaine (c/. paragraphe f .2).

3Ie chemin d'instanciation correspond aux instanciations successives qui mènent à un sous-arbre de
recherche.
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- les sauts hors conterte qt:j
contre le blocage, vers une

supposent un transfert de contrôle de la tâche qui ren-
tâche différentea.

Figure 5.2: Exemples de sauts interne et hors contexte. Les instanciations qui ne dépendent pas de la
tâches sont grisées et les sauts apparaissent en tirets gras.

Dans le cas d'un saut hors contexte, la tâche en cours est naturellement terminée
puisqu'aucune instanciation ne peut plus être faite dans son sous-arbre de recherche.
Cependant, sa prise en compte globale suppose une communication explicite entre la
tâche courante, et celle(s) qui pourrai(en)t bénéficier de cette information. La quantité
d'information à transmettre est minime puisqu'il suffi.t d'échanger le chemin d'instancia-
tion qui est apparu comme erroné. Par contre, la détermination du (ou des) processeur(s)
concerné(s) nécessite un mécanisme spécifique.

Figure 5.3 : Exemples de scénario de propagation d'un saut hors contexte.

Nous proposons un mécanisme simple qui permet de suivre les chemins d'instanciation
sur plusieurs processeurs afin de propager efÊcacement les sarlts hors contexte (illustré par
la figure 5.3): lorsqu'un processeur fl divise son sous-arbre de recherche, il mémorise le
numéro du processeur destinataire à la racine du sous-arbre envoyé. Le processeur qui
reçoit une nouvelle sous-tâche note le numéro de son expéditeur. Quand un saut hors

interne hors contexte

ala détermination de la tâche destinataire d'un saut hors contexte est discutée plus loin.
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contexte est détecté par un processeur P;, celui-ci transmet I'information à I'expéditeur
4 de la tâche concernée qui sera à même d'en tenir compte et de propager le message
aux autres processeurs.

On notera que la réception par un processeur d'un saut hors contexte peut lui même
provoquer un nouveau saut hors contexte si le point de retour n'est pas dans I'espace
de travail du récepteur. En effet, le mécanisme proposé ne permet pas de connaître
directement le plus haut < père >> d'un sous-arbre. Un seul saut peut ainsi provoquer une
cascade de messages pour informer tous les processeurs concernés.

Si la propagation des sauts hors contexte présente un intérêt théorique évident pour
I'optimisation du parcours parallèle de l'arbre de recherche, elle peut toutefois s'avérer
plus cofiteuse que bénéfique. En effet, une inconsistance entre deux nceuds distants sur
un chemin d'instanciation aura de nombreuses chances d'être détectée par plusieurs pro-
cesseurs partageant la portion de chemin concernée (par exemple I'expéditeur et le ré-
cepteur d'une tâche). Dans ce cas, la notification du saut conduira à une ou plusieurs
communications inutiles.

Certes, de nombreux éléments plaident en défaveur des sauts hors contexte, mais il
convient toutefois de rappeler certains faits: tout d'abord, la communication d'un saut
n'est pas très coûteuse puisqu'elle ne contient que le chemin d'instanciation incorrect.
De plus, si une tâche provoque un saut hors contexte, cela signifie qu'elle se termine
et qu'il se peut alors qu'une phase d'équilibrage de charge soit nécessaire. Il peut être
intéressant de combiner dans un même message le signalement de I'inconsistance et la
demande de travail. Ainsi, le message n'aura peut-être pas d'intérêt pour le retour-arrière
mais ne viendra pas surcharger les mécanismes de communication de la machine. Une
expérimentation séquentielle (chapitre 6) viendra évaluer I'intérêt de la prise en compte
des sauts hors contexte.

2.3 Mémorisat ion

D'un point de vue général, la mémorisation consiste à jumeler la recherche de so-
lution avec un algorithme d'établissement de consistance locale. Quand le mécanisme
de recherche rencontre une inconsistance, celle-ci est mémorisée afin de ne pas commet-
tre plusieurs fois la même erreur d'instanciation. La difficulte pour le parallélisme vient
du fait que la portée des informations découvertes au fil de la recherche est globale à
l'ensemble de I'arbre de recherche. Une transmission systématique de toutes les décou-
vertes à I'ensemble des processeurs ne paraît pas réaliste, d'autant plus que de nombreuses
inconsistances seront découvertes simultanément par plusieurs processeurs, engendrant
une redondance dans la diffusion d'informations.

Note 5.3 Une inconsistance est découuerte en diuers points précis de l'arbre de recherche,
rnais sa portée est globale.

La solution qui semble la plus raisonnable pour I'implémentation des techniques de
mémorisation en parallèle consiste à appliquer en local toutes les informations apprises
au cours de la recherche. Ainsi, chaque processeur se construit sa propre base de con-
naissances sans rien partager avec ses voisins. On considère ici que les autres processeurs
auront de fortes chances de faire les mêmes constatations.
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Il est clair que ce cloisonnement perd une partie de I'avantage que procure la mê
morisation sur la recherche globale de solution(s), mais il permet d'éviter une explosion
anarchique du nombre de communications. On pourra quelque peu transgresser sur cette
loi en autorisant les communications qui semblent stratégiques, mais la difficulté réside
alors dans l'évaluation a priori du compromis entre surcoût dû à la communication, et
bénéfice dn a la diffusion de I'information.

2.4 Marq uage

Qu'il soit négatif (8C) ou positif (BM),le marquage nécessite des structures de don-
nées qui accumulent des informations supplémentaires le long de la descente dans I'arbre
de recherche. Ces informations sont toujours locales à une branche d'instanciation et ne
génèrent donc pas de communications entre des branches différentes.

Mais de même que pour la recherche par consistance en avant, les structures de données
accumulées par les algorithmes de marquage constituent un enuironnement de recherche
qui varie d'une branche à l'autre. Elles induiront donc une surcharge de communica-
tion au moment de la transmission d'une tâche. Toutefois, les informations sont moins
stratégiques que pour FC puisqu'elles ne servent qu'à essayer de gagner du temps lors
des vérifications de consistances. Si une partie des marques est perdue au cours de la
transmission, elle sera simplement reconstruites, moyennant un léger surcoût de calcul.
Un juste milieu devra alors être trouvé entre la limitation des coûts de communication qui
réduit d'autant l'apport global de BM, et l'efficacité espérée qu'apporte ces techniques.

2.5 Retardement

Le retardement de la vérification est naturellement parallélisable puisqu'il ne nécessite
aucune communication supplémentaire. De plus, il n'exige pas de structures de données
spécifiques car il constitue seulement une modification de l'algorithme de vérification. En
fait, son utilisation parallèle avec FC est souhaitable, non seulement pour la limitation
séquentielle du coût de vérification des contraintes (avantage temporel), mais aussi pour
la réduction de la taiile des messages lors de l'équilibrage de charge puisqu'il induit moins
de filtrage sur les domaines futurs (avantage spatial).

Ii faut noter que le retardement de FC dans le cadre séquentiel, est généralement com-
biné avec des mécanismes de baclcmarking dans un soucis d'efficacité. Il est nécessaire de
dissocier les deux techniques dans le cadre parallèle (qui gardent une certaine indépen-
dance), car on peut être amené à garder Mxx pour son habileté à limiter les coûts globaux
sans surcoût parallèle, sans toutefois I'associer directement à BM pour éviter son coût en
communications.

2.6 Ordres dans la recherche

L'ordre d'instanciation des variables n'implique pas de surcoût en nombre de commu-
nications dans un cadre parallèle. Le principal problème réside dans la transmission de
tâches lors des phases d'équilibrage: il est alors indispensable de transmettre le chemin

sdans FÇ la transmission de I'environnement est indispensable car I'algorithme en est totalement
dépendant.
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d'instanciation qui mène au sous-arbre à explorer. Dans le cas où tous les processeurs dis-
posent du moyen de connaître localement I'ordre vertical, la communication d'une tâche
se fait en envoyant la liste des valeurso, dans l'ordre d'instanciation. La connaissance
de I'ordre peut se faire par un ordre explicite (liste triée), ou par une fonction de cal-
cul indépendante du processeur ou de la branche considérée (ordre statique). Si I'ordre
d'instanciation des variables est dynamique, il faut alors, en plus de la liste des valeurs,
transmettre la liste des variables auxquelles correspondent les valeurs. On a ainsi un
doublement de la taille des messages qui peut être gênant dans certaines architectures.

Remarque : Les heuristiques d'ordre sur les valeurs (ordre horizontal) ou sur les contraintes
(ordre vertical) n'ont pas d'influence sur la conception d'algorithmes de recherche parallèles. o

Dans le cadre de la recherche séquentielle, les heuristiques d'ordonnancement des va-
riables (en particulier MRV) visent à minimiser le facteur de branchement des nceuds afin
de limiter la largeur de I'arbre de recherche. L'objectif d'un tel choix est de minimiser
la longueur séquentielle du parcours de I'arbre. Dans un contexte parallèle, les objectifs
sont quelque peu différents, puisqu'on a plutôt intérêt à établir un arbre de recherche
large, pour maximiser le parallélisme potentiel. Ainsi, deux techniques opposées d'ordre
vertical doivent cohabiter dans un même algorithme parallèle, avec un basculement de
I'une à l'autre selon que la méthode répartit des tâches sur les processeurs (maximisation
de la largeur de I'arbre), ou qu'elle cherche séquentiellement une solution dans un sous-
arbre (minimisation de la largeur de l'arbre).

En se basant sur le fait que la recherche est non-déterministe, il peut être intéres-
sant d'utiliser des heuristiques de choix d'ordre des variables localement différentes sur
chaque processeur. En combinant dans une même recherche des progressions différentes,
notamment fi,rst-fail et last-fai,l, on augmente les chances de trouver plus rapidement une
solution lorsque la densité de solution est forte (par les descentes last-fait) tout en gardant
la possibilité de finir rapidement quand le Csp n'a pas de solution (techniques first-fail).
La répartition des heuristiques, et surtout leurs proportions, peut être établie au départ
en fonction de l'espérance de satisfiabilité du problème en appliquant des calculs hérités
de la recherche sur les phénomènes de transition de phase.

3 Techniques paral lèles

Les algorithmes parallèles de recherche énumérative sont inhéremment déséquilibrés,
et la majeure partie du travail de parallélisation porte sur l'équilibrage du travail des
processeurs. Dans ce paragraphe, nous détaillons toutes les techniques que nous met-
tons en æuvre pour la résolution des Csp. Certaines d'entre elles sont très générales
et n'apportent pas de nouveauté dans ce domaine, comme par exemple les techniques
d'appariement. Pour celles-ci, nous nous contenterons de présenter leur mise en ceuvre
dans Ie cadre général de résolution défi.ni au paragraphe 1. Pour d'autres concepts comme
la répartition ou la division de charge, des idées originales seront mises en ceuvre. En
effet, la spécificité de la structure d'un Cse permet de définir de nouvelles techniques
pour optimiser Ie calcul parallèle.

6la liste peut être transmise de manière explicite, ou par des données compactes qui permettent de
recalculer la séquence des valeurs.
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3.1- In i t iat ion de l 'équi l ibrage

Il paraît difrcile de définir une nouvelle technique d'initiation de l'équilibrage de charge
qui sorte du contexte des seuils de surcharge et de décharge. La difficulté pour i'application
à un problème spécifique - les Csp pour ce qui nous concerne - consiste à établir les
fonctions de calcrrl de ces seuils. Or, comme on I'a vu au chapitre 4 (paragraphe 4.3), il
est impossible de définir un seuil de surcharge fiable dans des problèmes aussi irréguliers
que les CsR. Le seuil de décharge, quant à lui, est généralement fixé à 0 (plus aucun
travail à effectuer) afin que seuls les processeurs inactifs entrent en phase d'équilibrage de
charge.

On pourra définir un seuil de décharge non nul, afin d'anticiper le manque de travail
d'un processeur, mais la difficulté sera la même que pour le seuil de surcharge, et on risque
des situations aberrantes dans lesquelles un processeur demande du travail supplémentaire
alors qu'il a déjà la plus grosse partie de la charge. Dans tous les algorithrnes que nous
avons implémentés, le seuil de décharge est fixé à 0 (inactivité des processeurs).

Afgorithme 5.2 Fonction d'équi,librage de charge.

r proc Équilibrage (f , libre, terminé) r+ (booléen,booléen1 :
p tant que l ibre A -terminé faire
.r envoyer derruande à Appariement (i)
4 ( l ibre, terminé) <- Traiter_Un_Message (i , l ibre, terminé) f intant que
s retourner ( l ibre, terminé).

L'algorithme 5.2 présente la fonction d'équilibrage de charge appelée par la fonction
Résolution_Parallèle (c/. algorithme 5.1). Elle garde le contrôle de I'exécution tant que le
processeur est libre, ou que la recherche globale n'est pas terminée (ligne 2). Une demande
de travail est envoyée à un processeur distant selon une technique d'appariement générique,
puis la réponse vient modifier les valeurs d'état du processeur.

3.2 Appar iement

De même que pour I'initiation de l'équilibrage de charge, les techniques d'appariement
n'apporteront pas de nouveauté. Nous avons toutefois impiémenté et expérimenté les
principales méthodes rencontrées dans la littérature:

Centralisé : Un serveur se charge de transmettre les demandes aux processeurs qui sont
référencés comme ayant du travail. Le protocole d'équilibrage suit le schéma de la fi-
gure 5.4: le processeur oisif envoie une demande au serveur qui la transmet à un autre
processeur. Celui-ci envoie alors une sous-tâche au demandeur (si possible) ou une noti-
fication d'impossibilité.

Si le demandeur reçoit une nouvelle charge, il signale au serveur qu'il a de nouveau du
travail pour que celui-ci puisse le remettre dans Ia liste des processeurs travailleurs.

Le serveur peut être un processeur dédié qui ne se chargera que de I'appariement. Mais
on peut aussi confier cette tâche à un processeur chercheur quelconque. Ce choix ne sera
pas totalement anodin, puisqu'un serveur spécialisé diminuera I'efficacité du parallélisme.
En effet, la charge totale de recherche sera répartie, non pas sur -fy', mais sur ,^f - i
processeurs.
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Figure 5.4 : Échanges de messages pour I'appariement centralisé

Si le nombre de processeurs est important, il deviendra préférable d'utiliser un serveur
spécialisé afin que les demandes soient traitées rapidement. À I'opposé, si le nombre de
processeurs disponibles est faible, il sera certainement préférable de confier la fonction
d'appariement à un chercheur pour ne pas grever les performances globales.

Aléatoire : C'est la technique la plus simple à implémenter: le demandeur envoie une
requête à un processeur choisi au hasard qui lui enverra une charge s'il peut diviser la
sienne. Dans le cas contraire, le processeur interrogé notifie I'impossibilité de division, et
le processus d'interrogation recommence.

En début d'algorithme, cette technique sera efficace, puisque I'espérance qu'un pro-
cesseur soit actif est alors importante. Elie le sera moins en fin de recherche (si le problème
n'est pas satisfiable) car la charge restante est répartie sur un petit nombre de processeurs.

Circulaire : Le demandeur envoie sa requête au processeur suivant dans l'ordre de leur
numérotation. Si celui-ci peut diviser sa charge, il en renvoie une partie au demandeur.
Dans le cas contraire, ii fait suivre la demande à son suivant. Si le demandeur reçoit
sa propre demande de son prédécesseur, cela signifie qu'aucun processeur ne peut plus
diviser sa charge, mais cela ne signifie pas forcément que la recherche globale est terminée
(c/. paragraphe 3.7).

En étoile : C'est une méthode hybride entre I'appariement aléatoire et circulaire: le
processeur oisif demande une charge à son suivant immédiat. Si celui-ci ne peut diviser
sa charge, il répond par un acquittement négatif, et le demandeur réitère sa requête aux
autres processeurs en suivant Itordre circulaire.

3.3 Répart i t ion de charge

Le but de la répartition de charge pour ia recherche de solutions dans un Csp est
double:

- affecter du travail à tous les processeurs en même temps afin que ceux-ci ne se
trouvent pas en état de carence dès le début effectif de la recherche parallèle de
solution ;
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- éviter dans la mesure du possible, ou pour le rnoins retarder au maximum,le moment
où Ia charge de travail sera globalement déséquilibrée.

La principale motivation de ces objectifs est que le programme parallèle doit s'exécuter
en maximisant I'occupation des processeurs, pour obtenir une bonne accélération, et mi-
nimiser les communications entre processeurs qui sont toujours coûteuses, limitant le
surcoût du parallélisme en début d'algorithme.

Pour notre étude expérimentale, nous choisissons une répartition de charge distribuée,
sans aucune communication ; ainsi chaque processeur peut s'attribuer une charge de tra-
vail sans concertation explicite avec les autres. De plus, la charge initiale ne portera pas
sur une seule branche de recherche par processeur, mais sur plusieurs branches indépen-
dantes. Cette caractéristique est motivée par le fait qu'une branche peut rapidement
mener à un échec lors du mécanisme de recherche puisque I'arbre n'est, en général, pas
équilibré. Ainsi, chaque processeur disposera d'une série de branches de recherche, rê
duisant d'autant les risques de se retrouver à court de travail prématurément. La réparti-
tion des branches attribuées à un même processeur dans I'arbre de recherche est uniforme
sur toute la largeur de I'arbre afin de < répartir > le déséquilibre potentiel de I'arbre sur
tous les processeurs pour que le temps moyen d'exploration d'une branche d'un processeur
donné soit approximativement le même pour tous les processeurs.

3.3.1 Pr inc ipe de la  méthode

Le principe de la méthode consiste à diviser I'arbre de recherche en tâches indépen-
dantes de telle sorte que leur nombre soit supérieur au nombre de processeurs disponibles.
Ainsi, on peut affecter plusieurs tâches sur chaque processeur. L'algorithme est paramètré
par un entier degré qui correspond au nombre minimum de tâches de recherche par pro-
cesseul.

La méthode repose sur une phase de type << generate-and-test >) sur une profondeur de
génération suffisante pour que le nombre de branches soit supérieur à degré fois le nombre
de processeurs. La figure 5.5 présente un arbre de génération pour un problème donné,
avec 7 processeurs et un degré de 3. Il a ainsi fallut développer 3 niveaux dans I'arbre
pour obtenft 24 :3 x 4 x 2 tâches (les tâches sont numérotées de 0 à 23: chiffres romans
sur la figure 5.5).
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Figure 5.5: Affectation des branches de recherche sur le processeur Ps.
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L'affectation d'une tâche à un processeur se fait modulo le nombre de processeurs.
Ainsi les tâches affectées à un processeur couvrent toute la largeur de l'arbre. Les numéros
en italique sur la figure 5.5 correspondent aux numéros des processeurs qui ïeçoivent la
tâche considérée. Dans cet exemple, les tâches 5,, 12 et 19 sont affectées au processeur Ps
(encadrées sur la figure).

Si /f est le nombre de processeurs disponibles pour la recherche parallèle, les tâches
affectées à un processeur P; ont un numéro de la formei+o.N,, si 0 ( a ( degré. Une
tâche est stockée comme un environnement de résolution autonome (i,.e. un Csp sous-
ensemble du Csp d'origine). Le partitionnement se fait par division des domaines des
variables concernées par la phase de génération: un chemin d'instanciation est construit
dans une tâche en réduisant Ie domaine de chaque variable à une seule valeur. Ainsi lors
du traitement de la tâche, la recherche commence par la première variable et descend sur
toute la profondeur de la génération de façon linéaire.

Le calcul du chemin d'instanciation d'une tâche dans la partie haute de I'arbre de
re.cherche peut se faire de manière totalement locale, sans connaître les autres tâches.
Ceci est permis par I'utilisation du caractère intrinsèquement équilibré d'un arbre de
génération: on peut connaître par un simple calcul aigébrique, le nombre de tâches qui
précèdent une autre, et leur répartition au niveau des branchements à chaque nceud.

3.3.2 Discuss ion

Divers points sont à souligner concernant cette méthode de répartition de charge. Nous
discutons dans les paragraphes suivants, de ses avantages et inconvénients.

Problème de la génération totale: le principal inconvénient de la méthode est qu'elle
génère les branches de recherche selon le parcours d'un arbre total équilibré. Ceci peut
poser des problèmes dus au fait que cette génération systématique construit des nceuds qui
ne seraient pas explorés par les algorithmes de recherche réels, ce qui induit la création de
tâches qui seraient trivialement supprimées par un algorithme simple. On utilise en fait
ce système pour pouvoir calculer une affectation de manière totalement locale: en effet,
si on met en æuvre un système de détection des branches trivialement infructueuses,
il est nécessaire que chaque processeur parcourt tout le début de I'arbre pour calculer
I'affectation de chaque tâche avant de s'attribuer ses propres branches.

Cela induit tout d'abord des difficultés dans l'évaluation de la profondeur de génération
initiale puisque I'arbre est alors irrégulier. Cela transforme surtout l'initialisation de la
charge en une procédure exponentielle dans Ia profondeur de génération initiale, alors que
la méthode que nous présentons est polynômiale.

Répartition des branches de recherche: le paramètre degré que nous introduisons
vise justement à réduire les effets négatifs de la génération totale sur un bon équilibre:
en attribuant plusieurs branches indépendantes à un même processeur, on répartit les
branches trivialement vides sur I'ensemble des processeurs. La répartition que nous uti-
lisons se fait avec un modulo, et non en attribuant des tâches consécutives à un même
processeur, pour que les ancêtres des branches soit toujours diffusés sur toute la largeur
de l'arbre. Ainsi, si une branche conduit à un échec sur une valeur de la première variable,
elle induira un déséquilibre de charge qui sera réparti sur I'ensemble des processeurs.
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Conceptuellement, on peut considérer que la méthode réalise plus une répartition du
déséquilibre de l'arbre de recherche, qu'un équilibre de la charge de chaque processeur
puisqu'elle est conçue pour que les processeurs aient une charge à peu près équivalente,
quel que soit le déséquilibre de I'arbre.

Choix du degré de multiplication : le choix du paramètre principal de la méthode (le
nombre de tâches affectées à chaque processeur) est une affaire de compromis. En effet,
une valeur élevée provoquera une augmentation de la profondeur de génération totale, et
donc une augmentation artificielle du travail de recherche.

À l'opposé, une valeur faible pour degré rend l'équilibre de la charge plus sensible au
déséquilibre de l'arbre, et induira donc un coût plus important pour I'algorithme en terme
de communications pour l'équilibre dynamique de la charge des processeurs.

Il est difficile de discuter de cette valeur sans expérimentation préalable car elle sera
très dépendante de nombreux facteurs, concernant tant la machine cible (ratio coût d'une
communication/coût d'un calcul, nombre de processeurs, topologie, ...) que le problème
à résoudre (nombre de variables, taille des domaines, satisfiabilité des contraintes, ...).

3.4 Div is ib i l i te d 'une tâche

La division d'une tâche constitue un mécanisme coûteux par rapport à la recherche de
solution, car elle nécessite la mise à jour d'importantes structures de données. Il apparaît
donc pertinent d'éviter au maximum les divisions de tâche qui entraîneraient un surplus
de calcul supérieur à un traitement local de ces tâches. Nous définissons donc dans ce
paragraphe, une heuristique d'évaluation de la pertinence d'une division de tâche.

À I'instar de Naganuma et Ogura pour leur lazy load balancing INO 94], la méthode
que nous proposons est basée sur des différences de hauteurs dans I'arbre de recherche.
Toutefois, elle exploite une connaissance sur la structure de I'arbre de recherche qui fait
défaut au contexte de travail utilisé par ces derniers: la profondeur maximale de l'arbre
est connue, puisqu'au plus n variabies seront instanciées.

X haut+l

xn

Figure 5.6 : Schéma d'évaluation de Ia divisibilité d'une tâche de recherche.
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Au moment de décider si sa tâche courante peut être divisée, un processeur évaluera
deux caractéristiques fondamentales (c/. figure 5.6):

1
l . La différence de hauteur (dH) qui correspond à la profondeu potentielle d'instancia-

tion de la tâche. On a dH : n - haut. Ce paramètre permet d'estimer le taille de
l'espace de recherche qui était dévolu à la tâche - qui est alors en O(d'H).

La différence de largeur (dL) qui tente d'évaluer le temps déjà passé par le processeur
pour résoudre la tâche. Il correspond au nombre de valeurs non encore instanciées
dans le plus haut domaine de la tâche (Dhaut+r).

On définit de plus, un seuil pour la hauteur en deçà duquel la tâche sera considérée
comme non-divisible. Dans le cas où le seuil est atteint ou dépassé, un second seuil
intervient sur la différence de largeur. L'heuristique de divisibilité obéira donc à l'équation

( rH<4tn(" t<dL)
n t

pour déterminer si une tâche est divisibleT. Les paramètres de I'heuristique (sH et sL)
seront à optimiser expérimentalement.

3.5 Div is ion d 'une tâche

Dans le contexte des Cse, les heuristiques de division définies par Rao et Kumar
dans [RK 87] (moitié haute, moitié basse et division transverse) restent naturellement
valides. Toutefois, leur efficacité risque d'être remise en cause par le problème du contexte
de recherche (c/. note 5.2). En effet, il est nécessaire de transmettre et de mettre à jour
d'importants contextes de recherche pour un algorithme qui met en æuvre une vérification
de consistance en avant, telle que FC,, ce qui sera relativement coûteux. Le principe de la
division d'une tâche aura donc intérêt à prendre en compte ce problème afin d'en limiter
les effets.

Le premier point à aborder est la possibilité de regrouper les tâches qui partagent
le même contexte, afin de réduire globalement les coûts de transmission/changement de
contexte. La figure 5.7 présente un schéma de regroupement. Les nceuds du niveau X7,
qui sont susceptibles d'être envoyés à un autre processeur conduiront tous à instancier les
variables Xn+r à Xn. De plus, ils appartiennent tous au contexte d'un même nceud père
sur Xn-r (en noir dans Ia figure).

Plutôt que d'envoyer séparément des næuds de Xn (par exemple ô et c) en calculant
et transmettant séparément leur contexte, nous proposons d'envoyer le næud père X6-1,
dont I'environnement à déjà été calculé. Dans ce cas, on transmet les næuds qui doivent
réellement être calculés par le processeur distant en appliquant un sur-filtrage sur D;, dans
le contexte transmis pour X6-1.

II apparaît que les heuristiques de division de tâche pour la résolution de Csp devront
privilégier ies regroupements de næuds sur un même niveau d'instanciation, afin de limiter
le coût des changements de contexte. Dans cette optique, I'heuristique de division trans-
verse qui envoie la moitié des næuds sur chaque niveau d'instanciation sera probablement
à proscrire. Nous proposons, à l'opposé de celle-ci:

'la valeur o correspond au nombre de valeurs dans le domaine d'origine de la plus haute variable
instanciée dans la tâche (: ldomaine[haut + 1]l).

2.
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" " - - - - - -  xn- t

Figure 5.7: Principe de regroupement de contextes pour plusieurs sous-tâches.

Définit ion 5.4 L'heurist ique de division minimale consiste ù enuoyer au processeur
demandeur, la moitié des næuds sur le plus haut domaine diui,si,ble.

Le principal avantage de cette heuristique est qu'elle n'impliquera la transmission que
d'un seul contexte à chaque division de tâche. Toutefois, ce contexte sera assez volumineux
puisque le nombre de variables non instanciées sera alors important.

On pourrait citer dans la liste des inconvénients de l'heuristique de division minimale le
fait qu'elle n'ait pas pour objectif de diviser la charge en deux parties sensiblement égales
afin de réaliser un équilibre local entre l'émetteur et le récepteur de la division. En effet,
elle ne tient pas compte du nombre de næuds laissés en suspend dans la tâche courante,
mais uniquement du haut du sous-arbre. Or, le sous-arbre de recherche qui se trouve sous
un næud de profondeur â induit un parcours de complexitéen O(d"-À). Ainsi, plus un
nceud est haut dans l'arbre, plus son coût d'exploration sera potentiellement élevé. En
se contentant de diviser le plus haut domaine en deux parties égale, on obtient donc une
division proche de l'équité théorique, si I'arbre de recherche n'est pas trop déséquilibré.

3.6 Transfert de charge

Si I'intérêt de compresser les données transmises lors d'un échange de tâches entre
deux processeurs est apparu dans le cadre de la programmation logique, il sera encore
plus évident dans le cadre de la résolution des Csp. En effet, l'utilisation de techniques
de recherche en avant induit ia création de volumineux contextes de recherche qui sont
dépendants des sous-arbres associés aux tâches explorées.

La principale difficulté dans le transfert d'une tâche de recherche pour un Csp concer-
qera les modif icat ions nrô\/ônrrécs na.r les f i l t ra.ocs da.ns les dnrna.ines f i t t t trs T,e nrocessettr

récepteur devra être en mesure de les reconstituer pour pouvoir continuer la recherche dans
le sous-arbre qu'il a reçu.

Il est possible de recalculer la totalité du contexte d'une tâche par son chemin d'instan-
ciation. En effet, ie filtrage des domaines non instanciés est totalement dépendant des
instanciations deja effectuées. Toutefois, ce calcul peut s'avérer particulièrement coûteux
car il impose de réitérer toutes les vérifications de consistances induites par le chemin
d'instanciation. Cette technique devra donc être réservée à des structures de machines
dont les processeurs sont rapides par rapport au réseau de communication qui les lie -

stations de travail sur réseau local, par exemple.

xn
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La Connection Machine CM-s que nous avons utilisée pour expérimenter nos algo-
rithmes (c/. chapitre 6) est constituée de processeurs relativement lentss, mais son réseau
de communication permet des vitesses de transfert de données importantes. Nous avons
donc choisi une option intermédiaire réalisant un certain compromis entre la transmission
intégrale des domaines, et le recalcul complet: les processeurs échangent la liste des mo-
difications à apporter aux domaines futurs. Ainsi, le récepteur d'une tâche construira le
contexte en appliquant les modifications sans toutefois avoir à les calculer explicitement.

3.7 Terminaison de la  recherche

L'objectif de la recherche de solution pour un Csp est de donner le plus rapidement
possible une réponse, et donc de terminer. On distinguera deux types de terminaison:

1. Ia terminaison positiue lorsqu'un processeur arrête les autres après avoir trouvé une
solution ;

2. le terminaison négatiuelorsque tous les processeurs ont terminé leur recherche locale
et le Csp n'est donc pas satisfiable.

La terminaison positive ne pose pas de problème particulier: quand un processeur
trouve une solution, il avertit les autres processeurs par un mécanisme de diffusion. Dans
le cas d'une terminaison négative, nous pïoposons plusieurs techniques de mise en æuvre:

- Par synchronisation erpli.cite: combinaison d'un booléen qui indique l'état d'activité
de chaque processeur (action de type ET/OU parallèle). Certaines architectures de
machines parallèles disposent de mécanismes câblés pour rêaliser effi.cacement ce
genre de calcul, car Ia technique est utilisée dans de nombreux contextes. Si la
recherche s'exécute sur une telle machine, il sera alors intéressant de I'utiliser.

- Par effet d,e bord, sur l'appariement: des mécanismes de synchronisation sont déjà
mis en æuvre pour équilibrer la charge des processeurs. Certaines techniques (cen-
tralisées, circulaires, topologiques, ...) supposent un parcours systématique des pro-
cesseurs et peuvent aussi être utilisées par effet de bord pour détecter la terminaison
de la recherche.

On notera toutefois que la détection de terminaison par effet de bord sur I'appariement
circulaire - quand une demande de travail fait Ie tour des processeurs et revient à son
expéditeur d'origine - ne peut être utilisée avec une fonction de division paresseuse car
des processeurs peuvent avoir choisi de ne pas diviser leur charge sans pour autant avoir
totalement terminer leur recherche.

Conclusion

Plus qu'un simple algorithme de recherche, la méthode que nous avons développée
dans ce chapitre constitue un cadre de résolution parallèle pour les Csp. La fonction

8à l'époque de la conception de la machine, les processeurs étaient considérés comme plutôt rapides,
mais les stations de travail actuelles dépassent largement leurs performances.
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Résolution_Parallèle est générique et appelle les procédures qui remplissent les différentes
fonctionnalites de la recherche et du parallélisme.

Les problèmes spécifiques présentés par la parallélisation de la résolution des Csp ont
été abordés. Pour ce qui concerne les techniques de recherche, nous avons mis en évidence
la difficulté que fait apparaître les algorithmes de recherche par consistance en avant.
En effet, ceux-ci construisent des contextes de résolution sensiblement différents d'une
branche de résolution à l'autre, et les techniques parallèles devront prendre en compte ces
considérations. Les techniques d'amélioration du baclctracking font apparaître, pour leur
part, des difficultés pour la prise en compte de sauts hors du contexte local d'une tâche
de recherche.

Certaines techniques parallèles développées pour la recherche de solution dans le cadre
de la programmation logique restent applicables pour les Csp. Nous avons toutefois défini
de nouvelles méthodes qui s'adaptent mieux à la spécificité de ce type de problème. En
premier lieu, nous avons présenté une méthode de répartition initiale de la charge basée
sur I'algorithme generate-and-test, qui vise en fait à répartir le déséquilibre de l'arbre de
recherche sur tous les processeurs, sans nécessiter de communications entre ceux-ci.

Le second point important relatif aux techniques parallèles spécifiques aux Csp est
la division dynamique d'une tâche de recherche. Il porte tout d'abord sur la divisibilité
de la tâche, en définissant deux climensions caractéristiques de celle-ci, afin d'estimer sa
taille moyenne et son (( âge rr. En effet, comme le nombre de variables et la taille de leurs
domaines sont connus et finis, il est possible de borner la taille potentielle du travail de
recherche requis pour I'exploration d'un sous-arbre de recherche. Le parcours de celui-ci
se faisant de manière totalement séquentielle à I'intérieur d'un processeur, on peut de plus
estimer le temps restant à parcourir le sous-arbre par rapport au parcours déjà effectué.

L'utilisation d'algorithmes de recherche par vérification de consistance en avant induit
un travail important dans le filtrage des domaines des variables non encore instanciées.
De plus, ce filtrage est fortement dépendant des instanciations dejà réalisées, et donc de
chaque sous-arbre de recherche. Lorsqu'un processeur envoie une tâche de recherche, il est
alors nécessaire de tenir compte de l'importance de la taille de ces contextes, qui rendra
les communications et les mises à jour coûteuses. Pour cela, nous avons enfin défini une
technique de division d'un sous-arbre de recherche qui tient compte de ces problèmes: la
division minimale. Celle-ci envoie la moitié des næuds en attente sur la variable la plus
haute dans I'arbre. Elle permet ainsi de regrouper les contextes de chaque næud en un
seul, réduisant d'autant le coût des mises à iour.



Cha pitre 6

Ex p6ri mentations pa ra llèles

E NOMBREUSES propositions de parallélisation des algorithmes de recherche de so-
lution(s) ont été définies, tant pour le cadre de formalisation des Csp que pour

celui de la programmation logique. Nous expérimentons certaines d'entre elles dans ce
chapitre, pour mettre en avant le choix de certains paramètres de parallélisation au regard
de I'efficacité.

Du fait de la grande diversité des architectures parallèles existantes (c/. chapitre 4),
il ne nous sera pas possible de réaliser une étude expérimentale exhaustive, qui prendrait
en compte toutes les particularités architecturales. Nous nous contenterons en fait d'une
seule architecture de machine parallèle dont nous ferons varier le nombre de processeurs.
Ainsi, les résultats obtenus ne constituerons pas une règle monolithique sur le choix des
différentes méthodes de parallélisation de la recherche, mais une orientation permettant
de valider, ou invalider selon le cas, la pertinence de I'emploi de telle ou telle technique.
Toutefois, la machine utilisée (une Connection Machine CM-5) est conçue autour d'un
réseau à interconnection totale et permet donc de simuler toutes les architectures. Les
différences qui pourraient survenir ne concerneraient que de faibles écarts en terme de
temps de communication.

Le paragraphe 1 présente l'environnement algorithmique des expérimentions. Les ré-
sultats sont ensuite exposés et analysés dans les paragraphes suivants. Nous comparons
tout d'abord les algorithmes de recherche avec retour-arrière non chronologique, avec et
sans prise en compte des sauts hors contexte (paragraphe 2). Nous étudions ensuite dans
le paragraphe 3, les différentes combinaisons entre les techniques d'appariement et de divi-
sion de tâches. Nous terminons enfin par une expérimentation de diverses heuristiques de
divisibilité de tâches pour implémenter le principe de division paresseuse (paragraphe 4).
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L Environnement expérimental

Nous présentons dans ce paragraphe, I'environnement algorithmique des expérimenta-
tions parallèles. Le premier paragraphe présentera le cadre de génération aléatoire utilisé
pour les expérimentations. Le second discutera de I'implémentation des algorithmes, et
détaillera les caractéristiques de la machine parallèle utilisée.

1.L Cadre de générat ion a léato i re

Dans la première partie de ce document, nous avons principalement concentré notre
effort de travail sur les Csp n-aires. Les motivations de ce choix portaient alors sur
Ies différences entre la recherche binaire et n-aire. Dans le cadre du parallélisme, le
point crucial n'est plus la structure interne de I'algorithme de recherche, mais sur la
répartition de l'arbre de recherche entre les différents processeurs. Ainsi, la distinction
entre recherche n-aire et binaire n'est plus aussi importante de ce point de vue puisque
I'arité des contraintes n'influe pas sur la << forme >> de l'arbre de recherche.

Notre choix quant à l'arité des contraintes s'est donc porté sur une génération binaire.
S'il est vrai que I'on s'écarte un peu des orientations prises dans la première partie, ce
choix présente I'avantage de permettre la comparaison avec les expérimentations binaires
réalisées dans le cadre séquentiel [Pro 94, Pro 96, Smi 9a]. On notera que ce choix n'est
pas restrictif puisque I'algorithme générique permet aussi de traiter les contraintes n-aires
par des recherches en avant.

Nous rappelons le modèle de génération binaire de Prosser [Pro 94]: un ensemble de
Csp binaires générés aléatoirement, sera défini par un quadruplet (n,*,pr,pz), où:

- n est le nombre de variables dans un Csp généré ;

- m est la taille uniforme des domaines des variables I

- p1 est la probabilité pour une contrainte binaire possible d'apparaître dans le graphe
du Cse ;

- p2 est la probabilité qu'un couple de valeurs soit inconsistant, i.e. que Ie bit corre-
spondant dans la matrice de la reiation soit mis à faux.

Comme il a été démontré dans les études statistiques sur la recherche séquentielle (c/.
chap. 1, paragraphe 7.2),le coût de résolution n'est pas uniforme sur tout le spectre de
génération. En effet, celui-ci est sensiblement plus important pour les valeurs de p2 qui
correspondent au seuil de transition entre la phase satisfi,able et Ia phase insatisfiable.
L'intérêt du parallélisme sera maximal pour des problèmes dont la résolution séquen-
tielle est rédhibitoire. Nous concentrerons donc les expérimentations uniquement sur des
problèmes au seuil de transition.

L.2 lm p lémentat ion et  para l lé l isme

De même que pour le cadre séquentiel, les algorithmes que nous avons testés sont
implémentés en langage C. Les Csp sont stockés par des listes (liste des variables et
liste des contraintes). Chaque relation est stockée par une matrice booléenne afin de

tt2
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garantir un temps de vérification de consistance équivalent pour chaque contrainte. Les
expérimentations ont été exécutées sur une Connection Machine CM-5.

La structure de lamachineest un fat-tree (c/. figure 6.1): les processeurs sont liés par
un arbre de communication (de diamètre logarithmique) et la bande passante des niveaux
de l'arbre augmente avec la hauteur [HT 93]. Nous avons utilisé une machine avec des
partitions de 32 processeurs.

Figure 6.1 : Schéma de l 'architecture de communication de la Connection Machine CM-5 avec 16 pro-
cesseurs. Les processeurs sont symbolisés par des rectangles, et les routeurs de communication par des
cercles.

Contrairement à I'expérimentation séquentielle, la principale unité de mesure des per-
formances que nous utilisons est le temps d'exécution d'un algorithme. En effet, le nombre
de vérifications de bit dans une matrice de relation permet bien d'évaluer un algorithme
de recherche par rapport à un autre, mais ne tient pas compte des traitements annexes.
Or, l'efficacité des programmes parallèles sera justement dépendante de ces traitements,
si bien que seul le temps de calcul permet une bonne évaluation. On utilisera aussi le
nombre de tâches échangées comme mesure de performance.

2 Frise en compte des sauts hors contexte

Les algorithmes de recherche mettant en æuvre des sauts non-chronologiques sont
susceptibles de provoquer des sauts hors du contexte des tâches de recherche. Nous
expérimentons dans ce paragraphe, I'opportunité de la prise en compte de tels sauts. Nous
testons tout d'abord cette technique dans un algorithme de type backjumping (BJ) ar
paragraphe 2.1, puis dans une hybridation avec un algorithme de recherche par consistance
en avant (paragraphe 2.2).

2.L Algorithme BJ seul

La prise en compte des sauts hors contexte est expérimentée avec I'algorithme BJ. Nous
donnons la courbe des temps de calcul de Bf à titre de comparaison - sans sauts hors
contexte. La répartition initiale de la charge suit le schéma présenté au paragraphe 3.3
du chapitre 5, l'appariement des processeurs est réalisé à I'aide d'un serveur, et les tâches
sont divisées par leur domaine le plus haut (c/. chap. 5, paragraphe 3.5).

1 1 3
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Les paramètres de génération sont (20,10,0.5,0.37), ce qui correspond à des prob-
lèmes proches du seuil de transition. La méthode de calcul utilisée pour p2 est î2 -

I - m-2lpr(n-r), conformément à I'approximation théorique donnée dans [Pro 96]. Les
résultats reportent des moyennes sur un total de 50 problèmes générés.

Les résultats des expérimentations sont présentés dans la figure 6.2. Une courbe
correspond au temps moyen de calcul requis pour la résolution d'un problème par un
algorithme donné (axe y). Le nombre de processeurs varie selon I'axe des r dans les
courbes.

aJ, sans sauts hors contexte
BJ, avec sauts hors contexte

nb. de processeurs

Figure 6.2 : Évaluation de la prise en compte des sauts hors contexte. Les graphes ont 20 variables, 10
valeurs par variable et 95 contraintes binaires (pr = 0.5).

Si BJ est toujours plus rapide que 8f quelle que soit la prise en compte des sauts hors
contexte - ce qui correspond aux résultats des comparaisons séquentielles - il apparaît que
I'algorithme BJ est plus coûteux lorsqu'il tient compte des sauts hors contexte. Ce surcroît
de temps de calcul s'explique par le nombre de communications des sauts, alors qu'une
quantité significative de ceux-ci est inutile: les résultats (non présentés ici) reportent
qu'environ I des sauts transmis ont déjà été pris en compte par la tâche réceptrice au
moment où Ie message est reçu.

2.2 Avec une consistance en avant

La recherche sur les Csp est généralement faite avec des algorithmes de vérification
de consistance en avant. Nous expérimentons donc les sauts hors contexte avec ce type
d'algorithme (MFC-CBJ). Les tests réalisés portent sur 50 problèmes générés aléatoire-
ment par les paramètres (50, 10,0.1,0.55) (au seuil de transition). Les techniques de
parallélisation (appariement, division, ...) sont les mêmes que dans le paragraphe 2.1.

La table 6.1 présente le nombre total de sauts hors contexte rencontrés/utilisésr dans
ces expérimentations, en fonction du nombre de processeurs. Il apparaît nettement que le
nombre de sauts est très faible pour ce type d'algorithme. Ceci s'explique par Ie fait que
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tles sauts utilisês sont ceux qui n'avaient pas été rencontrés par la tâches réceptrice.
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la plupart des inconsistances qui provoquaient des sauts dans BJ sont prises en compte
au moment de la descente.

Table 6.1 : Nombre total (sur 50 problèmes) de sauts hors contexte (générés et utiles) avec I'algorithme
MFC-CBJ.

processeurs

1 1 5

32, / l16
sauts générés
sauts utiles

3
0

f)

1
I
2

Ainsi,l'algorithme MFC-CBJ rencontre peu de sauts en dehors du contexte d'une tâche.
De plus, une importante proportion de ceux-ci sont repérés rapidement, ce qui rend leur
transmission inutile. Nous ne présentons pas de courbe de temps pour cet algorithme car
les différences entre MFC-CBJ avec et sans prise en compte des sauts hors contexte ne
sont pas assez significatives. On notera de plus, que les tests avec FC-CBJ (c.-à-d. sans
retardement ni marquage) donnent des résultats similaires.

Cette expérimentation laisse supposer que la prise en compte des sauts hors contexte
dans les algorithmes parallèles de recherche sur les Csp est très peu utile sur le plan
pratique. Ils constituent en fait un cas marginal dont le traitement spécifique risque le
plus souvent d'alourdir la résolution plutôt que de l'améliorer.

3 Analyse des appariements et divisions

Dans ce paragraphe. nous expérimentons les différentes techniques d'appariement et de
division de tâche de recherche. L'ensemble de problèmes test est composé de 50 problèmes
générés aléatoirement selon le schéma de Prosser, avec les paramètres (50,10,0.1,0.55),
c'est-à-dire au seuil de transition. Nous avons effectué des tests avec I'algorithme de
recherche MFC-CBJ et FC-CBJ, i.e. avec et sans l'hybridation des techniques de retarde-
ment et de marquage. Toutefois, nous ne présentons que les résultats obtenus avec le
second algorithme car il est apparu comme plus performant pour l'échantillon de test con-
sidéré. On notera que le rapport de performance entre ces deux algorithmes est constant
en parallèle, quel que soit le nombre de processeurs utilisés. La résolution séquentielle
(sur un seul processeur) coûtait 38 s. en moyenne pour un problème.

Nous présentons tout d'abord les résultats concernant I'appariement centralisé (para-
graphe 3.1), en comparant les différentes techniques de division. Nous évaluons ensuite
au paragraphe 3.2 ces dernières techniques, hybridées avec un appariement aléatoire, puis
avec un appariement circulaire, avec ou sans propagation de la demande (: appariement
circulaire et en étoile) au paragraphe 3.3. Nous faisons enfin la synthèse au paragraphe 3.4
de ces comparaisons avec un graphique regroupant la meilleure technique de division pour
chacun des types d'appariements.

3.L Appar iement centra l isé

Les figures 6.3(a) et 6.3(b) illustrent les résultats de la stratégie d'appariement cen-
tralisée. Nous pouvons observer que la technique de division minimale conduit à des
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recherches plus rapides en terme de temps machine. À l'opposé, la division par I'envoi
des nceuds les plus hauts est comparativement inefficace. Ces résultats doivent être mis
en rapport avec le nombre de tâches transmises pour une analyse plus poussée. Là, nous
observons que le nombre de tâches transmises pour la stratégie de division minimale est
plus petit que pour les autres stratégies. Un tel résultat était d'ailleurs prévisible puisque
cette technique a été conçue pour minimiser justement cette caractéristique.
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Figure 6.3 : Performances pour tous les problèmes avec une stratégie d'appariement centralisée.

Toutefois, un résultat contraire à l'intuition apparaît pour les stratégies de division
horizontales (division haute et basse): les nombres de tâches transmises sont équivalents,
mais les temps de résolution sont sensiblement différents. En fait, ia taiile des envi-
ronnements transmis pour la division haute nécessite des mises à jour coûteuses lors du
passage d'une tâche à une autre. À I'in,r"tr", la division basse conduit à des transmissions
et des mises à jour très réduites.
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Figure 6.4: Temps CPU moyen pour les problèmes satisfiables et non satisfiables.

Comme les terminaisons des problèmes satisfi.ables et des problèmes non satisfiables
sont différentes, nous séparons ces deux groupes pour une analyse plus fine2. Les fi-
gures 6.a(a) et 6.4(b) présentent les temps CPU moyens pour, respectivement, les prob-
lèmes satisfiables et ies problèmes non satisfiables dans la même série d'expérimentation.
Tout d'abord en terme de temps de calcul, les problèmes qui n'admettent pas de solution
nécessitent environ huit fois plus de temps de résolution. De plus, les courbes relatives aux

2l'échantillon de 50 problèmes comportait 26 problèmes insatisfiables.
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problèmes insatisfiables sont comparables à la figure 6.3(a) car les problèmes satisfiables
influencent peu les performances globales. Pour les problèmes satisfiables, la stratégie
de division n'a pas d'importance car une solution est généralement trouvée avant qu'un
équilibre de charge ne soit nécessaire.

3.2 Appar iement a léatoi re

Les figures 6.5(a) et 6.5(b) présentent les performances obtenues pour la stratégie
d'appariement aléatoire pour les quatre techniques de division de tâche.
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Figure 6.5: Performances pour tous les problèmes avec une stratégie d'appariement aléatoire.

Comme pour I'appariement centralisé, on remarque que la stratégie de division mi-
nimale conduit à de meilleures performances en terme de temps de calcul. De plus,
les techniques de division exhibent le même comportement relativement au nombre de
tâches transmises. Toutefois, l'heuristique de division basse apparaît meilleure pour huit
processeurs. Cette petite différence peut s'expliquer par un schéma d'appariement qui né-
cessite moins de communications pour trouver un partenaire qui puisse diviser sa tâche de
recherche - rappelons que I'appariement centralisé demande au minimum quatre échanges
de messages, alors que I'appariement aléatoire n'en requiert que 2.

3.3 Appariements circulaire et en étoi le
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Les figures 6.6(a) et
d'appariement en étoile.
gures 6.7(a) et 6.7(b).

6.6(b) présentent les performances obtenues pour la stratégie
Celles de l'appariement circulaire sont reportées par les fi-
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Figure 6.8 : Comparaison des 4 stratégies d'appariement avec la division minimale.

Pour conclure sur I'étude expérimentale de la combinaison entre appariements et divi-
sions, nous considérons la meilleure technique de division, et nous explorons son efficacité

x_

minimale -ê-
haute -+-

'- basse -E-'
transverse -x.-.

__-+

x-. ". ----.------ ' '-.x.,.-.......

Figure 6.7 : Performances pour tous les problèmes avec une stratégie d'appariement circulaire.

La même hiérarchie entre les heuristiques de division se met globalement en place:

la division minimale et la division basse sont comparables pour un petit nombre de pro-

cesseurs, puis la division minimale tire parti de son faible nombre de tâches transmises
pour surclasser la division basse. La stratégie de division haute apparaît comme inadaptée
pour ce type d'architecture, car elle coûte sensiblement plus chère que les autres en terme

de temps de calcul.

3.4 Synthèse

Les observations précédentes ont montré que I'heuristique de division minimale conduit
globalement à de meilleurs résultats, quelle que soit la stratégie d'appariement. Pour
sa part, la figure 6.8 compare les différentes stratégies d'appariement pour I'heuristique
de division minimale. Il apparaît que I'appariement centralisé conduit à des résultats
légèrement meilleurs.
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en terme de temps de calcul pour les quatre stratégies d'appariement considérées. La
table 6.2 présente ces efficacités (r:=;: ;;;;lrernl::*?lçIffi). on peut ainsi
observer des efficacités sub-linu.i;::i3i'pfu?ii:i:'iËTrii?::i'iliit.""',ores si lon
considère que les problèmes résolus sont dans la zone difficile.

D'un autre coté, on peut noter des efficacités super-linéaires pour les problèmes satis-
fiabies avec un nombre réduit de processeurs (non illustré ici).

Table 6.2: Efficacité parallèle avec I'heuristique de division minimale.

1 1 9

Nombre de orocesseurs 3216
centralisé
aléatoire
en étoile
circulaire

4 Expérimentat ion des heurist iques de divisibi l i té

Nous expérimentons dans ce paragraphe, les heuristiques de divisibilité paresseuse.
Les deux paramètres fondamentaux de ces méthodes sont:

- le seuil de hauteur maximale sIl ;

- et le seuil de largeur maximale sL (cf. chap. 5, paragraphe 3.4).

Les échantillons d'expérimentation sont les mêmes que dans le paragraphe précé-
dent, c.-à-d. 50 problèmes générés aléatoirement selon ies paramètres (50,10,0.1,0.55).
L'initiation de l'équilibrage de charge se fait selon le schéma défini au paragraphe 3.3 du
chapitre 5. La stratégie d'appariement est centralisée et la division d'une tâche reprend
I'heuristique minimale.

La figure 6.9 présente les temps de calcul moyens utilisés pour la résolution d'un
problème de l'échantillon. Nous ne présentons pas toutes les combinaisons entre les seuils
de hauteur et et ies seuils de largeur car toutes ne sont pas significatives.

La première courbe (sH : 0,sL :0) correspond à une heuristique qui n'interdit
jamais de division - cas des algorithmes utilisés dans le paragraphe 3.

Selon la variation du seuil de hauteur s11, on observe que le coût de résolution marque
un point d'inflexion: il baisse entre 0 et 1/10e , puis augmente à partir de 1/10e . Ce
phénomène s'explique par le fait que des tâches de petite taille sont échangées si sfI :

0, alors que leur résolution coûte moins cher que l'échange. À I'inverse, si ie seuil est
important, on limite Ie parailélisme puisqu'on interdit la division à partir d'une certaine
profondeur. La remonté du coût de résolution vient alors du fait qu'un grand nombre de
processeurs ne travaillent plus en fin de recherche.

La variation du seuil de largeur est plus subtile. Si ce seuil est nul, cela signifie que
I'heuristique ne tient pas compte de < I'age >> de la tâche pour déterminer sa divisibilité.
Avec un seuil de hauteur nulle, I'augmentation du seuil de largeur à un effet bénéfique,
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Figure 6.9 : Comparaison de différentes heuristiques de divisibilité avec la division minimale.

puisqu'il permet de diminuer le coût de résolution. Il nous est par contre difficile d'évaluer
pius précisément la valeur optimale pour s, car les résultats des heuristiques avec dif-
férentes valeurs pour s, sont très proches - rappelons que les domaines ont une largeur
maximale de 10 dans les échantillons, ce qui limite le nombre de seuils possibles.

Pour les autres valeurs testées du seuil de hauteur, la variation du seuil de largeur
n'est pas apparu comme significative.

Conclusion

Nous avons expérimenté dans ce chapitre, un certain nombre de techniques de pa-
rallélisation développées dans le chapitre 5 afin de les vaiider sur ie plan pratique. Toute-
fois, il ne faut pas perdre de vue dans les résultats exposés, le fait qu'un seui type de
machine parallèle a été utilisé.

Le premier résultat concernant la prise en compte des sauts hors contexte dans les
schémas de retour-arrière non-chronologique est plutôt négatif. En effet, il est apparu
que leur prise en compte était généralement pénalisante puisque I'interruption que cela
entraîne est coûteuse. En effet, les saut par retour-arrière non chronologique, qu'ils soient
hors contexte ou non, sont repérés dans de nombreuses branches parallèles lors d'un
mécanisme de descente dans I'arbre par consistance arrière (8J par exemple). Ainsi,
la plupart des sauts en dehors du contexte d'une tâche sont repérés et traités presque
simultanément par le processeur destinataire, si bien que la notification du saut arrive
généralement en retard. De plus, le phénomène de retour-arrière intra ou hors contexte
est rare dans un schéma de vérification de consistance en avant, ce qui réduit d'autant
son intérêt potentiel.

La combinaison des appariements avec les divisions classiques et la division minimale
déveioppée spécialement pour les Csp a permis d'exhiber deux résultats fondamentaux.
Tout d'abord, la machine utilisée (une Connection Machine CM-5) est peu sensible au
gouiot d'étranglement des communications vers le serveur d'appariement centralisé, si
bien que ce dernier fait sensiblement jeu égal avec I'appariement aléatoire. Il s'est même
montré plus performant pour un nombre élevé de processeurs.
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De plus, I'heuristique de division minimale que nous avons présentée dans le chapitre 5
s'est montrée plus efficace que ies techniques classiques issues de la programmation logique.
Elie conduit à la construction de contextes de taille importante, puisque de hauteur ma-
ximale, mais réduit sensiblement le nombre de tâches échangées. On pourra supposer
que la différence sera encore plus significative dans le cas d'une architecture en réseau de
stations de travail où les communications sont plus coûteuses.

Les expérimentations de différentes valeurs pour les seuils de hauteur et de largeur dans
les heuristiques de détermination de la divisibilité d'une tâche ont montré I'intérêt de telles
méthodes. Nous avons pu mettre en évidence un point d'inflexion dans la variation du
seuil de hauteur. Toutefois, sa valeur exacte semble être très dépendante de la nature des
problèmes résolus, et ne devra donc être retenu qu'à titre d'exemple.
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Cha pitre 7

Étude de cas : le problème d u
bordereau de coupe

T 
'ÉTUDE DU FoRMALISME et des méthodes de résolution pour les Csp reste très sou-

L vent générique, en faisant abstraction des spécificités de chaque problème concret.
La généralisation des méthodes de génération aléatoire pour I'expérimentation des al-
gorithmes tend d'ailleurs à privilégier certaines méthodes bien adaptées à ce type de
problèmes, et ainsi à négliger des algorithmes qui permetraient un gain de temps notable
pour un problème réel donné.

L'objectif de ce chapitre, et plus globalement de toute la troisième partie de ce do-
cument, est d'appliquer le formalisme des Csp à un problème spécifique. Nous pourrons
ainsi y appliquer nos algorithmes, et nous tenterons de dégager les méthodes développées
pour les Cse généraux qui s'appliquent le mieux au problème étudié.

Notre choix du problème spécifique à étudier s'est porté sur le problème du bordereau
de coupe, que nous présenterons dans le paragraphe 1. I1 s'agit d'un cas particulier de
placement qui constitue un thème récurrent dans les applications aux problèmes de satis-
faction de contraintes.

Le problème étudié présente un certain nombre de difficultés spécifiques que nous dé-
taillerons dans le paragraphe 2. Nous présenterons pour conclure ce chapitre, un certain
nombre de méthodes particulières utilisées dans la littérature ainsi que dans I'industrie
pour résoudre le problème du bordereau de coupe (paragraphe 3). Celles-ci ne font toute-
fois pas appei au formalisme CsP, mais permettent néanmoins d'avoir un aperçu de di-
verses méthodes définies pour contourner les difficultés spécifiques du problème.
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1 Descript ion du problème

Le problème du bordereau de coupe fait partie d'un processus global de conception
d'un vêtement. Dans le cadre qui nous intéresse, il fera donc partie du domaine de la
concept'ion assistée par ordinateur, ou CAOr puisque I'ordinateur constituera un acteur
important du processus de conception. Nous présentons en premier lieu le processus
global de conception (paragraphe 1.1), en détaillant notamment les objets manipulés
dans chaque étape, puis nous nous concentrons sur le problème du bordereau de coupe
dans le paragraphe 1.2.

t-.L Processus de conception

Qu'il soit informatisé ou non, le processus de conception/fabrication d'un vêtement

suit toujours les mêmes étapes que nous divisons en quatre grandes phases - schématisées
pas la figure 7.1 :

La phase de design qui consiste à dessiner le modèle. Elle est généralement exécutée
par un styliste et déterminera la forme et les motifs qui constitueront le vêtement
final.

La phase de réalisation du patron qui consiste à faire une liste exhaustive des pièces
constituant le modèle. Cette étape est souvent réalisée en même temps que la phase
de design, mais nous les séparons pour distinguer le coté artistique de la conception
- qui ne peut être fait sans intervention humaine - du coté technique qui pourra
être aisément automatisé. La gradation, i.e. la génération de pièces en foncion de
différentes tailles, intervient dans cette phase.

124

patron bordereau de coupe modèle finidesign

Figure 7.1 : Processus de conception/fabrication d'un vêtement.

la phase de création dr bordereau de coupe qui consiste à placer les éléments du
patron sur les coupons de tissus.

- la phase d'assemblaqe pour coudre les pièces

vêtement voulu.
de tissus ensemble afin d'obtenir le

computer aided design.lle sigle CAD est utilisé dans la littérature anglaise, pour
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L.2 Problème du bordereau de coupe

Informellement,le problème du bordereau de coupe peut s'énoncer comme suit : < pla-
cer les éléments d'un patron de découpe sur une pièce de tissu>>. La procédure de place-
ment aura donc en entrée une liste des pièces à découper, ainsi qu'un ensemble de con-
traintes particulières :

- Des contraintes d'orientation s'appliquant à une pièce donnée. En effet, les qualités
du tissu varient selon I'orientation de la pièce par rapport à7a trame2, notamment en
ce qui concerne la résistance à l'étirement. Concrètement,les éléments du patron qui
nécessitent un alignement sur la trame sont orientés par une droite ou un vecteur.

- Des contraintes de rnotif qli permettent d'aligner les pièces à découper sur les motifs
du tissu, pour des raisons esthétiques. Elles s'appliqueront en général selon un
quadrillage de I'espace de placement pour correspondre aux périodes du coupon car
les motifs sont souvent cycliques.

- Des contraintes de fabrication dues généralement aux méthodes d'industrialisation.
On retrouvera dans cette catégorie, les espaces minimums entre les pièces pour
permettre une découpe aisée, ou I'ordre des pièces sur le coupon pour optimiser les
flux de matière autour des machines de découpage.

En plus de ces contraintes explicites qui s'appliqueront à une pièce, ou à un ensemble de
pièces, le système de placement devra tenir compte d'un ensemble de contraintes implicites
appliquées à toutes les pièces: le non recouvrement des éléments du patron sur le coupon.
En sortie de la procédure de placement, on obtient donc un bordereau qui constituera le
plan de coupe destiné à I'atelier de fabrication.

On associe en général au problème de placement, un certain nombre de fonctions de
coût à optimiser. On pourra par exemple vouloir minimiser la taille des chutes de tissu.

2 Diff icultés spécif iques au problème

En plus des difficultés liées au caractère combinatoire de ce type de problème, le
bordereau de coupe en confection pose un certain nombre de difficultés spécifiques qui
orienteront fortement les choix algorithmiques pour les méthodes de résolution. Nous
discutons dans ce paragraphe des difficultés spécifiques relatives à ce problème.

2.L Domaines de déf in i t ion

La modélisation classique du problème du bordereau de coupe consiste à assigner une
position à chaque pièce du patron sur le coupon de tissu. Chaque position est donnée par
un vecteur de translation f et un angle de rotation û, comme dans la figure 7.2.

Le domaine de définition d'une position est donc de R. x R x 2n (vecteur de translation
dans R.2 et angle de rotation sur une révolution). Si on considère que les pièces sont
forcément orientées selon la chaîne ou la trame, il reste tout de même lR2 x 4 positions
possibles pour chaque pièce.

2les fils de trame croisent en largeur les fiIs àe chaîne sur le métier à tisser.
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coupon

Figure 7.2 : Positionnement d'une pièce sur un coupon.

Outre les problèmes inhérents à l'arithmétique réelle sur les ordinateurs, les algo-
rithmes de résolution de teis problèmes devront tenir compte de la taille importante des
domaines de definition qui rendent les techniques énumératives difficiles d'emploi car elles
ont été définies spécifiquement pour des domaines finis et discrets.

2.2 Diversité des formes

La plupart des problèmes de placement (caisses dans un camion, tâches dans un emploi
du temps, ...) travaillent avec des objets convexes dans les espaces de placement. Les
algorithmes sont alors simplifiés puisqu'ils n'ont pas à tenir compte des encastrements
possibles entre les objets.

Dans le cas de pièces de patron pour la confection, les objets à placer peuvent être
constitués de toute forme connexe dans IR2, la seule limite dans les circonvolutions des
contours semblant être l'imagination des designers. Il est naturellement possible de se
ramener à un algorithme travaillant sur les enveloppes convexes des contours, mais cette
simplification induit alors une importante perte de matière qui n'entre pas toujours dans
les quotas industriels de perte. La figure 7.3 iliustre la nécéssité de gestion des encas-
trements dans les algorithmes de résolution du problème.

enveloppe convexe encastrement

Figure 7.3: Exemple de positionnement de deux pièces concaves en enveloppe convexe et avec encas-
trement.

Avec un algorithme de placement à enveloppe convexe, une partie de la surface de
chute est générée en complétant les parties concaves des contours (en gris foncé sur la
figure). Cette surface ne pourra être utilisée en recouvrement d'une autre pièce à cause
des contraintes implicites de non-recouvrement. Il est généralement admis dans l'industrie,
que les pièces de confection non convexes sont suffisament fréquentes pour qu'il en soit
tenu compte dans les algorithmes de placement.
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2.3 Mode d 'ut i l isat ion du coupon de t issu

Dans la confection industrielle - qui constitue le principal < client >> d'un algorithme
de calcul d'un bordereau de coupe - la surface de placement n'est pas finie' mais est
constituée en rouleau. Ainsi, les méthodes de résolution du problème se doivent de remplir
séquentiellement le rouleau qui sera utilisé à nouveau par les placements suivants. La
figure 7.4 présente un exemple d'utilisation d'un rouleau de tissu.

ancien placement

Figure 7.4 : Exemple d'utilisation d'un rouleau de tissu par rapport aux différents bordereau de coupe.

Après la découpe d'un bordereau de coupe, le rouleau est recoupé dans sa largeur
(ligne pointillée) pour servir de point de départ pour un nouveau bordereau. La princi-
pale fonction à optimiser est donc la longueur du morceau utilisé pour un placement. Ce
problème constituera d'ailleurs la principale difficulté rencontrée par les algorithmes in-
complets de type tabou or recuit simulé3 car les modifications locales pourront engendrer
un décalage de toutes les pièces à droite du placement modifié.

3 Méthodes spécial isées de résolut ion

Le problème du bordereau de coupe peut être résolu par un grand nombre de méthodes.
Les algorithmes classiques restent valables pour ce type de problème, mais la conjugaison
des deux premières présentées au paragraphe précédent les rendent difficiles à utiliser en
pratique. En effet, la combinatoire élevée peut engendrer un espace de recherche très
important, qui handicape fortement les algorithmes complets du type branch and bound.
De plus, la gestion des encastrements rend le traitement des modifications locales périlleux
dans les algorithmes incomplets de type recuit simulé.

Ainsi, la plupart des méthodes utilisées pour résoudre le problèmes du bordereau de
coupe mettent en ceuvre des techniques hybrides entre les méthodes d'optimisation et les
méthodes de recherche de solution: le schéma global suit celui de la recherche exacte de
solution, et I'optimisation est réalisée par des heuristiques d'ordre sur les objets et sur les
positions possibles.

Les méthodes présentées dans ce paragraphe sortent quelque peu de la traditionnelle
classification théorique entre algorithmes complets et algorithmes incompiets. Bn effet,
elles peuvent être considérées comme complètes car elles trouvent toujours une solution.
Elles suivent d'ailleurs un mécanisme énumératif pour respecter la nature inhéremment

sces algorithmes fonctionnent en calculant une solution au hasard,
des modifications locales.

pursen tentant de I'améliorer par



Chapitre 7 - Etude de cas : le problème du bordereau de coupe 128

séquentielle du mode d'utilisation du coupon de tissu. D'un autre coté, elles sont inca-
pables de donner la solution optimale globale, ou du moins de montrer que la solution
donnée est optimale.

Nous présentons dans ce paragraphe, deux méthodes spécialisées qui contournent les
difficultes évoquées dans le paragraphe 2: la méthode de translation de colonnes au
paragraphe 3.1 et la méthode des modules rectangulaires (paragraphe 3.2). Les techniques
spécialisées qui font appel à des notions de programmation linéaire comme [Elo 92] ne
seront pas présentées icia.

3.1-  Trans lat ion de co lonnes

L'objectif de la méthode de translation de colonnes proposée par Moreau dans [Mor 73]
est principalement de respecter le sens du fil et les motifs. Elle est inspirée des méthodes
manuelles de placement. Son principe consiste à construire des colonnes de placement par
translation des pièces - les pièces sont orientées selon le fil du tissu, et les translations
permettent de respecter I'orientation au cours du placement. La figure 7.5 illustre cette
méthode par un exemple.

Figure 7.5: Exemple de placement par la méthode de translations de colonnes.

Les pièces à placer sont classées par surface décroissante. Les contours sont appro-
chés par des englobants constitués de segments de droites afin de simplifier les calculs
d'intersections. Les translations sont effectuées en deux étapes:

1. Les colonnes sont construites en emboitant les pièces à placer par des translations
verticales.

2. Les colonnes sont ensuites agglomérées entre elles par des translations horizontales.

L'auteur de la méthode n'a pas étudié les combinaisons de translations verticales et
horizontales pour la construction des colonnes et le positionnement des colonnes les unes

aune présentation générale des méthodes de résolution des problèmes de placement pourra être trouvée
dans [Ant 97].
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par rapport aux autres. De plus, I'ordre d'insertion des pièces dans I'algorithme (par
surfaces décroissantes) peut conduire à des placements largement sous-optimaux. La
translation de colonnes n'est donc intéressante que comme base de développement, en y
insérant des heuristiques d'ordre plus efficaces.

3.2 Modules rectangula i res

La méthode des modules rectangulaires proposée par Delaporte dans [Del 90] vise
essentiellement à contourner les problèmes d'encastrement dus aux formes concaves. Son
principe consiste à inscrire un petit nombre de pièces quelconques dans un englobant
rectangulaire. Le placement de ces pièces les unes par rapport aux autres est réalisé à la
main, ou par un algorithme complet. Chaque groupe de pièces sera appelê tn module de
placement. La construction automatique des modules optimums peut être réalisée par un
algorithme énumératif complet puisque le nombre de pièces à placer est réduit.

À partir de la liste des modules de placement rectangulaires, il devient aisé d'utiliser
un algorithme plus simple pour I'agencement des différents modules sur le coupon. La
méthode préconisée par l'auteur consiste à suivre le schéma bottom-left [CGJ 84]. La
figure 7.6 présente un exemple de placement de ce type.

Figure 7.6 Exemple de placement par la méthode bottom-\eft.

Chaque rectangle est placé le plus bas possible sur la surface de placement, et le plus
à gauche. Dans ce type de méthodes, c'est l'ordre d'ajout des modules de placement
qui déterminera la qualité du résultat (en terme de longueur de tissu utiiisée). Coffman,
Garey et Johnson ont proposé plusieurs types d'ordre pour le placement bottornJeft:

- increasing width (BTIW): les rectangles sont classés par ordre croissant de leur
largeur ;

- increasing height (BTIH): les rectangles sont classés par ordre croissant de leur
hauteur ;

\c)
(h
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+ largeur du coupon -
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decreasing width (BTDW): les rectangles sont classés par ordre décroissant de leur
largeur I

decreasing height (BTDH ): les rectangles sont classés par ordre décroissant de leur
hauteur ;

Les ordres proposés ont des performances inégales en fonction du problème à résoudre,
si bien que les auteurs n'on pu dégager une heuristique plus performante en général. De
plus, d'un point de vue théorique Baker, Coffman et Rivest ont montré qu'il n'existait
pas toujours d'ordre optimal pour la méthode bottom-left [BCR 80].

Conclusion

Le problème du bordereau de coupe en confection constituera le sujet d'étude prin-
cipal de la partie applicative de ce document. Nous l'avons décrit dans ses grandes
lignes, en le situant tout d'abord dans le processus de conception et de fabrication de
vêtements dont les répercussions économiques sont non négligeables. La définition d'un
problème de bordereau de coupe fait intervenir un certain nombre de contraintes issues
de I'industrialisation que nous avons regroupées dans trois catégories: les contraintes
d'orientation, de motif et de fabrication.

Sur le plan algorithmique, le calcul d'un bordereau de coupe pose un certain nombre de
difficultes qui influenceront la conception des méthodes de résolution. Ainsi, nous avons
mis en évidence la taille importante des domaines de définition qui interdit l'utilisation
de certains algorithmes énumératifs, et la diversité des formes à placer qui nécessite une
gestion fine des encastrements entre les pièces concaves.

Un certain nombre de méthodes de résolution ont été conçues pour contourner ou
résoudre les principales difficultés que nous avons évoquées. Nous avons présenté deux
méthodes spécifiques qui restent proches du cadre des Csp. La méthode des translations
de colonnes vise à respecter en priorité le sens du fil des tissus en opérant une série de
translations sur des pièces ou des groupes de pièces afin d'obtenir un placement présentant
un taux de chute acceptable. La méthode des modules rectangulaires divise le problème
global en un ensemble de sous problèmes plus simples et de tailles réduites, puis combine
les placements obtenus en un plan général.

Le problème du bordereau de coupe à été abordé dans différents domaines comme la
recherche opérationnelle, voire des méthodes ad À,oc. Toutefois, nous ne présentons pas
toutes ces méthodes car elles s'éloignent trop du contexte CSP qui nous intéresse dans ce
document.

Le problème que nous étudions ici n'a pas été abordé à notre connaissance dans Ie
cadre de formalisation des Csp. S'il sort un peu du cadre habituel de la recherche d'une
solution difficile à trouver - I'objectif est d'exhiber une solution qui minimise en général
le taux de chute - le bordereau de coupe mérite toutefois d'être formalisé et résolu à
l'aide de Csp. Certains algorithmes énumératifs développés dans ce cadre permettent des
recherches efficaces pour des problèmes relevant du cadre générique du placement.



Cha pitre B

Utilisation des CSP pour Ie problème
d u borderea u de cou pe

T 
p pRost Èuo du bordereau de coupe a été étudié dans différents cadres théoriques de

D résolution, mais n'a pas été exploré (du moins à notre connaissance) dans le cadre
d'étude des Csp. Nous nous concentrons dans ce chapitre sur les problèmes spécifiques
que pose le calcul d'un bordereau de coupe quant à l'utilisation de Csp.

Le premier paragraphe de ce chapitre proposera une formalisation Csp du problème du
bordereau de coupe. Elle s'attardera notamment sur les difficultés liées à la discrétisation
de I'espace de piacement.

Le paragraphe 2 présentera les implications de la structure générale d'un problème
de bordereau de coupe sur I'algorithmique séquentielle de résolution. Nous ne considére-
rons en fait que les algorithmes de recherche compiets qui constituent le cceur de cette
étude. Nous aborderons enfin au paragraphe 3, les problèmes liés à la parallélisation des
algorithmes de recherche de solution pour le calcul d'un bordereau de coupe.
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L Formalisat ion CSP du problème

La première difficulté rencontrée dans la résolution d'un problème est sa formalisation.
Nous proposons dans ce paragraphe de transcrire dans le formalisme CsP, le problème
du bordereau de coupe. En fait, deux questions importantes seront traités dans cette
optique, et feront I'objet de paragraphes distincts: les domaines de définition réels, et les
objectifs d'optimisation. Nous donnerons de plus dans le paragraphe 1.3, un exemple de
formalisation.

1.1 Discrét isat ion des domaines

Habituellement, le problème du bordereau de coupe consiste à placer des pièces d'un
patron de vêtement dans IR.2 x 2zr, soit dans un espace infini, ou tout au moins continu,
qui correspond à la surface du coupon de tissu (c/. paragraphe 2.1 du chapitre 7). Si
certains cadres de travail en Csp considèrent des domaines infinis ou continus [Dav 87],
la plupart des auteurs travaillent sur des Csp dont les domaines sont finis et discrets.

La formalisation < naturelle > du problème du bordereau de coupe consiste à utiliser
une variable par forme à placer, une solution étant I'affectation d'une position pour chaque
variable de telle sorte que chaque affectation respecte toutes les contraintes définies dans
le problème. Les domaines des variables doivent donc exprimer la totalité des positions
possibles sur la surface du coupon de tissu. Il sera ainsi difficile pour un algorithme
complet d'énumérer un espace infini, tel qu'il est défini dans le chapitre 7.

Il est donc nécessaire de discrétiser I'espace de placement, de telle sorte que les do-
maines correspondants soient finis et discrets. La solution la plus simple consiste à
quadriller le coupon de tissu, en considérant chaque carreau ainsi défini comme une posi-
tion élémentaire d'un domaine. La figure 8.1 présente un exemple de discrétisation de la
surface de placement par quadrillage.

Figure 8.1: Discrétisation de la surface de placement. les positions possibles sont matérialisées par des
cercles. Les flèches correspondent aux diffêrentes orientations possibles d'une pièce.

En plus de la surface de placement, il est indispensable de prendre en compte les
différentes orientations possibles pour chaque position. Nous choisissons de ne prendre en
compte que quatre orientations possibles pour une seule position. Ce choix est dicté par
deux observations importantes :

1. les rotations d'un angle différent de 90" (ou d'un multiple)sur un quadrillage posent
des problèmes pour les calculs de recouvrement I
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2. les pièces du patron sont généralement alignées sur la chaîne ou la trame du tissu,
qui forment un angle droit entre elles.

La discrétisation de I'espace de placement induira des pertes de matière supplémen-
taires du fait de la discontinuïté du positionnement. Son effet peut être facilement mis en
évidence en reportant le quadrillage de discrétisation sur les formes à placer. La figure 8.2
présente un exemple de discrétisation d'une pièce de vêtement.

Figure 8.2: Discrétisation d'une pièce de vêtement (en gras). Le placement se fera sur les carreaux
englogant la pièce, en respectant Ie quadrillage de la surface de placement. Les pertes de matière dues à

la discrétisation sont grisées.

Le choix de la taille du quadrillage de discrétisation de l'espace de placement a des ef-

fets directs importants sur la recherche. En effet, un quadrillage fin conduit à la définition
de domaines de taille importante qui rendra la recherche plus coûteuse. À l'opposé, un
quadrillage grossier conduira à des soiutions de moins bonne qualité puisque les pertes in-
hérentes à la discrétisation seront plus grandes. Le compromis sera choisi par i'utilisateur
qui formalisera un problème donné, en fonction des formes des pièces à piacer, et du temps
disponible pour calculer une solution. De plus, il sera utile de tenir compte des contraintes
d'alignement des motifs pour que ceux-ci soient des multipies de la taille de quadrillage.

On évitera ainsi les pertes de matières dues à la discrétisation des alignements.

t .2 Définit ion des objectifs

La compiexité opérationnelle des algorithmes de résolution du problème du bordereau
de coupe conduit généralement à réduire les exigences vis-à-vis de la solution obtenue. En
effet, on ne pouffa pas toujours requérir l'optirnal parfait en un temps raisonnable. Ces
limitations seront encore plus évidentes dans le cadre restreint des algorithmes complets
que nous étudions dans ce document.

Nous proposons deux hypothèses de travail différentes, qui visent à chercher un com-
promis entre le temps de résolution et la qualité de la solution obtenue: la résolution en
espace limité, et la résolution en temps limité.
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I .2 . I  Résolut ion en espace l imi té

Dans ce contexte de recherche, I'espace de placement est limité (en longueur de tissu)
et I'objectif général de I'algorithme sera alors de trouver un placement correct dans cet
espace. Dans le cas où un placement est trouvé, il est possible de faire une nouvelle
recherche avec un espace encore plus réduit, et ce, jusqu'à ce que l'algorithme conclut à
une impossibilité de placement. On procédera en sens inverse si la première recherche ne
permet pas de trouver de solution.

La technique incrémentale (ou décrémentale selon le cas) reste toutefois coûteuse car
elle suppose d'approcher l'optimal, et donc de parcourir I'ensemble de l'arbre de recherche.
Pour des problèmes de très grande taille, on se contentera de trouver une solution dans
un espace limité qui correspond aux critères de pertes acceptables pour l'industrialisation
de la fabrication.

I .2 .2 Résolut ion en temps l imi té

Dans la mesure où I'on désire obtenir une solution rapidement, on peut choisir de li-
miter le temps de recherche. L'objectif de I'algorithme est alors de rechercher le placement
optimal selon la longueur de tissu utilisée. Toutefois, l'optimum ne sera atteint que si
le temps imparti est suffisant pour que l'algorithme explore I'arbre de recherche qui y
conduit. Dans le cas contraire, I'algorithme sera arrêté sur une solution sous-optimale.

1.3 Exemple de formal isat ion

Les principales contraintes dans un problème de bordereau de coupe concernent le non-
recouvrement des pièces, c.-à-d. des contours. Comme le positionnement est discret, selon
un cadrillage, les seuls recouvrements qui peuvent être rencontrés lors de la vérification
de contraintes concernent des carreaux d'englobement de pièces. Il n'est donc pas utile
de stocker les contours exacts des pièces, mais uniquement les carreaux qu'elles occupent.
Les formes à placer seront donc stockées par:

- Une matrice de bits qui matérialise I'englobant de la pièce. Les matrices pourront
avoir des tailles différentes.

- Le centre de placement de la pièce qui correspond au carreau de la matrice qui
servira d'origine pour le placement.

(> <-O æ
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Figure 8.3: Orientations possibles pour une pièce.

Les orientations autorisées pour la pièce. Celles-ci suivront les cas de combinaison
présentées à la figure 8.3.
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Les contraintes de non-recouvrement sont implicites et ne nécessitent donc pas de
structures de données particulieres. Les contraintes d'alignement sur les motifs sont pro-
pres à chaque pièce et pourraient donc faire partie de ses caractéristiques. Nous n'en
tenons toutefois pas compte dans le système de résolution que nous utilisons.
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Figure 8.4 : Exemple de description d'un problème de bordereau de coupe selon Ie formalisme Cse que
nous utilisons. Le patron est constitué de deux pièces dont les contours et I'orientation correspondent à
lafigure 8.2. La surface de placement (13 x 13) permet un placement optimal.

2 Algorithmes séquentiels

La résolution d'un problème de bordereau de coupe peut être menée à bien de multiples
façons. Nous nous concentrons dans ce paragraphe, sur les algorithmes complets séquen-
tiels. De plus, si tous les algorithmes que nous avons présentés dans la première partie de
ce document sont théoriquement applicables ici, tous n'exhiberont pas les mêmes facilités
de résolution. Nous étudierons donc tout particulièrement les techniques qui s'adaptent
le mieux à la spécificité du problème.

Nous montrons tout d'abord I'intérêt du filtrage de certaines contraintes auant Ia
recherche énumérative (paragraphe 2.1), puis nous discuterons le choix de la méthode
de recherche elle-même au paragraphe 2.2. Nous aborderons enfin I'influence des ordres
d'instanciation dans le paragraphe 2.3.

2.L Pré-f i l trage des problèmes

Si le filtrage des domaines avant la recherche est souvent omis dans le cadre des

algorithmes généraux de résolution des Cse, il sera important de ne pas négliger cette
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phase pour les problèmes de bordereau de coupe. En effet, la définition de tels problèmes
comporte un nombre important de contraintes unaires qui peuvent être traitées (par
filtrage des domaines correspondants) avant la résolution. Nous passons ici en revue
les différents types de contrainte rencontrées dans de tels problèmes, afin de déterminer
I'opportunité de leur filtrage.

Contraintes de non-recouvrement: ces contraintes sont définies implicitement dans
la déclaration d'un problème de bordereau de coupe. On peut en fait considérer le non-
recouvrement entre les différentes pièces et l'extérieur du coupon (pour que les pièces ne
<< sortent > pas de I'espace de placement), et le non-recouvrement direct entre les pièces,
afin que celles-ci ne se chevauchent pas.

Dans le premier cas, les contraintes sont unaires puisqu'elles concernent indépendam-
ment chaque pièce, et un filtrage par suppression des positions qui entraînent le déborde-
ment d'une pièce est vivement conseillé. En effet, ces contraintes seront appliquées avant
la recherche, et I'algorithme de résolution n'aura plus à en tenir compte.

Pour ce qui est des contraintes de non-recouvrement entre deux pièces, un filtrage des
domaines les prenant en compter ne pourra entraîner de suppression - et donc de réduction
du temps de résolution - que si la position d'une pièce interdit toutes les positions pour une
autre. Ce cas de figure ne sera rencontré que si I'on cherche à placer des pièces très grosses
dans un espace restreint. Or, I'hypothèse de départ suppose que le problème comporte un
nombre suffisament important de pièces, et nous permet d'exclure ces cas. Ainsi, on peut
prévoir à priori que le filtrage par arc-consistance des contraintes de non-recouvrement ne
permettra en général pas de réduction de domaine, alors qu'il sera très coûteux à cause
du nombre de positions à tester mutuellement. Nos algorithmes de recherche n'incluront
donc pas ce type de technique.

Contraintes d'orientation : elles signifient que la pièce devra respecter le sens d'un fiI.
Elles ne s'appliquent qu'à une seule pièce et pourront donc être traitées par pré-filtrage.
Les contraintes d'alignement avec les motifs du tissu entrent dans cette catégorie et seront
donc traitées de la même façon. On notera toutefois, que les algorithmes que nous avons
implémentés n'incluent pas ce type de contraintes.

2.2 Consistance en avant et recherche

Le choix de la consistance à établir au cours de la recherche est une question fonda-
mentale dans la définition de I'algorithme à mettre en ceuvre. Nous proposons dans ce
paragraphe, un algorithme qui permet de tirer parti au mieux des spécificités du problème
du bordereau de coupe.

En considérant les résultats expérimentaux obtenus sur les Csp généraux [Pro 94,
Smi 94], les algorithmes de recherche par établissement de consistance en avant semblent
s'imposer. Si nous ne remettons pas en cause I'opportunité d'un tel algorithme, les par-
ticularités du problème qui nous concerne ici - voir les paragraphes suivants - induisent
des choix spécifiques.

lce fi l trage correspond alors à del'arc-consistance.
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2.2.t Notion de non-support

Si I'algorithme FC qui filtre les domaines futurs en fonction de chaque nouvelle instan-
ciation, a longtemps fait i'unanimité dans le monde des Cse, il est maintenant sérieuse-
ment concurrencé par MAe pour la résolution des Csp généraux. L'idée qui ressort de
MAC est que la suppression d'une valeur inconsistante par FC peut entraîner la suppression
cle plusieurs autres valeurs si celle-ci était leur support3 unique.

Dans le cas du problème du bordereau de coupe, le positionnement (i. e. l'instanciation)
d'une pièce ne permet pas de supporter d'autres positions, mais conduit au contraire, à
I'invalidation d'un certain nombre de positions. La suppression d'une position dans un do-
maine, consécutive au filtrage de FC conduit donc à un relachement des contraintes sur le
CSP restant. On pourra ainsi parler de non-supporf puisque les contraintes se comportent
en opposition avec la notion classique de support.

Ainsi, I'application d'une consistance en avant telle que MAC cond,tira à un surcroît de
calcul, pour un bénéfice nul puisqu'aucune suppression ne sera propagée. On abandonnera
donc I'algorithme MAC au profit de FC pour le problème du bordereau de coupe.

2.2.2 Local i té  des inconsis tances

Lors de I'instanciation d'une variable, c.-à-d. le positionnement d'une pièce sur le
coupon, les inconsistances qui doivent être filtrées par I'algorithme de recherche présentent
un caractère local. La figure 8.5 permet d'illustrer cette propriété

Figure 8.5: Illustration de la localité des inconsistances.

Le placement d'une pièce (en gris foncé) conduit à filtrer les domaines des pièces en

attente de placement (en pointillés gras), afin de supprimer les positions qui sont interdites
par cette instanciation. Or, la pièce placée est inscrite dans un cercle de rayon o (en tirets),

et le point de placement de la pièce à tester, elle même inscrite dans un cercle de rayon

B, pourra être placé dans toutes les positions en dehors du cercle de rayon a * B @n
pointillés) sans nécessiter de vérification non-recouvrement des contours. Ce cercle sera

2en plus du filtrage de FC, MAC êtabli l'arc-consistance entre toutes les variables non instanciées, et
constitue donc une version < plus forte >> de consistance en avant.

3la notion de support est explicitée au paragraphe 4 du chapitre 1.

' l
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appelé cercle d'infl,uence de la position de la pièce. Si la surface du coupon est grande par
rapport aux pièces à placer, I'algorithme de filtrage aura alors intérêt à ne filtrer que les
positions des domaines inscrites dans les cercles d'influence relative d'une position.

2.2.3 Fi l trages hors contraintes

Il est possible de simplifier le filtrage des domaines en avant en appliquant directement
la projection de la nouvelle pièce instanciée sur les domaines futurs. En effet, son contour
recouvre un certain nombre de positions, indépendamment des contours et orientations
des autres pièces. Dans ce cas, le filtrage d'un domaine se décomposera en deux parties:

1. La suppression des positions qui sont directement recouvertes par la pièce instanciée.
De plus, toutes les orientations de la position sont supprimées. Ce traitement sera
peu coûteux puisqu'il ne prend en compte qu'un seul contour.

2. Le filtrage complet de toutes les positions restantes dans le cercle d'influence relative
de la pièce instanciée.

On notera, que ce système suppose que le centre de rotation des pièces à placer (petits
cercles sur la figure 8.5) est inclu dans le contour de la pièce. Si cette hypothèse n'est pas
vérifiée, une translation devra être effectuée avant la résolution.

2.3 Ordres dans la  recherhe

Les ordres d'instanciation revètent une importance particulière dans les algorithmes
de résolution de CsP car ils seront un facteur déterminant pour le temps de résolution.
Nous discuterons ici des heuristiques d'ordre pour la résolution du problème du bordereau
de coupe.

2.3.L Ordre sur les pièces à placer

Les méthodes classiques de résolution du problème du bordereau de coupe [Ant 97]
ordonnent généralement les pièces à placer selon leur taille décroissante. Le but de cette
heuristique est de placer en premier les pièces les plus encombrantes. De leur coté, les
aigorithmes généraux sur les Csp utilisent principalement I'heuristiqre MRV [BvR 95] qui
instancie d'abord les variables dont les domaines sont les plus petits. L'objectif est de
réduire la largeur de I'arbre de recherche.

En fait, ces deux méthodes conduiront dans le cadre qui nous intéresse ici, à des
comportements sensiblement équivalents avec un algorithme de recherche par consistance
avant: les plus grandes pièces pourront occuper moins de positions différentes à cause des
limites du coupon de tissu, et leur domaine sera ainsi plus petit.

On pourra de même considérer que les pièces qui disposent d'un degré de liberté plus
faible en rotation devraient être placées en premier. Là encore, I'heuristiqrc MRV couvre
ce cas de figure puisque les pièces en question auront un domaine réduit.
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2.3.2 Ordre sur les positions testées

Si I'ordre d'instanciation des valeurs est souvent considéré comme secondaire dans
les algorithmes généraux de résolution des Cse, la spécificité du problème du bordereau
de coupe rend I'ordre horizontal prépondérant. En effet, I'objectif du placement est de
minimiser la longueur de tissu utilisée, et un ordre quelconque conduirait à placer les
pièces sans cette optimisation. D'une manière générale, les algorithmes de résolution
devront parcourir les positions de manière à << remplir >> au mieux le coupon, comme dans
la figure 8.6.

t : l : l
1 1  :  I  I  I  1 1

a ' ' '  a - '  a ' '

ï : T ' ï
V : l : V

t t l
l )  :  l S--F:--fi-
{ ; i

Figure 8.6 : Ordre de parcours des positions. Pour chaque point de placement, les différentes orientations
sont parcourues dans un ordre quelconque.

3 Algorithmes paral lèles

Du fait du coût élevé de la résolution d'un tel problème, on sera naturellement intéressé
par une recherche parallèle. La plupart des méthodes que nous avons proposées dans la
deuxième partie de ce document seront utilisables dans ce cadre. Nous ne nous concen-
trerons que sur deux points importants pour la parallélisation: la taille des contextes de
recherche au paragraphe 3.1, et la recherche de la solution optimale (paragraphe 3.2).

3.1 Tai l le des contextes de recherche

Une caractéristique fondamentale du problème du bordereau de coupe est que les
domaines des variables à instancier ont des tailles sensiblement plus importantes que les
Cse généralement expérimentés. Cette situation conduit à la construction de grands
contextes de recherche qui devront être échangés et mis à jour par les processeurs lors
d'une phase d'équilibrage de charge. Ainsi, la limitation du nombre de changement de
tâche deviendra encore plus nécessaire. Différents points seront donc à prendre en compte :

- La fonction de diuisibilité d'une tâche qui permettra d'éviter des divisions en bas de
l'arbre.

- La stratégie de diuision qui devra limiter la multiplication des contextes. Dans ce
cadre, la division minimale (c/. chapitre 5, paragraphe 3.5) semble promettre de
performances intéressantes.

- La cornpression des contextes transmis qui deviendra d'autant plus indispensable
que les communications seront coûteuses.
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3.2 Recherche de I 'opt imum

Comme on I'a vu au paragraphe 1.2, I'objectif secondaire du placement peut être
d'optimiser la longueur de tissu utilisée. On sort légèrement du cadre classique des Cse,
mais la différence est toutefois minime pour un problème d'optimisation. En effet, la
longueur effective du coupon constitue une contrainte supplémentaire unaire qui pourra
être vérifiée à chaque modification. Au début de la résolution, la longueur optimale
correspond à la longueur du coupon, et le filtrage avant la résolution permet d'exclure
toutes les positions qui conduisent à un dépassement (paragraphe 2.1).

Quand un processeur trouve une nouvelle solution qui améliore I'optimum,, il transmet
la nouvelle borne à tous les processeurs (par un mécanisme de broadcast par exemple).
Les processeurs qui reçoivent une nouvelle borne devront tout d'abord vérifier que leur
tâche en cours ne dépasse pas le nouvel optimum, puis recommenceront le filtrage pour
supprimer les positions qui conduisent à un dépassement de la borne reçue.

Ce mécanisme implémente une forme de branch and, bound élémentaire: les étapes
de branchement se succèdent sans calcul de la fonction d'évaluation puisqu'elle est tou-
jours inférieure à I'optimum global. En cas de changement d'optimum, les contextes de
recherches sont mis à jour afin qu'une nouvelle étape de branchement maintienne toujours
la fonction d'évaluation en deçà de I'optimum global.

Dans le cadre de la recherche d'un optimum, on pourrait contester la validité de la
répartition de charge algébrique (chapitre 5, paragraphe 3.3). En effet, celle-ci construit
les tâches à explorer en suivant la procédure generate and" test. Ainsi, toutes les positions
de la première pièce constitueront une base de recherche, induisant une couverture totale
de I'espace disponible, et donc des débuts de recherche en dehors de la surface optimale.
Toutefois, les premières positions testées permettront de trouver une solution constituant
un optimum local qui éliminera les tâches inutiles.

Conclusion

Les difficultés liées à la résolution des problèmes de bordereau de coupe par des Csp ont
été abordés dans ce chapitre. La premier obstacle a été naturellement la formalisation du
problème. Il est notamment apparu que les algorithmes classiques énumératifs imposaient
une discrétisation de I'espace de placement selon un maillage carré. Les objectifs visés
par I'utilisateur - en général I'optimisation de la longueur de tissu nécessaire - induisant
des coûts de recherche importants, nous a conduit à définir deux systèmes de résolution:
en espace ou en temps restreint.

La recherche en espace restreint consiste à imposer une surface de placement réduite,
proche d'un optimal qui correspond aux taux de chute habituellement observés. La ré-
solution se concentre alors sur la recherche d'une solution. Dans la recherche en temps
limité, l'espace de placement est suffisant pour permettre un grand nombre de solutions
sous-optirnales. À chaque découverte d'une solution, on réduit I'espace de placement pour
ne chercher que des solutions meilleures.

Nous avons proposé pour la mise en ceuvre de la recherche énumérative, différentes
techniques spécifiques. Le préfiltrage des contraintes unaires (orientation des pièces par
rapport à la trame du tissu, inscription dans I'espace de placement) est apparu comme
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indispensable. A I'opposé, l'établissement et le maintien de l'arc-consistance ne pourra
pas apporter les bénéfices classiquement observés. En effet, la suppression d'une position
possible pour une pièce n'entrainera jamais la suppression d'autres positions pour d'autres
pièces. Ainsi, la vérification de l'arc-consistance coûterait en temps de calcul, pour un
bénéfice nul.

L'algorithme FC (avec ou sans hybridation avec un retour arrière non-chronologique)
ne devra pas être utilisé tel quel. Nous avons mis en évidence des phénomènes de localité
dans les filtrages en avant qui permettent de restreindre Ia vérification aux seules positions
clans les domaines non instanciés qui sont proches de la position en cours de test.



Cha pitre 9

Expérimentations séquentielles et
pa ra llèles

NTous AVoNS pnÉsoNrÉ dans le chapitre 8 des concepts algorithmiques pour la réso-

I\ lution de problèmes de bordereau de coupe à I'aide du formalisme Csp. Nous nous
proposons dans ce chapitre, d'expérimenter ces techniques, tant dans un cadre d'exécution
séquentiel que parallèle.

Dans le paragraphe 1, nous présentons l'environnement expérimental de cette étude.
Nous détaillerons notamment le choix des problèmes résolus, ainsi que les algorithmes et
configurations machines utilisés. Le paragraphe 2 donnera un certain nombre de résultats
obtenus sur une machine séquentielle - en fait, i l s'agit d'une machine parallèle, mais dont
seul un processeur est util isé.

Nous terminons ce chapitre par des rapports d'expérimentations sur les recherches
en parallèle (paragraphe 3). Aussi bien dans ce dernier cadre que dans I'environnement
séquentiel, nous testerons des algorithmes en espace limité, avec incrémentation de l'espace
de placement, et une expérimentation en recherche d'optimum.
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1 Environnement expérimental

Avant de présenter les résultats obtenus lors de nos expérimentations, nous donnons
quelques précisions sur I'environnement expérimental: les problèmes résolus dans le para-

graphe 1.1, puis ies algorithmes utilisés au paragraphe 1.2.

L.1 Problèmes résolus

Considérant le temps nécessaire pour résoudre un seul problème, il ne nous a pas
été possible de réaliser des expérimentations sur un grand nombre de problèmes, afi.n
d'obtenir des résultats statistiques. Nous nous sommes contentés de construire < à la
main >> un problème réaliste, en nous inspirant d'un patron de découpe déjà construit
pour les formes des pièces.

Le problème ainsi construit contient 16 pièces de tailles et formes différentes. En fait,
la forme joue un rôle peu important vis-à-vis de la taille, et surtout de la discrétisation
de I'espace de placement - et donc des pièces du patron. De plus, les pièces demandent
toutes la même orientation. À titre indicatif, la table 9.1 résume les tailles des matrices
des différentes pièces, ainsi que la densité de remplissage de chaque matrice.

Table 9.1: Liste des pièces à placer, avec la tail le de leurs matrices, et le taux de remplissage de la
pièce par rapport à sa matrice rectangulaire

lece colonnes ensité colonnes densité

1
2
3
4
O

Cl

7
8

8
7
8
T

3
8
7

6

10
8
9
4
6
7
6
8

o  170

57%
75%
67To
57%
67%
75To

I
10
11
12
13
I4
I Û

16

7

6
11
8
6
K
<)

8
8

I
o

8
7
I

9
I
9
6

56%
60%
oo70

64To
70%
5IT
57To
67To

La largeur du coupon de tissu mesure 21 unités de discrétisation. Un arrangement
manuel permet de placer toutes les pièces sur une longueur de tissu de 36 unités. Cette
optimisation ne tient toutefois pas compte des pertes dues à ia discrétisation des pièces.

On notera que les points de positionnement des pièces sont tous contenus dans les
contours, mais ils ne sont pas forcément centrés par rapport à celui-ci. Ainsi, ie rayon
d'influence de la pièce n'est pas optimisé pour limiter la surface considérée lors d'une
vérification de consistance en avant. On considère en fait que les décalages par rapport
au centre de la pièce permettent d'inclure le surcoût de calcul induit par les contraintes
d'alignement sur les motifs.

L.2 Algorithmes et tests effectués

Tous les algorithmes que nous avons utilisés sont implémentés en langage C. Un pro-
blème est stocké par sa liste de pièces, et chaque pièce nécessite une matrice de bits pour
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le stockage des contours. De plus, les domaines sont stockés sous forme de matrices de
pointeurs, comme dans la figure 9.1 afin de permettre un accès rapide à chaque position,
tant sous forme matricielle pour les projections sur les surfaces, que sous forme de liste
ordonnée pour les parcours d'instanciation.

Figure 9.1 : Schéma de stockage des domaines des pièces à placer.

Pour les expériences en espace limité, nous avons testé successivement 8 problèmes,
avec à chaque fois les mêmes pièces, mais avec des longueurs croissantes de tissu: de 28
à 42 unités, avec un incrément de deux unités entre chaque exécution. Ce système ne
correspond pas tout à fait à la procédure pratique de résolution, mais permet de cerner
les influences de la variation de la taille du coupon sur le temps de calcul.

Les expériences d'optimisation ont été menées avec les seizes pièces déflnies dans le
paragraphe 1.1, et pour un espace limitede 21 x 40 unités.

La résolution des problèmes de bordereau de coupe se fait à I'aide de la plupart des
optimisations présentées au chapitre 8:

- préfiltrage des contraintes de non-recouvrement avec le contour du coupon de tissu,
ainsi que des contraintes d'orientation ;

- vérification de consistance en avant optimisée avec projection de la nouveile surface
instanciée sur les domaines futurs et limitation du parcours des positions futures
aux surfaces d'influence relative ;

- ordonnancement de I'instanciation des pièces par I'heuristique MRV.

Aussi bien les expérimentations séquentielles que parailèles ont été menées sur la Con-
nection Machine CM-s du CNCPST (Centre National de Calcul Parallèle en Sciences de la
Terre). Toutefois, les algorithmes séquentiels ne sont pas des algorithmes parallèles sur un
seul processeur avec des équilibrages triviaux, mais des versions séquentielles dépourvues
de toutes les surcharges dues au parallélisme. Le choix de la CM-5 pour les expérimenta-
tions séquentielles permet essentiellement de calculer les accélérations parallèles.

2 Expérimentations séquentiel les

La première partie des tests effectués concerne la recherche séquentielle. Si elle sort
un peu du cadre d'étude de ce document, elle reste toutefois importante car elle per-
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mettra par la suite d'évaluer les performances des résolutions paralléles. Nous étudions
deux méthodes différentes de résolution: la recherche d'une solution en espace limité
(paragraphe 2.L), et la recherche de Ia solution optimale dans la paragraphe 2.2.

2.L Recherche en espace l imi té

Les temps de calcul pour la résolution du problème test en séquentiel dans un espace
limité sont résumés par la figure 9.2. L'algorithme a découvert une solution pour les 3
dernières longueurs de tissus, c.-à-d. à partir de 38 unités. Par rapport à I'optimal calculé
à la main sur un espace continu (36 unités), une perte de matière est observée, due à la
discrétisation de I'espace de placement.
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Figure 9.2: Temps de résolution du problèmedu paragraphe 1.1 en séquentiel, pour des espaces limités
de taille croissante.

La courbe des temps en fonction de I'espace disponible fait apparaître un pic de calcul
qui correspond à la longueur minimale pour laquelle une solution a été trouvée. En
deçà de cette valeur, le coût de la recherche va croissant avec I'augmentation de la taille
disponible. La principale explication de ce phénomène est que la taille des domaines
augmente, induisant un arbre de recherche de largeur croissante. De plus, comme les
problèmes ne sont pas satisfiables, l'algorithme doit parcourir la totalité de I'arbre.

Au delà du seuil de satisfiabilité de la longueur de tissu, le temps de calcul va décrois-
sant avec I'augmentation de la longueur disponible. Là, l'accroissement de la taille des
domaines induit aussi des arbres de plus en plus larges, mais s'accompagne de plus d'une
nette augmentation du nombre de solutions (sous-optimales pour la plupart). La chute du
coût de résolution vient du fait que I'algorithme rencontre de moins en moins de difficultés
pour trouver une solution. Dans ce cas, ii n'a pas à parcourir la totalité de i'arbre.

2.2 Recherche de I 'opt imum

L'observation des résultats de la résolution du problème test en séquentiel pour la
recherche de la solution optimale ne permettra pas beaucoup de commentaires. En effet,
un seul chiffre sera disponible, puisqu'une seule résolution aura été exécutée. Les données
brutes sont de 742.55 secondes pour trouver I'optimal. La solution trouvée est identique
à celle trouvée par I'algorithme en espace limité à 38 unités dans le paragraphe précédent.
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Ceci nous permet donc essentiellement un commentaire sur cette dernière méthode. En
effet, le temps nécessaire pour trouver cette solution en espace constant, c.-à-d. en stoppant
la recherche après la découverte, à mis un temps équivalent (731 secondes), alors que le
calcul de l'optimum impose de parcourir totalement l'arbre sur la profondeur de la solution
optimale. Ainsi, on déduit que la solution trouvée en espace limité à 38 unités a imposé
le parcours d'une grande partie de I'arbre de recherche.

3 Expérimentations paral lèles

La dernière partie de ce chapitre concerne l'expérimentation des algorithmes parallèles.
Elle reprend la même structure que le paragraphe présentant les résultats séquentiels:
recherche en espace limité dans le paragraphe 3.1 et recherche de l'optimum dans le
paragraphe 3.2.

3.1 Recherche en espace l imi té

La série de tests avec espace limité croissant a tout d'abord été exécutée sur des
nombres de processeurs différents. La figure 9.3 présente ces résultats. On notera que la
division des tâches se fait selon l'heuristique minimale.

I proc. -+-
16 proc. -r--'
24 proc.  E.- .
32proc.  .x  .

. - f J .  . . r '
- . .x '

'\
":,.\-'Èt.:

::rl:t-1i;6

Figure 9.3: Temps de résolution du problème du paragraphe 1.1 avec 8, 16,24 et 32 processeurs. Les
espaces sont limités, de taille croissante.

Globalement, les courbes des temps expriment le même comportement que la résolution
séquentielle: le coût de résolution augmente vers le seuil de satisfiabilité de la longueur
de tissu, puis diminue.

En fait, Ia zone croissante (non satisflable) et la zone décroissante (satisfiable) font
apparaître des comportements différents, en dehors des variations : dans la zone croissante,
les rapports de temps de calcul entre les différents nombres de processeurs sont quasi
constants, et les courbes sont régulières. À I'opposé, la zone décroissante fait apparaître
plus de bruit entre les courbes, à tel point que la hiérarchie qui devrait ressortir entre les
différents nombres de processeurs s'en trouve chamboulée. On expliquera ce phénomène
par la répartition initiale des tâches de recherche qui conduit à placer la branche qui
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contient une solution dans des positions différentes dans les listes d'attente selon le nombre
de processeursl .

Afin de vérifier la validite de la stratégie de division minimale dans le cas du problème
du bordereau de coupe, nous avons recommencé les tests avec deux autres heuristiques:
la division haute et la division basse. La division transverse à été rejetée, car conduisant
à de trop nombreux changements de contextes. Les résultats obtenus sont résumés dans
la figure 9.4. Nous nous sommes concentrés ici sur la recherche limité avec 38 unités de
longueur car c'est la résolution la plus coûteuse.

q

-i
(L

o
E
@

Figure 9.4: Temps de résolution du problème du paragraphe 1.1 avec des techniques de division mini-
male, haute et basse. Les espaces sont limités à 21 x 38 unités.

En fait, les résultats sont moins significatifs que I'on pouvait le supposer puisque Ia
différence entre la division minimale et la division basse n'est pas nette. La seconde se
montre même sensiblement plus rapide pour 24 processeurs. Cependant, la division haute
reste peu efficace, conformément aux observations faites dans le chapitre 6. La table 9.2
apporte quelques éléments d'explications.

Table 9.2 : Nombre de tâches échangées/divisées selon les différentes techniques de division, pour un
nombre donné de orocesseur.

Nombre de processeurs 322416
Division minimale
Division haute
Division basse

610
20115
710

17le
4e 123
1516

r0l6
12l4
510

13/0
32118
19l12

Le nombre de tâches échangées par les processeurs est réduit pour toutes les techniques
de division. De plus, une proportion importante des ces tâches n'est pas issue d'une
division, mais d'une simple transmission des tâches définies lors de la phase de répartition
initiale. Or, comme les différences d'efficacité entre les heuristiques seront essentiellement

lrappelons que les problèmes satisfiables
recherche.

n'imposent pas Ie parcours de la totalité de I'arbre de
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dues aux tâches divisées, il est difficile de distinguer une heuristique comme étant la
meilleure.

En terme d'efficacité,
nombre de processeurs et
l'heuristique minimale.

Table 9.3: Efficacité de la
processeurs pour la recherche

la table 9.3 résume les performances de la recherche selon le
Ia taille de l'espace de placement. La division utilisée reprend

résolution parallèle du problème du paragraphe 1.1 avec 8, 16,24 et 82
en espace limité.

Nombre de processeurs 32q/1
L A16

28 unités
30 unités
32 unités
34 unités
36 unités
38 unités
40 unités
42 unités

e2%
80To
84%
82%
82%
8O%o
1 t  -(V
L + l  7 0

r66%

86%
I  4Yo

77%
74To
aatV
t t / o

6IT0
r03%
14770

83%
'7 A07^
I  a  / u

77%
74%
77%
58To
e7%
94To

7e%
6s%
74To
68%
n  ̂ t /
t + / t J

7O7o
OOYo

59%

Les résultats sont globalement intéressants: les efficacités obtenues montrent que le
parallélisme est correctement exploité lors du parcours de tout l'arbre de recherche (28
à 36 unités). On observe même des accélérations super-linéaires pour les problèmes très
satisfiables. Toutefois, ces performances étaient prévisibles car le premier processeur qui
trouve une solution arrête les autres, et la densité importante de solutions augmente les
chances qu'un processeur aboutisse plus vite à une solution.

3.2 Recherche de I 'opt imum

Les temps de recherche de la solution optimale en fonction du nombre de processeurs
sont donnés à la table 9.4. Nous les reportons essentiellement à titre indicatif car on ne
peut en déduire de nombreux enseignements.

Table 9.4: Performances de la résolution parallèle du problème du paragraphe 1.1 avec 8, 16,24et 32
processeurs pour la recherche de la solution optimale.

Nombre de processeurs 322416
Temps, en s.
Accélération
Efficacité

114.59
6.48
SLTo

63.57
11.68
73%

50.72
14.64
6LTo

36.83
20.16
63To

On remarquera une efficacité correcte quelle que soit le nombre de processeurs utilisés.
En fait, la diminution observée de I'efficacité est similaire à celle apparue dans le chapitre 6,
ainsi que dans le paragraphe précédent. On I'attribuera donc pour sa plus grande part, à
I'augmentation du coût des communications.



Chapi t re 9 -  Expér imentat ions sécuent ie l les et  paral lè les

Conclusion

Nous avons expérimenté dans ce chapitre, quelques techniques de résolution du pro-
blème du bordereau de coupe dans une formalisation Csp. Les algorithmes utilisés repren-
nent les spécificités présentées dans le chapitre 8. Nous nous sommes de plus intéressés,
autant au cadre d'exécution séquentiel qu'au cadre parallèle.

Les résolutions ont porté sur un seul problème construit à partir d'un exemple concret
de patron de coupe, et avec des tailles de coupon de placement diflérentes. Les tests ont
été exécutés sur une machine parallèle de type Connection Machine CM-5.

Les algorithmes en espace limité (avec une taille de tissu croissante) ont mis en évi-
dence la difficulté de trouver une solution proche de I'optimum, tant pour une recherche
séquentielle que parallèle. Les tailles de coupon qui permettent de nombreuses solutions
exhibent des accélérations super-linéaires, alors que les tailles inférieures à I'optimum
présentent des efficacités satisfaisantes, bien que sub-linéaires.

La comparaison de différents types de division n'a pu mettre en évidence la pertinence
de la division minimale que nous avions supposée. La raison est essentiellement que le
problème a fait apparaître un équilibre initial suffisant entre les processeurs pour que les
phases de division soient marginales par rapport au reste de la résolution. On pourra sup-
poser que ce cas est assez général pour tous les problèmes de bordereau de coupe puisque
la grande taille des domaines permet une bonne répartition au départ du déséquilibre de
I'arbre de recherche.

Les algorithmes en temps limité (avec optimisation) ont eux aussi montré des per-
formances correctes sur le plan du parallélisme. Nous n'avons toutefois pas observé
d'efficacités super-linéaires. On notera que les expérimentations se sont déroulées avec
un temps illimité pour observer le temps maximal nécessaire à la recherche de i'optimum
global.
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DoUR CONCLURE un document de ce type, il est bon d'établir un bilan des avancées
I qui y sont proposées. De même que pour le plan général, on pourra les séparer en
trois parties fondamentales : I'aspect séquentiel des Cse, I'aspect parallèle et l'application
à un problème de CAO.

Sur le plan séquentiel, nous nous sommes concentrés sur la résolution des Csp n-aires.
Dans ce contexte, il nous est apparu nécessaire de définir une méthode de recherche par
consistance en avant car les algorithmes de la littérature (FC et MAC principalement)
ont été conçus pour des contraintes binaires. Partant des notions de consistances n-
aires proposées par différents auteurs -I'hyper-k-consistance [Jég 93] et la relationnelle-k-
consistance [DvB 95] - nous avons montré l'inadéquation de la première pour la conception
d'un algorithme de recherche en avant. De plus, nous avons étendu la seconde notion
vers une définition plus générale de consistance: la relationnelle-(i, j)-consistance qui
introduit la notion de profondeur de vérification2. Celle-ci nous a permis de concevoir un
algorithme de recherche en avant de type forward-checking qui puisse prendre en compte
les contraintes n-aires.

Suivant le même objectif, nous nous sommes penchés sur les adaptations de diverses
techniques de recherche induites par la prise en compte de contraintes n-aires. Il est
ainsi apparu que la technique du retardement de la vérification pouvait non seulement
s'appliquer au différentes valeurs à l'intérieur d'un domaine, mais aussi sur plusieurs
domaines car la mise en évidence d'un support suffit à valider une instanciation. De plus,
nous avons défini une heuristique d'ordre sur les variables qui tente de mieux prendre en
compte les contraintes n-aires, afin de minimiser la largeur de l'arbre de recherche.

Des expérimentations pratiques sont venues valider les algorithmes et heuristiques
proposés. Nous avons pû mettre en évidence I'intérêt de la recherche de solution sur les
contraintes n-aires par rapport à la résolution sur un système modifié pour ne contenir que
des contraintes binaires. L'heuristique d'ordre sur les variables que nous avions definie
s'est montrée tout aussi performante même vis-à-vis de MRV qui fait I'unanimité dans la
communauté CsP pour la combinaison avec FC.

Tout le travail que nous avons fourni dans le cadre d'exécution parallèle s'articule au-
tour d'un algorithme générique de résolution énumérative des Csp. Celui-ci est capable
d'intégrer le schéma de Prosser [Pro 93b] qui permet d'hybrider différentes techniques de
résolution séquentielles dans un système de résolution parallèie où les appels aux fonction-
nalités parallèles sont eux aussi génériques. La recherche séquentielle étant basée sur le
parcours d'un arbre, sa parallélisation consiste donc à paralléliser le parcours d'un arbre

2la profondeur de vérification correspond au nombre de variables non-instanciées dans une contrainte
au moment de I'instanciation d'une variable.
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d'autres systèmes.

Si cette étude se termine ici par ces quelques mots, elle laisse toutefois entrevoir un
certain nombre de perspectives pour des recherches futures. Pour se contenter de I'axe
principal que constitue la parallélisation des algorithmes énumératifs de résolution des
CsP, on notera la flexibilité qu'apporte I'algorithme générique que nous avons proposé.
Dans ce cadre, il sera possible d'intégrer dans la recheche parallèle, des méthodes de
mémorisation binaire ou n-aire par apprentissage des inconsistances rencontrées [SV 93].
Les problèmes que cela soulève concernent essentiellement la portée globale des déductions
qui pourrait nécessiter des transmissions au cours de la recherche. Dans cette optique,
une reflexion sur les différentes options de transmission possibles, suivie d'une étude ex-
périmentale approfondie serait intéressante. La parallélisation du marquage par BM ott
BC serait aussi probablement à expérimenter. Cependant, ces techniques conduisent à
des améliorations assez faibles dans un cadre séquentiel, si bien qu'ils semblent moins
stratégiques dans un contexte d'exécution parallèle.

De même, il serait intéressant de définir des stratégies de transfert de charge différentes.
Nous avons utilisé un mode de compression du contexte transmis par échange des sup-
pressions dans les domaines. On peut toutefois imaginer des mécanismes qui prennent
en compte des ratios plus précis entre le coût d'une vérification et celui de la trans-
mission par exemple. De tels systèmes seraient cependant plus dépendants du domaine
d'application. Un certain nombre d'autres expérimentations pourraient être menées afin
de tester différents comportements des algorithmes proposés. L'évaluation de la fonction
de détermination de la divisibilité pourrait notamment être plus poussée afin de tester les
seuils de hauteur et de largeur avec de plus grandes variations.

Sur un plan plus théorique, il serait intéressant de valider ces algorithmes par des
modèles mathématiques. Il existe des modèles pour celà: théorie des files d'attente,
modèles matriciels ou probabilistes [Cyb 89, FG 96].

Les tests que nous avons menés dans cette étude ont été exécutés sur une Connection
Machine CM-s. Cette architecture permet des communications point à point entre chaque
paire de processeurs, et autorise plusieurs communications simultanées. Cependant, les
architectures fortement couplées comme la CM-5 restent assez peu répandues par rapport
aux réseaux de stations de travail. Or, ces architectures ne permettent pas de communi-
cations simultanées mais garantissent des communications en temps constant par rapport
au nombre de processeurs dans le cas où une seule communication se produit. Il serait
intéressant de mener les mêmes expériences dans ce cas de figure afin de vérifier si les
comparaisons entre les techniques établies sur la CM-5 restent valides.

Comme nous I'avons abordé dans la troisième partie concernant le problème du bor-
dereau de coupe, le formalisme Csp peut être associé à la recherche de la solution optimale.
Les algorithmes énumératifs sous-jacents s'orientent alors plus vers le branch-and-bound.
La fonction d'évaluation d'une solution constitue dans le cadre des Csp une contrainte
supplémentaire - ou plus exactement un ensenble de n contraintes qui porte chacune sur
une variable - dont la définition varie en fonction de l'optimal local. Sur la plan algorith-
mique, cette voie semble être la pius prométeuse car elle élargirait le cadre habituel de
résolution des CsP.
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Les problèrnes de satisfaction de

contra intes : rech erche n-ai re et para l lélisme
Application au placement en CAO

Pierre-Paul  wtÉREL

Les problèmes de satisfact ion de contraintes (Cse) consti tuent un cadre de forma,l isat ion

puissant des problèmes d'Intel l igence Art i f ic iel le. Un CsP est la donnée d'un ensemble de

variables cléf inies sur certains domaines. et d'un ensemble de contraintes rel iaut ces vari-

a[es. De nombreuses méthodes ont été définies pour les résoudre. Nous l lous intéressons

clans ce clocument. aux méthodes complètes, i .e. qui permettent toujours de trouver une

solut ion.

Les méthodes complètes de résolut ion les plus performantes pour les Csp uti l isent un

rnécanisme de recherche par véri f icat ion de consistance (( en avant >>. c.-à-d. en f i l t rant les

valeurs incompatibles dans les domaines non instanciés iorsqu'une nouvelle instanciat ion

est testée (foruard-checking). Cependant, ces méthodes ne sont définies que pour des

contraintes binaires. Nous étendons ces méthodes en définissant t tne notion de consistauce

rr -a i re généra l isée:  la  re lat iorznel le- ( i ,  j  ) -consis tance.  Nos expér imentat ions montrent  c l t te

la résolut ion n-aire directe est plus rapide que la résolut ion sur un Csp l t inaire obteuu

après transfolmation.

Clomrne la recherche séquentiel le est part icul ièrement coûteuse (ploblème NP-complet).

le paral lél isme permet de réduire le temps de calcul.  Pour cela. nol ls définissons un algo-

r.itlrme générique qui permet d'hybrider aussi bien les différentes techniclttes de recherche

séquentiel le que les méthodes de paral lél isat ion. Le principe de la recherche reprend le

schéma << Ot. l-paral lèle>>. Si la plupart des techniques paral lèles classiques restent ut i l is-

al les pour les Csp, nous défi .nissons dif férentes techniques destinées à mieux s'adapter att \

spécif ici tés des Csp. Ainsi,  nous proposons une méthode de répart i t ion init ia, le de chalge.

rune rnéthode de division adaptée à la taille des contextes de recherche et ttne fonction de

détermination de Ia divisibi l i té d'une tâche.

Nous appliquons et spécialisons les algorithmes définis pour la résolution de problèmes

du bordereau de coupe en confection. i.e. le placement de formes cluelconques sur tlne

surface restreinte.

Mots clés : problèmes de satisfaction de contraintes, recherche complète, consistance en

al,ant,, contraintes n-aires, parallélisme. problèmes de placement.


