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Introduction

Dans ce travail, une représentation unitaire d’un groupe localement compact G est
un morphisme 7 du groupe G dans le groupe U (#) des opérateurs unitaires de I’espace
de Hilbert H. Les représentations seront supposées fortement continues (i.e. telles que
Vapplication G x H +— H : (g,&) — m(g) soit continue) et a valeurs dans des espaces
de Hilbert non nuls.

Pour un groupe localement compact G, on note Rep(G) la classe de toutes les
classes d’équivalences de représentations unitaires de G et @, le dual unitaire de G,
’ensemble des classes d’équivalences de représentations unitaires irréductibles de G. La
représentation triviale de dimension un de G est notée 1.

L’ensemble Rep(G) sera muni de la topologie de Fell (inner hull-kernel topology)
(voir [19], section 2). Cette topologie peut étre décrite en terme de contenance faible
(voir section 1.2).

D’autre part, nous dirons qu’une représentation 7 est contenue ou fortement conte-

nue dans une représentation p s'il existe une sous-représentation de p équivalente a .

Une classe remarquable de groupes localement compacts a été découverte par Kazh-
dan en 1967 [30]. I s’agit des groupes possédant la propriété (T) (appelés aussi groupes
de Kazhdan).

Ces groupes jouissent d’innombrables propriétés de rigidité et ont des applications
en géométrie, théorie des graphes, algebre d’opérateurs,...

Il existe différentes maniéres de caractériser les groupes de Kazhdan. On trouvera
dans la monographie [15] une trés bonne introduction & la propriété (T) ainsi que
P’équivalence des définitions suivantes.

Un groupe G localement compact et dénombrable & P'infini posséde la propriété (T)

de Kazhdan s’il vérifie une des propriétés (équivalentes) suivantes:

(i) toute action de G par isométries affines sur un espace de Hilbert affine réel H

posseéde un point fixe;

(ii) pour toute représentation 7 de G, le premier espace de cohomologie de G & coef-

ficients dans 7 est trivial;

(iii) la représentation triviale de dimension un de G est un point isolé dans G
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(iv) une représentation unitaire qui contient faiblement 1 contient fortement 1g.

Rappelons que pour une représentation 7 du groupe localement compact G dans
P’espace de Hilbert H, on note Z'(G; ) Pespace vectoriel des cocycles continus de G a
coeflicients dans 7 et B}(G; 7) 'ensemble des cobords. Le premier groupe de cohomologie

de G a coefficients dans 7 est le quotient
HY(G;x) = Z1(G;7) /B (G; ).

Si I' est un réseau dans un groupe G (i.e. un sous-groupe discret tel que le quo-
tient G/T admette une mesure G-invariante finie) alors I' possede la propriété (T) si et

seulement si le groupe G posséde la propriété (T) (voir [52], Theorem 3.7).

A présent, considérons deux groupes localement compacts G et G2 et un réseau
T dans le produit direct G; x Gy. Pour que la structure de produit soit réellement
intéressante, on veut éviter les cas ou I' est un produit direct I'y x T's ot I'; est un
réseau dans G;. Pour cela, nous demandons que I' soit ¢rréductible dans Gy X Ga. Si
pi : G1 x Go = G; désigne la projection canonique, l'irréductibilité de T’ signifie que
pi(T) doit étre dense dans G;. On trouvera des exemples de réseaux irréductibles a la
fin de ce travail (Section 5.2).

Si o; est une représentation unitaire irréductible de G, la représentation (giopi)lr
est unitaire irréductible et o; est déterminée (2 équivalence unitaire pres) par (g; op;i)|r.

On peut donc voir G, et G2 comme des sous-ensembles de r.

Dans ce travail, nous obtenons, pour des réseaux I' comme ci-dessus, des résultats
du type « propriété (T) affaiblie »: annulation du premier espace de cohomologie pour
une famille de représentations ou isolation de la représentation triviale dans un sous
ensemble naturel de représentations, ou du type « super-rigidité des représentations »:
telles représentations de I' proviennent de restrictions de représentations du groupe
ambiant G X Gs.

Une facon naturelle de définir une propriété (T) faible est la suivante (voir Lubotzky
[33] ou Lubotzky et Zimmer [33] et aussi [6]). Soit R un sous-ensemble de T qui contient
1r, la représentation triviale de dimension un de I'. On dit que I' possede la propriété
(T,R) ou que T possede la propriété (T) relativement & R si la représentation 1r est
un point isolé dans R. Par exemple, le groupe I' = SL(2,Z) a la propriété (T; R).
oit R désigne ’ensemble des représentations irréductibles de SL(2,Z) qui factorisent
4 travers un quotient par un sous-groupe de congruence. Cela découle de la célebre

inégalité de Selberg A, > % pour la premiére valeur propre A; du Laplacien sur les
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surfaces H/T(n) o T'(n) est un sous-groupe de congruence de SL(2,Z) et H est le plan
hyperbolique (voir section 1.2).

Nous obtenons un résultat du type propriété (T) faible lorsque (au moins) un des
facteurs G1 ou G possede la propriété (T). Le cas ol les deux facteurs ont la propriété
(T) n’apporte rien de nouveau car alors I' posséde la propriété (T). Par contre, si un
seul des facteurs, par exemple G, a la propriété (T) alors le groupe I a la propriété
(T; R) olt R est I'ensemble des représentations unitaires irréductibles de I" composé de
1r et des représentations qui ne proviennent pas de restrictions de représentations de
G1 (Théoreme 1.1). v

Ce résultat a été publié dans [6] et généralise le théoréme 2.2 de Lubotzky et Zimmer
[34]. Tl faut observer que Margulis obtient un résultat analogue {36).

Le théoréme 1.1 peut étre vu comme un résultat de super-rigidité des représentations.
En effet, il affirme qu’il existe un voisinage U/ dans T de la représentaton 1r telle que

toute représentation dans I se reléve en une représentation de Gi X Ga.

Ce résultat possede le corollaire suivant, déja obtenu par Lubotzky et Zimmer [34).
Supposons que le groupe G est minimalement presque périodique (i.e. ne possede
pas de représentations irréductibles de dimension finie différente de la représentation
triviale), alors T' possede la propriété (T; FD) ot FD désigne I'ensemble des classes
d’équivalences de représentations unitaires de dimension finie de I'. En paxticﬁlier, le
groupe abélianisé ['* de T est alors fini.

De plus, Margulis a montré que des réseaux vérifiant les hypothéses du théoréme
1.1 sont de type fini et ne peuvent s’écrire de maniére non triviale comme produit amal-
gamé de deux sous-groupes ouverts que si le groupe G est lui-méme un amalgame de

fagon non triviale [36].

Une premire application du théoréme 1.1 est la construction de graphes extenseurs:
ce sujet a été développé par Lubotzky dans son livre [33]. Une autre conséquence est le
résultat de rigidité infinitésimale de Lubotsky et Zimmer [34]. Pour des énoncés précis

de ces résultats, voir les théorémes 1.12 et 3.5.

Comme troisi¢me application, nous montrons que, si G1 n’a pas la propriété (T), la
C*-algebre maximale de T' n’admet pas de trace finie fidéle (Théoréme 1.11).

D’une part, ce résultat est & comparer au travail de M.D. Choi qui montre que la
C*-algebre d’un groupe libre non-abélien admet une trace finie fidele [12]. D’autre part,
B. Bekka a montré que la C*-algébre du groupe SL(n,Z) n’admet pas de trace finie
fidéle pour n > 3 (voir [3] pour un résultat plus faible). ’

Remarquons que cette étude est motivée par une question de E. Kirchberg [31]:
existe-t-il une trace finie fidele sur la C*-algébre du produit direct I' = F' x F' de deux

copies du groupe libre non abélien F?



Une autre facon de caractériser la propriété (T) de Kazhdan est 'annulation du pre-
mier espace de cohomologie de I' & coefficients dans 7 pour toute représentation unitaire
7. Nous avons donc cherché, pour un réseau dans un produit, quelles représentations

avaient une 1-cohomologie triviale.

Le lien le plus direct entre 1’existence d’une représentation de cohomologie non nulle
et la topologie du dual du groupe I' dans un voisinage de 1r est sans doute donné par
un résultat de Vershik et Karpushev [50]: une représentation m de cohomologie non
nulle est infinitésimalement proche de 1r i.e. il existe une suite o, de représentation
de T telle que 0, & 7 et o, — 1r.

Reprenant des notes non publiées de B. Bekka, nous donnons une démonstration
qui comble une lacune dans la preuve de Vershik et Karpushev. De plus, les arguments
développés montrent que ce théoréme est en fait valable pour toute représentation
factorielle (et pas sculement irréductible) du groupe T' (Théoréme 2.8).

En utilisant ce résultat et sous les hypothéses du théoréme 1.1, nous donnons une
nouvelle preuve d’un théoréme de Lubotzky et Zimmer : le premier espace de cohomo-

logie & valeurs dans une représentation de dimension finie est trivial (Théoréme 2.16).

La structure de réseau dans un produit est particulierement intéressante lorsqu’on
cherche & savoir quelles représentations possédent de la cohomologie non-triviale.

Guichardet a montré que lorqu’une représentation 7 contient faiblement mais pas
fortement la représentation triviale, ensemble des cobords n’est pas fermé dans D’en-
semble des cocycles, et donc HY(T;7) # 0.

Dans le cas d’un réseau I' cocompact et irréductible dans un produit non trivial
G1 x G, nous montrons, sous des hypothéses naturelles, que la seule autre possibilité
pour qu’une représentation irréductible 7 possede de la cohomogie non nulle est que 7
se releve en une représentation o de Gy X G2 qui est triviale sur un des facteurs, disons
Go, et telle que H(G1;0]|g,) # 0 (Théoréme 3.6).

Ce résultat original est 1'objet d’une note acceptée pour publication au CRAS
[32]. Remarquons que Y. Shalom annonce un résultat similaire méme dans le cas non-
uniforme lorsque G et G2 sont des groupes algébriques simples et sous des hypotheses
plus faibles dans le cas uniforme. De plus, Y. Shalom obtient des applications remar-
quables de ce résultat [48].

Rappelons que lorsque les G; sont des groupes de Lie semi-simples réels ou des
groupes d’automorphismes d’arbres homogeénes, les représentations unitaires irréductibles
dont la 1-cohomologie n’est pas nulle sont connues (voir Théoréme 2.14 et Théoreme

2.15 pour des énoncés précis de ces résultats).

La premiére section du chapitre 3 illustre, & Paide de résultats de Weil et Stowe, le

fait que I'annulation du premier espace de cohomologie est un phénomene de rigidité.
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En utilisant ce théoreme de A. Weil, Rapinchuk obtient en corollaire un résultats
de rigidité locale pour les représentations unitaires de dimension finie des groupes de
Kazhdan [43]. Ce résultat est & rapprocher des résultats de rigidité que Wang a obtenus
précédemment pour les représentations unitaires irréductibles des groupes de Kazhdan
[52]. Nous remarquons que les résultats de Rapinchuk et Wang s’étendent aux réseaux

que nous considérons (Théoréme 3.4 et Proposition 3.3).

Les restrictions de représentations & un réseau ont occupé notre attention pour la
quatriéme partie de ce travail. Soient G un groupe de Lie réel semi-simple sans facteur
compact et I un réseau dans G. Si o est une représentation de G alors olr, sa restriction
AT, est une représentation unitaire de I'. Lorsque o est irréductible et n’est pas contenue
dans un multiple de la représentation réguliére Ag de G, Cowling et Steger ont montré
dans [14] que la représentation o|p est irréductible et déterminée a équivalence unitaire
pres par o (Théoreme 4.12).

La réunion des supports des représentations obtenues par restriction forme un sous-
ensemble de T que nous notons suppr G. Si G est un groupe de Lie semi-simple sans
facteur compact nous apportons une réponse positive a la conjecture que Bekka et Va-
lette ont formulée dans [7]. En effet, nous montrons que les représentations de dimension
finie de " ne sont pas faiblement contenues dans suppr G i.e. une représentation de di-
mension finie de I" n’est jamais limite de restrictions de représentations de G (Théoreme
4.14).

Ceci équivaut A dire que Papplication naturelle jr de C*(T') dans M (C*(G)), 'algebre

des multiplicateurs de C*(G), n’est jamais injective (voir [7]).
Enfin, nous donnons un calcul explicite du rang du groupe SO(n) sur le corps des

p-adiques (Théoréme 5.1). Ce calcul nous permet de construire des exemples de réseaux

dans différents types de produits de groupes (section 5.2).
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Chapitre 1

Variante de la propriété (T) de
Kazhdan

Dans ce travail, les groupes que nous considérons seront toujours supposés locale-

ment compacts et dénombrables a l'infini.

1.1 Topologie sur le dual

Nous considérons la topologie de Fell (inner hull-kernel topology) sur la classe
Rep(G) des (classes d’équivalence de) représentations unitaires du groupe localement
compact G. Cette topologie est définie comme ceci. Une fonction de type positif asso-
ciée & une représentation unitaire m dans P'espace de Hilbert H est une fonction sur G
définie par g — (7(g)¢,€) pour un vecteur § € H. Soient 7 dans Rep(G), € > 0, K un

ensemble compact de G, et des fonctions de type positif ©1,...,¢n associées & 7, on

note W(1,...,9n; K;€;7) Uensemble des représentations p pour lesquelles il existe des
fonctions 91, .. . ,¥n, chacune étant la somme de fonctions de type positif associées a p,
telles que

lpi(z) —vi(z)]| <e  Vi=1,...,n VzeK.

Les sous ensemble du type W(¢1,...,¢n; K;e;7) forment un systéme fondamental de
voisinages de la représentation 7 dans Rep(G) (voir [20], Section 2).

Cette topologie peut aussi étre décrite en termess de contenance faible. Rappelons
que 7 est faiblement contenue dans un ensemble S de représentations de G si toute
fonction de type positif associée & 7 est limite, uniformément sur les compacts de G,
de sommes de fonctions de type positif associées & des représentation de S. Avec ces
définitions, une suite (généralisée) m, de représentation unitaires de G converge vers m
si et seulement si, pour toute sous-suite 7, de m,, 7 est faiblement contenue dans {mn}

La topologie induite sur G, le dual unitaire de G est la topologie initiale pour
V'application

G v+ Prim C*(G)
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ot I'ensemble Prim C*(G) des idéaux primitifs de C*(G) est muni de la topologie de
Fell-Jacobson. Si on désigne par la méme lettre une représentation du groupe G et
son extension & C*(G), la C*-algébre de G, alors une représentation 7 est faiblement

contenue dans un ensemble S de représentations de G si et seulement si
Npes C"—kerp C C*—kerw

ot C* —ker 7 désigne le noyau de I'extension de = & C*(G) (voir [18], § 18).

D’autre part, nous dirons qu’une représentation 7 est contenue ou fortement conte-

nue dans une représentation p s'il existe une sous-représentation de p équivalente & 7.

1.2 La propriété (T) relative & une famille de représenta-

tions

Un groupe localement compact G posséde la propriété (T) de Kazhdan si la repré-
sentation triviale de dimension un de G est un point isolé (pour la topologie de Fell)
dans le dual unitaire G de G.

Lubotzky et Zimmer considérent dans [34] la variante suivante de la propriété (T).
Soit R un ensemble de (classes d’équivalence de) représentations unitaires de G conte-
nant la représentation triviale de dimension un.

On dit que le groupe G posséde la propriété (T; R) ou que G posséde la propriété
(T) relativement a la famille R si 1 est isolée dans R. Lorsque R = @, il s’agit de la
propriété (T) de Kazhdan.

Tl existe des exemples intéressants de groupes (discrets) qui n’ont pas la propriété (T)

mais qui satisfont & une propriété (T;R) pour des classes naturelles de représentations

R.

Exemple 1 On considére le groupe I' = SL(2,Z) et la famille de ses sous-groupes de

congruence

T'(m) = ker (SL(2, Z) — SL(2,Z/mZ))

pour m € N. En tant que sous-groupe de SL(2,R), le groupe SL(2,Z) agit sur le
demi-plan supérieur

H={z=z+iyeCly>0}

par

az+b a b
cz = U = L(2,7Z).
g-z 1 d ou g (cd>65(,)

Le théoréme de Selberg [44] affirme que, si I est un sous-groupe de SL(2, Z) conte-

nant un sous-groupe de congruence, alors la plus petite valeur propre non nulle Ay (I'"\H)
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de Popérateur Laplacien sur la surface de congruence ["\H est minorée par la constante
3. On note R I'ensemble des représentations irréductibles de SL(2,7Z) qui factorisent &
travers un quotient par un sous-groupe de congruence. Interprété a l'aide du théoréme
1.12, le théoréme de Selberg implique que le groupe I' = SL(2, Z) a la propriété (T; R).

D’autre part, le groupe SL(2,Z) n’a pas la propriété (T) de Kazhdan car il contient
le sous-groupe libre sur deux générateurs comme sous-groupe d’indice fini et un groupe

libre non abélien ne posséde pas la propriété (T) [15].

Exemple 2 Un autre exemple intéressant est le groupe I' = SL(2,7Z Ll—)] ), ol p est un

nombre premier et Z [ﬂ est le sous-anneau de Q engendré par Z et 1/p. Comme I est
dense dans SL(2,R), il ne peut pas avoir la propriété (T) de Kazhdan. D’autre part,
" posséde la propriété (T;R) out R est I'ensemble des représentations qui factorisent a
travers un quotient par un sous-groupe d’indice fini. C’est une conséquence du théoréme
de Selberg et du fait que SL(2,7Z [%]) posséde une réponse positive au probléme des
sous-groupes de congruence i.e. tout sous-groupe distingué d’indice fini de SL(2,7Z [ﬂ)

contient un sous-groupe de congruence
1 17 1
T(m) = ker (SL(z,Z H) s SL(2,Z H JmZ H ))
p p p

pour m € N premier avec p (voir [33], section 4.4, exemple E).

Comme les représentations unitaires de dimension finie de I' sont d’image finie,
ceci implique que SL(2,Z [%]) posséde la propriété (T; FD) pour ensemble FD des
représentations de dimensions finies de SL(2,Z [ﬂ) (voir [2] et [45]).

Pour un groupe de type fini T', cette propriété d’isolation est liée & I’existence d’'une
constante minorant les valeurs propres du Laplacien sur les graphes de Schreier qui
sont des quotients de I’ par une famille de sous-groupes. Ceci permet de construire
des familles infinies de graphes extenseurs de méme constante d’extension (voir [33] et
théoréme 1.12).

Dans [34], Lubotzky et Zimmer obtiennent de nouveaux exemples de groupes pos-
sédant la propriété (T) relativement & une famille de représentations R. Ils procédent
de 1a facon suivante. Soit T’ un réseau dans un produit G1 X Gz de deux groupes. Sup-
posons que I' se projette de fagon dense dans Gy et que G posséde la propriété (T)
de Kazhdan. Si Gy est minimalement presque périodique, alors le groupe I' posséde la
propriété (T;FD) pour Pensemble FD des représentations de dimensions finies de T’
[34].

1.3 Un théoréme de rigidité des représentations

Plus généralement, considérons un groupe localement compact G, un sous-groupe

fermé (non nécessairement discret) H et un sous-groupe distingué N de G. Nous allons
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supposer que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

(I) HN est dense dans G;

(I1) V'espace homogéne G/H posséde une mesure G-invariante finie.

Si on note p la projection canonique G = G/N, la condition (I) signifie que le groupe
p(H) est dense dans G/N.

Si 7 est une représentation irréductible de G/N, il est clair que (7 o p)ly est une
représentation irréductible de H et que 7 est déterminée (& équivalence unitaire prés)
par (7 o p)lu. De ce point de vue, on peut voir le dual unitaire C?/]\V du groupe G/N
comme un sous-ensemble de H.

On peut alors formuler le

Probléme 1 Quelles représentations unitaires de H peut-on obtenir de cette maniére

i.e. comme restriction d’une représentation de G/N?

En général, il peut étre difficile de décrire (topologiquement) le sous-ensemble de H
obtenu par restriction de représentation de G/N mais le résultat suivant indique que,
lorsque N a la propriété (T) de Kazhdan, les représentations irréductibles de H qui sont
suffisamment proches de la représentation triviale 1y sont en fait des représentations

de G/N. Plus précisément, nous avons le

Théoréme 1.1
Soient G, H et N des groupes satisfaisant les hypothéses (I) et (II) ci-dessus. Supposons
de plus que N posséde la propriété (T) de Kazhdan. Soit U un voisinage de 1g/n dans

G/N. Alors I'ensemble des représentations (m o p)|, ot m parcourt U, est un voisinage
de 1y dans H.

En d’autres mots, le groupe H a la propriété (T;R) oit R est I’ensemble des re-
présentations unitaires irréductibles de H composé de 1y et des représentations qui ne
factorisent pas & travers le quotient G/N.

Bien entendu, si le groupe G lui-méme a la propriété (T) de Kazhdan, on peut
prendre N = G et le théoréme 1.1 est alors une généralisation du fait que la propriété
(T) est héritée par les sous-groupes de covolume fini (voir [15], Chapitre 3, Théoréme
4).

Le théoréme 1.1 est également un résultat de rigidité dans le sens suivant. Il affirme
qu’une représentation de H qui est suffisamment proche de la représentation triviale 1y

s'étend en une représentation de G (dont la restriction au sous-groupe N est triviale).

Probléme 2 On peut se demander si ce phénoméne de rigidité peut avoir lieu en
général pour un réseau (irréductible) dans un produit non trivial de groupes de Lie
simples. Rappelons que les seuls groupes de Lie simples qui n’ont pas la propriété (T)

de Kazhdan sont ceux qui sont localement isomorphes a SO(n,1) ou SU(n,1).



CHAPITRE 1. VARIANTE DE LA PROPRIETE (T) 5

Avant de donner une preuve du théoréme 1.1, nous en donnons quelques consé-
quences.
La premiére est un corollaire immédiat (voir aussi [34]). Notons FD le sous-ensemble

de H constitué des représentations de dimension finie de H.

Définition 1 Un groupe localement compact G est dit minimalement presque pério-

digue si 1g est I'unique représentation irréductible de dimension finie de G.

Corollaire 1.2 Sous les hypothéses du théoréme 1.1, si G/N est minimalement presque

périodique alors H a la propriété (T, FD).

Il y a de nombreux exemples de groupes minimalement presque periodiques, en effet
on a la proposition suivante, due & von Neumann et Wigner [51]. Nous proposons un
argument qui repose sur le comportement asymptotique des coefficients des représenta-

tions des groupes de Lie semi-simples.

Proposition 1.3 Les groupes de Lie semi-simples sans facteurs compacts sont mini-

malement presque périodiques.

Preuve. Les coefficients des représentations non triviales d’un tel groupe G sont des
fonctions dans Co(G) i.e. qui tendent vers 0 a Vinfini de G (voir par exemple [28]).
D’autre part, les coefficients d’une représentation unitaire de dimension finie n sont des
coefficients de matrices du groupe unitaire U(n). Comme le module du déterminant de

ces matrices est toujours un, elles ne peuvent tendre vers zéro. O

Lubotzky et Zimmer obtiennent également le résultat suivant, bien connu pour les

groupes de Kazhdan.

Proposition 1.4 Si T est un groupe discret qui posséde la propriété (T, FD) alors le
groupe abélianisé T = T'/[T, T est fini.

Preuve. Comme I'* est un groupe commutatif, son dual T'9b est un groupe commutatif
également. Le fait que I posséde la propriété (T, FD) implique que Tab est discret. Par
dualité, le groupe I'® est donc compact. Il est aussi discret car I' est discret. On en
conclut que I'® est fini. a

De plus, pour des groupes G, H et N vérifiant les hypothéses du théoréme 1.1,
Margulis obtient le résultat suivant ([36], Chapter III, Theorem 6.5), classique pour les
groupes de Kazhdan ([15], Chapitre 1, Théoréme 11).

Théoréme 1.5 (Margulis)
Si G/N est compactement engendré alors H est compactement engendré. En particulier,

si le groupe H est discret il est de type fini.
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Le fait que H soit de type fini n’est cependant pas une conséquence de la propriété
(T, FD). Lubotzky et Zimmer donnent en effet dans [34] un exemple de groupe discret
T" qui est résiduellement fini et posséde la propriété (T, FD) mais n’est pas de type fini.

Les exemples « hyperboliques» de la fin du chapitre 3 de [15] montrent qu'il existe

des groupes de Kazhdan qui ne sont pas de présentation finie.

Avant d’énoncer un autre résultat de Margulis concernant des groupes G, H et N

vérifiant les hypothéses du théoréme 1.1, nous rappellons les définitions suivantes.

Définition 2 Soit un groupe G et deux sous-groupes G et Gz de G. On note A =
G4 N G4 leur intersection. Sile groupe G est engendré par G1 U Gy alors tout élément
g de G s’écrit

g =Z1Yi- .. TnlYna (*)

oz, e Gi\Apour 1 <i<n,y; €Ga\Apour 1<i<n—1letz, €l

On dit que G est un produit libre des groupes Gy et G2 amalgamé sur A (et on écrit
G = Gy %4 Gy) si G est engendré par G1 U G2 et que pour chaque élément g € G,
Pécriture (*) est unique.

On dira que G est un amalgame lorsque G = G1*4 G2 ot les G; sont des sous-groupes

ouverts de Get que A=G1NG2 ¢ G; & G.

Ce résultat est également classique pour les groupes de Kazhdan (voir, par exemple,

[36], Chapter III, Theorem 3.9).

Théoréme 1.6 (Margulis)

Si Hy et H, sont des sous-groupes ouverts propres de H tel que H s’écrive comme
amalgame H = Hyxg Hy o B=H NHy ¢ H; & H, alors il existe deux sous-groupes
ouverts Gy et Gy de G/N tel que H; = pHGINH, A=GiNG2 & Gi & Get
G/N = G1 x4 Ga2. En particulier, H ne peut étre un amalgame que si G/N en est un.

Serre a définit la propriété (FA) de la facon suivante [47].

Définition 3 Le groupe G posséde la propriété (FA) si toute action sans inversion de

G sur un arbre 7 posséde un point fixe.
Watatani a montré que la propriété (T) de Kazhdan implique la propriété (FA) de
Serre mais que la réciproque est fausse [53].

En fait, pour les groupes dénombrables, Serre obtient la caractérisation suivante de
la propriété (FA) (voir [47] Théoréme 15).

Proposition 1.7 (Serre) Le groupe dénombrable I' posséde la propriété (FA) si et

seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

(i) T n’est pas un amalgame;
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(i) le groupe abélianisé T%* = T/, T} est fini;
(iii) T est de type fini.

Par conséquent, on a alors le

Théoréme 1.8
Soit T' un réseau dans un groupe localement compact G. Supposons que G posséde un
sous-groupe distingué N qui a la propriété ( T) de Kazhdan et que I se projette de fagon
dense sur G[N.

Si le groupe G/N est minimalement presque périodique et engendré par un compact,

mais n’est pas un amalgame alors T’ posséde la propriété (FA) de Serre.

Preuve. Le théoréme 1.6, la proposition 1.4 et la proposition 1.5 montrent respective-

ment que les conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition 1.7 sont vérifiées. O

1.4 Preuve du théoréme 1.1

La preuve du théoréme 1.1 est élémentaire et basée sur le lemme suivant qui est

d'un intérét indépendant et sera encore utilisé par la suite (voir [6] et aussi [36]).

Lemme 1.9 Soit G, H, et N satisfaisant aux hypothéses (I) et (1I) ci-dessus. Soit =

une représentation unitaire de H. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) = contient une sous-représentation qui factorise par la projection canonique

p: G = G/N i.e. il existe une représentation o de G/N telle que = contient
(0 op)|n

(i) la représentation induite Ind$ = posséde un vecteur N-invariant non nul.

Rappelons la formule suivante, valable pour des représentations unitaires quelcon-

ques o de G et © d’un sous groupe fermé H,
IndG(olp @) ~0® Ind$ =
(voir, par exemple, [20], Lemma 4.2).

Preuve du lemme 1.9. Supposons qu'une représentation 7 de H posséde une sous-

représentation de la forme

(0 op)lu

ol o est une représentation de G/N et p désigne la projection canonique de Gsur G/N.

La représentation induite Ind§ 7 contient alors la représentation

Ind% ((0 op)]H) = (0 o p) ® Ind§ 14.
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Comme G/H admet une mesure invariante finte, Ind$ 157 a des vecteurs invariants.
Donc, Indg 7 contient la représentation o op. En restreignant & IV, cela donne la condi-

tion (ii) du lemme.

La preuve de la réciproque est plus délicate. Soit 7 une représentation de H, d’espace
H, telle que Ind§, 7 posséde un vecteur N-invariant § de norme un, c’est-a-dire, une

application mesurable

£:G > Hy
telle que
(i) pour tout h € H, {(zh) = n(h~1)é(x) pour presque tout z € G;

(i1) pour tout n € N, £(n'z) = £(z) pour presque tout = € G;

(iii)
L le@itdi =1
G/H

ot & = zH et di désigne la mesure G-invariante sur G/H.

Désignons par p la représentation induite Indg 7 et H, son espace. Nous allons
utiliser un procédé de régularisation classique pour construire un vecteur N-invariant
continu dans H,. Pour tout voisinage compact U de Pidentité dans G, choisissons une
fonction positive continue ¢y sur G dont le support est contenu dans U et telle que

Jo pulg)dg =1.
Considérons 'application

§U:G—)H7r

définie par
(@) = [ eulag)ela™)ds.

Alors £y posséde les propriétés suivantes.

(a) &u est continue sur G.

Pour voir cela, observons d’abord que la fonction

G-R, g |iE9l

est intégrable sur tout sous-ensemble compact K de G. En effet, soit dh la mesure
de Haar sur H normalisée pour que dg = dh dg. Alors, désignant par y k la fonction

caractéristique de K, nous avons



CHAPITRE 1. VARIANTE DE LA PROPRIETE (T) 9

[ le@lds = [ 1e@lxxio)do
K G

= [ (J, Vetamixacian) dn) g

[ V@ ( ] xic(ah) dn) dg

= [ e@lunE g K) dg,
G/H

ot py(HNg~ 1K) désigne la mesure de HN g 'K dans H qui dépend seulement de
§. Observons que HNg 'K n’est pas vide si et seulement si § = ke pour un k dans
K.Donc, py(HNg™'K) < pp(HNK ' K). Notons aussi que pr(HNK'K) < co
car HN K~'K est compact. Donc, par l'inégalité de Cauchy—Schwarz,

[ Ne@ldg
K

jn(H 0 K'K) /G @i

IN

IA

(B 0 K1) ol G (| E@)IP dg)”
< oo.

Maintenant, fixons un voisinage compact V de P’élément neutre e de G. Soient
z dans G et y dans Vz. Désignons par K l'ensemble compact Y (U U VTIl).

Comme le support de ¢ est contenu dans U, on a
lév(z) — oW
< / lev(@aélg™) - eulvg)é (g™ dg
=/ A \«,ou(a:g*) — eulyg™)| 1€l dg
z—l(UUV‘lU)

< sup Al |oulag™) ~ wulus™)] [ I@)Nds,
geK K

oit A désigne la fonction module sur G. Soit € > 0. Comme @y est uniformément

continue, il existe un voisinage W de e contenu dans V' tel que

leu(g) —pul(zg)l <e
pour tout z dans W et tout g dans G. Donc, pour tout y dans Wz,
v () — Eu (Wl < Cb,

ott C = supyeg A(g™Y) [ €(9)lldg est une constante qui dépend seulement de z,
U et V. Par suite, {y est continue.
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(b) &u appartient & I'espace H, de la représentation induite p = Ind?{ .

En effet, soit 2 dans G et h dans H. Grace a (i) ci-dessus, on a pour presque tout

g€@G,
(g 'zh) = m(h™') - E(g ')
et donc
eo(eh) = [ eulo)slg™ ah)dg
G
= [ eulgyn:) €l 2)dg
= w07 [ eulotls™e)dg
= 7w(h™")tu(z).
De plus,
v (), Eu (=

RAEN
< /G/G%U(g)w(g')[(é(g—lm),5(9"1w))!dgdg'
< [ [ ev@eo)e™ oot ) |dods

et donc, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ’espace LG/ H ), on a

el < [ wuto) [ eutd) L /HNag-lm)l[[[ag'-lw)[ididgdg'
< [ oula) [ ev@lo@elliote elidods

< ([ ev@)lielo)élida)’
= il

(c) &u est invariant par N.

En effet, pourn € N, z € Get n € H,
[, etnidin(@)dz
= [ a4 er(@gte™ niddo, )z
[ev@( [, (€Ua™ nao™e),n(@Ndz)dg
= [ev@( [, Glols™n 0t n(@)di)dg



CHAPITRE 1. VARIANTE DE LA PROPRIETE (T) 11

/G u(9)( /G /H(p(g)é(és)),n(i))dge)dg

/G/H fG v (g){E(g1), n(&))didg
= /G (€u(d),n(2))dE
/H

car N est un sous-groupe normal et £ est invariant par N.

(d) &u n’est pas nul, pour U suffisamment petit.

Cest clair puisque ||£y — ]| —= 0 lorsque U — {e} et que £ # 0.

Soient ¢1,... ,¢n € C, g1,..- ,9n € G, k € N, h € H. En utilisant la continuité de

£y, nous avons

n n

S citulgitk) = Y ci€u((gih)k(gih) ™ gih)

=1 =1

= Zczp( gih )SU(gl )

n

= Y citulgih)

=1

et

n

z ngU gih

li=1

n

= 1> citv(g)

=1

HW ) Z ci€u(g:)

Dés lors, comme HN est dense dans G et, de nouveau, grace a la continuité de &y,

|
)|

n

> Cif(](gig)n =

fli=1

czéU gi
i=1

pour tout g dans G.
Soit Wi le sous-espace fermé (non nul) de H, engendré par {y(G). Alors, pour tout
g dans G,

Wr +— W,r
Zc;&u(gz) — Z ciu(gig ™)

i=1

est un opérateur unitaire dépendant seulement de la classe de g dans G /N . Ceci définit
une représentation unitaire o de G/N. Comme £y est continue, o est continue. De plus,

puisque
(o o p)(h) Eu(g) = Eul(gh™") = (h) Eulg),
il est clair que
(0 0 p)(h) = w(h)

sur Wy, pour tout h dans H. 0
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Nous aurons également besoin du lemme suivant.

Lemme 1.10 Soit G, N et H comme dans le lemme 1.9. Soit A la représentation
quasiréguli¢re de G sur L*(G/H). Les fonctions invariantes par N dans L?(G/H) sont

constantes.

Preuve. Le lemme affirme que P'action de N (par multiplication & gauche) sur 'espace
homogéne G/H est ergodique. Grace au théoréme de dualité de Moore, 'ergodicité de
'action de N sur G/H est équivalente a Pergodicité de I'action de H sur G/N par
multiplication & gauche (voir [54], Corollary 2.2.3). Comme HN est dense dans G, le
sous-groupe p(H) est dense dans le groupe G/N, et cela est équivalent a I'ergodicité de
Vaction de H sur G/N (voir [54], Lemma 2.2.13). O

Nous pouvons a présent donner la
Preuve du théoréme 1.1.  Soit m, une suite de représentations irréductibles de H qui
converge vers 1y dans H. Alors, grace  la continuité de Pinduction (voir [20], Theorem
4.1),
Indg T — Indg- 1y

dans Rep(G). Comme H est de covolume fini, 1g est contenu dans Ind 1y et cela
implique

Ind?{ T, = 1g.
Comme N a la propriété (T) de Kazhdan, nous pouvons supposer que Ind% T posséde
des vecteurs N-invariants pour tout n. Donc, grace au Lemme 1.9, il existe des repré-
sentations irréductibles o, de G/N telles que m, = (o, op)lg ot p: G = G/N est la

projection canonique.

Pour achever la preuve, nous allons montrer que
opnop—1a
dans G. Comme H est de covolume fini, on a
Ind$ 7, = Ind$§ (0, op)l = (on0p) @A = (0n0p) ® ((an op) ® /\0) , (%)

oit A = Ind§ 1 et A® est la restriction de A & 'orthogonal des constantes dans L2(G/H).

La restriction & N de (0, 0p) ® p° est un multiple de p®|y. Puisque N a la propriété
(T) de Kazhdan, le lemme 1.10 ci-dessus implique que p°ln ne peut pas faiblement
contenir la représentation triviale 1y. Ainsi, (op, 0p) ® p° ne peut converger vers 1g.
Comme

Indfl T — lc;,

nous concluons grace a (*) que

opop—lg.
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1.5 Application: Traces finies sur C*(T")

Pour un groupe discret T', on note C*(I') la C* algébre maximale de I' z.e. la com-

plétion de l'algébre de groupe C[I'] pour la norme
SO S

wERep(T)
Définition 4 Une trace sur C*(T')T est une application 7 : C*(T')* = R U {00} telle
que T(x + y) = 7(x) + 7(y), T(Az) = Ar(z) pour tout z, y € C*([)* et A > 0, et
7(z*z) = 7(zz*) pour tout x € C*(T).

Une trace 7 est dite fidéle si 7(z*z) = 0 implique = 0.

Si une trace T est finie (i.e. 7(x) est fini pour tout ¢ € C*(I)*) alors 7 est la
restriction & C*(I')* d’une forme linéaire positive et centrale (7(zy) = 7(yx)) sur C*(T')
(]18].§ 6.8.1).

Rappelons qu’une fonction a valeurs complexes ¢ sur le groupe I est de type positif
si, pour tout 71,...,v, € I', la matrice (99(7]-_17,-)) est hermitienne positive z.e.

1<i,j<n
pour tout vi,...,7, € I, pour tout A,..., A, € C on a

> AXie(vi ) 2 0.
i,7=1

On note CP(T) 'ensemble des fonctions ¢ de type positif sur I', centrales et telles que
¢(e) = 1. Le sous-ensemble CP(T") de £>°(T') est convexe et compact pour la topologie
o(¢,£Y). On note E(T") ensemble des points extrémaux de CP(T).

Enfin, il existe une correspondance biunivoque (construction GNS) entre E(I') et

Pensemble des classes de quasi-équivalence des représentations unitaires continues fac-
torielles de type fini de I' ([18], § 17.3.4).

Définition 5 Une représentation 7 de ' est factorielle si I'algébre de von Neumann
N, engendrée par les opérateurs {7 () | v € '} est un facteur i.e. le centre de Ny est
réduit aux scalaires. Une représentation 7 de T est de type fini si N est un facteur fini

i.e. s'il existe sur M une trace normale finie ([17}, chapitre I, § 6).

On a alors le

Théoréme 1.11

Soient I' un réseau dans un groupe G et N un sous-groupe normal et fermé dans G tel
que T se projette de facon dense sur G/N. Si N posséde la propriété (T) et G/N est
un groupe minimalement presque périodique de type I qui ne posséde pas la propriété

(T) alors il n’existe pas de trace fidéle finie sur C*(T').

Preuve. Soit 7 une forme linéaire positive et centrale sur C*(I'). A une normalisation
prés, la restriction ¢ = 7|r de 7 a T est une fonction de type positif sur T, centrale et

telle que ¢(e) = 1. Autrement dit, ¢ est un élément de CP(T).
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Donc, ¢ est limite pour la topologie o (£, £') de combinaisons linéaires convexes de
fonctions de type positif «indécomposables» @; € E(T).

Pour chaque ¢, notons respectivement m; la représentation factorielle de type fini
associée & @; et Nj le facteur de type fini engendré par m(I').

Notons 7, la représentation de I' (ou de C*(I')) associée a ¢ par la construction

GNS. Pour rappel, on considére la forme sesquilinéaire positive

(fih)e = Y F@hH)e(y o).
z,yel
sur C[T]. L’espace H,, de la représentation ,, associée a ¢ est l’espace de Hilbert obtenu

en complétant pour la norme donnée par || f|l, = (f, f)¢ le quotient de C[I" par I'idéal
I, ={z e C*(T)|r(z*x) = 0}

qui est ici réduit & zéro.
L’action m, de I' sur H,, est I'action induite par I’action naturelle gauche de I' sur
Cir}:
(v-f)(2) = f(y"'2) on feC[]y,zel

Pour tout z € I, on a (m,(2)d,0:) = ¢(x) o &, désigne l'image dans H, de la

fonction de Dirac en e.

Si 7 est fidéle alors C*—ker m, = 0. En particulier, 7, contient faiblement toutes les
représentations de I'.

Comme G/N n’a pas la propriété (T) de Kazhdan, le groupe I' ne ’a pas non plus.
1l existe donc une suite p,, de représentations de I', irréductibles, non triviales et telles
que lim, p, = 1r. Donc, la fonction constante 1 est limite de fonctions de type positif
associées aux représentations py.

Comme chaque py est faiblement contenue dans 7, les fonctions de type positif
associées & pp, sont limites de sommes finies de fonctions de type positif associées & m,.

Comme ¢ = (m,(-)8,J) est limite de combinaisons linéaires convexes de fonctions
de type positif ¢; et que d, est un vecteur totalisateur pour Hy, les fonctions de type
positif associées a 7, sont limites de sommes de fonctions de type positif associées aux
représentations ¢ ([18], proposition 18.1.4).

Finalement, pour chaque n, la représentation p, est faiblement contenue dans Ven-
semble {7;} i.e. les fonctions de type positif associées a p,, sont limites de sommes finies
de fonctions de type positif associées & des représentations ;.

Comme chaque représentation p,, est irréductible, il n’est pas nécessaire ci-dessus de
considérer des sommes finies ([20], Lemma 2.2 et remarque au Theorem 2.2). De plus,
comme chaque py, est non triviale, quitte a passer & des sous-représentations factorielles

des ¢, on peut supposer que les fonctions de type positif associées & pn sont limites de



CHAPITRE 1. VARIANTE DE LA PROPRIETE (T) 15

fonctions de type positif associées 4 des représentations m; factorielles et sans vecteur
invariant.
On conclut qu’on peut extraire une suite de représentations factorielles m; sans vec-

teur invariant telle que lim 7 = 1y.

Grace au théoréme 1.1, il existe, & partir d’un certain indice ¢, une représentation
oy de G/N telle que si p : G = G/N est la projection canonique alors m; admet une
sous-représentation 7y vérifiant 7¢(y) = (o o p)(7y) pour tout y € I'.

Comme 7; est une sous-représentation non nulle de m; et que m; est factorielle, la
représentation 7; est quasiéquivalente a m; ([18], § 5.3.5) et donc factorielle ([18], §
5.3.4).

De plus, les représentations o; ne sont pas triviales. En effet, sinon, la représentation
triviale 1r serait contenue dans les représentations factorielles m;.

L’algébre de von Neumann N, engendrée par 7;(I') est donc un facteur de type
fini isomorphe a A; ([18], § 5.3.1 (i1)). La densité de p(I') dans G/N, nous permet
d’identifier o;(G/N)", Palgébre de von Neumann engendrée par oy, avec N;. Comme
G/N est un groupe de type I, toute représentation de G/N est de type I et I'algébre
de von Neumann a;(G/N)" = N; est donc un facteur de type I admettant une trace
normale finie fidéle.

Or, les seuls facteurs de type I admettant une trace finie fidéle sont les algebres de
matrices carrées & coefficients complexes ([39] Corollaire 5.5.8).

Donc, pour chaque t il existe une dimension n; € N telle que N, ~ M, (C). Autre-
ment dit, la représentation o; est de dimension finie.

Comme G/N est minimalement presque périodique, oy serait alors triviale, d’ott une

contradiction. O
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1.6 Application: les graphes extenseurs

1.6.1 Constante d’extension

Définition 6 1. Un graphe G est la donnée d’'un ensemble de sommets Som(G) et
d’'un ensemble d’arétes Ar(G) C Som(G) x Som(G).

2. Deux sommets z et y sont dit adjacents si (z,y) est une aréte. Pour une aréte
e = (z,y), on dit que z est l'origine de e et que y est I'extrémité de e. On note

r=e ety=cT.
3. Le degré deg(z) d’un sommet est le nombre de sommets qui lui sont adjacents.

4. Un chemin ¢ de longueur n € IN* reliant les sommets z et y dans G est une suite

finie d’arétes (eq,...,e,) telle que z = e, e = eiqpouri =1,...,n—1et
— ot
y=er.

5. La distance d(x,y) entre les deux sommets z et y est la longueur du chemin le

plus court reliant = et y.
6. Un graphe G est dit conneze s’il existe un chemin reliant toute paire de sommets.

7. Le bord 0S d'un sous-ensemble S de sommets de G est défini par
dS = {y € Som(G) | d(y, S) = 1}.

Nous pouvons & présent définir les graphes eztenseurs qui apparaissent pour modé-
liser des réseaux d’informations qui sont de « bons propagateurs d’information» (voir

[8] et [33]).

Définition 7 Soit c un réel positif et n, k deux entiers naturels. Un graphe G composé
de n sommets dont les degrés sont majorés par k est un (n, k,c)-extenseur si pour tout

sous-ensemble S de Som(G), on a

18] > ¢ (1 - @) IS].

n

La constante ¢ > 0 est appelée constante d’extension.

Probléme 3 Tout graphe k-régulier (i.e. dont tous les sommets sont de degré k) et
connexe est un extenseur pour une constante d’extension c bien choisie. Le probléme
intéressant est de construire des familles infinies de tels graphes. Plus précisément, on
cherche & construire une suite (Gn )nen de (|Grl, k, ¢)-extenseurs ol le nombre de sommets

|Gn| tend vers l'infini quand n tend vers I'infini mais ou k et ¢ sont constants.
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Pour un graphe G, on définit également une constante «isopérimétrique», analogue
discret de la constante de Cheeger pour les variétés Riemanniennes. Nous verrons ci-

dessous que cette constante est liée & la constante d’extension.

Définition 8 La constante de Cheeger du graphe fini G, notée h(G), est définie par

|E(S1,52)]
min(] 51}, |S2])

oil, pour une partition S5 de Som(G), E(S1, S2) désigne lensemble des arétes reliant

h(G) = inf{ ott Som(G) = §1 U 52}

un sommet de S7 & un sommet de Sy z.e.

E(S51,5) = {e € Ar(G) | (¢” € S1 et e € Ss)ou(e” €5 et et € S1)}.

Remarque 1 Si M est une variété Riemannienne connexe de volume fini et de di-
mension n, on définit la constante de Cheeger h(M) de la fagon suivante: soit S une
sous-variété de M de dimension n —1 telle que M \ S s’écrive comme union disjointe de
deux variétés A et B. On note u(S) la «surface» de S et A(A) (resp. A(B)) le «volume»
de A (resp. de B). Alors

i n(S)
hM) = Il e N, N(B))

ot l'infimum est pris sur toutes les combinaisons de sous-variétés S, A et B comme

ci-dessus.

1.6.2 L’opérateur Laplacien combinatoire

Pour un graphe (non nécessairement fini) G de degré maximum k, on définit un
opérateur A : L?(Som(G)) — L?(Som(G)) par
Af(x) =degl) flx) = >, ()
y adjacent a z

pour tout f € L2(Som(G)) et € Som(G).
C’est un opérateur auto-adjoint et positif appelé Laplacien combinatoire du graphe

g.

Définition 9 L’infimum des valeurs spectrales positives de I'opérateur Laplacien est

appelée bas du spectre de G et notée A;(G).

Remarque 2 Ceci est I’analogue discret de I'opérateur de Laplace-Beltrami sur une
variété Riemannienne M. Soit g la métrique Riemannienne de M. On note gi; =
g (5%, a%j) la matrice de g en coordonnées locales, g/ son inverse et |g| = |det(gi;)]-
L'opérateur A : L2(M) — L2(M) est alors défini par

_ L0 (S il
Af‘\/mgax,- (;g Iglawj).

De méme, on note A;(M) L'infimum des valeurs spectrales positives de 'opérateur A.
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1.6.3 Extenseurs et propriété (T)

Définition 10 Soit I" un groupe discret engendré par une partie finie S. Supposons que
S est symétrique i.e. S = S7!. Soit N un sous-groupe (resp. un sous-groupe distingué)
d’indice fini de T'. Le graphe de Schreier (resp. de Cayley ) de I'/N par rapport a S est
le graphe G = G(T'/N; S) dont les sommets sont Som(G) = I'/N et les arétes

Ar(G) = {(:cN,yN) lz7ly € Set N # yN}.

Les degrés des sommets de G est alors borné par |5].

Par des arguments de type combinatoire, on peut montrer que, pour une constante
¢ donnée, pour chaque k > 5 et chaque n, la «majorité» des graphes k-réguliers & n
sommets sont des (n, k, c)-extenseurs ( voir [33], §1.2 pour un énoncé plus précis).

Si ces arguments de comptage suffisent pour montrer I'existence de familles répon-
dant au probléme 3, ils ne permettent en aucun cas de construire explicitement une
seule de ces familles.

La premiére réponse constructive au probléme 3 a été donnée par Margulis [35]. La
famille construite par cette méthode est composée de graphes de Cayley d'un groupe I’
de type fini possédant la propriété (T) relativement & un ensemble R de représentations
de T'.

Plus généralement, on a le résultat suivant dont on trouvera la preuve dans ([33],
Theorem 4.3.2).

Théoréme 1.12
Soient T un groupe discret engendré par une partie finie S et £ = {N;;i € N} une suite

de sous-groupes d’indice fini dans I'. On note
Rr = {7r el | il existe ¢ € N tel que N; C kerﬂ’}

Pensemble des représentations de I' qui quotientent par un des sous-groupes de L. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) le groupe T a la propriété (T;Rc) (i.e. il existe un €y > 0 tel que si 7 est une
représentation de ' d’espace H sans vecteur invariant et dont le noyau contient un
des Nj alors pour tout € € H, ||€]| = 1, il existe s € S tel que || (s)§ — &l > €1);

(i) il existe €2 > 0 tel que les graphes de Schreier G; = G(I'/N;; §) forment une
suite de (|I'/N;|, |S|, e2)-extenseurs;

(iii) il existe 3 > 0 tel que h(G;) > €3 pour tout i € N;

(iv) il existe 4 > 0 tel que A\1(G;) > €4 pour tout i € N,
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Si, de plus, le groupe T est le groupe fondamental d’une variété Riemannienne M de vo-
lume fini, alors si on note M; les revétements a un nombre fini de feuillets correspondant

aux sous-groupes Nj, les conditions précédentes sont encore équivalentes a celles-ci:
(v) il existe 5 > 0 tel que h(M;) > &5 pour tout i € N;

(vi) il existe e¢ > 0 tel que A\ (M;) > e¢ pour tout i € N.



Chapitre 2

Cohomologie

2.1 Actions par isométries affines

Nous rappelons ce qu’est une action par isométries affines d'un groupe topologique
sur un espace de Hilbert affine et établissons le lien entre I'existence de point fixe pour
ces actions et 'annulation du premier espace de cohomologie a coefficients dans une

représentation.

Définition 11 Une action par isométries affines d'un groupe topologique G sur un
espace de Hilbert affine H (identifié¢ & I'espace de Hibert de ses translations par le choix
d’une origine) est un morphisme a de G dans le groupe Iso Aff(H) des isométries affines

de H tel que Vapplication
GxH—H:(g,€) = alg)

est continue.

Les points fixes d'une telle action sont caractérisés par le lemme suivant (voir [15],

Chapitre 4, Lemme 3).

Lemme 2.1 Soit o une action par isométries affines du groupe G sur un espace de

Hilbert H. Les conditions suivantes sont équiva]eﬁtes.
(i) a posséde un point fixe;
(ii) a posséde une orbite bornée;
(iii) toute orbite de a est bornée.

On note U(H) le groupe des isométries linéaires de 7. On a alors I'identification

Iso Aff(H) ~ H x U(H).
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Soit a une action par isométries affines de G sur un espace de Hilbert H. Pour tout

g dans G, et tout élément ¢ de ‘H, on peut écrire

a(g9)¢ = m(g9)€ + b(g)

ou w(g) € U(H) et b(g) € H. En imposant la continuité et la condition de morphisme
pour «, on trouve que 7 est une représentation unitaire de G sur H, appelée partie
linéaire de a et que b est une application continue de G dans H sujette A la condition
de cocycle

b(gh) = b(g) + n(g)b(h) pour tout g,h € G.

Réciproquement, la donnée d’une représentation unitaire de G sur ‘H et d’une ap-
plication continue b de G dans H vérifiant la condition ci-dessus définit par la formule

a{g)é = n(g)€ + b(g) une action par isométries affines de G sur H.

Définition 12 Pour une représentation = d’un groupe localement compact G d’espace
H, on note Z'(G; ) 'espace vectoriel des cocycles continus de G & coefficients dans ,

i.e. des applications continues a : G — H telles que, pour z,y dans G,
a(zy) = a(z) + 7(z)a(y)
et BY(G; ) I'ensemble des cobords, i.e. les cocycles de la forme
b(z) =mw(z)€ — & pour tout z € G

oti £ est un vecteur dans H. Le premier groupe de cohomologie de G & coefficients dans
7 est défini par

HY(G; ) = Z'(G;=)/B'(G; ).
Avec ces définitions, on a la

Proposition 2.2 Soit 7 une représentation du groupe G dans I'espace de Hilbert H.

Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Les actions affines de G sur H de partie linéaire m possédent un point fixe,

(i) H'(G; ) = {0}.

2.2 Reésultats de Guichardet

2.2.1 L’adhérence des cobords

On munit Z!(G; ) de la topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles
compacts de G, et BY(G;7) de la topologie induite. On note BI(G; ) 'adhérence de-
BY(G; ) dans ZY(G;r).

On cherche alors a répondre aux

Probléme 4 BY(G;) est-il fermé dans Z!(G;7)?
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Probléme 5 B!(G;) est-il dense dans Z'(G;7)?

Une réponse au probléme 4 est apportée par I’enoncé suivant, di a Guichardet. Nous

en reproduisons la preuve ci-aprés (voir {24], § 3, Théoréme 1).

Théoréme 2.3 (Guichardet)
Soit m une représentation unitaire du groupe G qui ne posséde pas de vecteur invariant.
Supposons que G est o-compact i.e. réunion dénombrable d’ensembles compacts. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes

(i) la représentation ™ ne contient pas faiblement 1, la représentation triviale de

dimension un.
(ii) BY(G;7) est fermé dans Z'(G; ).

Preuve. On note C(G;H) 'ensemble des applications du groupe topologique G dans
I’espace de Hilbert H, continues pour la topologie normique de %. On munit C(G;H)
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G. Comme G est o-
compact, I'espace C(G;H) est un espace métrisable complet. Le sous-espace 7Y(G; ),
qui est fermé dans C(G;H), est donc aussi complet.

Considérons Papplication § : H — Z1(G; ) définie par 6&(g) = n(g)€ — & pour tout
g dans G. L'image de § est B(G; ). On vérifie que

e & est continue: en effet, pour tout sous-ensemble compact K de GG, on a
sup 10€(g)ll = sup ||w(g)¢ — &Il < 2[|¢}l;
gEK geEK

e comme 7 ne posséde pas de vecteur invariant, é est injective;

e pour £ € Het g € G, ona l[6é(g)l]> = 2(1 —Re(r(g)¢,£)), olt Re désigne la

partie réelle.

Pour que & : H = BY(G; ) soit ouverte, il faut et il suffit que 7 ne contienne pas
faiblement 1g. En effet, 7 contient faiblement 15 si et seulement s'il existe une suite
de vecteurs &, de norme un dans H tels que les fonctions de type positif (7(.)én,En)
tendent vers un uniformément sur les compacts de G. Ceci est équivalent au fait que la
suite 8¢, tende vers zéro dans B1(G; ). Enfin, une telle suite existe si et seulement si
I’application § n’est pas ouverte.

Supposons & présent que m ne contienne pas faiblement 1g, alors l'application ¢ :
H — BY(G; ) est ouverte et son image est compléte donc fermée dans 2'(G; ).

D’autre part, si BY(G; ) est fermé dans Z!(G;r), alors B!(G; ) est métrisable et
complet et ’

§:H —BYG;7)

est continue et bijective. Le théoréme de I’application ouverte implique que § est ouverte.

Donc, 7 ne contient pas faiblement 1¢. o
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2.2.2 Désintégration des cocycles

Afin de voir dans quelle mesure on peut ramener l’étude des problémes 4 et 5 au
cas des représentations irréductibles, il est intéressant de considérer des intégrales hil-

bertiennes directes de représentations irréductibles.

Le lemme qui suit est encore da a Guichardet (voir [25], Appendix I, p. 183).

Lemme 2.4 (Désintégration des cocycles) Soit m une représentation unitaire du
groupe G dans 'espace de Hilbert H. Supposons qu’on puisse écrire H et m comme

intégrales hilbertiennes directes

D 52
H =/ Hidu(t) et W =/ mydu(t)
T T

ol p est une mesure positive bornée sur un espace borelien standard T et H; (resp. m;) est
un champ mesurable d’espaces de Hilbert (resp. de représentations unitaires continues
sur Hy)

Si b est un 1-cocycle continu a valeurs dans m alors, pour tout t € T, il existe un

l-cocycle continu by, & valeurs dans 7y, tel que

®
b(g) = / be(g)du(t) pour tout g € G.
T

De plus, application G x T — H : (g,t) — bt(g) est mesurable.

On note L2(G; H) 'espace des fonctions de G dans 7 de carré intégrable et a support
compact. Guichardet a caractérisé I’espace B1(G; ) de la fagon suivante (voir [24], §5,

théoréme 2).
Proposition 2.5 Soit b € Z'(G; 7). Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) b € BY{G;n)
(ii) pour toute fonction ¢ € L2(G;H) telle que
[ (xy™(9) ~ ¥(0)) da = 0

on a

JRCORIOEL
G

ou (£,n) désigne le produit hilbertien des vecteurs §,1 € H.

Guichardet obtient alors la proposition suivante dont on reproduit la preuve ([24],
§5, Proposition 4).
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Proposition 2.6 (Guichardet) Soient

@ D
H= / Hedp(t) et = / redp(?)
T T

comme dans le lemme 2.4.

Si ZY(G; Hy) = BY(G; H;) pour tout t € T alors Z'(G;H) = BI{(G;H) .

Preuve. Soit b € Z}(G;H). Pour appliquer la proposition 2.5, considérons une fonction
Y € LE2(G; H) telle que

| (5949 - ¥(0)) dg = 0.
G
On note K le support (compact) de 3. On a
CEH) = [ L HOdu(),
T

et Y g'écrit .
v= [ wdult

ou 1y € L2(K;H;) pour tout t € T et 'application
GxT —H:(g,) = ¥ilg)

est mesurable (voir [25], Appendix I, Lemme 1 ou [9], § 7, lemme).

On a alors
& . .
L[ (o) o) = vula)) duttydg = [ (w()™'(9) = ¥(0)) dg =0
GJT G
et par Fubini,
/G (ﬂt(g)—ldjt(g) - @bt(g)> dg =0 pour presque tout t € T.
Comme par hypothése b; € ET(G; H:) pour presque tout £t € T, on a
/ (be(g),¢i(g))dg =0 pour presque tout t € T
G
et de nouveau grace & Fubini,

D
J 0@, eands = [ [ wlo)veldut)dg =o.
G GJT

La proposition 2.5 implique alors que b € BI(G;H). O
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2.3 Cohomologie et propriété (T)

2.3.1 Caractérisation cohomologique de la propriété (T)

Soit 7 une représentation d’un groupe G sur un espace de Hilbert H. Nous avons vu
que P'annulation du premier espace de cohomologie de 7 & valeurs dans H était équiva-
lente a Pexistence de point fixe pour les actions par isométries affines qui admettent 7
comme partie linéaire.

La propriété (T) de Kazhdan posséde une caractérisation en termes de points fixes
pour les actions par isométries affines ¢.e. d’annulation du premier groupe de cohomo-

logie (voir [15], chapitre 4, Théoréme 7).

Théoréme 2.7

Soit G un groupe localement compact. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) G posséde la propriété (T);
(ii) pour toute représentation unitaire w de G, l'espace HY(G;n) est réduit a {0} ;

(iii) pour toute représentation unitaire = de G, tout cocycle a coefficients dans

est borné en tant que fonction sur G ;

(iv) toute action par isométrie affine de G sur un espace de Hilbert posséde un

point fixe (on dit que G posséde la propriété (FH) de Serre).

L’implication (ii) =( i) résulte du théoréme 2.3. En effet, une représentation =
sans vecteur invariant non nul pour laquelle H'(G;7) = {0} vérifie aussi BY(G;7) =
BY(G;7) = Z'(G;~) et ne peut donc contenir faiblement 1¢.

L'implication (i) = (iv) est due a Delorme [16]. On en trouvera une preuve basée
sur la construction d’exponentielle d’espace de Hilbert dans [15], chapitre 4.

L’¢quivalence (i) € (iv) résulte de la proposition 2.2 et (i) <> (iii) est due au fait
que tout cocycle borné est trivial i.e. toute action affine d’orbite bornée posséde un

point fixe (voir [15], Chapitre 4, lemme 3).

Lorsque le groupe G n’a pas la propriété (T), on peut formuler le

Probléme 6 Peut-on trouver des sous-ensembles intéressants R de G tels que toute

représentation € R ait une 1-cohomologie triviale?

Si G est un groupe de Lie réel simple ou un groupe d’automorphismes d’arbre, les
représentations unitaires irréductibles avec une 1-cohomologie non triviale sont connues
(voir Théoréme 2.14 et Théoréme 2.15).

Pour un réseau dans des (produits de) groupes comme ci-dessus, nous obtenons des
résultats d’annulation pour les représentations de dimension finie (Théoréme 2.16) ou
de rigidité (Théoréme 3.6).
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2.3.2 Un théoréme de Vershik et Karpushev

Comme la propriété (T) est équivalente a l'isolation de la représentation triviale
dans le dual unitaire du groupe, pour un groupe qui n’a pas la propriéte (T), on peut

poser le

Probléme 7 Caractériser directement 1'existence d’une représentation unitaire avec
une 1-cohomologie non triviale en terme de topologie de Fell dans un voisinage de la

représentation triviale.

Vershik and Karpushev (voir [50], Theorem 2) ont montré que si H'(G,#) # 0 pour
une représentation irréductible 7, alors 7 est infinitésimalement petite, i.e. «inséparable»
de la représentation triviale. Ce résultat avait été conjecturé par Guichardet dans [26]
et un résulat partiel fut obtenu par Delorme dans [16].

Suivant des notes non publiées de B. Bekka, nous en donnons une preuve qui re-
prend Vessentiel des idées de Vershik et Karpushev et qui comble une lacune de I'article
original.

De plus, cette preuve montre que les arguments s’étendent aux cas des représenta-

tions unitaires factorielles.

Définition 13 Le support d'une représentation 7 est ’ensemble
supp 7 = {o € G | o est faiblement contenue dans 7}.

Le cortez Cor(G) du groupe localement compact G est le sous-ensemble de G formé des
représentations 7 pour lesquelles il existe une suite (généralisée) m, dans G telle que

limnm, =1¢ et lim#, = 7.

Théoréme 2.8 (Vershik et Karpushev)
Soit 7 une représentation unitaire factorielle d’'un groupe localement compact séparable
G. Si H(G; =) # 0 alors

supp 7 C Cor(G)

Remarque 3 (Décomposition de Choquet) Soient E un espace localement con-
vexe séparé et métrisable et K une partie convexe et compacte de E. On note ex(K)
’ensemble des points extrémaux de K, qui est un G5 de K. Pour tout z € K il existe

une mesure de probabilité u sur K, concentrée sur ex(K), telle que

x= / ydp(y)
ex(K)

au sens de la topologie *-faible z.e.
f@y=[  Fwdu)
ex(K)

pour toute forme linéaire continue f sur E (voir [27]). Une telle décomposition est

appelée décomposition de Choguet du point x.
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Lemme 2.9 Soit K un compact convexe dans un espace métrisable. Soient ¢ € ex K
un point extrémal de K et yp; une suite d’éléments de K telle que lim;_,9 91 = ¢. Pour

chaque t, on se donne

%=/ “ndui(n)
ex K

une décomposition de Choquet du point ¢; ol pt est une mesure de probabilité concen-

trée sur ex K. Alors, pour tout voisinage W de ¢ dans K, on a
i K)=1.
th_% pr(WnexK) =1

Preuve. Comme I'ensemble M (K') des mesures de probabilité sur K est compact pour
la topologie faible, il existe une sous-suite g, de py qui converge faiblement sur K vers

une mesure 1. Comme lim;_,4 ¢ = ¢, on peut écrire

<P=/exKndﬁ(n)-

D’autre part, ¢ est un point extremal de K donc f coincide avec la mesure de Dirac 4,
au point . En conséquence, la suite () admet un unique point adhérent d,, et donc
lim;—o pt:(W) = 1 pour tout voisinage W contenant . Comme le support de p¢ est
contenu dans ex K, on a

li NexK) =1

lim (W N ex K)

comme annoncé. o
Preuve du théoréme 2.8. Pour un groupe localement compact G, on note Eg(G) 'en-
semble des fonctions sur G continues de type positif ¢ telles que ¢(e) < 1, E(G) l'en-
semble des états i.e. des fonctions continues de type positif sur G telles que p(e) =1 et

P(G) = ex(Eo(G))\{0} I'ensemble des états purs de G. On a
P(G) C E(G) C Ex(G) C L=(G).

Soit V un voisinage de 1g dans G. On note V le voisinage de la fonction 1 dans

P(G) qui est l'image inverse de V par I'application
6: P(G)— G

qui associe 4 un état pur la représentation irréductible correspondante. On note W le
voisinage de la fonction 1 dans Ey(G) tel que V=W nN P(G).

Soit b un 1-cocycle continu et non trivial pour la représentation 7. La fonction 3
définie par
2
P(g) = —llb()ll
pour tout g € G, est réelle, conditionnellement de type positif, normalisée (i.e. ¢(e) = 0)

et symétrique (i.e. ¥(g) = ¥(g™!)).
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Pour tout t > 0 et g € G, on pose ¢(g) = e!?(9)  Les fonctions ¢ définies comme
cela sont de type positif (Théoréme de Schoenberg). De plus,

pr—1
— 1 et —
e 10 t t—0

uniformément sur les compacts de G.

Comme Ey(G) est convexe et compact pour la topologie faible dans L™(G), il existe
pour tout £ > 0 une mesure de probabilité y; sur Eg(G), dont le support est concentré
sur P(G) et telle que

oy = / ndps(n)
P(G)

au sens faible o(L>®°,L1) i.e.
(oo, f) = / (n, f) dpe(n)
P(G)

pour tout f € LY(G) (voir [18], § 13.6.8).

On pose

au sens o(L>®,L1), et
1

W ={1— (W)

/ ndp(n) si (W) # 1,
S‘Qt = EO(G)\W

0 sinon.
Grace au lemme qui précéde, on a

,ut(W) = ,ut(WneXEo(G)) — 1.

t—0

Comme 37V € Ey(G) et que Ep(G) est compact pour la topologie o(L*®,LY), il

existe (quitte & passer a une sous-suite) un élément o € Eo(G) tel que

o —~W _
e = o

pour la topologie faible o(L>°,L1).
On en déduit:

(1) o #1.

Sinon, la mesure de probabilité o qui donne une décomposition de Choquet de g

serait 1a mesure de Dirac en 1 et vérifierait

1
o = lim

. d
=0 1 — py(W) /EO(G)\W He
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Par conséquent,

1
1=o(W) = lim{(——— dpe) (W
(W) tl—%(l—ut(W) Eo(G)\W k) OV)

1

= fm(—— / dpg) (W) = 0,
t1—>0(1—m(W) (Eo (G)\W)nW m)( )

ce qui est absurde.

(2) }ir% @)V =1 uniformément sur les compacts.
-

Comme ¢}V et la fonction constante 1 appartiennent a E(G) et que sur E(G) les
topologies *-faible et de la convergence uniforme sur les compacts coincident ([18],

§ 13.5.2), il suffit de montrer que }1_1)1(1) @)Y =1 pour la topologie o(L>°,L).
Soit f € LY(G),

ud) = [, o P+ [ 0.5 duato)

Grace au lemme, d’une part

peW) —1 et w(Ee(G)\W) —= 0,

t—0 t—0

et d’autre part
lim(ey, f) = (L, f)-
D’otr
el f) = Jim s (e = [ ) dln)
10 =0 (W) Eo(G\W

= lim — (e f) = (L F).

t—0 (W)
. —- . . 1—/\5 A
(3) Si on pose A¢ = py(W) alors il existe to > 0 tel que (—t )t0>t>0 est borné.
Pour tout t > 0,o0n a
ei—1 _ (1=2)8" + Mgl —1
t t
_ o1 - EY - (- A
t t
w
_p —1 I=A\/(~w _ w
= P + ( r (‘Pt Pt ) (*)
Supposons par |'absurde que (l:t—’\i)t S50 n’est pas borné. Alors, quitte a extraire
0
une suite que 'on indice toujours par £, on peut supposer que (%ﬁ) —t——o) +oo0.
—

Choisissons alors un voisinage ouvert U dans G tel que

Re(po(g) —1) <0  pour tout g €U
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(c’est possible grace a (1)), et une fonction f € L*(G), non nulle, positive et telle
que supp f C U. D’une part, ’équation (*) donne

(Re (£21).1) = (Re (‘“Wt" 1) D+ (552 e (7 - o) ).

D’autre part,

lim(Re (“’t - 1) ) = (Re(®), ),

lim(Re (7" — o) , £) = (Re(po — 1). f) < 0

et

Donc, si %m[l) (%‘-) = +oo alors
_)

. pr—1 _
fim(Re (£2) 1) =+

ce qui contredit
1

lim (Re (‘Ptt— ) . f) = (Re(¥), f)-

On peut donc supposer, quitte & passer & une sous-suite, que

ﬁm(l_M>=A,
t—0 t

avec A > 0 car Ay = (W) < 1.

Les fonctions de type positif ¢}V appartiennent a I’adhérence pour la topologie

uniforme sur les compacts de I'enveloppe convexe de W N P(G).

En effet, pour tout ¢ > 0, la fonction @)V s’écrit, par définition, comme une
limite pour la topologie o(L>°,L') de combinaisons linéaires convexes d’éléments
de W N P(G), ot P(G) désigne 'adhérence de P(G) pour la topologie *-faible.
Comme W N P(G) C WN P(G) et que sur E(G) les topologies uniformes sur les

compacts et (L, L!) coincident, la fonction ¢;* s’écrit aussi comme une limite

pour la topologie uniforme sur les compacts de combinaisons linéaires convexes

d’éléments de W N P(G).

Soit (Hy,my,by) le triple GNS associé 4 la fonction conditionnellement de type
positif ¢ oit 7y est une représentation orthogonale de G dans 'espace de Hilbert
(réel) My et by est un l-cocycle & coefficients dans Hy tel que by(G) soit total
dans Hy et

1
¥(9) = —5lbs(@)IF  pour tout g € G.
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Remarquons que my, est une sous-représentation de = @ 7. Ceci sera utilisé en (8).

Pour rappel, si V désigne Pespace vectoriel des fonctions f : G +— C de support fini
et telles que ) o f(z) = 0 alors Hy est I'espace de Hilbert obtenu en séparant

et complétant V pour la forme bilinéaire

(f.hy= > fl@)h{y)(y ).

z,y€G

Soit g € G, on note pg = 6g — 8 =by(g) € Hy. On a

my()by (9), by(9))
by(zg) — by (=), by(g))
Sag — 62,84 — be)
g-12g = Og-12:0¢) = (8ng — 8z, 8c)
= Y9~ ag) — ¥(g7'x) — ¥ (xg) + P(x)
= lim (¢ilg™"29) = ¢(g7'2) = u(x9) +4(a))

(my(@pg,ng) =

{
{
(
(8

uniformément pour x parcourant un ensemble compact de G. En utilisant 'égalité
(*) de (3), on trouve

(my(@)ng, 1) = lim {% [P (g7 2g) — o1 (97'2) — 0¥ (2g) + o} (@)

+ (1 _t/\t> [ (3”(97"29) - 3 (g7 2) — @ (2g) + Z0)
— (2P (g7 2g) - @l (g7 0) = oV (2g) + ¢V () } }

uniformément pour x parcourant un ensemble compact de G.

Si ¢ est une fonction de type positif sur G, on note (Hy,7g,&p) le triple GNS
associé & ¢ oil w4 est une représentation unitaire d’espace de Hilbert Hy et £ est

un vecteur totalisateur pour w4 tel que ¢(g) = (74(9)€g,Ep)-

Pour tout ¢ > 0, on note (H¢, 7, &) (resp. (He, 7, &)) le triple GNS associé a la
fonction de type positif ¢! (resp. (}TZW) Solent
1 e -
nj = 79l — &), of =7(g)é—& et B =m(9)— &,
alors

(o g g} = sy { (e )

t

+(552) (FOatsat) = (B ) (40

pour la topologie (L, L).
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(6)

Soit (Ho, mo,&e) le triple GNS associé a la fonction de type positif ¢g.

Comme
. ~W . g NT T
po = lim ™" = lim (7 ()&, €4)
pour la topologie o(L>®,L!), si on pose af = mo(g)&o — &, on a
(mo(-)ag, ap) = }i_r}r&(ﬁ(.)af,af)
pour la topologie (L, L1).
D’aprés (2), on a aussi,
lim o = }Ela(ﬁt(-)ftyft) =1
pour la topologie a(L>°, L), et donc

lim ()3, B) = 0

pour la topologie (L™, LY).
Pour tout g € G, on peut passer a la limite (pour une suite extraite) dans (**) et
supposer que

: g g

Y (¢ () ¢ )

existe pour la topologie (L, L!). On note cette limite ¢ et on obtient
(my(ngs ng) = ¢° + A (mo(x)ad, o) (% * %)

Il existe g € G tel que 9 Z 0.
Supposons le contraire, alors d'une part
{7y (@)ng, poMlle = Sggl(w(w)ug,ug)i
z

= (mp(e)g, ug) = —20(9) = 2[1b(9)I",

et d’autre part,

{my(2)pgs moMlloe = M {mole)ad, ap)
A (7o(g)&o — &0, mo(g)€0 — &o)
= 2A(1—Regpo(g))

pour tout g € G. Comme g est une fonction de type positif, elle est bornée et.
Iégalite |[b(g)]|> = A(1 — Repp(g)) implique que b est un cocycle borné sur G,

donc un cocycle trivial.
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(8)

Choisissons g € G tel que @9 # 0 et notons (K, p, €) le triple GNS associé a 9.

Gréace a légalité (= * %), la représentation p est équivalente & une sous-représenta-
tion de my. Comme b est un cocycle pour la représentation 7 et que ¢ = —Bli?,
la représentation 7y, est elle-méme équivalente a une sous-représentation de 7 @7
ou 7 désigne la représentation conjuguée de 7 (voir [16], remarque V.3). Il en
résulte que p posséde une sous-représentation o qui est équivalente & une sous-

représentation de 7.

Les fonctions de types positifs {m(.)n],n7) sont uniformément bornées pout t > 0
i.e. supep+ [[{me(-)n s )l est fini.

En effet, écrivons (xx) au point z = e,

ool = (o e)ng: 1g)
= im {tm(eyrt ) + (2521 (File)at.af) = (mle)pf. B

Puisque

(af, o) — (87, B7)

2 (1= Re(fulg)é, €) — 2(1 — Re(m(9)é, &)
= 2Re(4)Y(9) - 7" (9)),

et que

(1_)‘t), o)) et 7))

t

sont uniformément bornés en ¢, on a le résultat annoncé.

Comme
91 g g
¥ }g%(“t(-)ﬂt 17)
pour la topologie o(L*°,L!), la fonction de type positif ¢ est limite pour la
topologie *-faible de fonctions de type positif uniformément bornées (d’aprés (9))

associées aux représentations ;. Grace a ([19], lemma 1.5), il existe une suite 6;

de fonctions de type positif associées aux représentations m; telle que
9 — lim 6
o =m0
uniformément sur les compacts de G.

D’autre part, 7; est la représentation GNS associée & la fonction de type positif
@V qui, d’aprés (4), est limite uniforme sur les compacts de combinaisons linéaires
convexes d’éléments de W N P(G). Donc, les fonctions de type positif associées
4 m; sont limites uniformes sur les compacts de combinaisons linéaires d’éléments
de W N P(Q). Finalement, 9 elle-méme est limite uniforme sur les compacts de

combinaisons linéaires d’éléments de V = W N P(G).
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Comme p est la représentation GNS associée & 9, le support topologique de p
est contenu dans 17, I’'adhérence pour la topologie de Fell du voisinage V. Enfin,
la représentation o qui apparait en (8) est une sous-représentation de p et donc,

suppo C V.

(11) Comme la représentation o est équivalente & une sous-représentation de 7 et
que 7 est une représentation factorielle de G, o et 7 sont quasiéquivalentes (voir
[18], proposition 5.3.5) et suppo = supp 7. La conclusion de (10) implique que
suppm C §

Ce raisonnement est valable pour tout voisinage V de 1¢, donc

supp 7 C Cor(G).

2.3.3 Résultats d’annulation

Le lemme suivant, qui sera fréquemment utilisé par la suite, est dt a Guichardet
[24]. La preuve que nous en donnons est plus « géometrique» que la preuve originale de
Guichardet.

Lemme 2.10 Soit N un sous-groupe distingué de G et w une représentation unitaire
de G telle que la restriction n|y de m & N ne posséde pas de vecteurs invariants non

nuls. Sib € ZY(G, ) est tel que bly € BY(N,|xn) alors b € BY(G, ).

Preuve. Nous avons vu qu’a la représentation n et au cocycle b correspondent une
action par isométries affines que nous notons a. Comme b|y € BYN,n|n), Paction o
posséde (au moins) un point fixe par IV, nous allons montrer que ce point est unique et
fixé par le groupe G tout entier.

Notons H l'espace de 7 et H*™) le sous-espace affine des points fixes pour a(V).
Soit &, € H*WN) pour tout n € N, on a

m(n)(€ —n) = a(n){ —a(r)np =€ —n.

Donc £ — i est un vecteur N-invariant pour 7 et { = 7.
Le sous-espace affine H*N) est donc réduit & un point. Comme N est normal dans
G, H*W) est stable par a(G) et I'unique point de H2W) est donc un point fixe par G

pour action a. O

Corollaire 2.11 Sim = 1g,®m2 ot 7g € é\z et 79 ne contient pas de vecteurs invariants,

alors

Hl(Gl x Ga; lg, ® 7T2) ~ Hl(Gg;sz).
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Preuve. La restriction & G des cocycles & coefficients dans 1g, ® w2 définit une appli-
cation surjective de Z!(Gy x G2;1g, ® m2) dans Z!(G2;m2) qui transforme les cobords
en cobords. En effet, si b, € Z1(Go;me) alors by = blg, o b € Z}(G1 x Ga;lg, @ m2)
est défini par b(g1,g2) = b2(g2) pour tout gy € Gy et go € G2. Grace au lemme 2.10,
'application correspondante de H!(G1 X Ga;1g, ® m2) dans H'(G2; m2) est injective. O

Les paires de Gelfand

Dans cette section, nous sommes amenés & considérer des groupes G vérifiant ’hy-

pothése

(Gel) G est localement compact, séparable, unimodulaire et posséde un sous-groupe
compact K tel que I'algébre de convolution L (K \G/K) des fonctions intégrables

sur G et bi-K-invariantes est commutative. On dit alors que (G, K) est une pazre

de Gelfand.

Des exemples de groupes vérifiant ces hypothéses sont les groupes de Lie semi-
simples connexes de centre fini pour lesquels le sous-groupe K est un sous-groupe com-
pact maximal et les groupes d’automorphismes d’arbres pour lesquels le sous-groupe K

est le fixateur d'un sommet de 1'arbre (voir [22] Chapter 11).

Définition 14 Pour une paire de Gelfand (G, K'), une représentation 7 de G est dite
de classe I si la restriction 7|k de 7 & K posséde des vecteurs invariants non nuls. On

note G le sous-ensemble de G constitué des représentations irréductibles de classe 1.

Remarque 4 Si Gk désigne I’ensemble des représentations unitaires de G qui sont de
classe I, alors G K, qui est appelé le dual sphérique de G, est un voisinage ouvert de
lg dans G. En effet, soit ; une suite (généralisée) de représentations irréductibles de
G telle que lim7; = 1g, alors lim (m;|x) = 1k et, comme le groupe compact K a la
propriété (T), les restrictions de m; & K contiennent 1k i.e. les représentations 7; sont

de classe I.

La proposition suivante est due a Delorme [16], nous en reproduisons la preuve.

Proposition 2.12 Soit G un groupe vérifiant Phypothése (Gel). Si m est une repré-
sentation unitaire irréductible de G non-triviale et de classe I, alors tout 1-cocycle de

G a coefficient dans 7 est un cobord i.e. H'(G; ) = 0.

Remarque 5 Ce résultat peut aussi se déduire du théoréme 2.8. En effet, suppo-
sons qu’il existe une représentation unitaire irréductible et de classe I possédant une
1-cohomologie non nulle. Le théoréme de Vershik et Karpushev implique alors que Gk
(qui est ouvert dans é’) n’est pas de Hausdorff. Or, ’ensemble Gk s'identifie topolo-
giquement au spectre de I’algébre de Banach commutative L}(K\G/K) ([16], § V.B).
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Comme le spectre d'une algébre de Banach commutative est de Hausdorff, ceci méne &

une contradiction.

Preuve de la proposition 2.12.  On note H¥ le sous-espace de H formé des vecteurs
invariants par K. Comme 7 est irréductible et de classe I, HK est de dimension un.
On note Pk = [ w(k)dk le projecteur orthogonal sur HE o dk désigne la mesure de
Haar sur K normalisée pour que le volume de K soit un.

Pour une fonction f continue et a support compact sur G, on note

w(f) = [ Fa)nlo)dg

Si f appartient & I’algébre (commutative pour la convolution) Cc(K\G/K) des fonctions

continues sur G, & support compact et bi-K-invariantes alors

w(f): H = HE i.e. #(f) = Pxn(f).

Soit b un cocycle de G & coefficient dans m. La restriction bjx de b & K est un
cocycle du groupe compact K. C’est donc un cobord pour K et il existe un vecteur §
dans V'espace H de 7 tel que b(k) = §¢(k) = w(k)é — € pour tout k € K. En remplacant
b par b — ¢ on peut supposer que b est nul sur K.

Soit

B: CAK\G/K) s H: f 3 B(f) = [ F(0)bla)dg

Pour tout f,h € C.(K\G/K), on a alors

PB(f) = [ (k) [ Falbla)dgdh

_ //f 9)dg dk
_ /K/Gfgb(k:gdgdk

PcB(fxh) = Pic [ f+h(g)bla)dg
= Px [ [ 1@ 9o dr dg
= P [ [ t@h(o)(rg)dzdg
= Py /G h(g) /G f(@)b(z) dz dg
+pK/ f(z)n /h(g g) dg de
- /h )d9+PA/ f(z)n(z)B(h) dz

= ( ]G h(g) dg) P B(f) + Picr(f)B(h).

et
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Si ¢k € HX est tel que ||[€x|| = 1 alors Px(n) = (n,£x)éx. On a alors
Pg(n(f)B(R)) = x(f)Px B(h)
ou x(f) = (r(f)ék, &x). Donc,
Py B(f * h) = I(R)Px B(f) + x(f)Px B(h)
ot I(h) = [, h(g)dg. Comme f*h = h* f, on a également
Py B(f * h) = I(f)PxB(h) + x(h)Pg B(f).

De plus, la représentation 7 n’est pas triviale, donc il existe au moins une fonction

f € CA(K\G/K) telle que n(f)Ex # €k i.e. x(f) # I(f). Pour cette fonction f, on a

PiB(h) = ~——§§’;§ - ’;E% PxB(f)

pour tout h € C.(K\G/K).
On pose = (I(f) = x(f))™" P B(f) et ¥’ = b+6n € Z'(G; 7). Comme 1 € HX, ¥

est nul sur K. Comme ci-dessus, on définit
B': CK\G/K) = H: f+ B(f) = [ f(g)¥(g)dy.
G

On a alors

PcB(R) = PxB)+ Pic( [ ha)(a(@n—n) dg
= (I(h) — x(h))n + Pk (m(hyn — I(h)n))
= (I(R) = x(W))n + (x(R) = I(R))n = 0.

Pour h € C.(G), on note KpK 1a fonction bi-K-invariante définie par
KpK (g) = / / h(kgk') dk dK'.
K JK
Comme b'(gk) = b'(g) et V' (kg) = w(k)b'(g) pour tout g€ G etk € K, on a

PcB(h) = [ [ highn(k)t'()dg dk

KJG
= / / h(g)t' (kg) dg dk

KJG

[ [ nao)p'(9) dg i
KJG

_ /G /K /Kh(kg)b'(gk'_l)dkdk’dg

= / / / h(kgk')¥ (g) dk dk' dg
GJKJK
= PxkB(¥rf)=0
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pour tout h € Cc(G). Comme
Pic ([ )b (g)dg) = 0

pour tout h € C.(G), on a Pgb' =0 i.e. I'image de b’ est orthogonale & HE,
Le sous-espace fermé W de H engendré par I'image de b’ est donc propre et invariant
par m. Lirréductibilité de = implique que W = {0}. En particulier, ' = 0 et b = —dn

est un cobord, ce qui termine la démonstration O

Lorsque G est un produit non trivial de groupes vérifiant I'hypothése (Gel), les re-
présentations de G qui admettent une 1-cohomologie non triviale sont trés particuliéres.
En effet, dans cette situation, pour que la cohomologie d’une représentation 7 soit non
triviale, il faut nécessairement que w factorise par un des facteurs du groupe G. Plus

précisément, on a la

Proposition 2.13 (Delorme) Pour i = 1 et 2, soit (G;, K;) une paire de Gelfand.
Soit ® une représentation unitaire irréductible du produit direct G1 X Gz qui s’écrit
7 = m ® 7wy (produit tensoriel des représentations) avec m; € Gi pour ¢ =1,2.

Si m, et w3 ne sont pas triviales alors
Hl(Gl X G2;7T1 ®7I'2) =0.
Preuve. On distingue deux cas

1¢7 cas: La représentation m; est de classe I.

Grace a la proposition 2.12, on a H(Gy;7m1) = 0 i.e. HYGy; (m @ m2)|e,) = 0.
Comme G4 est un sous groupe distingué de G; x G2 et que 7 et donc m &
7 n’admet pas de vecteur invariant par G, le lemme 2.10 implique le résultat

annonceé.

2€ cas: La représentation m; n’est pas de classe I 4.e. la représentation w1 |k, ne contient

pas la représentation triviale 1g, de Kj.

Dans ce cas, d’une part la représentation (m; ® 72) |k, ne contient pas 1k, , et

d’autre part, le groupe compact K posséde la propriété (T) et donc
HY(Ky; (71 ® m2) |Kk,) = 0.
Le lemme 2.10 donne alors
HY (K x Gy; (1 ® m2) | Ky xG,) = 0.

Si b € ZY{Gy x G2;m ® m2), alors blk, xG, est un cobord et en particulier bla,
est un cobord. Comme 73 ~ (7 ® 72) |G, ne contient pas lg,, on termine en

appliquant & nouveau le lemme 2.10. ]
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Remarque 6 Lorsque, par exemple, 73 = lg, et m2 est non triviale, le corollaire 2.11
donne alors

Hl(Gl x Go; 1G1 ® 7{‘2) ~ Hl(Gg;ﬂ'z).

Les groupes de Lie réels simples

Soit G un groupe de Lie réel simple connexe. Si G est de rang déployé supérieur a
2 alors il a la propriété (T) (voir [15], chapitre 2). C’est également le cas si G admet
sp(n,1) comme algebre de Lie ou si G est le groupe exceptionnel Fy_sq) (voir [15],
chapitre 9). Dans cette situation, on a vu que toute représentation unitaire de G admet

une 1-cohomologie triviale (Théoréme 2.7). Pour les autres cas, Delorme [16] obtient le

Théoréme 2.14 (Delorme)

Si G un groupe de Lie réel simple connexe d’algébre de Lie

(i) s0(2,1) ~su(1,1) ou su(n,1), n > 2, il existe exactement deux représentations
unitaires irréductibles, conjuguées I'une de l'autre, ayant une 1-cohomologie non

triviale.

(i) so(n,1), n > 3, il existe exactement une représentation unitaire irréductible,

ayant une 1-cohomologie non triviale.

De plus, la dimension du H' de ces représentations est égale & un.

Le groupe d’automorphismes d’un arbre

Lorsque G = Aut(Ty), le groupe d’automorphismes de ’arbre homogene de degré g,
4 I'aide de la classification de Ol'shanskii des représentations unitaires irréductibles de

Aut(7g) [38], on obtient un résultat similaire.

Théoréme 2.15
Il existe exactement une représentation unitaire irréductible de G = Aut(7;) ayant une
1-cohomologie non triviale. C’est une représentation spéciale pour la classification de

Ol'shanski, appelée représentation de Steinberg et notée St.
De plus, dim H!(Aut T; St) = 1.

Ce résultat est bien connu des experts, O. Amann en donne une preuve limpide qui
utilise des formules de multiplicités pour la décomposition de L2(G/T") pour différents
réseaux I' dans le groupe G = Aut(7y) ([1], Proposition 5.0.4).

Comme I'espace homogene associé a un groupe algébrique p-adique de rang un est

un arbre (semi-)homogene, le théoréme 2.15 s’applique aussi dans cette situation.
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2.3.4 Cohomologie des représentations de dimension finie

Le théoréme qui suit apparait dans [34] pour le cas des produits de groupes simples.
La preuve plus élémentaire donnée ici est celle de [6]. Elle utilise les théorémes 2.8 et
1.1

Théoréme 2.16

Soient G un groupe localement compact et N un sous-groupe de G fermé, distingué
et possédant la propriété (T) de Kazhdan. Soit H un sous-groupe fermé de G qui se
projette de facon dense dans G/N et tel que le quotient G/H admette une mesure
G-invariante finie (comme pour le Théoréme 1.1). Supposons de plus que le quotient
G/N est minimalement presque périodique. Alors, pour toute représentation unitaire

de dimension finie 7 de H, nous avons
H'(H, =) = 0.

Preuve. La représentation de dimension finie 7 se décompose en une somme finie

n
T = Z w
i=1
de sous-représentations irréductibles 7;. Dans cette situation,
Hl(Haﬂ-) ~ @?zl Hl(H7 ”Ti),

et nous pouvons supposer que 7 est irréductible.

Traitons d’abord le cas ol 7 est la représentation triviale 1y. Dans ce cas, H'(H, )
est le groupe des homomorphismes continus de H dans le groupe additif des nombres
complexes C. Soit [H, H] I’adhérence du groupe des commutateurs de H. Le théo-
réme 1.1 implique que le groupe dual du groupe abelien H /[_I.{—,F] est discret, puisque

le caractére trivial est isolé. Donc, par dualité, H/[H, H] est compact. Ceci implique

HI(H,IH) =0.

A présent, considérons une représentation m # ly et, raisonnant par ’absurde,

supposons que

H!(H,=) #0.

Grace au théoréme 2.8 de Vershik et Karpushev il existe une suite généralisée 7, dans
H telle que
Tn =T et T, = 1H.

Gréace au théoréme 1.1, on peut supposer que T, = (0 © p)|pg pour des représentations
irréductibles o, of G/N.
Soit # la représentation conjuguée de m. Par continuité du produit tensoriel (voir
[21], Theorem 1),
T QT =27 Q7.
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Donc, par continuité de 'induction
(0n 0p) @ Ind$ 7 = IndG (7, @ 7) = IndG(r @ 7).

En restreignant a N, cela implique que (Ind$, 7)|y contient faiblement la représentation
Ind§ (7 ® 7)|n-

Puisque 7 est de dimension finie, il est bien connu que m ® T posséde un vecteur
invariant. Dés lors, comme H est de covolume fini, (Ind% #)|y contient faiblement 1y .
Nous en concluons que Indg 7 posséde des vecteurs N-invariants. Mais alors, le lemme
1.9 implique que 7 se factorise en une représentation o de G/N, et donc, 7 = (g o p)|n.
Comme G/N est minimalement presque périodique, cela donne ¢ = 1lg,y et donc

7 = 1, une contradiction. O




Chapitre 3
Rigidité

3.1 Rigidité locale

On verra dans cette section pourquoi la cohomologie triviale est liée & ’absence de

déformation.

3.1.1 Point fixe

Soient G un groupe localement compact et M une variété (de dimension finie) de
classe C'. On note Diff'(M) le groupe des difféomorphismes de classe C* de M. Pour
¢ € Diff*(M), et @ € M, on note d,¢ la différentielle de ¢ au point z et dé 'homéo-
morphisme du fibré tangent TM définit par

dé: TM v+ TM : £ € TM v dyp€ € Ty M.

On munit Diff! (M) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts des
homéomorphismes de TM correspondants. Plus précisement, soient (U, ) une carte de
M centrée en = ¢~ 1(0), un compact K C U de M et € un réel positif. On définit
N ((U, @), K,€) comme I’ensemble des fonctions f € C'(M, M) telles que

(i) f(K)CU,

(ii) sup llp o f(y) — el <k,
yeK

(i) sup
yeK

9 . _
S e fer MNow) — 8

<epourtouti,j=1,...,n.

Les intersections finies de ces ensembles N ((U, ¢), K, ¢) forment un systéme fonda-
mental de voisinages de Papplication identique Idy dans C1(M, M). C'est la topologie

induite par cette derniére qu’on considére sur le groupe Diff' (M).

Définition 15 Une action de classe C! de G sur M est un morphisme continu

a: G — Diff}(M).
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L’ensemble A(G, M) des actions de G sur M est alors muni de la topologie compacte-
ouverte. Pour une action a, on considére un compact K de G et un ouvert U de Diff' (M)
tels que a(K) C U. Soit

N(K,U;a) ={B e A(G,M) | B(K) CcU}.
Ces ensembles N (K,U;a) définissent une base de voisinages de o dans A(G, M).

Définition 16 Une déformation locale d’'une action a est la donnée, pour un € > 0,
d’un chemin continu

(—e,+e) = A(G,M) 1 t = a4

tel que ag = a.

Définition 17 On appelle point fize pour l'action a de G sur M un point p € M tel
que a(g)p = p pour tout g € G. Un point fixe p est dit stable (ou persistant ) si, pour
tout voisinage U de p, il existe un voisinage A" de a tel que toute action 8 € N posséde
un point fixe dans U/. En particulier, si une action a posséde un point fixe persistant
alors, pour ¢ suffisamment petit, une déformation locale de ’action o posséde également

un point fixe.

Si Paction a posséde un point fixe p, la différentielle d,o de ’action o au point p
définit une représentation linéaire (mais non nécessairement unitaire) du groupe G sur

I’espace tangent T, M :
dpa : G = T,M ~R": g = (dpalg)) -

Pour une représentation linéaire 7 du groupe G sur un espace vectoriel de dimension
finie E i.e. un morphisme continu 7 : G — GL(E), on définit ’ensemble des cocycles
Z'(G;7) et 'ensemble des cobords B'(G; ) comme dans le cas des représentations
unitaires. De la méme maniére, on écrit H*(G; ) = Z'(G; r)/Z'(G; r) pour le premier
espace de cohomologie de G & valeurs dans E.

Le théoréme ci-dessous, dit a Stowe [49], donne un lien entre I'annulation de la

1-cohomologie et la persistance de point fixe.

Théoréme 3.1 (Stowe)
Soit G un groupe localement compact. On suppose que G est ou bien un groupe discret
de type fini ou bien un groupe de Lie connexe. Soit o une action de G sur une variété
M possédant un point fixe p.

Si HY(G;d,a) = 0 alors le point p est persistant.
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3.1.2 Rigidité de Weil

Soient G un groupe localement compact et H un groupe de Lie connexe. On munit
I’ensemble Hom(G, H) des morphismes continus de G dans H de la topologie compacte-

ouverte.

Définition 18 Le groupe H agit sur Hom(G, H) par conjugaison i.e. pour m dans
Hom(G, H) et h € H on définit 7" € Hom(G, H) par n*(g) = h.w(g).h ™.
Le morphisme = est dit localement rigide si I'orbite 7 de 7 sous I'action de H est

ouverte.

Définition 19 Une déformation locale de w dans Hom(G, H) est la donnée, pour € > 0,
d’un chemin continu
(—e,+¢) » Hom(G, M) : t —

tel que mp = 7.

Pour un chemin continu (—&,+¢) — H : t — h; et un homomorphisme 7 €
Hom(G, M), on définit une déformation locale m = 7Pt de w par conjugaison i.e.
7¢(g) = he.n(g).hy* pour tout g € G.

Pour un morphisme localement rigide 7, toute déformation m; de 7 est, pour ¢
suffisamment petit, une déformation par conjugaison.

Le lien avec la persistance d’un point fixe est le suivant : soit 0 un morphisme dans
un voisinage de 7 € Hom(G, H) alors

o appartient a 'orbite 7% de =

&= il existe un élément h € H tel que o(g) = h.w(g).h~! pour tout g € G
<> il existe un élément h € H tel que h = a(g)~*.h.7(g) pour tout g € G

<= il existe un élément h de H qui est un point fixe pour V'action a de G sur la
variété H définie par a(g) : H — H : h = a(g™!).h.7(g) .

En terme de déformation locale, ceci exprime le fait que 7y est une déformation par
conjugaison du morphisme 7 si et seulement si, pour tout ¢ € (—¢, +¢), 'élément h; de H
est un point fixe pour l'action o; de G définie par ay(g) : H—= H : h— m(g)~t.h.w(g)

L’action a; décrite ci-dessus est une déformation locale de I'action ag donnée par
ao(g) : H— H :h v n(g)~ hr(g).

Pour tout z € H, on note Int(z) Pautomorphisme de H défini par Int(z) : H
H : h — z~'hz. Lapplication Int est alors un morphisme différentiable de H dans
le groupe des automorphismes de H i.e. une action de classe C*° du groupe H sur
lui-méme.

Cette action admet 1’élément neutre e du groupe H comme point fixe. On note
Ad(z) = d. Int(z) la différentielle de Int(z) au point e. L’application Ad est alors une
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représentation linéaire (appelée représentation adjointe) de H sur TeH ~ h I'espace
tangent & H au point e.
L’action ag définie ci-dessus n’est autre que Int omr et admet donc I’élément neutre

e de H comme point fixe. Donc, avec les notations ci-dessus, on a
deag = Ad o,

En appliquant le théoréme de Stowe, on obtient le théoréme de rigidité de Weil (voir,

par exemple, [42], Theorem 6.7).

Théoréme 3.2 (Weil)
Soit G un groupe discret de type fini et H un groupe de Lie. Si # € Hom(G, H) est un
morphisme tel que H(G; Ador) = {0} alors 7 est localement rigide.

3.2 Représentations de dimension finie

Nous observons ici que des résultats de rigidité de Wang et Rapinchuk pour les re-

présentations de dimension finie s’étendent aux groupes que nous considérons.

Soit I’ un groupe discret de type fini.
On note Rep,,(T') Pensemble des classes d’équivalence de représentations linéaires de

dimension n i.e.

Rep,,(I') = Hom(T',GL,)/GLy

ot GL, agit par conjugaison. Plus précisément, si p est une représentation de I' de
dimension n (i.e. un élément de Hom(I', GL,)) et g un élément de GL,, V'action de g

sur p est donnée par

1

P°(7) = 9p(7)9~ pour tout y € I.

On note I',, Pensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires de di-

mension n 2.e.
T, = Hom(I, Uy,) /Uy,
ou U, agit par conjugaison.
On note FD Vensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires de

dimension finie. On a

FD = Upenln.

Le résultat qui suit est connu pour les groupes de Kazhdan (voir, par exemple [52]).

La preuve est directement inspirée de celle de Wang.

Proposition 3.3 Si ' est un groupe discret possédant la propriété (T, FD) (par

exemple, un groupe vérifiant les hypothéses du corollaire 1.2) alors

(i) toute représentation unitaire de dimension finie est un point isolé dans FD ;



CHAPITRE 3. RIGIDITE ' 46

(ii) pour toute dimension n € N, I'ensemble T, est fini.

Preuve. Soit m une représentation unitaire de dimension finie de I'. Supposons qu’on
puisse approcher 7 par une suite {p,} de représentations unitaires de dimension finie

deT.

Par continuité du produit tensoriel |21}, on a alors
P @FT >TQRT

ou 7 désigne la représentation conjuguée de .

Comme 7 est de dimension finie, # ® T posséde un vecteur invariant non-trivial et
pn QT = 1.

Comme 1p est isolée dans FD, & partir d’'un certain indice n, la représentation
Pn @ T contient la représentation triviale 1. Ceci implique que la représentation 7 est
équivalente & p, et achéve la preuve de (i).

Pour (ii), remarquons d'une part que, comme le groupe I est discret, son dual [ est
quasicompact ([18], proposition 3.1.8). D’autre part, UlSiSnfi est fermé dans T’ ([18],

proposition 3.6.3) et nous venons de montrer que FD est discret. L’ensemble Uj<i<nI’

est donc quasicompact et discret, donc fini. O

La résultat suivant, que Rapinchuk a montré pour les groupes de Kazhdan, est une
conséquence du théoréme 3.2 ([43], Theorem 1). Rapinchuk donne également une version
améliorée de ce résultat pour les groupes qui possédent une propriété (T) relative (voir

[43], proposition 1).
Théoréme 3.4

Si HY(T';7) = 0 pour toute représentation unitaire = de dimension finie alors toute
représentation unitaire de dimension finie p : I = U, est localement rigide i.e. pour

tout n, chaque p € L', est un point isolé dans Rep,,(T').

Preuve. Soit p : I' = U, une représentation unitaire de dimension n. Grace au théo-
réme de rigidité de Weil, il suffit de montrer que H'(I'; Ad op) = 0.

Comme p est unitaire, le groupe p(I') est contenu dans le groupe unitaire Up,. 11 est
donc relativement compact et I'espace gl,,(C) de la représentation Adop admet donc
un produit scalaire Ad p(T)-invariant. En d’autres mots, la représentation Adop est
«unitarisable» .

Comme H'(T;w) = 0 pour toute représentation unitaire 7 de dimension finie, on a

le résultat annoncé. a

Pour illustrer le fait qu’'on ne peut pas étendre ce résultat a toute les représentationsA
linéaires de dimension finie d’un groupe de Kazhdan, Rapinchuk donne 'exemple d’une

déformation continue non triviale d’une représentation p : I' = GL,(C) du groupe de
Kazhdan T' = Z™ x SL,(Z).
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3.3 Rigidité infinitésimale

Soit M une variété riemannienne compacte et I' un groupe discret de type fini. On
note my la métrique riemannienne au point y € M et v la mesure associée. On considére

une action ¢ de I' sur M qui est

(i) différentiable i.e. a(y) est un difféomorphisme de classe C*° sur M pour tout
ver,

(1) isométrique ¢.e. pour tout x € M, { € T;M et y€I', on a
Ma(z) (da(7)$§7da(7)z'g) = My (éa é)

(i) ergodique i.e. il n’existe pas de fonction I'-invariante dans
1ion = {rer2on | [ sa=of

Si on note Vect(M) I'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur M, l'action
o de T sur M définit par différentiation une représentation unitaire de I' sur 'espace
pré-hilbertien Vect(}).

Dans [34], Lubotzky et Zimmer introduisent la notion de rigidité infinitésimale.
Définition 20 L’action a de I sur M est infinitésimalement rigide si et seulement s
HY(T; Vect(M)) =0

ou I' agit sur Vect(M) par la différentielle da de a.

Au regard de la section précédente, on peut interpréter cette définition de la maniére
suivante. On regarde ’ensemble Diff (M) des difféomorphismes de classe C*° comme un
groupe de Lie de dimension infinie pour lequel I’espace tangent & I’élément neutre (s.e.
lalgébre de Lie) est

T;4 Diff (M) ~ Vect(M).

Supposons qu’on puisse démontrer un énoncé analogue au résultat de Stowe-Weil

dans le cas de la dimension infinie, une action infinitésimalement rigide serait alors aussi

localement rigide, ce qui peut justifier la définition.

Dans [34], Lubotzky et Zimmer démontrent le

Théoréme 3.5
Soit ' un groupe discret de type fini agissant sur une variété compacte M comme

ci-dessus. Supposons en outre que I' vérifie les hypothéses suivantes:
(i) T posséde la propriété (T,FD) et

(ii) HY([';7) = 0 pour toute représentation unitaire de dimension finie = de I'.
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alors I’action de T sur M est infinitésimalement rigide i.e. H!(T; Vect(M)) = 0.

Remarquons que les hypothéses (1) et (i) du théoréme sont vérifiées pour les groupes

de Kazhdan et pour des groupes vérifiant les hypothéses des théoremes 1.1 et 2.16.

3.4 Rigidité cohomologique

3.4.1 Super-rigidité des représentations

Nous allons nous intéresser a présent aux phénoménes qui peuvent avoir lieu lorsque
le premier espace de cohomologie d’une représentation unitaire n’est pas trivial. Dans
ce cas, nous obtenons un résultat de rigidité du type «super-rigidité des représentations
unitaires». Plus précisément, considérons un réseau cocompact et irréductible I' dans
un produit Gy X G2 de groupes localement compacts G et Gz. Nous allons montrer que,
sous des hypothéses raisonnables concernant G et G2, une représentation unitaire irré-
ductible de T' qui posséde une 1-cohomologie non triviale s’étend en une représentation

du groupe ambiant ou contient faiblement 1p.

Rappelons que, pour une représentation = d’un groupe localement compact G d’es-
pace H, on note Z'(G;7) (resp. BY(G;n)) l'espace vectoriel des cocycles (resp. des
cobords) continus de G & coefficients dans H. Le premier espace de cohomologie de G
4 coefficients dans = est toujours noté HY(G;x) = Z}(G; =) /BY(G; 7).

Comme au chapitre 2, on munit Z!(G; ) de la topologie de la convergence uniforme
sur les sous-ensembles compacts de G. Guichardet a montré que, lorsque 7 ne contient
pas de vecteurs invariants, B}(G;7) est fermé dans Z'(G;~) si et seulement si 7 ne

contient pas faiblement la représentation triviale 1g (voir Théoréme 2.3).

Soit T un réseau irréductible dans le produit direct G; x G2 de deux groupes loca-
lement compacts G et Ga.

Si o; est une représentation irréductible de G;, la représentation (o; o pi)|r est irré-
ductible et o; est déterminée (a équivalence unitaire prés) par (o; o p;)|r. Nous avons
montré (lemme 1.9) qu’une représentation = dans T est de la forme, disons, (a1 0 p1)|r
pour o1 € C/}'\l si et seulement si I'induite Indg1 xGa o posséde des vecteurs Ga-invariants
non triviaux.

Dans cette situation, H'(G1;0;) s'identifie & un sous-espace de HY(T; 7).

Donc, il y a au moins deux possibilités pour qu'une représentation = de I' ait un
premier groupe de cohomologie non trivial: d’abord lorsque 7 contient faiblement mais’
pas fortement 1y de sorte que BY(T'; ) n’est pas fermé dans Z1(T; ), et ensuite lorsque 7
est de la forme (o;0p;)|r avec o; une représentation dans (/}'\, satisfaisant & HY(G; ;0;) # 0.

Nous allons montrer que, pour 7 irréductible et sous des hypothéses naturelles, ce
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sont en fait les deux seules possibilités.

Plus précisement, pour ¢ = 1 et 2, supposons que G; est un groupe localement com-
pact, séparable et unimodulaire possédant un sous-groupe compact K; tel que 'algébre
de convolution L1(K;\G;/K;), des fonctions intégrables et K;-biinvariantes sur Gj, est
commutative (voir condition (Gel) page 35). Supposons de plus que, les groupes G;

sont de type I. Sous ces hypothéses, nous montrons le

Théoréme 3.6
Soient Gy et Go satisfaisant les hypothéses précédentes et I' un réseau irréductible et
cocompact dans G1 X G. Si w est une représentation irréductible non triviale de I telle

que

HYT;7) #0
alors (au moins) une des deux assertions suivantes est vérifiée

(i) m contient faiblement 1y, la représentation triviale de dimension un ;

(ii) = se reléve en une représentation de G ou G avec une 1-cohomologie non nulle
ie. pour t =1 ou 2, il existe une représentation o; € G telle que H'(Gj;05) £ 0

et = (O'i Opi)lr.

Remarque 7 Nous verrons en 3.4.3 comment, méme si les hypothéses (Gel) et «de
type I» ne sont pas vérifiées, le théoréme 3.6 est encore valable pour un réseau cocompact
T dans un produit Gy x G5 de deux groupes totalement discontinus et engendrés par

une partie compacte.

Remarque 8 En fait, lorsque le cas (ii) se produit, la preuve du théoréme permet
de préciser le lien entre la cohomologie de la représentation 7 et de la représentation

«relevée» de w. Différents cas se présentent :

1. si Ind? 7 posséde des vecteurs non nuls invariants par G2 mais pas par Gy, alors
T =(01®1la,)Ir
pour une représentation oy € él et
HlI(F; ) Hl(Gl;al);
2. sl Ind? 7 posséde des vecteurs non nuls invariants par Gy mais pas par Gg, alors
7 = (lg, ® o2)]r
pour une représentation oy € @2 et

HI(F;W) ~ Hl(Gz;O'z) ;
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3. si Indlcﬂ: 7 posséde des vecteurs non nuls invariants par G et des vecteurs non nuls

invariants par Ga, alors

7 =(lg, ®o2)lr = (01 ® 1a,)Ir
pour des représentations o3 € G’l et o9 € @2. De plus

H'(T;7) ~ H(G1;01) @ H'(G2;02).

Remarque 9 On note A° la restriction de la représentation quasi-réguliére de G au
sous-espace de L2(G/T) orthogonal aux fonctions constantes. Comme on le verra dans
la preuve, notre résultat pourrait étre étendu au cas non uniforme si on peut prouver
une forme faible du lemme de Shapiro: Si I" est un réseau faiblement cocompact dans

G = Gy x G2, c’est-a-dire si A® ne contient pas faiblement 1¢, alors il existe une injection

HY(T; ) = HY(G) x Go; Ind§ > 7).

3.4.2 Preuve du théoréme 3.6

On remarquera que les conditions (Gel) et «de type I» pour les groupes G; sont
utilisées uniquement dans la preuve du lemme qui suit et ne le sont plus dans la suite de

la preuve du théoréme. De plus, Y. Shalom donne une preuve de ce résultat qui n’utilise
pas la condition (Gel) [48].

Lemme 3.7 Soit Gy et G satisfaisant les hypothéses précédantes et p une représenta-
tion unitaire quelconque de G1 X Ga. Si p ne posséde pas de vecteur invariant non nul
et HY(G1 x Ga2;p) # 0 alors, pour i = 1 ou 2, la représentation plg; posséde un vecteur

invariant non nul.

Preuve. Soit

p= /® prdp(t)

T
une décomposition de p en intégrale directe de représentations irréductibles de G1 x G2.

Puisque un des G; est de type I, pour tout ¢ € T nous pouvons écrire p; = pgl) ® p§2)

ol pgi) appartient & Gi (voir [18], proposition 13.1.8).
Supposons par I'absurde que, pour tout ¢+ € T, HY(G1 x G2;p;) = 0. Alors, la

proposition 2.6 donne

Zl(Gl X Gz;p) = ET(Gl X Gz;p).

Puisque 1, xg, n'est pas faiblement contenu dans p, on en déduit que Bl(Gl x Ga3p)
est fermé et donc

ZY(Gy x Ga;p) = BYGy x Ga; p).

Ceci contredit le fait que H!(G; x Gz;p) est non trivial.
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Donc, il existe un sous-ensemble S de T avec une mesure non nulle et tel que, pour
tout ¢ € S nous avons H!(G; X Ga;p:) # 0. Mais Delorme a montré qu’une repré-
sentation irréductible de G1 X G5 avec un premier groupe de cohomologie non nul est
nécessairement triviale sur un des facteurs G ou Gy (Proposition 2.13). Ceci implique
que, pour i = 1 ou 2 il existe un sous-ensemble S; de mesure non nulle tel que pour
t € S; la représentation p,(fi) est triviale. Domnc, la représentation p posséde des vecteurs

G;-invariants non nuls. a

Remarque 10 Si un des facteurs posséde la propriété (T) de Kazhdan, la preuve du
lemme devient plus élémentaire. En effet, supposons que G3 est un groupe de Kazhdan.
Pour n’importe quelle représentation p de Gy x G2, on a alors H'(Ga; plg,) = 0. Grace
au lemme 2.10, la seule possibilité pour que H(Gy x Ga;p) # 0 est que plg, posséde

des vecteurs invariants non nuls.

Preuve du Théoréme 3.6. Supposons que 7 € T' ne contient pas faiblement 1r et
admet un premier groupe de cohomologie non trivial. Le lemme de Shapiro (voir [41]

ou [40]), nous donne

HY(Gy x Ga; Ind5*%2 1) ~ HY(Ty 7r) # 0.
r

1XG2

Notons p la représentation induite Indltw3 7, A la représentation quasiréguliére de

G sur L2(G/T) et A la restriction de ) &

Ly(G/T) = {f € L*(G/T) | /G /rf = 0} :

Puisque T est compact, 1, xg, n’est pas faiblement contenue dans A0 (Proposition
4.8 du chapitre suivant). Comme 1 n’est pas faiblement contenue dans 7, ceci implique
que 1, xG, n’'est pas faiblement contenue dans p (Proposition 4.10 du chapitre suivant).

Le lemme 3.7 implique que, disons, la représentation induite p = Ind?‘XG2 T pos-
séde des vecteurs Gy-invariants. Grace au lemme 1.9, 7 s’é¢tend en une représentation

irréductible o9 de Ga. Clest-a-dire # = (1g, @ 02) |r. Nous avons donc

p= Indlg1 XC2 o~ InquIXG2 (g, ® o2) Ir
~ (1G1 ® 0’2) ® A
~ (16, ® 02) & ((1e, ®02) © X°) 1
Notons p2 = (1g, ® 02) ® A0 le second terme du membre de droite. L’action de Gy

sur G/T est ergodique (Lemme 1.10). Ainsi, ps posséde des vecteurs G1-invariants non

nuls.
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Grace au corollaire 2.11, la restriction & G de cocycles a coefficients dans 1g, ® 02
définit un isomorphisme entre H'(Gy x G2;1g, ® 02) et H(G2;02). Donc, I'équation
(1) donne

HY(G) x G2;p) = HY(G2;09) ® HY(G1 x Ga;5p2)-

Si HY(G1 x Ga;p2) est trivial, nous avons
H'(T;m) = HY(G;02)

et ce dernier n’est donc pas nul.

Sinon, le lemme 3.7 implique que ps posséde un vecteur Gz-invariant non nul. En
particulier, la représentation induite p posséde un vecteur Ga-invariant non nul. En
utilisant 4 nouveau le lemme 1.9, nous voyons qu'il existe une représentation irréductible
o1 de G telle que

= (01 ®16,) -

Comme nous 'avons fait pour g2, écrivons,
p=(01016,) & (019 16,) © 1), 2)

notons p; = (01 ® 1g,) ® A\ et remarquons que p; ne posséde pas de vecteurs G-
invariants non triviaux.

Comme o7 # lg, et g3 # lg,, nous comparons (1) et (2) pour voir que 1lg, @ o2
est une sous-représentation de p; et 1 ® 1g, est une sous-représentation de p;. En

particulier, nous pouvons écrire
=g ®02)&p) e p=(0101a)®p

ol p et ph sont des représentations de G1 x G2 telles que pi|g, et p3lg, ne possédent

pas de vecteurs invariants nonnuls. En tenant compte de (1) et (2), ceci montre que

p=IndF % = (1g, ® 02) ® (01 @ 1a,) P
= (01 ®1a,) ® (lg; ® 02) B p- (3)

Les représentations p} et ph sont donc équivalentes et ne possédent de vecteurs

invariants ni par G, ni par Go. Appliquant de nouveau le lemme 3.7, nous avons
HY(G1 x Ga;p1) ~ HY(G1 X G2;03) =0
et (3) donne

HY(; 7)

R

HY(G1 x Ga;p)
~ HY(Gy;02) ® H(G1501).
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Comme HY(T'; 7) est non trivial, ceci implique qu’au moins un des termes H(Gj; 0;) est

non trivial, pour ¢ = 1 ou 2. |

Remarque 11 Si 7 est la représentation triviale 1r, alors
p=LYG/T) =N 1s
et, grace au lemme de Shapiro,
H'(T; 1r) ~ HY(G; A°) @ H(G; 16)-

Si HY(G; %) # 0 alors le lemme 3.7 implique que, pour i = 1 ou 2, la restriction
Mg, posséde des vecteurs invariants mais ceci n'est pas possible car I'action de G; sur
G/T est ergodique (lemme 1.10). Nous avons donc HY(G; A?) = 0 et

HI(F; Ip) ~ Hl(Gl X G251G,xG,)-

3.4.3 A propos des exemples

Des exemples intéressants de groupes G; vérifiant les hypothéses du théoréme 3.6
sont les groupes de Lie simples (réels ou p-adiques) de centre fini ainsi que les groupes
d’automorphismes d’arbres homogénes. On trouvera des exemples de réseaux cocom-

pacts et irréductibles dans des produits de tels groupes au dernier chapitre de ce travail.

Groupes de Lie

Si G = G1 x G5 est un groupe de Lie semi-simple de centre fini et sans facteurs
compacts, les assertions (i) et (¢7) du théoréme ne peuvent avoir lieu simultanément.

En effet, supposons que o soit une représentation irréductible non triviale de G telle
que m = ol|r posséde presque des vecteurs I-invariants. La continuité de l'induction
implique que 1¢ est faiblement contenue dans Ind{ o = o ® (¢ ® A°). Donc, 1¢ est
faiblement contenue dans ¢ ou dans (o ® A?).

Pour qu’un produit tensoriel p@o de deux représentations p et o de G contienne fai-
blement 1g, il faut que chacune des représentations p et o posséde presque des vecteurs
invariants (voir la proposition 4.6 au prochain chapitre). Au moins une des représenta-
tions o ou A® ci-dessus posséde donc presque des vecteurs invariants.

Cependant, d'une part I' est cocompact dans G et 1g n’est donc pas faiblement
contenue dans A% (voir la proposition 4.8 du chapitre suivant).

D’autre part, une représentation irréductible o d'un groupe de Lie réel connexe
semi-simple est liminaire ou CCR i.e. la représentation de P'algébre L!(G) associée & o
agit par opérateurs compacts ([18], §15.5.6). De plus, pour une représentation liminaire
irréductible o, le point {o} est fermé dans G ([19], Lemma 1.11) et o ne peut donc pas
contenir faiblement 1g. Par suite, une représentation irréductible non triviale ne peut

contenir faiblement 14.
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Groupes totalement discontinus

Les groupes totalement discontinus (¢.e. qui possédent un systéme fondamental de
voisinages de Iidentité constitué de sous-groupes compacts et ouverts) ne vérifient pas
nécessairement les hypothéses (Gel) et «de type I» du théoréme 3.6. Cependant, grace
A une construction qui nous a été montrée par Marc Burger, les conclusions du théoréme
3.6 restent valables lorsque I' est un réseau cocompact dans un produit Gi X Gz de deux

groupes totalement discontinus et engendrés par des parties compactes.

Nous présentons d’abord cette construction.

Nous montrons ensuite comment elle permet de ramener la preuve du théoréme 3.6
pour des groupes G; totalement discontinus au cas o1 I' est un réseau cocompact dans le
produit de deux sous-groupes fermés et cocompacts dans des groupes d’automorphismes
de graphes réguliers.

Enfin, nous montrons pourquoi la validité du lemme 3.7 pour un réseau dans un pro-
duit de groupes d’automorphismes d’arbres implique la conclusion du lemme 3.7 pour
un réseau dans un produit de sous-groupes de groupes d’automorphismes de graphes

réguliers.

Soit G un groupe totalement discontinu, engendré par un compact C' et U un sous-
groupe compact ouvert de G. On consideére alors le graphe G = G(C,U) dont I'ensemble
des sommets est donné par Som(G) = G/U et l'ensemble des arétes par Ar(G) =
{(zU,yU) € G/U x GJU |z 'y € CUC™L, 2U # yU}. 1l s’agit du graphe de Schreier
de G/U relativement & C. Ce graphe G est connexe et régulier de degrés d = |(C' U
cHu/uj.

On a un morphisme naturel m : G = Aut G défini par m(g) - 2U = gzU pour tout

g, € G. Le noyau de m est donné par
kerm = Ky = ﬂgeggUg_l.

On munit Aut G, le groupe des automorphismes de G, de la topologie suivante. Pour
A € Aut G et S un sous-ensemble fini de Som(G), on pose

Vs(A)={A' € AutG | As= A'sVseS}.

Les sous-ensembles Vs(A) de Aut G forment un systéme fondamental de voisinages de
A dans AutG.
Pour cette topologie, le morphisme m est continu et 'image Gy de G par m est

fermée dans AutG. En effet, considérons un voisinage de I'identité dans Aut G
Vs(I) ={A€ AutG| Az =z Vs € §}.
ot § = {z1U,...,z,U} est un ensemble fini de sommets de G. On a alors

Vs(I) Nm(G) = m (Mi<i<nU™)
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et W = Ni<i<nU® est un voisinage compact ouvert de e dans G.

Ceci montre d’une partque 'application m est continue en e, donc partout car m
est un morphisme de groupe et d’autre part que les voisinages Vs(I) Nm(G) forment un
systéme fondamental de voisinage compact de I dans Gy. Le groupe Gy = m(G) est
donc un sous-groupe localement compact du groupe localement compact Aut§. Ceci
implique que Gy est fermé dans Aut G.

En fait, comme les images par la projection canonique G — G/Ky des voisinages du
type Ni<i<nU® forment un systéme fondamental de voisinage I'identité dans le groupe
localement compact G/Ky, lisomorphisme m : G/Ky ~ Gy induit par m est un
homéomorphisme. Le morphisme m est donc ouvert et continu.

De plus, comme Gy est transitif sur les sommets de G et que les stabilisateur de

sommets dans Aut G sont compact, le quotient Aut G/Gy est compact

Le revétement universel du graphe G est 'arbre régulier 7 de degré d. A la projection

canonique 7 — G correspond la suite exacte
1—m(¢) — N5 AwtG —1

ot 71(G) est le groupe fondamental de G et N le normalisateur de m1(G) dans Aut 7. Le
sous-groupe G= p 1 (Gy) de Aut T est fermé et cocompact. A la suite exacte ci-dessus

correspond une nouvelle suite exacte

1—m(G)NG — G Gy — 1.

Soit I" un réseau cocompact et irréductible dans le produit G1 x G2 de deux groupes
totalement discontinus et de génération compacte. Pour ¢ = 1 et 2, on choisit un sous-
groupe U; compact et ouvert dans G; tel que I' N (Up X U,) = {e} et C; une partie
compacte qui engendre G;. On définit les graphes G; = G(U;, C;) et les sous-groupes

Giy; de Aut G; comme ci-dessus. Soit
m=1m] X mo: Gy x Gy GLU1 X G’z’U2

I’homomorphisme correspondant. On a alors les suite exactes

1> KI,UI X I\’ng2 _— G1 X G2 —m—) Gl,U1 X G2,U2 — 1

"\cocompact T cocompact
1 — T I oa — 1

La restriction m|r est un isomorphisme de groupes. Supposons que la conclusion du
théoréme 3.6 soit valable pour le réseau m(I') dans Gy, X Ga,u,, et montrons qu’elle

est aussi valable pour le réseau I dans G; x Ga.
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Soit 7 € I une représentation sans vecteur presque invariant telle que H!(I'; ) n’est

pas nul, on a

H'(m(T);m o m|p!) ~ HY(T;m) # 0.

Notre hypothése implique alors qu’il existe une représentation, o1 de Gy y, par exemple,

telle que HY(G1 v,;01) n’est pas nul et

m™o (mlgl) = (01 ® 1G2)lm(F)-

Comme m; = mlg, induit une injection de H(Gy,u,;01) dans HY(Gi;01 0 my), la re-

présentation 7 s’écrit ((01 0 m1) ® 1g, ) |r, avec H'(G1;010m4) # 0.

A présent, on peut donc supposer que I' est un réseau dans le produit G; X G2 ou
G1 et Go sont des sous-groupes fermés et cocompacts des groupes d’automorphismes

des graphes G et Gy. On a alors la suite exacte

1 = m(G1) X m1(G2) =Ny x Ny ZZE 2P Aut(Gy) x Aut(G) — 1

T T cocompact

él X éz m) G1 X G2

ou les arbres 7; sont les revétements universels des graphes G; et N; est le normalisateur
de m1(G;) dans Aut7;.

Comme ci-dessus, on remarquera que les groupes G; sont cocompacts dans Aut 7;.

Montrons que le lemme 3.7 est encore valable pour ces groupes G1 et G2. Soit o une
représentation de G x G telle que H'(G; x G2;0) n’est pas nul. Comme la projection
p est un morphisme continu et surjectif, elle définit une injection de HY(G; x Gq;0)
dans Hl(él x Ga; o o p). Par le lemme de Shapiro, on a alors

H' (Aut(77) x Aut(7p); Ind 52 A ™) (5 0 p) £ 0.
1 2

Les groupes d’automorphismes d’arbres réguliers vérifient les hypothéses (Gel) et
«de type I» du lemme 3.7 (voir [22] chapitre II). Donc, la représentation induite

Indé«ut(?} Yx Aut(7z) (

G1)<G2 Jop)

posséde un vecteur Aut(73)-invariant non trivial. Par suite, la représentation (o o p)} &,
posséde également un vecteur Go-invariant non trivial. On conclut que o posséde un
vecteur invariant par G». La conclusion du lemme 3.7 est ainsi valable et on peut recopier

a la lettre la preuve du théoréme 3.6.



Chapitre 4
Restrictions de représentations

Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe fermé de G. 5i o est une
représentation irréductible de G, on considére la restriction o}y qui est une représenta-
tion de H.

Probléme 8 La restriction o) est-elle toujours une représentation irréductible de H?

Si la réponse est positive, 'application G H:om oy est-elle injective?

Probléme 9 Une représentation 7 € H est-elle faiblement contenue dans la restriction
olg d’une certaine représentation o € G?
Plus généralement, ’ensemble {0| H|OE é} est-il dense dans ’ensemble Rep(H)

des représentations unitaires de H?

On verra qu’on peut apporter des réponses a ces questions lorsque le groupe G est
un groupe de Lie réel semi-simple sans facteurs compacts et que le sous-groupe H est

un réseau dans G.

4.1 Représentations de carré intégrable

Pour un groupe localement compact G, on note Ag la représentation réguliére de G
sur L2(G). La référence pour cette section est ([18] §14).

Définition 21 Soit = une représentation de G dans l’espace de Hilbert #, et {,n € H,

on note ug , le coefficient de 7w associ€ a £ et n défini par

ug n: G C: g (m(g)€,n).

Un coefficient du type ¢¢ = ug ¢ est une fonction de type positif associée a .

Proposition 4.1 Soit 7 une représentation de G dans l'espace de Hilbert H. Si G est

unimodulaire, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 7 est équivalente & une sous-représentation d’un multiple de Ag ;
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(ii) tout coefficient associé a w est de carré intégrable.

Définition 22 Une représentation 7 qui vérifie une des conditions de la proposition

précédente est dite de carré intégrable.

Proposition 4.2 Si 7 est une représentation irréductible de G dans I'espace de Hilbert

‘H alors les assertions de la proposition 4.1 sont encore équivalentes aux suivantes :
(i) w est équivalente & une sous-représentation de Ag ;

(ii) il existe deux vecteurs §,n € H, ||§}f = |In]]| = 1, tels que le coefficient associé

ug , appartienne a L*(G) ;

Pour les représentations qui sont faiblement contenue dans la représentation réguliére

on a les caractérisations suivantes (voir [18], § 18.3.5).

Proposition 4.3 Soit m un représentation unitaire du groupe G. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes:
(i) = est faiblement contenue dans Ag ;

(i) toute fonction de type positif associée & m est limite uniforme sur les compacts

de fonctions de type positif de carré intégrable ;

(iii) toute fonction de type positif associée & m est limite uniforme sur les compacts

de fonctions de type positif & support compact.

Comme o @ Ag =~ (dimo)Ag, on ale

Corollaire 4.4 Si la représentation 7 est faiblement contenue dans Ag, alors, pour
toute représentation unitaire o, la représentation © ® o est faiblement contenue dans
Ag-

Lorsque les coefficients associés 4 une représentation ne sont pas de carré intégrable,

on a néanmoins le résultat suivant da a Moore (|37], Proposition 3.6).

Proposition 4.5 (Moore) Soit G un groupe de Lie réel simple non compact et de
centre fini et 7 une représentation de G. Si  ne contient pas faiblement la représentation
triviale de G alors il existe un entier N tel que la N-iéme puissance tensorielle 7®" de

7 est contenue dans un multiple de Ag.

Remarque 12 Si G a la propriété (T) de Kazhdan, I'entier N de la proposition est le-

méme pour toutes les représentations 7 de G (Théorémes 2.4.2 et 2.5.3 de [13}).
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Une conséquence de la proposition 4.5 est la proposition suivante ([5], lemme 4) qui

sera fréquemment utilisée par la suite. Nous en reproduisons la preuve ci-apres.

Proposition 4.6 Soit G un groupe de Lie semi-simple sans facteurs compacts et de
centre fini. Si o une représentation de G qui ne contient pas faiblement la représentation
triviale 1 alors, pour toute représentation p de G, le produit tensoriel o @ p ne contient

pas faiblement 1¢.

Lemme 4.7 Silg est faiblement contenue dans o ® p, alors il existe deux suites (0; )ien

et (pi)icn de représentations irréductibles de G tel que

(i) pour tout i € N, la représentation o; est faiblement contenue dans o et la
représentation p; est faiblement contenue dans p;
(ii) lign(ai ®pi) =1g.
Preuve. Si lg est faiblement contenue dans o @ p, alors la fonction constante 1 est
limite uniforme sur les compacts de fonctions de type positif associées & o ® p.

Ces derniéres sont limites uniformes sur les compacts de produits de fonctions de
type positif associées & o avec des fonctions de type positif associées & p. Or, toute
fonction de type positif associée a o (resp. & p) est limite uniforme sur les compacts de
fonctions de type positif pures associées a des représentations du support de o (resp. de
p)-

Donc les fonctions de type positif associées & o @ p sont limites uniformes sur les
compacts de produits de fonctions de type positif associées 4 des représentations irré-
ductibles faiblement contenues dans o et de fonctions de type positif associées a des
représentations irréductibles faiblement contenues dans p.

Finalement, il existe une suite de représentations o; (resp. p;) faiblement contenues
dans o (resp. p) telle que la fonction constante 1 est limite uniforme sur les compacts
de produits de fonctions de type positif associées aux o; et aux p; i.e. de fonctions de

type positif associées a 0; @ p;. a

Preuve de la proposition 4.6.

On traite d’abord le cas d'un groupe simple G.

Supposons que G a la propriété (T) de Kazhdan. Si 1 est faiblement contenue
dans le produit tensoriel o @ p alors o ® p posséde un vecteur invariant non nul et les
représentations o et p possédent une sous-représentation de dimension finie. Comme
G n’a pas de facteur compact, cela implique que o et p contiennent la représentation
triviale.

Supposons que G est localement isomorphe & SO,(1,n) ou SU(1,n). Soit o une
représentation de G qui ne contient pas faiblement 1g. Grace & la proposition 4.5, il

existe un entier N tel que la N-iéme puissance tensorielle

0-®N=0-®...®0'
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est contenue dans un multiple de la représentation réguliére Ag. Donc,
N N N
(c®p)® =0 ©p°
est contenue dans un multiple de
Ag @ p®N

qui est elle-méme un multiple de Ag. Donc, (0 ® p)®N est faiblement contenue dans Ag.
Si 1 était faiblement contenue dans o @ p, alors 1 serait faiblement contenue dans Ag

et ceci contredit le fait que G n’est pas moyennable.

Considérons a présent un groupe de Lie G semi-simple sans facteur compact et de
centre fini. Quitte & remplacer G par un revétement & un nombre fini de feuillets, on

peut supposer que G est le produit direct
G=G1 x---xGy

de n groupes simples non compacts G1,...,Gn.
Supposons que 1 soit faiblement contenue dans o ® p. Grace au lemme précédent,

il existe des suites de représentations

O'liEé\l, e, ol € Gy
et

pﬁEGl, e, p;EGﬁ
telles que, si on note X le produit tensoriel « externe» de représentations, alors la

représentation o = gt x - X 0%, est faiblement contenue dans o, la représentation

() ()

pl=pi” X+ X pn’ est faiblement contenue dans p et

i i - . i i . s 0 i o

hgn ((01 X oo X an) ® (P1 X X pn)) = 1g.
Donc,

lim (o) @ (o}) x -+ x (03) ® (b})) = L
En restreignant a chaque facteur G, on trouve
lign (ai ® p’l) =1g,, cee li£n (U:Z ® pi,) =1¢q,.
Soit ¢ : N — N une injection et

(a’f (i)) ieN (p (’:(i)) €N

les sous-suites extraites correspondantes pour chaque k=1, ..., n. On note

(@)

01(<P)=69ieN0f s e s 0n(90)=€9iENU,f(i)
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et

pi(@) = @ien el pale) = Bienpl.

Pour chaque k =1, ..., n la représentation 1lg, est faiblement contenue dans
Dien (0f(z) ® Pf(z))

qui est équivalente & une sous-représentation de or(¢) ® prle)-
Comme chacun des Gj est simple, on en déduit que 1g, est faiblement contenue

dans oy (y) pour toute sous-suite ©. Donc
lifna'i =1g,, vee li,f-nafl =1q,

et

limo' = lign(o'l X xo)=1g.
13

Comme o' est faiblement contenue dans o, ceci implique que 1g est faiblement contenue

dans o, ce qui est une contradiction. m|

4.2 Reéseaux faiblement cocompacts

Margulis a défini la notion de réseau faiblement cocompact (voir [36], Chapter 111,
section 1). Soit ' un réseau dans un groupe localement compact G. On note A la
représentation quasiréguliere de G dans L2(G/T). Comme le volume de G/T est fini, les

fonctions constantes appartiennent a L2(G/T) et forment un sous-espace invariant par
G. On note

L(G/T) = (Clon)* = {f exam| [ siu= o}
olt p est la mesure G-invariante finie sur G/T et Ag la restriction de A & L3(G/T).

Définition 23 Le réseau ' est dit faiblement cocompact dans G si la représentation
triviale 1 de G n’est pas faiblement contenue dans Ag i.e. L§(G/T') ne possede pas

presque des vecteurs invariants.

Cette définition est motivée par la

Proposition 4.8 Un réseau cocompact est faiblement cocompact.

Ceci est une conséquence des faits suivants. D'une part, lorsque I' est cocompact
dans G, la représentation (encore notée A) de l'algébre de convolution LY(G) associée &’
la représentation A du groupe est liminaire ou CCR i.e. pour toute fonction f € LYG),
T'opérateur A(f) est compact ([23], § 2.2). D’autre part, les représentations liminaires
possédent un spectre discret ([23] § 2.3 ou [19], Theorem 1.8).



CHAPITRE 4. RESTRICTIONS DE REPRESEN TATIONS 62

La proposition 4.8 peut également étre vue comme une conséquence directe du
lemme 4.11 ci-dessous. En effet, si I' est un réseau cocompact dans le groupe G, il existe
un compact K de G qui se projette surjectivement sur G/T". Pour un tel K, les condi-

tions (ii.1) et (ii.3) du lemme 4.11 sont alors contradictoires.

Une classe importante d’exemples de réseaux faiblement cocompacts est donnée par
la proposition suivante qu’on comparera avec ([36], Chapter 111, section 1.12, remark 1)
et dont on trouvera une preuve dans ([5], lemma 3). Le cas des groupes simples est

traité dans ([37], proposition 3.6) et ([7], proposition 4.1).

Proposition 4.9 Si ' est un réseau dans un groupe de Lie semi-simple réel G sans

facteurs compacts et de centre fini alors I' est faiblement cocompact.

Si une représentation = d'un réseau ' dans un groupe G contient (faiblement) 1r
alors la représentation induite Ind?ﬂ' contient faiblement Ind? Ir =A=1g & X. En
particulier, Indlq 7 contient faiblement 1g.

Réciproquement, on a la proposition suivante (|36], chapitre 111, proposition 1.11)

dont on reproduira la preuve ci-apreés.

Proposition 4.10 (Margulis) Soit I' un réseau faiblement cocompact dans un grou-
pe G et © une représentation de I'. Si Indf 7 contient faiblement 1 alors w contient

faiblement 1y.

Lemme 4.11 Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) le réseau T’ n’est pas faiblement cocompact;

(i) il existe une suite n, dans L2(G/T') telle que pour tout compact K de G

) ) ’ )
Jnf linall >0 (1)
. IA(K) 70 — mnll
lim sup ———— =0, (2)
N0 ke K Hinll
lim I (k)2 dke = 0, (3)
no0 JreK

Preuve. Si L2(G/T) posséde presque des vecteurs invariants, alors il existe une suite
0 p presq

&, dans L3(G/T), tel que ||&,]l =1 et
lim sup A (k). — €]l = 0. *
iz sup A6 — 6| (+)
Soit f une fonction sur G continue a support compact, on définit

A(f)en = /G F(9)M9)€n dg.
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Comme dans la preuve du lemme 1.9, on a, pour tout compact K de G,

[ Nealo)lldg < pr(0 0 K7 K) SSIGTT) ol (2
D& < (oo Y@ [ In(@)ldy (b)

y€supp f supp

N6 = &all < ([ 1£(0)1dg) VAITGTT) sup [N)en —ull. ()

gE€supp

De plus, si V est un voisinage compact de I’élément neutre de G, pour z € Get y € Voz,

on a

IADEn(=) = MOl < sp |AG6™)] [£zg™) = Fwg™)] [ a9l dg
gel C (d)

olt A désigne la fonction modulaire sur G et C' est le compact &~ (supp fNV "L.supp f).
Alors, quitte & remplacer &, par ﬁ%é:—u pour une fonction f bien choisie, on peut

supposer que ||&x]| = 1 et que la suite (&) est

1. équicontinue sur les compacts: cela est di aux inégalités (d) et (a), et a la conti-

nuité uniforme de f (voir preuve du lemme 1.9);

2. uniformément bornée sur les compacts i.e. pour chaque compact K, il existe une
constante c(K) telle que supgeg e (B)I? < ¢(K) pour tout n € N: cela est da
aux inégalités (a) et (b).

En appliquant une version adaptée du théoréme d’Ascoli, on trouve qu’il existe
une sous-suite de (£,) qui converge uniformément sur les compacts vers une fonction
continue ¢ sur G/T. L'équation () impose A(g)§ = £ pour tout g € G. La fonction ¢
est donc constante et orthogonale aux &.

On pose 1, = &, — §. D’une part, on a

lim sup IA(k)nn — nnll

n—00 ek Hnnl n—300

[ )k < vol(K) sup lien(k) = ER = 0
K keI\ n—oo

D’autre part, comme

l€n — €112 = €12 + €N — 2Re(€n, &) = &l + N1EN7,

on a

i > 1.
inf |Ina|] 2
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Réciproquement, considérons une suite 7, comme dans (47). On écrit
M = Mn + (/ n(2) d2) lg/r
G/T
ot 7j, désigne la projection de 7, sur L(G/T). On a
I = 7all < (. 11a(a)] ) \/¥oI(GTT)
G/T
et, pour tout compact K de G/T,
[ a@ldi < ([ a@ldi)+ ([ nal)ldé)
G/T K G/T—K
< ([ 1na(@)P? di)? yel(K)
K
+ ([ (@) di)} eGIT = K)
Gr
< ([ In(@)? di)? /¥ol(E)
K

+ lInall +/¥ol(G/T = K).

Soit £ > 0, il existe un compact K de G/T tel que vol(G/T — ) < §. Comme

1 2
— n(Z)|"de —— 0
T /k (@) di —— 0,

on a

7n = 7inll 1 N p— .
171l s 7] (jK |nn(#)]? d2)? /vol(K) + S <

pour n assez grand. Donc,
77|
il

- 1‘ <e
pour n assez grand et

MRS = ll 1M =l i

ek Ml Trek il el e
On en conclut que L3(G/T) posséde presque des vecteurs invariants. O

Preuve de la proposition 4.10.  Soit m une représentation de I’ sans vecteurs presque
invariants mais telle que p = Indf 7 contient faiblement 1. Soit (£) une suite de

vecteurs dans ’espace de p = Ind? 7 telle que

Ak —
P
kek &l n—o0
Comme dans la preuve du lemme 4.11, on peut supposer que ||{,]| = 1 et régulariser’

les £y, afin que {€, | n € N} soit une famille équicontinue et uniformément bornée sur les

compacts de fonctions sur G & valeur dans 'espace Hy de m. Les familles de fonctions

{en:GrRigo L(@lline N
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et
{d,:Gx G R:(g,d) m ||énlg) — &nlg')] | n € N}

sont alors équicontinues et uniformément bornées sur les compacts. De nouveau, une
version adaptée du théoréme d’Ascoli montre qu'il existe des sous-suites de (cn) et (dn)
qui convergent uniformément sur les compacts vers des fonctions continues c et d.

Comme

sup |[p(k)én = énll —— 0
keK n—o0

pour tout compact K de G, les fonctions d,, tendent vers zéro uniformément sur les
compacts de G et d(g,¢') = 0 pour tout g € G.

Comme 7 ne contient pas faiblement 1, il existe un nombre € > 0 et un compact
S de T tels que

sup [[6n(g) = 7(s) - (@)l > € li€n(9)]
sES

pour tout g € G, donc

sup dn(g, gk) > ecnlg)
SES

pour tout g € G. Finalement, on a ¢(g) = 0 pour tout g € G.
Puisque
llo(9)€ — €Il = 2(J1€ll — Re(p(9)¢, €))
et
Kp(9)€n, €ndl < (Ag)en, en)

on a

sup |A(k)ep, — en] —— 0
keK n—oo

pour tout compact K de G et les fonctions ¢, vérifient les conditions (i) du lemme.

Ceci contredit le fait que T" est faiblement cocompact dans G. O

4.3 TIrréductibilité des restrictions de représentations
Dans [14], Cowling et Steger obtiennent la réponse suivante au probléme 8 pour un
réseau I' dans un groupe de Lie réel semi-simple G.

Théoréme 4.12 (Cowling—Steger)
Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini et I’ un réseau irréductible
dans G. Soient 7 et ' deux représentations irréductibles de G. Si w et 7' ne sont pas

fortement contenues dans Ag (i-e. de carré intégrable) alors
(i) la restriction |r est irréductible;

(ii) =|r et #'|r sont unitairement équivalentes si et seulement si 7 et x' le sont.
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La preuve qui suit est celle de [4] dans le cas de groupes simples. Le cas général est traité
dans [14]. On trouvera un raffinement du point (ii) de ce théoréme dans le Theorem B
de [4].

Lemme 4.13 Soit I' un réseau dans G et # € G. Si © nlest pas équivalente & une

sous-représentation de Ag @ m alors |r est irréductible.

Preuve. Pour o et p deux représentations de G, on note Homg (o, p) (resp. Homr(o, p))
I’ensemble des opérateurs unitaires qui entrelacent o et p (resp. oir et p|r). Avec ces
notations, on peut injecter Homp (7, 7) dans Homg(m, A @ m) (voir par exemple [14],
proposition 1.1).

Soit P la projection orthogonale naturelle de Hgr ~ LE(G/T, Hr) sur Hy,or =
L3(G/T,Hx). Si A € Homg(m, A @ x) alors, comme 7 n’est pas équivalente 4 une sous-
représentation de A\g®7, PoA = 0. Donc, A € Homg(n, ) et Homeg (7, 7) est de dimen-
sion 1 car 7 est irréductible (lemme de Schur). On en conclut que dim Homyp(w,7) =

dim Homg (7, 7) = 1. Donc, x| est irréductible. O

Preuve du théoréeme 4.12 pour un groupe simple G.

(1) Soit 7 une représentation irréductible de G qui n’est pas contenue dans Ag. Grace
au lemme, il suffit de montrer que 7 n’est pas équivalente i une sous-représentation

de T ® Xp.

Supposons le contraire: © est équivalente & une sous-représentation de m ® Ag qui

elle-méme est équivalente & une sous-représentation de 7 @ Ao @ Ag et en itérant,
: N , . N

on trouve que 7 est équivalente & une sous représentation de © @ /\6® pour tout

entier naturel V.

Comme T est faiblement cocompact dans G (proposition 4.9), )\?N est fortement
contenue dans un multiple de Ag pour N assez grand (proposition 4.5). La repré-

sentation 7 serait alors contenue dans Ag, d’ol une contradiction.

ii) Soient m et 7' deux représentations irréductibles et inéquivalentes de G telles
p

que au moins une d’entre elles, disons 7, n’est pas faiblement contenue dans la

réguliére. Supposons, par ’absurde, que 7|r et @'|r sont équivalentes. Les repré-

sentations induites
Ind¥(7|r) ~ 7 ® Ind%(11) ~ 7 @ (7 ® Xo)

et
Ind€ (n'|p) ~ 7' @ Indf (1r) =~ 7' @ (v’ @ Ao)

serait alors équivalentes. Comme 7 et 7' sont irréductibles et inéquivalentes, on
en déduit que 7 est équivalente & une sous-représentation de 7' ® Mg et 7' est

équivalente & une sous-représentation de = ® Ag. Donc, 7 est équivalente a une
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sous-représentation de m @ Ag ® Ag et en itérant, m est équivalente & une sous
représentation de 7 ® A?w pour tout N. Pour N suffisamment grand, /\?ZN est
contenue dans un multiple de Ag et 7 serait alors faiblement contenue dans Ag,

d’ot1 une contradiction.

4.4 Restrictions et représentations de dimension finie

Dans |7], Bekka et Valette ont étudié le probléme 9 de la page 56 : si H est un sous-
groupe fermé dans un groupe localement compact G, une représentation = € H est-elle
toujours faiblement contenue dans la restriction 0|y d'une représentation o de G7

Si G est un groupe de Lie réel semi-simple non compact de centre fini, et qu'on
considére comme sous-groupe fermé un réseau I' de G, ils ont conjecturé qu’il existe
toujours une représentation irréductible # de I' qui n’est faiblement contenue dans
aucune restriction de représentation de G.

1lIs obtiennent le résultat voulu dans les deux cas suivants:

1. le groupe G posséde la propriété (T) de Kazhdan. Dans ce cas, toute représentation

7 de dimension finie de I' est isolée dans {al H|o€ @} ;

2. le groupe G est localement isomorphe & SO¢(n,1) ou SU(n, 1) et la représentation
triviale de T' n’est pas isolée parmi les représentations de dimension finie de I.
Cette fois, un nombre infini de représentations de dimension finie de I' ne sont pas

faiblement contenues dans des restrictions de représentations de G.

Nous généralisons ces résultats grace au théoréme suivant qui répond a la conjecture
et qui est basé sur la proposition 4.6.
Théoréme 4.14
Soit T’ un réseau dans un groupe de Lie semi-simple réel sans facteurs compacts et de

centre fini G. Alors aucune représentation irréductible, non triviale et de dimension finie

de T' n’est faiblement contenue dans la restriction d’une représentation de G.

Preuve. Supposons que 7 est une représentation irréductible de dimension finie de I’
et qu’il existe une suite o,, de représentations de G telle que lim(o,|r) = 7. Grace a la

continuité du produit tensoriel, nous trouvons
lm(op|r @) =7Q7

ou T est la représentation conjuguée de 7.
Comme 7 est de dimension finie, # @ T contient la représentation triviale 1r. Grace’
4 la continuité de linduction, d’'une part Ind& (7 ® 7) contient faiblement Ind§ 1, et

d’autre part nous obtenons

lim(oy, ® Ind¢ 7) = Ind¥(x @ 7).
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En particulier,
limo, ® Indf 7 = 1¢.

La proposition 4.6 implique que lima,, = 15 et Ind?f contient faiblement 1.
Comme le réseau I' est faiblement cocompact (proposition 4.9), nous concluons a
l’aide de la proposition 4.10 que T (et donc =) contient faiblement 1r. Puisque 7 est

irréductible et de dimension finie, cela impose 7 = 1t. O



Chapitre 5

Exemples

5.1 Rang de SO(n) sur les p-adiques

5.1.1 Indice de Witt

Soient G un groupe algébrique défini sur le corps de rationnels Q et k une extension
de Q. Le rang de G sur le corps k est la dimension d’un tore maximal déployé sur k.
Lorsque G = SO(q), le sous-groupe de SL(n) qui préserve une forme quadratique g,
le k-rang de G coincide avec l'indice de Witt Wy de la forme ¢ sur le corps Kk i.e. la

dimension d’un sous-espace maximal de k™ qui est isotrope pour la forme quadratique
q [11].

5.1.2 Calcul

Nous calculons ce nombre pour le groupe SO(n) sur le corps des p-adiques.

Soit g une forme quadratique a coefficients entiers sur n variables. On dit que g
représente zéro dans ’anneau A si et seulement si il existe un élément non nul z € A"
tel que g(z) = 0.

Pour un nombre premier p différent de 2, la forme q représente zéro dans @), si et
seulement si g représente zéro dans Z/pZ ([46], chapter 11, §2.2).

D’une part, si p = 1 (mod 4) alors —1 est un carré dans Z/pZ ([46], chapter i,
§ 3.2, Theorem 5) et donc ’équation 22 + 1 = 0 posséde une solution dans Z,. D’autre
part, si p = 3 (mod 4) alors —1 n’est pas un carré dans Z/pZ ([46], chapter 1, § 3.2,
Theorem 5) et 'équation 22 + 1 = 0 ne posséde pas de solution dans Z, mais —1 est la
somme de deux carrés dans Z/pZ ([46], chapter 1, § 2.2, Corollary 2) et donc '’équation
2% + y? + 1 = 0 posséde une solution dans Z, x Z,.

Enfin, si p = 2 alors pour tout n > 1, —1 est un carré dans le corps a 2" éléments .
Fy~ . En particulier, Péquation 2241 = 0 posséde une solution dans Fs et donc ’équation
2% +1 = 0 posséde une solution dans @ ([46], chapter 11, § 2.2, Corollary 3).
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Théoréme 5.1

Pour la forme quadratique
2

o) = o oot
et le corps des nombres p-adiques Q,,

sip=2oup=1 (mod 4) alors W, = | 3] ;

sip =3 (mod 4) alors sin =0 (mod 4), on a W, = 5 ;
sin=1 (mod 4), on a W, = %51
sin=2 (mod 4), on a Wy, = %52 < |2];
sin =3 (mod 4), on a Wy, = 251

Preuve. Distinguons les différents cas.
Sip=2oup=1 (mod 4) alors, dans ce cas comme dans le cas ott k = C, il existe
un nombre A € Q), tel que A2 +1 = 0. Une base d’un sous-espace isotrope maximal est

alors donnée par

0,...,0,\1 si n est pair
(\1,0,...,0), (0,0,A,1,0,...,0), ..., ( )
(0,...,0,X,1,0) sin est impair.

Ceci montre le résultat annoncé. On remarque que pour un corps k comme ci-dessus,

on a toujours Wy < We = | 3]

Si p =3 (mod 4) alors différents cas se présentent.
En effet, il existe A € Q) et p € Q) tels que A24u?+1 = 0, si bien que le sous-espace
engendré par

(A 1,1,0) et (=1, A,0,1)

est isotrope dans Q;.

¢ Sin =0 (mod 4), notons n = 4m. Une base du sous-espace isotrope maximal est

donnée par

(\, p 1,0, 0, 0, 0,0, 0 0, ..., 0),
(=g, A, 0, 1, 0, 0, 0,0, 0, 0, ..., 0),
0, 0, 0,0, X\ pu 1,0 0 0, ..., 0),
0, 0, 0, 0, —u, A, 0, 1, 0, 0, ..., 0),
0, 0, 0,0, ..., 0, 0,0, A\ p 1, 0,
0, 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, —p A, 0, 1)
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e Sin =1 (mod 4), notons n = 4m + 1. Une base du sou-espace isotrope maximal

est donnée par

()‘a Hy 17 0, 07 07 07 03 07 Oa ) 0’ O)a
(—Ha )‘a 07 13 07 9 07 Oa Oa 05 9 Oa 0)7
(07 07 Oa 07 Aa K la 07 0’ 03 ey 07 O)a
(07 07 07 0’ —H, Aa 0) la 07 0’ R 07 0)7
(07 Oa 07 0’ IREK] 07 07 9 >‘7 Hs 1» 03 0 9

0, 0, 0, 0, ..., 0, 0, 0, —p, A, 0, 1, 0).

Donc Wg, = 2m = n=l = 2]

¢ Sin =3 (mod 4), notons n = 4m + 3. Une base du sous espace isotrope maximal

est donnée par

A\ u 1, 0, 0, 06 0,0 0 0 0 .., 0 0, 0 0,
(=g, A, 0, 1, 0, 0, 0, 0,0, 0 0 .., 0 0 0 0
o, 0, 0,0, A pu 1,0 0, 0, 0 .., 0 0, 0, 0,
(, 0, 0,0, —u, A 0,1, 0 0 0, .., 0 0, 0 0,
0, 0, 0, 0, 0, ..., 0, 0, A, u 1, 0, 0, 0, 0, 0),
(0, 0, 0, 0, O, , 0, 0, 0, —u, A, 0, 1, 0, 0, 0),
(0, 0, 0, 0, O, .0, 0,0, 0, 0, 0, 0, A\ p, 1)

i

Donc Wg, =2m +1 = == L%J

e Si n = 2 (mod 4), notons n = 4m + 2. Considérons le sous-espace isotrope W

engendré par

&&= (A pu 1,0 0 0 0 0 0 0 0 .., 0 0 0,
fl = (_P" >" 07 15 07 07 0’ Oa 03 Oa 07 ) 07 Oa 0)7
ez = (Oa 0, 0’ 07 )\a B 1, 07 07 0, 0) s 0, 07 0)3
—.2 = (Oa 0, 0’ 0, —Hs >‘, 0, 1, 0, 0, Oa o) 0, 0’ 0)7
ém= (0, 0, 0, O, , 0, 0, 0, A, g 1, 0, 0, 0 0),

fm= (0, 0 0 0, ..., 0, 0,0, 0, —p, A, 0, 1, 0, 0).
Soit
u= (-’131,y1,21,t1,$2,y2,22,t2,...,.’Em,ym,zm,tm,a,b)
un vecteur dans Q.
Si u est orthogonal & W alors

pour i =1,...,m.

Az +pyi+2=0
—pxi + Ayi +t; =0,



CHAPITRE 5. EXEMPLES ‘ 79

Comme A% +p2 +1=0,0na (), 1) # (0,0) et donc,

(M +p)yi+pzi + At =0 4
2 4 Lt — pouri=1,...,m.
(A + p?)zi + Az — put; =0,
Finalement,
z; = Az; — pt; )
pour:=1,...,m,
Yi = pzi + Ay,

c’est-a-dire

m
u= Zzzez +tfz

ouv=1{0,...,0,a,b).

Si le vecteur u est de plus isotrope, alors @ s’écrit comme somme d’un vecteur
W € W et d’'un vecteur & = (0,...,0,a,b) avec a? + b2 = 0. Comme —1 n’est pas

un carré dans @), ceci implique que a et b sont nuls.
On en conclut que W est un sous-espace isotrope maximal et que

n—2 n
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5.2 Exemples de réseaux dans un produit

Nous donnons des exemples de réseaux irréductibles I' dans un produit direct G1 X G2
de deux groupes localement compacts G1, G2. On trouvera la théorie se rapportant a

ces exemples dans [36)].

5.2.1 Réseau dans un produit G; x G, de deux groupes de Kazhdan

Uniforme

oI'= SO(n,Z[l/pl, 1/P2]) dans SO(n, th) X SO("’? sz)

Pour n > 2, soit ¢ la forme quadratique

et soit G = SO(q) le sous-groupe de SL(n) qui préserve le forme g. Soit p1 et py deux
nombres premiers distincts et Z[1/p1,1/pa] le sous-anneau de Q engendré par 1/p; et
1/p2. L'image de ' = G(Z[1/p1,1/p2]) par le plongement diagonal

I G(Q,) x G(Qp) 19+ (9,9)

est un réseau irréductible. Comme le rang de G = SO(q) sur Q est zéro, le réseau I' est
cocompact.

Sipi =1 (mod 4) et pp =1 (mod 4) et n > 4 alors les groupes SO(n, Q) sont de
Qy; -rang supérieur & deux et possédent donc la propriété (T) de Kazhdan.

Sipi =3 (mod4)etpr=3 (mod4)etn>5 alors les groupes SO(n, Qp,) sont de
Qp;-rang supérieur a deux et possédent donc la propriété (T) de Kazhdan.

Non-uniforme

e I' = SL(n,Z[1/p)]) dans SL(n,R) x SL(n,Qp) pour n > 3
Soit p un nombre premier et Z[1/p] le sous-anneau de Q engendré par 1/p. L'image

de T' = G(Z[1/p]) par le plongement diagonal
' SL(n,R) x SL(n,Qy) : g~ (9,9)

est un réseau irréductible. Si n > 3, alors SL(n,R) et SL(n,@Q,) sont de rang au moins
deux et possédent donc la propriété (T) de Kazhdan.

5.2.2 Réseau dans un produit G; x G, ol seulement G est un groupe
de Kazhdan

Uniforme

o T' = SO,(Z[V2, V3]) dans SO(n — 1,1) X SO(n —1,1) X SO(n — 2,2)
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Pour n > 5, soit g la forme quadratique
g(2) =&} + - + 2k + V32h_y + V22,

Soit k le corps de nombres Q[v/2, v/3], et soit © = Z[/2] 'anneau des entiers de k. Soit
G le sous-groupe de SL(n) qui préserve la forme ¢. Le groupe G est défini sur k, le
groupe G(R) est isomorphe & SO(n) et le rang réel de G ainsi que le rang de G sur Kk
est nul.

Soient a3, 03 et 043 les automorphismes de k définis par

03(V2) = =V2 et 02(V3) = V3;
o3(V2) = V2 et 03(V3) = —V3;
02’3(\/5) = "'\/§ et 0’273(\/3_) = —\/5,

On note respectivement G2, G?3 et G723 les sous-groupes de SL(n) qui préservent les

formes quadratiques

(7 (2) = @} oo whog + V3 = V24,
) =ai4 -t ah_y— V3al_y + V22,

Q

et
¢ (x) — x% 4+t x%_2 — \/gx%_l — \/2_9331

Alors G°2(R) ~ G°3(R) ~ SO(n — 1,1) sont de rang un et n'ont pas la propriété (T)
de Kazhdan mais G723(R) ~ SO(n — 2,2) est de rang réel 2 et a la propriété (T) de
Kazhdan. Le groupe T' = G(0) plongé dans G2 (R) x G?3(RR) x G22(R) par

G(O) — G7(R)x G (R) x G4 (R)
g + (02(9),03(9),02:3(9)),

est un réseau irréductible et cocompact dans

(SO(n —1,1) x SO(n — 1,1)) x SO(n —2,2).

Non-uniforme

oI = SL(n,Q) dans SL(n,R) x SL(n,Ay)

11 est classique que I' = SL(n, Q) est, par plongement diagonal, un réseau dans
SL(n,A) = SL(n,R) x SL(n, Ay),

ot A est anneau des adéles de QQ et A le sous-anneau des adéles finies. Par le Théoréme
d’Approximation Fort (voir, par exemple [29], 14.3), SL(n,Q) est dense SL(n,Ay).
Lorsque n > 3, SL(n,R) a la propriété (T) de Kazhdan.
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Ce qui précéde peut étre généralisé au cas ot I' = G(Q), I'ensemble des points
rationnels d'un groupe algébrique simple connexe G défini sur Q. Le groupe G(Q) est

un réseau dans

G(A) = G(R) x G(Ay),

et lorsque G est simplement connexe et G(R) n’est pas compact, G(Q) se projette de
maniére dense sur G(Ay) (voir [10], §5.6. Theorem et [36], Chapter II, § 6.8 Theorem).

T = SO(n —1,1)(Z[1/p]) dans SO(n —1,1)(R) x SO(n — 1,1)(Qp)
Soit G = SOy le sous-groupe de SL(n) préservant la forme quadratique

n—1
o) = Y ot — 22,
=1

Pour n > 4, le groupe G(R) =~ SO(n — 1,1) est de rang réel un. Sip =1 (mod 4),
I'équation z2 4+ 1 = 0 a une solution dans Q. Cela implique que le Q-rang de G(Q;)
est au moins deux et G(Q,) a la propriété (T) de Kazhdan. L'image de I' = G(Z[1/p})
par plongement diagonal est un réseau irréductible dans G(R) x G(Q,).

L’équation 22 + y% +1 = 0 a une solution dans (), pour tout nombre premier p, et

donc, lorsque n > 5, le Q,-rang de G(Q)) est au moins deux.

o I' = SO4(Z[v/2]) dans SO(n — 1,1) X SO(n — 2,2)
Pour n > 4, soit g la forme quadratique

gz) =2t 4+ 2, -2l + V2

Soit k le corps de nombres Q[v/2], et soit © = Z[v/2] I'anneau des entiers de K. Soit
G le sous-groupe de SL(n) qui préserve la forme ¢. Alors G est défini sur k, le groupe
G(R) est isomorphe & SO(n — 1,1) et le rang réel de G(IR) est un.

Considérons ¢ l'automorphisme de k défini par a(\/_Z_) = —/2 et notons G le

sous-groupe de SL(n) qui préserve la forme quadratique
¢’(2) =2} + - by —wny — V2],

Comme le groupe G(R) ~ SO(n — 2,2) est de rang réel deux, il posseéde la propriété
(T) de Kazhdan. Le groupe I' = G(O) se plonge dans G’(R) x G(R) par

G(O) = G (R) x G(R)
g = (o(9),9)

ce qui en fait un réseau irréductible dans ce produit.
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5.2.3 Réseau dans un produit G; x G, ou ni Gy, ni G, n’a la propriété
(T) de Kazhdan

Uniforme

o T' = SO4(Z [4]) dans SO(n,1) X SO(n,1)

Soit P un polynéme de degrés trois, a coefficients rationnels, irréductible sur Q et
admettant deux racines positives & et ' et une négative §”. On peut prendre par exemple
P(z) = 3 -3z +1. Notons k le corps de nombres ((d) et O = Z[é] 'anneau des entiers
de k. Soient o4 et o_ les morphismes injectifs de k dans R définis respectivement par
o {6)=8 eto_(8)=0".

Pour n > 3, soit ¢ la forme quadratique définie par
glz) =t +-- +ah_y — bz,

et soit G = SO, le sous-groupe de SL(n) qui préserve la forme g. Notons G+ le

sous-groupe de SL(n) qui préserve la forme

(@) = af oo agy — 8

et G7- le sous groupe de SL(n) qui préserve la forme

PRI TN 3

Puisque § et §' sont positives les groupes G(R) et G+ (IR) sont isomorphes 4 SO(n—
1,1) et puisque 8" est négative, G- (R) est compact et isomorphe & SO(n).

De plus, le groupe G(k) est de rang nul sur k. En effet, supposons qu'il existe
y € k= Q(6) tel que q(y) = 0 alors 0_(y) € Ret ¢°~(0_(y)) =0, ce qui est impossible.

Le groupe I = G(O) se plonge dans G°+(R) x G(R) par

G(0) = G+ (R) x G(R) : g = (¢™,9)

ce qui en fait un réseau irréductible et cocompact dans le produit SO(n—1,1) x SO(n —
1,1).

eI = SO(n,Z[1/p1,1/p2]) dans SO(n,Qp,) X SO(n,Qp,)

Reprenons les groupes du premier exemple.

Sip; =1 (mod 4) et ps = 1 (mod 4) et n = 2 ou 3 alors les groupes SO(n)(Qy,)
sont de Qp,-rang un et n’ont pas la propriété (T).

Si p; =3 (mod 4) et p2 =1 (mod 4) et n = 2, 3 ou 4 alors les groupes SO(n)(Qy, )
sont de Qp;-rang un et n’ont pas la propriété (T).
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Non-uniforme

o' = SL(2,Q) dans SL(2,R) x SL(2, Ay)
Comme ci-dessus, on plonge diagonalement I' = SL(2, Q) dans

SL(2,A) = SL(2,R) x SL(2, A),

ot A est 'anneau des adéles de QQ et Ay le sous-anneau des adeles finies.
Cette fois, SL(2,R) est de rang un et n’a pas la propriété (T) de Kazhdan.

o T = SL(2,Z[1/p]) dans SL(2,R) x SL(2,Qy)
Soit p un nombre premier et Z [1/p] le sous-anneau de Q engendré par 1/p. Comme

ci-dessus, I'image de T' = G(Z[1/p]) par le plongement diagonal
[ SL(2,R) x SL(2,Q) : g~ (9,9)

est un réseau irréductible. Cette fois, les groupes SL(2, R) et SL(2,(Q),) sont de rang un
et ne possédent donc pas la propriété (T) de Kazhdan.

T = SO(n —1,1)(Z[v2]) dans SO(n — 1,1) x SO(n —1,1)

Pour n > 3, soit ¢ la forme quadratique
2 2 2 2
q(x) =]+t Ty g T — Ty

Soit k le corps de nombres Q[v/2], et soit O = Z[\/2] I'anneau des entiers de k. Soit G
le sous-groupe de SL(n) défini sur k qui préserve la forme g.

Considérons o I’automorphisme de k défini par a(\/f) = —/2 et notons G le sous-
groupe de SL(n) qui préserve la forme quadratique ¢° = g. Alors les groupes G(R)
et G?(R) sont isomorphes a SO(n — 1,1) qui est de rang réel un et ne posséde pas la
propriété (T) de Kazhdan. Le groupe I' = G(O) se plonge dans G7(R) x G(R) par

G(0) » G°(R)x G(R)
g = (0(9).9)

ce qui en fait un réseau irréductible dans ce produit.
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