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Introduction

Dans ce travail, une représentation unitaire d'un groupe localement compact G est

un morphisme n du groupe G dans le groupe U(71) des opérateurs unitaires de l'espace

de Hilbert H.Les représentations seront supposées fortement continues (i.e. telles que

I'application G x '11+>'l1r (g,() ,+ 
"(S)t 

soit continue) et à valeurs dans des espaces

de Hilbert non nuls.

Pour un groupe localement compact G, on note Rep(G) la classe de toutes les

classes d'équivalences de représentations unitaires de G et Gr le dual unitaire de G,

I'ensemble des classes d'équivalences de représentations unitaires irréductibles de G.La

représentation triviale de dimension un de G est notée 16.

L'ensemble Rep(G) sera muni de la topologie de Fell (inner hull-kernel topology)

(voir [19], section 2). Cette topologie peut être décrite en terme de contenance faible

(voir section 1.2).

D'autre part, nous dirons qutune représentation zr est contenue ou fortement conte-

nue dans une représentation p s'il existe une sous-représentation de p équivalente à n-.

Une classe remarquable de groupes localement compacts a été découverte par Kazh-

dan en 1967 I30]. Il s'agit des groupes possédant la propriété (T) (appelés aussi groupes

de Kazhdan).

Ces groupes jouissent d'innombrables propriétés de rigidité et ont des applications

en géométrie, théorie des graphes, algèbre d'opérateurs,...

Il existe difiérentes manières de caractériser les groupes de Kazhdan. On trouvera

dans Ia monographie [15] une très bonne introduction à la propriété (T) ainsi que

l'équivalence des définitions suivantes.

Un groupe G localement compact et dénombrable à I'infini possède la propriété (T)

de Kazhdan s'il vérifie une des propriétés (équivalentes) suivantes:

(i) toute action de G par isométries affines sur un espace de Hilbert affine réel 7{

possède un point fixe;

(ii) pour toute représentation r de Gr le premier espace de cohomologie de G à coef-

ficients dans zr est trivial;

(iii) la représentation triviale de dimension un de G est un point isolé dans ê

l l l



(iv) une représentation unitaire qui contient faiblement 15r contient fortement 1ç.

Rappelons que pour une représentation z du groupe localement compact G dans

I'espace de Hilbert ?lronnoteZr(G;n) I'espace vectoriel des cocycles continus de G à

coefficients dans a et B1(G;n') I'ensemble des cobords.Le premier groupe de cohomologie

de G à coefficients dans z- est le quotient

t t t  (G;  r )  :  Z r  (G; r )  lB l  (G;  n ) .

Si f est un réseau dans un groupe G (i.e. un sous-groupe discret tel que le quo-

tient G/f admette une mesure G-invariante finie) alors I possède la propriété (T) si et

seulement si le groupe G possède la propriété (T) (voir [52], Theorem 3.7).

A présent, considérons deux groupes localement compacts G1 et G2 eÙ un réseau

I dans le produit direct G1 x G2. Pour que la structure de produit soit réellement

intéressante, on veut éviter les cas où f est un produit direct f1 X 12 où l; est un

réséau dans G;. Pour cela, nous demandons que I soit irréductible dans Gr x Gz. Si

h : Gr x G2 è G; désigne la projection canonique, I'irréductibilité de f signifie que

p;(f) doit être dense dans G;. On trouvera des exemples de réseaux irréductibles à la

fin de ce travail (Section 5.2).

Si o; est une représentation unitaire irréductible de G;, lareprésentation (o;op;)lr

est unitaire irréductible et o; est déterminée (à équivalence unitaire près) par (o;"p;)lr.

On peut donc voir Gt et Gz comme des sous-ensembles de 1.

Dans ce travail, nous obtenons, pour des réseaux I comme ci-dessus, des résultats

du type < propriété (T) atraiblie u: annulation du premier espace de cohomologie pour

une famille de représentations ou isolation de la représentation triviale dans un sous

ensemble naùurel de représentations, ou du type u super-rigidité des représentations u:

telles représentations de f proviennent de restrictions de représentations du groupe

ambiant Gt x Gz.

Une façon naturelle de définir une propriété (T) faible est la suivante (voir Lubotzky

[33] ou Lubotzky et Zimmer lae] et aussi [6]). Soit 7i' un sous-ensemble de Î qui contient

lp, la représentation triviale de dimension un de l. On dit que I possède la propriété

(T,??) ou que f possède la propriété (T) relativement à /l si la représentation 11 est

un point isolé dans 7è. Par exemple, le groupe | = sL(2,2) a la propriété (T; 7l)

où R désigne I'ensemble des représentations irréductibles de SL(2,2) qui factorisent

à travers un quotient par un sous-groupe de congruence. Cela découle de la célèbre

inégalité de Selberg Àr 2 t pour la première valeur propre À1 du Laplacien sur les

lv



surfaces [il/f (") où f (n) est un sous-groupe de congruence de 5.L(2, Z) etfrnest le plan

hyperbolique (voir section 1.2).

Nous obtenons un résultat du type propriété (T) faible lorsque (au moins) un des

facteurs G1 ou G2 possède Ia propriété (T). Le cas où les deux facteurs ont la propriété

(T) n'apporte rien de nouveau car alors f possède la propriété (T). Par contre, si un

seul cles facteurs, par exemple G2, a la propriété (T) alors le groupe I a la propriété

(T; |e) où R est I'ensemble des représentations unitaires irréductibles de f composé de

1p et des représentations qui ne proviennent pas de restrictions de représentations de

G1 (Théorème 1.1).

Ce résultat a été publié dans [6] et généralise le théorème 2.2 de Lubotzky et Zimmer

[34]. Il faut observer que Margulis obtient un résultat analogue [36].

Le théorème 1.1 peut être vu comme un résultat de super-rigidité des représentations.

En effet, il affirme qu'il existe un voisinagel,l d,ans Î d" l. représentaton lp telle que

toute représentation d,ansl,{ se relève en une représentation de G1 x G2.

Ce résultat possède le corollaire suivant, déjà obtenu par Lubotzky et Zimmer [34].

Supposons que le gloupe Gr est minimalement presque périodique (i'e. ne possède

pas de représentations irréductibles de dimension finie différente de la représentation

triviale), alors I possède la propriété $;fD) où. FD désigne l'ensemble des classes

d'équivalences de représentations unitaires de dimension finie de f. En particulier, le

groupe abélianisé lob de I est alors fini.

De plus, Margulis a montré que des réseaux vérifiant les hypothèses du théorème

1.1 sont de type fini et ne peuvent s'écrire de manière non triviale comme produit amal-

gamé de deux sous-groupes ouverts que si le groupe G1 est lui-même un amalgame de

façon non triviale [36].

Une première application du théorème 1.1 est la construction de graphes extenseurs:

ce sujet a été développé par Lubotzky dans son livre [33]. Une autre conséquence est le

résultat de rigidité infinitésimale de Lubotsky et Zimmer [l+]. eour des énoncés précis

de ces résultats, voir les théorèmes 1.12 et 3.5.

Comme troisième application, nous montrons que, si G1 n'a pas la propriété (T), la

c*-algèbre maximale de I n'admet pas de trace finie fidèle (Théorème 1.11).

D'une part, ce résultat est à compa,rer au travail de M.D. Choi qui montre que la

C*-algèbre d'un groupe libre non-abélien admet une trace finie fidèle 112]. D'autre part,

B. Bekka a montré que la C*-algèbre du groupe SL(n,Z) n'admet pas de trace finie

fidèle pour n ) 3 (voir [3] pour un résultat plus faible).

Remarquons que cette étude est motivée par une question de E. Kirchb'erg [31]:

existe-t-il une trace finie fidèle sur la C*-algèbre du produit direct | = F x F de deux

copies du groupe libre non abélien ,F?



Une autre façon de caractériser la propriété (T) de Kazhdan est I'annulation du pre-

mier espace de cohomologie de | à coefficients dans zr pour toute représentation unitaire

zr. Nous avons donc cherché, pour un réseau dans un produit, quelles représentations

avaient une l-cohomologie triviale.

Le lien le plus direct entre l'existence d'une représentation de cohomologie non nulle

et la topologie du dual du groupe I dans un voisinage de 11 est sans doute donné par

un résultat de Vershik et Karpushev [50]: une représentation zr de cohomologie non

nulle est inf,nitésimalement proche de Iy i.e. il existe une suite on de représentation

de I telle qrre on -+ 7i et on ) Iy.

Reprenant des notes non publiées de B. Bekka, nous donnons une démonstration

qui comble une lacune dans la preuve de Vershik et l(arpushev. De plus, les arguments

développés montrent que ce théorème est en fait valable pour toute représentation

factorielle (et pas seulement irréductible) du groupe f (Théorème 2.8).

En utilisant ce résultat et sous les hypothèses du théorème 1.1, nous donnons une

nouvelle preuve d'un théorème de Lubotzky et Zimmer: le premier espace de cohomo-

logie à valeurs dans une représentation de dimension finie est trivial (Théorème 2.16).

La structure de réseau dans un produit est particulièrement intéressante lorsqu'on

cherche à savoir quelles représentations possèdent de la cohomologie non-triviale.

Guichardet a montré que lorqu'une représentation a- contient faiblement mais pas

fortement la représentation triviale, l'ensemble des cobords n'est pas fermé dans I'en-

semble des cocycles, et donc Ht(f; 
") +0-

Dans le cas d'un réseau I cocompact et irréductible dans un produit non trivial

G1 x G2, nous montrons, sous des hypothèses naturelles, que la seule autre possibilité

pour qu'une représentation irréductible n' possède de la cohomogie non nulle est que 7f

se relève en ure représentation o de G 1 x G2 qui est triviale sur un des facteurs, disons

G2, et telle que Ht(Gt; olcr) * 0 (Théorème 3.6).

Ce résultat original est I'objet d'une note acceptée pour publication au CRAS

[32]. Remarquons que Y. Shalom annonce un résultat similaire même dans le cas nor]-

uniforme lorsque Gr et Gz sont des groupes algébriques simples et sous des hypothèses

plus faibles dans le cas uniforme. De plus, Y. Shalom obtient des applications remar-

quables de ce résultat [a8].
Rappelons que lorsque les G; sont des groupes de Lie semi-simples réels ou des

groupes d'automorphismes d'arbres homogènes, les représentations unitaires irréductibles

dont la l-cohomologie n'est pas nulle sont connues (voir Théorème 2.L4 et Théorème

2.15 pour des énoncés précis de ces résultats).

La première section du chapitre 3 illustre, à I'aide de résultats de Weil et Stowe, le

fait que l'annulation du premier espace de cohomologie est un phénomène de rigidité.
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En utilisant ce théorème de A. Weil, Rapinchuk obtient en corollaire un résultats

de rigidité locale pour les représentations unitaires de dimension finie des groupes de

I(azhdan [a3]. Ce résultat est à rapprocher des résultats de rigidité que Wang a obtenus

précédemment pour les représentations unitaires irréductibles des groupes de Kazhdan

[b2]. Nous remarquons que les résultats de Rapinchuk et Wang s'étendent aux réseaux

que nous considérons (Théorème 3.4 et Proposition 3.3).

Les restrictions de représentations à un réseau ont occupé notre attention pour la

quat,rième partie de ce travail. Soient G un groupe de Lie réel semi-simple sans facteur

compact et I un réseau dans G. Si o est une représentation de G alors o[r, sa restriction

à l, est une représentation unitaire de f . Lorsque o est irréductible et n'est pas contenue

dans un multiple de la représentation régulière Àç de G, Cowling et Steger ont montré

dans [14] que la représentation olr est irréductible et déterminée à équivalence unitaire

près par o (Théorème 4.12).

La réunion des supports des représentations obtenues par restriction forme un sous-

ensemble de I que nous notons suppç ô. Si C est un groupe de Lie semi-simple sans

facteur compact nous apportons une réponse positive à la conjecture que Bekka et Va-

lette ont formulée dans [7]. En effet, nous montrons que les représentations de dimension

finie de I ne sont pas faiblement contenues dans suppr ê 1.". une représentation de di-

melsion finie de I n'est jamais limite de restrictions de représentations de G (Théorème

4.r4).
ceci équivaut à dire que I'application naturelle j1 de c.(f) dans M(c*(G)), I'algèbre

des multiplicateurs de C*(G), n'est jamais injective (voir [7]).

Enfin, nous donnons un calcul explicite du rang du groupe SO(n) sur le corps des

p-adiques (Théorème 5.1). Ce calcul nous permet de construire des exemples de réseaux

dans difiérents types de produits de groupes (section 5.2).

vll



Chapitre 1

Variante de la propriété (T) de

Kazhdan

Dans ce travail, ies groupes que nous considérons seront toujours supposés locale-

ment cornpacts et dênombrables à I'infini.

1.1 Topologie sur le dual

Nous considêrons la topologie de Fell (inner hull-kernel topology) sur la classe

Rep(G) des (classes cl'équivalence de) représentations unitaires du groupe localement

compact G. Cette topologie est dêfinie comme ceci. Une fonction de type positif asso-

ciée à une re7trésentat,ion unitaire zr dans I'espace de Hilbert ?l est une fonction sur G

définie par g l-> ("(s)€,() pour un vecteur € e ll.Soient a' dans Rep(G), e ) 0, .I( un

ensernble compact de G, et des fonctions de type positif 91,...,9' associées à z'' on

note W (gr, . . . t gni Ii; e; r) I'ensemble des représentations p pour lesquelles il existe des

fonctions ,ht,. .. ,$n, chacttne êtant la somme de fonctions de type positif associées à p,

telles que

l p r ( " )  - rh { * ) l<e  Y i : I , . . . ,n  Vr€K.

Les sous ensemble du type W(çt,... t?ni K;e;n) forment un système fondamental de

voisinages de la représentation a- dans Rep(G) (voir [20], section 2).

Cette topologie peut aussi être décrite en termess de contenance faible. Rappelons

que ?r est faiblement contenue dans un ensemble 5 de représentations de G si toute

fonction de type positif associée à zr est limite, uniformément sur les compacts de G,

de sommes de fonctions de type positif associêes à des représentation de 5. Avec ces

cléfinitions, une suite (généralisêe) zr' de représentation unitaires de G converge vers ?r

si et seulement si, pour toute sous-suite rnt de r,., T est faiblement contenue dans {zrrr'}'

La topologie induiie ,rr, ê, le dual unitaire de G est la topologie initiale pour

l'application 

ô *+ Prim c- (G)



CHAPITRE 1. VARIANTE DE LA PROPRIETE (T)

où I'ensemble Prim C.(G) des idéaux primitifs de C.(G) est muni de la topologie de

Fell-Jacobson. Si on dêsigne par la même lettre une reprêsentation du groupe G et

son extension à C*(G), Ia C*-algèbre de G, alors une reprêsentation er est faiblement

contenue dans un ensemble 5 de représentations de G si et seulement si

f ipçs C* -kerP C C*-kerzl

où C*-kern désigne le noyau de I'extension de r àC.(G) (voir [18], $ 18)'

Dtautre part, nous dirons qutune reprêsentation a- est contenue ot fortement conte-

nue dans une représentation p s'il existe une sous-représentation de p êquivalente à n'.

L.2 La propriétê (T) relative à une famille de reprêsenta-

tions

Un groupe localement compact G possède la propriétê (T) de Kazhdan si la reprê-

sentation triviale de dimension un cle G est un point isolé (pour la topologie de Fell)

dans le dual unitait" ê d" G.

Lubotzky et Zimmer considèrent dans [34] la variante suivante de la propriété (T)-

Soit R un ensemble cle (classes d'équivalence de) représentations unitaires de G conte-

nant la représentation triviale de dimension un.

on dit que le groupe G possède la propriêté (1; R) ou que G possède la propriétê

(T) relativement à la famille R si lc est isolée dans R. Lorsque R = ê, il s'agit de la

propriété (T) de l(azhdan.

Il existe des exemples intéressalts de groupes (discrets) qui n'ont pas la propriêtê (T)

mais qui satisfont à une propriété (T;7?) pour des classes naturelles de reprêsentations

l ( .

Exemple 1 On considère le groupe | = S L(2rZ) et la famille de ses sous-groupes de

congruence

f(m) : ker (^9,0(2, Z) + SL(z,ZlmZ))

que sous-groupe de SL(2,1R.), le groupe SL(2,2) agit sur le

IH I : { r= r * i yeC l  y>0 }

a z * b
9 ' z =  

" r + d

o u  9 - e sL(2,2).

Le théorème de Selberg [a4] a,ffirme que, si f' est un sous-groupe de SL(L'Z) conte-

nant un sous-groupe de congruence, alors la plus petite valeur propre non nulle Àr (f'\[D

pour m € N. En tant

demi-plan supêrieur

par

( : : )



CHAPITRE 1, VARIANTE DE LA PROPRIETE (T)

de I'opérateur Laplacien sur la surface de congruence f'\H est minorêe par la constante

t. O" note 7j I'ensemble des représentations irréductibles de S.L(2, Z) qui factorisent à

travers un quotient par un sous-groupe de congruence. Interprêté à I'aide du théorème

1.12, le théorème de selberg implique que le groupe | : sL(2,2) ala propriétê (T;R)-

D'autre pa,rt, le groupe SL(2,2) r_'apas la propriété (T) cle Kazhdan car il contient

le sous-groupe libre sur deux génêrateurs comme sous-groupe d'indice fini et un groupe

libre non abélien ne possède pas la propriêtê (T) [15].

Exemple 2 Un autre exemple intêressant est le groupe | = sL(z,zlil, où p est un

nombre premier 
" 

Zlil est le sous-anneau cle Q engenclrê par Z ef L lp. Comme I est

dense dans,5.L(2,1R.), il ne peut pas avoir la propriétê (T) de Kazhdan. D'autre part,

I possècle la propriété (T;R) où R est I'ensemble des représentations qui factorisent à

travers un quotient par un sous-group_e d'indice fini. C'est une conséquence du théorème

de Selberg et du fait que ,S.L(2, Z li| 
possède une réponse positive au problème des

sous-groupes de congru ence i.e. tout sous-groupe distingué d'indice fini de SL(2,Zli))

contient un sous-groupe de congruence

r(m) : tr* (szp""li1t è sL(z.zlr-'l pzfllr)*  
\ - - ' - " -Lp l '  tP I '  LPJ ' /

pour rn € N premier avec p (voir [33]' section 4.4, exemple E)'

Comme les représentations unitaires de dimension finie de I sont d'image finie,

ceci implique que sL(z,zliD possède la propriété (T;FD) pour I'ensemble f2 des

représentations de dirnensions finies rle SL(2,21il) (voir [2] et [a5l).

pour un groupe de type fini f , cette propriêté d'isolation est liée à I'existence d'une

constante minorant les valeurs propres du Laplacien sur les graphes de Schreier qui

sont des quotients de I par une famille de sous-groupes. Ceci permet de construire

des familles infinies de graphes extenseurs de même constante d'extension (voir [33] et

théorème 1.12).

Dans [34], Lubotzky et Zimmer obtiennent de nouveaux exemples de groupes pos-

sédant la propriétê (T) relativement à une famille de représentations R. IIs procèdent

de la façon suivante. Soit I un rêseau dans un produit Gr x Gz de deux groupes. Sup-

posons que I se projette de façon dense dans G1 et que G2 possède la propriété (T)

de Kazhdan. Si Gt est minimalement presque pêriodique, alors le groupe f possède la

propriété (T;fD) pour I'ensemble FD des reprêsentations de dimensions finies de I

[341.

1.3 Un thêorème de rigiditê des reprêsentations

Plus généralement, considérons un groupe localement compact G, un sous-Sroupe

fermê (non nécessairement discret) I[ et un sous-groupe distingué N de G' Nous allons



CHAPITRE 1, VARIANTE DE LA PROPRIETE (T)

supposer que les hypothèses suivantes sont vérifiêes:

(I) .Hlf est dense dans G;

(II) I'espace homogène G/I/ possède une mesure G-invariante finie.

Si on note p la projection canonique G -+ G f N ,la condition (I) signifie que le groupe

p(11) est dense dans G/lf.

Si zi est une représentation irrêductible de GfN, il est clair que (zr 
"p)ln 

est une

représentation irrêductible de I/ et que zr est déterminêe (à équivalence uniÙaire près)

par (er 
"p)lu. 

De ce point de vue, on peut voir le dual unitaire GIN du groupe G/.f[

comme un sous-errsemble de I{.

On peut alors formuler le

Problème 1 Quelles reprêsentations unitaires de I/ peut-on obtenir de cette manière

i.e. comme restriction d'une représentation de GIN?

En général, il peut être difficile de décrire (topologiquement) le sous-ensemble de .Ê

obtenu par restriction de représentation de G/N mais le rêsultat suivant indique que,

lorsque N a la propriété (T) de l(azhdan, les représentations irréductibles de f/ qui sont

suffisamment proches de la représentation triviale 1s sont en fait des représentations

de G/N. Plus précisément, nous avons le

Thêorème 1.1

Soient G, H et ly' des groupes satisfaisant les hypothèses (I) et (lI) ci-dessus. Supposons

de plus gue .l{ possêde la propriété (T) de liazhdan. Soit ll un voisinage de Lç 1y1 dans

d lN Alors l'ensemble des reprêsentations (n 
" 

p)ln , où r parcourt l,{ , est un voisinage

deln dan, Ê.

En d'autres mots, le groupe H a la propriétê (T;7?) où /l est I'ensemble des re-

présentations unitaires irréductibles de y'J composê de 171 et des représentations qui ne

factorisent pas à travers le quotienf GlN.

Bien entendu, si le groupe G lui-même a la propriêtê (T) de Kazhdan' on peut

prendre l{ = G et le thêorème 1.1 est alors une généralisation du fait que la propriété

(T) est hêritée par les sous-groupes de covolume fini (voir [15], Chapitre 3, Théorème

4) .

Le théorème 1.1 est êgalement un résultat de rigidité dans le sens suivant. Il affirme

qu'une représentation de I/ qui est suffisamment proche de la représentation triviale ln

s'étend en une reprêsentation de G (dont la restriction au sous-groupe.lf est triviale).

Problème 2 On peut se demander si ce phénomène de rigidité peut avoir lieu en

général pour un rêseau (irréductible) dans un produit non trivial de groupes de Lie

simples. Rappelons que les seuls groupes de Lie simples qui n'ont pas la propriêté (T)

de Kazhdan sont ceux qui sont localement isomorphes à so(n,l) ou su(n,1).



CHAPITRE 1. VARIANTE DE LA PROPRIETE (T)

Avant de donner une preuve du thêorème 1.1, nous en donnons quelques consê-

quences.

La première est un corollaire immêdiat (voir aussi [3a]). Notons FD le sous-ensemble

de -Ê constituê des représentations de dimension finie de fI.

Définition 1 Un groupe localement compact G est dit rninimalement presque pério-

dique si 16 est I'unique représentation irréductible de dimension finie de G.

Corollaire 1.2 Sous les hypothèses du théorème 7.7, si G lN est minimalement presque

pêriodique alors H a Ia propriété (T,FD).

Il y a de nombreux exemples de groupes minimalement presque periodiques, en effet

on a Ia proposition suivante, due à von Neumann et \Migner [51]. Nous proposons un

argument qui repose sur le comportement asymptotique des coefficients des représenta-

tions des groupes de Lie semi-simples.

Proposition 1.3 Les groupes de Lie semi-simples sans facteurs compacts sont mini-

malement presque p fu io diques.

Preuue. Les coefficients des reprêsentations non triviales d'un tel groupe G sont des

fonctions dans Cs(G) i.e. qui tendent vers 0 à I'infini de G (voir par exemple [28]).

D'autre part, les coefficients d'une représentation unitaire de dimension finie n sont des

coefficients cle matrices du groupe unitaire U("). Comme le module du dêterminant de

ces matrices est toujours un, elles ne peuvent tendre vers zéro.

Lubotzky et Zimmer obtiennent également le résultat suivant, bien connu pour les

groupes de Kazhdan.

Proposition 1.4 Si I est un groupe discret qui possêde Ia propfiêtê (T, fD) alors le

groupe abêIianisê loà - f/[f,f] est frni.

Preuue. Comme lob est un groupe commutatif, son dual fà 
"rt 

un groupe commutatif

également. Lefait que I possède la propriétê (T, fD) implique que lob est discret- Par

dualitê, le groupe lob est donc compact. Il est aussi discret car I est discret. On en

conclut que fob est fini. tr

De plus, pour des groupes G, H et l[ vêrifiant les hypothèses du théorème 1.1,

Margulis obtient le résultat suivant ([36], Chapter III, Theorem 6.5), classique pour les

groupes de Kazhdan ([15], Chapitre 1, Théorème 11).

Théorème 1.5 (Margulis)

Si G lN est compactement engendrê alors H est compactement engendré. En particulier,

si Ie groupe H est discret il est de tlpe frni.
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Le fait que l{ soit de type fini n'est cependant pas une consêquence de la propriété

("1,FD). Lubotzky et Zimmer donnent en effet dans [34] un exemple de groupe discret

f qui est rêsiduellement fini et possède la propriêtê (T, FD) mais n'est pas de type fini.

Les exemples (hyperboliques>> de la fin du chapitre 3 de [15] montrent qu'il existe

des groupes de Kazhdan qui ne sont pas de présentation finie.

Avant d'énoncer un autre résultat de Margulis concernant des groupes G, fI et I[

vérifiant les hypothèses du théorème 1.1, nous rappellons les définitions suivantes.

Dêfinition 2 Soit un groupe G et deux sous-groupes G1 et Gz de G. On note A =

GrîGz leur intersection. Si le groupe G est engendr'é par GtUGz alors tout êlêment

g de G s'écrit

g = r r y r . . . ! D n ' 9 n u  ( * )

o ù  r ;  €  G r  \ A p o u r  1  1 i  1 n , A ; € G 2 \ A  p o u r  7 < i  < n - I e t  r n € G 2 '

On dit que G est un produit librc des groupes Gr et Gz amalgamé sur A (et on écrit

G : Gt *e Gz) si G est engendré par G1 lJ Gz et que pour chaque élément I € G,

l'écriture (*) est unique.

On dira que G est un amalgame lorsque G = Gû1G2 où les G; sont des sous-groupes

ouverts de G et que A : Gr fl G2 Ç & Ç G'

Ce résultat est également classique pour les groupes de Kazhdan (voir, par exemple,

[36]. Chapter III, Theorem 3.9).

Théorème 1.6 (Margulis)

Si Ht et Hz sont des sous-Stoupes ouverts proprcs de H tel que H s'écfive comme

amalgame H = Hr*a Hz où B : Hrî Hz Ç h Ç H, alors il existe deux sous-gtoupes

ouverts Gr et G2 de GIN tel que H; = p-t(Gi)nH, A = Gt t' ' l Gz Ç G; Ç G et

G lN = Gr *.t Gz. En particulier, H ne peut être un ama)game que si G f N en esf un.

Serre a dêfinit la propriêté (FA) de la façon suivante [47].

Déffnition 3 Le groupe G possède la propriêtê (FA) si toute action sans inversion de

G sur un arbre 7 possède un point fixe.

Watatani a montré que la propriêté (T) de Kazhdan implique la propriêtê (FA) de

Serre mais que la réciproque est fausse [53]'

En fait, pour les groupes dénombrables, Serre obtient la caractérisation suivante de

la propriété (FA) (voir [a7] Théorème 15).

Proposition 1.7 (Serre) Le groupe dénombrable f possêde la propriêtê (FA) si et

seulement si les frois conditions suivantes sont satisfaites:

(i) | n'est pas un amalgame;
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(ii) le groupe abélianisê f"b - f/[f,fl est frni;

(iii) | est de type frni.

Par conséquent, on a alors le

Théorème 1.8

Soit f un rêseau dans un groupe localement compact G. Supposons que G possède un

sous-g,roupe distinguê l[ qui a la propriûê g) de l(azhdan et quel se projette de façon

dense sur G lN .

Si ]e groupe G f N est minimalement presque périodique et engendrê par un compact,

mais n,est pas un amalgame alors I possêde ]a propriété (FA) de Sene.

Preuue. Le théorème 1.6, la proposition 1.4 et la proposition 1.5 montrent respective-

ment que les conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition 1.7 sont vérifiées. tr

L.4 Preuve du thêorème 1.1

La preuve du théorème 1.1 est élémentaire et basée sur le lemme suivant qrri est

d'un intérêt indépendant et sera encore utilisé par la suite (voir [6] et aussi [36]).

Lemme 1.9 Soit G, H, et N satisfaisant auxhypothèses (I) et (n) ci-dessus. Soit r

une reprêsentation unitaire de H. AJors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) r contient une sous-représentation qui factorise par Ia projection canonique

p I G -+ GIN i.e. il existe une reprêsentation o de GfN telle que 1T contient

( "  o  p ) ln

(ii) Ia représentation induite lndfi r possêde un vecteur N -invariant non nul.

Rappelons la fbrmule suivante, valable pour des représentations unitaires quelcon-

ques o de G et er d'un sous groupe fermé -É[,

I n d $ ( o l g I n ) - o I I n d E z

(voir, par exemple, [20], Lemma4.2).

Preuue du lemm,e 1.9. Supposons qu'une représentation zr de If possède une sous-

représentation de la forme

(" " P)ln

où o est une représentation de GIN et p désigne la projection canonique de G sur G/N.

La reprêsentation induite Indcsr contient alors la reprêsentation

IndÊ((o "p) ls)  
:  @ op)eIndS rs.
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Comme G lH admet une mesure inva,riante finie, Indfi 111 a des vecteurs invariants.

Donc, Indfl r contient la représentation o op. En restreignant à .lf , cela donne la condi-

tion (ii) du lemme.

La preuve de la réciproque est plus délicate. Soit zc une représentation de H, d'espace
'|1n, telle que Indfier possède un vecteur lfl-invariant ( de norme un, c'est-à-dire' une

application mesurable
( : G + 7 1 "

telle que

(i) pour tout â € H, ((rh) = zr(h-i)((r) pour presque totft r € G;

(ii) pour tout n € l/, ((n-1r) = ((z) pour presque tout r € G;

(  l l l ,
f

/  t te t*l t t2d.i :  !
J G I H

où à = rH et di désigne Ia mesure G-invariante sut Gf H.

Désignons par p la représentation induite Indfr r et ?1, son espace. Nous allons

utiliser rrn procéclê de régularisation classique pour construire un vecteur .ly'-invariant

continu dans ?lo. Pour tout voisinage compact [/ de I'identité dans G, choisissons une

fonction positive continue pu sur G dont le support est contenu dans [/ et telle que

lc çu(s)ds : L'
Considérons I'application

t u : G l H o

définie par

{u(") = 
l.vr@ù€(g-')as.

Alors (y possède les propriétés suivantes.

(") €u est continue sur G.

Pour voir cela, observons d'abord que la fonction

G -+ IR, g'+ ll{(g)ll

est intégrable sur tout sous-ensemble compact 1{ de G. En effet, soit dà la mesure

de Haar sur fr normalisêe pour que dg : dhdg' Alors, dêsignant par xK la fonction

caractêristique de I{, nous avons
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: Ir,, ( frnernontxx(sh) an) a;1

[  , ,  r  r
J.,ou'G)ll 

(/" xx(sh)dh) dll

= 
l . ,u f ; . lùt lpa(H n s- tK) di t ,

où 1,t s(Hflg-1r1 acsigne la mesure de Hîg-1-K dans I/ qui dépend seulement de

g. Observons que.[/Og-11( n'est pas vide si et seulement si g = È po.tt un À,' dans

If .  Donc, pn(Hns-|K) 3 pu(Hnl i- l1{) .  Notons aussi que p,p(Hnl i -  tÀ 
;  < oo

car H nK-11{ est compact. Donc, par I'inêgalité de Cauchy Schwarz,

I ttuttton
J K

pu(H n ff-1r) F"tGlH) (l*,ull{(r)ll 'z dù't'

oo.

Maintenant, fixons un voisinage compact V de l'élément neutre e de G' Soient

r dans G et y dans Vr. Dêsignons par.I( I'ensemble compact *-'(UUV-IU).

Comme le support de rpu est contenu dans [/, on a

l l6u(') - €u(v)l l

:  t  , . . .  a(s- '  ) lvr@s-')  -  çutus- ' l l  l le tr l l lan
J x - I ( U v V - l u )  |

g€K

où A dêsigne Ia fonction module sur G. Soit e ) 0. Comme 9y est uniformément

continue, il existe un voisinageW de e contenu dans V tel que

l çu(g) -çu?s) l<€

pour tout z dans V7 et tout g dans G. Donc, pour tout y dansWr,

l l€u(") -  (u(y) l l  1ce,

où C = supeer.; A(g-1) /x ll€(g)llag est une constante qui dépend seulement de r,

U et V. Par suite, {y est continue.

r f
I l l€kDllas : / l l€k)l l x^b)ds

J K  J G
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(b) €u appartient à I'espace ?{o d'e Ia représentation induite p- Indfrn'

En effet, s<lit e dans G et h dans fI. Gràce à (i) ci-dessusT on a pour presque tout

9 e G ,

€b-L "h) 
:  t (h-r) '  t ! - t  ")

et donc

De plus,

l ({u(") '  {u(')) l

et donc, en utilisant l'inégalité de Cauchy-schwarz dans I'espar"12çClti), on a

aussi

l l€u ll '

:'ul;'Ï' 
r"t'G)€ttds)'

(.) €u est invariant par l[.

En effet, pour n € N, r € G et T €Hp

r
J.,u(Ëu("*),n@)ldi

: 
I",r( l .pu(ùl@-tnb)d'e,r1@\a*

= 
l"c, kl ( l", r<eUg-t 

ng)g-t i), r1@)la;:) as

f  t f: 
f"vub)( l", lotapb-' 

n-t ùt@),n@)Jdr)as

Ëu(,h) = 
lovub)€@-ræh)du

: 
lrvu(ù^(h-t). ils-'*),Is

: n(h-'). 
l*vub)tb-' ,)ds

=  
" (h - ' ) .Êu ( * ) .
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î . t L - . , , . \ ,= l_vub)\ l - . , .  lpb)t@)),nft))di)ds
J G  \  J G / H

f t= 
J*,, J"Pu(g)G@-r "1,n1*17a"as

: t ({u(*). r1gc\)di
J G I H ' -

car À[ est un sous-groupe normal et { est invariant par ltr.

(d) (u n'est pas nul, pour U suffisamment petit.

C'est clair puisque ll(u - €ll -+ O lorsque U -+ {e} et que t + 0.

So ien t  c r t . . .  , cn  €C,  g t , . . .  ,gn  €  G,  k  €  N,  h  e  H.  En u t i l i san t  la  cont inu i té  de

fy, nous avons

lc6*t(s;hk) : 
D"otu((nuh)k(s;h)-L 

s6h)

= i,oo(kun)k(sh)_')tu Grh)
i = I

n

: Y'',tu(s,h)
i = l

et
l l n  l l  l l  I  l l  l l "  l il l \ - . ,qrts,t  ) l l  = l l"1t 

- ' )L,,€rb,) l l  = l l t  " ,€u(s') l ll l?-  l l  l l  i=r  l l  l l i= i  l l

Dès lors, comme f/lf est dense dans G et, de nouveau, grâce à la continuité de {y,

l l " l l l l " l l
l lI",€"(g,e)ii = lif ';€u(sr)il
l l ; r  l l  l l ;= r  l i

pour tout q dans G.

Soit W' le sous-espace fermé (non nul) de?{n engendrê par (y(G). Alors, pour tout

g dans G,

Wn Wn
n n

D,"utu(so) L"uÊu(s,s-t)
i = l  i = I

est un opérateur unitaire dêpendant seulement de la classe de g dans G lN . Ceci cléfinit

une représentation unitaire o de GlN. Comme (y est continue, o est continue. De plus,

puisque

(o o p)(h) tu(ù : tu(sh-t) : r(h) €u(g),

il est clair que

( o o p ) ( h ) = r ( h )

sur )zVr., pour tout h dans ff. n
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Nous aurons également besoin du lemme suivant'

Lemme 1.10 Soif G, ltr et H comme dans Ie lemme 1.9. Soit À la reprêsentation

quasirégulière de G surL2(Gf H). Les fonctions invafiantes par l{ dansL2(Gf H) sont

constantes.

Preuue. Le lemme affirme que I'action de l[ (par multiplication à gauche) sur I'espace

homogène Gf H est ergodique. Grâce au théorème de dualité de Moore, I'ergodicité <le

I'action de N sur GIH est équivalente à I'ergodicité de I'action de 1{ sur GfN par

multiplication à gauche (voir [54], Corollary 2.2.3). Comme fIN est dense dans G, le

sous-groupe p(H) est dense dans le groupe Gf N,et cela est équivalent à I'ergodicité de

I'action de ff sur G/l/ (voir [54], Lemma 2.2.13). tr

Nous pouvons à présent donner la

Preuue du th,éorèrne 1.1. Soit n,r, une suite de représentations irréductibles de fI qui

converge vers ls du,ns .û. Alors, grâce à la continuité de I'induction (voir [20], Theorem

4.r ) ,
Indflr, -+ I;r'dculs

dans Rep(G). Comme fI est de covolurne fini, 16 est contenu dans Indfi lrr et cela

implique

Indfl n, -) lc.

Comme I[ a la propriété (T) de Kazhdan, nous pouvons supposer que Indfr zr,, possède

des vecteurs lf-invariants pour tout n. Donc, grâce au Lemme 1.9, il existe des reprê-

sentations irréductibles o, de G/l[ telles que î-n : (on o p)ln où p : G -l G/l[ est la

projection canonique.

Pour achever la preuveT nous allons montrer que

o r o p l 1 6

dans ô. Comme ff est de covolume fini, on a

I n d f l n . = I n d f i ( o ,  o p ) l u : ( o n o p ) 8 À =  ( o , o p ) O  ( { " ' o p )  s À o )  ,  ( * )

où À = Indfi ls et À0 est la restriction de À à I'orthogonal des constantes dans L2(G/H).

La restriction à N de (o," op)Ap0 est un multiple de p0lir. Puisque N a la propriété

(T) de Kazhdan, le lemme 1.10 ci-dessus implique que p0lry ne peut pas faiblement

contenir la représentation triviale 11s. Ainsi, (orop) 8p0 ne peut converger vers 16.

Comme

Indfl r, -+ Ic,

nous concluons grâce à ('i) que

o n o p  - )  l c .

12

t
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1.5 Application: Traces finies sur C-(f)

Pour un groupe discret f, on note C-(l) la C* algèbre maximale de f i.e. la com-

plêtion de I'algèbre de groupe C[f] pour la norme

llt"." 'll : ".iïL.,llr"r "tzrll
Définition 4 Une trace strr C-(f)+ est une application r : C*(f)+ '+ IR+ U {oo} telle

que z(r + A) : r(r) + r(y), rQ,r) : ^r(r) pour tout r, U e C-(l)* et À ) 0, et

r(r*æ) :  r(rr")  pour tout z € C.(f) .

Une trace r est dite fi,dèle si r(r* r): 0 implique r : 0.

si une trace r est finie (i.e. r(r) est fini pour tout r e c.(f)+) alors r est la

restriction à C. (f )+ d'une forme linéaire positive et centrale (r("y) : ,(g*)) sur C* (f )

( [181,S 6.8.1).
Rappelons qu'une fonction à valeurs complexes g sur le groupe f est de type positif

s i .  pour  tou t  11 . . . . . J ,  €  f ,  la  mat r ice  ( r ( r ; t t , ) ) , . , . , . "  es t  henn i t ienne pos i t i ve  i 'e .

p o u r  t o u t  j t ; . . . r j r ,  € 1 ,  p o u r  t o u t  À t , . . . , À r  g  Ç  o n ' - J

f xiEvii'2,) > o.
i ' j = l

On note CP(f ) I'ensemble des fonctions g de type positif sur f , centrales et telles que

çk):1. Le sous-ensemble CP(f) de /-(f) est convexe et compact pour la topologie

o((*,/1). On note .E(f) I'ensemble des points extrémaux de CP(l).

Enfin, il existe une correspondance biunivoque (construction GNS) entre .E(f) et

I'ensemble des classes cle quasi-équivalence des représentations unitaires continues fac-

torielles de type fini de f ([18], $ 17.3.4).

Définition 5 Une représentation zr de f est factori,elle si I'algèbre de von Neumann

,4,/," engendrée par les opérateurs {a'(7) I f e f} est un facteur i.e.le centre de,Â/r est

réduit aux scalaires. Une représentation a- de I est de type fini si ,A,/o est un facteur fini

i.e. s'il existe sur Â/, une trace normale finie ([17], chapitre I, $ 6).

On a alors le

Théorème 1.11

Soientl unrêseau dans un gtoupe G et lf un sous-groupe normal et fermê dans G tel

que I se projette de façon dense sur GlN. Si l[ possêde la propriété (T) et GIN est

un groupe minimalement presque p&iodique de type I qui ne possêde pas Ia propriétê

(T) alors iI n'existe pas de trace frdèIe fr.nie sur C-(f).

Preuue. Soit r une forme linéaire positive et centrale sur C*(f). A une normalisation

près, la restriction g = rlr de r à | est une fonction de type positif sur l, centrale et

telle que çG) = 1. Autrement dit, 9 est un élément de CP(f).

13
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Donc, g est limite pour la topologie o(l*,/1) de combinaisons linéaires convexes de

fonctions de type positif <<indécomposables>> Pt e E(f).

Pour chaque f, notons respectivement n1 la représentation factorielle de type fini

associêe à ç1 et.A,/r le facteur de type fini engendré par 
"t(f)'

Notons rrlarcprêsentation de f (ou de C-(f)) associêe à rp par la construction

GNS. Pour rappel, on considère la forme sesquilinéaire positive

(T,hjr= t f  @)n6ç(a-r *).
x,y€.1

sur C[f]. L'espace ?4, de la représentation rc, associée à g est I'espace de Hilbert obtenu

en complétant pour la norme donnée par ll/l le : u,l)ç le quotient de c[r] par I' idéal

I r =  { r  €  C . ( f )  l r ( r . r )  :  9 1

qui est ici rêduit à zêro.

L'action r* d,e I sw 77, est I'action induite par I'action naturelle gauche de f sur

c[f] :
0 . l )@)=f( t - t * )  où /e A[r l .7 , r€r .

Pour tout r € I., on a (trr(r)ô",ô") : ç@) où 6, désigne I'image dans ?l*, de la

fonction de Dirac en e.

Si r est fidèle alors C*-ker rç:0. En particulier, n, contient faiblement toutes les

reprêsentations de l.

comme G f N n',a pas la propriété (T) de Kazhdan, le groupe I ne I'a pas non plus.

Il existe donc une suite p, de représentations de f , irréductibles, non triviales et telles

que lim,, pn : Iy. Donc, la fonction constante 1 est limite de fonctions de type positif

associées aux représentations Pr.

Comme chaque pn est faiblement contenue dans zre, les fonctions de type positif

associées à p,, sont limiies de sommes finies de fonctions de type positif associées à n'r'

Comme g = (ro(.)6,r,ô") est limite de combinaisons linéaires convexes de fonctions

de type positif gr et que ô" est un vecteur totalisateur pour'111,les fonctions de type

positif associées à n, sont limites de sommes de fonctions de type positif associées aux

reprêsentations n1 ([18], proposition 18'1.4).

Finalement, pour chaque n, la représentation pn est faiblement contenue da^ns I'en-

semble {r1]- i.e.les fonctions de type positif associées à p,, sont limites de sommes finies

de fonctions de type positif associées à des reprêsentations zq'

Comme chaque reprêsentation pn est irréductible, il n'est pas nécessaire ci-dessus de

considérer des sommes finies ([20], Lemma2.2 et remarque au Theorem 2.2). De plus,

comme chaque pn est non triviale, quitte à passer à des sous-reprêsentations factorielles

des zr1, on peut supposer que les fonctions de type positif associêes à p' sont limites de

t4
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fonctions de type positif associées à des représentations n1 factorielles et sans vecteur

invariant.

On conclut qu'on peut extraire une suite de représentations factorielles a'1 sans vec-

teur invariant telle que lim?I"r : 1r.

Grâce au théorème 1.1, il existe, à partir d'un certain indice t, une représentation

o1 de Gf N telle que si p; G è GIN est la projection canonique alors zr1 admet une

sous-représentation fr1 vérifiant ftr(l) : @t o p)(l) pour tout 7 € f.

Comme ft1 est une sous-reprêsentation non nulle de îr et que ?I"1 est factorielle, la

représentation ft1 est quasiéquivalente à zr1 ([18], $ 5.3.5) et donc factorielle ([18], $

5 .3 .4 ) .

De plus, les représentations o1 ne sorrt pas triviales. En effet, sinon, la représentation

triviale 1p serait contenue dans les représentations factorielles z'1.

L'algèbre de von Neumann ,M; engendrée par î1(f) est donc un facteur de type

fini isomorphe à ,A/, ([18], $ 5.3.1 (ii)). La densité de p(f) dans G/l[, nous permet

d'identifier o/Gf N)'t,l'algèbre de von Neumann engendrée par oti uu", frr. Comme

Gf N est un groupe de type I, toute représentation de GIN est de type I et I'algèbre

cle von Neumann o1(G lN)" 
- .Mt est donc un facteur de type I admettant une trace

normale finie fidèle.

Or, les seuls facteurs de type I admettant une trace finie fidèle sont les algèbres de

matrices carrêes à coefficients complexes ([e9] Corollaire 5.5.8).

Donc, pour chaque f il existe une dimension n; € N telle que .M, - Mnt(C)- Autre-

ment dit, la représentation o1 est de dimension finie.

Comrne G/l{ est minimalement presque périodique, 01 serait alors triviale, d'où une

contradiction. tr
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1.6 Application : les graphes extenseurs

1.6.L Constante dtextension

Définition 6 1. Un graphe I est la donnêe d'un ensemble de sommets Som(9) et

d'un ensemble d'arêtes Ar(Ç) Ç Som(Ç) x Som(9).

2. Deux sommets r et y sont dit adjacents si (rry) est une arêùe. Pour une arête

":  
(* ,g),  on di t  que æ est l 'or igine de e et que y est l 'ertrémité de e. On note

t : e  e t y - e ' .

Le d,egré deg(r) d'un sommet est le nombre de sommets qui lui sont adjacents.

lJn chemin c de longueur n € N* reliant les sommets r et y dans I est une suite

f i n i e  d ' a r ê t e s  ( e 1 , . . . , e n )  t e l l e  q u e  r :  e t , " I  : . + t  p o u r  f  -  1 , . . . , n - t  e t
-Ly  =  e ; .

5. La distance d(*ry) entre les deux sommets r et g est la longueur du chemin le

plus court relianù r et y.

6. Un graphe Ç est dit connere s'il existe un chemin reliant toute paire de sommets.

7. Le bord ô^9 d'un sous-ensemble 5 cle sommets de Ç est défini par

ôS :  {a e Som(9) |  d(y,  S) -  1} .

Nous pouvons à présent définir les graphes ertenseurs qui apparaissent pour modé-

liser des réseaux d'informations qui sont de <<bons propagateurs d'information>> (voir

[s] et [ea]).

Définition 7 Soit c un réel positif et n, k deux entiers naturels. Un graphe Ç composé

de n sommets dont les degrés sont majorés par k est un (n,krc)-ertenseur si pour tout

sous-ensemble 5 de Som(Ç), on a

lasl > "ft-tr) ttt
\  n /

La constante c ) 0 est appelée constante d'extension.

Problème 3 Tout graphe k-régulier (i.e. dont tous les sommets sont de degré k) et

connexe est un extenseur pour une constante d'extension c bien choisie. Le problème

intêressant est de construire des familles infinies de tels graphes. Plus précisêment, on

cherche à construire une suite (9")"ex de (lÇ"1, k, c)-extenseurs où le nombre de sommets

lÇ"1 tena vers I'infini quand n tend vers I'infini mais où k et c sont constants.

16
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Pour un graphe Ç, on dêfrnit êgalement une constante <<isopérimétrique>>, analogue

discret de la constante de Cheeger pour les variétês Riemanniennes. Nous verrons ci-

dessous que cette constante est liée à la constante d'extension.

Définition 8 La constante de Cheeger du graphe fini Ç, notée h(Ç), est définie par

h(ç) :i"r {-js!L.qti- où som(Ç) : sr u s2}
(mm( l r1 l , l r2 l )  )

où, pour une partition ,9rU,5z de Som(Ç), E(,Sr,.92) désigne I'ensemble des arêtes reliant

un sommet de ,Sr à un sommet de 52 i,.e.

E(Sr ,Sz)  =  {e  e  Ar (9)  l ( " -  e  ,5 r  e t  e+  € ,92)  ou  (e -  €Sz e t  e+  e  ^91) } .

Remarque 1 Si M est une variété Riemannieme connexe de volume fini et de di-

mension n, on définit la constante de Cheeger h(M) de la façon suivante : soit 5 une

sous-variété de M de dimension n - I telle que M \ ,S s'écrive comme union disjointe de

deux variétés A et B. On note p(5) Ia <<surface>> de ,5 et À(A) (resp. À(B)) le <<volume>>

de A (resp. de B). Alors

h(M) = inf
p(s)

min(À(A),  À(B))

où I'infimum est pris sur toutes les combinaisons de sous-variétês 5, A et B comme

ci-dessus.

L.6.2 Ltopêrateur Laplacien combinatoire

Pour un graphe (non nêcessairement fini) I de degré maximum k, on définit un

opérateur À : L2(Som(g)) *-+ L2(Som(9)) par

17

Ll@) = deg(r) f  @) -

v
ï (y )

t à c
t

adjacen

pour tout f  eL2(Som(Ç)) et r  e Som(Ç).

C'est un opêrateur auto-adjoint et positif appelé Laplacien combinatoire du graphe

ç .

Définition 9 L'infimum des valeurs spectrales positives de I'opêrateur Laplacien est

appelêe bas du spectre de Ç et notêe À1(Ç).

Remarque 2 Ceci est I'analogue discret de I'opêrateur de Laplace-Beltrami sur une

variété Riemannienne M. Soit g la mêtrique Riemannienne de M. On note g;i =

n (#,uT) tr matrice de g en coordonnées locales, gti ,on inverse et lgl = ldet(g;;)1.

L'opérateur A: L2(M)r--+f2(V) est alors défini par

ar-+É t f l- ,uj. / i l9\.Ar - f f i?arW ' rv tôr i )

De même, on note )r(M) L'infimum des valeurs spectrales positives de I'opêrateur A.
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1.6.3 Extenseurs et propriété (T)

Définition 1O Soit I un groupe discret engendré par une partie finie .9. Supposons que

5 est symêtrique i.e. ^9 = 5-1. Soit l{ un sous-groupe (resp. un sous-groupe distinguê)

d'indice fini de f . Le graphe de Schreier (resp. de Cagley ) de f/lf par rapport à ,S est

le graphe Ç : Ç(TlN;5) dont les sommets sont Som(9) : f/N et les arêtes

Ar(Ç) :

Les degrés des sommets cle I est alors bornê par lSi.

Par des arguments de type combinatoire) on peut montrer que, pour une constante

c donnée, pour chaque lç ) 5 et chaque n,la <<majorité>> des graphes k-réguliers à n

sommets sont des (n,k,c)-extenseurs ( voir [33], $ 1.2 pour un énoncé plus précis).

Si ces arguments de comptage suffisent pour montrer I'existence de familles rêpon-

dant au problème 3, ils ne permettent en aucun cas de construire explicitement une

seule de ces familles.

La première réponse constructive au problème 3 a êté donnée par Margulis [35]. La

famille construite par cette méthode est composée de graphes de Cayley d'un groupe I

de type fini possédant la propriêtê (T) relativement à un ensemble ? de représentations

de f .

Plus généralement, on a le résultat suivant dont on trouvera la preuve dans ([33],

Theorem 4.3.2).

Théorème 1.12

Soient I un groupe discret engendrê pal une partie frnie S et L: {N;;i € N} une suite

de sous-groupes d'indice frni dans f . On note

Rt :{"  e I  I  i l  existe i  e N tel  que Ni Ç kern}

|'ensentble des rcprêsentations de f qui quotientent pat un des sous-groupes de L. Alors

Ies assertions suivantes sont êquivalentes:

(i) Ie groupel aIa propriétê (T;Rr) (i.e. il exisfe un €1> 0 tel que si n est une

représentation de I d'espace'|L sans vecteur invariant et dont Ie noyau contient un

des lû alors pour tout {€ ?1, ll€ll = L, il existes € 5 feJ que llzr(s){ - €ll 2 er);

(ii) iI existe e2 ) 0 tel queles graphes de Schreier Ç; = Ç(tlN;;S) fotment'une

suite de ( ll/lf, l, lSl, e2)-extenseurs ;

(iiil il existe es ) 0 tel que h(Çr) 2 e3 pouî tout i € N;

(iv) il existe e+ ) 0 tel que \{Çt) } e4 pour tout i € N.

18
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Si, de plus, le groupel est Je groupe fondamental d'une variêtê Riemannienne M de vo-

Iume fini, alors si on note M; les revêtements à un nombre frni de feuillets correspondant

aux sous-groupes N;, Jes conditions ptêcêdentes sont encore équivalentes à celles-ci:

(v) it existe er ) 0 tel que h(Mt) ) e5 pout touf i € N;

ftil i l existe eo ) 0 tel que Àr(M;) ) e6 pour touf i e N.

19



Chapitre 2

Cohomologie

2.L Actions par isomêtries affines

Nous rappelons ce qu'est une action par isométries affines d'un groupe topologique

sur un espace de Hilbert affine et établissons le lien entre I'existence de point fixe pour

ces actions et I'annulation du premier espace de cohomologie à coefficients dans une

reprêsentation.

Définition 11 Une action par isométries ffines d'un groupe topologique G sur un

espace de Hilbert afhne ?1 (identifiê à I'espace de Hibert de ses translations par le choix

d'une origine) est un morphisme o de G dans le groupe IsoAtr(?l) des isomêtries affines

de ?l tel que I'application

G x'11 ) '11 : (g, €) -+ 
"(g)€

est continue.

Les points fixes d'une telle action sont caractérisês par le lemme suivant (voir [15],

Chapitre 4, Lemme 3).

Lemme 2.1 Soit a une action par isométries a,ffines du groupe G sur un espace de

Hilbert ?{. Les conditions suivantes sont êquivalenfes.

(i) a possède un point fixe;

(rï) o possède une orbite bornêe;

(iii) toute orbite de a est bornêe.

On note U(17) le groupe des isométries linêaires de'11. On a alors I'identification

IsoAtr(?l) - ' l l  xU(7{).
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Soit a une action par isomêtries affines de G sur un espace de Hilbert ?1. Pour tout

g dans G, et tout élêment ( de 7{, on peut écrire

a ( g ) € = n ( g ) € + b ( g )

où zr(9) eU(11) et b(g) e 
'l7.En imposant la continuité et la condition de morphisme

pour o) on trouve clue zr est une représentation unitaire de G slur 71, appelêe partie

linéaire de o et que ô est une application continue de G dans 7l sujette à la condition

de cocycle

b(sh) : b(s) + r(s)b(h) pour tout s,h e G'

Réciproquement, la donnêe d'une représentation unitaire de G sur ?l et d'une ap-

plication continue b de G dans ?l vérifiant la condition ci-dessus définit par la formule

o(g)€ = T(g)t + b(S) une action par isomêtries affines de G sur ?1.

Définition 12 Pour une représentation zr d'un groupe localement compact G d'espace

17,onnoteZl(G;a-) I'espace vectoriel des cocycles continus de G à coefficients dans rr,

i.e. des applications continues a:G -+ ?l telles que, pour r,y dans G,

a ( r v ) : a ( r ) * r ( r ) a ( v )

et 81(G;rr) I'ensemble des cobords, i.e. les cocycles de la forme

b(r) = n(r)t - Ë pour tout r €. G

où { est un vecteur dans ?1. Le premier groupe de cohomologiede G à coefficients dans

a' est défini par

H t ( C ;  n )  :  Z r ( G ; n ) l B t  ( G ; " ) .

Avec ces définitions, on a la

Proposition 2.2 Soit r une reprêsentation du groupe G dans l'espace de Hilbeù'11.

Les assertions suivantes sonf équivalentes

(i) Les actions affines de G sur ?1 de partie linéaire r possèdent un point fr.xe,

( i i )  Ht(G;?r) = {0}.

2.2 Résultats de Guichardet

2.2.1 L'adhérence des cobords

On munit Zt (G;zr') de la topologie de la convergetrce uniforme sur les sous-ensembles

compacts de G, et B1(G;n) de la topologie induite. On note gT(Ctn) I'adhérence de

Bt (G;n)  dans  Zr (G;n) .

On cherche alors à répondre aux

Problème a Bt(G;n) est-il fermé dans 21(G;n)?
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Problème f 81(G;zr') est-il dense dansZl(G;r)?

Une réponse au problème 4 est apportêe par I'enoncé suivant, dû a Guichardet. Nous

en reproduisons la preuve ci-après (voir [24], $ 3, Théorème 1).

Théorème 2.3 (Guichardet)

Soit r une rcprêsentation unitaire du groupe G qui ne possède pas de vecteur inta,riant.

Supposons que G est o-compact i.e. réunion dénombrable d'ensembles compacts. Alors

Ies assertions suivantes sont êquivalentes

(i) la reprêsentation r ne contient pas faiblement 1ç, Ia rcprêsentation triviale de

dimension un.

( i i )  Bt(G;r)  est fermê dans Zr(G;r) .

Preuue. On note C(G;H) I'ensemble des applications du groupe topologique G dans

I'espace de Hilbert ?1, continues pour la topologie normique de?1. On munit C(G;11)

de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G. Comme G est o-

conpact, I'espace C(G;?1) est un espace métrisable complet. Le sous-espace Z7(G;n),

qui est fermé dans C(G;'11), est donc aussi complet.

Considérons I'application ô : ?1 -+ ZI(G;r) dêfinie par 6{(9) : 
"(g)Ê 

- { pour tout

g dans G. L'image de d est Bt(G;r'). On vérifie que

o 6 est continue: en effet, pour tout sous-ensemble compact .I{ de G, on a

sup llô((e)ll = ','p ll"(s)€ - (ll < zll€ll;
seK s€K

. comme a- ne possède pas de vecteur invariant, ô est injective;

o pour Ê e 11 et s €. G, on u l lô€(g)l l '  = 2(r-Re(n(e){,()), où Re désigne la

partie réelle.

Pour que 6:'J[ -+ Bt(G;n) soit ouverte, il faut et il suffit que n'ne contienne pas

faiblement lc. En effet, n contient faiblement 16 si et seulement s'il existe une suite

de vecteurs (", de norme un dans ?{ tels que les fonctions de type positif ("(.)€",€")

tendent vers un uniformément sur les compacts de G. Ceci est équivalent au fait que la

suite ô{r, tende vers zéro dans Bl(G;zr). Enfin, une telle suite existe si et seulement si

I'application ô n'est pas ouverte.

Supposons à prêsent que 7r ne contienne pas faiblement 16, alors I'application ô :

?t*>Vr(G;n) est ouverte et son image est complète donc fermêe dans Z1(G;zr).

D'autre part, si Bt(G;n') est fermé dans Z1(G;n'), alors Bt(G;z') est métrisable et

complet et

6 : '11 + Bt (G; zr)

est continue et bijective. Le théorème de I'application ouverte implique que ô est ouverte.
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2.2,2 Dêsintégration des cocycles

Afin de voir dans quelle mesure on peut ramener l'étude des problèmes 4 et 5 au

cas des représentations irréductibles, il est intêressanù de considérer des intêgrales hil-

bertiennes directes de représentations irréductibles.

Le lemme qrri suit est encore dû à Guichardet (voir [25], Appendix I, p. 183).

Lemme 2.4 (Désintégration des cocycles) Soit 7r une reprêsentation unitaire du

groupe G dans l'espace de Hilbert 7t. Supposons qu'on puisse êcrire ?1 et r comme

intégrales hilb ertiennes directes

, = 
l" 

Ttdt Q) et n = 
l* 

nfi1t(t)

où p, est une mesure positive bornée sur un espace borelien standard T et ?lt (resp. r7) est

un champ mesurable d'espaces de Hilbert (resp. de représentations unitaires continues

sur ?lt)

Si ô est un 7-cocycle continu à valeurs dans r alors, pour tout t e T, il existe un

7-cocycle continu b1, à valeurs dans 11, tel que

b(ù : [* urglarç1 pour tout s e G.
J T

De plus, l'application G x T -+ ?l: (S,t) -+ U(g) est mesurable.

On note LZG;?I) I'espace des fonctions de G dans?1de carré intêgrable et à support

compact. Guichardet a caractérisê I'espace Bt(Ctn) de la façon suivante (voir [24], $ 5,

théorèrne 2).

Propositio n 2.5 Soit b e Zr (G; n) . Les assertions suivantes sont équivalentes

( i)  b € F(C;zr)

(ii) pour toute fonction rlt €.fZG;?t) teLle que

I  r  r  ,  ,  . \
l ^ \ "b) - ' ,hb)  - ,h(s) )  ds :0

J G \

o n a

I p@),4,k)] dg = o
JG

où ((, r) désigne Ie produit hilbeùien des vecteurs Ê,n e 7{.

Guichardet obtient alors la proposition suivante dont on reproduit la preuve ([24],

$ 5, Proposition 4).
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Proposition 2.6 (Guichardet) Soient

24

,: 
I" 

14tdl Q) et n : 
ln 

nfi1t(t)

comme dans Ie lemme 2.4.

Si Z1(G; 'Ht) = et (Ct ?1) pour rout t  € T alors Z1 (G;11) = B1(G.?1) .

Preuue. Soit ô e Zt(G;?l). Pour appliquer la proposition 2.5, considêrons une fonction

g eL!(G;?l)  tel le que
1 r

J"$(sl- '+(ù 
- 'b(ù) ds = o'

On note .I{ le support (compaci) de r/. On a

L2(K;11) ru 
I*  " ' (o, t lùd.p(t) .

et r/ s'êcrit 
rG

t: J' 'l'dr'ft)

où dr e f2(K;'111) pour tout f e T et I'application

G x T -+'11: (g, t)  -+ ,ht(s)

est mesurable (voir [25], Appendix I, Lemme 1 ou [9], $ 7, Iemme).

On a alors

[^  [ :  ( ' , ( r ) - '  ,h tb)  - ,h ,@) dpf t )ds :  
l " ( " tn l - ' ,h(s ' ) - , / (ù)  

ds:0
JG JT  \

et par Fubini,

f  t  /  . - r  .  ' \

J"1",{ù-'ûrb) 
- 'b,b)) ds = o pour presque tout t e T'

Comme par hypothèse b1 € nflC; ?11) pour presque tout f € 7, on a

r
J.(ur(s),'br@)) 

dg = 0 pour presque tout r € ?

et de nouveau grâce à Fubini,

l f r @

J.lttù,,hbD 
as = 

J. J, (ô'(g), ,h,bùdp(t)ds :0-

La proposition 2.5 implique alors que t eF(C;U). tr
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2.3 Cohomologie et propriêté (T)

2.3.t Caractérisation cohomologique de la propriêté (T)

Soit zr une représentation d'un groupe G sur un espace de Hilbert ?1. Nous avons vu

que I'annulation du premier espace de cohomologie de n à valeurs dans ?l était êquiva-

lente à I'existence de point fixe pour les actions par isométries affines qui admettent zr-

comme partie linéaire.

La propriété (T) de l(azhdan possède une caractérisation en termes de points fixes

pour les actions par isométries affines i.e. d'annulation du premier groupe de cohomo-

logie (voir [15], chapitre 4, Théorème 7).

Théorème 2.7

Soit G un groupe localentent compact. Les propriêtês suivantes sonf êquivalentes'

(i) G possède Ia propriêtê (T);

(ii) pour toute rcprésentation unitaire r de G, l'espace Ht (G; r) est, ftduit a {O} ;

(iii) pour toute représentation unitaire n de G, tout cocycle à coefficients dans r

est borné en tant que Ionction sut G;

(iv) toute action pa,r isométtie affine de G sur un espace de Hilbert possède un

point frxe (on dit que G possède Ia propriêtê (FH) de Serre)'

L'implication (ii) +( i) résulte du théorème 2.3. En effet, une représentation zr

sans vecteur invariant non nul pour laquelle H1(G;zr) = {0} vérifie aussi B1(G;T):

gt(Ct r) = Zr(G;n) et ne peut donc contenir faiblement 16'

L'implication (i) + (iv) est due à Delorme [16]. On en trouvera une preuve basée

sur la construction d'exponentielle d'espace de Hilbert dans [15], chapitre 4.

L'équivalence (ii) <+ (iv) résulte de la proposition 2.2 et (ii) <+ (iii) est due au fait

que tout cocycle borné est trivial i.e. toute action affine d'orbite bornée possède un

point fixe (voir [15], Chapitre 4, Iemme 3).

Lorsque le groupe G n'a pas la propriété (T), on peut formuler le

Problème 6 Peut-on trouver des sous-ensembles intéressants R de G tels que toute

reprêsentation n € R ait une l-cohomologie triviale?

Si G est un groupe de Lie réel simple ou un groupe d'automorphismes d'arbre, Ies

représentations unitaires irréductibles avec une l-cohomologie non triviale sont connues

(voir Théorème 2.14 et Théorème 2.15).

Pour un réseau dans des (produits de) groupes comme ci-dessus, nous obtenons des

résultats d'annulation pour les représentations de dimension finie (Théorème 2.1-6) ou

de rigidité (Théorème 3.6).
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2.3.2 Un théorème de Vershik et Karpushev

Comme la propriétê (T) est équivalente à I'isolation de la reprêsentation triviale

dans le dual unitaire du groupe, pour un groupe qui n'a pas la propriête (T), on peut

poser le

Problème 7 Caractériser directement l'existence d'une représentation unitaire avec

une l-cohomologie non triviale en terme de topologie de Fell dans un voisinage de la

représentation triviale.

vershik and Karpushev (voir [50], Theorem 2) ont montré que si Hl(G, zr') I 0 pour

une représenùation irréductible rc, alors tr est infi,nitésimalement petite, i. e. <<insêparable>>

de la représentation triviale. Ce résultat avait été conjecturé par Guichardet dans [26]

et un rêsulat partiel fut obtenu par Delorme dans [161.

Suivant des notes non publiées de B. Bekka, nous en donnons une preuve qui re-

prend I'essentiel des idées de Vershik et Karpushev et qui comble une lacune de I'article

original.

De plus, cette preuve montre que les arguments s'êtendent aux cas des représenta-

tions unitaires factorielles.

Définition 13 Le support d'une représentation n est I'ensemble

suppzr - {" e ô lo est faiblement contenue dans a}'

Le corter Cor(G) du groupe localement compact G est le sous-ensemble de G formé des

reprêsentations n- pour lesquelles il existe une suite (généralisée) n, dans ê t"U" qn"

lim n,, : lc et limnn - n.

Théorème 2.8 (Vershik et Karpushev)

Soit r une reprêsentation unitaire factorielle d'un groupe localement compact sêpatable

G. Si H1(G;lT) + 0 alors

supp 7r Ç Cor(G)

Remarque 3 (Décomposition de Choquet) Soient ,E un espace localement con-

vexe séparé et mêtrisable et K une partie convexe et compacte de .8. On note ex(K)

I'ensemble des points extrémaux de K, qui est un G5 de ,I{. Pour tout r € K il existe

une mesure de probabilité pr sur K, concentrée sur ex(K)' telle que

'= 
J"*r*)adP(a)

au sens de Ia topologie *-faible i.e.

r@) = 
J*r*rr@)ap@)

pour toute forme linéaire continue / sur .E (voir [27]). Une telle décomposition est

appelée décomposition d,e Choquet du point r.

26



CHAPITRE 2. COHOMOLOGIE

Lemme 2.9 Soit K un compact convexe da,ns un espace mêtrisable. Soient g € exl{

un point extftmal de K et tp1 une suite d'éIêments de K telle que liml-1s g, = g. Pour

chaque t, on se donne

P, = 
J.*Kq 

dp.lq)

une décomposition de Choquet du point 91 où 1.rt est une mesure de probabilité concen-

trée sur ex K. Alors, pour tout voisinage W de g dans K , on a

l\àr, (w ltextr) = t'

Preuue. Comme I'ensemble M(I{) des mesures de probabilitê sur .I{ est compact pour

la topologie faible, il existe une sous-suite pao de p1 qui converge faiblement sur K vers

une mesure p. Comme liml-a6 9t: gt on peut êcrire

n dp\ry).

D'autre part, g est un point extremal cle .I{ donc p coïncicle avec la mesure de Dirac ô*

au point g. En conséquence, la suite (pt) admet un unique point adhêrent dç, et donc

liml--y6 pr(W) = 1 pour tout voisinage W contenant g. Comme le support de pll est

contenu dans ex1i, on a

\ i t+plW l^texK) -  1

comme annoncé. tr

Preuue du théorème 2.8. Pour un groupe localement compact G, on note .86(G) I'en-

semble des fonctions sur G continues de type positif g telles que 9(e) ( 1, E(G) I'en-

semble des états i.e. des fonctions continues de type positif sur G telles que ?\e) : I et

P(G) : ex(As(G))\{0} I'ensemble des états purs de G. On a

P(c) c E(G) c Eo(G) c L-(G).

Soit ù un voisinage de 16 danr ô. On note V le voisinage de la fonction 1 dans

P(G) qui est I'image inverse de ù par I'application

0:P(G) '+G

qui associe à un état pur la représentation irréductible correspondante. On note W le

voisinage de la fonction 1 dans Eo(G) tel que V = W n P(G).

Soit b un l-cocycle continu et non trivial pour la représentation n. La fonction {

dêfinie par

,bb): - l la(g)l l '

pour tout g € G,est rêelle, conditionnellement de type positif, normalisée (i.e. r/,@) = 0)

et symétr ique ( i .e.  ,hG) = thb-t)) .
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Pour tout f ) 0 et g € G,on pose çt(S) = et'bls) -Les fonctions 91 définies comme

cela sont de type positif (Thêorème de Schoenberg). De plus,

a t - L
,pt 

;31 
et - 

, ;] 
ti)

uniformément sur les compacts de G.

Comme EoG) est convexe et compact pour la topologie faible dans L*(G), il existe

pour tout f ) 0 une mesure de probabilité p; sur Eo(G), dont le support est concentré

sur P(G) et telle que

f i =  [  n d ' p t h )
J P(GI

au sens faible o(L* ,L1) i.e.

|  - .  f \  -  [  u t , i ldp , (n)\ Y t ) r t -  J p r c l

pour tout f  eLr(G) (voir  [18],  S 13.6.8).

On pose

^w-J  f  ,  , . ,f i '  :  
l r ,w JwndLtt\ry)

au sens o(L- ,L1) ,  et

( =-_,.- t n dpt(rù si 1-ra(W) I r;
T! : l ,  

_ ,r(*) /ro(c)\w
[  0 sinon.

Grâce au lemme qui précède, on a

pr (W) :  p t (W nex .Es(G))  
; ;  

t .

Comme /rw e Eo(G) et que Eo(G) est compact pour la topologie o(L-,Lt), il

existe (quitte à passer à une sous-suite) un élément 9o € Eo(G) tel que

l!g57,w = vo

pour la topologie faible o(L-, Li ).

On en déduit:

(1 )  po  #  1 .

Sinon, la mesure de probabilité o qui donne une décomposition de Choquet de 96

serait la mesure de Dirac en 1 et vêrifierait

o: lït =+@ luot^*dr''
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Par conséquent,

L :o (W\ :  n * ( .  
1  f  \ '

t- io \r - tr1;W)./u0,",t ,  
dPt)(W)

:  11*  / -1  t  tu , ) {W):  o ,
, -+o  \1  -  pAw) . / ,u 'o ( " , \ r ,n  *L r r  1 t '  '  t  

v '

ce qui est absurde.

(2 )

comme çY .t la fonction constante I appartiennent à E(G) et que sur,E(G) les

topologies +-faible et de la convergence uniforme sur les compacts coïncident ([18],

$ 13.5.2), il suffit de montrer q"" 
l* çY = 1 pour la topologie o(L-,L1).

so i t  /  €  L l (G) ,

\ç,, il = 
| uor.rr*h, il rtp,(,tl + l*h, il 

dp,(ù'

Grâce au lemme, d'une part

pr(w) 
, j  

t  et p1(.86(G)\W) 
;;0,

et d'autre part

|5(r,' /) 
= (1' /)'

D'où

|g(rY, /) : fg3 ,-_fu ((r,' /) - Iu,,,,r*h.il ap,h))
, .  I= lm;fut:l ' 'r): (1'/)'

(3) Si on pose \1= p{W) alors il existe to ) 0 tel que (?),,r,ro est borné'

Pour tout t ) 0, on a

et - t  _ ( t - ) , t ) l tw  + ) , t çY  -L

t t

_ eY -  L* ( t  -  Àr)@w - (r  -  À')prw
t t

=çY 
- t  

*  ( l -À r \  / - -w  .w \
t ' (ï') 17"' 

- vi') (*)

Supposons par I'absurd" o"" (T&)rorrro n'est pas bornê. Alors, quitte à extraire

une suite que l'on indice toujours pm t, on peut supposer q"" (=Àt) ;l 
+-'

Choisissons alors un voisinage ouvert U dans G tel que

R"(po(g) -1 )  <  0  pour  to t ts€-  U
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(c'est possible grâce à (1)), et une fonction / € Ll(G), non nulle, positive et telle

que supp I çU. D'une part, l 'équation (*) donne

(o"(z/) .r, :,."(tI=) ,r, *(?) 1n"(r,w -v,-*), i l

D'autre part,

15(R" (ç), n :(R"(. l) , /) ,

et
/,." ' ld - t \

(R" { -  l , / )  .0 .
\ ' /

Donc. si lim f=à.) = *oo alors
i - ' o \  |  /

lira(Re f +) ..f) : +oo,
r--ro' \ f / "

ce qui contredit

l in1(Re (f+r) ,"f) : (R"({),/).
r - + o '  \  f  /  

- '

On peut donc supposer, quitte à passer à une sous-suite, que

n*(1 ,À ' ) :À ,
r - + o \  t  /

avec À ) 0 car À1 = p1(W) < 1.

(4) Les fonctions de type positif gl appartiennent à I'adhêrence pour la topologie

uniforme sur les compacts de I'enveloppe convexe de W n P(G)'

En effet, pour tout t ) 0, la fonction çl s'êcrit, par définition7 comme une

limite pour la topologie o(L-,Ll) de combinaisons linéaires convexes d'éléments

de W n F(O, où p(G) dêsigne I'adhêrence de P(G) pour la topologie *-faible.

Comme W n-P(G) çW nP@ et que sur E(G) les topologies uniformes sur les

compacts et o(L-,Ll) coincident, la fonction g! s'êcrit aussi comrr,e une limite

pour la topologie uniforme sur les compacts de combinaisons linéaires convexes

d'éléments de WnP(G).

(5) Soit (?14,,n,t,,b,7,) le triple GNS associé à la fonction conditionnellement de type

positif {.t où nr1, est une représentation orthogonale de G dans I'espace de Hilbert

(rêel) ?tE et b4, est un l-cocycle à coefficients dans ?lç tel que b.p(G) soit total

dans ?l'1' et 

,h(s) :-|ila*tn)ll' pour rout s e G.
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Remarquons que ril, est une sous-représentation de zrOn. Ceci sera utilisé en (8).

Pour rappel, si V dêsigne I'espace vectoriel des fonctions f : G r-+ C de support fini

et telles gue D"ec 1@) = 0 alors')1,p est I'espace de }lilbert obtenu en séparant

et complêtant V pour la forme bilinéaire

U,hj : L, 1@h6,!(y-1*).
n,Y€G

Soit g € G, on note ptn - 6s 6" = b,l,k) €.71ç. On a

\nç@)us, uù : Qr,p(r)b,1'@),b4,G))
= (b4,@s) -  b+(*) ,bûk))

: (6,s - 6r,6s - 6")

= 16s- r rs  -  6s - r r r6" )  -  (6 rs  -  6 r ,6 . )
,  ,  - l  ,  ,  ,  - 1: , lrk-'*g) - ,1,(g-'r) - rb@ù + ,l;(r)

: 
|g (r,(o-' xd - çt(g-rr) - pt(rù + p,("))

uniformément pour r parcourant un ensemble compact de G. En utilisant l'égalité

(+) de (3), on trouve

( r .
(n*(*\trn, ps) : l53 t; lvY {s-'*ù - çY (s-' *) - pY @ù + e}v(")]

. (?) l(a* a-rù -T,w (s-',) - /,* @s) + ww @))

- (vY ln-'*s) - pY tu-'ù - vY @ol + rl"t'l) I )' ) )

uniformément pour fr parcourant un ensemble compact de G.

Si / est une fonction de type positif sur G, on note (')16,r6t€O) l" triple GNS

associé à / où a"4 est une représentation unitaire d'espace de Hilbert 716 et {4 est

un vecteur totalisateur pour 7Id tel que ëG): ("0@)€O,tù.

Pour tout f ) 0, on note ('\Lt,nt,ft) (resp. (it,fl,€r)) t" triple GNS associé à la

fonction de tlpe positif 9]v (t"rp. Trw). Soient

1
nst : 

fr6r(g)€, 
- €,), aï : rr(s)et - et et 0n, = nr(s)4, - Ër,

alors

(nçOus, us) : l Ï t  {b,(.\nn,,nfl
/ L - ). \+) (6,.;,oI,of) - (,,,(.) Pl,BlD) ,-.,

pour la topologie o(L*, Ll).
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(6) Soit ('11o,n0,€o) le triple GNS associé à la fonction de type positif rp6.

Comme

Po = lTt T,w = l5t(n,(.)ô,, g,)

pour la topologie o(L-,L1),  s i  on pose a3: 
"o(SXs 

- (s,  on a

(,r0 (.)o3, "3\ = lry\"r(.)4,.1)

pour la topologie o(L*, L1).

D'après (2), on a aussi,

I !#o,* :  
l iq(r t ( . )€t ,€r)  = 1

pour la topologie o(L*,Lr), et donc

li"Ib^.)Pl,{3n) : O

pour la topologie o(L-,  L1).

Pour tout g e G, on peut passer à la limite (pour une suite extraite) dans (**) et

supposer que

l'+ft'Onï 'nn')

existe pour latopologie o(L*,Ll). On note cette limite gs et on obtient

(n,t,Opn, psl : ps + ̂ (zr6(r)ofl, ofl) (* * *)

(7) II existe S e G tel que çs # 0.

Supposons le contraire, alors d'une part

ll(",t,@)trn,ps)ll* : sug i(",i,(r) pg, ttùl

= (nvk)pn, psl : -zrh@) = zllb(s)112,

et d'autre part,

l l i1",P@)ttn,l 's)l l* : À(r'6(e)afl,ofl)

= lill'll";€o''o(s)€o 
- €o)

pour tout g e G. Comme tp6 est une fonction de type positif, elle est bornêe et

l'êgalité llA(g)ll ' : À(1 - R"po(g)) implique que 6 est un cocycle borné sur G,

donc un cocycle trivial.
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Choisissons g € G tel que es #0 et notons (K,p,t) le triple GNS associê à 90.

Grâce à l'égalité (***), la représentation p est équivalente à une sorrs-représenta-

tion de n,7,. Comme ô est un cocycle pour la représentation n et que É : -libll2,

la représe.ntation rE est elle-même êquivale.nte à une sous-représentation de n @1

où n désigne la représentation conjuguée de a' (voir [16], remarque V.3). Il en

résulte que p possède une sous-représentation o qui est équivalente à une sous-

représentation de zr.

Les fonctions de types positifs l"rOnnr,rTf ) sont uniformément bornées pout f ) 0

i.e. sup16p+ ll("r(.)qnr,ryï)ll* est fini.

En effet, écrivons (x*) au point r : e,

33

(8)

(e)

llbvll' = (ni,k)ttn, ps)

: ls {b'k)nn"nn') + (?) (krtk).. l . . 'st l  - Qr1@)of . pî))\

Puisque

("nr," l)  -  Wr, l3i)

e[ que
/ l - \ t \  r  w , . t  l -
(ï) ,  lv i 'b) l  et f*wtr l l

sont uniformément bornés en f , on a le résultat annoncé.

(10) Comme

pe : l iru(n r(.)nnr,ryf)

pour la topologie o(L-, Lr), la fonction de type positif ge est limite pour la

topologie x-faible de fonctions de type positif uniformêment bornées (d'après (9))

associées aux reprêsentations rc1. Grâce à ([19], lemma 1.5), il existe une suite d;

de fonctions de type positif associées aux représentations n; ùelle que

vn : l*0,

uniformément sur les compacts de G.

D'autre pa,rt, n1 est la représentation GNS associée à la fonction de type positif

plv qui, d'après (4), est limite uniforme sur les compacts de combinaisons linéaires

convexes d'éléments de W n P(G). Donc, les fonctions de type positif associêes

à a'1 sont limites uniformes sur les compacts de combinaisons linêaires d'êléments

deW n P(G). Finalement, ge elle-même est limite uniforme sur les compacts de

combinaisons linéaires d'êlêments de V : W n P(G).

= , (t  - Èe(fr1@){1,C1) - 2(r - Re(zr1(s)€,, (,))

: zn" (vY b) - w* {ù) ,
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Comme p est la représentation GNS associée à gs ,le support topologique de p

est contenu dans Û, I'adhérence pour la topologie de Fell du voisinag" Û. Errfio,

la reprêsentation o qui apparaît en (8) est une sous-représentation de p et donc,

suppo ç f.

(11) Comme la représentation o est êquivalente à une sous-représentation de zr et

que fl' est une représentation factorielle de G, o et zr sont quasiêquivalentes (voir

[18], proposition 5.3.5) et suppo : supp r. La conclusion de (10) implique que

supp n' C V.

Ce raisonnement est valable pour tout voisinage Û de 16, donc

supp 7r Ç Cor(G).

2.3.3 Résultats dtannulation

Le lemme suivant, qui sera fréquemment utilisé par la suite, est dû à Guichardet

l2al.Lapreuve que nous en donnons est plus <<gêometrique) que la preuve originale de

Guichardet.

Lemme 2.IO Soit -f;f un sous-groupe distinguê de G et T une représentation unitaire

de G telle que Ia restriction zrlls de z' â N ne possêde pas de vecteurs invariants non

nuls. Si b e Zr(G,r) esf tel que blr,' e B1(l/,zrl1r) alors b eBl(G,,r).

Preuue. Nous avons vu qu'à la représentation n' et au cocycle b correspondent une

action par isométries affines que nous notons o. Comme bily e Bi(lf,tl lr), I 'action o

possède (au moins) un point fixe par N, nous allons montrer que ce point est unique et

fixé par le groupe G tout entier.

Notons ?l I'espace de n et 7#@\ le sous-espace affine des points fixes pour *(N).

Soii {, n e?lo(N), pour tout n € .lÙ, on a

"("X( 
- q) : "("X 

- o(")rt = e - n.

Donc { - 17 est un vecteur N-invariant pour î et { - ry.

Le sous-espace affine 'Ho(N\ est donc réduit à un point. Comme N est normal dans

G,'Ho(N) est stable par o(G) et I'unique point de ?{o(N) est donc un point fixe par G

pour I'action c. tr

Corollaire z.LL Si n = !G.@er2 ori nz e €z et 12 ne contient pas de vecteurs invatiants,

alors

Ht (Gt  x  G2; lç r8  n2)  :  Hr  (G2; r .2 ) '

34
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Preuae. La restriction à G2 des cocycles à coefficients dans lcr S t z dêfinit une appli-

cation surjective de Zr(Gy x G2;Lçr 8 n2) dans Zt(Gr;n2) qui transforme les cobords

en cobords. En effet, si ôz € Zt(:Gr;n2) alors b2 = blç, où b € Zt(Gt x Gzilc, I zt'z)

est défini par b(g1,92) = bz(Sz) pour tout 9t e G1 et 92 € Gz. Gràce au lemme 2.10,

I'application correspondante de Hl(G1 xG2;lçr 8a'2) dans Ht(Gr;n2) est injective. û

Les paires de Gelfand

Dans cette section, nous sommes amenés à considêrer des groupes G vérifiant I'hy-

pothèse

(Gel) G est localement compact, séparable, unimodulaire et possède un sous-groupe

compact Ii tel que I'algèbre de convolution L1(K\G/1i) des fonctions intégrables

sur G et bi-1(-invariantes est commutative. On dit alors que (G, K) est rne paire

de Gelfand,.

Des exemples de groupes vérifiant ces hypothèses sont les groupes de Lie semi-

simples connexes de centre fini pour lesquels le sous-groupe .If est un sous-groupe com-

pact ma":rimal et les groupes d'automorphismes d'arbres pour lesquels le sous-groupe K

est le fixateur d'un sommet de I'arbre (voir [22] Chapter tt).

Définition 14 Pour une paire de Gelfand (G,K), une représentation r de G est dite

de classe I si Ia restriction zr'17ç de r à K possède des vecteurs invariants non nuls. On

note ô6 le sous-ensemble de ô constitué des reprêsentations irréductibles de classe I.

Remarque a Si Gx désigne I'ensemble d.es représentations unitaires de G qui sont de

classe I, alors ô7;, qui est appelê le dual sphérique de G, est un voisinage ouvert de

16 dans ê. B" effet, soit ?ii une suite (généralisée) de représentations irréductibles de

G telle que limzri = IG, alors lim(";lr) : lK et, comme le groupe compact 1{ a la

propriété (T), les restrictions de n'; à K contiennent 16 i.e. les représentations n1 sont

de classe I.

La proposition suivante est due à Delorme [16], nous en reproduisons la preuve.

Proposition2.L2 Soit G un gïoupe vêrifiant l'hypothèse (GeI). Si n est une rcptê-

sentation unitaire irréductible de G non-triviale et de classe I, a)ors tout 7-cocycle de

G à coefficient dans r est un cobord i.e. Hr (G;n) = 0.

Rernarque 5 Ce résultat peut aussi se déduire du thêorème 2.8. En effet, suppo-

sons qu'il existe une reprêsentation unitaire irréductible et de classe I possédant une

1-cohomologie non nulle. Le théorème de Vershik et Karpushev implique u,lors qrr" ô7ç

(qui est ouvert aans ô) n'est pas de Hausdorff. Or, I'ensemble ô6 s'identifie topolo-

giquement au spectre de I'algèbre de Banach commutative LI(I{\GlK) ([16], $ V.B).
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Comme le spectre d'une algèbre de Banach commutative est de Hausdorff, ceci mène à

une contradiction.

Preuue de Ia proposition 2.12. On note 'lLK le sous-espace de ?l formé des vecteurs

invariants par .I{. Comme a- est irréductible et de classe I, HK est de dimension un.

On note Px = Ix"@)dk le projecteur orthogonal sur '11K oit dk dêsigne la mesure de

Haar sur .I{ normalisêe pour que le volume de K soit un.

Pour une fonction / continue et à support compact sur G, on note

rU) = 
J"f tù"{n) an.

Si / appartient à I'algèbre (commutative pour la convolution) C"(/f\G/K) des fonctions

continues sur G, à support compact et bi-K-invariantes alors

" f f )  
, ' l 1 r+  HK i .e .  

"U) :  
Px"U) .

Soit b un cocycle de G à coefficient dans n. La restriction ôlr< de b à .I{ est un

cocycle du groupe compact .Ii. C'est donc un cobord pour /( et il existe un vecteur (

dans I 'espace?7 de a' tel  que b(k):  d{(k) :  
"(k)t-  {  pour tout À, €. I f .  En remplacant

b par b - ô{ on peut supposer que ô est nul sur 1{.

Soit ,
B:  C"( / { \G lK) ,+71: f  +B(1)= I  Tb)o@ag.

J G

Pour tout f ,h e C"(K\G I K), on a alors

1 f
PxB(l) :  I  "&) |  f(s)b(s)dsdk

J K  J G

r Î= | I TG)"&)b(s) ds dk
J K  J G
r 1: 

J ̂  J" f b)b(ks) ds dk

et

P6B(f *h) = ,* 
Iof 

xhj)b(s)ds

: p* [ [ yplnp-Ls)b(s)d,rds
J G  J G

= r* I" l;Ootnlb(æs)tud,s
= P* [  h@) [  f@)b(r )drds

J G  J G

+px I f @)r(r) [ n1n1uy,1 as a*
JG JG

= p* [  h(ùB(i ld.g*px I  yp1n1"1B(h)dr
JG JG

= t I n4l ds) PKBç) + PKr(f)B(h)..Jc
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Si {r €'}4K est tel que ll{rll :1 alors Px(rt) = (tl,4r)€r. On a alors

P11 (tr (f ) B (h)) : xU ) PK B (h)

où x(/) = ("(/)€r,{7..).  Donc,

PxB(T * h): I(h)PKB(T) + x6)PKB(h)

où1(h)  = Ich(g)dg.  Comrne f  "h-  
h*  f  ,on aégalement

PçB(T * h) - I( l)PKB(h) + y(n)e6a171.

De plus, la représentation lr n'est pas triviale, donc il existe au moins une fonction

/ e C"(I{\G/I() telle que r(/)(6 * tx i.". x0 + 1(/). Pour cette fonction /, on a

PKB(n): lf i l 
- 

l l?l PxB(f )
I  ( / , 1  -  Y ( " r /

pour tout h e C.(Ii\G I Ii).

On pose ,t :  QU) - X(/))-1 PxBff) et bt :  b* 617 e Z1(G;n.). Comme n e '14K 
,b'

est nul sur 1{. Comme ci-dessus, on définit

B' : C"(1{\ GI Ii) -+'H : f -+ B' (il : 
lrld)u' 

(s) ds.

On a alors

P6B'(h) : P^B(h) + e* ( lrnoctùn - ùds)
= (1(h) - x(nDq + P1ç (n(h)n - r(h)q))
:  ( /(h) -  x(n))n + (x(r,)  -  I(h))r1: s.

Pour h €.C.(G\, on note KhK lafonction bi-.If-invariante définie par

K t K ( n \ =  [  [  n ( * n t ' ) d k d k t .
Jx Jx

Comme b'(gk) =U'(s) etbt(kg):r(k)b'(g) pour tout g e G et k €.I i ,  on a

PKB'(n) : t I n61"1r'7b' (s)d,s d,k
J K  J G

: t I nçnp'çr,4 ds dk
J x J c
f f: 

J. J"h(k-ts)b'(s)dsdk
= 

L I. l*nç*n1u'1sk'-L) d,k dk' ds

= t t In1*nr*'yt'(s)dkdk'dsJc Jx Jx
:  P y B ' ( K h K l :  g
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pour tout h e C.(G). Comme

-0

pour tout h e C"(G), on a Pybt :0 'i.e.l ' image de b/ est orthogonale à'l7K .

Le sous-espace fermê W de?1 engendré par I'image de ôt est donc propre et invariant

par 7r. L'irréductibilitê de n implique que W: {0}.En particuliet,b'= 0 et b = -6n

est un cobord, ce qui termine la dêmonstration E

Lorsque G est un produit non trivial de groupes vérifiant I'hypothèse (Gel), les re-

présentations de G qui admettent une l-cohomologie non triviale sont très particulières.

En effet, dans cette situation, pour que la cohomologie d'une représentation a' soit non

triviale, il faut nécessairement que n factorise par un des facteurs du groupe G. Plus

précisément. on a Ia

Proposition 2.13 (Delorme) Pour i = I et 2, soit (G;,1{;) une paite de Gelfand.

Soit r une rcprésentation unitaire irréductible du prodqit direct Gr x Gz qui s'êcrit

1T : ,trr@ 12 (produit tensoriel des représentations) avec lri € G; pour i = Lr2.

Si n1 et 7r2 ne sont pas triviales alors

H t ( G t  x  G 2 ; r 1 8  z r 2 )  :  g '

Preuue. On distingue deux cas

ler cas: La représentation n1 est de classe I.

Grâce à la proposit ion 2.12, on a Hl(G1;ni)  = 0 i .e.Hr(Gt;  (7r1 I  nz) lc ' )  = 0'

comme G1 est un sous groupe distingué de Gr x Gz et Que 7r1 et donc a'1 @

z-2 n'admet pas de vecteur invariant par G1, le lemme 2.10 implique le résultat

annoncé.

2e cas: La représentation zr1 n'est pas de classe I i.e.la représentation er1 16, ne contient

pas la représentation triviale 16, de -I{1.

Dans ce cas, d'une part la représentation (n1 I ?r2) lft.1 ne contient pas 16, , et

d'autre part, le groupe compact .I{1 possède la propriété (T) et donc

U l ( f 1 ;  ( q 8 n z ) l n , )  =  0 .

Le lemme 2.10 donne alors

Ht ( f t  x  G2;  ( t r l  B  rz ) l r rxc , )  =  g .

si b € zt(Gr. x G2jr1& rz), alors blrrxc2 est un cobord et en particulier blc,

est un cobord. Comme nz - (nt&nZ)l', ne contient pas 16r, on termine en

appliqua,nt à nouveau le lemme 2.10. n
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Remarque 6 Lorsque, par exempll, 7r1 = 16, et T2 est non triviale, le corollaire 2.lI

donne alors

Ht (Gt  x  G2; lç ,  &  r2 )  =Hr (G2; r2) .

Les groupes de Lie réels simples

Soit G un groupe de Lie réel simple connexe. Si G est de rang dêployé supérieur à

2 alors il a la propriété (T) (voir [15], chapitre 2). C'est également le cas si G admet

sp(n,l) comme algèbre de Lie ou si G est le groupe exceptionnel Fa1-26; (voir [15],
chapitre 9). Dans cette situation, on a vu que toute représentation unitaire de G admet

une l-cohomologie triviale (Théorème 2.7). Pour les autres cas, Delorme [16] obtient le

Théorème 2.14 (Delorme)

Si G un g;oupe de Lie rêel simple connexe d'algèbre de Lie

(i) so(2,1) - su(1,I) ou su(n,l), n ) 2, iI existe exactement deux reprêsent'ations

unitaires irréductibles, conjuguées ,l'une de l'autre, ayant une l-cohomologie non

tfiviale.

(ii) so(nrI), n 2 3, iI eiste exactement une représentation unitaire itrêductible,

ayant une 7-cohontologie non triviale.

De plus, Ia dimension du Hl de ces représentations est égale à un.

Le groupe dtautomorphismes dtun arbre

Lorsque G: Aû(Tq), le groupe d'automorphismes de I'arbre homogène de degré g,

à I'aide de la classification de Ol'shanskii des représentations unitaires irréductibles de

Aut(7o) [38], on obtient un résultat similaire.

Théorème 2.15

ll existe exactement une représentation unitaire inêductible de G: Aut(ft) ayant une

7-cohomologie non triviale. C'est une reprêsentation spêciaLe pour la classifrcation de

Ol'shanski, appelée repftsentation de Steinbery et notêe St.

De plus, dim Hl(Aut Tq; St) = l.

Ce rêsultat est bien connu des experts, O. Amann en donne une preuve limpide qui

utilise des formules de multiplicités pour la décomposition de L2(GlT) pour différents

rêseaux I dans le groupe G = Aû(Tq) ([1], Proposition 5.0.4).

Comme I'espace homogène associê à un groupe algébrique p-adique de rang un est

un arbre (semi-)homogène, le thêorème 2.15 s'applique aussi dans cette situation.
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2.3.4 Cohomologie des représentations de dimension finie

Le théorème qui suit apparait dans [34] pour le cas des produits de groupes simples.

La preuve plus êlémentaire donnêe ici est celle de [6]. Elle utilise les théorèmes 2.8 et

1 . 1 .

Théorème 2.16

Soient G un groupe localement compact et N un sous-groupe de G fermê, distinguê

et possêdant Ia propriété (T) de Kazhdan. Soit H un sous-g,roupe fermé de G qui se

projette de façon dense dans GIN et tel que Ie quotient Gf H admette une mesure

G-invafiante frnie (comme pour le Théorème 1.1). Supposons de plus que Ie quotient

GIN est minimalement presque périodique. Alors, pour toute reprêsentation unitaire

de dintension frnie r de H, nous avons

H r ( f 1 , r )  : 0 .

Preuue. La représentation de dimension finie zl se décompose en une somme finie

.  l r : ino
i='1,

de sous-représentations irréductibles zr;. Dans cette situation,

Ht(fr ,n) :  GI=r Hl( f I ,  n;  ) ,

et nous pouvons supposer que 7r est irréductible.

Traitons d'abord le cas où n'est la représentation triviale 1s. Dans ce casl Hl1H,n)

est Ie groupe des homomorphismes continus de .EI dans le groupe additif des nombres

complexes C. Soit lHrHl I'adhérence du groupe des commutateurs de H. Le théo-

rème 1.1 implique que le groupe dual du groupe abelien Hllil,fl] est discret, puisque

le caractère trivial est isolé. Donc, par dualité, Hl[H,fI] esi compact. Ceci implique

H1(H,1n)  =  0 .

A présent, considérons une représentation r * In et, raisonnant par I'absurde,

supposons que

Hl(rr, r) + o.

Grâce au théorème 2.8 de Vershik et Karpushev il existe une suite généralisêe zr,, dans

Ê t"ll" qrr"

l r n - + T  e t  n n ) t 7 1 .

Grâce au théorème 1.1, on peut supposer que nn = (ono p)ln pour des représentations

irréductibles o" of. Gf N.

Soit n la représentation conjuguêe de zr. Par continuité du produit tensoriel (voir

[21], Theorem 1),

T n & n + ? T 8 7 f .

40



CHAPITRE 2. COHOMOLOGIE

Donc, par continuité de I'induction

(o, o p) 8Indfl n :Indfr(tr, I 7r') -+ tndf,(zr O r').

En restreignant à N, cela implique que (Indfi n)17,s contient faiblement la représentation

Indfi(r s -)1,''r.
Puisque zr est de dimension finie, il est bien connu que r @ - possède un vecteur

invariant. Dès lors, comme H est de covolume fini, (Indf,n)l1y contient faiblement 11g.

Nous en concluons que Indfi zr possède des vecteurs N-invariants. Mais alors, le lemme

1.9 implique que zr se factorise en une représentation o de Gf N, et donc, n' : (o o p)ln .

Comme G/N est minimalement presque périodique, cela donne o : lclN et donc

r : LH, une contradiction.
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Chapitre 3

Rigidité

3.1 Rigidité locale

On verra dans cette section pourquoi la cohomologie triviale est liêe à I'absence de

déformation.

3.1.1 Point fixe

Soient G un groupe localement compact et M une variêtê (de dimension finie) de

classe Cl. Onnote Diffl(M)le groupe des difféomorphismes de classe Cl de M.Pour

ô eDifrr(U), et r e M,oI.note d'S la diffêrentielle de @ au point r et d$ I'homéo-

morphisme du fibré tangent ?jlf définit par

d$:TM Y+ TM : {  eT,M ,+ d,Ôt e T61,yM.

On munit Ditr1(M) de Ia topologie de la convergence uniforme sur les compacts des

homéomorphismes deTM correspondants. Plus précisement, soient (U,ç) une carte de

M centrêe en tr =,,r-1(0), un compact /i C u de M et e un réel positif. On définit

Al ((U,g),K,e) comme I'ensemble des fonctions f e Cr(M,M) telles que

(i) /(I{) c u,

(ii) sup lle. f @) - ç(a)ll < e,
v€K

i l â  l l
( i i i )  sup  l l i - ( e '  "  1 "ç - ' ) l r t u \  -6 ; j l l  <  e  pou r  t ou t  i ,  i : L , . . . . n .

y€K l lo r r  l l

Les intersections finies de ces ensembles Il ((Urg),,Kre) forment un système fonda-

mental de voisinages de I'application identique ld,y dans C|(M,M). C'est la topologie

induite par cette dernière qu'on considère sur le groupe Ditrr(M).

Définition 15 Une action d,e classe Cr de G sur M est un morphisme continu

a: G +> Ditr l(M).
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L'ensemble A(GrM) des actions de G sur M esl alors muni de la topologie compacte-

ouverte. Pour une action a, on considère un compact 1( de G et un ouvertt'l de Ditrl(M)

tels que o(K) C C/. Soit

Af  (K ,U;o)  =  {0  e  A(G,M)  |  p (K)  cu} .

Ces ensembles A[(K,U;o) définissent une base de voisinages de a dans A(G,M).

Définition 16 Une d,éformation locale d'we action c est la donnêe, pour un e ) 0,

d'un chemin continu

( - e , * e )  F + A ( G , M ) : t é a 1

te l  que eo :  e .

Définition 17 On appelle point f,re pour I'action o de G sur M un point p € M tel

que a(g)p - p pour tout g € G. Un point fixe p est dit stable (ou persistant ) si, pour

tout voisinagel,l dep, il existe un voisinage,A/ de o tel que toute action Ê e Af possède

un point fixe dans ll. En particulier, si une action a possède un point fixe persistant

alors, pour e suffisamment petit, une dêformation locale de I'action a possède également

un point fixe.

Si I'action o possède un point fixe p, Ia différentielle doa de I'action o au point p

définit une représentation linêaire (mais non nêcessairement unitaire) du groupe G sur

I'espace tangent ToM:

doa :  G è TeM - lR'  :  g + (dra(g)).

Pour une représentation linéaire a' du groupe G sur un espace vectoriel de dimension

finie.E i.e. rn morphisme continu n: G r+ GL(E), on définit I 'ensemble des cocycles

Zt(G;a) et I'ensemble des cobords Bt(C;zr) comme clans le cas des représentations

unitaires. De la même manière, on écrit Ht(G; n) = Zr(G;n)lZr(G;n) pour le premier

espace de cohomologie de G à valeurs dans ,8.

Le théorème ci-dessous, dû a Stowe [49], donne un lien entre I'annulation de la

l-cohomologie et la persistance de point fixe.

Théorème 3.1 (Stowe)

Soit G un groupe localement compact. On suppose que G est ou bien un groupe discret

de type fini ou bien un groupe de Lie connexe. Soit o une action de G sur une vafiêté

M possêdant un point fr*" p.

Si Hl(G; d,oa) = 0 alors Ie point p est persistant.
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3.L.2 Rigidité de'Weil

Soient G un groupe localement compact et -Ff un groupe de Lie connexe. On munit

I'ensemble Hom(G,I{) des morphismes continus de G dans fl de la topologie compacte-

ouverte.

Définition 18 Le groupe I/ agit sur Hom(G,fI) par conjugaison i.e. pour n dans

Hom(G,.[r') et h e H on définit zr'À e Hom(G,If) par rh(g) : h.n(g).h-|.

Le morphisme n' est dit localement rigide si I'orbite nH d" ?i- sous I'action de 1{ est

ouverte.

Définition 19 Une déforrnationlocale de z-dans Hom(G,fI) est la donnée, pour e ) 0,

d'un chemin continu

(-e, *e) r+ Hom(G. III) : t r+ n1

tel que iTo = T.

Pour un chemin continu (-e, *e) è H : t r+ h; et un homomorphisme zr €

Hom(G, M), on cléfinit une déformation local? Tr - a-à, de 7î pat conjugaison i.e.

r t(g) = fu.r(g).htr  pour tout g € G.

Pour un morphisme localement rigide zr, toute déformation ry de n est, pour e

suffisamment petit, une déformation par conjugaison.

Le lien avec la persistance d'un point fixe est le suivant: soit o un morphisme dans

un voisinage de n € Hom(G,I{) alors

o appartient à I'orbite nH d. n

++ il existe un élément h e H tel que o(g) = h.n(g).h-r pour tout s € G

< +  i l e x i s t e u n é l é m e n t  h e H  t e l q u e  h = o ( g ) - r . h . " ( S )  p o u r t o u t  S € G

<+ il existe un élément h de H qui est un point fixe pour I'action a de G sur la

variété .[/ définie par o(s) : H *> H : h + o(g-r).h.T(g) .

En terme de déformation locale, ceci exprime le fait que r, est une déformation par

conjugaison du morphisme er si et seulement si, pour tout t € (-t, *e), l'élêment fu de H

est un point fixe pour I'action o1 de G définie par o1(g) : H + H:h+> r{g)-r.h.n(g)

L'action o1 décrite ci-dessus est une déformation locale de I'action os donnée par

ûo(9) :  H + H: Iu r+ n'(g)- t  hn(g).

Pour tout r € H, on note Int(r) I'automorphisme de fI défini par Int(z) : H +

H : h t+ r-rhr.L'application Int est alors un morphisme différentiable de I/ dans

le groupe des automorphismes de H i.e. une action de classe C- du groupe -E[ sur

lui-même.

Cette action admet l'élément neutre e du groupe .I/ comme point fixe. On note

Ad(a) = d" Int(r) la différentielle de Int(r) au point e. L'application Ad est alors une
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reprêsentation linéaire (appelée représentation adjointe) de 11 sur T"H = ! I'espace

tangent à .E[ au point e.

L'action os définie ci-dessus n'est autre que Int on et admet donc l'élément neutre

e de H comme point fixe. Donc, avec les notations ci-dessus, on a

d"ac - Ad ozr'.

En appliquant le thêorème de Stowe, on obtient le théorème de rigiditê de Weil (voir,

par exemple,l+21, Theorem 6.7).

Théorème 3.2 (Weil)

Soit G un groupe discret de type frni et H un groupe de Lie. Si n € Hom(G, H) est un

morphisme tel que Ht(G; Ador) : {0} alors n est localement ilgide.

3.2 Représentations de dimension finie

Nous observons ici que des résultats de rigidité de \À/ang et Rapinchuk pour les re-

présentations de dimension finie s'étendent aux groupes que nous considérons.

Soit f un groupe discret de type fini.

On note Repr(f) I'ensemble des classes d'équivalence de représentations linéaires de

dimension n i.e.

ReP"( l)  :  Hom(f,  GL") lGL"

où GLn agit par conjugaison. Plus précisément, si p est une représentation de I de

dimension n (i.e. un élément de Hom(f, GL")) et g un élément de GLn,l'action de I

sur p est donnée par

ps(l) = Sph)S-r pour tout 7 € f.

On note Î,, I'enr"*ble des classes d'équivalence de reprêsentations unitaires de di-

mension n i. e.

1, = Ho*(|,U,)fU.

oi Un agit par conjugaison.

On note fD I'ensemble des classes d'êquivalence de représentations unitaires de

dimension finie. On a

FD = U,rexlrr'

Le résultat qui suit est connu pour les groupes de Kazhda.n (voir, par exemple [52]).

La preuve est directement inspirêe de celle de Wang.

Proposition 3.3 Si f est un groupe discret possêdant Ia propriêté Q, fD) @at

exemple, un groupe v&ifrant les hypothèses du corollaire 7.2) alors

(i) toute rcprêsentation unitaire de dimension finie est un point isolê dans FD ;
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(ii) pour toute dimension n € N, /'ensemble 1, est frni.

Preuue. Soit n une représentation unitaire de dimension finie de f. Supposons qu'on

puisse approcher 7T par une suite {p"} a" représentations unitaires de dimension finie

de f .

Par continuitê du produit tensoriel [21], on a alors

p " & 1 - + t î 8 7 1

où z'désigne Ia représentation conjuguêe de zr.

Comme a' est de dimension finie, zc I n possède un vecteur invariant non-trivial et

P " 8 n  J  1 r .

Comme lp est isolée dans fD, à partir d'un certain indice n, la représentation

pngrc contient la reprêsentation triviale 1r. Ceci implique que la représentation a'est

équivalente à p, et achève la preuve de (i).

Pour (ii), remarquons d'une part que, comme le groupe I est cliscret, son dual I est

quasicompact ([18], proposition 3.1.8). D'autre part, U1<;<,î; est fermé aans Î ([fa],

proposition 3.6.3) et nous venons de montrer que FD est discret. L'ensemble Ut<;<'Î;

est donc quasicompact et discret, donc fini.

La résultat suivant, que Rapinchuk a montrê pour les groupes de Kazhdan, èst une

conséquence du théorème 3.2 ([43], Theorem 1). Rapinchuk donne également une version

amêliorée de ce résultat pour les groupes qui possèdent une propriété (T) relative (voir

[43], proposition 1).

Théorème 3.4

Si Hl(l;n) : 0 pout toute rcprêsentation unitaire r de dimension frnie alors toute

reprêsentation unitaire de dimension fr.nie p : f r+ Un est localement figide i.e. pour

tout n, cltaque p €î, esf un point isolê dans Rep,(f).

Preuue. Soit p: I r+ [Jn:urire représenùation unitaire de dimension n. Grâce au théo-

rème de rigidité de Weil, il suffit de montrer que Hl(f; Ad op) = 6.

Comme p est unitaire, le groupe p(f) est contenu dans le groupe unitaire [/". Il est

donc relativement compact et I'espace gt"(C) de la reprêsentation Adop admet donc

un produit scalaire Adp(f)-invariant. En d'autres mots, la représentation Adop est

< unitarisable>.

Comme Ht (f ; r) = 0 pour toute représentation unitaire zr. de dimension finie, on a

le résultat annoncé. tr

Pour illustrer le fait qu'on ne peut pas êtendre ce résultat à toute les représentations

linéaires de dimension finie d'un groupe de Kazhda.n, Rapinchuk donne I'exemple d'une

déformation continue non triviale d'une représentation p : I r+ GL-(C) du groupe de

Kazhdan T:Z* x SL"(Z).
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3.3 Rigiditê infinitésimale

Soit M une variétê riemannienne compacte et f un groupe discret de type fini. On

nole mr la métrique riemannienne au point A e M el u la mesure associée. On considère

une action a de I sur M qui est

(i) différentiable i.e. a(7) est un difféomorphisme de classe C* sur M pour tout
' l , € f .

(ii) isométrique i.e. pour tout r € M, e eT*M et 7 € l, on a

mopy (da(1) * {da( t ) ,ù  :  - "  ( ( ,  € )

(iii) ergodique i.e. il n'existe pas de fonction l-invariante dans

^ ( / )L6(rI )  :  
t / .  

L ' (M) |  Jn, lo":oj

Si on note Vect(M) I'ensemble des champs de vecteurs de classe C- sur Jl.f, I'action

a de f sur ,M définit par différentiation une représentation unitaire de I sur l'espace

pré-hilbertien Vect (M).

Dans [34], Lubotzky et Zimmer introduisent la notion de rigidité infinitésimale.

Définition 2O L'action a de I sur M est i,nfinitésimalement rigide si et seulement si

Ht(t ;  Vect(M)) :  s

où f agit sur Vect(M) par Ia différentielle do de o.

Au regard de la section précédente, on peut interprêter cette définition de la manière

suivante. On regarde I'ensemble Ditr(M) des difféomorphismes de classe C* comme un

groupe de Lie de dimension infinie pour lequel I'espace tangent à l'élêment neutre (i.e.

I'algèbre de Lie) est

TidDrfr(M) - Vect(M).

Supposons qu'on puisse démontrer un énoncé analogue au résultat de Stowe-Weil

dans le cas de la dimension infinie, une action infinitêsimalement rigide serait alors aussi

localement rigide, ce qui peut justifier la dêfinition.

Dans [34], Lubotzky et Zimmer démontrent le

Théorème 3.5

Soit f un groupe discret de type frni agissa,nt sur une vafiêtê compacte M comme

ci-dessus. Supposons en outre que f vêrifre les hypothèses suivantes:

(i) f possêde Ia propriété (T,fD) et

(ii) Hl(f ; n) : 0 pour toute reprêsentation unitafue de dimension frnie r de | .
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alors l'action del sur M est infrnitésimalement figide i.e. H1(l; Vect(M)) :3.

Remarquons que les hypothèses (i) et (ii) du théorème sont vêrifiées pour les groupes

de Kazhdan et pour des groupes vérifiant les hypothèses des théorèmes 1.1 et 2.16.

3.4 Rigidité cohomologique

3.4.L Super-rigidité des représentations

Nous allons nous intéresser à présent aux phénomènes qui peuvent avoir lieu lorsque

le premier espace de cohomologie d'une représentation unitaire n'est pas trivial. Dans

ce cas, nous obtenons un rêsultat de rigidité du type <super-rigidité des représentations

unitaires>. Plus précisément, considérons un réseau cocompact et irréductible I dans

un produit Gyx G2 de groupes localement compacts Gt et Gz. Nous allons montrer que,

sous des hypothèses raisonnables concernanù Gr et G2, une représentation unitaire irré-

ductible de f qui possède une l-cohomologie non triviale s'étend en une représentation

du groupe ambiant ou contient faiblement lp.

Rappelons que) pour une représentation z- d'un groupe localement compact G d'es-

pace ?4, on note Zr(C;zr) (resp. Bt(G;a)) I'espace vectoriel des cocycles (resp. des

cobords) continus de G à coefficients dans ?1. Le premier espace de cohomologie de G

à coefficients dans z- est toujours noté Ht(G; n) = Z1(G;r)lB1(G;r)-

Comme au chapitre 2, on munit Zt(C;zr) de la topologie de la convergence uniforme

sur les sous-ensembles compacts de G. Guichardet a montré que, lorsque z- ne contient

pas de vecteurs invariants, Bt(C;zi) est fermé dans Z\(G;n-) si et seulement si zr ne

contient pas faiblement la représentation triviale 16 (voir Théorème 2.3).

Soit f un réseau irréductible dans le produit direct G1 x G2 de deux groupes loca-

lement compacts Gt et Gz.

si o; est une reprêsentation irrêductible de G,,la reprêsentation (o; op;)lr est irrê-

ductible et o; est déterminée (à équivalence unita.ire près) pa,r (o;opt)lt.Nous avons

montré (lemme 1.9) qu'une reprêsentation zr dans l est de laforme, disons, (or opr)lr

pour cr1 e G ri et seulement si I'induite Indfrt xcz n possède des vecteurs G2-invariants

non triviaux.

Dans cette situation, Hl(Gr;o1) s'identifie à un sous-espace de Hl(f;n).

Donc, il y a au moins deux possibilités pour qu'une reprêsentation zr de I ait un

premier groupe de cohomologie non trivial: d'abord lorsque zr contient faiblement mais

pas fortement 1r de sorte que 81(l; zr) n'est pas fermé dans 21(f ; n), et ensuite lorsque a

est de la forme (olop;)lr avec oi une représentation dans @ satisfaisant à Hl(G; ;oi) * 0.

Nous allons montrer que, pour zr irrêductible et sous des hypothèses naturelles, ce
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sont en fait les deux seules possibilités.

Plus précisement, pour f = 1 et 2, supposons que G; est un groupe localement com-

pact, séparable et unimodulaire possédant un sous-groupe compact ,I{; tel que I'algèbre

de convolution Lr(Ki\Gillii), des fonctions intégrables et.If;-biinvariantes sur G;, est

commutative (voir condition (Gel) page 35). Supposons de plus que, les groupes G;

sont de type I. Sous ces hypothèses, nous montrons le

Théorème 3.6

Soient Gy et G2 satisfaisant les hypothèses précêdentes ef I un réseau inéductible et

cocompact dans G1 x G2. Si zr est une représentation irréductible non triviale de I telle

que

H'(l ;  ")  + 0

alors (au moins) une des deux assertions suivanfes est vérifrée

(i) zr contient faiblement lp, Ia rcprésentation tfiviale de dimension un;

(ii) r se rcLève en une reprêsentation de G1 ou G2 avec une 7-cohomologie non nulle

i.e. pour i = ! ou 2, iI existe une représentation o; e €; fuIIe que Ht (Gu; oi) + 0

e t r : ( o , o p ; ) l r .

Remarque 7 Nous verrons en 3.4.3 comment, même si les hypothèses (Gel) et < de

type I> ne sont pas vérifiées, le théorème 3.6 est encore valable pour un réseau cocompact

f dans un produit Gt x Gz de deux groupes totalement discontinus et engendrés par

une part,ie compacte.

Remarque 8 En fait, lorsque le cas (ii) se produit, la preuve du théorème permet

de préciser le lien entre Ia cohomologie de la représentation r et de la représentation

<<relevée>> de zr'. Différents cas se prêsentent:

1. si Indfrer possède des vecteurs non nuls invariants par G2 rnais pas par G1 , alors

n : ( o r B l c r ) l r

pour une représentation o1 € ôr et

H t ( l ;  n )  -  H r ( G 1 ; o 1 ) ;

2. si Indf zr possède des vecteurs non nuls invariants par Gr mais pas par G2, alors

z r = ( l c r A o z ) l r

pour une reprêsentat ion o2 € Gz et

Ht ( t ;  r )  =Hr (G2;o2) ;
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3. si Indf n' possède des vecteurs non nuls invariants par G1 et des vecteurs non nuls

invariants par G2, alors

r  =  ( l c ,e  oz) l r  =  (o r  E  1cr ) l r

pour des représentations o1 € ôr et oz e Gz. De plus

Ut ( t ;n ' )  -  H1(Gr ;o r )  0  H l (G2;o2)  .

Remarque I On note À0 la restriction de la représentation quasi-régulière cle G au

sous-espace de L2(Gll) orthogonal aux fonctions constantes. Comme on le verra dans

la preuve, notre résultat pourrait être étendu au cas non uniforme si on peut prouver

une forme faible du lemme de Shapiro: Si f est un réseau faiblement cocompact dans

G : Gtx G2, c'est-à-dire si À0 ne contient pas faiblement 1ç, alors il existe une injection

Ht ( f ;z r )  r+  H l (G r  x  Gz j  Ind f ' *c '  n ) .

3.4.2 Preuve du théorème 3.6

On remarquera que les conditions (Gel) et < de type I ) pour les groupes G; sont

utilisêes uniquement dans la preuve du lemme qui suit et ne le sont plus dans la suiie de

la preuve du théorème. De plus, Y. Shalom donne une preuve de ce résultat qui n'utilise

pas la condition (Gel) [+8].

Lemme 3.7 Soit Gt et Gz satisfaisant les hypothèses prêcêdanbes et p une représenta-

tion unitaire que)conclue de G1 x G2. Si p ne possède pas de vecteur invariant non nul

ef Hl(G1 xG*à f  0 alorc,  pouri : l  ou2, lareprésentat ion plcn possèdeun vecteur

invariant non nul.

Preuue. Soit r@
P = 

J, PtdP(t)

une décomposition de p en intégrale directe de reprêsentations irréductibles de Gr x Gz.

Puisque un des G; est de type .I, pour tout t € ? nous pouvons êctite p1 : plt) e pt')

ori pjn) appartient a @ (voir [18], proposition 13.1.8).

Supposons par I'absurde que, pour tout t e T, Ht(Gt x Gzipt) :0' Alors, la

proposition 2.6 donne

z'  (G, x Gz; ù = gT(Gt x Gz; p).

Puisque LGtxGz n'est pas faiblement contenu dans p, on en déduit que Bl (G txGz; p)

est fermé et donc

Zt (G',  x Gz; p) :  81(Gr x Gz; p).

Ceci contredit le fait que H1(G1 x Gz; p) est non trivial.
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Donc, il existe un sous-ensemble 5 de 7 avec une mesure non nulle et tel que, pour

tout t € ,S nous avons Ht(Gt x Gzipr) # 0. Mais Delorme a montré qu'une repré-

sentation irrêductible de Gr X G2 avec un premier groupe de cohomologie non nul est

nécessairement triviale sur un des facteurs G1 ou G2 (Proposiiion 2.13). Ceci implique

que, pour i = 1 ou 2 il existe un sous-ensemble ̂9; de mesure non nulle tel que pour

t €. St la représentation p[i) est triviale. Donc, la représentation p possède des vecteurs

G;-invariants non nuls.

Remarque 10 Si un des facteurs possède la propriété (T) de l{azhdan, la preuve drt

lemme devient plus élémentaire. En effet, supposons que G2 est un groupe de Kazhdan.

Pour n'importe quelle représentation p de G1x G2, on a alors Ht(Gr; plcr) = 0. Grâce

au lenme 2.10, la seule possibilitê pour que Hl(G1 x Gz;ù I 0 est que plc2 possède

des vecteurs inariants non nuls.

Preuue d,u Théorèrne 3.6. Supposons que zi € | ne contient pas faiblement 11 et

admet un premier groupe de cohomologie non trivial. Le lemme de Shapiro (voir [41]

ou [+0]), nous donne

Ht(G, x G2; Indfr'*G' r) r: Hi(l; 
") + o.

Notons p Ia représentation induite Indfrr xcz a-, À Ia représentation quasirégulière de

G sur L2 (G ll) et À0 la restriction de ) à

LSGID =

Puisque I est compact, 16, xG, n'est pas faiblement contenue dans À0 (Proposition

4.8 du chapitre suivant). Comme 11 n'est pas faiblement contenue dans r, ceci implique

que 1ç, xc, n'est pas faiblement contenue dans p (Proposition 4.10 du chapitre suivant)'

Le lemme 3.7 implique que, disons, la représentation induite p - Indf'xcz 7f pos-

sède des vecteurs G1-invariants. Grâce au lemme 1.9, r s'êtend en une représentation

irréductible o2 de G2. C'est-à-dire n : (1cr O oz) lr. Nous avons donc

o = Indf,'xGz r - Indfrr xG: (1c, I oz) lr
= (1c ,8oz)8À

r: (1c, I oz) e ({r", e 
"r; 

o ,xo) (1)

Notons pz = (lq I oz) I À0 le second terme du membre de droite. L'action de Gr

sur G/I est ergodique (Lemme 1.10). Ainsi, p2 possède des vecteurs G1-invariants non

nuls.
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Grâce au corollaire 2.11, la restriction à Gz de cocycles à coefficients dans lcr S oz

définit un isomorphisme entre H1(Grx Gz;lc, I o2) et Ht(Gr;o2). Donc, l 'équation

(1) donne

Ht(Gt x Gz; à -  Ht(Gr;o2) O Ht(Gr x Gz; pz).

Si Hl(G1 x Gzl pz) est trivial, nous avons

Ht ( t ;  n) -  Hr (G2; o2)

et ce dernier n'est donc pas nul.

Sinon, le lemme 3.7 implique eue p2 possède un vecteur G2-invariant non nul. En

particulier, la représentation induite p possède un vecteur G2-invariant non nul. En

utilisant à nouveau le lemme 1.9, nous voyons qu'il existe une reprêsentation irréductible

o1 de G1 telle que

n : ( o r g 1 c , ) l r .

Comme nous I'avons fait pour o2, écrivons,

p = (oro 1c, )  e  ( ( " r  I  1c, )  a  Ào)  , (2)

notons Æ : (ot@ lcr) E À0 et remarquons que pt ne possède pas de vecteurs G2-

invariants non triviaux.

Comme or # lc, et o2 { 15r' nous comparons (1) et (2) pour voir que lc, & oz

est une sous-représentation de p1 et ot & IC, est une sous-représentation de p2. En

particulier, nous pouvons écrire

Æ = (!a1& oz) t  p ' t et pz : (ot I lcr) @ p'z

où p'1 et p!2 sont des représentations de Gr x G2 telles qu;e p'11c, et p'zlc, ne possèdent

pas de vecteurs invariants nonnuls. En tenant compte de (1) et (2), ceci montre que

p = IndF'YGz = (1c, I  o2) @ (o1& IG,) @ p,

:  (or 8 tcr)  o (1c, I  c2) @ p\. (3 )

Les représentations p\ ef pi sont donc êquivalentes et ne possèdent de vecteurs

invariants ni par G1 , ni par G2. Appliquant de nouveau le lemme 3.7, nous avons

Ht(Gt x Gz; p'r) - Hr(Gr x G2; p'r) : g

Ht(Gr x  Gz;p)

Ht(Gr;  oz)  oH1(G1;o1) .
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Comme Hl(f ;n) est non trivial, ceci implique qu'au moins un des termes Ht(Gn;o;) est

non trivial, pour f : 1 ou 2.

Remarque 11 Si n est la représenùation triviale 1;, alors

p : L 2 ( G l l ) - À 0 e 1 ç

et, grâce au lemme de Shapiro,

Ht( l ;  r r )  =  Ht (c ; . lo ;  e  Hr lc ;16 ; .

Si Hl(G;À0) l0 alors le lemme 3.7 impl ique que, pour i :  1ou 2, la restr ict ion

À016n possède des vecteurs invariants mais ceci n'est pas possible car I'action de G; sur

G/f est ergodique (lemme 1.10). Nous avons donc Ht(C;Ào) = 0 
"t

u t ( l ;  1 r )  -  H t (Gt  x  Gz i Ic , rc r ) .

3.4.3 A propos des exernples

Des exemples intéressants de groupes G; vêrifiant les hypothèses du thêorème 3.6

sont les groupes de Lie simples (réels ou p-adiques) de centre fini ainsi que les groupes

d'automorphismes d'arbres homogènes. On trouvera des exemples de rêseaux cocom-

pacts et irréductibles dans des produits de tels groupes au dernier chapitre de ce travail.

Groupes de Lie

Si G = Gt x Gz est un groupe de Lie semi-simple de centre fini et sans facteurs

compacts, les assertions (f) et (if) du théorème ne peuvent avoir lieu simultanément.

En effet, supposons que o soit une reprêsentation irréductible non triviale de G telle

que î - olr possède presque des vecteurs l-invariants. La continuité de I'induction

implique que 16 est faiblement contenue dans Indfroll = o@ (o8À0). Donc, 1ç est

faiblement contenue dans o ou dans (o e À0).

Pour qu'un produit tensoriel p8o de deux représentations p et o de G contienne fai-

blement 16, il faut que chacune des reprêsentations p et o possède presque des vecteurs

invariants (voir la proposition 4.6 au prochain chapitre). Au moins une des représenta-

tions o ou À0 ci-dessus possède donc presque des vecteurs invariants.

Cependant, d'une part I est cocompact dans G et 16 n'est donc pas faiblement

contenue dans À0 (voir la proposition 4.8 du chapitre suivant)'

D'autre part, une représentation irrêductible o d'un groupe de Lie rêel connexe

semi-simple est l,i,màna'i,re or CCR i,.e.Lareprésentation de I'algèbre Lt(G) associêe à o

agit par opérateurs compacts ([18], $15.5.6). De plus, pour une représentation liminaire

irréductible o, Ie point {o} est fermé dans ê ([19], Lemma 1.11) et o ne peut donc pas

contenir faiblement Lc. Par suite, une représentation irréductible non triviale ne peut

contenir faiblement 16.
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Groupes totalement discontinus

Les groupes totalement discontinus (i.e. qui possèdent un système fondamental de

voisinages de I'identité constitué de sous-groupes compacts et ouverts) ne vérifient pas

nécessairement les hypothèses (Gel) et <<de type I> du théorème 3.6. Cependant, grâce

à une construction qui nous a été montrêe par Marc Burger, les conclusions du thêorème

3.6 restent valables lorsque I est un rêseau cocompact dans un produit Gt x Gz de deux

groupes totalement discontinus et engendrés par des parties compactes.

Nous présentons d'abord cette construction.

Nous montrons ensuite comment elle permet de ramener la preuve du théorème 3.6

pour des groupes G; totalement discontinus au cas où | est un réseau cocompact dans le

produit de deux sous-groupes fermés et cocompacts dans des groupes d'automorphismes

de graphes réguliers.

Enfin, nous montrons pourquoi la validitê du lemme 3.7 pour un rêseau dans un pro-

duii de groupes d'automorphismes d'arbres implique la conclusion du lemme 3.7 pour

un rêseau dans un produit de sous-groupes de groupes d'automorphismes de graphes

rêguliers.

Soit G un groupe totalement discontinu, engendré par un compact C et U un sous-

groupe compact ouvert de G. On considère alors le graphe Ç : Ç(Crtl) dont l'ensemble

des sommets est donné par Som(Ç) : GIU et I'ensemble des arêtes par Ar(Ç) =

{(rU,yU) e GlU x GIU lr- tA e CUC-1, r(J * yU}.I l  s 'agi t  du graphe de Schreier

de GIU relativement à C. Ce graphe I est connexe et régulier de degrés d = l(C U

c-r)u lu|
on a un morphisme naturel m : G r-+ Aut Ç dêfrfi par m(fl - ru :gru pour tout

g,r € G.Le noyau de m est donné Par

ker rn= Ku=nsecg(Jg- r .

On munit AutÇ,le groupe des automorphismes de Ç, de la topologie suivante. Pour

A e Aut Ç er S un sous-ensemble fini de Som(Ç), on pose

Y s ( A )  = { A '  € A u t Ç l A . s = A ' . s V s e  5 } .

Les sous-ensembles Vs(A) de Aut Ç forment un système fondamental de voisinages de

A dans Aut9.

Pour cette topologie, le morphisme rn est continu et I'image GU de G par rn est

fermêe dans Aut Ç.En effet, considêrons un voisinage de I'ideniitê dans Aut9

Ys( I )  :  {A  e  Aut  Ç |  A . r=  r  Vs  e  S} .

où ,5 = {*tUr...,rnU} est un ensemble fini de sommets de 9. On a alors
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et W : Ot<i<nU'i est un voisinage compact ouvert de e dans G.

Ceci montre d'une partque I'application m est continue en e, donc partout car m

est un morphisme de groupe et d'autre part que les voisinages V5(1) n m(G) forment un

système fondamental de voisinage compact de.I dans Gu.Le groupe Gu: m(G) est

donc un sous-groupe localement compact du groupe localement compact Aut I. Ceci

implique que Gy est fermé dans Aut 9.

En fait, comme les images par la projection canonique G è G lI{u des voisinages du

type O1<;<,,U"t forment un système fondamental de voisinage I'identitê dans le groupe

localement compact GlKr,l'isomorphisme D : GII{g r+ Gu induit par m est un

homéomorphisme. Le morphisfiie m est donc ouvert et continu.

De plus, comme Gu esl transitif sur les sommets de Ç et que les stabilisateur de

sommets dans Aut9 sont compact, le quotient AtttÇlGu est compact

Le revêtement universel du graphe I est I'arbre rêgulier 7 de degré d. A la projection

canonique T ,+ Ç correspond la suite exacte

I ---+ nilÇ) ---+ N -5 .q.nt Ç ---+ L

où n1(Ç) est le groupe fondamental de I et N le normalisateur de zr1(9) dans Aut T.Le

sous-groupe G : p-t(Gy) de Aut 7 est fermé et cocompact. A la suite exacte ci-dessus

correspond une nouvelle suite exacte

| ---+ rlç) n G ---+ e 4 Gu ---+ r.

Soit f un rêseau cocompact et irréductible dans le produit Gr x Gz de deux groupes

totalement discontinus et de génêration compacte. Pour i = I et 2, on choisit un sous-

groupe U' compact et ouvert dans G; tel que f n (tlt , trz) = {e} et C; une partie

compacte qui engendre Gr. on dêfinit les graphes Çt : Ç(u;,c6) et les sous-groupes

G;ll, de AutÇ; comme ci-dessus. Soit

m:  mr  x  m2:  Gy x  G2 t+  Gt ,u t  x  Gz,uz

I'homomorphisme correspondant. On a alors les suite exactes

I -+ K1,u, x K2,uz -------+ G1 x G2 
* , Gt,u, x G2,u, ---+ I

l"o"o-n*t l.o.o*R."t

-) f 
-1" 

) -(f) ------| 1.

La restriction mlr est un isomorphisme de groupes. Supposons que la conclusion du

thêorème 3.6 soit valable pour le rêseau m(f) dans G\Ut X G2,U, et montrons qu'elle

est aussi valable pour le réseau I dans Gt x Gz.
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Soit a' e I une représentation sans vecteur presque invariant telle que Ht (f ; zr) n'est

pas nul, on a

u1(m(r ) ; r  o  rn l ;1 )  -  H1( l ;  
" )  +  0 .

Notre hypothèse implique alors qu'il existe une reprêsentation, o1 de G1,u, par exemple,

telle que Hr(Gt,ur;41) n'est pas nul et

n  o  (ml ;1 )  =  (o r  E  lc , ) l "o ( r ) .

Comme rrll = mlc, induit une injection de Hl(G1,urior) dans Hl(Gûoro rn1), la re-

présentation n s'écrit ((ot o mr) I 1c, ) lr, avec H1(G1;o1 o m1) f 0.

A prêsent, on peut donc supposer que I est un réseau dans le produit Gr x Gz où

G1 et G2 sont des sous-groupes fermés et cocompacts des groupes d'automorphismes

des graphes Çt et Çz.On a alors la suite exacte

L -+ n{Çù x nlÇz) -}N1 x IV, P=Ptxpz, Aut(Çr) x Aut(92) -+ 1

1 lcocompact

é, x Gz P=P'XP2, Gt x Gz

où les arbres f, sont les revêtements universels des graphes Çt et Nt est le normalisateur

de nr(Çt) dans Aut fr.

Comme ci-dessus, on remarquera que les groupes G; sont cocompacts dans Aut l.

Vlontrons que le lemme 3.7 est encore valable pour ces groupes Gt et Gz. Soit o une

représentation de Gt x Gz telle que Ht (Gr x G2; o) n'est pas nul. Comme la projection

p est un morphisme continu et surjectif, elle définit une injection de Hl(G1 x G2;o)

dans H1(ô1 x G2;o op). Par le lemme de Shapiro, on a alors

ul(e,ut(r l )  x Aut(72);  Ina|"t( | t* ' r" t (%)io .p))  + 0.
G 1 x G 2

Les groupes d'automorphismes d'arbres réguliers vérifient les hypothèses (Gel) et

<<de type I> du lemme 3.7 (voir [22] chapitre II). Donc, la reprêsentation induite

ruâi:,r;l*t*(") 1o o P)

possède un vecteur Aut(72)-invariant non trivial. Par suite, la reprêsentation (o o ù!16"

possède également un vecteur ôz-invaria,nt non trivial. On conclut que o possède un

vecteur invariant pæ Gz. La conclusion du lemme 3.7 est ainsi valable et on peut recopier

à la lettre la preuve du théorème 3.6.

o0



Chapitre 4

Restrictions de représentations

Soit G un groupe localement compact et f/ un sous-groupe fermê de G. Si o est une

représentation irréductible de G, on considère la restriction olu qui est une reprêsenta-

tion de 11.

Problème 8 La restriction oln est-elle toujours une représentation irréductible de H7

Si la réponse est positive, I'application ô *> Ê , o -> ols est-elle injective?

Problème 9 Une reprêsentation a- € .â est-elle faiblement contenue dans la restriction

olg d'une certaine reprêsentation o e ê?

Plus généralement, I'ensemble {"1" I " 
e ê} est-il dense dans I'ensemble Rep(}/)

des représentations unitaires de 1{?

On verra qu'on peut apporter des rêponses à ces questions lorsque le groupe G est

un groupe de Lie rêel semi-simple sans facteurs compacts et que le sous-groupe ,EI est

un réseau dans G.

4.t Reprêsentations de carré intêgrable

Pour un groupe localement compact G, on note À5r la reprêsentation régulière de G

sur L2(G). La référence pour cette section est ([18] $ 1a).

Déffnition 21 Soit zr une représentation de G dans I'espace de Hilbert 71,et {rq e?4,

on note u1,,le coefficient de r associé à ( et ry défini par

ug,,  :  G r+ C :  g t+ (zt(g)€'n).

Un coefficient du type ÔC = u{,,Ê est une fonction de type positif assoc'iée à, zr'

Proposition 4.1 Soit 7r une reprêsentation de G dans L'espace de Hilbert ?1. Si G est

unimodulaire, Ies assertions suivantes sont êquitalentes :

(i) r est êquivaJente à une sous-représentation d'un multiple de À6;
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(ii) tout coefficient associê à r est de ca,rrê intégrable.

Dêfinition 22 Une reprêsentation n qui vêrifie une des conditions de la proposition

prêcédente est dite d,e carré intégrable.

Proposition 4.2 Si r est une reprêsentation irrêductible de G dans I'espace de Hilbeù
'Jl alors les assertions de Ia proposition 4.7 sont encore écluivalentes aux suivantes:

(i) r est équivalente à une sous-reprêsentation de Àa;;

(ii) iI existe deux vecteurs t,T €11,]11€ll = lltlli : L, tels que le coefficient associê

ue ,rt aPPaftienne àL'(C);

Pour les représentations qui sont faiblement contenue dans lareprésentation régulière

on a les caractérisations suivantes (voir [18], $ 18.3.5).

Proposition 4.3 Soit r un reprêsentation unitaire du groupe G. Les asserfions .çui-

vantes sont équivalentes :

(i) r est faiblement contenue dans \ç; ;

(ii) toute Ionction de type positif associée à n est limite unilorme sur /es compacts

de fonctions de type positif de canê intégrable;

(iii) toute fonction de type positif associêe à n est limite unilorme sur les compacts

de fonctions de type positif à support compact.

Comme o I Àc - (dim o)Àc, on a le

Corollaire 4.4 Si Ia représentation n est faiblement contenue dans Àç, alors, pour

toute repftsentation unitaire o, la reptésentation 7T I o est faiblement contenue dans

À 6 .

Lorsque les coefficients associés à une reprêsentation ne sont pas de carré intégrable,

on a néanmoins le résultat suivant dû à Moore ([37], Proposition 3.6).

Proposition 4.5 (Moore) Soit G un groupe de Lie rêel simple non compact et de

centre frni et T une rcprêsentation de G. Si r ne contient pas faiblement la reprêsentation

triviale de G alors il existe un entier N tel que Ia -l{-iême puissance tensofielle 
"r8t 

d"

r est contenue dans un multiple de À6.

Remarque 12 Si G a la propriété (T) de Kazhdan, I'entier If de la proposition est le

même pour toutes les reprêsentations r de G (Théorèmes 2.4.2 et 2.5.3 de [13]).
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Une consêquence de la proposition 4.5 est la proposition suivante ([5], lemme 4) qui

sera frêquemment utilisêe par la suite. Nous en reproduisons la preuve ci-après.

Proposition 4.6 Soit G un groupe de Lie semi-simple sans facteurs compacts et de

centre frni. Si o une rcprêsentation de G qui ne contient pas faiblement la représentation

triviale 7ç alors, pour toute reprêsentation p de G, Ie produit tensoriel o @ p ne contient

pas faiblement Iç.

Lemme 4.7 Silç est faiblement contenue dans o@p, alors il existe deux suites (o;);ex

ef (p;),;ers de rcprésentations irrêductibles de G tel que

(i) pour tout i e N, la reprêsentation o; est faiblement contenue dans o et la

reprêsentation pi est Iàiblement contenue dans p;

(ii) l im(o.;8 pt) : Ic.

Preu,ue. Si 1ç est faiblement contenue dans o E p, alors la fonction constante 1 est

limite uniforme sur les compacts de fbnctions de type positif associées à o I p.

Ces dernières sont limites uniformes sur les compacts de produits de fonctions de

type positif associées à o avec des fonctions de type positif associêes à p. Or, toute

fonction de type positif associée à o (resp. à p) esi limite uniforme sur les compacts de

fonctions de type positif pures associêes à des représentations du support de o (resp. de

p ) .

Donc les fonctions de type positif associées à a I p sont limites uniformes sur les

compacts de produits de fonctions de type positif associées à des reprêsentations irrê-

ductibles faiblement contenues dans o et de fonctions de type positif associées à des

représentations irréductibles faiblement contenues dans p.

Finalement, il existe une suite de représentations o; (resp. p;) faiblement contenues

dans o (resp. p) telle que la fonction constante 1 est limite uniforme sur les compacts

de produits de fonctions de type positif associées aux oi et aux P; i.e. de fonctions de

type positif associées a oi I pi.

Preuue de Ia propositi 'on 1.6.

On traite d'abord le cas d'un groupe simple G.

Supposons que G a la propriêtê (T) de Kazhdan. Si 1c est faiblement contenue

dans le produit tensoriel o I p alors o I p possède un vecteur invariant non nul et les

représentations o et p possèdent une sous-représentation de dimension finie. Comme

G n'a pas de facteur compact, cela implique que o et p contiennent la reprêsentation

triviale.

Supposons que G est localement isomorphe à 5O,(1,n) ou SU(l,n). Soit o une

représentation de G qui ne contient pas faiblement 16. Grâce à la proposition 4.5, il

existe un entier N tel que la l[-ième puissance tensorielle
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est contenue dans un multiple de Ia reprêsentation rêguliére )ç. Donc'

( o E P ) s t : o @ t E P * t

est contenue dans un multiple de

Àc g p8t

qui est elle-même un multiple de Àç. Donc, (o gp)st est faiblement contenue dans À6r.

Si lc êtait faiblement contenue dans oEp, alors 1ç serait faiblement contenue dans )6

et ceci contredit le fait que G n'est pas moyennable.

Considérons à présent un groupe de Lie G semi-simple sans facteur compact et de

centre fini. Quitte à remplacer G par un revêtement à un nombre fini de feuillets, on

peut supposer que G est le produit direct

G : G t x " ' x G n

de n groupes simples non compacts G1, . . .  rGn.

Supposons que 1ç soit faiblement contenue dans o & p.Grâce au lemme précédent,

il existe des suites de représentations

o ie€r ,  ,  o ' ,e î ,

et

P u r e € r ,  ,  P ' . € € ,

telles que, si on note x le produit tensoriel ( externe >> de représentations, alors la

reprêsentation oi : oi x '.. x oh est faiblement contenue dans o, la représentation

po : p\o) x ... x pli) est faiblement contenue dans p et

I i * ( ( " i  x . . . x  
" ; )  

*  ( p î  
" .  

> < o ; ) )  -  l c .

Donc,

r{n ((oi) e (pi) x "' x ("1") e (n1.,)) = r"'

En restreignant à chaque facteur G4, on trouve

rim (oi I pi) = t",, , Iiî '("; e nL) :4..

Soit g : N r+ N une injection et

/  ça ( i ) \  /  ç ( i ) \
(o* 

. ,/ 
n.* , \pi 

. ./ 
r.N

Ies sous-suites extraites correspondantes pour chaque lc = t, ... ) n. On note

o { ç ) = O , . x o | ( i ) ,  ,  o ^ ( P ) = O , . x o f ( ' )
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et
pr(ç) = O,.^ pT('), , p.(ç): Ou.x pf (u).

Pour chaquek:I, ...) n la reprêsentation 16* est faiblement contenue dans

o,.w (of(t) a p**(o\)

qui est êquivalente à une sous-représentation de 
"*(ç) 

I pn(g).

Comme chacun des G* est simple, on en déduit que 160 est faiblement contenue

dans o1(g) pour toute sous-suite 9. Donc

, limo'n - lG^
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l imo i  : l c , ,

et

l i m o t  =  l i p ( o ï  x  . . '  x  o ' ; )  = l ç .
2 2

Comme oi est faiblement contenue dans o, ceci implique que 16 est fâiblement contenue

dans o, ce qui est une contradiction.

4.2 Réseaux faiblement cocompacts

Margulis a défini la notion de réseau faiblement cocompact (voir [36], Chapter Itt,

section 1). Soit I un réseau dans un groupe localement compact G. On note À la

reprêsentation quasirégulière de G dans L2(GlÛ. Comme le volume de Gll est fini, les

fonctions constantes appartiennerrf àL2(Glf) et forment un sous-espace invariant par

G. On note

( r l
LSGIT)= (c167p) t  :  {  f  e12Glr )  |  l ^ , - fdp = 0 l

I  rc lr  )

où p est la mesure G-invariante finie sur G/f et À6 la restriction de À à LEGIr,).

Définition 23 Le rêseau f est dit faiblement cocompact dans G si la reprêsentation

triviale 16 de G n'est pas faiblement contenue dans \o i'.e.L?oGlT) ne possède pas

presque des vecteurs invariants.

Cette définition est motivêe Par Ia

Proposition 4.8 [Jn rêseau cocompact est faiblement cocompact'

Ceci est une consêquence des faits suivants. D'une part, lorsque I est cocompact

dans G, la représentation (encore notée À) de I'algèbre de convolution Lt(G) associée à

la reprêsentation À du groupe est làm'ina'ire ot CCR i.e' pour toute fonction / € Lt(G),

I'opérateur À(/) est compact ([23], $ 2.2). D'autre part, les reprêsentations liminaires

possèdent un spectre discret ([23] S 2.3 ou [19], Theorem 1.8).
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La proposition 4.8 peut êgalement être vue comme une conséquence directe du

lemme 4.11 ci-dessous. En effet, si I est un réseau cocompact dans le groupe G, il existe

un compact .I{ de G qui se projette surjectivement sur G/f. Pour un tel ,I{, les condi-

tions (ii.l) et (ii.3) du lemme 4.11 sont alors contradictoires.

Une classe importante d'exemples de réseaux faiblement cocompacts est donnée par

la proposition suivante qu'on comparera avec ([36], Chapter III, section 1.12, remark 1)

et dont on trouvera une preuve dans ([5], lemma 3). Le cas des groupes simples est

traité dans ([37], proposition 3.6) et ([7], proposition 4.1).

Proposition 4.9 Si I esf un réseau dans un groupe de Lie semi-simple rêel G sans

facteurs compacts et de centre frni alors I est faiblement cocompact.

Si une représentation n d'un réseau I dans un groupe G contient (faiblement) 11

alors la représentation induite Indf zr contient faiblement Indf 11 = À: lc O À0. En

particulier, Indfr r' contient faiblement 16.

Réciproquement, on a la proposition suivante ([36], chapitre III, proposition 1.11)

dont on reproduira la preuve ci-après.

Proposition 4.10 (Margulis) Soit I un réseau faiblement cocompact dans un grou-

pe G et 7r une reprêsentation de f. Si Indfr r contient faiblement lç aJorc n contient

faiblement 11.

Lemme 4.LL Les asserfjons suivantes sont êquivalentes:

(i) Ie réseau I n'est pas faiblement cocompact;

(ii) il existe une suite r1n dansL2(Gll) telle que pour tout compact K de G
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gf lln"ll > o'

lim suP llÀ(k)'/" - tl"ll - o.
n+æ È€K l l?" l l

tip t ln,(*)l 'dtc :0,
n-+æ JkeK' 

'

Preuue. Si Lfi(G/f) possède presque des vecteurs invariants, alors il

{,, dans LzoÇl|.), tel que ll{"ll = 1 et

"BL;ËP llÀ(À')€" - €"ll = o'

Soit / une fonction sur G continue à support compact, on définii

À(/)€' = 
loiln)x(g)€,ds-

( 1 )

(2)

(3)

existe une suite

( * )
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Comme dans la preuve du lemme 1.9, on a' pour tout compact -I( de G,

[ ile^<nlllas 3pr(r r] I{-LK)./"o(G/F)ll6"ll, (")
Jx . .

l lr(/)€'(g)ll < ( sup l/(s)l) t .llÊ-b)llds, (b)
9€suPP /  YSuPPJ

llÀ(/)€, - €,ll < t / trtrlt dù Jnd@TÛ sup .llÀ(s)€' - 4'll, (.)
'  

JG  g€supp /

De plus, si V est un voisinage compact de l'élément neutre de G, pour r e G et y € V.r,

o n a

l lÀ(/)€,(") - ^(ilt,(ù ll S ",,p lotn-'tl lft,..a-' ) - f tus-'\ l"tô"tAttan
( d )

oh À désigne la fonction modulaire sur G et C est le compact 
"-i(supp /t-tIz-1.supp /).

Alors, quitte à remplacer (", par d"gjh 
pour une fonction / bien choisie, on peut

supposer que ll("ll :1 et que la suite ((",) est

1. êquicontinue sur les compacts: cela est dû aux inégalités (d) et (a), et à la conti-

nuitê uniforme de / (voir preuve du lemme 1.9);

2. uniformêment bornée sur les compacts i.e. porr chaque compact ,I{, il existe une

constante c(-K) telle que supfr€Â.ll€"(k)ll 'z < r(K) pour tout n € N: cela est dû

aux inêgalitês (a) et (b).

En appliquant une version adaptée du théorème d'Ascoli, on trouve qu'il existe

une sous-suite de (€") q"i converge uniformément sur les compacts vers une fonction

continue ( sur G/1. L'équation (*) impose À(SX: { pour tout g € G.La fonction {

est donc constante et orthogonale aux {,.,.

On pose \n = €n - {. D'une part, on a

l lÀ(k)'r" - ry"lllim srrp
n--roo fr€Jï

et
f
t ll'r"(k)ll'dk < vol(/{) sup ll{"(k) - €(k)ll ------+ 0.

J K " -  
' k e K  n + æ

Dtautre part, comme

l l€, - { l l2 = l l€' l l '+ l l{ l l '? - 2Re({,,€) = l l€"l l '+ l l{ l l ' ,

i2fr lln"ll > t'

li"r" ll
-------+ 0

?2-+OO
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Réciproquement, considérons une suite ?n comme dans (ii). On écrit

Tn : in * ( 
Ir,rr1,@) 

di) 16 p

où fl, désigne la projection de ?n sur LA(G/|). On a

I

ll,t" - i"ll = (J",r!ry"@)ldù J6@Tq

et, pour tout compact K de Gfl,

f , f f

J",rln"ti)lor < ( I nl'r"(i')l 
di) + ( l",r_ olry"@)ldi)

f ^ r -
< ( / ln,@)l' di); /vol(h )

J K

* ( I*,rln,,@)l' d*)i \/ne@lT -n

t ^
<( I  ln"f t) l '  d;)â/vol(I i )

JI{

+ ll,r,ll JiA@1r=6.

Soit e > 0, il existe un compact 1{ de G/f tel que vol(G/f - If ) < !. Comme

I f ,
F;n /" I'r"(i)12 d; ---t-+ o'

o n a
l l ' r"  - i , l l  

= # t  [ , .h,tùlrd]) i ,  /GII6 * i<,l l 'r"ll 
- 

llrr"ll 
'/^.'

pour n assez grancl. Donc,

tlbdl _ rl <,
l l l ? ' l l  I

pour n assez grand et

,,,o B9};D"l|- ( sup llÀ(k)'r" - n"ll lh"l"l -------+ 0.
keK ll'r'll 

- *.i 
--lt'l"t-t 

tta;r n-+oo

On en conclut que Lfr(G/f) possède presque des vecteurs invariants. tr

Preuue de la propositi,on 1.10. Soit n une reprêsentation de I sans vecteurs presque

invariants mais telle que p = Indfr n' contient faiblement lc. Soit (€") to" suite de

vecteurs dans I'espace de p = Indf n telle que

-..^ llÀ(kx" _ €"ll _____+ o.
ïËP ttg,,tt n-)oo' -'

Comme da.ns Ia preuve du lemme 4.11, on peut supposer que ll€"ll = 1 et régulariser

les (,, afin eue {€, | " 
e N} soit une famille équicontinue et uniformément bornêe sur les

compacts de fonctions sur G à valeur dans I'espace ?{o de a-. Les familles de fonctions

{cn : Gr+ R : s'+ l l€"(g)l l I " 
e DS}
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et

{d, : Gx G r+ lR, (g, g'),+ l l€"(g) - Ê"(s')l l  I z e N}

sont alors équicontinues et uniformément bornées sur les compacts. De nouveau, une

version adaptée du théorème d'Ascoli montre qu'il existe des sous-suites de (c') et (d')

qui convergent uniformément sur les compacts vers des fonctions continues c et d.

Comme

;up lin(r)€" - €"ii ;3 o

pour tout compact I{ de Gr les fonctions d, tendent vers zêro unifbrmément sur les

compacts de G et d(g,g') :0 pour tout g € G.

Comme z'ne contient pas faiblement lp, il existe un nombre e ) 0 et un compact

5 de I tels que

sup l lÇ(g)  - ' ( " )  ' ( " (s) l l  >  ' l l ( " (s) l l

pour tout g € G, donc

:Ë8,/"(r .sk) 
> ec^(g)

pour tout g €G. Finalement,  on a ,(S):0 pour tout g € G.

Puisque

l lp(gX - €l l  :  2( l l€l l  -  R"(p(g)€, €))

et

l(p(s)4"' {") I < (À(e)c",, c,,)

o n a

;up 
lÀ(k)c" - c,l -------+ 0

pour tout compact /f de G et les fonctions c, vérifient les conditions (ii) du lemme.

Ceci contredit le fait que I est faiblement cocompact dans G. tr

4.3 Irrêductibititê des restrictions de reprêsentations

Dans [t4], Cowling et Steger obtiennent la réponse suivante au problème 8 pour un

réseau f dans un groupe de Lie rêel semi-simple G.

Théorème 4.12 (Cowling-Steger)

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fr.ni et I un rêseau irrêductible

dans G. Soient r et r' deux représentations inéductibles de G. Si r et rt ne sont pas

fortement contenues dans Àç (i.e. de canê intégrable) alors

(i) Ia restriction rlr est inêductible;

(ii) nly et r'lr sont unitairement êquivalentes si et seulement si r et rt Ie sont.
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La preuve qui suit est celle de [4] dans le cas de groupes simples. Le cas général est traité

dans [14]. On trouvera un rafiÊnement du point (ii) de ce thêorème dans le Theorem B

de [a].

Lemme4.13 Soit I un réseau dans G et r € ô. Si r n'est pas êquivalente àune

sous-représentation de Ào I r alors alp est ittêductible.

Preuue. Pour o et p deux reprêsentations de G, on note Hom6(o,p) (resp. Homl(o,p))

I'ensemble des opêrateurs unitaires qui entrelacent o et p (resp. olr et plr). Avec ces

notations, on peut injecter Homp(zr,a) dans Homç(ei-,À A zr) (voir par exemple [14],
proposit ion 1.1).

Soit P la projection orthogonale naturelle de ?116, - L2(Gll,Hn) sur'11;.o&o =

L}Glf',?1"). Si A e Hom6(zr, À I a) alors, comme a- n'est pas équivalente à une sous-

représentat ion de ÀoEzr. ,  PoA:0. Donc, A e Homç(r,r)  et  Hom6(n,a')  est de dimen-

sion l car z-est irréductible (lemme de Schur). On en conclut que dimHoml(n,n) :

dinrHom6(r,n):1.  Donc, zr ' lp est i r réduct ible.  t r

Preuue du théorème 1.12 pour un groupe simple G.

(i) Soit r une représentation irréductible de G qui n'est pas contenue dans Àc. Grâce

au lemme, il suffit de montrer que z' n'est pas équivalente à une sous-reprêsentation

d e n B À 0 .

Supposons le contraire: n- est équivalente à une sous-représentation de a"I À6 qui

elle-même est équivalente à une sous-représentation de er.8 Ào I )o et en itérant,

on trouve que ?r est équivalente à une sous représentation de zi'8 Àpt pour tout

entier naturel ly'.

Comme f est faiblement cocompact dans G (proposition 4.9), Àpt est fortement

contenue dans un multiple de À6 pour -ly' assez grand (proposition 4.5). La repré-

sentation a' serait alors contenue dans À6, d'où une contradiction.

(ii) Soient r et r' deux représentations irréductibles et inéquivalentes de G telles

que au moins une d'entre elles, disons zr, n'est pas faiblement contenue dans la

rêgulière. Supposons, par I'absurde, que zrlr et er'lp sont équivalentes. Les repré-

sentations induites

nafr(rl1) = n B IndF(h) î: n.O (a 8 À6)

lnaf (n'11) = rrl B Inafr(t1) = zr' e (n'e Ào)

serait alors équivalentes. Comme n et rt sont irréductibles et inêquivalentes, on

en déduit que ?ï" est êquivalente à une sous-représentation de zr' I Ào et n-' est

êquivalente à une sous-représentation de a'8 À6. Donc, zr est équivalente à une
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sous-reprêsentation de n I Ào E Ào et en itérant, zr est êquivalente à une sous

représentation de n E ÀP't pour tout .l[. Pour l[ suffisamment grand, Àp't ert

contenue da"ns un multiple de À6 et zr serait alors faiblement contenue da.ns À6r,

d'où une contradiction.

tr

4.4 Restrictions et représentations de dimension finie

Dans [7], Bekka et Valette ont êtudié le problème 9 de la page 56 : si H est un sous-

€çroupe fermé dans un €çroupe localement compact G, une représentation zr' € .Ê est-elle

toujours faiblement contenue dans la restriction ollr d'une représentation o de G?

Si G est un groupe de Lie réel semi-simple non compact de centre fini, et qu'on

considère comme sous-groupe f'ermé un réseau I de G, ils ont conjecturé qu'il existe

toujours une représentation irrécluctible a' de f qui n'est faiblement contenue dans

aucune restriction de représentation de G.

Ils obtiennent le résultat voulu dans les deux cas suivants:

L. le groupe G possède la propriétê (T) de Kazhdan. Dans ce cas, toute reprêsentation

a' de dimerrsion finie de I est isolée dans {"1" | " 
e G\;

2. le groupe G est localement isomorphe à ̂ 906(n,1) ou ̂ 9U(n,1) et la représentation

triviale de I n'est pos isolée parmi les reprêsentations de dimension finie de f .

Cette fois, un nombre infini de représentations de dimension finie de I ne sont pas

faiblement contenues dans des restrictions de représentations de G.

Nous génêralisons ces rêsultats grâce au thêorème suivant qui rêpond à la conjecture

et qui est basé sur la proposition 4.6.

Théorème 4.14

Soif I un rêseau dans un g[oupe de Lie semi-simple rêe] sans facteurs compacts et de

centre fini G. Alors aucune représentation inéductible, non triviale et de dimension linie

de f n'est faiblement contenue dans la rcstriction d'une représentation de G.

Preuue. Supposons que zr est une représentation irréductible de dimension finie de f

et qu'il existe une suite on de représentations de G telle que lim(or,lr) = zr. Grâce à la

continuité du produit tensoriel, nous trouvons

l i m ( o " 1 1  8 l r ' ) : r s  z .

où zr est la représentation conjuguêe de n'.

Comme a-est de dimension finie, a'87 contient la représentation triviale lp. Grâce

à la continuité de I'induction, d'une part Indfr(zr I f) contient faiblement Indfr 11, et

o i

d'autre part nous obtenons

lim(o,, 8Indfr zr) = IndF(zr I r).
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En particulier,

l imo, ,8 Ind f r  n :1 .G.

La proposition 4.6 implique que limo,, = lc et Indf z-contient faiblement 16.

Comme le réseau f est faiblement cocompact (proposition 4.9), nous concluons à

I'aide de la proposition 4.10 que n- (et donc n) contient faiblement 11. Puisque z' est

irréductible et de dimension finie, cela impose z- = 1r. tr
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Chapitre 5

Exemples

5.1 Rang de .9O(n) sur les p-adiques

5.1.1 Indice de Wit t

Soient G un groupe algébrique défini sur le corps de rationnels Q et [< une extension

de Q. Le rang de G sur le corps lk est la dimension d'un tore maximal déployé sur ]k.

Lorsque G = ^9O(S), le sous-groupe de SI(n) qui prêserve une forme quadratique g,

le lk-rang de G coïncide avec I'indice de Witt W6 de la forme g sur le corps Jk i.e. la

dimension d'un sous-espace maximal de k" qui est isotrope pour la forme quadratique

q  [ 1 1 1 .

5.1.2 Calcul

Nous calculons ce nombre pour le groupe SO(n) sur le corps des p-adiques.

Soit q une forme quadratique à coefficients entiers sur n variables. On dit que g

représente zéro dans I'anneau A si et seulement si il existe un êlêment non nul r € A"

tel que Ç(z) = 0.

Pour un nombre premier p différent de 2, la forme q représente zéro dans Qo si et

seulement si g représente zêro dans Zf pZ ([46], chapter lt, $ 2.2).

D'une part, si p:- 7 (mod 4) alors -1 est un carrê dans ZlpZ ([46], chapter t,

$ 3.2, Theorem 5) et donc l'équation 12 +L = 0 possède une solution dans Zr.D'attre

part, si p = 3 (mod a) alors -1 n'est pas un carré dans ZlpZ ([a6], chapter I, $ 3.2,

Theorem 5) et l'êquation 12 * 1 = 0 ne possède pas de solution dans Zo mais -l est la

somme de deux carrés dansZlpZ ([46], chapter I, $ 2.2, Corollary 2) et donc l'êquation

,' + y2 * 1 = 0 possède une solution dans Z, x Zr.

Enfin, si p = 2 alors pour tout n ) I, -1 est un carré dans le corps à 2n élêments

IF2, . En particulier, l'équation r'21l :0 possède une solution dans IF3 et donc l'êquation

12 +I = 0 possède une solution dans @ ([46], chapter II, $ 2.2, Corollary 3).
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Théorème 5.1

Pour la forme quadtatique

q(r)  :  "? + " '+ "7
et Ie corps des nombres p-adiques Q,

si p - 2 ou p: 1 (mod 4) alors Wq, : L|) ;

s i p =  3  ( m o d  4 )  a l o r c  s i n : 0  ( m o d  4 ) ,  o n  a W q o =  l ;
s i  n  :1  ( rnod 4) ,  on  aWeo:  E  ;
s i  n :2  (mod 4) ,  on  aWe,  =  +  <  L iJ ;
s i  n :3  (mod 4 ) ,  on  uWer :  + .

Preuue. Distinguons les différents cas.

Si p = 2 ot p = 1 (mod 4) alors, dans ce cas comme dans le cas où Ik = C, il existe

un nombre À e -Q" tel que À2 + I : 0. Une base d'un sous-espace isotrope maximal est

alors donnée par

[ ( 0 , . . . , 0 , À , 1 )  s i  æ  e s r  p a i r
( À , 1 , 0 , . . . , 0 ) ,  ( 0 , 0 , À , 1 , 0 , . . . , 0 ) ,  . . . ,  {

[  (0,  .  .  .  ,  o,  À, 1.0) si  n est impair .

Ceci montre le résultat annoncé. On remarque que pour un corps ]k comme ci-dessus,

on a toujours Wp 3Wc.:  L+J

Si p : 3 (mod 4) alors diffêrents cas se présentent.

En effet, il existe À e Q" et pr € *Q, tels que \2+pr2 *1 : 0, si bien que le sous-espace

engendré par

( À ,  p , 1 , 0 )  e t  ( - p r ,  À , 0 ,  1 )
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est isotrope dans @.

o Si n : 0 (mod 4), notons n = 4m. Une base du sous-espace isotrope maximal est

donnée par

(À, F, 1,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0) '

?p, À, 0,  L,  0,  0,  0,  0,  0,  0,

(0, o, o, o, À, F, 1, o, o, o, o),
(0,  0,  0,  0,  -p,  À, 0,  7,  0,  0,  0),

. :

(0, o, o, o, o, o, o, À, lr, 1, o),
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, -p À, 0, 1).

DoncVVqo=2m=i=L iJ .



CHAPITRE 5. EXEMPLES

Si n : 1 (mod 4), notons n = 4m * 1. Une base du sou-espace isotrope maximal

est donnée par

(À,  P,  1 ,  0 ,  0 ,  0 ,

Flt,  À, 0, 1, 0, 0,

(0, 0, 0, 0, À, F,
(0, o, o, o, -P, À,

(0,  o,  o,  o,  . . . ,  o ,
( 0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  . . . ,  0 ,

DoncWqo :2m=T=L i l

Si n : 3 (mod 4), notons n = 4m * 3. Une base du sous espace isotrope maximal

est donnée par

(À,  Ft  1 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,

Fp,  À,  0 ,  7 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,

(0, o, o, o, À, F, L, o, o,
(0, o, 0, 0, -lt, À, 0, 7, 0,

(0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  o ,  . . . ,  o ,  0 ,  ) ,
(0,  o,  o,  o,  o,  . . . ,  o ,  o ,  o,
( 0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  o ,  . . . ,  0 ,  0 ,  0 ,

Donc tr4lqo = 2m lI = * : LiJ.

Si n : 2 (mod 4), notons n = 4m * 2. Considérons le sous-espace isotrope W

engendrê par

ê r :  (À ,  F ,  1 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  . . - , )  0 ,  0 ,  0 ) ,

1 ,  = ?p,  À,  0 ,  1 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 '  0 ,  . . . ,  0 ,  0 ,  0) ,

e2 :  (0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  À ,  F ,  1 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  . . . ,  0 ,  0 ,  0 ) ,

f,  = (0, 0, 0, 0, -F, À, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

ë* = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, À, F, 1, 0, 0, 0, 0),

f*: (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, -1f,,  À, 0, 1, 0, 0).

Soit
ù '  =  ( æ t r a 1 t  z l ; t l ,  r 2 r U z t  Z z t t 2 r .  .  .  ,  Î m t A m ,  z * r t * r a r b )

un vecteur dans S.

Si u est orthogonal à W alors

7T

0, 0,

0, o,
1,  0,

0,  1 ,

0, 0, 0, 0),

0 ,  0 ,  . . . ,  0 ,  0 ) ,

0 ,  0 ,  . . .  )  0 ,  0 ) ,

0, 0, 0, o),

À,  F,  l ,  0 ,  0) ,
-F, À, 0, 1, 0).

0, 0,

0, 0,

I  X"u  *  t t y t  +  z i :0

\  - r "o*Àvr+  t i=0 ,
p o u r  i : l t . . . t I T ù .
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Comme \ '  + p'*  1 = 0, on a (^,  p) # (0,0) et donc,

f (,1' + Pz)a; + Fzr * \t; = o

1  ( ^ '  I  t ' ) * i *  À z ; -  I t t i : 0 ,  
p o u r  ?  =  1 1 " '  ) m '

Finalement,

[  * u : À z ; - P t ;
{  i '  p o u r f  = I r . . . r n t . , ,
I Y,; = 1't'z; ] Àt;,

c'est-à-dire

ù:  u * i t " ,a ,  *  t ; f  i )
i = l

o ù u = ( 0 , . . . , } r a r b ) .

Si le vecteur u est de plus isotrope, alors ù stécrit comme somme dtun vecteur

w  € W  e t  d ' u n  v e c t e u r  O :  ( 0 , . . . , 0 , o , b )  a v e c  o 2  + b 2 : 0 .  C o m m e  - 1  n ' e s t  p a s

un carrê dans *Qp, ceci irnplique que o et b sont nuls.

On en conclut que W est un sous-espace isotrope maximal et que

l l 'eo:2m:+.1;J.
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5.2 Exemples de rêseaux dans un produit

Nous donnons des exemples de réseaux irréductibles I dans un produit direct G1xG2

de deux groupes localement compacts Gt, Gz.On trouvera la thêorie se rapportant à

ces exemples dans [36].

5.2.L Réseau dans un produit G1 x G2 d,e deux groupes de Kazhdan

Uniforme

o r  _ So(n,Zl t /pt , t /pr l )  dans sO(z,*Qo.)  x so(n'-Qo")

Pour n à 2, soit g Ia forme quadratique

q(*)=*?+-. .+" '*

et, soit G = SO(q) le sous-groupe de SL(n) qui prêserve le forme q. Soit p1 et p2 deux

nombres premiers distincts et ZlIf pl,Ilp2lle sous-anneau de Q engendré par lf p1 et

If p2. L'image de f = G(ZIIlpr,tlpzl) par le piongement diagonal

f  r+  G(*Qo, )  x  G( -Q"r ) ,  s  r+  b ,s )

est un réseau irréductible. Comme le rang de G = SO(S) sur Q est zêro,le réseau I est

cocompact.

sipl = 1 (mod 4) et p2:1 (mod 4) et n 2 4 alors les groupes so(n'*Qon) sont de

.<Qoo -rang supérieur à deux et possèdent donc la propriété (T) de Kazhdan.

Si pr :3 (mod 4) et p2:3 (mod 4) et n à 5 alors les groupes SO(n,Qon) sont de

..<Qon -rang supêrieur à deux et possèdent donc la propriété (T) de Kazhdan.

Non-uniforme

o I  --  SL(n,,Zl t /pl)  dans SZ(n, R) x SL(n,.=Qo) pour n 2 3

soit p un nombre premier et zlllpl Ie sous-anneau de Q engendré par lf p. L'image

de | = G(Zlrld) par le plongement diagonal

I  r+  SZ(n ,R)  x  SZ(n ,Q")  ,g  r+  k ,s )

est un réseau irréductible. Si n 2 3, alors SL(n,lR) et SI(n,Qp) sont derang aumoins

deux et possèdent donc la propriété (T) de Kazhdan.

5.2.2 Réseau dans un produit Gt x Gz où seulement G2 est un groupe

de Kazhdan

Uniforme
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Pour n ) 5, soit q la forme quadratique

q(*) = 
"? + .. - * r2,-z + Jir2.-, + t/1r2".

Soit k le corps de nombres q./t, /5], et soit 0 : ZT\fz|I'anneau des entiers de lk. Soit

G le sous-groupe de SI(n) qui préserve la forme g. Le groupe G est défini sur k, le

groupe G(R) est isomorphe à SO(n) et le rang réel de G ainsi que le rang de G sur k

est nul.

Soient o2, oJ et o23les automorphismes de [< dêfinis par

"r(rt): 
-rt et "r(Ji) = '/5;

"t(JD 
= J, et "r(Jù 

= -'/i;

"r,r(Jù 
= -r/, et 

"r,t({5) 
= -r/3.

On note respectivement Go2, Go3 et Go',s les sous-groupes de S,L(n) qui prêservent les

formes quadratiques

q",(r)  = ,? + . . .  *  r7-z+ {3"2,- ,  -  {2" ' . ,

q"" (*) : 
"? + "' * "7-, 

- {s"'^-t + tf2"2.,

et

q"',' (*) = *! + .' - * "7-, 
- {3"?,-, - fr"'".

Alors G"2(R) = G"(R) - SO(n - 1,1) sont de rang un et n'ont pas la propriété (T)

de Kazhdan mais Go2,3(R) = SO(n-2,2) est de rang réel 2 et a la propriêté (T) de

I(azhdan. Le groupe f : G(O) plongé dans Go2(lR) x ç":(lR) x ç"''"(lR') par

c (O)  r+  c " ' (R)  xGo3(R)  xG" ' ' ' (R . )

s  r - l  ( "2 (g) ,o t (g ) ,oz ,s (g) ) ,

est un réseau irrêductible et cocompact dans

( S O ( n -  1 , 1 )  x  S O ( n -  1 , 1 ) )  x  S O ( n  - 2 , 2 ) .

Non-uniforme

o

II est classique que f = Str(n, Q) est, par plongement diagonal, un réseau dans

SL(n,A) = 5I(" , IR) 
" ,5-L(n,41),

où A, est I'anneau des adèles de Q et Ay le sous-anneau des adèles finies. Par le Théorème

d'Approximation Fort (voir, par exemple [29], 14.3), SL(n,*Q) est dense,s-L(n,.Ar').

Lorsque n23, SL(n,lR) a la propriétê (T) de Kazhdan.
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Ce qui précède peut être génêralisê au cas où | = G(.=Q), I'ensemble des points

rationnels d'un groupe algébrique simple connexe G défini sur Q. Le groupe G(Q) est

un réseau dans

c(A)  :c( lR)  xc(A/ ) ,

et lorsque G est simplement connexe et G(R) n'est pas compact, G(-"Q) se projette de

manière dense sur C(Af) (voir [10], $5.6. Theorem et [36], Chapter II, $6.8 Theorem).

o r  _ So(n -  1,1) (Zl t /pD dans ,5o(n -  ! ,1)(R) x So(n -  1 '  1)(*Qp)

Soit G - SOo le sous-groupe de SL(n) préservant la forme quadratique

n-l

q(r)=D"?-.7.
t = L

Pour n 2 4, le groupe G(R) -  SO(n - 1,1) est de rang réel un. Si  p =1 (mod 4),

l'équation 12 + l: 0 a une solution dans .=Qo. Cela implique que le .=Qo-rang de C('Qo )

est au moins deux et G(*Q") a la propriété (T) de Kazhdan. L'image de | = G(zluel)

par plongement diagonal est un réseau irrêductibie dans G(R') x G(*Qo).

L'équation *2 + A'* 1 : 0 a une solution dans *Qo pour tout nombre premier p, et

donc, iorsque n ) 5, le -oQo-rang de C(Qr) est au moins deux.

o I :  SOq(Zl\, tr\) dans SO(n - 1,1) x SO(n - 2,2)

Pour n 2 4, soiù q la forme quadratique

q(r)  :  
"1+ 

" '*  ,2- ,  -  ,2.-r  + {2"2"
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Soit k le corps de nombres Q[r/t], et soit O = Zl\fzl I'anneau des entiers de k. Soit

G le sous-groupe de SI(n) qui préserve la forme q. Alors G est défini sur lk, le groupe

G(lR) est isomorphe à SO(n - 1,1) et le rang réel de G(iR') est un.

considérons o I'automorphisme de k dcfini p"t 
"(fr) 

= -\/' et notons Go le

sous-groupe de SI(n) qui prêserve la forme quadratique

q" (*) = *? + ... * *'^-, - *2,-r - rfzr'.

Comme le groupe G"(R) - SO(n - 2,2) est de rang rêel deux, il possède la propriétê

(T) de I{azhdan. Le groupe f = G(O) se plonge dans G"(lR') x G(R') par

c( (2 )  r+  G" (R)xG(R)

e '+ @k),g),

ce qui en fait un réseau irrêductible dans ce produit.
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5.2.3 Réseau dans un produit Gl x G2 où ni G1, ni Gz n?a la propriété

(T) de Kazhdan

IJniforme

o I :  SOq(V '  [ô ] )  dans  SO(n, , l )  x  SO(æ'1)

Soit P un polynôme de degrés trois, à coefficients rationnels, irréductible sur Q et

admettant deux racines positives ô et ô' et une nêgative ô". On peut prendre par exemple

P(r) : 13 -3r* 1. Notons ik le corps de nombres Qd) et O = Z16l l'anneau des entiers

de k. Soient oa et o- les morphismes injectifs de k dans ]R. définis respectivement par

"+(ô) 
:  ô '  et  o-(6) -  6" .

Pour n ) 3, soit q la forme quadratique définie par

q(r) : 
"? + "' t *',-, - 6*?,

et soit G = SOq le sous-groupe de SL(n) qui préserve la forme q. Notons G'+ le

sous-groupe de SI(n) qui préserve la forme

q"* (*) = *l + ... + "2,_r 
- 6' r,..

et Go- le sous groupe de SI(n ) qui prêserve la forme

q"- (*) : r? + "' * ,',-, - 6" *7.

Puisque 6 et d' sont positives les groupes G(R.) et Go+(lR)sont isomorphes à SO(n-

1,1) et puisque ô" est nêgative, G"-(R) est compact et isomorphe à SO(n).

De plus, le groupe G(ik) est de rang nul sur ]k. En effet, supposons qu'il existe

y € k - Qô) tel que q(y) = 0 alors o-(y) € lR et q"- ("-(y)) = 0, ce qui est impossible.

Le groupe f = G(O) se plonge dans Go+(R) x G(R.) par

c(O) -> Go+ (R.) x c(R) , s + (g"* ,g)

ce qui en fait un réseau irréductible et cocompact dans le produit SO(n- 1, 1) x SO(n -

1 , 1 ) .

o r _ So(n,Zlt/pr,t/pzl) dans So(ra,Q,) x So(n,.=Qo,)
Reprenons les groupes du premier exemple.

Sipl = 1 (mod 4) et p2:1 (mod 4) et n = 2 ou 3 alors les groupes SO(rz)(-=Qor)

sont de *Qrn-rang un et n'ont pas la propriêtê (T).

Si p, : 3 (mod 4) et p2: 1 (mod 4) et n = 2,3 ou 4 alors les groupes SO(n)(-Qo, )

sont de .=Qo,-rang un et n'ont pas la propriêté (T).
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Non-uniforme

o r :  SL(z,Q) dans SL(2'R) x 5I(2,4r')

Comme ci-dessus, on plonge diagonalement | = SL(2,Q) dans

SL(2,A) : 5tr(2,1R) x SI(2, Ay)'

où a est I'anneau des adèles de Q et A1 le sous-anneau des adèles finies.

cette fois, sL(z,R) est de rang un et n'a pas la propriété (T) de Kazhdan.

o I _ SL(2,Zlt/pl) dans S.t(2,IR) x Sr(2, -Qe)
soit p un nombre premier et zlllel le sous-anneau de Q engendré par If p. comme

ci-dessus, I'image de | = G(V'llld) par le plongement diagonal

|  +  SL(2,R)  x  SI(2,Qo)  'g  r+ (s ,s)

est un réseau irréductible. Cette fois,les groupes SL(2,1R) et SI(2,-"Qo) sont de rang un

et ne possèdent donc pas la propriêté (T) de Kazhdan.

o I  =  SO(n -  1 ,1)  (Z l ' fz l )  dans SO(n -  1 ,1)  x  SO(n -  1 ,1)

Pour n 2 3, soit q la forme quadratique

q(*) = *? * .- .  -t  *7-, - *2n-t - *2n

Soii kle corps de nombres q./-21, et soit O =Zl\fzl I'anneau des entiers de n<. Soit G

le sous-groupe de .9,L(n) dêfini sur )k qui prêserve la forme g.

Considérons o I'automorphisme de k defini p", 
"(rf\) 

: -rt et notons Go le sous-

groupe de sli(n) qui prêserve la forme quadratique qo : q. Alors les groupes G(R.)

et G"(R.) sont isomorphes à SO(n- 1,1) qui est de rang rêel un et ne possède pas la

propriété (T) de I(azhdan. Le groupe f = G(o) se plonge dans G"(]R.) x G(]R) pa"r

c ( (? )  +  G" (R)xG( lR )

s è (o(g) ,s) ,

ce qui en fait un rêseau irréductible dans ce produit.
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