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CHAPITRE I

Les objets fabriqués dans I'industrie peuvent être de très grandes dimensions' C'est

le cas des avions, des bateaux, des locomotives, etc. La fabrication de tels objets pose

un certain nombre de problèmes. Il est en effet impossible de fabriquer ces objets en

une seule pièce. Il est clair qu'on ne peut pas construire la coque d'un pétrolier par

emboutissage d'une tôle ou par usinage d'un volume brut! (car il faudrait d'abord

construire I'outil qui permet de faire cette opération). La seule solution consiste à créer

un squelette, puis une charpente de I'objet par assemblage de poutres, enfin à habiller

la peau à I'aide de plaques (tôles). La labrication d'objets de grande taille est donc

organisée en deux Phases:

(D Construction du squelette

O Habillage du squelette à I'aide de plaques

Dans cet exposé, on ne s'intéresse qu'à la deuxième phase; on Suppose donc la

charpente déjà conçue.

La phase d'habillage doit respecter les deux types de contraintes suivantes:

a. Contraintes Géométriques

La forme des plaques à poser peut être très variée. Les plaques peuvent être

quasiment planes (par exemple sur le flanc d'un bateau ou sur le dessus d'une aile

d'avion) ou bien plus complexes (celles qui constituent le nez d'un avion ou celles

situées à proximité de la proue). Ces plaques doivent également respecter des

contraintes de continuité géométrique. En effet I'ajustement des plaques ne doit pas

perturber l'écoulement des fluides (air, eau). L,es raccordements transversaux à la

direction de l'écoulement doivent donc respecter des conditions particulières

(continuité du plan tangent, des courbures, etc.).

b. Contraintes de Fabrication
pour des raisons économiques et de facilité de fabrication, il est nécessaire

que ces plaques soient mises en forme sans emboutissage, ni étirement, ni

moulage. Par conséquent, il est souhaitable que les seules opérations effectuées

soient:

F le découpage de la tôle dans le plan,

) la mise en forme Par enroulement,

) la pose et la fixation sur Ie support.



Cette définition de plaque correspond à ta définition mathématique de surface

développable. Dans la suite de I'exposé, n'est envisagé que I'aspect modélisation

mathématique des plaques. Définissons, à I'aide de I'exemple d'une coque de navire, la

position du problème.

Soient deux courbes spatiales données: u + f1(u) et u -+ f2(u)' Elles

représentent par exemple deux courbes de support consécutives sur la coque.

Elles peuvent être transversales (cf. figure-a), longitudinales (cf. figure-b) ou autres

(cf. figure- c). Le but est de iléftnir une suite de plaques Si qui s'appuient

sur f1(u) et f2(u). Ces plaques peuvent être représentées par une définition

paramétrique:
(u,v) -+ Si(u,v).

pour I'ensemble de notre travail, ces plaques doivent vérifier les propriétés suivantes:

O Chaque plaque doit être une surface développable'

O I-,e, raccordement entre deux surfaces consécutives doit présenter une continuité

géométrique d'ordre deux (CG2), c'est à dire la continuité du plan tangent, la

continuité des courbures et des directions principales de courbure (cf. plaques

51 et 52 de la figure-d).

O Chaque plaque doit être un carreau de Bézier.

(a) Division de Longueur du Bateau



ft) Division de Hauteur du Bateau

(c) Division du Côté du Bateau

(d) Maquette Entre Deux Surface

Techniques de Division du Corps du Bateau



La dernière propriété est imposée pour des raisons de compatibilité avec les

modèles surfaciques utilisés dans les systèmes de CAO, car les calreaux de Béziet

constituent un modèle standard et bien maîtrisé de définition de surface. Les propriétés

(O) et (f)) sont contradictoires dans le cas général, car contrairement aux carreaux de

Bézier,les surfaces développables ne sont généralement pas polynomiales. Donc, il

faut trouver un compromis entre le caractère polynomial et le caractère développable.

L,objet d.e cette thèse est de définir les surfaces S; qai satisfassent la

contrainte (@) et réalisent le meilleur compromis possible entre le contraintes

(O) er (9).

Finalement, nous introduisons le plan de la thèse suivante:

- le chapitre-I présente la position du problème de modélisation mathématique

des plaques.

- le chapitre-Il introduit l'étude générale et l'état de I'art sur les surfaces

développables.

- le chapitre-Ill propose une recherche de la condition suffisante de régularité et

présente une classification tous les types de surface développable.

- le chapitre-IV présente une méthode de construction des surfaces développables

régulières à I'aide des carreaux de Bézier'

- le chapitre-V montre les équations qui caractérisent la continuité géométrique

d'ordre-g,1,2lcco't,2, du problème de raccordement entre deux calreaux de Bézier

développables réguliers adj acents.

- le chapitre-Vl propose la conclusion générale et met en évidence des intérêts

des méthodes proPosées.



CHAPITRE II

Dans la pratique, chaque objet est en général obtenu à partir de plusieurs types de

construction. Il est en effet difficile de trouver une définition de courbe ou de surface

qui permet de le réaliser avec une seule méthode. Pour cela, pour obtenir une solution

satisfaisante et le meilleur compromis possible pour le problème présenté, nous

discutons d'abord dans ce chapitre les sujets suivants:

Premièrement, nous rappelons la représentation des formes de courbe et de surface

qui sont souvent utilisées en CFAO, en particulier les courbes et les surfaces non

rationnelles de Béziet et B-splines.

Deuxièmement, nous parlons suf un plan fondamental des surfaces développables'

Dans cette étude, on a deux objectifs. D'abord, concernant le problème de

construction de surface développable, on va poser une définition mathématique de

cette surface. Ensuite, pour traiter la continuité, CGI'Z de la surface, on a besoin de

résumer et formuler la propriété géométrique locale de cette surface'

Troisièmement, îo|ts introduisons l'état de I'art des surfaces développables lié à la

méthode de construction, de raccordement et de développement de la surface sur le

plan. Le but est de présenter les avantages et les inconvénients des méthodes dans

leurs applications en GFAO. L'évaluation apportée ici permet de développer ou de

choisir une meilleure méthode pour traiter le problème de la thèse.

F lement,grâce à ces études, nous proposons une solution au problème de la thèse'

Nous rappelons raPidement dans

surfaces deBéz\et et B-sPlines.

cette partie les propriétés des courbes et des



z.lJ Courbe et Surface de Bézier

a) Courbe de Bézier

La courbe non rationnelle de Bézier de degré n s'écrit sous la forme:

g
c( t )= IP,  Bl  ( t )  e t0( t<1 """" " " " " " ' (1)

i=0

où: Bl (r) = Cl(l-t)n-'.t' et C:---fl-

Dans cette équation, les points Pl s'appellent coefficient géométrique (point de

contrôle) de courbe c(t). Ils sont de valeur réelle'

Propriétés

Pour tout t e [0,1], la courbe a des propriétés:

O invariant AfTTne: soit f une application affine de R3 dans R3, alors

f(c(O) = IrtP,lgirtl
i=0

g
€) convexe et lpiftl = t

i=0

I positive: l, i(t) > 0; Vi = o, . ' ., n

Figure-l : Courbe Cubique de Bézier

@ linéaire: B,i(t) = tB:l(t)+(1-t)Bl 
'(t) pour tout i = 1,"', n-l '

B;@= (t - t) B^,-' (r) et Bittl = t B:--',,(t)



g diminution de la variation: le nombre d'intersection d'un plan quelconque avec

une courbe deBézier est inférieur ou égal au nombre de ce plan avec le Polygone

de Bézier.

@ symétrique: !,i(t) = Bl'(1-t)

O changement global de la forme de courbe à cause de changement des points de

contrôle.

@ élévation de degré n vers la courbe de degré n+l:

n+l

c(r) = Ip;
i=0

avec:

Pi* =

Bl.' (0

L Pt-r + (1 - Ài) Pi et Xi = i /(n+t); i  = 1, .",  n

Aleorithme de Casteliau

Appliquons la propriété linéane (@) pour évaluer la courbe de Bézier C(t) en une

valeur donnée s, avec I'expression de points intermédiaires:

p,(n)1s; = (1-s) pi- l(n-l)+ s Pi(n-l)

Po(n)1s; = c(t) selon le schéma triangulaireoù e,(o)1s; = P1. On peut trouver

suivant:

Po(o)

\

P  ( 1 )
r o

v

\l

v

\l

D  . ( 1 )r  n - l

v

P1(o)

Pn-t(o)

. Po(n-l)

.  Pr (n - t )

\
Po

v
(n) - c(t)

Pn(o)



Dérivées
La dérivée d'ordre r de la courbe c(t), notée c(r)(t), a I'expression:

c(.)(t) = .+I(A'p,)Bl-'(,)......... .................(2)
i=0

où:

^oPi = Pi

^l Pi = Gi*r - Pi)

LzPi  = (Pi*z-  2  Pi*1 + P)

A(') Pi - I(-r)'-, C', p,*,_,.
,=(,

b) Surface de Bézier

La surface non rationnelle de Bézier de degré m,n s'exprime par le produit tensoriel

comme suit:

m,n

s(u,v) = IPuBI(u) Bi(v);0 (  u,v (  1 . ' . . . . . . ' . . . . . .  """(3)
i,j=0

Les propriétés de cette surface sont identiques à celles de la courbe deBézier.

2.I.2 Courbe et Surface B-SPline

a) Courbes B-Splines

La courbe non rationnelle B-spline d'ordre k sur les noeuds:

[to < tt  1 tz <...  ( tn-1 < tn < tn*1 ...(tnapJ

s'écrit sous la fo e:

i=0

læs coefficients P; s'appellent points de contrôle ou points de de-Boor. Pour

B-spline normalisé, le polynôme de base Nitti a des propriétés ci-après:

n-K

O partition de I'unité: ) \[i(t) = t;
i=0



O positive: Sittl > 0;pour te [ti,ti*p1l

I support local: Siftl = 0, si t e [t1,!*11;

@ continue: Sift) est d'ordre k et continu Ck-2 en chaque noeud;

I récursive:

l(,) =,, -,,,dH r (ti*r -,,#*
où:

Nl (t) = 1, si t e [ti,t1*11;

0 ,s i t 4  [ t i , t 1a1J .

Propriétés des Courbes B'SPlines

En plus des propriétés de courbe de Bézier,la courbe B-spline a les propriétés

suivantes:

O la propriétélocale concernant les changements des points de contrôle,

O la multiplicité des points de contrôle ou des noeud influence la continuité de

cette courbe.

Aleorithme de de'Boor

L'algorithme de de-Boor est aux courbes B-splines ce que I'algorithme de Casteljau

est aux courbes de Bézier. Il permit d'évaluer la position en un point courant d'une

courbe et de les subdiviser en courbes de même degré.

Pour évaluer la courbe en valeur f = s e [Ç , Ç+1], on détermine d'abord

l'équation d'insertion qui est calculée par l'équation (4) et la propriété (g)' On

trouvera I'expression:

Q(t) = IpiCtlSi- jCt l ;  avecj = 0, . . . ,  (k-1)
i=0



1 0

Dans cette forme, les Points

linéaire récursive:

de de-Boor s'expriment sous la forme d'interpolation

Pi = (1- gi) Pi-i * çplpl-' avec

Si k= j+1, nous trouverons labase 51. Ceta signifie que, pourt = s € [Ç, t *1], on

obtient:

e(s) = P:-'

b) Surfaces B-SPlines

La surface non rationnelle B-spline d'ordre k et l, s'exprime sous la forme du

produit de tenseur:

f t(u,v)=ï P,,,Nlr, l  Nitr l  """"" '(6)
i ' j =o

Les propriétés de cette surface sont analogues de la courbe B-Spline.

Toutes les surfaces développables sont une certaine classe (sous-classe) de surface

réglée qui est engendrée par une droite déplacée sur une courbe dans I'espace' Elles

ont une panicularité, car elles peuvent être développées isométriquement sur un plan

sans force, ni étirement.

Dans cette partie, nous présenterons la définition mathématique et les propriétés

locales des surfaces développables. Pour cela, nous commençons d'abord par l'étude

des propriétés locales d'une surface paramétrée: l'équation de courbure principale et de

paraboloide osculateur. On discute, ensuite, la quantité de courbure gaussienne'

l'équation de Weingarten et I'expression de Olinde Rodrigues d'une surface régulière

S(u,v). Celles-ci pennettent de caractériser les normales le long d'une génératrice d'une

surface de courbure gaussienne nulle, c'est à dire une surface développable. Plus tard,

après avoir défini une surface rêglée développable, on calcule la courbure moyenne et

la forme locale de la surface qui s'écrit sous la forme d'équation de paraboloide

osculateur. Enfin, nous proposons une synthèse de cette discussion'

Cette partie assez théorique est indispensable pour situer les outils et les concepts

mathématiques utiles pour la suite de notre travail'
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2.2.L Courbure Principale de Surface Paramétrée

Supposons un point Mo sur une surface patamétrée S(u,v) avec son plan tangent

en ce point, soit Vo. Si le point Mo se déplace vers le point Mo + df sur cette

surface, on a alors la quantité scalaire, notée ds, de vecteur d'approximation du vecteur

df qui se trouve dans Vo avec I'origine du point de départ Mo suivant:

dr .d r  =  dsz

ds2 = [su(uo,vo) du + sv(uo,vo) dv] . [su(uo,vo) du + sv(uo,vo) dv]

= | su(uo,vo; l' lu' + 2 [su(uo,vo).su(uo,vo)] du ov + lsuv(uo,vo) l' d"

ou encore:

ds2  =edu2  + } fdndv+g  dv2  . " " " " '  " " " " " " " " (7 )

où :e=  l su (uo , vo )12 ,  f  =  [ su (uo , vo ) . sv (uo , vo ) ] ,  g=  l su l uo , vo ;12 '

L'équation (7) s'appelle "Première Forme Fondamentale de Gantss".

Si Su(uo,vo; et Sv(uo,vo) sont ofthogonaux , alors f = 0. D'autre part, la normale

unitaire orientée au point Mo de cette surface s'exprime par :

l'Ir(uo,vo)= [su(uo,vo) n su(uo,vo)] / | suluo,vo) n su(uo,vo) |

Considérons une courbe f sur la surface S(u,v) et elle passe par le point Mo avec t

Son vecteur unité tangentiel en ce point. D'où, le vecteur t est orthogonal au vecteur

normal unité Tt, de la surface, c'est à dire : t . n, = 0. En dérivant par rapport à la

Iongueur d'arc s de la courbe f, on obtient alors:

d t / ds  . ( l s  *  t . dn r / ds  =0 ,

tk " .nJ  + t .dns/ds  =0

ou:
[ ( r "  n " ) . f l r ]  +  t .dn t /ds  =0
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où kc , Kc, et 1lc sont respectivem eît le vecteur de courbure, Ia courbure et Ie vecteur

normcil unité de cette courbe en Mo. Si la quantité rn - tk" 'nJ exprime Ia

courbure normale,c'est à dire la projection du vecteur de courbure k" de cette courbe

au vecteur normal unité n, de cette surface au point Mo, on peut donc simplifier la

forme (8) de manière:

Kn=  leCos<p- - t . dn r /ds  =  -  (dS .dn r ) i ds2 "  " " " ' ( 9 )

L'angle <p est I'angle formé entre le vecteur normal unité de la surface et le vecteur

normal principal de la courbe f. En substituant l'équation (7) dans l'équation (9), on

trouve:

Kn  =  r "Cose  =  (Edu2+2Fdudv+G dv21 /1edu2+  2 f  dudv+gav2 l ' . . . . . . ( tO )

où:

[ ,  =  -Su .n ru ,

p = - 1/2 (su.nrv + sv .nru),

Ç = - su.nru.

La quantité E du2 + 2F du dv + G dv2 s'appelle " Deuxième Forme Fondamentale

de Gauss".

La forme (10) indique que Kn est une application de variable du et dv. Il dépend

uniquement de proportion du : dv, à savoir la direction de droite tangente de la courbe

au point Mo.

Remaroue: Les différentielles Su. fls = 0 et Su'ft, = 0 donnent quatre équations:

Suu. 11, * Su. nru = Q Suu. fI, * Sv. nru = Q

et

Suu. 11, * Su. flrv = Q Suu.fl, * Sv' Ilrv = Q

Or,les coefficients E, F et G peuvent s'exprimer par:

! , =  Suu . f l ,  F=Suv . f l s  Ç=  Suu . f l ,  . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 11 )
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Considérons tous les plans passant par le point Mo sur la surface S(u,v) et

contenant flr. Alors, les normales de courbes d'intersection entre ces plans et la

surface sont parallèles à nr. Soit f1 une courbe passant par le point Mo. On appelle "

section normale" de la courbe f 1 en Mo sur une surface, toute la section arbitraire

du plan passant par la normale fl, au point Mo et ayant la même tangente que la

courbe f1. Dans ce cas, notons: ç est la courbure de la courbe f1 et p est la

courbure de Ia section normale. Puisque toutes les courbes ont la même tangente,

l'équation (10) donne alors:

Kn  =  KcCos<P  -  t p

Donc. on a le théorème de Meusnier suivant:

Théorème-l-: toutes les courbes qui ont la même droite tangente au point Mo sur une

surface, ont la même courbure normale en ce point. Concrètement, la valeur de la

courbure normale au point Mo de la courbe f1 sur une surface est égale à la courbure

de la section normale qui la tangente de la courbe 9! r9_P9tn!

De l'équation (10), on peut déduire que tous les courbures normales Kn de courbes

sur une surface avec la direction d sur le plan tangent vérifient:

(rn e - E) du2 + 2 (rn f - F) du dv + (çn g - G) dvz = 0 """""""""""""(12)

Si t = du/dv et tx = dv/du expriment les directions tangentielles de la section normale,

alors cette équation peut s'écrire par:

Q ( rn , |  =A t2  +  ZB t  +C  =0

et

Q(rn, t * ;  =  A + 2B tx+ c  tx2 = o

où :  A=  ( rne E) B = (Knf - F)

C=  ( rng  -  G )

En dérivant respectivement ces deux équations par rapport à t et tx, on trouve:
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( r n  e -E )du  +  (Kn  f  -  F )dv  =  0

( rn  f  -F )  du  +  ( r n  g -G)dv  =  0  " " " " " " " " ' ( 13 )

Ce système possède des solutions non nulles si et seulement sl:

l r "e 
-  E r" f  -  F l  = Q . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( r4)

l r " f -F K"g-Gl

Celle-ci est l'équation de second degré en ro. [æs solutions sont les valeurs extrêmes

qui ont deux différentes courbures principales K1 et K2 ou bien la courbure

principale unique de second multiplicité, à savoir la courbure au point umbilique.

Donc. on a le théorème suivant:

Théorème-2: La quantité r est la courbure principale si et seulement si r est la

solution de l'équation:

t"g -  Pl l  -  t "c -2f f i+gB l r  + [EG'F2] = 0. . . . . . . . . . . . . .  . . . ""(15)

Les deux directions par rapport à la solution d'équation (15) s'appellent "directions

principales".

Considérons Ia surface S(u,v) de classe CZ ave" son plan tangent au point Mo =

S(uo,vo) soit Vo et son vecteur normal unité flr. On a le développement de Taylor au

voisinage de S(uo,vo):

S(uo+Àu,vo+Âv) - S(uo,vo) + [Su(uo,vo) Au + Sv(uo,vo) Àv] +

1/2!.[suu(uo,vo) Au2 + 2 suv(uo,vo) Au Av + svv(uo,vo) Âv2] +

o( Âu2+ Âv2;'

Or, la distance algébrique ô, du point P = S(uo+Âu ,vo+Av) au plan tangent Vo est

donnée par (cf. figure-2):
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ô - ^S.ns = [s(uo+Âu,vo+Av) - s(uo,vo)].f1,

= l/Z[ Suu(uo,vo) . fl, Âu2 + 2 Stv(uo,vo) .fls Au Àv + Svv(uo,vo) .n, Âv2 1 +

o( Âu2 + Av2).

On a alors:

6=r l2  (E  Au2+2FÂuÂv+G Âv2 ;  +o(Àu2  +  Lvz )  " " " " " " " ' (16 )

où:
E =  suu. f l s  F  =  suY. l - Is  G =  suu ' f l s

Lrs coefficients E, F et G sont caractérisés comme les coefficients de la deuxième

forme fondamentale de Gauss [cf. l'équation (11)]

Figure-2 : RePère Local

Soit maintenant dans ce plan tangent, on considère le vecteur X dans la

direction Su(uo,vo); le vecteur y dan la direction Sv(uo,vo), et ftr(uo,vo) son

vecteur normal au point S(uo,vo). Dans le repère d'origine S(uo,vo) et d'axe

[Su(uo,vo), Sv(uo,vo), nr(uo,vo)J, on peut donc confondre localement la surface avec

la surface qui s'écrit sous la forme d'équation de paraboloïde osculateur suivante:

s ( u o , v o
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2.2.2 Propriétés Locales des Surfaces Développables

Nous avons vu que les valeurs de courbures principales de surface régulière S(u,v)

sont déterminées par l'équation (15), à savoir:

be- Pk2 - ["G -ZfT +8E] r + [EG -F2] = 0.

Un calcul de cette équation avec

( = Kr.Kz = IEG -Pzl ll"e-

12 -  [ r1+Kz]r  + [ r r . rz]  = 0 condui tà:

H =l /2 . I  11+ rz l  =  I /2 . leG -ZfF + g9 l  I  l "e-  P l  " " (19)

Le terme K = Kt.Kz est appelé courbure gaussienne' tandis que H = llz'lKÈ r21 est

dit courbure moyenne. Dans le cas K > 0, le point Mo e S(u,v) considéré est

appelé point elliptique. si K < 0, le point Mo s'appelle point hyperboliqze. Enfin, si

Kt = 0 ou K2 = 0, et K s'annule, le point Mo est appelé point paraboliqze. Dans le cas

particulier où K et H s'annulent simultanément, on parle d'un point plat.

K = 0 ,  H > < 0

Figure-3 : Types de Point sur une Surface

K < 0

K > 0
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Considérons une courbe f(t) = S(u(t),v(t)) sur la surface S(u,v) et t son vecteur

tangentiel au point Mo est sous la forme: t - Su du + Sv dv. En ce point, la

différentielle du vecteur normal ft, est dfls = nru du + flru dv. Puisque flru et

flrv sont dans le plan tangent au point Mo de cette surface, alors on peut les écrire sous

la forme de la combinaison linéaire [Su , Su] de manière:

flrt = all Su + azls'

flrn = a12 Su + az2Su

D'autres part, dans la même base ;Su , Sv1, la deuxième forme fondamentale de

gauss est donnée par l'expression (10), c'est à dire : E du2 +2F du dv + G dv2 avec

[ ,  =  -Su .n ru ,  |  = -1 l2 (Su .n rv+Sv .nsu ) ,  Ç  =  -Sv .nsv .Pu isquepour tou te la

valeur (u,v), les vecteurs Su et Sv sont orthogonaux à ns , on a donc:

1So .n r )u  =0  +  -E=a11  e *a21  f  . ' . . . . . . . . . . . . . .  " ' ( 21 )

( sv .ns )u  =0  +  -F=a11  f  +a21g

(Su .ns )u  =0  +  -F=a l ze *a22 f

(Su .n r )u  =0  +  -G=a t21+a229

où e, f et g sont les coefficients de la première forme fondamentale de gauss qui sont

trouvés dans I'expression (7). Sous la forme matricielle, ce système peut s'écrit par:

On trouve donc les coefficients pour l'équation (20) comme suit:

(n  F)  (o , ,  o r , \ (  u  / )
- l  l = l  l l  I

[F G) \o,, orr)\f s )

al l=[ fF-gE]/ lee-Pl ,

ayy=lfB-eFl i [eg-f2],

a12=lfG-gFl / [eg-P],

a22--1tr-ecl / teg-Pl .

L,expression (20) ci-dessus est appelée ëqaation de Weingarten.
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Réécrivons les coefficients de la première

gAUSS:

et deuxième forme fondamentale de

e = su.su

f = su.sv

g = su'su

D'ailleurs, nous avons

forme:
( re -E)du  + ( r f  -F )dv=0

et
( r f -F )  du  +  (Kg-  G)dv  =  0 .

De ces quantités, nous trouverons le système suivant:

[(nru du * hru dv) + r.(su du + sv dv)] . su = 0

[(nru du * flru dv) + r.(su du + sv dv)] . sv = 0

ou

[d f i r +  r . ds ] .  su=0  e t  [ dn r+  r . ds ] .  s v=O

puisque [ffi, + K. dS] est parallèle au plan tangent au point Mo et les vecteurs

[so , su] sont indépendants, on trouve alors [dfl, + r. ds] = 0, à savoir:

Cela veut dire que, dans la direction de la direction principale, le vecteur dfl, est

parallèle au vecteur dS. Cette expression s'appelle équation de Rodrigues.

Dans la suite de cette équation, nous étudions les propriétés locales d'une surface de

courbure gaussienne nulle. Nous les présentons comme suit'

f ,  = - (Su.nsu) ,

| =- (su. nsv) = - 1sv. nru),

Ç  =_(sv .nsv ) .

le système pour calculer les courbures principales dans la
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Supposons que, Sur la surface S(u,v) qui contient un point Mo, la courbure

gauss ienne  K=K1K2  =  0 .Pu isque  K= [EG -F2 ] l t "g -  f z l  : 0 ,ona [EG-F2 ]=0 .

Si la courbure moyenne H I 0, alors chaque point sur cette surface est un point

parabolique avec une seule direction asymptotique du: dv.n vérifie l'équation:

Edu2 + zFdvdv + Gdv2 = ( {E du+ {C du)2 -  0 .  Donc,au vo is inagede

point Mo, cette équation exprime une famille des droites asymptotiques d'un

paramètre où dans ce cas, on peut la supposer comme les courbes de

paramètre v avec u = constant. Notons que, en ce point parabolique, la direction

asymptotique coihcide avec la direction principale et, alors, les courbes de paramètre v

sont aussi les droites de courbures. On démontre que, pour tous les points sur ces

courbes, leurs normales sont constantes. D'abord, le long de ces courbes, nous avons

du=0et  ( r /Gdv)  -0.  PuisquedvÉ0,  ont rouveG=0.  D'a i l leurs,  avec [EG -F2]  =0,

on obt ientF = 0.  On adonc:  G:F:  0 .  S ion les subst i tue à l 'équat ion de

Weingarten, on trouvera nrv = o. Cela veut dire que, le long de chaque courbe

de paramètre v, la normale est constante. Plus tard, puisque ces courbes sont

aussi les lignes de courbure, on obtient, de l'équation de Rodrigues, hrt = - K Sv et,

alors r = 0. En effet, grâce à la forme: flru = o et K = 0, le voisinage du point Mo

forme une surface développable et toutes les courbes de paramètre v sont solrs

Iaforme de droite (génératrice). D'ailleurs, pour tous les points sur ces droites,

les normales sont constantes. On a donc le théorème suivant:

Théorème-3: Si la courbure gaussienne d'une surface n'ayant pas un point plat pour

I'ordre n)3 est identiquement nulle, alors tous les voisinages de chaque point sur la

surface sont les surfaces développables.

2.2.3 Surfaces Réglées Développables

Une surfac e réglée engendrée par une courbe directrice f1u; est I'ensemble des

points X = f(u) + v $(u), c'est à dire une droite qui s'appelle génératrice. Cette

surface, ensuite, s'exprime sous la forme:

S(u,v )= f (u )+v$(u) .

D'autre part, les vecteurs dérivés partiels de la surface sont:

su(u,v) = f'(u) + v $'(u) et sv(u,v) = g(u)



20

D'où, le plan tangent P, au point Mo = S(uo,vo) sur la génétaftice est engendré par le

vecteur:

su(uo,vo) = f'(uo) + vo g'(uo) et sv(uo,vo) = g(uo)'

læ résultat précédemment établi, exprime que, pour toute la surface développable, la

normale en tout point sur chaque génératrice est constante. Autrement dit, le long

d'une génér atrice,le plan tangent doit être unique. Pour cela, une surface développable

peut être définie par une surface réglée suivante. Une surface réglée S(u,v) est dite

développable, si et seulement si les trois vecteurs [8t(u), ft(.t), $(u)l sont

dépendants (liés), à savoir:

dét1g',f ' ,  g)= o ou [g' n f '  .  $J = o.

Soit maintenant une surface régléedéveloppable régulière: D(u,v) = f(u) + v $(u)'

Etudions, ensuite, les propriétés géométriques locales par rapport à la courbure

gaussienne, la courbure moyenne et le calcul de paraboloïde osculateur de la surface.

En utilisant I'exPression:

1axb12 = la f  lb lz  - (a.b)z

on trouvera la normale unité de la surface:

r rp  =  [Du, . .D ' ] /1Du nDul

= [ ( f  'n  g)  *  u  (g  n  g)1 / t i /  (e .s -P) l

où e, f et g sont les coefficients de la première fondamentale de gausse de la forme:

l1 '12  +2v ( f  ' .  g ' )  *  ,2  lg '12

f  =  t f  
' .g l

g-  lg l2 = l '

D'autre part:

l  t t  t l
I  l u u  -  t  ! r /  g
v r r r b , Duu = g' Duu = o.
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F

G

Or, on obtient les coefficients de Ia deuxième fondamentale de Sduss:

!, = Duu .nn

( [ f  " . f  ' ^g]  + u l f  " .8 '^81 *  u[8" . f  'n$J + v2 [g" 'g 'n$J)

t { (" .e -Pl l

= Du ' .no = [B '^ f  
' .9 ] l t r /  

( " .g - f2) l

=  Duu.nr  =  o .

Puisque la surface D(u,v; est développable, alors les trois vecteutt [8', f', gJ sont

l iésetvér i f ient l 'express ion I  g '^  f  
' .g  

]  =0,c 'estàdi re F=0.  En subst i tuant  les

valeurs F = 0 et G = 0 dans I'expression de la quantité de courbure gaussienne:

K = Kr.K2 = [EG -P2] ll"e- Pl,

on obtient K = 0. Donc, on a le théorème:

D'ailleurs, puisque F = G = 0, les solutions pour l'équation des courbures principales:

t"g - Pl 12 - ["G -ZfT +8E ] r + [EG -FZf = 0,

sont données par:

Kr = [ El(e-P)] et K2 = 0.

Donc la courbure moyenne de la surface réglée développable s'exprime sous

forme:

H=  l l 2  [ 11  +12 l  -  l l 2 . r 1

= r/2lEt@-p)j

: En tout point régulier de surface développable, la courbure gaussienne

est identiquement nulle.
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ou:

g.t f  "^f  ' l  +v.g. I f  "^8'*  g"^f  ' ] *u ' 'g ' Ig""g '1
(23)f { =

zl l f  '12 *2u( f  ' .8 ' )+v t  lg ' l ' - (8 . f  
' f  

l3rz

D'autre part, si on substitue

dans l'équation (17), nous

surface développable:

ces coefficients de la

trouverons l'équation

deuxième fondamentale de gauss

de paraboloïde osculateur de

2.2.4 Définitions et Propriétés des surfaces Développables

On aboutit au résumé des définitions et des propriétés géométriques locales des

surfaces développables ci-dessous:

a) Une surface S(u,v) est dite développable si et seulement si la courbure gaussienne

sans un point plat de cette surface est identiquement nulle.

b) Une surface réglée S(u,v) = f1u; + v $(u) est dite développable, si et seulement si

en tous les points sur chaque génératrice de la surface, les normales sont constantes

(uniques). En d'autre terme, si et seulement si les trois vecteurs [g'{u), f'{tt),

$(u)1 sont liés, à savoir

dér (g', f ' ,g)=o ou I g'  ̂  f ' .  $ J = 0.

c) Le calcul de courbure moyenne et l'équation de paraboloÏde osculateur des

surfaces développables D(u,v) = f(o) + v $(u) sont déterminés respectivement par

I'expression:

H=Ll2lDt@-f\  I  et  z = 1, l2.  IEx2]
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Nous proposons dans cette partie une étude des différents travaux dans le domatne

des surfaces développables. A partir des critiques que I'on peut formuler sur chaque

méthode, nous en déduisons les aspects les plus intéressants pour notre problème.

2.3.I Construction et Raccordement
de Surface DéveloPPable

a) Méthode de Calcul AnalYtique

Ferris'68 construit une surface développable à partir de l'équation génétale de plan

sous la forme non paramétrique:

Q :  Ax+BY+Cz+D=0

avec A, B, C et D constants réels. Ensuite, pour obtenir une famille d'enveloppes de

plan de paramètre unique t, il présente cette équation de manière:

Y :  z  =  F r ( t ) x+F2( t ) y+F3( t ) .

Le choix de la fonction F qui supporte I'existence de I'enveloppe de plan peut être

polynomiale, trigonométrique ou transcendantale. Dans cette méthode, il étudie

uniquement la fonction F de polynôme quadratique'

Y :  z  =  F r ( t ) x+F2( t ) y+F3( t )

Figure-4 : Suite de Plan de Paramètre Unique

D'où, soit données deux valeurs différentes \ et t2 du paramètre t, on obtient une

droite d'intersection de deux plans engendrés par le plan Y en faisant varier t de

\ à t2. En général, si les valeurs ti sont sous la forme d'une suite monotone avec

des valeurs successives [ti,t1a1l très proches, nous trouverons alors une suite des

droites d'intersection de plans engendrées par le déplacement Y ou une famille

d'enveloppes du plan, c'est à dire une surface développable (cf. figure-4).
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Nolan'7l présente la méthode de construction d'une surface développable en

cherchant les deux vecteurs normaux parallèles fll et 112 aux points (cf. figure-5):

p1 = (x1r;,y1r;,21r;) p2 = (xçz;,y121,2p1).

Ceux-ci se trouvent respectivement sur la courbe de bord donnée ft{*11y) 
"t

fZ$ç2). Le but de la recherche est de trouver la génératrice de la surface bordée

approximativement par ces deux courbes. Le calcul est ci-après.

Supposons tl ett2soient respectivement le vecteur tangent de la courbe f 1(x11y) et

fz(xçz) au point p1 et p2 tels que:

f l . l= f n t l f t }=1nI2.

Si en ces points on vérifie nlllîz, cela signifie que le vecteur t = (P2- pl) se

trouve dans le même plan Y avec tl ett}. En effet, le plan Y peut être considéré

comme le plan tangent (unique) de surface développable et, alors, I exprime la

génératrice de cette surface. Or, la condition pour trouver f s'écrit par:

ln l  n  r rz l -  In l l  In2  |  S in  Q = 0

ou

l ( rn  t l )n  ( rn  t2)1=9.

r r(*<r)

Figure-5: Génératrice de Surface Développable
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Supposons, ensuite, le point Pl = (x1t;,Y1t;,z1ry) fixé sur la courbe f11x11;), tandis

que y(2) etze) sont I'application de variable x12;. Alors, cette condition peut être

simplifiée de manière:

Sin Q (x12;) - Inl n r.2l I {l nl I In2l}.

De cette forme, on peut donc déterminer f en détectant la valeur Q selon le choix de

la valeur x12;. Dans ce traitement, pour trouver la solution xo, il propose la méthode

d'itération de la droite tangente successive dans le plan [Sin Q(x12;), x1Z;J.

Malheureusement, cette méthode ne donne pas la garantie d'obtenir une surface

développable, car le caractère de la forme Sin Q(xfzl) au voisinage xo est tÈs variée

et la solution est donc délicate à trouver.

En général, si les surfaces construites sont quasiment planes et naturelles, les deux

méthodes présentées sont applicables, car elles peuvent se représenter facilement en

une seule surface. Par contre, si les surfaces définies sont plus complexes, la

construction avec une seule représentation est très difficile à réaliser, car on a

besoin de traiter localement par morceau toutes les parties de cette surface.

b) Méthode de Ouatre Points Coplanaires

Weiss'8$ présente la méthode de construction des surfaces développables selon les

étapes suivantes (cf. figure-6a):

O fixons deux courbes paramétriques f1(u) et f2(u) dans I'espace,

O prenons arbitrairement un point P sur la courbe f1(u) et deux points P1 et P, à la

gauche et à la droite du point P respectivement,

G) comme l'étape (O), fixons sur la courbe fz(u) les points: Q1, Q et Q'

@ examinons, si P1 , P, , Ql et Q, sont coplanaires, alors on garde les coordonnées

de P et Q, les indices de la génératrice PQ et sinon,

I fixons "trois nouveaux points Suivants"l Ql', Q', Qr' et répétons (G)) jusqu'à ce

qu'ils deviennent coPlanaires,

@ continuons l'étape (O) pour "le point suivant" P sur f1(u)'
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I  to l

a
Q t

P1
Q ' l

Q'

(a) O)

Figure-6 : Méthode de Quatre Points Coplanaires

Iæ but du calcul est de trouver une suite de génératrice paramétrée PQi telles qu'en

tous points de chaque génératrice, les normales sont constantes. Ensuite, à partir de

cette suite, on reconstruit une surface développable. Bien que cette méthode soit

applicable pour lier et construire des surfaces développables à I'objet de la forme

de tuyau (cf. figure-6b), elle a des inconvénients. Par exemple, dans l'étape (@) et

(9), le calcul expérimental avec étape par étape pow trouver quatre points

coplanaires (déterminant zéto) provoque des complexités, car il n'y a pas de

garantie que, avec le choix du point P sur f1(u), on va trouver rapidement le

point e sur f2(u) qui vérifie la condition coplanaire. Ainsi qu'on doit changer

un nouveau point P sur f1(u) et recommencer à chercher et à calculer un point Q

sur f2(u).

c) Méthode d'Interpolation de Carreau de Bézier

Aumann'9l étudie la surface en utilisant le carreau de Béziet dans la forme

d'interpolation de deux courbes de Bêzier C1(u) et C2(u) de degré trois et quatre.

Celles-ci se trouvent respectivement dans deux plans parallèles particuliers:

Y l :  Y l  =k l  e  R ;

et

Y2: y2 = k2 e R avec kl +k2.

par ailleurs, la projection du carïeau dans le plan XOY doit être sous la forme

rectangulaire. L'expression du carreau est donnée par:
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s(u,v)  = (1-v) c1(u) +v c2(u),  0(u,v (  I

3

avec: C1(u) = Ia,Situ) et cz(u) - Ib,Blful
i=0 i=0

c,(u)
I

Figure-7 : Carreau d'Interpolation de Bézier

Pour obtenir le carreau développable, il propose d'abord la condition où, pour

toute valeur u € [0,1], les deux vecteurs tangents C1'(u) et C2'(u) doivent être

parallèles, c'est à dire:

c2'(u) = P(u) cr'(u)

avec p(u) = k u + h, et k, h e R. En effet, sa solution est:

u.

cz(u)  -bo= (ku+h)  c1(u)  -k  
J  c l ( t )d t -  hâo . . . . . . . . . . . ' . . . . . ' . . (25)
0

Ensuite, en supposant tous les points de contrôle [ao, a1 , à2, à3,bo,bO ] donnés,

il introduit le calcul des points de contrôle lbybz,b3l avec la condition (25). Dans

ce cas, poar obtenir la régularité du carreaa, il pose: p(u) > 0'

Dans le traitement de problème de raccordement géométrique CGI'Z entre deux

carreaux deBézier développables régulières, Aumann utilise deux critères, à savoir

la condition de mesure de plan tangent et de courbure du carreau le long de

génératice commune. Concrètement entre ces deux carreaux, leurs plans tangents

doivent être uniques en tous les points sur la génératrice commune et, puis, Ieurs

courbures doivent être égales le long de cette génératrice commune.

cz(o)
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D'autre part, Frey'93 développe la méthode pour deux courbes de Bézier C1(u) et

cz(u) de degré diffèrent jusqu'aux n et n+2 et le scalaire p(u) quadratique de

forme polynomiale de Bêzier. Ces courbes sont trouvées respectivement dans

deux plans parallèles différents de l'équation particulière: Yl : yl = kl e R et

y2 : yZ = k2 e R avec le contour du carreau dans le plan XOY sous la forme

trapézoide.

En général, les méthodes présentées ont beaucoup d'avantages pour des

applications. D'abord, la représentation de surface sous la forme d'interpolation de

courbes de bord deBézier [c1(u),c2(u)] a des propriétés naturelles. En effet, elle

est très pratique et facile à utiliser pour la conception. La méthode du calcul est

simple et on peut trouver et détecter directement le résultat du calcul et la forme de

surface, grâce à la possibilité de choix et de changement des points de contrôle des

courbes de bord. Pourtant, on trouve quelques particularités dans cette définition.

par exemple, le choix de degré des courbes de bord [Ct(u),Cz(u)] et le choix de

paramètre dans le scalaire réel p(u) sont limités. En effet, à cause de ces contraintes,

il est sûr qu'elle ne permet pas de traiter parfaitement à I'approximation d'une

surface réglée donnée avec ce carré.

d) Méthode de Dualité

Bodduluri'93 présente cette méthode selon les termes suivants:

o Dualité Entre les Points et les Plans dans I',Espace Proiectif.

) Les coordonnées homogènes de point (p,q,r,s) peuvent se considérer comme

un point ou un plan dans I'espace Euclidien R'. Un point p défini par ces

coordonnées est:

P = (x,y,z) = (p/s,q/s,r/s)

et un plan U se donne Par:

l l :Px+qY+ tz=s .

En effet, le point p et le plan U sont duaux entre I'un et I'autre.

Deux coordonnées homogènes p = (P1,P2,p3,p4) et q = (ql,q2,q3,q4)

peuvent être considérées comme deux points ou deux plans. Deux points

déterminent une droite, tandis que deux plans s'interceptent à une droite. Si on

utilise interprétation de plan, on a une droite I de I'intersection de deux plans:
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p:  p l  x+pzy+p3z=P4

! [ :  q l  x+q2y+q3z=q4

avec les coordonnées pluckeriens sous la forme:

, I a^B I
I =  1  n l

la+.s( - p4.p)

où C[ = (pl,pL,p3) et B = 1qt,q2,q3). D'autre part, avec I'interprétation de

point, les coordonnées pluckeriens sont:

,, fq+.a - p4.Pl
I = 1 rt f .

|  -d^p )

Donc, les deux coordonnées pluckeriens I et I' sont duaux.

) Trois point homogènes P, q et f sont considérés comme trois points ou trois

plans. Ils déterminent respectivement un plan U et un point d'intersection X

où u et X sont duaux.

F En général, une famille de points de seul paramètre qui forme une courbe, est

duale à une famille de plans de seul paramètre, c'est à dire une surface

développable.

@ Courbe Cubique Paramétrique Duale de Bézier et de B-spline.

Une courbe paramétrique cubique dans I'espace s'exprime par:

P(t )= f rUC avec f r= t l

où: Vg, Vt, VZ et V3 sont les points de contrôle. Dans ce cas la matrice M+X+

est la matrice de base constante de Bêziet ou de B-spline. Si les points de

contrôle Vi se remplacent par les plans de contrôle IJ', IJl, U2 et IJ3, on

trouvera une famille de plans avec un seul paramètre:

U(t) = fr 114H'
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@ Construction Par l'Algorithme de Casteliau.

En utilisant la dualité, I'algorithme de Casteljau pour une famille de plan dans R3

est identique à I'algorithme d'une famille de points dans R4. Alors, la

construction d'une courbe de Bézier dans R4 définit une surface développable

dans R3. Si on suppose que tlo, U1,IJZ et U3 soient les plans de contrôle qui

peuvent être traités comme les points dans R4, alors la construction de la courbe

deBêzier avec cet algorithme est la suivante (cf. figure-8):

} pour construire le point intermédiaire Vi : Vi = (1-0 Ui + t Uia1, i = O, l, 2

D pour construire le point intermédiaire Wi : Wi = (1-0 Vi + t Vi+l, i = 0,1

) la valeur U(t) = (1-0 Wo + t W1.

Donc, le plan qui correspond au point U(t) dans R4 est le plan de la famille de

plans de seul paramètre t.

Figure-8 : Construction Par Algorithme de Casteljau

@ Continuité Géométrique CG2.

On suppose deux ensembles de plans de contrôle Ui et Vi pour i = 0, ...,3 qui

correspondent respectivement à la surface deBéziet R(s,t) et S(s,t). Ensuite, les

deux surfaces vérifient la condition C2 où:

u1r; = v(0) ......... ........(26)

U'(1) = V'(o)

U"(1) = V"(o).
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La condition de continuité géométrique CG2 entre les deux surfaces est obtenue

dans le terme du plan de contrôle de I'expression:

u1t; = fr trrt H, .....(21)

et

V(t) = fr lrt Hr.

De l'équati on (26) et (27),on obtient la condition de CG2 suivante:

Vo=t I3 ,

Vr  = Uz +z(Uz -  Uz)

yz -  U1 +4(U3 -  Uz)

Sans doute dans I'aspect mathématique la méthode présentée est très intéressante.

Par contre dans I'application, on trouve des difficultés liées à la détermination et

I'organisation de données de deux courbes de bord de surface construite.

Pottmann'9$ développe cette méthode pour définir les surfaces développables Nurbs.

Il implique les plans de contrôle, le plan de trame et deux plans de références. D'autre

part, il propose une méthode pour transformer une surface de Nurbs duale à la forme

de produit de tenseur. Dans I'application, malheureusement cet algorithme n'est pas

simple, ni proche des besoins des utilisateurs.

u2

Figure-9 : Condition CG2
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e) Méthode d'Approximation Isoparamétrique

Pour obtenir des surfaces développables, Elber'95 présente la méthode

d'approximation isoparamétrique d'une surface de la forme de B-spline non

uniforme. L'idée est la suivante. Supposons une surface polynomiale non uniforme

B-spline S(u,v) avec deux courbes de bords:

c1(u) = s(u,v.in), c2(u) = s(u,v.*) et c1(u) * cz(u).

Soit r(u,v) une surface réglée qui est construite par ces courbes. On cherche,

ensuite, des surfaces développables Ç[(u,v) de raffinement f(u,v) qui permettent

d'approcher isoparamètriquement la surface S(u,v) selon I'algorithme suivant:

Dans la conception et la fabrication des objets à peau mince, cette méthode peut être

efficace, mais pour des objets à peau épaisse, par exemple les bateaux, elle n'est pas

utile, car il est risqué de diviser la surface en sous deux petites surfaces. Donc, cette

méthode ne s'applique pas, en général, au problème présenté.

Entrée : S(u,v), surface divisée en direction du paramètre v.

x, écart d'apProximation utilisé

Sortie : 91, ensemble de surface réglée qui approche S(u,v) avecl'écarttr

SurfRégléeApproximation (S't)

Début

c1(u) et c2(u) e v-in et v-u^ du bord de s

r e surface réglée entre C1(u) et c2(u)

q e f raffinée et enlevée son degré en v

Si [Distance-max(S,![) < t] alors retour {f}

Sinon

Début

Diviser s en deux SousSurf s I, 52 le long de v

Retour

SurfRégléeApproximation (s 1,t) u SurfRégléeApproximation (s2,t)

Fin

Fin
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f) Méthode de Subdivision

La méthode est introduite par Sun'96. Il la propose pour modéliser un objet dans

une visualisation et une animation graphique. L'idée de base de cette méthode est la

suivante:

O diviser une surface développable observée selon la forme conique (cf figure-10a)

en quelques morceaux de surface,

O approcher les morceaux avec le type conique généralisé (cf figure-lOb)' Celui-ci

est déterminé par un sommet et une courbe de section transversale de la surface

observée sous la forme de courbe deBézier,

g définir une surface développable de continuité géométrique CGl à partir des

morceaux de surface du traitement (e).

Morceaux de Surface

(a) (b)

Figure-10 : subdivision en Morceau de surface Développable conique

Dans la visualisation graphique, cette méthode est assez efficace. Par contre au

niveau de la précision du calcul, cela n'est pas évident, car, dans la détermination

des sommets de cône d'approximation (cf. l'étape O), le choix de deux génératrices

qui déterminent ces sommets, peut être très varié.

Cône Généralisé
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2.3.2 Développement de Surface Développable

Bien que cela

un point sur les

développables.

ne soit pas le coeuf de notre sujet, il nous parait intéressant de faire

travaux existant dans le domaine du développement des surfaces

Gurunathan'87 présente la méthode de développement de surface développable

detype:  f (u ,v)  = f r (u)+v$(u)  et  f (u ,u"v)  =(1-v) r1(u)+vf2(u ' ) .Sonalgor i thme

est le suivant:

O calculer la longueur dela génératrice de cette surface

O évaluer numériquement le long de la courbe directrice:

F la courbure géodésique et la longueur d'arc s à partir du point de départ,

) I'angle d'arc tangent. Celui-ci est déterminé par la tangente de la courbe directrice

en un point calculé et la tangente de cette courbe au point de départ,

) I'angle entre la tangente d'arc et la génétaÛice.

g pour transformer isométriquement la courbe directrice de la surface f dans le plan

de développement XOY, calculer I'intégral de l'équation de Serret-Frenet:

dzxldsz + Kq(s)dy/ds =0 et dzylds2 - xn(s) dx/ds = 0

où rr(s) est la courbure géodésique de cette courbe, tandis que x et y sont les

coordonnées de la courbe développée dans le plan XOY'

@ transformer la génératrice de la surface sur le plan XOY et reconstruire, ensuite, la

surface de développement dans ce plan'

Clement'87 propose la méthode de développement isométrique de la surface

développable régulière: S(s,t) = f(r) + t r(s) sur plan XOY en utilisant la courbe

géodésique: $(s) = f(s) + t* (s) f (s) avec se [a,b] , te [0, 1 ] et tx (s)e C2 [a,b] . L'idée de

base de cette méthode est la suivante (cf figure-11):

0 calculer numériquement la courbe géodésique $(s) sur la surface S(s,t) en utilisant

la condition de cette courbe dont: dét[g''(g"^ n) ] = 0' on trouvera' ici' un

système d'équations différentielles d'ordre deux avec deux conditions initiales qui

doivent être fixées.
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O évaluer la transfonnation isométrique M : f -> R. Dans ce cas, on peut effectuer

le calcul en quatre étaPes:

) définirhls; = s(s,l) -

) évaluer numériquement

plan XOY :

a v e c a = S o  ( s 1  < . . .

calculer I'image de génératrice f(s) de surface S(s.t) dans le plan XOY en

utilisant I'exPression I1 et:

= | g(si) - f(si)l= tx(si) lr(si)l
= lg(si) - h(si)l
= cos-l t($(s1) . r(si)) / (l$'(si)l lr(si)l)1 pour tout i = 0,1, "', n'

) reconstruire la surface de développement dans le plan XoY.

.,L....
#-+. 

s(*rr> génératrice

x

plan tangent

^

o

Transformation Isométrique Iî --+

In

f(s) + f(s) avec s e [a,b],

I'image de courbe géodésique de la surface S(s,t) dans le

= J lg (sll ot
so

S n = b '

c;

Pi
0i

c
, (bl

Figure-11 : Transformation Isométrique de Surface Développable
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Weiss'88 introduit le développement de surface développable d'objets de type

tuyau. Dans ce cas, il propose le traitement:

O numériser respectivement les deux courbes de bord fr(u) et f2(u) avec le polygone

p et q (cf figure -l}a) et I'erreur d'approximation < e.

€) concernant au point P(i) sur la courbe f1(u) et le point Q(i) sur la courbe fz(u)

avec i = 7, ..., n, évaluer:

) la longueur [P(i-1)P(i)], tP(i)Q(i)l

et

P(i)P(i+1)1,

) I'angle A(i) = Z Q(i)P(i)P(i+1)

et

B(i) = t P(i-r)P(i)Q(i)'

I calculer le point de développement P(i)d et Q(i)d

(cf figure- 1 2b) selon I'expression:

UP(i) = P(i-1)P(i)l . CoslG(i-1)1,

VP(i) = [P(i-1)P(i)l . SinlG(i-1)1,

UQ(i) = [P(i)Q(i)] . CoslF(i)1,

vQ(i) = P(i)Q(i)l . sinlF(i)1,

où:

F(1) = 6; G(0) = g'

F ( i )=7r -G( i -1 ) -B( i )

et

G( i )=F( i )+A( i ) .

dans plan de développement U-V

@ reconstruire la surface de développement dans le plan U-V'



7 t

(a)

Figure-12 : Calcul de Développement de Surface Développable dans le Plan

D'autre part, Kreyszig'94 introduit I'algorithme suivant. Soit une surface

développable:

S:  X(s, t )  =  y(s)  +tZ(s) ,  t r (s)  <t  ( t2(s) ,  se[a,b]

3 3

z(s)= I o:(*)vi(s),
j=l

avec {Vt, Y2, Y3} le trièdre de la courbe C: }(s). L'image S* dans le plan de

développement p-q peut être déterminée par:

l) calculer la courbure géodésique rn de la courbe C sur la surface S.

O évaluer I'intégral: L(s) r*(u) du

I calculer vtx(s) =

(b)

=J
0

[cos(r(s))l
Is in( t (s)) ] '

[- sin(t(s))-]

Icos(r(s)) I
v2*(s) =
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@ évaluer I'intégral:

/*(s) = vl*(o) do

I calculer:
z*(s1= crl vl*(s) + (1 - or2lt2 vz*(s)

et

x*1s,t; = y*{s) + t z*(s), t1(s) S t < t2(s).

Elber'95 utilise I'approximation de triangle pour développer une surface

développable s(u,v) dans le plan de développement. Dans ce cas, il approche d'abord

les deux courbes de bord de la surface avec n segment de droite (cf. figure-l3). Il

construit, ensuite, une suite de triangles d'approximation de cette surface qui

s'appuient par ces segments. Enfin, les 2n triangles se transforment dans le plan de

développement.

Figure-I3 : Approximation de Triangle

De ces études, on peut résumer que, pour développer une surface développable sur

le plan, on a besoin d'effectuer trois phases de traitement suivant:

O numérùsation de la surface dans la forme de suite de polygone ou bien avec le

calcul de la courbe géodésique (la courbure géodésique), la courbe directrice et la

génératrice de la surface.

@ transformation durésultat (O) dans le plan de développement,

O reconstruction de I'image numérique de la surface développée sur le plan de

développement.

i
0
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Grâce aux études des méthodes de construction, de raccordement et de

développement de surface développable précédemment vues, nous apportons enfin des

considérations, des raisons et des suggestions liées à la solution du problème de la

thèse. Nous les présentons comme suit (cf. figure-14)'

A partir de deux courbes arbitraires [ft(u),fz(u)] dans I'espace, en général, il u'y a

pas de réponse positive pour I'existence de surface développable qui se trouve et se

borde par ces courbes. Pour obtenir une telle surface, il est préférable de chercher

une méthode d'approximation. Donc, si les courbes [f1(u),f2(u)] déterminent la

surface réglée S(u,v), le problème est de chercher deux courbes d'approximation

[c1(u),c2(u)J qui permettent de définir la surface développable D(u,v). Celle-ci

approche la surface S(u,v).

Figure-14 : Surface Développable d'Approximation

La recherche de courbes [c 1(u),cz(u)] est identique à la recherche de génératrices $1

de la surface développable D(u,v) dont toutes les normales doivent être constantes en

tout les points sur chaque général-rice. Pout I'e ctuel, on peut utiliscr la

méthode locale expérimentale de Nolan'7l avec la recherche de deux normales

parallèles [nt,nz] de la génératrice gi aux points de courbe [C1(u),C2(u)1,

malheureusement, on trouve I'incertitude de solution: Sin 0 = lnr n n2ll{lnrl InZl}

quand Q vers zéro.

D'autre part, si on applique Ia méthode de quatre points coplanaires PQRS pour

que les génératrices $i et les deux tangents de courbes de bord [c1(u),c2(u)] soient

liées, cette méthode ne permet pas de trouver facilement les formes exactes

quadrilatérales de points PQRS. C'est évident, car les quatre points coplanaires [P,Q]
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et [R,S] ne doivent pas se trouver respectivement sur la courbe f1(u) et fz(u). En plus,

si la forme de courbe [f1(u),f2(u)] est complexe, alors la forme quadrilatérale de

points PQRS de génératrice gi peut être très variée (quasiment triangulaire,

rectangulaire, trapézoidale, etc.). C'est la raison pour laquelle la réalisation de cette

surface avec cette méthode est délicate. A cause de I'inconvénient des méthodes

présentées, on ne s'intéresse qu'à la construction en plusieurs morceaux des

surfaces développables pour la définir. Dans ce cas, pour obtenir une forme générale

de surface développable d'approximation D(u,v), on décompose d'abord la surface

régLée S(u,v) donnée en quelques morceaux de surface réglée [S(u,v)]1. Pour chaque

morceau [S(u,v)]i, on approche, ensuite, avec un morceau de surface développable

[D(u,v)]i. Entre les deux morceaux adjacents [D(u,v)1 ' D(u,v)1..1J construits, nous les

traitons avec la continuité géométrique CGl,2. Enfin, on peut la développer sur le plan,

pour détecter sa taille et sa forme.

Dans la mesure où notre objectif est une application réelle, avec une certaine

efficacité, nous préférons développer et généraliser la méthode de Frey et Aumann

sous les deux suppositions suivantes. Premièrement, les deux courbes [f1(u),f2(u)]

traitées sont trouvées respectivement dans deux plans parallèles arbitraires

différents [Y1,Y2] et deuxièmement,le degré de la courbe C1(u) et C2(u) ne doivent

pas être différents pour tous les paramètres u.

De cette considération, nous précisons le problème à résoudre; il s'agit de la

définition d'une suite de plaque Si(u,v) qui s'appuient sur deux courbes de

bord f1(u) et f2(u) données dans deux plans parallèles différents à Ia forme de

déftnition mathématique de surface développable. D'ailleurs, cette surface doit être

continue CG2 et sous la forme de carreau de Bézier. Nous la proposons en trois

étapes de traitement suivant:

Y chercher la condition suffisante de régularité sous la forme d'équation explicite de

surface développable et classifier toutes les surfaces trouvées

Y présenter la méthode de construction et d'approximation de cette surface avec les

carreaux deBézier

Y chercher les conditions limitées de raccordement géométrique CG0'1'2 entre deux

calreau x de B ézier développables ré guliers adj acents.

læs détails concernant la position du problème, I'hypothèse et le but de ces solutions,

sont discutés dans les chapitres suivants.



CHAPITRE III

Dans ce chapitre, nous discutons la condition suffisante de régularité et la

classification de surfaces développables. Pour clarifier la représentation, nous

réécrivons d'abord la définition formelle de surface réglée et de surface développable

dans le chapitre-tr. Nous introduisons, ensuite, la position du problème qui doit être

traité, puis nous cherchons sa solution. Enfin, en raison d'application à la CFAO et de

traitement du problème de la thèse, on fait le choix des classes de surfaces

développables régulières trouvées.

Défrnition-l: on appelle surface réglée toute surface géométrique S(u,v) de classe

CÈl qui admet une paramétrisation: (u,v) e I x R

f : I ----> R3 et g: I -------> R3 étant de classe Cn sur I, la second ne s'annulant pas sur

I ( c ' es tàd i reoe  g ( I ) ) .

Le couple 1[,f) se nomme "courbe directrice" de la surface rêglée S(u,v). L'ensemble

des points Xp = f(u) + v $(u) quand v parcourt R est une droite que I'on nofllme

"génératrice" de cette surface.

On déduit les vecteurs dérivés partiels de la définition ci-dessus pour une surface

paramétrée réglée S(u,v) = f1u; + v $(u) avec comme résultat:

Su(u ,v )= f ' (u )+vg ' (u )

et
sv(u,v) = g(u).

En adoptant la définition de surface développable étudiée dans la page 22, on a

donc I'expression:

Définition'2: we surface téglée s(u,v) = f(u) + v $(u) est dite développable, si

et seulement si pour tout u € I, les trois vecteurs [g'(u),f'(u),g(u)] sont liés,

c'est à dire dét (g'{u),f'{u),g(u)) = 0 ou tg'{u) n f'1u; . g(u)l = 0.

Ci-après, nous trouverons la position de problème qui doit être traitée avec I'hypothèse

proposée.
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DOnnW.' une surface (réglée) développable S(u,v) = f(u) + v $(u).

Problème .' chercher Ia condition suffisante de régularité de la surface développable

S(u,v) et classifier toutes les surfaces trouvées.

HVoothèse.. S(u,v) de classe Cn22 avec v appartenant à un intervalle fermé et borné.

Figure-1 : Surface DéveloPPable

.' obtenir une expression générale de type de surface développable qui permet

d'appliquer la CFAO et, en particulier, de traiter le problème de la thèse.

Nous discutons à présent la condition suffisante explicite de régularité et la

classification de surface Égléedéveloppable qui vérifie dét ($'(u),f'(u),$(u)) = Q.

A partir de ces données, supposons P un point Sur cette surface S(u,v) et, en ce

point, on a la condition de développabilité dét(gt(u),ft(o),g(,t)) = 0. Puisque ces trois

vecteurs [g'(u),f'(u),g(u)J détermine I'existence du plant tangent P, au point P, alors,

pour examiner ta régutarité du point P, nous prenons d'abord deux vecteurs libres

(supposés comme la base de P) parmi ces trois vecteurs [g'(u),f'(u), g(u)] et, puis,

nous utilisons ces deux vecteurs pour analyser l'existence de vecteur normal ll:p du

point P. Cela veut dire que nous avons trois c,rs qui doivent être traiter,

respectivement dans la partie (3.1.1), (3.1'2) et (3.1.3) suivante.

But
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3.1.1 Premier Cas

Soit [f'(u), $(u)J libre comme la base du plan tangent P, au point P. tæ vecteur

g'(u) s'exprime sous la forme de combinaison linéaire de vecteurs f'1u; et $(u):

g'(u) = ô(u) f'(u) + l,(u) $(u)
où ô(u) et î"(u) sont deux scalaires réels uniques. On a les possibilités suivantes:

O si ô(u) = 0, alors g'(u) = À(u) 8(u).
Pour tout uel. on a:

np = ([f'(u) + (v ].(u)) g(u)l n g(u)) + o.

La surfoce trouvée est donc régulière et de type cylindrique.

L'illustration de ce type cylindrique est la suivante. D'abord, puisque la

développabilité d'une surface est seulement une propriété locale de cette surface,

alors pour I'analyser, on a besoin de diviser I en plusieurs intervalles de petite

longueur. Ensuite, puisque chaque intervalle vérifie la même condition de

développabilité, il suffit d'évaluer un intervalle quelconque Ii - [a,b] de la

division, pour généraliser I. L'intervalle 11 définit localement le point p1 sur la

courbe directrice f(u) a hfigve-Za, sous la forme Pt = f(ut) et ui strictement

monotone dans 16, c'est à dire: a = u0 ( u1 ( u2...1u1( ui*1 .. .( un-1( un = b.

Une génératrice en ce point, on I'exprime:

Xpi=  p t+  v  g (u i )  ou  lxp i -  P i ]  =  v  g (u i ) ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . . . . ' . . (1 )

Si le point pi se déplace au point Pi+r, par la condition $'(u) = À(u) g(u)

pour tout u € I, on obtient alors une génétattice:

Xpi*l = Pi+r+ v $(ui+r)
= Pi+r + u [g(ui) + (ui+r - ui) g'(ui)]
= pi+r + u [g(ui) + au1 g'(ui)1
= pt+r + v [1t+ (Âu).À(u1)] g(ui)J

lXpi*r -  Pi*r]  = tv.k(u)l  g(uJ. ' . . . . . . . .  . . . . . ' . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Or, pour tout ui et v, de l'équation (1) et (2), on obtient:

[ ( xp i -  p i )n  (Xp i * r -  p i * r ) ]  =  v2 .k1u i ; t g (uJ^  g (u i ) l =  o .
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Ce qui signifie que, pour chaque déplacement successive de point p1 au point

pi*l, on trouve toujours deux génératrices parallèles. D'ailleurs, avec la

condition:

8'(u) = î,(u) g(u) et Xo, = Pi + v g(ut),

on obtient l'équation qui est valable pour tout i suivante:

(xo, ; '= (p1) '+ v $ ' (u1) = (Pi) '+ v. [ ] . (u1) .  g(ui)1. . ' . " """"""""" ' (3)

Dans le cas où:

f(u) est une courbe et À(u) = 0, c'est à dire 8'(u) = O ou $(u) = vecteur

constant, on obtient alors une surface dont les génétattices et tous les

vecteurs tangents au point Xn, et pi sont respectivement parallèles. Ceci

signifie que les courbes de bord de la surface sont réciproquement parallèles.

Elle s'appelle surfac e cylindrique extraordinaire (figute-Zb),

> f(u) est une courbe et l,(u) 10, à savoir $'(u) + O, on trouve une surface où

les deux courbes de bord ne sont pas parallèles, mais les génératrices sont

parallèles. Cette surface s'appelle surfac e cylindrique (figure-2c),

> f(") est une droite, on obtient un plan (figure-2d).

g(a )

I

. , |
g ( u i )

r

I
\

g (b )

Àp

po I ( u p

(a) Génératrices de Type Cylindrique
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(b). Surface Cylindrique Extraordinaire

(c). Surface Cylindrique

(d). Plan

Figure-2 : Surfaces de Type Cylindrique
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@ si ô(u) #0 etî,(u) = 0, alors g'(u) = ô(u) f'(o).

Pour tout u elet ô(u) + -llv, on trouve:

f rp = ((1 +vô(u))t f ' (u)^g(u)l)  + o.

Donc, la surface trouvée est régulière et de type conique simple ou une surface

engendrée par des tangentes de courbe.

L'illustration de ces types est la suivante. Traitons un intervalle quelconque

k - [a,b] de la subdivision de I, pour généraliser I. L'intervalle 11 définit

localement le point Pi sur la courbe directrice f(") a la figure-3a, sous la forme

pi = f1u') et ui strictement monotone dans I1 . Une génératice en ce point,

on I'exprime:

Xpi  = Pi  + v  $(u1)ou [xp i -  Pt ]  =  v  g(uJ. . . . . . . . . . . . . ' . . . . (4)

Pour une valeurui+l = u1 +(ui*1 - ui) = u1 * Àui, on aun point Pi+t = f(ui*r).

par la condition B'(u) = ô(u) f'(u) avec ô(u) É 0 pour tout u € I, une génératrice

en point Pl*t P".rt s'exPrimer Par:

Xpi*l = Pt+r+ v $(ut+r)
Xpi*l = Pi+r+ v [gtui) + Âu1 .g'(uJJ

Xpi*l = Pt+r+ v [g("i) + ((Âui).ô(ui))f '(ui)]

[Xp i * i -  p i * r ]=  v  [g (uJ  *  k (u ) f ' (u1) ]  . . . . . . . . . . . . ' . . . . ' . . . . (5 )

oa

(a) Génératrices de Type Conique Simple et de Surface de Tangentes
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Figure-3 :

Puisque, pour tout i, k(ui)

trouve:

(b) Surface Conique Simple

t  

a r '

(c) Plan

Surface de Type Conique

t 0, alors de la forme (4)

Simple

et (5), pour tout v É 0, on

[ (xp i -  P i )n (Xpi* r -  P i* t ) ]  =  v2 'k1ui ; t$(u i )n '  f '1u i ;1  *  o '

Ce qui signifie que pour chaque déplacement successive du point pi au point

pi+t, on trouve toujours deux génératrices différentes où leur différence sont

déterminées par le vecteur [k(q).f'(u)]. Démontrons, ensuite, que I'intersection

des génératrices peut être un point ou sous la forme de courbe ci-après.
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soit f*(u) = f(u) - tl lô(u)l $(u), ....... ......(6a)

alors:

f*'(u) = f'(u) - [1/ô(u)]'g(u) - ttlô(u)l g'(u)

Premier cas, si -tl/ô(u)l' - 0, c'est à dire ô(u) constant, alors f*'1u; = o ou

f*1u; = constant. De l'équation (6a), on a f1u; = constant + tllô(u)l $(u). Donc,

S(u,v)=constant+{  v+[1/ô(u) ] ]g(u)  . - ' - . - ' . . . . . . . (7a)

exprime un type de plan ou un type conique (généralisé). Deuxième cas, si

-[1/ô(u)]'+ 0, alors f*1u; * constant. De l'équation (6a), on obtient f(u) =

f*(u) + tllô(u)l g(u) et, alors:

s(u,v) = f*(u) + {v + tl/ô(u)l } gtul
= f*(.r) + [{v + t1/ô(u)] }/t-1/ô(u)l' l f*'(u) ...............(7b)

définit une surface engendrée par des tangents de courbe f*(u)'

D'autre part, avec la condition: g'(u) =ô(u) f'1u; et Xpi = Pi + v $(u1), on

trouve I'expression qui est valable pour tout i suivante:

Xp i  =  p t+v$ (u t )

(xpi - Pi )' = [v g(ui)]'= v ô(uJ f'(ui)

(xpi - pi )' = v ô(u1) pi'

(xo,;' = [1 + v.ô(u1)J pt', avec ô(ui) + 0

Dans ce cas, puisque tous les vecteurs tangents au point Xpi et Pi sont

toujours dans la même direction, alors nous trouverons parallèlement deux

courbes de bord de la surface. Dans le cas où:

) f(u) est une courbe et ô(u) = constant, on obtient une surface conique

simple (figure-3b),

> f(u) est une droite et ô(u) = constant, on obtient un plan (figure-3c).
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I si ô(u) * 0 et î"(u) + 0, alors g'(o) = ô(u) f'(u) + l,(u) g(u).

Pour tout ue I et ô(u) + -llv, on obtient:

frp = ( [(1 + v ô(u)) f'(u) + (v À(u)) $(u)1 n $(u) ) + o.

En effet, la surface iléft.nie est régulière et de type conique complexe ou une

surfoce engendrée par des tangentes de courbe'

L'illustration de ces types est la suivante. Supposons un intervalle quelconque

k - [a,b] de la subdivision de I, pour généraliser I. L'intervalle 11 définit

localement le point Pt sur la courbe directrice f(o) a la figure-4a, sous la forme

pi = f(ui) et ui strictement monotone dans 16 . Une générattice en ce point,

on I'exprime:

Xpi  = Pt  + v  g(u i )ou [xpt -  P i  ]  =  v  g(u i )  . . . . . . . . . . . . . (8)

Si le point pi déplace au point Pi*1, par la condition $'(u) = ô(u) f'1u; +

î,(u) $(u) avec ô(u) + 0 et À(u) * 0 pour tout u € I, on obtient alors une

génératrice:

Xp i * l  =P i+ t+v$ (u l+ t )

= pi+r + v [g(u) + Àu1 g'(ui)]

= Pi+r + u [g(ui) + t(Àu).À(ui)l g(ui) + [(Àu).ô(ui)] f'(q)l

lXpr*r - 
Pi*r I  = u [g(ui) + k1(u1) $(ui) + kz(ui) f ' (ui)]"""" """ '(9)

(a) Génératrices de Type Conique Complexe et de Surface de Tangentes
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(b) Surface Conique Complexe

Figure-4 : Surface de Type Conique Complexe

Puisque, pour tout i, k2(ui) + 0, alors, pour tout v É 0, on trouve:

[ (xp i -  P i )n (Xpi* r -  P i* r ) ]  =  v2 -k21u; t$(u i )n  f '1u1;1 + o.

Cela veut dire que pour chaque changement de la valeurs ui à ui..1, les deux

génératrices en ces points sont toujours différentes. La différence entre eux est

déterminée par un vecteur qui s'exprime par la combinaison linéaire de deux

vecteurs [g(ui),f'(u1))]. Comme le type conique simple, il n'existe jamais une

forme cylindrique. Démontrons, ensuite, que I'intersection des génératrices peut

être un point ou une forme de courbe ci-dessous.

soit f*(u; = f(u) - tl/ô(u)l $(u), ........ ...(10a)

alors:

f*'(u) = f'(u) - [1/ô(u)]'g(u) - tl/ô(u)l g'(u)

= { tl/ô(u)J g'(u) - tÀ(u)/ô(u)J $(u)}+ {- tl/ô(u)J' g(u) - tl/ô(u)l g'(u)}

= - { t},(u)/ô(u)l + [1/ô(u)]' ] gt"l = o(u) g(u) ......... .....(10b)

Premier cas, si o(u) = 0, on a f*1u; = constant et, de l'équation (10a), on trouve

f1u; = constant + Il/ô(u)l g(u). D'où,

S(u,v) =constant+ {  v+ I l /ô(u) l }$(u) . . . . . . . . . . . . (11a)

exprime un type de plan ou un type conique (généralisé). Deuxième cas, si

o(u) + 0, on obtient f*1u; * constant. De l'équation (10a), on a, f1u; = f*(u) +

[1/ô(u)] g(u) et, alors:
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définit une surface engendrée par des tangents de courbe f*(u).

D'autres part,

I'expression Xo,

suivante:

Xpi =

( xp , -P i ) ' =

(xpi - Pt )' =

(xn, ; '  =

avec la condition: g'(u) = ô(u) f'1u; +i,1u; g1,r; et

= Pi + v $(uJ, on a l'équation qui est valable pour tout i

p, + v g(ui)

[v g(ui)J' = v [ô(ui) f'1u1; + ],(u1) g(u)l

v ô(q) Pi'+ u l.(u) $(ui)
[ + v.ô(ui)J p1' + v À(u1) $(ui), avec ô(u;), ].(ui) * 0

Donc, tous les vecteurs tangents au point Xn, et p1 sont toujours dans la direction

différente. En effet, entre deux courbes de bord de la surface, elles ne sont pas

parallèles. Pour ô(u) = constant, toute la surface trouvée s'appelle surface

conique c omplexe (figure-4b).

3.1,.2 Deuxième Cas

Soit [f'(u), g'(u)J libre comme la base du plan tangent P, au point P. Le vecteur

$(u) s'exprime sous la forme de combinaison linéaire de vecteurs f'1u; et g'(u):

g(u) = ôr(u) f'(u) + 1"1(u) $'(u)
où ô1(u) et 1"1(u) sont deux scalaires réels uniques. D'où, on a les possibilités

suivantes:

O si ôr(u) = 0 et Àr(u) + 0, alors 8(u) = I1(u) gr(u).

Cette expression est analogue au cas (3.1.1-O) où, pour tout ue I, la surface est

régulière, car:.

np = ( [f'(u) + v g'(u) ] n ],1(u) g'(u)) + o.

O si \(u) É 0 et Xr(u) = 0, alors 8(u) = ô1(u) f'(u;.

Pour tout u €I, v + 0 et S(u,v) de classe C2, c'est à dire f"1u; + q(u) f'(u), on

obtient une surface régulière, car;

np = [(f'(u; + v g'(u)) n ô1(u) f'(u)] * o.
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Cette surface est un type de surface développable régulière

tangentes à une courbe (cf. figure-5).

engendrée par des

Figure-5 : Surface des Tangentes

g si Q(u) * o etl,1(u) * 0, alors 8(u) = ô1{u) f'(u) + î,1(u) g'(u).

Celle-ci est identique au cas (3.1.1-O). Pour tout uel et 1,1(u) + v ô1(u),

obtient une surface régulière, car:

rrp= ( [ f ' (u) +v g'(u) l  n [ô11,r; f '1u;+].1(u) g'(u) l  )*o.

3.1.3 Troisième Cas

Soit [$'(u), g(u)1 libre comme la base du plan tangent P, au point P. tæ vecteur

f'1u; s'exprime sous la forme de combinaison linéaire de vecteurs $'(u) et g(u):

f'1u; = ô2(u) g'(u) + 1.2(u) g(u)

où ô2(u) et À2(u) sont deux scalaires réels uniques. On a les possibilités suivantes:

O si ô2(u) = 0, alors ftlu; = i,2(u) g(u).

Pour tout ueI et v É 0, on obtient une surface régulière,carl.

l'rp = ( tÀz(u) g(u) + v $'(u) I ^ g(u)) É o.

Pour À2(u) * 0, c'est le type du cas (3.1.2-0). D'autre part si 1"2(u) = 0, on a

alors f'(u) = o, à savoir f1u; = constant. Puisque v É 0, on trouvera la surface

du type conique sans point au sommet on peut la figurer comme suit:
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Figure-6 : Surface Conique (sans Point au Sommet)

O si les scalaires ô2(u) + 0 et î,2(u) = 0, alors ftlu; = ô2(u) gt(u).

Pour tout u e I et ô2(u) * -v, on trouve:

np = ([ (ôz(u) + v) g'(u)] n g(u)) + o.

La surface définie est donc régulière [identique au cas (3.1.1-A)].

I si ô2(u) r 0 et lz(u) * 0, alors f'1u; = ô2(u) gr(u) + î,2(u) $(u).

Cette équation est identique au cas(3.1.1-9). Pour tout ue Ietô2(u) *-v,

on obtient une surface régulière, car

l'rp = ( [tôz(") g'(u) + ],2(u) $(u)1+ v $'(u)1 n $(u)) + o.

De ces études, on peut déduire la condition suffisante de régularité de sarface

développable sous I'expression, ci-dessous:

3.1.4 Synthèse

Résumé-I:

une surface réglée développable s(u,v) = f(u) + v $(u) de classe cÈ2 est dite

régulière, Si, pour tout point Pe S, elle vérifÏe la condition suivante:

a) si le plan tangent en ce point est engendré par deux vecteurs libres

lf'(u),g(u)1, alors le vecteur g'(u) doit être: g'(u) = ô(u) f'1u; + À(u) 8(u)

avec ô(u) + -llv et À(u) deux scalaires réels uniques, ou bien:

b) si le vecteur ft(u) est colinéaire g(u), alorsrpour tout ueI, les deux vecteurs

1f'1u;,gt1u)l ou tg(u),gt(u)l doivent être libres et v + 0 pour que' en ce point,

le plan tangent de surface des tangentes S(u,v) soit défini.
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On a démontré que toutes les surfaces développables sont localement dans la forme

plane, cylindrique, conique et les surfaces engendrées par des tangentes de courbe.

Selon le résumé-I de (3.1.4), on peut classifier les surfaces trouvées dans les deux

situations suivantes:

Résumé-II:

O pour la condition (a), on obtient les plans, les surfaces de type cylindrique' de

type conique (simple ou complexe) ou les surfaces engendrées par des

tangentes de courbe.

@ pour la condition (b), on obtient les plans, les surfaces engendrées par des

tangentes de courbe ou les surfaces de type conique (sans point au sommet).

De la classification de surface développable régulière, on peut donc déterminer

I'expression générale de type de surface développable qui permet d'appliquer la CFAO

et, en particulier, de traiter le problème de la définition d'une suite de plaques S;(u,v).

Dans ce cas, en raison de facilité et de compatibilité de représentation de surface à

construire, on préfère choisir tous les types de surface développable de la première

expression de résumé-I. Nous discutons, dans le chapitre suivant en détail, la

construction et la réalisation de ces surfaces.



CHAPITRE IV

Dans cette partie, nous étudions une méthode de construction des surfaces

développables régulières avec des carreaux de Bézier. Nous exposons cette méthode

dans quatre étapes de discussion suivante:

Premièrement, notJs introduisons les données, I'hypothèse et la position du problème

qui doit être analysé.

Deaxièmement, nous discutons la condition de développabilité d'un carreau réglé de

Bézier bordé par deux plans parallèles différents [Y1,Y2) et, puis, on présente la

condition de régularité du carreau,.I-.e but de cette étude est de choisir les scalaires

réels dans la condition de développabilité qui permet de réaliser efficacement ce

carÏeau.

Troisièmement, novs présentons la méthode de construction de carreaux de Bézier

développables réguliers engendrés par les deux courbes de bord.

Qaatrièmement, nous proposons la méthode d'approximation d'une surface réglée

régulière avec des calreaux deBézier développables réguliers.

Finalemenf, nous terminons ce chapitre par la conclusion générale de la discussion.

Données.' Soient deux courbes de Bézier de classe Cn (n>1):

ç,(u)=L p,Bi@) et çr@) =\e,Bi @.

Soit S(u,v), le carreau réglé engendré par ces deux courbes et tel que:

S(u,v) = (1-v) C1(u) + v C2(u) où 0< u,v (1

ou bien:

s(u,v) = cr(u) + v $(u) avec $(u) = cz(u) - cr(u).
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Hvpothèse.. On suppose que les deux courbes C1(u), c2(u) de degrés respectifs n et

m se trouvent respectivement dans deux plans parallèles différents [Y1,Y2]. La

courbe C1(u) est connue par ses points de contrôles, quand à c2(u) seuls les points

de contrôle de départ Ç[6 et d'arrivée Ç[m sont connus (cf. figure-1).

Figure-1: Hypothèse du Problème

But/Problème .. læ but est de déterminer les carreaux de Bézier développables

régulièrs S(u,v) engendrés par ces deux courbes sous les hypothèses ci-dessus.

4.z.LConditions de Développabitité de S(u,v)

[æ carreau réglé S(u,v) est développable si et seulement si les vecteurs $'(u), C1'(u)

et $(u) sont coplanaires c'est à dire, s'il existe le scalaire réel ô(u) et À(u) tel que:

Z

Y

8'(u) =

ou bien:

cz'(u) -

ô(u) c1'(u) + l'(u) $(u)

[1 + ô(u)] c1'(u) + ],(u) $(u)

C r(u)  .Q.

C , (u )
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Etudions, ensuite, la condition de développabilité du carreau S(u,v) dont les

deux courbes de bord C1(u) et C2(u) se trouvent respectivement dans deux plans

parallèles différents [Y1,Y2].

Supposons la courbe C1(u) dans le plans Yl comme une courbe directrice du

ca f feau  S (u ,v )= (1 -v )  C1(u )  +  vc2 (u )  =  Cr (u )+v$ (u )e t0<u ,v ( l .Aupo in t  p t

sur la courbe C1(u), une génératrice s'exprime par Xpi = Pt * u g(u, ) avec ui dans

le domaine strictement monotone :

0 = uo (  u1 (  v2 ' . .1u; (  u ia l  ' . . (  un-1(  un = l .

Si le point Pi se déplace au point Pi*r, put la condition: $'(u) = ô(u) C1'(u) +

À(u) g(u), nous obtenons une génératrice (cf. figure-2):

Xpi *1  =  P i+ r+v$(u i+ r )
= pt+r + u [g(ui) + Aul g'(ui)]
= pi+r + u [g(ui) + [(Âui).À(uJ] g(ui) + t(Au).ô(ui)l cr'(ui)1.

Donc, pour v = 1, au point p et Pi*t sur la courbe C1(u), nous avons un point Xo, et

Xpi*l sur la courbe C2(u) avec la gên&atrice en ces points respectifs:

lxpi  -  Pi l  = g(ui)  . . . . . . . .  . . . . . . . . ' . . . . . . . . . . . . . (2)

et

lXpi*r - pi*rl = $(ui+r) = $(ut) + [(Âui).].(uJl g(ui) + [(Âui).ô(ui)] c1'(u1)..........(3)

oao

c2 (u )

C r (u )A

)B

Figure-2 : Génératrices de Carreau Développable
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Soit c2(0) = ![o dans le plan Y2 avecY2 ll Yl et Y2 +Yl. Après, de l'équation (3),

analysons les possibilités de la position de courbes de bord C1(u) et C2(u) relative au

planY2 selon la valeur du scalaire À(u) ci-dessous:

a) Si l,(u) = 0,

on trouve I'expression:

g(ui+r) = [g(ur) + t(^uJ.ô(u)] c1'(u)] . '... '. '........(4)

o0

or,  { tg(ui*r)  -g(uJl7(Au;)}  = g ' (u i )  =ô(uJc1'(ui)

ou
c2'(u1) = 1t+ô(ui)l c1'(ui) = p(uJ c1'(u1)........ . ' .........(5)

Donc, puisque pour tout ui, les deux vecteurs tangents c2'(u;) et C1'(ui) de la

courbe cz(u) et cr(u) sont parallèles, alors, pour tout u e (01L1, la courbe

cz(u) = Cz(u)A se trouve dans le plan Y2. Dans ce cas, écrivons, ensuite, la

génératrice au point pl et pi+r en g(ui)A et $(ui+r)4. L'équation (4) devient:

g(ut*r)A = [gtu1)A + t(aui).ô(u1)] c1'(Q] .........(6)

o0

b) Si l,(u) > 0,

on obtient la forme:

g(ui+r) = [g(uJ + [(Âu1).ô(ui)] cr'(uJ] + [(au).À(q)l $(ur).. '.............. '(])
ooo

et

c2'(ui) = p(q) c1'(u1) + À(u1) $(ut).. . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .(8)

De l'équation (6) et (7), exprimons respectivement d'abord la génératrice g(u1)A et

B(ui) en uo = 0, c'est à dire au point de départ Po, sous la forme g(0)A et $(0) avec

g(0)A = g(0). Ensuite, calculons itérativement ces deux équations dans ce domaine

strictement monotone : 0 = uo ( u1 ( 1J2...1u1( u;a1 ...( Un-1( Un = 1. Or, puisque,

pour chaque ui, on a la valeur [(Aui).À(q)] > 0, alors, pour chaque point pia1, on

trouve la relation entre les deux génératrices: l$(ui+r)Al < l$(ui+r)|. D'ailleurs, de

l'équation (8), puisque l,(u) > 0, on la déduit que I'orientation de la direction de tous
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les vecteurs tangents C2'(ui) de la courbe C2(u) au point XO,, s'écarte du plan Yl

etY2. En effet, pour tout ue (0,1], la courbe C2(u) se trouve hors du plan Y2 et

oppose à la courbe c1(u) du plan Y2.

c) Si l.(u) < 0,
pour tout u e (0,11, on a la courbe C2(u) = cz(u)B trouvée hors du plan Y2, du

même côté avec la courbe C1(u) du planYZ.

Conclusion:

Le carreau réglé S(u,v) bordé par deux plans parallèles différents [YL,Y2] est

développable si les tangentes c2'(u) et c1'(u) sont parallèles pour tout u e [0'1].

Autrement dit :
(e)

On peut simplement retrouver les différentes formes obtenues dans le chapitre-Itr.

D'où, on peut écrire le scalaire p(u) de manière:

Etudions, ensuite, la signification géométrique p(u) = [1 + ô(u)] liées aux vecteurs

vitesses C1'(u) et C2'(u) ci-dessous [cf. équation (6) et (7) dans le chapitre-Ill]:

O p(u) = constant
)S i  p (u )  =1 ,onaô(u )=0e t  l c2 '1u ; l=  l c r ' (u ) l .A lo t t ,on t rouve  $ ' (u )  =  o

ou $(u) = constant. En effet, S(u,v) est sous la forme cylindrique (généralisée).

) Si p(u)t 1, onu lCz'(u) | * lC1'1u;1. D'uil l"uts,puisqueô1u;=constant, tous les

génératrices s'interceptent en un point. En effet, S(u,v) exprime un type conique

(généralisé).

e p(u) t constant
Pour p(u) É constant, ce qui signifie que ô(u) É constant et I'intersection des

génératrices est sous la forme de courbe. Or, S(u,v) est un type de surface engendrée

par des tangentes à cette courbe.
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4.2.2 Conditions de Régularité de S(u'v)

Réécrivons d'abord S(u,v) sous la forme:

s(u,v)  = (1-v)  c1(u)  + v  c2(u)  . . . . . . . . . . . . . . (10)

avec ses dérivées partielles:

su(u,v) = (1-v) c1'(u) + v c2'(u) et sv(u,v) - cz(u) - c1(u) = $(u).

Cette surface est régulière, si et seulement si [Su(u,v) n Sv(u,v) * O]. Puisque C1(u) et

C2(u) sont dans deux plans parallèles différents, alors Sv(u,v) = g(u) , c'est à dire la

génératrice, n'est pas nulle pour tout ue [0,1]. En effet, la singularité de cette surface

va apparaître si seulement le vecteur Su(u,v) = O, à savoir:

su (u ,v )  =  (1 -v )c r ' ( u )  +  vc2 ' (u )  =  (1 -v )c r ' ( u )  +v [p (u )C1 ' (u ) ]=  o

ou

l ( l - v )+  v  p (u ) l  C r ' (u )  =  Q . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . ( 11a )

Si la courbe C1(u) est régulière pour tout ue [0,1], on a C1'(u) # O et on trouve alors

l'équation linéaire du paramètre v comme suit:

t ( l - v )+v  p (u ) l  =Q . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . ( l 1b )

Cela veut dire que la solution de cette équation est unique pour chaque ue [0,1] dans la

forme:

v(u)  = et  p(u)  *  0  . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . (12)

En substituant l'équation (12) dans (10), on peut donc localiser tous les points

singuliers de la surface développable S(u,v) sous la forme d'équation de courbe:

s(u) = s(u, v(u)) = [  c2(u) - P(u) cr(u)] / [1- p(u)] . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . ' . . . . . . (13)

ou identiquement:
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C2(u) =

Ce signifie

ls(u),cr(u)l

Remarque:

S(u) =

tl - p(u)l s(u) + p(u) c1(u)

que la courbe C2(u) peut

relative au scalaire p(u).

être exprimée par I'interpolation de courbes

I'expression (13) est la forme de courbe:

c1(u) + t- l /ô(u)l  g(u) . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . (14a)

qui définit une surface développable engendrée par des tangentes de cette courbe

[cf. équation (6a) dans le chapitre-Itr]. La singularité existe uniquement juste le long

de la courbe S(u) (cf. résumé I-b dans le chapitre-Ill).

Si on fixe, ensuite, le scalaire p(u) dans l'équation (14), on trouve des possibilités

de la position S(u) sur les génératrices engendrées par les deux courbes de bord

[c r (u),cz(u)] ci-dessous :

Résumé:

a) Si 0 < p(u) < l, la courbe S(u) se trouve hors du segment [C1(u),C2(u)], vers C2(u)

b) Si I < p(u), la courbe S(u) se trouve hors du segment [ct(u),cz(u)], vers C1(u)

c) Si p(u) = 0, la courbe S(u) = çrqu;

d) Si p(u) < 0, la courbe S(u) dans le segment [c1(u),c2(u)].

Conclusion (cf. résumé I-a dans le chapitre-Itr):

Pour que la surface S(u,v) engendrée par deux courbes de bord [c1(u),c2(u)] dans

deux plans parallèles différents [Y1,Y2] soit développable régulière, le choix

du scalaire réet p(u) dans la condition c2'(u) = P(u) C1'(u) doit être p(u) > 0
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Dans cette partie, on se propose de construire les caffeaux de Béziers

développables réguliers CBDR[(n,m),1] engendrés par les deux courbes de bords.

L'étude porte essentiellement sur le choix du scalaire p(u) qui permet de contrôler les

deux vecteurs vitesses C1'(u) et C2'(u) .

4.3.1Cas p(u) Constant

Supposons que C1(u) et C2(u) soient de degré n avec:

ç,@)=Zp,Bitu)et ç,(u) =>q,BifO.
t=0j=0

Le scalaire p(u) est fixé sous la forme constante positive, c'est à dire p(u) = CX, e R+

De la condition (9), nous avons:

n-l n-l

n I (q,* r- 9i) Bi-'(u) = o. n I, (Pi*r - pi)Bl-'tu)
i=0

t(9i - 9i*r) + cr .(Pi+r - Pi)l Bl-'(u) = o.

i=0

ou
n-l
s

i=0

Puisque pour tout i = 0, ..., (n-1) les polynômes 3i-'tu) ne sont pas nuls, alors:

t(qi - 9i*r) + cr. (Pi+r 'Pi)l = o ................... ....(1s)

r tout i  = 0, . . . ,  (n-1)

Si nous ajoutons ces équations, nous trouverons l'équation de barycentre (vecteurs

de contrôle) de polygone de Bézier de la courbe C1(u) et C2(u) ci-dessous:

(16)

Tout carreau de Bêzier développable régulier engendré par les deux courbes de

Bézier c1(u) et Cz(u) de degré respectifs n et m est noté CBDR[(n'm)'1].
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De ces deux contraintes (15) et (16), on en déduit que, pour construire une forme

CBDR[(n,n),1] avec les deux vecteurs vitesses C1'(u) et C2'(u) proportionnels au

scalaire p(u) = 0 € R+, il faut que:

O le scalaire réel a soit calculé par deux vecteurs parallèles (9n' qo) et (P"' Po)
de la même orientation.

O les points de contrôle (gr, ..., go-r) soient déterminés par le système (15) tels

que, pour chaque i = 0, .., (n-1), les deux vecteurs ({i*r'9il et (Pi+r-P;) sont

et proportionnels au scalaire réel g.

Dans ce cas, si on trouve o(, = l, c'est à dire

définie est la forme cylindrique généralisé.

généralisé.

l rq"-  q" l l  =  l tp"-  pJ l ,  lasur face
Sinon, la surface est un type conique

4,3.2 Cas p(u) Linéaire

Supposons que C1(u), respectivement C2(u) soit de degré n respectivement n+1:

n+ l

ç,@)=>p,Bi@)et çr@) =>q,fii. '{u)
i=0

avec p(u) = lcrb (1-u) + o1 u ] > 0. De l'équation (9), on obtient donc:

c2 ' (u)  = [cro (1-u)  + dr  u  ]  C1 ' (u) . . . . . . . . .  . ' . . . . . ' . . ' (11)

D'autre part, nous avons I'identité:
n-l

tr-u) Ia,3i-'{u) =
i=0

n-1

o ),a,gi-'{u) =
i=0

En utilisant cette identité, on a I'expression:
*

c2'(u) - (n+l) I (qt*t - 9i)8, (u)
i=0

et

[ c r o ( 1 - u ) * t r 1  u ] c 1 ' ( u )  =  o ( o) tn-il.fpi+r - pr)Bl(u) +
i=0

a\or ) (i).(Pi - Pi-r) Situi
i=0
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En effet, on peut simplifier l'équation (17) de manière que:

*

i=0

De cette expression, les Siful forment une base de I'espace des polynômes de

degré n. Par conséquent, chaque terme dans ce crochet doit être nul. On obtient

alors les équations dans la forme symétrique suivante:

[(n+1) (gi - gi*r) + ao (n-i).(Pi*r'Pi) + ar (i).(Pi'Pi-r)] = o.....................(1s)

r tout i = 0, 1, ... ,n.

Pour illustrer et faciliter la compréhension, on prend le cas particulier n = 3.

Cas Particulier n =3

De l'équation (18), nous discutons la construction CBDR[(3,4),lf.Puisque n = 3,

on a les équations:

i =0

i=  1

i=2

4 (  9o - ! l r )+  3cto(  Pr

4(qr -12)+Zao(Pz

4 (q t -9g)+ oo(Ps

-po)  -  o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19a)

-Pr )  +  cxr (  Pr  -Po)  -  o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19b)

-Pù +2a1(Pz-Pt )  =  o  . (19c)

+ 3 a1(  Pz -Pz)  = o. . . . . . . . . . . . . . . . . . (19d)i=3:  4 (  9s -9+)

Si on ajoute toutes ces équations, on obtient l'équation de barycentre de polygone

deBézier qui détermine la forme générale de la surface développable ci-dessous:

cxo(  P -Po)  + cr1 (  Ps -P)  = (  qo -  9o) . . . ' . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . (20a)

ou:
cro âr t a1 à2 = ( qo - 9o ) .......... ""(20b)

avec:

âr=(  p -po) ,  àz=(  P,  -P)  
" t  

p  =QlD [Po*Pr+Pz +P: ]
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(a)

Figure-3: Vecteurs de Contrôle CBDR[(3,4),1]

La construction de la surface peut être effectuée donc par les calculs suivants:

O fixer les points de contrôle [po, Pt, Pz, PZ] dans le plan Yl et deux points de

contrôle 9o et 9+ dans le PIan Y2

€) calculer cxo et cr1 dans I'expression (20)

9 en utilisant l'équation (l9a-b-c-d), calculer {'t, 1z et Q:.

L'expression (20) signifie que les paramètres clo et 0(1 sont respectivement les

composants du vecteur ( -9o) pat rapport aux vecteurs de base â.1et à2. On a vu

que pour que la surface construite soit développable régulière, il faut que P(u) > 0.

Autrement dit, cto et cx,l doivent être strictement positifs. En d'autres termes, le vecteur

(q+-q.) doit être trouvé dans I'intérieur de la région R (figure-3b ). Donc, l'avantage

apporté au choix p(u) linéaire plutôt que constant, est de faciliter le positionnement

du vecteur ({t-![o) relatif au vecteur (P: - Po), car dans le cas où p(u) est constant,

ces deux vecteurs doivent être strictement parallèles.

(b)
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Figure-4 : CBDR[(3,4), 1]

Pour justifier la singularité de la surface à cause de la condition (20) ou précisément

de la position (q+-qo) dans le plan Y2 et la position p dans le plan Yl, nous

apportons l'interprétation géométrique suivante.

Soit le vecteur (qo' - Po) un vecteur du plan Yl tel que celui-ci soit équipollent au

vecteur (q+ - qJ cY2. Analysons, ensuite:

Figure-5 : Etude de Singularité

a) A+'appartient au bord de la région R.

Il y a deux possibilités:
O ({+' - Po ) est colinéaire â1:

De l'équation (20), on obtient Gt = 0 et donc Go â1 = ( q+ - 9o ). Comme

p(u) = [uo (l-u)J, une singularité apparaît en u = 1, c'est à dire p(1) = 0.

q4
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Figure-6 : Singularité en u =1

@ ( n+' - {o ) est colinéaire â,2:

De l'équation (20), on obtient oo = 0 et donc g"tàz= (qq

[crt u], une singularité apparaît en u = 0, c'est à dire P(0) =

- go).Comme p(u)

0.

b) cl+t est à I'extérieur de la région R.

On a les trois possibilités suivantes:

Oao<0  e t  a1>0 .

En effet, p(0) = cro ( 0 et p(1) = crt > 0. Donc, puisque p(u) est continu pour

tou tue  [ 0 ,1 ] ,  i l  e x i s t e  ce  (0 ,1 )  t e l que  P (c )  =  [ uo (1 -c ) t o1  c ]=0ouc=

[(ao)/(cro-cr1)]. Cela veut dire que, dans I'intervalle [0,c), les deux courbes

[c1(u),c2(u)] sont orientées dans la direction opposée, puis dans le deuxième

intervalle (c,ll, elles sont orientées dans la même direction (cf. figure-8). En

effet, la singularité de la surface existe uniquement dans I'intervalle [0,c], c'est

à dire pour tout u e [0,c] le scalaire réel p(u) < 0.

Figure-7 : Singularité en u = 0
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(a)

(b)

Figur-8 : Singularité dans I'Intervalle [0,c]

O cls, crt < 0.

En effet, pour tout u e [0,1], on a p(u) < 0. Donc, globalement, les deux

courbes [C1(u),c2(u)] sont orientées dans la direction opposée et la singularité

existe pour tout u e [0,1].

Oc ro>0  e t  o1<0

C'est le contraire du cas (O) où, dans le premier intervalle [0,c) avec c =

[(cro)/(ao-ar)], les deux courbes [c1(u),C2(u)] sont orientées dans la même

direction, puis dans le deuxième intervalle (c,11, elles sont orientées dans la

direction opposée (cf. figure-9). Alors dans ce cas, la singularité existe dans

I'intervalle [c,1].
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(a)

(b)

Figur-9 : Singularité dans I'Intervalle [c,1]

c) p est aligné avec po et Ps.
On a deux possibilités suivantes. Premièrement, il n'y a pas de solution pour

l'équation (20), car (qo - go) n'est pas trouvé dans I'intérieure de la région R.

Deuxièmement, ces trois points vérifient la condition dans I'ordre:

O [P,P',P3] et (![+ - 9o) sous la forme (9+ - 9o) = o (Pe - P) avec o > 0.

Ecrivons Po = (1- f) P + f Pe avec T € [0,1). En substituant ces deux

expressions dans l'équation (20), on a la relation: (cr1- 1ao) (Pg-P) = o (Pl-P).

Nous obtenons donc une équation avec deux variables cro et c1 ci-dessous:

(u1- 'yao)=  o  ou  c r r=  ( ' loo*  o ) . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (21)

La solution de cette équation existe si seulement un de deux paramètres cto et cr1

est indépendant.Sionfixe oo ) 0, puisque0< 1<1 et o >0, on obtient

crr > 0 et p(u) > 0. Donc, la surface définie est régulière (cf. figure-lO).
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(a)

Go= 0 ,5  \  =0 ,4

(c)

o =2,9  o( l  =  3 ,1

Clo= 3,0 " l  =0,4 O =2,9 g, l=4,1

(d)

Figure-lO : Carreau deBézier Développable avec [P,Po,pt] Alignés
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lPo,P,Pel et (9+ - 9o) sous laforme (9+ - 9o) = o (Ps - Po) avec o> 0. Soit

P = (1- I) Po + T Pr avec T e (0,1). En substituant ces deux expressions dans

l'équation (20), on a la relation:

Tdo * (1- ̂ y) cr1 = 6 (22)

D'où, on peut considérer o sous la forme d'interpolation de la valeur c[1 et o(o

relatif au ̂ y (cf. figure-l1). Si nous fixons, ensuite, 0 < crt ( o, de l'équation (22),

on a la solution:

uo = (1/'y) [o - (l- T) cltt] > 0 et p(u) > 0.

En effet, la surface est régulière. Une solution naturelle se produit si la valeur

01 = Oo = O (cf. figure-lld). Dans ce cas, si O = 1 la surface est cylindrique,

sinon, on obtient la surface conique.

,-,--'v 
q4

Y c l  I l -Y l
c(l

Qo az--./ P3

u, h'
p o

(a) (b)

" l =0 ,4  O=1 ,8  0o=3 ,8

(c)

CXl = 0,5
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T  =  0 , 5  0 l  =  0 o  =  C  = T . 4

(d)

Figure-11 : Carreau deBézier Développable avec [P.,P,P:] Alignés

I [po,Pt,pJ et (Qa - 9o) sous la forme (9+ - qo) = o (P - Po) avec o > 0.

Ecrivons P: = (1- f) Po + T P avec 'y € (0,11. En substituant ces deux

expressions dans l'équation (20), on a la relation:

lcxo- ( l - ^y )c r1 l=  o  ou  oo= [ ( l - t )a r+  o ]  . ' . ' . . (23)

S ion f i xe  o1  )0 ,  pu isque0< ^y<1e to>0 ,  on  ob t ien t  oo )0  e tp (u )>0 .

Alors, la surface définie est régulière (cf. figure-12).

(b)(a)
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d t=0 ,25  T=0 ,6  o=2 ,9  do=3 ,0

(c)

u l=2 ,0  T=0 ,6  o=2 ,9  uo=3 ,7

(d)

Figure-l2 : Carreau deBézier Développable avec [Po,Ps,P] Alignés

Donc, pour obtenir une surface développable régulière liée à la condition (20), on

suggère de choisir des points: Po,Pr,PZ,PZ e Yl et 9o,9+, eY2 qui vérifient I'une

de quatre situations suivantes:

1) si les trois points dans I'ordre [P,P',P:] sont alignés, on doit fixer (![a - 9o) =

o(Ps -  p)  avec o>0, do)0etI€ [0,1) te l  que, del 'équat ion (21) '  cr1 >0.

2) si les trois points dans I'ordre [P',P,P:] sont alignés, on doit fixer (![a - 9o) =

o(pr  -po)  avec  o>0,  0<cx t  (oe t1e  (0 ,1 ) te lque,de l 'équat ion(22) ,  Ûo>0.
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3) si les trois points dans I'ordre [P',PS,P] sont alignés, on doit fixer (Qa - 9o) =

o(P-Po)  avec  o>0,  o1  )0 ,e t1€  (0 ,1 l te lque,de l 'équat ion(23) ,  ao>0 '

4) sinon, (q+ - qo) doit se trouver dans I'intérieur de I'angle [(P-po), Po,(P: 
- p)].

En général pour la courbe de bord c1(u) de degré n, si on ajoute les

équations (18), on trouvera l'équation de barycentre de polygone deBézier:

La construction de la surface est analogue à celle du cas n = 3, c'est à dire:

a) fixer les points de contrôle Pi avec i = 0, ..., n dans le plan Y1 et deux points de

contrôle ![6 et Qn+l dans le Plan Y2

b) calculer cro et cr1 dans I'expression (24)

c) en utilisant les équations (18), calculer Ç[1 avec i = 1,...,n. Ici, on a (n+1) équation

vectorielle pour déterminer le vecteur Ç[; .

Pour obtenir une surface régulière liée à la condition (24), rl suffit que le choix de

points 9o, 9n+t et p1 avec i = 0, ..., n vérifie I'une de quatre conditions:

1) si les trois points dans I'ordre [p,Po,Pn] sont alignés, on doit fixer: (Ç1n*t-9o) =

o (pn - p) avec o > 0, do ) 0 et 1e [0,1) telle que la forme (21) est ctr > 0.

2) si les trois points dans I'ordre [Po,P,Pn] sont alignés, on doit fixer: (![n*r-Qo) =

o (pn -ps )  avec  o>0 ,0<c r r  (oe t6 (0 ,1 ) te l l eque  l a fo rme  (22 )es t  oo )0 .

3) si les trois points dans I'ordre [Po,Pn,P] sont alignés, on doit fixer: (Qn*t-{o) =

o (P-Po)  avec  o>0 ,  cx ,1  )0 ,e t1€  (0 ,11  te l l eque la fo rme(23 )es tdo )0 '

4) sinon, (gn+r - qo) doit se trouver dans I'intérieur d'angle [(p-Po), Po'(Pn 
- P)].
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(l-.r)kr uo, É a1 gi{u) = 
*yo'4}p 

ar-u, Bi*o'*o'(u) .......(2s)
; -ô i=0 U

avec:

Nl = (n+k2 +1 - i )  (n + k2 +2 -r) . . . (n + k2 + k1 - i )  s i  k l  )  1,  s inon 1

N2 = ( i -kz+ 1) ( i  -k2+2) . . .  (1)s ik2 > 1,  s inon 1

D -  (n + 1) (n + 2) . . . (n+ kl  + k2) s i  k1 + k2 )  1,  s inon I

nous discutons la construction CBDR[(n,m),1] avec le choix p(u) quadratique, cubique

et le choix général p(u) de degré k = m-n. Dans ce cas, puisque notre objectif est une

application réelle avec une certaine efficacité du calcul, nous préférons fixer p(u) sous

la forme ci-après.

4.3.3 Cas p(u) Quadratique

premièrement, fixons respectivement les deux courbes de bord [C1(u),cz(u)] de

degré n et n+2: 
a n+2

ç,(u) =2 p , Bi frl et ç,(u) =>q,&i-' {u)
j=0  t=0

avec p(u) = lcro (1-u) + 2 a1 (1-u) rr * a2u ] > 0. On trouvera l'équation (9) comme

suit:
Cz'(u) = lcro (1-u) + 2 o1 (1-u) u *  u2u ]  c1'(u). . .  . - . - . . . . . . . . . . - - - - - . (26)

En utilisant I'identité (25), nous calculons:

o

@

c2'(u) = (n+2) )
i=0

ao (1-u) c1'(u) =

(9i*r - qtBl-'(u)

cro (1-u) t(l-u) + ul c1'(u) = cxo [(1-u)2 + (1-u) u] cl '(u)

+ î [(n-i).(n+l-i).(pi+r - pi) +
n + l a  

" r r "  r r -

(n+1-i).(i).(Pi - Pi-r)l 6i' '{u)

= 
2d,

n * l

n+l

i=0

@2a1(1-u )u  c1 ' (u ) (n+1-i).(i).(Pi - Pi-r) 3i-'{u)
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@ azu C1'(u) = [(1-u) + u] cr2 u C1'(u) = az [(1-u) u + u21 C1'(u)

n + l

= 3+ t [(n+1-i).(i).(pi - pr-r) + (i-1).(i).(Pi-r - Pi-ù] 6i.'{u)
l l l  r  :_n

En effet, on peut écire l'équation (26) de manière que:

Ï t[(n+1Xn+2)].(9r - qi*r) + ao [(n-i)'(n+1-i)]'(p;*r - Pr) +
i=0

(oo + 2 u1+ crd.(i).[(n+1-i)].(Pi - Pi-r) +

crz.(i).t( i-1)1.(pi-r - pr-d) 6i. '{u) 
- o.... . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .(27)

Puisque tous les polynômes 31.ttu) ne sont pas nuls pour tout i = 0,...,n+1, on

obtient alors les équations des points de contrôle de courbes de bord des carreaux dans

la forme symétrique suivante:

CasPart icul iern=3

De cette expression, nous discutons, ensuite, la construction CBDR[(3,5)'1].

Puisque n = 3, on a le système:

20(9o- ! l r )  +r2c^o(Pr-Po)  =  o" " " " (29a)

20 (gr -  qlz)+ 6 cro (Pr-Pr ) + 3(ao+241+crz )( Pr - Po ) = o.. . . ' . . . (29b)

{[(n+1)(n+2)].(9i - {i*r) + ao [(n-i).(n+1-i)].(pi+r - Pi) +

(cro + 2 o,1+ a2).(i).[(n+1-i)].(Pi - Pi-r) +

42.(i).t( i '1)1.(Pi-r ' Pi-z)) = Q.. (28)

tout i  = 0,  1,  . . .  ,n+1.

Pour faciliter la compréhension, on prend le cas particulier n = 3.
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20 (12- 9r ) + 2 o"o( P, - Pù + 4(uo+2u1uz)( Pz- Pr ) +

Zaz(  Pr  -  Po )

20 (lz - qù + 3(uo+ZuPaz X Ps - Pz) +

6uz(  Pz -  Pr  )

20(nq-9s)+

12 u2( p, - Pz) = o .-.. . .-.(29e)

Si on ajoute ces équations, on obtient l'équation de barycentre de polygone de

Bézier ci-dessous:

Evaluons, ensuite, I'existence du paramètre C[1 dans le scalaire réel

o'' =: ':ittJ# 
I ::? ;:,?;l " . cx.

lié à la forme (30) ci-après (cf' figure-13):

O Si on fixe a1 = 0, le scalaire p(u) est sous la forme linéaire P(u) = [cro (1-u) + cL2 u]

et, alors, la forme (30) est identique l'équation (20). Pour que' pour tout u e [0,1],

la valeur p(u) soit positive, les deux paramètres ao = p(0) et a2 = p(1) dans la

condition (30) doivent être donc positifs.

o Si on fixe cr1 > 0, les deux paramètres cxo = p(0) et0;2= p(1) dans l'équation (30)

doivent être positifs pour que, pour tout u e [0,1], le scalaire p(u) soit positif. Dans

ce cas, le graphe p(u) est maximum au point E(l-bl2al,l-Dl4al) où D est le

discriminant de la forme: artL + b u + c.

co(  p  -Po)+ue(  Ps -P)  =

avec: p = (ll4) [Po * Pt+ Pz

a1v1J = 1r...........................(30)

1 3

vr  = ;>(4- i ) i (P i -Pi - r )
LU :_r

t(cls - 9J'

+Psl  e t
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9 Si on fixe cr1 < 0, pour que p(u) > 0, les deux paramètres cto = p(0) et u2 = p(l)

dans l'équation (30) doivent être positifs et, si l-bl2al e (0,1), le discriminant D

doit être D < 0 rel que le point minimum E(l-bl2al,l-D/4al) du graphe p(u) est

au-dessus de I'axe des u.

C'est la raison pour laquelle on considère ici le scalaire o(1 dans l'équation (30)

comme la mesure de déviation entre p(u) linéaire et quadratique. Ainsi qu'on évalue

o(1 comme un paramètre fixé qui permet de modifier la forme de carreau selon une

valeur choisie.

Figue-l3 : Evaluation du Paramètre cr1

Si on réalise ce carreau avec la même méthode du cas p(u) linéaire, on suffit de

déterminer d'abord les points de contrôle [po ,Pr, Pz,Pz] e Yl, [9s ' qo] e Y2

et o1€R. Ensuite, on calcule deux quantités scalaires [txo,cr2J dans l'équation (30) et

douze composants scalaires gt, ... ,9+ dans le système (29). D'ailleurs, pour obtenir la

régularité du carreau, le traitement est tel dans la section (4.3.2). Si p est aligné avec

po et pl, le vecteur u et clo ou c[,2 dans l'équation (30) doivent être fixés tel qu'on

obtient I'expression identique (21), (22) ou (23) qui vérifie la condition p(u) > 0'

Sinon, le vecteur U doit se trouver dans I'intérieure de I'angle [P-po, Po,PS-P] tels

que crs, a,1et a2 vérifient p(u) > 0. Dans la figure-l4, nous trouverons des exemples

de carreau développable défini par des valeurs cr1 différentes et la même courbe de

bord c1(u) cubique.

Cas tu > cl2

C a s  0 o =  c @
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En général, si C1(u) est de degré n, on a l'équation de barycentre de polygone de

Bézier:

L'avantage apporté à la détermination p(u) quadratique plutôt que constant ou

linéaire est la possibilité du choix cr1. Celui-ci permet de déformer (modifier) la

surface définie avec les mêmes données (cf. figure-14a,b,c,d). Malheureusement avec

le choix c[1, la direction de la déformation du carreau trarté, n'est que vers la partie

centrale de la surface du carreau, c'est à dire unique (cf. figure-l4e). Voilà pourquoi,

ci-après, on a besoin de déterminer p(u) cubique afin qu'on puisse avoir des paramètres

fixés qui permettent de déformer la surface du carreau en plusieurs directions.

ur=2
(a)

01  =0

(b)

c ro (  P  -Po)  +a .2 ( = [(![r,*z - {o) - cx1v1l = v.........................(31)

L@*1-t) , (  p i  -  p i - r )
i= ln+2)

2
1X(n+

P

É
j=0

" 
-P)

Pi et V1 =
1

avec:  P 
-  

" * I
Pour réaliser ce ciureau, le traitement est analogue le cas de courbe C1(u) cubique.
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O ( 1  =  - l

(c)

C [ 1  =  - 4

(d)

Courbes de Déformation du Choix ul = 2,O, - 3, - 4

(e)

Figure- 14 : Construction CBDR[(3,5), 1]
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4.3.4 Cas p(u) Cubique

Déterminons les deux courbes de bord [c1(u),cz(u)] respectivement de degré n et

n+3:
g  - n . .  

' + ' t

ç,@) = L p , Bi @) et ç,@) =LQ, Bi. ' @)
i=0 i=0

avec p(u)  = [cro(1-u)  +3 cr1 (1-u)2u+ 3 a2 (1-u)  u2 + cx3 u]  e t  p(u)  >0.  On a,

ensuite, de l'équation (9):

C2' (u)  = [o(o (1-u)  + 3 cx1 (1-u)2 u+3 c l ,2(1-u)  u2 +cI3 u]  C1' (u) . ' . ' . . . . . - ' - ' . . . . . . . - - ' . (32)

En utilisant I'identité (25), nous exprimons:

n+2

o c2'(u) = (n+3) I (qt*t - qJBl.'(u)
i=0

O oo (1-u) C1'(u) = cro (1-u) t(l-u) + u12 c1'(u)

= cro [(1-u)3 +2 (1-u)2 u + (1-u) u21 c1'1u;

{(n-i).(n+1-i).(n+2-i).(Pi*r - Pi) +

2(n+ 1 -i).(n+2-i).(i).(pi - Pi- r) +

n+2

(n+2-i).(i-1).(i).(pi-r - pi-)) 6i.'{u)

3d,
@ 3 u2(1-u) u2 Cr ' (u)  -

(n+ l ) (n+2)

n+2

) tn+z-i).(i-1).(i).(Pi-r - Pi-D 3i.' {u)
i=0
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I  a: u C1'(u)= [(1-u) + u]2 u3 u c1'(u)

= crs [(l-u)2 u + 2 (l-u) u2 + u31 c1'(u)

{(n+l-i).(n+2-i).(i).(pi - Pi-r) +

2(n+2-r).(i-1 ).(i). (Pi- r - P i-z) +

(i-2).(i- 1).(i).(pi-z - pr-:)l gi.' {u)

En effet, l'équation (32) devient:

n'i-2

i=0

( ao [2(n+1-i).(n+2-i).(i).(Pi - Pr-r) + (n+2-i).(i- 1).(i).(Pr-r - P i-z)l

+ 3 cr1 (n+1-i).(n+2-i).(i).(pi - Pi-r) + 3 a2 (n+2-i).(i- l).(i).(P i-r - Pr-z)

+ a3 [(n+1-i).(n+2-i).(i).(Pi - Pr-r) + 2 (n+2-1).(i-l).(i).(Pi-r - Pi-/l ) +

n+2

i=0

Puisque gi.'{u) ne sont pas

équations suivantes:

nuls pour tout i = 0,...,n+2, nous trouvons alors les
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[(n+1).(n+2).(n+3).(!li - gi+r) + ao [(n-i).(n+1-i).(n+2-i)].(Pi*r' Pi) +

( ao [2(n+1-i).(n+2'i).(i).(Pi - Pi-r) + (n+2-i).(i-1).(i).(Pi-r - Pi-z)l

+3 a1 (n+1-i).(n+2-i).(i).(Pi' Pi-r) + 3 u2(n+2'i).(i-1).(i).(pi-r - Pi-z)

+ a3 [(n+f i).(n+2-i).(i).(Pi'Pi-r) + 2 (n+2-i).(i-1).(i).(Pi.r - Pi-z)l ) +

r tou t  i=0 ,  1 , . . . , î+2 .

Pour illustrer et faciliter la compréhension, on prend le cas particulier n = 3'

CasParticuliern=3

De l'équation (34), nous discutons la construction CBDR[(3,6),1]. Puisque n = 3,

nous avons donc le système des points de contrôle de courbes de bord CBDR[(3,6),1]

sous la forme:

120 (qo - 9r ) + 60 ao ( pr - Po )

r2o (qr -  1ù +24 uo( Pr- Pr ) + {z+CJ"o( pt -  Po ) +

36cx1( Pr - Po ) +

t2o.3(pr -p")]

I2o (q2- 9r )  + 6 cro( Pz-Pz) +

{aoPa( Pz-Pr)+ 6 (Pr  -Po) l  +

36cr1 (Pz-Pr)+1842( Pt  -Po)+

ql12( Pz -Pr) + 12 ( Pr - p" ) l  )

= o . . . . . (35a)

=  o . . . . . (35b)

=  o . . . . . (35c)
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r2o (q3- g+ ) + {ao lrà(Pz - Pù + 12 ( Pz - Pr)l +

18cr1 (  pz -  Pz)  + 36u2(Pt-  Pr  )  +

u3 t6( P, -Pù * za(Pz- Pr ) l)+ 6a: ( Pr - Po ) = o ... .(35d)

r20(q4-gs)+ { r2uo (pz - pz)

36u2(  Pz-Pz)  +

24os (  Pz -Pz1l+2aq(Pr-  Pr  )  =  o . . . . (35e)

r20(qs-ge)+ 60cx3( Pz -Pz) = o ....(35f)

En ajoutant ces équations, nous trouverons l'équation de barycentre de polygone de

Bézier dans la forme:

D'où, nous avons deux paramètres fixés alet rù2 qui permettent de modifier la

forme de carreau. Dans ce cas, en raison de régularité, Oo = p(0) et a3 = p(1) doivent

être positifs et tous les paramètres choisis [a1,cr2J et calculés [cxo,cr3l doivent

vérifier p(u) > 0 pour tout u e [0,1]. Par exemple, en utilisant la même méthode de

traitement du cas p(u) linéaire et quadratique, dans la figure-l5, nous présentons des

caffeaux développables définis par des valeurs [a1,cr2J différentes et la même

courbe de bord C1(u) cubique. De cet exposé, on peut donc remarquer que, grâce au

choix du paramètre cr1 et a.2,la direction de la déformation produite n'englobe pas

seulement la partie centrale, mais également vers les deux côtés du carreau

(cf. figure-l5e). En effet, l'avantage du choix p(u) cubique plutôt que constant,

linéaire ou quadratique, est de modifier le carreau presque toute la partie de

surface du carreau.

oo( p -Po)+a3( Ps -P) = [(qe - i lo)- crrvr -azvzf = 1r.. . . . . . . . . . . . . (36)

avec: p = (l/4) [Po * Pr + Pz + pr J,

3  + '  1- txs- , ) , (  pr  -  pr - r )  e t  y2= *É(5- tx t -  l ) t (  p i - r  -  p i -z)u t=  nOà(4- tX5- , ) , (  P i  -P i - , ,  .  tz ' - , - , .



85

Ou l=o ' z -o

(a)

d l = 2  e t  A Z  = 0

(b)

C[t  =0 et  %.  =2

(c)
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d I = 2  e t  d 2  = - 2

(d)

choix lu4,a2l = [0,0], f2,01, 10,21, 12,-2f, l-2,-21
(e)

Figure- I 5 : Construction CBDR[(3,6), 1 ]

En raison d'application, si nous préférons déformer le carreau vers ses deux côtés en

linéaire équilibre, réécrivons, ensuite, les deux paramètres fixés cr1 et a2 sous la

fo Gl = cx (1 - p) et dZ = aF de manière que, l'équation (36) devient:

do(  P -Po)+a3(  Ps -P)  =  [ (qo 'qo) 'c rw]  =  u

avec:  w=[ (1  -Ê)vr+Bv2]  e t  a ,BeR.

....(37)
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On obtient alors le nouveau vecteur W qui peut être compté comme une valeur

d'interpolation linéaire entre les deux vecteurs [V1 ,Y2] et relative au paramètre B.

En utilisant les mêmes données de la figure-l5, ci-dessous, nous trouverons

plusieurs déformations du carreau grâce au choix de paramètres fixés ot et B.

a,=21  0=0 ,1
(a)

u,  =2 I  Ê=0 ,9
(b)

a.=Z;  F=- l
(c)
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a .=21  Ê=1 ,5
(d)

Choix [u,  F]  = [2,  (0,1)] ,  [2,  (0,9)] ,12,  - l l ,  [2,  (1,5)] ,  l -2,01
(e)

Figure- 16 : Déformations CBDR[(3,6), 1]

Enfin, nous terminons cette partie par le calcul d'équation de barycentre de

polygone deBézier pour C1(u) de degré n suivant:

%( P 'Po)+a3(  Po 'P)  =  [ (q , , * r '9o) -  c r rv .azvzf  =  $" " " " " " ' (3s)

où:

P=
I

n1 - l
vr=

et

Yz=

(n+ l ) (n+
s

L Pi ,
i=0

3
+

I ( r*  r - i ) (n+Z-
i= l

n+ l

I ( r *  2- i ) ( i -  l ) t (

3)

3)

+

+

2)(n

2)(n

, ) ,(  Pi -  Pi-r)

Pi-r - Pi-ù.(n+ l ) (n
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4.3.5 Cas p(u) Général

Fixons le scalaire réel p(u) sous la forme:

Déterminons respectivement les deux courbes de bord [ct(u),cz(u)] de degré n et m:

ç,@) => p,Bifut
i=0

ç,tu)=>q,Bitu)
i=0

avec m = (n+k). Or, on a la condition du carreau développable régulier:

c2'(u) = [o(o (1-u) + )
i=1

i=0

Exprimons, ensuite, les quantités suivantes avec l'équation (25):

m-l n-l+k

i=0

= cro tCf 
'(l-u;t+ 

6f-'{t-u)k-l ., +... + C-lrt*l uk-I1 c1'{u)

ao

(n+ l ) (n+2) . . . (n  -  1+  k )

C-' ((n*t-i).(n+2-i)...(n+(k-1)-i)).i.(Pr - Pi-r) + +

C-i f"-t *k-i).((i-(k- 1 )+ I )...(i- 1 ).i).(Pi-rr-zl - Pi<r- r l)l 3i-'.* {,r)
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> at 6f tt-u;k-t u c1'(u) =
(n+ l ) (n+2) . . . (n - l+  k )

n-l+k

i=0

C K"*z-t).(n+3-i)...

Bi-'**(u)

a1

(n+(k-1)-i)).i.(prpi-r)J 3i-'.0 {u)

a2

(n+ l ) (n+2) . . . (n - l+  k )

n+1+(k-2)-i)).(i- 1 ).i.(Pi- r-

F az C\-ùt'-z u2 c1'1u; =

(

n-l+k

i=0

Pi-ùl

) or-r çi_,{t-u) uk-l c1'1u; =
(n+ l ) (n+2) . . . (n -1+  k )

n-1+k

i=0

4 , ,

dk

(n+ l ) (n+2) . . . (n - l+  k )

* CÏ_:, (n- 1 +k-i).((i-(k- 1 )+1 )...(i- 1 ).i).(Pi1r-z;-pi-11ç- 1y) +

substituons dans I'expression

contrôle des courbes de bord

(39b), nous obtenons

[C1(u),C2(u)] sous la

((i-(k- 1 )+ 1 )... (i- 1 ).i).(Pr-rr-zl-Pi-(r- r y)J ff i-'.0 {u)

c4 u c1'(u) = [(1-u) + u1k-l a1u c1'(u)

= ar tCl-'(1-u;t-t u + 6;f-'{t-u;k-z u2 +...* CÏ-',ukl c1'(u)

n-l+k

C-l ti-r.*1).(i-k+2)...(i-1).i.(Pi-(r.-rl - Pi-r)l 6i-'.0{u)

Des résultats trouvés, si nous les

alors les équations des points de

forme:



9 l

(n+1Xn+2)...(n+k) ({i - !li*r) + oo (n'i).(n+f i)...(n'1'+k'i).(p;+r - Pi) +

{oolC-' ((n+1-i).(n+2-i)...(n+(k'1)'i)).i.(pi - Pi-r) + ............. +

Ci_l t"-t*k-i).((i-(k-1)+1)...(i-1).i).(Pi-rr-zl - Pi-rr..rl)l +

tq Ci ((n+1-i).(n+2-i)...(n+(k'1)-i)).i.(Pi'Pi-r) +

o,ut C _,(n-1+k-i).((i-(k- 1)+L)...(i-1).i).(pi(r<-z)'Pi<rr- r))l +

ar. tCi-'((n+1-i).(n+2'i)...(n+(k-l)'i)).i.(Pi - Pi-r) + ........... +

pour tout i = 0, ..., (n-l+k) et k ) L

Heureusement, après un long calcul, on trouve l'équation de barycentre de polygone

de Bézier:

oo(  P -Po)+crL(  Po -P)  = [ (q- ' {o) ' I  " tv i ]  
=  v . . . . . . . . . . . . . . . . " " " (41)

t = l

ou:

P=

v1 =

Y2=

(n+ l ) (n+2) . . . (n+k)

( n+ I ) ( n+2 ) . . . ( n+  k )
c

n
sr
) ' ((n+1-i).(n+2-i)...(n+(k-1)-i)). i.(Pi-Pi-r)
LI
i=1

n+l

) ((n+2-i).(n+3-i)...(n+ 1 +(k-2)-i)).(i- 1 ).i. (Pi- r -Pi-z)
i=2

CÏ-, ( r - l )+( t - l )

i=( t  - l )
vk-r =

(n+ l ) (n+2) . . . (n+  k )
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La construction CBDR[(nrm),1] peut être donc effectuée par le calcul suivant:

O fixer les points de contrôle [Po, Pr, ... , prrl dans le plan YL, deux points

de contrôle [9o , 9- ] dans le plan Y2 et les paramètres ai e R avec

i  =  1 , . . . '  ( k -1 )

O calculer co et ap dans l'équation (41)

9 trouver 3(m-1) quantités scalaires de composants: {1 , n2,... , {(m-r) dans le

système (40).

D'ailleurs, pour obtenir le carreau régulier, nous vérifÏons la condition:

O si les trois points dans I'ordre [P,po,Pn] sont alignés, on doit fixer:

v=o(P" -P)  avec  o)0 ,  oo>0 e t  "ye  [0 '1 )  te lque:

ût = (Tdo * o ) > Oet [cxo, dl,..., cxr] vérifient p(u) > 0.

O si les trois points dans I'ordre [Po,P,Po] sont alignés, on doit fixer:

V = o (Pn - Po) avec o > 0, 0 < or( oetle(0'l') tel que:

cro = (1/^y) to - (1-'y) cxkl > 0 et [cto, cr1, ... , dr] vérifient p(u) > 0.

I si les trois points dans I'ordre [Po,Pr'P] sont alignés, on doit fixer:

v = o (P - P") avec o > 0, crk > 0, et 1e (0,11 tel que:

ao = [(1- T)crk + o] > 0 et [ds, crl, ... , cr1.] vérifÏent p(u) > 0.

@ sinon, v doit se trouver dans I'intérieur de I'angle [(P-Po), Po'(p" - p)]

tels que [cro, o1, ... , ctt] vérifient p(u) > 0.

Bien que dans la pratique, les expressions générales (40) et (41) ne soient pas utiles

en raison du choix de courbe C2(u) de degré dix considéré assez élevé, elles permettent

de choisir q avec au moins cinq paramètres. Ces derniers nous perrnettent de

faciliter la construction des surfaces développables sous la forme complexe.
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Dans cette section, nous discutons I'application de la méthode

CBDR[(n,m),1] à I'approximation d'une surface réglée régulière

présenter, nous posons d'abord la position du problème suivant.

de construction

donnée. Pour la

Données .' deux courbes paramétriques [f1(u),fZ(u)] se trouvent respectivement

dans deux plans parallèles différents [Y1,Y2]. Ces deux courbes déterminent

une surface réglée régulière S(u,v) qui peut être décomposée sous la forme d'une

suite de calreau [S(u,v)]i.

Problème .' trouver une suite de surfaces développables régulières [D(u,v)]i avec

leurs courbes de bord [Ct(u),Cz(u)]i qui approchent respectivement les courbes de

borde [f 1(u),f2(u)]1de la suite [S(u,v)]i dans le même plan [Y1,Y2].

On a défini des carreaux développables sous la forme de careau de Bézier. En

effet, pour obtenir une solution efficace du problème exposé, il suffit de réaliser la

suite [D(u,v)]1 sous la forme de suite CBDR[(n,m),1]1. Cela veut dire qu'on doit

approcher respectivement les deux courbes de bord de chaque morceau [S(u,v)]i avec

les deux courbes de bord CBDR[(n,m),1]i. Voilà pourquoi, si dans la décomposition

s(u,v) en suite [S(u,v)]1, on considère pour chaque morceau [S(u,v)]1 déjà

suffisamment fin ou approché pat CBDR[(n,m),1]i choisi, alors nous proposons la

solution du problème en quatre étapes de traitement suivant (cf. figure-17):

l q  - l r

l S  ( u , v ) l t

Figure-17 : Approximation du Carreau Réglé Régulier par CBDR[(n,m),1]

O fixer les quatre points de bord coincidents pour chaque morceau [S(u,v)]1 et

CBDR[(n,m),1]i respectivement des points: [po, Pn, 9o, 9-]i

@ construfre CBDR[(n,m),1]1 en fixant d'abord des points de contrôle lpr pz, ... ,

pn-rli de la courbe [cr(u)]i vers la courbe approchée tfr(u)]i et, puis, des

paramètres du scalaire tp(u)li pour que la courbe cherchée [cz(u)]i puisse

approcher la courbe donnée tfz(u)lt

C B D R [ ( n , m ) , 1 ] i
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@ évaluer le contrôle d'erreur fixé e de différences entre les deux courbes de bord

[f1(u),c1(u)]i et [f2(u),c2(u)]i du carreau approché [S(u,v)]i et CBDR[(n,m),1]i

@ modifier les points de contrôle ou les paramètres fixés dans l'étape (O) de manière

que, nous trouvons la surface et I'erreur souhaité.

Dans ce cas, pour déterminer la distance entre deux courbes [f1(u),ct(u)]1 dans le

plan Yl et entre deux courbes [f2(u),C2(u)]1 dans le plan Y2, il suffit d'utiliser la

définition de fonction distance Euclidienne (Eck'93, Bogacki'95):

ô -  d- ( f ,c )  =  maxt l l f (u ) -c (u) l l  :ue  [0 '1 ] ]

De l'étude de construction et d'approximation des surfaces développables régulières

présentées, nous obtenons finalement la conclusion suivante:

O La condition C2'(u) = p(u) Cr'(u) permet de construire un calreau développable de

Bézier bordé par deux courbes de Bézier C1(u) et cz(u). Celles-ci se trouvent

respectivement dans deux plans parallèles différents [Y1,Y2]. Si le scalaire réel

p(u) posé dans l'équation (39a), est un constant, le carreau défini peut être sous la

forme cylindrique ou conique généralisée. Sinon, ce caffeau est un type de surface

développable engendrée par des tangentes de courbe.

O Pour que le caffeau de Bézier défini par la condition c2'(u) = P(u) c1'(u) soit

régulier, le choix du scalaire réel p(u) doit être positif.

approximativement à partir de courbes [f 1(u),f2(u)] trouvées respectivement dans

dewe plans parallèIes dffirents [Y1,Y2], peut être effectuée par I'approximation

d'une suite CBDR[(n,m),1]i. Pourtant, pour obtenir la meilleur forme de surface

d'approximation, on suggère de traiter la continuité géométrique CGI'2 de

raccordement entre les deux calreaux adjacents de Bézier CBDR[(n'm),1]1 et

CBDR[(n,m),1]i*r.



CHAPITRE V

Pour traiter le problème du raccordement géométrique entre deux carreaux de

Bézier développables réguliers, nous présentons d'abord les données, la position de

problème, I'hypothèse et I'objectif de cette étude. Ensuite, après avoir trouvé

l'expression explicite de condition limitée CG0'l'2 de raccordement entre deux

CBDR[(n,m),1], nous discutons le cas particulier de raccordement entre les deux

carreaux bordés par deux plans parallèles différents [Yl,Y2].

Données .' deux CBDR[(n,m),1]

DL(u,v) et DR(u,v), où:

de classe Cn22 s'écrivent respectivement par

DL1u,v ;  =  [ (1  -v )c1 (u )+v  c2 (u )JL ;0 (u ,v (1

DR1u,v;  = [  ( l  -  v)  c1(u) +v c2(u)JR ;  0(u,v(  1,

avec deux courbes de bord C1(u) et C2(u) sous la forme:

+c1(u) = Z p,Situl
i=0

et
4

cz(u) - Lq,Bi@)
i=0

D'autre part, la génératrice et les dérivés partielles de ces deux carreaux sont:

8(u) = cz(u) -c1(u);

Du(u,v1 = cr'(u) + v$'(u); Du(u,v) = g(u);

Duu(u,v; = cl"(u) + v g"(u); et Duv(u,v) - 0'
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Problème .' trouver la condition suffisante sous la forme explicite de continuité

géométriqu" ç60'1'2 de raccordement entre deux CBDR[(n,m),1] qui sont bordés

par deux plans parallèles différents [Yl,Y2].

HVpothèse.' les deux courbes de bord de ces caffeaux sont orientées vsrs la même

direction pour tout u e [0,1].

But: construire une suite des surfaces développables [D(u,v)]1 continues CGr'2

du type CBDR[(n,m),1]1 .

De ces données, nous cherchons successivement la condition suffisante de

continuité géométrique CGO, CGI et CGz de raccordement entre deux carreaux de

Bézierdéveloppables réguliers adjacents DL1u,v; et DR1u,v) suivants:

Condition De Continuité So
Iæs deux caffeaux de Bézier développables réguliers DL(u,v) et DR(u,v) se

raccordent C0 ou CGO, s'ils partagent un bord de génétatrice commune À(v), c'est à

dire:

À(v)=DL1t ,v ;  =  DR10,u ;

lPn + v(9n -  Pn) lL = [Po * v(9o -  Po)]R

Donc. ils doivent vérifier:

tPnlt = IPo)l* =P

et

tqnlt  = tgolR =q

ou:

B( l ) lL  = B(O)IR = (  q-  P)  . . . . . . . . ' . . . . . .  " " " " " " " ' (1)
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Condition De Continuité CGI

Les deux calreaux deBézier développables réguliers DL(u,v; et DR1u,v) continus

C1 se raccordent CGl si, en chaque point, le long de leur génératrice commune Â(v),

leur plan tangent coincide. Cela veut dire que les trois vecteurs [Dlu(l,v),

DRu10,u;,À'(v)l sont coplanaires pour tout v e [0,1] sous la forme:

o1(v) DLU(1,v) + o2(v) DRU(O,v) + o3(v) À'(v) = Q.... . . . . . . . .  . . . . . ' . . .- . ' .(2)

où les trois scalaires [o1(v), oz(v), o3(v) + 0] sont polynomiaux v e [0,1].

puisque DL1u,v; et DR(u,v) sont développables, alors le plan tangent en tout point

de chaque gén&atrice de ces caffeaux doit être constant (unique). En effet, pour tout

u e [0,1], les trois vecteurs [g'{u), c1'(u), g(u)]L et [g'(u), c1'(u), g(u)JR sont liés

respectivement (cf. définition-2 dans le chapitre-Itr). On a donc les équations de plan

qui sont valables Pour tout u e [0,1]:

O1 :  [g ' (u)  n  c1 ' (u)  .  g(u) ]L  = [c2 ' (u)  n  c1 ' (u)  .  g(u)JL= Q """ " " " " " " " " " " " " (3a)

et

Çr2 :  [ g ' (u )nC1 ' (u ) .  g (u ) lR -  [ c2 ' (u )nc1 ' (u ) .  g (u ) lR=Q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' ( 3b )

Or, les deux carreaux de Bézier développables réguliers DL1u,v; et DR(u,v) se

raccordent CGI si, le long de leur génératrice commune Â(v), tous les plans tangents

de la forme (2) sont uniques suivants:

Q :  o1  V r  +  o2Y2+  03  g ( l ) L  =

où :  v1  = [ c t ' ( l )  +og ' ( 1 )1L ,  Y2= [c r ' ( 0 )  +og ' ( 0 )1R  avec :  o '  c1 , c ,2 ,  03€R ,

oa bien, les deux plans tangents Cll et Ç22 qui contiennent respectivement la

génératriceg(1)L et g(0)R doivent être identiques, c'est à dire:

Ç2 :  [C2 ' (1)  n  c1 ' (1)  .  g(1) ]L  = k .  [cz ' (O)  n C1' (0) .  g(g) ]R :0 . " " " " " " " " " " " (4b)

avec k t 0 et k e R. En utilisant l'équation (1) de la condition CGO, on trouve donc la

condition CGI:

[cz ' ( l )nc1 ' (1) ]L  = k .  [cz ' (0)nc1 ' (0) ]R "" " " " " " (4c)
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De cette étude, on peut déduire I'expression suivante. Puisque, avec la condition

des carreaux développables DL(u,v) et DR(u,v), on a la garantie que les trois vecteurs

[c2'(1), C1'(1), g(1)]L er [c2'(0), c1'(0), g(O)]R sont respectivement liés dans leur plan

tangent unique Q1 et C22 qui contiennent la gén&atrice commune $(1)L = g(0)R,

alors, pour obtenir la continuité CG1 des deux carreaux continus CGO, iI sffit de

vérifier les quatre vecteurs [[cz'(t), c1'(1)JL, [c2'(0), cr'(0)]R] trouvés dans le même

plan tangent I = C)l : {22 (cf . figure-2a,b). Voilà pourquoi, en raison de facilité de

traitement CGI entre deux carreau* DL1u,v) et DRlu,v;, nous préférons simplifier

la condition de la continuité CGI dans la forme:

I cz'(O) ]R = [ k3 cl '( l) + ka c2'(1)]L

avec chaque couple scalaire lkl, k2] et [k3,k4] s'annulent pas simultanément.

R
m

CGO

(a) (b)

Figure-2 : Condition CGo'l

De la suite de l'équation (5), nous traitons la continuité CGl de raccordement entre

deux carreaux adjacents CBDR[(n,n+1),1] bordés par deux plans parallèles [Y1,Y2].

Supposons DL1u,v; et DR(u,v) sous la forme CBDR[(n,n+1),1] avec la condition

de surface développable [C2'(u) = P(u) Cr'(l)] et p(u) = [cro (l-u) + or u] > 0. D'où,

on obtient le système des points de contrôle de deux courbes de bord du carreau et

l'équation de barycentre de polygone de Bézier [cf. équation (18) et (24) dans le

chapitre-IVl:

D 
R1o,u

Cr ' (1)L
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a) pour CBDR[(n,n+L),1]L :

[(n+1) (gi-9t*r) +cro (n-i) .(Pi*r -Pi) +crr ( i ) .(Pt-Pi-r)=o ]L.. . . . . . . . . . . . . . . . . (6a)
avec i = 0, 1, . . .  ,n

et

l c ro(P-Po)  +cr1  ( { ) " -p)

avec tP = t1/(n+1)l ) PtlL.
i=0

b) pour CBDR[(n,n+L),1]R :

[(n+1) (9' - qi*r) + cro (n-i).(Pi*r - Pi)
avec i = 0, 1, ... ,n

+ a1 ( i ) . (p i  -  Pi-r)  = o ]R.. . . . . . . . . . . . . . . . . (7a)

et

lcro (

avec

p-po)  +cxr (Pn
n

tP = tll(n+l)l I
r=0

D'après l'équation (5), la condition CGI entre ces deux carreaux est:

l n (  P r  
-Po ) lR  =  [ k r (n ) . (  Pn  

-Pn - r )  +  kz (n+1 ) . (  9n+ t  
- 9n ) ] L " " " " " " " ' ( 8a )

et

l (n+ lX gr  -go) lR = tkg(n) . (  Pn -Pn-r )  +  k+(n+1) . (  9n+t  -qn)1L. . . . ' . . . . (SU)

De l'équation (8a,b), on déduit que, le long de génératrice co une $(1)L = g(O)R, le

système (6a) et (7a) ne partagent la continuité CGI que respectivement la dernière et

première équation, c'est à dire:

[(n+1) (gn - gn+r) + a1 (n).(pn - 
Pn-r) = o]L... .". .  . ' . . . . . . . . . .(9a)

et

[(n+1) (go - 9r) + ao (n).(pr - Po) = o]R........ """"""""(eb)
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En effet, pour réaliser une surface CG1, on peut utiliser le traitement suivant:

O construire CBDR[(n,n+1),1]L avec les données des points de contrôle du carreau

[po, ... , pn, Ç[o, q,r*r]L selon la méthode présentée dans le chapitre-IV

O déterminer les scalaire kl et k2 dans l'équation (8a) de la condition CGl, pour

trouver le point de contrôle tPrl*

G) calculer ;cro, crlJR dans l'équation (7b) avec les points de contrôle données

{ [P,r, gn*r]L, lPz, ..., Pn, qn+rlR1 
"t 

l" point de contrôle calculé tPtl*

() pour obtenir le point de contrôle tqtl* trouvé dans le même plan tangent avec les

points de contrôle [pn-1, Pn, 9n, 9n*r]L et [Pr]R, utiliser le calcul suivant:

a) substituer l'équation (8a,b) de la condition CGl dans l'équation (9b) de la

condition développable, nous trouvons les scalaires k3 = cxo k1 et k4 = Aok2

b) déterminer [gr]R en substituant les deux scalaires k3 et k4 dans l'équation (8b)

I calculer les points de contrôle [qz, ...., qnJR avec les équations (7a) restant, puis,

construire le car:;é CBDR[(n,n+1),1]R avec ces points de contrôle donnés et les

points de contrôle calculés [pt,9t, ...., 9n]*.

Remarque: corïespondant à l'étape (O) et (@), pour garder I'orientation de la

direction des courbes de bord de ces caffeaux (cf. hypothèse du problème), on suffit

de fixer les scalaires ( kl > 0 etkZ> 0) ou (kl > 0 et k2 > 0)

/ L
c B D R t ( 3 , 4 ) , 1 l

c s o n t ( : , + ) , t l  R

(a)
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c c l
k l  =  0  2
k 2 = 0 7

c B D R t ( 3 , 4 ) , l l

C G I

k l  =  o  8
k 2 = 0 8

L e o n t G , + ) , r r L

c B D R t ( 3 , 4 ) . l l R

ft)
Fisure-3 : Continuité CGO'l Enffe Deux CBDR[(3,4),1]

Pour traiter le cas général de la

CBDR[(n,m),1] de condition [c2'(u)

chapitre-lV, il suffit d'utiliser la

structure est identique.

continuité CGt de raccordement entre deux

= p(u) Cr'(u)l avec le scalaire p(u) fixé dans le

même méthode présentée ci-dessus, car, sa

Condition De Continuité CG2

L.es deux carreaux de Bézier développables réguliers DL1u,v; et DR(u,v)

continus C2 se raccordent CG2, si en plus de la continuité CGI entre ces carreaux,

la courbure gaussienne et moyenne ou /es directions et les courbures principales de

deux carreaux sont identiques en tous les points sur la génératrice commune À(v). En

d'autre terme, si les plans tangents et les paraboloïdes osculateurs de ces surfaces se

coincident en tous les points sur cette génératrice. Sous la forme explicite, puisque,

l'équation de leur courbure de gaussienne est identiquement nulle, alors, il suffit

d'utiliser l'équation de leur courbure moyenne ou, l'équation de leur paraboloïde

osculateur suivant [cf. équation (23,24) dans le chapitre-Il]:
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HL=HR

[c1" (1 )  n  c1 ' (1 )  +  v  .  [ c r " (1 )  n  $ ' (1 )  +  8 " (1 )  n  c1 ' (1 )1  +  u2  .  g " {1 ;  n  g ' ( l ) l l

I  t  lcr ' (1)12 +2.v .  [cr ' (1) .  g '(1)]  + u2 .  ;g '11)12 - (cr ' ( t)  .8QD2 f lz 1L

[c1"(0) n c1'(0) + v . [c1"(0) n g'(0) + g"(0) n c1'(0)J + u2 . g"{0) n g'(O)lR

(10a)

I t lcr'(o);2 + 2.v . [cr'(O) . g'(0)] + u2 .lg'(0)12 - tcr'(0).8(o)12 13/2 lR

ou bien,

, R  =  , L

l / 2 . ]E *2 lR  =  l l 2 '  IB *2 ]L

;Du'10,v ; .  r ID *2I  R = [Duu (1,v) .  r tD *2 ]  
L . . . . . . . . . . . . .  . . . . (10b)

En raison de la complexité de calcul de l'équation (10a), on préfère analyser

I'expression (10b).

Supposons que l'orientation de ces deux carreaux (vecteurs norïnaux unités [nt]R

et [np]L) est la même en chaque point de la génératrice commune À(v). Puisque,

dans le plan tangent unique O, les deux vecteurs [[cr'(t)+ o $'(1)J, $(1)]L et

[[cr'(O)+ o g'(0)1, g(O)]R sont respectivement indépendants pour tout la valeur

v e [0,1], alors tous les vecteurs tangents Â'(v) - f à chacune des surfaces au

point de la généraffice commune Â(v) peuvent être exprimés localement par:

D'autre part, d'après l'équation (4a) de la condition CGl, on a

l c r ' ( l )  +  og ' (1 )1L  =  - (oz lo r ) [ c1 ' (0 )  +  og ' (0 )JR  - (o3 lo1 )  g ( l )L
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Or, on peut écrire la forme (11) de manière que:

f  =  - (o2/o1) tx l l  tc r ' (o)  +  og ' (O)JR + [ - (or lo1) [x ]L+ty l l ] . tg( l ) l l

= [x]R . [cr'(o)+ o g'(o)]R + [y]R . tg(O)lR

Puisque, selon la condition CGO, on a tg(l)ll = [g(0)]R, on obtient alors la relation

ci-dessous:

[x ]R =  - (o2 lo1) [x ]L

tylR = - (o3 /o1) [*]L + [y]L

En effet, pour que, le long de la génératrice commune Â(v), les courbures de ces deux

surfaces développables vérifient la continuité géométrique CG2, on déduit, ensuite,

l'équation (10b) sous la forme:

pRuu (0,v) . [*2]R = pRuu (0,v) . ço2/o)2 .[*2]L = pluu (1,v) . [x2]L

ou:
DRtt 1o,v; = B DLuu 11,v;

Ic1" (0 )  +  v$" (O)JR =  B Ic l " ( l )  +  vg" ( l )JL

t ( l -v )c1" (0)  +v  c2" (0) lR  =  P t (1 -v )c1" (1)  +v  c2" (1)JL

avec p e R et B > 0. Donc, nous trouvons la condition de continuité CG2 de

raccordement entre deux carreaux adjacents DL1u,v; et DR(u,v) suivants:

lCz"(0)lR = B [C2"(1)JL

Pour obtenir la continuité CG2 de raccordement entre deux CBDR[(n,n+1),1]

continus CGI précédemment traités, on suffit de calculer les deux points de contrôle

[pz, gz]R avec I'expression (12) et la deuxième équation du système (7a), c'est à dire:
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l (p r -Pr ) - (p1 -Po) lR = Bt (Pn-Pn-r )  -  (Pn- , -Pn-d l l " '  " " " " ' (13a)

l(qr-9r) -  (q1 - 9o)lR = B [(qn+l -  9n) - (9n - 9n-r)]L""""""""""(13b)

[(n+1) (qr -  qt + cxo (n-1).(Pz - Pr) + sr (Pr - Po) = o]*. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' . (13c)

Dans ce cas, on fixe d'abord le scalaire B dans l'équation (13a) pour trouver [pZ]*,

puis, après avoir calculé uo et O(1 avec la forme (7b), on détermine tqrl* en utilisant

I 'expression (13b,c).

Figure-4 : Continuité CG2 Entre Deux CBDR[(3,4),1]

De la solution du problème de raccordement CGO'1'2 entre deux CBRD[(n,m),1]

adjacents , on a donc le résumé:

Résumé:

Soient DL1u,v; et DR(u,v) deux CBDR[(n,m),1] de classe Ct)2 avec leurs courbes

de bord de la même direction. Les deux carreaux se raccordent CG0, CGl et CG2

s'ils vérifient I'expression (1,), (5) et (12).



CHAPITRE VI

Dans cette thèse, nous posons le problème de la définition d'une suite de plaques

Si(u,v) qui s'appuient sur deux courbes de bord données fr(u) et f2(u) trouvées

respectivement dans deux plans parallèles différents [Y1,Y2] à la forme de définition

mathématique de surfoce-développable. La suite définie doit être continue CG2

et chaque plaque doit être sous la forme de carreau de Bézier.

Grosso modo, la méthode de calcul analytique et de quatre points coplanaires

permettent de traiter ce problème, mais, dans la limite de surface développable sous la

forme simple et naturelle. Ensuite, à cause de la particularité du choix des courbes et

des scalaires réels dans la condition de développabilité de la méthode d'interpolation

de carreau de Bézier, il est en effet difficile de réaliser cette surface de manière

approximative. Plus tard, les méthodes restant, c'est à dire la méthode de dualité,

d'approximation isoparamétrique et la méthode de subdivision, en pratique, ne sont pas

utiles pour traiter le problème en raison de la complexité, de la précision du calcul et

des contraintes de fabrication. Pour cela, nous avons besoins de trouver une solution

satisfaisante et le meilleur compromis possible pour résoudre ce problème.

A partir de telles courbes, en génétal il n'y a pas de réponse positive pour

I'existence de surface développable qui se trouve et se borde par ces courbes. En effet

pour résoudre ce problème, il est préférable d'appliquer une méthode d'approximation.

Nous la proposons comme suit:

O décomposer [f1(u),fZ(u)] en suite de segments de courbe [f1(u),f2(u)]i qui

définissent les morceaux de surface réglée [S(u,v)]1. Chaque morceau [S(u,v)];

corresponde au problème de la définition de plaque Si(u,v).

@ approcher chaque couple [f1(u),f2(u)]i de courbe de bord [s(u,v)]i avec

[C1(u),C2(u)]1 de courbe de bord CBDR[(n,m),1]i. Dans le cas où le morceau

d'approximation CBDR[(n,m),l]i qui définit la plaque Sdu,v) n'est pas satisfait,

nous trouvons des morceaux d'approximation souhaités pour la plaque St(u,v).

@ traiter la continuité CGI'2 pour ajuster les raccordements successives entre deux

CBDR[(n,m),1] définis

@ construire les carreaux du traitement (A) et (C)) pour réaliser la définition de la

suite de plaque Si(u,v).
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Nous apportons, ci-après, des intérêts de la méthode proposée en faisant la

comparaison avec les travaux existant à la conception du bateau:

O Le scalaire réel p(u) qui nous avons choisi dans la condition de développabilité

CBDR[(n,m),1]1, permet de réaliser tout les types de surface développable qui

définit la plaque Sdu,v) bordée par deux plan parallèles arbitraires différents.

€) Nous autorisons de fixer le scalaire p(u) de degré k > 2, afin que nous avons

plusieurs paramètres réels fixés qui permettent de faciliter I'approximation de la

courbe [f 1(u),f2(u)]1 avec [Cr(u),Cz(u)]1 de courbe de bord CBDR[(n,m),1]1.

I Nous autorisons de choisir les courbes [c1(u),C2(u)]i de degré plus élevé, pour que

le traitement d'approximation [f 1(u),fZ(u)]l soit efficace.

@ Nous formulons la condition de la continuité CGI'Z de raccordement entre les deux

CBDR[(n,m),1] de manière simple et, alors, le traitement de calcul de la surface

peut ôtre plus facile.

Pour valider cette approche, nous avons réalisé un certain nombre de programme
(Annexe-A et Annexe-B). Les illustrations proposées dans ce manuscrit sont issus de

ces programmes.

Du problème et la solution proposée, nous concluons que la methode

d'approximation en utilisant CBDR[(n,m),1] permet de traiter les surfaces du bateau

sous la forme plus complexe. Dans cette méthode, le polynôme choisi ne doit pas être

de degré élevé, car chaque plaque Si(u,v) peut être traitée en plusieurs carreaux et, en

effet, le calcul peut être plus simple.

Si les problèmes de la modélisation mathématique de plaques Si(u'v) qui

s'appuient sur f1(u) et f2(u) dans deux plans parallèles sont déjà traités, il reste alors

le problème du cas f1(u) et f2(u) dans deux plans interceptés. Le traitement peut être

analogue avec la méthode présentée, mais, il faut que le choix î"(u) dans la condition

de développabilité [équation (1) dans le chapitre-IV] soit À(u) * 0. Sinon, il est

possible de construire d'abord une surface développable d'approximation déterminée

par deux courbes dans deux plans parallèles [Yl,Y2] dont la première courbe est

f1(u) dans Yl et la deuxième courbe est une courbe d'intersection entre le plan Y2 et

une surface réglée définie par [f1(u),f2(u)]. Ensuite, on coupe cette surface

développable d'approximation avec un plan Y qui contient f2(u) pour que la surface

développable trouvée soit bordée approximativement par [f 1 (u),fz(u)].
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ANNEXE.A

SURFACE REGLEE S(u,v)
DE COURBE DE BORD POLYNOMIALE DE BEZIBR

TRAITEE PAR CBDR[(3,4),1]

a) Décomposition de Surface Réglée S(u,v) en Trois Morceaux

b) Distance Euclidienne [f1(u),cr(u)] et [f2(u),c2(u)] en u

c) Détectiond'Erreur Maximum ô = max { ll f(u) - c(u) ll : u e [0'1]]



1 1 1

d) Courbes de Bord d'Approximation CBDR[(3'4)'1]

e) Suite CBDR[(3,4),1]



ANNEXE-B

SURFACE RBGLEE S(u,v)
DE COURBE DE BORD POLYNOMIALE DE BEZIER

TRAITEE PAR CBDR[(3,6),1]

a) Décomposition de Surface Réglée S(u,v) en Trois Morceaux

b)Détect iond'ErreurMaximum ô = max{ l l  f (u)-c(u) l l  :ue [0 '1] ]



1 1 3

d) Suite CBDR[(3,6),1]



ANNEXE-C

(b)



1 1 5



1 1 6

O Application

(a) Aile d'Avion Défini Par 8 CBDR[(3,4),1]

(b) Représentation Surfacique d'une Aile d'Avion

c B  D  R  [ ( 3 , 4 ) , 1 ]



l t 7

cB D R [(3,6),1]

(c) Tronçon Transversal d'une Coque de Bateau Défini Pat 16 CBDR[(3,6),1]

(d) Développement Sur le Plan



Résumé:
f, onl".tive de cette thèse est d'apporter une -solution aux problèmes de

construction et de raccordement géométrique cGl'z de surface développable

régulière bordée par deux plans parallèles à I'aide des calreaux de Bézier'

Le premier chapitre aborde les problèmes de la définition d'une suite des

plaques qui s'appuient sur deux courbes paramétriques données'- 
Le second chapitre présente l'étude générale et l'état de I'art sur les surfaces

développables. Ce chapitre permet de situer les outils mathématiques pour

résoudrà le problème et de souligner les aspects les plus intéressants des travaux

existants pour notre Problème.
Le troisième chapitre est consacré à l'étude de la condition suffisante de

régularité et la classification de surface développable. læ but est d'obtenir une

exlression générale de type de surface développable qui permet d'appliquer la

CFAO et, en particulier, de traiter le problème de la thèse'

Le quatrième chapitre propose la méthode de construction des carreaux de

Bézier développables réguliers engendrés par deux courbes de bord trouvées

respectivem.nidunr deux plans parallèles différents. L'étude porte essentiellement

rui6 choix du scalaire réel qui permet de contrôler les deux vecteurs vitesses de

courbes de bord. Cette méthode permet de traiter le problème d'approximation

d'une surfac e réglée régulière bordée par deux plans parallèles.

Le cinquième chapitre montre les équations qui caractérisent la continuité

géométrique CGI'Z du problème de raccordement entre deux calreaux de Bézier

développables réguliers adjacents.

Le iixième chapitre met en évidence des intérêts des méthodes proposées en

faisant la comparaison avec les travaux existants à la conception du bateau.

Mots Clés:
Sutfo"" Oéveloppable Régulière, Carreaux deBézier Développables Réguliers,

Construction, Approximation, Raccordement Géométrique'


