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CHAPITRE 1

Les objets fabriqués dans l'industrie peuvent étre de tres grandes dimensions. C'est
le cas des avions, des bateaux, des locomotives, etc. La fabrication de tels objets pose
un certain nombre de problemes. Il est en effet impossible de fabriquer ces objets en
une seule pidce. Il est clair qu'on ne peut pas construire la coque d'un pétrolier par
emboutissage d'une tdle ou par usinage d'un volume brut! (car il faudrait d'abord
construire l'outil qui permet de faire cette opération). La seule solution consiste a créer
un squelette, puis une charpente de I'objet par assemblage de poutres, enfin a habiller
la peau i l'aide de plaques (toles). La fabrication d'objets de grande taille est donc

organisée en deux phases:

© Construction du squelette
@® Habillage du squelette a I'aide de plaques
Dans cet exposé, on ne s'intéresse qu'a la deuxiéme phase; on suppose donc la

charpente déja congue.

La phase d'habillage doit respecter les deux types de contraintes suivantes:
a. Contraintes Géométriques

La forme des plaques a poser peut étre trés vari€e. Les plaques peuvent étre
quasiment planes (par exemple sur le flanc d'un bateau ou sur le dessus d'une aile
d'avion) ou bien plus complexes (celles qui constituent le nez d'un avion ou celles
situées A proximité de la proue). Ces plaques doivent également respecter des
contraintes de continuité géométrique. En effet l'ajustement des plaques ne doit pas
perturber I'écoulement des fluides (air, eau). Les raccordements transversaux a la
direction de I'écoulement doivent donc respecter des conditions particulieres

(continuité du plan tangent, des courbures, etc.).

b. Contraintes de Fabrication
Pour des raisons économiques et de facilité de fabrication, il est nécessaire
que ces plaques soient mises en forme sans emboutissage, ni étirement, ni
moulage. Par conséquent, il est souhaitable que les seules opérations effectuées
soient:
> le découpage de la tdle dans le plan,
> la mise en forme par enroulement,

> la pose et la fixation sur le support.



Cette définition de plaque correspond 2 la définition mathématique de surface
développable. Dans la suite de I'exposé, n'est envisagé que l'aspect modélisation
mathématique des plaques. Définissons, a I'aide de 'exemple d'une coque de navire, la

position du probleme.

Soient deux courbes spatiales données: u — I['j(w) et u — I'5(u). Elles
représentent par exemple deux courbes de support consécutives sur la coque.
Elles peuvent étre transversales (cf. figure-a), longitudinales (cf. figure-b) ou autres
(cf. figure-c). Le but est de définir une suite de plaques S; qui s'appuient
sur [j(u) et T'p(u). Ces plaques peuvent étre représentées par une définition
paramétrique:

(u,v) > Sj(u,v).
Pour I'ensemble de notre travail, ces plaques doivent vérifier les propriétés suivantes:

O Chagque plaque doit étre une surface développable.

® Le raccordement entre deux surfaces consécutives doit présenter une continuité
géométrique d'ordre deux (CG?), clest a dire la continuité du plan tangent, la
continuité des courbures et des directions principales de courbure (cf. plaques
S1et Sy de la figure-d).

® Chaque plaque doit étre un carreau de Bézier.

7 9 Wi

(a) Division de Longueur du Bateau
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(b) Division de Hauteur du Bateau

(¢) Division du Cbté du Batcau

(d) Maquette Entre Deux Surface

Techniques de Division du Corps du Bateau



La derniére propriété est imposée pour des raisons de compatibilité avec les
modeles surfaciques utilisés dans les systtmes de CAO, car les carreaux de Bézier
constituent un modele standard et bien maitrisé de définition de surface. Les propriétés
(@) et (©) sont contradictoires dans le cas général, car contrairement aux carreaux de
Bézier, les surfaces développables ne sont généralement pas polynomiales. Donc, il
faut trouver un compromis entre le caractére polynomial et le caractere développable.
L'objet de cette thése est de définir les surfaces S; qui satisfassent la
contrainte (®) et réalisent le meilleur compromis possible entre le contraintes

(0) et (©).

Finalement, nous introduisons le plan de la theése suivante:

- le chapitre-I présente la position du probléme de modélisation mathématique
des plaques.

- le chapitre-II introduit l'étude générale et I'état de lart sur les surfaces
développables.

_ le chapitre-III propose une recherche de la condition suffisante de régularité et

présente une classification tous les types de surface développable.

- le chapitre-IV présente une méthode de construction des surfaces développables

réguliéres a l'aide des carreaux de Bézier.

- le chapitre-V montre les équations qui caractérisent la continuité géométrique
d'ordre-0,1,2 (CGO’1’2) du probleéme de raccordement entre deux carreaux de Bézier

développables réguliers adjacents.

- le chapitre-VI propose la conclusion générale et met en évidence des intéréts

des méthodes proposées.




CHAPITRE I

Dans la pratique, chaque objet est en général obtenu a partir de plusieurs types de

construction. 1l est en effet difficile de trouver une définition de courbe ou de surface
qui permet de le réaliser avec une seule méthode. Pour cela, pour obtenir une solution
satisfaisante et le meilleur compromis possible pour le probléme présenté, nous

discutons d'abord dans ce chapitre les sujets suivants:

Premiérement, nous rappelons la représentation des formes de courbe et de surface
qui sont souvent utilisées en CFAO, en particulier les courbes et les surfaces non

rationnelles de Bézier et B-splines.

Deuxiémement, nous parlons sur un plan fondamental des surfaces développables.
Dans cette étude, on a deux objectifs. D'abord, concernant le probleme de
construction de surface développable, on va poser une définition mathématique de
cette surface. Ensuite, pour traiter la continuité CG12 de la surface, on a besoin de

résumer et formuler la propriété géométrique locale de cette surface.

Troisiémement, nous introduisons 1'état de l'art des surfaces développables li€ a la
méthode de construction, de raccordement et de développement de la surface sur le
plan. Le but est de présenter les avantages et les inconvénients des méthodes dans
leurs applications en CFAO. L'évaluation apportée ici permet de développer ou de

choisir une meilleure méthode pour traiter le probleme de la these.

Finalement, grace a ces études, nous proposons une solution au probléme de la these.

Nous rappelons rapidement dans cette partie les propriétés des courbes et des

surfaces de Bézier et B-splines.



2.1.1 Courbe et Surface de Bézier

a) Courbe de Bézier

La courbe non rationnelle de Bézier de degré n s'écrit sous la forme:

clt) = ipi Bl () €t 0 St S 1o (1)
i=0

n!

o: B = Cla-pm.t' et Cr:i'(n—i)'

Dans cette équation, les points Pi s'appellent coefficient géométrique (point de
contrdle) de courbe C(t). Ils sont de valeur réelle.

Propriétés
Pour tout t € [0,1], la courbe a des propriétés:

© invariant Affine: soit f une application affine de R> dans R3, alors

flcwy= 2 fPYB®

® convexe et ZB?(t) =1

i=0

© positive: B (1)20; Vi=0,..n

pi

Figure-1 : Courbe Cubique de Bézier

@ lindaire: R () =tB’ ()+(1-) B (1) pour touti=1..,n1.

n

B.(0=(1-0 B (1) et Bi(®=t B, (1)



© diminution de la variation: le nombre d'intersection d'un plan quelconque avec
une courbe de Bézier est inférieur ou égal an nombre de ce plan avec le Polygone

de Bézier.
@ symétrique: B ()=, (-1

@ changement global de la forme de courbe a cause de changement des points de

controle.

O é&lévation de degré n vers la courbe de degré n+1:

n+1

cv = 2P B ®

i=0
avece:
P*= AP+ (1-A)P; et Aj=i/m+l); i=1,...n

Algorithme de Casteljau
Appliquons la propriété linéaire (@) pour évaluer la courbe de Bézier C(t) en une

valeur donnée s, avec l'expression de points intermédiaires:
pW(s) = (1-s) P @D + s p™

ol Pi(O)(s) = P;. On peut trouver Po(n)(s) = C(t) selon le schéma triangulaire

suivant:

p,(©
N
p,V
2
Pl(o) :
N PR
. . P,™ = ()
A . Pl(n-l) 2



Dérivées
La dérivée d'ordre r de la courbe C(t), notée C(r)(t), a l'expression:

IO /NG - Y - () O —— @)
i=0

~

ou:
AP, = P
A'P; = (Pyy- P
AP; = (Pyy -2 Py + P)

2O = 2D C Py
j=0

b) Surface de Bézier

La surface non rationnelle de Bézier de degré m,n s'exprime par le produit tensoriel

comme suit:

S(u,v) = i"n‘piij“(u) Bl (M50 S0,V ST s 3)

i,j=0

Les propriétés de cette surface sont identiques a celles de la courbe de Bézier.

2.1.2 Courbe et Surface B-Spline

a) Courbes B-Splines
La courbe non rationnelle B-spline d'ordre k sur les noeuds:

[tg < t] <t <. <tpp<tp<tpyp .<tpyl
s'écrit sous la forme:

Q(t) = ipi NE) € DKL, overienrrrmsmremsnssssessssssssessensesn )
i=0

Les coefficients P; s'appellent points de contrdle ou points de de-Boor. Pour
B-spline normalisé, le polyndme de base N:‘ (t) a des propriétés ci-apres:

@ partition de I'unité: N.® =1



® positive: N, (t) > 0; pour te [t; tiy];

© support local: N:‘(t) =0, sit e[t l;

Ck-2

O continue: N:‘ (t) estd'ordre k et continu en chaque noeud;

© récursive:

k-1 k-1

L N Ni (t) _ Ni+l (t)
N =(t ti)__(ti+k-,—ti)+(t“k t)__(tm(—tm) eevevereerrennenneesnrseenno(5)
ou:

N: t) = 1,site [tptq]

O,site [ti’ti+1]'

Propriétés des Courbes B-Splines

En plus des propriétés de courbe de Bézier, la courbe B-spline a les propriétés

suivantes:
© la propriété locale concernant les changements des points de contrdle,

® la multiplicité des points de contrdle ou des noeud influence la continuité de

cette courbe.

Algorithme de de-Boor
L'algorithme de de-Boor est aux courbes B-splines ce que l'algorithme de Casteljau
est aux courbes de Bézier. Il permit d'évaluer la position en un point courant d'une

courbe et de les subdiviser en courbes de méme degré.

Pour évaluer la courbe en valeur t = s € [t;, ty;1], on détermine d'abord
1'équation d'insertion qui est calculée par I'équation (4) et la propriété (©). On

trouvera l'expression:

n+]

Q= Y PN (t);avecj=0, ..., (k-1)
i=0



Dans cette forme, les points de de-Boor s'expriment sous la forme d'interpolation

linéaire récursive:

s—t

P=(-g)PL+ouP avec oj=—— ¢ P=P;
itk—j v '
Si k = j+1, nous trouverons la base Nlr Cela signifie que, pour t=s € [t., t.;1], on
obtient:
Qe = P

b) Surfaces B-Splines
La surface non rationnelle B-spline d'ordre k et |, s'exprime sous la forme du

produit de tenseur:

Ruv)= ME P. N w Nlj(v) ................................................................. (6)

i,j=0

Les propriétés de cette surface sont analogues de la courbe B-Spline.

10

Toutes les surfaces développables sont une certaine classe (sous-classe) de surface
réglée qui est engendrée par une droite déplacée sur une courbe dans l'espace. Elles
ont une particularité, car elles peuvent étre développées isométriguement sur un plan

sans force, ni étirement.

Dans cette partie, nous présenterons la définition mathématique et les propri€tés
locales des surfaces développables. Pour cela, nous commengons d'abord par 1'étude
des propriétés locales d'une surface paramétrée: 1'équation de courbure principale et de
paraboloide osculateur. On discute, ensuite, la quantité de courbure gaussienne,
l'équation de Weingarten et I'expression de Olinde Rodrigues d'une surface réguliere
S(u,v). Celles-ci permettent de caractériser les normales le long d'une génératrice d'une
surface de courbure gaussienne nulle, c'est a dire une surface développable. Plus tard,
aprés avoir défini une surface réglée développable, on calcule la courbure moyenne et
la forme locale de la surface qui s'écrit sous la forme d'équation de paraboloide

osculateur. Enfin, nous proposons une synthése de cette discussion.

Cette partie assez théorique est indispensable pour situer les outils et les concepts
mathématiques utiles pour la suite de notre travail.
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2.2.1 Courbure Principale de Surface Paramétrée

Supposons un point Mo sur une surface paramétrée S(u,v) avec son plan tangent
en ce point, soit Vo. Si le point Mo se déplace vers le point Mo + dr sur cette

surface, on a alors la quantité scalaire, notée ds, de vecteur d'approximation du vecteur
dr qui se trouve dans Vo avec l'origine du point de départ Mo suivant:

dr.dr ~ ds’

ds? = [s%(uo,vo) du + sY(uo,vo) dv] . [s"(uo,vo) du + s"(uo,vo) dv]
= | s"(uo,vo) | 2 qu?+2 [s"(uo,v0).8"(uo,vo)] du dv + | sV (uo,vo) | 2 av?
ou encore:

2 =edu2+2fdudv+gdv2 .............................................................. @)

ds
ot: € = | s%uo,vo) |2, £ = [s%uo,v0).8"(uo,v0)l, ol | s¥(uo,vo) |2,

L'équation (7) s'appelle "Premiere Forme F ondamentale de Gauss".

Si s%(uo,vo) et S'(uo,vo) sont orthogonaux , alors f = 0. D'autre part, la normale

unitaire orientée au point Mo de cette surface s'exprime par :
u v u A%
Ng(uo,vo) = [S"(uo,vo) A S'(uo,vo)]/ | s"(uo,vo) A S (uo,vo)|

Considérons une courbe T sur la surface S(u,v) et elle passe par le point Mo avec t
son vecteur unité tangentiel en ce point. D'ob, le vecteur t est orthogonal au vectreur
normal unité N de la surface, cest a dire : t . ng = 0. En dérivant par rapport a la

longueur d'arc s de la courbe T, on obtient alors:
dt/ds .ng + t.dnyds =0,
ke.ng] +t.dngds =0

ou:
[k, Ne) Nl + £ dNgdS =0 s (8)



ol kc , Kc, et Nc sont respectivement le vecteur de courbure, la courbure et le vecteur
normal unité de cette courbe en Mo. Si la quantité Kp = [kC . Ng] exprime la
courbure normale, c'est 2 dire la projection du vecteur de courbure k. de cette courbe

au vecteur normal unité N de cette surface au point Mo, on peut donc simplifier la

forme (8) de maniére:
K, = K Cosp=-t.dngds = - (ds. ANUAS . errevveessseressesseveiieerssnrsnsanns )

L'angle @ est l'angle formé entre le vecteur normal unité de la surface et le vecteur
normal principal de la courbe I'. En substituant 1'équation (7) dans 1'équation (9), on

frouve:

K, = K, Cos@ = (E du? + 2 Fdu dv + G dv3)/ [e du? + 2 f du dv + g dv? ].......(10)
ou:
E

]
1
[92]
.=
o)
12
LF

La quantit¢ E du? + 2 Fdu dv + G dv? s'appelle " Deuxiéme Forme Fondamentale

de Gauss'".

La forme (10) indique que ¥, est une application de variable du et dv. 1l dépend
uniquement de proportion du : dv, a savoir la direction de droite tangente de la courbe

au point Mo.
Remarque: Les différentielles s'.ng=0 et S'.Ng=0 donnent quatre équations:

s ng +s'.n" =0 s ng +s'.n"=0

et

s%¥.ng, +s'.n' =0 sV.n, +s".ny'=0

Or, les coefficients E, Fet G peuvent s'exprimer par:

E = s"™.ng Fr==gtsm. (€ TR AN o PO I oy L S (11)

12



Considérons tous les plans passant par le point Mo sur la surface S(u,v) et
contenant N Alors, les normales de courbes d'intersection entre ces plans et la
surface sont paralléles & N Soit I'y une courbe passant par le point Mo. On appelle "

section normale" de la courbe I'j en Mo sur une surface, toute lasection arbitraire
du plan passant par la normale Ng au point Mo et ayant la méme tangente que la

courbe I'j. Dans ce cas, notons: K. est la courbure de la courbe T'| et p est la
courbure de la section normale. Puisque toutes les courbes ont la méme tangente,
1'équation (10) donne alors:

Kp = KcCos @ = tp

Donc, on a le théoréme de Meusnier suivant:

Théoréme-1: toutes les courbes qui ont la méme droite tangente au point Mo sur une
surface, ont la méme courbure normale en ce point. Concrétement, la valeur de la
courbure normale au point Mo de la courbe I'y sur une surface est égale a la courbure

de la section normale qui passe par la tangente de la courbe en ce point.

De I'équation (10), on peut déduire que tous les courbures normales ¥, de courbes

sur une surface avec la direction d sur le plan tangent vérifient:
(Kne-E)du2+2(an—F)dudv+(Kng—G)dv2=0 .......................... (12)

Sit=du/dv et t*=dv/du expriment les directions tangentielles de la section normale,

alors cette équation peut s'écrire par:

Qlk, ) =At> + 2Bt +C =0

et

Qg t*)=A +2Btx+Ct*? =0

o: A= (x,¢ - E) B=(k,f - F)
C=(kng - O

En dérivant respectivement ces deux équations par rapport a t et t*, on trouve:

13



(xpe-BEydu + (xy f-Fdv=0
(Ky £-F) du + (K 8-G) AV = 0 s (13)
Ce systeme possede des solutions non nulles si et seulement si:
ke—E x, f-F
=1G] el S (14)
kf-F xg-G

Celle-ci est 'équation de second degré en k. Les solutions sont les valeurs extrémes
qui ont deux différentes courbures principales k; et 1ip ou bien la courbure
principale unique de second multiplicité, a savoir la courbure au point umbilique.

Dongc, on a le théoréme suivant:

Théoreme-2: La quantité k est la courbure principale si et seulement si x est la

solution de I'équation:

feg - P12 - [eG-2fF +gE ]x + [EG-F} = 0 (15)

Les deux directions par rapport a la solution d'équation (15) s'appellent "directions

principales".

Considérons la surface S(u,v) de classe C2 avec son plan tangent au point Mo =
S(uo,vo) soit Vo et son vecteur normal unité Ng. On a le développement de Taylor au
voisinage de S(uo,vo):

S(uo+Au,vo+Av) = S(uo,vo) + [S"(uo,vo) Au + s¥(uo,vo) Av]+
1/21.[8"%(uo,v0) Au? + 2 8"(uo,v0) Au Av + 8"V(uo,vo) AVZ] +

O( Au+ Av?).

Or, la distance algébrique O, du point P = S(uo+Au ,vo+Av) au plan tangent Vo est

donnée par (cf. figure-2):

14
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& = As.ng = [S(uo+Au,vo+Av) - S(uo,vo)] . Ny

1/2 [ s"(uo,vo) . N Au? +2 s%V(uo,vo) . g Au Av + 8V(uo,vo) 1 AV ]+

o( Au? + sz).

On a alors:

§=1/2 (E A2 +2FAUAV+G AV?) +0 (AuZ + AV oo (16)
ou:

E = s".ng F = s'.ng G =8s".ng

Les coefficients E, F et G sont caractérisés comme les coefficients de la deuxiéme

forme fondamentale de Gauss [cf. I'équation (11)]

Figure-2 : Repere Local

Soit maintenant dans ce plan tangent, on considere le vecteur X dans la
direction S"(uo,vo); le vecteur Yy dan la direction SY(uo,vo), et Ng(uo,vo) son
vecteur normal au point S(uo,vo). Dans le repére d'origine S(uo,vo) et d'axe
[s¥%(uo,vo), $'(uo,vo), Ng(uo,vo)], on peut donc confondre localement la surface avec

la surface qui s'écrit sous la forme d'équation de paraboloide osculateur suivante:

z=12(Ex®> +2Fxy+Gy?) 17
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2.2.2 Propriétés Locales des Surfaces Développables

Nous avons vu que les valeurs de courbures principales de surface réguliere S(u,v)

sont déterminées par 1'équation (15), a savoir:
21 2 21 =
[eg- ]k~ - [eG-2fF+gE]lx + [EG-F7] = 0.
Un calcul de cette équation avec K - [+ k2] ¥ + [x1.%2] = O conduit a:

K = Ky = [EG-F2 JIe8 - Pl (18)

H=12.[k+Ky] = 1/2.[6G-2F + gE] [ [e8- ] cormcinirmimrrmsnrrssnn (19)

Le terme K = K.k, est appelé courbure gaussienne, tandis que H = 1/2.[x1+ k3] est
dit courbure moyenne. Dans le cas K > 0, le point Mo € S(u,v) considéré est

appelé point elliptique. Si K <0, le point Mo s'appelle point hyperbolique. Enfin, si
K; = 0 ou ¥ = 0, et K s'annule, le point Mo est appelé point parabolique. Dans le cas

particulier ot K et H s'annulent simultanément, on parle d'un point plat.

s

D«

K <0

/ Ao

Ns

N N\

K>0 K=0, H><0

Figure-3 : Types de Point sur une Surface
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Considérons une courbe I'(t) = S(u(t),v(t)) sur la surface S(u,v) et t son vecteur
tangentiel au point Mo est sous la forme: t = s"du+ S dv. En ce point, la
différentielle du vecteur normal Ng est dIg = nd du+ N’ dv. Puisque n' et
n," sont dans le plan tangent au point Mo de cette surface, alors on peut les écrire sous

N g o o0 u Y [EN
la forme de la combinaison linéaire [S™, S'] de maniere:

nd = a; 8" + ays’

I'ISV arn s' + ar) sY

D'autres part, dans la méme base [S" , 8V], la deuxieme forme fondamentale de

gauss est donnée par l'expression (10), c'est a dire E du? + 2 F du dv + G dv? avec
E = -sn’ F =-12"n"+s" ng, G = -s'ns". Puisque pour toute la

valeur (u,v), les vecteurs s" et SV sont orthogonaux a2 N, on a donc:

(Su. ns)u =0 = -E=alle+a21f ......................................................................... (21)
(SV. ns)u =0 = -F=a11 f+2121 g

(Su.ns)v =0 = -F=3126+322f

(SV. ns)v =0 = -G=312f+3.22g

ol e, f et g sont les coefficients de la premitre forme fondamentale de gauss qui sont

trouvés dans l'expression (7). Sous la forme matricielle, ce systeme peut s'écrit par:
E F a, ay\e f
- (F GJ " (alz azz](f g)
On trouve donc les coefficients pour I'équation (20) comme suit:
ay, = [fF-gE] / [eg-2), ay, = [fG-gF] / [eg-2],

a,1 = [fE-¢F] / [eg-f*], et a5, = [fF-eG] / [eg-f*] .

L'expression (20) ci-dessus est appelée équation de Weingarten.
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Réécrivons les coefficients de la premiére et deuxiéme forme fondamentale de

gauss:
e = s's! E =-(s".ngY,
f = s"s’ F =-"'n") =-(".ny",
g= 88" G =-(s'.ny").

D'ailleurs, nous avons le systtme pour calculer les courbures principales dans la
forme:

(ke-BE)ydu + (xf-Fdv=20

et

(kf-Fydu + (xg- Gdv =0

De ces quantités, nous trouverons le systéme suivant:
(" du +ng’ dv) + k.(8" du + sVdv)]. s¥=0
(" du+ng’ dv) + k.(s" du + s¥dv)]. s¥=0

ou
[dng+ k. ds]. s"=0 et [dng+ x. dS]. s¥=0

Puisque [dng+ x. dS] est parallele au plan tangent au point Mo et les vecteurs

[s", S"] sont indépendants, on trouve alors [dNg+ K. ds] =0, a savoir:

Cela veut dire que, dans la direction de la direction principale, le vecteur dng est

parallele au vecteur dS. Cette expression s'appelle équation de Rodrigues.

Dans la suite de cette équation, nous étudions les propri€tés locales d'une surface de

courbure gaussienne nulle. Nous les présentons comme suit.



Supposons que, sur la surface S(u,v) qui contient un point Mo, la courbure
gaussienne K = Kk, = 0. Puisque K = [EG-F?]/[eg- f?] =0, 0na [EG - F*]=0.
Si la courbure moyenne H # 0, alors chaque point sur cette surface est un point
parabolique avec une seule direction asymptotique du : dv. 1l vérifie 1équation:
Edu? + 2Fdvdv + G dv? = (\/E du + VG dv )2 = 0. Donc, au voisinage de
point Mo, cette équation exprime une famille des droites asymptotiques dun
paramétre ol dans ce cas, on peut la supposer comme les courbes de
paramétre v avec u = constant. Notons que, en ce point parabolique, la direction
asymptotique coincide avec la direction principale et, alors, les courbes de parametre v
sont aussi les droites de courbures. On démontre que, pour tous les points sur ces
courbes, leurs normales sont constantes. D'abord, le long de ces courbes, nous avons
du=0et (VG dv) = 0. Puisque dv # 0, on trouve G = 0. D'ailleurs, avec [EG - F2] =0,
on obtient F = 0. On a donc: G = F = 0. Si on les substitue a 1'équation de
Weingarten, on trouvera Ng' = 0. Cela veut dire que, le long de chaque courbe
de paramétre v, la normale est constante. Plus tard, puisque ces courbes sont
aussi les lignes de courbure, on obtient, de 1'équation de Rodrigues, ny =-xs' et,
alors x = 0. En effet, grice a la forme: N =0 et k= 0, le voisinage du point Mo
forme une surface développable et toutes les courbes de parametre v sont sous
la forme de droite (génératrice). D'ailleurs, pour tous les points sur ces droites,

les normales sont constantes. On a donc le théoréme suivant:

Théoréme-3: Si la courbure gaussienne d'une surface n'ayant pas un point plat pour
l'ordre n>3 est identiquement nulle, alors tous les voisinages de chaque point sur la

surface sont les surfaces développables.

2.2.3 Surfaces Réglées Développables

Une surface réglée engendrée par une courbe directrice f(u) est I'ensemble des
points X = fuw) + v g(u), c'est a dire une droite qui s'appelle génératrice. Cette

surface, ensuite, s'exprime sous la forme:
s(u,v) = f(u) + v gw.
D'autre part, les vecteurs dérivés partiels de la surface sont:

stu,v)=f'(u) +v g'(u) et S'(u,v)=g()
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D'ol, le plan tangent P; au point Mo = S(uo,vo) sur la génératrice est engendré par le

vecteur:
s%(uo,vo) = f'(uo) + vo g'(uo) et S'(uo,vo) = g(uo).

Le résultat précédemment établi, exprime que, pour toute la surface développable, la
normale en tout point sur chaque génératrice est constante. Autrement dit, le long
d'une génératrice, le plan tangent doit étre unique. Pour cela, une surface développable
peut étre définie par une surface réglée suivante. Une surface réglée S(u,v) est dite

développable, si et seulement si les trois vecteurs [g'(u), f' (), g(u)] sont

dépendants (liés), a savoir:
dét(g,f, g =0ou [g' Af.gI=0

Soit maintenant une surface réglée développable réguliere: D,v) =f@) +v g(u).
Etudions, ensuite, les propriétés géométriques locales par rapport a la courbure
gaussienne, la courbure moyenne et le calcul de paraboloide osculateur de la surface.

En utilisant l'expression:
2 2 2 2
larb|? = lal?|b|* - (a.b)
on trouvera la normale unité de la surface:

np = [D" ADY1/ID* ADY|

[(f'ag)+v(g Agl/V(eg-f)]
ol e, f et g sont les coefficients de la premiere fondamentale de gausse de la forme:

e = |f12+2vd . gh+v21g'P

f=[f.gl
g= |gl? =1L
D'autre part:

D= f"+vg', D¥=g e D"=o.
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Or, on obtient les coefficients de la deuxiéme fondamentale de gauss:
E = Duu . nD

(" fagl+vIf"g'agl +vighf'agl +v2Ig" g 'AgD

[V(eg-)]
F=DV.np =18 rf"81/[V(eg-P)]
G = va o I‘ID = 0
Puisque la surface D(u,v) est développable, alors les trois vecteurs [g', f', g1 sont
liés et vérifient I'expression [ g' AT g ]1=0, c'est a dire F = 0. En substituant les
valeurs F=0 et G =0 dans l'expression de la quantité de courbure gaussienne:

K =k = [EG - F] / [eg - £°],

on obtient K = 0. Donc, on a le théoréme:

Théoreme-4: En tout point régulier de surface développable, la courbure gaussienne
est identiquement nulle.

Dailleurs, puisque F=G =0, les solutions pour 1'équation des courbures principales:
[eg- 212 - [eG-2F+gE]x + [EG-F] = 0,

sont données par:
k1= [Elef2)] et x; = 0.

Donc la courbure moyenne de la surface réglée développable s'exprime sous la
forme:

H

120Kk +%] = 12.1

1/2 [ Bl(e-f2) ]

21



ou:
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g.[f”/\f']+v.g.[f”/\g'+g"/\f']+v2.g.[gn/\g|]
> e 23)
2[1f12+2vdE ghv2ig P-(g £ P?

D'autre part, si on substitue ces coefficients de la deuxieéme fondamentale de gauss
dans 1'équation (17), nous trouverons I'équation de paraboloide osculateur de

surface développable:

g = 12, [Bx*] = (U2 [D™ D %2 ] cosmmmssisisssshssssissssssissisianssaissssosss (24)

2.2.4 Définitions et Propriétés des Surfaces Développables

On aboutit au résumé des définitions et des propriétés géométriques locales des

surfaces développables ci-dessous:

a) Une surface S(u,v) est dite développable si et seulement si la courbure gaussienne

sans un point plat de cette surface est identiquement nulle.

b) Une surface réglée S(u,v) = fu) +v g(u) est dite développable, si et seulement si

en tous les points sur chaque génératrice de la surface, les normales sont constantes
(uniques). En d'autre terme, si et seulement si les trois vecteurs [g'(u), f'(w),

g(u)] sont liés, a savoir
dét (g, f,g)=00u[g Af.g1=0.

¢) Le calcul de courbure moyenne et I'équation de paraboloide osculateur des
surfaces développables D@,v) = f(u) + v g(u) sont déterminés respectivement par

l'expression:

H=12[FE/(ef2)] et z=12.[Ex*]
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Nous proposons dans cette partie une étude des différents travaux dans le domaine
des surfaces développables. A partir des critiques que l'on peut formuler sur chaque

méthode, nous en déduisons les aspects les plus intéressants pour notre probleme.

2.3.1 Construction et Raccordement
de Surface Développable

a) Méthode de Calcul Analytique

Ferris'68 construit une surface développable 2 partir de I'équation générale de plan
sous la forme non paramétrique:

Q: Ax+By+Cz+D=0

avec A, B, C et D constants réels. Ensuite, pour obtenir une famille d'enveloppes de

plan de paramétre unique t, il présente cette équation de maniere:
¥: z = Fi(t) x + Fo(0) y + F3(D).

Le choix de la fonction F qui supporte l'existence de l'enveloppe de plan peut étre
polynomiale, trigonométrique ou transcendantale. Dans cette méthode, il €tudie

uniquement la fonction F de polyndme quadratique.

Wiz = Fl(t) X+ Fz(t) y+ F3(t)
Figure-4 : Suite de Plan de Parametre Unique

D'oil, soit données deux valeurs différentes t; et ty du paramétre t, on obtient une
droite d'intersection de deux plans engendrés par le plan ¥ en faisant varier t de
t; & t,. En général, si les valeurs t; sont sous la forme d'une suite monotone avec
des valeurs successives [t;,ti, ] trés proches, nous trouverons alors une suite des
droites d'intersection de plans engendrées par le déplacement ¥ ou une famille
d'enveloppes du plan, c'est 2 dire une surface développable (cf. figure-4).



Nolan'71 présente la méthode de construction d'une surface développable en
cherchant les deux vecteurs normaux paralleles N1 et N2 aux points (cf. figure-5):

Pl=Gayywza) et P2=GepyaZe)

Ceux-ci se trouvent respectivement sur la courbe de bord donnée f 1(x(qy) et
f2(x(2)). Le but de la recherche est de trouver la génératrice de la surface bordée

approximativement par ces deux courbes. Le calcul est ci-apres.

Supposons t1 et t2 soient respectivement le vecteur tangent de la courbe f 1(x(qy) et
f2(x(2)) au point p1 et P2 tels que:

ni=ratl et n2=r A t2.

Si en ces points on vérifie N1/N2, cela signifie que le vecteur I' = (p2- pb) se
trouve dans le méme plan ¥ avec t1 et t2. En effet, le plan ¥’ peut &tre considéré
comme le plan tangent (unique) de surface développable et, alors, I exprime la

génératrice de cette surface. Or, la condition pour trouver I s'écrit par:

Inl A n2|=[nl1| [N2|Sin¢ =0

ou
[(rathna (rat2)]=0.

z i,
A )
fz(x(z))

Figure-5: Génératrice de Surface Développable
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Supposons, ensuite, le point P1 = (X(1),¥(1)-Z(1)) fixé sur la courbe f 1(x(1)), tandis
que Y2y et z(z) sont l'application de variable x(;). Alors, cette condition peut étre
simplifiée de maniere:

Sin ¢ (x(2) = IN1 A N2|/{|nl||n2|}

De cette forme, on peut donc déterminer I en détectant la valeur ¢ selon le choix de
la valeur x o). Dans ce traitement, pour trouver la solution xo, il propose la méthode
d'itération de la droite tangente successive dans le plan [Sin ¢(X2y), X(2)l-
Matheureusement, cette méthode ne donne pas la garantie d'obtenir une surface
développable, car le caractére de la forme Sin ¢(x 7)) au voisinage xo est treés variée

et la solution est donc délicate a trouver.

En général, si les surfaces construites sont quasiment planes et naturelles, les deux
méthodes présentées sont applicables, car elles peuvent se représenter facilement en
une seule surface. Par contre, si les surfaces définies sont plus complexes, la

construction avec une seule représentation est trés difficile a réaliser, car on a

besoin de traiter localement par morceau toutes les parties de cette surface.

b) Méthode de Quatre Points Coplanaires

Weiss'88 présente la méthode de construction des surfaces développables selon les

étapes suivantes (cf. figure-6a):
© fixons deux courbes paramétriques I'y(u) et I'y(u) dans I'espace,

@ prenons arbitrairement un point P sur la courbe I'j(u) et deux points P et P, a la

gauche et a la droite du point P respectivement,
© comme l'étape (@), fixons sur la courbe I'p(u) les points: Qj, Q et Qn

@ examinons, si P, P, , Q) et Q; sont coplanaires, alors on garde les coordonnées

de P et Q, les indices de la génératrice PQ et sinon,

@ fixons "trois nouveaux points suivants": Qy', Q', Q;' et répétons (®) jusqu'a ce

qu'ils deviennent coplanaires,

0@ continuons 1'étape (@) pour "le point suivant" P sur I";(u).
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(a) (b)
Figure-6 : Méthode de Quatre Points Coplanaires

Le but du calcul est de trouver une suite de génératrice paramétrée PQ; telles qu'en
tous points de chaque génératrice, les normales sont constantes. Ensuite, a partir de
cette suite, on reconstruit une surface développable. Bien que cette méthode soit
applicable pour lier et construire des surfaces développables a I'objet de la forme
de tuyau (cf. figure-6b), elle a des inconvénients. Par exemple, dans 1'étape (@) et
(@), le calcul expérimental avec étape par étape pour trouver quatre points
coplanaires (déterminant zéro) provoque des complexités, car il n'y a pas de
garantie que, avec le choix du point P sur I'j(u), on va trouver rapidement le
point Q sur I'p(u) qui vérifie la condition coplanaire. Ainsi qu'on doit changer
un nouveau point P sur I'j(u) et recommencer a chercher et a calculer un point Q

sur [(u).

¢) Méthode d'Interpolation de Carreau de Bézier

Aumann'91 étudie la surface en utilisant le carreau de Bézier dans la forme
d'interpolation de deux courbes de Bézier Cj(u) et Cp(u) de degré trois et quatre.

Celles-ci se trouvent respectivement dans deux plans paralléles particuliers:

Y1: yl =kl e R;
et
Y2: y2=k2e R avec kl=k2.

Par ailleurs, la projection du carreau dans le plan X0Y doit €tre sous la forme

rectangulaire. L'expression du carreau est donnée par:
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S(u,v) =(1-v) Cq(u) + vCy(w),0<u,v <1

avec: Cq(u) = zaiB?(u) et Cy(u) = ZbiB?(u)

i=0

C, (u)

Figure-7 : Carreau d'Interpolation de Bézier

Pour obtenir le carreau développable, il propose d'abord la condition o, pour
toute valeur u € [0,1], les deux vecteurs tangents Cl'(u) et C2'(u) doivent étre

paralléles, c'est a dire:
Cy(w) = p(w) C{(w)

avec p(u)=ku+h,etk,heR. En effet, sa solution est:

Co) -by= (ku+h) ) -k [ ) dt-h @y corrimrmrornserenen (25)

Ensuite, en supposant tous les points de contrdle [a,, a1, Ay, A3, bo, b4 ] donnés,
il introduit le calcul des points de contrdle [by, by, b3] avec la condition (25). Dans

ce cas, pour obtenir la régularité du carreau, il pose: p(u) > 0.

Dans le traitement de probléme de raccordement géométrique CG1? entre deux
carreaux de Bézier développables régulieres, Aumann utilise deux criteres, a savoir
la condition de mesure de plan tangent et de courbure du carreau le long de
génératrice commune. Concrétement entre ces deux carreaux, leurs plans tangents
doivent &tre uniques en tous les points sur la génératrice commune et, puis, leurs
courbures doivent &tre égales le long de cette génératrice commune.



D'autre part, Frey'93 développe la méthode pour deux courbes de Bézier Cq(u) et
Cy(u) de degré different jusquaux n et n+2 et le scalaire p(u) quadratique de
forme polynomiale de Bézier. Ces courbes sont trouvées respectivement dans
deux plans paralléles différents de I'équation particuliere: Y1 : yl = kl € Ret
Y2 : y2 = k2 € R avec le contour du carreau dans le plan XOY sous la forme

trapézoide.

En général, les méthodes présentées ont beaucoup d'avantages pour des
applications. D'abord, la représentation de surface sous la forme d'interpolation de
courbes de bord de Bézier [Cy(u),Co(w)] a des propriétés naturelles. En effet, elle
est trés pratique et facile & utiliser pour la conception. La méthode du calcul est
simple et on peut trouver et détecter directement le résultat du calcul et la forme de
surface, grice a la possibilité de choix et de changement des points de contrdle des
courbes de bord. Pourtant, on trouve quelques particularités dans cette définition.
Par exemple, le choix de degré des courbes de bord [C{(u),Cy(u)] et le choix de
paramétre dans le scalaire réel p(u) sont limités. En effet, a cause de ces contraintes,
il est sir qu'elle ne permet pas de traiter parfaitement a l'approximation d'une

surface réglée donnée avec ce carré.

d) Méthode de Dualité

Bodduluri'93 présente cette méthode selon les termes suivants:

© Dualité Entre les Points et les Plans dans I'Espace Projectif.
> Les coordonnées homogenes de point (p,q.r,s) peuvent se considérer comme
un point ou un plan dans l'espace Euclidien R, Un point P défini par ces

coordonnées est:
p = (xy.z) = (p/s,a/s,1/s)

et un plan U se donne par:
U:px+qy+rz=s.
En effet, le point P et le plan U sont duaux entre l'un et l'autre.
» Deux coordonnées homogeénes p = (pl.p2,p3.p4) et q = (q1,92,93,94)

peuvent étre considérées comme deux points ou deux plans. Deux points

déterminent une droite, tandis que deux plans s'interceptent a une droite. Si on
utilise interprétation de plan, on a une droite 1 de l'intersection de deux plans:
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p: plx+p2y+p3z = p4

q: qlx+q2y+q3z =q4

avec les coordonnées pluckeriens sous la forme:

S {q4.(0xt /—\ 54. ,B}

ou O = (pl,p2,p3) et B = (q1,92,93). D'autre part, avec l'interprétation de

point, les coordonnées pluckeriens sont:

I {q4.06 — pa. ﬂ}.

—a AP
Donc, les deux coordonnées pluckeriens ] et 1' sont duaux.

> Trois point homogenes P, g et I' sont considérés comme trois points ou trois
plans. Ils déterminent respectivement un plan U et un point d'intersection X

oll U et X sont duaux.

> En général, une famille de points de seul parametre qui forme une courbe, est
duale 2 une famille de plans de seul paramétre, c'est a dire une surface

développable.

® Courbe Cubique Paramétrique Duale de Bézier et de B-spline.

Une courbe paramétrique cubique dans l'espace s'exprime par:

<t |

p(t)=fTMG avec fl=1[1 t ¢t 8] et G =

Iﬁ

£
ot: Vg, V4, V et V3 sont les points de controle. Dans ce cas la matrice Mgx4

est la matrice de base constante de Bézier ou de B-spline. Si les points de
contrdle Vi se remplacent par les plans de contrdle Uy, Uy, U, et Us, on

trouvera une famille de plans avec un seul parametre:

Um = fT MH.



© Construction Par I'Algorithme de Casteljau.
En utilisant la dualité, I'algorithme de Casteljau pour une famille de plan dans R?
est identique 2 lalgorithme d'une famille de points dans R*. Alors, la
construction d'une courbe de Bézier dans R* définit une surface développable
dans R3. Si on suppose que Uo, U;, U, et Uj soient les plans de controle qui
peuvent étre traités comme les points dans R4, alors la construction de la courbe

de Bézier avec cet algorithme est la suivante (cf. figure-8):

» pour construire le point intermédiaire Vi: Vi=(1-t) Uj+tUj,;,i=0,1,2
> pour construire le point intermédiaire Wi : Wi = (1-t) Vi+t Vi41,i=0,1

» la valeur U(t) = (1-t) Wy + t W,

Donc, le plan qui correspond au point U(t) dans R est le plan de la famille de

plans de seul parametre t.

U,

Uo

Figure-8 : Construction Par Algorithme de Casteljau

O Continuité Géométrique CG*.
On suppose deux ensembles de plans de contrdle Ui et Vi pour i =0, ...,3 qui
correspondent respectivement a la surface de Bézier R(s,t) et S(s,t). Ensuite, les

deux surfaces vérifient la condition C? oix:
BV 0)] ol 0 L et s St o i g 1w Mol o b (26)
U'(1)=V'(0)

U"a)=V'0).
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La condition de continuité géométrique CG? entre les deux surfaces est obtenue

dans le terme du plan de contrdle de 1'expression:

UM = T MH] ooooeeeeneisssesesssissssseeseressssssssssesssssssssns (27)
et
Vo =ff MH,.

De I'équation (26) et (27), on obtient la condition de CG? suivante:

Vo =U;,

V,;=U, +2(@U; - Uy

vz = Uy +4(U; - Uy

Sans doute dans I'aspect mathématique la méthode présentée est trés intéressante.

Par contre dans 1'application, on trouve des difficultés liées a la détermination et

l'organisation de données de deux courbes de bord de surface construite.

U

2

Figure-9 : Condition CG?

Pottmann'95 développe cette méthode pour définir les surfaces développables Nurbs.
1l implique les plans de contrdle, le plan de trame et deux plans de références. D'autre
part, il propose une méthode pour transformer une surface de Nurbs duale a la forme
de produit de tenseur. Dans l'application, malheureusement cet algorithme n'est pas
simple, ni proche des besoins des utilisateurs.



¢) Méthode d'Approximation Isoparamétrique

Pour obtenir des surfaces développables, Elber'95 présente la méthode
d'approximation isoparamétrique d'une surface de la forme de B-spline non
uniforme. L'idée est la suivante. Supposons une surface polynomiale non uniforme
B-spline S(u,v) avec deux courbes de bords:

Ci(w) = S(W,Vpin), Cp(u) = S(U,Vpax) €t Cp(u) # Cy(u).

Soit T(u,v) une surface réglée qui est construite par ces courbes. On cherche,
ensuite, des surfaces développables q(u,v) de raffinement r(u,v) qui permettent

d'approcher isoparametriquement la surface S(u,v) selon l'algorithme suivant:

Entrée : S(u,v), surface divisée en direction du parametre v.

T, écart d'approximation utilisé

Sortie : R, ensemble de surface réglée qui approche S(u,v) avec l'écart T

SurfRégléeApproximation (S,7)
Début
C(u) et Co(W) & Vpin €t vV, dubordde S
I <« surface réglée entre Cj(u) et Cy(u)
q < T raffinée et enlevée son degré en v
Si [Distance-max(s,q) < 1] alors retour {r}
Sinon
Début
Diviser S en deux SousSurf S1, S2 lelong de v
Retour
SurfRéglée Approximation (S1,t) U SurfRéglée Approximation (S2,7)
Fin
Fin
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Dans la conception et la fabrication des objets a peau mince, cette méthode peut étre
efficace, mais pour des objets 2 peau épaisse, par exemple les bateaux, elle n'est pas
utile, car il est risqué de diviser la surface en sous deux petites surfaces. Donc, cette

méthode ne s'applique pas, en général, au probléme présente.



f) Méthode de Subdivision

La méthode est introduite par Sun'96. Il la propose pour modéliser un objet dans
une visualisation et une animation graphique. L'idée de base de cette méthode est la

suivante:

© diviser une surface développable observée selon la forme conique (cf figure-10a)

en quelques morceaux de surface,

@ approcher les morceaux avec le type conique généralisé (cf figure-10b). Celui-ci
est déterminé par un sommet et une courbe de section transversale de la surface

observée sous la forme de courbe de Bézier,

© définir une surface développable de continuité géométrique CcG! a partir des

morceaux de surface du traitement (@).

Morceaux de Surface Cone Généralisé

(@ (b)
Figure-10 : Subdivision en Morceau de Surface Développable Conique

Dans la visualisation graphique, cette méthode est assez efficace. Par contre au
niveau de la précision du calcul, cela n'est pas évident, car, dans la détermination
des sommets de cone d'approximation (cf. I'étape @), le choix de deux génératrices

qui déterminent ces sommets, peut étre trés vari€.
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2.3.2 Développement de Surface Développable

Bien que cela ne soit pas le coeur de notre sujet, il nous parait intéressant de faire
un point sur les travaux existant dans le domaine du développement des surfaces

développables.

Gurunathan'87 présente la méthode de développement de surface développable
de type: I'(u,v) = Ij(w)+v g(u) et r(u,u,v) =(1-v) r{(u) + v ry(u'). Son algorithme

est le suivant:
© calculer la longueur de la génératrice de cette surface

® évaluer numériquement le long de la courbe directrice:
» 1a courbure géodésique et la longueur d'arc s a partir du point de départ,
> l'angle d'arc tangent. Celui-ci est déterminé par la tangente de la courbe directrice
en un point calculé et la tangente de cette courbe au point de départ,

> l'angle entre la tangente d'arc et la génératrice.

© pour transformer isométriquement la courbe directrice de la surface I dans le plan

de développement XOY, calculer l'intégral de I'équation de Serret-Frenet:
d2x/ds? + Kg(s) dy/ds =0 et d2y/ds2 - Kg(s) dx/ds =0

ol Ky(s) est la courbure géodésique de cette courbe, tandis que x et y sont les

coordonnées de la courbe développée dans le plan XOY.

O transformer la génératrice de la surface sur le plan XOY et reconstruire, ensuite, la
surface de développement dans ce plan.

Clement'87 propose la méthode de développement isométrique de la surface
développable réguliere: S(s,t) = f(s) + t r(s) sur plan XOY en utilisant la courbe
géodésique: g(s) = f(s) + t*(s) r(s) avec se[a,b], te[0,1] et t*(s)e C2[a,b]. L'idée de

base de cette méthode est la suivante (cf figure-11):

© calculer numériquement la courbe géodésique g(s) sur la surface S(s,t) en utilisant
la condition de cette courbe dont: dét[g'.(g"/\ n) ] = 0. On trouvera, ici, un
systéme d'équations différentielles d'ordre deux avec deux conditions initiales qui

doivent étre fixées.
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@ évaluer la transformation isométrigue M. T —> R. Dans ce cas, on peut effectuer

le calcul en quatre étapes:
» définir h(s) =S(s,1) = f(s) + I(s) avec s € [a.b],

» évaluer numériquement l'image de courbe géodésique de la surface S(s,t) dans le

plan XOY :

Sn

L= | I1g®)lds

aveca=s, <S; < ... < $;=b.
> calculer l'image de génératrice I(s) de surface S(s.t) dans le plan XOY en

utilisant 1'expression [; et:

o = 1 gsp) - £spl = t*(sp [T(sy)l
B, = Ig(sp) - hesyl
8, = Cos! [(&(sy) - X(s;) / (Ig'(si)l |r(sp)] pour touti =0,1, ..., n.

> reconstruire la surface de développement dans le plan XOY.

rl
T e génératrice
a b *
plan tangent 7
|
(a) [Tisn) i o
! 7w
Ne N A7
Tia)| Ts)
N
T s /

T (m

Transformation Isométrique ‘
Y

(o, Vo)

& [N\ 6 \ \
;’gﬂ L/’//)x‘.m

(0, yo) (X1 ¥0)

Figure-11 : Transformation Isométrique de Surface Développable



Weiss'88 introduit le développement de surface développable d'objets de type

tuyau. Dans ce cas, il propose le traitement:

© numériser respectivement les deux courbes de bord I'j(u) et I»(u) avec le polygone
p et q (cf figure -12a) et l'erreur d'approximation < €.

@ concernant au point P(i) sur la courbe T'j(u) et le point Q(i) sur la courbe I'y(u)

aveci=1, ..., n, évaluer:
» la longueur [P(-DP®@)], [PH)QG)]
et

[POPG+D)],

» l'angle A(i)) = Z QM)P@H)P(i+1)
et

B(i) = £ PG-DP®HQ(®),

© calculer le point de développement P(i)d et Q(i)d dans plan de développement U-V
(cf figure-12b) selon l'expression:

UP(i) = [P(-1)P()] . Cos[G(-1)],
VP(i) = [P(i-)P(@)] . Sin[G(-D)],
UQ(®) = [PHQ®] - Cos[FD],
VQ(@) = [POQM] - Sin[F[)],

oll:

F(1)=0; G(0)=0;
F@i) =7 - G(i-1) - B(1)
et

G() = FQ) + A®).

O reconstruire la surface de développement dans le plan U-V.
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Pli+l} = 77 P[H_Hli
.'j
Qi) G iy
Ali
q pm" ' Fi)
(i)
Q(i-1)
\ Ali-1 4
d f,-' d - U
P(l) Qi
(a) (b)

Figure-12 : Calcul de Développement de Surface Développable dans le Plan

D'autre part, Kreyszig'94 introduit l'algorithme suivant. Soit une surface

développable:

S: X(s,t) = y(s) +tZ(s), t1(s) St<ty(s), se[a,b]

3

Zs)= Y, 04(s) Vi(S) Z [og(s))” = 1

=]

avec {V1, V2, V3} le triedre de la courbe C: y(s). Limage S* dans le plan de

développement p-q peut étre déterminée par:

O calculer la courbure géodésique x, de la courbe C sur la surface S.

§

@® évaluer l'intégral: L(s) = J Kg(u) du

0
L
© calculer Vi*(s) = \:(::;(( LE:))))]’
—sin(L(s))
2= |:cos(L(s))]



O évaluer l'intégral:

y*s) = | Vi*©)do
0

© calculer:
Z*s) = o VI*(s) + (1 - o2 )2 vax(s)

et
X*st) = V) +1ZY(s),  t(8) St<i(s).

Elber'95 utilise l'approximation de triangle pour développer une surface
développable S(u,v) dans le plan de développement. Dans ce cas, il approche d'abord

les deux courbes de bord de la surface avec n segment de droite (cf. figure-13). 1|
construit, ensuite, une suite de triangles d'approximation de cette surface qui
s'appuient par ces segments. Enfin, les 2n triangles se transforment dans le plan de

développement.

Figure-13 : Approximation de Triangle

De ces études, on peut résumer que, pour développer une surface développable sur
le plan, on a besoin d'effectuer trois phases de traitement suivant:

© numérisation de la surface dans la forme de suite de polygone ou bien avec le
calcul de la courbe géodésique (la courbure géodésique), la courbe directrice et la

génératrice de la surface.
@ transformation du résultat (@) dans le plan de développement,

© reconstruction de l'image numérique de la surface développée sur le plan de

développement.



Griace aux études des méthodes de construction, de raccordement et de
développement de surface développable précédemment vues, nous apportons enfin des
considérations, des raisons et des suggestions liées a la solution du probleme de la
thése. Nous les présentons comme suit (cf. figure-14).

A partir de deux courbes arbitraires [I';(u),I2(u)] dans l'espace, en général, il n'y a
pas de réponse positive pour I'existence de surface développable qui se trouve et se
borde par ces courbes. Pour obtenir une telle surface, il est préférable de chercher
une méthode d'approximation. Donc, si les courbes [I'j(u),I"2(w)] déterminent la
surface réglée S(u,v), le probléme est de chercher deux courbes d'approximation
[C{(u),Co(u)] qui permettent de définir la surface développable D(u,v). Celle-ci

approche la surface S(u,v).
13

S(u,v)

Figure-14 : Surface Développable d'Approximation

La recherche de courbes [C{(u),Co(u)] est identique & la recherche de génératrices g;
de la surface développable D(u,v) dont toutes les normales doivent &tre constantes en
tout les points sur chaque génératrice. Pour l'effectuer, on peut utiliser la
méthode locale expérimentale de Nolan'71 avec la recherche de deux normales
paralleles [n;.np] de la génératrice g; aux points de courbe [C(u),C2(w)],
malheureusement, on trouve l'incertitude de solution: Sin ¢ = [0 A Nol/{INy| [Nof}

quand ¢ vers z€ro.

D'autre part, si on applique la méthode de quatre points coplanaires PORS pour
que les génératrices g; et les deux tangents de courbes de bord [C(u),C2(u)] soient
liées, cette méthode ne permet pas de trouver facilement les formes exactes

quadrilatérales de points PQRS. C'est évident, car les quatre points coplanaires [P,Q]
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et [R,S] ne doivent pas se trouver respectivement sur la courbe I'j(u) et I'2(u). En plus,
si la forme de courbe [['j(u),I2(u)] est complexe, alors la forme quadrilatérale de
points PQRS de génératrice g; peut étre trés varice (quasiment triangulaire,
rectangulaire, trapézoidale, etc.). C'est la raison pour laquelle la réalisation de cette
surface avec cette méthode est délicate. A cause de l'inconvénient des méthodes
présentées, on ne s'intéresse qu'a la construction en plusieurs morceaux des
surfaces développables pour la définir. Dans ce cas, pour obtenir une forme générale
de surface développable d'approximation D(u,v), on décompose d'abord la surface
réglée S(u,v) donnée en quelques morceaux de surface réglée [S(u,v)];. Pour chaque
morceau [S(u,v)];, on approche, ensuite, avec un morceau de surface développable
[D(u,v)];. Entre les deux morceaux adjacents [D(u,v); , D(u,v)j,1] construits, nous les
traitons avec la continuité géométrique CG1.2. Enfin, on peut la développer sur le plan,

pour détecter sa taille et sa forme.

Dans la mesure ol notre objectif est une application réelle, avec une certaine
efficacité, nous préférons développer et généraliser la méthode de Frey et Aumann
sous les deux suppositions suivantes. Premierement, les deux courbes [I'{(u),I2(u)]
traitées sont trouvées respectivement dans deux plans paralleles arbitraires
différents [W'1,¥2] et deuxiémement, le degré de la courbe Cq(u) et C2(u) ne doivent

pas étre différents pour tous les parametres u.

De cette considération, nous précisons le probleme a résoudre; il s'agit de la
définition d'une suite de plaque Si(uv) qui s'appuient sur deux courbes de
bord I"j(u) et I'y(u) données dans deux plans paralleles différents a la forme de
définition mathématique de surface développable. D'ailleurs, cette surface doit étre
continue CG? et sous la forme de carreau de Bézier. Nous la proposons en trois

étapes de traitement suivant:

> chercher la condition suffisante de régularité sous la forme d'équation explicite de
surface développable et classifier toutes les surfaces trouvées

» présenter 1a méthode de construction et d'approximation de cette surface avec les
carreaux de Bézier

» chercher les conditions limitées de raccordement géométrique G2 entre deux

carreaux de Bézier développables réguliers adjacents.

Les détails concernant la position du probléme, I'hypothése et le but de ces solutions,

sont discutés dans les chapitres suivants.
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CHAPITRE III

Dans ce chapitre, nous discutons la condition suffisante de régularité et la
classification de surfaces développables. Pour clarifier la représentation, nous
réécrivons d'abord la définition formelle de surface réglée et de surface développable
dans le chapitre-II. Nous introduisons, ensuite, la position du probleme qui doit &tre
traité, puis nous cherchons sa solution. Enfin, en raison d'application a la CFAO et de
traitement du probléme de la thése, on fait le choix des classes de surfaces

développables régulieres trouvées.

Définition-1: on appelle surface réglée toute surface géométrique S(u,v) de classe
cn=1 qui admet une paramétrisation: (u,v)e I x R ------ > f(u) + v g(u) avec
f:1-—>R3et g 1-—--- > R3 étant de classe C" sur I, la second ne s'annulant pas sur
I(cestadire O ¢ g(I)).

Le couple (I,f) se nomme "courbe directrice” de la surface réglée S(u,v). L'ensemble

des points Xp = f(u) + v g(u) quand v parcourt R est une droite que 1'on nomme

"génératrice” de cette surface.

On déduit les vecteurs dérivés partiels de la définition ci-dessus pour une surface
paramétrée réglée S(u,v) = f(u) + v g(u) avec comme résultat:

sYu,v) =f'(u) +v g'(u)
et
s¥(u,v) = g(w).
En adoptant la définition de surface développable étudiée dans la page 22, on a

donc l'expression:

Définition-2: une surface réglée S(u,v) = fu)+v g(u) est dite développable, si
et seulement si pour tout ue I, les trois vecteurs [g'(w).f'(w),g(w)] sont liés,

cest 2 dire dét (g'(w),f'(w),g(w) =0 ou [g'(W) A f'@) . gwW)]=0.

Ci-apres, nous trouverons la position de probléme qui doit étre traitée avec I'hypothese

proposée.
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Donnée : une surface (réglée) développable S(u,v) = f(u) +v guw.

Probléme : chercher la condition suffisante de régularité de la surface développable

S(u,v) et classifier toutes les surfaces trouvées.

Hypothése : S(u,v) de classe C"22 avec v appartenant i un intervalle fermé et borné.

Figure-1 : Surface Développable

But : obtenir une expression générale de type de surface développable qui permet

d'appliquer la CFAO et, en particulier, de traiter le probléme de la these.

Nous discutons 2 présent la condition suffisante explicite de régularité et la
classification de surface réglée développable qui vérifie dét (g'(u),f'(u),g(u)) =0.

il

A partir de ces données, supposons P un point sur cette surface S(u,v) et, en ce
point, on a la condition de développabilité dét(g'(u),f'(u),g(w)) = 0. Puisque ces trois
vecteurs [g'(u),f'(u),g(u)] détermine l'existence du plant tangent P au point P, alors,
pour examiner la régularité du point P, nous prenons d'abord deux vecteurs libres
(supposés comme la base de Py) parmi ces trois vecteurs [g'(u),f'(u), gw] et, puis,
nous utilisons ces deux vecteurs pour analyser l'existence de vecteur normal Np du
point P. Cela veut dire que nous avons trois cas qui doivent &tre traiter,

respectivement dans la partie (3.1.1), (3.1.2) et (3.1.3) suivante.



3.1.1 Premier Cas

Soit [£'(u), g(u)] libre comme la base du plan tangent P, au point P. Le vecteur

g'(u) s'exprime sous la forme de combinaison lin€aire de vecteurs f'(u) et gu):

g'@w = 8w f'w+rw gw

ot &(u) et A(u) sont deux scalaires réels uniques. On a les possibilités suivantes:

0 si 5(u) = 0, alors g'(u) = A(u) g(w.
Pour tout uel, on a:

np = ((f'@) + (v A(w) W] A gw) # 0.
La surface trouvée est donc réguliére et de type cylindrique.

L'illustration de ce type cylindrique est la suivante. D'abord, puisque la
développabilité d'une surface est seulement une propriété locale de cette surface,
alors pour l'analyser, on a besoin de diviser I en plusieurs intervalles de petite
longueur. Ensuite, puisque chaque intervalle vérifie la méme condition de
développabilité, il suffit d'évaluer un intervalle quelconque If = [a,b] de la
division, pour généraliser 1. L'intervalle Iy définit localement le point P; sur la
courbe directrice f(u) a la figure-2a, sous la forme p; = f(ui) et u; strictement
monotone dans If, c'est a dire: a=ug<u; <Uy .< W< Uy, ...<up<up=b.

Une génératrice en ce point, on I'exprime:

Xpi = pi + Vv g(ui) ou [Xpi - pl] =V g(ui) ........................... )

Si le point P; se déplace au point Pj,1, par la condition g'(u) = AMu) g(w)

pour tout u € I, on obtient alors une génératrice:

Xpipp = Pis1 t V8341
= Pisg + v [8W) + Wy - w) g'(wy)]
= P + v [ + Ay g'(w)]
= Pis1 + v [[1+ (Au). )] gluy)]
Xppy - Pirt] = IV KUD] Gt @)

Or, pour tout u; et v, de I'équation (1) et (2), on obtient:

[(Xp; - Pi) A Kpyyy - Pisn)] = v2 k() [ @) A gupl= o.
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Ce qui signifie que, pour chaque déplacement successive de point P; au point
Pis1> on trouve toujours deux génératrices paralléles. D'ailleurs, avec la

condition:
g'(w) = Mu) g(w) et Xp, = P; + v g,
on obtient I'équation qui est valable pour tout i suivante:
Xp)' = (P + v ') =Py + VLM - U] 3)
Dans le cas ou:
> f(u) est une courbe et Au) = 0, c'est a dire g'(u) = 0 ou g(u) = vecteur

constant, on obtient alors une surface dont les génératrices et tous les
vecteurs tangents au point Xp. et Pj sont respectivement paralleles. Ceci

signifie que les courbes de bord de la surface sont réciproquement paralléles.

Elle s'appelle surface cylindrique extraordinaire (figure-2b),

> f(u) est une courbe et A(u) # 0, a savoir g'(u) # O, on trouve une surface ou
les deux courbes de bord ne sont pas paralléles, mais les génératrices sont

parallgles. Cette surface s'appelle surface cylindrique (figure-2c),

» f(u) est une droite, on obtient un plan (figure-2d).
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(a) Génératrices de Type Cylindrique
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X Y

(b). Surface Cylindrique Extraordinaire
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X Y
(¢). Surface Cylindrique
e S e S R O
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===
f(u)
X Y
(d). Plan

Figure-2 : Surfaces de Type Cylindrique
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® si 5(u) =0 et A(u) = 0, alors g'(n) = 3(u) f'(u).

Pour tout u €let 8(u) #-1/v, on trouve:
np = ((1+v3w) [f'wAgwl # o.

Donc, la surface trouvée est réguliére et de type conique simple ou une surface

engendrée par des tangentes de courbe.

L'illustration de ces types est la suivante. Traitons un intervalle quelconque
I = [ab] de la subdivision de I, pour généraliser L L'intervalle If définit
localement le point P; sur la courbe directrice f(u) 2 la figure-3a, sous la forme
pi = f(u;) et u; strictement monotone dans If . Une génératrice en ce point,

on l'exprime:
Xp; = Pi +V g(u;) ou [Xp, - Pil = v 81 i C))

Pour une valeur uj,; = u; + (Uj,1 - 4) =u; +Au;,onaun point Pj,q = fau;, ).
Par la condition g'(u) = §(u) f'(u) avec §(u) # 0 pour tout u € I, une génératrice

en point Pj;1 peut s'exprimer par:

Xpip1 = Pis1+ vV 8Ui1)
Xpi, = Pirt+ Vv [glu) + Ay;. g'(wp)]
Xpi,; = Pir1+ v [ + ((Aup).8(up) ']
Xpi, - Pir11= v [g) + k(up (LT [OOSR (5)

o 2]

(a) Génératrices de Type Conique Simple et de Surface de Tangentes
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A YY)

(b) Surface Conique Simple

BSA

N

(c) Plan
Figure-3 : Surface de Type Conique Simple

Puisque, pour tout i, k(u;) # 0, alors de la forme (4) et (5), pour tout v # 0, on

trouve:
[(Xp; - Pi) A Kpyyp - Pir)] = vZ k(u) [ gy A '@l 0.

Ce qui signifie que pour chaque déplacement successive du point P; au point
Pi+1> on trouve toujours deux génératrices différentes ou leur différence sont
déterminées par le vecteur [k(ui).f'(ui)]. Démontrons, ensuite, que l'intersection

des génératrices peut étre un point ou sous la forme de courbe ci-apres.



Soit £*(u) = F() - [1/8(W)] (W), -ervvevrrresveveresimserssemmresssmosssmsersssonseneees (62)

alors:

*'(u)

f'() - (/8T gw) - [1/8(w)] g'(w)

[1/8(w)] g'(w) + {- [1/8@)]' g(w - [1/3W)] g'W)
BT 4 PO (6b)

Il

Premier cas, si -[1/6(u)]' = 0, c'est a dire d(u) constant, alors f*'(u) =0 ou
f*(u) = constant. De 1'équation (6a), on a f(u) = constant + [1/0(u)] g(u). Donc,

S(u,v) = constant + { v+ [/} ZM) «coverevervrneirinecninensns (7a)

exprime un type de plan ou un type conique (généralisé). Deuxieme cas, si
-[1/06()] # 0, alors f*(u) # constant. De I'’équation (6a), on obtient fw) =
£*(u) + [1/8(w)] g(u) et, alors:

S(u,v) = f*(u) + {v + [1/8w)] } g(w)
= ) + [{v + [1/8w)] }/-1/8W]T ] £ @) o, (7b)

définit une surface engendrée par des tangents de courbe f*(u).

D'autre part, avec la condition: g'(u) =5(u) f'(u) et Xp; = Pi + v g(u;), on

trouve l'expression qui est valable pour tout i suivante:

Xp; = Pi +v g

Xp;-Pi) = [v gl = v 8w £'up
Xp; - Pi) = v 8w) py
(Xp;)' = [1+ v.8u)] py, avec 8(u;) 0

Dans ce cas, puisque tous les vecteurs tangents au point Xp. et P; sont
toujours dans la méme direction, alors nous trouverons parallelement deux

courbes de bord de la surface. Dans le cas ou:

» f(u) est une courbe et &(u) = constant, on obtient une surface conique

simple (figure-3b),

> f(u) est une droite et 8(u) = constant, on obtient un plan (figure-3c).
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© si 5(u) =0 et A(u) # 0, alors g'(u) = §(u) f'(v) + AMu) g(u).

Pour tout uelet d(u) #-1/v, on obtient:
np = ([(1 +v &) f'(w) + (v L)) gwl A g1)) = 0.

En effet, la surface définie est réguliére et de type conique complexe ou une

surface engendrée par des tangentes de courbe.

L'illustration de ces types est la suivante. Supposons un intervalle quelconque
It = [ab] de la subdivision de I, pour généraliser I L'intervalle I¢ définit
localement le point P; sur la courbe directrice f(u) a la figure-4a, sous la forme

. = f(u) et u; strictement monotone dans It . Une génératrice en ce oint,
i i i g p

on l'exprime:
Xp; = Pi +V g(u;) ou [Xpi' pil=v U oo (8)

Si le point p; déplace au point Pj,q, par la condition g'(u) = §u) f'(w) +
Mu) g(u) avec S(u) # 0 et A(u) # O pour tout u € I, on obtient alors une
génératrice:
Xpiy1 = Pin1 tV g(ui+1)
= Pis + v [8@) +Ay g'w)]
= Pis1 + Vv [ + [(Au).Aup] Glwy) + [(Aup).8(u;)] f'(up]

[Xpi+1 - pi+1 1=v [g(ul) + kl(ui) g(ui) + kz(ui) f'(ui)] ................................. 9

(a) Génératrices de Type Conique Complexe et de Surface de Tangentes
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(b) Surface Conique Complexe

Figure-4 : Surface de Type Conique Complexe
Puisque, pour tout i, ko(u;) # 0, alors, pour tout v # 0, on trouve:
[(Xp; - Pi) A Kpiyy - Pir)] = vZ ko(up) [ gy A f'u)l = o.

Cela veut dire que pour chaque changement de la valeurs u; a u;,, les deux
génératrices en ces points sont toujours différentes. La différence entre eux est
déterminée par un vecteur qui s'exprime par la combinaison linéaire de deux
vecteurs [g(ui),f'(ui))]. Comme le type conique simple, il n'existe jamais une
forme cylindrique. Démontrons, ensuite, que l'intersection des génératrices peut

étre un point ou une forme de courbe ci-dessous.

Soit £*(u) = fu) - [1/8W)] GU), ovoorerreemeemmrmmmmiiiiirssssssssssesssssnessissssssnees (102)

alors:

') = f'w - (18w g - [1/8w)] g'(w)

{[1/8w)] g'(@) - [A/B(w)] gw}+ {- [1/8wW)]' gw) - [1/8w)] g'(w)}

- { Mu)/8()] + [1/8(w)]' } () = (1) GU) rvvvrerirriieecieicinens (10b)

Premier cas, si c(u)=0,0na f*(u) = constant et, de 1'équation (10a), on trouve
f(u) = constant + [1/8(u)] g(u). D'ou,

S(u,v) = constant + { v + [1/8@)]1}GM) ..orvvevererrcccccnrieennes (11a)
exprime un type de plan ou un type conique (généralisé). Deuxieme cas, si

o(u) # 0, on obtient f*(u) # constant. De 1'équation (10a), on a: fw) = ffu) +
[1/8(w)] g(u) et, alors:
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S(u,v) = () + {v + [1/8w)] } g(w)
= £*w) + [{v + [1/8W)] }/o@)] £ W) ceorrerrrrrecrrececciccnanas (11b)

définit une surface engendrée par des tangents de courbe f*u).

D'autres part, avec la condition: g'(u) = dw) f'(u) +A(u) g(u) et

lexpression Xp, = Pj + Vv &(u;), on a I'équation qui est valable pour tout i
suivante:
Xp; = Pi +V 8w
Xp;-Pi) = v gl = v [8(wy) f'(w) + Aw) gyl
Xp;-Pi)' = v &) pi +v Mw) guy)
Xp)' = [1+ v.3WIp; +v Mup g(wy), avec §(uy), Aup) # 0

Donc, tous les vecteurs tangents au point Xp, et P; sont toujours dans la direction
différente. En effet, entre deux courbes de bord de la surface, elles ne sont pas
paralleles. Pour 8(u) = constant, toute la surface trouvée s'appelle surface

conique complexe (figure-4b).

3.1.2 Deuxieme Cas

Soit [f'(w), g'(u)] libre comme la base du plan tangent P, au point P. Le vecteur

g(u) s'exprime sous ]a forme de combinaison linéaire de vecteurs f'(u) et g'(u):

g = ;) f'(w) + 1) g'w

ol §;(u) et A;(u) sont deux scalaires réels uniques. D'od, on a les possibilités

suivantes:

O si 5;(u) = 0 et Ay(u) #0, alors g(u) = Ay(u) g'(u).
Cette expression est analogue au cas (3.1.1-@) o, pour tout uel, la surface est

réguliere, car:

np=([f'@+vgmla @ gm) = o.

@ si 5,(u) %0 et A (u) = 0, alors g(u) = &;(u) f'(w).
Pour tout u €I, v # 0 et S(u,v) de classe C2, clest a dire " () £ nw) f'(u), on

obtient une surface réguliére, car:

np = [(f'() + v g'w) A §;(w) f'w)] = 0.
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Cette surface est un type de surface développable réguliére engendrée par des

tangentes a une courbe (cf. figure-5).

Figure-5 : Surface des Tangentes

© si5;(u) # 0 et Ay(u) 0, alors gw) = 3;(u) f'(w) + A, (w) g'w).
Celle-ci est identique au cas (3.1.1-©). Pour tout uel et A;(u) # v §;(u), on

obtient une surface régulieére, car:

np = ([f'@) +v g'@lA[8;w) f'@ +A@) g'w])=o.

3.1.3 Troisieme Cas

Soit [g'(u), gw] libre comme la base du plan tangent P; au point P. Le vecteur

f'(u) s'exprime sous la forme de combinaison linéaire de vecteurs '(u) et g():
p

f'w) = 8w) ') +Ayw) g

otl 8,(u) et Ay(u) sont deux scalaires réels uniques. On a les possibilités suivantes:

0 si 5,(u) =0, alors f'(w) =Ay) g).

Pour tout ue I et v # 0, on obtient une surface réguliere, car:
np = (@) ) +v g') ] A gw) = 0.
Pour Ay(u) # 0, cestle type du cas (3.1.2-@). D'autre part si Ay(u) =0, on a

alors f'(u) = O, 2 savoir f(u) = constant. Puisque v # 0, on trouvera la surface

du type conique sans point au sommet. On peut la figurer comme suit:
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Figure-6 : Surface Conique (sans Point au Sommet)

@ si les scalaires 8,(u) # 0 et A,(u) = 0, alors f'(a) = 3,(u) g'(u).

Pour tout u el et 8,(u) #-v, on trouve:

np= ([ () +v) g WA g)=o0.

La surface définie est donc réguliére [identique au cas (3.1.1-@)].
© si 55(u) 20 et Ay(u) # 0, alors f'(w) = 35(w) g'(w) + A (w) g(w).

Cette équation est identique au cas (3.1.1-©). Pour tout ue Iet () #-v,

on obtient une surface réguliere, car:
np = ([[85() '@ + Ay@) g+ v g @] agw)=o.

De ces études, on peut déduire la condition suffisante de régularité de surface

développable sous l'expression, ci-dessous:

3.1.4 Synthese

Résumé-I:

Une surface réglée développable S(u,v) = fw) + v g(u) de classe C"22 st dite

réguliére, Si, pour tout point pes, elle vérifie la condition suivante:

a) SI le plan tangent en ce point est engendré par deux vecteurs libres
(f'(),g)], alors le vecteur g'(w) doit étre: g'(u) = d) f'(w) + Aw) gw)

avec 5(u) # -1/v et A(u) deux scalaires réels uniques, ou bien:

b) si le vecteur f'(u) est colinéaire g(u), alors, pour tout uel, les deux vecteurs
[f'(u),g' ()] ou [g(u),g'(w)] doivent étre libres et v =0 pour que, en ce point,

le plan tangent de surface des tangentes S(u,v) soit défini.




B e

o A ] S
Bl Aﬁ I
S

On a démontré que toutes les surfaces développables sont localement dans la forme
plane, cylindrique, conique et les surfaces engendrées par des tangentes de courbe.
Selon le résumé-I de (3.1.4), on peut classifier les surfaces trouvées dans les deux

situations suivantes:

Résumé-II:

© pour la condition (a), on obtient les plans, les surfaces de type cylindrique, de
type conique (simple ou complexe) ou les surfaces engendrées par des

tangentes de courbe.

@® pour la condition (b), on obtient les plans, les surfaces engendrées par des

tangentes de courbe ou les surfaces de type conique (sans point au sommet).

De la classification de surface développable réguliere, on peut donc déterminer
l'expression générale de type de surface développable qui permet d'appliquer la CFAO
et, en particulier, de traiter le probléme de la définition d'une suite de plaques S;(u,v).
Dans ce cas, en raison de facilité et de compatibilité de représentation de surface a
construire, on préfére choisir tous les types de surface développable de la premiére
expression de résumé-1. Nous discutons, dans le chapitre suivant en détail, la

construction et la réalisation de ces surfaces.
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CHAPITRE IV

Dans cette partie, nous étudions une méthode de conmstruction des surfaces
développables régulieres avec des carreaux de Bézier. Nous exposons cette méthode

dans quatre étapes de discussion suivante:

Premiérement, nous introduisons les données, 1'hypothése et la position du probléme

qui doit étre analysé.

Deuxiémement, nous discutons la condition de développabilité d'un carreau réglé de
Bézier bordé par deux plans paralieles différents ['\P'1,'¥'2] et, puis, on présente la
condition de régularité du carreau. Le but de cette étude est de choisir les scalaires
réels dans la condition de développabilité qui permet de réaliser efficacement ce

carreau.

Troisiémement, nous présentons la méthode de construction de carreaux de Bézier

développables réguliers engendrés par les deux courbes de bord.

Quatriémement, nous proposons la méthode d'approximation d'une surface réglée

réguliére avec des carreaux de Bézier développables réguliers.

Finalement, nous terminons ce chapitre par la conclusion générale de la discussion.

Données : Soient deux courbes de Bézier de classe C" (n>1):

mnt

cW=XpBw e wW=3q B
i=0 i=0
Soit S(u,v), le carreau réglé engendré par ces deux courbes et tel que:

S(u,v) = (1-v) C{(u) + v Co(u) ou 0<u,v <1

ou bien:
S(u,v) =Cy(u) +v g(u) avec g) = Cy(u) - Cy(u).
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Hypothése : On suppose que les deux courbes Cj(u), Cp(u) de degrés respectifs n et

m se trouvent respectivement dans deux plans paralleles différents ['\F'1,'¥'2]. La
courbe C;(u) est connue par ses points de contrdles, quand a Cy(u) seuls les points

de contrdle de départ q, et d’arrivée q, sont connus (cf. figure-1).

V2

>4

Figure-1: Hypothe¢se du Probleme

But/Probléme : Le but est de déterminer les carreaux de Bézier développables

réguliérs S(u,v) engendrés par ces deux courbes sous les hypotheses ci-dessus.

4.2.1 Conditions de Développabilité de S(u,v)

Le carreau réglé S(u,v) est développable si et seulement si les vecteurs g'(u), C1'(u)

et g(u) sont coplanaires c’est a dire, s'il existe le scalaire réel S(u) et A(u) tel que:

g'(w) = 8(w) Cy'(u) + A(u) g(uw)
ou bien:

Co'(w) = [1+3w)]Cy'(w) +Adu) gw

= () C1'(W) + AU) GU) vt )
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Etudions, ensuite, la condition de développabilité du carreau S(u,v) dont les
deux courbes de bord Cj(u) et Co(u) se trouvent respectivement dans deux plans

paralleles différents [\¥'1,'¥2].

Supposons la courbe Cq(u) dans le plans ¥'1 comme une courbe directrice du
carreau S(u,v) = (1-v) Cy(u) + v Cy(w) = Cj(w) +v gwetO<uy <1. Au point p;
sur la courbe Cj(u), une génératrice s'exprime par Xp; = P; + Vv g(ui) avec u; dans

le domaine strictement monotone :
0= u,<u; <y .<u<Ujyq ..<up<up =1

Si le point P, se déplace au point D, ,, par la condition: g'(u) = o(u) Cq'(w) +

Mu) g(u), nous obtenons une génératrice (cf. figure-2):

Xpiyg = Pivt +V 81
Pict + v [8) +Ay g'@)]
= Pirt + v [ + (A Aw)] gluy) + [(Auy).8(uy)] C1'(uy)].

Donc, pour v =1, au point P, et P, surla courbe C;(u), nous avons un point Xp, et

Xpj, 1 sur la courbe C,(u) avec la génératrice en ces points respectifs:

[Xpi = Pil = BT oo s 2)

et

[Xpi+1 - pi+l] = g(ui+1) = g(ui) + [(Aul)X(ul)] g(ui) + [(AUI)S(UI)] Cl'(ui) .......... (3)
o 2] ©

Figure-2 : Génératrices de Carreau Développable



Soit C(0) = g, dans le plan W2 avec W2 // W1 et W2 # ¥1. Aprés, de I'équation (3),
analysons les possibilités de la position de courbes de bord Cy(u) et Cp(u) relative au

plan W2 selon la valeur du scalaire A(u) ci-dessous:

a) SiA(u) =0,

on trouve l'expression:

gD = [8) + [(Aw).8M)] C'@Y] v )
(1) (]

or, {[g(ujy)) - gl Au} = g'wy) =8(uy) C;'(wyp)
ou

Cy/(Wy) = [148(U)] Cp' (@) = P(US) Ty (Uf)-reveverrsseeevercsssmoneeresnmsrrerssnsenneess (5)

Donc, puisque pour tout u;, les deux vecteurs tangents C;'(u;) et C;'(w;) de la
courbe C,(u) et Cqy(u) sont paralleles, alors, pour tout ue (0,1], 1a courbe
Cy(u) = C,(u)A se trouve dans le plan W2. Dans ce cas, écrivons, ensuite, la
génératrice au point Pj et P, en gu)A et (v LA L'équation (4) devient:

guipDA = [upA + [(Au)8M)] C1'Y] v (6)
0 ©

b) Si A(u) > 0,
on obtient la forme:

gui,) = [gw) + [(Au).8up] €1'(wp] + [(Aup) A G- (7)
0 © (2]

et

Co'(n) = Py C1'(U) + AU) GUD wrrererrrmnirererieeiciiin s 8)

De 1'équation (6) et (7), exprimons respectivement d'abord la génératrice g(ui)A et
g(u;) enu, =0, c'est a dire au point de départ P,,, sous la forme g(O)A et g(0) avec
g(O)A = £(0). Ensuite, calculons itérativement ces deux équations dans ce domaine
strictement monotone : 0 = u, < Uy < Uy ..< W< Yy -..< Uy < uy = 1. Or, puisque,
pour chaque uj, on a la valeur [(Auy).A(u;)] > 0, alors, pour chaque point P;, 1. on
trouve la relation entre les deux génératrices: |Z(u; DAl < | (u;41)l- D'ailleurs, de

l'équation (8), puisque A(u) > 0, on la déduit que l'orientation de la direction de tous
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les vecteurs tangents C,'(u;) de la courbe Cy(u) au point Xp;» s'écarte du plan V1
et ¥2. En effet, pour tout ue (0,1], la courbe C»(u) se trouve hors du plan ‘P2 et
oppose a la courbe Cy(u) du plan V2.

¢) SiA(u) <0,
pour tout u € (0,1], on a la courbe Cy(u) = Cz(u)B trouvée hors du plan V2, du

méme coté avec la courbe C(u) du plan V2.

Conclusion:

Le carreau réglé s(u,v) bordé par deux plans paralleles différents [W1,'¥2] est
développable si les tangentes C,'(u) et C;'(u) sont paralléeles pour tout u € [0,1].

Autrement dit :
Co' () = P(I) C1' (W) coreermrrcsessssssosssacssucsssnsssasacsessenssnsnassnensaennns 9

On peut simplement retrouver les différentes formes obtenues dans le chapitre-IIL

D'oll, on peut écrire le scalaire p(u) de maniere:

p) = 1 Co ) [/1C1 W) e (9a)

Etudions, ensuite, la signification géométrique p(u) = [1 + &(u)] lies aux vecteurs
vitesses Cy'(u) et C,'(u) ci-dessous [cf. équation (6) et (7) dans le chapitre-III}:

O p(u) = constant
» Si p(u) =1,onadu)=0et |C2'(u)| = |C1'(u) | Alors, on trouve g'(u) = O

ou g(u) = constant. En effet, S(u,v) est sous la forme cylindrique (généralisée).

» Sipu)#1,ona |C '(u)| # |C () | . D'ailleurs, puisque 8(u) = constant, tous les
p 2 1 puisq
génératrices s'interceptent en un point. En effet, S(u,v) exprime un type conique

(généralisé).

® p(u) # constant
Pour p(u) # constant, ce qui signifie que 6(u) # constant et l'intersection des
génératrices est sous la forme de courbe. Or, S(u,v) est un type de surface engendrée

par des tangentes a cette courbe.
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4.2.2 Conditions de Régularité de S(u,v)

Réécrivons d'abord S(u,v) sous la forme:

SUV) = (1-V) CpU) F V. Co(U) rorvrrmrorererereessseessesessesssssssessssssssssssssssessesesssanns (10)

avec ses dérivées partielles:
s¥u,v) = (1-v) C{'(w) + vCy'(w) et SY(wyv) = Cy(u)-Cy(u) = g(u).

Cette surface est réguliere, si et seulement si [S"(u,v) A S¥(u,v) # O]. Puisque C;(u) et
Co(u) sont dans deux plans paralleles différents, alors s¥(u,v) = g(u) , cest a dire la

génératrice, n'est pas nulle pour tout ue [0,1]. En effet, la singularité de cette surface
va apparaitre si seulement le vecteur sY(u,v) = 0, a savoir:

s'(u,v) = (1-v) C{'(u) + vCy'(w) = (1-v)C{'(w) +v[p) C{'(w]= 0O

ou
[(1-V) + V P C1'(U) = O coovorereeeeeeeeeeeeeeesss s seseesessessrse s sssesssssesessssssnesnseens (11a)

Si la courbe C(u) est réguliere pour tout ue [0,1], on a C{'(u) # O et on trouve alors

1'équation linéaire du paramétre v comme suit:
[(1-V) + V PU)] =0 .ciirinimnmsisenmsninassasssssusssasissassnssasmarsnarsaseresosssssssssnnsnsusniassnases (11b)

Cela veut dire que la solution de cette équation est unique pour chaque ue [0,1] dans la

forme:

v(u)= Gl (ol(e)) £A(0) oo TSR R B I R oondhoacaouans (12)

1—p(u)

En substituant I'équation (12) dans (10), on peut donc localiser tous les points
singuliers de la surface développable S(u,v) sous la forme d'équation de courbe:

s(u) = S(u, v(u)) =[ Co(u) - p(u) CyW]/[1- PA] coveiiriiiii (13)

ou identiquement:



Co() = [1 - p()] S(W) + PU) C ) ivrrrrriiiirscsiiisesiinsincisicsisassseras e aaes (14)

Ce signifie que la courbe Cy(u) peut étre exprimée par l'interpolation de courbes

[S(u),C;(w)] relative au scalaire p(u).
Remarque: l'expression (13) est la forme de courbe:

S) = CyW) + [-1/8W)] GW) v (14a)
qui définit une surface développable engendrée par des tangentes de cette courbe
[cf. équation (6a) dans le chapitre-IT]. La singularité existe uniquement juste le long
de la courbe S(u) (cf. résumé I-b dans le chapitre-III).

Si on fixe, ensuite, le scalaire p(u) dans 1'équation (14), on trouve des possibilités
de la position S(u) sur les génératrices engendrées par les deux courbes de bord

[C1(u),Co(w)] ci-dessous:

Résumé:

a) Si 0<p(u) < 1, lacourbe S(u) se trouve hors du segment [Cy(u),Cx(u)], vers Cx(u)

b) Si 1 < p(u), la courbe S(u) se trouve hors du segment [C(u),Co(w)], vers Ci(u)

¢) Si p(u) =0, la courbe S(u) = Cy(v)

d) Si p(u) <0, la courbe S(u) dans le segment [C;(u),Cy(u)].

Conclusion (cf. résumé I-a dans le chapitre-III):

Pour que la surface S(u,v) engendrée par deux courbes de bord [C;(u),C;(u)] dans

deux plans paralléles différents ['¥1,¥2] soit développable réguliere, le choix
du scalaire réel p(u) dans la condition C,'(u)=p(u) C;'(u) doit &tre p(u) > 0
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Notation :

Tout carreau de Bézier développable régulier engendré par les deux courbes de
Bézier C;(u) et C(u) de degré respectifs n et m est noté CBDR[(n,m),1].

Dans cette partie, on se propose de construire les carreaux de Béziers
développables réguliers CBDR[(n,m),1] engendrés par les deux courbes de bords.
L’étude porte essentiellement sur le choix du scalaire p(u) qui permet de contrler les
deux vecteurs vitesses Cq'(u) et Cy'(u) .

4.3.1 Cas p(u) Constant

Supposons que Cp(u) et Cy(u) soient de degré n avec:

cw=3pBWw e cw=YqB W
i=0 i=0

Le scalaire p(u) est fixé sous la forme constante positive, c'est a dire p(u) = a0 € R*.

De la condition (9), nous avons:

n Z (Qi+1 - 9D B (@ =o.n Z Pis1-PO B W
ou
> (G- Gies) +(Pisi-PO] B @ = 0.

Puisque pour tout i = 0, ..., (n-1) les polyndmes B:H (u) ne sont pas nuls, alors:

[(qi- Qi+1) + - Pis1-P]I = O (15)

pour tout1=0, ..., (n-1)

Si nous ajoutons ces équations, nous trouverons I'équation de barycentre (vecteurs
de contrdle) de polygone de Bézier de la courbe Cy(u) et Cp(u) ci-dessous:

(In - qo) = (Pn - Po (16)
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De ces deux contraintes (15) et (16), on en déduit que, pour construire une forme
CBDR[(n,n),1] avec les deux vecteurs vitesses C;'(u) et C,'(u) proportionnels au

scalaire p(u) = o € R*, il faut que:

© le scalaire réel o soit calculé par deux vecteurs paralleles (q,, - q,) et (P, - Po)

de la méme orientation.
@ les points de contrdle ((y, ..., (y.1) Soient déterminés par le systeme (15) tels

que, pour chaque i = 0, .., (n-1), les deux vecteurs (q;;1-q;) et (Pj+1-Py) sont

paralléles et proportionnels au scalaire réel o.

Dans ce cas, si on trouve o =1, c'est a dire l Jn-90 | = | (Pn-Po) |, 1a surface
définie est la forme cylindrique généralisé. Sinon, la surface est un type conique

généralisé.

4.3.2 Cas p(u) Linéaire

Supposons que C;(u), respectivement Cy(u) soit de degré n respectivement n+1:

n+l

cw=YpBw e cw=%qgB ®

avec p(u) = [0 (1-u) + oy u] > 0. De I'équation (9), on obtient donc:
Co'(w) = [0t (1-0) + g B T €0t a7

D'autre part, nous avons 1'identité:
n—1

1w SaB @ = Y haBw

i=0 i=p 1N

Samo « Sdapo

i=0

En utilisant cette identité, on a l'expression:
Cy'(w) = (+1) Y, (Gir1 - B W
i=0

et

n

[o, (1-w) + 0y u] C'(w) = o Y, -D).(Pisr-PYB @ +

i=0

o Y, OPi-Pi) Bi®
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En effet, on peut simplifier 'équation (17) de maniere que:

Y [@+D) (G- Gis) + O (-D-(Pirr - PD) + o O-(Pi-Pi)] Bi@ =0
i=0
De cette expression, les B:' (u) forment une base de l'espace des polyndmes de

degré n. Par conséquent, chaque terme dans ce crochet doit étre nul. On obtient

alors les équations dans la forme symétrique suivante:

[(+1) (q; - Girp) + Gy O-D-(Pisy - PD + 01 D-Pi - Pic)] = O o (18)

pour tout i=0,1, ... ,n.

Pour illustrer et faciliter la compréhension, on prend le cas particulier n = 3.

Cas Particulier n =3

De 1'équation (18), nous discutons la construction CBDR[(3,4),1]. Puisque n = 3,

on a les équations:

i=0: 4 (o -q1)+ 30 P1 -Po) S JE (19a)
i=1: 4 (q-q2) +20,( P2 -P1) + @ (P -Po) = O (19b)
i=2: 4 (qo-q3)+ O P3 -P2) + 204( P2 ~P1) = O v (19¢)
i=3: 4 (g3 -qa) +304( P3 -P2) = O e (19d)

Si on ajoute toutes ces équations, on obtient I'équation de barycentre de polygone

de Bézier qui détermine la forme générale de la surface développable ci-dessous:

G (P -Po) *+ 0 (P3-P) = (g Qo) o (20a)
ou:

O, a; + 0y Ay = ( d4 —qo) .................................................................... (20b)
avec:

a1=( p -po), a2=( p3 -p) et p =(1/4)[p0+p1+p2 +p3]
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a2

(a) (b)
Figure-3: Vecteurs de Controle CBDR[(3,4),1]

La construction de la surface peut étre effectuée donc par les calculs suivants:

O fixer les points de contrdle [P,, P1. P2 P3] dans le plan W1 et deux points de
contrdle , et 4 dans le plan ¥2

® calculer o, et o dans I'expression (20)

© en utilisant 1'équation (19a-b-c-d), calculer (;, q, et (3.

L'expression (20) signifie que les paramétres o, et o sont respectivement les
composants du vecteur ((4-(,) par rapport aux vecteurs de base a; et ;. On a vu
que pour que la surface construite soit développable réguliere, il faut que p(u) > 0.
Autrement dit, o, et oy doivent étre strictement positifs. En d'autres termes, le vecteur
(44-q,) doit étre trouvé dans l'intérieur de la région R (figure-3b ). Donc, l'avantage
apporté au choix p(u) linéaire plutét que constant, est de faciliter le positionnement
du vecteur ((4-q,) relatif au vecteur (P3 - Po)s car dans le cas ou p(u) est constant,

ces deux vecteurs doivent étre strictement paralleles.
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Figure-4 : CBDR[(3,4),1]

Pour justifier la singularité de la surface a cause de la condition (20) ou précisément
de la position ((4-(,) dans le plan ¥2 et la position P dans le plan Y1, nous

apportons l'interprétation géométrique suivante.

Soit le vecteur (q4’ - Po,) un vecteur du plan ‘¥'1 tel que celui-ci soit équipollent au

vecteur (4 - o) © V2. Analysons, ensuite:

Figure-5 : Etude de Singularité

a) q4' appartient au bord de la région R.
Il y a deux possibilités:
0 (q4" -P,) est colinéaire a;:
De I’équation (20), on obtient oy = 0 et donc o,a; =(q4 - g, ). Comme

p(u) = [0, (1-u)], une singularité apparaitenu =1, c’est a dire p(1)=0.
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plu)

(0,0m)

Figure-6 : Singularité en u =1

® (q4 - q,) est colinéaire a,:

67

De I’équation (20), on obtient o, = 0 et donc o a3 = (4 - ,)- Comme p(u) =

[0t u], une singularité apparait en u = 0, c’est a dire p(0) = 0.

p(u)

ol

0

Figure-7 : Singularit¢t enu =0

b) q4 est a Pextérieur de la région R.
On a les trois possibilités suivantes:
00,<0 et 0;>0.

En effet, p(0) = o, < 0 et p(1) = a; > 0. Donc, puisque p(u) est continu pour

tout u € [0,1], il existe c € (0,1) tel que p(c) = [0, (1c)+0jc]=00uc=

[(0,)/(0,-0ip)]. Cela veut dire que, dans l'intervalle [0,c), les deux courbes
[C1(u),Cy(uw)] sont orientées dans la direction opposée, puis dans le deuxieme

intervalle (c,1], elles sont orientées dans la méme direction (cf. figure-8). En

effet, la singularité de la surface existe uniquement dans l'intervalle [O,c], c'est

a dire pour tout u € [0,c] le scalaire réel p(u) <0.



plu)

(0,c0)

(b)
Figur-8 : Singularité dans I'Intervalle [0,c]

® o, o <O0.
En effet, pour tout u e [0,1], on a p(u) < 0. Donc, globalement, les deux
courbes [Cq(u),Co(u)] sont orientées dans la direction opposce et la singularité

existe pour tout u € [0,1].

©0,>0 et 0y<0
C'est le contraire du cas (@) ol, dans le premier intervalle [0,c) avec c=
[(o)/(0y-0p)], les deux courbes [Cj(u),Co(u)] sont orientées dans la méme
direction, puis dans le deuxiéme intervalle (c,1], elles sont orientées dans la
direction opposée (cf. figure-9). Alors dans ce cas, la singularité existe dans
l'intervalle [c,1].
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b (u)

(0,01)

i

(b)

Figur-9 : Singularité dans I'Intervalle [c,1]

c) P est aligné avec p, et P3.
On a deux possibilités suivantes. Premierement, il n'y a pas de solution pour
I'équation (20), car ((4 - o) n'est pas trouvé dans l'intérieure de la région R.

Deuxiémement, ces trois points vérifient la condition dans I'ordre:

© [P.po.P3l et (Q4 - o) sous la forme (q4 - o) = © (P3 - Pp) avec c>0.
Ecrivons p, = (I- y) p + ¥ P3 avec y € [0,]). En substituant ces deux
expressions dans 'équation (20), on a la relation: (a;- Yo,) (P3-P) = 6 (P3-P)-

Nous obtenons donc une équation avec deux variables o, et o, ci-dessous:

(0-70l) = O 0U O = (Y0oF O ) cvrrermrnininenereencintiesscatines 2n

La solution de cette équation existe si seulement un de deux parametres o, et 0t
est indépendant. Si on fixe o, > 0, puisque 0< y <1 et 6 >0, on obtient
o4 >0 et p(u) > 0. Donc, la surface définie est réguliere (cf. figure-10).



q4 o1
wol - - - - - {1, G}
qo p3 T
Po
a d?
p 0 1 oo
(@) (b)

0,=30 7v=04 o0=29 o;=41
(d

Figure-10 : Carreau de Bézier Développable avec [p,P,,P3] Alignés
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® [p,.P.ps3l et (4 - qo) sous la forme (q4-d,)= o (P3- Po) avec 6>0. Soit
p=(-7) pPo+7YP3 avecye (0,1). En substituant ces deux expressions dans

I'équation (20), on a la relation:
Yoo + (1-Y) O = O it s (22)

D'oll, on peut considérer ¢ sous la forme d'interpolation de la valeur o et oo
relatif au vy (cf. figure-11). Si nous fixons, ensuite, 0 <oy < O, de I'équation (22),
on a la solution:

o= (1 [o-(1-y)oy] >0 et p(u)>0.

En effet, la surface est réguliére. Une solution naturelle se produit si la valeur
o = 0, = o (cf. figure-11d). Dans ce cas, si ¢ = 1 la surface est cylindrique,

sinon, on obtient la surface conique.

=1 7 v
———a -yl o
Qe a2 =7 P
e
po
(@) (b)

;=05 y=04 =138 a,=38
©
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vy=05 ay=0,=0=14

(d

Figure-11 : Carreau de Bézier Développable avec [P,,p,pP3] Alignés

® [p,.p3.Pl et (s - q,) sous la forme (4 -qe) = o (P - Po) avec ¢ > 0.
Ecrivons p3 = (1-9) Po + Y P avec y € (0,1]. En substituant ces deux

expressions dans 1'équation (20), on a la relation:
[0,- (1-Nol= 6 ou 0g=[(1-V0 + O] e (23)

Si on fixe o >0, puisque 0 < y<1etc >0, on obtient a,>0 et p(u)>0.

Alors, la surface définie est réguliere (cf. figure-12).

Q4 e

[1-yl+ o /‘“I(‘L[l—yh o)
g«

ai & !
p3 |

(0]
p 0 T ol

(@) (b)
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0=2,07v=06 6=29 0,=3,7

(d

Figure-12 : Carreau de Bézier Développable avec [P,.P3.P] Alignés

Donc, pour obtenir une surface développable réguliére li€e a la condition (20), on
suggere de choisir des points: Po, P1, P2- P3 € Y1 et g, 44, €'¥2 qui vérifient I'une

de quatre situations suivantes:

1) si les trois points dans l'ordre [p,po,p3] sont alignés, on doit fixer (J4 - J,) =
o (p3-p)aveco>0, o,> Oetye [0,1) tel que, de I'équation (21), oy > 0.

2) si les trois points dans l'ordre [P,,P,P3] sont alignés, on doit fixer (q4 - o) =
o (P3-Po) avec 6>0, 0< oy <cetye (0,1) tel que, de I'€quation (22), o, > 0.



3) si les trois points dans l'ordre [P, P3,P] sont alignés, on doit fixer (q4 - do) =
c@P- Po) avec 6> 0, oy >0,etye (0,1] tel que, de I'équation (23), o, > 0.

4) sinon, (g4 - go) doit se trouver dans l'intérieur de I'angle [(P-Po)s Po-(P3 - Pl

En général pour la courbe de bord Cj(u) de degré n, si on ajoute les

équations (18), on trouvera l'équation de barycentre de polygone de Bézier:

0Lo( P 'Po) +a1( Pn'P) - (qn+1 'qo) (24)

avec p = [1/(n+1)]2 Pi
i=0

La construction de la surface est analogue a celle du cas n = 3, c'est a dire:

a) fixer les points de contrdle p; avec i =0, ..., n dans le plan W1 et deux points de
contrble (, €t (p41 dans le plan '¥2

b) calculer o, et o dans I'expression (24)

c) en utilisant les équations (18), calculer (J; avec i=1,..,n. Ici, on a (n+1) équation

vectorielle pour déterminer le vecteur (J; .

Pour obtenir une surface réguliére liée 2 la condition (24), il suffit que le choix de
points Jg, Jp+1 €t Pjaveci=0,...,n vérifie I'une de quatre conditions:

1) si les trois points dans l'ordre [p,po,pn] sont alignés, on doit fixer: (qn +1'qo) =
o (pn - p) avec 6 >0, o,>0etye [0,1) telle que la forme (21) est o > 0.

2) si les trois points dans l'ordre [Po.P,Pyl sont alignés, on doit fixer: (p41-qo) =
6 (Pn - Po) avec 6> 0,0< 0y <oetye(0,1) telle que la forme (22) est 0, > 0.

3) si les trois points dans l'ordre [Pg,Pp,P] sont alignés, on doit fixer: (Qn41-qo) =
o (p-Po) avec 6>0, a;>0,etye (0,1] telle que la forme (23) est o, > 0.

4) sinon, ((p41 - o) doit se trouver dans l'intérieur d'angle [(P-Po)> Pos(Pa - P)I-




En utilisant 1'identité (Du'88, P.65):

Kl k2 n = n+k1+k2 N1N2 Morero
(Q-wkluk2 Y a; Biw = > o Ak B (25)
i=0 i=0

avec:

Nl =m+k2+1-)(@+k2+2-i)..(n+k2+kl-i)sikl =1, sinon 1
N2 = (i-k2+ 1) (i-k2+2)...()sik2 =1, sinon 1

D =(m+1)(m+2)..n+kl +k2)sikl +k2 =1, sinon 1

nous discutons la construction CBDR[(n,m),1] avec le choix p(u) quadratique, cubique
et le choix général p(u) de degré k = m-n. Dans ce cas, puisque notre objectif est une
application réelle avec une certaine efficacité du calcul, nous préférons fixer p(u) sous

la forme ci-apres.

4.3.3 Cas p(u) Quadratique

Premiérement, fixons respectivement les deux courbes de bord [C1(u),Co(w)] de

degré n et n+2:
nt+2

cw=YpBw ¢ cw=XqB ®
i=0 i=0
avec p(u) = [0, (1-u)+2 0y (1-w)u+ opu] >0 On trouvera 1'équation (9) comme
suit;
Co'(w) = [0 (1-w) +2 0 (T-u) U+ 0 U ] Cy/(W)iiiiiecas (26)

En utilisant l'identité (25), nous calculons:

n+l

0 C;W=m2) Y Gu-WB®

® o, (1-u) Cy'(w) = o, (1-u) [(1-u) +u] C;'(w) = 0 [(1-u)2 + (1-u) u] C;'(w)

n+l
ao

i z [(n-0).(n+1-D).(Pis1 - PP +
(+1-0).)(P; - pi)] BT )

]

n+l

©20(l-n)u C'(w) = 20 z (n+1-1).().(P; - Pi-1) B:_m(u)
n+1 3
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(4] 0c2 u Cl'(u) = [(I-U) + l.l] (lel Cl‘(u) — a2 [(1-]1) u + u2] Cll(u)
) nO-C:1 Y, [+ 1-).0.(pi- Pip) + (-DOPi1 - Pid] B W

En effet, on peut écrire I'équation (26) de maniere que:

n+

Y { I+ D)+2)1q; - Giv1) + O [-D.(+1-DL(Pie1 - P +

i=0

(OLO +2 o + (12)(1)[(H+1-1)](p1 - pi-l) +

oy OG- DLPi1 - Pi)} B W) = O 27)

Puisque tous les polyndmes B"_”l (u) ne sont pas nuls pour tout i = 0,...,n+1, on

obtient alors les équations des points de contrdle de courbes de bord des carreaux dans

la forme symétrique suivante:
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{[(+1)(m+2)].(q; - Gi+1) + % [(-D).(+1-D].(Pse1 - Py +
((Xo +2 o + (xz).(i).[(n+1-i)].(pi - Pi-l) +

L 51 Ty T | O B S ————————e——_— e (28)

pour tout i =0,1, ... ,n+1.

Pour faciliter la compréhension, on prend le cas particulier n = 3.

Cas Particuliern=3

De cette expression, nous discutons, ensuite, la construction CBDR][(3,5),1].

Puisque n = 3, on a le systeme:

]
@)
2
[\®]
\O

&
p—

20(Qo-q1)+ 120, (P1-Po)

]
o
B
[\®]
\O
o
=

20(q1-q2)+ 6oco(p2-p1)+3(oc0+2(x1+oc2)(p1-po)



20(Q2-qg3) + 2(x0(p3-p2)+4(oc0+2a1+a2)( P2-P1)+
205 ( P1 -Po) = O weeeee (29¢)
20(q3-qa) + (0t +20u+0p )( P3 -P2) +
605 ( P2 -P1) = O ceenni(29d)
20(q4-9s5)+
120,( P3 -P2) = O oeeuui(29€)

Si on ajoute ces équations, on obtient 1'équation de barycentre de polygone de

Bézier ci-dessous:

(P -Po)+2(P3-P) =1(qQs -qQo)- V1] = U (30)

avec: P =(1/4) [Po+P1+P2 +P3]l et Vy = 5262(4—i)i(Pi'Pi-1)

Evaluons, ensuite, I'existence du paramétre o dans le scalaire réel

p(w) = [o, (1-w) +2 oy (l-w)u+ o u ]

(200 )u? + (-0 +20+0p) U + O
au?+bu+ c

1ié a la forme (30) ci-apres (cf. figure-13):

© Si on fixe 04 = 0, le scalaire p(u) est sous la forme linéaire p(u) = [0, (1-u) + o u]
et, alors, la forme (30) est identique I'équation (20). Pour que, pour tout u € 0,11,
la valeur p(u) soit positive, les deux parametres o, = p(0) et 0y = p(1) dans la
condition (30) doivent étre donc positifs.

® Si on fixe 04 > 0, les deux parametres O, = p(0) et 0y = p(1) dans I'équation (30)
doivent &tre positifs pour que, pour tout u € [0,1], le scalaire p(u) soit positif. Dans
ce cas, le graphe p(u) est maximum au point E([-b/2a],[-D/4a]) ou D est le

discriminant de la forme: a w2 +bu+ c.

77



© Si on fixe o4 < 0, pour que p(u) > 0, les deux paramétres o, = p(0) et o = p(1)
dans 1'équation (30) doivent é&tre positifs et, si [-b/2a] € (0,1), le discriminant D
doit étre D <0 tel que le point minimum E([-b/2a],[-D/4a]) du graphe p(u) est

au-dessus de 'axe des u.

C'est la raison pour laquelle on consideére ici le scalaire o dans I'€quation (30)
comme la mesure de déviation entre p(u) linéaire et quadratique. Ainsi qu'on €value
oy comme un paramétre fixé qui permet de modifier la forme de carreau selon une

valeur choisie.
& plu) plud

Cas o> oQ Cay Gt < 2

pluld

oo = o2 {7
P

xi=(

0 I
Cas oo= 02

Figue-13 : Evaluation du Parametre o/

Si on réalise ce carreau avec la méme méthode du cas p(u) linéaire, on suffit de
déterminer d'abord les points de contrdle [P, , P> P2 > p3l e Y1, []5, 90l € y2
et a;€R. Ensuite, on calcule deux quantités scalaires [0,,0,] dans l'équation (30) et
douze composants scalaires (7, .- .4 dans le systéme (29). D'ailleurs, pour obtenir la
régularité du carreau, le traitement est tel dans la section (4.3.2). Si P est aligné avec
Po et P3. le vecteur U et o, ou oy dans 1'équation (30) doivent étre fixés tel qu'on
obtient l'expression identique (21), (22) ou (23) qui vérifie la condition p(u) > O.
Sinon, le vecteur U doit se trouver dans l'intérieure de l'angle [P-Po, Po» P3-P1 tels
que 0., 0] et oy vérifient p(u) > 0. Dans la figure-14, nous trouverons des exemples
de carreau développable défini par des valeurs o différentes et la méme courbe de
bord C;(u) cubique.
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En général, si C;(u) est de degré n, on a 1'équation de barycentre de polygone de

Bézier:
o (P -Po) + 02 ( Pn'P)=[(qn+2'qO)'a1V1]=V (31)
1 < 2 c .
avec: P = ﬁ% pi et V= mé(nﬂ—l)l(f)rpi-l)

Pour réaliser ce carreau, le traitement est analogue le cas de courbe Cy(u) cubique.

L'avantage apporté a la détermination p(u) quadratique plutdt que constant ou
linéaire est la possibilité du choix 04. Celui-ci permet de déformer (modifier) la
surface définie avec les mémes données (cf. figure-14a,b,c,d). Malheureusement avec
le choix 0y, la direction de la déformation du carreau traité, n'est que vers la partie
centrale de la surface du carreau, c'est 2 dire unique (cf. figure-14e). Voila pourquoi,
ci-aprés, on a besoin de déterminer p(u) cubique afin qu'on puisse avoir des parametres

fixés qui permettent de déformer la surface du carreau en plusieurs directions.




Courbes de Déformation du Choix oy = 2,0,-3,-4
(e)

Figure-14 : Construction CBDR[(3,5),1]
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4.3.4 Cas p(u) Cubique

Déterminons les deux courbes de bord [C(u),Co(u)] respectivement de degré n et

n+3:

n+3

cw=YpBw o ¢w=YqB" W

avec p(u) = [0, (1-u) + 3 oy (1-w)? u + 3 o (1-u) u? + oz u] et p(w) > 0. On a,

ensuite, de 1'équation (9):
Cy'(w) = [0, (1-u) +3 oy (l—u)2 u+3ay(1-u) u? + (072301 [ PR (C) RO (32)

En utilisant l'identité (25), nous exprimons:
n+2

0 ;W =+3) Y, ([Qui-B®

@ o, (1-u) C;'(w) = 0 (1-w) [(1-u) +u]? Cy'(w)

= 0 [(1-w)? +2 (1-w2u + (1-u) u?] ¢;'(w)

n+2

% 3 {@0-).(0+140).(042-) (Piy1 - PO +

- (n+D(n+2) 5

2(n+1-i).(0+2-1).().(P; - Pi-v +

n+2

(n+2-1).31-1).(1)-(Pj-1 - pi_z)} B, W

_ 2 a = _306_1_ O - K 5 o ) n+2
© 30, (1-u)?u C'(w — 2(; (+1-0).(0+2-0).0)(P; - Pi-) Br W

+2
30{2 3 n+2

Y (@+2-0).G-1).0)(Pi.s - Pio) Bl (W)

_ 2 ! = =
030 (1-w)u” C'(w) (n+DH(n+2) =
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(5] Oz u Cl'(u)

[(1-u) +u]? azuC;'(u)

o3 [(1-w)2 u + 2 (1-u) u? + u?] ;')

n+2

= m ’20 {(0+1-0).(n+2-1).G).(P; - Pi-D) +

2(n+2—i).(i-1).(i).(pi_1 - Pi-z) +
(-2).G-1).()-(Pi2 - Pid)} B (W

En effet, 'équation (32) devient:

,2 {(n+1).(n+2).(0+3).(q; - ir1) + O [(0-1)-(n+1-D).(0+2-D].(Piy1 - P +

( 0t [2(n+1-0).(n42-0).6)-(Pi - Pic) + (n+2-0).(-1).()-(Py.1 - Pi-2)]

+3 oy (n+1-0).(n42-0).().(P; - Pi-p) + 3 0 (0+2-).G-D.()-(Pi.1 - Pi2)

+ o [(1-).m42-).()(P; - Pip) + 2 @24).G-1).00 (Pt - Pi)] ) +
03 [(-2).G-1).D1(Piz - Pid)} Bl @) = Oerrrrrerecenessssenennnninen (33)

o 2 g
Puisque B‘H (u) ne sont pas nuls pour tout i = 0,...,n+2, nous trouvons alors les

€quations suivantes:



[(0+1).(042).(0+3).(qs - Giop) + Ol [(0-D)-(+1-).(042-D)(Pir - PO +
{ oy [2(0+1-0).0+2-4).0).(P; - Pi1) + (@4240).G-1).()-(Pig - Pi2)]
+3 0y (e1-D).42-).00.0D; - Pi) + 3 0p (0424D).G-1).()-(Py.1 - Pic2)
o [H-D).42-).0P; - Pip) + 2 (#2D.G-D).0)(Piug - Pi)] ) +

o [(i-2).(-1).(D].(P;.-2 - pi.3)] = 0. (34)

pour tout i=0,1, ... ,n+2.

Pour illustrer et faciliter 1a compréhension, on prend le cas particulier n = 3.

Cas Particuliern=3

De 1'équation (34), nous discutons la construction CBDR[(3,6),1]. Puisque n = 3,
nous avons donc le systéme des points de contrdle de courbes de bord CBDR[(3,6),1]

sous la forme:
120 (o - q1 ) + 60 0t (P1 - Po) = 0....(352)
120 (- q2) +24 0, ( P2-P1) +1 240, (P1-Po) +
360(P1 - Po)+
1204( P1 - Po) } = 0...(35b)
120(qz-q3)+ 60,( P3-P2)+
{o,24( p2-P1)+ 6 (P1-Po)l+
360, (Pz-P1)+ 180 ( Py -Po) +

03 [12( P2 -P1)+ 12(P1 -Po)} = 0 ...(35)



120 (3 - Q4 ) + 10 [12(P3-P2) + 12( p2-pPDI+
180ty (P3-P2)+360p (P2-P1)+

o3 [6(P3 -P2)+ 24(P2-P1 )1} 603 (P1-Po) = O -..(35d)
120 (Q4 - gs) + { 1205(p3-P2) +
3600 ( P3-P2) +

2403 ( Ps - P2 ) }+240(3 ( P2-Pi1 Y= 0....(35¢)

120 (q5 =5 q6 )+ 60(X3( p3 - p2 )=0 (35f)

En ajoutant ces équations, nous trouverons I'équation de barycentre de polygone de

Bézier dans la forme:

ao( p .P0)+a3( Ps -p) = [(q6 -qo)- (XIVI-(X2V2] = Weeceosessesese (36)

avec: p =(1/4) [Po+P1+P2 +P3 ),

3 & i . 3 oS :
V)= 1—262(4—1)(5—1)1(1% -Pi-D et Vo= @5(5‘1)("1)’(9-1 “Pid)

D'ol, nous avons deux parameétres fixés o et o qui permettent de modifier la
forme de carreau. Dans ce cas, en raison de régularité, o, = p(0) et o3 = p(1) doivent
étre positifs et tous les paramétres choisis [oy,05] et calculés [0,,.013] doivent
vérifier p(u) > O pour tout u € [0,1]. Par exemple, en utilisant la méme méthode de
traitement du cas p(u) linéaire et quadratique, dans la figure-15, nous présentons des
carreaux développables définis par des valeurs [0,0] différentes et la méme
courbe de bord C(u) cubique. De cet exposé, on peut donc remarquer que, grace au
choix du paramétre o, et 0y, la direction de la déformation produite n'englobe pas
seulement la partie centrale, mais également vers les deux cOtés du carreau
(cf. figure-15¢). En effet, I'avantage du choix p(u) cubique plutot que constant,
linéaire ou quadratique, est de modifier le carreau presque toute la partie de
surface du carreau.
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Choix [ot ,0p 1 = [0,0], [2,0], [0,2], [2,-2], [-2,-2]
(e)

Figure-15 : Construction CBDR[(3,6),1]
En raison d'application, si nous préférons déformer le carreau vers ses deux cdtés en

linéaire équilibre, réécrivons, ensuite, les deux parametres fixés oy ety sous la
formea;=o (1-B) et oy = o B de maniere que, I'équation (36) devient:

O ( P -Po)+0o3( P3-P) =[G -q)- W] = u ... 37)

avec: W=[(1-B)Vi+B Vylet a,BeR.
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On obtient alors le nouveau vecteur W qui peut étre compté comme une valeur
d'interpolation linéaire entre les deux vecteurs [V , V] et relative au parameétre B.
En utilisant les mémes données de la figure-15, ci-dessous, nous trouverons

plusieurs déformations du carreau grice au choix de parametres fixés o et B.

% ////4/
e

%
—— =

=
a
; \\\__




Choix [o, B] = [2,(0,1], [2, (0.9)], [2, -1, [2, (1,9)], [-2, 0]
(e)

Figure-16 : Déformations CBDR[(3,6),1]

Enfin, nous terminons cette partie par le calcul d'équation de barycentre de
polygone de Bézier pour C;(u) de degré n suivant:

(P -Po)+03( Pp-P) = [(qn+3 -qo) - OClV1-0(2V2] = Veerroeossse (38)
ou:
1 N 3 \ r oy o
P = = g ! - Pi- V1—(n+1)(n+2)(n+3)izzl(n+1—z)(n+2—z)z(pi-pi_l)
et

3 n+1 e .
b2 (n+1)(n+2)(n+3)z(n+2_l)(l_1)l(pi-l - Pi)-

i=2
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4.3.5 Cas p(u) Général

Fixons le scalaire réel p(u) sous la forme:

o) = [og (1) + 3 0 BE@) + 04 U] > 0 v (392)

i=1

Déterminons respectivement les deux courbes de bord [C(u),Co(u)] de degré n et m:
cW=YpBw e cw=3qB®
i=0 i=0
avec m = (n+k). Or, on a la condition du carreau développable régulier:

QY@= [og (10) + > 0 BE@ +04 0T CY@umrmrmmmirssrorc (39b)

i=1

Exprimons, ensuite, les quantités suivantes avec I'équation (25):

> C'(w)=m 2 ie1 - 90 B:n—l @) = (04K) 2 (i1 - G0 B:;—1+k @
iy i=0

> 0, (1-u) C4'(w) = 0 (1-w) [(1-w) +u]*1 ¢p'(w)

= O [C'g'l(l—u)k+ (/”lc_l(l-u)k'1 u+..+ C::i(l_u) uk1] ¢ ')

n—-1+k

= (n+1)(n+g‘.)..(n-1 = Z [ (@-0). (0 1-0)...(0-14+K-0).(Pia 1 - P +

C™ (@+1-D.42-D) ..otk DA AP - PiD) + s +

C @1+ked) (G- D)D) Py - Progerp) B (@)



n=l+k

a, | |
(n+D)(n+2)...(n—-1+k) Zﬂ} [Cf ((n+1-i).(n+2-i)...

> o d(l-u)k'l u Cl'(u) =

(+k-D-D)iPrPi)] B @)

n—=l+k

o, . | |
(n+1)(n+2)...(n—1+k) ;0 [C, {((n+2-i).(n+3-i)...

» oy Cy(1-wk2u? cy'(u) =

n—1+k

@+ 1+(k-2)-D).G-Di(PiPi] B @)

n—l+k

ak-l t ] .
(n+D)(n+2)...(n—1+k) ; [Ck_l(n 1+k-1).

» ogey Cra(lw)ukl o) =

n—=1+k

(G-C-D+D)...G-DD.(Pie2y Picey)] Bi W)

» oy uCq'(u)= [(1-u)+u]k‘1 oy u Cq'(w)

= 0y [C(I;'l(l-u)k-lu+ Cf_l(l‘u)k-z u2+...+ C'I:j uk] Cl'(u)

n—l+k

O Oy -1 L y i
L ST 2(‘; [C (@ 1-).(n+2-)...(n+k-1-D)).0.(P; - Picp) +

........................ + C) -1k (k- D). G D-(Picke2) P 1) +

n—1+k

C (k). (ik+2)...(-Di(Pie1y - Pid] B (W

Des résultats trouvés, si nous les substituons dans l'expression (39b), nous obtenons
alors les équations des points de contrble des courbes de bord [Cy(u),Cx(u)] sous la

forme:
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@+D)(@+2)...(n+K) ((; - Gis1) + O @-i).(n+1-D)...(n-1+k-D).(Pj1 - Pi) +
{0 [C"" (#1-D).(042-A)... (o (k-1)-D).0(P; - Pi) +
C 014k G-(k-D+Denn-D)(Pice2) - Picae-y)] +

[0 C' {(@+1-0).(n42-0)... (04 (k-1)-D).i(Py-Pi) +

--------------

C::lz (n'1+k'i)-((i'(k'1)+1)---(i'1)-i>-(Pi-(k-2)'pi-(k-1))]} +

oy (-k+1).(i-k+2)...(-1).1.(Pjk-1) - Pix) =0

(40)

pour touti=0, ..., (n-1+k) etk > 1.

Heureusement, aprés un long calcul, on trouve I'équation de barycentre de polygone
de Bézier:

O (P ~Po)+ 0k P -P) = [(@m -9~ X, % Vil = Ve @1)
ou:

o
p=—2 Bi

n+143

T D(m+2).(n+k) 2, (et1-0).(0+240)...(n+(k-1)-D)-i(Pi-Pi.)

i=1

C" ntl
2

V, = I e S (@21 (n43-1)... (04 1+(k-2)-)). (- 1)-1.(Pj.1-Pio2)

i=2

Vi

C" (n-1)+(k—1)
k-1

= TR S Y (- 1ked) (G-R-DAD. (DD (P k2) Piee1)-

=(k-1)




La construction CBDR[(n,m),1] peut &tre donc effectuée par le calcul suivant:

O fixer les points de contrdle [P, P1s - » Pnl dans le plan ¥1, deux points
de controle [y, qm] dans le plan ¥2 et les parametres o; € R avec

i=1,..,k-1)
® calculer o, et oy, dans I'équation (41)

© trouver 3(in-1) quantités scalaires de composants: 3 , 3 5 «+ s (m-1) dans le

systeme (40).

D'ailleurs, pour obtenir le carreau régulier, nous vérifions la condition:

© si les trois points dans l'ordre [P,Po,Pnl sont alignés, on doit fixer:
V=0 (p,-Pp) avec 6>0, a,> 0 et ye [0,1) tel que:
o = (Y0, + ©)>0et [0y, O, o 5 Okl vérifient p(u) > 0.

® si les trois points dans I'ordre [P,,P,Pn] sont alignés, on doit fixer:
V=0 (Py - Po) avec 6> 0, 0 < oy < © et ye(0,1) tel que:
o, = (/) [0 - (1-7) oy] > O et [0y, O, oee 5 O] vérifient p(u) > 0.

© si les trois points dans I'ordre [P, Pp,P] sont alignés, on doit fixer:
Vv=0(p-P, avec 6>0, o >0,etye (0,1] tel que:
o, = [A- Yoy + o] > 0 et [y, O, .. 5 O] vérifient p(u) > 0.

O sinon, V doit se trouver dans l'intérieur de I'angle [(P-Po)s Pos(Pn - P)]

tels que [cy, O, «.. , O] Vérifient p(u) > 0.

Bien que dans la pratique, les expressions générales (40) et (41) ne soient pas utiles
en raison du choix de courbe Cy(u) de degré dix considéré assez €leve, elles permettent
de choisir o; avec au moins cinqg paramétres. Ces derniers nous permettent de

faciliter la construction des surfaces développables sous la forme complexe.
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Dans cette section, nous discutons l'application de la méthode de construction
CBDR[(n,m),1] & ['approximation d'une surface réglée réguliére donnée. Pour la

présenter, nous posons d'abord la position du probleme suivant.

Données : deux courbes paramétriques [I'1(u),I'2(u)] se trouvent respectivement
dans deux plans paralleles différents [¥'1,%2]. Ces deux courbes déterminent
une surface réglée réguliere S(u,v) qui peut étre décomposée sous la forme d'une

suite de carreau [S(u,v)];.

Probléme : trouver une suite de surfaces développables réguli¢res [D(u,v)]; avec
leurs courbes de bord [C;(u),Co(u)]; qui approchent respectivement les courbes de

borde [T'1(u),I"2(w)]; de la suite [S(u,v)]; dans le méme plan [W1,'¥2].

On a défini des carreaux développables sous la forme de carreau de Bézier. En
effet, pour obtenir une solution efficace du probleme exposé, il suffit de réaliser la
suite [D(u,v)]; sous la forme de suite CBDR[(n,m),1];. Cela veut dire qu'on doit
approcher respectivement les deux courbes de bord de chaque morceau [S(u,v)]; avec
les deux courbes de bord CBDR[(n,m),1];. Voila pourquoi, si dans la décomposition
S(u,v) en suite [S(u,v)];, on considére pour chaque morceau [S(u,v)]; déja
suffisamment fin ou approché par CBDR[(n,m),1]; choisi, alors nous proposons la

solution du probléme en quatre étapes de traitement suivant (cf. figure-17):

- T20u)e. CBDR[(n,m),1]}i

[gmIi

[pols Tiiuh

Ciu)i

Figure-17 : Approximation du Carreau Réglé Régulier par CBDR[(n,m),1]

© fixer les quatre points de bord coincidents pour chaque morceau [S(u,v)]; et
CBDR[(n,m),1]; respectivement des points: [Py, Pn: o > mli

® construire CBDR[(n,m),1]; en fixant d'abord des points de contrdle [Py, Po, - »
Pn-1]; de la courbe [Cj(w)]; vers la courbe approchée [I'j(u)]; et, puis, des
paramétres du scalaire [p(u)]; pour que la courbe cherchée [Cy(u)]; puisse

approcher la courbe donnée [I(u)];

93



94

© évaluer le contrdle d'erreur fixé € de différences entre les deux courbes de bord
[T(w),ci(]; et [To(u),cow)]; du carreau approché [S(u,v)]; et CBDR[(n,m),1];

O modifier les points de contrdle ou les paramétres fixés dans 'étape (@) de maniere

que, nous trouvons la surface et I'erreur souhaité.

Dans ce cas, pour déterminer la distance entre deux courbes [I';(u),C;(w)]; dans le
plan W1 et entre deux courbes [I'y(1),Co(w)]; dans le plan ¥2, il suffit d'utiliser la

définition de fonction distance Euclidienne (Eck'93, Bogacki'95):

8 = d(I,¢) =max {[|T(@)-cw]:ue [0,1]}

- -
-

De I'étude de construction et d'approximation des surfaces développables régulieres

présentées, nous obtenons finalement la conclusion suivante:

© La condition C,'(u) = p(u) C;'(u) permet de construire un carreau développable de
Bézier bordé par deux courbes de Bézier Cj(u) et Cy(u). Celles-ci se trouvent
respectivement dans deux plans paralleles différents [\W1,'¥2]. Sile scalaire réel
p(u) posé dans I'équation (39a), est un constant, le carreau défini peut étre sous la
forme cylindrique ou conique généralisée. Sinon, ce carreau est un type de surface

développable engendrée par des tangentes de courbe.

® Pour que le carrean de Bézier défini par la condition C2'(u) = p(u) Cl'(u) soit

régulier, le choix du scalaire réel p(u) doit étre positif.

© 1.a construction d'une suite des carreaux développables [D(u,v)]; qui se définissent
approximativement a partir de courbes [[1(u),2(u)] trouvées respectivement dans
deux plans paralléles différents ['¥'1,¥2], peut étre effectuée par I'approximation
d'une suite CBDR[(n,m),1];. Pourtant, pour obtenir la meilleur forme de surface
d'approximation, on suggére de traiter la continuité géométrique cG? de
raccordement entre les deux carreaux adjacents de Bézier CBDR[(n,m),1]; et
CBDR[(n,m),1];,;.



CHAPITRE V

Pour traiter le probléme du raccordement géométrique entre deux carreaux de
Bézier développables réguliers, nous présentons d'abord les données, la position de
probleme, l'hypothése et l'objectif de cette étude. Ensuite, aprés avoir trouvé
l'expression explicite de condition limitée cG%12 de raccordement entre deux
CBDR[(n,m),1], nous discutons le cas particulier de raccordement entre les deux

carreaux bordés par deux plans paralléles différents [\V'1,'¥2].

Données :@: deux CBDR[(n,m),1] de classe C"22 gécrivent respectivement par
DY(u,v) et DR(u,v), oi:

Dlu,v) = [(1-v) cj@)+v C)F;0<uv<]

el

DR(u,v)

[(1-v) i) +v GR;0<uv<l,
avec deux courbes de bord Cy(u) et C,(u) sous la forme:
ciw =Y p, B/
i=0

et

Cw=2.g B W
i=0

D'autre part, la génératrice et les dérivés partielles de ces deux carreaux sont:
g(u) = Cy(u) - Cy(w);
Diu,v) = ¢j'(w) + v g'(w); D¥(u,v) = g);

D"™@u,v) = ¢;"(w) + v g"(u); et D%@,v) = 0.



Probleme : trouver la condition suffisante sous la forme explicite de continuité
géométrique cG%!2 de raccordement entre deux CBDR[(n,m),1] qui sont bordés

par deux plans paralléles différents [W'1,¥2].

Hzgothése : les deux courbes de bord de ces carreaux sont orientées vers la méme

direction pour toutu € [0,1].

But : construire une suite des surfaces développables [D(u,v)]; continues cGgl?
du type CBDR[(n,m),1]; .

De ces données, nous cherchons successivement la condition suffisante de
continuité géométrique cGO, CG! et CG? de raccordement entre deux carreaux de
Bézier développables réguliers adjacents DL(u,v) et DR(u,v) suivants:

Condition De Continuité CG®
Les deux carreaux de Bézier développables réguliers DL(u,v) et DR(u,v) se
raccordent C° ou CGPY, s'ils partagent un bord de génératrice commune A(v), c'est a

dire:

A() = De1,v) = DR,

[Pn + V(qa - PIE = [Po + V(qo - PI*.

Donc, ils doivent vérifier:

Pt = PR =P
et
(" = [ =q
ou:

[EIE = [GOMR = (= P) orrrrmrmrmminssemesesmmmensesssssssmssssnses (1
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Condition De Continuité CG!
Les deux carreaux de Bézier développables réguliers DL(u,v) et DR(u,v) continus

C! se raccordent CG! si, en chaque point, le long de leur génératrice commune A(v),
leur plan tangent coincide. Cela veut dire que les trois vecteurs [DL“(l,v),

DR“(O,V),A'(V)] sont coplanaires pour tout v € [0,1] sous la forme:
51(v) DM(1,v) + 05(v) DRY0,v) + 63(¥) A'(V) = Oncovovvvvvrrvressssenesnesssnn 2)

ol les trois scalaires [G7(V), 65(V), 63(v) # 0] sont polynomiaux v € [0,1].

Puisque DEu,v) et DR(u,v) sont développables, alors le plan tangent en tout point
de chaque génératrice de ces carreaux doit étre constant (unique). En effet, pour tout
u e [0,1], les trois vecteurs [g'(w), C'(W), g™ et [g'W), ¢;'(w), gWIX sont liés
respectivement (cf. définition-2 dans le chapitre-IIT). On a donc les équations de plan

qui sont valables pour tout u € [0,1]:

Q1 [g'(u) AC1'(u). g(u)]L = [Cr'(w) ACy'(w) . g(u)]L =0 s (3a)
et
Q2:[g'(W) A €@ . IR = [C2W) A Cy'(W) - G@ITN = O (3b)

Or, les deux carreaux de Bézier développables réguliers DL(u,v) et DR(u,v) se
raccordent CG! si, le long de leur génératrice commune A(V), tous les plans tangents

de la forme (2) sont uniques suivants:
Q: o Vi + O3 V45 + O3 g(l)L = S T S S A S B R N S (4a)

ou: Vi=[C'(1) +<5g'(1)]L , Vo =[C1'(0) +c5g'(0)]R avec: 0, 01, Op, 03 € R,
ou bien, les deux plans tangents Q1 et Q2 qui contiennent respectivement la
génératrice g(l)L et g(O)R doivent étre identiques, c'est a dire:

Q: [y Ac(D). gDIF = k. [0 AC(©). §ONR =0 i (4b)

avec k # 0 et k € R. En utilisant 1'équation (1) de la condition CGY, on trouve donc la
condition CG1:

[Cy'(1) A CL(DTE = K. [CR0) A CLOIR oo (4c)
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De cette étude, on peut déduire 1'expression suivante. Puisque, avec la condition
des carreaux développables DL(u,v) et DR(u,v), on a la garantie que les trois vecteurs
[Cy'(1), ¢q'(1), g(l)]L et [C,'(0), C{'(0), g(O)]R sont respectivement liés dans leur plan
tangent unique Q1 et Q2 qui contiennent la génératrice commune g(l)L = g(O)R,
alors, pour obtenir la continuité CG! des deux carreaux continus CGY, il suffit de
Vvérifier les quatre vecteurs [[CZ'(I), Cl'(l)]L, [C5'(0), Cl’(O)]R] trouvés dans le méme
plan tangent Q = Q1 = Q2 (cf. figure-2a,b). Voila pourquoi, en raison de facilité de
traitement CG! entre deux carreaux DY(u,v) et DR(u,v), nous préférons simplifier

la condition de la continuité CG! dans la forme:

[CO TR = [Ky €1'(1) +ky Co (DI i (5)
et
[ O R = [ky ¢;'(1) +ks C(DI

avec chaque couple scalaire [k1, k2] et [k3,k4] s'annulent pas simultanément.

(a) (b)

Figure-2 : Condition cG®!

De la suite de I'équation (5), nous traitons la continuité CG! de raccordement entre
deux carreaux adjacents CBDR[(n,n+1),1] bordés par deux plans paralleles ['¥'1,'¥2].

Supposons DL(u,v) et DR(u,v) sous la forme CBDR[(n,n+1),1] avec la condition
de surface développable [C,'(u) = p(u) C;'()] et p(u) = [0, (1-u) + 0y u] > 0. D'on,
on obtient le systéme des points de contrdle de deux courbes de bord du carreau et
I'équation de barycentre de polygone de Bézier [cf. équation (18) et (24) dans le
chapitre-IV]:
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a) pour CBDR[(n,n+1),1]" :

[@+1) (G - Gir) + 0 @D(Pis1-PD) +o4 OPi-Pi)=0 ]L .................. (62)

avec i=0,1,...,n

et

[t (P -Po) + 01 (Pn-P) = (Quet - qo)I" s (6b)
avec [p = [1/(n+1)]2 pi]L.
i=0

b) pour CBDR[(n,n+1),11% :

[@+]) (Qi - Qir1) + 0 (D(Pis1-PD) +04 D-(Pi-Pi)=0 | Y (72)

avec i=0,1,... n

et

[0 (P -Po) * U Pa-P) = (Que1 ~Go )T e, (7b)
avec [p = [1/(n+1)]2 pi]R.
i=0

D'apres I'équation (5), la condition CG! entre ces deux carreaux est:

[n( P1 -Po) IR = [k @) Pp -Pr1) + ko +D. Qnyy - o [ (8a)
et

[@+D)( q; -Go) IR = [ka @ Pn - Pn1) + ks @+D.( Qne1 - Gn )NE........(8b)
De 1'équation (8a,b), on déduit que, le long de génératrice commune g(l)L = g(O)R, le

systéme (6a) et (7a) ne partagent la continuité CG! que respectivement la dernicre et

premiére équation, c'est a dire:

[@+1) (qpn - Goe1) + 01 (-(Pn - Prc) = 0] [P . (92)

et

[@+1) Qo - 1) + %o MAP1 - Po) = O (9b)
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En effet, pour réaliser une surface CG!, on peut utiliser le traitement suivant:

© construire CBDR[(n,n+1),1]L avec les données des points de contrdle du carreau
[Pos - » Po 9o» 9n +1]L selon la méthode présentée dans le chapitre-IV

@® déterminer les scalaire k1 et k2 dans I'équation (8a) de la condition CGI, pour
trouver le point de contrble [pl]R

© calculer [o,, al]R dans l'équation (7b) avec les points de contréle données
{[Pn 9n 5% P2, - Por +1]®} et le point de contrdle calculé [pl]R

O pour obtenir le point de contrble [ql]R trouvé dans le méme plan tangent avec les
points de contrble [Py_1, Pns > 9n +1]L et [pl]R, utiliser le calcul suivant:
a) substituer 1'équation (8a,b) de la condition CG! dans I'équation (9b) de la
condition développable, nous trouvons les scalaires k3 = o/, k1 et k4 = o, k2
b) déterminer [ql]R en substituant les deux scalaires k3 et k4 dans 1'équation (8b)

R

© calculer les points de contrdle [y, ..., 5] avec les équations (7a) restant, puis,

construire le carré CBDR[(n,n+1),l]R avec ces points de contrdle donnés et les
R

points de controle calculés [P1,q1, - qnl™

Remarque: correspondant a l'étape (@) et (@), pour garder l'orientation de la
direction des courbes de bord de ces carreaux (cf. hypothése du probléme), on suffit
de fixer les scalaires ( k1 >0et k2 > 0) ou (k1 =20 et k2 > 0).

()



s /" L
\‘\ ™.~ CBDRI(3,4),1]
% O

(b)
Figure-3 : Continuité CcG%! Entre Deux CBDR][(3,4),1]

Pour traiter le cas général de la continuité CG' de raccordement entre deux
CBDR[(n,m),1] de condition [Cy'(u) = p(u) C;'(w)] avec le scalaire p(u) fixé dans le
chapitre-IV, il suffit d'utiliser la méme méthode présentée ci-dessus, car, sa

structure est identique.

Condition De Continuité CG?
Les deux carreaux de Bézier développables réguliers DL(u,v) et DR(u,V)

continus C2 se raccordent CG?, si en plus de la continuité CG! entre ces carreaux,
la courbure gaussienne et moyenne ou les directions et les courbures principales de
deux carreaux sont identiques en tous les points sur la génératrice commune A(v). En
d'autre terme, si les plans tangents et les paraboloides osculateurs de ces surfaces se
coincident en tous les points sur cette génératrice. Sous la forme explicite, puisque,
l'équation de leur courbure de gaussienne est identiquement nulle, alors, il suffit
d'utiliser 1'équation de leur courbure moyenne ou, I'équation de leur paraboloide

osculateur suivant [cf. équation (23, 24) dans le chapitre-II]:
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gL = HR

[c;"(DAC(D+v.[C" M)A M) +g () Ac (D] + v2. gD A g' (O]

[LIc/ (DR +2v. [c/(1).gM] +v2.Ig' D - (¢ D.gy* 1> T

[C"(0) A CLO) +V . [C"0) Ag'©0) + & @) A/ @] +V. 8" 0) A g O

(GO +2.v. [c/0). § O +12.IgOF - [c/OZOR P2 T} Lo
ou bien,
LR - ,L
12. [Ex*R = 12 [BEx*T"
(D™ 0,v). np x* 1R = DM Av). Np X215 e (10b)

En raison de la complexité de calcul de l'équation (10a), on préfere analyser

l'expression (10b).

Supposons que l'orientation de ces deux carreaux (vecteurs normaux unités [1’1D]R
et [nD]L) est la méme en chaque point de la génératrice commune A(v). Puisque,
dans le plan tangent unique €, les deux vecteurs [[Cl'(1)+ c g'(Dl, g(l)]L et
[[Cl'(0)+ c g'(O)], g(O)]R sont respectivement indépendants pour tout la valeur
v e [0,1], alors tous les vecteurs tangents A'(v) = I a chacune des surfaces au

point de la génératrice commune A(v) peuvent étre exprimés localement par:

T = . [c/M+o g + 1% [BOIF e (11)

xR [c;O+o gOR + I} [gOR

D'autre part, d'aprés I'équation (4a) de la condition CG!,ona

[c(1) + 6 gD = - (03 /6) [¢(0) + 6 EOR - (o3/01) gD
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Or, on peut écrire la forme (11) de maniere que:

T = (/o) [XI* [¢10) + 6 GOR + [- (0370 X"+ [yI“]. [g(DI"

xIR. [c/©+c gOR + yI*. [gOR

Puisque, selon la condition CGO, on a [g(l)]L = [g(O)]R, on obtient alors la relation
ci-dessous:

xR - (0, /07) [xI"

yIR = -(o3/0p [xIF+[yI"

En effet, pour que, le long de la génératrice commune A(V), les courbures de ces deux
surfaces développables vérifient la continuité géométrique CG2, on déduit, ensuite,

1'équation (10b) sous la forme:

DRW (0,v) . [x2]R = DR™ (0,v) . (5, /)% . 21" = DM (1,v) . [x*-

ou:

DRLlll (O,V) - B DLUU (1,V)

B [c"() + vg (DI

[¢;"0) + vgOR

[(1-v) C{"(0) +vV C2"(O)]R B [(1-v)c,"(1) +v C2"(1)]L

avec B € Ret B> 0.Donc, nous trouvons la condition de continuité CG? de
raccordement entre deux carreaux adjacents DL(u,V) et DR(u,v) suivants:

[ O = B I (DI eirrrerirrreeecseseecssssssosmseneeeesssss s (12)
et
[’ OR = B [c'(DI"

Pour obtenir la continuité CG? de raccordement entre deux CBDR[(n,n+1),1]
continus CG! précédemment traités, on suffit de calculer les deux points de contrdle
[P2s q2]R avec l'expression (12) et la deuxiéme équation du systeme (7a), c'est a dire:
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[(P2- P - P1-PoR = BUPa-Pat) - (Pat - Pra)l™ e (13a)
(CPRT DRI TR DI (¢ MO WEY (¢ AR Y e — (13b)
[@+1) () -G + @ @-D(P2-P1)+04 (Pr-Po) = O i (13¢)

Dans ce cas, on fixe d'abord le scalaire B dans 1'équation (13a) pour trouver [pz]R,

puis, apreés avoir calculé o, et a; avec la forme (7b), on détermine [(;[2]R en utilisant

lI'expression (13b,c).

CRDR{(3.4), ||R A

2
cG
k1l =k2=078 =
p=7 NI -'c";snl"lu "
e & e i
Vi S W W
SO
~ S
y - e
Yl - ~
CBDR[(3,4).1] / T/
=2 —
e I
e ———
— e —
e e S ol e
T
\’ =

Figure-4 : Continuité CG? Entre Deux CBDR[(3,4),1]

De la solution du probleme de raccordement CG%12 entre deux CBRD{(n,m),1]

adjacents , on a donc le résumé:

Résumé:

Soient DV(u,v) et DR(u,v) deux CBDR[(n,m),1] de classe C">2 avec leurs courbes

de bord de la méme direction. Les deux carreaux se raccordent CGo, CG! et CG2

s'ils vérifient I'expression (1), (5) et (12).




CHAPITRE VI

R

Dans cette thése, nous posons le probléme de la définition d'une suite de plaques
Si(u,v) qui s'appuient sur deux courbes de bord données I'j(u) et I';(u) trouvées
respectivement dans deux plans paralleles différents ['V'1,'¥2] a la forme de deﬁmtwn
mathématique de surface développable. La suite définie doit Etre continue CG?
et chaque plaque doit étre sous la forme de carreau de Bézier.

Grosso modo, la méthode de calcul analytique et de quatre points coplanaires
permettent de traiter ce probléme, mais, dans la limite de surface développable sous la
forme simple et naturelle. Ensuite, & cause de la particularité du choix des courbes et
des scalaires réels dans la condition de développabilité de la méthode d'interpolation
de carreau de Bézier, il est en effet difficile de réaliser cette surface de mani€re
approximative. Plus tard, les méthodes restant, c'est a dire la méthode de dualité,
d'approximation isoparamétrique et la méthode de subdivision, en pratique, ne sont pas
utiles pour traiter le probléme en raison de la complexité, de la précision du calcul et
des contraintes de fabrication. Pour cela, nous avons besoins de trouver une solution
satisfaisante et le meilleur compromis possible pour résoudre ce probleme.

A partir de telles courbes, en général, il n'y a pas de réponse positive pour
l'existence de surface développable qui se trouve et se borde par ces courbes. En effet
pour résoudre ce probléme, il est préférable d'appliquer une méthode d'approximation.
Nous la proposons comme suit:

O décomposer [T1(u),[2(uw)] en suite de segments de courbe [I'1(w).I2(W]j qui
définissent les morceaux de surface réglée [S(u,v)];. Chaque morceau [S(u,v)]i
corresponde au probléme de la définition de plaque Si(u,v).

@® approcher chaque couple [I'{(u),I’p(u)]; de courbe de bord [Su,v)]; avec
[C{(u),Cy(w)]; de courbe de bord CBDR[(n,m),1];. Dans le cas ou le morceau
d'approximation CBDR[(n,m),1]; qui définit la plaque Si(u,v) n'est pas satisfait,
décomposer et traiter encore [I"{(u),I'2(u)]; en plusieurs sous morceaux pour que

nous trouvons des morceaux d'approximation souhaités pour la plaque Si(u,v).

© traiter la continuité CG!? pour ajuster les raccordements successives entre deux
CBDR[(n,m),1] définis

O construire les carreaux du traitement (@) et (©) pour réaliser la définition de la
suite de plaque Si(u,v).



Nous apportons, ci-apres, des intéréts de la méthode proposée en faisant la
comparaison avec les travaux existant a la conception du bateau:

© Le scalaire réel p(u) qui nous avons choisi dans la condition de développabilité
CBDR[(n,m),1];, permet de réaliser tout les types de surface développable qui
définit la plaque Si(x,v) bordée par deux plan paralleles arbitraires différents.

® Nous autorisons de fixer le scalaire p(u) de degré k > 2, afin que nous avons
plusieurs paramétres réels fixés qui permettent de faciliter I'approximation de la

courbe [I'1(u),[2(w)]; avec [C1(u),C(w)]; de courbe de bord CBDR[(n,m),1];.

© Nous autorisons de choisir les courbes [Cy(u),Co(u)]j de degré plus €levé, pour que
le traitement d'approximation [I'1(u),I2(u)];j soit efficace.

® Nous formulons la condition de la continuité CG!? de raccordement entre les deux
CBDR[(n,m),1] de maniére simple et, alors, le traitement de calcul de la surface
peut étre plus facile.

Pour valider cette approche, nous avons réalisé un certain nombre de programme
(Annexe-A et Annexe-B). Les illustrations proposées dans ce manuscrit sont issus de
ces programmes.

Du probléme et la solution proposée, nous concluons que la methode
d'approximation en utilisant CBDR[(n,m),1] permet de traiter les surfaces du bateau
sous la forme plus complexe. Dans cette méthode, le polyndme choisi ne doit pas étre
de degré élevé, car chaque plaque Sj(u,v) peut étre traitée en plusieurs carreaux et, en
effet, le calcul peut étre plus simple.

Si les problémes de la modélisation mathématique de plaques Sj(u,v) qui
s'appuient sur I'j(u) et [p(u) dans deux plans parall¢les sont déja traités, il reste alors
le probléme du cas I'y(u) et I',(u) dans deux plans interceptés. Le traitement peut &tre
analogue avec la méthode présentée, mais, il faut que le choix A(u) dans la condition
de développabilité [équation (1) dans le chapitre-IV] soit A(u) # 0. Sinon, il est
possible de construire d'abord une surface développable d'approximation déterminée
par deux courbes dans deux plans paralléles [\'1,'¥2] dont la premiere courbe est
['1(u) dans '¥'1 et la deuxiéme courbe est une courbe d'intersection entre le plan ‘2 et
une surface réglée définie par [I'{(u),I;(u)]. Ensuite, on coupe cette surface
développable d'approximation avec un plan ¥ qui contient I'y(u) pour que la surface
développable trouvée soit bordée approximativement par [I"j(u),I»(u)].
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ANNEXE-A

SURFACE REGLEE S(u,v)
DE COURBE DE BORD POLYNOMIALE DE BEZIER
TRAITEE PAR CBDRI[(3,4),1]

a) Décomposition de Surface Réglée S(u,v) en Trois Morceaux
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¢) Détection d'Erreur Maximum 8 = max { || I'(u) - c(u) || : u € [0,1]}
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d) Courbes de Bord d'Approximation CBDR[(3,4),1]




ANNEXE-B

SURFACE REGLEE S(u,v)
DE COURBE DE BORD POLYNOMIALE DE BEZIER
TRAITEE PAR CBDR][(3,6),1]

a) Décomposition de Surface Réglée S(u,v) en Trois Morceaux
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b) Détection d'Erreur Maximum & = max { || I'(w) - ¢(u) || : u € [0,1]}
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ANNEXE-C

le Plan

© Développement CBDR[(3,4),1] et CBDR[(3,6),1] Sur
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® Application

CBDR[(3.,4),1]

(a) Aile d'Avion Défini Par 8 CBDR][(3,4),1]

(b) Représentation Surfacique d'une Aile d'Avion
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CBDRI[(3,6),1]

CBDR[(3.6),1] \\X\i*

(d) Développement Sur le Plan
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Résumé:

L'objective de cette thése est d'apporter une solution aux problemes de
construction et de raccordement géométrique CG!? de surface développable
réguliere bordée par deux plans paralleles & l'aide des carreaux de Bézier.

Le premier chapitre aborde les problémes de la définition d'une suite des
plaques qui s'appuient sur deux courbes paramétriques données.

Le second chapitre présente l'étude générale et 1'état de l'art sur les surfaces
développables. Ce chapitre permet de situer les outils mathématiques pour
résoudre le probléme et de souligner les aspects les plus intéressants des travaux
existants pour notre probleme.

Le troisitme chapitre est consacré a l'étude de la condition suffisante de
régularité et la classification de surface développable. Le but est d'obtenir une
expression générale de type de surface développable qui permet d'appliquer la
CFAO et, en particulier, de traiter le probléme de la thése.

Le quatriéme chapitre propose la méthode de construction des carreaux de
Bézier développables réguliers engendrés par deux courbes de bord trouvées
respectivement dans deux plans paralleles différents. L'étude porte essentiellement
sur le choix du scalaire réel qui permet de contrdler les deux vecteurs vitesses de
courbes de bord. Cette méthode permet de traiter le probléme d'approximation
d'une surface réglée réguliere bordée par deux plans paralleles.

Le cinquiéme chapitre montre les équations qui caractérisent la continuité
géométrique CGL2 du probléme de raccordement entre deux carreaux de Bézier
développables réguliers adjacents.

Le sixieme chapitre met en évidence des intéréts des méthodes proposées en
faisant la comparaison avec les travaux existants a la conception du bateau.

Mots Clés:

Surface Développable Réguliére, Carreaux de Bézier Développables Réguliers,
Construction, Approximation, Raccordement Géométrique.




