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Notations

Notations

N - ’ensemble des nombres naturels ;

R"(n > 1) - Despace euclidien de dimension n ; on note par R l’ensemble des
nombres réels ;

Q - un domaine de R" c’est-a-dire un ouvert borné et connexe ;

L(f)) - ’ensemble des fonctions sur 2 intégrables Lebesgue ;

LP(Q) = W2P(Q)(p > 1) - 'ensemble des fonctions sur  ayant la p -ieme puissance
dans L'(Q) ;

7 * 7 - n
Ugyoogyoor iozio pozy — la dérivée partielle d’ordre o = )5, a; > 0 avec une

ayfois  aifois  apfois
multiplicité «; par rapport a la variable z; .
WkP(Q)(k € N) - ensemble des fonctions sur 2 ayant des dérivées partielles au
sens des distributions d’ordre inférieur & k dans L?()) ; on note par |o |, la norme de

LP(Q) et par |o|wxr(q) la norme usuelle de WkP(Q) pour k> 1 ; on adopte la notation
H*(Q) = W52(Q) et H}(Q) sera l'espace des fonctions de H'(Q) s’annulant sur le bord.

A - dénote un opérateur elliptique du second ordre de la forme

Au = — Zi(z_j QijUz; )z,

avec des coefficients a;; € L°°(Q) si l'on considére des estimations de type LP(2) ou
a;; € W1*(Q) si l'on veut obtenir des estimations de type W?P(Q). Ces coefficients
satisfaisant aussi la condition d’ellipticité

Zi ;iit'e 2 aslél?
pour tout £ € R™ avec a4 > 0 une constante;

B - désignera en général un graphe maximal monotone sur R x R ;

2R _ Pensemble des sous-ensembles de R ;

Ig - la fonction identique sur R ;

w CC N - un sous-domaine w strictement inclus dans Q : W C Q ;

p.p. Q - signifie presque partout dans ) par rapport a la mesure de Lebesgue;

|A| - la mesure de I’ensemble mesurable A ;

aVb et aAb - signifient respectivement max{a,b} et min{a,b} lorsque a, b € R ;

u(z1,-+-,0,:--,2x) — le symbole o sous un argument dénote une variable courante
les autres variables étant fixées ; on note aussi par uo v la composition de deux fonctions
u, v composables;

[u = v] - lensemble {z € Q : u(z) = v(z)} lorsque u, v sont des fonctions
définies sur  ; selon le contexte on met aussi entre parenthéses droites une indication
bibliographique ou une justification ;

(u,v)o — dénote la valeur [,uvdr lorsque wv € L'(Q) et dz la mesure de
Lebesgue ; on va noter souvent (u,v) siil n’y a pas danger de confusion ;

fq u — signifie la valeur [, udz lorsque u € L*(Q) ;

”convergence 3 une sous-suite prés” — on sous-entend que la convergence (avec un
sens 3 préciser selon le contexte) a lieu & une sous-suite extraite pres

A —marque la fin de ’énoncé d’un théoréme, d’une démonstration, d’un commentaire
etc.



Introduction

Introduction

On sait que si les coefficients de |'opérateur elliptique du second ordre A sont assez
réguliers et f € L2(Q), le probléme de Dirichlet admet les formulations équivalentes :
inégalité variationnelle

{(Au—f,v—u)ZO Vve H(Q)
u € H}(D)

équation fonctionnelle

{ Au=f p.p. Q
u=0 sur 0S) . . .
On peut perturber le probléme de Dirichlet selon la formulation considérée.

On remplace I'ensemble HJ(2) par un convexe non vide K C H}(S2) et on s'intéresse
3 l'existence et a la régularité de la solution de I'inégalité vanatlonnelle correspondant 3 K
(perturbations variationnelles).

Dans I'équation fonctionnelle on ajoute une fonction ou un opérateur dependant de u
et on étudie I'existence et la régularité de la solution de I'équation perturbée (perturbations
fonctionnelles).

Si la perturbation fonctionnelle est une fonction monotone croissante ou un graphe max-
imal monotone par rapport a la solution on parle d’une perturbation monotone.

Il peut arriver que I'inégalité variationnelle perturbée équivaut a une équation fonctionnelle
perturbée. C'est le cas par exemple de certaines perturbations monotones croissantes.

Si le convexe K de l'inégalité variationnelle perturbée et I'équation fonctionnelle per-
turbée dépendent d’un ou plusieurs paramétres on dit qu'il y a perturbation paramétrique.

Bien siir, au lieu du probléme de Dirichlet on peut utiliser tout autre probleme admettant
des formulations fonctionnelles ou variationnelles.

Dans le premier chapitre nous étudierons des perturbations monotones multivoques et
dépendantes du domaine (fortement non linéaires), le second chapitre traite des perturbations
monotones et paramétriques, tandis que dans le chapitre 3 on s'intéresse a des perturbations
variationnelles paramétriques (non nécessairement du probléme de Dirichlet) correspondant a
des probléemes non locaux.

Lorsque l'unique paramétre ¢ de la perturbation paramétrique est dans (0,00), alors on
appelle équation limite I'équation obtenue pour la valeur ¢ =0 ou ¢ =00

Si dans un espace approprié (espace de convergence) |'équation limite admet une
solution limite et la solution perturbée converge vers la solution limite lorsque ¢ — 0 (ou
€ — 00 ) alors on a des perturbations réguliéres.

Si une des situations suivantes arrive : le probléme limite n'admet pas de solutions (par
rapport 3 I'espace de convergence considéré) ou bien la solution perturbée ne converge pas vers
la solution limite lorsque ¢ = 0 (ou € — 0o ), alors on a des perturbations singuliéeres.

Notons que l'on admet des espaces de convergence ayant comme support un sous-
ensemble du domaine €1 et que notre notion de perturbation singuliére est relative a |'espace
de convergence considéré. Lorsqu’on prend un espace de convergence ayant comme support le
domaine Q et ou il y a perturbation singuliére, il se peut que le méme espace de convergence
défini localement sur @ admet des perturbations réguliéres et en ce cas il y a phénomene de
couches limite. On peut avoir aussi la situation oli le méme espace de convergence induit des
perturbations singuliéres sur le domaine entier mais des perturbations réguliéres sur une partie
du domaine.

L'intéret des considérations 3 venir est d'obtenir des espaces de convergence ol il y a
perturbation réguliere.

Une classe importante de perturbations réguliéres est obtenue par la méthode de péna-
lisation au sens de [Lions[2]] ou [Sibony]. Si X est un espace de Banach réflexif ayant pour



Introduction 7

dual X*, K un convexe fermé de X, f € X*, on cherche u € X solution de I'inégalité
(Au — f,v —u) > 0 pour tout v € K. Lorsque K admet fa forme K = {v € X : Bv = 0}
avec B un opérateur monotone et hemicontinu, A est un opérateur hemicontinu et elliptique,
alors le probleme pénalisé c¢Au. + Bu. = ¢f avec u. € X admet une solution unique et I'on a
une perturbation réguliére avec I'espace de convergence X fort car u. converge vers u dans
X fort lorsque ¢ tend vers 0. On remarque que la résolution de I'inégalité variationnelle avec
des contraintes est convertie en la résolution des équations fonctionnelles en obtenant |'existence
et la régularité de la solution par passage a la limite.

Lorsqu’on approche une équation fonctionnelle par des équations plus faciles a manier
du point de vu de I'existence et de la régularité, on se place dans le cadre de la méthode de
régularisation au sens de [Lions[2]] et pénalisation au sens de [Kinderlehrer et Stampacchia].
Dans toute la suite lorsqu’on évoque une pénalisation on va la sous-entendre en ce dernier sens.

En réalité les pénalisations sont souvent des perturbations paramétriques avec un pa-
ramétre implicite comme par exemple la régularisation Yosida lorsqu'on étudie des problémes
semilinéaires et multivoques.

Une pénalisation fréquemment utilisée dans ce travail consiste 3 considérer I'équation
cAu, + B(ue) = f € L?(Q) avec u. € HJ(Q) et de regarder le comportement de cu,, ue

dans certains espaces de convergence avec introduction du probléme limite Au + 8(u) 3 f ol

u € H}(2) et B est le graphe maximal monotone le plus proche de (3 et constant sauf a
P'origine.

D’abord on établit des résultats d’existence et de régularité concernant les perturbations

monotones et fortement non linéaires.

Chapitre 1

Section 1.1 On donne une démonstration de I'inégalité de Poincaré pour avoir une constante
de I'inégalité dépendant seulement du domaine. Cette constante sera souvent impliquée dans nos
constantes explicites et dans certaines situations, si une estimation est obtenue dans un espace
LP(2) avec un bon contrdle de la constante de I'estimation, on peut faire tendre p vers l'infini
pour avoir une estimation uniforme (voir I'exemple 2.9.2).

Section 1.2 On montre un résultat de coercivité dans LP(2)(p > 2) d’un opérateur elliptique
du seconde ordre A : ona (Av,p(v)) > Clv|P pour tout v € H} () avec ¢(v) =vfv|P~2 €
H}(2) et la constante C indépendante de v mais dépendante de la constante de l'inégalité
de Poincaré ci-dessus.

Ce fait va nous permettre de développer une méthode de monotonie dans les espaces
LP(Q2) analogue 3 celle avec p = 2 devenue classique [Lions[1]].

Aux théorémes 1.2.2 et 1.2.3 on étudie la stabilité dans L?(Q2) et W2P(Q) de la solution
du probléme de Dirichlet avec une perturbation monotone. Si u; € LP(2) N Hy(S) sont les
solutions des équations Au; + B(u) 3 fi € LP(Q), alors |uy — uz|, < C7V|f1 — fal, avecla
constante explicite C ci-dessus et on parle de stabilité. Avec cet outil on sera un mesure de
comparer systématiquement des solutions perturbées.

On rappelle aussi le résultat de [Brézis[1]] (théoréme 1.2.4) : si le probleme de Dirichlet
est perturbé par un graphe maximal monotone 3, alors on a une régularité u € W2P(Q) pour la
solution avec l'estimation |f — Aul, < |f|, . Ce fait va nous permettre de travailler dans beau-
coup de situations avec des perturbations monotones multivoques méme dépendantes
du domaine, via la théorie sur I'existence et la régularité exposée dans la section 1.4.

Section 1.3 On rappelle d’une part un résultat concernant l'existence et la régularité d’ordre
supérieur pour la solution du probléme de Dirichlet basé sur un résultat de [Simader[1]] et d’autre
part un principe du maximum faible pour les perturbations monotones.

Section 1.4 On s’occupe du point de vue de I'existence et la régularité de la solution u €
H}(Q) de ’équation semilinéaire fortement non linéaire Au + 3(z,u) 3 f € LP()
avec ((z,0) un graphe maximal monotone tel que 0 € §(x,0) p.p. T €.
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Dans cette introduction on omet des conditions de mesurabilité sur G qui seront intro-
duites dans le travail développé.

L’existence de la solution u € H}(§2) du probléme étudié au théoréeme 1.4.1 est due a un
résultat de [Brézis[8]]. Si la fonction monotone multivoque dépendante du domaine 3 sépare , a
une addition de fonctions b; € LP(2) prés, deux fonctions monotones indépendantes du domaine
Bi, B1+ by > B(z,0) > B2 + by, alors les solutions u, u; des problemes correspondantes aux
fonctions 3, B; vérifient u; < u < uy en utilisant le principe du maximum. Les solutions u;
sont dans W?2?(Q) [BreZ|s[1]] et bornées a I'aide des mjectlons de Sobolev. On déduit que la
perturbation monotone f(o,u) est bornée dans LP(Q) d'oll la régularité WHP(Q) de u en
tant que solution d'un probléme de Dirichlet. Notre technique est un mixage d'une approche
variationnelle de [BreZIs[S]] d’un bon contrdle de la régularité lorsque (3 est indépendante du
domaine et du principe du maximum.

On observe une certaine analogie avec la méthode des sous- et sur-solutions au sens de
[Amann] : i I'aide du principe du maximum u; sera une sous-solution et u; une sur-solution
du probléeme étudié. Dans ce contexte nous allons traiter aussi des problemes avec (o)
non monotone et univoque car en ce cas on peut encore assurer |'existence des sous- et sur-
solutions lorsque B(z,0) est dominée par deux fonctions (1, B2 croissantes et indépendantes du
domaine (voir théoréme 1.4.7 et 1.4.8). Notre approche permet aussi d'aborder les perturbations
multivoques monotones et indépendantes du domaine.

Pour le cas multivoque on considére les pénalisées Yosida [x(z,0), Bix des graphes
maximaux monotones ((z,0), B; avec les solutions uy, u;» des probléemes perturbés corre-
spondants. En notant que la pénalisée Yosida laisse invariant I'ordre quand le paramétre A est
fixé, on aura By +by < Ba(z,0) < Bia+b; lorsque B2 +by < B(z,0) < B1+by . Ceci permet
d’appliquer le théoréme 1.4.1 et ensuite de passer a la limite quand A tend vers 0 dans l'esprit
de [Brézis[1]] car on dispose de bonnes estimations sur les perturbations monotones impliquées.
On donne une estimation ponctuelle pour f — Au avec un bon contrdle des constantes par
rapport aux données du probléme. Si de plus 0 sépare les graphes maximaux monotones f3;,
on donne une estimation ponctuelle pour la perturbation monotone ((o,u) avec des constantes
indépendantes de (3.

Au théoréeme 1.4.3 I'hypothése introduit une notion de proportionnalité pour les graphes
maximaux monotones qui reste invariante sous l'action de la pénalisée Yosida.

Si la fonction monotone univoque (3 dépendante du domaine sépare, a une addition
de fonctions g;, h; € LP(Q) pres, deux fonctions B; monotones proportionnelles (au sens
ci-dessus) et indépendantes du domaine, alors on obtient une estimation de la perturbation
monotone (3(o,u) dans LP(f) avec une constante explicite indépendante de 3, B;. On utilise
des multiplications bien choisies (spécifiques aux méthodes de monotonie utilisées dans ce travail)
et 3 I'aide des proportions sur les fonctions 3, §; on obtient des estimations dans LP(2) pour
toutes les perturbations monotones impliquées.

Si la fonction monotone multivoque (3 dépendante du domaine sépare, a une addi-
tion de fonctions g;, h; € LP()) prés, deux graphes maximaux monotones proportionnels
et indépendants du domaine [; (théoréme 1.4.4), alors on obtient une estimation ponctuelle
de f — Au dans LP(Q2) avec une constante explicite indépendante de 3, G;. Comme l'ordre
des graphes maximaux monotones et la proportionnalité utilisée restent invariants sous I'action
de la pénalisée Yosida, le résultat s’ensuit via un passage a la limite comme au théoréme 1.4.2.

On peut aborder les problémes des théorémes précédents par une méthode classique com-
binée avec le principe du maximum (théoréme 1.4.5). L'idée est de montrer qu'une certaine
inégalité variationnelle du type F(v) > F(u) pour tout v € H}(Q) avec F une fonctionnelle
(non nécessairement convexe) semicontinue inférieurement admet une solution u € H} (Q)
de prouver que cette solution vérifie aussi notre équation et enfin améliorer la régularité via
le principe du maximum. L'existence de la solution de I'inégalité variationnelle est due a des
résultats classiques. Le passage a la limite est plus délicat car la fonctionnelle F' n’est pas forcé-
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ment dérivable au sens Gateaux. Le travail avec des fonctions multivoques nécessite certaines
précautions sur la différentiabilité des fonctions convexes impliquées ce qui nous oblige d'imposer
aux fonctions définies sur le domaine 0 d’avoir I'ensemble des valeurs dans un compact fixe.
Une condition suffisante pour que la solution u € H3() soit bornée est la continuité réalisée
lorsque n = 1 via les injections de Sobolev. La régularité de la solution est une conséquence du
fait que la domination du graphe maximal monotone (3 dépendant du domaine par deux graphes
maximaux monotones indépendants du domaine implique la domination de la solution u par
deux fonctions continues et bornées d'oli par "feedback” ((o,u) sera bornée dans L?(f2).

Lorsque B(z,0) est non monotone et univoque (théoreme 1.4.6), on utilise la méme
technique qu'au théoréme précédent en notant que la fonctionnelle F' n’était pas exigée convexe
et un regard attentif montre que la continuité des fonctions §(z,0), G; est suffisante pour rendre
la perturbation monotone 3(o,u) bornée dans LP(Q2).

On travaille avec 8 non monotone et dominée par deux fonctions croissantes 3; . Dans
ces conditions on se place dans la théorie des sous- et sur-solutions via [Kazdan] et on obtient
I'existence et la régularité W2P(Q). Nous donnons une estimation avec un bon contrdle de la
dépendance des constantes par rapport aux perturbations impliquées. Ce fait va permettre le
traitement du cas ol B(z,0) est discontinue (voir théoréme 1.4.10).

Pour établir le théoréme 1.4.8 on multiplie I'équation étudiée par des fonctions de la
forme Oj(u) ol j est une fonction convexe positive. On obtient des estimations du type
JogoBa(+ut) < Joi(f—b2) et [oioB(—u) < [ i(f—b1) lorsque Br+by < B < B+
avec f; croissantes et indépendantes du domaine. Notons que [(z,0) n’'est pas supposée
croissante. L’idée des multiplications de ce type remonte i [Brézis[9]]. Il y a ici une certaine
filiation avec les espaces de Orlicz.

Au théoréme 1.4.9 on suppose (3 univoque, continue, croissante telle que G(R) =R et
soit u € HY(Q) la solution du probléme Au + B(u) = f € LP(Q) . Si il existe un 8 € (0,1)
tel que f est situé dans l'espace de Orlicz associé a la fonction convexe (87). qui est la duale
de la fonction convexe ; telle que 3 = 3;j et j(0) =0, alors on obtient une estimation de
la forme |u[;1q) < C ol C est une constante indépendante de u, A. Mé&me si au théoréme

1.4.10 on obtient une estimation identique sans contraintes sur f € LP(Q), l'intéret de ce
résultat vient du fait qu'on met en évidence les espaces de Orlicz comme adéquats pour obtenir
des estimations sur u dans L!(Q).

Lorsque B(x,0) non monotone est continue dans un ouvert mais discontinue sur R on
suppose 'existence d'une suite régularisante B.(z,0) approchant uniformément ((z,0) dans
tout compact ol (3(z,0) est continue (théoréme 1.4.9). Si la suite régularisante rempli les
conditions du théoréeme 1.4.8 en étant dominée par des fonctions monotones indépendantes de
e, alors on aura une estimation dans LP?({)) avec une constante indépendante de & pour
Be(z,ue) ol u. est la solution correspondante a la perturbation S(z, o) . Dans ces conditions
on peut passer a la limite en utilisant le fait que la convergence uniforme des 3.(z,0) équivaut
3 la convergence continue dans un compact ol la fonction G(z,0) est continue et que la
limite faible LP coincide avec la limite ponctuelle. On obtient que la suite u. converge dans
W2P(Q) faible vers la solution u € Hj(Q2) N W2P(Q) du probléeme Au + B(o,u) = f p.p.
dans  — S(u,B3) ot S(u,B) est la fermeture de I'ensemble {r € Q : u(z) € S;(B)} avec
Sz(8) I'ensemble des discontinuités de la fonction [(x,0) qui est continue dans un ouvert.
La remarque 1.4.9 montre que I'hypothése du théoréme 1.4.9 est consistante car on donne une
situation ol |'on peut construire une suite régularisante.

Chapitre 2

Section 2.1 On procéde 3 une identification formelle dans I'équation Aeu. + B(u.) =
f en supposant que la solution u. admet un développement asymptotique en fonction du
paramtre €, i. €. Us = Y peo ure® et la perturbation monotone (B un développement
asymptotique autour de 0. On utilise quelques outils du calcul formel comme la puissance
d’une série infinie.
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On verra dans la suite que lorsque (3 est non bornée le comportement asymptotique
analytique suit le comportement asymptotique algébrique de u. a l'intérieur de 2.

Section 2.2  Soit le probléme pénalisé cAu, +G(u.) = f € LP(Q)(p > 2) avec u. € HY(R)
et 4 non bornée telle que F(R) =R . On montre que ce probléme admet une solution unique
ue € W2P(Q) et lorsque ¢ tend vers 0, cu. converge dans W2?(Q) fort vers 0 et [(uc)
converge dans LP(2) fort vers f.

Section 2.3 Lorsque up = B71(f) € H{(2) on montre via une méthode de monotonie
classique que u. tend vers uo dans H}(S) fort quand ¢ tend vers 0. Ce résultat est obtenu
dans [Lions[1]] au cas ot 3 = 1R, la condition coercivité sur 3 étant essentielle. On s’apercoit
donc que le résultat persiste sans condition de coercivité sur 3. A remarquer "I'égalisation” des
espaces de u, et de up, ona u, € H}(Q) 3 up. Dés que les espaces de u. et de up sont
différents (3 une fermeture prés) la convergence de u. recule a l'intérieur du domaine. C'est la
un phénomene spécifique aux problémes de ce type.

Si up € W2P(Q)N H}(Q) on obtient des estimations pour u. dans LP(2) a I'aide des
résultats de stabilité. On a la convergence forte dans LP(Q)(p > 2) sans vitesse de conver-
gence lorsque (3 n'est pas supposée lipschitzienne mais on contréle trés bien la convergence de
cu. et de la perturbation monotone [((u.) lorsque [ est lipschitzienne.

Si up € W2P(Q2) N L>°(9N) alors on montre que la suite u. converge vers up dans
L?(2) fort. La technique utilisée consiste a obtenir la convergence presque partout par
une approche variationnelle et ensuite dominer la suite via le principe du maximum ce qui
permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Si uo € L*™(2) on obtient la convergence de u. vers up dans LI(Q2) fort avec ¢ > 1
par la technique précédente.

Lorsque ug € L®(w CC ) alors u, tend vers up dans Lfgc(w). Les ingrédients de

la démonstration sont le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, la commutativité d'une
fonction croissante, continue et impaire avec la norme |o]., et le comportement de cu., B(uc) .
On remarque que la nature bornée de (3 n'est pas impliquée ce qui va nous permettre d'établir
une version (théoréme 2.10.7) avec 3 bornée.

La démonstration du théoréme 2.3.5 est basée sur les estimations du théoréme 1.4.8. Ces
estimations ne dépendent pas de l'opérateur ¢A et permettent d'avoir une estimation de la
forme |u.|, < C avec C une constante indépendante de ¢ lorsque |B71|P est convexe.

Il serait intéressant de savoir si u. converge toujours vers ug € LP(2) dans LP(Q2) fort
lorsque f € LP(Q).

Section 2.4 Dans cette section on suppose [ coercive (pour une introduction de ce concept
voir les préliminaires 2.2).

On montre d'abord que si ug est dans l'espace H3(Q)NW?2P(Q) de u., alors u, tend
vers ug dans W“’(Q) faible lorsque ¢ tend vers 0. Les outils de la démonstration sont les
résultats de stabilité des théoréemes 1.2.2 et 1.3.1. On note que (3 est a la fois coercive et
lipschitzienne.

Si wo, u; = _F% sont dans I'espace H}(Q)NW2P(Q) de u. et [ est coercive et

lipschitzienne, alors (u. —ug)e~! tend vers u; dans W2P(Q) faible lorsque € tend vers 0.
La technique utilisée peut étre adaptée pour reconstituer d'une maniére analytique le développe-
ment algébrique obtenu lors de l'identification formelle (voir le théoréeme 2.1.1 et la remarque
24.2). Le cas B = 1g a été étudié intensément dans la littérature. Des résultats de ce type
mais via une approche différente (perturbation opératorielle) sont obtenus dans [Huet .D[2]],
[Friedman A.[2]], [Ton B.Al, [Tanabe H.], [Visik M.J. and Liusternik L.A.].

Enfin, on note que I'on peut affaiblir la notion de coercivité globale sur 3, en supposant
seulement (3 coercive en dehors d'un compact, pour avoir une estimation de type |uc|, < C
et la convergence forte de u, vers up dans les espaces L9(f)) avec ¢ <p.

Section 2.5 Dans cette section on suppose 3 localement coercive.
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Si up € W?(Q) alors u. converge vers ug dans L°(Q2) quand ¢ tend vers 0. On
utilise le fait que, avec des fonctions de comparaison bien choisies, le principe du maximum
s’applique pour un paramétre suffisamment petit € et on tire une estimation ponctuelle
dans Q, estimation qui est aussi uniforme a I'intérieur du domaine. Pour établir les comparaisons
nécessaires on a besoin de la propriété suivante que 3 vérifie : une fonction localement coercive
est coercive dans tout compact de R. Le concept de coercivité locale subsiste aussi pour
les fonctions bornées ce qui permet d'utiliser cette technique pour I'étude des perturbations
singulidres bornées (voir les théorémes 2.10.1-2.10.4).

Lorsque ug € W2°°(Q) 3 u; alors %s=%2 converge vers u; dans L3°(2) quand ¢
tend vers 0. La méme technique. Un raffinement des fonctions de comparaison sur des domaines
emboités permet, en utilisant le théoréme précédent, de récupérer I'estimation uniforme pour
(ue — ug)e™! 2 l'intérieur du domaine.

Si ug € W3®(Q) > u; alors les résultats locaux des théorémes précédents suffisent

pour améliorer les convergences considérées. Ce fait est aussi possible grice a la structure de
I'équation pénalisée : Au. = (B(uo) — B(uc))e™! puisque le contrble de Au. est ramené au
controle de (ue — ug)e™! et de u. .
Section 2.6 On donne une identification formelle dans I'équation Aeu. +3(uc) = f en
supposant que la solution u, admet un développement asymptotique en fonction du paramétre
Vi e Ue = I pe_y ure® et la perturbation monotone B un développement asymptothue
autour de —oo, 0, +oo. On utilise quelques outils du calcul formel comme la puissance et
I'inversion d’une série infinie.

On verra dans la suite que lorsque 3 est bornée le comportement asymptotique analytique
de u. suit le comportement asymptotique algébrique de u. au sens suivant :

A lintérieur de [u—; > 0] le comportement de u. est réglé par le développement
asymptotique de (3 autour de +oo,

A lintérieur de [u—_; = 0] le comportement de u. est réglé par le développement
asymptotique de § autour de 0,

A lintérieur de [u—; < 0] le comportement de wu. est réglé par le développement
asymptotique de 3 autour de —oo.

En fait, I'identification formelle est un bon support intuitif pour dégager la théorie qui
suit.

Section 2.7 On étudie le probleme pénalisé cAu. + B(u.) = f € LP(Q)(p > 2) avec
ue € Hy(2) et 8 bornée.

On montre que ce probléme admet une solution unique u. € W2?(Q) et lorsque ¢ tend
vers 0, eu. converge dans W2P(Q) fort vers u la solution du probleme limite

_ B(~co) t<0
Au+ B(u) > f € LP(Q)(p > 2) avec B(t) = { €[8(—),B(+)] t=0
{ueﬂé(ﬂ) . ﬂ([-l-c()o) ) fkee) t>0

ol B(—o00) € (—00,0] et B(+00) € [0,00) .

Sur la différence eu. — u on a un peu mieux, a savoir cu. — u converge vers 0 dans
W?29(8) fort pour tout ¢ > 2.

En ce qui concerne la perturbation monotone, (3(u.) converge vers f— Au dans L(§)
fort avec g > 2 lorsque ¢ tend vers 0 et on a les estimations |B(u.)|, < |f — Aul,
|f = Aul, <171,
Section 2.8 Si 8 est bornée on note d'abord que I'ensemble [u = 0] peut étre non vide et
de mesure non nulle méme dans les régions ol f est non nulle. Nous donnons plusieurs critéres
pour avoir une zone libre [u = 0] avec intérieur non vide en utilisant d’une part, une technique
proche de la théorie du potentiel et d'autre part une approche variationnelle basée sur
I'estimation |f — Aul, < |f], .
Section 2.9 On commence par estimer le taux de la convergence de eu. vers u lorsque



Introduction 12

¢ tend vers 0. Pour cela on utilise deux méthodes différentes. La premiére consiste a utiliser
une méthode de monotonie proche de celle de [Lions[1], [2]] et [Brauner et Nicolaenko] en
procédant 3 des décompositions successives de domaine selon le signe de la solution limite u en
notant que la structure de Au est aussi réglée par le signe de u ; un outil essentiel pour obtenir
les estimations étant la propriété de coercivité LP(Q) que A vérifie : (Av,p(v)) > C |v]} pour
toute fonction v € H}(Q) telle que ¢(v) = vjv|P € Hy(R) et C une constante indépendante
de v. La deuxitme méthode est basée sur le principe de maximum avec |'utilisation de
fonctions barriéres bien choisies et discussion des comparaisons en fonction du signe de u .
Dans les deux cas le comportement asymptotique de 3 autour de Foo est essentiel.

On obtient que |eu, —u|, < Ce'F si 3 admet un comportement asymptotique d’ordre
q autourde oo et p—q€N.

Avec la premiére méthode on obtient aussi que u. converge vers up dans L°(w CC
[u = 0]) fort pour tout s < q—1 lorsque ¢ tend vers 0 et ug € L>(w).

Section 2.10 Quand ug € W%*([u = 0]) (on comprend en ce cas par [u = 0] son intérieur
non vide) on utilise une technique basée sur le principe du maximum en présence de petit
parametre ¢ et qui comporte sept temps :

1. On introduit les fonctions d'approximation u ou dans I'esprit de la théorie du potentiel,
fonctions barriéres, 3 I'aide de la fonction réguliere ¢ . Les fonctions barriére sont indépendantes
de ¢ dans le sous-domaine w CC [u = 0].

2. Les fonctions d'approximation sont de classe W% °°([u = 0]) et encadrent u. surle
bord 8[u = 0] et uo uniformément dans [u = 0].

3. Puisqu’on connait le comportement de cu. lorsque ¢ tend vers 0, notamment que
eu. tend uniformément vers 0 dans [u = 0] , on voit que Aul tend vers 0 lorsque ¢
tend vers 0. Ceci est possible aussi parce que la construction des fonctions d’approximation
utilise d'une facon linéaire la seule quantité dépendant de ¢ qui est la norme |u5|Lw([u=0]),
une constante.

4. Comme [ est localement coercive on peut établir des comparaisons qui vont servir
de support au principe du maximum. Le fait que (3 est coercive sur tout compact de R est
essentiel pour maintenir les inégalités pour ¢ suffisamment petit mais strictement positif.

5. Le principe du maximum s’applique pour ¢ petitet'ona u} > u. > u; p.p. [u=0].

6. Comme les fonctions barrieres sont indépendantes de ¢ dans w et elles encadrent
uniformément ug , on obtient que |u. — ug| < pour ¢ petit.

7. Il reste 3 faire tendre § vers 0 ce qui force la convergence uniforme de u. vers ug
dans w lorsque ¢ tend vers 0.

On obtient d'abord que u. converge vers ug dans L% ([u = 0]) lorsque ¢ tend vers
0 avec up € W2([u = 0]). Si uo € W?®([u = 0]) > u; on montre que (u. — ug)e™"
converge vers u; dans L°|?)c([u = 0]) et on améliore la convergence de u. vers wug dans
Wit ([u = 0]).

Une autre approche (théoréme 2.10.8) consiste a utiliser des multiplications du type
0j(uc) ol j est une fonction convexe positive arbitraire ayant le sous-différentiel lipschitzien.
Comme on connaft le comportement de eu, et 8 est bornée, on obtient des estimations de la
forme limsup, o [, (B(uc)) < [, j(f — Au) pour tout domaine w C Q de classe w € C1!.
Lorsque w C [u = 0], up = B71(f) € L=(w) et |87!|P < j pour une fonction convexe j,
on est en mesure de donner une estimation sur u, dans LP(w). Il y a une certaine filiation
entre ce résultat et les théorémes 1.4.9 et 2.3.5, le travail de [Brézis[9]] et les espaces de Orlicz.

Ce résultat confirme la tendance de u. vers ug dans [u = 0] lorsque ¢ tend vers 0.
Section 2.11 C'est le début de I'étude du probléme pénalisé avec 3 tronquée.

Dans ce cas le théoréme 2.11.1 montre que u.— % est uniformément bornée. On obtient
via le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et le comportement de la perturbation
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monotone, qu'il y a convergence forte (3 une sous-suite prés) dans les espaces L9(w C [u = 0])
lorsque ug € LY(w) .

Toujours avec B tronquée on arrive 3 obtenir la convergence locale de u.—% respective-
ment dans les espaces W2 ([u > 0]) et W% ([u < 0]). La technique exposée au théoréme
2.11.2 permet de localiser les points limites seulement par la condition Auy =0.

En imposant la condition ug € H}(2) au théoréme 2.11.3, on montre que u, — ¥ —ug
est bornée dans H}(R2) et on arrive 3 contrdler la vitesse de convergence de (3(u.) dans L?*(Q)

par ¢3 . |l serait intéressant de savoir, en se rapportant au théoréme 2.2.1 et les commentaires
2.2, si il n'y a pas de convergence forte dans H3(Q) pour u.— 2. La condition uo € W4(Q)
transpose les convergences dans L%(Q2) en convergences dans L"(Q) (voir en ce sens le théoréme
2.3.2 ol B est non bornée). La technique utilisée est basée sur la méthode de monotonie
ol le théoréme 1.2.1 est indispensable. Ce résultat est un analogue des théorémes 2.3.1 et 2.3.2.

Le théoréme 2.11.4 introduit le premier invariant.

On suppose que 3 admet un comportement asymptotique d'ordre ¢ autour de +oo.

On rappelle quelques théorémes pour mieux saisir |’hypothése invariante dont il est ques-
tion. Cet invariant s'impose aussi par la démonstration naturelle du théoréme 2.11.5. Si on
regarde I'hypothése de base de ce théoréme, que les problémes (¢ > 0)

ue <ug+ % fu>0]
up = B7H(f) [u=0]
ue < up + % [U < 0]
admettent une solution uo € Hj(f) indépendante de ¢, on voit qu'elle se retrouve sous des

formes spécifiques dans chaque résultat cité.
On établit les estimations

lue — o — 2| 1y S C
1 Hy(Q) —
uo € Hy(1) = { |ﬁ B (uo + )|2 < C (si 8 lipschitzienne)
, ) |u5'_ Uo — El ¢
Ug € H(}(Q) N VV2 Q(Q) NnL (Q)(q 2> 2) B0 { I,B (UO + )|q < C (SI ﬂ |ipSChitZ-)

pour diverses constantes C indépendantes de ¢ .
La démonstration est une extension de la preuve du théoréme 2.11.3.
Le théoréme 2.11.5 introduit le deuxiéme invariant.
On suppose toujours que B admet un comportement asymptotique d'ordre ¢ autour de

On voit que I'hypotheése de base : + € L9([u # 0]) et le probleme

ug >0 dans [u > 0]
HX(Q)NWH(Q) 3 up{ uo =B71(f) dans{u=0]
up <0 dans [u < 0]

admet une solution ug, se retrouve sous des formes diverses dans les théorémes cités.

Des conditions particulizrement contraignantes sur u (1 € L7([u # 0]) ) mais naturelles
si on regarde l'identification formelle selon le théoréme 2.6.1 ol ;1; intervient dans les coefficients
du développement.

Dans ces conditions on a les estimations
U u
ue—uo——| <C , |ue—uo— = <C
€lg elHA(D)

et lorsque [ est lipschitzienne
u L
|B(ue) - Bluo + 2)| < eic

pour diverses constantes C indépendantes de ¢. La démonstration est un mixage de la mé-
thode de monotonie et le principe de maximum.
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Les résultats consécutifs aux deux invariants rappellent I'identification formelle (théoréme
2.6.1).

On peut confronter les résultats de cette section avec le théoreme 2.9.4, les commentaires
2.9 et l'identification formelle (théoréme 2.6.1 et commentaires 2.6). Si le nombre de coefficients
non nuls dans le développement asymptotique de 3 autour de +oo diminue, alors I'exponent
~ qui dirige la vitesse de convergence de cu. —u dans L(2), augmente. C'est la tendance de
tous les résultats concernant eu. — u . Le meilleur résultat est obtenu lorsque [ est tronquée
donc tous les coefficients d'ordre supérieur 3 1 sont nuls dans le développement asymptotique
de 3 autour de +oo, dans ce cas on a v =1 (d'aprés le théoreme 2.11.1).
Section 2.12 Au théoréme 2.12.1 on étudie le probléeme pénalisé cAu, + B(u.) = f €
LP(Q)(p > 2) avec u. € H}(Q) et § bornée mixte : §(—o0) = —co et B(+00) € [0,00)
ou B(—o0) € (—00,0] et B(+00) = 0.

On montre que ce probléme (avec [(—o0) = —oo ) admet une solution unique u. €
W2P(Q) et lorsque ¢ tend vers 0, eu, converge dans W2P(Q) fort vers u la solution du
probléme limite

~ 0 t>0
Au+pB(u) 3 f € LP(Q)(p > 2) avec () = —00 =
{u € H)(Q) o) ;([—E()o) S

On utilise une méthode de compacité au sens de [Lions[2]] basée sur des estimations
a priori et la réflexivité des espaces impliqués.

On obtient aussi (théoréme 2.12.2) la convergence dans LP(Q)(p > n) de [(uc) vers
f — Au et, ce qui rappelle le cas 3 bornée, la convergence dans L9(Q) de [(u.) vers
(f — Aw)™ . Au niveau des estimations on a |f — Au|, < |f|, ce qui permet de développer les
considérations sur la consistance de [u = 0] comme au cas (3 borné.

En s'appuyant sur ces deux résultats, on peut élaborer un analogue de chaque résultat
avec [ bornée si I'hypothése " B bornée” n'est pas essentielle. Par exemple, la technique du
principe de maximum en présence de petit paramétre s'applique car on n’utilise que
I’hypothése de coercivité locale sur 3, méme pas des conditions sur le bord pour u. . Voir aussi
les commentaires 2.10.

Section 2.13 Cette section est une unification des résultats obtenus sur u., cu, .

On met en évidence le probléme de Dirichlet comme un probleme limite.

Soit u. € H}(Q) la solution du probléme pénalisé Acu, + B(u.) = f € LP(2) .

Si on synthétise les résultats obtenus sur le comportement de u. lorsque ¢ tend respec-
tivement vers 0, 0 < g9 < oo, 0o alors on voit que la solution u € H}(§2) du probleme limite
Au+ B(u) > f € LP(Q)(p > 2) est une déformation régulitre de la solution u™ € H}(f2) du
probléeme de Dirichlet Au™ = f € LP(Q)(p > 2) au sens ol I'application [0,00] 3 € — cu, €
W?2P(Q1) fort est continue et

W2P(Q) fort W2P(Q) fort
eu

A} & ?
O¢¢ E— X0

uOO

De méme, la fonction nulle u. = 0 est déformée d'une facon réguliere par u. de oo
jusqu'a 0 :
W2P(Q) fort

Ue > Ueg
e—ep€(0,00]

mais au point gy = 0 il y a une dislocation de I'intérieur du domaine 2 avec modification de
I'espace de convergence, selon la tendance de u.,en [u <0JU[u=0]U[u>0].
Section 2.14 Une approche variationnelle du probléme qui suit, avec étude du comportement
de cu. seulement, a été faite dans [Hilhorst[1], [2]].

On étudie du point de vue analytique I'existence, 'unicité et la régularité de la solution
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du probléme pénalisé
eAu. + B(ue) = f € LP(Q)(p > n)
u. € HY(Q)
(B(ue), 1) = C €]8(—00)|9, B(+00)|[ avec C une constante fixé
€ue = a constante inconnue sur 052
ainsi que le comportement de u,, cu. lorsque ¢ tend vers 0 avec 8 bornée.
Ceci conduira au probleme limite

Au -;{ﬁg;z))) > f € LP(Q)(p > n) B(+00) [u > 0]
u € H? ol ﬁ u) = ¢ €]B(—00), B(+00)[ [u=0]
(f-Ay,1)=C « 8(- (oo) [u < 0]

u = «a constante sur 0%
avec existence, unicité et régularité de la solution limite.

On obtient 3 l'aide d’'une méthode de continuité semblable a celle du troisieme cha-
pitre que u € W2P(Q) est la limite de eu, dans W%P() faible lorsque & tend vers 0.

Le principe du maximum en présence du petit paramétre ¢ est encore une
fois efficace car il n’exige pas des conditions pour u, sur le bord de [u = 0] et le comportement
de cu. est le méme que dans le cas oll il n'y a pas de contrainte sur B(uc) et u. € HJ(Q)
(voir le théoréme 2.7.1). Pour les théorémes 2.14.5, 2.14.6 et 2.14.7 voir les commentaires 2.10.
Chapitre 3

Le troisitme chapitre traite des problémes non locaux qui sont des perturbations varia-
tionnelles obtenues 3 l'aide d'une fonction convexe qui peut agir sur la solution (sur le bord
ou dans le domaine entier ou une partie), sur le gradient ou sur un opérateur dépendant de la
solution.
Section 3.1 On impose des contraintes convexes sur la solution dans le domaine.

Le probléme non local étudié dans cette section a été posé par [Brézis[2]] pour le cas
d’une fonction convexe ayant un sous-différentiel univoque et développé par [Chipot [2]] pour un
sous-différentiel multivoque mais indépendant du domaine.

On considére le probleme variationnel

(Au— fiv—u) >0, feLP(Q) (p>n) V veK,
u€ Ko ={ve H}Q): (j(z,u),1) <a}

ol a > 0 est une constante et le sous-différentiel 0j(z,0) de la fonction convexe positive

j(z,0) satisfait les conditions du théoréme 1.4.4.

Nous montrons que la solution de ce probleme existe et vérifie u € W2P(Q2) .

En disposant d'un résultat de régularité [théoreme 1.4.4] avec une estimation explicite
pour les perturbations monotones multivoques et dépendantes du domaine, on développe une
méthode de continuité qui consiste en plusieurs étapes :

1. Pénalisation avec existence, unicité et régularité de la solution pénalisée ;

2. Stabilité de la solution pénalisée par rapport au parametre ;

3. Continuité de la contrainte pénalisée par rapport au parametre ;

4. La solution du probléeme non local sera une certaine solution pénalisée car I'application
ayant comme argument le paramétre et comme valeur la contrainte est continue et surjective.

5. Le probléme du double obstacle s'obtient comme un probléme limite lorsque le parametre
de la pénalisation tend vers I'infini car dans ce cas on peut donner une estimation de la pertur-
bation monotone indépendante du parametre.

Lorsque le sous-différentiel de la fonction convexe j est univoque mais dépendant du
domaine et satisfait les conditions du théoréeme 1.4.3, on utilise un argument basé sur les mul-
tiplicateurs de Lagrange en obtenant la méme régularité. Cette approche est d'ailleurs
suggérée sans développement dans [Brézis[2]] et [Chipot[2]].

Notons que la fonction convexe j spécifique au double obstacle ne satisfait pas les
hypothéses du théoréme 1.4.4 donc des préliminaires 3.1, par conséquent on est obligées d’établir
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des estimations 3 priori par une autre voie et on obtient la régularité classique pour ce probléme.

Le probléme du double obstacle a été beaucoup étudié dans la littérature, voir par ex-
emple [Chipot [1]], [Rodrigues], [Kinderlehrer et Stampacchia] pour des résultats concernant la
régularité et la frontiére libre.

Section 3.2 C'est le traitement des contraintes convexes de la solution sur le bord.

Nous considérons le probléeme variationnel

(X X aijug;(v —u),,)a + (au,v - u)g > (fiv—u)a Vv e K,
i
ue Ko ={ve H(Q): (j(v),Daa < a}, fe€L*Q)
avec a,a;; satisfaisant les conditions des préliminaires 3.2, « > 0 une constante et j une
fonction convexe positive.

On étudie I'existence et la régularité de la solution de ce probléme quand f € L?(Q)
avec n>p> % et p>2.

On trouve que u € WH*"(Q) N H%(Q) ol = =

En se basant sur des estimations concises et optimales obtenue dans [Brézis [5]] on peut
appliquer la méthode de continuité pour les contraintes convexes sur le bord ayant un sous-
différentiel multivoque.

Pour avoir des problémes bien posés sur le bord on est obligé de travailler en parallele
dans H2(Q) et Wh? ().

Le cas local avec le probléeme du double obstacle sur le bord est résolu avec une régularité
WL2"(Q) . On pense que la régularité optimale pour ce probleme est W2?(Q) car le sous-
différentiel de la fonction convexe spécifique au double obstacle est univoque et lipschitzienne et
dans [Brézis[5]] pour ce type de fonction on obtient une régularité W2(Q) mais la constante
de I'estimation dépend du sous-différentiel ce qui avec notre technique ne permet pas de passer
3 la limite lorsque le paramétre de la pénalisation tend vers I'infini.

Enfin, on remarque que la fonction convexe j a été supposée partout indépendante
du domaine. |l serait intéressant de développer une théorie analogue pour de telles fonctions
dépendantes du domaine, en ce cas il faudrait refaire I'approche de [Brézis[5]] avec un bon
contrdle des estimations.

Section 3.3 Cette section traite les perturbations variationnelles avec une contrainte con-
vexe sur le gradient.

On étudie I'existence et la régularité de la solution du probléme variationnel

(Au— fiv—u)>0 V veK,, feLP(Q),p>2
u € Ko ={ve HV: (j(o,Vv),1) < a}, a> 0 constante
avec j(z.0) convexe et positive.

On obtient que u € W2P(Q) si « est situé dans un certain intervalle des valeurs.

Les estimations nécessaires 3 la méthode de continuité sont restreintes 3 un intervalle
borné pour le paramétre o a cause de la difficulté de contréler la constante du théoréme 1.3.1.

Le cas du double obstacle pour le gradient est seulement posé sans traitement car on ne
dispose pas d’une estimation uniforme avec un paramétre de la pénalisation allant jusqu'a l'infini.

On donne aussi une approche basée sur les multiplicateurs de Lagrange en arrivant
a la méme régularité.

Des résultats d'existence et de régularité pour le probléme de I'obstacle sur le module du
gradient, en particulier le probléme de la torsion elasto-plastique, sont obtenus dans [Brézis[3]]
et [Williams, G. H.]. La régularité de la solution de ces problémes (avec la donnée f € LP(2))
est u € W2P(Q).

Il est naturel de poser le probléme non local pour le gradient avec une fonction convexe
plus générale mais un ce cas le probléme pénalisé sera quasilinéaire et il faudrait déja assurer une

régularité W2P(Q) de la solution pénalisée avec un bon contréle de I'estimation, ce qui promet
d’'étre difficile.
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Section 3.4 C’est le commencement du traitement des inéquations variationnelles du qua-
trieme ordre.

Nous donnons une version non locale & une approche dans [Brézis[2]] du probleme du
double obstacle pour un opérateur du deuxiéme ordre A avec des obstacles constants.

On s'intéresse a I'existence, a I'unicité et a la régularité de la solution du probleme varia-
tionnel

(Au,Av— Au) > (fv—u) VYV veEK, fELIQ), p>n
ue K, ={ve H}(Q)NH*Q): (j(o,Av),1) < a} a > 0 constante
avec j(z,0) convexe et positive comme aux préliminaires 3.4.

On obtient que u € W3?(Q) avec une situation (indiquée ci-dessous) oll u € W*?(Q).

La méthode de continuité développée jusque 13 s’applique d'une maniére naturelle
car la pénalisation est facile 3 manier et on dispose des estimations explicites et indépendantes
du paramétre.

On arrive 3 capter aussi le cas local avec en particulier le probleme du double obstacle
pour Popérateur A avec des obstacles non constants.

La régularité naturelle pour ces probléme est W3P(£2) mais on met en évidence la sit-
uation suivante : si la solution u, € H}(Q) de I'équation A*u, = f satisfait la condition
réalisable 8j(o,u,) € W2P(Q) ol 8j(z,0) est le sous-différentiel de la fonction convexe qui
contrdle la perturbation variationnelle, alors on a une régularité W*?(Q) pour le probléme local
et non local.

Section 3.5 C’est le probléeme de ’obstacle bilatéral pour 'opérateur biharmoni-
que avec A un opérateur elliptique du deuxiéme ordre au lieu du laplacien.

Pour une étude du probléeme de {'obstacle unilatéral pour |'opérateur biharmonique on
peut consulter [Caffarelli[1]] et pour I'obstacle bilatéral [Caffarelli[2]] oli on obtient la régularité
H?(Q)) avec A = —A et une fonction générique f=0.

A notre connaissance jusqu'a maintenant la régularité W?2P?(£) avec une fonction géné-
rique f € LP(2) n'a pas été abordée.

Via une pénalisation bien choisie on montre que la solution du probléme variationnel

(Au, Av — Au) > (f,v—u) VY veK
ue K={ve HY(QNH2Q): 2 >v > pp. U}
avec f € LP(Q)(p > 2) et les fonctions obstacles ¥; € W2P(Q) telles que 3 <0 < ¢y sur
o0, Y1 <y, Ay <0< Ay p.p. Q, admet une solution unique u € W2P(Q2) .
La mé&me régularité est obtenue pour le probleme unilatéral

(Au,Av — Au) > (f,v—u) VY ve K,

u€ Ky ={ve H}(Q)N H?(Q): v >y p.p. R}
avec f € LP(Q) et la fonction obstacle y; € W2P(Q) telle que ¥; < 0sur 9, Ay, €
L>(0), A*Ay, € LP(Q). A

A.M.S Subject classification (1991) : 35J85, 35B45, 35B50, 35B65, 35B25, 35J20, 35J25,
35J35

Mots clés : perturbation, variationnelle, fonctionnelle, monotone, paramétrique, singuliére,
réguliere, équation semilinéaire, fortement non linéaire, multivoque, graphe maximal monotone,
régularisée Yosida, identification formelle, stabilité, méthode de monotonie, méthode de com-
pacité, régularisation, principe du maximum, petit paramétre, théorie du potentiel, inégalité
variationnelle, contraintes, convexes, locales, non locales, pénalisation, méthode de continuité.

A
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Perturbations monotones

1.1 L’inégalité de Poincaré
Probleme 1.1
On obtient 'inégalité
|"|Lp(9) < C|U|W1,p(g)

avec C une constante indépendante de u € Wy ?(Q) et p. A

1.1.1 L’inégalité de Poincaré avec une constante indépendante du domaine

Théoreme 1.1.1
Le domaine Q sera supposé borné par rapport a la direction x;. ©; est la projection de
sur l'axe de direction X; .

Ona
lulp < Giluy[p < G[Vulp
pour toute u € WyP(Q) (p > 1) ol G = |. A
Preuve :

. 1
Nous avons successivement avec u € Wy'?(2) prolongée par 0 :

T p P
/ ug,dz;l < [/ |u$,.|da:i:| < C’f_l/ lug,;|Pdz; .
- 00 Q.’ Q.‘

On a utilisé Iinégalité de Jensen avec la fonction convexe j(t) = [t|P (p > 1).
En intégrant sur 0 d’abord par rapport a z; on obtient

-1
ful?, = /Q lulP < C; - C? /Q g P = CPJur, |2

|ulP =

d’ou
lulp < Cilug;|p < CilVulp
le résultat. A

Remarque 1.1.1
Dans toute la suite on désigne par Cp wune constante indépendante de p, v telle que

lvl, <Cp|Vv|, V v € Hy(Q) .
Si Q est borné on peut prendre pour Cp le diamétre de ().

L’indépendance de Cp par rapport & p sera utile dans la suite (voir l’ezemple 2.9.2)
lorsqu’on veut obtenir des estimations uniformes en faisant tendre p vers linfini. A

1.2 Estimations de type LP((2)
Coercivité d’un opérateur elliptique du second ordre dans LP(Q2)
Préliminaires 1.2
Le domaine © C R*(n > 2) sera supposé borné et l'opérateur A défini par Au =
- i ( f: ijuz;)z; Vu € H'(Q) sera elliptique :
i

n
Y aijtie? > aale? VEERT
i,j
ol ag >0 est une constante et a;; € L=(Q) .
Des conditions supplémentaires peuvent étre requises sur a;; et 1.
Pour l'introduction des graphes monotones voir [Brézis[4]]. A
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Probléeme 1.2
On étudie la stabilité dans LP(Q) par rapport & f de la solution u ainsi que de la
perturbation monotone ((u) pour le probleme perturbé
Aut B(u) f € IMQ)(p 2 2)
u € H(Q)
ot B est en général un graphe monotone maximal tel que B(0)>0.
Toutes les estimations utilisent des constantes explicites. A

1.2.1 Estimation avec régularité L>(€2) a priori
Théoreme 1.2.1
Si la fonction u € H}(Q) N L>(Q) vérifie
(AU - fa LP(U)) < 0
felP(Q), p>2, p(u) = ujuf?
alors
julp < CB|V]ul}[3 < Ch(Au, p(u) < CIffplufp™
et en particulier

A
lul, < C,IfL
200 1 s e s 4
avec CA = -17(8)"Cha" ol aa estla constante dellipticité de I'opérateur A et Cp la constante
de l'inégalité de Poincaré telle que |v|; < Cp|Vv|; V v € H(Q). A
Preuve :

On a successivement

)) > @ croissante(p>2) >

(Au, (u) (O @ijuntay, @' (u)) 2

p(wEHN ) 4=

> aa(|Vul?, o' (u — Daa(|ulP7?,|[Vul?) =
> aa(|Vul” ¢'( ))¢,(u)=(p_l)|u|p_2(1? Jaa(lulP™%, [Vul)

2 y 2 2
(p - 1)(%) Q‘A(|v|u|2 |27 1) = (p - 1)(%) A ||u|§|Hé(Q)

A elliptique

wEH ()

donc
2

2 2 P
(Au, o) 2 (p = 1)(2) ea ||,
D’autre part
1 ll

(Fro(u) < 2

Hélder

< flple(w)lp ={ flplulp™

et 'hypothese
(Au,o(u)) < (f,¢(u)

devient

2
2 _ -
< _1_'1‘(5) aAIIf|P|u|£ t

[ -
H(9)

Ceci entraine
B
lulp = ||uz]3 <

2 —
< ChIVIulE] < 5E5(5) Chay (Au, p(w)) <

Poincaré —

2 - -
<! (B Chaz fl,lulp™!

donc

2 -
|ulp < plTl(Izl) Cpay |flp

et il suffit de poser C';,“ = p—_l_—l(g)szgozZl . A
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1.2.2 Estimation avec régularité LP(Q2) a posteriori via troncature
Stabilité de la solution du probléme de Dirichlet
Théoréeme 1.2.2
Si on a au sens faible
{(Au—f,¢)§0 V 1 € HA(R) telle que upp > 0 p.p. Q
ue H(Q)nLee(oQ), fe p(Q) (p >2)
alors
[ulusey < CpIfly + 123 Julue on)
ol CA est la constante du théoréme 1.2.1.
Si les fonctions u; € H!(Q) sont solutions des problemes
Ay =f e LP(Q)
(o it

alors
llll - Uzlp < C$|f1 - lep
et
up — plp < CQ(A(ul —uz),o(up — uy)) .
A
Preuve :
On rappelle les notations v V w = max{v,w}, v A w = min{v,w}.
Soit
k= [u|re(s0)
=(u—-k)VO+ (u+k)AO
u¥ = (wFAe)V (=€), e>0
p(ug) = uglug™ .
Alors uf € HI(Q) ﬂL°°(Q) 3 p(uk) et wp( >0 pp. 2,V >0 donc
de par la définition de ue
0> (Au— fp(ul E uls,) = (f o (uf) =
CIJ'

7

k
= (Lpl(uic)7 z aiju ET; ) (-f7 ( ))
i,J

= (Auf — f,¢(us))

et on peut appliquer le théoréme 1.2.1 pour obtenir
u¥ o) = Tmeyooluf | r(@) < TGyl flzr(e) = C5' 1 flzro) -
Ceci implique

k=|u|L oo (80)

lu|<|u®|+]|k| 3
< |uFLe) + lklLee) < <

lulLe(a) <
< CHMfloray + 17 |u| Lo (502)

ce qu’on voulait montrer.
Pour la derniére partie de I’hypothése par soustraction on a

{A(Ul —ug)=fr — f2€ LP(Q) (p>2)
uy — ug € Hy(Q)
et il suffit d’observer que
{(A(ul —u) = f,$) <0V ¥ € HY(Q)
uy —ug € HY(Q), feLr()(p>22).
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Remarque 1.2.2

Pour se placer dans le conteste du théoréme 1.2.1 on introdust uk € L=(Q).

En général o(u¥) nest pas dans H{(Q) si uf € HJ(Q) d’ou lintérét de considérer
uk qui vérifie p(uk) € HH(Q) .

Pour un développement de la technique de troncature voir [Stampacchia[l]] ot Uon
obtient une estimation |ul, < C|f|, avec g=o00 si p>n, l/q= 1/p—1/n si 2<p<n,
q arbitraire si p = n = 2, et C une constante implicite indépendante de u, f. Dans
toute la suite, lorsqu’on considére des estimations obtenues d l'aide du théoréme 1.2.2 et qui
n’ezigent pas une constante explicite, elles seront susceptibles d’améliorations en fonction de
la position de p par rapport & n . Notre approche avec ¢ =p a lavantage d’une constante
C ezplicite qui est également une constante de coercivité dans LP(Q)) pour Vopérateur A
au sens suwant @ (Au,p(u)) > C7|ufb pour tout w € H(Q) N LP() tel que o(u) =
ululP~2 € HY(Q) . Ce fait va nous permettre de développer une méthode de monotonie dans
LP(Q)(p > 2) analogue d celle de [Lions[1]] lorsque p=2. A

1.2.3 Stabilité de la solution du probléme de Dirichlet perturbé.

Pour des résultats d’existence et de régularité concernant le probleme de Dirichlet
perturbé voir [Brézis(1]].

Théoréeme 1.2.3

Soit 3 un graphe maximal monotone tel que 0 € 3(0) .

Si les u; € H(2) sont solutions des problemes

Au; + B(w) 5 f € LP(Q) (p > 2)
{ u; —u; € HY(Q)
alors
Jup — uafp < Colf = falp

ou C,‘,‘ est la constante du théoréme 1.2.1 indépendante de u;, f;, 5.

Si 3 est coercive :

|X1 —le > aﬂltl — t2| Vi, heR, xe ﬂ(tl), X2 € ,B(tz), ag > 0 constante,
alors
ug — wly < CPlfy — o,
ou CP = aEl est une constante indépendante de u;, fi, A. A
Preuve :

Par soustraction
{A(ul —ug) + B(u1) — Blu2) 3 fr — f2
u; —up € HY(Q) .
Dans la suite on note par B(u;) — B(uz) la fonction fi — fo — A(u1 — u2) telle que
fi — fa — A(u1 — up) € B(ui(z)) — B(uz(z)) pp.z€9 .
On a

B croissante

A(uy — - — f2), %) = — - ) < <0
( (UI UZ) (fl f2) 1/)) (ﬂ(UI) ﬁ(u2) ’l’b) v YEH(Q) telle que ¥(u1—uz)>0
donc le théoréme 1.2.2 permet d’avoir :
lur — ualp < C;ﬂfl ~ falp

et C;,“ ne dépend pas de u;, fi, 0.

On suppose d’abord u; —ug € L*=(2) .

En multipliant ’équation

A(uy —u) + B(ua) = B(uz) = fr — fa

par @(u; — ug) = |wy — ug|P"(u1 — uz) € HJ(R), on obtient aprés une intégration par

parties

(Z,-‘j aij(ur — ug)g (1 — u2)s;, @ (w1 — u2)) + (B(ur) — Bluz)(u1 — ua), lus — ug|P~?)

(fi — fa,p(ur —u2))
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Mais

(i ; aij(ur — uz)e; (ua — U2z, (U1 —ug)) >0 (A elliptique, ¢ croissante, p > 2)

((B(u1) — Bu2))(u1 — u2), lur — u2P™%) > aplur — ualf (B coercive)

(fi = farso(ur — u2)) < |fi = falplur — ua2fp™ (Hélder)

d’ou
aglur — ual? < |f1 = falplur —uelp™
c’est-a-dire
lur — uzlp < ag'lfi = falp -

Si u; —us ¢ L®(0) on procede a une troncature comme dans la démonstration du
théoreme 1.2.2.

On pose CP = a[;l .

A

1.2.4 Estimations spécifiques aux perturbations monotones

Théoréme 1.2.4

Soit 4 un graphe maximal monotone tel que 3(0) > 0.

On suppose que le domaine Q est borné et les coefficients de I'opérateur A satisfont a;; €
L>(Q) .
Alors le probleme

Au+B(u)3felP(Q) (p>2)
u € H)(Q)
admet une solution unique avec les estimations a priori
lul, < Cifly
If — Aul, < [l
|Aul, < 2|f],
ol Cf,‘ est la constante du théoréeme 1.2.1. A
Preuve :

Ce probléme admet une solution unique u € H}(Q2) d’apres [Brézis[1]] avec les esti-
mations

|f = Aulp < |l
|Aul, < 2/fl5 -
On observe aussi que (p(u) = u|uP~2)
(Au - f,(p(U/)) <0
car [ est croissante avec 0 € 5(0) et l'estimation
IUIP < C;‘Iflp
découle du théoreme 1.2.2. A
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1.3 Estimations de type WXP(£)) pour le probléeme de Dirichlet
Préliminaires 1.3
La régularité du domaine Q C R™(n > 2) sera spécifiée au fur et & mesure de I'exposé.
Soit 'opérateur A défini par

Au= =3 (> aijus)s
R
avec a;j; € WH°(Q) et
Zaijgifj > aA|§|2 V £ € R", aq > 0 constante
iJ
af = max laijloo V |Gijz, oo < 00 -

yJs

Ces conditions rendent A lipschitzien de W22(Q) fort dans L7(Q) fort
lAule(Q) <ot |u|W2'P(Q) V ue W2P(Q)

avec les normes usuelles des espaces LP(Q) et W2?(Q).
Dans toute la suite on désigne par opérateur de type elliptique un tel opérateur A.

A

Probléme 1.3
On énonce un résultat sur l'existence, 'unicité et la stabilité dans W*T2P(Q)(k €

N, p > 2) dela solution u par rapport a f dans WkP(Q) pour le probléme de Dirichlet
Au = f e Wkr(Q)
{u € HY(Q)NnWk2r(Q) .
Nous préparons la section 1.4 en démontrant un principe du maximum pour les
problémes elliptiques du second ordre ayant une perturbation monotone multivoque. A

1.3.1 Existence et régularité d’ordre supérieur pour le probleme de Dirichlet

Stabilité de la solution
Pour le théoréme qui suit, on suppose que les coefficients de 'opérateur A satisfont
ai; € C*1(Q) avec 90 € C*1 ke N.
Théoreme 1.3.1
Le probleme
Au = f € WkP(Q)
{ u € HY(Q) N Wkt2p(Q)
admet une solution unique avec I'estimation
lulwss2o(g) < CF Iflwes (o)
ol C:" est une constante indépendante de u et f .
Siles u; € HY(Q)(i € {1,2}) sont solutions des problemes
{ Ay =f € Wk’p(Q)
u—u € H%(Q)
alors
lur — Uzlwsze () < IR — folwar() -

A

Preuve :

Selon [Simader[1], théoréme 9.12] il existe une constante C indépendante de u telle
que

lulwrszpa)y < C1flwrr@) + lulpe )
et en utilisant le théoréme 1.2.2 on a aussi une autre constante C' indépendante de u telle
que
lulLr @) < ClflLr(a)

donc le résultat. A
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1.3.2 Principe du maximum faible

Pour la comparaison sur le bord au sens H!(§2) voir [Kinderlehrer D. et Stampacchia
G., pg. 35, def. 5.1).

On note par 28 D’ensemble des sous-ensembles de R.

Théoréeme 1.3.2

Soit 8 : Q x R — 2R une fonction multivoque telle que B(x,0) est un graphe maximal
monotone avec 0 € 3(x,0) p.p. x€ Q .

Siles u; € HY(Q), i € {1,2}, sont solutions (au sens faible) des problemes

{Aui +8(o,u) 3 f € () fy<fhpp. Q
up—u <0 09 au sens H(Q)
alors p.p. Q
u <u; .

Preuve :
On rappelle la notation v V w = max{v,w} pour v, w € H'(Q).
Par soustraction

A(ur — uz) — (fi — f2) € B(o,uz) — B0, u1)

et une multiplication par (uj — ug)* %(ul —u3) V0 € HI(Q) donne

(A(ur — u2) ¥, (w1 — u2)) = (A(ur — u2), (w1 — u)t) < (fi — fo, (w1 — uz)¥) <0
d’oli avec A elliptique p.p.
(up —u2)t =0
c’est-a-dire p.p. §}
uy < g .
On a utilisé le fait que p.p. ¢ € Q avec V t, s€R, o € 8(x,t), s0 € B(z,s) ona
(to—so)(t—8) >0 et (to—so)T(t—s)>0.
A
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1.4 Problémes semilinéaires multivoques
Etude du probleme Au+ 3(u) > f € LP(2), u € H}(R)
Préliminaires 1.4
On suppose que  C R" est un domaine de classe C 1
Soit 'opérateur A défini par Au=— 3 (D @ijuz;)e; VU E HY(Q) satisfaisant la
i J

condition d’ellipticité :
n
Y @ 2 aaléP VEERT
1,J
ott s >0 est une constante et a;; € Wh°(Q2).
Pour une introduction des graphes monotones voir [Brézis[4]] ou [Barbu].

Si Bi1, B2 sont deux graphes maximaux monotones sur R X R, on note B1 < B2 et
|81] < |82| sion arespectivement t; <ty et [t1] < [t2] Vi1 € Bi(t), Viz € B2(t), VteR

Dans toute la suite on note par 98 le sous-différentiel (au sens de [Brézis[4]]) du
graphe monotone maximal 3 et par ' la différentielle usuelle (lorsqu’elle existe) de la
fonction 3.

Le symbole o sous un argument signifie variable courante, les autres variables étant
fixées.

Nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.4.1

Soit ¢ > 0 une constante.

Si j1, j2 sont deux fonctions convexes et propres sur R telles que

71(0) = 0 = j2(0)
971(0) 2 0 € 052(0)
c+|071| 2 1972|
alors
cltl+ 1(t) > j2(2)
pour tout t € R . A

Preuve :

On note par 1gr la fonction identique sur R.

Selon [Rockafellar, pg. 86, théoréme 10.4] une fonction convexe définie sur un compact
de R est lipschitzienne donc dérivable presque partout. Si le domaine de définition est non
borné alors la convexité ne suffit pas pour assurer le caractere lipschitzien de la fonction.

On va montrer que ¢|lg|+ ji — j2 est croissante dans (0,400) et décroissante dans
(—00,0) .

Comme ji( i € {1,2}) est lipschitzienne (donc différentiable p.p.) dans chaque
compact K C [0,00) on aura p.p. K
et en notant que 'hypothese

c+]0j1] > 1052|
9;1(0) 3 0 € 852(0)
devient dans K C [0, co)
¢+ 951 > 052
on aura
(clg +j1 —j2)' 2 0
donc la fonction clg + ji — j2 sera croissante dans tout compact K C [0,00) .
Pour t € [0,00) on peut prendre K = [0,%] et nous aurons
ct + ji(t) — j2(t) = ¢0 + j1(0) — j2(0) = 0
car ]1(0) =0= ]2(0) .
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De la méme maniére, comme j; est lipschitzienne (donc différentiable p.p.) dans
chaque compact K de (—o0,0] on aura p.p. K
851 3 j1 » Ja € Oj
et puisque '’hypothese
c+[0j1| 2 1072|
N (0) 50 € 0y, (0)
devient dans K C (—o0,0]
—c+ 051 < 952
on aura
(—clr+J1—742)' <0
donc la fonction —clg + j1 — j2 sera décroissante dans tout compact K de (—o00,0] .
Pour t € (—00,0] on peut prendre K = [t,0] et nous aurons
—ct + j1(t) = j2(t) = —c0 +j1(0) — j2(0) = 0
car ]1(0) = =]2(0) .
Finalement pour tout ¢t € R
clt| + 51 (t) 2 j2(?)
ce qu’on voulait montrer. A

On introduit la régularisée Yosida d’un graphe maximal monotone par le :

Lemme 1.4.2

Soit 8 un graphe maximal monotone dans R x R. Alors I'image de R par 1g+ A8
est égale & R pour tout A > 0 et (1g + A\3)™! est une contraction de R dans R. La
régularisée Yosida (\ de (3, définie par Bi(t) = 1t — (1r + AB)7't) a les propriétés
suivantes :

(1) Bx est univoque, monotone, croissante et lipschitzienne de rapport i ;

(2) (Br)u = Brtpn pour tous A, >0 ;

(3) On a Ba(t) € B((1r + A3)~'(t)) pour tout t € R ;

(4) Pour tout t € R, 3(t) est un intervalle fermé;

(5) On pose D(B) = {t € R: B(t) # 0} et Bo(t) = la projection de 0 sur 5(t). On
remarque que Bo(t) est ’élément ayant la norme minimale dans B(t) . De la méme maniére
on peut introduire la fonction univoque (°(t) = I’élément ayant la norme maximale dans
B(t) lorsque D(B) est un ouvert. On a pour tout t € D(8), |Ba(t)| décroissante par
rapport au paramétre A\ avec

1BA()] < 1Bo(2)]
et
Ba(t) ——— o folt)

(6) Si ur € L)) 3 v, vk € B(ux) p.p. sur Q, ug—ru dans L?(Q) fort, vi—v
dans L*(Q) faible, alors v € B(u) p.p. sur Q. Si i, yx € R sont telles que rr—z,
yr—y et yp € B(xx) alors y € B(z) ;

(7) Si deux graphs maximaux monotones (; sont tels que B < B2 + § pour une
constante § > 0, alors on a aussi B1x < fBax + 3 ou fBix est la régularisation Yosida du
graphe maximal monotone f3; . A

Preuve :

Pour les points (1)-(6) voir [Brézis[1],[4]) et [Crandall M. et Pazy A.].

En ce qui concerne le point (7), on sait que (1g+A3;)”! est une contraction croissante
donc on a avec § > 0

(La + A3 (1) — (n + A8 ™ (¢ 4+ A6) 2 =23
d’ou apres une opération sur 'inverse d’une fonction
(Ig + 231) 71 (t) > (v + AB2) Tt + A8) = M = (1Ir + M(B1 — ENTHE) = A .

Maintenant 3; —8 < (2 et en notant que I'inversion des fonctions inverse aussi ’ordre

des fonctions, on obtient

(Ig + A81)71(t) = (I + A(B1 = 8)) 71 (t) = A6 > (Ir + AB2) 7' (t) — Aé
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et la définition de la régularisation Yosida implique
Pir < Pax+ 6

ce qu’on voulait montrer. A

Lemme 1.4.3(Browder)
Soit X un espace de Banach réflexif (réel) ayant pour dual X* .
Soit K C X un ensemble non-vide, convexe et fermé.

On suppose que 'opérateur A : X — X* est hemicontinu et monotone, envoie les
ensembles bornés de X dans les ensembles bornés de X* et satisfait la condition d’ellipticité

Au,u)x 2 aa ul? , a4 > 0 constante .
X

Si Papplication ¢ : X +— (—o00,400] est convexe, semicontinue inférieurement et
¢ # oo alors le probléme variationnel

{(Au—f,v—U)x29o(U)—99(v) VoeX

ue X, feX”
admet une solution. A
Preuve :
Voir [Browder]. A
Lemme 1.4.4

Soit j une fonction convexe et propre définie sur R telle que J(0) = 0 et le sous-
différentiel univoque 85 satisfait limgs_ 400 0j(s8) = o0 .

On introduit la fonction duale j. par j.(t) = sup,er{st — j(s)} pour tout t € R.

Alors j, est une fonction bien définie, convexe, propre et on a l'inégalité de Young :

J@) +je(s) >ts Vs, teR .
Preuve :

Voir [Adams, pg. 228]. A

On dit que la suite de fonctions g. sur R converge continiiment vers g si pour toute
suite z. € R convergeant vers = on a ge(z.) converge vers g(z) lorsque ¢ tend vers 0.

Lemme 1.4.5

Dans un compact la convergence uniforme équivaut a la convergence continue. A
Preuve :

Voir [Lojasiewicz, pg. 48, théoréme 3.1.9]. A

Probléme 1.4

On étudie lexistence, Punicité et la régularité avec des estimations a priori, pour la
solution du probléme perturbé

{Au + B(o,u) 3 f € LP(Q)
u € H}(R)

ot B est un graphe monotone maximal dépendant du domaine (2. A
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1.4.1 Perturbations monotones univoques

Théoreme 1.4.1
Soit p > 2.
Soit 3: 92 x R+~ R une fonction univoque telle que

B(x, 0) est une fonction croissante et continue avec 0 € B(x,0) p.p. x € Q,
B(o,t) e LHR) VteR.
On suppose qu'il existe
des fonctions b; € LP(2)(i € {1,2}),

des fonctions croissantes et continues 3 : R — R avec 0 € §;(0),

telles que p.p. x € Q, VtcRona
Ba(t) + ba(x) < B(x,t) < Ba(t) +bu(x) .

Alors le probleme
{Au + B(o,u) =f € LP(Q)(p > n)
u € H}()
admet une solution unique u € W2?(Q) avec I'estimation ponctuelle
Ba(—CIf = by,) + b2 < B(o,u) < Bi(+C[f —bal,) + bs
ot C est une constante indépendante de u, f, 3, G, b;. A

Preuve :
Selon un résultat de [Brézis[8]] le probléme variationnel

(Au— B(o,u) — fv—u) >0 Vove Hy(Q2)NL2(Q)
u € Hy(2)
admet une solution satisfaisant aussi u8(o,u) € L'(Q2) 3 B(o,u).
En observant que ko € H}(Q) N L®(Q) pour k € N et o € C5°(12), l'inéquation
variationnelle devient

(Au = Blo,u) — f1) 2 1(Au — Blo,u) = f,u)

et en faisant tendre k vers 'infini on obtient V¢ € C§°(€2)
(A’Lt —B(o,u) - fv‘P) Z 0
d’ou p.p. §2
Au— fBo,u)—f=0.
Comme (3(z,0) est monotone la solution du probleme
Au+ f(o,u) = f € LP(Q)(p > n)
u € H(Q)
sera unique.
Il reste a établir la régularité.
Soient les problemes
Au; + ,@,‘(ui) =f-b € LP(Q)
uiE.Hg(Q).
Selon le théoréme 1.2.4 ces problémes admettent une solution unique u; avec les
estimations
|ﬂi(ui)|p < |f - bilp et IAui|p <2 If - bi'p
d’ott via le théoreme 1.3.1 et les injections de Sobolev il existe une constante indépendante
de u;, Bi, bi, f telle que
|ui|Loo(Q) < le - bi'p :
On observe que

L[> Au+tBa(u) +b
Au + p(o,u) —f{sAu-{-/)’f(u)-i-bj
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car
Ba(u) + by < Blo,u) < Bi(u) + b

et le principe du maximum [voir théoréme 1.3.2] appliqué aux inégalités

Auq + Bri(u1) = f — b < Au+ fi(u) dans Q

uy=0=u sur OS2

Aus +ﬁ2('LL2) =f—by > Au+ ﬁz(lt) dans 2

u =0=u sur 02
donne p.p. 2

up <u<ug .
On a aussli
Ba(uy) + by < Bo(u) + b2 < B(o,u) < Bi(u) + by < Bi(uz) + by

puisque fBi, B2 sont croissantes et [ + b2 (z) < B(z,0) < By + bi(z) donc

Ba(— lur]s) + b2 < B(o,u) < Bi(+ Juzly) + b1
et en utilisant les estimations sur u;

Bo(—C |f = b1lp) + b2 < B(o,u) < B (+C|f - balp) + b
avec C une constante indépendante de u, u;, f, 8, Bi, bi.
Maintenant avec b; € LP(2) on aura
f—Au=p(o,u) € L(Q)
u € H} ()

d’ott le théoréme 1.3.1 donne u € W2P(2) ce qu'on voulait montrer. A

Remarque 1.4.1

Si Uopérateur A est symétrique, b; € L=(2) et f(z,0) € CYR) p.p. = €Q alorsle
théoréme 1.4.1 est une conséquence d’un résultat de [Amann] car les fonctions u; € W2Pr(Q)
de la démonstration du théoréme 1.4.1 seront des sous- et sur-solutions du probléme étudié
et on voit que B(z,0) admet Uestimation |B(z,t)| < c(|t]) avec la fonction croissante ¢
définie par c(|t|) = max{B;(|t]), —B2(—|t])} + max{|b1|, , [b2]|s} - Dans [Amann] on donne
aussi une estimation de la forme |u|W2,,,(Q) < ’Y(I“lCO(ﬁ)) avec vy une fonction croissante
implicite. Le théoréme 1.4.1 permet un bon contréle de la dépendance de ~ par rapport auz
perturbations monotones impliquées.

Lorsque Uopérateur A est symétrique et (B(z,t) continue en t et mesurable en z,
Vegistence de la solution u € W2P(Q) du probléme étudié au théoréme 1.4.1 résulte de
[Kazdan, théoréme 6.5] sans contréle de l’estimation.

On verra au théoréme 1.4.7 que les sous- et sur-solutions au sens de [Amann] ezistent
méme si on renonce & U’hypothése de monotonie sur B(x,0) ce qui va nous encore permetire
d’assurer Uezistence d’une solution u € W2P() avec une bonne estimation. A

1.4.2 Perturbations monotones multivoques

Théoreme 1.4.2
Soit p> 2.
Soit 3: 9 x R+ 2% une fonction multivoque telle que
B(x,0) est un graphe maximal monotone avec 0 € B(x,0) p.p. x € Q,

la régularisation Yosida 85 (x, o) de 8(x,0) est telle que Bx(o,t) € L) VteR.
On suppose qu'il existe
des fonctions b; € L°(Q)(i € {1,2}),
des graphes maximaux monotones j; : R — 2R avec 0 € 5i(0),
tels que p.p. x€ 2, VtcRona

Ba(t) + b2 < B(x,t) < Ba(t) + b1 .
Alors le probleme

Au + B(o,u) 3 f € LP(Q)(p > n)

u € H}(Q)



1 Perturbations monotones
1.4 Problémes semilinéaires multivoques
Estimation a priori

1.4.2 Perturbations monotones multivoques 30

admet une solution unique u € W2P(Q) avec 'estimation ponctuelle
Bao(—C|f — by],) + b2 < — Au < Bro(+CIf —ba,) + by
ol Go(t) =inf{s € R:s € G(t)} et C est une constante indépendante de u, f, 3, 5, bi. A
Preuve :
Soit A>0.

On considére p.p. z € Q larégularisée Yosida du graphe maximal monotone B(z,0) :

Ba(z,0) = B UR +AA5(I,O))—1 |

Soient les problemes

Aux + Ba(o,ur) 3 f € LP(Q)(p > n)
uy € H& (Q) .
L’estimation
Ba(t) + ba(z) < B(z,t) < Bu(t) + ba(z)
entraine & I’aide du [lemme 1.4.2, point (7)]
Baa(t) + ba(z) < Ba(z,t) < Bualt) + bi(z) .
D’apres 'hypotheése Ba(o,t) € L'(Q) p.p. tER.
Le théoréme 1.4.1 assure existence d’une solution unique uy € W2?(Q) avec l'esti-
mation

Boa(=C |f = bil,) + b2 < Ba(o,u) < Bin(+C |f — balp) + by
ou C est une constante indépendante de w, f, Bx, Bix, bi.
Maintenant on observe que d’aprés [lemme 1.4.2, point (5)] ona VA >0 p.p. R

1Bia] < |Biol
ou les fonctions Bio(t) = projg, 0 restent bornées dans un compact car le graphe des p;

est fermé et borné dans un compact si D(8;) est un ouvert.
Dans ces conditions on a

Bao(—C|f = b1l,) + b2 < Ba(o,u) < Pio(+C |f = balp) +ba
donc Bx(0,uy) reste bornée dans LP(€) d’ol via la réflexivité de LP(f2), a une sous-suite
pres,
P aible
Bx (0, 103) LP(2) faible
A—0
On déduit aussi que Auy reste bornée dans LP(2) lorsque A tend vers 0 et viale
théoréme 1.3.1 uy sera bornée dans W?2P(Q2) pour X petit.
La réflexivité de 'espace W2?(§)) donne
W2P(Q) faible

U\ > UQ
A—0

et via les injections de Sobolev (p > n)
LP(Q) fort
Uy > UQ
A—=0

et de plus les valeurs de u) sont contenues dans un compact indépendant de A.

Le passage & la limite au sens des distributions dans I’équation vérifiée par u) donne
w=f— Aug.

Montrons aussi que Bx(o,uy) converge ponctuellement vers w. En effet pour tout
z € Q 4 laide du [lemme 1.4.2, point (5)] on a

18z, ur)| < |Bo(z, ua)| < Co

avec Cp une constante indépendante de A\ car on a vu que u) parcours un compact fixe
et Bo(z,0) est bornée dans tout compact de R. On déduit que VY z € 2, a une sous-suite
pres,

Ba(z,un) > v(z)

A=0
et la coincidence de la limite ponctuelle avec la limite faible lorsque p > 1 (voir [Kavian])
assure v = w.
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Nous allons trouver aussi la limite ponctuelle de (1 + A3(z,0))7".

De par la définition de fx(z,0) on a
lua — (1r + AB(z,0)) "  (ur)}, = MBalz, ua)l, < ACo

o Cp est une constante indépendante de A petit et on déduit qu’avec

LP(Q) fort
Uz > U
A—0
Pon a
P r
(1g + AB(@,0)) ™ (un) — 2y g
A—0
et
- .p.
(1r + A3(z,0)) Y(uy) PP S Uug .
A—=0

D’aprés [lemme 1.4.2, points (4), (6)] on a Ba(z,ur) € B(z, (Ir + M3(z,0)) " (ur))
d’olt en passant & la limite ponctuelle il vient que w € B(z,uo) p.p- = € Q.

En notant que I’ensemble
K = {g € LP(Q) : B2o(—=C |f —b1l,) + b2 < g < Bro(+C |f — b2 ;) +b1 p.p. 2}
est convexe et faiblement fermé, on a aussi
Bao(—C|f = b1l,) + b2 < f — Auo < Bro(+C |f —ba|,) + b1
ou C est une constante indépendante de u, f, 8, Bi, b;.
Le passage 2 la limite au sens des distributions dans le probleme

{ Auy + Ba(o,un) = f € LP(Q)(p > n)

uy € H}(Q)
conduit a
{AUO + B(0,u0) 3 f € LP(2)(p > n)
ug € H{ ()
et la solution de ce probléme sera unique car B(z,0) est monotone p.p.z € . A

Remarque 1.4.2

La condition Bx(o,t) € LY(Q) Vt € R est remplie lorsque Go(o,t) € L}(2) >
B°(0,t) VtER ot Bo(z,t) = inf{s €R:s € B(z,1)} et f°z,t) =sup{s € R:s € B(z,1)}
pp. €N, VteR. YA

Pour la définition de la fonction univoque 3° associée a un graphe maximal monotone
voir [lemme 1.4.2, point (5)].

Remarque 1.4.2
On se place dans les conditions du théoréme 1.4.2 avec 1 >0 2> B2 .
Alors le probléme

{Au + B(o,u) 3 f € LP(Q)(p > n)
u € H} (D)

admet une solution unique u € W2P(Q) et on a l'estimation
pler { 2 B0 otk = A hirfe o) 4
LS B fuozle — B2(— luozloo) [usloo) + b1
ot ug; € L=(Q) O u. sont respectivement les solutions des problémes

{Auo; = f—b; € LP(Q)(p > n) ot {Au* =1¢€ LP(Q)(p > n)
ug € Hy(Q) us € Hj(Q) .



1 Perturbations monotones
1.4 Problémes semilinéaires multivoques
Estimation a priori

1.4.2 Perturbations monotones multivoques 32

Preuve :
Si on reprend la démonstration du théoréme 1.4.2 avec les mémes notations, alors on
obtient D'existence et 'unicité de la solution u € W2?(Q).
On note d’abord que ug; € W*?(Q) N L®(Q) D u, en tant que solutions d’un
probléme de Dirichlet et via les injections de Sobolev (p >n).
Soient les problémes
Au; -I—ﬁ,'(u,') 3f—-b;€ LP(Q)
u; € H& (Q) .
Dans la suite on note par B(o,u), Bi(u;) respectivement les fonctions g, g; telles
que p.p. ¢ €
g=f—Aue€ B(z,u(z))
gi = f—bi — Au; € Bi(ui(z)) .
Selon le théoréme 1.2.4 ces problemes admettent une solution unique u; .
Si on considére le premier probléme avec B; positive alors le principe du maximum
assure p.p. {1
u1 < ug)
et

Bi(u1) < Bi(uo)

car (3, est croissante.

Avant d’utiliser la fonction G9 on note que (? est bornée dans chaque compact
lorsque D(f;) est un ouvert.

On déduit que

Auy € f— Bi(w) > f = Biuor) = f — 87 (+ |vorloo)
et de nouveau le principe du maximum donne p.p. Q
ur > o1 — B (+ |uor oo us
d’ou
ur > — [uorloe — B (+ luo1]s) telog
Finalement
tot]os = [t1leo > 101 leo — 87 (+ [201]00) Ul oo

De la méme maniére, si on considere le seconde probléme avec 3, négative alors le

principe du maximum assure p.p. {2
Uz 2> Uo2
et
Ba(u2) > B2(uoz)

car (3 est croissante.

On déduit que

Aug € f — Balus) < f = B2(uo2) < f — B3 (— luoz]oo)

et de nouveau le principe du maximum donne p.p. )

uz < uoz — B3(— |uozloo )

d’our
uz < |uozlo — B (= |u02loo) 1o
Finalement
|uoz] oo < lt2]eo < |102leo — B2 (— [w02]oo) lUsloo
On observe aussi que
_ > Au + Ba(u) + bo
AU'*‘ﬁ(o’u) - f{s Au+ﬁ1(u) +bl
car

Ba(u) + by < B(o,u) < P1(u) + b
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et le principe du maximum appliqué a

{Aul +B1(u1) = f — b < Au+ f1(u) dans Q

uy=0=u sur Of)
Aug + Bo(ug) = f —by > Au+ B2(u) dans Q
us =0=u sur o0

donne p.p.
Ut S u S Uz .
Dans ces conditions p.p. {2
B(o,u) { > B(0,u1) > By(u1) + b2 2 By (Juorloo = A (4 [to1loo) [Us]oo) + b2
" £ B(o,u2) < Baluz) + b < BY(|uozle — B3 (= Ttozloo) [1alo) + b1

puisque B(z,0), B; sont croissantes, donc on a obtenu ’estimation désirée. A

1.4.3 Perturbations monotones univoques. Suite

Théoréme 1.4.3
Soit 3:Q x R+~ R une fonction telle que

B(x,0) est une fonction croissante et continue avec 0 € 3(x, 0) pp. x € Q,
Bo,t) e L}(Q) VteR.
On suppose qu'il existe
des constantes a; > by > 0 < a; < by,
des fonctions h;, g; € LP(Q)(i € {1,2}),
des fonctions croissantes et dérivables p.p. 5, : R — R avec 0 € 5(0),

telles que p.p. x€ 2, YtcRona
{blﬂl(t) +01 < B(x,t) <afi(t) +hy VE>0
b2Ba2(t) + 92 < B(x,t) < afa(t) +hy VESO .
Alors le probleme
Au+ B(o,u) =T € LP(Q)(p 2 2)
u € Hy(Q)
admet une solution unique u € W?P(Q) avec I'estimation

a1 b
1B(o,0)ly < (G2) 1 = g1l + Iy + (3) I = haly + la2ly -

Preuve :
Selon un résultat de [Brézis[8]] le probleme variationnel

{(Au—ﬂ(o,u) —fo—u)>0 Vo€ H}{Q)NL>Q)
u € H(Q)

En observant que kp € H}(2) N L>°(Q) pour k € N ot ¢ € C§°(9), I'inéquation
variationnelle devient

(Au — B(o,u) — f,p) > L(Au — B(o,u) — f,u)
et en faisant tendre k vers l'infini on obtient V ¢ € Cg°(€2)
(Au — B(o,u) — f,p) > 0
d’ou p.p. N
Au - B(o,u)— f=0.
Comme ((z,0) est monotone la solution du probleme

{AU + B(o,u) = f € LP(Q)(p = 2)
u € Hy(R)
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sera unique.

Il reste & établir la régularité et I’estimation.

On suppose d’abord u € L°() et soient les fonctions u® = max{+u,0}.

Une multiplication par |81 (u®)[P~26:(u*) € H{ () deléquation Au+pB(o,u)—g1 =
f — g1 suivie d’une intégration par parties donne

(= D(BEOP B ), 3o, aijudue) + (Blou) = g1, 1B (P *Au(w™)) =
= (f — g1, 1B (w*)P7?Bu(u™))

et on va estimer chaque terme de cette identité.
On a successivement

(B HIP2B1 W), Y, auus) = (BP0, asudul) 20

car A est elliptique et (;(ot) dérivable p.p. et croissante ;

(B0, u) — g1, |81 () P72 B1 (™)) 2 by |Ba ()],
4 laide de I’hypothese B(z,t) — g1 > b151(t) pour t >0 et p.p. z € Q;

(f = 00, 1B (@ HP 2B (ut)) < 1f = galp [Br (@)

en utilisant I'inégalité de Holder.
Dans ces conditions l'identité devient

b |81 ()L < 1F — iy [Br D))

d’ou
Brah)], < 5 1F —aly
De la méme maniére, une multiplication par |Ga(—u7)P"2B2(~u") € Hy(Q) de
’équation Au + f(o,u) — hy = f — hy suivie d’une intégration par parties donne
(p= )[BT P28 (), 3, asi(—ur i)+ (Bloy ) = hay |Ba(—u )P 2 Ba( ) =
= (f = ha, |B2(—u")P7*Ba(~u7))

et on va estimer chaque terme de cette identité.
On a successivement

(182(—u )P~ B(—u )Z jais(—ugJuz;) = (182(-u )i"_zﬁé(—u_),zi,jaz‘ju;u;j)_>_0

car A est elliptique et B2(—0~) dérivable p.p. et croissante;

(B(0,u) = ha, |Ba(—u) P72 Ba(—u7)) > az |Ba2(—u7)]}
a P’aide de 'hypotheése B(x,t) — ha < apB2(t) pour t <0 et p.p. z € Q ;

-1

(f = B, |Ba(—u ") P2 B(—u7)) < If = hal, |Ba(—u7)];~

en utilisant I'inégalité de Holder.
Dans ces conditions 'identité précédente devient

- —\|p-1
az |B2(—u7)|) < |f = hal, [Ba(—uT)];
d’ou
_ 1
|B2(—u7)|, < E;lf—hzlp
Maintenant en observant que B(o,t)t >0 ona

|B(o,u)], = |,3 o,ut )+ B(o, —u~ | < |,B(o,u+)|p+ l,@(o,—u_)lp
et d’apres ’hypothese

0 < B(o, 151 (ut) + 7

baB2(—u") + g2 < B(o, -
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donc en utilisant les estimations ci-dessus sur 31(ut) et B2(—u~) on obtient

a b
18(0, )|, < (é) If —a1lp + 1al, + (52;) |f = hal, + 1921,

I’estimation qu’on voulait montrer.

Si u ¢ L™(Q) alors on considére la fonction de troncature e (t)=(-e)VtAe qui
est croissante et lipschitzienne.

On observe que

{blﬁl 0 Ye(t) + 91 < Bz, e (t)) Sarfroe(t) +h1 VE20
byB2 0 P (t) + g2 < B(z,e(t)) < a2f20%e(t) +he VIO

avec [ 0., B2 0. croissantes et comme plus haut on obtient I’estimation

a b
180, ve(uely < () 1f = g1l + Ihalp + () 1 = ol + g2y
ol u. est la solution du probleme
Aue + B(0, Pe(ue)) = f € LF(Q)(p 2 2)
ue € Hy(Q) .
On déduit d’une part que
LP(Q2) faible

B(0, e (ue)) > w

E—00

avec 'estimation )
ai 2
lwl|, < (E) If —ag1lp + 1l + (g) |f — halp + 1921,

car LP(Q) est réflexif et la norme de LP() est semicontinue inférieurement dans la topolo-
gie faible et d’autre part
|Auc|, < C
et via le théoreme 1.3.1
|u€|W2,p(Q) S C

avec C' une constante indépendante de ¢ d’ou

W2P(Q) faible LP(Q) fort p.p. Q

Ue —u o, Ue >u o, U YU
£—>00 £—00 £—00
en utilisant la réflexivité de lespace W2P(Q2) et les injections de Sobolev.
Mais on a aussi avec [((z,0) continue

B(o, e (ue)) —2— B(o,u)

E—00

et étant donné que la limite faible dans LP(Q)(p > 1) coincide avec la limite ponctuelle on
obtient w = f(o,u).

Le passage 4 la limite au sens des distributions dans le probléme vérifié par u. donne
w = B(o,u) = f — Au c'est-a-dire u est une solution du probléme étudié.

Pour la régularité on observe que Au = f — f(o,u) € L?(£2) et via le théoréme 1.3.1
on a u € W2P(Q) ce qui complete le résultat. A

1.4.4 Perturbations monotones multivoques. Suite
Théoreme 1.4.4

Soit p > 2.
Soit 3:Q x R — 2R une fonction multivoque telle que
B(x,0) est un graphe maximal monotone avec 0 € B(x,0) p.p. x € Q,
la régularisation Yosida 3, (x,0) de 3(x,0) est telle que B (o,t) € Q) vteR.
On suppose qu'il existe
des constantes a; > b; > 0 < a; < by,
des fonctions g;, h; € LP(Q)(i € {1,2}),
des graphes maximaux monotones j3; : R — 2® avec 0 € Gi(0),
tels que p.p. xe 2, VteRona
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{ b1Bi(t) + 91 < B(x,t) <afu(t) +hy Vi 0
b2 (t) + 92 < B(x,t) < apfa(t)+hy VELO .
Alors le probleme
Au+ B(o,u) > f e LP(Q)(p > 2)
u € Hj(Q)
admet une solution unique u € W2P(Q) avec I'estimation
a b
= Auly < (G) 1 = g1l + Ihaly + () 1F = by + ozl
A
Preuve :
Soit A>0.

On considére p.p. = € Q larégularisée Yosida du graphe maximal monotone 3 (z,0) :

_ Ir—=(lr + AB(z,0))"
< .

IB/\("E, O)
Soient les problemes
Aux + Ba(o,ur) = f € LP(Q)(p = 2)
uy € H}(Q) .
L’estimation
bif(t) + o1 <B(z,t) Cayfi(t)+hy V>0
baB2(t) + g2 < B(z,t) < apfa(t) +he VELO0

entraine & I’aide du [lemme 1.4.2, point (7)]

{ (51 B)A(R) + g1 < Ba(z,t) < (afr)a(t) +he VE20
(b282)A(t) + 92 < Ba(z,t) < (azB2)a(t) +he VESO .

Mais la régularisation Yosida est aussi décroissante en valeur absolue par rapport au
paramétre A et (aB)x = aB,» pour une constante a > 0 et un graphe maximal monotone
8.

Dans ces conditions lestimation précédente permet d’avoir (a3 > by >0 < ag < b2)

Bz, t) { > (5181)a(t) + g1 = biBusa(t) + 91 = b1B1aa(t) + 61
’ < (a1B81)a(t) + k1 = a181a,x(t) + ha
lorsque ¢ >0 et

ﬁ (.’E t) { > (bZIH2))\(t) +02 = b2182b2/\(t) + g2 > b2,82a2A(t) + g2
MBIV < (a2B2)a(t) + b2 = azB2a,1(t) + P2
lorsque t <0 donc

{blﬁml,\(t) + g1 < Ba(z,t) < a1Braga(t) +hy VE20
b2B24,x(t) + g2 < Ba(z,t) < @2B2aon(t) +he VIO,

Selon I’hypotheése Ba(o,t) € L}(Q) p.p. t€R.

Le théoréme 1.4.3 assure l'existence d’une solution unique uy € W2?(§) avec lesti-
mation

a b
18x(0,ux)l, < (é) If —a1lp + [hal, + (i) |f = halp + 921, = C

et on note que la constante C de lestimation est indépendante de .

La réflexivité de LP(2) asure, & une sous-suite pres,

LP(Q) faible .
Ba(o,uy) - > w

On déduit aussi que Auy reste bornée dans LP(2) lorsque A tend vers 0 et viale
théoréme 1.3.1 u) sera bornée dans W2?(Q) pour X petit.

La réflexivité de 'espace W??(Q) donne

W2?(Q) faible

u,\ 7 uo
A=0




1 Perturbations monotones
1.4 Problemes semilinéaires multivoques
Estimation a priori

1.4.5 Perturbations monotones multivoques. Une autre approche 37

et via les injections de Sobolev (p > n)
L?(Q) fort
(TN > UQ
A—=0

et de plus les valeurs de uy sont contenues dans un compact indépendant de .

Le passage 3 la limite au sens des distributions dans I’équation vérifiée par u) donne
w=f— Auo .

Montrons aussi que f(o,uy) converge ponctuellement vers w. En effet pour tout
z € Q al’aide du [lemme 1.4.2, point (5)] on a

18 (2, ur)| < Bo(z,ur)| < Co
avec Cp une constante indépendante de A car on a vu que u) parcours un compact fixe
et Bo(z,0) est bornée dans tout compact de R. On déduit que V z € 2, & une sous-suite
pres,

Ba(z,ur) . — v(z)

et la coincidence de la limite ponctuelle avec la limite faible lorsque p > 1 (voir [Kavian))
assure v = w.

Nous allons trouver aussi la limite ponctuelle de (1g + A3(z,0)) ™" .

De par la définition de Bx(z,0) on a

lua = (Ir + AB(2,0)) "} (wa)], = MBalz,ua)l, < AC

ou C est une constante indépendante de A et on déduit qu’avec
LP(Q) fort

U\ > U
A—0
V'on a
4 or
(1n + AB(2,0)) ™ (ur) — 22—y g
A—0
et
_ p. 0
(1r + AB(z,0)) "  (ua) P-p —Sug -
A—0

D’apres [lemme 1.4.2, points (4), (6)] on a Ba(z,ur) € B(z,(1r + A3(z,0))"H(uy))
d’ot1 en passant & la limite ponctuelle il vient que w € B(z,uo) p.p. T € Q.

La semicontinuité inférieure de la norme de LP(Q2) dans la topologie faible permet
d’avoir

a b
If — Auol, < (g:‘) If —gil, + [hal, + (;Z—) |f = hal, + 921,
en se basant sur estimation
a b
18(0, ux)l, < (f) If = g1lp + 1l + (i) |f = hal, + lg2l,

Le passage 4 la limite au sens des distributions dans le probleme

{Aux + Ba(o,un) = f € LP(Q)(p 2 2)

uy € Hy(Q)
conduit a
{ Aug + ﬂ(o,uo) 3f€e LP(Q)(p > 2)
uo € Hy(Q)
et la solution de ce probléme sera unique car 3(z,0) est monotone p.p.z € 1. A

1.4.5 Perturbations monotones multivoques. Une autre approche

Théoréme 1.4.5
Soit n=1.
Soit 3: R x R+ 2® une fonction multivoque telle que

B(x,0) est un graphe maximal monotone avec 0 € B(x,0) p.p. x € Q,
la fonction convexe et propre j(x, o) telle que dj(x,0) = B(x,0) p.p. x € ,

vérifie la condition : j(o,t) est mesurable Borel sur @ VteR.
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On suppose qu'il existe
des fonctions b; € LP(Q)(i € {1,2}),

des graphes maximaux monotones 3 : R — 2R avec 0 € ﬁi(O),

tels que p.p. x€ 2, VteRona
Ba(t) + ba(x) < B(x,t) < Bi(t) + ba(x) .

Au+ B(o,u) 3 f € LP(Q)(p > n)
u € Hi(Q)
admet une solution unique u € W2P(Q) . A

Alors le probleme

Preuve :

Soit X = H3(Q), feX*.

Selon [Barbu, pg. 50, théoréme 2.3 et pg. 60, ex. 1] il existe les fonctions uniquement
déterminées j;, j(z,0) convexes, positives, propres et semicontinues inférieurement p.p.
z € Q telles que

dji = Bi, 7i(0) =0
dj(z,0) = B(z,0), j(z,0)=0.
L’inégalité

Ba(t) + ba(z) < B(z,t) < Bi(t) + ba(z)

|8(z, t)| < 81 ()] + [B2()] + [b1(2)] + [b2()]
et on peut appliquer le lemme 1.4 en notant que |98 + 82| = |961| + [882| lorsque
$1(0) 3 0 € 96,2(0) , pour avoir

j(z,t) < 51(2) + ja(t) + [¢][br ()] + [E][b2(2)]
pp. €, VteR .

Soit ’application ¢ : X —— (—00,400] définie par
o(u) = {fﬂj(x,u)da: s% j(z,u) € L'(Q)
+00 Sl 1on .

Comme j(z,0) est semicontinue inférieurement donc mesurable Borel sur R et
j(o,t) est mesurable Borel sur Q par hypothese, on déduit que j sera mesurable Borel sur
OxR.

D’aprés [McShane, pg. 558, théoréme 3-2 et corollaire 3-3] la composition d’une
fonction mesurable Borel sur R*t! avec n + 1 fonctions mesurables sur § est mesurable
donc h(x,u) sera mesurable pour toute fonction u mesurable en notant que les projections

032+ z; € R sont mesurables.

implique

On observe aussi que j; semicontinue inférieurement (donc mesurable Borel) induit
ji(u) mesurable et comme j; est aussi continue sur chaque compact de R (voir [Rockafellar,
pg. 86, théoréme 10.4.]) on aura j;(u) € L=(Q) lorsque u € L®(2) N Hy(Q) .

Dans ces conditions 'inégalité

jz,u) < ga(u) + ja(w) + |ubi| + |ube]
implique j(z,u) € LP(Q) avec u € L®(Q)N H(Q) donc ¢ # +oo .

En notant que j est positive on aura aussi ¢ >0 .

On voit que la convexité de j implique ¢ convexe.

Pour prouver que ¢ est semicontinue inférieurement par rapport a la topologie forte
de H}(Q) il suffit de montrer que pour tout A >0

Cr={ue B®): [ jle.0) <))
Q
est un fermé de Hj () .
Si v, € H(2) est une suite telle que
H(Q) fort

Vn v
n—ro0
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alors, & une sous-suite pres,

p-p-
. — v
n—r oo

et avec j(z,0) positive et semicontinue inférieurement, on aura p.p. z € Q
lim inf j(z, v(2)) > j(z,0(2))
n—roo

et via le lemme de Fatou

lim inf [ j(z,0n(2) > [ 3(z,0())
n—roo Q Q
c’est-a-dire ¢ est semicontinue inférieurement.

On observe aussi que 'opérateur A est linéaire, hemicontinu et monotone, envoie les

ensembles bornés de X dans les ensembles bornés de X* et satisfait la condition d’ellipticité
(Au,u)x > aq lul}
Selon un résultat de [Browder](voir lemme 1.4.3), le probléme variationnel
(Au— fiv —u)x > p(u) —p(v) Vo e X

admet une solution.

Maintenant on va vérifier que la solution de ce probléme variationnel coincide avec
une solution du probléme de I’énoncé.

D’aprés les injections de Sobolev (p >n =1) ona u € Hj(Q2) N L®(w) pour tout
sous-domaine w de Q.

Soit ¢ € C§(w) .

On observe que v = u + eyp € HE(Q) pour tout € > 0 et I'inéquation variationnelle
donne

6/(Au—f)¢dx 2/j(x,u)d:c—/j(:c,u+5¢)da:
Foi (4 € OF(e), i(z,0) = 0) | |
/(Au_f)d)dx_l_/J(»’C,U+5¢)—J($,u)d$20 |

€

Selon [Rockafellar, pg. 86, théoréme 10.4.] la fonction convexe et propre j(z,0) sera
lipschitzienne (donc dérivable p.p.) dans chaque compact K de R.

Si on prend K = [~ |u|je(,) — | ooy o 1t poo(uy + 6 || poo(ey] avec & > 0 une
constante, alors p.p.z € w j(z,0) sera dérivable p.p. dans K avec

tim X&) ZI@Y) _ iy € Bj(a,u) = Bla,ud -

e—0 £

Comme les fonctions j(x’"“?_j(x’") sont mesurables sur w, la fonction j'(z,u)y
le sera aussi en tant que limite ponctuelle de fonctions mesurables.
Les inégalités de ’hypothése permettent d’avoir

1B(z,u + ep)| < |B1(u + ep)] + B2(u + e)] + 101 ()] + [b2(2)]
et avec u € L®(w) 3 ¢, € € [0,8] on aura u + ey € K et comme les graphes monotones

B; sont bornés sur un compact de R en ayant les graphes fermés, on déduit que LP(w) 3
J(z,utey)—j(z,u)

€

j'(z, ) € B(z,u)y et via la convexité de j(z,0) la suite de fonctions
telle que

ﬁ(m,u)ng(x,u+€¢)_j(x’u) Sﬁ(m,u-l-élb)?l)

€
reste bornée dans L?(w) lorsque ¢ — 0.
Dans ces conditions le théoréme de convergence dominée de Lebesgue assure
iz, u +e) ~ j(z,u) LP(w) fort )
[muzted) =i, (e, u) € Blz,u)y
& e—0
En revenant a l'inégalité

/(Au—f)’lpd.t-{-/]($7u+6¢‘)—](1”U)d$_>_0

€
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et en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient
/(Au — f+ 7' (z,u))pdz >0
pour tout ¥ € C§°(w) donc p.p. w
.f — Au = jl(w’u) € IB(m’u) .
On peut couvrir { par des w donc p.p. £
f — Au :j,(ZE,U) € ﬂ(x’u) .
Comme f(z,0) est monotone la solution du probleme
Au + B(o,u) > f € LP(Q)(p > n)
u € Hj(Q)
sera unique.
Il reste & établir la régularité.
Soient les problemes
Au; + Bi(ui) 3 f —bi € LP(Q)
u; € H3 () .
Dans la suite on note par B(o,u), Bi(u;) respectivement les fonctions g, g; telles
que p.p. ¢ €K
g= f— Au € B(z,u(x))
gi = f — b; — Au; € Bi(ui(z)) .
Selon le théoreme 1.2.4 ces problémes admettent une solution unique u; avec les
estimations

Iﬁi(ui)lp < |f - bilp .
On observe que

B > Au+ Ba(u) + b
Au+ﬁ(o,u)—f{§Au+ﬁ?(u)+bf

car
Ba(u) 4+ b2 < B(o,u) < Br(u) + b
Le principe du maximum appliqué aux inégalités

Auy + B1(u1) = f = by < Au+ B1(u) dans Q
uy=0=u sur Jf)
Aug + Bo(uz) = f — by > Au+ f2(u) dans Q
up =0=u sur 0f)

donne p.p.

up <u<ug .
Les injections de Sobolev (p > n) assurent u; € W2P(Q) N C°(Q) donc p.p.
/B(O ’U,) SIB(O7U2) Sﬂl(u2)+b1 Sﬂ1(+|u2|oo)+bl
’ > B(o,u1) > Ba(u1) + b2 > Ba(— |utleo) + 02

puisque B(z,0), B1, P2 sont croissantes et (2 + ba(z) < B(z,0) < B1 + bi(z) .
Mais d’apres [Barbu, pg. 44, théoréme 1.5] les graphes monotones B3; sont localement
bornés en chaque point de R lorsque D(f8;) sont des ouverts donc

—co < inf{t eR:t € fa(~|u1l)} » sup{t € R: 2 € Bi(juz|y)} < o0
et avec b; € LP({1) on aura
{f — Au = B(o,u) € LP(Q)
u € H{(R)

d’ou le théoréme 1.3.1 donne u € W%?(§) ce qu’on voulait montrer. A
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1.4.6 Perturbations non monotones univoques

Théoréme 1.4.6

Soit n=1.

Soit 3:Q x R+— R une fonction univoque telle que p.p. x € 2 la fonction B(x,0) est
continue avec 0 = (3(x,0) et la fonction h(x,t) = fot B(x,s)ds est mesurable Borel sur Q p.p.
teR.

On suppose qu'il existe

des fonctions b; € LP(Q)(i € {1,2}),

des fonctions croissantes et continues 5 : R — R avec 0 = 5;(0),

telles que p.p. x€ Q, Yte Rona
Ba(t) + ba(x) < B(x,t) < Su(t) +by(x) .

Si 'opérateur A est symétrique, alors le probléme
Au + B(o,u) =f e LP(Q)(p > 2)
u € H}(Q)

admet au moins une solution u € W2P(Q) . A

Preuve :
Soit X = Hj(Q), fe X*.
On introduit les fonctions h;, h(z,0) continues p.p. = €
t tt 0
mio) = [ Bds =+ [ aiads= [ aiis
0 0 —t-
t +tt 0
h(z,t) = / B(z,s)ds = +/ B(z,s)ds — B(z,s)ds
0 0 —t=
telles que A = Bi, hi(0) =0 et h'(z,0) = B(z,0), h(z,0)=0.
On note que h(o,t) est mesurable Borel sur © par hypothése et les fonctions h;
sont convexes positives.
L’inégalité
B2(t) + ba(x) < B(z,t) < Bur(t) + bi ()

implique aprés une intégration

+tt +tt +tt +tt +tt
/ Ba2(s)ds -I—/ beo(z)ds < B(z,s)ds < B1(s)ds -I—/ by(z)ds
0 0 0 0 0

et
0 0 0 0

B2(s)ds +/ by (z)ds < B(z,s)ds < Bi1(s)ds +/ by(x)ds

—t- —t- —t— —t-

0

—t-
d’ou
ha(+t%) + by (2)tt < h(z, +t7) < ha(+t1) + by (2)t™
hy(=t7) = bi(2)t™ < h(z,—t7) < ho(—t7) — ba(2)t”
et par sommation
ho(+t4) + ba(2)tt + hy(—t7) = bi(2)t™ < (o, t) < ha(+t) + by (2)tF + ho(—t7) — ba(2)t™
donc
Bz t)] < W (®)] + a(®)] + b (@11E] + Ba(@)] 1
pp. €Q, VteR .
Soit ’application ¢ : X +—— (—o00,+00] définie par
o(u) = {fﬂ h(z,u)dz si h(z,u) € L' ()
400 S1 non .
Comme h(z,0) est continue donc mesurable Borel sur R et h(o,t) est mesurable
Borel sur § par hypothése, on déduit que h sera mesurable Borel sur @ x R.
D’aprés [McShane, pg. 558, théoréme 3-2 et corollaire 3-3] la composition d’une
fonction mesurable Borel sur R®*! avec n + 1 fonctions mesurables sur 0 est mesurable
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donc h(z,u) sera mesurable pour toute fonction u mesurable en notant que les projections
03 z+25 z; € R sont mesurables.

On observe aussi que h; continue induit h;(u) mesurable et comme h; est aussi
bornée sur chaque compact de R, on aura h;(u) € L=(Q) lorsque u € L=(Q) N H(Q).

Dans ces conditions I'inégalité

[, )] < Phaa0)] + Vra(0)] + Por (&)l + ()]

implique h(z,u) € LP(Q) avec u € L=(Q) N H3(N2) donc ¢ # 400 .

On observe aussi que P'inégalité ( h; convexe positive, b; € LP(2))

h(z,t) > ha(+t1) 4 h(—t7) + ba(a)tt —by(z)t™ > be(a)t™ — ba()t™
implique
h(z,u) > by(z)ut — bi(z)u”

d’olt @(u) > —oo pour u € Hj(§2) donc ¢ est bien définie.

Pour prouver que ¢ est semicontinue inférieurement par rapport 3 la topologie faible
de H}(R), il suffit de montrer que pour tout A >0

Cy = {ue HIQ) : /Qh(:c,u) <\

est faiblement fermé dans Hj () .
Si v, € Hy(§2) est une suite telle que
H(9) faible

Un >
n—oo

alors & D’aide des injections de Sobolev
L*(Q) fort

[4
" n—oo
d’ol1, & une sous-suite pres,
.p. Q
Vn PP S
n—oo

et avec h(z,0) continue vérifiant aussi h(z,t) — (bott — bit™) 2 h(z,t) — {ha(+t%) +
hi(—t~) + bott —byt™} >0 car h; est positive, on aura p.p. T € Q
1i_’m inf{h(z,v,) — (bgU: —byv, )} > h(z,v) — (bgv+ —byv7)

et via le lemme de Fatou

lim inf/ h(m,vn)Z/h(:r,v)

C’est-a-dire ¢ est semicontinue inférieurement.
Soit aussi ’application J : X +—] — 00, +00] définie par

J(u) = (Au,u) = %/ﬂ Z Qijug;Uz; -
¥

Comme A est elliptique on aura J >0 sur HJ(92) donc J est bien définie.
On va montrer que J est semicontinue inférieurement par rapport a la topologie
faible de Hj ().
Si ve € H}(S) est une suite telle que
Hy(9) faible

v ?
¢ e—0
alors (j € {1,n})
L2%(Q) faible
Vea; e—0 PV

et avec Dellipticité de 'opérateur symétrique A on a

%LEO{J(UE) —_ J('U)} =_!l%/n [% IZ,]: aij(ve - v)z;(ve - v)a:j + ; aij(vexj - Uz‘_,-)v:r.'] =

N =t

n
lim/Q E aij(ve — v)g;(ve — V)z; 2 %aAii_)r%h)e — v|§{é(9) >0
i,J

e—0
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c’est-a-dire J est semicontinue inférieurement.
11 est évident que I'application

H)(Q) > u———)/ fudz € R
Q

est semicontinue inférieurement par rapport & la topologie faible de Hg(f2) lorsque f €
LP() avec p > 2.
Soit la fonctionnelle F : X +——] — 0o, +00] définie par

F(u) = J(u) + ¢(u) — /Q fudz .

En utilisant successivement Dellipticité de 'opérateur A, les inégalités de Holder et
de Poincaré, linégalité h(z,t) > byt — byt~ ,on a

F(u) >1as |u|§{é(9) + / (bou™ —bju” — fu)dx >
Q

2
> Lo fulf ) — luly (1B2ly + 01l +1£1y) 2
>Laa fulla) — lelgy) Cpbaly + bl + 1£1,) =

=4 lu|Hé(Q) (% |u|Hé(Q) - CP(|b2|2 + |b1|2 + |f|2))
donc F(u) tend vers 4oo lorsque IulHé(Q) tend vers +oo.

Dans ces conditions la fonctionnelle F : X ] — 00,+00] est semicontinue infé-
rieurement dans X (convexe et fermé) muni de la topologie faible, F'# oo et F (u) tend
vers +oo lorsque IulHé(Q) tend vers +oo.

D’aprés un résultat de [Sibony, pg. 509, théoreme 2.2}, le probléme variationnel

F(v) > F(u)VveX
admet une solution (non nécessairement unique).

Maintenant on va vérifier que la solution de ce probléme variationnel coincide avec
une solution du probléme de I’énoncé.

D’apres les injections de Sobolev on a u continue lorsque n =1 donc u € L®(w)
pour tout sous-domaine w CC Q.

Soit ¥ € C§(w) .

On observe que v = u + ¢y € Hy(§}) pour tout € >0 et 'inéquation variationnelle
donne

Ju+ep)—J(u)—¢ /Q fidz > /Qh(x,u)da: - /Q h(z,u + ey)dz
d’ou (¢ € C§(w), h(z,0) =0)

Jurel) =, | Meu ) “hm gy - [ ppas 20
£ w ¢ @

Mais on a ( k(z,0) est différentiable p.p. z € Q avec h'(z,0) = B(z,0) continue)
~/
aut D) Z MO o, u+ e

avec 8 € [0,1] (dépendant de z ) et & I'aide des inégalités de hypothese
1B(,u + 89)| < |Ba(u + 0ep)| + 182 (u + Bepp)| + [b1(2)] + [b2(2)] € LP(w)

car u € L®(w) 3, 0 € [0,1] et les fonctions 8; sont continues et bornées sur un compact
de R.

Dans ces conditions

h(z,u + 6#;) = h(z,u) _ Bz, u+ fep)y

reste bornée dans LP(w) lorsque £ — 0 et avec B(z,0) continue

h(z,u + ey) — h(z,u) — B(2,u + Bev) P.p. w 3 Bz, u) -

€ e—0
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Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue donne

hlz,utep) —h(@,u)  BP@fr g0y

3 e—0

D’autre part il est facile de voir qu’avec 'opérateur A symétrique on a

lim J(U+€¢')—J(u) ___/ Z aiju.r;"bxjdm:/‘»bAde )
Q i w

e—0 I3

En revenant a I'inégalité

J(u+ ey) — J(u) +/ h(x,u+€¢)—h(z,u)dx_

/ fbdz >0
et en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient
/(Au — f+ B(z,u))pdz > 0

pour tout ¥ € C§°(w) donc p.p. w
Au— f+ B(z,u) =0 .
Comme on peut couvrir  par des w on déduit que p.p.

Au— f+ B(z,u)=0.
Il reste 3 établir la régularité.
Soient les problemes

{Aui + Bi(ui) = f — b; € LP(Q)
u; € H&(Q) .

Selon le théoréme 1.2.4 ces problémes admettent une solution unique u; € Wr(Q).
On observe que

> Au+ fo(u) + b2

Au + (o, u) :f{SAu+ﬂ1(u)+bl

car

B2(u) + b2 < B(o,u) < Br(u) +b1

et le principe du maximum [voir théoréme 1.3.2] appliqué aux inégalités

{Aul + Bi(uy) = f — by < Au+ Bi(u) dans Q

up=0=u sur 0§}
Aug + Ba(ug) = f — by > Au+ B2(u) dans Q
U, =0=u sur 0Q2

donne p.p. Q2
Uy S u S Uz .

Les injections de Sobolev (p > n = 1) assurent u; € W2?(Q) N C°(Q?) donc u €
L™(Q) et les inégalités de I'hypothese permettent d’avoir avec (; croissantes

Ba(— |uly) +b2(z) < Ba(u) + ba(x) < Bz, u) < Pulu) + bi1(z) < Bi(+|ul) + b1(2)
cest-d-dire B(o,u) € LP(Q) lorsque b; € LP(Q?) et on aura

{Au = f = B(o,u) € L(Q)
u € H}(Q)

d’ott le théoreme 1.3.1 permet d’avoir u € W2?(Q) ce qu'on voulait montrer. A
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1.4.7 Perturbations univoques non monotones. Estimation a priori
Théoreme 1.4.7
Soit 4:Q x R+ R une fonction univogue telle que
B(x,t) est une fonction continue en t et mesurable en x avec B(x,0) =0p.p. xe.
On suppose qu'il existe
des fonctions b; € L°(Q)(i € {1,2}),
des fonctions croissantes et continues 5; : R — R avec 5;(0) = 0,
telles que p.p. x€ 2, VteRona
Ba(t) + ba(x) < Bx,t) < Bu(H) +bi(x) -
Alors le probleme
Au+ fB(o,u) = € LP(2)(p > n)
{ u € Hy(Q)
admet au moins une solution u € W*P(Q) avec I'estimation ponctuelle
Ba(—C|f — byl,) + bz < B(o,u) < Bi(+C[f —baly) + by
ol C est une constante indépendante de u, f, 3, G, b;. A

Preuve :

Soient les problemes
Au; + ﬁ,'(u,-) = f —b; € LP(Q)
Uu; € H(} (Q) .

Selon le théoréme 1.2.4 ces problémes admettent une solution unique u; € W2r(Q)
avec les estimations

1Bi(wi)l, <|fF—bil, et |Auil, <2[f = b,
d’ot1 via le théoréme 1.3.1 et les injections de Sobolev il existe une constante indépendante

de u;, B;, bi, f telle que
lui|Loo(Q) <C|f = bilp
On observe que
Aug + Bi(uz) + b1 > f = Aug + Ba(uz) + b2 =f < Auz + B(0, uz)
> f = Aut 4 Bi(w1) + b1 =f > Aus + B(0,u1)
car
Ba(t) + bz < B(o,t) < Bi(t) + by

donc u, sera une sur-solution et u; une sous-solution au sens de [Amann] parce que le
principe du maximum assure up > u; en notant que 3, est croissante.

D’aprés [Kazdan, théoréme 6.5] il existe au moins une solution u € W2P(Q) du
probléme de 1’énoncé et de plus uy <u < wuy.

On a aussi
Ba(u1) + by < Ba(u) + by < B(o,u) < Bi(u) +b1 < Ba(uz) + b
avec ; croissantes et F2(t) + b2 < B(0,t) < fi(t) + b1 donc
Ba( [r].0) + b2 < B0,0) < By (+ luzlor) + b
et en utilisant les estimations sur u;
B2(=C|f = bal,) + b2 < B(o,u) < P1(+C|f = b2lp) + b1

avec C une constante indépendante de u, u;, f, 8, Bi, b;. A
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1.4.8 Perturbations non monotones univoques. Suite

Théoréeme 1.4.8
Soit 3: 92 x R+— R une fonction telle que

B(x,t) est une fonction continue en t et mesurable en x avec 0 € B(x,0) p.p. x€Q,
B(0,0) € LP(Q) .
On suppose qu'il existe
des fonctions b; € LP(Q)(i € {1,2}),
des fonctions croissantes de classe C!(R), 8 : R — R avec 0 € §i(0),

telles que p.p. x € R on a

B2 +by < B(x,0) < Br+ by
Alors le probleme
Au + B(o,u) =f € LP(Q)(p > n)
s

admet au moins une solution u € W*P(Q) et I'on a selon les situations :

i)
/QJ'Oﬁz(-I—U“L)S/QJ'(f—bz) et /ﬂjoﬁl(—u—)sfﬂj(f—bl)

pour toute fonction convexe positive et propre j telle que j(0) =0 et j(f—by) € LY(Q) 2 j(f—by) ;
ii) si les fonctions S; sont inversibles et il existe les fonctions convexes j comme au point i)
telles que

1> B0 B et > A o By
alors on a

1B(,u)|p < I/ﬂj(f"bl)l% +|/ﬂi(f—bz)|'% +2(|bel, + [b2l,) + 18(0, 0},

iii) si les fonctions G sont inversibles et il existe les fonctions convexes j; comme au point i)
telles que

> 187 et j > 18P

Jul, < |/Qj(f—b1)|*+|/ﬂj(f—bz>|* -

alors on a

Preuve :

On note ¢ = 0j et on suppose d'abord ¢ lipschitzienne.

L’existence et la régularité de la solution est une conséquence du théoreme 1.4.7.

Comme on travaille avec p > n, ¢ lipschitzienne et §; € C*(R) on aura ¢ o
B2 (+ut) € Hy(2) 5 ¢ o fi(—u™).

Une multiplication par ¢ o B2(+u™) de 'inégalité

Au = f — f(o,u) < (f — b2) — Ba2(u)
donne apres une intégration dans
(Au,p 0 Ba(+ut)) < ((f —bs) = Ba(u),p 0 Ba(+u™))
On va estimer chaque terme de cette inégalité.
D’abord on a

(Auyp o fa(4uh)) =
intégration par parties, ¢ o B2(+ut) € HA(2), ¢ lipschitzienne, B dérivable p.p.
g p ¥ 0

= (¢ 0 a(+ut)B(+ut), N aiiaita) 2

[, B2(+0F) croissantes, A elliptique]
>0 .
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Ensuite

((f — b2) = Ba(u), @ 0 Ba(Hu™)) =

regroupement
g

= (f — b2, p 0 Ba(u)) — (Ba(u), ¢ 0 Ba2(+uT)) =

[B2 et ¢ conservent le signe]

= (f = bayp 0 Ba(+ut)) — (Ba(+uT), 00 Ba(+u't)) =

[factorisation]

= ((f —b2) = Ba(+u'),p 0 fa(+u™)) <
[7 convexeet 0j =]

< (G(f —b2) = (Ba(+u™)),1) =

[mise en évidence de P'intégration]

= | j(f—b)— | §(Ba(+uT)) .
Jy=m- ],

Dans ces conditions l'inégalité du départ devient

[iomtrin< [ 35—t .
De la méme maniére, une multiplication par ¢ o f1(—u~) de l'inégalité

Au=f —B(o,u) > (f —b1) — B1(u)

donne aprés une intégration dans {2

(Au, @ 0 Br(—u7)) < ((f —b1) = Bu(u), 0 B2(—u7)) -

D’abord on a
(Au,p 0 fi(—u")) =
[intégration par parties, @ o fy(—u~) € H}(Q), ¢ lipschitzienne, B; dérivable p-p.]
= (¢ 0 fr(—uT)P1(—v7), Zi,j QijUa;Us;) 2
(¢, B1(—07) croissantes, A elliptique]
>0 .

Ensuite

((f = b1) = Ba(u),p 0 fi(~u7)) =

[regroupement)

=(f —bi,poBi(—uT)) = (Bi(—u7),p o br(—u7)) =

[B2 et ¢ conservent le signe]

=(f =b1,p0Bi(—u7)) — (Bi(—u"),poBi(-uT)) =

[factorisation]

=((f —b1) = Bi(—u"),poBi(—uT)) <
[j convexeet 05 =¢]

<@(f=b)—3(Bu(—uv7)) 1) =

[mise en évidence de I'intégration]

= /Qj(f—bl)—/gj(ﬁl(—U‘)) :

Dans ces conditions 'inégalité du départ devient

/Qjoﬂl(—u')S/Qj(f—bl) .

Lorsque ¢ = Jj n’est pas lipschitzienne on peut approximer ponctuellement ; par
des fonctions convexes positives jx < j ayant le sous-différentiel lipschitzien. On obtient
que

/Q jo Ba(+ut) < /Q f—ba) et /Q jrofy(~u7) < /ﬂ ia(f =)



1 Perturbations monotones
1.4 Problémes semilinéaires multivoques
Estimation a priori
1.4.9 Perturbations univoques monotones. Estimations de type L'(Q)

48
et le lemme de Fatou conduit au résultat.
ii) le point i) assure les estimations
[sraip < [iroprut < [ s -t
Q Q
[ < [ivemw< [ a0 -b
Q Q
L’inégalité de I'hypothese
Ba(u) 4 b2 < B(o,u) < Pr(u) +bi
implique
by < B(o,+ut) < fi(+u’) + by
Ba(—u") + by < B0, ~u") < by
donc
1B(0,w)|, = |B(o,u) + B(0,0) + B0, —u7)|, <
< |8(o,u? I,,+|ﬁo 0)l, + |B(e, —u7)], <
< |81+, + |Ba(=u7)], + 21l + [b2]p) + 18(0, 0)lp <
< I/QJ'(f—bl)IF +] /QJ'(f—bz) |7+ 2(lba, + [b21,) +18(0,0), -
iii) en appliquant le point i) avec les fonctions convexes 7i on obtient
wrly < | [seoparat) < | [ it -l
Q Q
wly< | [ arem-al <] [t -wl?
Q Q
donc
oy < | [ 57 =wlF 41 [ i el
A

Remarque 1.4.8

Notons que nos estimations ne dépendent pas de l'opérateur A. Ce fait sera utile
lors de etude des perturbations singuliéres de la forme Acuc+B(u.) = f avec uc € H} (Q)
et B(R) =R. On obtient des estimations sur u. dans LP(().

1.4.9 Perturbations monotones univoques. Estimations de type L1(Q)
Pour une introduction des fonctions duales et des espaces de Orlicz voir le lemme
1.4.4. et [Adams, pg. 228).
Théoréme 1.4.9
Soit 3 : R+ R une fonction continue et croissante telle que 3(0) =0 et F(R)=R.
On suppose que une des situations suivantes a lieu :
i) il existe un 6 € (0,1) et une fonction convexe et propre j telle que g(tit > j(t)Vte R,
j(0) =0 et f € LP(Q) appartient a I'espace de Orlicz associé a la fonction convexe (6])« C'est-a-dire
j(f) € LY(Q) ;
ii) il existe une fonction convexe et propre j telle que lime— +00 Oj(t) = £oo et |B]>j>0.
Alors le probleme
Au+ B(u) = € LP(@)(p 2 2)
u € H)(Q)
admet une solution unique avec |'estimation
ulg) < C

ou C est une constante indépendante de u, A. A
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Preuve :
Selon le théoréme 1.2.4 ce probléme admet une solution unique u € W??(Q).
On rappelle les notations u® = max{+u,0}.
i) Si on multiplie ’équation Au + B(u) = f par ut € H}(2) on obtient aprés une
intégration dans 2

(Au, u*) + (B(u),u*) = (f,u) -
On va estimer chaque terme de cette égalité.
D’abord on a

(Au,ut) =
[intégration par parties, ut € H} ()]

= (Zi,j aijut ug;,1) = (Zi,j aijug Uz, 1) 2
[A elliptique]
Ensuite
[B conserve le signe]
=
[on a par hypothése B(t)t > j(t) Vi €R
2
Nous avons aussi
['inégalité de Young (voir lemme 1.4.4)]
< (85(u), 1) + ((89):(f), 1) = 8 (u™), 1) + ((65)+(f), 1) -
Dans ces conditions 1’égalité du départ

(Au,u?) + (B(u),u™) = (f,ut)
(G(u*),1) <8(G(u"), 1) + ((65)«(f), 1)

devient 'inégalité

d’ot1 avec 6 € (0,1)

((u"),1) < (1= 6)7 ((65)+(£):1) -

L’inégalité de Jensen assure

Gu?),1) =51 (ut, 1))
7197w, 1) < (1= 6)71((85)+(F), 1)
(ut,1) < |Q|max ;71 ((1 - 6)71((87)«(f), 1)) -

De la méme maniére, une multiplication par —u~ de I’équation

Au+B(u) = f

donc

d’ou

meéne a

(—u™,1) > [ minj ™ ((1 - 6) 7 ((67)«(/), 1))

ou sous une autre forme

(u™,1) < —[Qming 7 ((1 - )7 ((85):(£), 1)) -

Finalement par sommation
lulprqy = (¥, 1)+ (u7,1) <
< Q| max (1 = )71 ((85)+(£), 1)) = [Qminj (1 — )71 ((85)+(£), 1))
et on pose C = |2 maxj (1 — 8)7(8)+(£),1)) ~ 12 min ™ (1 - )7 (6)+(), 1)) -
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ii) Nous avons d’abord
[atrty+ [itu= [dw< [1o01= [[15-ai< [+ [ 14
Q Q Q Q Q Q Q
d’ou
[itrry [ty [+ [ el
Q Q Q Q
Ensuite en appliquant I'inégalité de Jensen on obtient
[itrt) z 0t [ )
Q Q
et
itz iigar [ )
D’autre part selon le théoréme 1.2.4 on a ’estimation
|Aul, < 2|fl,
d’ou
lAul, < C
pour une constante C indépendante de u, A.
Dans la suite on note par C une constante indépendante de u, A.
En s’appuyant sur les inégalités précédentes il vient
atigar [ +t)+aliger [ —w)<e
donc avec j positive
/ ut < +max|Qi7(1Q71C)
Q
et
[ wm < —minlal (917 0)
Q
d’ou par sommation
/ lu| = / u” +/ u” <max|Q|;7(1Q]7'C) - min |Q|; 7 (|Q|71C)
Q Q Q
ce qu’on voulait montrer. A

1.4.10Perturbations non monotones discontinues

On dit qu’une fonction définiesur R est continue par morceaux si elle est continue
sur un ouvert dense dans R.

Lorsque la fonction v est définie sur @ xR avec v(z,0) continue sur un ouvert non
vide p.p. = € Q on note par Sx(v) l’ensemble des points de discontinuité de 'application
v(z,0) et soit S(w,v) la fermeture de Pensemble {x € Q: w(x) € Sx(v)} pour toute
fonction w € HA(Q). Si w(z) ¢ S(w,v) alors w(z) est un point de continuité pour
v(z,0) . Si v(z,0) est continue p.p. z € { alors S(w,v) est de mesure nulle. A

Théoreme 1.4.10
Soit 5 :Q x R+~ R une fonction telle que

B(x,0) est continue sur un ouvert non vide avec 0 € 3(x,0) p.p. x € Q,

B(x,0) admet une suite régularisante 3.(x, o) telle que :

Be(x,t) est une fonction continue en t et mesurable en x avec 0 € 8:(x,0) p.p. x € Q,
Be(x,0) converge uniformément vers B(x, o) dans tout compact ou

B(x,0) est continue lorsque ¢ tend vers 0 pour presque tout x € Q.
On suppose qu'il existe
des fonctions b; € LP(Q)(i € {1,2}),

des fonctions croissantes et dérivables p.p. 3 : R — R avec 0 € £;(0),
telles que p.p. x€ 2, VteRona
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Ba(t) + by < ﬁe(x’t) < Buft) + by .
Alors le probleme
{Au+ﬁ(o,u) =f pp. Q-5up)
u € Hi(Q) N H(Q)
avec f € LP(Q)(p >n) admet au moins une solution u e W>*(Q). A

Preuve :
Soient les problemes

{Aue + Be(o,uc) = f € LP(2)(p > n)
u. € H3(Q) .

Le théoréme 1.4.7 assure Iexistence d’une solution u. € W?P?(§) avec l'estimation

Ba(—C |f = balp) + b2 < Be(0,ue) < Br(+C|f = bulp) + by
ol C est une constante indépendante de ¢, u, f, B, Bi, bi.
La réflexivité de l’espace LP(Q2) assure
LP(R2) faible

Be(0, ue) — w

e—0

On déduit aussi que Au. reste bornée dans LP(2) lorsque ¢ tend vers 0 et via le
théoréme. 1.3.1 u. sera bornée dans W2?(Q).

La réflexivité de I’espace W2?(Q) donne

W2P(Q) faible
—

us 7 uO
e—0
et via les injections de Sobolev
cH(Q)
Ug — Ug .
e—0

Soit maintenant un point zo € & — S(u,8).

De par la construction de S(u,3) et la continuité de 3(zo,0) dans un ouvert il existe
un voisinage compact K de zo tel que B(zo,0) soit continue dans K.

On note aussi que par hypothése la suite fB.(z,0) tend uniformément vers B(z,o0)
dans tout compact ot B(z,0) est continue donc en particulier dans K et d’apres le lemme
1.4.5 la convergence uniforme sera aussi continue dans le compact K d’ou avec u. con-
vergeant ponctuellement vers uo on aura

5s($o,ue($o)) %B(.’Eo,ﬂo(l‘o)) .

e—0

On déduit que

.p- 2—-S(u,
Be(0,ue) ki ( ﬂ)%ﬂ(o,uo) .

e—0

Mais la limite faible dans LP(Q — S(u,)) coincide avec la limite ponctuelle donc
w= f — Aug = B(o,up) dans Q — S(u,B3) c’est-a-dire uo sera une solution du probleme
étudié. A

Pour une justification des hypothéses du théoreme précédent on considére la situation
suivante :

Remarque 1.4.10

Soit une fonction continue par morceaux

+1 st t>0
ﬁ(t)z{aER si t=0
-1 s1 1<0.
Alors le probléme

{(Au +B(u)—-flu=0 pp Q
u € HY(Q)N H*(Q)

avec f € LP(Q)(p > n) admet au moins une solution u € W»?(Q) . A
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Preuve :
On observe que la suite régularisante
+1 si t>+¢
Be(ty={sintZ si Jt|<e
-1 si t< —¢
rempli les conditions du th. 1.4.10 avec B; = 0, by = —1, by = +1. Il est évident que

B. € CYR) tend uniformément vers (3 dans tout compact ou [ est continue lorsque ¢
tend vers 0. On a aussi S(u,8) =[u=10] car 0 est le seul point de discontinuité de 5.

Dans ces conditions on peut appliquer le th. 1.4.10 pour avoir Uexistence de la solution
du probléme équivalent au probléme de I’énoncé

{Au+ﬁ(o,U) —f  pp Q-[u=0]
u € HY Q) NW?P(Q) .
A

Remarque 1.4.11
La classe des fonctions ((z,0) continues par morceaut est susceptible de satisfaire,
& une construction de suite régularisante prés, les conditions du th. 1.4.10.

Commentaires 1.4
1.4 Existence et régularité des solutions des problemes non-linéaires.

1.4.1 Perturbations monotones univoques

[’existence de la solution est due 3 un résultat de [Brézis[8]]. Si la fonction monotone
dépendante du domaine (3 sépare , a une addition de fonctions de LP(Q) prés, deux fonctions
monotones indépendantes du domaine 31 > f; , alors les solutions u, u; des problemes corre-
spondantes aux fonctions 8, B; vérifient u; < u < ug en utilisant le principe de maximum.
Les solutions u; sont dans W2?(Q) [Brézis[1]] et bornées & I'aide des injections de Sobolev.
On déduit que la perturbation monotone ((o,u) est bornée dans LP(Q) d'olr la régularité
W2P(Q)) de u en tant que solution d'un probleme de Dirichlet. Notre technique est un mix-
age d’une approche variationnelle de [Brézis[8]], un bon contrle de la régularité lorsque [ est
indépendante du domaine et le principe du maximum.

On observe une certaine analogie avec la méthode des sous- et sur-solutions au sens de
[Amann] : & I'aide du principe du maximum u; sera une sous-solution et uz une sur-solution
du probléme étudié. Par rapport 3 cette derniere méthode, notre approche permet de fournir
une classe entitre de problémes admettant des sous- et sur-solutions dans W?2P(8) et enfin de
donner un analogue de ce résultat pour les perturbations monotones multivoques et dépendantes
du domaine. A

1.4.2 Perturbations monotones multivoques

On considére les régularisées Yosida fBx(z,0), Bin des graphes maximaux monotones
B(x,0) et B; avec les solutions uy, u;x des problemes perturbés correspondants. En notant
que la régularisée Yosida laisse invariant 'ordre quand le parametre X est fixé, on aura () <
Ba(z,0) < B1x lorsque B3 < B(x,0) < By . Ceci permet d’appliquer le théoréme 1.4.1 et ensuite
de passer 3 la limite quand )\ tend vers O dans I'esprit de [Brézis[1]] car on dispose de bonnes
estimations sur les perturbations monotones impliquées. On donne une estimation ponctuelle
pour f — Au avec un bon contrdle des constantes par rapport aux données du probléme. Si de
plus 0 sépare les graphes maximaux monotones (3; , on donne une estimation ponctuelle pour
la perturbation monotone B(o,u) avec des constantes indépendantes de (. A

1.4.3 Perturbations monotones univoques. Suite

On introduit une notion de proportionnalité pour les graphes maximaux monotones qui
reste invariante sous I'action de la régularisée Yosida.

Si la fonction monotone univoque 3 dépendante du domaine sépare, a une addition de
fonctions g¢;, hi € LP(R) pres, deux fonctions monotones proportionnelles (au sens ci-dessus)
et indépendantes du domaine f3;, alors on obtient une estimation de la perturbation monotone
B(o,u) dans W?%P(2) avec une constante explicite indépendante de (3, B;. On utilise des
multiplications bien choisies (spécifiques aux méthodes de monotonie utilisées dans ce travail)
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et 3 'aide des proportions sur les fonctions 3, §; on obtient des estimations dans LP(§) pour
toutes les perturbations monotones impliquées.

1.4.4 Perturbations monotones multivoques. Suite

Si la fonction monotone multivoque [ dépendante du domaine sépare, a une addi-
tion de fonctions gi, h; € LP(Q) prés, deux graphes maximaux monotones proportionnels
et indépendants du domaine f;, alors on obtient une estimation de f — Au dans W2P(Q)
avec une constante explicite indépendante de (3, B;. Comme l'ordre des graphes maximaux
monotones et la proportionnalité utilisée restent invariants sous I'action de la régularisée Yosida,
le résultat s’ensuit via un passage 3 la limite comme au théoréme 1.4.2.

1.4.5 Perturbations monotones multivoques. Une autre approche

On aborde le probleme des sections précédentes par une méthode classique combinée
avec le principe du maximum. L'idée est de montrer qu’une certaine inégalité variationnelle
du type F(v) > F(u) pour tout v € Hj(§) avec F une fonctionnelie (non nécessairement
convexe) semicontinue inférieurement admet une solution u € H3(2), de prouver que cette
solution vérifie aussi notre équation et enfin améliorer la régularité via le principe de maximum.
L'existence de la solution de I'inégalité variationnelle est due a des résultats classiques. Le
passage a la limite est plus délicat car la fonctionnelle F n’est pas forcément dérivable au
sens Gateaux. Le travail avec des fonctions multivoques nécessite certaines précautions sur la
différentiabilité des fonctions convexes impliquées ce qui nous oblige d’imposer aux fonctions
définies sur le domaine © d'avoir 'ensemble des valeurs dans un compact fixe. Une condition
suffisante pour que la solution u € HJ(£2) soit bornée c’est la continuité réalisée lorsque n =1
via les injections de Sobolev. La régularité de la solution est une conséquence du fait que la
domination du graphe maximal monotone 3 dépendant du domaine par deux graphes maximaux
monotones indépendants du domaine implique la domination de la solution u par deux fonctions
continues et bornées d’oli par "feedback” [(o,u) sera bornée dans LP(Q2) . A

1.4.6 Perturbations non monotones univoques.

La méme technique qu’au théoréme précédent en notant que la fonctionnelle F n'était
pas exigée convexe et un regard attentif montre que la continuité des fonctions ; est suffisante
pour rendre la perturbation monotone B(o,u) bornée dans LP(Q2) . A

1.4.7 Perturbations univoques non monotones. Estimation a priori

On travaille avec 8 non monotone et dominée par deux fonctions croissantes Bi . Dans
ces conditions on se place dans la théorie des sous- et sur-solutions via [Kazdan] et on obtient
I'existence et la régularité W2P(Q) . Nous donnons une estimation avec un bon controle de la
dépendance des constantes par rapport aux perturbations impliquées. Ce fait va permettre le
traitement du cas ol 3(x,0) est discontinue (voir théoréme 1.4.9). A

1.4.8 Perturbations non monotones univoques. Suite

On multiplie I'équation étudiée par des fonctions de la forme 8j(u) ol j est une fonction
convexe positive. On obtient des estimations du type [ j o Bo(+ut) < [ 7(f = b2) et
JoioB(-uT) < Jo 3(f —b1) lorsque B2 < B < 1 avec B; croissantes et indépendantes du
domaine. Notons que B(x,0) n’est pas supposée croissante. ll'y a ici une certaine filiation avec
le travail de [Brézis[9]] et les espaces de Orlicz [Adams]. A

1.4.9 Perturbations monotones univoques. Estimations de type L'(€2)

On suppose 3 univoque, continue, croissante telle que B(R) =R et soit u € H3(Q) la
solution du probleme Au + B(u) = f € LP() . Si une des situations suivantes est réalisée : i)
il existe un 8 € (0,1) tel que f est situé dans l'espace de Orlicz associé a la fonction convexe
(67)« qui est la duale de la fonction convexe 6 telle que B =05 et j(0) =0 ;ii) il existe
une fonction convexe et propre j telle que lim;—,4000j(t) = £oo et |G| > j > 0, alors a
I'aide des inégalités de Young et de Jensen on obtient une estimation de la forme lulpie) <€
ot C est une constante indépendante de u, A. L'intéret de ce résultat vient du fait qu’on
met en évidence les espaces de Orlicz comme adéquats pour obtenir des estimations sur u dans
L'(Q) et la constante C est indépendante de u, A ce qui sera efficace lors de |'étude des
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perturbations singulieres eAu. + 8(u.) = f € LP(Q) avec u. € H}(Q) et B(R) =R caren
ce cas la constante C ci-dessus est indépendante de ¢ (voir aussi le théoreme 2.3.5). A

1.4.10Perturbations non monotones discontinues

Lorsque (3(z,0) non monotone est continue dans un ouvert mais discontinue sur R p.p.
z € 0, on suppose |'existence d'une suite régularisante fB.(z, o) approchant uniformément
B(z,0) dans tout compact oli B(z,0) est continue. Si la suite régularisante rempli les conditions
du théoréme 1.4.7 en étant dominée par des fonctions monotones indépendantes de ¢, alors on
aura une estimation dans LP(f2) avec une constante indépendante de ¢ pour S(z,uc) ol u.
est la solution correspondante 3 la perturbation B.(z,0) . Dans ces conditions on peut passer a
la limite en utilisant le fait que la convergence uniforme des (¢(z,0) équivaut a la convergence
continue dans un compact ol la fonction B(z,0) est continue et que la limite faible LP coincide
avec la limite ponctuelle. On obtient que la suite u. converge dans W?2P(Q) faible vers la
solution u € HL(Q) N W?22(Q) du probleme Au + f(o,u) = f p.p. dans Q — S(u,p)
ol S(u,B) est la fermeture de I'ensemble {z € Q : u(z) € S:(B)} avec Si(B) l'ensemble
des discontinuités de la fonction (3(z,0) qui est continue dans un ouvert. La remarque 1.4.9
montre que I'hypothése du théoréme 1.4.9 est consistante car on donne une situation ol l'on
peut construire une suite régularisante. A
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2 Perturbations singuliéeres

Perturbations monotones non bornées

2.1 Identification formelle

Préliminaires 2.1
Soit u. la solution du probléme pénalisé

Aeu, + B(u.) = f € L*(Q)
u. € HJ(Q) .
On suppose que [ admet le développement asymptotique

= Z:o o Bt

et nous notons B(¥) la dérivée formelle d’ordre k de 3 .
Pour une suite ordonnée (i, ) de nombres naturels tels que S oim =k 6 N on

note C;™ = k![Tm—o im!]_l et 'on a toujours (Y op 2 ) Z(Zl':"o)o . C"’" H zim
m=0 m—

m=0

lorsque zr € R.

Probleme 2.1
On cherche u. sous la forme

Z“’ k
Ues = ULE
€ k=0 k

2.1.1 Identification formelle. Un cas particulier

Théoréme 2.1.1
L'identification formelle de ¢ en portant

E : k
u. = e
5 k=0 k

Acu, + B(u,) =1

dans

conduit aux formules suivantes :
B(ug) —f=10
Aug + 1 3V (ug) = 0

2
Aus + 16 (ug) + 18P (1) = 0

us
Auz + 3B (o) + 58 (uo) + 373787 (o) =

oo (im) i i
Auj_1 + ujﬁ(l)(uo) + Zk:o Bk Ezw i, 50, 3 im= Cm H uin =
m=g ™ AT m=0
A

Preuve : .
Si B(t) = e, BitF et u. = Y ;ojuie' alors en injectant dans eAu. + Bue) = f

on obtient
Z k Z §:°° ik
k=1 Aug—16” + k=0 Br( i=o Vi€ y=1f.

Des dérivations formelles successives avec initialisation ¢ = 0 suiviesd’unerécurrence

conduisent aux formules de 1’énoncé.
Une autre approche consiste & utiliser le calcul formel avec des puissances des séries.

(im) im im mzm —
Blue) = Ek Oﬂk . Ek O,Bk Z , _kC H €
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regroupement des puissances identiques de ¢

(im)

- o>
= c,m I | ulmel =
Zk =0 kz _OZ _ mim=J, Y im=k k m

m=0
[commutativité de la sommation]

(im) Cim S
EJ ozk =0 "Z =3 o . o _k K HUmE
m=0

Miym,=— P p——
m=0 m=J m=0 "

(o @) . oo .
— J+1 - J .
cAu, = E =o€ Auj = _S_ i € Auj_y .
En remplacant dans I’équation e¢Au. + B(u.) = f on obtient

eAu, + B(uc) = Z:’;O Auj_y (1 — Soj)e’ +

(im)
+ Z —Ozk oﬁkz _o Mim=1], o

oo
cim I wine® = dosf
m=0 m=0

ou § est le symbole de Kronnecker §ij =1 si 1 —j et d;; = 0 si non.
Apres les identifications des coefficients des puissances de ¢

(im) i > i .
Auj-1(1 = 6o ) +Zk oﬁ’“Z S Mim=] Yo G [ wire? = doif
m— Jr m=0 m= m=0

pour tout 7 >0 .
Si j>1 alors

0= Auj_1(1 — doj) +Zk oﬂkz(zm) i, T4 _kC',i’" Hu;’{':
m=l m=0"'m"

m=0

et

tm=—

[partition des indices)

= Auj_1(1 — doj) +Zk oﬁk Z(lm) o Mim=l, =1, Y 0 im=k sz H ui,’;'-}-
! ’ =0 m=0

0
+3 ﬁE“’") cir I wix
k . .o . Uy =
k=0 —o MIm=J) 1;=0, E :=Ozm—k k o m

[forme explicite de la sommatlon]

(im) im - im
—AU] 1+u] Zk 1 '1'ﬂk 0+Zk Oﬁkz mimzj, ij:O, Eoo oimzk Ck H 'U,m
m= m=0

d’ou

(1m) 7 N )
AuJ 1+t u; ,6(1) UO + E ke Olgk E im=j, i;=0 Eoo : _kckm II Uy =0 .
mlm_ v =5 m=01m_ m=0

Selon les valeurs de j on a successwement :

j=0

m=0

j=1

oo
CESD IS QN S | K

oo (im) i =
= Auo + Zk:o B Z =1, io=k—1,i;=0,I¢{0,1} Ci l—_[oum -
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= Auo + w1 E:o:l kBruy ™! = Auo + w18 (uo) = 0 .

Auy + Z:_—o Bk Z;n%:() mim=2, Y im=k C,i'" H ulm =

m=0

, )
S z(’m) im im _
= k=0 /Bk io=k—2, i1=2, i;=0,1¢{0,1} Ck H Um —
m=0

ip=k—1, ig=1, § =0,1¢{0,2}

_ o0 k! 2 k-2 oo k! k—1 _
= Auy + Zk=2 B 21(k — 2)!u1u0 + Zk=1 P 1k — 1)!U2uo B

2
u
= Au; + uzﬂ(l)(uo) + 51"5(2)(“0) =0

ce qui compléte le résultat. A

Un cas particulier

Pour des raisons intuitives on va considérer la situation ou 8 = 1R, ug = (—1)kAkf €
LY(Q) avec uo=Af=f.
Remarque 2.1.1
Soit ux € LY(Q), k>0 et les coefficients de l'opérateur A tels que a;j € C>(R).
Si u. est la solution du probleme
cAue +ue. = f € LP(Q2)
ue € Hg(Q)
alors V k>0

i{us B Zk—l uigi} D'(Q) faible o u
ck i=0

e—0

Preuve :
On observe que

1 k—1 .
ug = ;{us - Zi:o u,-e’} =

on exprime u. & l’aide de I’équation pénalisée et les u; en fonction de
p

1 k-1 iqig i
= gc-{f — 5A'U/5 b Zi:o (_1) A fE } =
[réductions car A%f = f]
1 k—2

= — A(F{ue — Zi:o (_1)1'Aif5i}) =

= — Auf™?
et en réitérant
ui‘ = (-—l)kAkue )

Selon le théoréme 1.2.4 on a l'estimation |u.|, < |f|, donc u. converge, a une sous-
suite pres, vers g dans LP(Q) faible et en passant a la limite au sens des distributions dans
I’équation pénalisée on aura f=g.

Comme les coefficients de lopérateur A sont dans C°°(Q) la convergence de u.
vers f au sens des distributions implique la convergence de (—1)%A*u, vers (—1)FAFug
dans le méme sens, ce qu’on voulait montrer.
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Commentaires 2.1
2.1 Identification formelle

Dans le domaine des perturbations singulieres I'identification formelle reste toujours un
bon support intuitif. L’amélioration du calcul algébrique permet le traitement des perturbations
monotones avec (3 une fonction trés générale.

On verra dans la suite que lorsque (3 est non bornée le comportement asymptotique
analytique suit le comportement asymptotique algébrique de u. alintérieur de Q.
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2.2 Comportement de cu,

Préliminaires 2.2

On suppose que B3: R+ R est une fonction continue non bornée, croissante, telle

que B(0) =0 et S(R)=R.
Selon les situations B sera supposée coercive :

|8(t1) = B(t2)| > aglts —t2| Vi1, t2 €R, ag > 0 une constante.

Si 8 est lipschitzienne :
|8(t1) — B(t2)| £ aPlty —ty| Vi, t2 €R, a”? > 0 une constante
alors 3 laisse invariants les espaces H{ (), LP(2)(1 < p < 0o) munis de la topologie forte.

Enfin. on remarque la dualité des concepts coercive et lipschitzien par rapport a
> q P
l’inversion des fonctions :

B3 est lipschitzienne :
|B(t1) — B(t2)] < aPlty —ta] Vi, t2 R, a? > 0 une constante
si et seulement si ™! est coercive :
18(t1) — B(t2)| > ()M ts —tal Y, t2€R .
On introduit aussi les versions locales des concepts ci-dessus, versions qui jouent un
role important lorsque (3 est bornée.

La fonction B est localement coercive si pour tout compact K C R il existe une
constante aff >0 telle que Vi, t2 € K

18(¢1) — B(t2)| > af |t1 — ta] -

De méme la fonction 3 est localement lipschitzienne si pour tout compact KcCR
il existe une constante a% >0 telle que Vi, t, € K

18(t1) — B(t2)]| < afdtl —ta| .

On vérifie qu’une fonction localement coercive laisse invariante la séparation des points
dans R et qu’une fonction localement lipschitzienne laisse invariants I’espace L°(f2) ainsi
que la convergence uniforme dans L>({).

L’opérateur A sera de type elliptique avec, sauf spécification contraire, les coefficients
ai; € Wh(Q) et le domaine § tel que les injections de Sobolev s’appliquent. A

Probléeme 2.2

Soit le probléme pénalisé

eAu. + ﬁ(ue) =fe LP(Q)( 2> 2)
{ueE HAQ) . g (Pe)

On montre que ce probleme admet une solution unique u. € W?2P(1) et on analyse
le comportement respectivement de eu. dans W?*?(Q) et B(uc) dans L? (Q) lorsque ¢
tend vers 0.

2.2.1 Convergence de cu. sans contrainte sur j3
Théoreme 2.2.1
Soit (3 une fonction continue non bornée, croissante, telle que 3(0) =0 et B(R)=R.

Le probleme pénalisé P, admet une solution unique u. € W2P(Q) et cu. converge vers 0
dans W2P(Q) faible lorsque ¢ tend vers 0. A
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Preuve :

Lexistence, l'unicité et la régularité u. € W*P(Q) est une conséquence du théoreme
1.4.1.
On a les estimations spécifiques aux perturbations monotones (voir théoréme 1.2.4)

1B(uc)lp < Iflp 5 |Aeuel, <2151,

d’ot1 la seconde estimation assure via le théoreme 1.3.1
|5u€|W2,p(Q) <2Ca lf'p
et avec W2P(Q) réflexif on aura, & une sous-suite pres,
W2P(Q) faible

EUe > v
e—0
Cette convergence implique via les injections de Sobolev
L?(Q) fort
e—0
et encore, & une sous-suite pres,
p-p. &
ElUg -V
e—0

Nous montrons que v =0.
Si on suppose que |[v # 0]| > 0 alors avec 8 continue |B(ue)|P converge ponctuelle-
ment vers +oo dans [v # 0] . D’autre part on a aussi

1B(ue)l, < 1f1,

et via le lemme de Fatou

+o0 = lim inf |B(u¢)|Pdz < / liminf |3(ue)|[Pdz < / |f|Pdz < 400
[’U#O] e—0 Q e—0 0
absurde.
On aura
cu. W=P(Q) falble% 0
e—0

3 cause de 'unicité du point d’adhérence. A

2.2.2 Comportement de la perturbation monotone

Théoreme 2.2.2

On suppose que l'opérateur elliptique A a des coefficients a; € L>(Q) .

Soit u. la solution du probleme pénalisé P, . Alors la perturbation monotone B(u:) converge
vers f dans LP(Q) fort et cu. converge vers 0 dans H}(Q) faible quand ¢ tendvers 0. A

Preuve :
En multipliant 'équation (au sens faible) eAu. + B(u.) = f par u. € H(Q), on
obtient

(630 @isttentien;» 1) + (B(ue), ue) = (fue)

d’ot1 avec A elliptique, B croissante telle que B(0) = 0 et les inégalités de Holder et de
Poincaré on a

QAL |u€|2Hé(Q) < |f|2 |ue|2 <Cp |f|2 Iu€|Hé(Q)
c’est-a-dire
|6u€|Hé(Q) <C

avec C une constante indépendante de €.

On déduit via la réflexivité de I'espace Hj(Q)) que cu. converge, & une sous-suite
prés, vers u € HY(Q) dans H}(R) faible et & I'aide des injections de Sobolev dans L?(2)
fort et ponctuellement lorsque ¢ tend vers 0. Nous montrons que u =0.

Si on suppose que |[u 3 0]] > 0 alors avec 3 continue |8(u)|P converge ponctuelle-

ment vers +oo dans [u # 0]. D’autre part, les estimations spécifiques aux perturbations
monotones (voir théoréme 1.2.4) assurent

Iﬂ(ue)lp < |f|p
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et via le lemme de Fatou
+o0 = / liminf |B(u¢)|Pdz < / liminf |B(ue)|Pdz < / |fiPdz < +o0
[u#O] e—0 Q e—0 Q

absurde.

On a obtenu

H}(Q) faible
EUe —0 .
e—0
Maintenant on observe que Pestimation |8(u.)|, < |fl, entraine aussi

LP(Q) faible
ﬂ(ue) —

ol ¢ est une fonction a localiser.
On voit que pour tout ¢ € C§(§2) on a

(E:J aij(gus)z.-‘foszja 1) = (f - ﬂ(us)ﬂo) _:-)0_)0

lorsque a;; € L=(Q) et eu. converge vers 0 dans H}(Q) faible, donc B(uc) converge
vers f au sens des distributions et I'unicité du point d’adhérence faible implique f =g.
La semicontinuité inférieure de la norme |o |, dans la topologie faible, assure

tm inf 8(ue)lp 2 1flp
D’autre part, Vestimation |8(ue)|, < |fl, permet d’avoir
lim sup [B(ue)ly < 7l

e—0

En réunissant
LP(9Q) faible
—N

Bluc) e0 rfoet 1Buel, e—0 £y
dans l’espace uniformément convexe et réflexif LP(Q2) (1 <p < o0) donc
LP(Q) fort

B(ue) - f .

e—0

2.2.3 Amaélioration de la convergence de cu,

Théoreme 2.2.3

Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, telle que B(0)=0 et B(R)=R.

Si u, est la solution du probleme P. alors cu. converge vers 0 dans W*P(Q) fort lorsque
¢ tend vers 0.

Preuve :
A Vaide des théorémes 1.3.1 et 2.2.2 on a
leuelw2m(g) < Ca |A6u€|p =Cax W(ue) - flp —:_)F_)O
avec C4 indépendante de ¢, d’ot le résultat. A

Commentaires 2.2
2.2.1 Comportement de cu. sans contrainte sur Jé;

On utilise une méthode de compacité au sens de [Lions[2]] utilisant des estimations a
priori et la réflexivité des espaces impliqués. A

2.2.2 Comportement de la perturbation monotone

On améliore la convergence faible de 3(u.) en obtenant la convergence en norme Lr(Q).
C'est un procédé classique dans le calcul variationnel basé sur la semicontinuité inférieure de la
norme | o |, dans la topologie faible L?(§2).

Il y aura un résultat analogue si 8 est bornée (voir le théoreme 2.5.1). A

2.2.3 Amélioration de la convergence de cu,
On obtient la convergence forte de eu. dans W??(§) via la convergence forte de la

perturbation monotone B(uc) et le théoreme 1.3.1. On verra que la convergence forte dans
W2P(Q) est préservée aussi lorsque la fonction 3 est bornée (voir la remarque 2.9.1 ). A
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2.3 Comportement de u. selon la régularité de uo
Préliminaires 2.3
Les mémes conditions qu’aux préliminaires 2.2.
On a besoin aussi des lemmes suivants :
Lemme 2.3.1(Stabilité de la perturbation monotone)
Soit B: Q2 x R+—— R une fonction telle que
B(z,0) croissante p.p. x € (2
B(z, o) uniformément lipschitzienne :
|8(z,t1) — Bz, t2)| < aPlty — ta] V z€Q, t, t; € R, o >0 constante .
Si les u; € H'(Q), i € {1,2}, sont solutions des problemes
Aui + B(o,ui) = fi € LP(Q)(p 2 2)
uy — ug € HY(Q) N L>(R)
alors
1
|B(°’u1) - ﬁ(o’u2)|p < (aﬂCf)Pl lfl - f2|p
o p'+p=pp. A
Preuve :
Par soustraction
A(ul - u2) +,H(o,u1) - ﬂ(o’l"?) = fl - .f2 € LP(Q)
uy —ug € HH(Q)NL®(Q) .
En multipliant par o(uy — u2) = (w1 — up)|ur — uz|P~% € H}(Q) on obtient
(A(us — uz), (s — ua)) + (B(orur) = Ao, uz), p(us — u2)) = (fi — fariplta = u2))
ou
(A1 = u2), (w1 = ua)) 2 = > (€Al — walp
(,3(0, ul) - 18(07 u2)a "P(ul - u2)) B(2,0) croissante (I,@(O, ul) - )8(0, u2)|’ I‘Ip(ul - u2)l) 2
> > gy1—-p - P
~ B(z,o) lipschitzienne de constante a? - (a ) l/@(o’ UI)) ﬁ(o,U2)|p
t)=t|t|P~2
(1~ farplur —w)) £ =2 <1y — folplun — uzlp™
Dans ces conditions, 1’égalité
(A(uy — ug), p(u1 — uz)) + (B0, 1) — B0, usz), p(ur — u2)) = (fi = fo, (w1 — u2))
devient l'inégalité :
(CA) M ur — uzl? + 10?1 7?|B(0, w) — B(o, u2)l} < |fo = falplur — ualf™
d’oll en combinant
fug —uzl, < Cf |f1 = falp
N 1 - 1
18(0,w1) — B(o,ua)l, < (&P CH¥ |f1 — falf | f1 - fli = @°CHY |fi — folp -
A

On sait que si une suite de fonctions mesurables est convergente p.p. vers une fonction
de LP(f) et dominée par une autre fonction de L?(Q) alors la suite converge dans LP(Q)
fort.

Si on remplace la domination ponctuelle par la domination en norme L?P(R2), alors
la convergence forte dans LP(Q) peut étre compromise (voir par exemple [Evans, pg. 9-10]
en notant que si la suite est bornée dans LP(Q2) alors, a une sous-suite pres, elle converge
dans LP(Q2) faible).

Le lemme suivant montre que la convergence forte subsiste dans les espaces L7 (Q)
avec 1<qg<p.
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Lemme 2.3.2

Soit p>1.

Si u. est une suite de fonctions mesurables bornée dans LP(2) et convergeant p.p.
vers u € LP() lorsque ¢ tend vers 0, alors u. converge vers u dans L1(Q2) fort pour
tout 1< qg<p.

Preuve :

Selon le théoréme d’Egoroff, pour tout § il existe un ensemble mesurable et fermé A
tel que [ — A| < & et u. converge uniformément vers u dans A.

Pour tout ¢ < p on peut écrire (on omet le symbole dz sous l'intégrale)

[ue — ul = |ue — ulja@n) + /A lue — ul? <
1-1 » q
< IQ_A| b Ius“ule(Q_A) + Aluc‘—ul <

<530k + / —
A

en notant que l’application p — |0 |rr@-a)|§2 — A|_':17 est croissante avec l'inégalité de
Holder et la suite u. — u est bornée dans LP() par une constante C' indépendante de €
et 4.
En faisant tendre ¢ vers 0 on obtient
H—In_s_;() Iue - ulg S |(5|1—%C%
car la suite |u. —u|? converge uniformément vers 0 dans A.

Si on fait tendre § vers 0 on déduit que la suite u. converge vers u dans L?(Q)
fort ce qu’on voulait montrer. A

Probleme 2.3
On étudie le comportement de u. lorsque ¢ tend vers 0 avec respectivement wuo =

B-1(f) € HA(Q), uo € HA(Q)nW2P(Q) et uo € L®(3Q) N W2P(Q). A

2.3.1 Comportement de u. avec uo € Hg(Q2)

Théoréme 2.3.1

Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu, telle que
B(0)=0et G(R)=R.

Soit up = B1(f) € HL().

Si u. est la solution du probleme pénalisé P. alors u. converge vers ug dans H}(Q) fort
lorsque ¢ tend vers 0. A

Preuve :
Une multiplication par u, — up € H3(Q) de Iégalité (au sens faible) eA(ue — uo) +
B(ue) — B(uo) = —eAug conduit a l'identité

e(), ; aij (e = u0)e (e = Uo)a;, 1) + (B(ue) — Bluo), e — o) =
= _E(Z. . QijUOz; (ue - UO):L'.') 1)

t,

d’ot1 ( B croissante , A elliptique) ’
|ue — UO'%{(I’(Q) < Clue — uo'Hé(Q)
avec C une constante indépendante de ¢.
On déduit que
lue — uolmny £ C
et via la réflexivité de I'espace H}(§2) on aura, & une sous-suite pres,
H(9) faible

Ue > U
e—0
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d’ou en utilisant les injections de Sobolev
L%(Q) fort p.p-
Ue —u et ug U .
e—0 e—0
D’autre part le théoreme 2.2.2 assure
L2(Q) fort
Blur) —2 DL, fluo) = £

la convergence étant aussi ponctuelle & une sous-suite pres, donc avec 37! continue on aura

p.p.

Ue P — Uo
e—0

c’est-a-dire v = ug -
Un retour a l’identité

&Y, , ais(te = w0z (tte = Uo)a; 1)+ (B(ue) = B(uo), ue — o) =
= —5(21_ ; aijuor; (ue — u0)z;s 1)

y
permet d’améliorer la convergence de u. vers ug dans H}(Q) faible en convergence forte.

A

2.3.2 Comportement de u, avec up € W2P(Q2) N Hg(£2)

ou up € W2P(Q2) NL>°(00)

Théoréme 2.3.2

Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu, telle que
B(0) =0 et B(R)=

Soit up = B~ (f) € W2P(Q) N HA(Q) avec p>n.

Si u. est la solution du probleme pénalisé P, alors on a l'estimation

|u€ u0|p S C

ot C est une constante indépendante de ¢ .

Si 3 est lipschitzienne on a aussi

<C

L 5
1B(ue) — Blw)l, < Ceb et |eu. o <

pour diverses constantes C indépendantes de ¢ et p’' +p = p'p.
Si up € W2P(Q) NL>(9Q) et B n'est pas forcément lipschitzienne alors u. converge vers
up dans LP(Q) fort lorsque ¢ tend vers 0. A

Preuve :
A D’aide des injections de Sobolev on a u., ug € ().
Le théoréme 1.2.2 appliqué au couple de problemes

{5Au5 + B(ue) = f € LP(Q) {eAuo + B(ug) = f + cAugp € LP(R)
ue € HY(Q) N W2P(Q) up € H3 () N W2P(Q)

donne
cA Cpl=e"'Cy a1 A
lue — uol, < C;* |f — f — eAuol, —— C,le™ " |eAuol, = C; |Auol, -

Si (3 est lipschitzienne, alors a l’a,lde du lemme 2.3.1 on a

|B(ue) — Bluo)l, <

[on rappelle que B(ug) = f]
<(CAQPYF |f = (f — eAuo)l, =
[on observe que C;A = 5_10134]
= 5_#5(0;,4(1/3);_' |Auol, =
lavec p+p' =p'p]
;(CA ﬂ)P |AUQIP
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[en posant Cp = (C}f‘aﬂ)# |Auol, ]
=E€Pr Co .
Il reste a observer que

1

IeAuelp = |f - ﬁ(ue?)‘p = IIB(UO) - ﬂ(ue)lp <erCo
c’est-a-dire

1

IAEF"uE

< Co
P

et le théoreme 1.3.1 permet d’avoir

7 u. < CaCo -
w2r(Q)

Dans la suite § n’est pas supposée lipschitzienne.

Si ug € W2P(Q) N L®(99) soit u la solution du probleme
{ Au = |Auo| € LP(9)
u € HY(Q)NW2r(Q) .
Le principe du maximum assure u > 0 p.p. Q.
Si on note us = uo £ u = |uo| e (ag) alorson ales comparaisons

> eAu_ +B(u)
cAuc + B(ue) = f { < eAuy + B(ug)

> u_
u5:0{§u+ sur OS2

dans Q

car p.p. 2
eAuy + B(uy) = e(Auo + |Auo|) + B(uo + u + |uo| oo (a0)) 2

u>0

> B(uo) = f
u>0

eAu_ + B(u_) = e(Auo — | Auol) + Bluo — u — ol e (o)) € =22= < Bluo) = f
et sur 0N

Uy =uo+u+ IUOILoo(aQ) >0
U =Ug — U — |u0|L°°(BQ) S 0.
Le principe du maximum donne u_ < u. < uy d’ou p.p.
ue| < Ju-| V]ui] € LP(Q) .
D’autre part le théoréme 2.2.2 assure

LP(Q) fort
Bue)

e—0

y f = B(uo)

d, \ \ . \
ou, a une sous-suite pres,

Blue) —EP s B(uo)

e—0
-1 .
et avec 7' continue

p.p-
Uge — UgQ -
e—0

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue donne
LP(Q) fort

E [4
e—0

2.3.3 Comportement de u, avec up € L*(2)

Théoréme 2.3.3

Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu, telle que
B(0)=0 et G(R)=R.

Soit up = B71(f) € L=°(Q) .

Si u. est la solution du probleme pénalisé P. alors u. converge vers ug dans L(Q) fort
lorsque ¢ tend vers 0 pourtout g >1. A
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Preuve :
Soient les constantes u+ = F|uo|oo
On observe que
< Bluy) = cAug + B(u+)
cAu ue) = f = 0B(u Z dans 2
) = £ =) { S 50 Z ot L a0
<ug
- = su
U’E 0 { Z U_ r 39
avec [ croissante et inversible.
Le principe du maximum donne p.p. dans Q
- <ue S uy
et aprés un retour aux notations p.p. dans Q
|ue| < |u0|L°°(Q)
Selon le théoréme 2.2.2 (p=2)
LP(9) fort
u — f = B(u
Blue) —ZDE s £ = Bluo)
et, & une sous-suite pres,
p.p.
u — B(ug) .
Blue) —22 2 B(uo)
Comme B, 37! sont continues, on aura
p-p. @ R
us 4 uo .
e—0
En réunissant, on a obtenu
|U5| < |“0|Loo(9)
et
p.p- @ IR
ue > Ug .
e—0
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans LI() assure Vgq2=>1
Li(Q) fort
Ue >
e—0
JAN

2.3.4 Comportement de u. avec up € L ()

Théoreme 2.3.4

Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, impaire, inversible avec inverse continu,
telle que 3(0) =0 et S(R) =R.

Soit u, la solution du probleme pénalisé P. avec p >n.

Si wCCwpC Q est une suite de domaines telle que up = 37(f) € L°°(wo) , alors

IuglLoo (w) o — IUOlLoo(w)

et u, converge vers ug dans L9w) fort pour tout q>1. A

Preuve :
Soit un domaine wp tel que w CC wo C © et une fonction ¢ € C§°(wo) telle que
wClp=1] et 0<p <1 p.p. dans wo .
Alors la fonction ¥ =1 — ¢ vérifie
=1 sur Owo
() { >0 dansuwg
=0 dansw.
Comme ug = 871(f) € L®(wp), AP € L®(wo) on aura BY(f £ 6Ay) € L*®(wo)
pour une constante § > 0 suffisamment petite.
Soient les fonctions
vy = Fe|B7(f £ 6AY) | Loo (wo) £ 69
telles qu’on ait sur Owp
vy >26>0>-6>v-_.
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Alors on a les comparaisons
< Avy + B(=E)
Acu e} = Z £ dans w
e HPEH =5 avs +8(5) °
< 5 < Uy
EUey T ¢ = sur Ow
pour € petit car d’une part selon le théoréme 2.2.1 (p > n, Sobolev)
W?2P(Q) faible cY®)
EUe ) — 0 = cu. >0
£—0 e—0
et en particulier
CY(wo)
EUe (o -0
e—0

et d’autre part il est visible que p.p. wo
v _ ) >0 p.p. wo
Avy +B(2) = S4% + B(B7(F = 840 ooy + 29) 2 =Ets >

B croissante
> §AY + B(I87H(f — SAY) |1 (wo)) 2 f

_ ) .p. wo
Av_ £ BS) = ~5AY + B—187(S + SA) 1wy — ) < I <

B croissante
< —6AY + (=87 (f + 8A¥) L (o)) < -

Le principe du maximum permet d’avoir p.p. wo avec & petit

vo <eue S vy

et vu la construction des v, ¥, ¢ p.p. w

_E‘ﬂ_l(f + 5A¢')IL°°(wo) S EUg S Ellg—l(f - 5A¢)|L°°(wo)
d’ou

|[telpoo () < 187 (f — 6AY) Lo (wo) V IB7H(F + §AY) | Lo (o)
pour ¢ petit (dépendant de § et § — 0 force ¢ — 0) et en faisant tendre § vers 0 on
obtient

lirenjt)lp el poo () < |w0lpo0 (wo) -

Si il existe un wo tel que w CC wo C Q alors on peut approximer w par des
sous-domaines w® du méme type que wp tels que w CC w® CCwo .
En approchant w par des w® on tire

limsup, 0 |Uel|poo 0y < (@0l g0 (wy |-
(w) (w)

Pour montrer que
on observe que d’apres le théoréme 2.2.2, Vg 2> 2

L9(Q) fort
IB(UE) e—0

— f

et en particulier
LI (wCQ) fort

Blue) > f

e—0

avec convergence des normes

Iﬁ(ue)ILq(w) >

e—0

Flpaq) -
On déduit que
. L. .
Mgy = liminf [B(ue)] oy < ol iminf 18(ue) =
et en faisant tendre ¢ vers l'infini
£l () Sliminf|A(ue)] poo (o)
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d’oti avec B croissante, continue et impaire (8(0) = 0)
|f|L°°(w) < lilgi)iglfW(ue)lLoo(w) = ligi)iglfﬂ(luehw(w)) = ﬂ(llirl)lglf Iuleoo (w))
et encore avec 3 inversible et impaire, B~1 croissante, continue et impaire
lllen_églfluele(w) Z /B—l(|f|L°°(w)) = |l8—1(f)|Loo(w) = IuOILw(w)

c’est-a-dire

liminf. o |u5|L°o(w) > |u0|L°o(w) .

Finalement

l’u’elL‘”(“") e—0 — luole(w) )

Pour la derniére partie de la conclusion on voit que d’apres le théoréme 2.2.2 Vg 2> 2
LI(Q) fort

ﬁ(ue) e—0 ’ f
et en particulier dans w C
LI (w) fort N
Blus) — Dy f

d, \ by . N\
ol, a une sous-suite pres,

=0

donc
p.p. w
Ue — UQ
e—0

car ug = B (f) € L®(w) et B est continue.
L’estimation

limsup lueILoo(u) < Iu0|L°°(w)
e—0
permet d’avoir pour une constante ¢ >0 et ¢ petit
el poo () < U0l ooy + @
donc p.p. w

pour ¢ petit.

On a obtenu
p-p- w
Ue > UQ
e—0

et
|lue| < |uolpe(w +0 € L™(w)
pour ¢ petit.
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans Li(w)(g > 1) assure

L (w) fort

Ug >
e—0

ce qui compléte le résultat. A

2.3.5 Comportement de u.. Une autre approche

Pour une introduction des fonctions duales et des espaces de Orlicz voir le lemme
1.4.4. et [Adams, pg. 228].

Théoreme 2.3.5

Soit B € CY(R) une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu,
telle que 3(0) =0 et 3(R) =R.

Soit u, la solution du probléme pénalisé P. . Alors on a selon les situations :

i) si il existe une fonction convexe positive et propre j telle que j(0) =0, j > |87,
j(f) e LY(Q) alorson a
LY(Q) fort

e—0
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pourtout 1 <q<p;
ii) si la fonction |3~![P est convexe alors
L?(R) fort

€ > U
e—0

iii) si une des situations suivantes a lieu :
il existe un @ € (0,1) et une fonction convexe et propre j telle que Bt > jit)vt € R,
j(0) =0 et f € LP(Q) appartient a I'espace de Orlicz associé a la fonction convexe (6j). c'est-a-
dire j.(f) € L}(R) ou il existe une fonction convexe et propre j telle que lim_,+o0 0j(t) = oo
et |G| >j >0, alors on a l'estimation

Iulel(Q) <C

o C est une constante indépendante de ¢, A. A

Preuve :

On va montrer d’abord que u. converge ponctuellement vers uo lorsque ¢ tend vers
0.

En effet le théoréme 2.2.2 permet d’avoir

LP(Q2) fort R
B(ue) e—0 ’ f

d’ou on déduit

ﬁ(ug) p.p. . f

e—0

et avec /1 continue

p.p. 0 N
u€ 4 UO .
e—0

i) Tout d’abord on observe que les conditions j = 1371P, j(f) € L*(§2) impliquent
up = B7(f) € LP(Q) .
En appliquant le théoréme 1.4.8 point iii) on obtient que

[l < [ it

avec u. convergeant p.p. vers up lorsque ¢ tend vers 0 et le résultat s’ensuit avec le

lemme 2.3.2.
ii) Le méme théoréme 1.4.8 point iii} permet d’avoir

/ P < / fuof?
Q Q

LP(Q) faible

donc

Ug
e—0

D’autre part on a vu que u. converge ponctuellement vers uo et la coincidence de
la limite faible dans LP()(p > 1) avec la limite ponctuelle donne v = uo .
La semicontinuité inférieure de la norme | o |rs(q) dans la topologie faible assure

liminf/ |ue|”_>_/ |uol?
e—0 Q Q

. , s s . , s
ce qui confronté avec ’estimation antérieure sur ue donne

H - P
gl_r;})/ﬂluel —/Qluol .

Il reste a observer que la convergence faible et en norme dans l’espace uniformément
convexe LP(Q) implique convergence forte donc

LP(Q) fort

Ue — UQ .
e—0

iii) Une conséquence directe du théoreme 1.4.9. A
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Commentaires 2.3
2.3.1 Comportement de u. avec ug € H} ()

Ce résultat est obtenu dans [Lions[1]] au cas ol B = 1g, la condition de coercivité étant
essentielle. On s'apercoit donc que le résultat persiste avec § non nécessairement coercive.
A remarquer "I'égalisation” des espaces de u. et up, on a uc € HL(2) 3 up. Dés quil y
a asymétrie des espaces de u. et uo (3 une fermeture prés) la convergence de u. recule a
I'intérieur du domaine. C'est I3 un phénomene spécifique aux problémes de ce type. A

2.3.2 Comportement de u, avec up € W2P(Q) N H(Q)

ou ug € W2P(Q)NL>®(0Q)

On obtient des estimations pour u. dans LP(Q) lorsque uo est dans l'espace W2P(Q)N
H}(Q) de u..

On a la convergence forte dans LP(Q)(p > 2) sans vitesse de convergence lorsque g
n'est pas supposée lipschitzienne mais on contrdle tres bien la convergence de cu. et de la
perturbation monotone [(u.) lorsque 3 est lipschitzienne.

Si ug € W2P(Q) N L>®(9Q) alors on montre que la suite u. converge vers ug dans
Lr(Q) fort.

La technique utilisée consiste a obtenir la convergence presque partout par une approche
variationnelle et ensuite dominer la suite via le principe du maximum ce qui permet d’appliquer
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

2.3.3 Comportement de u. avec ug € L*(R2)

Si uo € L™(f2) on obtient la convergence de u. vers ug dans L1(Q)(¢g =2 1) avecla
technique ci-dessus. A

2.3.4 Comportement de u. avec uo € Li}.(€2)

Ce résultat est une version locale du théoréme précédent. Les ingrédients de la démon-
stration sont le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, la commutativité d’une fonction
croissante, continue et impaire avec la norme |o|o et le comportement de cue, B(ue). On
remarque que la nature bornée de 3 n’est pas impliquée ce qui va nous permettre d'établir une
version (théoréme 2.10.7) avec (3 bornée. A

2.3.5 Comportement de u.. Une autre approche

La démonstration de ce théoréme est basée sur les estimations des théorémes 1.4.9 et
1.4.10. Ces estimations ne dépendent pas de l'opérateur ¢A et permettent d’avoir luel, £ C
avec C une constante indépendante de & lorsque |37!|P est convexe et f € LP(R). On
obtient aussi |u.|, < C sans contrainte sur 3.
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2.4 Perturbations monotones non-bornées

Comportement de u, avec [ coercive

Préliminaires 2.4

Les mémes hypothéses qu’aux préliminaires 2.2.
On travaille avec 8 coercive et lipschitzienne.
Nous aurons besoin du lemme suivant :
Lemme 2.4.1

On suppose B une fonction lipschitzienne :

18(t1) — B(t2)| < &Pt — 2| V 1, 12 €R, o? > 0 constante.
Siles u; € H'(Q) sont solutions des problémes
Au; + B(ui) = fi e LP(Q) (p2>2)
uy — ug € Hy(Q)
alors
lur — ualwar(ey < Clfi — f2lrce)
avec C une constante indépendante de wu;, f; ayant la forme explicite
C‘—'CA(1+C;,4aﬂ)
ou C]‘:‘, C4 sont respectivement les constantes des théorémes 1.2.3 et 1.3.1 (k = 0).
Si B est coercive :
|B(t1) — B(t2)| > aplts — t2| V ty, to € R, ag > 0 constante

alors on peut remplacer C';:‘ par aEl . JAN

Preuve :
Selon [Brézis[1]] les u; existent et u; € W2P(Q).
Le théoréme 1.2.3 s’applique pour ce probleme donc
lur — uglp, < C;'ﬂfl — falp
avec CI’,‘1 indépendante de u;, fi, B .
Si B est coercive, on a aussi
|U1 —u2|p < 01:11|f1 - f2|p .
Par soustraction
A(ug — ug) + B(ur) = Bluz) = fL— f2
d’ou
IA(ul - u2)lp <
['inégalité de la norme]j
< |fi = falp +18(u1) — B(u2)l, <
[ 8 lipschitzienne de constante a” ]
< i = folp + o |uy —ugl, < |fi = falp (1 +aﬂCf) .
Le théoréme 1.3.1 permet d’avoir
luy — ua|war(a) < CalA(u1 —u2)l, < Ca(l+?CP) | f1 = fol,
avec C4 indépendante de wu;, fi .
Si B est coercive, au lieu de CA on peut utiliser aﬁr . A

A

Probleme 2.4
On étudie le comportement de u., (ue —uo)a 1 dans ’espace W2P(QQ) faible lorsque
¢ tend vers 0 avec respectlvement wo = B7HS) € HI(Q) NnW2P(Q) et uo = B7(f) €

HY(Q) NW2P(Q) 3 — 7t = .
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2.4.1 Comportement de u, avec B coercive et ug € Hg(€2) N'W2P(Q)
Théoréeme 2.4.1
Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, telle que 3(0) =0 et B(R)=R.
On suppose 3 coercive et lipschitzienne, ug = () € W2P(Q) N Hy(Q) .
Si u, est solution du probleme pénalisé P, alors u. tend vers up dans WZP(Q) faible
lorsque ¢ tend vers 0. A

Preuve :
A Daide du lemme 2.4.1 (8 coercive, uy = u., uz =1Up )On a
-1

aé?

) [2f = Z(deuo + B(uo))| =

P

|u€ - uOlw2,p(Q) S CA(l + ae—lﬂ

[en observant que ot B =¢"1af a.-15 =€ tag, B(uo) = f et en posant C=Ca(l+
&) |Auol, ]
- C IAU()IP
avec C une constante indépendante de ¢ .
Ceci permet d’avoir (W?2P() réflexif) , & une sous-suite pres,
W2P(Q) faible  u

Ug >
e—0
et encore
L?(Q) fort
& [4
e—0

avec les injections de Sobolev.
La fonction lipschitzienne (3 laisse invariante la convergence forte

ﬂ(ue) L?(R2) fort >,H(u)

e—0

puisque

1B(ue) = B(w)ly < o Jue = uly — =0

En passant & la limite au sens des distributions quand ¢ tend vers 0 dans

eAue + B(ue) — B(u) = f — B(u)
on obtient f— B(u) =0 d’ott u = B7!(f) =uo et uo sera le seul point d’adhérence faible
de wu.. A

2.4.2 Comportement de (u, —ug)e™! avec up € H§(Q2) N W2P(Q) 5 uy
Théoréme 2.4.2
Soit B une fonction continue non bornée, croissante, telle que 3(0) =0 et §(R)=R.
On suppose 3 € C2(R) coercive et lipschitzienne, up = B~!(f) € W2P(Q) N Hy(R) >
mn)- = .
0
Si u. est la solution du probléme pénalisé P, alors (u. — up)e~! converge vers u; dans

W2P(Q) faible lorsque ¢ tend vers 0. A
Preuve :
Le lemme 2.4.1 s’applique au couple de problemes :
Au, + 1B(ue) =1 A(uo + eur) + LB(uo + euq) = 1 fe
Ue € H&(Q) ug + €Uy € H&(Q)

d’ou
|u€ - (uo + Eul)lw2,p(ﬂ) S

[ B coercive et lipschitzienne ]

Pl
&

<Ca(l+
ag/

)':;lf_fehl =
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[agje = ap/e et af/s = aP /e & cause de Phomogénéité des constantes ag et o’ ]
1 af
=-Ca(l+ a—ﬂ) |f = felp =
[avec les notations A(ug + eu1) + 208(uo + euq) = 1fey B(uo) =f et C= Ca(l+ %) ]
1

= EC |ﬂ(“o + eur) — B(uo) +eAuo + 52Au1|p =

/B(u0+€u;)_ﬁ(UO) +AUO+€AU1 —
P

[on a —Aug = u18'(uo) et B € CER) donc il existe 65 € [0,1] telle que]

= C |'LL1,8,(U0 + 69811,1) — ulﬂ'(uo) -+ 6Au1)|p =

[ona B € CY(R) donc il existe 65 € [0,1] telle que]
= C |eul658" (vo + €687 u1) + e Auy |, <

=C

[inégalité de la norme]

S C€(|u%98ﬁll(uo + 080;“1)'1) + |Au1|p) S
['inégalité de Holder avec £+ (5) = 2(%)']

< Ce(|ull, , 1658" (w0 + 6565 ur)(pyay + |Aual,) <
[opérations sur la norme]
< Ce(|urly 658" (uo + e8505u1) |0 I P/P" + | Aua,) <

[on rappelle que u; € W3P(Q), 8 € W2*(R)]

< Ce(luily 1Blyyem gy 1P + [Aus ;) -

On a obtenu
Ue — Up

2 1
S C(lullp |QI(P/2) |/8|W2.°°(R) + |Au1|p)
W2.P(Q)
donc, 3 une sous-suite pres, (W?P?(§Q) réflexif)
Ue — Ug W2P(Q) faible
— Uy > U
I3 e—0
et avec les injections de Sobolev
Ues — U LP(Q2) fort R

- u1 > U
& e—0

— 04— ,B(UO)_,B(u06+5(u+ul)) +(u+u1)ﬂl(uo)
P P

alors un passage & la limite au sens des distributions dans 1'équation cAu, + B(ue) = f
écrite sous la forme

3

Si on montre que

Bluo + e(u + uo)) — A(ue)

g

— 0 ¢

5A(u€ ;uo — uy)
Bluo +(u+ur)) = Blue) | Aluo) = Aluo +e(u+ )
€ €
+

(u+u1)B (uo) — (u+ u1)0' (uo) — Aug — eAuy
donne (u + u3)B'(uo) = —Auo d’'ott uB'(uo) =0 avec f' >0 donc u=0.
Il reste a observer que

ﬁ(u0+5(u+u1))—ﬁ(ue) <af ”6_“0_u1_u s 0
€ P - P e—0
et
IB(UO +5(u +€ul)) —ﬁ(UO) _ (u +ul)ﬂl(u0) . —
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[ 8 € C*(R) donc il existe 65 € [0,1] telle que ]
= |(u + u1)(8'(uo + €65 (u + u1)) — B'(uo))l, =
[#' € CY(R) donc il existe 65 € [0,1] telle que ]
=c |(u + ul)2 58" (wo + €056 (u + ul))|P <
[car B € W2°(R) ]
< 3 Iu + U1|p |’8|W2 > (R) ——_>0 .
A
Remarque 2.4.2
Avec les notations du théoréme 2.1.1 s1
u; € WHP(Q) N HY(Q) VY j>0
B e CO(R) vV j>1
alors on peut montrer par récurrence que YV k >0
k—1
1 . W2P(Q) faible
- —_ .d _
O S e
j=0
A

2.4.3 Comportement de u, avec (3 coercive en dehors d’un compact
Définition 2.4.3

On dit que la fonction B : R +— R est coercive en dehors d’un compact st il existe
un compact K CR et une constante aﬂ >0 tels que

|8(t1) — B(t2)l = ag Kt — ta
Vi, e R—- K. A

Théoréme 2.4.3

Soit 4 une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu, telle que
B(0)=0 et B(R)=R.

On suppose (3 coercive en dehors d'un compact.

Si u, est la solution du probléme pénalisé P. alors on a 'estimation

|u€|p S c

ou C est une constante indépendante de ¢ .

Si up = A7) € LP(Q)(p > 1) alors u. converge vers up dans LI(Q) fort lorsque ¢
tend vers 0, pour tout 1 <gqg<p. TAN

Preuve :

Pour la simplicité on va noter a = af,( la constante de coercivité de § dans R— K.

Si on multiplie I’équation pénalisée par p(u.) = ue|us|P~2 on obtient aprés une
intégration dans w = [u. € R — K] :

(f,(ue))w = (Blue), p(ue))w + (5Auea‘»0(ue))w

hY

ou
B coercive dans R—K
(B, p(ue))o > > aluclly
Hélder 1
(f’ ‘P(ue))w S S |f|LP(w) |u€lLP(u) |f|LP(Q) IuEILP(w)
Holder
(5Au€7 (P(uf?))w — < |A€u€|LP(w) |u€|LP(u) < |AEUEILP(Q) |u€|Lp(1w)
donc

-1 -1
& IUEI}[J,F(Q) < |f|LP(Q) luEIII),P(w) + |A€u5|LP(Q) Iuel’i”(w)
et aprés une simplification
Iu'€|LP(w) S a—l(lfILP(Q) + |A€u€|LP(Q)) S 30(_1 |f|LP(Q)
en notant que |Aeu.|;,q) <2 |flr(qy d’apresle théoréme 1.2.4.
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On voit aussi que

1 1
u < < (sup 1)|Q — wl|? < (supt)|2|? < 00
| EILP(Q-—w) e T (tEIl?:, )| |» < (teg )€

car un compact de R est borné.
Nous avons obtenu

luelLP(w) S 30‘_1 |f|LP(Q)
et

1
U —oy S (supt Ql»
el amey < (s

d’ou par addition

— 1 notation
|u€|LP o) < 3a ! |f|Lp oyt (sup t)|Q|” C
(@) (@ +(sup

c’est-a-dire la premiere partie du résultat.

On a l'estimation |u5|p < C et d’apres le théoreme 2.2.2 la suite B(u.) converge
fortement dans L?(Q) (donc ponctuellement, & une sous-suite pres) vers ((ug) d’ou avec
B~1 continue u. converge ponctuellement vers uo € Lr(Q) .

Le lemme 2.3.2 assure que u. converge vers ug dans L1(Q) fort ce qui complete
le résultat.

Remarque 2.4.3
La coercivité en dehors d’un compact peut remplacer la coercivité globale chaque fois
qu’il s’agit d’obtenir une estimation d prior: sur Ue dans LP(R).

Commentaires 2.4
2.4.1 Comportement de u. avec [ coercive et ug € H}(Q) N W2P(Q)

Ce résultat montre que si uo est dans I'espace H{ () NW2P(Q) de u. et 3 est
coercive, alors u. tend vers ug dans W?2P(Q) faible lorsque ¢ tend vers 0. Les outils de
la démonstration sont respectivement les théorémes 1.2.2 et 1.3.1. On note que [ est a la fois
coercive et lipschitzienne. A

2.4.2 Comportement de (u. —ug)e™' avec § coercive et up € H}(Q) N W2P(Q)

Si wo, u; sont dans'espace HJ(Q)NW2P(R) de u. et § est coercive et lipschitzienne,
alors (u. —up)e™! tend vers u; dans W2r(Q) faible lorsque & tend vers 0. La technique
utilisée peut &tre adaptée pour reconstituer d'une maniere analytique le développement algébrique
obtenu lors de I'identification formelle (voir le théoreme 2.1.1 et la remarque 2.4.2). Le cas
B = 1g a été étudié intensément dans la littérature. Des résultats de ce type mais via une

approche différente (perturbation opératorielle) sont obtenus dans [Huet .D[2]], [Friedman A.[2]],
[Ton B.A], [Tanabe H.], [Visik M.J. and Liusternik L.AJ A

2.4.3 Comportement de u, avec ( coercive en dehors d’un compact

Ce résultat montre qu'on peut affaiblir la notion de coercivité globale sur 8 pour avoir
une estimation du type |u.|, < C sur u. et l'on a aussi la convergence de u. vers ug dans
les espaces L(f)) avec 1< g < p lorsque p>1. JAN



2 Perturbations singulizres
2.5 Perturbations monotones non-bornées
Comportement de wu._ avec B localement coercive

251 La situation ug€W2(Q) 76

Comportement de u. avec ( localement coercive

Préliminaires 2.5

L’hypothése (3 localement coercive sera exigée. Pour lintroduction de ce concept
voir les préliminaires 2.2.

On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.5.1(Régularité locale)

Pour ¢1, 2 € C(Q) telles que [p1 # 0] C [p2 = 1], il existe une constante C
indépendante de u € W’li’f(ﬂ) telle que

lerulwar () < Cle2Aulrs(a) + lp2ulLr (@) - R

Preuve :

Voir [Stein, pg. 266). A

Probléeme 2.5

On étudie le comportement de ue, (ue — uo)e™' dans Lf (£2) quand ¢ tend vers
0 avec hypothése ug = 871(f) € W2(Q) ou uo = BY(f) € WH®(Q) D uy = ﬁ%]i'
(3 sera localement coercive.

2.5.1 Comportement de u, avec § localement coercive et uo € W2(Q)

Théoreme 2.5.1

Soit # une fonction continue non bornée, croissante, telle que B(0)=0 et B(R)=R.

On suppose G inversible, localement coercive et up = 3~'(f) € W»=(Q)..

Si u, est solution du probléme pénalisé P. alors u. converge vers Ug dans L>°(Q2) quand
¢ tend vers 0.

Preuve :
Fonctions d’approximation

Soit w un sous-domaine de et la fonction ¢ € C§() telle que ¢ =1 dans
w et 0 <@ <1. On introduit les fonctions (X >0 constante)

ug = up (1 —p)sup lug| £ A
Q

et on voit que uy € W2®(Q) 3 u_ si ug € W»(Q) .
Comportement a Pintérieur et sur la frontiére

Dans ces conditions on a Auy € L®(Q) car A a des coefficients a;; € Wh(Q),
et
uy >ug+A  pp.

u_ <ug—A p.p. Q
uy >02>u_ sur 0f .

Comportement a la limite

Les fonctions d’approximation ne dépendent pas du parametre €.
Comparaison

Si on regarde (1) alors les inégalités

> cAu_ + B(u-)
cAue + Bue) =< = dans 2
(ue) < eAuy + B(uy)
> u_
ue =0< = sur 0f)
< ug
Si g est localement coercive alors
B8 croissante K
ﬂ(u+)_ﬁ(u0)2 =2ﬂ(uo+h)—ﬂ(uo)2 Z-{-aa AD>0 .
uyDugtr K=[—lugleo—X:1u0loo +A]
De la méme maniére ¢
Blu_)—B(ug)< =S p(ug—A)—B(u0)2 >-aKa<o.
u_<upg—2>2 ]K=[_|“0|oo"kv|"0|oo+>‘]
Notons aussi que
(1‘) B(ug)=/, Aug €L ().
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deviennent valables pour ¢ petit.
Principe du maximum
Le principe du maximum permet d’avoir p.p.
u- <ue < ug .
Restriction de domaine et estimation uniforme
Si on regarde la construction des ut on aura Pp.p. w :
up — A <ue up + A
pour ¢ petit ou sous une autre forme p.p. w
|u€ — uo| S A
avec ¢ suffisamment petit.
Limite uniforme
En faisant tendre A vers 0 (A — 0 force € — 0) on tire
L% (w)

Ue — UQ -
e—0

Comme w était arbitraire dans 2, on a le résultat. A

2.5.2 Comportement de (us—uo)a—1 avec 3 localement coercive
et up e W2>°(Q2)5m
Théoreme 2.5.2
Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, telle que B(0)=0 et BR)=R.
On suppose 3 € CY(R) inversible, localement coercive et up = B~YE) € WB°(Q) 3
_Am oy,
B’ (uo)
Si u. est la solution du probléeme pénalisé alors (u, —ug)e~! converge vers u, dans L2 (Q)
lorsque & tend vers 0.

Preuve :
Fonctions d’approximation

Soient w, ¢, A comme dans la démonstration du théoréme précédent et on pose
wo = [¢ # 0] . Soient les fonctions

Ue — UQ
ul, =w £ A £ (1 —¢)(|urlre (wo) + ‘_6—'|L°°(wo))

=u} (1 - ¢)|

Comportement a intérieur et sur la frontiére de wo
11 est facile de voir que

up, uh, ul, € WHe(Q)

uie—}\2u12u{_5+)\ pP-pP- wWo

Ue

. lLoo(wo) .

u},_s >0>ul, sur Owg .
Comportement a la limite
Le théoréme 2.5.1 assure ([p # 0] = wo CC )
1 v} €L7(Q)

UL, EU;: + (1 _ Lp)lue d UOILoo(wo) ——ETO

u;ew2'°°(9)

Asulie Aeuli + |ue — uOlL”(wo)A(l —¢) e—0 0.

Comparaison
Le tableau (*) permet d’avoir la comparaison

> e2Aul , + Bleul, + uo)
24,1 1 =f- - 1° 1
e? Aul + B(eul + uo) = f — cAuo { < 2 Aul, + Bleul, + uo)

> ul
ul =04 = 7° sur Owg
_<_ u-{-e

dans wo
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2.5.2 Comportement de (u.—uo)e™' avec ugEW2 (2)du,
Bluoteul )=1 Blug+eul )—1
Buo+eul )—8(uo) Blug+eul )=B(uo)
& &
9€e[0,1] 6€g[o,1]
BECL(R) BeEC1(R)
u}*_:ﬁ'(uo+06u}|_€) ul_‘ﬂ'(uo+05u}_5
! M ’ .
>,s >0, 8 cronssantez Sﬁ >0, B cronssant;es
u}'_€2u}'_2u1+k ul_esul_Sul—A
(u1+)\),3'(uo+0€u}“) (ul—/\)ﬂ'(uo+05ul_s)
, L[¥(wo) . L%(wo)
L®(wo) | euy, ——0 L®(wo) | euL, —0
e—0 e—>0
(%)
(w1+2) B’ (uo) (u1—A)B'(uo)
Auo+Ag'(uo) Aug—AB'(uo)
> 8 localement coercive > < g localement coercive <
i;fﬂ’:a?)O, K=[—|uploo,u0lcs] i;(fp'=ag>o, K=[-{ugleo: 40} ool
Aug+raf Aug—Aaf
et et
L (wg) L (wg)
—Auo—eAu}*_e y —Aug —Auo—EAU}_E ¥y —Aug
A L% (wg) L®(wg)
Aeu Aeu
+e e—=0 te e—>0
¢ petit J p.p. wo € petit Y p.p. wo
B(uo+eul )—B(uo) Blupteul )=B(u0)
t‘ 2 Z—Auo—eAuﬁ_e ° = 2 <—Aupg—cAul,

avec ¢ suffisamment petit et ul = *<=*2 .

£
Principe du maximum

Le principe du maximum implique p.p.

wo

1 1 1
u_, <u, Sug,

lorsque ¢ est petit.

Restriction de domaine et estimation uniforme

Ona p.p w

up —A<ul <uy+ A donc

vu la construction des ul, .
Limite uniforme

lul —w] <A

En faisant tendre A vers 0 (A — 0 force ¢ — 0 ), on obtient

Ue — Ug

L*°(w)

e

- Uy

e—0

et avec w arbitraire dans §) on aura le résultat.
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2.5.3 Amélioration de la convergence de u. avec j3 localement coercive et
ug € W22 (Q)s5u,
Théoréme 2.5.3
Soit 3 une fonction continue non bornée, croissante, telle que 3(0) =0 et B(R)=R.

On suppose 3 € C}(R) localement coercive et up € W>(Q) > uy .
Si u, est la solution du probleme pénalisé P. avec p > 2, alors u. converge vers tg dans

W;’C“(Q) faible lorsque ¢ tend vers 0 pour tout q > 2. A
Preuve :
Soient 1, w2 € C§°(Q) telles que
[pr #0] CC lpa =1] .
Le lemme 2.5.1 assure une constante C' indépendante de u € VVI?)’CP(Q) telle que
rulwaria) < CllpzAuly + pauly)
En particulier, ’équation cAuc + B(u.) = f permet d’avoir

Bue) — B(u
prucey < C(lpa 2= 4 finuy).
P
Les théorémes 2.5.1 et 2.5.2 montrent que
Lrgc(n) 1 Lﬁ‘)’c(ﬂ)
Ug —ug et u, —> Uq
e—0 e—0
donc
B(ue) — Bu L=(Q) L™ ()
P2 (ue) = Bluo) — 2 (uo)ur et pau. - (2Ug
£ e—0 e—0

et on conclut que @ju. sera bornée dans W2P(Q) réflexif d’olt, & une sous-suite pres,

W2P(Q) faible
P1le — P1Ug .
e—0
Pour un sous-domaine w CC Q on peut choisir ¢, telle que @ C [p1 = 1] d’ottle

résultat. A

Commentaires 2.5
2.5.1 Comportement de u. avec 3 localement coercive et ug € W2°(Q)

On utilise le fait que, avec des fonctions de comparaison bien choisies, le principe du max-
imum s’applique pour ¢ suffisamment petit et on tire une estimation ponctuelle dans €2, esti-
mation qui est aussi uniforme a l'intérieur du domaine. Pour établir les comparaisons nécessaires
on a besoin de la propriété suivante que 3 vérifie : une fonction localement coercive est coer-
cive dans tout compact de R . Le concept de coercivité locale subsiste aussi pour les fonctions

bornées ce qui permet d'utiliser cette technique pour |'étude des perturbations singuliéres bornées
(voir les théorémes 2.10.1-2.10.4). A

3.5.2 Comportement de (u. —ug)e~! avec B localement coercive
et up € W2°(Q)>5 u,
La méme technique. Un raffinement des fonctions de comparaison sur des domaines

emboités permet, en utilisant le théoréme précédent, de récupérer I'estimation uniforme pour
(ue — uo)e™! 2 l'intérieur du domaine. A

2.5.3 Amélioration de la convergence de u. avec B localement coercive et

Up € Wz’oo(ﬂ) ERYSY

Les résultats locaux des théorémes précédents suffisent pour améliorer les convergences
considérées.

Ce fait est aussi possible grice 3 la structure de I'équation pénalisée :

Au, = B(uo) ; Blue)

puisque le contrdle de Au, est ramené au contrdle de (ue —ug)e™! et de wu.. A
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Perturbations monotones bornées

2.6 Identification formelle

Préliminaires 2.6
La fonction 8 admet un développement asymptotique autour de +oo siles limites
suivantes existent

.k LR -y et
lim ¢*{8() Zl_zoﬂit }=0F€R, k>0.

De méme on parle d'un développement asymptotique autour de —oo si les limites
suivantes existent :

lim t4{B(t) - S Bty =By €R, k20,

La fonction 3 admet un développement asymptotique autour de 0 si les limites
suivantes existent

lim k{ﬁ Z ﬂ,t} B €R, k>0 .

t—0 t

Exemple 2.6.1
B(t) = w3 B¢ = (DY B =-1, k20. A

Probléeme 2.6
On cherche u. sous la forme

[o o]
quand 8 admet un développement a.symptothue autour de —oo, 0, +00 :
_ ik _ k +,—k
(t) —zk___oﬁk ’ —Zk=0ﬁkt 9 /B(t Zk OIBkt .
Le calcul qui suit sera purement algébrique. A

2.6.1 Identification formelle. Calcul formel

Théoreme 2.6.1
L'identification formelle des puissances de ¢ en portant

oo k
u. = _;_ Uge
€ k=—1 k

eAu; + B(u.) =1
conduit aux formules suivantes selon le développement de 3 et la position de u_; par rapport al:

L {B(t) = e Btt™ et u1#0

dans

Au_y + By =f
Aug +ﬂ1 =0
-1
Aul—ﬂl 0 522 =0

i
Auj_l + Ek=0 ujk/B:- = 0

1 n=m

Ei+j=n Ui Uiy = On0 Vo k>0, Oom = {0 n 7& m
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2.6.1 Identification formelle.

Calcul formel

(i) =5 ) TT® i im oo -1
U = Z im=k Ew mim=j Cl(( )Hmz___l/um ’ C|(( ) k'[Hm=—1 |m!]
m -1 ! m=—1 "
[ugk 0 0 0
Uik Uok 0 :
u*
(*)‘k : U2k Uik Uk
Uk 410 :
= Unk ) Unk =
l.l;’:k 0 Uok 0 0
: : u U O
| Uk Up—1k Un—2k - Ux Utk Uok |
2.18t) = 2,5tk et u_1 =0
Bug) —f=0
Aug + Ulﬂ(l)(uo) =0
2
u
Au; + w8 (ug) + 2—}5(”([.0) -0
(1 uj 3 U2 52)
Auz +usB (uo) + 3,87 (W) + 77778 (ug) =
o0 m)
. Ne1e)) _
Auj—]. + Ujﬁ (UO) + Zk:o ﬂk ZEOO mim=i, §=0, Zoo i =k k H =0.
3. |B(t) = e B t™ et u_1 #0
Au_i + B, =1
1
A+ 8 — =0
Ul
_Up _ 1
Au; — G — — =0
uy ﬁl u% +,82 uz—l

avec uj comme au point 1.

Preuve :

LB = Treo Bt et
On a

[lorsque u. = Yoy uze' |
- Zk=0 IB;: ( Z
(im)2y
- Z):E‘;;_; m=
Ek oﬁk Z tm)>

C](cim) Zm=—1 uig,emim )—1

[regroupement des puissances 1dent1ques de ¢]

(im)Z im
- Zk Oﬁk EJ——kZ 1_lim=k, E:= miy,=J C,(C )Hm——

[car on a toujours (> =_, xi)k =

C(’m) H

_,z'm pour zm ER]

zm -1

1 m

81
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2.6.1 Identification formelle. Calcul formel

m)_
[avec la notation E = ik, 3

m=

(im) 00 Im — o -
lmim=j Ck Hm:—l u’nT - qu]

= Z::-O ﬂ’j(zi—k 'u,jkgj)"l =
Zk OIBk Zi zks

regroupement des puissances identiques de ¢
g P

= Y (kB

[inversion d’une série |

ou
[ uok 0 0 AU (I
Utk Uok 0
Uk ! u u u
qu 3 0 2k 1k ok
. = Unk ’ Unk = .
ul 0 uor 0 0
uip uok 0
| Unk  Up—1,k Un—2,k °°° U2k Uik VoK
D’autre part
cAu., =¢ Zi=_l Auet = Ei:—l Au;e = Z,‘:o Au; 1€’ .
Par identification dans I’équation
eAu. + B(us) = f
on obtient
g=0 Au_y + ”30/@(-)'— =f
. . J * o+ _
j=>1 Auj_q +Zk=0 uiBy =0.
Selon les valeurs de j ona:
J=0
Au_y +ugeBy = f
1 T UgoMo
1
* — * -
Zi+j=n Uioujo o 5n0 = Yoo = %o
('m)_1 (im) b tm
too = z m——],im:ov E::—l miy, =0, =0, v 12—1 Ck Hm:—l um o 1
donc
Au_+ 85 =f
i=1

Auo + u:oﬁ;“:lﬁi‘— =

1
* * *
E . Uil = b0 2> Ugo = — =1, u1o =0, ujp = 0
+j=n UQo

1
* * *
E oy LTI = Spo = u—_11u3; =1, uy; = ”
= -11
. m tm —
U-u —E © =1, 1T migm=—1, ioy, i=0, I£-1 Ci Hm——l Um = U-1
m=-—1 m— m=-—1 m— y -1, HEY, -

Auo+5i|—_1—‘=0

u—1
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i=2
* o+ * o+ * o+ _
Aug + ujoBy + uzi 87 +upf; =0
1 1
* * *
L UjUuy :520:>’U,_22U =1= ugy = = —
Zl+]=n 32 22 2= uzl
Uo1 Uo
* * * *
U_-11Ug + ugruy; = 0= Ugy = ~— Uy = — "5
U-11 U_q
Aug — B 2o + 2
u1 Ta_; VuZ, T

2. |8(t) = Sreo BetF et u_1=0
Dans ce cas le théoreme 2.1.1 s’applique avec = [u_1 = 0] et on obtient
Bluo) — f =0
Aug + u1 8% (uo) = 0

2
u
Auy + w2 (o) + E%ﬁm(uo) =0

ud uy U
Auy +us D (o) + 5B (o) + 77 778 (o) = 0
o0 . 0 .
Auj_1 + u]ﬂ(l)(uo) + Z‘k—o Bk Z Gim) C;c’" H uim =0.
- :lo=0mim=j, ij=0, Z:___Oim:k m=0
3. Traitement analogue au point 1 : au lieu des ﬁ,‘: on prend f; . A

Commentaires 2.6

On verra dans la suite que lorsque 3 est bornée le comportement asymptotique analytique
de u. suit le comportement asymptotique algébrique de u. au sens suivant :

A lintérieur de [u_; > 0] le comportement de u, est réglé par le développement
asymptotique de 3 autour de +oo,

A lintérieur de [u_; = 0] le comportement de wu. est réglé par le développement
asymptotique de 3 autour de 0,

A lintérieur de [u—; < 0] le comportement de wu. est réglé par le développement
asymptotique de [ autour de —oo.

En fait, 'identification formelle est un bon support intuitif pour dégager la théorie qui
suit. A
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Comportement de cu.

Préliminaires 2.7

Le domaine © C R™ sera tel que les injections de Sobolev s’appliquent.

L’opérateur A est toujours de type elliptique avec les coefficients a;; dans whee(Q).

La fonction 8: R +—]B8(—o0),B(+00)[ avec B(—o0) > —o0, B(+00) < 400 sera
croissante et continue, telle que §(0) =0.

Selon les situations, on exigera ( localement coercive :

La fonction (3 est localement coercive si pour tout compact K C R il existe une
constante af,‘ >0 telle que Vi, t2€ K

|8(t1) — B(t2)| > Offa(|t1 —taf .

De méme, la fonction B est localement lipschitzienne si pour tout compact K C R
il existe une constante ai— > 0 telle que Vi, t € K

1B(t1) — B(t2)| < ofclts —ta] -

On remarque qu’une fonction lipschitzienne est localement lipschitzienne.

On vérifie qu'une fonction localement lipschitzienne laisse invariant ’espace L>(2)
ainsi que la convergence uniforme dans L*((2).

Nous rappelons le résultat de Lions-Stampacchia par le lemme suivant :
Lemme 2.7.1
Soit X un espace de Hilbert (réel) ayant pour dual X*.

Soit K C X un ensemble non-vide, convexe, fermé et A: K——X"* un opérateur
(non nécessairement linéaire) lipschitzien :

(Au— Av,9)x < lu—v|,¥ly VYV veX, V u, v € K, o > 0 constante
et elliptique :
u— Av,u —v)x 2aa|u—v u, v € K, ayg > U constante .
Au— A > P K 0 constant

Alors pour f € X* le probléme variationnel
{(Au—f,v—u)XZO VveK

u€e K
admet une solution unique. A
Preuve :
Voir [Rodrigues, pg. 93). A

Probleme 2.7
Soit le probléme pénalisé

{ Acue + B(ue) = f € LP(Q)(p 2 2)
ue € HY () .

On montre que ce probléme admet une solution unique u. € W2P(Q) .

On étudie le comportement de eu, dans LP(Q)(2 < p < o0) ce qui conduira au
probléme limite

- B(—o0) t<0
Au+Bu)3 felP(P22) o F) = —00 00 =
L 0= syl T2

avec existence et régularité de la solution limite. A
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2.7.1 Comportement de cu. sans contrainte sur [
Existence et régularité de la solution limite
Théoréme 2.7.1
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue telle que 3(0) =0.
Le probléeme pénalisé
eAu, + B(u.) =f e LP(Q) (p > 2)
u. € HY(Q) N W2P(Q)
admet une solution unique et 'ona V q>2
2, = 2,p i
cu, —u wW9(Q) faible 0 et eu, WP (9Q) faible _eu
e—0 e—0
ol u est la solution du probleme limite
~ _ B(—00) t<0
[AutBwsfel@B2D e fo = { €5 flra0l] 1=0
u € Hy(%) B(+o0) >0
A
Preuve :

On note d’abord lexistence et l'unicité de la solution u. € W*P() grace au
théoréme 1.4.1.
On rappelle la notation t+ = max{t,0} et {7 = max{—t,0} .
Soit la fonction convexe
§(t) = B(+oo)t™ — B(—o00)t”

satisfaisant

9j =4
Alors via le théoreme de Lions-Stampacchia (voir lemme 2.7.1) u existe et vérifie le
probléme variationnel V v € Hj(Q)

(A, — ) + (G (2) = (), 1) 2 (F,0 — )

et pour v = cu. on obtient

(Au,eue —u) + (j(eue) — j(u),1) > (f, eue - u) .

En multipliant eAu, + B(ue) = f par u— eu, on aura

(eAuc,u —eu.) + (B(uc),u —eue) = (f,u— Ele)

et en additionnant les deux derniéres inégalités
op [V (eue —u)fp < ===== <(A(eue — u),euc — u)<
A elliptique

<(B(ue),u — eue) + (jleue) — 3 (u), 1)

Nous transformons X, :

notation
—=X

£

X, =
[décomposition de signe de eu. et u]
= (—Bue),euf —ut —eu7 +u”) + (B(+o0)(eud — u™) = B(—o0)(eus —u7),1) =
[regroupement]
= (=Blua),eu? — )+ (Bue)eus —u7) + (Broo),euf —u¥) = (B(=so),eu; —u7) =
[suite regroupement]
= (B(+00) — Bluc),eut — ut) + (=B(—00) + Blue), eu, — u”) <

[od B(—o0) — B(ue) <0, —u~ <0, B(+00) — B(ue) >0, ut >0 donc]

< (B(+00) — Blue),eud) + (—B(—00) + Blue), eu;) =
[avec la notation Y; = (B(+00) — B(ue)eud + (—B(—00) + B(ue))eu;]

=(Y.,1) .
Maintenant on observe que

|A(eue — u)lq =
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[équation pénalisée eAuc + Bue) = f]
= |f — Au—B(uc)ly <
[inégalité de la norme]
< lf - Aulq + |ﬁ(u€)|q <
[avec f— Au € [B(—o00), B(+0)] pp- &, B bornée]
1
< (If = Aulg + 1810121
et & laide du théoréme 1.3.1
1
lette — ulyyzaqay < CalA(eue — u)lg < Ca{lf — Aulo, + |Bloo €2
ce qui donne, & une sous-suite pres, V ¢>2
W29(Q) faible L9(Q) fort p.p. 9

EUs—U > W , EU:—U > W 3 EUs—U — W
e—0 e—0 e—0

via la réflexivité de 'espace W29(2) et les injections de Sobolev.

Dans ces conditions on aura

eut 22 S g ep |B(+o0) — Blue)| < 1B(+00)] + [A(—00)| < o0

£

e—0
— p- [w+u2>0
up 222 g et B(+00) — f(ue)l < |B(He0)] HIB(-o0)] < o0
p-p- [w+u>0]A y _ p-p- [w+u>0L\
Ue P y +o0 dott B(uc) — B(4+0) Y >0
p.p- [w+u<0]4\ _ y N _al_ p-p- [w+u<0]4\
Ue " y —oco dlott Bluc) — B(—o0) s >0

donc

Y. = eut (B(+00) — Bus)) — cur (B(—00) = Blue)) —EE 0

e—0
et Y. est borné dans LI(Q) .
La réflexivité de LI(Q)(q > 2) assure
L9(R) faible

Y. 5Y .

e—0

Comme la limite faible dans L%(Q)(¢ > 1) coincide avec la limite ponctuelle on aura

Y =0 donc
aslVieu. —u)l; < X < (Yo, 1) ———0

et

H}(Q) fort
EUg 5 — U
£—

c'est-a-dire w = 0, d’olt le résultat. A

Remarque 2.7.1

En anticipant les résultats du théoréme 2.9.1 et de la remarque 2.9.1, on peut montrer
que ¥V ¢=>2
w29(Q) fort

e—0
et
W2P(Q) fort
EU, —> U
e—0
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Commentaires 2.7
2.7.1 Comportement de cu. selon la nature asymptotique de

Existence de la solution du probleéeme limite

Cette démonstration suit de prés une approche de ce probléme dans [ Brauner C.M. et
Nicolaenko B. ] .

En fait, il s'agit d'une variante de la méthode de monotonie au sens de [Lions[2]] ol
I'hypothése de monotonie sur § et le contexte variationnel des probléemes, pénalisé et limite,
sont essentiels.

On peut donner aussi une démonstration qui utilise une méthode de compacité (au sens
[Lions[2]]) basée sur des estimations spécifiques aux perturbations monotones et qui n'utilisent
pas le fait que [ est bornée (voir en ce sens les théoréme 2.2.1 et 2.12.1).

On a choisi la méthode de monotonie pour une introduction naturelle de ce qui suit.

Comme la remarque 2.7.1 I'indique, on peut obtenir aussi la convergence forte dans

W2P(Q) . A
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2.8 Perturbations monotones bornées.

Sur la solution du probleme limite

Préliminaires 2.8

On travaille sous les mémes hypotheses qu’aux préliminaires 2.7.

On aura besoin du :

Lemme 2.8.1

Soit u € H2(Q) et soit D un sous-ensemble dénombrable de R. Alors Au =0 p.p.

sur {z € Q:u(z) € D}. A
Preuve :
Lorsque A = —A le résultat est établi dans [Brézis[1], lemme 2]. Pour A général la
démonstration est identique. JAN

Probleme 2.8

On étudie le comportement dans L(2)(g > 2) de la perturbation monotone B(ue)
lorsque ¢ tend vers 0.

On obtient une estimation permettant de dégager un critére de consistance (mesure
non nulle) pour la zone libre [u = 0].

On analyse le contexte variationnel du probléme limite ainsi que la stabilité dans
W2P(Q) de la solution limite u par rapport a f dans LP(Q).

Nous décrivons le comportement ponctuel de la perturbation monotone lorsque la
zone libre est consistante mais sans intérieur.

Enfin, on établit des critéres suffisants pour avoir une zone libre avec intérieur non

vide. A

2.8.1 Comportement de la perturbation monotone
Théoreme 2.8.1
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, telle que 3(0) =0.
Soit le probléeme pénalisé

{Aau5 + Bu)=felP(Q) (p>2)

u. € H}(Q) .
Si u vérifie
- N B(—o0) t>0
{A u +lﬂ(u )2 fe (@) (p22) avec  ((t) = € [B(—00),8(+00)] t=0
u € Hy(@) B(+oo) t<0
alors V q>2
B(ue) L@ fort —f — Au

e—0
et on a les estimations

1B(ue)lq < If — Aujg
If — Auf, < [f],

Preuve :

Soit (1) = |1 [1=2= j(t), j(&) = L[] .

On distingue les situations :

1. B lipschitzienne .

On observe d’abord que cu. —u € WH4(Q) N Hy(Q) Vg =2 (voir th 2.7.1) et via
les injections de Sobolev eu, —u € CY Q)N H(N) donc (B(ue — %)) € H}(Q) lorsque B
est lipschitzienne.

On peut écrire

Aleue —u) = f — Au — B(u.)
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et une multiplication par @(B(u. — %)) € H5(Q?) donne

(Aleue — u),p 0 Bluc — =)L)
(f — Au— B(ue),p o Blue — g))

(B(+00) — B(ue), @ 0 Blue = 2usayt—11]
+

(f - ﬁ(ue), po lg(ue))[u=0]
+

(B(=00) = Bue), ¢ 0 Blute = D)pu<o—L]

(Aeue — ), 0 Blue = =))—T]

(' 0 Bluc = 2B (ue = 2), 2 e - Dilue = 2)ey)2

, B croissantes, ¢ > 2 et A elliptique
@

>| 0 [« o]

(8(+00) — (1), p © Blute = D)ol <
[B, ¢ croissantes, B(400) — B(ue) > 0]
< (ﬁ(‘i'oo) - ,B(Us), po ﬂ(UE))[u>O] <

[¢ =05
<(f—Au— B(uc),05 0 ﬂ(uE))[u>o] <
[ j convexe ]
< (G(f — Au) = §(B(ue)), Diw>op =
[i(t) = 1t17]

= % If — Au I;I;q([u>o]) —% |ﬁ(u€) |qu([u>o])

(B(~00) = Blue)s 0 Blue = <o) <
[B, ¢ croissantes et f(—o0) — B(ue) <0]
< (B(—00) = Blue), @ 0 Blue))u<o) =

[o=05]
=(f—Au,0j0 ﬁ(“s))[u<o] <
[J convexe]
< (J(f — Au) — j(ﬂ(“s))v 1)[u<0] =
[5t) =5 1t1"]

= % I f—Au quq([u<0]) "% |ﬁ(U6) |qu([u<o])
(f - ﬁ(ue)790 o ﬁ’(ue))[u=0] =

= (.f - ﬂ(uE)aaj o ﬁ(us))[u=0] <

[¢=105]

[ 7 convexe]

< (G(f) = 5(B(4e))s Diu=o} =
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= % | f— Au |‘£q([u=0]) -% | Bue) ﬂ,q([u:o]) .
Dans ces conditions 1’égalité
(A(eue — ), ¢ 0 B(ue = 7))o
(B(+00) — Blue), 0 Blue = =)o 1]
+
(f = Blue), ¢ 0 Blue) =0y 2]
+

u
(ﬂ(—oo) - ﬁ(ue),@ 0 ﬁ(ue - E))[u(O]
devient I'inégalité :

0+——oo]

<

1 1 -

E l f — Au I%q([u>0]) _E Iﬂ(ue) I%q([u>0])
+

1 1

g | f AU egu=op 73 | Bue) ILaqqu=p
+

1 1
| A Lagucon —5 | B(ue) 1gaucoy <122
d’ou par addition
W(UE)'Lq(Q) < If_Auqu(Q) )
2. (B générale.

Soit A>0.
On considere la régularisée Yosida du graphe monotone maximal univoque 3 :

=+
_ S .

B
Soient les problemes

eAux + Ba(ur) = f € LP(Q)(p > 2)
uy € H& (Q) .
D’aprés [lemme 1.4.2, points 1, 3, 5] Ox est lipschitzienne, (Gx = B((1r + AB)71) €
[B(=00), B(+00)] donc Bx(Foo) = B(+o0) car (1g + AB8) "1 (fo0) = *oo.
Le point précédent assure I’estimation
w/\(u)\)‘q < |f - Aulq
pour tout ¢ > 2.
La réflexivité de Pespace L(Q) donne, & une sous-suite pres,
LI(Q) faibleg\
ﬂ)‘(uA) A—0 P
On déduit aussi que A(euy —u) = f— Au—fx(ux) reste bornée dans L4(2) lorsque
A tend vers 0 (car f— Au € L®°(Q)) et via le théoréme 1.3.1 euy — u sera bornée dans
w21(Q) .
La réflexivité de lespace W*9(£) donne, & une sous-suite pres,
Ww29(Q) faible

Uy — U EV—1U

A—0
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et via les injections de Sobolev
L9(Q) fort

EUN — U S EV — U
A—0
d’ou
L9(Q) fort
Uy — v —0 .
A—0
On a aussi
L9() faible
A(euy — u) — A(ev — u)
A—0

donc w = f — Aev et la semicontinuité inférieure de la norme |o|, dans la topologie faible
donne

|f —eAvly < |f — Aulg
De par la définition de () on a
lux — (1 + A8) 7 (ua)]; = MBa(ua)ly S AIS — Aulg
et on déduit que

Li(Q) f
(1R+/\ﬂ)_1(ux)—u)\ ()‘)Oort — 0
_’
et, & une sous-suite pres,
_ p. 0
(1r + A8) 7" (ur) = — v
A—0
lorsque
L(Q) fort
Uy — v -0 .

A—0
D’aprés [lemme 1.4.2, points (4), (6)] on a Ba(ux) = B((Ir + AB)~'(ux)) d’ot en
notant que 3 est continue et la limite ponctuelle coincide avec la limite faible dans L7(£2) ,
on aura w = f — Aev = f(v) p.p. .

Le passage & la limite au sens des distributions (A — 0) dans le probleme
{6AUA + Baur) = f € LP(Q)(p 2 2)
uy € H& (Q)
conduit a
eAv+ B(v) = f € L (Q)(p 2 2)
v € HJ(R)
et du fait de Punicité de la solution de ce probleme u. =v.
Finalement on a l’estimation
|ﬁ(us)lq = l.f - Aaue'q < |f - Aulq
pour tout g > 2.

D’autre part, le théoréme 2.7.1 assure V¢ 2> 2

W29(Q) faible
EUs — U -0
e—0

et en passant a la limite faible dans
Aleue — u) + Bue) = f — Au

on obtient
L9(Q) faible

£—0

B(ue)

3 f — Au .
L’estimation

|/3(“e)|Lq(9) <If- AUIL"(Q)

combinée avec la semicontinuité inférieure de la norme de LY(Q) dans la topologie faible
donne

ll_ir(l) W(ue)lq = |f - Au'q
Comme Despace LI() est uniformément convexe (2 < ¢ < oo) on aura
p

L9(Q) fort
ﬁ(ue) A’f — Au .

e—0
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On a aussi

1B(ue)l, < 1flp

via les estimations spécifiques aux problemes ayant une perturbation monotone [voir théo-
reme 1.2.4].

La semicontinuité inférieure de la norme | o |rr(g) dans la topologie faible LP(£2)
donne

1~ Auly < Lim18(e)lp <1y

donc

|f = Aulp < |flp -
A

Remarque 2.8.1
En écrivant A(eue —u) = f— Au—B(uc), le théoréme 1.5.1 permet d’avoir V q2> 2
théoréme 2.8.1

lewe — ulpz.q(q) < CylA(eue —u)|y = Calf — Au — B(ue)lg — -0
c’est-a-dire
wW29(Q) fort W2P(Q) fort
EUe — U (0 et eue —u
e—0 e—0
done on a amélioré le résultat du théoréme 2. 7.1, JAN

Remarque 2.8.2

On note qu’au point 2 de la démonstration du théoréme 2.8.1, lorsque p = q on
peut travailler sans impliquer la nature bornée de B car en ce cas l'estimation 1Ba(ur)l, <
|fl, spécifique auz perturbations monotones (voir théoréme 1.2.4) assure |eAus], < erlp
puisque f € LP(Q).

Ce fait sera utile lors de U'étude du cas B non bornée mizte (voir théoréme 2.12.2).

A

2.8.2 Critere de consistance (mesure non nulle) pour [u = 0]

Théoréme 2.8.2

Soit 4 comme au théoréme 2.7.1.

Soit f € LP(R) telle que | f [,< [|B(+00)| A |B(—o0)]lp -
Si u est la solution du probleme limite

{Au + B> fel(Q) (p>2)
u € H}(Q)
alors |[u = 0]| # 0 et on peut contréler |[u= 0]| par I'estimation

[ = 0]] > |21 18(—00)| A 18(+00)lIgy {I1B(=00)l A 1B(+00)lli@) = 115 + It u=op} -

On a aussi
: / ; /
b fwp<= [ 1P
AR
[u=0] Q

f¢K={geLl’(Q): ge[B(-00),f(+)] pp. N}

alors |[u#0]]#0 et
1 P L P 1 P
=0 / < Tay [ < [
[u=0] Q [u0]

Si en plus
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Preuve :
Soit le probléme pénalisé
cAue + B(u.) = f € LP(Q) (p 2 2)
ue € HA () .
Selon le théoreme 2.8.1
LP () fort
Blue) — D f — Au
avec ’estimation
If — Aulp < |flp -
On a successivement
|f15
>

décomposition de domain

selon le signe de u

© If_ Aul}[),p(ﬂ)

y —
? =

\f - A”I’ip([u>o]) +1f - A“I’ip([u=o]) +If - A“llzp([u@])

Fiécomposition fonctionnelle =

f—Au=p(-00), [u<0] < (__lﬁAu=f P-P- [u=0”

|B(+00)l”|[u > O] +

f—Au=p(+00), [u>0]

/ PP+ 18(—c0)P|[u < O]

[u=0]

18(+00) Il > O)} + |15 (umopy T+ 1B(=00)Pllw < O]

2

(18(+00)[P A 1B(=00)P){|[u > O] + I[u < O]} + 11 ru=oy

[[Tw>0l1+[u=0]1+][x <Ol|=[21—

d’ou

Ny —
? =

(18(+00)IF A 18(—00)P)(12] = |[w = O1)) + /Lo u=0)

18(+00)| A 1B(—o0)ll; —

[ = 0]| > [91118(=00)| A 1B(+00) | 5q) {1B(=00)| A 1B(+0)IT5(0) = [flz}>0 .

|2

=0l

0]

118(+00)| A 1B(=00)I[5 + f1Ls (u=0p

En s’appuyant sur les inégalités précédentes on a aussi

715

|B(+00)IP|[w > O}| +

|B(+00) [P|[u > 0]I+(|[

{18(400)[P A (” = 0|

[u=0]

{18(+00)IP A (

0]|

>

/ 1P+ 1B(~o00)|[u < O]

=0l

/ Pl = O]l + B(~co)Pu < O]

0]|

>

/|f|”)/\lﬂ(— )P} > 0] + [[w = 0} + |[w < 01}

= o+ =0+ Iu<cli=Ia ]
[ 157 ns=eopricd

[u=0]




2 Perturbations singulidres
2.8 Perturbations monotones bornées
Sur la solution du probléme limite
2.8.3 Contexte variationnel du probléme limite

94
(g [ 157) Mool A18(-o0)l
u=0
=l — {171, <UBGHIAIB(=c0)ll, par hypothese ]
e A
[u=0]
d’ou
i [ / I
[u=0]
Si f¢ K et |[u#0]]=0 alors [u=0]=0 etle probléme limite
3 B(+o00) [u > 0]
{Aur B Fe B D022 g - { € [8(—c0), B(+o0)] [u=0]
0 B(—0) [u < 0]
force f € [B(—00),B(+00)] p.p. [u=0] = c’est-d-dire f € K une contradiction donc
|[w#0][#0 .
De nouveau
|f17
>
18(+00)IP|[u > 0]| + / |17+ 18(—00)P|lu < 0|
[u=0]
1B(+00)Pll > 011+ FF s e + 18(—0)PI[ < O
>
(18(+00)lP A |B(—c0 )IP){I[U > 0]] + [[u < OJI} + |f 1% (ju=0))
[ 11 >0] I+ I{u <0]|=I[u£0]| |— =
(18(+00)1" A 1B(=00)P)(Ilu 2 O + £ e
1(00)] A [8(-c0) iz L2 X |§| W 178y = 1B o
d’ou
1
-I?)—l ([ Iflp < hypothes hyPOthése IQIHﬂ(-*_OO)| A lﬂ( ) p B ” [ws0]
ce qui compléte le résultat. A

2.8.3 Contexte variationnel du probléeme limite

Théoréme 2.8.3
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, avec 3(0) =
Soit le probleme limite

{Au+[§(u) Sfelr() (p>2)
u € H}(Q)

avec § comme au théoreme 2.7.1.
Si j est une fonction convexe telle que dj = ﬁ alors u vérifie les problémes quasivariation-
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nels :
{(Au—f,v—u) >0 V veKi(u)
ue Ki(w) = (v € Hi(®) : (v),D) < ((w), 1))
(Au—fv—u)>0 Vve Kz(u)
ue Ky(u)={ve HyR) : —u= <v< ut pp. 2}
ot ut = max{u,0}, u= = max{—u,0}. A
Preuve :
Par vérification.
D’abord V v € Ky(u)
(Au— f,v— ) > (j(u) = §(v),1) 2 0
3 cause de la convexité de j .
Ensuite, compte tenu du fait que
Au — f = —X[u>0B(+00) — X[u=0)f — B(—00)X[u<o)
ona VveKyu)={weHj(Q) : —-v~ Sw< ut p.p. O}
(Au — fv— u) =(/8(+OO)7U' - U)[u>0] + (ﬁ(_oo)au - v)[u<0] + (f,u - U)[u:O] =
=(,6(-|—OO),U+ - U)[u>0] + (ﬁ(—oo)v —u = v)[u<0] >0
d’ou le résultat. A

Remarque 2.8.3

Si f>0 p.p. Q alors le principe du mazimum [théoréme 1.8.2] assure w20 p.p.
Q.

Dans ces conditions d’aprés le théoréme 2.8.8 u sera la solution du probléme a double
obstacle

(Au—f,v—u) >0 V v € Ka(u)
ue Ky(u)={veH;(Q) : 0<v<u pp 0}
avec les obstacles 0, u € W2P(Q) [pour la régularité de u voir le théoréme 2.7.1].

Cette interprétation permet d’aborder Uezistence et la régularité de la frontiére libre
du = 0] et la consistance de la zone libre [u = 0] dans le cadre de la théorie sur le
probléme du double obstacle bien représentée dans la littérature (voir par ezemple [Chipot[1]],
[Rodrigues], [Diaz], [Friedman), [Troianiello], [Kinderlehrer et Stampacchial). A

2.8.4 Stabilité de la solution du probleme limite
Théoreme 2.8.4
Soit I'application
f € LP(Q) fort —» W2P(Q) faible > Tf
définie par
ATE + B(TH 2T e LP(Q) (p > 2)
Tf € HA(Q)
ou [ est un graphe maximal monotone tel que £5(0)30.
Alors T est continue.

Si 3 est univoque alors T est continue de LI(Q) fort dans W29(Q) fort pour tout 1 <
q<p. A
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Preuve :
Soit (f:)e>o une suite telle que
fe

LP(9) fort

e—0

—

On note Tf. = u. et nous montrons que

W2P(Q) faible
—_ u

Ue >
e—0

ou u=Tf .
D’aprés le théoréme 1.2.4 on a l'existence et I'unicité d’une solution u. € WP(Q2)
telle que

|fe — Auelp < 1felp > |Auclp < 2|felp -
On a aussi & 'aide du théoreme 1.3.1
luelwar(a) < CalAuel, < C
avec C indépendante de ¢ .
L’espace réflexif WP(Q) permet d’avoir, & une sous-suite pres,

W?2P(Q) faible
—w

Ue
e—0

et via les injections de Sobolev (p > 2)
LP(Q) fort

U y
e—0
On a aussi
LP(Q) faible
Au, -5 Aw
e—0

Le lemme 1.4.2 (point 6) assure p.p.
f — Aw € B(w)

c’est-a-dire

{Aw+ﬁ(w) >felrQ) (p22)
w e Hi(Q)

et du fait de l'unicité de la solution de ce probleme
w=u=Tf .
Si B est univoque alors le lemme 2.3.2 assure

fo— Aue = Blue) ——2 0 B(u) = f — Au

e—0
car u. converge vers u dans LP({) fort donc ponctuellement & une sous-suite pres, B est
continue, B(uc) est bornée dans LP({) car 1B(ue)lp < If]p et enfin B(uc) € LP(Q) 3 B(u)
car u.,u € WHP(Q).

On déduit que

LI(R) fort

e—0

Au, > Au

et via le théoréme 1.3.1 on obtient

w242(Q) fort
Ue — U
e—0

pour tout 1 <g<p. A
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2.8.5 Zone libre sans intérieur

Théoréeme 2.8.5
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, inversible avec inverse continu, telle que

p0)=0.
Soit u la solution du probleme limite
Au+Bu)sfelP() (p>2)
u € H}(Q)
avec ﬁ comme au théoréme 2.7.1.
On suppose que [u = 0] est de mesure non nulle et d'intérieur vide.
Si u. vérifie
eAu, + Bu) =f e LP(Q) (p > 2)
u, € H}(Q)

alors, 3 une sous suite pres,

. p.p. [u=0] L
e—0
oit up = B~1(f) avec la convention §~1(B(F00)) = oo A
Preuve :
Selon te théoréme 2.8.1 on a la convergence
LP(Q) fort o
B(ue) 5 y f — Au

et & une sous-suite pres

Blug) —2T s f— Au .

e—0
A Daide du lemme 2.8.1 nous avons Au = 0 p.p. [u = 0] donc avec B~ continue

et f € [B(—o0),B(+00)] dans [u=0] il vient

pp. [u=0] -t
Ue o ? U = ﬁ (f)

ce qu’on voulait montrer.

2.8.6 Zone libre avec intérieur non vide

Théoréme 2.8.6

Soit ﬁ comme au théoréeme 2.7.1.

Soit des fonctions ¢, ¥ € C(‘,’°(-ﬁ) avec > 0> pp. Q et ayant les supports disjoints.

On considere la fonction de LP(S2)

f {= (Ap + B(+00))X[pxa] + (A% + B(=00))x[ya) dans [p # 0] U [ # 0]
€ [B(—00), B(+0)] ailleurs

oii x dénote la fonction caractéristique d'un ensemble.

Alors la solution du probléme limite

{Au+ﬁ(u)afe LP(Q) (p>2)
u € H\()
admet la forme
u=¢+1
avec
u=0=[p=0Uy=0

un fermé de mesure non nulle et ayant l'intérieur non vide. A
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Preuve :
Par vérification. _
On rappelle la forme de 3 :

_ B(—o0) t<0
B(t) = 4 € [B(=00),B(+o0)] t=0
B(+o0) t>0.

Dans [p #0] ona u=¢ >0 et f = Ap + B(+00) donc
Au+ B(u) = Ap + B(+o0) = f .
Dans [ #0] ona u=19 <0 et f = Ay + B(—oc) donc
Au+B(u) = Ap + B(-0) = f -
Dans [p =% =0] ona u=0 et f e Au+ B(u) = [B(=00), B(+00)] en utilisant le

lemme 2.8.1.
Comme le probléme limite admet une solution unique on déduit que

u=p+9Y .
1l est évident que l'intérieur de [u = 0] = [¢ = 0] U [ = 0] est non vide lorsque les
supports des fonctions ¢, ¢ sont disjoints. JA

2.8.7 Zone libre avec intérieur non vide. Suite

Théoréme 2.8.7

Soit 3 comme au théoreme 2.7.1 et f € LP(Q)(p >n).

Soit I'opérateur elliptique A de la forme

n
Av = — i AjjVx;x;

avec les coefficients a; constants.

Soient les ensembles

Nx={x€Q:ﬁ(—oo)+)\§f(x) < B(4o0) = A} .
Si u est la solution du probleme limite
{Au+ﬁ(u )3 felP(Q)(p>n)
u € H}(Q)
alors on a I'estimation suivante pour la zone libre :
[u=0] > {x € Nx:d(x,R" = Ny) > L}

ot L= (|u, c'l)% avec c=A2Y &)t A

Preuve :

On voit d’abord que u € C°(Q) via le théoreme 2.7.1 et les injections de Sobolev
lorsque p > n .

Soit g € Ny et w = {z € Q: d(x0,7) < r} avec r = d(zo,R" — Ny).

On introduit la fonction

ug(z) = v(z)c

avec v(z) = |z — zo|* et ¢ >0 une constante qui sera fixée ultérieurement.

On note que —Av = 227 a;; > 0 est une constante.

Dans ces conditions nous avons p.p. dans w (en notant que uo > 0 sauf en xo )

Aug + Buo) > cAv + B(+o0) 2 —X + B(+o0) 2 f
et sur Ow
Uug = er?>u
lorsque ¢ = —Z)‘? et r= (%&)% .
Le principe du maximum donne p.p. w
u S Uo -

On a aussi p.p. dans w

A(=uo) + B(—uo) < —cAv + B(—00) < +A+B(—00) < f
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et sur Ow
—Ug = —er? <u .
Le principe du maximum donne p.p. w
U > —Uug -
Finalement on a obtenu p.p. w
—up Lu < U
d’ol pour @ = zo on tire u(zo) =0 c'est-a-dire zo € [u=0]. A

Remarque 2.8.7

La démonstration du théoréme 2.8.7 est classique dans la théorie du potentiel, pour
le cas du pseudo-laplacien on trouve cette approche dans [Diaz, théoréme 2.17, pg 144].

Selon le théoréme 2.8.1 on a l’estimation

|f = Aul, < 1fl,

\

d’ot
|Aul, < 2]fl,
et via le théoréme 1.8.1
|UIW2,p(Q) S ch |f|p

~

avec C4 indépendante de u, f, 3.
A Uaide des injections de Sobolev (p > n ) il vient
|u|oo <C |flp

~

avec C indépendante de u, f, (.
D’apreés le théoréme 2.8.7 on aura

[u=0]D{r € Nx: d(z,R™ — Nx) > L}
ov L= (C|f|pc'l)% avec ¢ = X237 aii)” .

On déduit que pour B(£oo) assez grands et f continue on peut choisir A tel que la
20me libre contienne un ouvert. A

2.8.8 Seuil de régularité pour la solution limite
Théoréme 2.8.8
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, avec 5(0)=0.
Soit u la solution du probléme limite

] B(—o0) t<0
Au+Bu)sfelr(Q) (p>2) ec A= > s
{u € Hi(Q) avec (1) ;([f(()o) ), B(+00)] :> g

Alors en général u ¢ W2°(Q) si f € L(Q) et a; € C3(Q) .
Si A=—A et felP(Q)NWH(Q) alors Au € LP(R) N whi(Q).
Si de plus f € L°°(R), alors u € W*P(Q) pour tout 1 <p <o et tout s <2+ % VAN

Preuve :

On sait qu'en général v ¢ W2°(Q) si Av € L*(Q), v € HY(Q) (voir [Trudinger])
et soient g € L®°(Q) et v g W2e(Q2)N H}(Q) telles que Av=g.

Nous considérons la solution u, € H}(Q) deéquation A u, =1 .

Selon le théoreme 1.3.1 et les injections de Sobolev on aura v € Ww21(Q)NCH(D) et
uy € W2*(£) pour tout n < g < oo.

Le principe du maximum de [Bony] assure u, >0 et v+ lgl.ous >0 p.p. 2.

Tl est évident que la fonction u = v+|glo, ustus & W2°(Q) est strictement positive
p.p. et satisfait

{Au+ﬁ(U)=f=g+lg|oo+1€ L=(Q)
u € H (D) .

La suite de la conclusion est due & [Brézis [1]]. Sa démonstration est susceptible d’une
version avec A un opérateur elliptique général. A
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Commentaires 2.8
2.8.1 Comportement de la perturbation monotone

Ce résultat est la version avec 3 bornée du théoréme 2.2.2 ol B était non bornée. On
observe que f — A0 a été remplacée par f — Au ce qui est naturel. La technique utilisée est
une variante de la méthode de monotonie qui permet d'estimer |G(u.)|, via une multiplication
par p(B(ue)) ol ¢ est le sous-différentiel de la fonction convexe j(t) = §|t|‘1 qui réalise

L1(2) comme un espace de Orlicz [Adams]. On utilise une décomposition de domaine ) selon
le signe de u , décomposition qui suit la structure de f — Au aussi réglée par le signede u . Le
théoréme 1.2.1 permet d’équilibrer toutes les inégalités impliquées. La suite de la démonstration
utilise des techniques varniationnelles classiques.

Les inégalités spécifiques aux perturbations monotones permettent d'obtenir une I'iné-
galitée |f — Aul, < |f], a l'aide de laquelle on va d'établir un critére de consistance pour
[u = 0] ce qui est I'objet du théoréeme 2.8.2. A

2.8.2 Critére de consistance pour [u=0]

De nouveau, des décompositions de domaine selon le signe de u permettent d'isoler
[[u = 0]] en s'appuyant sur l'estimation |f — Aulp < |f|p Sous des hypothéses qui rendent
|[u 7é 0]| consistant, on met en évidence la propriété de séparation suivante :

u—Oll/'f'p‘lﬂl/'f'p-n aeon/'f""

[u=0] [u50]

L'importance de ce résultat est multiple : d'abord il légitimise tous les résultats obtenus
dans ce travail et qui impliquent la consistance de [u = 0], ensuite, vu la difficulté de contrdler
[[u = 0]] par des méthodes directes, on utilise des techniques proches de la théorie du potentiel
basées sur le principe du maximum avec des fonctions barriéres, techniques qui sont laborieuses
et qui impliquent des données globales sur u déja difficile 3 contrdler, en ce sens a voir, par
exemple, [Diaz] et le théoréme 2.8.7. Ici on impose seulement une contrainte globale sur f qui
est connue.

Notons que I'ensemble [u = 0] peut avoir I'intérieur vide. Le théoreme 2.8.5 précise le
comportement de la solution perturbée en ce cas. A

2.8.3 Contexte variationnel du probléme limite

Le premier probléme variationnel place le probléme limite au cadre du troisieme chapitre de
ce travail sur les problémes avec des contraintes non locales. Le deuxiéme probléme variationnel
interpréte le probléme limite comme un probleme a double obstacle.

Notons que les contraintes variationnelles sont dépendantes de la solution et en ce cas on
a un probléme quasivaritionnel. Ce type de probléme est abordé par exemple dans [Baiocchi C.
et Capelo A.] et [Hanouzet B. et Joly J. L.]. A

2.8.4 Stabilité de la solution du probleme limite

Ce résultat permet d'approximer dans W2P(Q) fort la solution u du probléme limite
lorsqu'on approche f dans LP(§2) fort. On peut travailler avec des fonctions f plus simples
a manipuler et des fonctions Tf = u peut étre plus faciles a caractériser.

2.8.5 Zone libre sans intérieur de mesure non nulle

On établit la convergence ponctuelle de la solution pénalisée u. vers ug = (71(f)
lorsque la zone libre [u = 0] est de mesure non-nulle avec I'intérieur vide.

Notons que la zone libre est un fermé si u est continue et un fermé de R™ peut avoir
I'intérieur vide et la mesure non vide. |i est possible de construire une telle zone libre en remar-
quant que p.p. [u = 0] C [B(~o0) < f < B(+00)] et prendre f comme dans le théoréme 2.8.2
avec [B(—o0) < f < f(+0)] un ensemble de type Cantor : compact, totalement disconnexe
et parfait (voir “[Holmgren], pg. 73). Pour une construction systématique et déterministe des
ensembles de type Cantor voir la théorie des fractals [Mandelbrot] Le théoreme 2.8.2 assure une
zone libre de mesure non nulle mais ne donne aucune précision sur la structure de I'ensemble
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[u = 0]. Pour des critéres assurant l'intérieur non vide voir [Diaz, théoreme 2.17, pg. 144] et
les théoremes 2.8.6 et 2.8.7.

2.8.6 Zone libre avec intérieur non vide

On construit une classe de fonctions f pour lesquelles la solution limite u admet une
forme explicite ; en particulier avec une zone libre [u = 0] d'intérieur non vide. On peut affaiblir
les conditions sur les fonctions ¢, ¥ en exigeant seulement ¢, 3 € W>P(Q)(p > n) avec i
dans un ensemble dénombrable.

Ce résultat suggere la réciproque suivante :

Est que la solution limite u € W2P(Q)(p > n) peut ce représenter comme limite (par
exemple dans W2P(Q) faible) de fonctions de la forme ¢+ avec ¢, € W?2P(Q) ayant les
supports disjoints et © > 0> ?

Une condition nécessaire et suffisante pour réaliser ceci (en observant le théoréme 2.8.4)
serait que toute f € LP(Q) soit la limite dans LP(f2) fort de fonctions g admettant une
décomposition de la forme suivante : g € [3(—00), B(+00)] dans Q — ([p # 0] U [y # 0]) et
g = (Ap + B(+00))X[pz0] + (A + B(—00))x[px0) ailleurs. A

2.8.7 Zone libre avec intérieur non vide. Suite

On donne un critére basé sur des techniques de la théorie du potentiel. On trouve cette
approche dans [Dfaz, théoreme 2.17] pour le cas du pseudo-laplacien. On utilise le fait qu’on

dispose d’une estimation uniforme (indépendante de ) sur la solution limite a |'aide du théoreme
2.8.1 et les injections de Sobolev.

La technique utilisée permet aussi d'aborder les problémes de I'obstacle pour lesquels on
dispose d’une estimation uniforme indépendante de la perturbation monotone impliquée (voir
aussi [Dfaz, remarque 2.8, pg.146]).

2.8.8 Seuil de régularité pour la solution limite

On montre que pour la donnée f € L®(Q) on n'a pas en général u € W»=(Q). La
démonstration est basée sur le fait qu'en général la solution du probléme de Dirichlet Aw €
L(Q), w € HJ(Q) n'est pas dans W2°°(Q) . Le résultat décrivant la régularité maximale de
u lorsque f € LP(Q) est du a [Brézis[1]]. A

BU

METZ
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2.9 Perturbations monotones bornées
Comportement de cu. selon la nature asymptotique de [

Préliminaires 2.9
La méme base des hypothéses qu’aux préliminaires 2.7.

On exige pour ( un comportement asymptotique d’ordre ¢ > 1 autour de =+

(voir aussi les préliminaires 2.6).

Probleme 2.9
Soient les problemes

{Aeue + B(ue) = f € LP(Q)(p 2 2) { Au+ B(u) > f € L (Q)(p > 2)

ue € Hg(Q) N W>P(Q) u € HL(Q) nW2P(Q)

~

avec 3 comme au théoreme 2.7.1.

On veut obtenir des estimations pour eu. —u dans les espaces Hj(Q), L?(2)(2

p < 00) avec contréle de la vitesse de convergence.

2.9.1 Comportement de cu. selon la nature asymptotique de 3.

Estimation de cu, —u

Théoreme 2.9.1
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, avec 3(0) =0.
Soit le probléme pénalisé

eAu, + B(u) =1 e LP(Q) (p > 2)
{Ue € Hi(Q) .

Soit 3 telle que

(B(4+o0) — BN BF VYV 120, Bi > 0 constante
(B(—00) — BNt < B V <0, B > 0 constante .

Alors
1
leus — UIH;(Q) <eiC
avec C une constante indépendante de ¢ et u la solution du probléme limite

{AU +H(u) 31 e lP(Q) (p22)
u € H}(Q) .

Preuve :
Comme dans la démonstration du théoréme 2.7.1 on obtient

aalene — ulpgy < Xe=(Ye,1)
avec Y, = €Y (u.) = euf (B(+00) — B(ue)) — euz (B(-00) = B(uc)) -

Les conditions sur 3 permettent d’avoir V a € R

BF sia>0
< 1
Y(“)—{ﬂ; sia<0.

Si on pose Coo = max {ﬂf,,@l_} on aura

1
~Y. = Y(ue) = uf (B(+00) — B(ue)) — ug (A(—00) = Bluc)) < Coo
ce qui entraine
aleue = ulyi gy < Xe = (Ye,1) < |Q]Coce

d’oli le résultat pour C' = (a:‘llmcoo)% .

o0

A

<
A
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2.9.2 Estimations sans contrainte sur up. Un exemple

Théoréme 2.9.2
Soit une fonction (3 bornée, croissante, continue, inversible avec inverse continu, telle que
B(0)=0. B
Soit @q(t) =t[t]""2, q>2, g+ q =q'q et 3 comme au théoréme 2.7.1.
Soit 3 telle que
(B(+00) — B(t))pq(t) < BF ¥V t>0, BF >0 constante
(B(—00) — B(t))pq(t) < By V <0, [ > 0 constante .
Soient les problemes

eAu, + B(u;) =1 € L3(Q) Au+ B(u) > f € L2(R)
u. € Hy(Q) ue H}(Q) .
Alors pour tout domaine w C [u = 0] tel que up = 3~1(f) € L°(w) on a, a une sous-suite
pres,
L' (w) fort
€ e—=0 ’

pour tout 1 <r < q—1 avec les estimations
|Ue||_n—1(wc[u=0]) <C
1
|€U5 - uqu(ﬂ) S 60’ C
ou la constante C est indépendante de ¢. A

Preuve : .
D’apres le théoréme 2.7.1 et les injections de Sobolev on a cu. —u € CY(Q).

En multipliant par ¢g(cue —u) € HJ(Q) 1’équation eAu. + B(u.) = f écrite sous la
forme A(eu. —u) = f — Au— B(u.) on obtient
(A(eue — u), pq(eue — u))

—_—

(f — Au — B(ue), pq(eue — U))[u>0]

décomposition de domaine

selon le signe de u

+

(f — Au — B(ue), pq(cue — u)){u=0)
+

— Au — . . — " décomposition fonctionnelle

(f ¢ ﬁ(u ),_(qu(au U))[ <0l =B(—o0) [u<0]
- f—Au{ E[B(—00),8(+e0)] [u=0]

(B(+00) — B(ue), pq(eue — u))[u>0] =8(+o0) [u>0]
+

(f - /H(ue)a‘r’q(gue))[u=0]

+

(B(=00) = Blue), pqlerte — v))u<aj -

On va estimer chaque terme de 1’égalité

(A(eue — u), pq(eue — u))—o]

(ﬂ(+oo) - ﬁ(ui)qu(eue - u))[u>0]
+

(f - /B(UE), ‘Pq(eue))[u=0](_—E|

+
: (/8(_00) - ﬂ(u€)79°q(5us - u))[u(O] .

Nous avons :

[oF—— (Aleue — u), pq(eue —u)) 2
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[via le théoréme 1.2.2]

> (C’,}A)'1 leue — ulg
(B(+00) = B(ue), pqleue — u))u>0) <

[ ¢4 croissante (¢ > 2), A(+00) — B(ue) >0 et u >0 dans [u> 0]]
< (B(+00) = Blue), pgleue))u>0) <

[ g homogene]
< e (B(400) — B(ue), Pq(ue))u>0) <
[ B(+00) — B(uc) > 0]
<" H(B(+00) = B(ue), pq(te) fu>0)nfu. 20) <
[par hypothese (B(+00) —B(¢))pe(t) <BF V t>0]
< 5q_l(ﬂ+a Diuso £

< |1 [u > 0]
[3}—— (B(—00) — B(uc), pq(etie — u))fuco) <

[pq croissante (¢ > 2), B(—o0) — (ue) < 0]
S (ﬂ(_oo) - B(ue)a99q(5ue))[u<0] S

[¢q homogene]

< 5q—1(r6(‘°°) — B(ue), ‘Pq(ue))[u<o] <
[ﬂ(_oo) - ﬂ(ue) < 0]
<! (B(—o0) — B(ue), ©q(te))[u<o)nfu. <0] <
[par hypothése (B(—c0) —B(t))pq(t) < By V ¢t <O]
<e"HB;  Diu<o) <

<|e? 167 | [u < 0]
(f /B(ue) (€u5))[u=0] =

=T (f = Blue), g (ue))ju=c) =

[décomposition de [u = 0] selon la position de u. par rapporta 0 |

= 5q_1(f - ﬂ(—}-oo) SOq(UE))[u:O]n[ugzo]
e (B(+o0) - lg(ue),Soq(ue))[u:O]n[ugZO]
+
eq l(f B(—00),pq(u ))[u=0]ﬁ[u¢<0]
+

e 1 (B(—00) — B(te), pq(e))u= O]n[u¢<0]‘—-

eq_l(f - ﬁ(-l—OO), (Pq(ue))[u=0]ﬂ[u¢ >0] S
[f—B(+00) <0 dans [u=0]]

< e"H(f = B(+00), pq(te)fu=ojnfuc 2010w <
[par hypothése uo = 871(f) € L®(w), fl ooy = BHo0) < O]
< Eq_l(lflLoo(w) - /B(-I-OO), SOq(ue))[u:O]ﬁ[u;ZO]nw =

[¢4 homogene]

\
ou

[wC[u=0]]

=111 oy — BCHo0)) Il . 5010
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Eq_l(f - ﬁ(_oo)a ¢q(ue))[u=0]ﬂ[ue <0) <
[f —B(=o0) >0 dans [u=0]]
<et7H(f = B(=00), ¢g(ue))u=o0)nfu. <o) <
[— |f|Loo(w) <f et u= /B_l(f) € L*(w)]
<IN (= | f] oo () — B(=00), g (ue))u=oln(u. <o) =
[wClu=0]]

[22}—— ¥ (B(+00) — B(ue), @q(ue))u=0)n[u. >0) <
[par hypothése (B(+00) — B(t))t < B V ¢ >0]

<|er7185 [[u = 0]
971 (B(—00) — B(ue), pq(ue))fu=o)nfu. <o) <

[par hypothése (B(—o0) —B(t))t < B; ¥V ¢t < 0]

<|e 7By lw =0l

Dans ces conditions, I’égalité du départ

(A(eue — u), pqleue — u))—0]

(/8("'00) - ﬂ(ue)’ (Pq(aue - “))[u>0]
+

(f = Blue), pqleue)u=o 2]
+
(ﬂ(—oo) - ﬁ(us), ‘Pq(Eus - u))[u<0]
devient 'inégalité
[o0}——(C{) ™" leue — ulpacq)
<
¥ B |[u > 0]} ¢——_11]
+

971l ooy — B(+00)) el ams (fu. 30jnw)

+
!t (ﬁ(—oo) + lfILoo(w)) |u£|Lq—1([u€§0]nw)
+

[28}——¢971 8] |[u = 0]]
+
e 8, |[u = 0]|¢+—24]
+
[ss}——e?"' 6, |[u < 0]

d’ou
|uelTe Lq—l(w)
[décomposition de w selon la position de u. par rapport a 0]

|u5|Lq_1([u£>O]nw) + |u5|Lq—1([u5 <0]Nw) <

<|QUB; +87) x {(B(+00) = | fl oo (uy) F + (Il peeuy + B(=00)) "

et
leue — uquq(n) < 6"'10;4|9|{BI + /Bq_} .

= [971(B(=00) + 1] = () el =1 . <o
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D’apres le théoréeme 2.7.1 V¢ > 2
L(Q) fort

ﬂ(ue) cm0 > f — Au
d’ol1, & une sous-suite pres,
p-p.
Blu) —222 s f - Au

et avec A~ continue en particulier

pP-p- wC[u:O]g\ -1
Ue o » uo = B71(f) -

L’estimation
luequ-l(w) <C

avec C indépendante de ¢ permet d’appliquer le lemme 2.3.2 pour avoir
L7 (w) fort

£ 4
£—0

pour tout 1 < r < g—1 ce qui complete le résultat.

Remarque 2.9.2
Dans la démonstration du théoréme 2.9.1 on a obtenu l’estimation

1
|€u€ —_ uILq(Q) S gd C
ot la constante C indépendante de ¢ admet la forme explicite :
ALt -1
C=(CH9l<{8] + 85}
1 q.\2
1 C2 -1
g—1 (2) PO 4
Cp = constante de l'inégalité de Poincaré indépendante de q voir théoreme 1.1.1 .

Si

C =

. + —\ i
oo > lim (87 + B;)
alors la seconde estimation du théoréme 2.9.2 permet d’avoir en faisant tendre q vers Uinfin

< lim (B} +67)%

-3
L (Q) g—>o0
car
lim (C;Jq):l;. voir théoréme 1.2.1 1
g—roo C;‘:a}qu’c, C constante indépendante de ¢
A
Si on se place dans les conditions du théoréme 2.9.2, alors on a I'exemple :
Exemple 2.9.2(Homographie exponentielle)
Si{B(t) = z—i;—}, B(Foo) = %1, alors ¥V >0
\ue — E' <C
E1L>°(Q)
ot C est une constante indépendante de ¢ . A
Preuve :
Si on pose c+ = £1, on a pour tout ¢ entier tel que ¢ > 2
t>cy  2t9 2t9 2t9
(B(+00) — Bt)ealt) Z2= 7 = < r =
1+ Z Ltk b0 Y ke

k=gq

2 1
= Zﬁz——f—

oo 14k
Eﬁt_q - k=q e —

==
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2.9.3 Estimation de eu.—u dans LP(Q)

Nous montrons par récurrence que V q > 2

1.2
e— —> - .
' pu—y
= |
Pour q =2, e—%Z% puisque e > 2.
Si on suppose vraie l'inégalité V g > 2
1.2
e — sz
' —_—
—~ k' 7 ¢q
alors
12 1 2
e— — 2> - =
— kT g (g+D)! T g+l
étant donné que
2 1 2
g (g+1)! " qg+1
revient a
1 1 2 1
2t — =)= > ——
g q+1° alg+1) ™ (g+1)
ou
2> ! ‘
(¢—1)

ce qui est évident V ¢> 2.
Tout ceci entraine

(B(+00) — B(t))pq(t) < qV (B(+00)les|T™h) = gV B(+00)

De la méme maniere on obtient que

(B(=00) — B(t))pq(t) < gV (B(=00)le-|""") = q V B(—o0)]

Dans ces conditions
. + _\i BT 1
Jim (87 +B;)7 = lim 2q

g—ro0

Q=

La remarque 2.9.2 assure
|u€ - 3. <1
ETL>=(Q)
et on peut prendre C =1.

=1.

notation

notation

2.9.3 Comportement de cu. selon la nature asymptotique de 3.

Estimation de ¢u. —u dans LP(Q)
Théoréme 2.9.3

Soit une fonction 3 continue, croissante telle que 3(0) =0 et

(B(400) — B(t))pq(t) < B VYV t2>0, BF > 0 constante
(B(—00) — B(t))pq(t) < By ¥V t <0, By >0 constante

oll pq(t) =tjt}97%, ¢ >2.
Si u., u sont les solutions des problemes

{eAue +B(u.) =f e LX(Q) { Au+ B(u) > f € L3(Q)

USGH})(Q)
alors Vp>q telque p—qe N ona

u € H{(Q)

|5u5 - u|L,(Q) S C&s%

ou C est une constante indépendante de ¢ .

+
q

By

107
Vit>0.
Vt<0.
A
A
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Preuve :
D’apres le théoréme 2.7.1 et les injections de Sobolev on a eu. —u € L>(Q).

Soit o(t) = t|t|P~2 et j(t) = B(+oo)tt — B(—o0)t™ telle que 85 =0 .
En multipliant 'équation eAu. + B(u.) = f par @(u — €uc) et en posant v =
u + @(eue —u) dans l'inégalité variationnelle vérifiée par u :

(Au,v —u) + (j(v) —j(u),1) 2 (f,v —v) V v e Hy(Q)
on obtient
(Aeue, @(u — eue)) + (B(uc), p(u —eue)) = (f,p(u — eue))
(Au, p(eue — ) + (ilu+ pleue — w) = 3(u),1) 2 (f pleve = w)
d’ot1 par addition
Z. 2 (Aeu, - u),p(eue — u))

<

(Bue)s p(u —eue)) + (J(u + p(eue —u)) = j(u), 1)

On a a ’aide du théoreme 1.2.1
Ze = (Aleue — u), p(eue —u)) > Citleu, —ulj .

X .

notation

D’autre part,

Xe = (B(ue), p(u — eue)) + ((u + pleve —u)) = j(u), 1)

[décomposition de signe de o(u — eu.) et u avec j(t) = B(+o00)tT — B(—o0)t™ |

(= B(we), ¢ (eue — w) — o~ (eue — v)
+
(B(+00){(u + p(eue — u))* —ut} — B(—c0){(u + p(eue —u))™ —u7}1)
<
[en observant que at +b* > (a+b)t et a” +b" <(a+bd)” V a, bER et § vérifie
B(+oo > B(t) 2 B(—o0) V teR]
<
(—B(ue), pF (eue —u)) + (B(ue), ¢~ (eue — u))
+
(B(+00), ¢ (eue — u)) — (B(—00), ™ (eue — u))

(¢ (eue — u), B(400) = Blue)) + (7 (eue — u), =f(—00) + B(uc))
<
[B bornée : B(+00) > B > f(—o0)]
<
(#(leue — ul), B(+00) = B(ue)) + (#(leue — uf), B(ue) = B(~00))
<

[v>1 et I'inégalité de Holder]

A

-1
2 I'H|L°°(1R)|A,, +leue — uv(Jp—l)v

-1
leue — ul{’p—l)'r 2 |ﬁlL“’(lRi)‘.,,

1 -1
418l oo my 19177 lewe — ulf, 1), |-

On a obtenu
1 -1
C2 leue — ulh < Ze < X < 48| ooy 17 leve —ul(, 1y,
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d’ou
-1
leue — ulh < C leue - u|fp_1)7
A1
avec C = 4(C{H™1 8] Lo gy 127" indépendante de ¢ .
Dans la suite on désignera par C une constante indépendante de ¢ .
En prenant v =1 il vient
leue —ulb < Cleu. — ulij
et une réitération de p jusqu'a g (en notant que p— g € N ) donne
leue — ulb < Cleue —ul] .
Le théoréme 2.9.2 assure .
leue — ulh < Ce¥
d’ot
-1
leue —ul, < Ces
ce qu’on voulait montrer. A
2.9.4 ”Short way”. Estimation ponctuelle
Théoréeme 2.9.4
Soient u., u, u, les solutions des problemes
eAu, + B(u;) = f € L}(Q) Au+ 3(u) 3 € L3(Q) Au, =1
u. € Hy(Q) u € Hi(Q) u. € Hy(Q) .
Alors V 6 > 0 on a l'estimation ponctuelle p.p. Q
_B(8)u. + B (B(—00) + (8)) < eu, — u < ef~N(B(+oc) — B(9)) + B(O)u. .
A

Preuve :

Soient uye = u + B(8)us et u_g =u — B(f)u, des perturbations de u .

Le principe du maximum assure u, > 0 p.p. et la régularité de la solution du
probléme de Dirichlet

Au, =1
U € Hol (Q)
sera_u, € W»P(Q)Vp > 2 (voir le théoréme 1.3.1) et via les injections de Sobolev u, €
Ccl(Q) .
On peut écrire respectivement
u u u
5A(ue_ ‘ﬁ) -|~,3(’U,5— %0"*'_;‘-2) = f—Au+e =

= f — Au — B(6) € [B(—00) — B(6), B(400) — B(6)]

U—_g U_g

5A(ue_ —-6—) +/8(ue'_ _6—+ —6_) =f—-—Au_g=
= f — Au + B(6) € [B(—00) + B(6), B(+00) + 5(6)]

puisque la solution du probléeme

~ B(4o0) t>0
Au + ﬁ(u) 3 f € LZ(Q) avec 3 = —00 o0 =
{auri o) {a@;)xﬂu-n =0
vériﬁel\{t—Au € [B(=00),B8(+0)] p.p. Q2 .

gro =B (B(+00) — B(6)) et g-o =BT (B(—00) +B(H)) -
Dans ces conditions on a les comparaisons
A(ug — H2) + Blu, — 2+ £22) < cAgyq + Blgro+ 22) dans O
{ue—-"f‘ngH» sur 0f)
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car

eAgro + B(gro + %) =
[Agis =0 avec g4 constante]
=B(g+0 + g:_o =
[on a giro =B 1(B(+00) — B(6)) et uts=u+B(B)us avec 6> 0, uy, >0]
= B8 (B(+oo) — (6 + L

€
[on a selon le signe de u ]

S {ﬁ(ﬂ“l(ﬁ(JrOO) — B(6))) = B(+00) — B(8) > f — Au — B(8) = f — Auyy dans [u > 0]

B(-00) > ——=> f(~c0) ~ B(6) > f — Au—P(O) = f —Aurs  dans[u<0].

D’autre part

eA(ue — *=2) + B(ue — 222 + %) > eAg—o + B(g-0 + *=2) dans Q
ue — =2 > g sur 0
car

u—
ceAg_g + B(g—o + 7’1) =

[ Ag—s =0 avec g_g constante]
U—g
=Blg-o+——)=

[g_o = B (B(—0) + B(8)) et u_g=u—B(O)us avec 6 >0, uy >0]
= (7 (Bl-o0) + 8(9) + "= <

€
[on a selon le signe de u ]

B(B~1(B(—o0) + B(8))) = B(—0) + B(8) < f — Au+ §(8) = f — Au_p dans [u < 0]
< § B(+o0) < —— < f(+00) +0(8) < f — Au+B(6) = f — Au— dans [u > 0] .
Le principe du maximum (voir théoréme 1.3.2) permet d’avoir p.p. Q
Ue — %S g+
g—e <ue — y;o'
€

d’ol aprés un retour aux notations p.p. 2

—B(0)u, + €871 (B(—0) + B(8)) < eue — u < 71 (B(400) — B(6)) + B(O)ux
le résultat. A

Remarque 2.9.4
St on pose successivement

B (B(+o0) — B(B)) =e™* et BTI(B(—00)+B(8)) =~
pour s >0, € >0 alors Uestimation du théoréme 2.9.4
—B(8)us + B (B(~0) + B(8)) < eue — u < e (B(+00) — B(6)) + B(O)ux
devient V s>0 p.p. 2
(B(=00) — B—c") e — €™ < eue —u < &1 + (B(00) = Bl Nus |
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2.9.5 ”Short way”. Estimations ponctuelles et uniformes
Théoreme 2.9.5
Soient u., u, u, les solutions des problemes
eAu, + B(u.) =f € L) Au + B(u) > f e L3(Q) Au, =1
u. € HY(Q) u € HY(Q) u, € Hy(R) .
Soit la fonction ¢(t) = t|t|9"2 avec ¢ >2, q+¢ =qq’.
On suppose que (3 satisfait
(B(+00) — B())p(t) < BF V t>0, 57 > 0 constante
(B(—00) — B(t))p(t) < By ¥V >0, B > 0 constante .
Alors pour tout ¢ > 0 on a I'estimation ponctuelle p.p.
—e¥ (14 87u,) < eu, —u< ¥ (1+67u,) .
A
Preuve :
D’aprés la remarque précédente p.p. z €8, V s> 0
(B(—00) — B(—e™"))us —€'7° S eue —u <& + (B(+00) — B(7°)Jux
et 'on a
-8 —38 —8 —38 —38 u*
€17 + (B(+00) = Ble™"))ux = €17" + (Blo0) = A+ ))e(+e ™) T =
+u*
< <4e' T+ e _ +el ™% 4 BFu,eli7e
e—*>0, >0 QO(+E-3) 1
—38 —38 —_— -8 — U*
(B(=00) — B(—e*)us — ' 7° = —€' 7" + (B(—00) — B(—€7"))p(—¢ 3)——"90(_5_3)
=
> > —gl=e 4 —ﬂ—q——- = —gl=s _ ﬁ—u*s(q—l)s
—e=*<0, $>0 (,0(—5_‘9) q9
d’ou pour s = % pp- Q
—sql_’(l + B ud) Seue—u < eql_'(l + B us)
ce qu’on voulait montrer.
Remarque 2.9.5
L’estimation du théoréme 2.9.5
1 1
—7 (1+ ﬁ;u*) <eue.—u<ed (1+ ﬂ:u*)
permet d’avoir pour tout € > 0
1
o - + —
1 _
=ev(1+{8;, V ﬂ;_} |“*|Loo(9))
sans aucune restriction sur f . A

Commentaires 2.9
2.9.1 Comportement de cu. selon la asymptotique de j
Estimation de |eu, — u|H$(m
C'est la méme démonstration que dans [ Brauner C.M. et Nicolaenko B.], un prolonge-

ment de la démonstration du théoréme 2.7.1 avec I'hypothése supplémentaire visant le com-
portement asymptotique de (3 autour de Foo. A

2.9.2 Estimation de |cu. — uILq(m, |u€qu(wC[u=0])

On utilise une méthode de monotonie au sens de [Lions[2]] et de [Brauner et Nicolaenko]
avec des décompositions successives de domaine selon la nature asymptotique de B autour de

+o00. A
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2.9.2 Exemple

La particularité de cet exemple est un bon contrdle des parametres exigés par le théoreme
2.9.2 ce qui permet le passage 3 la limite dans I'esprit de la remarque 2.9.2. A

2.9.3 Estimation de |eu. — u|,

C'est un exemple typique de technique "bootstrap”. Le fait que B est bornée assure un
exces de régularité pour eu. —u et on arrive a controler la régularité LP(Q) par une régularité
L1()(g < p) ce qui permet d'impliquer le théoreme 29.2.

2.9.4 ”Short way”. Estimation ponctuelle

L’idée est de remplacer u par des perturbations " naturelles” wutg = u + B(0)u. , établir
des comparaisons et laisser agir le principe du maximum.

La solution u, du probléme de Saint-Venant via l'opérateur A permet de rajuster la
fonction f—Au € L°(f) et de contrdler les constantes considérées. Cette fonction est souvent
impliquée dans la construction des fonctions barrieres.

Le principe du maximum exige seulement f dans L%(2), I'estimation obtenue perme-
ttant ultérieurement d’impliquer le comportement asymptotique de 3 autour de +oo. Ence
sens, la remarque 2.9.4 est une transition vers le théoréme 2.9.5. A

2.9.5 ”Short way”. Estimations ponctuelles et uniformes

Une illustration de la force du principe du maximum lorsqu’on manipule des perturbations
monotones du probléme de Dirichlet.

La remarque 2.9.5 transforme I'estimation ponctuelle en estimation uniforme lorsque ¢
est petit. Aucune restriction sur f .

Le probléme de déterminer le meilleur exposant v de & tel que leue — ul, < €7 reste

ouvert. Les approches antérieures et postérieures dans ce travail laissent penser que vy = 1;—1 .
A
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2.10 Comportement de u. avec 3 localement coercive

et selon la régularité de ug

Préliminaires 2.10

On travaille avec 8 € C!(R) localement coercive.

Dans toute la suite on suppose que la zone libre [u = 0] est de mesure non nulle avec
I’intérieur non vide ot u est la solution du probléme limite

{Au+ﬁ(u )> feLP(Q) (p22)
u € H}(Q)
et B comme au théoreme 2.7.1.

Pour des critéres réalisant ces conditions voir les théorémes 2.9.2, 2.9.6, 2.9.7 et [Diaz,
théoreme 2.17, pg. 144}.

Quand on note L®([u = 0]), W?*®([u = 0]) etc., on sous-entend par [u = 0]
Pintérieur non vide de la zone libre. A

Probleme 2.10

On étudie le comportement de u., (ue — ug)e™! dans L{S,([u = 0]) lorsque ¢ tend
vers 0 avec respectivement ugp = 871(f) € W2®([u =0]) et up € W»*([u =0]) 3w, =
——ﬁfl—(:“%j . La remarque 2.10.1 montre que ces conditions sur uo sont réalisables. A

2.10.1Comportement de u, quand ug € W2*°([u = 0])
Théoréme 2.10.1
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, telle que 3(0) = 0.
Soit 3 € C}(R) inversible, localement coercive et 3 comme au théoreme 2.7.1.
Soit u la solution du probleme limite
Au+ Bu)>felP(Q) (p>n)
ue H\(Q) .
On suppose que up = B~ 1(f) € W2>°(fu = 0]).
Si u. est la solution du probleme
eAu, + B(u.) =f € L°(Q) (p > n)
u. € H{(Q)
alors
Lige ([u=0})

(18 > Up .
e—0

Preuve :
Fonctions d’approximation
Soit un sous-domaine w CC [u = 0] et ¢ € C§°([u = 0]) telle que
0<¢< [p=1D0w.
Pour & > 0, on définit les fonctions
ut = uo + (1 — @)(Juel Lo (qu=oyy + [tolLes(fu=op)) + 6

uy = o — (1 — ©)(|ue| Lo (fu=o}) + |Uol Lo (u=op) — 4 -
Comportement & Pintérieur et sur la frontiere

Ona
uf € W (fu = 0)) 3 u
§+u; <up<uf -8 dans[u=0]
u <uc<ul surdu=0].
Comportement & la limite
De plus,
L ([u=0])

£—0

cAut

4

» 0
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car eu. converge vers u dans C 1(Q) d’apres le théoréme 2.7.1 et les injections de Sobolev
(p>n). .

Comparaison

Le tableau (1) permet d’avoir la comparaison

U+ u+
et Bue) = £ = B} { S 4 TOE) dans =0

Ue { § Ziﬁ sur Ofu = 0]
pour ¢ suffisamment petit et 3 localement coercive.

Principe de maximum

Le principe du maximum assure si ¢ petit p.p. [u = 0]

uy <ue <uf
Restriction de domaine et estimation uniforme
Onap.p. w
ug—0 <u.<ug+4d donc |uc—ug| <4
vu la construction de ¢, uZ.
Limite uniforme
En faisant tendre § vers 0 (6 — 0 force ¢ = 0),
L>(w) .
Ue e—0 7 Yo -
Comme w CC [u = 0] était arbitraire,
Lyg ([u=0])

Ue > UQ
e—0

le résultat. A

Remarque 2.10.1

La condition uo = ~1(f) € W2>([u = 0]) est remplie, par ezemple, si la fermeture
du graphe de f n’intersecte pas les droites y = f(+o0), y = B(—00) et la fonction B~ -1
est réguliére (on rappelle que f € [B(—00),8(+00)] dans [u = 0] ). Dans les portions du
domaine Q o le graphe de f est conneze, on peut imposer la régularité que U'on veut sur

7. A

2.10.2Comportement de u. sans contrainte sur ug
Théoréme 2.10.2
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, avec 5(0) = 0.

On suppose 3 € C}(R) localement coercive et u comme au théoréme 2.7.1.
La solution du probleme pénalisé

eAu, + B(u.) =f e LP(2) (p > n)
u, € W2P(Q) N Hi(Q)
satisfait
eligiolue — Up|reo(w) < [llo — UoLes (w) V o — Uo]Leo (w)

pour tous domaines w CC wp C [u = 0] tels que up = BHf) € L>®(wo) et o, i € W22 ()
telles que Uy < ug < {ig p.p. wo - A

Si s est Jocalement coercive alors
infﬂ':a/’s(>0 v KCR compacte.

Dans ces conditions

croissante ecl(r
ﬂ(u?)—ﬂ(uo)zﬂ=2ﬁ(uo+6)—ﬁ(uo) pec @) +88' (ug+60)>+a >0 .
ul >ug+é 6€[0,1}K =[—|ugleoo —56,1upl oo +36]
De la méme maniére .
cl(m
ﬂ(“:)-ﬂ("o)suz—rﬂ'—sgsﬂ(uo—ﬁ)—ﬂ(uo) feC @ —«SB’(uo—Je)<—a,Ia{6<o .
uy Sug—4 8€[0,1})K =[—|ugloo —88,|u0loc +58)

Notons aussi que
(T) B(ug)=/, Augr €LX(N) .
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Preuve :
Fonctions d’approximation
En notant que u., ug € C°(@), (Sobolev, p > n) on pose

tie = to + (1 — @){[tte| oo (wo) T [¥olLoo (o)} + 9

e = to — (1 — @){|te| Lo (wo) + 0] Lo (o)} = ¢
ot p € C°(wo) est telleque 0<p <1, [p=1] D0, [¢ # 0] C wo -
Comportement sur la frontiere et a I’intérieur
11 est facile de voir que

ue <tig Lug < tto < Ue sur Owo
S+t =", e =tUp+ 9 dans w
ug € L™ (wo)

~ ~ 2’5” ~ ~
Upg, Ue € w (w()) 3 Ug, U -
Comportement a la limite.
Nous avons

C(woClu=
5{26 C°%(woC] o} 5 0
e—0
O(woClu=
5’[],5 C ( OC[ 0]) _} 0
e—0
R . Loo (uJo)
eAl, = €Al + {IEUEIL“(WO) + IsuOIL”(“’O)}A(l - QO) e—0 —0
. . Loo (WQ)
eAile = eAlig + {|ete|Loo(wo) T l€U0lLoo (wo) JA(L — ) 0 »0
cl(@)

car selon le théoréme 2.7.1 on a eu. — o u lorsque p > n.
£—

Comparaison
En sachant que 8 est croissante et localement coercive il existe des constantes ¢, ¢ >
0 indépendantes de ¢ telles qu’on ait p.p. wo

e <tig— 6 Sug S do+ 6 < e
B(ie) — Bfo) > Blfio + 8) — B(do) = 68'(do +68) > >0
car 6 € [0,1], B € C*'(R), iip € L™(wo) ,
B(ie) — B(io) < Blito — 8) — B(tto) = —68 (o — 6) <& <0
car 6 €[0,1], B € CI(R), do € L%(wo) -

Dans ces conditions

cau,+8(us) = £ = fuo) { S 5000 S 20 T AR dans e
Ue { E g: sur Owg

pour ¢ suffisamment petit.
Principe de maximum
Le principe du maximum assure avec € petit p.p. wo

e Sue SUe -
Restriction de domaine et estimation uniforme
On a pour ¢ petit p.p. w
g — 0 = e SUESﬂe-——"&,Q-{-(S
o —ug — 6 <ue—ug Lo —uo+4
d’ou
|u€—u0| < |ft0—Uo+(5|V|ﬂo—uO—5l =5+|ﬁ0—U0|V|’ao—uOl
et
[ue — to|poo(w) < 8+ |fio — Uo|Loo(w) V |0 — oo (w)

vu la construction de ¢, g, e .
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Limite uniforme
En faisant tendre § vers 0 (& — 0 force ¢ = 0), on obtient
zi;n_(l)lus — o] Lo (w) < lflo — Uo|Leo(w) V |t = uo| Lo (w)
le résultat. A
2.10.3Comportement de 2-2%¢ quand up € W2>(u=0])>wm
Théoréeme 2.10.3
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, telle que 3(0) =0.
On suppose 3 € C}(R) inversible, localement coercive et E comme au théoréme 2.7.1.
Si u, u. sont solutions des problemes
Au +5(u)>fell(Q) (p>n)
u € H}(Q)
eAu, + B(u.) =f € LP(Q) (p > n)
u € H(Q)
avec up = 871(f) € Wh(u=10]) 2 —E,A—("u"ﬁ = uy alors
. U —Up Lo ([u=0)
u€ = 7 Ul
£ e—0
A

Preuve :
Fonctions d’approximation
Soit un domaine w CC [u=0] .
Pour & > 0 on consideére les fonctions
wt (ur, ul) = ur + (1= @)(|ulliee (wo) + U1z (we)) +9
u (ug,ul) = ug — (1= @)([ulpee (o) + U1l o)) =9
ou ¢ € C([u = 0]) est telle que 0 <9 <1, [ =12, [p#0=wo CC [u=0].
Comportement a Pintérieur et sur la frontiére de wo
11 est facile de voir que
Uj (S W2’°°(w0)9 (7
uf —uy 26> w1 —u. dans wo
uf >ui> uy sur Owg -
Comportement & la limite

Nous avons
L* (wo)

eut = euy + {Jue — ol o= (wo) F lEW1 L0 () (1 — 0)——5 0
L (wo)
EAU_: =cAu; + {Iue - u0|L°°(w0) + |€u1|Loo(wO)}A(1 - QO) ———sﬁ—)()
car d’apres le th 2.10.2 on a eu, ——Lﬂ?)—> 0.
e—>
Comparaison
Si on regarde le tableau (*) on a avec ¢ petit
e? Aut + Buo + eul) > €2 Aul + Buo + eul) dans wo,

et
e?Aul + B(uo +eu;) < 2 Aul + B(ug + eul) dans wo.
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%{52Au;"+ﬂ(uo+euj')—(62Auz+,3(eu:+uo))} %—{62Au:+ﬂ(uo+eu:)—(52Aui+ﬂ(eu1+uo))}
%{ezAuj'+,B(uo+suj')—f+eAuo} %{szAu:+ﬂ(uo+su:)—f+eAuo}
f=ﬁ(_;_40) f=/3(_'_‘0)
eAu;|'+ ﬁ(“0+¢“§ )-ﬂ(u0)+A'U,0 6Au£—+ﬁ(u0+!"’i )_ﬂ(u0)+Auo
6€[o,1] 6€[0,1]
BECL(R) seECL(R)
eAuj'+uj’ﬂ'(uo+9euj')+Auo e:Auj'+u:ﬂ'(uo—06u:)+Auo
Z uj2u1+6 > < u, 2u3—94 _<_
B croissante, g/>0 B croissante, g8/>0
eAuj'+(u1+5)ﬁ'(u0+06u¢+)+Au0 eAu:+(u1—6)ﬁ'(uo-—0€u:)+Auo
L*° (w L™
(*) Aeuj’ -————(—L)O Acu ——&z—-)o
oo e—0 oo e—=0
L°(wg) L (wp) L (wo) Lo (wg)
eyt —— 8 0 euy, — 0
e—0 e—=0
(u146)B' (uo)+Auo (u1—8)B' (uo)+Auo
w18’ (wo)+ Auo+88’ (uo) u1 8 (wo)+Aug—88'(uo)
ul::ﬂ ,,1___;A_“_0_
B'(ug) B'(vo)
68 (uo) -84’ (uo)
ug€L > (wg), K=[—|uo|°o,lu0|°°]> <“OEL°°(‘”0)y K=[-Iuo|°°,|uo|°°]<
8 localement coercive g localement coercive
safk>0 -saf <0
Dans ces conditions
< e?Aut + B(eut + uo)
2 1 1 — = € € 0
e2Aul + Bleul + uo) = f — cAuo € a dans wq
e + Bleue ) =1 > e?2 Aul + B(eu; + uo)
<ut
ui - sur Owg
2> u
lorsque ¢ est petit.
Principe du maximum
En appliquant le principe du maximum
I N
u, <u, Lu; dans wog.
Restriction de domaine, estimation uniforme
On voit que pour ¢ petit p.p. w
- 1
u; — 0 =u, Suegu:’——-ul +46
parce que [p=1]D .
On tire pour ¢ petit p.p. w
1 1
lug —u1| <6 et lul — u1|pee(wy <6 -
Convergence uniforme
En faisant tendre § vers 0 (& — 0 force € — 0) on obtient
1 L% (w)
U, > U7
e—0
d’ot le résultat puisque w CC [u = 0] était arbitraire. A
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2.10.4Amélioration de la convergence de u. quand up € W2>®(lu=0]) > um
Théoreme 2.10.4
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, telle que 3(0) =0.
On suppose 3 € CI(R) inversible, localement coercive et § comme au th 2.7.1.
Si u,u. sont les solutions des problemes
Au +8(u)=FfelP(Q) (p>n)
u € H}(Q)
eAu, + B(u.) =f e LP(Q) (p > n)
u, € H}(Q)
avec ug = B~ I1(f) e Wi°(lu=10]) 3 —ﬂ—,A(“;b =u alors
WP ([u=0
TR oc =% N
e—0
A

Preuve :

Soit un domaine w CC [u = 0] et @1, p2 € C§°([u = 0]) telles que w C [p1 #
0] cClpz =1l CCle2#0] CCu=0].

Le lemme 2.5.1 permet d’avoir

|901(ue - uo)lwzp(ﬂ) < C{|992(Aue - uO)'LP(Q) + |992(Ue - UO)|LP(Q)}

avec C une constante indépendante de ¢ .

Mais

lp2 A(ue — uo)|Lr() <

[ A(ue — uo) = ﬂ(“o):ﬂ(ue) — Aug

ﬁ(ue) — ﬁ(uo) + |¢P2AU0|LP(Q) —
€ LP()
[on a B(ue) — Bluo) = (ue — uo)B'(uo + O(u. — ug)) avec 6 € (0,1) et up € LT ([u = 0]

< [p2

Ue — U
= |p2 2 8'(uo + 6(ue — uo)) + @2 Auo|Lr(a) 2 l@1u18' (w0)| o) + P2 Ao Lr(q)
£ LP(Q) e—0
car d’aprés le théoreme 2.10.3 on a
Ue — UQ Lfgc([“=0])
— Uy .
€ e—0

Dans ces conditions L
!{%Wl(% — ug)|war) £ C

avec C une constante indépendante de ¢ d’oli, & une sous-suite pres, (WP (Q) réflexif)

2,p :
W*P(Q) faible

@1(ue — uo) 0 X))

et avec les injections de Sobolev
LP() fort N

1(ue — uo) — 3 )
D’autre part
2@
©1(ue — ug) s 0

avec le théoreme 2.10.1 donc v =0 .
On a obtenu
WP (Q) faible

tp](ue - U()) -0 ? 0
et compte tenu du fait que W C [¢1 = 1],
W?2P(w) faible
Ueg — U »0

e—0
avec w arbitraire dans [u = 0] d’ot le résultat. A
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2.10.5Le cas o1 f est une constante
Théoréme 2.10.5
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, inversible, avec G6(0)=0.
La solution du probléme pénalisé

eAu, + B(u.) =f constante
u, € H}(Q)

vérifie sejon les situatigns :
1. |f > B(400)
V ¢ € C°(R) il existe un e, >0 tel que p.p. R, Ve<e,
u. > .
2. [t < A(—o0)
V ¢ € C°(Q) il existe un e, >0 tel quep.p. @, Ve<ey
u <.
3. [f e BR), w=57'()
Ve>0
L= ()
U, — Uy
e—0
u. € [B7HEA0),87(FVO)]Su.
A
Preuve :

1. On peut écrire V ¢ € C§°(92)
{eAue + B(ue) = f > B(+00) > eAp + f(p) dans
ue =9 =10 sur 02
avec ¢ suffisamment petit et dépendant de ¢ car ¢ € L>*(Q) > Ap et B est strictement
croissante en tant que fonction inversible.
Le principe du maximum permet d’avoir p.p. Q
Ue 2 @
pour ¢ petit.
2. Cette fois-ci V ¢ € Cg°()
{eAue + B(ue) = f < B(—00) < eAp + B(p) dans
ue =9 =0 sur OS2
lorsque ¢ est petit.
Comme au point précédent p.p. 2
ue < @

pour ¢ suffisamment petit.
3. Notons ug = 87(f) .
D’apres le théoreme 2.7.1 on a u, € W2P(Q)Vp > 2 car f € L*(Q) et via les
injections de Sobolev u. € C'(Q).
Dans ces conditions les ensembles ouverts [uo > ue] et [uo < u] sont bien définis.

Maintenant ’équation eAuc + B(u.) = f = B(uo) entraine
{Aue = 'lg{ﬂ(uo) — B(ue)} > 0= A(uo A0) dans [uo > ue)
ue > ug A0 sur Oug > u.)
en notant que ug est constante et le principe du maximum donne p.p. [uo > ue)
Ue € [uo A O,UQ] .
On a aussi

{Aue = L{B(uo) — B(ue) < 0= A(uo V0) dans [uo < ue]

£

ue <ugVo sur Ofug < ue]
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d’on p.p. [uo < ue]
ue € [uo,uo V0.
Finalement, V ¢ >0, p.p. ©
U € [UO A O,UQ VO] .
Soit un sous-domaine w CC 2, § >0 et ¢ € Cg°(R) telle que
0<p<letwClp=1].
Si on note
—6 + (1 — ¢)|uo| + uo = ug et uf = uo+ (1 —@)luol +9
alors en regardant le tableau (*) on a
+ +
cAu, + B(ue) = f = B(wo) { ; zﬁzz_ iggzgg dans Q
ue:O{Sug sur 0f)
2 Ug
avec ¢ suffisamment petit et le principe de maximum assure p.p. Q
uy < ue < ug
ou encore vu la construction de ¢, u(uf = uo £ (1 —¢)luol £4, @ C [p =1]) p.p. w
Iue - U()| S )
pour & petit dépendant de 4.
En faisant § tendre vers 0 (&6 — 0 force ¢ = 0),
Ue 7@
e—0
d’ou le résultat. A

2.10.6Comportement de u. sans nature coercive de [ et sans contrainte sur up
Théoréme 2.10.6
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, impaire, inversible avec inverse continu,
telle que 3(0) =0.
Soit le probleme
Acu, + B(u;) =1 € LP(Q)(p > 2)
u, € Hi(Q) .

Si w CC wp C [u=0] est une suite de domaines telle que uo = B7Hf) € L=(wy) , alors

|u€|Loo(w) -0 — |u0|Loo (w)
etlona Vq>1
LY(w)f
U, (cw)fort — Ug .
e—0

A

Preuve :
Soit un domaine wo tel que w CC wo C [u = 0] et une fonction ¢ € CS°(wo) telle
que wClp=1 et 0<9 <1 pp. wo-
Alors la fonction ¥ = 1 — ¢ vérifie
=1 sur Jwo
(0 { >0 danswp
=0 dansw.

Comme uo = B71(f) € L®(wo), AY € L®(wo) on aura B 1(f £ §AyY) € L*(wo)
pour une constante § > 0 suffisamment petite.

on voit que (ug constante) u;Su0—6<u0<u0+65ug-
et avec @ strictement croissante 3(..5)ga(uo-a)<a(uo)<p(u0+s)gs(u3') .

(*) de plus Aug:iluolAcpELm(ﬂ) si A est de type elliptique.
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Soient les fonctions

vy = €87 (f + AY) | (wo) + 0¥
vo = —€lf7H(f — 6AY)|Leo (wo) £ Y

telles qu’on ait sur Owo
vy >6>0>-62>v-.
Alors on a les comparaisons

cu < A + vy

Acu, +5(-—€£) = f{g AZt +g((f__)) dans wo
<6<

eue{‘z‘ég;t sur Jwg

pour € petit car d’une part selon le théoreme 2.7.1 (avec les injections de Sobolev)

W2?(Q) faible cH@)
EUe — U 30 = cu —u
e—0 e—0
et en particulier
C* (@o)
EUs — U —0
e—0

et d’autre part il est visible que p.p.wo

5 .p- wWo
Avy + () = 84 + (67 (f = 6AY) oo + V) 2 Yoo by

B croissante

> §AY + BB (f — §4Y) Lo wo) 2 f

- s b vo
Av- + B(77) = ~8AY + BB (f + 8491 — V) S 42t pe

B croissante

< —6AY + B(—1B7H(f + 8AY) 1o (o)) < F-
Le principe du maximum permet d’avoir p.p. wo avec € petit
ve <eug vyt
et vu la construction des v4, ¥, ¢ p.p. W

—Elﬁ—l(_f + 6A¢)|L°°(wo) S EUe S 6'13—1 (f - 5A¢)lL°°(wo)

d’ou

|u€|L°°(w) < |ﬂ—l (f - 6A¢)lL°°(wo) \% lﬂ—l(f + 6A¢)|L°°(wo)

pour ¢ petit (dépendant de 5 et § — 0 force € = 0) et en faisant tendre § vers 0 on

obtient

limsup luelLoo(w) S |u0|L°°(u.«'o) '
e—0

Si il existe un wo tel que w CC wo C & alors on peut approximer w par des

sous-domaines w° du méme type que wp tels que w CC W CCuwo.
En approchant w par des w° on tire

limsup, _,¢ |ue|L00(w) < |u0|L°°(w) :

Pour montrer que
liminf |ue|po () 2 ol Lo ()
on observe que d’apreés le théoreme 2.8.1, Vqg2>2
LI(Q
Blue) — Dy f — Au

e—0

et en particulier

L9 (wC[u=0]) foi} f

e—0

B (US)
avec convergence des normes

|/8(u€)|Lq(w)

"o — | flpaq) -
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On déduit que
. 1. .
|l oy = liminf 1B(ue) oy < lwle liminf B(ue)l o)
et en faisant tendre g vers l'infini
lflLoo(w) < 1i£n_)i(1)1f lﬁ(“s)le(w)
d’otr avec 3 croissante, continue et impaire (8(0) = 0)
|f|L°°(w) < lign_)iglf|ﬁ(ue)|po(w) = lirerl_jglfﬁ(|uele(w)) = 5(li§1_jglf|“€|p°(w))

et encore avec B inversible et impaire, B~! croissante, continue et impaire

lilen__)iglfluell,w(w) Z ﬁ_1(|f|L°°(w)) = lﬂ—l(f)lLoo(w) = |u0|L°°(w)

c’est-a-dire

liminf. 0 |us|Loo(w) 2 |u0|L°°(w) )

Finalement

|uE|Loo(w) o -+ |u0|L°°(w) .

Pour la derniere partie de la conclusion on voit que d’apres le théoréme 2.8.1 Vg 2> 2

Li(Q) fort
B(ue) — f — Au

e—0
et en particulier dans w C [u = 0]
LY (w) fort
Blue) — f
e—0

d, A N . \
oll, a une sous-suite pres,

e—0
donc
p.-p. w
Ue — UQ
e—0
car up = A~ 1(f) € L>(w) et ( est continue.
L’estimation

limsup |telroo(oy < U0z 00
e—)Opl IL (w) —| OIL (w)

permet d’avoir pour une constante o > 0 et ¢ petit
lus|Loo(w) < |u0|Loo(w) +0
donc p.p. w
lute] < lutolpeo(uy +0 € L7 (W)
pour € petit.
On a obtenu
p-p. w

Ue — UQ
e—0

et
lue| < luolpw() +0 € L (w)
pour € petit.

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans Li(w)(g = 1) assure, a une
sous-suite pres,

q
Li(w) fort

Ue ? UQ
e—0

ce qui compléte le résultat. A
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2.10.7Comportement de u.. Une autre approche

Théoréeme 2.10.7

Soit une fonction [ € Cl(R) bornée, croissante, continue, inversible avec inverse continu,
telle que 3(0)=0.

Soit u la solution du probleme limite

- B(—) t<0
Autf(u)>1el® (22 s 25 o) ta
{u € Hy(Q) avec (1) = ;([-fio) ) Aol : > g i

Si u, est la solution du probleme pénalisé
{eAue +Bu.)=fel(Q) (p>2)
u. € H}(Q) N W2P(Q)
alorsona:

)
1o s [ie-a e tma i) < [ i0-A

w
pour toute fonction convexe positive et propre j : [B(—00), B(+00)] +—> R telle que j(0) =0
ayant le sous-différentiel lipschitzien et tout domaine w C 9 de classe C!! ;
ii) si la fonction |G7'[P est convexe satisfaisant les conditions du point i) et up = 87(f) €
LP(w) avec le domaine w C [u= 0], alors on a
LP(w)fort

& ? uO ;
e—0

iii) si il existe une fonction convexe j comme au point i) telle que |IB7LP <j et j(f) € LY (w)
avec w C [u= 0] alors
LY(w) fort
& [4

e—0

pourtout 1 <q<p. A

Preuve :
i) Notons 05 = ¢ .
Selon le théoréme 2.7.1 on a u. — ¥ € L*(2) N HL(Q) et avec ¢ lipschitzienne et
B € CY(R) bornée on aura ¢ o f(ue — ¢) € HL(Q).
Une multiplication par ¢ o f(u. — %) de I’équation pénalisée réécrite
Aleu, — u) = f — Au — B(u.)
donne apres une intégration dans w

(Aleue — )y 0 Blue = ) = (f = Au = Blue) 9 0 Blte = o

On va estimer chaque terme de cette égalité.

On a )
(Afete — w0 Bl = 2o =

[intégration par parties, ¢ o Blue — &) € Hy(Q), ¢ lipschitzienne donc dérivable p.p.,
B e C'(R)]

u U, — u u U, —
= 6((,0,0,8(u€—2)ﬂ'(ue—2), Zaij(ue_g)xi(ue_z)xj )u+(¢’°ﬂ(u€—_€-)7 Eaij(eue—u)xjni)aw >
iWJ i,Jj
[, B croissantes, A elliptique]
u n
> e~ T ) i) e = z;Ni)ow -
> (p o Bl = D3 e =)y

Ensuite
u

(f = Au = Blue)p 0 Blue = D)o =
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[décomposition de domaine et de f — Au selon le signe de u,ona Au =0 dans [u= 0]
avec le lemme 2.8.1]

=(8(+00) — Blue), e 0 Blue — Z_))[u>0]ﬂw+(f — Blue),po ﬁ(ue))[u=0]ﬂw
H(B(=00) = Blue), o © Blute = 2iu<oln

(8(+00) — Blue), ¢  Blue = 2)pwolnw <
[ B(+00) — B(ue) >0, £ >0 dans [u> 0] ]
< (B(+00) — Blue),p o ﬁ(ue))[u>0]nw <
[; est convexe avec 05 = ¢ ]
< (j(B(400)) = 3 (B(ue))s Diu>ojnw =
[f — Au = B(+00) dans [u>0]]
=0 - Au) — 3(B(ue)), 1)[u>0]ﬂw ;

(f - ﬁ(ue)"lo ° 5(“5))[1;:0]0“; <
[j est convexe avec 9j = ]
< () — 3(B(ue)), Dju=ojnw <
[f—Au= f p.p. dans [u= 0] avecle lemme 2.8.1]
< (](.f - Au) - J(ﬂ(ue))’ 1)[u=0]ﬂw 3

(8(~00) — B(ue), v © Blue = < iucolnw <
[B(—00) — B(ue) <0, £ <0 dans [u < 0]]
< (B(—00) — Blue), ¥ 0 Bte))ju<olnw <
[j est convexe avec 0 = ¢ ]
< (J(B(—0)) = §(B(ue)), Diu<ojnw =
[f — Au = B(—o0) dans [u <0]]
=(J(f — Au) - 3 (B(ue)), 1)[u<0]ﬁw ;
donc aprés une sommation

(f = Au = Blue), @ 0 Blue = ) < (G = Au) = 3(B(ue)), Do -

Dans ces conditions 1’égalité du départ devient 'inégalité

n
: . u
/ j(f — Au) - / 3(B(ue)) = (¢ 0 Blue — ;),Zaij(eue ~ U)z;Mi)ow -
w w 17]
Pour évaluer le troisiéme terme on observe qu'il existe une constante C indépendante
de ¢ telle que

leue — U|W1,p(aw) <Cleue - u|wz,p(w)

car les injections W2P(w) C W2 5P (dw) C WHP(dw) sont compactes selon [Baiocchi et
Capelo, pg. 93] lorsque w € C1! et d’autre part en utilisant le théoreme 2.7.1 eu. —u
converge dans W2P(§) fort vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 donc on aura

n

(¢ o Blue — %), Z aij(eue — u)z;Ni)ow —0

- e—0
2%}

avec (3 bornée. A
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Ceci permet d’avoir

timsup [ () < [ 307 = A

On voit aussi que lorsque w =) on a avec Eue — U € H (D)
(¢ o Plue — Z‘),Zazj(éue — u)g;ni)ow =0
donc "
[ < [ i7- ) -
ii) On pose j(t) =|87'(t)|P pour t € (B(—00), B(+00)) et j(B(F0)) = oo. Alors J

satisfait les conditions du point i) et on aura via le lemme 2.8.1

H P P
lim sup / el < / uol

donc
LP(w) faible
Ue — v
e—0
D’autre part le théoréme 2.8.1 permet d’avoir
LP(Q) fort
lg(ue) — .f — Au
e—0

d’ou on déduit

/B(U’E) p-p- 9 — f — Au

e—0

et avec 8”1 continue et w C [u = 0]
p-p- w
Ue — UQ
e—0
ot la coincidence de la limite faible dans LP(w)(p > 1) avec la limite ponctuelle donne
vV =1Ug .
La semicontinuité inférieure de la norme |o|z»(,) dansla topologie faible assure

li_r’r(l)inf/wlue|”2/w|uo|”

. , s . ,
ce qui confronté avec 'estimation antérieure sur te donne

lim | |uel? = [ |uol® -
e—=0/,, w
Il reste a observer que la convergence faible et en norme dans V’espace uniformément
convexe LP(w) implique convergence forte donc
LP(w) fort
Ue —yu
e—0
iii) L’estimation |37'[P < j combinée avec le point i) et le lemme 2.8 donne

L Juel? < /w J(B(ue) < [, i(f) < oo .

On obtient comme au point ii) la convergence ponctuelle de u. vers ug lorsque ¢
tend vers 0.
En appliquant le lemme 2.3.2 on obtient le résultat. A

Remarque 2.10.7

Dans Uénoncé du théoréme 2.10.7 on entend par [, 3(f — Au) Uintégrale de j(f —
Au) lorsque j(f — Au) € L'(w) et +oo si non.

Au point i) Uhypothése |B7L|P conveze est réalisée par ezemple lorsque |B] est
concave respectivement dans (—o0,0] et [0,4+00) car dans ce cas |8~ sera conveze et
d’autant plus |B71F.

La démonstration du théoréme 2.10.8 reste valable lorsque B(R) = R, en ce cas
on a [u=0]=Q etlon travaille avec la fonction conveze j définie sur R telle que

§(f) € LY(w) avec w=1Q. A
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Commentaires 2.10
2.10.1Comportement de u. quand up € W2 ([u = 0])

On reprend la technique utilisée 3 la section 2.5 ol on remarquait que la nature de u. sur
le bord de Q n'était pas impliquée. lci {2 est remplacé par [u = 0] et les contraintes sur ug
sont restreintes dans [u = 0] . La remarque 2.10.1 indique que ces contraintes sont réalisables.

On travaille toujours en sept temps :

1. On introduit les fonctions d’approximation uX ou dans I'esprit de la théorie du potentiel,
fonctions barrieres, 3 I'aide de la fonction réguliere . Les fonctions barrieres sont indépendantes
de ¢ dans le sous-domaine w CC [u=0].

2. Les fonctions d’approximation sont de classe W2 ([u = 0]) et encadrent u. sur le
bord 8[u = 0] et uo uniformément dans [u=0].

3. Puisqu’on connait le comportement de eu. lorsque € tend vers 0, notamment que
cu. tend uniformément vers 0 dans [u = 0] , on voit que Aut tend vers 0 lorsque ¢
tend vers 0. Ceci est possible aussi parce que l]a construction des fonctions d’approximation
utilise d'une facon linéaire la seule quantité dépendant de ¢ qui est la norme |u€|L°°([u=0]) ,
une constante.

4. Comme [ est localement coercive on peut établir des comparaisons qui vont servir
de support au principe du maximum. Le fait que B est coercive sur tout compact de R est
essentiel pour maintenir les inégalités pour ¢ suffisamment petit mais strictement positif.

5. Le principe du maximum s'applique pour € petit et on a uf >ue > u; p-p [u=0].

6. Comme les fonctions barrieres sont indépendantes de ¢ dans w et elles encadrent
uniformément ug , on obtient que |u. — uo| < § pour € petit.

7. |l reste 3 faire tendre § vers 0 ce qui force la convergence uniforme de u. vers ug
dans w lorsque & tend vers 0.

Cette technique exige une régularité de ug comparable a celle de u. pour obtenir la
convergence uniforme. Il serait intéressant de voir si on peut diminuer |a régularité sur ug pour
préserver un résultat comparable. C’est I'objet du théoréme 2.10.2.

2.10.2Comportement de u. sans contrainte sur ug

Dans les domaines w ol ug € L>(w) on montre que lue — wo|Le(w) reste bornée
pour ¢ petit. On utilise la méme technique, a quelques modifications prés, sans aboutir 3 la
convergence uniforme. Ce résultat est susceptible d’améliorations (voir le théoreme 2.10.7).

On peut élaborer une version de ce type pour tous les résultats basés sur cette technique

du principe du maximum actif lorsque le paramétre est petit. A

2.10.3Comportement de -2 quand uo € W2>°(lu=0]) > u

Le domaine qui sert de support pour les comparaisons recule a l'intérieur de [u = 0]
pour rendre possible |'action du théoreme 2.10.2. Ensuite les mémes étapes avec un calcul plus
laborieux. A

2.10.4 Amélioration de la convergence de u. quand ug € W**([u=0]) > wm

Sous I'hypothese de régularité uo € W2 3 u; on arrive 3 améliorer la convergence
localement uniforme du théoréme 2.10.1 en convergence locale dans W2?([u = 0]) faible grace
au lemme 2.5.2.

2.10.5Le cas particulier oi f est constante

Dans le cas ou f est une constante, on peut caractériser trés bien le comportement
de u. avec la technique du principe du maximum en présence de petit parametre ¢ (voir les
théoremes 2.10.1-2.10.4). Ici on a renoncé a hiérarchiser les étapes vu la simplicité du cas.

Si f> B(4+00) p.p.2, alors uce tend uniformément vers +00.

Si f <B(—00) p.p.§2, alors ue tend uniformément vers —oo .

Si f € (B(—00),B8(+0)), alors ue tend uniformément et localement vers up =
B~ (uo) -

On donne aussi une estimation uniforme pour ue toujours 2 |'aide du principe de maxi-
mum. A
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2.10.6Comportement de u. sans contrainte sur uo
On obtient que Vw CC wo C [u = 0] tels que ug = B~1(f) € L>®(wo) on a

luleoo(w) 5o — IuO|Loo(w)
et Vg2>1
Li(w) fort
Ue —> UQ -
e—0

Il n'y a pas de contrainte sur ug . La commutativité d'une fonction croissante, continue
et impaire avec la norme |o |oo est utile ici. On remarque aussi que la nature bornée de Jé)
n'intervient pas dans la démonstration ce qui permet une version (théoréme 2.3.4) de ce théoréme
lorsque (3 est non bornée. JAN

2.10.7Comportement de u.. Une autre approche

On utilise des multiplications du type 0j(u.) ou j est une fonction convexe positive
arbitraire ayant le sous-différentiel lipschitzien. Comme on connait le comportement de cu. et
{3 est bornée, on obtient des estimations de la forme limsup,_,o [, 7(B(ue)) < [, i(f — Au)
pour tout domaine w C §) de classe w € C'! . Lorsque w C [u=0], ug=pB"1(f) € L®(w)
et |37 1|P < j pour une fonction convexe j, on est en mesure de donner une estimation sur
u. dans LP(w). Il y a une certaine filiation entre ce résultat, les théoremes 1.4.9 et 2.3.5, le
travail de [Brézis[9]] et les espaces de Orlicz [Adams].

Ce résultat confirme la tendance de u. vers uo dans [u = 0] lorsque ¢ tend vers 0.

A
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2.11

tinu.

Perturbations monotones tronquées. Evolution vers des invariants.
Préliminaires 2.11

La base des hypothéses est toujours celle des préliminaires 2.7.

On travaille avec 3 une fonction de troncature :

On dit que la fonction 3 est tronquée si

,B(-I—OO) t> cy > 0
Bt)=< € [B(—00),B(+0)] tE [c—,c4]  cx constantes.
B(—o0) t<e-<0
Dans certaines situations on supposera [ inversible dans [c—,c4] avec inverse con-

A

Probleme 2.11
On étudie le cas out 3 est une fonction de troncature.
On dégage deux invariants qui rappellent I’approche algébrique de l'identification

formelle (voir le théoréme 2.6.1). A

2.11.1Estimation ponctuelle pour u. — 3 et comportement de u.

Théoreme 2.11.1
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, inversible dans la partie non constante avec

inverse continu, telle que 3(0) =0.

On suppose (3 tronquée et 3 comme au théoréme 2.7.1.
Si u, u. sont les solutions des problemes

{Au+§(u) Sfel(®) (p>2) {6Aue +B(ue) =T LP(®) (P2 2)

u € Hi(Q) e € Hy(Q)
alors p.p. Q
u
c-<u—- <y
€
et I'on a, a une sous-suite pres,
LY(w) fort
u. — Up
e—0
pour tout domaine w C [u = 0] tel que up = BT € LYw) . A

u.— =0

Preuve :
L’équation eAu. + B(ue) = f permet les comparaisons

_a w Uy f_ <Bleg+Y)=cher +B(cs +§)
§c+ sur 090
> c-

vu les propriétés de 3, u . (*)

Le principe du maximum (voir théoréme 1.3.2) assure p.p. {2
u
c- Lue——=<cq
€

Pour la derniére partie de la conclusion on observe que d’apres le théoreme 2.8.1

L? (1) fort
Bue) + f — Au
e—0
8 tronquee g tronquee
f—Au= 1€[B(—00),8(+)] __———__———"[ﬂ(c_ ),;S(c+)]3}Sﬁ(+oo)=ﬁ(c+)=ﬂ(c++-':-) [w=0]
'ﬁ g tronquee
ﬂ(—oo)___-————___—’ﬁ(c_ )s__——?_—_-‘—sﬂ(c_*_i—]:) [u<0]
* g 8 tronquee g tronquee
(*) Bl+00)=Blcy)
ﬂ(+oo)===’=ﬁ(c+)2 — 23(5_-}-1“-) [u>0]
B tronquee B tronquee
!—Au=€ !e[ﬂ(—oo).ﬂ(+00)]=——-—-—,-[B(c_).ﬂ(C+)]BI_>_B(—°°)=ﬂ(c_)=ﬂ(c_+‘:) (u=0]
8 tronquee
(=) = B(c_) — B(c_+%) [u<0]
L g tronquee g tronquee
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et, & une sous-suite pres,
p.p.
B(ue) ~ f — Au
e—0
d’ott avec B! continue et uo € L(w C [u=0])
p.-p. w
Ug + Ug .
=0
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans L? (w) assure
L(w) fort
Ue — UQ
e—0
A

Remarque 2.11.1
On observe que 'estimation c- < ue — L <cy est obtenue sans Uhypothése d’inver-
sibilité sur B dans [c—,c4]. A

2.11.2Comportement de u. — %

Théoreme 2.11.2

Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, inversible dans la partie non constante avec
inverse continu, telle que 5(0) =0.

On suppose (3 tronquée et ﬁ comme au théoreme 2.7.1.

Soit u la solution du probleme limite

{Au+ﬁ(u) 5felP(Q)(p>n)
uc Hy(Q) .
Si u,. est la solution du probleme pénalisé
{sAue + B(u.) 2 f € LP(Q) (p > n)

u, € H(Q)
alors Vq>2
W3 ([u>0]) faible
v, — - loc —uf
£ e—0
w2 ([u<0]) faible
u, — E loc ' ] 4>u0_
3 e—0
o Auf =0 dans [u> 0]( resp. [u < 0]) . A
Preuve :

Soit un domaine w CC [u > 0] et les fonctions ¢1 € C(Q) 3 g telles que
GClp1 #£0]Clpza=1]CClp2 #0] CClu>0].

L’équation cAu. + B(uc) = f se réécrit comme

EAQ%—%)=f—Au—ﬁwg.
D’apres le théoreme 2.7.1
W2P(Q) faible

EUe > U
e—0

et avec les injections de Sobolev (p > n)

cH ()
EUg — U
e—0

d’ol (au sens de la convergence des normes)

Lis (u>0)
Ug y 00
e—0

car si K C[u> 0] est un compact et § = infx u > 0 alors pour ¢ assez petit on a sur K

d’ou

2

N | S
N S

eue—u2—§ et cu.>u-—
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donc
S )
Ue = T
2¢

et u. tend uniformément vers +oo dans K lorsque ¢ tend vers 0.
Ceci entraine ( § tronquée)
B(uc) = B(+00)  dans [p2 # 0] CC [u > 0]
avec ¢ suffisamment petit.
On a aussi

f— Au = f(+o00) dans [u>0].

Dans la suite C dénote une constante indépendante de ¢ .
Nous avons avec € petit

eA (uE - %) =f—Au—[B(u:) =0 dans [p2 # 0]
for (=)
<
c{fmae

C 2 (ue - ‘_‘_)

et le lemme 2.5.1 assure

w2.49(Q)

o}

AT
Ue — —
La(S) P2 €

e/ 1La(Q)
<
C uS - E .
g lLa(Q)

En utilisant le théoreme 2.11.1 on a luE - %qu(n) < C donc

for (v~ 2)

On aura, & une sous-suite pres, (W29(Q) réflexif)

( U) w29(Q) faible +
Ueg — — rd u
@1 € c c0 P1lUq

<C.
Ww2.4(Q)

et avec [p1 =1]Dw

u  W29(w) faible +
u5 -_ [4 uO .
3 e—0

En passant & la limite au sens des distributions quand ¢ tend vers 0 dans I’équation
u
A(ue——)=0 dans w
£
on tire Aug' =0 pp w.

Comme w était arbitraire dans [u > 0] on aura

u Wﬁ)'g([u>0]) faible

Ug — — —sud
I3 e—0
+ __
avec Auf =0 p.p. [u>0].
De la méme maniere on obtient
U WlQ’q([u<0]) faible
ocC . —_—
us - 7 uO
&€ e—0

avec Aug =0 p.p. [u<0]. A
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2.11.3Un analogue des théorémes 2.3.1 et 2.3.2

Théoreme 2.11.3
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, avec 3(0) =0.
On suppose (3 tronquée :

B(+00) t>cy >0
B(t) =4 € [B(—00),B(+00)] tE [c-,C4]
B(—o0) t<ce_<0.
On considere les problemes

{eAue +p(u) =TelP(@) (p22) {Au + A3 felP(Q)(p>2)
u. € Hy(Q) u € HY(Q) .
.
| Ct [u > 0]
HY(Q) > u = { gH) [u=10]
c- [u < 0]
alors
up € HY(Q) = {I“E — 5ol <C
|B(ue) — (F — Au)j; < Cez sif lipschitzienne
et

0. -2~ ul, < C
u € H3() N w29(Q) N L=(2)(q > 2) = |B(u.) — (f — Au)lq
|€l|€ - u|w2,n(9) < Cex

ol C est une constante générique indépendante de ¢ .

Preuve :
Soit (t) = t|t]7~2.

< Cev i 3 lipschitz.
1

D’apres le théoréme 2.7.1 on a eu. —u € CYQ)NHE(Q) via les injections de Sobolev

donc avec up € HL(R) N L™(Q) si g>2 nous aurons ¢(ue —Uo — L) e Hy(Q).
On observe que p.p. §2
u
Bluo+ ) =f— Au
et une soustraction des problemes

eAue + B(ue) = f eA(uo +2) + Buo+2)=f+ e Aug
ue € Ho(©) uo + & € HY(Q)
suivie d’une multiplication par o(ue —uo — %) € H& (Q) donne

[T} —se(A(ue — o — )y plue = w0 = 2)

+
(Blue) — Bluo + =)y plue = w0 = 2))¢——1]
[E——se(—Auo, plue — uo = )

@———) ((Aue — uo — g,go(ue — ug — %)) >

[on applique le théoreme 1.2.2]

> (€ ue - vo - £1:

u

(Bue) — Bluo + 2),p(ue — o = 7) =

3

[B croissante]

~ (18(ue) — Bluo + D)l (e —w0 = D <
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[si B lipschitzienne de constante af )
<|(@?) 718(ue) = Bluo + 2l

(B(ue) = Bluo + =), (e = o = 2) 2

[si B est seulement croissante]
2[0]
u

[Z—— (~Auo, plue — w0 — 2)) <

3

['inégalité de Holder]

<|lAuoly |ue —uo — %7

(5 (—Auoyp(ue —uo = ) =

[avec ¢ = 2]
= (—Aug,us — g — E) <

€
[on note |a|,, = max;,; |aijlo ]

< |nlal luol g3 gy lue = o = * gy |-

Dans ces conditions I’égalité du départ

[OF—se(Aue — o — =, p(ue = uo — 2))
+
(B(ue) — B(uo + g)’us —ug — g)

u
[2}——e(—Auo, p(ue — uo — —6-))
permet d’avoir
(€AY e — o — 2] + (2817 [Bluse) = Bluo + 2| <
[via le théoreéme 1.2.1]
u 2 u - u
< aa(|V(ue —uo - |7, ' (e —uo— %)) + (aP)1=7|B(ue) — B(uo + %) Z <
[selon la position de ¢ par rapport a 2]
uld—1 .
< 6|Au0|q|u€—uo—;|q qu_>_2
€ Iu5 — ug — %'Hé(n) nlal, luOlHé(Q) sig=2.

En combinant on obtient

u
Ug — UQ — E”q < C;llAuolq

[Bue) — Buo + 2)| < ¥ lAuoly (2°CH7

u
Ueg — U — —
£

<nla a;! Uug
HI@) lal o @4 | |H3(Q)
et & l’aide du théoréme 1.3.1

lette — ulyaaqay S CalAleue — )l = Ca lf = Au = Blue)l,

= CaB(u) ~ Bluo + 2|, < £ CalAuoly ()7
le résultat. A

B(uo+t)=f—Au
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2.11.4Premier invariant
Si on regarde les théorémes 2.3.1, 2.3.2, 2.11.1, 2.11.3 on voit que I’hypothése : les
problémes
ue <ug+ % dans [u > 0]
uo = B~Y(f) dans [u = 0]
ue <ug+ % dans [u < 0]

admettent une solution uo € H}(Q) indépendante de &, se retrouve sous des formes
spécifiques dans chaque résultat cité.

Une continuation naturelle de tout ceci sera le

Théoréme 2.11.4

Soit une fonction 8 bornée, croissante, continue, avec B6(0)=0.

Soit u., u telles que

{Aue +Bu)=1elP(@) (p=2) {Au +Bu)>felP(Q) (p>2)
ue € Hy(Q) u e HY(Q) .
Si les probléemes (e > 0)

u. <ug+ 2 dans [u > 0]

up = B~1(f) dans [u = 0]

u. <up+ 4 dans [u<0]

admettent une méme solution ug € H5(Q) indépendante de ¢, alors
0

u., — Ug — 5 <C
up € Hy(2) = { | IH;(Q)

|B(uc) — 8 (uo + 9, < Cez si A lipschitzienne

U € HI(Q) an"‘(Q) N LOO(Q)(Q > 2) — lue —Up — %lq < C ,
° - |B(uc) — B (o + ¥)|, < Cev i B lis.
ot C est une constante générique indépendante de ¢ . A

Preuve :
Soit @(t) = t[t|77% .
D’apres le théoréme 2.7.1 on a eue —u € CH(Q)NHE(Q) via les injections de Sobolev
donc avec ug € H3(Q) N L>*(Q) si g > 2 nous aurons o(us —uo — %) € Hy(D) .
En considérant les problémes (au sens faible)
Acuc + B(ue) = f eA(uo + %) + Buo + 2) = Au + e Aug + B(uo + %)
(e (s einia

par soustraction on arrive a
u u u
EA(Ue — Ug — 'g) + ﬂ(us) - ﬂ(uo + E) = f — Au — EAU() - ,B(UO + Z)

et une multiplication par ¢(u. —ug — %) conduit a
u u
[E}———N:(A(u€ —ug — E),(,o(us — ug — ;))

+
(B(ue) — Blauo + ), ¢(ue = o = 2))——1]

U

[E——(f = Au = Bluo + 2):pluc —w0 = 7))
+
e(—Auo, p(ue — uo — g)) -

Maintenant
u u

[o}—— (A(ue —uo — =), p(ue —uo — <)) 2

) €
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[en appliquant le théoréme 1.2.2]

> (e Jue —wo - 23
(B(use) — Bluso + ), (e =0 = 2)) <

[si B croissante et lipschitzienne de constante a? ]

<| (@)1 |B(uc) - Bluo + 2]

(B(ue) — Bluo + =)y plue =0 — ) 2
[si B est seulement croissante]
>[0]
u

}— (f—Au-F (U0+E) p(ue —uo — =) =
[décomposition de domaine selon le signe de u]
—(B(+00) — Bl + =), p(ue = w0 = a0
+
(f = Bluo), (e = o = < )iu=o)
+
(B(=00) — Bluo + =), plue = 0 = 2)u<o=
[on a ug = B7Y(f) dans [u=0]]
=(B(+o0) — B(uo + g),w( —ug — y‘))[u>0]
+
(B(~00) = Bluo + =), p(ue =0 = ucar<

[on a par hypothese 8(—o00) < B(ue) < ﬁ(—}-oo) et respectxvement ue < up+2 dans [u > 0]
et uc > uo+ % dans [u<0]]

IA
o

et tout ceci transforme 1’égalité

[o}——e e(A(ue —uo — g) o(ue — uo — %))
+
(B(ue) — Blato + =), p((ue = wo — ) 1]
[E——(f — Au = Bluo + 2), (e w0 = 7))
+

e(—Auo, p(ue — uo — —))¢—13]
E(C(}A)_l

[en utilisant le théoréme 1.2.1]

€en

u
< aa(|Vue —uo - —I @' (e —uo = 7)) <

h— 55"1‘1“0,99(%—“0—;))"'0‘—‘

u
= &(—Auo, p(ue — o — 2))
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ou

(C)™

[& Paide du théoréme 1.2.1]

< aa(1F1e — o — 22, e — w0 — £)) (217 [Ble) — Bluo + D) <

< e(~Auo, p(us — o = =) +0=

u
= &(—Auo, p(ue — uo — )
lorsque (3 est lipschitzienne.
On distingue plusieurs situations :
1. |ug € H& (Q)

Pour q = 2, les inégalités précédentes deviennent

u u
Eqp |Ue — Ug — — @) < —¢f ; a;jU0g; (ue —uo — -6_)1:” <

e

[’inégalité de Holder]

u
<enlalg |uolgya) |ue —uo = 7 HY(®)
ou
U 3 _1l u. |2
€ e - ) — + = S
g |ue—uo = H3(9)+(a )7 |B(ue) — B(uo e) ,
u
S - 5( Z aijUOzj(Ue — Ug — Z)JJ,‘, 1) S
i,
['inégalité de Holder|
u
<enlalo [uolpy(q) |ue —uo = 7 HY(Q)
si 3 est lipschitzienne.
En combinant
u < -1
be TMO T Tl = ltloo 4" ol ()
et lorsque (3 est lipschitzienne
TNE _ 2
[B(ue) = Bluo + )| < el lal.o)* ez’ luol}rgca
2. |ug € HE(Q) N W2i(Q)
On a
u
(—Aug, p(ue —uo — 7)) =
[inégalité de Holder]
g—-1
< |Augl, {ue —uo — E’
elg
et les inégalités
Ay—1 u |9 u
e(C lue —uo — Zlq < e(—Auo, p(ue = o = 7))
et si 3 est lipschitzienne

E(C(}A)_l

permettent d’avoir

Ue — U — —
Elq

e(ChH™!

ulq—l

q
Ue — UQ — g—'q < € |Auol,

we =0~ 2| + (@)1 [Bue) — Aluo + D <

ue =g = 2|, + (o)~ |Blue) ~ Bluo + 2)|" < e(=Auo, (e —uo = 2))
q €' lg
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() e — o — ! (@)1 [Blwe) = Bluo + )] < ¢ v,

d’ol1 en combinant

ul9-1!
UE—UQ——.
Elgq

u
Ue — Up — ;lq < C}HAuol,
et lorsque B est lipschitzienne
u L. BrAVK
[Be) ~ Bluo + 2| < e¥(a’C3
ce qui compléte le résultat. A

2.11.5Deuxiéme invariant
Si on regarde les théorémes 2.3.1, 2.3.2, 2.11.2, 2.11.3, on voit que 'hypothese de
base : + € LI([u #0]) et le probleme

up >0 dans [u > 0]
HY Q)N W) D ug q uo=p"(f) dans [u = 0]
up <0 dans [u < 0]

admet une solution ug € H3(2) avec q > 2, se retrouve sous des formes spécifiques dans
chaque résultat cité.

Une continuation naturelle de tout ceci sera le

Théoréme 2.11.5

Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue avec G6(0) =0.

On suppose que
F 2 (Blhoo) —BEN Y £20
;= (B(-

By 2
BT > (B(—o00) — B(H)t Vi<0.
Soient les problemes

{Aeu5 + B(u.) =f € LP(Q) (p > n)

u. € HY(Q)
{Au +B(u)>felP() (p>n)
uc HY(Q) .
Si 1eL([u+0)) etle probleme
u >0 dans [u > 0]
HL(Q) N W29(Q) N L=(R) > uo { up = B~1f) dans [u = 0]
u <0 dans [u < 0]

admet une solution, alors

u
Ue—Uo——l <C
€lq

u, — Ug — E‘ <C
EIHI(R)
‘ﬂ(ue) — B(up + g)‘ <eiC ( si 3 lipschitzienne)
q
pour diverses constantes C indépendantes de ¢ . A

Preuve :
On note d’abord que d’apres les injections de Sobolev et le théoréme 2.7.1 on a
u € WP(Q2) N C*(Q) donc les ensembles [u > 0], [u < 0] sont des ouverts donc la
condition 1 € L9([u # 0]) est bien posée.
D’apreés le théoréme 2.7.1on a cuc—u € CY Q)N H(Q) via les injections de Sobolev
et avec uo € HE(2) N L>(Q) nous aurons ¢(ue — o — ¢) € H ().
Une soustraction des problemes
eAu. + B(u.) = f eA(uo + )+ B(uo + %) = Au +eAuo + Buo + %)
ue € Hy () uo + % € Hy(Q)
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conduit &
eA(ue —uo— %)+ Blue) = Pluo+ ) =f = Au — B(uo + %) — €Auo
Ueg — Ug — ‘Z‘ € H&(Q)

et une multiplication par ¢(u. — uo — %) donne
@—%E(A(ue —ug — g),c,o(u6 —ug — g))
+
(Bue) — Bluo + =), (e = wo — 7)) 1]

[T (f — Au — Aluo + 2, plue w0 = 7))
+
e(— Auo, ¢ (ue — g —uo)) .—13]
On va estimer chaque terme de cette égalité :
@——) (A(us —ug — —:—),cp(ue — ug — 1—;—)) =

[intégration par parties]

u U u
N ( lz]: aij(us —HeT E)J:J (ue — Uo— E)Insol(ue —Ug — Z)) >

[en appliquant le théoréme 1.2.2]

> (637 [ue —wo — 21,
(B(use) = Bluo + 2, pue —uo = ) 2

[on a ¢(t) = t|t|?"? croissante et lorsque B est croissante et lipschitzienne de constante
?]
a

> | (0)1=7 | B(ue) = Bluo + 2]

u

(f = Au = Bluo + 2),p(ue — w0 = 7)) =

[décomposition de domaine selon le signe de u et décomposition fonctionnelle de f — Au :
on a respectivement f — Au = B(+o0) dans [u > 0], f—Au = f dans [u = 0] et
f — Au = B(—o0) dans [u < 0] |
u u
=(B(+00) — Bluo + ;),‘P(us —up — E))[u>0]
+
(f - ﬂ(U[o),QO(ue - uO))[u:O]
+
u u
(ﬁ(—OO) - ﬁ(uo + g)ﬂo(ue —Uo — Z))[u<0]=
[on a B(uo) = f p.p. [u = 0] et respectivement uo > 0 p.p. [u>0], up <0 p.p. [u<0]

donc Vinversion - +16u0 dans [u # 0] a un sens]

—e((B(+00) - Bluo + oo + ) (e — 10 = o
+

1 u
p(ue — uo — g))[u<0]S

u u
e((B(=00) = Bluo + 7)) (wo + 2) e
['inégalité de Holder]

<e |(8(+00) — Bluo + 2))(uo + )

u
Ue — U — —
3

1
u + Eug

La([u>0]) La([«>0])
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+
1 u|9-1
- —up—— <
e|(B(—o0) — B(uo + ))(uo+ E)U T ewo | pagucay 40Tl Lau<al)
['inégalité de Holder]
<e|(B(+o0) — Bluo + ))(wo + )| 1 we—uo— [
o) — u -
- 0 0 Loo([u)O]) u + Eug L‘?([u>0]) uo Lq([u>0])
+
u 1 u |91
€ —00 uo + ‘ Ue —Uo — — <
|(ﬂ( ) = Bluo ))( )L°°([u<0]) U + €U0 | La([u<0)) ° elra(u<op

[ona uo > 0 p.p. [u>0], uo <0p.p. [u< 0] € L1([u # 0]) et d’apreés le comportement

asymptotique de 3 autour de oo il vient B > (B(+00)—pB(t))tV t >0, By > (B(—o0)—
BNtV t<0]

- u|q-1
<|e(IB7 1+ 187 1) Hlm([u;éo]) qu —UoT . qL"(Q)

U
(—Auo, p(ue — uo — E)) <

['inégalité de Holder]

-1
<||Auol, |u5 —ug — %IZ

u

(—Aug, p(ue — uo — g)) =
[lorsque ¢ =2]
= (—Aug,ue — uo — %) =

[intégration par parties]
Z aijuos; (e — o = ~)z, —1) £

[on applique P'inégalité de Holder en notant |a| = max |ai;| ]
i,

u
0 - .
€ 1H3 ()
Dans ces conditions, I'identité
u U
E(A(“e — Uo — E)a‘P(us —Uo — ;))

+
(B(use) — Bluo + 2), plue = (o +2)))

u u
(f — Au = B(uo + 2), ¢(ue —uo = )
+
u
e(—Aug, p(ue = = = uo))
permet d’avoir selon les situations :
1. {¢q=2

ul2

w12
conlue—uo==| 47! lﬁ(ue)—ﬁ(Uo+;)|2 <

€ |Hy(Q)

u
uo = = <

€ |H3(R)

< 5('51 |+ 187 I)

Uu
Ue — UQ — —l +enlal
UlL2([us0)) 2
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[Pinégalité de Poincaré]

1 Uu
<ed(IBF1+ 187D = Cp +nlaly [uo Ue — Up — —
{(| f+ 8|5 Cptnlale il s
d’oll en combinant
we—uo—"2| <UsHI+BD | Craz! + nas laly luol gy ey = @5 Co
e lH (@) U | 2 ([us0]) °
et lorsque (3 est lipschitzienne
u. |2 _
B(ue) — B(uo + ;)‘2 < 6aﬂaA1C'0 .
2. |g>2

6(C’f)'1

ue—uo = 2| +(@f)7! |B(ue) — Bluo + %)\Z <

u|9-1
ue—uo——l
€lg

It
SE{(W?—I‘HBl ) —l +|Au0|q}
UlLa([uz0])
d’oli en combinant
u —
Ueg — UQ — Elq S C;l {(|ﬂ1+| + I/BI |) + IAUOlq} motation Cl
et lorsque (3 est lipschitzienne
u 1
[B(se) = Bluo + 7)| < e¥(a”Co)?

ce qui compléte le résultat. A

1
u

L9 ([u0))

|-

Commentaires 2.11
2.11.1Troncature. Estimation ponctuelle

C’est le début de I'étude du probléme pénalisé avec (3 tronquée.

Dans ce cas on obtient que u. — % est uniformément bornée. On montre via le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue et le comportement de la perturbation monotone, qu'il y
a convergence forte (3 une sous-suite prés) dans les espaces Li(wCu=0]) avec ¢>1. A

2.11.2Troncature. Comportement de u, — %

On obtient la convergencelocalede u, — % respectivement dans les espaces W']i’cq ([u > 0])

et Wli’cq ([u < 0]) . La technique exposée permet de localiser les points limite seulement par la
condition Auy =0.
2.11.3Troncature. Un analogue des théorémes 2.3.1 et 2.3.2

En imposant la condition uo € Hg(f2), on montre que ue — Y — yo est bornée dans

HL(S) et on arrive 3 contrdler la vitesse de convergence de B(uc) dans L?(£2) par ex . |l
serait intéressant de savoir, en se rapportant au théoreme 2.2.1 et les commentaires 2.2, si il n'y
a pas de convergence forte dans H}(Q) pour u.— % . La condition ug € W21(f2) transpose
les convergences dans L%(£2) en convergences dans L7(R) (voir en ce sens le théoréme 2.3.2 ol

B est non bornée). La technique utilisée est basée sur la méthode de monotonie ol le théoréme
1.2.2 est indispensable. A

2.11.4Premier invariant
Si on regarde I'hypothése de base de ce théoreme, que les problémes (& > 0)
ue < ug + % [U > 0]
up=p87'(f) [u=0]
ue <up+ 2 [u < 0]
admettent une solution, on voit qu'elle se retrouve sous des formes spécifiques dans chaque
résultat cité.
La démonstration est une extension de la preuve du théoréme 2.11.3. A
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2.11.5Deuxiéme invariant
Des conditions particuliérement contraignantes sur u( L e LI([u#0])) mais naturelles

si on regarde I'identification formelle selon le théoreme 2.6.1 ot L joue un réle de structure.
On voit que I'hypothése de base se retrouve sous des formes diverses dans les théoremes

cités.
La démonstration est un mixage de la méthode de monotonie et le principe de maximum.
Les résultats consécutifs aux deux invariants rappellent I'identification formelle (théoreme
2.6.1). A

On peut confronter les résultats de cette section avec le théoréme 2.9.4, les commentaires
2.9 et I'identification formelle (théoreme 2.6.1 et commentaires 2.6). Si le nombre de coefficients
non nuls dans le développement asymptotique de B autour de oo diminue, alors |'exponent
~ qui dirige la vitesse de convergence de cu.—u dans LI(f), augmente. Clest la tendance de
tous les résultats concernant eu. — u . Le meilleur résultat est obtenu lorsque [ est tronquée
donc tous les coefficients d’ordre supérieur a 1 sont nuls dans le développement asymptotique
de [ autour de oo, danscecasona 7= 1 (d'apres le théoréme 2.11.1).
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2.12 Perturbations monotones non bornées mixtes
2.12.1Comportement de cu.
Existence et unicité de la solution du probléme limite

Préliminaires 2.12
La fonction 8: R+ (8(—00),+00) ou f: Rr— (—00, B(+00)) avec B(—o0) >

—00 , B(400) < oo sera croissante et continue, telle que B(0) = 0. Sur des éventuelles

hypothéses supplémentaires voir les préliminaires 2.7. A
Probléme 2.12
La méme problématique que dans le cas ou [ est bornée. A
Théoreme 2.12.1
Soit 3 croissante et continue telle que 3(0) =0, B(+00) = +00, B(—00) > —00 .
Si u, est la solution du probleme pénalisé
eAu, + B(u.) =f € LP(Q)(p > 2)
u, € HY(Q)
alors
2, aible
cu. Whr(Q) faible
e—0
ot u est la solution du probléme limite
f — Au > B(—0) dans [u = 0]
f — Au= pB(—o0) dans [u < 0]
u<o dans Q
u e W2P(Q) N HL(Q) .
A

Preuve :
Tout d’abord le probléme pénalisé admet une solution unique grace au théoreme 1.4.1.

On a les estimations spécifiques aux perturbations monotones (voir théoreme 1.2.4)
Bu)l, <Ifl, > [Aeuel, <20flp
d’ot la deuxiéme estimation assure via le théoreme 1.3.1
IEU’€|W21P(Q) <2C4 |f|p

et avec W2P(§) réflexif on aura, & une sous-suite pres,
W?2P(Q) faible
EUe — v
e—0

La premitre estimation entraine avec la réflexivité de LP(Q), & une sous-suite pres,

L? () faible
u —
ﬁ( E) e—0 w

Comme le convexe
K ={ge LP(Q) : g€[B(~c0),00 p.p. dans 2}
est fermé dans LP(Q) réflexif donc aussi faiblement fermé, on aura w € K .
D’autre part, la convergence
W2P(Q) faible v

6“6 7
e—0

implique via les injections de Sobolev
LP(Q) fort N

ElUe y U
e—0
et encore
p-p.- 0
EUg SV .
e—0

Comme [ est continue

Bue) —2 L, 5(—c0)
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En combinant avec la convergence faible

ﬂ(’u,s) p.p. [v<0] 4,,6(—00)

e—0

P .
L? (Jv<0)]) falbli,\ w
e—0

B(ue)

et la coincidence de la limite faible avec la limite ponctuelle méne a w = B(—o0) dans
[v<0] .

En passant & la limite au sens des distributions dans le probleme pénalisé lorsque ¢
tend vers 0, on obtient

f—Av=w> f(—o0) dans [v = 0]
f— Av = 3(—00) dans [v < 0]
v e W2P(Q)N Hy(Q) -

Nous montrons que v < 0.

Si on suppose que |[v > 0]| > 0 alors avec B continue, B(+o0) = +00 et Eue
convergeant ponctuellement vers v lorsque ¢ tend vers 0, il vient que |B(ue)P converge
ponctuellement vers +00 dans [v > 0]. D’autre part, les estimations spécifiques aux
perturbations monotones (voir théoréme 1.2.4) assurent

1B(ue)lp, < |flp

et via le lemme de Fatou

+o0 = / liminf |B(u.)|Pdz < / lim inf |B(u.)|Pdz < / |fIPdz < +o0
[v>0] 0 Q €0 Q

e—>
absurde.
Finalement v est solution du probleme
f— Av > (—00) dans [v = 0]
f — Av = B(—o0) dans [v < 0]
v <0 dans

v e W2(Q) N HY(Q)
et on vérifie que ce probleme admet une solution unique.
Pour cela, soient vy, vz solutions du probléme en question. Ona

f — Avy = p(—00) < foAva2 (o) pp- 0 < f— Avy dans [v; < 0]

vn=02> > V2 sur 8[1)1 < 0]
v2<0 p.p. O

et aprés une simplification
{Avl > Av, dans [v; < 0]
v, > V2 sur dfv; < 0],
le principe du maximum donne vy > vy p.p. [v1 < 0] d'ou, en prolongeant v par 0,
vy > vy p.p. dans Q .
Echangeant le role de vy, ve il vient vy 2 v3 d’ou le résultat.

A

Par symétrie, on établit d’une maniere tout 3 fait analogue le résultat suivant :
Remarque 2.12.1

Soit B croissante et continue telle que B(0) =0, B(400) < +o0, B(—o0) = —00 .
Si u, est la solution du probléme pénalisé

cAu. + Bue) = f € LH(Q)(p 2 2)
ue € Hy(Q)
alors
W2P(Q) faible

EUe > U
e—0
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ot u est solution du probléme limite
f — Au < B(+00) dans [u = 0]
f — Au = B(+00) dans [u > 0]
u>0 sur §)
u e WaP(Q)N Hy(Q) .

2.12.2Comportement de la perturbation monotone
Théoreme 2.12.2
Soit 3 croissante et continue telle que B(0) =0, B(+o0) = +o0, B(—o00) > —o00 .
Soit le probleme pénalisé
Acu. + B(u.) =f € L°(R) (p > n)
{ue € H}(Q) .
Si u est la solution du probleme limite
= ) sit>0
f — Au € B(u) SN _ ce
I Uil ot

alors
LP(Q) fort

B(u.) —f — Au

e—0

et V q>2
LI(R2) fort

Bu) ~+(f — Au)~

e—0
et on a les estimations

|1B(u7)], < |(F—Au)7|
Iﬁ(u5)|p S |f - Au'p
£ — Aul, < ], -

Preuve :
En ce qui concerne les estimations

Iﬂ(ueﬂp S lf - Aulp
|f — Aulp, < |l

et la convergence
LP(9) fort

Blue) — f — Au (*)
e—0
clles s’obtiennent avec g = p exactement de la méme fagon que dans la démonstration du
théoreme 2.8.1 ou I'hypothése (3 bornée ne servait (voir aussi la remarque 2.8.2 lorsque
g = p) que pour obtenir cu. —u € C}(Q) et en notant qu'ici |[u > 0]] =0 et p>n donc
cu, — u € W2P(Q) N C(RN) via les injections de Sobolev et le théoreme 2.12.1.
Soit @(t) = t= | = [12= 8j(t), j(t) =1 |t |7 (¢22), ¢~ =max{~t,0}.
1

Si dans la démonstration du méme théoréme 2.8.1 on travaille avec j(t) = ¢ |t~ |7,

alors on obtient
|B(ue_)|q S l(f - Au)—lq
en remarquant que 3~ = B A0 est bornée et |[u>0]|=0.
La convergence (*) implique, & une sous-suite pres,

Blue) PP L Ay

et encore
Bue)™ —2B T (f — Au)”

puisque la fonction ¢ — ¢~ est continue.
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Maintenant on observe que p.p. {2

1B(ue) ™| < 18(—00)]
et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans L({2) pour
avoir
LU(Q) fort

e—0

Bu;)

et il reste de remarquer que B(u;) = B(uc)” car (3 est croissante avec B(0)=0. A

—(f — Au)”

Remarque 2.12.2
En écrivant A(eu. —u) = f — Au — B(ue) , le théoréme 1.8.1 permet d’avoir

héoréme 2.12.
leue — Ulwz,p(g) < CalA(eue - u)lp =Calf — Au— ﬁ(ue)lp théoréme 2.12.1

e—0

c’est-a-dire
W2P(Q) fort
EUs — U
e—0

donc on a amélioré le résultat du théoréme 2.12.1. A

Commentaires 2.12
2.12.1Comportement de cu.

Existence et unicité de la solution du probléeme limite

Ce théoreme est I'analogue des théorémes 2.2.1 et 2.7.1.

On utilise une méthode de compacité au sens de [Lions[2]] basée sur des estimations a
priori et la réflexivité des espaces impliqués. A

2.12.2Comportement de la perturbation monotone

L’analogue des théorémes 2.2.2 et 2.8.1.

On obtient la convergence dans LP(2) de ((uc) vers f— Au et, ce qui rappelle le cas
B bornée, la convergence dans L4(Q) de B(u;) vers (f — Au)~ . Au niveau des estimations
on a |f — Au|, < |f], ce qui permet de développer les considérations sur la consistance de
[u = 0] comme au cas § non borné.

En s'appuyant sur ces deux résultats, on peut élaborer un analogue de chaque résultat
avec 3 bornée si I'hypothése " 3 bornée” n'est pas essentielle. Par exemple, la technique du
principe de maximum en présence de petit paramétre s'applique car on n'utilise que 'hypothése
de coercivité locale sur B, méme pas des conditions sur le bord pour wu.. Voir aussi les
commentaires 2.10. A
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2.13 Déformations réguliéres de la solution du probleme de Dirichlet
Préliminaires 2.13
La fonction [ sera supposée croissante et continue telle que B(0) = 0. Chaque
théoréme cité sur le comportement de u suscite des hypothéses spécifiques sur B (voir
aussi les préliminaires 2.7).

Probleme 2.13
On met en évidence le théoréme de Dirichlet comme un probléme limite. A

2.13.1Stabilité par rapport au parametre . Déformations continues
Théoréme 2.13.1
Soit une fonction 3 € C'(R) croissante, avec (3(0) = 0.
Soit u. la solution du probleme pénalisé
{&:AuE +B(u;) =f e LP(Q)(p >n)

u. € HY(Q) .
Alors les applications

(0,00) 3 e %> u, € W2P(Q) fort

(0,00) 3 £ 5 eu, € WP(Q) fort
sont continues. A

Preuve :

Soit o > 0 fixé.

Les équations eoAue, + B(ueo) = f et cAu + B(uc) = f permettent d’écrire apres
soustraction

Al = ) = (= 20 Bue) = 5(ue)

Le théoreme 1.3.1 assure

1 1 1 1
i a)f + g;ﬁ(uio) - gﬂ(ue) e <

1 1 1 1
SCA(_E- - 5) lflLP(Q) + CA'S_(: w(uso)ly’(ﬂ) + CAE |/B(u5)|LP(Q)
avec C4 indépendante de ¢ .
Mais les estimations spécifiques aux perturbations monotones (voir théoreme 1.2.4)

Iue - uQO‘W2,p(Q) SCA (

donnent

Iﬁ(ué')‘p S lf|p
donc

P ible
B(ue) L (Q—))fabl e
€ €0
et
2C 4

lue — ”solwzp(g) <

—6—|f|p

En faisant tendre ¢ vers &g > 0, ue —ug, reste bornée dans W2P(Q) réflexif donc
on aura, & une sous-suite pres,
W2P(Q) faible
N

us - uso 7 w
E—€EQ
et encore
()
Ue — Ugg — W
E—EQ

avec les injections de Sobolev.
Le lemme 1.4.2 (point 6) assure v = B(ue, + w) .
Le passage & la limite au sens des distributions dans 1’équation pénalisée donne

{eoA(ueo +w) + Blue, +w) = f
Ueo +w € Hy(Q) -
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L unicité de la solution du probléme pénalisé implique w =0 .
Finalement
W2P(Q) faible

Ue — Ugg e >0
o

et cette convergence est globale.
Des équations en ¢, €o on déduit également

A ) = (4 = Dy L atue) - pue + (= Do

d’ol
CZI lue — usOle”’(Q) < th 1.3.1 < JA(ue — uso)lp =
1 1 1 1 1
= ('c: - Z(;)f + g(ﬁ(ueo) - ﬁ(us)) + (5 - E)ﬂ('u@) » <
1 1 1 1 1
<[F - 2y + 1800 = 0l + | - 2|80 <

[ona |B(ue)l, < |fl, dapresle théoreme 1.2.4, ' est continue, il existe un 6 € [0,1] tel que
Bue,) — Bue) = (teo — ue)B' (Buc, + (1 —6)uc) , il existe une constante C indépendante de
e telle que |B(ue) — B(uey)| < Clue —te,| pour € proche de € car u. tend uniformément
vers ue, lorsque € tend vers eo]

< }_—;:1;|f|p+%lu€_u€o|p+‘£€_élﬂp eeo >0
donc
e — e wW2P(Q) fort e
E—EQ
le résultat. JAN

2.13.2Stabilité par rapport au parametre. Déformations régulieres

Par commodité on impose 3, 3’ lipschitziennes dans I’hypotheése du théoréme 2.13.2,
mais le méme résultat reste valable avec 3 € C 2(R) et p>n en utilisant les arguments de
la démonstration du théoréme 2.13.1.

Théoréeme 2.13.2
Soit 3,3 lipschitziennes, 3 croissante, B(0)=0.
Soit u, la solution du probleme pénalisé

{asAu5 +B(u) =feLP(Q)(p >2)
u, € HY(Q) .

Alors les applications

(0,00) 3 £ u, € W2P(Q) fort

(0,00) 3¢ L eu, € W2P(Q) fort

sont dérivables avec T(¢) I'unique solution du probleme
eAT)(e) + B'(uc)To(e) = —Au.
o(e) € Hy(Q) NW2R(Q)
et
'(e) = eTole) + Tol(e) -
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Preuve :

Soit €9 > 0 fixé.

Le théoreme 1.2.2 appliqué au couple de problemes pénalisés
Aue + %ﬁ(US) = % Aue, + %ﬁ(“m) = %f + e——fQAuSO
ue € HY(Q) N W?2P(Q) ue, € Hy(2) N W?2Pr(Q)

donne
ale— €o|
lue - qulp < Cp c lAu€o|p

ou sous une autre forme
us - U50

al
<C, - |Aue,|p
P
Une soustraction des mémes équations permet d’écrire

E—E&o

Ug — Uegg — lAu + /B(ui) — lg(u*:o) <
e—¢eo |, |€ €0 €—¢€o .
[Vinégalité de la norme]
1 1 — B(u
< u ), L [P 2Blie))
€ 3 € — €0 »
[B est lipschitzienne de constante af ]
1 8 —
_<_;|Aueo|p+a_ Ue — Ueo <
13 E—E£&o p
[on a déja vu que %ﬁ- , < C’f% |Aue,|p ]
1 oA
< _6- |Au€olp + 62}) |Au€olp
et via le théoréme 1.3.1
Ue — U 1 1
- < Ca{|-Aue| + aﬂC;l— |Aveylp) -
g — 50 WZP(Q) € P £

Ue—U ’ 7 .
On conclut que ——_-* reste bornée dans W2?(Q) réflexif lorsque € — €0 € (0, 00)
donc, & une sous-suite pres,
Ue — Ugy WHP(D) faible

7

£ —¢&o e—eo
et encore
_ P
Ue — Uegg LP(Q) fort N
g —€&Q E—EQ

grice aux injections de Sobolev.
La soustraction des équations pénalisées permet encore

16(ue) — Bue,) 1 1

—A— - o/ _ Z8'(uey)w 4+ =B (Ueo)w

€ — €0 € € — €0 Eﬁ( so) +€ﬂ( 50)

et nous préparons un passage a la limite au sens des distributions dans cette équation.
On observe que

Ue — Ueg

1
EAU’EO +

Blud) = Bluse) _ gty

€ —E€9
[ona B € CY(Q) et il existe un 6 € [0,1] tel que]

Ye ~ Yoo gr(y, + O(ue — Ueo)) — B (Ueo)W
E—E&o

p

[réarrangement] p
= (E:::——?g - w)ﬁ,(ueo + O(ue — Ueo)) + w(ﬁ’(uio + 6(ue — Ueo)) — ﬁl(uet’)) =
o P
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[’inégalité de la normel]
B — ) (e + B — tco))

( E—E&Q
[’inégalité de Holder]

|ﬁl(u€o + G(U,e - ueo))lp' + lwlp l(ﬁ,(ueo + e(ui - uio)) - ﬁl(u%))lp' S

<

+ (B (eo + B(ue — tieo)) = B'(weo))lp <

P

Ue — Ue
° —w
€ —E€p

<

[B, B sont lipschitziennes respectivement de constantes af, of ]

<of |Le = Zeo 0.

e—0

+ 8o’ lw], ue — teo
P

—w p*

E—E€o

Maintenant on peut passer a la limite lorsque ¢ — €0 au sens des distributions dans

U — Ue 1 1 ) — e 1 1
—& “°o0 _ —.A’u,e0 + _IB(u ) ﬁ(u 0) - —ﬁ,(ueo)w + _ﬁl(ueo)w
€ —£€o [ e E—E€o I3 3

—A

et nous aurons

eoAw + B'(uey)w = —Aug,
w € HY{(Q) n W2P(Q)

et ce probléme admet une solution unique (voir théoreme 1.4.1) en notant que 3 est crois-

sante et lipschitzienne.

On a obtenu
Ue — Ue, WP(Q) faible

7

E—Ep e—eg
et il reste & améliorer cette convergence.
Une soustraction des équations

1 B(ue) — Blue,)

£ E—E&p

— 1
_AMZEAUEO_*_

1 ! 1 '
€ —eo - éﬁ (ueo)w + 6IH (uio)w

1 1
— Aw = —Au., + — 0 (ue,)w
€o €0

conduit a
C;l Ue — Ueo _ < < ‘A(US Ueg w) _
E—E&p W2.p(Q) théoréme 1.3.1 E—E€o p

1 1 1 ﬁ(ue) —/B(ueo) ' 1 L
= - — A P - - €0 - - £ <

o Ly 4 2R o+ - )| €

1 1 1],8(ue) — B(ue,) , 1 1 ,
<|=——|lAuc - o — € - T €
< [F - Liaul, + 3 B2 g+ |7 = 0
car

—0
E—€EQ

£ —&o

Blae) =) _

18 (tteo)p = 18" (ueo) = B'(0) + B'(0)] <
18" (ueo) ~ B'(0)], + 18°(0)]p <

donc

< o Jueolp +18(0),

B’ lipschitzienne de cte af'

Ue — Ugg W2P(Q) fort w

(4

€ —¢&o e—¥eg

et application Tp est dérivable avec Tg(e) =w . A
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2.13.3Comportement de u. lorsque ¢ tend vers oo
Théoréme 2.13.3
Soit 3 croissante et continue telle que 3(0) =0 .
Soit le probleme pénalisé
eAu, + B(u;) =f € LP(Q)(p > 2)
u, € H{(Q) .
Alors
WP () fort
£ [fate <]
£—» 00
avec U, =0. A
Preuve :

Les estimations spécifiques aux perturbations monotones (voir théoreme 1.2.4) as-
surent

2
|Aucl, < 2111,
et via le 1.3.1
2C 4
|u€|W2:p(Q) < —6_ Iflp
d’ou
wW?P(Q) for
Ue (@) fort -0 .
£—00
A
2.13.4Comportement de cu. lorsque ¢ tend vers oo
Théoreme 2.13.4
Soit § une fonction croissante, continue, telle que 3(0) =0.
Soit le probléme pénalisé
eAu, + B(u.) =f € LP(Q)(p > n)
u, € H{(Q) .
Alors
e, Wh (@) fort —u*
E—00
oll u™ est la solution du probleme de Dirichlet primaire
Au>™ =f e LP(Q)
u® € H(Q) NWZP(Q) .
A

Preuve :

Les équations eAu. + B(uc) = f et Au™ = f permettent d’avoir par soustraction
Aeue — u™) = —B(ue)
et en appliquant le théoreme 1.3.1
|€U/5 - UOOIWQ"’(Q) S CA |A(6u€ - 'U,oo)lp = CA lﬁ(us)h, _—e_—)—o_o—>0
puisque [ est continue et u. converge uniformément vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini
selon le théoréme 2.13.3 et les injections de Sobolev.
Dans ces conditions
wW2P(Q) fort o

ElUe y U
£—r00

le résultat. A
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Commentaires 2.13
2.13.1Stabilité par rapport au parametre . Déformations continues

On montre que les applications (0,00) 3 ¢ — ue € W2r(Q) fort et (0,00) 3 & —
ue € W2P(Q) fort sont continues.

La démonstration utilise beaucoup d’estimations qui sont spécifiques aux perturbations
monotones. Ces estimations engendrent convergence faible via la réflexivité des espaces im-
pliqués. Les injections de Sobolev et la structure méme de I'équation pénalisée permettent
d’améliorer la convergence faible en convergence forte. A

2.13.2Stabilité par rapport au parametre. Déformations régulieres

La méme technique qu'au théoréme précédent mais on estime des rapports relatifs. On
exige une régularité plus forte sur B.

L'existence et I'unicité de la solution du probleme limite est garantie par le théoreme 1.4.1
qui régit la plupart des résultats d'existence, unicité et régularité dans ce travail.

Encore une fois la convergence faible est améliorée en convergence forte. A

2.13.3Comportement de u. lorsque ¢ tend vers oo
Une conséquence immédiate des théorémes 1.3.1et 1.24. A

2.13.4Comportement de cu. lorsque ¢ tend vers oo
On met en évidence le probléme de Dirichlet comme un probléme limite.
Soit u. la solution du probléeme pénalisé
Acu, + ﬂ(ue) = f € LP(Q)
ue. € H () .
Si on regarde les résultats obtenus sur le comportement de u. ( théorémes 2.3.1,2.3.2,
2.3.4, 2.4.1,25.1,253,210.1,2.10.4,29.2,2.10.6, 2.10.7, 2.13.1,2.13.2,2.13.3,2.13.4 ) et
de eu. (théorémes 2.2.3,2.12.1 (remarques 2.12.1 et 2.12.1), 2.7.1 et remarque 2.8.1,2.13.1,

2.13.2, 2.13.3, 2.13.4) lorsque ¢ tend respectivement vers 0, 0 < g9 < 00, 0o alors on observe
que la solution du probleme limite

{ Au+B(u) > f € L (Q)(p 2 2)
u € H(Q)
est une déformation réguliére de la solution du probleme de Dirichlet

{Auw = f e LP(Q)(p 2 2)

u™® € Hg(Q)
au sens ol I'application [0,00] 3 € — €uc € W2P(Q) fort est continue et
W2P(Q) fort W2P(Q) fort o
Oee €—00

De méme, la fonction nulle e = 0 est déformée d’une fagon réguliere par u. de oo
jusqu'a 0 :
W27 () fort
Ue —u
e—re0€(0,00]
mais au point go = 0 il y a une dislocation de Vintérieur du domaine §, selon la tendance de
ue, en [u<0]U[u=0]U[u>0]. A

€0



2 Perturbations singuligres
2.14 Perturbations monotones bornées.
Perturbations paramétriques sur le bord
2.14.1 Continuité par rapport au paramétre du bord 151

2.14 Perturbations paramétriques sur le bord

Préliminaires 2.14

La fonction B: R +——]B(—00),8(+00)| sera continue, bornée, telle que 3(0) =0 et
B(+00) < 00, B(—00) > —00.

L’hypothése naturelle sur f sera feLP(Q)p>n).

Le domaine 1 sera tel que les injections de Sobolev s’appliquent .

L'opérateur A est toujours de type elliptique avec des coefficients a;; € whee(Q).

Des conditions sur B seront imposées au fur et & mesure de l’exposé. A

Probléme 2.14
On étudie du point de vue analytique existence, I'unicité et la régularité de la solution

du probleme pénalisé
eAu, + B(u.) = f € LP(Q)(p > 1)
ue € HY(Q)
(B(ue), 1) = C €]f(—o0)|2, B(-+o0)IC]
eu. = a, constante inconnue sur
ainsi que le comportement de ue, €ue lorsque € tend vers 0.
Ceci conduira au probléme limite

Au + [f(u) > fe LP(Q)(p > n) B(+00) [u > 0]

ue H(Q) ot fu) = { €1B(~00),A(+o0) [u=0]

(f —Au1)=C B(—co) [u < 0]

u = « constante sur O
avec existence et régularité de la solution limite.

Une approche variationnelle de ces problémes, avec étude du comportement de €u.
seulement, a été faite dans [Hilhorst [1],12]]- A

2.14.1Continuité de la solution et de la perturbation monotone

par rapport au paramétre du bord
Théoréme 2.14.1
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, avec B(0)=0.
Pour ¢ fixé on considere le probleme

eAu® + u*)=f e lP(Q)(p>n, a € R) dans Q

{ u® € HY(Q)

eu® =« sur 0Q .

Alors les applications

o€ R — u® € W2P(Q) faible (resp. C'(2))
a e R— (Bu*),1) R
sont continues. A

Preuve :
On peut écrire

eA(u® — ) + f(u® —a+a) — Bla) = f ~ Ble)
u® —a € Hj(Q)
et ce probléme admet toujours une solution unique u®—a € W2P(Q)NHg () (voir théoréme

1.4.1).

Le théoréme 1.2.4 assure
|A5ua|p S 2 If - ﬁ(a”p
d’ou

Ca

2 2
|Au°‘|Lp(Q) =% |f - ﬁ(a)|LP(Q) < E(lflu(ﬂ) +18(a)lp)

avec C, continue par rapport a a car B est continue.
Le th 1.3.1 assure
)

notation

-1 o o Q
—_— < -
Cy \u e lwer @) \A(u

o

= |Au®|pp) < Cao

€ 1L ()
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dou VaeR
|ua|W2,p(Q) < CaCq .

Soit ap ER. .
Ona Co —— Cao €t |u®|yy2n(q) reste bornée dans W2?(Q) réflexif done, a une
a—oap

sous-suite pres,

W2P(Q) faible
u® —u
a—rag

et encore (Sobolev, p > n)
@ c (@)

u — U .
a—raQg

En passant 3 la limite au sens des distributions ( @ = ao ) dans le probleme

{eAu" +Bu*)=feLP(Q)(p>n, a€ R) dans

eu® = a sur OS)
on obtient
cAu + B(u) = f € LP(Q2) dans Q
Eu = Qg sur 0f)
et du fait de Iunicité de la solution de ce probleme u = u®o .
Finalement

2, :
a W P(Q) faible Ly @0

a—rQg
et cette convergence est globale & cause de ’unicité du point d’adhérence.

Comme f est continue et
=
u® @ e
a—rag

avec les injections de Sobolev(p > n), I’application
a € R+— (B(ue),1) €R

sera continue puisque 'intégrale transforme la convergence uniforme en convergence. A

2.14.2Estimations ponctuelles de la solution u® .
Image d’une application
Théoréme 2.14.2
On se place sous les hypothéses du théoreme 2.14.1.
L'application
a — u®
est croissante.
L'application
o« @
ar—u — =
€
est décroissante.
On a l'estimation ponctuelle p.p.
up — B(—o0)u, + @

\YJ

> y up — B(+oo)u, + &
5 €
oll ug, u, sont les solutions des problémes

Ay, =f € LP() Au, =1
up € HY(Q) u, € HY(Q) .
En particulier

lim (B(u®),1) = B(£c0)|0 .

a—+oo
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Preuve :
Soit a1 > a3.
Les problémes
cAu® + Bu*) = f € LP(Q)(p >n) dans
eu® = q; sur 0
et le principe du maximum (voir théoréme 1.3.2) donnent p.p.
u® > u*?
quand o > a2 donc l'application a+— u® est croissante.
On a aussi

eA(uct — ) + fun — L+ H)=f<
< f+Buer -2+ %) - Blu) =
~ cA(ur - £2) 4 fuor — % + ) dans O

u"‘l—%’~=0=u"‘2—9€2 sur 0f}

B croissante

<

oy >ag

d’ou

o
u*t "

et le méme principe du maximum donne p.p. Q

ay a2

u® — — <u®? - —

€ €
avec aj > oy donc application o — u® — 2 est décroissante.
14

Si wug, us sont les solutions des problemes

{AuozfeLP(Q) {Au*zl

ug € H () ux € H3(Q)
alors on a les comparaisons
( ( Z Z _ +OO + uo—ﬁ(+0°)“-+a —
2 e B
— Auo—ﬂ +oo)uta ug—B(+o0)u.t+a d Q
cAu® +ﬂ(ua) = f ﬁ < <5 f _ IB(-—EOO) + ,B(toﬂ—(ﬂ(—oo)uf+a) _ ) e
T B(—o0)<B T €
W L — g Alozf(zouata B( uo—ﬂ(—w)u"-"a) dans Q

— w—plE)uata 0 50
Lu T )= uo=p(=o0)ustta sur 0Q

€

d’ou
Z eAuo—ﬂ(+oo)u.+a + ﬁ(uo—ﬂ(+oo)u.+a)

eAu® + B(u® o B o) wo—B—o0) et dans Q
){Serﬂ(SO).+ +B(oﬂ(€):+)

— uo—P(+00)u+a
u® =2 sur 00

— uo—ﬂ(—eoo)u.+a
€

et le principe du maximum donne p.p. Q
ug — B(—o0)u. + > u® > ug — B(+oo)u, + & _
€ €

Dans ces conditions
B(+00)19 = (B(u®),1) = (B(
et
B(—00) I < (B(u®), 1) < (B(——

ce qui complete le résultat.

£ oa—+oo

B(=oo)us +a

£ a——00

{6A(u°‘1 — &) 4 Bu™ — &+ ) < eA(u®? — 22) + p(u*? — 2 + %) dans

_ﬂ=u02_22. SuraQ
&€

ug — ﬁ +oojus + & w0, us ECH(Q)(p>n, Sobolev)
o ZPlroojuat 2y ) i » B(+oo)l0]

ug, u.ECl(ﬁ)(p>n, Sobolev)
), 1) — — B(—00)|

A
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2.14.3Existence de la solution du probleme pénalisé via continuité
Théoreme 2.14.3
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, avec 6(0)=0.
Le probleme pénalisé
eAu. + B(u;) = f € LP(Q)(p > n)
u. € HY(Q)
(B(u.),1) = C €]B(—c0)IQ, B(+o0) Rl
€U, = a. constante inconnue sur o
admet une solution u. € W*P(Q) .
Si 3 est injective alors u. est unique. A

Preuve :
Existence
Soit u® la solution du probléme

cAu® + Bu®) = f e LP(Q)(p>n, @ € R) dans Q

{ u® € HY(Q)

Eu® = o sur 0f) .

D’apres les théoremes précédents, ’application
R>a+— (B(u®),1) €R
est continue et
8000 e (B(u), 1) —— B+e0)2

Comme C €]3(—00)||, B(+00)|2[, par continuité on trouve un a. tel que
(B(u®),1) =C
et de plus
cAu® + B(u®) = f dans
eu® = Q. sur 0f} .
On prend u, = u® .
Unicité
Selon le théoréme 2.14.2 lapplication o — u® est croissante et avec [ monotone
lapplication a — B(u®) sera aussi croissante.
Soient ui1, up deux solutions du probléme pénalisé telles que cu; = o1, €Uz = Q2

sur 0.

Si on suppose i # az alors
0= (C — C)(a1 — az) = [(B(w1), 1) = (B(uz), Dl{en — ag) = (B(u1) — Bluz), 1 —a2) 20
avec (B(u1)—B(u2)) (a1 —az) 20 d’ott B(ur) = B(uz) et uy =up puisque B est supposée
injective.

Si a; = ay alors évidemment uy = U2 via le principe de maximum. JAN

2.14.4Comportement de cu,

Existence de la solution du probleme limite
Théoréme 2.14.4
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, injective avec 3(0) =0.
Si u. est une solution du probleme
eAu. + B(u.) =T € LP(Q)(p > n)
u. € HY(Q)
(B(ue),1) = C €]8(—00)|9, B(+0) ]
€U, = a. constante inconnue sur onN
alors, 2 une sous-suite pres,
W2P(Q) faible

eu u
€ e—0 ’
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oil u est I'unique solution du probleme limite

Au + g(u) > f e L(Q)(p > n) ~ B(+0) [u> 0]

ueH(Q) avec f(u) = { € [B(—o0), A(+o0)] [u=10l

(f —Au,1)=C B(—o0) [u< 0]

u = o constante sur O

A

Preuve :
Existence

Tout d’abord on montre que «. est bornée.
En effet, si une sous-suite de o, (encore notée a. ) vérifie

a, ——> +00
e—0

alors d’apres le théoreme 2.14.2 on obtient p.p.
ug — f(=o0Jus +ae o U0 B(+o0)us + e
5

p 2 Ue 2
ol ug, us sont les solutions des problemes

{AuozfeLp(Q) {Au*zl
up € Hy () us € H(Q) .

Dans ces conditions en notant que uo, s € Cl(ﬁ)(p > n Sobolev) on a

18(=00)|Q2], B(+00)|QU[3 C = (B(ue), 1) = (B(

Ug — ﬂ(+c:)u* + a. 1)

absurde.
La situation duale

— B+

donne =
5ol oo € = (B, 1) < (B 20,1
absurde.

La suite bornée a. dans R aura au moins un point limite
o, ———r Qo -
e—0

On a

|A(eue — ae)lp = |f = Blue)ly <

et via le théoréme 1.3.1

< |flp +18les

B bornée

leue — aelpyar(a) < Ca{lfl, + 1810}
d’ott en notant que W2P(Q) est réflexif, a une sous-suite pres,

W2P(Q) faible
— v —

6”5 - ae
a—0

avec a. bornée et
a, — O
e—0

donc
W2P(Q) faible
—> U

EUge
a—0

On va passer 2 la limite dans le probléme pénalisé
eAu, + B(ue) = f € LP(Q)
(B(ue)y1) = C
EUe = Qe
pour trouver
Av + B(v) 3 f € LP(R)
(f — Av, 1) =C

vV=0qQ9 -
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En effet, la convergence
W?2P(Q) faible
—_—

EUe >V

a—0

donne avec les injections de Sobolev (p > n)
(@)

Ele v

a—0

en particulier

p.p. [v>0 p.p. [v<0]
Ue [ ]—>+oo et uc — —00 .
a—0 a—0

Compte tenu du fait que ( est continue

Bue) — 220, B(+o00)

a—0

ﬁ(ug) p.p. [v<0] %,@(—OO) .

a—0
Comme 3 est bornée, on a aussi
LP(Q) faible
_—

Blue) rw

a—0

en particulier
LP([v>0]) faible LP([v<0]) faible
B(ue) —s yw et B(ue) — > w

Mais dans LP(Q)(p > 1) la limite faible coincide avec la limite ponctuelle (si elle
existe) donc g = B(—oc) dans [u < 0] et g =pB(+o0) dans [u> 0] .

D’autre part, le convexe

K ={ge L’(Q) : g€ [B(~00),(+o0)] p-p- O}

est fermé dans LP(Q) réflexif donc aussi faiblement fermé d’ou w € K .

Finalement en passant 3 la limite (¢ — 0) au sens des distributions dans le probleme
pénalisé

cAue + B(u.) = f € LP(Q)
{ (ﬁ(ue)a 1)=C
EUe = Q¢
on obtient B
Av+pB(v)d fe LP()
(.f - AU, 1) =C
v = Qg

et il suffit de poser v =u .

Unicité

Notons par u, une solution du probléme limite correspondant & « telle que uq =
sur O0S2.

A Vaide du principe du maximum (voir théoreme 1.3.2) P'application « — uq est
croissante.

Soient uj, ugz deux solutions du probleme limite telles que uy = a1, uz = @2 Sur

o .

Si on suppose o1 > Q2 alors u; > up et nous allons montrer que Auy < Ausg .
En effet en rappelant que le graphe maximal monotone B admet la forme

5 B(+00) [t > 0]
B(t) = { € [B(~00),B(+00)] [t=0]
B(—o0) [t < 0]

et en tenant compte du fait que f — Au; € B(u;) avec uy > ug il suffit de vérifier que
f— Auy > f — Aup dans [ug = 0 = up] pour avoir f — Auy > f — Aug dans Q. Mais
u; € W2P(Q) et le lemme 2.8.1 assure Au; = 0 dans [u; = 0] donc f — Au; = f dans
[ug =0 = ug] ce qui implique f — Auj > f — Aug et Auj < Aug dans Q.
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D’autre part on a aussi
0=C—C=(f—Au1,1)—(f—A2,1) = (Auq — Auy, 1)
avec Auy < Aug d'ott Aug = Aug .
Maintenant nous écrivons
A(u1 - Otl) = A2(U2 - Olz) dans Q
up —ay =0=1us —az sur OS2
et le principe du maximum assure u3 —a1 = 0 = uy —a ce qui introduit dans les problémes
vérifiés par u; donne f € B(a;) avec ai # az Q’ott les conditions (f — Aug,1) =C =
(f — Auz, 1) entrainent C € {8(—00)|Q), B(+0)|2]} une contradiction.
Si o < ay alors on raisonne de la méme facon.
Lorsque a; = ag il est évident que u; = ug car le probleme

{Au +B(u) > f € LP(Q)(p >n) dans Q
u=a sur OS2
admet une solution unique via le principe du maximum (voir théoreme 1.3.2). A

2.14.5Comportement de u. avec f localement coercive et up € W#([u= 0))
Théoréme 2.14.5
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, telle que 3(0)=0.
On suppose (3 localement coercive et inversible.
Soit u la solution du probleme limite

Au +H ?((;; >f e LP(Q)(p >n) B(+0) [u> 0]
ue€ 3(u) = —00), 00 u=2>0
(1 Au,1) = C e fl) = Pl B0

u = o constante sur OQ

On suppose que ug = B~ 1(f) € WH([u=10]).

Si u, est la solution du probleme
eAu. + B(u.) =f € L2(Q)
u. € HY(Q)
(ﬂ(ue)71) =C e]ﬁ(—oo),ﬂ(+oo)[
€U, = a, constante inconnue sur oN

alors, 3 une sous-suite pres,

(=)

u ?
€ e—0 0
A
Preuve :
La démonstration est identique avec celle du théoreme 2.10.1 sauf qu’au lieu du
théoreme 2.7.1 on utilise le théoréme 2.14.4. A

2.14.6Comportement de (ue — up)e™! avec 3 localement coercive
et ug € W2’°°([u = 0]) D u
Théoréme 2.14.6
Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, telle que 3(0) =0.

On suppose (3 € C}(R) localement coercive et inversible.
Soit u la solution du probléme limite

Au + B(u) > f € LP(Q)(p > n) . B(+00) [u> 0]
(f—Au,1)=C avec  B(u) = { €]B(—00),B(+00)[ [u=0]
u = « constante sur % B(—0o0) u<0].

On suppose que U = —75%:'.0—) e W2oo([u=0]) 3 87'(f) = uo.
Si u, est la solution du probleme

eAu, + B(u.) =T € L}(Q)

(ﬂ(ue)’l) =C E]/@(—oo)vﬂ(+oo)[

cu, = a. constante inconnue sur o
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alors, 3 une sous-suite pres,
0 —_—
u. — U Lo ([u=0]) "

3 e—0

A

Preuve :
La méme démonstration qu’au théoreme 2.10.3 mais au lieu du théoréme 2.10.1 on
A

utilise le théoréme 2.14.5.

2.14.7 Amélioration de la convergence de u. avec B localement coercive

et up € W2®([u=0}) > u;

Théoreme 2.14.7

Soit une fonction 3 bornée, croissante, continue, telle que B(0)=0.
On suppose B € C1(R) localement coercive et inversible.

Soit u est la solution du probleme limite

” 1?((:[3 Pfet@e>n B(+00) > 0
P u) = —00), s =0
(f — Au,1) = C avec  [(u) ;](ﬁ_(oo) ), B(+00)] Rll p 0% |

u = « constante sur 0%
On suppose que u; = —7‘3%‘:“—) e Wi([u=10]) > g1 =up.
Si u. est la solution du probleme
eAu, + B(u.) =1¢€ L2(Q)
u. € H(Q)
(B(uc),1) = C €]8(—00), B{+00)]
€U, = a. constante sur oN
alors Vp >n, aune sous-suite pres,
W ((u=0]) faible

u5 4 uo
e—0

A

Preuve :
La méme démonstration qu’au théoreme 2.10.4 mais au

9.10.3 on utilise les théorémes 2.14.5 et 2.14.6.

lieu des théoréemes 2.10.1 et

A
2.14.8Comportement de u. sans nature coercive de 3 et sans contrainte sur U
Théoreme 2.14.8
Soient les problemes

eAu, + B(u.) =T € LP(Q)(p > n)

u, € HY(Q)

(B(ue),1) = C €]8(—00)|Q, B(+o0) Q[

€U, = o, constante inconnue sur oN

Au+ A(u) 3 f € LP(Q)(p > n) B(+00) [u> 0]
u e H(Q) B(t) = { €]B(—o00),B(+00)[ [u=10]
(f—Aul)=C ) ﬂ(-}-(oo) (+oo) Fl]l >0].

u = a constante sur 0Q
Si w CCwp C [u=0] est une suite de domaines telle que ug = B~ 1(f) € L>(wo) , alors
lim sup U o ) < |0l oo () -
A

Preuve :
On reproduit exactement la premiere
mais au lieu du théoréme 2.7.1 on utilise I’analogue théoréme 2.14.4.

partie de la démonstration du théoréme 2.10.7

A
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Commentaires 2.14
Ce probléeme a une origine en physique et a été étudié par une approche variationnelle
dans [ Hilhorst{1],[2]. ] . A

2.14.1Continuité de la solution et de la perturbation monotone
par rapport au parametre du bord
L’existence de la solution est toujours une conséquence du théoréme 1.4.1.

\

On montre la continuité par rapport au parametre du bord des applications
a € R+—s u® € W2P(Q) faible (resp. Cc'(Q))
a€R+— (B(u®),1) €R.

La démonstration est basée sur le fait que le théoreme 1.3.1 reste vrai a une translation
par o pres. A

2.14.2Image de ’application o +— (B(u*),1)
Le but de ce résultat et d’établir la surjectivité de I'application
(=00, +00) 3 a —+ (B(ua), 1) €]B(=00), Al+o0)[ -
On utilise le principe de maximum avec des fonctions barrieres bien choisies. On remarque

la présence de la solution du probléme de Saint-Venant u, qui permet la construction de telles
fonctions. A

2.14.3Existence de la solution du probleme pénalisé
avec la contrainte (8(u.),1)=0C
L’existence du probléme pénalisé est une conséquence du fait que I'application
(—00,+00) 3 @ — (B(ta), 1) €]B(—00), B(+00)]
est continue et surjective. La contrainte (B(ue),1) =C, la monotonie de 'application précé-
dente et l'injectivité de (3 assurent I'unicité de la solution pénalisée. YA

2.14.4Comportement de cu.

Existence de la solution du probléme limite
On introduit le probléeme limite via pénalisation. Nous notons que la solution de ce

probléme est unique grace a la forme particuliére du graphe monotone maximal 3. A

2.14.5-7 Comportement de u. avec f localement coercive

Le principe du maximum en présence du petit paramétre & est encore une fois efficace
car il n'exige pas des conditions pour u. sur le bord de [u = 0] et le comportement de eu,
est le méme que dans le cas ot il ny a pas de contrainte sur B(ue) et u. € Hy() (voir le
théoreme 2.7.1). Pour les théoremes 2.14.5, 2.14.6 et 2.14.7 voir aussi les commentaires 2.10.
A

2.14.8Comportement de u. sans contrainte sur up
Par rapport au théoréme 2.10.7 on ne dispose pas de la convergence de (3(uc) dans LP()
fort donc on ne peut extrapoler que le résultat

limsup |ue|7 oo < lugls oo .
s—mpl elr (w)_l olL (w)

A

La méthode de continuité révélée par les théoremes 2.14.1, 2.14.2, 2.14.3 est une transition
vers le troisitme chapitre oli elle permet I'étude systématique des probléemes non locaux. A
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3 Perturbations variationnelles. Problémes non locaux
Second ordre

3.1 Contrainte sur la solution dans le domaine. Cas non-local (a > 0)

Préliminaires 3.1
Soit j: Q) x R+ R une fonction telle que

j(z,0) est une fonction convexe positive avec j(z,0) =0 p.p. T € Q,
dj(z,0) = B(z,0) est un graphe maximal monotone avec 0 € 9j(z,0) p.p- * €,
la régularisation Yosida Ba(z, o) de B(z,0) est telle que Ba(o,1) € LYQ) pp. teR.
On suppose qu’il existe
les constantes a1 > by > 0 < az < by,

les graphes maximaux monotones Bi :Rr—r 2R avec 0 € 8i(0),

tels que p.p. €8, Vi€eRona

{blﬂl(t) < B(z,t) <aifu(t) V20
byBa(t) < B(z,t) < apfa(t) VESO .
On a besoin de quelques préparations pour introduire les multiplicateurs de Lagrange.
Soit w une partie d’un espace de Banach X et F: X — R .
Si u€w et vEX sont telles que pour € >0 suffisamment petit on a u+¢ev € X,
on dit que F admet (au point u ) une dérivée dans la direction v si la limite
lim F(u 4+ ev) — F(u)

e—0 E
e>0

existe. On note cette limite Fy(u) .
Si u € w,on dit que F est dérivable au sens de Gateaux en u, si il existe ! € X'
tel que dans chaque direction v € X, la dérivée fonctionnelle F(u) existe et

Fy(u) = (,v)

ol (o,0) signifie le crochet dual.
On va noter [ = F'(u) .
Si u € w, F est dérivable au sens Fréchet si il existe un unique [ € X' tel que

lim |F(v) = F(u) = Lv—w)l _,

Ho=ull>0 [lv — ul|

vEw

ou ||o]|| désigne la norme de 'espace de Banach X .

On va adopter la notation unifiée | = F '(u) puisquon vérifie qu'une fonctionnelle
dérivable au sens Gateaux et continue est aussi dérivable au sens Fréchet.

L’ensemble des fonctions dérivables de w dans R sera noté C'(w,R) .

Soit aussi

8S ={veS: F(v)=0}
I’ensemble des éléments saturés de S C X .

Lemme 3.1.1(Multiplicateurs de Lagrange)
Soient X un espace de Banach, F € C1(X,R) et un ensemble de contraintes :

S={veX: F(v) >0} .
On suppose que Y u € 38, F'(u) #0.
Si J € CYX,R) et ug est tel que
T(uo) = inf J(v)

alors il existe un A € R tel que
J'(UQ) = }\F,(U,o) .
Si uo est un élément non-saturé (F(uo) > 0), alors A=0 .

On dit que J(ug) est une valeur critique de J, ug un point critique, A un multi-
plicateur de Lagrange pour le point critique ug . A
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Preuve :
Voir [Kavian, théoreme 14.2]. A

Lemme 3.1.2(Lions-Stampacchia)

Soit X un espace de Hilbert (réel) de dual X* .

Soit K C X un ensemble non-vide, convexe, fermé et A: K——=X* un opérateur
(non nécessairement linéaire) lipschitzien :

(Au — Av,P)x < ot lu—vlg ¥y VY€ X, V u, veEK, a* > 0 constante
et elliptique :
(Au — Av,u —v)x 2 a4 lu — vlg( VY u, v € K, ag >0 constante .
Alors le probléme variationnel

{(Au—f,v-—u)x_>_0 VveK

vue K, feX*
admet une solution unique. A
Preuve :
Voir [Rodrigues, pg. 93]. A

Probleme 3.1
On considére le probléme variationnel
(Au—fov—u) 20, f€IPQ) (p>n) ¥ veEKa
we Ky, ={ve H(Q): (J(z,u)1) < a}
o1 a > 0 est une constante.
Nous allons montrer que la solution de VI, existe et vérifie u € W2P(Q) . A

Observation 3.1
Si la solution du probleme

Aug = f € LP(Q)(p > n)
uo € HA(Q) N W22(Q)
satisfait uo € Kq , alors ug vérifie Vi, .
Dans toute la suite de cette section, on suppose Uo ¢ Ko . A

Vi,

3.1.1 Pénalisation. Estimation a priori

Théoréme 3.1.1
Le probléeme pénalisé

Au. + €dj(o,uc) 3 f € LP(Q)(p > n) P
u. € H}(Q), e >0 ¥
admet une solution unique et
|u€|wl,p(9_) < C
oil la constante C est indépendante de €. A

Preuve :
Ce probléme admet une solution unique u. € W2P(Q) [voir théoreme 1.4.4] avec
Pestimation
eay 6b2

ai b2
- < (224 2= — (2L, ==
1= Audy < (52 + )l = (G + 20) s
d’ou )
a
|Auelp < |f|p + (-b—l + —2) |flP
1 az
et via le théoréme 1.3.1

a b
‘uslwzp(n) <Ca lflp + CA(b—I' + ;22') |f|p

avec C4 indépendante de €.

1l suffit de prendre C = C4 |flp + CA(%‘I‘ + %) | flp - A
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3.1.2 Stabilité de la solution pénalisée

Théoréme 3.1.2

Si u. est la solution du probleme pénalisé P. alors I'application

[0,00) Der—u. € W2P(Q) faible
est continue avec
AUo =f
{ up € Hi(Q) NW2P(Q) .
A

Preuve :
D’apres le théoréme 3.1.1, on a Vestimation

|u€lw2,p(g) <C
ott la constante C est indépendante de ¢ .
Quand ¢ tend vers &o € [0,00), u. reste bornée dans W2P(£) réflexif d’ott, & une
sous-suite pres,
W?2P(Q) faible
—w

Ue >
E—EQ
et en utilisant les injections de Sobolev
c
Ue () —w .
E—rEQ

Le probleme pénalisé équivaut au probléme variationnel (voir aussi la démonstration
du théoréme 1.4.1)

(Aui - fa v = ue) 2 5(j(°,ue), 1) - 6(j(0a U)a 1) Vve H(} (Q)
et en notant que la fonction convexe et propre j(z,0) est continue p.p. T € 1 on peut
passer 4 la limite (¢ — €o0) pour obtenir

(Aw - fav - w) _>_ EO(j(va)’ 1) - EO(j(O,U)7 1) Vove H&(Q)
c’est-a-dire
{ Aw + €00j(o,w) 3 f
w € H}(Q) N W2P(Q)

donc w = u,, du fait de 'unicité de la solution de ce probleme . A

3.1.3 Continuité de la contrainte
Théoreme 3.1.3
Si u, est la solution du probleme P, alors la fonction
e € [0,00) —> (i(o,uc),1) € R
est continue et décroissante. De plus on a |'estimation
(i(0,u.),1) < €™

o la constante C est indépendante de ¢ . A
Preuve :
Le théoréme 3.1.2 et les injections de Sobolev (p > n ) assurent pour & € [0, 00)
cl(@)
Ue — Uegg
£—E0

d’ou avec j(z,0) continue p.p. T € Q

(j(O,ue)al) S A’(-7'(0au€o)’]~)

£—E

car V'intégrale transforme la convergence uniforme en convergence.
Soit g1 > ¢€2 .
Soient les problemes

Au51 + €16j(0,usl) = f’ Uey € H&(Q)
Aue, + 52aj(°auez) 3 f, ue € H(}(Q) .
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Dans la suite on note par 9j(o,uc), 95(0,ue;) respectivement les fonctions g, gi
telles que p.p. z €
g=f—Auc € 5aj(z’ue($))
gi = f — Aug, € €iaj($a“€;(x)) .
Une soustraction conduit a
A(uel - uez) + 516j(°7u€1) - 626j(0,u€2) =0
ou sous une autre forme
Altte, — tey) + 2003 (0, ue,) — 83 (0, uea)} + (€1 — £2)05 (0, 1e,) =0 -
Une multiplication par ue, — ue, permet d’avoir
(A(u€1 - uez)a Uey — u€2)+
+€2(6j(0?u€1) - Bj(o, uEz)’uel - u€2) + (51 - 52)(8j(0’ u51)’ Uey — u’sz) =0

2
(A(U’El - uez)’ Uegy — uEz) 2 A olliptique Zaa Iu€1 - ueleé(Q)

87 monotone

>0

(aj(o')usl) —aj(o,u€2),u£1 _uéz) Z -
j convexe

(8j(0’ u51)’u51 - uez) Z Z (j(o’uel) - j(o,u€2), 1) .

j convexe

Dans ces conditions ’égalité
(Au€1 —Ueqgs Uey —u€2)+52(6j(0’ uil)_aj(c” u€2)7 Ue,y —u€2)+(61 _52)(aj(°> u€1)7 Uey _uéz) =0
devient avec €1 > €2
(j(07u€2)7 1) - (j(o7u51)’ 1) Z aA |u€1 - uezleé(Q) Z 0
donc

(j(O,u52),1) 2 (j(°7u61)’1)

v

€1>¢€2
et ’application
e — (j(o,ue), 1)
est décroissante.
En multipliant ’équation Au. + 8j(o, u,) = f par u. on obtient

(Aue,ue) +€(5(0, ue) ue) = (f ue) -

Mais
2
(Aue, ue) = (12] QjjUer;Uex; 1) > A olliptique 2 aa l Ue lHé(Q)
03 > > (g 1) > 0
( ](O,Ue),ue) — j(z,0) convexe p.p. § - (](O,Ue), ) - 320
(f ue) < Holder SH o fuel, < Poincaré < Crlfl, |UEIH3(Q)

d’otu1 en combinant
|ue|2 <Cp IuslH(l)(Q) < CPO‘ZI |fl2
et Ve>0

. 1 1 -
(i(0, ue)s 1) < Z(f,ue) < Cpoj Ifl;
ce qu’on voulait montrer si on pose C = Cpaj' |f|§ . A

3.1.4 Existence et régularité de la solution de Vi,
Théoréme 3.1.4
Soit u, la solution du probleme pénalisé P. .
Il existe un ¢ > 0 tel que
Au, + dj(o,u;) > f € LP(Q) (p > n)
(i(o,ue), 1) =«
u, € H}(Q) NAW2ZP(Q) .
De plus, u. vérifie Vi, . A
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Preuve :
D’apres les théorémes 3.1.2 et 3.1.3, si u. est la solution du probléme pénalisé P
alors 'application
e €[0,00) — (j(o,ue), 1) ER
est continue et décroissante d’ol
(30, u6), 1) —=(§(0s o), 1) >

0—(y 1) .
uo@ Kq voir obs. 3.la > 0 e (J(O,ue), )

Par continuité on trouve un € > 0 tel que
(j(oyue)y 1) = .
En posant u, =u € w?2P(Q) N K, on voit que V ve K,
(Au - f,’U - U’) 2 e{(j(o,u), 1) - (j(O,’U), 1)} = 6{0[ - (j(O,’U), 1)} Z 0
donc u vérifie VI, .
Le théoréme de Lions-Stampacchia (voir lemme 3.1.2) montre que u € Ww2P(Q)N K,
est 'unique solution de VI, .

3.1 Contrainte sur la solution dans le domaine. Cas local (¢ =0)

3.1.5 Existence et régularité de la solution de VIg.
Soit j comme au cas non-local mais sans aucune condition sur le sous-différentiel.
Théoréme 3.1.5
Soit u. la solution du probleme pénalisé P. .
Si il existe une constante C indépendante de ¢ telle que
| — Aufp < C

alors
W2 (Q) faible

&€ [t ]
£—>00

ol Uy € W2P(Q) est solution du probleme variationnel local
(Au—f,y—u)>0,felP(Q) (p>n) VveEKe
uc Ko={veH)Q): j(o,v) =0pp. dans 2} .

A
Preuve :
L’estimation
|f — Au.lp £ C
entralne
|Auelp, < C + |flp -
A Taide du théoreme 1.3.1 et des injections de Sobolev on a
(@)
Ue Y Ugo -
£—00
Le probléme pénalisé devient I'inégalité V v € Ko :
(Aue = ;0 — u2) > (jo,ue), 1) — (i(0,v), 1) === (j(0,ue), 1) 2 == 20
(j(o,v),1)=0 j>0

et en passant & la limite quand ¢ tend vers +o0o respectivement dans

(Aue — f,v—ue) 20
ue € HA(Q)NW2P(Q), V e>0, V veE Ko

{ %(Aue - fv— us) 2 (j(o’ue)’ 1)
ue € HY(Q)NW?2P(Q), V >0, V ve Ko
on obtient
(Attoo — LV —Ueo) 20V v € Ko
(J(0,uoo), 1) =0
Uoo € HY(Q) NWZP(Q)

ce qu’on voulait montrer. A
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3.1.6 Double obstacle
Soient 1, p2 € W2P(QQ) telles que
@1 > 0>y sur O
©1 > 2 p.p. dans
et
j(z,t) = j1(t — pr(2)) + j2(t — p2(2)) VYV tER, z€Q
ot les fonctions convexes suffisamment régulieres j1, J2 vérifient
1) =0, vV t<0, J2(t) =0, V t>0.
On note 831 = ,31, 3]2 = ﬂz .
Théoréeme 3.1.6
Le probleme pénalisé P. admet une solution unique u, € W2P(Q) avec I'estimation
ledi(o,uc)], < C
ot C est une constante indépendante de ¢ . JAN

Preuve :
D’abord on observe que p.p. ¢ €, Vt€R ona
t—p1 < 0j(0,t) St —p2
et le théoréme 1.4.1 assure l'existence, 'unicité et la régularité de la solution.
On note que les ensembles [u. > ¢1] et [ue < 2] sont des ouverts bien définis car
e, @1, p2 € W2P(Q)NCHQ) avec les injections de Sobolev (p > n ).
Ensuite
ue — 1 € Hy([ue > 1))
et on peut écrire
{Aus — o1+ eBi(ue—p1) = f— Apr [ue > g1
e — 1 =0 Olue > ¢1] -
Grace au théoréme 1.2.4 on a l'estimation

81 (ue — D) Lr(ueser)) S 1 — AP1lLr(uese)) S 1f = Aerlze) -
De méme,
ue — @2 € Hy([ue < ¢2))
vérifie
{Aue — @3 + B2 (ue — p2) = f — Ap2 [ue < ©2)
Ue — o =0 Ofue < p2)
et le méme théoréme 1.2.4 assure

e1B2(ue — ©2)|Lp (e <ga)) < If — APalLr(ue<ia)) < If — Ap2]Lr(e) -
Le cumul donne

16870, ue)lLri@) < 181 (e — 91| (u > o)) + 1B2(te = P2)Lr(ue<ia) <

< |f = Apilee) + |f — Ap2lLe(a) -
A

Remarque 3.1.6
En appliquant le théoréme 3.1.5, on obtient que la solution du probléme d double
obstacle
(Au— fio—u) >0 felLr(Q)(p>n)V v € Ko
uweKo={ve H)Q: jlo,v)=0 p.p. dans Q} =
={ve H{(Q): g2 <v< o1 pp. dans Q}
vérifie u € WHP(Q) .
On note que ce résultat est connu (voir [Chipot [1]]). A
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3.1.7 Vitesse de la convergence dans L*(£2)

Théoréme 3.1.7
Soit
1 2
] z(t - 801) t>pr
i(o,t) =40 1 <t <
Wt—p2)? t> ¢
avec ¢; € W2P(Q) .
Si la solution du probléme de I'obstacle
(Au—fv—u)>0 felP(@)(p>n) ¥V veKo
ue Ko={veHi): j(o,v)=0 p.p. dans 2} =
={ve H(Q): 2 <v< g1 pp. dans R}
vérifie f — Au € L*°(Q2) , alors
2 aible
Wi (Q) faible

& [4
£—00

et
eue — Ul gy S IfF - Aul gy

ol u, est la solution du probleme pénalisé P. . A

Preuve :
La convergence est une conséquence des théorémes 3.1.5 et 3.1.6 .
Soient les fonctions

u:t::h|f—AU|°° :

Alors on a les comparaisons

éA(us _u)e + 8j(%(ue —wetu) = f - Au

( =f—A‘101Su+=U++5(<P1_S¢’1) —_—— %Au++eaj(%u++u) [u:(pl]
Uy constante
=0§%Au++eaj(%u++u) [p2<u<ei]
f— Au =f—Ap2<0="12Auy+edj(tustu) [u=¢2]
| =F-Avazu_=ute(pa—pn) === LAu-tedj(tu—tu) [1=¢2]
u_ constante
=02%Au_+58j(%u_+u) [p2<u<ipr]
[ =f-Ap120=1Au_+edj(2u_+u) [s=¢1]

et le principe du maximum s’applique (voir théoreme 1.3.2) pour avoir p.p. dans {2
1f = Aul = e € (e —u) S uy = |f — Aul,,
d’ou
le(ue = )| poo(ay S — Auloo -

Remarque 3.1.7
Comme

f—Ap [u=¢]
f—Au=1<¢0 [p2 < u < 1]
f—Apz [u= ]

la condition f — Au € L®(Q) est remplie st ¢; € W2(Q) et fe Lo(Q) . A
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3.1 Contrainte sur la solution dans le domaine. Cas non local
»Short way”. Multiplicateurs de Lagrange
3.1.8 Le probléme variationnel VI, équivaut a une équation fonctionnelle
Soit j: 9 x R+ R, une fonction positive telle que
dj(z, o) est une fonction croissante et continue avec 0 € 95(z,0) p.p. z € £,

dj(o,t) € L'(Q) VteR.
On suppose qu’il existe

des fonctions b; € L (Q)(: € {1,2}),
des fonctions croissantes et continues §; : R +— R avec 0 € Bi(0),

telles que p.p. 2 € 2, VicRona

B2(t) + ba(z) < Bj(a,1) < Balt) +ba(z) -
Théoréeme 3.1.8
On suppose que I'opérateur de type elliptique A est symétrique.
Le probleme variationnel VI, avec f € H-1(Q) admet une solution unique u® € Hi(Q) et
il existe une constante ¢, > 0 telle que
{mﬂ+¢am@4ﬂ)=feu—mn)
u®* e K, .
Si (j(o,u®),1) < a,alors ¢, =0 . A
Preuve :
Selon le théoreme de Lions-Stampacchia (voir lemme 3.1.2), le probleme variationnel

VI, avec f € H™1(Q) admet une solution unique u® € H Q) .
Dans ces conditions le probléme de minimisation

J(u®) = vlenlga J(v)
admet une solution unique o J est la fonctionnelle
1
J(v) = 5(Av,v0) = (fiv) ¥V v € Hy ()

agissant sur I'ensemble convexe et non-vide des contraintes

Ko={veX: F(v) >0}
avec F(v)=a—(j(o,v),1), X = H}(Q) .

Les dérivées au sens Gateaux des fonctionnelles J et F seront données respective-

ment par

(J'(w),v) = lim J(w + ev) — J(w)

(Aw — f,v) YV ve H(Q)

e E A symétrique
et
F - F )(z,0 ! .p.- z
(F'(w),v) = lim (w +€2;) (w) G, )E_C ® p-p. 227 (=0j(o,w),v) V vE€E H () .
e—0 j convexe

e>0

On voit que si w € 9K, alors
(F/(w), w) = (~9j(0,w), w) < £22=2

donc F' #0 sur 0K, .
Le théoreme de Lagrange (voir lemme 3.1.1) avec

J0) = Hdv,0) - (,0), Flo) = a= (o), 1)

X =Hy(Q), S=Ka

assure Pexistence d’'un £4 € R tel que
J'(u®) = eo F'(u®)

élément saturé de Ko

< (—j(O,lU), 1) =-a<0

j convexe wEBK,

c’est-a-dire

Au® + eqdj(0,u%) = f
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Vérifions que €4 > 0 si u® € 0K, .
En multipliant 1’équation
Au® — f = —€a0j(0,u%)

par £q(v —u®), v € K4, on obtient

Ela(Aua - fiv— ua) = ei(aj(o,ua),ua - ’U) > =
J convexe
> e {(j(0,u%),1) ~ (i(0,0) D} =
= 6(2]{0{ - (j(O,’U), 1)} 2> —_G_I;__ >0

d’ott l'on tire £, > 0 puisque (Au® — f,v—u®)>0 V v € K, .
Si u® est un élément non-saturé de K, , alors €4 =0 et u® coincide avec la solution
du probléme de Dirichlet

{Au=f€L”(Q)(PZ2)
u € Hi() .

3.1.9 Régularité de la solution de ’équation fonctionnelle et de VI,
Théoreme 3.1.9
Le probleme variationnel V1, avec p > n admet une solution unique u® € H} (Q)NW2P(Q) .

A
Preuve :
D’aprés le théoréme précédent, u® est solution du probleme
Au® + €405 (0,u®) = f € LP(Q)(p > n)
{u"’ € H} (), ea 20
et il suffit d’appliquer le théoréme 1.4.1. A

Commentaires 3.1

Le probléme non local étudié dans cette section a été posé par [Brézis et Stampacchia]
pour le cas d'une fonction convexe ayant un sous-différentiel univoque et développée par [Chipot
[2]] pour un sous-différentiel multivoque mais indépendant du domaine.

En disposant d’un résultat de régularité [théoréme 1.4.3 et théoreme 1.4.4] avec une
estimation explicite pour les perturbations monotones multivoques et dépendantes du domaine,
on développe une méthode de continuité qui consiste en plusieurs étapes :

1. Pénalisation avec existence, unicité et régularité de la solution pénalisée ;

2. Stabilité de la solution pénalisée par rapport au paramétre;

3. Continuité de la contrainte pénalisée par rapport au parametre ;

4. La solution du probléme non local sera une certaine solution pénalisée car |'application
ayant comme argument le parametre et comme valeur la contrainte est continue et surjective.

5. Le probleme du double obstacle s'obtient comme un probleme limite lorsque le parametre
tend vers I'infini car dans ce cas on peut donner une estimation de la perturbation monotone
indépendante du paramétre.

Lorsque le sous-différentiel de la fonction convexe utilisé pour la perturbation variationnelle
est univoque mais dépendant du domaine et satisfait les conditions du théoréme 1.4.3, on utilise
un argument basé sur les multiplicateurs de Lagrange en obtenant la méme régularité. Cette
approche est d'ailleurs suggérée sans développement dans [Brézis et Stampacchia] et [Chipot[2]].

Notons que la fonction convexe spécifique au double obstacle ne satisfait pas les hy-
pothéses du théoréme 1.4.4 donc des préliminaires 3.1, par conséquent on est obligés d’établir
les estimations 3 priori par une autre voie et on obtient la régularité classique.

Le probléme du double obstacle a été beaucoup étudié dans la littérature, voir par exemple
[Chipot [1]], [Rodrigues], [Kinderlehrer et Stampacchia), [Troianiello G. M.] pour des résultats
concernant la régularité et la frontiére libre.

Notre méthode de continuité s'impose dans ce qui suit par le traitement unitaire des
problémes variationnels visant des contraintes convexes de la solution dans le domaine et sur le
bord, du gradient et d'un opérateur dépendant de la solution. A
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3.2 Contrainte sur la solution sur le bord. Cas non-local (o > 0)

Préliminaires 3.2

Soit j : R —— R4 une fonction convexe et positive telle que j(0) = 0 ayant le
sous-différentiel 8 = 8 tel que 0 € 3(0).

Soit I'opérateur elliptique A défini par

Au = —Zi(zj QijUz;)z; +aU

ol a;; € Wh°(Q) et a€ L°() telle que p.p. Q
a>A>0

avec A > 0 une constante.
On note la dérivée conormale de u associée & 'opérateur A par

0
a_z - Ei(zj aijuz; )i

ol n est la normale extérieure a ).
On introduit ’ensemble convexe
K,={ve HI(Q) 0 (4(v),1)an < a}
ou a > 0 est une constante.
Nous considérons le probléme variationnel

{(Ei ¥ aijtia; (v = u),,5 Da + (au,0 = v)o 2 (fv —u)e Vo € Ka VI
ue Ky, feH (D). ¢
Ce probléme admet toujours une solution unique d’aprés le théoréme de Lions-Stam-
pacchia (voir lemme 2.1.2). A

Probleme 3.2

On va étudier la régularité de la solution de VI, quand feLP(Q) avec n>p> 7
et p>2.

On trouve que u € lep'(Q) N H%(Q) ou 1_’1; =

3=

1
P

A
Observation 3.2

D’aprés [Brézis[5), pg. 33, théoréme I7 et pg. 40, théoreme 19] le probleme de Neu-
mann

Au= f € LP()
u € H2(2)

(9u =0

on

admet une solution unique uo € W??(f2) en notant que a > A>0 p.p. Q.
Si ug € Kq, alors ug vérifie VI, .
Dans la suite de cette section on suppose

(7(uo),1)aa > a .

A
3.2.1 Pénalisation. Estimation a priori
Théoréeme 3.2.1
Le probléme pénalisé
Au, =felP(Q)(j <p<n) dansQ
u. € H3(Q), e >0 P,
—%'%1‘ € ef(u;) sur 09
admet une solution unique u, € W'?*(Q) et on a les estimations
uelyror @) SC et uelyeg) < C
ol pl = ili — L et C est une constante dépendant seulement de @, n, petA. A



3 Perturbations variationnelles
2.2 Contrainte sur la solution sur le bord. Cas non local (a>0)
3.2.2 Stabilité de la solution pénalisée

170

Preuve :
Selon [Brézis[5], pg. 49, théoréme I11, pg. 43 théoreme 110 et pg. 33 théoréme 17] ce

probleme admet une solution unique u. € wtr’ () avec les estimations

ou C est une constante dépendant seulement de Q, n, pet A . A
Remarque 3.2.1
L’estimation
uelppre (@) < C
est optimale d’aprés [Brézis[5], pg. 55, remarque 130] . A

3.2.2 Stabilité de la solution pénalisée
Théoreme 3.2.2
Soit u, la solution du probléeme pénalisé P. .
Alors les applications

[0,00) 3 & — u. € WP (Q) faible
[0,00) 3 & — u. € HX(R) faible

sont continues avec
Au =f € LP(Q)

Uy € Hz( )
Jug -0,
6n

Preuve :
Selon le théoréme précédent on a les estimations

uelpree @) SC et |uel gy < C -

La faible compacité des boules de W' (Q) et de H%(Q) permet d’avoir, a une
sous-suite pres,

wl.P" (Q) faible H2(Q) faible
Ue > U t  u. — U
e—re0€[0,00) e—reo€[0,00)
et encore
co(Q)
Ue —u
E—€Q
donc
c°(3Q)
Ue — U
E—EQ

L?(89Q) fort
Ug —r u
E—EQ

avec les injections de Sobolev (p > 7) -
D’abord en multipliant 1’équation
Au. = f
par w € C°(Q), on obtient

(Aue - faw)ﬂ = (Zz Zj AijUey; We; 1)9 + (aue,w)ﬂ - (f’w)ﬂ =0

et avec
wi:P" (Q) faible
_ u

Ue >
e—¢0€[0,00)

3 lalimite V w € cg°(§)
(Au—f, = E Z a,]uzij,,l)n-l-(au w)ﬂ—(f,w)ﬂ =0

c’est-a-dire

Au=f .
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W w
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Ensuite si w € C*°(£) alors
Ou.
(Aue — frw)a = (Ez Z]. AjjUey; W,y o — (B_I;,w)an + (aue,w)a — (fyw)a =0

et apres une réécriture en notant que 9u € L2(0Q) avec u € H 2(Q2) ona
0 0
(Zi Zj aij(ué? - u)xjwfia 1)9 - ( 61: - 5%7“’)39 + (a(ué: - u)’w)ﬂ = (f - Auvw)ﬂ =0
et le passage & la limite (¢ — €o) permet d’avoir Vw e C™(Q)
Ou, Ou

G el mL
d’ou
Oue  L?(dQ) faible 6_u
on e—eo "on
D’autre part YV w € C*°(02) on a
Ou. . .
_ — < _
( o ue)oa < e(j(w) — j(ue), Lon

puisque sur le bord

Oue .
~on € 5,3(ue) = 58.7(”6)
avec J convexe.
En observant que
c(a9
Ue Y .
E—rEQ
L2(89) fort
W — Ue yw — U

£—r€Q

Ou.  L%(89) faible  Ou

4) —_—

on e—reo0 on

et j est convexe et propre donc continue, on peut passer 3 la limite sur le bord (¢ — €o)
pour avoir
Ju : :
(=5, w —woa S eo(j(w) - j(u), o
c’est-a-dire p.p. 0N
Ou

3 € eoB(u) = €00j(u) .

On a utilisé aussi le fait que
L?(89Q) faible
—_—

L?(89) fort
fe r feo et g. ? Jeg
E—rEQ E—¥€Q

implique
L2%(89Q) faible

fsge ? feogeo .

E—reEQ

Finalement u vérifie
Au=fe LP(Q)(2 <p<n) dans{
u € H2(Q)
—g% € gof(u) sur 0f)

et du fait de l'unicité de la solution de ce probleme on aura u = Ue, - A
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3.2.3 Continuité de la contrainte
Théoreme 3.2.3
Si u. est la solution du probleme pénalisé P. alors I'application
[0, OO) DEr— (j(lls),l)an €ER
est continue et décroissante. De plus
. -1
(j(ue), 1o < Ce
oli C est une constante indépendante de ¢ .
A

Preuve :
Comme toute fonction convexe et propre est continue, le théoreme 3.2.2 et les injec-
tions de Sobolev ( p > % ) assurent
co@)
Ue > Uegg
E—>EQ

!
co()
£—r€egQ

1

: c°(89) :
J(ue) — Jj(Ueo)

E—EQ

NS

(j(ue)v 1)39 T(j(ueo)’ 1)39

7 (ue)

— j(te,)

car D’intégrale sur le bord transforme la convergence uniforme en convergence.
Soit €1 > €2 .
Soient les problemes

Au,, = f dans Q Aug, = f dans {2
usbe H(Q) ot u%e H*(Q)
——gﬁ- € £,0j(ue,) sur 08 —_31%2 € €207 (ue,) sur 08 .

Dans la suite on note par e8(u;), €ifB(ue;)(¢ € {1,2}) respectivement les fonctions
g, gi € L*(8Q) telles que p.p. = € 08

Ou.
9= "5n € ef(ues(z))
Ou,;
9i=-"7, ¢ gif(ue;(x))
Une soustraction conduit a
Alue, = Uey) =0 dans §2
Wiﬁ + e18(ue, ) — €28(ue,) =0 sur o0

et aprés une multiplication par ue, — Ue, combinée avec une intégration par parties

(Zi Ej aij (ve, — usz)xj (ue, — uiz)xn a + (a(ue, — Uey )y Uey — Uey )t
+ (e18(ue,) — €2B(tte,), e, — Uez)on =0

car on a sur le bord

_%151_8;_%6_2_)_ + 51[3(“61) - 52/3(u52) =0 .

Comme A est elliptique on aura

(61ﬁ(u51) - 52/8(u€2)7u61 - U‘Ez)aﬂ S 0
et une réécriture permet d’avoir

52(ﬁ(u€1) - /B(u’52)’u51 - u€2)39 + (51 - E2)(ﬂ(u€1),u51 - UEQ)BQ <0
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d’ou
(51 - 62)(ﬁ(u€1)’ Uey, — u€2)39 <0
puisque [ est croissante.
Une nouvelle transcription (3 = 8j) mene a

(51 - 52)(aj(u€1)?u€1 - u€2)39 <0
et comme la convexité de j force
(j(u€1)7 1)39 - (j(uiz), 1)39 < (8j(u51)’ Uegy — uiz)aﬂ
on aura avec £1 > €2
(j(u€1)’ 1)39 - (j(u52), 1)30 S 0
donc Papplication
e — (j(ue), Daa
est décroissante.

En multipliant ’équation Au. = f par u. on obtient apreés une intégration par
parties

(Zi 2]. AijlUeg;Uex;s 1)9 + (aus, us)ﬂ + 5(ﬂ(us)aue)89 = (fa ue)ﬂ

car sur le bord

Ju
a; = _EIB(uE) *
Mais
A ellipti
53 stz A
>A>0 2
> == >
(aue’ ue)Q - hypothése - A Ius|2
B=8j i . §(0)=0 , .
(,B(Ue)a ue)aﬂ > 7 conv:xe 2> (](Ue)a 1)89 - (](0)7 1)39 (J(us)a 1)69
Holde
(fiue)a < =312
et en combinant dans l'identité précédente on obtient
uely, <A,
(i(ue) D)on < e ATV
ce qui compléte le résultat. A

3.2.4 Existence et régularité de la solution de VI,

Théoréme 3.2.4
Si u. dénote la solution du probleme pénalisé P, , alors il existe un ¢ > 0 tel que

Au.=felP(Q)(n>p> )
u. € H2(Q) N WH"(Q)
~ % ¢ cplue)
(i(ue),1)on = .
De plus, u. est la solution de Vi, . A
Preuve :
D’aprés les théorémes 3.2.2 et 3.2.3, Papplication
[0,00) 2 e+ (7 (ue), l)ag €R
est continue et décroissante et
(4(ue), o ::6(](“0)) 1)oq > wog . voir obe. 3.2 >a> 04—;_’:(](“5), Laa -

Par continuité on obtient un € > 0 dépendant de o tel que

(j(ue), o =« -
On note u, =u € Ko .
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Alors V v € Ko ={ve HY(Q): (j(v),1)sna < a} ona
intégration par parties
( E izj aijug; (v —u),,,)a+ (au,v — u)q
Ou — 8t eef(u)=¢dj(u)
— (Au— fiv—u)q —e(—=,v —u)on > = >
( f, ) ( on’ Joa 2 Au=f =
. . (j(u),))eo=a
> e{(j(u), V)aa — (j(v),1an} 20.
vEKq
Comme VI, admet une solution unique, on a le résultat. A

3.2 Contrainte sur la solution sur le bord. Cas local (a=0)
3.2.5 Existence et régularité de la solution de VIp. Double obstacle sur le bord
Théoréme 3.2.5
Si u. est la solution du probleme pénalisé P, , alors
W (Q) faible H2(Q) faible

u. »u et u. —u
e—00 £—00

ot u € WH (Q) NHZ(Q) est la solution du probleme variationnel local
{ () ) it (v — 0, Do + (au,v —w)g > (f,v —w)a VV E Ko
u € Ko = {v e HY(Q) : j(v) = 0 sur 09}
satisfaisant aussi le probléme
Au=f dans Q
u%:‘—' <0 sur 09

u e WH'(Q) N H(Q) .

Preuve :
D’apreés le théoréme 3.2.1, V € € [0,00) on a les estimations

|U5|W1,p' () <C et |U5|H2(Q) <C

ot C est indépendante de ¢ et avec le théoreéme 3.2.3

(i), Don < =

ott C est une autre constante indépendante de ¢ .
En faisant tendre ¢ vers co on obtient via la réflexivité des espaces wWbhr (Q) et
H2(Q), & une sous-suite pres,
wbP" () faible H2(Q) faible

Ue Y Uso € Ue > Uoo
E—00 E£—00

et & D’aide des injections de Sobolev (n >p > %)

c°(@)
Ue Y Uoo -
£—00

Comme j est continue, on aura
(j(uso),1)aa =0
La condition sur le bord

Ou,
on

€ eB(ue)

permet d’avoir

Ou.
¢ <0
u on —

car B est croissante avec $(0) 3 0.
Le passage a la limite comme dans la démonstration du théoréme 3.2.2 assure

uoo—a-gur—? <0.
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Onaaussi V v € Kp
Z Z intégration par parties
( : ]a']uexj(v - ue)_’c;’l)ﬂ + (au€7v - U’E)Q

Oue —2ue cep(u.)=cdj(u)
- A _ _ . _ _ . . on
(Au = f,v —uc)a —&(=75 =,V ~ Uec)an Yoy

> e{(i(ue), Don — (i(v), Don} =2=2 0.

En passant 3 la limite avec ue ——— Uoo respectivement dans C°(%), WLr'(Q)
E—0OQ

faible et H2(Q) faible, on obtient V v € Ko

(Zi Ej QijUocog; (v— uoo)xi, 1)9 + (AU oo,V — Uso)a > 0
(7 (too)s 1o = 0 = uc € Ko

Aue = f dans
uw%—r‘:“ <0 sur OS2
Ueo € WIPT(Q) N H2(Q)
le résultat. A

Exemple. Double obstacle sur le bord
Soit ay > 0 > a deux constantes et
lt—a)® t>a
](t) = 0e [ag,al]
(- az)? t<az.
Alors le probléme du double obstacle
{(El > ije; (v — u),,,Da + (au,v —u)a 20 Vv € Ko
u e Ko={ve H(Q):j(u) =0sur 0Q} = {ve H'(Q):a1 Su < ag sur N}
admet une solution unique u € W1?" (Q) N H*(Q) satisfaisant le probléme

Au = f dans dans €}
ug—% <0 sur 02
u e W' (Q)n H2(Q)
A
Remarque 3.2.5
Il serait intéressant de savoir si la régularité obtenue est optimale.
A

Commentaires 3.2

En se basant sur des estimations concises et optimales obtenue dans [Brézis [5]] on peut
appliquer la méthode de continuité pour les contraintes convexes sur le bord ayant un sous-
différentiel multivoque.

Pour avoir des problemes bien posés sur le bord on est obligés de travailler en paralléle
dans HZ?(Q) et WhP (Q).

Le cas local avec le probléeme du double obstacle sur le bord est résolu avec une régularité
W1P*(Q). On pense que la régularité optimale pour ce probleme est W?2P(Q) car le sous-
différentiel de la fonction convexe j spécifique au double obstacle est univoque et lipschitzien et
dans [Brézis[5]] pour ce type de fonction on obtient une régularité W2P(Q) mais la constante
de I'estimation dépend du sous-différentiel ce qui avec notre technique ne permet pas de passer
3 la limite lorsque le paramétre ¢ dela pénalisation tend vers l'infini.

Enfin on remarque que la fonction convexe j a été supposée partout indépendante du
domaine. Il serait intéressant de développer une théorie analogue pour de telles fonctions
dépendantes du domaine, en ce cas il faudrait refaire I'approche de [Brézis[5]] avec un bon
contrdle des estimations.
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3.3 Contrainte sur le gradient. Cas non local (o> 0)
Préliminaires 3.3
Soit j: Q x R® — R une fonction telle que p.p. = € 1 et teR”

_ n
j(:c,t) = Ei,j b,’jtit]‘
avec bj; € WH(Q).
On voit que
j(z,0) convexe et j(z,0) =0,
dj(z,0) univoque et uniformément lipschitzienne :

|8j(o,t1) - aj(O,t2)l S Oletl —t2| A tl, t; € R"™ .

On suppose que 'opérateur A est de type elliptique.
Alors l'opérateur B défini par

Bu = —divdj(o, Vu) = =3 (3 bijtiz;)es
u ivdj (o, Vu) Zl_ (Zj jUz; )z
sera lipschitzien de W*P(2) dans LP(Q) :
|Bul o) < of [ulyar@ VYV vE wW2P(Q), a® > 0 constante

avec A + B de type elliptique.

Probleme 3.3
On étudie la régularité de la solution du probléme variationnel

(Au— fiv—u) >0 V vE K, feLr(), p=2
we Ko ={veH{Q): (j(o,Vv),1) < a}, a> 0 constante .

Vi,

Ce probléme admet une unique solution grace au théoréme de Lions-Stampacchia.

Observation 3.3
Si la solution du probleme

Aug = f € L(Q)(p 2 2)
{ Uug € H& (Q) N Wz’p(Q)

vérifie ug € Kq , alors ug satisfait VI, .

Dans toute la suite de cette section on supposera ug ¢ Ko, c’est-a-dire

(j(O,V’U,o),].) > o,

3.3.1 Pénalisation. Estimation a priori
Théoreme 3.3.1
Le probléme pénalisé
Au, — ¢ div 8j(o, Vu.) = f € LP(Q)
{ue e HY(Q), p>2, >0
admet une solution unique et il existe un o €]0, 00 tel que V ¢ € {0,0] ona I'estimation
|ue|za(e) < €

ot C est une constante indépendante de ¢ .
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Preuve :
Soit I’opérateur B défini par
Bu = —divdj(o,Vu) .

Comme A+ B et A sont de type elliptique alors A+¢B le sera aussi en notant que
j(z,0) est convexe p.p. T € 1, d’ou Vexistence et 'unicité de la solution (voir théoreme
1.3.1).

On a

- héoré .3.
CA1|UEIW2,1>(Q)< théoréme 1.3.1 S'Aus|p:|f—5Buelp_<_

B lipschitzien
de W2.2(Q2) dansLP ()

< Iflp+5|Buelp < < |flp+5aB |u€|W2,p(Q)

et pour ¢ < (Caa®)™!

|u l ) |.flp
stwze() = C;! —eaB
donc un choix de o sera o €]0,(Caa®)™ [ et C'= —c—:l—f_h;—g : A
A a

3.3.2 Stabilité de la solution pénalisée
Théoréme 3.3.2
Si u. est la solution du probleme pénalisé P. alors I'application
[0,0] 3 € — u, € W>P(Q) faible
est continue avec
Aug =f € LP(Q), p =2
{uo € H{(2) N w2r(Q) .

Preuve :
D’apres le théoréme 3.3.1, V ¢ € [0,0] on a l'estimation a priori
|u6|wz.p(g) <C

ot C est indépendante de ¢ et la réflexivité de Pespace W2P(2) permet d’avoir, a une
sous-suite pres, respectivement

W2P(Q) faible
— v

e—e0€[0,0]
et
whP(Q) fort
Ue >V
e—¢e0€[0,0]
en utilisant les injections de Sobolev (p > 2) .
En passant & la limite au sens des distributions (¢ = o) dans le probleme pénalisé
écrit sous la forme
Au, — e{divdj(o, Vu.) — divj(o, Vv)} = f +edivdj(o, Vv)
ue € HY () N W2P(Q)

on obtient
Av — godivdj(o, Vv) = f € LP(2), p 2> 2
{v e HY(Q)NW2r(Q)
car V w€ C§(Q)
|(divdj(o, Vu.) — div 0j(o, Vv),w)| =
[linéarité de l'opérateur divergence]
= |(div{8j(o, Ve — 03 (o, Vue)},w)| =
[intégration par parties]
=|({8j(0, Vue) — 85 (0, V) }.Vw, 1)[ <
[inégalité de Holder]
< |aj(0,VUe) - 6j(O,VU)|2 lwlyé(a) <
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[8j est uniformément lipschitzienne de constante a |

<o Iue—vlyé(n) |w|H5(n) ———’E_,SO 0

en notant que la suite u. converge vers e, dans W1P(Q) fort lorsque ¢ tend vers €o.
Du fait de I'unicité de la solution du probleme

Au., — €0divdj(o, Vue,) = f € LP(Q), p>2,e>0
Ue, € HA(Q)NW2P(Q) .

on obtient v = ue, - A

3.3.3 Continuité de la contrainte

Théoréme 3.3.3
Si u, est la solution du probleme pénalisé P, alors I'application

0,6] 32— (i(o, Vu,), 1)
est continue et décroissante. De plus on a I'estimation
(i(o, Vu,),1) < Ce™*
oli C est une constante indépendante de ¢ € [0,0] . A

Preuve :

On a

(0, Vue), 1) = (3(0, Vreo),s I <
[conversion en norme L1(Q)]

< lj(o,Vue) —j(o’vuio)lLl(Q) <
[j est convexe]

< 105(0, Vtey)- V(e — )| V 185(0, Vite). V(e = tieo )1 <
[on a |uVvly <2|uli V|v|y pour u, vE LY(Q)]
< 2(]05(0, Vo2 Jue — “60'}13(9)) V (185 (0, Vue)l2 fue = uiolHé(Q)) <
[ max{\a, \b} = Amax{a,b} lorsque g, b, A>0]
< 2(]18j5(0, Vgl V |07 (0, Vue)l2) [ue — u:olHé(g) <

[8j uniformément lipschitzienne de constante o’ ]

< O‘J(luso‘Hé(Q) v l“r:IH(l)(Q)) |lue — “eo|Hé(n) '—:0——)0
car le théoréme précédent assure via les injections de Sobolev (p > 2)
whr(Q) fort

? Uey >

e—reo€0,0]
donc lapplication en question est continue.
Soit €1 > €2 .
Une soustraction des problemes
Au,, —e1divdj(o,Vue,) = f, ue, € H} (D)
Au,, — e2divj(o,Vue,) = f, te, € H} ()
conduit &
Alue, — te,) — €1 div 0j(o,Ver) + ez div 8j(0,Vue,) =0
ou sous une autre forme
A(ue, — Uey) — €2 div(8j (o, Vue,) — 9j(o, Vu,,)) — (€1 — €2) div 95 (o, Vue,)=0.
Une multiplication par u, — ue, permet d’avoir
(Au€1 — Uey, Uey — uez) + 52(— div(aj(o’ vuil) - aj(O, Vuez)), uel)uiz)z
=(e1 — €2)(div 85(0, Ve, ), e, — Ue,)
ou
(Au€1 — Ueyy Uey — u€2) 2

[A elliptique]

2
> aalue, — usleé(Q) 3
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(— div(85(0, Vue, ) — 95 (o, Vie,), Ue, — Uey) =
[intégration par parties]
> ({9j(0, Vue,) — 8(0, Ve, ) }(Vue, = Vuey), 1) >
[j convexe et §j monotone]
20

(div 85 (0, Ve, ), Ue;, — Uey) =
[intégration par parties
= (87(0, Vte, ), Uey — Uey) =
[j convexe]
> (j (0, Vte,) — 5(05 Vtey ), 1) .
Dans ces conditions ’égalité
(Ate, — Uegs Uy — Uez) + e2(— div(dj(0, Ve, ) — 8j(0, Vuey)), the, )Ues)

(61 — €2)(div 07 (0, Viue, ), Ue, — Uey)
devient avec €1 > €2
(51 - 52)(j(°3vu€2)a 1) - (j(oa vué?l)’ 1) 204 |u€1 - uizleé(Q) 2 0
donc on a obtenu aussi la décroissance.
En multipliant ’équation Au. + dj(o,u.) = f par u. on obtient
(Aue,ue) +e(—div dj(o, Vue),ue) = (f,ue) -
Mais
_ . 2
(Aueaue) = (Zi,j QijUer;Uex;, 1) 2> A elliptique 2 aa I Ue lHé(Q)

(—div 85 (o, Vue), ue) (07(0, Vue).Vue, 1) 2

intégration par parties

> (4o, Vue), 1) 2

0

320
<Cp |f|2 |ue|H(1)(Q)

— j(zx,0) convexe p.p.

(f?ue) < <|fl lus|2 <

Holder — Poincaré
d’ou en combinant

|u¢|2 <Cp |ue|H(1,(Q) < CPO‘ZI |f|2
et Ve>0

(j(o, Vue), 1) < %(f, ue) < éC'paZI \f12

. . 12
ce qu’on voulait montrer s1 on pose C = Cpaj’ Ifl5 -

3.3.4 Existence, unicité et régularité de la solution du probleme pénalisé

Théoréeme 3.3.4

Si a € [(i(o, Vs ), 1), (i(o, Vuo), 1)[ , il existe un ¢ €]0,0] tel que
Au, — e div 8j(o, Vu,) = f € LP(Q)
u, € W2P(Q) NK, .

De plus u. vérifie Vi, .
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Preuve :
D’aprés les théorémes 3.3.2 et 3.3.3, I’application
[0,0] 3 & — (§(0, Vue), 1)
est continue et décroissante avec

. . voir observation 3.3 . .
(_](O,V’u,e),].) T(](O,VUO),].) > wo& Ko > (](O,VUU)al) T(y(o,Vue),l) .

Par continuité on trouve un ¢ €)0,0] dépendant de « tel que
(j(o,Vue),1) = a .
Posons u = ue.
Alors V e € Ko ={v e HY(Q): (j(o,Vv),1) < a} ona
(Au— f,v—u)= e(divaj(o, Vu),v —u) = (0j(0, Vu).(Vu — Vv),1) >
~ j(z,0) convexe p.p. €N Z 6{(j(0’vu)’ 1) B (j(o’vv), 1)} -

= efa = (j(o, Vv), 1)} 20

donc w vérifie VI, .

De plus, u sera l'unique solution de ce probléeme d’apres le théoréme de Lions-Stam-
pacchia (voir lemme 2.1.2). A

Optimalité
Le théoreme 3.3.4 montre que VI, admet une solution u € W2P(Q) N Hy ()
V a € [(j(e, Vo), 1), (i(0; Vo), 1)I -
On conclut via 'observation 3.3 que VI, admet une solution u € W2P(Q)NHS ()
V a € [(j(o, Vue),1), 400 -
A

3.3 Contrainte sur le gradient. Cas local (a = 0)
3.3.5 Existence, unicité et régularité de la solution du VI,

Double obstacle et capacité
Théoréme 3.3.5
Soit Bu = — div dj(o, Vu) avec j(x,0) une forme quadratique dégénérée p.p. X € Q.
On suppose que le probleme pénalisé
Au, — e div 9j(o, Vu,) =f € LP(Q)(p = 2)
{ u, € HY(Q) N W2p(Q)
admet une solution.
Si il existe une constante C indépendante de ¢ telle que

|“€|w2,v(n) <C

alors
WP (Q) faible
—u

u. 7 Yoo
e—00

oll Uy, Vérifie le probleme variationnel

(Au—f,v—u) >0 VY ve Ko, felP(Q), p>2
ueKo={veHQ): jlo,Vv)=0 pp. Q} .
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Preuve :
L’estimation

|uel Ww2.r(Q) <C

permet d’avoir via la réflexivité de I’espace W2P(Q)

W2P(Q) faible
Ue —rw
£—r00

et encore

wbHP(Q) fort
Ue > w
£—r00

grace aux injections de Sobolev.
L’équation pénalisée
Au, — edivdj(o, Vue) = f
devient l'inégalité V ve€ Ko, V € >0 :
(Aue — f,v —ue) = e(divdj(o, Vue),v — ue) =
= ¢(8j(0, Vue). V(e = v),1) 2 e >
: : vEKo
> 5{(](°’vu€)’ 1) - (](O,Vv), 1)} G(o.va),1)=0

=€(j(o,Vue),1) 2 >0.
(o, Vue), 1) 2 (2,020 p.p. 2EX

WP (Q) fort

En passant 2 la limite (u. —»w) respectivement dans

s de )
{(Aug —fiv—u) >0

ue € H{(Q)NW?P(Q) V vE Ko, V >0

et
{ %(Aus — fiv—ue) 2 (j(o,Vus), 1) — (j(o,Vw), 1)+ (j(o,Vw), 1)
ue € HY(Q)NW?P(Q) V v e Ko, V >0
on obtient V v € Ko
{(Aw—f,v—w)_>_0
w € WZ,p(Q) N I\’o

puisque

|(divdj (o, Vu) — div dj(o, Vv), w)]

|(div{85 (0, Vue — 85 (0, Vo) }, )
({85 (0, V) — 8j (0, Vv)}.Vw, 1)
< [tz

18§ (0, Vue) — 8 (0, Vo), 1wl g1 (a)

raj est unif. lipschitz. de cte a-j—————) <

o Jue — leé(n) |w|H3(9) —?—_')_50_)0

‘intégration par parti(s;s}*

car on a vu que U, COnverge Vers uUe, dans W1?(Q) fort lorsque ¢ tend vers €o -
Du fait de I'unicité de la solution de ce probleme w = too . A

Exemple. Double obstacle

Sous réserve des estimations exigées par le théoréme précédent on pose les problémes
suivants :

Double obstacle
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Soit
i) = di(z,1), @€, t=(,...;tn)
=1
. (ti —%i(2))* i > ¥i(2)
ji(z,t) =4 0 t; € [pi(z), ¥i(z)]
(ti — pi(2))? i <wil@)
P Y€ Wl,oo(Q’Rn)a Y= (‘Pi)lﬁisnv Y= (wi)lsiSn’ ;i <0< Yi PP dans €2 .
On aura
Ko ={ve H)(®): j(0,Vv)=0}=
={v € Hy(Q): pi <vg <¥Pi P-P- dans Q, i € {1,n}}
¢’est-a-dire un probleme d’obstacle bilatéral pour le gradient. A

3.3 Contrainte sur le gradient. Cas non local (a>0)
»Short way”. Multiplicateurs de Lagrange

3.3.6 Le probleme variationnel VI, équivaut a une équation fonctionnelle

Théoréme 3.3.6

On suppose que l'opérateur de type elliptique A est symétrique et I'opérateur B de la forme
Bu = — div dj(o, Vu) est lipschitzien oul p.p. x € Q, j(x,0) € CH(R") convexe et i(x,0) =0
comme aux préliminaires 3.3 .

Le probleme variationnel Vl, avec f e H7'(Q) admet une solution unique u® € HY(Q) et
il existe une constante £, > 0 telle que

{Aua + eadi(0,u®) = f € HH(Q)
u* e K, .

Si (j(o,u*),1) < , alors e = 0. A

Preuve :

Comme l'opérateur A est lipschitzien et elliptique , B lipschitzien, Ko non-vide
et convexe, d’apres le théoreme de Lions-Stampacchia le probleme variationnel VI, avec
f € H™'(Q) admet une solution unique u® € H(Q) .

Dans ces conditions le probleme de minimisation

J(u®) = vleana J(v)
admet une solution unique ou J est la fonctionnelle
1
J(v): a(Av,U)—(f,U) v UEHé(Q)
agissant sur ’ensemble convexe et non-vide des contraintes
K,={veX: F(v) >0}
avec F(v)=a— (j(o,Vv),1), X = H)(Q) .

Les dérivées au sens Gateaux des fonctionnelles J et F seront données respective-

ment par
(J'(w),v) = lim J(w +ev) = J(w) ————(Aw - f,v) V v e Hy(Q)
z¢—>>g I A symétrique
et
(F(w),v) = lim T2 5”6) = Flw) e CDOP 28 (4 givdj(o, Vu)v) ¥ v € Ho() -
e 7 unif. convexe

e>0
On voit que si w € 0K, alors
3(0,0)=0

(F'(w),w) — —(aj(o,Vw).Vw, 1) —<_ )élément saturé de Ka ——a<0

donc F' #0 sur 0K, .

< —(j(O, Vw)’ 1

j unif. convexe wEOKa
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Le théoreme de Lagrange (voir lemme 3.1.1) avec
1 .
J(v) = 5(Av,0) = (£,v), F(v) = a = (j(o,Vv),1)
X =Hy(Q), S=Ka

assure lexistence d'un e, € R tel que
J'(u®) = eoF'(u®)
c’est-a-dire
Au® — e divdj(o,Vu®) = f .
Vérifions que €4 > 0 si u® € 0K, .
En multipliant ’équation
Au® — f = g4 divdj(o, Vu?)
par eq(v — u®), v € Ko, on obtient
ea(Au® — fiv —u®) = g2 (—divdj(o, Vu®),u® — v)

intégration par parties

> e2{(j(o, Vu®),1) = (4o, V0), 1)}

j convexe u* €Ky

>0

€2 (87(0, Vu®).V(u® —v),1) 2

o= (i(0, Vo), 1)} 2 ===

d’olt T'on tire eq4 > 0 puisque (Au® — f,v—u®) >0 Vve K.
Si u® est un élément non-saturé de K, , alors €q = 0 et u® coincide avec la solution
du probléme de Dirichlet

{Au=f€ L (Q)(p = 2)
u€ H{(Q) .

3.3.7 Régularité de la solution de ’équation fonctionnelle et de VI,

Théoréme 3.3.7

Si I'opérateur A + B est de type elliptique et A symétrique, alors le probleme variationnel
VI, admet une solution unique u® € H(®) N W2r(Q) . A

Preuve :
D’aprés le théoreme précédent, u® est solution du probleme
{Au"‘ — £ divdj(o,Vu®) = f € LP(Q)(p 2 2)
u® € H} (), ea 2 0.

On observe que si A + B est de type elliptique, alors A+ &4 B le sera aussi donc le

probléeme de Dirichlet
{Au" +eqBu® = f € LP(Q)(p = 2)
u® € Hy(Q)

aura une solution unique u® € H(Q) N W2P(Q) (voir théoreme 1.3.1). A

Commentaires 3.3 _

Cette section traite les perturbations variationnelles avec une contrainte convexe sur le
gradient.

Les estimations nécessaires 3 la méthode de continuité sont restreintes dans un intervalle
borné pour le paramétre o a cause de la difficulté de contrdler la constante du théoréme 1.3.1
et on obtient I'existence d’une solution unique dans w2r(Q) .

Un argument basé sur les multiplicateurs de Lagrange permet d'obtenir la régularité
W2P(Q) pour tout a >0 mais avec j plus réguliére.

Le cas du double obstacle pour le gradient est seulement posé sans traitement car on
ne dispose pas d'une estimation uniforme avec le paramétre ¢ de la pénalisation allant jusqu'a
I'infini et les multiplicateurs de Lagrange ne sont pas appliquables en ce cas.

Des résultats d'existence et de régularité pour le probléme de I'obstacle sur le module du
gradient, en particulier le probleme de la torsion elasto-plastique, sont obtenus dans [Brézis[3]]
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et [Williams, G. H.]. La régularité naturelle de la solution de ces problemes (avec la donnée
feLP(Q))est ue WP(Q).

On peut poser le probleme non local pour le gradient avec une fonction convexe plus
générale mais un ce cas le probléme pénalisé sera quasilinéaire et il faudrait déja assurer une
régularité W2?(Q) de la solution pénalisée avec un bon contrdle de I'estimation, ce qui promet
d’étre difficile.
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Quatriéme ordre
3.4 Contrainte sur opérateur. Cas non local (a > 0)

Préliminaires 3.4
L'opérateur A et le domaine Q) seront tels que le théoréme 1.3.1 s’applique :

|U|Wk+2,p(9) < Cf{’ IAu|Wk,,,(Q) VueWhr(Q)n Hy(Q)

avec C’fip une constante indépendante de u ot l'on exigera selon les situations k =1 ou
k=2 .
Soit j: R +— R4 une fonction positive telle que p.p. T € Q
j(0)=0
j convexe et propre

dj est univoque et lipschitzienne.

On a besoin du lemme suivant :
Lemme 3.4.1
Soit 1g la fonction identique sur R.
L’application 1g +¢0j est inversible et ¥ u € WH?(Q) on a
{1r +¢085} ' (u) € WHP(Q)
avec 'estimation
l{lR + 58j}—1(u)lwl,p(ﬂ) < |UIW1,p(Q)
A

Preuve :
Selon le lemme 1.4.2 (1g+97)”! est une contraction ayant la dérivée comprise dans

I'intervalle [0,1] d’ou le résultat.
Probleme 3.4
On s’intéresse & l'existence, & l'unicité et a la régularité de la solution du probleme

variationnel
(Au, Av — Au) > (f,v —u) V v € Ka, felLr(), p>n VI
ue Ko ={ve H(Q)NHXQ): (§(Av),1) < a} a > 0 constante . o

VAN
Observation 3.4
Soit up € W4?(Q) la solution du probleme
A*AUQ = f € LP(Q)
ug € H&(Q) ) AUO .
Si ug € Ko , il est facile de voir que uo vérifie VI, .
Dans toute la suite de cette section on suppose uo ¢ Ko, C’est-a-dire
(j(Aug), 1) > a .
On note avec u, la solution du probléeme de Dirichlet
A*u, = f € LP(Q)(p > n)
u, € HA Q) NW2P(Q)
ou A* est’adjoint de A. A

3.4.1 Pénalisation. Estimation a priori
Théoréeme 3.4.1
Le probléme pénalisé
{A*Aus +eA*Oj(Au,) =f € LP(R), p>n, >0 P
u. € H(R) > Au, ¢
admet une solution unique u. € W3P(Q) avec I'estimation

luz-:'WJ,p(g) <C

ot C est une constante indépendante de ¢ . A
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Preuve :
Comme

A*(Au, +edj(Aue)) = f = Aux
Au, + €8j(Aue) € Hy(Q) 3 us

on aura par unicité

Au, +c0j(Aue) = us
ue € HY(Q) 2 Au,

donc il suffit de résoudre ce probleme.
D’apreés le lemme 3.4.1 on peut extraire Au. :

{Aue = (1p + £05)~ (us) € WHP(9)
ue € HY (D)

et selon le théoreme 1.3.1 u. € W*P(Q) sera I'unique solution de ce probleme de Dirichlet.
On a aussi ’estimation (via le théoreme 1.3.1 et le lemme 3.4.1)

luslw&P(Q) _<_ C lAu€|W1,P(Q) S C l(lR + 5aj)—1(u*)|wl,p(g) S Cc |u*|W1»P(Q)

avec C une constante indépendante de €.

A
3.4.2 Stabilité de la solution pénalisée
Théoréme 3.4.2
Si u. est la solution du probleme pénalisé P. alors I'application
[0,00] 3 ¢ —> u. € W3P(Q) faible
est continue avec Up, U solutions des problémes
A*Aug = f (Auco, Av — Au) i>_(f,v—2uc,o) _Vve Ko
{AuoeH})(Q)auo uooeKlI:{VeHo( )N HE(Q) : j(o, Av) = 0}
Uoo € Hy(Q) > Aucs .
A

Preuve :
Soit &o € [0,00] .
L’estimation a priori du théoreme précédent
|U5|W3,p(g) <C
permet d’avoir via la réflexivité de W32(Q), & une sous-suite pres,
W3P(Q) faible

Ue > W
e—eo€[0,00]

et encore
c%(Q)

Ue — W
E—EQ

en utilisant les injections de Sobolev (p > n) . Il reste a trouver w .
On distingue les situations suivantes :
l.eo € [0, OO) .
En passant & la limite au sens des distributions dans le probléme pénalisé avec dj(z,0)
continue p.p. = € £, on obtient

A*Aw + g0 A*3j(Aw) = f
Aw € H} () 5w
d’ott w = ue, du fait de I'unicité de la solution du probléme pénalisé .
2. Eg = OO .
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Si veKyg,ona
(Aug, Av — Au.) — (f,v —ue)

Au,., v—u EH}(Q)

= (A" Au, — f,v— Ue)

voir le probléeme pénalisé
8j(Aue)EHg(S)
we—vEHL(R)
= ¢(0j(Aue), Aue — Av) 2> >

—  j(z,0) convexe p.p. TEQ
(j(Av),1)=0
vEKo

= e(A*9j(Au.), ue — v)

> e(j(Aue) — (Av), 1)

c*(@)

En passant & la limite (ve —— w) avec j(z,0) continue p.p. € Q dans
E—OQ

(Aug, Av — Au) — (fLv —ue) 2 e(j(Aue),1) >0
{ue € HL(Q) 3 Aue, V v € Ko
on obtient
(Aw, Av — Aw) — (f,v —w) 20 V v € Ko
(j(Aw),1) = 0 => j(Aw) =0 == w € Ko
w € HY(Q) 3 Aw

et il suffit de poser w = U -

L’unicité de la solution de ce probléme résulte de la théorie des inéquations variati

nelles.

3.4.3 Continuité de la contrainte
Théoréme 3.4.3
Soit u. la solution du probleme pénalisé P. .
Alors 'application
[0, 0] 3 £ — (i(Au;),1)
est continue.

Preuve :
D’apres le théoréme 3.4.2 et les injections de Sobolev
c*@)
Ue > Uey
E—¥EQ

d’ott successivement (j continue)

J(Aue) e reo — j(Aue,)
(7(Auc),1) —(j(Aue,),1)

E—EQ

co(9)

puisque l'intégrale transforme la convergence uniforme en convergence.

3.4.4 Existence, unicité et régularité de la solution de VI,
Théoréme 3.4.4
Il existe un ¢ > 0 tel que
A*Au, + cA*di(Au.) = f € LP(Q)(p > n)
{u€ € H}(Q) 2 Au,, u. € Kq NW3P(Q) .

De plus u. est I'unique solution de Vig . .

(j(Aue), 1) > =Z==2>0.

on-

A
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Preuve :
Les théorémes 3.4.2 et 3.4.3 montrent que Tapplication
[0,00] 2 £ — (j(Auc),1) €R
est continue et ’on a
(j(Aue),1) — —+(j(Auo), 1) > a (uo ¢ Kqo voir obs. 3.4)
&
(7(Au.),1) —(j(Atoo), 1) = 0 (teo € Ko)
E—0Q
et par continuité on trouve un € > 0 tel que
(7(Aue), )=«
Cest-d-dire u, € Ko NWP(Q) .
Posons u, = u € Ko . Pour v € K, ona
Au, Av — Au) — - A*Au — -
( U, AV u) (f’ v u) Au, v—uGHé(Q)( u f,U u) voir pb. pénalisé
e(A*07(Au),u —v e(07(Au), Au — Av) > >
( J( )’ ) aj(Au)eHé(Q) ( J( )’ )— j(z,0) convexe p-p.z€Q -
K. . u élément saturé de K
e(i(Au) — j(Av), 1) > === = >0
(i(Au) =3 (A0). 1) 2 (j(Av), 1) <a=(j(Au),1) -
donc u est une solution de VI, vérifiant aussi le probléeme explicite :
A*Au+ cA*8j(Au) = f € LP(Q), p>n, € >0
Au € HY(Q) > u e W3P(Q)
(J(Au),1) = o .
JAN

3.4 Quatriéme ordre. Contrainte sur Popérateur . Cas local (a = 0)
3.4.5 Existence, unicité et régularité de la solution de Vlp .
Double obstacle
Soient les fonctions obstacle 1, 2 € W2P(Q) telles que
02 <0<y sur 90
{Lpg <0<¢; p.p dansQ.
On introduit la fonction
j: OxR— Ry
telle que
(t —pi(2))* t>pi(2)
t € [p2(2), p1(2)]
Lt —g2(2))® t<pa2)
ayant le sous-différentiel par rapport at:
t—pi(z) t>¢(2)
aj(m’t) =40 te [992(:”)’ p1(z)]
t—pa(z) t<p2z)-

(e T T

j(z,t) =

Théoréme 3.4.5
Si u, est la solution du probleme pénalisé P. alors
WP (Q) faible
_

&€ 7 ¥oo
E£—00

oll Uoo € W3P(R) est l'unique solution du probleme a double obstacle pour 'opérateur A:
(Augo, Av — Augo) > (f,v — U) V e€Ko
Uoo € Ko = {v € HY(Q) N HX(Q) = (i(o,Av),1) =0}
={ve H Q)N H2(Q) : j(o,Av) =0 p.p. 0}
= {v e HI(Q) NHY(Q) : 2 <AV < o1 pp. O}
Uso € HY(R) 3 Aug -
Soit u, comme a I'observation 3.4.



Perturbations variationnelles
Quatrieme oxrdre. Contrainte sur 1’opérateur . Cas non local (a>0)
4.5 Existence, unicité et régularité de la solution de VIp . Double obstacle

www
[l

189

Si dj(o,us) € W2e(Q) , alors le probleme variationnel V1, admet une solution unique U, €
wWhr(Q) . A

Preuve :

On observe que pour tout € >0 ona
€
1 i(0,1g)) ™! = Ir — — 05 (0,1
(1R + €835 (0, 1r)) = 70i(% 18) ()

puisqu’on peut toujours extraire ¢ de ’équation t+€dj(o,t) =s :
Si t € [p1,p2] ona t=s, 8j(0,t) =0 donc (%) est vrai.
Si t & [p1,p2) on a t+edj(o,t) =t+ e(t — i) = s si et seulement si t =
£

(s — @i) =s— z50i(0,5) -

Dans ces conditions la démonstration du théoreme 3.4.2 révisée devient :

S—

Comme
A*(Au, +€8j(0, Aue)) = f = AMus
Au, + €05 (0, Auc) € Hg() 3 ux

on aura par unicité

Aue + €05 (0, Aue) = ux
ue € HY () 3 Au,

donc il suffit de résoudre ce probleme.

Mais on peut extraire Au. puisque Papplication 1lg + 9j(z,1r) est inversible p.p.
z € Q et avec 9j(z,0) lipschitzienne p.p. z € Q) on aura

Au, = (1 + €05 (0, 1)) ™ () = 1 — ;fr—laj(o,u*) e WhP(Q)
d’out le théoréme 1.3.1 assure u, € WHP(Q) et
luelysry < 4 1Atelyini) < Ci (furl ey + i_l 107 (0, ue)l e () <
< C,}&p(lu*|wlyp(9) + |3j(0,u*)lwl,p(9))
donc
|us|W3,p(Q) <C

avec C une constante indépendante de ¢ .
Lorsque 07(0,us) € W2?(Q) a l'aide du méme théoreme 1.3.1 on a

€ :
luelpar(a) < szp |Ate|pp2p(a) < C,zap(|”*|w2,p(n) + et 1 |aJ(°7“*)|w2,p(n)) <

< C¥(luslwanay + 187 (0, us)lw2.p ()
c’est-a-dire
|us|w4,p(9) <C
avec C une autre constante indépendante de ¢ .

Ensuite la théorie développée jusque la s’applique avec W3P(Q) et WHP(2) comme
espaces ambiants de u. et on aura respectivement uc € W3P(Q) et uco € waP(Q). A

Remarque 3.4.5

Le cas du probléme & double obstacle avec @1, @2 constantes, f € LP(Q) est traité
dans [Brézis et Stampacchia [2]] ot Uon obtient la régularité u. € W3P(Q). Le cas non-
local ainsi que la situation Uco € W4HP(Q) ne sont pas abordés.

A
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Commentaires 3.4

C'est le commencement du traitement des inéquations variationnelles du quatriéme ordre.

Nous donnons une version non locale 3 une approche dans [Brézis[2]] du probleme du
double obstacle pour un opérateur du deuxieme ordre A avec des obstacles constants.

La méthode de continuité développée jusque la s'applique d'une maniere naturelle car
la pénalisation est facile 3 manier et on dispose des estimations explicites et indépendantes du
paramétre.

On arrive 3 capter aussi le cas non local avec un particulier le probléeme du double obstacle
pour I'opérateur A avec des obstacles non constants.

La régularité naturelle pour ces problemes est W?3P(Q) mais on met en évidence la
situation suivante : si la solution u, € H3() de I'équation A*u, = f satisfait la condition
réalisable 0j(u,) € W2P(2) ol Jj estle sous-différentiel de la fonction convexe qui contrdle

la perturbation variationnelle, alors on a une régularité W*P(Q) pour le probleme local et non
local. A
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3.5 Quatriéme ordre. Contrainte sur la solution

3.5.1 Pénalisation. Estimation a priori
Préliminaires 3.5
Soient les fonctions obstacle 1¥; € W2?(Q) telles que
P1 < 0 < 1y sur 0, ¢y < g pp. L, Ay S0 Ay p.p- .

Pour P’obstacle unilatéral on peut travailler aussi avec la fonction obstacle ¥; €

W2Pr(Q) telle que
1 < 0 sur 8Q, Ay € L=(09), A* Ay, € LP(Q) .

La fonction bornée et continue §: R — R4 satisfait B(t) = 0Vt < 0 et soit ]
la fonction positive, convexe et propre telle que 95 = B et j(0)=0. On voit que j est
croissante, lipschitzienne et j(t) =0Vt <0.

Dans toute la suite on note ¢+ = max{t,0}, t~ = max{—t,0} .

A

Probleme 3.5
On s'intéresse & Pexistence, a l'unicité et a la régularité de la solution du probleme

variationnel
(Au,Av — Au) > (f,v—u) V veEK VI
we K ={veH(QNH (Q): $2 > v 21 p-p- Q}
lorsque f € LP(Q)(p >2) .
Nous allons montrer que u € W?(£) .
Pour le probléeme de I'obstacle unilatéral on montre que le probleme variationnel

(Au, Av — Au) > (f,v —u) ¥ ve K VI
we K, ={ve HY{(Q) NH*Q): v=1pp 0} !
admet une solution unique u € W??(Q) . A

3.5.1 Pénalisation. Estimation a priori
Théoréme 3.5.1
Soit f € LP(Q)(p >2).
Le probléme pénalisé P.
A*Au, — ef(1 — ue)(Aug — Apy)™ + eB(u. — P2)(Aue — Apy)t =f dans Q

u. € H3(Q)
Au. =0 sur O
u. =0 sur 990

admet une solution unique telle que u. € WHP(Q) avec les estimations
|Ue|wz,p(9) <Cet lAu€|LP(Q) <C

ot C est une constante indépendante de ¢, 3, ¥1, ¥2 - A

Preuve :
Soit le convexe

K={velLl(Q): |l <a}
ou a > 0 sera fixé ultérieurement.
On introduit 'application
v € LP(Q) —= Tv € LP(Q)

qui associe & chaque v € LP(Q) P'unique solution du probléme
A*ATv — ef(p1 — v)(ATv — A1)+
+ef(v — o)(ATv — Ap)t = f € LP(Q)(p > 2) dans(}

Tv € H3(Q)
ATv =0 sur 02
Tv=0 sur 0F) .

Nous montrons que l’application T' est bien définie.
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Pour cela on note
Bu(o,) = —eB(r — v)(t — Atbr)™ +eB(v — o)t — Ava)*
et on observe que
Bl - < —e Bl (t = A1) +0 < Bel0,8) S OBl (t = Ave)T e lBloott
d’aprés la croissance de 'application # +— tt.
En particulier Be(z, o) est uniformément lipschitzienne :
1Be(0,t)] < €1Bls 2]

pour tout t € R.
Soit le probleme

A*u+ Be(o,u) = f
u € HY{(Q) .

Le théoréme 1.3.1 assure lexistence d’une solution unique u € W2P(Q) car fe(z,0)
est croissante et B:(0,0) =0 ( par hypothese (—AyY)” =0= (—Aspy)t dans Q).

On observe aussi que

(A*u— f,9) <0 Ve Hy(Q) telle que up > 0
et le théoréme 1.2.2 assure
lul, < Cflp

ou C est indépendante de u et S .

On conclut que ATv = u € W?P(Q) avec Tv € H(Q) et selon le théoreme 1.3.1
on aura Tv € W*?(Q).

De plus on a l’estimation
|ATv|, < C|fl,
avec C indépendante de v et €.
Nous montrons que

1.T est contractivel: T(K) C K pour un o bien choisi,

2. T est|continue],

3. T est |compacte].

En effet,
1. On peut poser a = C|f], .
2. Soit (vn)e>o une suite telle que
LP () fort

Un >
n—o0

Dans la suite C dénote une constante indépendante de v, vn .

Par soustraction
A*A(Tv, — Tv) = Be(o,v) — Be(0,vn)
Tv, — Tv € H}(Q)
d’ott avec la nature lipschitzienne de (. le théoréme 1.3.1 assure ( ATv, — ATv € H5(Q) )
|ATv, — ATv|w2r(0) < C|B:(0,v) — Be(o,vn)|p L eC 18] oo 1V — vlLP(Q)
et encore une fois le méme théoréme 1.3.1 donne (Tv, —Tv e H}(Q))
lTUn - TUIW‘%P(Q) < C|ATUn - ATUlWQ,P(Q) < Clﬂe(oyv) - ﬂs(oavn)lp <
< eC1Blo lvn — vlLP(Q)

avec C indépendante de vn, v .
On conclut que

Tv, — Tv

donc T sera continue.
3. Comme l'injection

LP(Q) fort

WP (Q) fort
0 et Tv, —Tv
n—oo n—oo

—0

WhP(Q)——LP(Q)
est compacte si p > 2, T sera compacte.
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Le théoréme de point fixe de Schauder donne une fonction u. € W4P(Q) N Hy(Q)
telle que

Tu:, = ue
C’est-a-dire une solution du probleme P .
De plus on a les estimations (voir théoreme 1.3.1)

‘Auelp < lelp et |u€lW2yP(Q) < C|f|p
avec C indépendante de ¢, 8, ¥1, Y2 . A

Remarque 3.5.1
Dans le cas de I’obstacle unilatéral, ’hypothese Apy <0 p.p. Q peut étre remplacée
par Ay € L®(0Q), A*AyY: € LP(Q) pour avoir toujours les estimations

lue|w2m(n) <C et IAus|Lp(Q) <C
ot u. est la solution du probléme pénalisé Q-

A* Au, — eB(th1 — ue)(Aue — Ar)” = f € LP(Q)(p>2) dans

u. € H3(Q)
Au, =0 sur 00
ue =0 sur OQ) .
A
Preuve :

En effet, on montre comme dans la démonstration du théoréme 3.5.1 que le probleme
pénalisé admet une solution unique u. € W4P(Q) avec la seule différence qu’on peut écrire

A* A(ue — 1) — eB(¥1 — ue)(Aue — AP1)” = f = A* Ay, € LP(Q)(p > 2) dans Q2

A(ue — 1) = — A sur 0f)
et 'on a

(A*A(ue — 1) — (f — A*Ay),¢) V ¥ € Hy(Q) telle que YA(ue — Y1) >0
avec A(us — 1) = —Ah; € L=(0Q) et le théoréme 1.2.2 assure
|A(u€ - ¢1)|LP(Q) < C;:l lfle(Q) + |QI; IA'vblle(aQ)
d’ou
IAU'€|LP(Q) S |A¢1ILP(Q) + C;;‘ lf'LP(Q) + IQIF |A1/)1 |L°°(BQ)
et via le théoréme 1.3.1
I“e|w2,p(9) <C .

Ensuite on développe la méme théorie que pour le double obstacle. A

3.5.2 Passage i la limite et existence
Théoréme 3.5.2

Si u, est la solution du probleme pénalisé P, alors u. converge vers u dans W2r(Q) faible
quand ¢ tend vers 0 oul u € WP(Q) est l'unique solution de VI. A

Preuve :
L’estimation a priori du théoréme précédent
|u£|W2,p(Q) < C
permet (réflexivité), & une sous-suite pres,
W2P(Q) faible "

Ug >
£—00
et encore
wbhr(Q) fort
Uge > U
o Jo o]

en utilisant les injections de Sobolev. Il reste a trouver u .
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On observe que Vv € K on a

Au.. Av — Au.) — v —u intégrations par parties A* Au. — v —1u.) =
(e, ) = (fro =) = @ A (A" Auc = frv = ue)

= e(—(Aue — A1) A1 — ue),ue = v)+
b e((Aue — Aba)* Blue = o), ue — v) TZES
= e((Aue — A1), 85(1 — ue){(¥1 — ue) = (1 — )+
b e((Aue — Apa)*t 05(ue — ) {(ue — 2) — (v — 2)}) 2 B >
> e((Aue — Ar) (%1 — e) — j($1 — v))+
+e((Aue — Apa)t, 5 (ue — w2) = (v — ¥2))

P1<v<y2 p-p @
j(t)=0 V t<0
- . : >0
— e((Aue — 1) 755 (r — ue)) + e((Aue = ¥2)7,5(ue — $2)) 2 I=—>0
et aprés un réarrangement :
(Av, Av — Au.) — (f,v —ue) 2 (Av — Au,, Av — Aue)+
+ 5((Au€ - A¢l)—,j(¢l - ue)) + 5((Aus - A¢2)+7j(ue - ¢2)) Z
> e((Aue — A1), j($1 — ue)) +e((Auve — )T, 5(ue = $2)) 2 0.
Le passage & la limite avec
W2P(Q) faible

Uge yu et ue
E— OO £—>00

donne u € HY(Q)NW2P(Q) et VveEK
(Av, Av — Au) — (f,o —u) 20 .
Mais Vt€[0,1] ona u+t(v—u) € K car K est convexe donc
(Au + t(v — u), Av — Au) — (f,v —u)>0
et en faisant tendre t vers 0

(Au,Av—Au)—(f,v—u)ZOVUEK .

whP(Q) fort
—> U

De l'inégalité

(Aus,AU - Aue) - (f,v - Ue) 2> 5((Aus - Ad)l)_,j(% - ue)) +5((Aue - A¢2)+7j(u€ - ¢2))

on tire (j est lipschitzienne et j(t) =0Vt <0, d1 <0< py sur AQ)
(Ausa Av — Aue) - (f,'U - ’U,e) Z
> e((Aue — )i — 0e)) + (A = Ab)* (e = ) 2 =2

intégration par parties

> e(A(ue — $1), (%1 — ue)) + e(Alue = ¥2), 5 (ue = ¥2)) §(¥1—ue) EHL(R)D5(ue —2)

= E(E a,-j(v,bl — ue)x,.(t,ln - Ue):c_,- ’ a](¢'l - ue))+

A elliptique

+ 6(2 aij(ue - 17[)2)1‘,'(”6 - l/)2)1'j’aj(u€ - ¢2)) 2 2
,J

— j croissante

> caa(|V (W1 — ue)?, 05 (W1 — ue)) + caa(|V(ue = ¥2)|*, 0j(ue — ¥2)) =

= cau([V(1 — ue)?, (@1 — ue)) +eaa(|V(ue = p2)I, Blue —¥2)) =
ha(t)= [ B3 (s)ds

- eaa{|Vha(ue = 1)l + [Vha(ue = $2)[5}
hi(D)= [ B2(-9)ds
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ou sous une autre forme
%{(AU,AU — Au) = (frv—ue)} é(Av — Au., Av — Auo)+
+ aa{|Vhi(ue — ¢1)|§ + |Vha(ue — ¢2)|§} >
> aa{|Vha(ue — ¥1)|2 + | Vha(ue — %2)l5}
d’ott le passage 4 la limite (¢ = co) donne (i € {1,2})

hi(ue - d)l)

H(Q) fort

—0 .

E—r00
D’autre part
1Lp
WHP(Q) fort U

Uge >
£—>00

et avec h; € C1(R) lipschitzienne (h;'(t) = Bz (+t) < |ﬂ|i5° < o0, 8 bornée)
whP(Q) fort

hi(ue — %) > hi(u — ¥i)

£—00

en particulier
H}(9Q) fort

hi(ue — i) — hi(u — i)

£—»00

donc
|Vhi(u — ¢i)], =0
Cest-3-dire () connexe)

hi(u — v¥;) = ki une constante .

On observe aussi que h; est croissante (h;(t) = B3(+t) > 0) avec h;(0) =0 donc
h; laisse invariant le signe.

Si on suppose k; < 0 alors sur le bord on a (avec u € H}(Q) et I'hypothese P <0,
u—11 >0) 0>k=hi(u— Y1) = hi(—¢1) 20 absurde.

De méme si kg > 0 alors sur le bord on a (avec u € H}(Q) et Phypothese y2 >0,
u—1y <0) 0> ky = hap(u— ha) = ha(—12) < 0 absurde.

Il reste hy(u — 1) =k1 20 et ho(u — ) = k2 <0 donc w 2 P et w < P2 p.p.
Q clest-a-dire v € K donc u vérifie VI.

Pour l'unicité supposons que ui, ug vérifient VI.

Alors

(Auy, Auy — Auy) > (f,up — 1) et (Auz, Auy — Aug) 2 (fyu1 — u2)
et par addition
—-(Au1 — AU2,AU1 - Au2) Z 0

donc A(u; —u2) =0 p.p. et ug—u2 € H} ().

L’unicité de la solution de ce probleme de Dirichlet force uy —u2 = 0 p.p. 2 donc
u sera l'unique solution de VI.

Remarque 3.5.2

La solution du probléme pénalisé Q. converge vers u dans W2P(Q) faible lorsque
¢ tend vers 0 avec u € W2P(Q) vérifiant VI, .

A

Preuve :

Comme dans la démonstration du théoréme 3.5.2 on montre la convergence et que u
est la solution de VI .

A
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Commentaires 3.5

C'est le probléme de |'obstacle bilatéral pour I'opérateur biharmonique avec A un opé-
rateur elliptique du deuxiéme ordre au lieu du laplacien.

Pour une étude du probleme de I'obstacle unilatéral pour I'opérateur biharmonique on
peut consulter [Caffarelli[1]] et pour I'obstacle bilatéral [Caffarelli[2]] olt on obtient la régularité
H?(Q) avec A= —A et une fonction générique f =0.

A notre connaissance, jusqu’'d maintenant, la régularité W?2P(Q) n'a pas été abordée
avec une fonction générique f € LP(2) et A un opérateur elliptique général.

Via une pénalisation bien choisie on montre que la solution du probléme variationnel

(Au, Av — Au) > (fjv—u) VveEK
we K ={ve H(QNH*(Q): ¥2 > v =11 p-p- 0}
avec f € LP(Q)(p > 2) et les fonctions obstacles i € WHP(Q) telles que ¢y < 0 <
g sur O, Y1 < Yo, Ay <0< Ay, pop. 2, admet une solution unique u € wWzr(Q) .
La méme régularité est obtenue pour le probléme unilatéral
(Au, Av — Au) > (f,v —-u) VveK;
we K, ={ve H(QNH*(Q): v pp. 0}
avec f € LP(2) et ¥ € W?2P(Q) telle que 3 < 0 sur 90N, Ay, € L>®(0Q), A*Ay: €
LP(82). A
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