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l {otat ionB

Notations

N - I'ensemble des nombres naturels;
R"(n > 1) - I'espace euclidien de dimension n ; on note par lR I'ensemble des

nombres réels;
fl - un domaine de lR' c'est-à-dire un ouvert borné et connexe;
,t(O) - l'ensemble des fonctions sur f) intégrables Lebesgue;
Lp@) - Wo,p(Q)(p 2 1) - I'ensemble des fonctions sur f,l ayant la p -ième puissance

dans -Ll(O) ;
uat...ct.. .r i . . .r i . . .on...rn - la dérivée part iel le d'ordre o -- 

D!=ta; ) 0 avec une
\,/ \/

ol fo is o; fo is or fo is

multiplicité o; par rapport à la variable r; .
Wk,e(Q)(k € N) - I'ensemble des fonctions sur f,) ayant des dérivées partielles au

sens des distributions d'ordre inférieur à k dans trp(f,t) ; ott note par I o In la norme de
,p(O) et par lo lw*,o(o) la norme usuelle de Wb,P(Q) pour k > 1 I on adopte Ia notation

I{o(f)) :Wk,2(dl) et flj(0) sera I'espace des fonctions de I/t(0) s'annulant sur le bord.
A - dénote un opérateur elliptique du second ordre de la forme

Au:-D, f I  .ar iu , i ) " ,
avec des coefficients aij € .L-(çt) si I'on considère des estimations de type ,p((-l) ou
dij € Wt''"(CI) si I'on veut obtenir des estimations de type W',p(Q). Ces coefficients
satisfaisant aussi la condition d'ellipticité

Dn,, ai iei€i > dAlef

pour tou t  (g IR"  àvec  dA  )0  unecons tan te l
B_ - désignera en général un graphe maximal monotone sur IR x lR '

2K - l'ensemble des sous-ensembles de IR ;
lp - la fonction identique sur IR I
a CC f,) - un sous-domaine a.t strictement inclus dans O : c.r C O ;
p.p. Ct - signifie presque partout dans fl par rapport à la mesure de Lebesgue;

lAl - la mesure de I'ensemble mesurable Â ;
aVô et  aAb -s ign i f ient respect ivement  max{a,b}  e t  min{o,b}  lorsque a,  b€R;
u(rtr. ' .  ,  o, . . .  ,rk) - le symbole o sous un argument dénote une variable courante

les autres variables étant fixées I on note aussi par z o u la composition de deux fonctions
u, ? composables I

lu : ul - I'ensemble {z € O : u(x) : r(")} lorsque Lt) u sont
définies sur O ; selon le contexte on met aussi entre parenthèses droites
bibliographique ou une justification ;

(u,u)n - dénote la valeur lnuudu lorsque u,u € .Lt(f,}) et dr
Lebesgue; on va noter souvent (urr) si il n'y a pas danger de confusion I

[ru 
- signifie la valeur [nudr lorsque u € trl(f)) ;

ttconvergence à une sous-suite prèstt - on sous-entend que Ia convergence (avec un
sens à préciser selon le contexte) a lieu à une sous-suite extraite près ;

A - marque la fin de l'énoncé d'un théorème, d'une démonstration, d'un commentaire
etc.

des fonctions
une indication

la mesure de



Introduction

Introduction

On sait que si les coeff icients de I 'opérateur el l ipt ique du second ordre A sont assez
régufiers et /  € L'@), le problème de Dirichlet admet les formulations équivalentes:
inégalit é variatio nnelle

vu€f lË(Q)

équation fonctionnelle

IAu- f  p .p .O
t  u :0  sur  ô0 .

On peut perturber le problème de Dirichlet selon la formulation considérée.
On remplace I 'ensembb Hj(O) par un convexe non vide K C Hà.o) et on s' intéresse

à I 'existence et à la régularité de la solution de I ' inégali té variat ionnelte correspondant à K
(p erturbations variationnelles).

Dans l 'équation fonctionnelle on ajoute une fonction ou un opérateur dépendant de u
et on étudie I 'existence et la régularité de la solution de l 'équation perturbée (perturbations
fonctionnelles).

Si la perturbation fonctionnelle est une fonction monotone croissante ou un graphe max-
imal monotone par rapport à la solution on parle d'une perturbation monotone.

l l  peut  ar r iver  que I ' inégal i té  var ia t ionnel le  per turbée équivaut  à  une équat ion fonct ionnel le
perturbée. C'est le cas par exemple de certaines perturbations monotones croissantes.

Si le convexe K de I ' inégali té variat ionnelle perturbée et l 'équation fonctionnelle per-
turbée dépendent d'un ou plusieurs paramètres on dit qu' i l  y a perturbation paramétrique.

Bien sûr, au l ieu du problème de Dirichlet on peut uti l iser tout autre problème admettant
des formulations fonctionnelles ou variat ionnelles.

Dans le premier chapitre nous étudierons des perturbations monotones mult ivoques et
dépendantes du domaine (fortement non l inéaires), le second chapitre traite des perturbations
monotones et paramétriques, tandis que dans le chapitre 3 on s' intéresse à des perturbations
variat ionnelles paramétriques (non nécessairement du problème de Dirichlet) correspondant à
des problèmes non locaux.

Lorsque I 'unique paramètre e de la perturbation paramétrique est dans (0, oo) , alors on
appelle équation l imite l 'équation obtenue pour la valeur e : 0 ou € : oo .

Si dans un espace approprié (espace de convergence) l 'équation l imite admet une
solution l imite et la solution perturbée converge vers la solution l imite lorsque e -) 0 (ou
€ -| oo ) alors on a des perturbations régulières.

Si une des situations suivantes arrive : le problème l imite n'admet pas de solutions (par
rapport à I 'espace de convergence considéré) ou bien la solution perturbée ne converge pas vers
la solution l imite lorsque e -) 0 (ou e -+ oo ), alors on a des perturbations singulières.

Notons que I 'on admet des espaces de convergence ayant comme support un sous-
ensemble du domaine O et que notre notion de perturbation singulière est relative à I 'espace
de convergence considéré. Lorsqu'on prend un espace de convergence ayant comme support le
domaine Q et où i l  y a perturbation singulière, i l  se peut que le même espace de convergence
défini localement sur O admet des perturbations régulières et en ce cas i l  y a phénomène de
couches l imite. On peut avoir aussi la situation oùr le même espace de convergence induit des
perturbations singulières sur le domaine entier mais des perturbations régulières sur une part ie
du domaine.

L' intêret des considérations à venir est d'obtenir des espaces de convergence où i l  y a
perturbation régulière.

Une classe importante de perturbations régulières est obtenue par la méthode de péna-
l isation au sens de [Lions[2]] ou [Sibony]. Si X est un espace de Banach réflexif ayant pour

I@"-f ,u-u) >o
I, e /4(o)
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duaf  X* ,  K un convexe fermé de X ,  f  e  X* ,  on cherche u €.  X so lut ion de I ' inégal i té
(A " - f , , u - r )  >0  pou r tou t  u€ .K .  Lo rsque  - I {  adme t l a fo rme  I { : { u  €X :  Bu :0 }
avec B un opérateur monotone et hemicontinu, .A est un opérateur hemicontinu et el l ipt ique,
a lors  le  problème pénal isé eAu"!  Bu" :  e /  avec ue € X admet  une so lut ion unique et  I 'on a
une perturbation régulière avec I'espace de convergence X fort cat uc converge vers u dans
X fort lorsque e tend vers 0 . On remarque que la résolution de I ' inégali té variat ionnelle avec
des contraintes est convert ie en la résolution des équations fonctionnelles en obtenant l 'existence
et la régularité de la solution par passage à la l imite.

Lorsqu'on approche une équation fonctionnelle par des équations plus faci les à manier
du point de vu de I 'existence et de la régularité, on se place dans le cadre de la méthode de
régularisation au sens de [Lions[2]] et pénalisation au sens de [Kinderlehrer et Stampacchia].
Dans toute la suite lorsqu'on évoque une pénalisation on va la sous-entendre en ce dernier sens.

En réali té les pénalisations sont souvent des perturbations paramétriques avec un pa-
ramètre implicite comme par exemple la régularisation Yosida lorsqu'on étudie des problèmes
semil inéaires et mult ivoques.

Une pénalisation fréquemment uti l isée dans ce travail  consiste à considérer l 'équation
eAu".1 g@): f e L'({ l) avec Lre € f/or(Q) et de regarder le comportement de eue) l te

dans certains espaces de convergence avec introduction du problème l imite Au * B(u) > f où

u e I/ j(O) et p est le graphe maximal monotone le plus proche d" g et constant sauf à
I 'origine.

D'abord on établi t  des résultats d'existence et de régularité concernant les perturbations
monotones et fortement non l inéaires.
Chapitre 1
Section 1.1 On donne une démonstration de I ' inégali té de Poincaré pour avoir une constante
de I ' inégali té dépendant seulement du domaine. Cette constante sera souvent impliquée dans nos
constantes explicites et dans certaines situations, si une estimation est obtenue dans un esPace
Lp(A) avec un bon contrôle de la constante de I 'estimation, on peut faire tendre p vers I ' inf ini
pour avoir une estimation uniforme (voir I 'exemple 2.9.2\.
Sect ion 1.2 On montre un résul ta t  de coerc iv i té  dans Lo@)(p )  2)  d 'un opérateur  e l l ip t ique
du seconde ordre A :  on a (Au,g@\ > Cl r lo  pour  tout  u  e.  H](O) avec ç@) :  u lu ln-z  ,
f l ;(O) et la constante C indépendante de u mais dépendante de la constante de l ' inégali té
de Poincaré ci-dessus.

Ce fait va nous permettre de développer une méthode de monotonie dans les espaces
IP(O) analogue à ce l le  avec p:  2  devenue c lass ique [L ions[ l ]1 .

Aux théorèmes 1.2.2 er 1.2.3 on étudie la srabil i té dans trp(O) et Wz,n1O) de la solurion
du problème de Dirichlet avec une perturbation monotone. Si q e Lp(Q) n l /or(O) sont les
solut ions des équat ions Au;+ g@) > f i  e  Lp(O),  a lors  lu ,  -ur lo  < C- tVt  -  lz lp  avec la
constante explicite C ci-dessus et on parle de stabil i té. Avec cet outi l  on sera un mesure de
comparer systématiquement des solutions perturbées.

On rappelle aussi le résultat de [Brézis[ l ] ]  (théorème 1.2.4) : si le problème de Dirichlet
est perturbé par un graphe maximal monotone B , alors on a une régularité u e W2'P(O) pour la
solution avec I 'estimation l/  - Aulp S l/ lo . Ce fait va nous permettre de travail ler dans beau-
coup de situations avec des perturbations monotones mult ivoques même dépendantes
du domaine, via la théorie sur I 'existence et la régularité exposée dans la section 1.4.
Section 1.3 On rappelle d'une part un résultat concernant I 'existence et la régularité d'ordre
supérieur pour la solution du problème de Dirichlet basé sur un résultat de [Simader[l ] ]  et d'autre
part un principe du maximum faible pour les perturbations monotones.
Section 1.4 On s'occupe du point de vue de I 'existence et la régularité de la solution u €.
Hd(O) de l 'équation semil inéaire fortement non l inéaire Au * 0(*,u) > / e ,p(O)
avec B(2,  o)  un graphe maximal  monotone te l  que O e É(c,0)  p .p.  r  €  O .
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Dans cette introduction on omet des condit ions de mesurabil i té sur B qui seront intro-
duites dans le travail  développé.

L'existence de la solution u € f/d(0) du problème étudié au théorème 1.4.1est due à un
résultat de [Brézis[S]]. Si la fonction monotone mult ivoque dépendante du domaine B sépare , à
une addit ion de fonctions ô; € Lp(A) près, deux fonctions monotones indépendantes du domaine

0; , 0, * ôr ) 0@,o) > 0z * ô2 , alors les solutions Lt) n, i  des problèmes correspondantes aux
fonct ions 0,  0 ;  vér i f ient  u1 1u 1u2 en ut i l isant  le  pr inc ipe du maximum. Les so lut ions u;
sont dans W2,p(Q) [Brézis[ l ] ]  et bornées à I 'aide des injections de Sobolev. On déduit que la
perturbation monotone p(o,,u) est bornée dans trP(O) d'où la régularité Wz'p(Q) de u en
tant que solution d'un problème de Dirichlet. Notre technique est un mixage d'une approche
variationnelle de [Brézis[8]],  d'un bon contrôle de la régularité lorsque B est indépendante du
domaine et  du pr inc ipe du maximum.

On observe une certaine analogie avec la méthode des sous- et sur-solutions au sens de

[Amann] : à I 'aide du principe du maximurr ur sera une sous-solution et u2 une sur-solution
du problème étudié. Dans ce contexte nous al lons traiter aussi des problèmes avec 0@,o)
non monotone et univoque car en ce cas on peut encore assurer I 'existence des sous- et sur-
solutions lorsque 0@,o) est dominée par deuxfonctions 0r, 0z croissantes et indépendantes du
domaine (voir théorème 1.4.7 et 1.4.8). Notre approche permet aussi d'aborder les perturbations
mult ivoques monotones et indépendantes du domaine.

Pour le cas mult ivoque on considère les pénalisées Yosida 0x(x,o), 0;x des graphes
maximaux monotones 0@,o) , & avec les solutions u^, ui^ des problèmes perturbés corre-
spondants.  En notant  que la  pénal isée Yosida la isse invar iant  I 'ordre quand !e paramètre À est
f i xé ,  on  au ra  B2s*bz  I  7x ( * ,o )  <  0 r . l f  b1  l o rsque  0z*b2  1B(x ,o )  S  B r  *ô r  .  Cec i  pe rme t
d 'appl iquer  le  théorème 1.4.1et  ensui te  de passer  à la  l imi te  quand À tend vers 0 dans I 'espr i t
de [Brézis[ l ] ]  car on dispose de bonnes estimations sur les perturbations monotones impliquées.
On donne une estimation ponctuelle pour f - A" avec un bon contrôle des constantes par
rapport aux données du problème. Si de plus 0 sépare les graphes maximaux monotones B; ,
on donne une estimation ponctuelle pour la perturbation monotone B(o, u) avec des constantes
indépendantes de B.

Au théorème 1.4.3 I 'hypothèse introduit une notion de proport ionnali té pour les graphes
maximaux monotones qui reste invariante sous I 'action de la pénalisée Yosida.

Si la fonction monotone univoque B dépendante du domaine sépare, à une addit ion
de fonctions gt, h; € .Lp(O) près, deux fonctions & monotones proport ionnelles (au sens
ci-dessus) et indépendantes du domaine, alors on obtient une estimation de la perturbation
monotone gb,u)  dans t rp(O) avec une constante expl ic i te  indépendante de 0,  0 i .  On ut i l ise
des mult ipl ications bien choisies (spécif iques aux méthodes de monotonie uti l isées dans ce travail)
et à I 'aide des proport ions sur les fonctions 0, 0; on obtient des estimations dans -Le(O) pour
toutes les perturbations monotones impliquées.

Si la fonction monotone mult ivoque B dépendante du domaine sépare, à une addi-
t ion de fonctions git h; e Le(Q) près, deux graphes maximaux monotones proport ionnels
et indépendants du domaine B; (théorème t.4.4), alors on obtient une estimation ponctuelle
d. / - Au dans ,P(f,)) avec une constante explicite indépendante de B, Él .  Comme I 'ordre
des graphes maximaux monotones et la proport ionnali té uti l isée restent invariants sous I 'action
de fa pénalisée Yosida, le résultat s'ensuit via un passage à la l imite comme au théorème1.4.2.

On peut aborder les problèmes des théorèmes précédents par une méthode classique com-
binée avec le principe du maximum (théorème 1.4.5). L' idée est de montrer qu'une certaine
inégali té variat ionnelle du type F(u) > F(") pour tout u e H[(Q) avec F une fonctionnel]e
(non nécessairement convexe) semicontinue inférieurement admet une solution u € f/ô(O) ,
de prouver que cette solution vérif ie aussi notre équation et enfin améliorer la régularité via
le principe du maximum. L'existence de la solution de I ' inégali té variat ionnelle est due à des
résultats classiques. Le passage à la l imite est plus délicat car la fonctionnelle F n'est pasforcé-
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ment dérivable au sens Gateaux. Le travail  avec des fonctions mult ivoques nécessite certaines
précautions sur la différentiabi l i té des fonctions convexes impliquées ce qui nous oblige d' imposer
aux fonctions définies sur le domaine O d'avoir I 'ensemble des valeurs dans un compact f ixe.
Une condit ion suff isante pour que la solution u e H[(Ct) soit bornée est la continuité réalisée
forsque n.: L via les injections de Sobolev. La régularité de la solution est une conséquence du
fa i t  que la  dominat ion du graphe maximal  monotone B dépendant  du domaine par  deux graphes
maximaux monotones indépendants du domaine implique la domination de la solution u par
deux fonctions continues et bornées d'où par "feedback" 0b,u) sera bornée dans ,p(O).

Lorsque g@,o) est non monotone et univoque (théorème 1.4.6), on uti l ise la même
technique qu'au théorème précédent en notant que la fonctionnelle F n'était pas exigée convexe
et un regard attentif  montre que la continuité des fonctions B(r,o), 0; est suff isante pour rendre
la perturbation monotone B(o, u) bornée dans trp(O) .

On travail le avec B non monotone et dominée par deux fonctions croissantes Él .  Dans
ces condit ions on se place dans la théorie des sous- et sur-solutions via [Kazdan] et on obtient
l 'existence et la régularité W2,P(Q) . Nous donnons une estimation avec un bon contrôle de la
dépendance des constantes par rapport aux perturbations impliquées. Ce fait va permettre le
t ra i tement  du cas où B@,o)  est  d iscont inue (vo i r  théorème 1.4.10) .

Pour établir le théorème 1.4.8 on mult ipl ie l 'équation étudiée par des fonctions de la
forme ôj(") oir j  est une fonction convexe posit ive. On obtient des estimations du type

[n iogz(+r+)  < Ia iU-b2)  e t  Jr iogz(-u- )  J  In iU-b1)  lorsque 0z*b2 S P < h*b1
âTec & croissanteï et indépendanÏes du domaine. 

-Notons 
que 0@,o) n'est pas supposée

croissante. L' idée des mult ipl ications de ce type remonte à [Brézis[9]].  l l  y a ici une certaine
fi l iat ion avec les espaces de Orl icz.

Au théorème 1.4.9 on suppose B univoque, continue, croissante tel le que É(R) : IR et
so i t  u  e  Hè(O)  l a  so lu t i on  du  p rob lème Au+  0@)  :  f  e rp (O) .  S i  i l  ex i s te  un  I  e  (0 ,1 )
tel que / est situé dans I 'espace de Orl icz associé à la fonction convexe (d7)- qui est la duale
de la fonction convexe dj tel le que B : ôj et r(0) : 0 , alors on obtient une estimation de
la forme lr l ; .1oy S C où C est une constante indépendante de u, A . Même si au théorème

1.4.10 on obt ient  une est imat ion ident ique sans contra in tes sur  f  e  U1q,  I ' in têret  de ce
résultat vient du fait qu'on met en évidence les espaces de Orl icz comme adéquats pour obtenir
des est imat ions sur  u dans , t (O) .

Lorsque g@,,o) non monotone est continue dans un ouvert mais discontinue sur lR on
suppose I 'ex is tence d 'une su i te  régular isante 0"@,o)  approchant  un i formément  B(c,o)  dans
tout compact où g(*,") est continue (théorème 1.a.9). Si la suite régularisante rempli les
condit ions du théorème 1.4.8 en étant dominée par des fonctions monotones indépendantes de
€ , alors on aura une estimation dans Ip(O) avec une constante indépendante de € Pour
gr(*,rr) où u" est la solution correspondante à la perturbation B"(x,o) . Dans ces condit ions
on peut passer à la l imite en uti l isant le fait  que la convergence uniforme des Br(r,o) équivaut
à fa convergence continue dans un compact oir la fonction 0(r,,o) est continue et que la
l imite faible .Lp coïncide avec la l imite ponctuelle. On obtient que la suite u, converge dans
W2,p(Q) fa ib le  vers la  so lut ion u e H](O) n W' ,n(Q) du problème Au+ 0@,,u)  :J  p .p.
dans O -  S(r ,É)  où S(" , i l  est  la  fermeture de I 'ensemble { r  €  O :  u(x)  e  S,(P)}  avec
Sr(P\ I 'ensemble des discontinuités de la fonction 0@,,o) qui est continue dans un ouvert.
La remarque 1.4.9 montre que I 'hypothèse du théorème 1.4.9 est consistante car on donne une
situation où I 'on peut construire une suite régularisante.
Chapitre 2
Section 2.1 On procède à une identif fcation formelle dans l 'équation Aeu, * 0@,\ -

f en supposant que la solution Itre admet un développement asymptotique en fonction du
paramètre e , i .  e. uc : DËo ure& et la perturbation monotone B un développement
asymptotique autour de 0 . On uti l ise quelques outi ls du calcul formel comme la puissance
d'une série inf inie.
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On verra dans la suite que lorsque B est non bornée le comportement asymptotique
analytique suit le comportement asymptotique algébrique de u" à I ' intérieur de O .
Sect ion 2.2 Soi t  le  problème pénal isé eAu,* / fu" ) :  f  e  ro(O)(p )  2)  avec z '  e  I / i (O)
et B non bornée tel le que 0(R) : lR, . On montre que ce problème admet une solution unique
uç € VV2,P(O) et lorsque e tend vers 0 , eu€ converge dans W''o(Q) fort vers 0 et B(u.)
converge dans trP(O) fort vers / .
Sect ion 2.3 Lorsque uo:  B- t  ( / )  e  I4(O) on montrev ia une méthode de monotonie
classique que uc tend vers us dans f/3(O) fort quand e tend vers 0. Ce résultat est obtenu
dans [Lions[l] ]  au cas où É : ln , la condit ion coercivité sur B étant essentiel le. On s'aperçoit
donc que !e résultat persiste sans condit ion de coercivité sur B. A remarquer " l 'égalisation" des
espaces de u" et de ue , on a u" e H](O) ) zs . Dés que les espaces de u" et de us sont
différents (à une fermeture près) la convergence de u" recule à I ' intérieur du domaine. C'est là
un phénomène spécif ique aux problèmes de ce type.

S i  uo  eWz,p (n )nHJ(O)  onob t i en tdeses t ima t ionspour  u "  dans  Lp (A)  à l ' a i dedes
résultats de stabil i té. On a la convergence forte dans tp(A)(p ) 2) sans vitesse de conver-
gence lorsque B n'est pas supposée l ipschitzienne mais on contrôle très bien la convergence de
eu, el de la perturbation monotone /fu") lorsque B est l ipschitzienne.

Si uo €. Wz,p(f,)) n I '"(ô0) alors on montre que la suite u" converge vêrs us dans
;r(O) fort. La technique uti l isée consiste à obtenir la convergence presque partout par
une approche var ia t ionnel le  et  ensui te  dominer  la  su i te  v ia  le  pr inc ipe du maximum ce qui
permet d'appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue.

Si uq € r-(0) on obtient la convergence de uc vers us dans ,c(0) fort avec q) L
par la technique précédente.

Lorsque uo € L*(u cc O) alors z, tend vers zs dans Zfr.(or) .  Les ingrédients de

la démonstration sont le théorème de convergence dominée de Lebesgue, la commutativité d'une
fonct ion cro issante,  cont inue et  impai re avec la  norme lo loo et  le  comportement  de eu" ,  0@).
On remarque que la  nature bornée de B n 'est  pas impl iquée ce qui  va nous permet t re d 'é tabl i r
une version (théorème 2.10.7) avec B bornée.

La démonstration du théorème 2.3.5 est basée sur les estimations du théorème 1.4.8. Ces
estimations ne dépendent pas de I 'opérateur eA et permettent d'avoir une estimation de la
forme lurln 3 C avec C une constante indépendante de e lorsque l |-t lo est convexe.

lf  serait intéressant de savoir si u, converge toujours vers uo € Lp(Q) dans ;r(O) fort
lo rsque f  e tnp l  .
Section 2.4 Dans cette section on suppose B coercive (pour une introduction de ce concept
voir les prél iminaires 2.2).

On montre d 'abord que s i  ue est  dans I 'espace I / j  (Q)nwz'n(Q) de u,  ,  a lors  u"  tend
v€rs us dans Wz,p(O) faible lorsque e tend vers 0 . Les outi ls de la démonstration sont les
résultats de stabil i té des théorèmes t.2.2 et 1.3.1. On note que P est à la fois coercive et
l ipschitzienne.

Si  zs,  r . t r :  - f f i  sont  dans I 'espace I4(O) nwz,p(Q) de u,  e t  B est  coerc ive et

l ipschi tz ienne,  a lors  (ur -  ro) r - t  tend vers u1 dans W2,p(Q) fa ib le  lorsque e tend vers 0.
La technique uti l isée peut être adaptée pour reconstituer d'une manière analyt ique le développe-
ment algébrique obtenu lors de I ' identif ication formelle (voir le théorème 2.1.1 et la remarque
2.4.2\. Le cas É : ln a été étudié intensément dans la l i t térature. Des résultats de ce type
mais via une approche différente (perturbation opératoriel le) sont obtenus dans [Huet .D[2]1,

[Friedman A.[2]1, [Ton B.A.], [Tanabe H.], [Visik M.J. and Liusternik L.A.].
Enfin, on note que I 'on peut affaibl ir la notion de coercivité globale sur B, en supposant

seulement B coercive en dehors d'un compact, pour avoir une estimation de type lrr l ,  < C
et la convergence forte de uc vers us dans les espaces ,c(O) avec g < p .
Section 2.5 Dans cette section on suppose B localement coercive.
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Si  uo eWz,*(Q) a lors  ue convergevers zs dans ,n(O) quand e tend vers 0.  On
uti l ise le fait  que, avec des fonctions de comparaison bien choisies, le principe du maximum
stapplique pour un paramètre suff isamment petit  e et on t ire une estimation ponctuelle
dans O , estimation qui est aussi uniforme à I ' intérieur du domaine. Pour établir les comparaisons
nécessaires on a besoin de la propriété suivante que B vérit ie: une fonction localement coercive
est coercive dans tout compact de lR . Le concept de coercivité locale subsiste aussi pour
les fonctions bornées ce qui permet d'ut i l iser cette technique pour l 'étude des perturbations
singulières bornées (voir les théorèmes 2.10.1-2.10.4).

Lorsque uo € W2'æ(f)) ) 
"t  

alors ry converge Vêrs u1 dans Iff i(O) quand e
tend vers 0 . La même technique. Un raff inement des fonctions de comparaison sur des domaines
emboîtés permet, en uti l isant le théorème précédent, de récupérer l 'estimation uniforme pour
(u"  -  ro) r - t  à  I ' in tér ieur  du domaine.

Si us e. W2,-(Q) f , t  alors les résultats locaux des théorèmes précédents suff isent
pour améliorer les convergences considérées. Ce fait est aussi possible grâce à la structure de
f'équation pénatisée ; Au. : (g@o) - g@"))t-r puisque le contrôle de Au" est ramené au
contrôle de (u" - uo)r-' et de u" .
Section 2.6 On donne une identif fcation formelle dans l 'équation Aeu"+ 0@) - . f  en
supposant que la solution u" admet un développement asymptotique en fonction du paramètre
u,  i .  e .  u"  :  DË _rukek et  la  per turbat ion monotone B un développement  asymptot ique
autour de -oo , 0 , *oo . On uti l ise quelques outi ls du calcul formel comme la puissance et
I ' invers ion d 'une sér ie  in f in ie .

On verra dans la suite que lorsque B est bornée le comportement asymptotique analyt ique
de u"  su i t  le  comportement  asymptot ique a lgébr ique de u"  au sens su ivant  :

A I ' intérieur de [r-t > 0] le comportement de 'ue est réglé par le développement
asymptotique de B autour de *oo ,

A I ' intérieur de [r-r :  0] le comportement de ?1,€
asymptotique de B autour de 0 ,

A I ' intérieur de [r-r < 0] le comportement de rtre
asymptot ique de B autour  de -oo .

En fait, I ' identif ication formelle est un bon support intuit if pour dégager la théorie qui
sui t .
Sect ion 2.7 On étudie le problème pénal isé eAu" !  Ê("")  :  f  e Le(A)(p > 2) avec
u" e Hô(O) et B bornée'

On montre que ce problème admet une solution unique ue €. W2'P(O) et lorsque e tend
vers 0 , €ue converge dans W2,p(O) fort vers u la solution du problème limite

est réglé par le développement

est réglé par le développement

Ie"+F@)
I z e I/or(O)

(  0(-æ) t<0
) /  € LeQ)@/2) avec Fe) -  {  . ' [B(-*) ,É(+*) ]  r :0

|.,6(+-) t > o
oùr B(-oo) e (-- ,01 et B(+oo) € [0, -)  .

Sur la différence €ue -u on a un peu mieux, à savoir €ue - u converge vers 0 dans
W',q(Q\ fort pour tout g 2 2 .

En ce qui concerne la perturbation monotone, B(u") converge vers /-,4.u dans Ic(0)
fo r tavec  q )2 lo rsque  e  tendvers  0  e tona leses t imat ions  l0@") lo< lT -A" lo  e t

V - A"ln S l/ lp .
Section 2.8 Si É est bornée on note d'abord que I 'ensemble [u - Q] peut être non vide et
de mesure non nulle même dans les régions où / est non nulle. Nous donnons plusieurs cri téres
pour avoir une zone l ibre [u : 0] avec intérieur non vide en uti l isant d'une part, une technique
proche de la théorie du potentiel et d'autre part une approche variat ionnelle basée sur
I 'est imation V - A"l ,  < l / lo.
Section 2.9 On commence par estimer le taux de la convergence de eu, vers u lorsque
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e tend vers 0 . Pour cela on uti l ise deux méthodes différentes. La première consiste à uti l iser
une méthode de monotonie proche de celle de [Lions[l] ,  [2]] et [Brauner et Nicolaenko] en
procédant à des décomposit ions successives de domaine selon le signe de la solution l imite u en
notant que la structure de Au est aussi réglée par le signe de u ; un outi l  essentiel pour obtenir
fes estimations étant la propriété de coercivité Lp(A) que A vérif ie : (Au,ç@D > C lulen pour

toute fonction u e H[(O) tel le que 9(u) : ululp € f/ol(O) et C une constante indépendante
de u . La deuxième méthode est basée sur le principe de maximum avec I 'ut i l isation de
fonctions barrières bien choisies et discussion des comparaisons en fonction du signe de u .

Dans les deux cas le comportement asymptotique de B autour de *oo est essentiel.

On obtient que leu, - ulc < CeT si B admet un comportement asymptotique d'ordre
g  au tou rde  *oo  e t  p -q€N .

Avec la première méthode on obtient aussi que u, converge v€rs ue dans .L'(u; CC

[u :0 ] )  f o r t pou r tou t  s<q -  1  l o r sque  e  t endve rs  0  e t  ueeL* (u ) .

Sec t i on  2 .10  Quand  uo  €W2,æ( [ ,  : 0 ] )  (on  comprend  en  ce  cas  pa r  [ z :0 ]  son  i n té r i eu r
non vide) on uti l ise une technique basée sur le principe du maximum en présence de petit
paramètre e et qui comporte sept temps :

1.  On in t rodui t  les fonct ions d 'approx imat ion u j
fonctions barrières, à I 'aide de la fonction régulière g .
de e dans le sous-domaine c.r CC [u 

- 0] .
2. Les fonctions d'approximation sont de classe

bord ô[u :0] et us uniformément dans [u 
- 0] .

3. Puisqu'on connaît le comportement de eu, lorsque e tend vers 0 , notamment que

€ttre tend uniformément vers 0 dans [u : 0] ,  on voit que Au] tend vers 0 lorsque e
tend vers 0. Ceci est possible aussi parce que la construction des fonctions d'approximation
ut i l ise d 'une façon l inéai re la  seule quant i té  dépendant  de e qui  est  la  norme lue l ræ([u=0]) ,
une constante.

4. Comme B est localement coercive on peut établir des comparaisons qui vont servir
de support au principe du maximum. Le fait que B est coercive sur tout compact de lR est
essentiel pour maintenir les inégali tés pour € suff isamment petit  mais str ictement posit i f .

5 .  Le pr inc ipe du maximum s 'appl ique pour  € pet i t  e t  I 'on a z i  )  u ,  )  u" -  P.P.  [u  :  0 ]  .

6. Comme les fonctions barrières sont indépendantes de e dans ar et el les encadrent
uni formément  ue,  on obt ient  que lu"-uol  (  ô  pour  e pet i t .

7. ll reste à faire tendre d vers 0 ce qui force la convergence uniforme de u, v€IS us
dans c.r lorsque e tend vers 0 .

On obtient d'abord que ue converge V€rs ue dans .Lfo.([u : 0]) lorsque e tend vers
0 avec us e W2,*( [u  :  0 ] )  .  S i  zs e Wz,*( lu :  0 ] )  )  ur  on montre que (u"  -  ro) t - t
converge vers u1 dans I î . ( [ " :0 ] )  e t  on amél iore la  convergence de u,  Vêrs us dans

w1;?fu: ol) .
Une autre approche (théorème 2.10.8) consiste à uti l iser des mult ipl ications du type

0j("") où j est une fonction convexe posit ive arbitraire ayant le sous-différentiel l ipschitzien.
Comme on connaît le comportement de eu" et B est bornée, on obtient des estimations de la
forme l imsup"-o I. i@(",)) S L iU - Au) pour tout domaine c.r C O de ctasse a eCr'r .

Lorsque u Clu -  0 ]  ,  uo:  0- t  ( / )  e  .L- (o)  e t  lB- t lo  S j  pour  une fonct ion convexe j ,

on est en mesure de donner une estimation sur u, dans .[e(c.r) .  l l  y a une certaine f i l iat ion
entre ce résultat et les théorèmes 1.4.9 et 2.3.5, le travail  de [Brézis[9]] et les espaces de Orl icz.

Ce résultat confirme la tendance de u, V€rs zs dans [u = 0] lorsque e tend vers 0 .

Section 2.11 C'est le début de l 'étude du problème pénalisé avec B tronquée.

Dans ce cas le théorème 2.11.1 montre que u€- | est uniformément bornée. On obtient
via le théorème de convergence dominée de Lebesgue èt le comportement de la perturbation

t 2

ou dans I 'esprit  de la théorie du potentiel,
Les fonctions barrière sont indépendantes

W' , * ( l u :  0 l )  e t  encadren t  u .  su r  l e



Introduction l 3

monotone, qu' i t  y a convergence forte (à une sous-suite près) dans les espaces 7't(u C [z:0])
l o rsque  uo  €  Lq (a ) .

Toujours avec P tronquée on arrive à obtenir la convergence locale de u"- f  respective-

ment dans les espaces WrZLo (1" > 0]) et W,\Lo (1" < 0l) .  La technique exposée au théorème
2.LL.2 permet de localiser les points l imites seulement par la condit ion Au.a - 0 .

En imposant  la  condi t io î  u6 € l /o l (O)  au théorème 2.11.3,  on montre que z€ -  
i  

-uo

est bornée dans f/ j(A) et on arrive à contrôler la vitesse de convergence de g@) dans Z2(O)

par eI .  l l  serait intéressant de savoir, en se rapportant au théorème2.2.1et les commentaires
2.2, si i l  n'y a pas de convergence forte dans I/o1(O) pour u" - 

i  .  La condit ion uo e W2'c(Q)

transpose tes convergences dans .L2(O) en convergences dans trq(O) (voir en ce sens le théorème
2.3.2 où B est non bornée). La technique uti l isée est basée sur la méthode de monotonie
où le théorème 1.2.1 est indispensable. Ce résultat est un analogue des théorèmes 2.3.1 et2.3.2.

Le théorème2.LL.4 introduit le premier invariant.
On suppose que B admet un comportement asymptotique d'ordre q autour de too .
On rappel le  quelques théorèmes pour  mieux sa is i r  I 'hypothèse invar iante dont  i l  est  ques-

t ion.  Cet  invar iant  s ' impose auss i  par  la  démonstrat ion nature l le  du théorème 2.11.5.  S i  on
regarde I 'hypothèse de base de ce théorème, que les problèmes (t > 0)

(u ,<uo* i  [ ">o]
{  ,o  :  p - t j )  [u  :0 ]

I r " .uo* i  [ "<0]
admettent  une so lut ion us € f / . t (0)  indépendante de e,  on vo i t  qu 'e l le  se ret rouve sous des
formes spécif iques dans chaque résultat cité.

on établit '::,::':""ïr," 
- us -Ëro61ny S c

uo€Hà(o)+{ i^ ,'u \ - - "  '  
I  lÉ("" )  -  g("o+:)1,  s  c  (s i  B l ipschi tz ienne)

uoeHt(o) n w2,o(Q)nr-(o)(q >2)a{ 
| ; i ; ; : id: i l l l ,=, (si Bripschitz.)

pour  d iverses constantes C indépendantes de e.
La démonstration est une extension de la preuve du théorème 2.11.3.
Le théorème 2.11.5 introduit le deuxième invariant.
On suppose toujours que P admet un comportement asymptotique d'ordre g autour de

*oo .
On voi t  que I 'hypothèse de base '  i  €  Lc( [u  l0 ] )  e t  le  problème

(  uo>  0  dans  [u  >  0 ]
/ 4 (o )  nwz ' c (Q)  3  , o  {  uo :  0 - t ( f )  dans  [ z : 0 ]

I ro<0 dans[u<0]
admet une solutior u0 , se retrouve sous des formes diverses dans les théorèmes cités.

Des condi t ions par t icu l ièrement  contra ignantes sur  
" ( I  

e  Lo(1"  l0 ] )  )  mais  nature l les

si on regarde I ' identif ication formelle selon le théorème 2.6.1où | intervient dans les coeff icients
du développement.

Dans ces condit ions on a les estimations 
,

lu"-uo-i loS" , 1,, 
-us-i l"r,n,="

et lorsque B est l ipschitzienne

lo{"") - g@o* il l o < ,T c
pour diverses constantes C indépendantes de e . La démonstration est un mixage de la mé-
thode de monotonie et le principe de maximum.
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Les résultats consécutifs aux deux invariants rappellent I ' identif ication formelle (théorème
2.6.r ) .

On peut confronter les résultats de cette section avec le théorème 2.9.4,1es commentaires
2.9 et I ' identif ication formelle (théorème2.6.1et commentaires 2.6). Si le nombre de coeff icients
non nuls  dans le  développement  asymptot ique de B autour  de *oo d iminue,  a lors  I 'exponent

7 qui dir ige la vitesse de convergence de €ue- u dans ,c(O) , augmente. C'est la tendance de
tous les résultats concernant €ue - u. Le meil leur résultat est obtenu lorsque B est tronquée
donc tous les coeff icients d'ordre supérieur à 1 sont nuls dans le développement asymptotique
de  B  au tou r  de  *oo ,  dans  ce  cas  on  a  ? :1 (d 'ap rès  l e  t héo rème 2 .11 .1 ) .

Section 2.12 Au théorème 2.L2.1 on étudie le problème pénalisé eAu, + 0(",) :  f  e
Ln@)(p )2)  avec u"€Hà(O) et  B bornée mixte:  ,6( -oo)  :  -oo et  B(+oo)  € [0 ,oo)
ou B(-oo) e (-- ,0l  et B(+æ) :  * .

On montre que ce problème (avec B(-oo) : -oo ) admet une solution unique u" €
W2,p(Q) et lorsque e tend vers 0, €ue converge dans W2'p(0) fort vers u la solution du
problème l imite

On uti l ise une méthode de compacité au sens de [Lions[2]l  basée sur des estimations
a priori  et la réflexivité des espaces impliqués.

On obt ient  auss i  ( théorème 2.12.2)  la  convergence dans t rp(O)(p > 
" )  

de B(u")  vers

f  -  A"  et ,  ce qui  rappel le  le  cas P bornée,  la  convergence dans Lc@) de 0@r)  vers
( f  -  A") -  .  Au n iveau des est imat ions on a V -  Aulo 1 l / ln  . "  qu i  permet  de développer  les
considérations sur la consistance de [u : 0] comme au cas B borné.

En s 'appuyant  sur  ces deux résul ta ts ,  on peut  é laborer  un analogue de chaque résul ta t
avec B bornée si I 'hypothèse " B bornée" n'est pas essentiel le. Par exemple, la technique du
principe de maximum en présence de petit  paramètre s'applique car on n'uti l ise que
I'hypothèse de coercivité locale sur B , même pas des condit ions sur le bord pour uc . Voir aussi
les commentaires 2.10.
Section 2.13 Cette section est une unif ication des résultats obtenus sur u,e) eu,e.

On met en évidence le problème de Dirichlet comme un problème l imite.

Soi t  u ,  €  f /ô l (CI)  la  so lut ion du problème pénal isé Aeu"*  0@") :  f  e  Ip(O) .

Si on synthétise les résultats obtenus sur le comportement de u" lorsque e tend resPec-
t ivement vers 0, 0 ( eo ( oo, oo alors on voit que la solution u e H](0) du problème l imite

Au*F@)> /  e  f , r1O;(p2Z)  est  unedéformat ion régul ière de la  so lut ion u-  e  I / j (O)  du
p rob lèmedeD i r i ch l e t  Auæ: f  eLo@) (p  >2 )  ausensoù l ' app l i ca t i on  [ 0 ,oo ]  ) € r - ]  eu "€
W2,P(çl\ fort est continue et

6rz,n (e\ torr yyz,r(e) fort '1tr* .€ue

l 4

[ ,+u+F@)>reLprr l ) (p22) 
(a t>o

1,, e C;to) 
'  L' \ lL)\P / z) avec 0(t):  

t ; , ' l l Ï ' 'o '  ; :3 .

0 e e

De même, la fonction nulle uoo : g
jusqu 'à 0 :

w2'e (Q) rort
ue ---ll7 wco

e+co€(0 ,oo l

mais au point ee : 0 i l  y a une dislocation de I ' intérieur du domaine O avec modif ication de
I'espace de convergence, selon la tendance de u" , en [u < 0] U [" - 0] U [u > 0] .

Section 2.14 Une approche variat ionnelle du problème qui suit,  avec étude du comportement
de eu, seulement, a été faite dans [Hilhorst[ l ] ,  [2]].

On étudie du point de vue analyt ique I 'existence, I 'unicité et la régularité de la solution

est déforrn"élï'rnu façon régulière par ue de oo
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du problème pénal isé

(  eAu"  + 0@")  :  f  € Ie(O)(p > n)
) u" e r/ t(o)
I  (B(",) ,  r) :  C elÉ(-oo)lol ,É(+oo)lol I  avec C une constante f ixé
( eu. : or constante inconnue sur ôQ

ainsi que le comportement de u", ez, lorsque e tend vers 0 avec B bornée.
Ceci conduira au problème l imite

(Au+0(")>feLe(a)@>")
I " e //'(st)
|  ( f  -  Au ,L ) :  Q
\u :ocons tan tesurôQ

f É(+-) [" > o]
oir  0@):  {  e lÉ(--) , ,6(+-) [  [ "  -  0]

[ É(--) [" < o]

avec existence, unicité et régularité de la solution l imite.
On obtient à l 'aide d'une méthode de continuité semblable a cel le du troisième cha-

p i t re  que u eW2,p(O) est  la  l imi te  de eu"  dans W2'P(O) fa ib le  lorsque e tend vers 0.
Le principe du maximum en présence du petit paramètre e est encore une

fois eff icace car i l  n'exige pas des condit ions pour u€ sur le bord de [u : 0] et le comportement
de eu,  est  le  même que dans le  cas où i l  n 'y  a  pas de contra in te sur  g@")  et  u"  €  I4(O)
(vo i r  le  théorème 2.7.L) .  Pour  les théorèmes 2.L4.5,2.L4.6 et  2 .14.7 vo i r  les commenta i res 2.10.
Chapitre 3

Le troisième chapitre traite des problèmes non locaux qui sont des perturbations varia-
t ionnelles obtenues à I 'aide d'une fonction convexe qui peut agir sur la solution (sur le bord
ou dans le  domaine ent ier  ou une par t ie) ,  sur  le  gradient  ou sur  un opérateur  dépendant  de la
solut ion.
Section 3.1 On impose des contraintes convexes sur la solution dans le domaine.

Le problème non local étudié dans cette section a été posé par [Brézis[2]] pour le cas
d'une fonction convexe ayant un sous-différentiel univoque et développé par [Chipot [2] l  Pour un
sous-différentiel mult ivoque mais indépendant du domaine.

On considère le problème variat ionnel

l (A " - f , u  - u )  >0 , . f  €ZP(O)  (p> " )  Y  u€Ko

\ re  I { o -  { ue  / / 01 ( f t )  :  ( i ( r , u ) , l )So }

où o 2 0 est une constante et le sous-différentiel Ôj(x,o) de la fonction convexe posit ive
j(*,o) satisfait les condit ions du théorème L.4.4.

Nous montrons que la solution de ce problème existe et vérif ie u e W2'P (Q) .
En disposant d'un résultat de régularité [théorème 1.a.4] avec une estimation explicite

pour les perturbations monotones mult ivoques et dépendantes du domaine, on développe une
méthode de continuité qui consiste en plusieurs étapes :

1. Pénalisation avec existence, unicité et régularité de la solution pénalisée;
2.  Stabi l i té  de la  so lut ion pénal isée par  rappor t  au paramètre;
3.  Cont inu i té  de la  contra in te pénal isée par  rappor t  au paramètre;
4. La solution du problème non local sera une certaine solution pénalisée car I 'application

ayant comme argument le paramètre et comme valeur la contrainte est continue et surjective.
5. Le problème du double obstacle s'obtient comme un problème l imite lorsque le paramètre

de la pénalisation tend vers I ' inf ini car dans ce cas on peut donner une estimation de la pertur-
bation monotone indépendante du paramètre.

Lorsque !e sous-différentiel de la fonction convexe j est univoque mais dépendant du
domaine et satisfait les condit ions du théorème 1.4.3, on uti l ise un argument basé sur les mul-
t ipl icateurs de Lagrange en obtenant la même régularité. Cette approche est d'ai l leurs
suggérée sans développement dans [Brézis[2]] et [Chipot[2]].

Notons que la fonction convexe j spécif ique au double obstacle ne satisfait pas les
hypothèses du théorème 1.4.4 donc des prél iminaires 3.1, par conséquent on est obligées d'établir
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des estimations à priori  par une autre voie et on obtient la régularité classique pour ce problème.
Le problème du double obstacle a été beaucoup étudié dans la l i t térature, voir Par ex-

emple [Chipot [1]],  [Rodrigues], [Kinderlehrer et Stampacchia] pour des résultats concernant la
régularité et la frontière l ibre.
Section 3.2 C'est le traitement des contraintes convexes de la solution sur le bord.

Nous considérons le problème variat ionnel

f  (  D D oriu,,( ,  -  u), , ,  1)o * (au,u - ,)o > ("f '  u - u)o Y u € Ko
{ t j
I u  e  / (o  :  { u  €  I / t (O) '  ( r (u ) , l ) ao  <  o } ,  f  €  r2 (0 )

avec arai j  satisfaisant les condit ions des prél iminaires 3.2, o ) 0 une constante et j  une
fonction convexe positive.

On étudie I 'existence et la régularité de la solution de ce problème quand / e ZrlO;
avec  r? )p ) |  e t  p22 .

On t rouveque  u  €Wr 'p '  (O )  n . t / 2 (O)  où  i : i - } -
En se basant sur des estimations concises et optimales obtenue dans IBrézis [5]] on peut

appliquer la méthode de continuité pour les contraintes convexes sur le bord ayant un sous-
dif[érentiel mult ivoque.

Pour avoir des problèmes bien posés sur le bord on est obligé de travail ler en paral lèle

dans f /z(O) et  Wr,P ' (Q)  .
Le cas local avec le problème du double obstacle sur le bord est résolu avec une régularité

Wr,p'(Q) . On pense que la régularité optimale pour ce problème est Wt'o(Q) car le sous-
diftérentiel de la fonction convexe spécif ique au double obstacle est univoque et l ipschitzienne et
dans [Brézis[S]] pour ce type de fonction on obtient une régularité W2'p(Q) mais la constante
de I 'estimation dépend du sous-différentiel ce qui avec notre technique ne permet pas de passer

à la l imite lorsque le paramètre de la pénalisation tend vers I ' inf ini.
Enfin, on remarque que la fonction convexe j a été supposée partout indépendante

du domaine. l l  serait intéressant de développer une théorie analogue pour de tel les fonctions
dépendantes du domaine, en ce cas i l  faudrait refaire I 'approche de [Brézis[S]] avec un bon
contrôle des estimations.
Section 3.3 Cette section traite les perturbations variat ionnelles avec une contrainte con-
vexe sur le gradient.

On étudie I 'existence et la régularité de la solution du problème variat ionnel

l (1"- f ,u-z)  )0 V u€K. , ,  /e  f r lO; ,p>2
\ "  e  I { o :  { u  e  I J j ( f ) )  :  ( j ( o ,Vu ) ,1 )  S  o } ,  o )0cons tan te

avec j(æ.o) convexe et posit ive.
On obt ient  que u eW2,p(Q) s i  o  est  s i tué dans un cer ta in  in terva l le  des va leurs.
Les estimations nécessaires à la méthode de continuité sont restreintes à un intervalle

borné pour le paramètre a à cause de la diff iculté de contrôler la constante du théorème 1.3.1.
Le cas du double obstacle pour le gradient est seulement posé sans traitement car on ne

dispose pas d'une estimation uniforme avec un paramètre de la pénalisation al lant jusqu'à I ' inf ini.
On donne aussi une approche basée sur les mult ipl icateurs de Lagrange en arrivant

à la même régularité.
Des résultats d'existence et de régularité pour le problème de I 'obstacle sur le module du

gradient, en part icul ier le problème de la torsion elasto-plastique, sont obtenus dans [Brézis[3]l
èt [Wil l iams, G. H.]. L. régularité de la solution de ces problèmes (avec la donnée / € fP(O) )
es t  u  ew2 'P (Q)  .

l l  est naturel de poser le problème non local pour le gradient avec une fonction convexe
plus générale mais un ce cas le problème pénalisé sera quasil inéaire et i l  faudrait déjà assurer une
régufarité Wz,P(Q) de la solution pénalisée avec un bon contrôle de I 'estimation, ce qui promet
d'être diff ici le.

l 6
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Section 3.4 C'est le commencement du traitement des inéquations variat ionnelles du qua-
tr ième ordre.

Nous donnons une vers ion non locale à une approche dans [Bréz is [2] ]  du problème du
double obstacle pour un opérateur du deuxième ordre A avec des obstacles constants.

On s' intéresse à I 'existence, à l 'unicité et à la régularité de la solution du problème varia-
t ionnel

l (A " ,Au -Au )> ( f , u -u )  V  u€  I { o ,  f  € re (O) ,  p>n

l ,  e  I {o :  {u  e  / / 01 (0 )  n f l ' (O )  '  U (o ,Au) ,1 )  < -a }  a  )  0  cons tan te

avec j(c, o) convexe et posit ive comme aux prél iminaires 3.4.
On obtient que z € W3'p(O) avec une situation ( indiquée ci-dessous) où u € Wn'n(Q) .
La méthode de continuité développée jusque là s'applique d'une manière naturel le

car la pénalisation est faci le à manier et on dispose des estimations explicites et indépendantes
du paramètre.

On arrive à capter aussi le cas local avec en part icul ier le problème du double obstacle
pour l topérateur A avec des obstacles non constants.

La régularité naturel le pour ces problème est 173'p(O) mais on met en évidence la sit-
uation suivante : si la solution u. € I/01(O) de l 'équation A*u,* : /  satisfait la condit ion
réalisable 0j(o,u*) eW2,p(Q) oùr ôj(r,o) est le sous-différentiel de la fonction convexe qui
contrôfe la perturbation variat ionnelle, alors on a une régularité W4'P(A) pour le problème local
et  non local .
Section 3.5 C'est le problème de ltobstacle bi latéral pour l 'opérateur biharmoni-
que avec A un opérateur  e l l ip t ique du deuxième ordre au l ieu du lap lac ien.

Pour  une étude du problème de I 'obstac le uni la téra l  pour  l 'opérateur  b iharmonique on
peut consulter [CafFarel l i [1]] et pour I 'obstacle bi latéral [CafFarel l i [2]] oùr on obtient la régularité
Ht(A)  avec A -  -A et  une fonct ion génér ique , f  :0 .

A notre connaissance jusqu'à maintenant la régularité W2,p(Q) avec une fonction géné-
rique / € ,P(0) n'a pas été abordée.

Via une pénalisation bien choisie on montre que la solution du problème variat ionnel

f  çq" ,Au-Au)>( f , r -u)  V u€K
\"e  K: {u  € / /ô(0)  nH2(O)  :  rhz}u2rh  P.P.O}

avec  /e  Ip (O) (p>2)  e t les fonc t ionsobs tac les  û t€Wz 'p (O)  te l l esgue  ty ' r  <0<r fs2  su r
0Q,  rb ,  l rbz ,  A rh t1O< l rh ,  p .p .  O ,admetuneso lu t ionun ique  ueW2'p (Q) .

La même régularité est obtenue pour le problème unilatéral

1 7

|  (A" ,Au -  A" )>  U, ,  - " )  V  u  €  / ( r
l "e  Kr : {ue f /o r (O)  n f l ' (O)  :  u )  ûrp .p .

avec f e t,n1ù) et la fonction obstacle th e Wz'p(Q) tel le que
,'"(AO) , A* Arh € ,P(O) .

o)
,h < 0 sur ôO, Ary'r€

A

A.M.S Subject classiffcation (1991) : 35J85, 35845, 35850, 35865, 35825, 35J20, 35J25,
3sJ3s

Mots clés : perturbation, variat ionnelle, fonctionnelle, monotone, paramétrique, singulière,
régulière, équation semil inéaire, fortement non l inéaire, mult ivoque, graphe maximal monotone,
régularisée Yosida, identif ication formelle, stabil i té, méthode de monotonie, méthode de com-
pacité, régularisation, principe du maximum, petit  paramètre, théorie du potentiel,  inégali té
variat ionnelle, contraintes, convexes, locales, non locales, pénalisation, méthode de continuité.
A



1 Perturbatione monotoneg
1.2  Egt ina t ione de  tYPe IP(A)
t.2.L Eetination avec iêgulari té .L-(O) a priori

1 Perturbations monotones

1.1 L' inégali té de Poincaré

Problème 1.1

On obtient I'inégalité

lr l ;o1o; 1 C lul,a, ' ,o1s1

avec C une constante indépendante de u € W;'o (A) et p . A

1.1.1 Ltinégali té de Poincaré avec une constante indépendante du domaine

Théorème 1.1.1
Le domaine Q sera supposé borné par rapport à la direction x;. Q; est la projection de Q

sur I'axe de direction x; .
Ona

lu lo  S Ci lu , , lo  < Ci lVulo

pour toute u € Wl'e(Q) (p > 1) où C; : lQ;1. A

Preuve :
Nous avons successivement avec u €.W;'e(O) prolongée par 0 :

I t ' ' i  l P  l f  1 P  f

l " l ' : l l  u, ,dr ; l  < l l  l " , , ldr ; l  <C!- ' l  lu, , l 'd*t .
l J - o " l L J O I J J O r

on a utilisé l'inégalité de Jensen avec la fonction convexe j(t): ltlo (p > 1) .

En intégrant sur Cl d'abord par rapport à r; on obtient

lul l :  I  Wf 3 c;.  c!- '  I  lu,, l ,  :  cl lu,, lpp.  Ja . /o
d'où

l " loSCi lu , , lp<C; lVu lo
le résultat. A

Remarque 1.1.1
Dans toute Ia suite on désigne par Cp une constante indépendante d" p, u telle que

l r l r 3Cp lVu l ,  V  u€ f l o t (C t )  .

St f, est borné on peut prendre pour Cp le diarnètre de Q '

L'indépendance de Cp par rapport à p sera utile dans la suite (uoir I'erernple 2'9'2)

Iorsqu'on ueit obtenir des estimations uniforrnes en faisant tendre p aers l'infini. A

L.2 Estimations de type LP(O)

coercivité dtun opérateur el l ipt ique du second ordre dans LP(o)

Prél iminaires 1.2
Le domaine O C R"(n > 2) sera supposé borné et I'opérateur A défini par Au :

n n
- D (D oniu,.o)", V u e H1(O) sera ell iptique :

i j

Io ' r€n€i>oel€ l 'V(eR"
i , j

où o4 ) 0 est une constante et aU e L*(Q) .

Des conditions supplémentaires peuvent être requises sur o;i et o.

Pour I'introduction des graphes monotones voir [Brézis[a]].

1 8
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1 Perturbations monotones
1.1  Es t imat ions  de  tYPe ZP(O)
1 .2 .1  Eet ina t ion  avec  ièRu lar i té  / , - (O)  a  Pr io r i
1.2.2 Estimation avec réfulari té Lo(0) a pbsteriori  via troncature

Problème t .2
On étudie la stabilité dans trp(f)) p.t rapport à / de la solution u ainsi que de la

perturbation monotone B@) pour le problème perturbé

lAu+g@)>feLe(a)@22)
\ " e f4(ç))

où B est en général un graphe monotone maximal tel que B(0) ) 0 '

Toutes les estimations utilisent des constantes explicites. a

L.2.1 Estimation avec régularité L-((-}) a priori

Théorème L.2.L
Si la fonction u € Hà(A) n L'"(0) vérifie

f  (Au - f,  cp(u)) < 0
\ r  e  lo lo) ,  p  Z 2,  ç$) :  u lu lo-2

alors

lulË S c"1v1u1Ë;l 5 cf(nu,p(u)) s ci lr lplulË-1
et en particulier

lu lo < câlr lo

avec Cf : -L(Ë)tCtrr;t  où an est la constante d'el l ipt icité de I 'opérateur A et Cp la constante

de I ' inégali té d. Po:n.uré tel le que lvl2 < CplVvlz V v e H[(A) . A

Preuve :
On a successivement

(Au,g@\ - (I onir", u,:,P'(u)) > ryîî#= >
ç ( z ) € H Ë ( o )  

' î  A  e l l i P t i q u e

> oa( lVz l t ,p ' ( r ) )  
;m,(p 

-  l )oa( lu lo- ' , lVz l2)  :

ff i  k - 1) (;) 2 r,n|YlulÊ 12, r7 : (p - r) (T)'"ol l" lË l iernr

l 9

donc

et I'hypothèse

devient

donc 
wlo S *ie)'cîoÀ'vlo

et il suffit de poser Cî : 
;rg'CToÀt

(Au,e@\2@-I) (?) ' "o

! + 4 = 1
(/,p("))sft6sl/ lolp(")

(Au,e@))  < ( / ,  p( " ) )

It"tt lr*,") < È (ï)' oÀ'l:lol,lT' .

Ceci entraîne

lu1:l l" lÈl1,S ff i 
< czrlvlutÊ1| S h@'c'poÀ'(Au,e@)) <

#G)'cT"Â'lf l,l"l 'o-'

D'autre part

l p ' :

A



1 Perturbationg monotonea
l . l  Ee t imat ions  de  tYPe IP(O)
1 .2 .1  Eet imat ion  avec  iëgu la r i té  l - (ç | )  a  p r io r i
1 .2 .2  Eet i rna t ion  avec  ré [u la r i té  Lp(A)  a  pbs ter io r i  v ia  t roncature

L.2.2 Estimation avec régularité tP(O) a posteriori  via troncature

Stabil i té de la solution du problème de Dirichlet

Théorème L.2.2
5i on a au sens faible

/ (nu - f , ' / )  S0  Y  rbeHâ(Q)  te l l equeu , r>0  p .p .Q

Iu  e  H t (A)  nL" " (ôQ) ,  f  €  LP(Q)  (P  22)
alors

lu lsoln;  < c l l f  le  + l0 l i lu ls-1an)
où Cf est la constante du théorème 1.2.1.

Si les fonctions u; € H1(0) sont solutions des problèmes

f Au; : f i  e lnlO;

I u' - uz e Hâ(a)
alors

lur-uzlo<cl t t , - fz lo
et

lu r  -  uz lË < câ(A(ur  -  uz) ,p(ur  -  ur ) )  .

Preuve :
On rappel le  les notat ions uV tu:  max{u,  u} ,  u  Aw:  min{u,u ' t }  '

Soit
k  :  l z l ; , *1aoy

uk: (u  -k )  vo*(u+k)  Ao

u! : (uk  Ae)  v ( - r ) ,  e>o

?(":) :  " !1"! lr- '  .
Alors  u !eH] (CI )  nr " " (Q)  =p(" ! )  e t  ue@!)  20 p .p .0 ,  V e)0  donc

0>(Au-r,ç@!D:@,(u!) , 'a i ju, ju! , , )_U,p@!l l#
z ' i  

o n  a  u ! ' ' = O  o u  u t -

:  (ç,@!),Don,"!, ,u!, ,)  -  U,ç@!)) :
i , j

: (Au!_f ,ç@9)
et on peut appliquer le théorème 1.2.1 pour obtenir

lukl;o1o; : l i-i l"*oolu!l;"1oy < li*,-oo cîlTlug : cflT},p(o) '

Ceci implique

lzllrlo) 4 --Etsl:iltl!!-- < lr*lru(o) * lklr"rol q -j-l:!-j99- q

3 Cfi l r<ol * lQlt /r lulz,-1ac,)
ce qu'on voulait montrer.

Pour la dernière partie de l?hypothèse par soustraction on a

I t(", - ur) : h - fz e Le(Q) (P 2 z)

\ r t -zz€14(o)
et il suffit d'observer que

I  @@t -ur)  -  f , , rb)  <0 V rh eH"(O)
\ rt - uz € I/ô(ft), f  e rn1n1 @22) '

A

A



1 Perturbations monotonea
t .2  Es t imat ions  de  type  IP(Q)
1.2.3 Stabi l i té de la Éôlut ion du problème de Dir ichlet perturbé

Remarque L.2.2
Pour se placer d,ans le conterte d,u théorèrne 1.2.1 on introduit uk € Z-(Cr) .

En générat p(u*) n'est pas dans H[(A) si uk € //3(f]) d'où l'intérêt de considérer

"! 
qui uérifie ç@9 € l/ôl(ft) .

Poui u"' âeiâopprl*rit de la technique de troncature uoir fstampa.cchia[1]l où l'on

obtient une estimatioi julo S C l | lp auec q: oo si p a n, Llq.= l lP-Lfn si 2 tn 1 n,

q arbitraire si p : n :'2, et C' une constante implicite indépendante de u, Ï . Dans

ioute la suite, lirsqu'on consid,ère des estimations obtenues à I'aide du théorème 1.2.2 et qui

n'erigent pas une àonstante explicite, elles seront susceptibles d'améliorations en fonction de

lap i s i t i onde  p  pa r rappor tà  n .  No t reapproche&uec  q - -p  a l ' auan taged 'unecons tan te
C explicit" qii itt égitément une constante de coerciuité doy-ro(9) .y?u, l'opérateur. A

au sens suiuant : (Âu,,e(")) > C-t l"W pour tout u e H](C)) n ,p(C)) tel que p(u) :

ululn-z € Hôl(CI) . Ce fait ua nous perrnettre de déuelopper une méthode de rnonotonie dans

fb( i f ) (p  > 2) 'aÂalosu"  à ce l le  de [L ions[ l ] l  lorsque P:2.  A

L.2.3 Stabil i té de la solution du problème de Dirichlet perturbé.

Pour des résultats d'existence et de régularité concernant Ie problème de Dirichlet

perturbé voir [Brézis[1]].
Théorème 1.2.3
Soit B un graphe maximal monotone tel que 0 € B(0) .

Si les ui € Hl(A) sont solutions des problèmes

f Au, + p(ui) > fi e Lo(A) (p 2 2)

\  u t  -  u2  €  Hâ(0)

alors
lur - uzlr 5 cf lrr - fzlp

où Cf est ta constante du théorème 1.2.1 indépendante de ui, f;, B.. 
Sa 0 est coercive :

l x r -xz l2oB l t r - t z l  V  t1 ,  t2€ iR ,  x1  €É( t r ) ,  xz€0$z) ,  c lB )0  cons tan te ,

alors
lu r -uz lo<Co l f i - f z lo

où CÉ - rrpt est une constante indépendante de u;, f;, A. A

Preuve :
Par soustraction

I efu' - ur) t 9@r) - 0("r) ) h - fz
I , t -u2€HJ(0)  '

Dans la suite on note par B(u1) - g@t) la fonction ft - fz - A(ut - ur) telle que

on a 
h -  fz  -  A(ut  -  ur)  e g@t( ' ) )  -  0@z( ' ) )  p 'p '  z  € o '

(A(u,-ur) - ( / ' -  fù , ,h) : - (g@r)-g@ù,+)  S <0
V ' /€Hô( ( } )  te l le  que t !@1-u2)2o

donc le théorème 1.2.2 permet d'avoir :

lu r -ur loSCîVr-  Tr lo
et Cf; ne dépend pas de u;, f;, 0'

On suppose d'abord ur - u2 € I-(C)) .
En multipliant l'équation

A(ut -  ur) * 0@') -  0@r) :  h - fz
par g(u1 - ur) : lur - urln-z(q - uz) € Hà(O), on obtient après une intégration par

parties

(D,, i  ar j (ur  -  uz), , ( r ,  -  uz), i ,p ' (q -  
" r ) )  

+ @("t)  -  0@ù@r -  uz), lur  -  ur ln-21

( / t  -  T r ,P (u t - " r ) )



I  Perturbations monotonea
1.2  Es t imat ions  de  tYPe LP(A)
1,2,4 Estinations spéciÎ iques aux perturbations monotones

Mais
(Dn,, a; i(ur - uz),,(r,  - uz), i ,9'(q - 

"r)) 
> 0 (A el l ipt ique, P croissante, p> 2)

(@("r)  -  g@r))(u '  -  uz), lq -  ur lo- ' )  )  a Blul  -  
" r l l

( / t  -  f z ,P(u t - " r ) )  S  l / '  -  f r l o lu t -u r l \ - t
d'où

op lq - " rWS l f i  -  f r l o lu t - " r \ - t
c'est-à-dire

lu,  -  uzlp S c,prl f i  -  fr l ,  .

Si z1 -ur 4 r-(ft) on procède à une troncature comme dans la démonstration du

théorème L.2.2.
On pose g9 - c,.t  .

A

1.2.4 Estimations spéciffques aux perturbations monotones

Théorème L.2.4
Soit B un graphe maximal monotone tel que 0(0) = 0 '
0n suppose-que le domaine Q est borné et les coefficients de I'opérateur A satisfont ai; €

L - (O)  .
Alors le problème

f  Au+É(u) > f  e Lr(a) (p à 2)
I  u .  Hô(0)

admet une solution unique avec les estimations a priori

lu lo  < câ l f lp

l f  -  Aulo S l f  lo
lAulo < 2 l f lo

où Cf est la constante du théorème 1.2.1. A

Preuve :
Ce problème admet une solution unique u e /{6r(C}) d'après [Brézis[l]] avec les esti-

mations

ff - A"l, s l/ lo
lAule 32l fb .

On observe aussi que (9(u) : ,lulo-')
(A"  -  f  ,ç@))  3o

car B est croissante avec 0 € B(0) et I'estimation

l " lo S cîvle
découle du théorème L.2.2. A

(B coercive)

(Hôlder)



I Perturbations nonotoneg
i .s  Eet imat ions de type w2'P(a)
L.3.2 Principe du maximum faible

1.3 Estimations de type wk'o(çl) pour le problème de Dirichlet

Prél iminaires 1.3
La régularité du domaine f,) C R'(n ) 2) sera spécifiée au fur et à mesure de l'exposé.

Soit I'opérateur A défini par

Au:  -  
I t I  a i ju , i ) , i

N l

avec dij e I'71'-(O) et

D" , i€ '€ i  > "o ld '  V  (e  R ' ,  aA)ocons tan te
i r j

oA : mg,]< lc;iloo V lor;'n loo ( æ .

ces conditions rendent A lipschitzien de w2'p(cl) fort dans .Le(f,ù) fort :

lAul ro. , ,>  < oA lu lw2,p@) v u € w2'P(Q)

avec les normes usuelles des espace. Ip(0) 
"t 

Wt'p(Q) .
Dans toute la suite on dérign" par opérateur de type elliptique un tel opérateur A.

A

Problème 1.3
On énonce un résultat sur I'existence, I'unicité et la stabilité dans ygte+z'n(Q)(k e

l{, p ) 2) de la solution u par rapport à / dans Wk'o(Q) pour le problème de Dirichlet

fAu:TeWk'nçn1
I  "  

e  f / . t (o)  nWk+z'P(Q) -

Nous préparons la section 1.4 en démontrant un principe du maximum pour les

problèmes elliptiques du second ordre ayant une perturbation monotone multivoque. A

1.g.1 Existence et régularité dtordre supérieur pour le problème de Dirichlet

Stabil i té de la solution
Pour le théorème qui suit, on suppose que les coefficients de I'opérateur A satisfont

atj  € Ck+l(Ct) avec ô0 è CÀ+r k e lù .
Théorème 1.3.1
Le problème

fAu : f €wk 'P (Q)
\ueH| (A)  nwt+z 'n1Q;

admet une solution unique avec I'estimation
lulvvr+,,01n; < Cf; lf lyy',,1n;

Cf; est une constante indépendante de u et f
Si les u; € H1(0)(i € {1' 2}) sont solutions des problèmes

/  Atr i  :  f i  € Wk'P(g)

I  ut -  u2 € Hâ(a)

lur - uzl*r+z,r1n) a C['lft - f2lyy,,,1n;
A

indépendante de u telle

indépendante de z telle

alors

Preuve :
Selon [Simader[1], théorème 9.12] il existe une constante C

que

lu l1a,*+" ,o 1q 3 C ( l fVt ,p(a)  + lz l r ,o lo ;  )

et en utilisant le théorème L.2.2 0n a aussi une autre constante c
que

l z l ;n1o)  S Cl l l r " to l
donc le résultat.



1 Perturbations monotoneg
i .s  Es t imat ions  de  type  w2 'P(a)
1.3.2 Principe du nraxi inirn faible

L.3.2 Principe du maximum faible
Pour la comparaison sur le bord au sens f/l(Ct) voir [Kinderlehrer D. et Stampacchia

G.,  pB.  35,  def .  5 .1] .
On note par 2R l'ensemble des sous-ensembles de IR..
Théorème 1.3.2
Soit B : Q x IR. r--+ 2R une fonction multivoque telle que d(x, o) est un graphe maximal

monotone avec 0 e p(x,0) p.p. x € Q
Si les ui € Hl(Q), i  e {1,2}, sont solutions (au sens faible) des problèmes

I Ru' + d(o, ui) ) f i  € L'(a) f1 ( f2 P.P. Q

I ut - u2 ( 0 AQ au sens Hl(a)

alors p.p. Q
u1 (u2  

a

Preuve :
On rappelle la notation u Y ro: max{u,u;} pour u, w e f/ t(Ct) '
Par soustraction

A(r t  -  ur )  -  ( / '  -  fz )  e  /G,r r )  -  p(o, r t )

et une multiplication par (r, - ,r)* *(r, - ur) Y 0 e f/ôl(O) donne

(A(u,  -  ur )* , ( r ,  -  ur )+)  :  (A(q -  uz) , ( r ,  -  
" r ) * )< 

(n  -  Tr , (ur -  " r )+)  S 0
d,où avec A el l ipt ique p.p. O 

(u, _ uz)+ :0

c'est-à-dire p.p. Q
u11u2

Onau t i l i sé l e fa i t quep .p '  r € f )  avec  V  f ,  s€ lR ,  t s  eP ( r , l ) ,  so  e  0@,s )  ona

( t6 - ss ) ( t - s )  >0  e t  ( t o - "0 )+ ( r - s )  >0 .
A



1 Perturbations monotones
1.4  Prob lèmee semi l inéa i res

Eetimation a Priori
1.4.1 Perturbations monotoneg

nu l t i voques

univoques

l.P'l
Dans toute la suite on

graphe monotone maximal B
fonction B.

Le symbole o sous un
fixées.

2 5

L.4 Problèmes semilinéaires multivoques

É t . r d "dup rob lème  Au+B( " )  ) f  €Lp (o ) ,  t qHà (O)

Préliminaires 1.4
On suppose que fl C lR." est un domaine de classe Cl .

soit l ,opérateur A défini par Au: - É ( i  on,r, i)",  v u € Hl(ft) satisfaisant la
i j

condition d'ellipticité :

-\
D"uqngi>oel t l 'v{elR"

a r J

où o4 )  0  est  une constante et  oû eWl ' * (Q) .
Pour une introduction des graphes monotones voir [Brézis[a]] ou [Barbu].
Si h, gz sont deux graphés àaximaux monotones sur IR x IR , on note B1 S 0z et

< l0 r l  r i o .u respec t i vem" t t  t r  / - t2  e t  l t t l <  l t r l  Vheg t ( t ) ,  V t re0z( t1 ,  V te  R

note par ôP le sous-différentiel (au sens de [Brézis[+]]) du
et pàr B' la clifférentielle usuelle (lorsqu'elle existe) de la

argument signifie variable courante, Ies autres variables étant

Nous aurons besoin des lemmes suivants :
Lemme I .4 .L
Soit c ) 0 une constante.
Si jr, jz sont deux fonctions convexes et propres sur lR' telles que

r r (0)  :  O:  rz(0)
ôr'(0) ) 0 € air9)
c*l?jt l2 @jrl

c l r l *  r r  ( t )  2 j r ( t )
pou r tou t  t € lR .  A

Preuve :
On note par lp la fonction identique sur IR'.
Selon [Rockafellar, pg. 86, théorème 10.4] une fonction convexe définie sur un compact

de IR. est lipschitzienne dônc dérivable presque partottt. Si le domaine de définition est non

borné alors la convexité ne suffit pas pour assurer le caractère lipschitzien de la fonction.

On va montrer que cllml l-lr j2 est croissante dans (0,*oo) et décroissante dans

(-- '  o) .
Ôo--" j;( i e {1,2}) est lipschitzienne (donc différentiable p.p.) dans chaque

compact /{ C [0, oo) on aura p.p. K
0i '> i i , iLeôi ,

et en notant que I'hypothèse
c*lôj t l2 @ jr l

ô r ' (0 )  )0€Ai rQ)
devient dans .K C [0, oo)

c* ôjt 2 ïjz
on aura

(c ln+h- jz ) '>o
donc la fonction cln * jr - jz sera croissante dans tout compact I{ C [0, oo)

Pour t € [0, oo) on peut prendre /( : [0, f] et nous aurons

ct * j tu) -  j r( t)  )  c0 *r,(0) -  rz(0) :  s
ca r  j 1 (0 )  : 0 :  j 2 (0 )



1 Perturbations monotones
1.4 Problèrnee semil inéaires mult ivoques

Estimation a priori
1 .4 .L  Per tu rba t ions-monotones  un ivoques

on aura

De la même manière, comme j; est lipschitzienne (donc différentiable p.p.) dans

chaque compact .I{ de (--,0] on aura p.p' K
7j t> i ' r , iLe0i ,

et puisque l'hypothès" 

"+rLjrr 2. @jrl
ôr1(0) ) 0 € AjrQ)

devient dans .I( C (-oo,0]
-c-l )jt < 0j,

( - "1m- lh- j r ) '<o
donc la fonction -clm * h -j2 sera décroissante dans tout compact K de (-oo,0]

Pour I € (--,01 on peut prendrc K : [t, 0] et nous aurons
-ct  *  i r ( t )  -  iz ( t )  >  -c0 *  r t  (0)  -  - rz(0)  :  0

ca r  j 1 (0 )  : 0  :  J2 (0 )  .
Finalement pour tout t € IR

ce qu,on voulait montrer. 
clt l  + i ' ( t) >- i ' ( t)

A

On introduit la régularisée Yosida d'un graphe maximal monotone par le :
Lemme L.4.2
Soit B un graphemaximalmonotone dans IR x IR. Alors I'image de IR par ln*ÀÉ

est éga\e à IR pour?out À > 0 et (le + ^P)-r est une contractio.n de IR dans lR'. -La

réguiarisée Yosida Bs d. g , définie par B1(t) : ï(t 
- (1o + ÀB)-lt) a les ptoptiétés

suivantes ;
(1) gx est univoque, monotone, croissante et lipschitzienne de rapport * ;
(Z)  ( /x) r : |x+t ,  pour  tous À,  p  )  0  ;
(3)  On a /x( t )  e  É((1n + ÀB)- t ( t ) )  pour  tout  t .€  IR ;
(4) Pour tout t € R, B(t) est un intervallefermé;
(SS O" pose D(B) : {t € lR : P(t) + A} et go(t) :]a projecti?" 4" ,0 tur P(t) . 9"

,.-àrqu" qie Bs(t)'est l'élément ayant la, norme minimale dans B(t) . De la même ma'nière

on p"it iitroduiie la fonction univoque go(t) : I'élément ayant Ia norme maximale dans

P(ù lorsque D(P) est un ouvert. On a pour tottt t e D(P), l,6r(t)l décroissante par

rapport au patamètre À avec

l ,0r(t) l  S lÉo(t) l
et

0x(t)
À-+0

1o(t) i

p.p. sur f), up--)u dans .L2(ft) fort,, uk--+u
sur Q . Si r* , U* € IR sont telles que rk+n ,

(6) Si  un e L2(Q) f  ,n,  uk € 0@r)
dans L2(Q) faible, alors u e 0@) p.p.
yk-+y et ar e 0@n) alors y e 0@) ;

(7) Si deux graphs maxim aux monotones B;
constante d > 0, alors on a aussi hx I gzx * 6
graphe maximal monotone B; .

Preuve :
Pour les points (1)-(6) voir [Brézis[1],[a]] et [Crandall]vI. et Pazy A.l.
En ce qui concerne le point (7), on sait que (1n * Àdr )-1 est une contraction croissante

donconaavec  ô>0
( ln + Àgr)- '  ( t)  -  ( tn * Àgr)- ' ( t  + )d) > -Àd

d'où après une opération sur l'inverse d'une fonction

( ln  *Àgr ) - ' ( t )  >  (1o + \gz) - ' ( r+Àô)  -Àô: (1o+ ^(gr -ô) ) - ' ( t )  -Àd '
Maintenant h-6 1 B2 et en notant que l'inversion des fonctions inverse aussi I'ordre

des fonctions, on obtient
( ln + Àd,)-t( t)  )  ( ln + À(d' -  ô))- ' ( t)  -  )d > (1o + Àgz)- '( t)  -  Àô

sont teJs eue 0r < 0z * 6 pour une
ou 0; est la régularisation Yosida du

A
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et la définition de la régularisation Yosida implique

hx l7zx*6
ce quton voulait montrer.

Lemme 1.4.3(Browder)

Soit X un espace de Banach réflexif (réel) ayant pout dual X*

Soit K C X un ensemble non-vide) convexe et fetmé'

On suppose que l'opétateur A: f, r-a X+ est hemicontinu et monotone, envoie les.

ensembles bornés aà X dâns /es ensembles bornés de X* et satisfait Ia condition d'ellipticité

(Au,u)  x  )  a4. lu l ' * ,  dA > 0 constante

Si |'application g : X r-+ (-oo, *oo] est convexe, semicontinue inférieutement et

g # æ aLorc Ie problème variationnel

!  @"-  f ,u-u)x> ç@)-ç@) v u€x
[u€X,  ïeX-

admet une solution.

Preuve :

Voir [Browder].

Lemme 1.4.4

Soit j une fonction convexe et propre défrnie sur IR telle que j(0) : 0 et Ie sous-

différentiel univoque 0j satisfait lim"4a."ôf (") : too '

on in t r odu i t ] a fonc t i ondua ]e j *Pa r j - ( t ) : sup " .p { s f_ j ( ' ) } pou r tou t t € ]R .

Alors j * est une fonction bien définie, convexe, propre et on a f inégalité de Young :

j ( t )+ j - (s )  2 ts  vs ,  t€ lR"
A

Preuve :

Voir [Adams, pg. 228]. A

On dit que la suite de fonctions g€ sur IR converge continûment vers I si pour toute

suite r" € lR convergeant vers o on a g.(r") converge vers g(r) lorsque e tend vers 0 .

Lemme L.4.5

Dans un compact la convergence uniforme équivaut à Ia convergence continue. A

Preuve :

Voir [Lojasiewicz, pg. 48, théorème 3.1.9].

Problème I .4

On étudie I'existence, l'unicité et la régularité avec des estimations a priori, pour la

solution du problème perturbé

I  Au+ g\ ,u)  )  /  €  LP(a)
\ "e l4(CI)

où B est un graphe monotone maximal dépendant du domaine fl . a

A

A

A

A
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1.4.L Perturbations monotones univoques
Théorèrne I .4.L
So i t  p>2 .
Soit B : Q x IR. F-+ IR. une fonction univoque telle que

96,o) est une fonction croissante et continue avec 0 e 0$,0) p.p. x € Q'

gG, t )€11(A)  Vr€R.
On suppose qu'il existe

des fonct ions bi  € LP(A)( i  € {1,2}) ,
des fonctions croissantes et continues B; : lR' r--+ lR' avec 0 e B1(0),

te l les  quep.p .  x  €  Q,  V t  e  R on  a

gz$) + bz(x) < 0$,t)  S Ér( t )  + br(x)  .

Alors le problème

f  Au+,6 (o ,u )  :  f  €  LP(A) (P  >  n )

I u . Hà(a)
admet une solution unique u € W2'p(Q) avec I 'estimation ponctuelle

gz(-C l f  -  br lo)  + u,  S gb,u)  < Ér(+C l f  -  b, lo)  + ut
où C est une constante indépendante de u, f  ,  g, 0,,,  bi '  A

Preuve :
Selon un résultat de [Brézis[S]] le problème variationnel

lçq"-  0@,u)-  f  ,u-u)  à 0 Vu € I /o ' (ç l )  nr - (ç l )
\ " e /4(CI)

admet une solution satisfaisant aussi u/(o,u) e Lt (ft) ) 0@,r).
Enobservantque k9e H] (ç t )  n r ' " (ç l )  pour  k€N e t  p€cr (c l )  , l ' i néquat ion

variationnelle devient

(Au -  g@,r)  -  T,d,  l r to"  -  gG,u) -  f  ,u)

et en faisant tendre k vers I'infini on obtient V p € Cf (C))

(A" - 0@,u) - 
" f ,  p) > 0

d'où p.p.  O
Au- /b ,u) - " f :0 .

Comme g@,o) est monotone la solution du problème

I  Au + gb,u)  :  f  ere(Ct)(p > n)
I " e I{(c,)

sera unique.
Il reste à établir la régularité'
Soient les problèmes

I  A"n + 0{u;) :  f  -b; 6 lr( f i )

I  ", .  HJ(o) .
Selon le théorème I.2.4 ces problèmes admettent une solution unique ui avec les

estimations

lg t ( " ; ) lo  < l /  -br lp  e t  lAu; ln  / -2 f f  -b ; lp

d'où via le théorème 1.3.1 et les injections de Sobolev il existe une constante indépendante

de u;,,  0;, b;,/  tel le que

lu , l l * 1oy  SC l . f  - b t l p

On observe que
( )  Au+02(u)+bz

Au *  7b,u)  :  /  
t  I  Au + gr (u)  +br
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car

0r@)*bzs7G,u)3fu@)*bt
et le principe du maximum [voir théorème 1.3.2] appliqué aux inégalités

I t"t I g{ur) : / - br S Au i 0J") dans f,}

\ r , :o :u  surôo

I 1", + gzfuz) : f - b2 ) Au + 0z(") dans fl

\ r , : 0 : u  su râ f )

donne p.p. O
u11u1u2

On a aussi
gr(ur )  +b,  <  gr@) *bz  1  gG,u)  <  0 t@)*  br  (  0 r (u2)  +  b t

puisque h, gz sont croissantes et gz + b2(x) S 0@,o) 3 h f ô1(r) donc
gz(-  l " t l . " )  +  bz < 0@,u)  S PL( t  l " r l . " )  +  b t

et en utilisant les estimations sur u;

avec c """ """"fïl;î"hÏlll.: i: 
t u,':,',,"',,=f,'[!,"uu, - b2t) * bt

Maintenant avec û e LP(Q) on aura

f  t -Au: /G,u)  e IP(çt )
\ "e14(CI)

d'où le théorème 1.3.1 donn e u € w',p(Q) ce qu'on voulait montrer. a

Remarque 1.4.1.
SiI 'opériteur A estsymétrique, b; € r-(çt) et B(r,o) e CI(JR) p;p. æ eOll"oyle,

théorème 1.-/1.1 est un" 
"orr{quence- 

d'un résultat' de [Amann] car les fonctions u; € Wt'p(Q),

d,e la d,émonstration du théoième 1.4.1 seront des sous- et sur-solutions du problèrne étudié

et on uoit que g@,o) admet l'estirnation l/@,t)l S .(ltD au_ec la fonction croissante c

d,éfinie par'c(l t l i )  I  r"""{B1 (l t l)  ,  -pr(- l t l)} * max{lb1l." ,  lbr l*} .  Dans [Arnann] on donne

aissi une estinnation de-la forrne lulonrr,rlç'y < r(lul6'"1ey) auec 7 une fonction croissante

implicite. Lethéorème 1.4.1 perrnetunbon contrôle dela dépendance de 1 par rapport aux

perturbations monotones impliqué es.
Lorsque l 'opérateur A ést symétrique et g@,t) contin'ue en t et mesurable en x,

l ,existenceâe ta iolut ion , ,  r472'n(A) du problèrne'étud,ié au théorème 1./1.1 résulte de

[Kozdan, théorème 6.5] sans contrôle d,e I'estirnatiorz'
On uerra au théârème 1.4.7 que les sous- et sur-solutions au sens d,e fArnonn] existent

même si on renonce à I'hypothèse de monotonie sur B(rro) ce qui ua nous encore permettre

d,'assurer l'eristence d,'uià solution u €.W2'p(Q) auec une bonne estimation A

L.4.2 Perturbations monotones mult ivoques

Théorème L.4.2
Soi t  p  >  2 .
Soit B : Q x IR, F--+ 2R une fonction multivoque telle que

0(x, o) est un graphe maximal monotone avec 0 e P(x,0) p.p. x € Q,

la régularisation Yosida É.r(x,o) de B(x,o) est telle que É.r(o,t) € Lr(Q) vt € R .

On suppose qu'il existe
des fonctions bi € LP(QX| € {1,2}),

des graphes maximaux monotones 0i ' R t--+ 2R avec 0 e ,6i(0),

te ls  quep.p .  x  €  Q,  V t  e  R on  a

7z( t )  +bz  <  06 , t )  S  Ér ( t )  *  b r
Alors le problème

f  Au + 0(o,u)  > f  e  Ln(Q)(p > n)

I u . Hâ(a)
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admet une solution unique u € W2'p(Q) avec I'estimation ponctuelle

gzo(-Clf  -  br lo) + ur < f  -  Au S Éro(+Clf -  b2lo) + b1

où B1s(t) : inf{s € IR : s € Bt(t)} et C est une constante indépendante de x, 1, 0, gi, bi' A

Preuve :
So i t  À  >  0 .
On considère p.p. z € f) la régularisée Yosida du graphe maximal monotone B@,o) :

lm  -  ( lm  +  ÀÉ(2 ,  o ) ) - r

À0x( r ,o ) :

Soient les problèmes

entraîne à I'aide du [lemme 1.4.2, point (7)]
g r x ( t )  +bz (x )  10x ( r , t )  <  hx ( t )  *  ô1 (z )

D'après l 'hypothèse Ér(o, t) e Lt (O) p.p. t  € IR.
Le fhéorèm" 1.4.1 assurà i'éxistenà" â'""" solution unique us € 14/2'P(C)) avec I'esti-

mation
gzx(-C V -  b t l r )  +  UrS,6. r (o , " )  <  0r r ( *C V -  b2 l )  *  br

où C est une constante indépenclante cle u, f , 0x, 0;x, b;.
Maintenant on obsenu" qn" d'après [lemme !.4.2, point (5)] on a v À > 0 p.p. R.

l7rxl  < l7nl
où les fonctions gn(t): projB;(r)O restent bornées dans un compact car le graphe des B;

est fermé et borné dans un compact si D(B;) est un ouvert'
Dans ces conditions on a

gzo ( -C  l /  -  b ' l o )  +b t  (  É r (o ,u )  S ,6 ro (+CV -b2 l r ) t b t

donc B1(o, u^) reste bornée dans trp(O) d'où via la réflexivité d" Ip(0) , à une sous-suite

près,

0x(o ,u
.LP (O) fa ib le

w

I  Ar^-r  7x(o,r^)  )  f  e Uça1(p> 
")

I "^ . 
f/ot(çt) .

gru)  + bz(*)  S 0@,t)  < 7r( t )  *  ô1(z)
L'estimation

et via les injections de Sobolev (p > ,r)

À+0

On déduit aussi que Aul reste bornée dans trp(f)) lorsque À tend vers 0 et via le

théorème 1.3.1 u; sera bornée dans W'' '(Q) pour À petit .
La réflexivité de I'espace W'''({l) donne

y7z , r  (O)  fa ib te

À-+O

le(Q)  fo r t
us ---------------- ug' À-+o

et de plus les valeurs de ur sont contenues da,ns un compact indépend.ant de À '

Le passage à Ia limite au selrs des distributions dans l'équation vérifiée par uÀ donne

w: f -Auo .
Montrons aussi que

z€O à l 'a idedu l lemme

u^

,6r(o, u1) converge ponctuellement vers u ' En effet pour tout
L4.2, point (5)] on a

lgx( r , r . r ) l  <  l0o(* ,u1) l  <  Co
avec C6 une constante indépendante de À car on a vu que ILÀ parcours un compact fixe

e t  Bs ( i , o )  es tbo rnéedans fou t compac tde  IR .  Ondédu i t que  V r€Q,àunesous -su i t e

près,

9x( r ,us1 u( r )
À+o

et la coincidence de la limite ponctuelle avec la limite faible lorsque p > I (voir [Kavian])
assure u:  u  ,
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Nous allons trouver aussi la limite ponctuelle de (le * \B@,o))-t

De par la définition de B1(r, o) on a

l "^  -  ( ln  + \g@,o)) - t ( "^ )1,  :  À lg t ( r ,21) ln  < )C6

où Co est une constante indépendante de À petit et on déduit qu'avec

LP(O)  f o r t

À-+0

Iton a
LP(Q)  f o r t

u^

(1o +  Àg@,o)) - ' ( " r )

( ln  +  ̂ 9@,o) ) - ' ( " r )

Ug

et

À-+0

p . p .  Q

À-+0

D'après [emme L.4.2,  po ints  (4) ,  (6) ]  on a B1(r ,uÀ)  ç  É( t , ( lm * \B@,o)) - t ( " r ) )
d'où en pu,ttu,ttt à la limite ponctuelle il vient que ?l,' € p@,uo) p.p. r € 0 '

En notant que l'ensemble

K:  {g  €  re(O)  :  gzo( -CV -b ' ,1 )+b,  Sg < g 'o(*CV -br lo )  +at  p .p .  C l }

est convexe et faiblement fermé, on a aussi

gzo(-C l f  -  b ' l )  +u,  S f  -  Aus 1 7 'o(*C lT -br lo)  + o '
où C est une constante indépendante de u, f  ,  0, 0;, ù'

Le passage à la limite au sens des distributions dans le problème

I  A"^+ 0r(o, r^)  :  f  €  Le(A)@ > ")
\ r^ e r4(CI)

conduit à

I  A"o + P(o, ro)  )  /  €  re(O)(P > ' r )
\ ,oe14(0)

et la solution de ce problème sera unique car p(x,o) est monotone p.p. r € O . A

Remarque L.4.2

La condit i ,on /x(o,t) € .Lr(çr) Vt e R est
go (o , t )  V t€ IR  od  go ( r , l )  : i n f { s€ IR :se .B@, t ) }
p .p . r €O ,  V t€ lR .

Pour la définition de la fonction univoque B0 associée à un graphe maximal monotone
voir flemme I.4.2,, point (5)].

Remarque t .4 .2

On se p lace dans les condi t ions duthéorème 1. f '2  auec h20> 02.
Alors le problème

I  Au + g(o,,u) )  T € Le({r)(p > n)

\ ,  e Hé(a)
odrnet une solution unique u eWz'p(Q) et on a l 'estimation

rernplie lorsque go(o,t) € Lt (O) )
et  Bo(r , t )  :  sup{s € IR :  s ,  P(* ,T,

,""(o)

I o'on
[ ' o  €

n, ,  (  > Pge l rot lo"  -  P?(+ l rot l . " )  lu- l - )  *  ôzF\o'u) t i Bli* i";;t; - Æi- i".;i;i i,-il) + a'
) u* sont respectiuement les solutions des problèmes

:  f  -ô,  € Ip(O)(p >,r)  et  I  o" .  -_1.9Ie(ct) (p > n)
f/d(çt) 

v0 
\ r* e I4(ç,) .

A

où uot €
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Preuve :
Si on reprend la démonstration du théorème L.4.2 avec les mêmes notations, alors on

obtient I'existence et l'unicité de la solution u €W2'p(Q) -

On note d'abord que uot e W2'p(Q) O I-(O) > u* en tant que solutions d'un

problème de Dirichlet et via les injections de Sobolev (p > 
") 

.

Soient les problèmes

IA"n+gl" ; ) )  f  -b ;e LP(Q)
\ "n 

e rlot (CI) .

Dans la suite on note par B(o, u), glu;) respectivement les fonctions g, 9; telles

quep .p . r€ f l
g: f -Au€B@,u(r ) )

s i : f  -b t -Aun€0{"1* ) ) .

Selon le théorème L.2.4 ces problèmes admettent une solution unique u; '

Si on considère le premier problème avec B1 positive alors le principe du maximum

assure p.p. O
u 1  1 u g 1

et

7t fu t )  <  Ér  ( "or  )
car By est croissante.

Avant d'utiliser la fonction P? on note que P? est bornée dans chaque compact

lorsque D(\r) est un ouvert.
On déduit que

Auref  -g ' ( " t )  >  f  -g r ( ro t )  >  f  -g i î l ro t l " " )

et de nouveau le principe du maximum donne p.p. O

u1  2  us1 -  p Î (+  l r o t l oo ) r *
d'où

ut ,2  -  l ro , l . "  -  Bî (+ l ror l " " )  l r . loo
Finalement

l ror loo 2 lrr  lo. )  l ror 1." -  ,61(+ lrot 1"") l r* l"o
De la même manière, si on considère le seconcle problème avec B2 négative alors le

principe du maximum assure p.p. C,
u2 ) u62

et

0r@r) > 0r@or)
car B2 est croissante.

On déduit que

Au,eT-0z("r )<f  -gz("or)  S f  -P3(- l "or l " " )

et de nouveau le principe du maximum donne p.p. fl

u2 z-us2 -  Bge l ror l - ) r *
d'où

u2 I lus2l* - Pge lror l.") lr* loo
Finalement

l ror l-  Sluzl."  (  l , ror l ."  -  Pge lrozl"") lr* loo
On observe aussi que

- (>Au+02(u) tbzAu *  0@,u) :  /  
t  1  Au *  g{u)  *bt

gz@) * bz 1 0@,u) < h(u) -r  br
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et le principe du maximum appliqué à

dans f,)
sur ôf)

dans f)
sur af)

donne p.p. O
u11u1u2

Dans ces conditions p.p. 0

D, . \ l>  P(o,ur)  2 /z(uy)+br2 g| l "ot l . "  - ,61(+l ror l " " )  lu-1"")  +ô2
P\otu)  

I  < B(o,  ur)  t  h@2) +br t  g?fuor l*-  Pge l ror l . " )  l r -1.")  +bt
puisque g@,o), B; sont croissantes, donc on a obtenu I'estimation désirée.

I.4.9 Perturbations monotones univoques. Suite

Théorème 1.4.3
Soit B : Q x lR. F---+ lR une fonction telle que

g8,o) est une fonction croissante et continue avec 0 e P(x,0) p.p. x € Q,

É (o , t )  €11 (A )  V te  R .

On suppose qu' i l  existe

des constantes a1 ) br ) 0 < a2 ( b2,

des fonctions h;, g; € Lp(Q)(i € {1' 2}) '

des fonctions croissantes et dérivables p'p. ,6i : IR' r---+ lR' avec 0 € Bi([),

telles que p.p. x € Q, V t € lR, on a

f  u tp t ( t )  * 9 r  Sd (x , t )  <a1B1( t )  * h1  v t  >  0

I  urpr( t )  *  9z < g(x,  t )  < a2B2(t)  *h2 v t  < 0

Alors le problème

I  Au+,6(o ,u)  :  f  €  LP(Q)(p  )  2 )

\ueHf (Q)
admet une solution unique u € Wz'p(Q) avec I 'estimation

âr , . -  ,b
l0(o,u)1, < ( i l )  l f  -  gr lo + lhr lp + ( i )  l f  -  h, lo + lg, lo

A

Preuve :
Selon un résultat de [Brézis[8]] le problème variationnel

{  çq"- .gQ,u)-  f  ,u  -  u)  > 0 vu € /4(o)  n, - (c t )
I  " € I4(o)

admet une solution satisfaisant aussi ugb,u) e Lt (CI) I  gb,").

En observant que kç e H](o) n l-(ft) pour k € .l/ et ,p € cr(Q) , I'inéquation
variationnelle devient

(Au -  g@,u) -  f  ,d,  le"  
-  g(o,r)  -  f ,u)

et en faisant tendre k vers l'infini on obtient V p € Co-(Q)
(Au-0@,u) - f ,ç )>0

d'où p.p. Ct
Au -  /b ,u)  -  

" f  :  0  .
Comme g@,o) est monotone la solution du problème

I  Au,  *  g(o,u)  :  T € Le(q@ >2)
\ u e f4(o)

[  1",  * p{ur) :  f  -  br (  Au * 0t@)
[ ' t :o :z

I  t " r *  gz(uz)  :  /  -bz ]  Au l0r@)
[ ' r :o :u

A



I  Perturbations monotones
1.4 Problèmee seni l j .néaires mult ivoques

Estimation a priori
1 .4 .3  Per tu rba t ions-  monotonee un ivoques.  Su i te  t *

sera unique.
Il reste à établir la régularité et I'estimation.
On suppose d'abord i e l/-(fl) et soient les fonction, ,r* : max{*u,0}.
Une mùtipl icarion par lgr@+1:n-z B, (r+) € //à (0) de l 'équation Aut 0(o,u)- s1 :

f - gr suivie d'une intégration par parties donne

(p - r)f lp, @+1y-z Oi("*),I, ; , i  a; iu!.u,,) + (,6(o, u) - gr, lgt@+)lo-'Pt(u*)) :

:  f f  - gt, lgr@+\1n-z Ut ("+))
et on va estimer chaque terme de cette identité.

On a successivement
( lÉr("+) ln-"P'r(u*),D,; , i  o; iu[ .u ' , ) :  ( lÉr @+yn-zui("*) , In, ,  aûuI;"T,)> o

car A est elliptique et B1(o+) dérivable p.p. et croissante;

(g@,,")  -  gr , lgr@+yn-z o ' ("+))  > bt lg ' ("*) l i
àl 'a ide de I 'hypothèse B(r , t )  -  g,  2h0r( t )  pour t  )  0 et  p.p.  r  € 0 ;

(r  -  gr, lgr@+)lo- '  gr("*))  s l /  -  gr lolgr("*) l f - '
en utilisant I'inégalité de Hôlder.

Dans ces conditions I'identité devient
brlg,("*)l i  < l/- grl, lgr("*)l l- '

d'où

lÉ, t , ,+) | ,<:V-g' loO1

De la même manière, une mult ipl ication par lgr?"-) lo-tgr(-"-) € f/ôl(O) de

l'équation Au * g@,u) - hz : f - ht suivie d'une intégration par parties donne

(p- t ) ( lgrGu-) lo- 'gL?"-) , In, ,  a; i (u,  )u ' ,  )+ (B(o,  u)  -hz, lgr?"-) lo- 'gt ( -" - ) )  :

:  ( f  -  hr , lgr?r-) lo- 'gr?"-) )
et on va estimer chaque terme de cette identité.

On a successivement

( lgr?"-) ln- 'gLG"-),  D,, ,  a; iÇu, )u,,)  :  (grG"-) lo- 'PLe"-) , In, i  a4u, u, )  > 0

car A est elliptiqte et B2(-o-) dérivable p'p. et croissante;

(g @, ") 
- hz, lgz(- "- ) lo 

- '  grGu- ) ) > az lgz (- "- ) l : ,
àl 'a ide de I 'hypothèse B(r , t )  -  hr  Sazgz( t )  pour  t  <  0 et  p .p.  c  € Q ;

( f  -  hr, l0r?"-) lo-,  grGu-)) s l r  -  hr1n10r{-"-) loo- '
en utilisant I'inégalité de Hôlder.

Dans ces conditions I'identité précédente devient

o, lg,?,-) l ;  < l /  -  hzlplg,t-"- l l i - '
d'où

l t ,eu-)l,s *v 
-hzlo

Maintenant en observant que B@,t)t ) 0 on a

lg\ ,") lo :  lgb,r+) + gG, -u-) lo s lÉ(o, "*)1, + lÉ(o, -"-)1,
et d'après I'hypothèse

0 < É(o,  ,+)  <  a1fu(u+)  *hr

bzgz?u-) * g, < B(o, -u-) < 0



donc en utilisant les estimations ci-dessus sur gt@+) et B2(-u- ) on obtient

1
1 . 4

1 . 4 . 4

lg4,u)|" s (fi) V - g,lo * lh, l, * (*) V - hzln + lg,ln
I'estimation qu'on voulait montrer'

Si u (. t *(O) alors on considère la fonction de troncature,h"(t) : (-e) V t A e qui

est croissante et lipschitzienne.
On observe que

f  b tgrorh"U)  *  f i  <  g@,rh" ( t ) )  1at7ro$"( t )  *h  v ,  >  0

\ur7"orh"Q) Is ,  <  g@,rb" ( t ) )  I  az7zot l t " ( t ) rhz  v '  <  0

avec B1o rh", gz o ry'" croissantes et comme plus haut on obtient l'estimation

lg4,,h,@"))lo s (fi1 ri - etlp* lhrlp * (l)v - hzlo-rlg,lo

où u" est la solution du Problème
I  Au,  + g(o,rh"@,))  :  f  e Le(A)@ > 2)
l r" .  f4(CI) .

On déduit d'une part que

PerturbationB monotonea
Problèmes semil inéaires
Estination a priori
Perturbatione nonotoneg

W2,P(O)  f a i b l e

multivoques

mul t ivoques.  Sui te

0@,rb"@"))

.LP(Q) for t
u , , u e

LP(Q)  f a i b l e

e-+oo

avec ltestimation 7

l , lo S (f i1 f f  -  s, lo+ lhr lp + (;) l f  -h, lo+lg, l ,

car .Le(f)) est réflexif et la norme de trp(Q) est semicontinue inférieurement dans la topolo-

gie faible et d'autre part

lAu" l ,  < c
et via le théorème 1.3.1

l uu l * r , o . ' , 1  1C

avec C une constante indépendante de e d'où
p . p .  Q

ue u t u e
e--+ôo €-+ooe-+oo

en utilisant la réflexivité de I'espace W''o(A) et les
Mais on a aussi avec B(r,o) continue

injections de Sobolev.

0@,rh"@
p . p .  Q

0@,u)
€-+oo

et étant donné que Ia limite faible dans lp(fl)(p > 1) coïncide avec la limite ponctuelle on

ob t i en t  6 :B (o ,u ) .
L" p"5"gé à'la limite au sens des distributions dans le problème vérifié par ue donne

*: g(o,ù: f  - Au c'est-à-dire z est une solution du.problème étudié'

P;; la iégularité on observe que Au : T - g(o,u) € Ip(O) et via le théorème 1.3.1

on a u ew2,p(çi) ce qui complète lË résultat A

L.4.4 Perturbations monotones mult ivoques. Suite

Théorème L.4.4
Soi t  p  >  2 .
Soit B : Q x IR, *-r 2R une fonction multivoque telle que

,6(x, o) est un graphe maximal monotone avec 0 e P(x,O) p'p. x € Q'

fa régular isat ion Yosida gx(x,o) de B(x,o) est  te l le que gx(o, t )  € Lt(A) Vt e lR.

0n suppose qu'il existe
des constantes a1 2 br > 0 < a2 ( b2,

des fonctiors g;, h1 € Lp(A)(i € {1,2})'

des graphes maximaux monotones 0i ' R F-+ 2R avec 0 e Éi(0),

te ls que p.p.  x € Q, Vt € IRon a



I  Perturbations monotones
1,4 Problèrnes eemil inéaires mult ivoques

Estimation a priori
1.4.4 Perturbationa-monotonee mult ivoques. Suite _36

I  atBt$)*  er  S É(x, t )  < arÉr( t )  *  hr
I urBr(t) * sz < É(x, t) 3 az7z(t) * hz

Alors le problème

f  Au+,6(o,u)  > f  e  Ln(QXp 2 Z)

\ u e Hà(a)

admet une solution unique u € W2'p(Q) avec I'estimation

l r -Aulo = (#) l r-gr lo+1tr, l ,*( l )  l r-h, lo+ ls2lp 
a

Preuve :
So i t  À>0 .
On considère p.p. r € fl la régularisée Yosida du graphe maximal monotone B@,o) :

vt>0
vr<0

0x( r ,o ) :

Soient les problèmes

l n  -  (1m *  À0 ( " ,  o ) ) - t

À

lA"^*gx(o , r .x )  :  f  eLn(9) (p2z)
\"^ e r4(çt) .

L'estimation
lb tg tg)*n  <  0@,t )  <  o '7 t ( t )  +hr  v t

\arpr(t)  + gz < 0@,t) S or/r( t)  1- tzz v t

entraîne à I'aide du [lemme I.4.2, point (7)]

>0
<0

|  (u t7 ' ) r ( t )  +  h  17x( r , t )  S( " '7 t ) . r ( t )  + lz r  v t  >  0

\  (arBr )^ ( t )  r  sz  1gx( r , t )  S( " r7r ) . r ( t )  +h,  v t  <  0
Mais la régularisation Yosida est aussi décroissante en valeur absolue par rapport au

paramètre À et lo,B) x -- agox pour une constante o ) 0 et un graphe maximal monotone
p.

Dans ces conditions l'estimation précédente permet d'avoir (ot > br ) 0 1 a2 1b2)

gx(r,r) I  > lblpl )À!t l  * s, : bt7tu,.r(t) + h )- hgtqr(t) * gr
0 /  

\  <  (o t / r ) r ( t )  +  h t  :  a r / t o , , l ( t )  +  h1

lo rsque  t )0  e t

gx(*,"{:l?,!;,),^^!(,',,**n;,::u:lôi:}!'àf f ;jb2B2"'s(t)+sz
lo rsque t (0  donc

Selon l 'hypothèse Ér(o, t) e Ll(çt) p.p. t  € IR'.
Le théorÉmeL.4.3 u...rr" ' l 'existènce dtrne solution unique usÇI[/2'n(O) avec I 'esti-

mation

lÉr(o,,^) lo s (f i1 f f  -  sr lp+ lhrlp + ( l) f f  -  hrlo*lgrle = c

et on note que Ia constante C de l'estimation est indépendante de À .
La réflexivité de ,p(fl) asure, à une sous-suite près,

,  . LP (O)  f a i b l e

, r l f ( o , u ^ ) - À-+0

On déduit aussi que .Aur reste bornée dans trp(O) lorsque À tend vers 0 et via le

théorème 1.3.1 ur sera bornée dans W2'p(Q) pour À petit.
La réflexivité de I'espace W2'o(Q) donne

Ly2,p(O)  fa ib le

I  hh" ,x ( t )  + .q r  1  gx( r , t )  I  a1B1o,1( t )  +  l z1  v  t  >  0

\bz /z , , x ( t ) - l  gz  1 /x ( r , t )  1a2B2o,x ( t )  +h ,  V t  S  0

u^
À+0
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1 .4 .5

Perturbationa monotonea
Problèmes semil inéaireg
Êetination a priori
Perturbations monotonee

nultivoques

nultivoques. Une autre aPProche

et via les injections de Sobolev (p > 
")

u^
. LP (O)  f o r t

À-+0

et de plus les valeurs de ur sont contenues dans un compact indépendant de À .

Le passage à la limite au sens des distributions dans l'équation vérifiée par uÀ donne

w: f -Auo .
Montrons aussi que B1(o, u1) converge ponctuellement vers u . En effet pour tout

r € O à I'aide du [lemme I.4.2, point (5)] on a

lgx(* ,uÀ) l  <  l0o(* ,ur ) l  <  Co
avec Cs une constante indépendante de À car on a vu que uÀ parcours un compact fixe

et Bs(i,o) est bornée dans [out compact de ]R . On déduit que V r € fl , à une sous-suite

près,

0x( r ,us ) u(x )
À-+0

et ]a coincidence de la limite ponctuelle avec la limite faible lorsque p > I (voir [Kavian])
assure u : ' lD .

Nous allons trouver aussi la limite ponctuelle de (ie -f ÀB@,o))-t '

De par la définition de B;(c, o) on a

l " ^  -  (1o +  \g@,o) ) - t ( "^ ) lo  :  À lgx( r ,u1) lo  <  Àc

où c est une constante indépendante de À et on déduit qu'avec
. Le (Q)  f o r t

u^
À-)o

l'on a

et

LP(Q)  f o r t
( lm + \g@,o) ) - ' ( " r )

(1o +  \g@,o) ) - ' ( " r )

À-+0

p . p .  o

U O

uO
À-+o

D'après f lemme L.4.2,  po ints  (4) ,  (6) ]  on a Bs(r ry^)  1É(" , (1n + \0@,o)) - t ( " r ) )

d'où en pÀ.u,ttt à la limite ponctuelle il vient gue ?, e 0@,,0) p'p' 
" ç Cl'

Là semicontinuité inférienre de la norme d" trp(0) dans la topologie faible permet

d'avoir

V - Auol" s (f i)  V - g' lo + lh,t,* ( l l |  -h, lo*lg, lo

en se basant sur I'estimation

l0r(o,,^) lo s ( f i1 f f  -  or le* lh, ç*f* lV -h, lo*lg' lo

Le passage à la limite au sens des distributions dans le problème

I  A"^* É.r(o, r .r)  :  /  e Z,r1Ct;(p 2 Z)

\ r^  e  I4(CI)

lAuo+p(o, ro)  r  f  e  fnp l (p>-2)

I "o . Ë4(0)

conduit à

et la solution de ce problèrne sera unique car B(x,o) est rnonotone p.p' c € f) '

1.4.5 Perturbations monotones multivoques. IJne autre approche

Théorème 1.4.5
So i t  n :1 .
Soit É : Q x IR r-) 2R une fonction multivoque telle que

É(x, o) est un graphe maximal monotone avec 0 € P(x,0) p.p. x € Q,

la fonction convexe et propre j(x, o) telle que ôj(x, o) : p(x,o) p.p. x € Q,

vérifie la condition : j(o, t) est mesurable Borel sur Q v t € lR .

A



1 Perturbations monotoneg
1.4 Problènes seni l inéaires urult ivoques

Estimation a priori
1.4.5 Perturbatione'monotones mult ivoques. Une autre aPProche tt

On suppose qu'il existe
des fonctions bi € Lp(Q)(i € {1' 2})'

des graphes maximaux monotones 9i , R F-+ 2R avec 0 € Bi(0),

te ls que p.p.  x € Q, Vt € R on a

Alors le problème

ï  e x*.
50, théorème 2.3 et pg. 60, ex. 1] il existe les fonctions uniquement
convexes, positives, propres et semicontinues inférieurement p.p.

ï j n  :  h ,  j { 0 )  : 0

ôi ( r ,o)  :  B(x , ,o) ,  i (x , ,O)  :  0  .

7z( t )  +  br (* )  <  0@,t )  3  0 ' ( t )  *  h( r )

lg@,t ) l  S lg t ( r ) l  +  l7z( t ) l  +  l l , ' ( ' ) l  +  lbr ( " ) l
et on peut appliquer le lemme 1.4 en notant que lô7t + 00rl : PPrl + PPrl lorsque

Ér(0) ) 0 € A/"Q), Pour avoir
j ( * , t )  S r r ( t )  + jz( t )  + l r l lbr ( " ) l  +  l t l lbr ( r ) l

p .p . r€Q ,  V te  IR
Soit I'application g : X + (--, *oo] définie par

çfu\ :  I  Ia i@,"1a* s i  7(r ,z)  e 11(a)
'  

[ * oo  s l non .
Comme j(*,o) est semicontinue inférieurement donc mesurable Borel sur R et

j(o,t) est mesurable Borel sur f) par hypothèse, on déduit que i sera mesurable Borel sur

f, l  x IR.
D'après [McShane, pg. 558, théorème 3-2 et corollaire 3-3] la composition d'une

fonction *"rntàbl" Borel sur lR'*l avec n * 1 fonctions mesurables sur Q est mesurable
donc h(o, u) sera mesurable pour toute fonction u mesurable en notant que les projections

0 ) c *1*n € IR sont mesurables.

On observe aussi eue j, semicontinue inférieurement (donc mesurable Borel) induit
j,;(u) mesurable et commé j; est aussi continue sur chaque cornpact^d" R__(Y"]: [Rockafellar,"od. 'AO, 

théorème 10.4.]) ot u,rrru i ;(") er""(O) lorsque z € -L-(ft) n H01(0) .
Dans ces conditions l'inégalité

j ( " ,u )  <  j ' ( " )  +  iz (u)  *  lub l l+  1"4r1
implique j(*,u) € Ip(O) avec u € .L-(ft) nf/ôl(CI) donc A #+* .

En notant que j est positive oll aura aussi cp > 0
On voit que la convexité de j implique cp convexe.
Pour prouver que g est semicontinue inférieurement par rapport à Ia topologie forte

de f/j (O) il suffit de montrer que pour tout ) ) 0

cx:{ue r/ j (o) :  I j@,r) sÀ]
J A

est un fermé de I/j(O)
Si u,, € I/01(0) est une suite telle que

aj1ol t" ' t

/z(t)  + bz(x) <,6(x, t)  < 0r(t)  * b1(x)

f  Au + É(o,u)  > f  e  Lo(QXp > n)

\  u e Hl(n)
u € w2'p(Q) .admet une solution unique

Preuve :
Soit X : I/ot(Q),
Selon [Barbu, pg.

déterminées j l ,  i@,o)
r € f,) telles que

L'inégalité

implique

un
?l-+oo



I  Perturbations monotone8
L.4 Problèrnee eemil inéaires

Estination a Priori
1 .4 .5  Per tu rba t ions  monotoneg

rnultivoques

rnultivoques. Une autre aPProche

alors, à une sous-suite près,
p .p .  o

et avec j(r,o) positive et semicontinue i"i;;"-ent' on aura p.p. r € f)

,$ i"r ,  1 t ,  u '( t))  2 j  (r '  u(r))

et via le lemme de Fatou

l iminf  I i@,u"( ' ) )  2  [ iP, r (* ) )
?r -+æ JA JA

c'est-à-dire cp est semicontinue inférieurement.
On observe aussi que I'opérateur A est linéaire, hemicontinu et monotone, envoie les

ensembles bornés de X du,n.l"r ensembles bornés de X* et satisfait la condition d'ellipticité

(Au,u)x  >  oo lu l ' *

Selon un résultat de [Browder](voir lemme 1.4.3), le problème variationnel

(A"  -  T ,u  -  u )x  )  ç@) -  ç@)V u e  X
admet une solution.

Maintenant on va vérifier que la solution de ce problème variationnel coincide avec

une solution du problème de l'énoncé.
D'après les injections de Sobolev (p> n: 1) on a u € f lr t(Q) n^L-(c-. ')  pour tout

un

sous-domaine c..r de 0.
Soit r/ e Cf,(c.r) .
On observe que 'u : 'tt' * etb e //.t (Ct) pour tout e

donne

,  [çe,- i l ,hd*, I  tr*,,)d*- [
J -  J u  J u

d'où ( t l: e Cf (a), i(*,0) : 0 )

Iro,-i l1,d*. ItWdr]oJ - '  J ,  e

Selon [Rockafellar, pg. 86, théorème 10.4.] la fonction convexe et propre j(r, o) sera
lipschitzientré (dott" dérivable p.p.) dans chaque compact K de R'.

S i  on  p iend / (  :  [ - lu l ; -1 . , ;  -  6 l rh l r . *<4 , lu l , *p ,  +ô ld l l -1 . , ; J  avec  ô  )  0  une

constante, alors p.p. r € u i(*,o) sera dérivable p'p. dans -I{ avec

, .^  
j ( r ,u  *  e r / , )  -  i ( r ,u )  :  j , ( r ,u ) rh  e  ô j ( * , r ) rb  :  0@,u) rh

e-rO €,

Comme les fonctions fuÊ+l(-,ù sont mesurables sur .,, la fonction jt(x,u)l:

le sera aussi en tant que limite ponctuelle de fonctions mesurables.
Les inégalités de I'hypothèse permettent d'avoir

lg@,u + eû)l < lg'@ + €,b)l + lgr@ + eû)l+ lb1(e)l + lar1";;
et avec u €. L*(u) ) rh, e € [0,ô] on aura u * eth e.K et comme les graphes monotones

B; sont bornés *r 
"" "otnp."t 

dé R. en ayant les graphes fermés, on déduit que ^Lp(o) 2
j,(*,u)rh e B@,u){ et via la convexité de i(*,o) la suite de fonctions fu*+@

telle que

g@,u)rh t ' | . ' "  + "b)  
-  l@' ' )  < g@,u + eû)û

reste bornée dans Lo (r) lorsque € -+ 0 .
Dans ces conditions le théorème de convergence dominée de Lebesgue assure

) 0 et I' inéquation variationnelle

j(r,u 1- etlt)dr

j ( x ,u  *  e tb )  -  i ( r ,u )  LP(u)  ro r t j ' ( r ,u)rh e B@,u)t l :
e

En revenant à I'inégalité
c-+0

l.ro, 
- il,hd* * ftffid,r 

) o



1 Perturbations nonotones
1.4 Problènes eenil inéaires mult ivoques

Esti tnation a Priori
1.4.6 Perturbationa non monotones univoques

et en faisant tendre € vers 0 on obtient

I e" - f + j'(x,u))l.,d,r 2 o
Ju t

pour tout t! e Cf;(u) donc p.P. u

T -  A" :  j ' ( r ,u )  e  B@,u)
On peut couvrir O par des ar donc p.p. O

f  -  A" :  j ' ( * ,u )  e  B@,u)
Comme g@,,o) est monotone la solution du problème

(  . tu + g@,u) ) f  e Le(a)@ > n)

I  "  e HJ(0)
sera unique.

II reste à établir la régularité'
Soient les problèmes

I  A", + g;@;) > f - b; e LP(A)
\ 'n e f/ot (o) '

Dans la suite on note par g@,u), g{"t) respectivement les fonctions g, 91 telles

que p.p. r €. dl
g: f -Au€p(r , " ( * ) )

gi  :  f  -  b; -  Au; e | l" t(r))  .

Selon le théorème I.2.4 ces problèmes admettent une solution unique u; avec les

estimations

lo;@;1lo s l /  -b; lP
On observe que

(>Au+02(u) *bz
Au * 0@,,) = / t Z m + gri"j + u,,

0r@) *  bz 1 7G,u)  < 7t (u)  +  bt

Le principe du maximum appliqué aux inégalités

I t"t  1- gr(ur) :  T - br S Au * Ct@) dans f l

\ r r : 0 : u  su rô f )

I Ar, * gz("2) : f  - bz 2 Au + 0z(") dans f)

I r r : 0 :u  su râ f )

donne p.p. f)

u 1 1 u 1 u 2

Les injections de sobolev (p > 
") 

assurent ui e w2,e(o) n co(çt) donc p.p. 0

ô r  , l  <  P(o ,u r )  1  g t ( "2 )  *  b r  S  / t ( * l " r l " " )  +  b t
P \o 'u )  

1  -  B(o , " r )  à  gz(u1)  +  b ,  > -  g r? lu r l . " )  +  bz

pu isque 0@,o) ,  g r ,  gz  sont  c ro issantes  . t  gz+b2( t )  <  0@,o)  Sh +br ( t )
Maià d'après [Barbu, pg. 44, théorème 1.5] les graphes mo-notones B; sont localement

bornés en chaqle pôint de IR lorsque D(gt) sont des ouverts donc
-oo (  inf{ t  e IR :  t  € g"Gl" t l - ) } ,  sup{t  € lR, :  t  e 0{ luzl"")}  < *

et avec b; e LP(Q) on aura

I f  -Au:0@,u)  €zP(çù)
\ ,  e I4(o)

Ad'où le théorème 1.3.1 donne u e w2'p(Q) ce qu'on voulait rnontrer.
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L.4.6 Perturbations non monotones univoques
Théorème 1.4.6
So i t  n :1 .
So i t  B :Qx lRF- - -+ lR unefonc t ionun ivoquete l leque p .p .x€Q la fonc t ion  B(x ,o )  es t

continue avec 0: B(x,0) et la fonction h(x,t) : f iB(x,s)ds est mesurable Borel sur Q p'p.

r€ lR .
On suppose qu'il existe

des fonctions br € LP(OX| € {1,2})'
des fonctions croissantes et continues Bi: lR' r--+ IR' avec 0 : Éi(0)'

telles que p.p. x € Q, V t e IR on a

9z$) + bz(x) < 06,,r) S h$) * b1(x) .
5i I'opérateur A est symétrique, alors le problème

f  Au +É(o,u)  :  f  €  LP(a)(p > 2)

\  u e u[1n)
admet au moins une solution u € W2'p(Q) .

Preuve :
So i t  X :Hà(0 ) ,  /€X* .
On introduit les fonctions h;,

A

n,u): loB;f t )ds:  t

h(n,o) continues p.p. r € f l
nt*  r0

I  p,G)a'- l  g i ! )ds
Jo J  - t -

f t  f + t -  f o
h(r , t )  :  

J ,  
g@,s)ds :  + 

/  
B@, s)ds -  

J _r_ 
g(r ,  s)ds

t e l l es  que  h l  :  B ; , ,  h ; (0 )  : 0  e t  h t ( r , o ) :  B (x ,o ) ,  h ( r 'Q )  :O

btt nôt" qn" h(o, t) est mesurable Borel sur f,) par hypothèse et les fonctions h6

sont convexes positives.
L'inégalité

gz( t )  +  br ( " )  S 0@,t )  3  | t ( t )  *  br  ( r )
implique après une intégration

r * t *  r * t+  f  * t f  f  + i  f  + t t

I  Br ! )ds+l  b2@)ds<l  p@,s)ds<l  g ' (s)dst l  u ' (x)ds
Jo Jo Jo Jo Jo

et
7o fo fo 7o fo

I  pr1)a'+l  b2@)ds<l  B@,s)ds<l  B1(s)ds+l  \ (æ)ds
J - t -  J - t -  J - r  J - r  J - t -

d'où
hz(+f )  +  br ( ' ) t+  I  h( r ,+r+)  < h ' (+ t+)  *  b1(z) r+

hr ( - t - ) - \ (x ) t -  th ( r , - t - )  s  hr ( - t  ) -br ( r ) t -
et par sommation
h2(+ f ) *b2(x ) t+  +h t ( - t - )  -ô ,  ( * ) t -  (  / z (o , t )  3h r (+ t * ) *ô1( r ) l+  +hz( - t - ) -b2 (x ) t -
donc

lh(n, t ) l  < lâ ' ( t ) l  + l rzr l t ; ;  + lô1(z) l l t l  + lôz(") l l t l
p.p .z€ f ) ,  V t€R.

Soit l'application I : X + (--, *oo] définie par

ç (u \ :  {  [ah(* ' ,qa '  s i  h (c ,u )  e  11( f t )
'  

[ * oo  s l non .

Comme h(x,o) est continue donc mesurable Borel sur_lR 9t h(orf) est mesurable

Borel sur O par hypothèse, on déduit que h sera mesurable Borel sur O x IR'.

D'après [McShane, pg. 558, théorème 3-2 et corollaire 3-3] la composition d'une

fonction *"rrrràbl" Borel sui pn*l avec n * 1 fonctions mesurables sur O est mesurable
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donc h(r, z) sera mesurable pour toute fonction
() ) r J1*n € IR sont mesurables.

On observe aussi que h,; continue induit
bornée sur chaque compact de IR' ' on aura k(")

Dans ces conditions I'inégalité

u mesurable en notant que les projections

hJ") mesurable et comme h; est aussi
e ié1Ct; lorsque u € ,-(Cr) n flô(CI) .

lh(x ,u) l  < lh ' ( " ) l+  lhr ( " ) l  +  lb ' ( r ) l l " l+  lbr (z) l lu l
implique h(r,u) € Ip(O) avec u € r-(ft) nl/â(f)) donc cp I +T . '^. .

On oLr".'n" .n.ti qn" l'inégalité (h1 convexe positive, b; € Ip(f') )
h( r , t )  >  h2(+*)  + h l  ( - t - )  1b2(r ) t+ -  f i (x) t -  >  b2(x) t+ -  \ ( r ) t -

implique
h(x ,u )  >  b2 (æ)u+  -  \ ( r )u -

d'où rp(u) > -oo pour u € 1fô1(O) donc p est bien définie.'Èo.1rt 
prorr*r"', que p est"ràmicontinue inférieurement par rapport à la topologie faible

de //j (Cr) , il suffit de montrer que pour tout À ) 0

cx :  {u  e  H} (C I )  '  /  h (2 ,  u )  <  À }
J{ t

est faiblement fermé dans Hsr (çr)
Si u,, € f/ôl(CI) est une suite telle que

Hj( f , )  fa ib le
un

alors à l'aide des injections de Sobolev
t r2(o)  for t

d'où, à une sous-suite près,
rr -t oo

p .p '  o

et avec h(rro)
hr ( - r - )  *  bz t+

continue vérif iant aussi h(r,t) - (bzt+ - bf i-) 2 h(r,t) - {hz(+t*) +
- bfi-j ) 0 car h; est positive, on aura p.p. r g O

l im in f {h( r ,u , . )  -  (bz" I  -  bru,  ) }  2h ' ( r ,u)  -  (b2u+ -  bru-)

et via t" t"**JiJP.to'

, l im inf 
Jnn@,u,,) 

)

c'est-à-dire g est semicontinue inférieurement.
Soit aussi I'applicatior- J : X *+] - oo, *oo]

f n

J(u):(Au,u):+ I  I  o; iu, ,u ' ,-JnT

elliptique on aura J > 0 sur f/01(Ct) donc J est bien définie.
qu; i est semicontinue inférieurement par rapport à la topologie

est une suite telle que

un

un

lnnr',',
définie par

Comme A est
On va montrer

faible de I/j (O) .
Si u" € Hô1(0)

alors ( j  € {1,n})

ue
aj(o; raiute

e--+0

L21e;  fo ib lu
u" t  j

e-+0
11xj

et avec I'ellipticité de I'opérateur symétrique A on a

l im{J(u')  -  J(r)}
e-+0

: l im /  U i  a ; j (u" -u) ' , (u" -u) '1+ Ë aû(u" , i -u , i ) ' , , )=
"+oJn ' "  T  

-  
i , j

- | l i -  /  i  o , r ( r , - t , ) , , ( , , . -u ) , ,  )  |aa l im l r , - r l2nà(ey 20- 2 f f i 1 "  

?  
* ' ' ' \ - e  - /& ' \ - <  / ' r  -  z  ' ^ r -+o ' -
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c'est-à-dire J est semicontinue inférieurement.
Il est évident que I'aPPlication

//.'(cl) )u------------, I fua*ew
Jn

est semicontinue inférieurement par rapport à la topologie faible de Hot(Q) lorsque / €

IP (O)  avec  p )2 .
Soit la fonctionnelle F : X r-+] - oo, *oo] définie par

F(u) :J (u)+ç@)-  [  fuo , .
J O

En utilisant successivement I'ellipticité de I'opérateur A, les inégalités de Hôlder et

de Poincaré, I'inégalité h(æ,t) > b2t+ - btt- ' on a

.F,(r) > îoolul'râ<nr* In(bru+ 
-bru- - fu)dr>

2T"olr lT;1nr -  l " l r ( lb '1,  + 16'1, *  l / l r )  >

2Tool" lT;rnl  -  lu lsâro) Cp(lbzl ,  + la '  l ,  + l / l ' )  :

:o t lu la t (o)  (â  lu ls ;1oy -  Cp( lbz l ,  *  lb '1 ,  +  l / l r ) )

donc F(u) tend vers *oo lorsque luls;1o; tend vers *oo '

Dans ces conditions la fonctionnelle F : X t->l - oo, *oo] est semicontinue infé-

rieurement dans X (convexe et fermé) muni de la topologie faible ,, F #. *oo et F(u) tend

vers *oo lorsque lulsôtol tend vers *oo.

D'après un résuliat de [Sibony, pg. 509, théorème 2.2], le problème variationnel

F ( r )  >  ,F (u )  Vu€X

admet une solution (non nécessairement unique).
Maintenant oà va vérifier que la solution de ce problème variationnel coincide avec

une solution du problème de l'énonce.
Dtaprès les injections de sobolev on a u continue lorsque

pour tout sous-domaine ar CC O.
n - - l  donc  ue  L * (u )

Soit r/ e Cfl(c,r).
On observe-que' u:11,*eû e l{.t(CI) pour tout e ) 0 et I'inéquation variationnelle

donne

J(u * €uh) - J(") -

d'où ( l: e Cf;(a), h(*,0) : 0 )

h(r ,u  1-  e$)dx

h(r ,u  *  e tb)  -  h ' (x ,u)  
O,

e

Maison a(h( r ,o )  es id i f fé ren t iab lep .p .  u  €0  avec  h ' ( r ,o )  :B( r ,o )  con t inue)

h(n,u *  eû_) -  l t ( r ,u)  :  g(x,u + \eû)rb
c

avec 0 € [0, 1] (dépendant de z ) et à I'aide des inégalités de I'hypothèse

lg@,u+\e$) l  S lÉ ' (u+\eû) l+ lgr@+ee$) l+ lb1(r ) l+  lbr ( ' ) l  e  Lo( ' )

car u € L*(a) ) rb, 0 € [0,1] et les fonctions B; sont continues et bornées sur un compact

de  lR .
Dans ces conditions

h ( r , u *e th ) - l t ( r , u )

,Tf rhd,

J 0 et avec

: 0(x,u * 1etl;)l,t

0@,o) continue

f f
J o  J e

J (u+e th ) -J (u )  -  [
, 'J- - 

l.r't '*">o '

reste bornée dans t'P (u) lorsque e
p.p .  ( ,

e-+0

h(x ,u+e th ) -h ( r ,u ) :  p(r,u + ïerDth 0@,")rh



Le théorème de convergence dominée de Lebesgue donne

h(r ,u  *  e tb)  -  h( r ,u)  t rP(a, )  ror t  
,  g@,u) .b
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€ e--+O

D'autre part il est facile de voir qu'avec I'opérateur A symétrique on a

*!!Y!# 
: [^ r, aiiu';,h'io* : [ ltAud'r

JnT '  J -

En revenant à I'inégalité

J(u + eû)  -  J(u)  
*  [  

h( r ,u  *  e t / , )  -  h( t ,u)  
d ,  -  [  f l :dr  > 0

,  'J .  e  J . ' '
et en faisant tendre e vers 0 on obtient

f
l@"- f+B@,u)) t l :dr20

J u

pour tout th e Ci@) donc P.P. u

Au- f+0@,u)  :0

Comme on peut couvrir Q par des ar on déduit que p'p' C'

Au-T+0@,u):0.

Il reste à établir la régularité.

Soient les problèmes

I  lun + 0;@t) :  f  -b,;  € IP(f))

l "n. rrJ(CI) '

Selon le théorème 1.2.4 ces problèmes admettent une solution unique ui eW2'e(Q).

On observe que

Au *  B(o ,u )  :
Au*82 (u ) *bz
Au -f 7r(u) + bt

car

gr@)*b2 10@,")3fu@)+b1

et le principe du maximum [voir théorème 1.3.2] appliqué aux inégalités

I  Aut  *  g lur )  :  /  -  l , r  (  Au t  0 t ( " )  dans O

\ r r :Q :u  su rô f )

I t", * gz(uz) : T - bz ) Au * 0r@) dans f)

\ r r :Q :u  su rô f )

donne p.p. Ct

u1Su3u2

Les in j ec t i onsdeSobo lev (p>n :1 )assu ren tu t€Wl ' o (O) .nCo (O)doncz€
,."(O) et les inégalités de I'hypothèse permettent d'avoir avec B; croissantes

gz(- l " l * )  +021r;  < gr@)+b2(x)  S 0@,")  < h@) +b1(r)  3 0J+ 1"1." )  *b1(c)

c'est-à-dir. g(o,u) e Le(Q) lorsque û e Lp(Q) et on aura

fAu: f -0@,u)eLn(A)
\ " e /4(CI)

d'où le théorème 1.3.1 permet d'avoir u ewz,p(Q) ce qu'on voulait montrer' a

' { :
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L.4.7 Perturbations univoques non monotones. Estimation a priori

Théorème L.4.7
Soit B : Q x lR F-+ IR. une fonction univoque telle que

É(x,t) est une fonction continue en t et mesurable en x avec É(t,0) :0 p.P. x € Q .

On suppose qu'il existe

des fonctions bi € Le(A)(i € {1,2})'

des fonctions croissantes et continues Bi : IR' r-+ IR' avec 0i(0) :0,

te l l esquep .p .  x€Q,  V te  Rona

multivoques

non monotonea '

Alors le problème

admet au moins une solution u e W2'p(Q) avec I'estimation ponctuelle

gz(-C l f  -  br lo)  + ur  < gb,u)  S 0r(+C l f  -  br lo)  + ur

où C est une constante indépendante de u, f ,  g, 9,, bi.  A

Preuve :

Soient les problèmes

Selon le théorème 1.2
avec les estimations

I / lu t ) :  f  -b ;  e  LP(Q)
r/o'(CI) .

problèmes admettent une solution unique u'i € W2'n(Q)

lg ;@;)1,  SIT -  b ' lo  et  lAur lo <2lT -  bt lp

d'où via le théorème 1.3.1 et les injections de Sobolev il existe une constante indépendante

de u;, 0t, b;,/  tel le que

lu r l , - (o)  lCV -b t lp

On observe que

gz( t )  +bz(x )  S ,6(x , t )  S  0r ( t )  +  b r (x )

f  Au+É(o ,u )  :  f  €  LP(A) (p  >  n )

\  u e Hf1ol

I t",
t ' t  e

.4 ces

Auz+0rfu2) tbr

car
gr( t )  +b2 1 B@,t )  <  0 ' ( t )  +  b l

donc u2 sera une sur-solution et ur une sous-solution au sens de [Amann]
principe du maximum assure u2 ) u1 en nota,nt Que Ér est croissante.

D'après [Kazdan, théorème 6.5] il existe au moins une solution u €

problème de l'énoncé et de plus z1 1 u 3 u2 .

On a aussi

, r@t)  + b,  <  gr fu)  *bz I  7b,u)  < 7t fu)*  br  (  B1(u2)  + b1

avec gr croissantes et B2(t) +b2 S gG,t) S 7t(r) + br donc
gz(- l " t l " " )  +  bz < g@,")  <  0t (*  l " r l * )  +  ô t

et en utilisant les estimations sur u;

gr?c lf  - b' l) +b, s g@,u) S 7t(+c V - b2l) + b1

avec C une constante indépendante de u, ui, f , 0, 0;, il '

: ï<
:r>

)  f :  Auz

2 . f :Au t

+ 1z(uz) * bz

* 7r(ut) + bt

Au,  + p@,ur)

Aut  + p@,ut )

parce que le

W",r(e) du

A
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1.4.8 Perturbations non monotones univoques' Suite

Théorème 1.4.8
Soit B : Q x IR F--+ lR' une fonction telle que

É(x,t) est une fonction continue en t et mesurable en x avec 0 e B(x,0) p.p. x € Q'

É (o ,0 )  €  LP(Q)  .

On suppose qu'il existe

des fonctions bi € LP(A)(i € {1'2}),

des fonctions croissantes de classe cl(R), ,6i , R F--+ IR avec 0 € Bi(0)'

telles que p.p. x € Q on a

gz*bz<P(x ,o)Sh*br
Alors le problème

f  Au+ É(o,u)  :  f  €  LP(a)(p > n)

I  u. Hâ(a)
admet au moins une solution u € W2'o(Q) et I'on a selon les situations :

i)
t '  r  f  f  . -
I  io Pr(+u*) < /  j ( r  -  bz) et l - io 0{-u-) < l^ j (r  

-  br)
Jn Jn Jn Jn

pour tourefonct ionconvexeposi t iveetpropre j  te l leque j (0)  : .0  et  j ( f  -br ) .e  Lt (O)  > i ( f  -Pt ) . j

ii) si les fonctions B1 iont inversibles et il existe les fonctions convexes j; comme au point i)

telles que

h 2 l0z  o  Bf  l lo  e t  iz  2 lh  o  Pzt l '
alors on a

.  f  , r  f  , !
lÉ(o,u) l ,s |  /  i ( r -br) l ;+ l  / i t r -ur) l t+2( lbr lo+lbzlo) +lB(o,0) lo ;.  ' J n  J n

les fonctions B; sont inversibles et il existe les fonctions convexes j; comme au point i)

i l > lBltlo et iz> l7;tl '

mult ivoques

non monotones ,  Su i te

iii) si
telles que

alors on a

lulo s I/ irr 
- u,l l i+l/irr-u,)l i

A

Preuve :
On note V: ôj et on suppose d'abord I lipschitzienne'
L'existence et la régularité de la solution est une conséquence du théorème 1.4.7.

Comme on travaillË avec p ) n, g lipschitzienne et ,6; e Cl(n) on aura (P o

gz(+"+1 € f4(CI) > e o 0'G"-) .
Une mùliiplication par p o B2(*u+) de I'inégalité

Au :  T -  0b,")  S U -bz) -  0r@)
donne après une intégration dans f)

(Ar,e o B2(+u+)) S ((/  -  bz) -  0r@),? o 0z(+"*))
On va estimer chaque terme de cette inégalité.
D'abord on a

(Au,p  o  B2(+z+) )  :

[intégration par parties, go gz(+r+) € 14(O) , g lipschitzienne, B2 dérivable p.p.]

:  (p '  o B2(ru+)Bi(+u+),D"n, ,a; iu" ,u, , )  )

lç, gr(+o+) croissantes, A etliptique]
>0.
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Ensuite

[regroupement]

((/ - br) - 0r@),v o 0r(+'*)) :

:  (T -  bz,e o gr@)) -  @z(") ,ç o gz( tu*))  :

lg, et g conservent le signe]
:  u - bz,9 o gr(+"+11 - (gr(+"+),ç o gr(+r+)) :

[factorisation]
:  ( ( /  -  bz)  -  B2(+u+) ,ç  o gz(*u*) )  S

[ j  convexee t  0 j : 9 )

S (jU - bz) - i@rft"+Y, 1) :

[mise en évidence de I'intégration]

: I irr -bz)- [ i@,e'*))
J N  J A

Dans ces conditions I'inégalité du départ devient

I i .  B,(+,+) < [ iu -bù
Ja  Ja

De la même manière, une multiplication par g o 7r(-u-) de l'inégalité

Au:f  -0b," )>( f  -br) -  0 t@)
donne après une intégration dans O

(Au,p  o  h?" - ) )  <  ( ( /  -  b ' )  -  0 t@),e  o  gz( - " - ) )

D'abord on a
(Au ,ç  o  B1 ( -u - ) )  :

[intégration par parties, Po gr(-"-) € fIôl(O) , I lipschitzienne, B1 dérivable p'p']

:  (ç '  o gr(-u-)g'r?"- l ,D' a; iu",u,,)  )

lç, 7t?o-) croissantes, A el l ipt ique]

>0.

Ensuite
((/ - b') - /r@),p o fu(-u-)) :

[regroupement]
:  U  -  b r ,p  o  g t? " - ) )  -  ( / t ( - r - ) ,  I  o  g t ( - " - ) )  :

10, et p conservent le signe]
:  U -  br ,e  o  gtG"- ) )  -  ( / t ( - r - ) ,  e  o  0t ( - " - ) )  :

[factorisation]
:  ( ( /  -  b r )  -  g t?" - ) ,V  o  0r ( - " - ) )  S

U convexe et 0j : gl
< ( iU - b '  )  -  i@'(-"-)) ,  1) :

[mise en évidence de l'intégration]
f f:  

JniU 
- br)- 

Jnl@'(-"-))
Dans ces conditions I'inégalité du départ devient

f . f

Jni.gr(-"-)  </" i f f -b ')
Lorsque ç : 0j n'est pas lipschitzienne on peut approxiqel ponctuellement j put

des fonctiorr, 
"orlo"*es 

positives Jr S i ayant le sous-différentiel lipschitzien. On obtient

que
f f f . f

I  i^"  Pz(+u+) < I  i^( f  -ar)  et  l  i^o 7rF"-)  a l  ix( f  -b: i l
J a -  

' - J n -  
J a  J d t
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Estimation a Priori
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et le lemme de Fatou conduit au résultat.
ii) le point i) assure les estimations

f  f  , .
I  lB ' (+"+)f  < I  j2o B2(*ut)  S

Jn J()

f

Jnl lz?"-) l '
L'inégalité de I'hypothèse

f
3 

Jnh 
o 7r(-u-  )  S

-  b " )l,i,u
l,i,u-  ô r )  .

implique

gr@) *bz  I  0@,u)  3  / r (u)  +br

b2 1B@,+r+)  sp{+u+)  *6r
g"G"-) * bz S B@, -u-) S b1

donc

lg\ ,ù ln :  lg@,r+) + 0(o,  o)  + g@,-"-) lo S

S lB(o,  "*) lo+ lg(o,0) lo + lg@, -"-) lo s

s lg '(+"+) ln + lgrG"-) lo + 2( lh lo * lb" l r)  + 1,6(o'  0) lo S

t l  | r iU 
-4,) là + |  l r iU 

-bùl i  +z( lb, lo-r lb, lo)  + lB1o,o;1o

iii) en appliquant le point i) avec les fonctions convexes j; on obtient
.  f  ,  , 1  ,  f  -  , !

l "* lo sl J. i2o B2(*u*)lu s I Jr i t t  
-br) l '

, f
l,-1, tl J,it o gr(-,-)l i s I f,irr 

- a,)li
donc

.  f  , ,
l " l ,  Sl Jri t t  

-  b') l '
A

Remarque 1.4.8
Notons que nos estimations ne d,épendent pas de l'opérat9ur, A.^ Ce fait sero,_1t'li]9

Iors d,e l'étude àes perturbations singulières d,e Ia fàrrne Aeu-" I g@") - f auec u" e f/i (Q)

et É(R.) 
- R,. On obtient d,es estimations sur u" dans Le(Q) ' A

1.4.9 Perturbations monotones univoques. Estimations de type Lt(O)

Pour une introduction des fonctions duales et des espaces de Orlicz voir le lemme

L.4.4. et [Adams, pg. 228]'
Théorème 1.4.9
Soit B : lR. r--> lR une fonction continue et croissante telle que B(0) : 0 et B(R') : R' .

On suppose que une des situations suivantes a lieu :

i) i l  exisie un d € (0,1) et une fonction convexe et propre j  tel le que B(t)t.à. j(t).V I S S'
j(0) J O àt t € Lp(0t âpôaitient à I'espace de Orlicz associé à la fonction convexe (dj). c'est-à-dire

j - ( f )  €  L l (a)  ;" 
ii) il àxiste une fonction convexe et propre j telle que liml*1." ôj(t) : too et lpl > j > 0 '

Alors le problème

f  Au + 0(u) : f  e Ln(a)(p 2 2)
\  u e H[1n)

admet une solution unique avec I'estimation

lulr '1s; ( C

où C est une constante indépendante de u, A.

* | I,iU 
-t,)li

A
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nrult ivoques

monotones.  Est inat ions de type , t (O)

Preuve :
Selon le théorème I.2.4 ce problème admet une solution unique u

On rappelle les notations ul: max{iu,0}.
i) Si on-multiplie l'équation Au * g@) : 

"f pat u* € llrt (O) on

intégration dans O
(Au,  u+)  + @(") ,u+)  :  U,  "+)

On va estimer chaque terme de cette égalité.
D'abord on a

(Au ,u+ ) :

[intégration par parties, u+ € f/ôl(ç]) ]

>0 .

(0(" ) ,u-) :

, (9@*),"+) >
Rl

i ( lo l - ' ( "* ,  r ) )  < (1 -  0)- ' ( (0 i ) . ( / ) ,1)

( r+ ,  t )  <  lo l  max j -1  ( ( t  -  g) - t  ( (0 i ) " ( / ) ,  1) )

la même manière, une multiplication par -u- de l'équation

Au*7fu): f

:  tD'  a; iu[  u ' , ,1)  :  tDi ,  o4u! 'u[ ,1)  >

IA elliptique]

Ensuite

[B conserve le signe, 
:

[on a par hypothèse P(t)t >j(t) V t e

devient I'inégalité

d ' oùavec  de  (0 ,1 )

> ( j ( " * ) ,  t )
Nous avons aussi

( f  ,"+) <
fl'inégalité de Young (voir lemme 1.a.4)]

S Qi@+),1)  +  ( (d j ) - ( / ) ,1 )  :  0 ( j (u+) ,1)  +  ( (d i ) - ( / ) ,1 )
Dans ces conditions l'égalité du départ

(Au,u+)  +  @(" ) ,u+) :  f f , "+)

( r ( , ,+) ,  t )  !  0( j (u*) ,1)  +  ( (d j ) - ( / ) ,1)

( r ( "+) ,1)  S (1  -  0 ) - ' ( (0 i ) . ( / ) ,1 )  .
L'inégalité de Jensen assure

(r("+),  1) > i  ( lct l - ' ("* ,  t ))
donc

d'où

De

mène à
( -u - ,1 )  >  l c ) lm in  j -1 ( (1  -  d ) - ' ( (d j ) - ( / ) ,1 ) )

ou sous une autre forme
( r - ,1 )  S  - lC I lm in  j -1 ( (1  -  d ) - t ( (d j ) - ( / ) ,  1 ) )

Finalement par sommation

l r l r , , ro l  :  (u+ ,1 )  +  (u - ,1 )  S

S lCI lmax j -1 ( (1  -  P) - '  ( (0 i ) . ( / ) ,  1 ) )  -  l f | lm in  j - ' ( ( t  -  0 ) - '  ( (d j ) - ( / ) '  1 ) )

e t  on  pose C -  lo lmax j -1 ( t r  -  0 ) - ' ( (0 i ) . ( / ) ,1 ) )  -  lo lm in j - ' ( ( t  - l ) - ' ( (P j ) . ( / ) '1 ) )

e Wr,o({L) .

obtient après une
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ii) Nous avons d'abord
f f
I  jG"*)+ I  j?"

J a  J A Itt - Aut s f,tn* f,
-): 

I,i@) < L t7@)l: lA" l

d'où

et

r r f f

Jni{+"*) + Jaie"-) = /" l/ l  + 7 lA"l .
Ensuite en appliquant l'inégalité de Jensen on obtient

î  f  , ,
I ie"*) > lrtu (lol- ' I "- )J a  J a

I ie-t> toy(tCIl- ' [ -*l
Ja J(]

D'autre part selon le théorème L-2.4 on a I'estimation

lA" lo < 2l f  b
d'où

lAul ,  < C
pour une constante C indépendante de u, A '

Dans la suite on notapar c une constante indépendante de u, A .

En s'appuyant sur les inégalités précédentes il vient

lCIU ( l0l- '  [^*u*) + lCIU ( lCIl- '  
l r-- ,  = ,

J O
donc avec j positive

I

I  "*  < *maxlcru- ' ( lCI l - 'c)
Ja

et 

[  , -  , -  min lc ly- ' ( lc , l - 'c)
J O

d'où par sommation
f r l

I  l " l :  |  "*  + |  " -  Smaxlct l j - ' ( lCI l - 'c)  -minlCIU- ' ( lç t l - 'c)
Ja '  Ja  Jn

ce qu'on 
"oni"it 

montrer. A

L.4.LOPerturbations non monotones discontinues

On dit qu'une fonction définie sur lR est continue par morceaux si elle est continue

sur un ouvert dense dans lR' .
Lorsque la fonction u est définie sur f) x IR avec ,(t-, o)-. continue. sur un ouvert non

vide p.p. o € O on note par S*(v) I'ensemble des points de discontinuité de I'application

, i r , , j l ' e t so i i  S ( y , r )  t . r " t * g i u rede l ' ensemb le {xe  o :w (x )e  S* ( v ) } . po } l t ou te

fÀétiâ" ., e A]1ô;'. Si .(*) / ^9(u.',u) alors _ru(z). est u.n point de continuité pour

,(r,,o1. Si u(z,d'"rt continuà p.p. r € f,) alors ,S(ur,u) est de mesure nulle. A

Théorème 1.4.10
Soit B : Q x lR --+ lR. une fonction telle que

0(x, o) est continue sur un ouvert non vide avec 0 e P(x,()) p.p. x € Q,

É(x, o) admet une suite régularisante 0"(x,o) tel le que :

0"(x,t) est une fonction continue en t et mesurable en x avec 0 e B"(x,0) p'p' x € Q,

0"(x, o) converge uniformément vers ,6(x, o) dans tout compact où

É(x, o) est continue lorsque e tend vets 0 pour presque tout x € Q '

0n suppose qu'il existe
des fonctions bi € LP(AXi € {1'2})'

des fonctions croissantes et dérivabtes p.p. Éi : R --+ lR, avec 0 € Bi(0)'

telles que p.p. x € Q' V t € IR' on a
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gz$) +b2/- B"(x,t)  S Ér(t)  * br

Alors le problème

f Au + B(o, u) :  f  P.P. Q - S(u' d)

\ueH[(0)  nH2(a)

avec f e Lp(Q)(p > n) admet au moins une solution u e W2'o(Q) .

Preuve :
Soient les problèmes

I  Ar ,  i  g , (o ,u , )  :  f  e  Lo(A)@ > " )
\ , "  e  H6(o)  .

Le théorème L.4.7 assure I'existence d'une solution ue e W2'P(f)) avec I'estimation

\ rFC V - br l)  +b, 3 g"@,u") I  7tGC V - bt ln) + bt

où C est une constante indépendante de €, u, T', 0, 0t, b;'

La réflexivité de I'espace -Lo(ç)) assure

0" (o ,u" )
IP (O)  f a i b l e

€-+O

On déduit aussi que Au" reste bornée dans trp(f)) lorsque e tend vers 0 et via le

théorème. 1.3.1 u" seri bornée dans W2'o(Q).
La réflexivité de I'espace W2'p(çl) donne

I4l2,p (O) faibte
ue

et via les injections de Sobolev
e-+O

c ' (0 )
ue Ug

e--)0

Soit maintenant un point ro € Q - S(",0).
De par la constructiàn de S(",0 et la continuité de 0@o,-o) dans un ouvert il existe

un voisinage compact /( de 16 tel que B(16,o) soit continue dans ,K.

On note aussi que par hypothèse la'suite B.(r,o) tend unifo_rmément vers B(2, o)

dans tout compact où'B(c, o) esi continue donc en particulier dans K et d'après le lemme

1.4.b la 
"orrr"ig"rrce 

uniiorrne sera aussi continue dans le compact 1{ d'où avec u,e con-

vergeant ponctuellement v€rs ?/s on aura

On déduit que

0,6o ,u" ( to

0" (o ,u

e-+0

p . p .  O - S ( u , B )

0( to , "o ( ro ) )

0F,uo)
e-+0

Mais la limite faible dans trp(O - S(",pD coincide
w : T - Auo : B(o,us) dans O - S(r, B) c'est-à-dire us
étudié.

avec la limite ponctuelle donc
sera une solution du problème

A

pour une justification des hypothèses du théorème précédent on considère la situation

suivante :
Remarque 1.4.10
Soit une fonction continue par rnorceaur

(+ I  s i  t>0
0( t ) : {ae R s i  t :0

( -1  s i  r<0.
Alors le problèrne

| ( t "+0@)-f )u:o p.p.Q
\ref4(CI)  nH2(0)

auec f € Ie(O)(p > n) ad'rnet au moins une solution u €Wz'p(Q) A
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Preuve :
On observe que la suite régularisante

(+t  s i  t>*e
g"Q): { ' i " f ;  s i  l r l  <e

\ - 1  s i  t 1 -e
rempli les conditions du th. 1.4.10 avec B; : 0, bz - -1, b1 : f I ' Il est évident que

B" ê Ct(n) tend uniformément vers B dans tout compact où B -est.continue lorsque e

i"rrd.'"r. tj . O" a aussi S(",il:lu - 0] car 0 est le seul point de discontinuité d. 0 .

Dans ces condition, on peut apptiqubr le th. 1.4.10 pour avoir I'existence de la solution

du problème équivalent au problème de l'énoncé

I  Au+ g@,r)  :  f  p .p.  c t -  [u  :o ]

I  "  e f4(CI)  nw2'p(Q) .
A

Remarque 1.4.11
La classi des fonctions B(r,o) continues par nxorceaur est susceptible de satisfaire,

à une construction de suite réguiorisânte près, les conditions du th. 1.4.10' A

Commentaires 1.4
L.4 Existence et régularité des solutions des problèmes non-l inéaires.

L.A.I Perturbations monotones univoques

L'existence de la solution est due à un résultat de [Brézis[8]].  Si la fonction monotone

dépendante du domaine B sépare , à une addit ion de fonctions de trp(Cl) près, deux fonctions

mànotones indépendantes du domaine h> gz,  a lors  les so lut ions u)  Lr , i  des problèmes.corre-

spondantes aux fonct ions g,  p ;  vér i f ient  ur  S u 1u2 en ut i l isant  le  pr inc ipe de maximum.

Les sofutions ui sont dans W2,p(Q) [Brézis[ l ] ]  et bornées à I 'aide des injections de Sobolev.

On dédui t  qu"  l ,  per turbat ionrnànôtone B@lu)  est  bornée dan-s ,Lp(çt ) .  d 'o i t  la  régular i té

Wr 'o(d l )  d"  
"  "n  

tant  que so lut ion_d'un problème de Di r ich let .  Notre technique est  un mix-

.g" d)rn" approche variat ionnelle de [Brézis[8]],  un bon contrôle de la régularité lorsque B est

in lépendante du domaine et  le  pr inc ipe du maximum'
On observe une certaine-analogie avec la méthode des sous- et sur-solutions au sens de

[Amann]  :  à  I 'a ide du pr inc ipe du mai imuûl  ur  sera une sous-solut ion et  u2 une sur-so lut ion

àu probiè-e étudié. Par rapport à cette dernière méthode, notre approche permet de fournir

une classe entière de problèÀàs admettant des sous- et sur-solutions dans W''o(9). et enfin de

donner  un analogue de ce résul ta t  pour  les per turbat ions monotones mul t ivoques et  dépendantes

du domaine.  A

L.4.2 Perturbations monotones mult ivoques

On considère les régularisées Yosida gx(*,o), 0;x des graphes maximaux monotones
g@,o) et g; avec les solùtions u\t uix des problèmes perturbés corresPondants. En notant

que'la'régulai isée Yosida laisse invariant I 'ordre quand le paramètre .) est { ixé, on aura B2s1
g^@,o)  i  Érr  lorsque gz < g@,o)  S 0r  .  Cecipermet  d 'a_ppl iquer  le  théorème 1.4.1et  ensui te

iâi6rltr I  là i imite'quand À tènd vers 0 dans I 'esprit  de_[Brézis[ l ] ]  car on dispose de bonnes

estimations sur les pàrturbations monotones impliquées. On donne une estimation ponctu.el le

pour  /  -  Au.u" .  un bon contrô le  des constantes par  rappor t  aux données.du problème.  Si  de

pf us d sépare les graphes maximaux monotones g; ,  o\ donne une estimation ponctuelle pour

ia perturbation mo-noione B(o, u) avec des constantes indépendantes d, 0 - A

L.4.9 Perturbations monotones univoques. Suite

On introduit une notion de proport ionnali té pour les graphes maximaux monotones gui

reste invariante sous I 'action de la régularisée Yosida.
Si  la  fonct ion monotone univoque B dépendante du domaine sépare,  à  une addi t ion de

fonctions gt, h; € ,p(f}) près, deuxïonctions.monotones proport ionnelles (au sens ci-dessus)

et  indépenâantes du domaine gr ,  a lors  on obt ient  une est imat ion de la  per turbat ion monotone

B(o,z)  dans W,, r (Q)  avec une constante expl ic i te  indépendante de 8. t  0n.  On ut i l is .  dg:

m\rt i ipi i ."t ions bien'choisi"s (spécif iques aux méthodes de monotonie uti l isées dans ce travail)
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et à l 'aide des proport ions sur les fonctions Ê, & on obtient des estimations dans .Le(f,)) pour

toutes les perturbàtions monotones impliquées. A

L.4.4 Perturbations monotones mult ivoques' Suite

Si la fonction monotone mult ivoque B dépendante du domaine sépare, à une addi-

t ion de fonctions gi, h; ç Ln($ près, deux graphes maximaux monotones proportf l f l :

e t  indépendants du Jomaine g; ' ,  a lors  on obt ient  une est imat ion de f  -  A"  O.nt  t " ' r (S l )

avec une constante explicite indépendante de 9, &. Comme I 'ordre des graphet TtI! t . t .u*
monotones et la proport ionnali té uti l isée restent invariants sous I 'action de la régularisée Yosida,

le résultat r '"n.r i t  ui.  ,n Passage à la l imite comme au théorèmeL'4.2-

L.4.5 Perturbations monotones mult ivoques. IJne autre approche

On aborde le problème des sections précédentes par une méthode- classique combinée

avec le  pr inc ipe du maximum. L ' idée est  de montrer  qu 'une cer ta ine inégal i té  var ia t ionnel le

àu type'f(r j  >_ F(") pour tout u € I/ô1(f)) avec.F. une fonctionnelle (non nécessairement

lonu""") sàti*ntinuâ inféti"urement admet une solution, u. €. 43(O) , de prouver que cette

solution'vérif ie aussi notre équation et enfin améliorer la régularité via le principe de maximum.

L,existence de la solution dà I ' inégali té variat ionnelle est due à des résultats classiques. Le

p"rrrg" à la l imite est plus délicai car la fonctionnelle F n'est pas forcément dérivable au

sens ëateaux. Le travaii  avec des fonctions mult ivoques nécessite certaines précautions sur la

différentiabi l i té des fonctions convexes impliquées ce qui nous oblige d' imposer aux fonctions

déf in ies sur  le  domaine 0 d 'avoi r  I 'ensem-ble 'des va leurs dans un compact  f ixe.  Une condi t ion

suff isante pour que la solution u e H[(ft) soit bornée c'est la continuité réalisée lorsque n :. I

via les injéctioni de Sobolev. La régîiari té de la solution est une conséquence du fait que la

dominat iàn du graphe maximal  rnonoion.  B dépendant  du domaine par  deux graphes maxim.aux

monotones indé-pendants du domaine impl ique la  dominat ion de la  so lut ion u par  deux fonct ions

continues et bornées d'où par "feedback" g\,u) sera bornée dans l,p(C,) '  A

L.4.6 Perturbations non monotones univoques'

La même technique qu'au théorème précédent en notant que la fonctionnelle F n'était

pas exigée convexe et un regard attentif  montre que la continuité des fonctions 0t est suff isante

pou, ,"îdre la perturbatiorimonotone g1,u) bornée dans 'Le(ft) '  A

L.4.7 Perturbations univoques non monotones. Estimation a priori

On travail le avec B non monotone et dominée par deux fonctions croissantes B; '  Dans

ces condit ions on se place dans la théorie des sous- et sur-solutions via [Kazdan] et on-obtient

f 'existence et la régularité W2,p(Q) . Nous donnons une estimation avec un bon contrôle de la

dépendance des constantes par rapport aux perturbations impliquées. Ce fait va permettre le

t ra i tement  du cas où B@,o)  est  d iscont inue (vo i r  théorème 1.4.9) .  A

1.4.8 Perturbations non monotones univoques. Suite

On mult ipl ie l 'équation étudiée par des fonctions de la forme Aj@),où j est une fo_nction

convexe posit ivà. On obtient des eit imations du type Ïnj o gr(+"+) < /" i f f  - br) et

ïn j  o  gr?"- )  S ïa j ( f -  ôr )  lorsque gz < g < h avec B;  cro issantes et  indépendantes du

àËmaine. Notons qïË B1r, o) n'est pas supposée croissante. l l  y a ici une certaine f i l iat ion avec

l" t i .u. i f  de [Brézi i [9]] eù l"s'espacet de Oil icz [Adams]. A

1.4.9 Perturbations monotones univoques. Estimations de type Lt(O)

On suppose B univoque, continue, croissante tel le que B(R) : IR..et soit u € f4(O) l î
so fu t i on  du  j rob lème Au+ 'g@) :  f  e rp (O) .  S i  une  des  s i t ua t i ons  su i van tes  es t  réa l i sée :  i )

i l  existe ,n 
'0 

g (0,1) tel que'.f  est situé dans I 'espace de Orl icz associé à Ia fonction convexe

feil. qui esr l"'dû.i. de la fonction convexe dj telle gr9. B - 0j et J,(^q) : 
9 ' i'J il existe

une fonct ion convexe et  propre j  te l le  que l iml -1+*0i ( t ) :  ioo 9t  lB]  > i  ? ,0,  a lors  à

I 'aide des inégali tés de Young et âe Jensen on obtient une estimation de la forme lul l '1sy S C

où C est une constante indépendante de u, A . L' intêret de ce résultat vient du fait qu'on

met en évidence les espaces de Orl icz comme adéquats pour obtenir des estimations sur u dans

i.(O) et la constante C est indépendante de u, A ce qui sera eff icace lors de l 'étude des



I
1 . 4

1 . 4 . 1 0

Perturbations tnonotonea
Problèmes gemil inéaires mult ivoquee
Estination a priori
Perturbations non monotones diecontinues

per turbat ions s ingul ières eAue+ g@") :  f  e  rp(O) avec.ue € l { (CI) .  
" t  

B(ry) : . lR car  en

1" . . ,  la  constanie C c i -dessus est  inâépendante de e (vo i r  auss i  le  théorème 2.3 '5) '  A

1.4.10Perturbations non monotones discontinues

Lorsque g@,o)  non monotone est  cont inue dans un ouver t  mais  d iscont inue sur  IR p.p '

r  €  O,  on ' r rppàse i 'ex is tence d 'une su i te  régular isante g"@,o)  approchant  un i formément
gè,o) 

'danstoi i  
compact où B@,o) est continue. Si la suite régularisante rempli les condit ions

du théorème L.4.7 en {tant dominée par des fonctions monotones indépendantes de € , alors on

aura une est imat ion dans t rp( f , t )  avec une constante indépendante de e. .pour  0"( t ,u . )  où u"

est fa solution correspondantà à la perturbation g"(*,o) . Dans ces condit ions on peut passer à

fa l imite en uti l isant ie fait  que la convergence uniforme des B"(r,o) équivaut à la convergence

continue dans un compact où la fonction-B(r,o) est continue et que la l imite faible -Lp coincide

avec la l imite ponctuelle. On obtient que' la rr i t" ," converge dans I,72'p(f l) faible ]: t t  11
so lu t i on  u  e  H [ (C r )  nW ' ,n (Q)  du  p rob lème  Au+gQ,u ) : . { _pp  dans  f , ) -S ( " , . 9 . )

où S(",0 est Ë'fermeture d" i '"nru-.ble {z € f l  :  ."@) F S,(P)} avec .5,(B) I 'ensemble

des di iconiinuités de la fonction B(r, o) qui est continue dans un ouvert. La remarque 1.4.9

montre que I 'hypothèse du théorème L. '4.9 est consistante car on donne une situation ofi  I 'on

peut  constru i re-une su i te  régular isante.  A
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Perturbations aingul ières
iàrturUatione mon6tones non-bornéee. Identi f icat ion formeLLe
Identi f icat ion formelle. Un cas part icul ier

2 Perturbations singulières

Perturbations monotones non bornées

2.1 Identiffcation formelle
Préliminaires 2.1
Soit u" Ia solution du problème pénalisé

lAeu"+g@):f€L"(a)
\ r, e I4(CI) .

On suppose que B admet le développement asymptotique

gU):Di--oorrr
et nous notons g(*) lu dérivée formelle d'ordre k de B

Pour une suite ordonnée (i-)3" d" nombres naturels tels que t;=o irn : k € N

note c'u^ :k![[I;:o i*,.)-t et l 'on a toujours (DË. *n)r Dg]-" n^:r"I^ .,:fi--o
lorsque r* € IR .

Problème 2,L
On cherche LL € sous la forme

soo L
u":  Lx-ouk€ '^  '

z.L.L Identif tcation formelle. Un cas part icul ier

Théorème 2.1.1
L'identification formelle de e en portant

uu :  I - ou rek

dans
Aeu"*  B@") : l

conduit aux formules suivantes :
É (uo)  - f :0

Auo +  u1B(1) (ue)  :0

Aur + urÉ( l ) (uo) +$.0@{ro) :  0

Auz + u3B(r)(us) + liOtrl(uo) + frfrOt'?rtuo) : 0

on

r';

A

A

Aui-r + u;B(l)(us) + t:rn D$:omi.:j, i,-0, !- oi.=,. 
ch,"_!ou* : o '

A

Preuve :
Si B(r) :  DËo B1,tk et u" : DËouiei alors en injectant dans eAz"+ 0(u"): f

on obtient 

ro=, Aut-rek* Do=oB*(Dl, u"n)k : r
Desdérivationsformellessuccessivesavecl'initialisatione :0 suiviesd'unerécurrence

conduisent aux formules de l'énoncé.
Une autre approche consiste à utiliser le calcul formel avec des puissances des séries.

g(u"):  t ; .  gnu!: t : ,8-(t3; 
=oi^=k";-  [  

u ' ;e*i^):
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[regroupement des puissances identiques de e ]

: t:. PrD]"t$l-" rni^:i,D;=, r^:1,cÏ* F-"*" 
-

[commutativité de la sommation]

: t;. t:.u- D3; =omi*:i,t;:" r^:1,c1* lo"*"
et

eAu" - 
t ; ,  ei+lAui:  t ; ,  ei  Aui-r -

En remplaçant dans l'équation eAu" ! 0@") 
- ,f ot obtient

eAu" I  g@):  t -  ^Aui - r ( l  -  ds; )e '  *
-  l : v

+ t:. d" \-k] -i--i \-- ,-=rc'r- fr. rxr' : 6oir'  / - t  i -o  Lk-s ' .  LD: :omi^: i ,  D i :o  n-= m:o
où  ô  es t l esymbo ledeKronnecke r :  6 ; i : I  s i  i :  j  e t  6 ;1 :0  s i non '

Après les identifications des coefficients des puissances de e

Aui-t(l - ôor) + t:. B- tfil =omi^:j,D;:" n^=nci* lI "'; ei : Soir

pou r tou t  7 )0 .
S i  i > l  a l o r s

0: Aui-r( l  -  ôoi) + t : ,  Pr}; ; :omi^: j ,D;=" ;^=*cL^ louT :

[partition des indices]
3

rni^:j,r;:1, Dî= oi^=|rt'r^ Ilru',# 
-r: Aui-t(l - doi) + t:.8- I3;="

+ t:. P- ti; :omi*=i,i,:0, Dî= oi^:1,tî^ lru'# 
:

[forme explicite de la sommation]

: Aui-t+,i t:, u]nu 
gr,u|+t:, prD$)=omi^:j,; i=0, 

Dî= oi*-1,
d'où

Aui-t + uipo) (ro) + t:,  B- t i ;  =omi^: j , i i : ' ,  D-_ oi^=,,c'r^ Y^u', i  
:0

les valeurs de j on a successivement :

oo

mi*:s,D;=. ,^=rcI^ l I  " ' ; :  t : ,  gruS : g@o) : f

-; Y-T ;

mi^=r,D;=" i* :ku'k- I ! -"*  
:Auo +t:.8- t3;:"

- Auo* t:. BrD'oni)r, is=rc-r,,1=o,rÉ{0,1} t'o* 
Iru'; 

--

c? iI ",;
tn:O

Selon les valeurs de

E
D:.8-tgl

E
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-  Auo+ 
" 'D:  ,kgru| - '  

-  Auo + urg1)(uo)  :  o

Ar, +t:. P-D';*_omi*=2,D;:" ;^=xcÏ^ fI "'; 
:

: D:. p rD',,n,f__': _?,,,,i=?,,:: =B;r Ëls:ll 
c'r^ y_ru'# :

. s-€ ^ Icl. , t -, \---\oo ^ k! - -.ft- l-  Aur *  Lr=r0r7f f iu iu6- '  *  Lu=r{ ln ,qp gruzuo 
-  :

- Aut 1 u2BQ) (uù * * 
grr,(ro) : o

ce qui complète le résultat.

LJn cas particulier

Pour des raisons intuitives on va considérer la situation où

, t (O )  âv€c  u6 :Ao f  :T

Remarque 2.1.1
Soit u1, € rl(çt), k > 0 et les coefficients d,e l'opérateur A tels que

Si u" est la solution d'u Problème

feAu"Iu" : feLn(A)
\ r" e f4(0)

a lo rs  V  k>0

A

,6 : ln ,  u7 r :  ( -1 )uAuf  e

ar i  €  C*(Q) '

i{""- Do-,orn}
o'(n) liau u k

e-+O

A

Preuve :
On observe que

": :  *{u" 
- t ]=-o'  u;ei}  :

[on exprime u" à l'aide de l'équation pénalisée et les ui erl fonction d" / ]

: 
i{t 

- eAu"- D:=i (r1i't i lei\ :

[ réduct ionscar Aof :7f
.  I  .  . - f t - 2 .

:  -  A(; j {u,  -  
t ; ;  ç-r) i i - iTen})  :

:  -  Au!- l

et en réitérant

" !  
-  1-r ;n Aru"

Selon le théorème L.2.4on a I'estimation lr"lo S l/lo donc u€ converge-, à une sous-

suite près, vers g dans .Le(O) faible et en passant à la limite au sens des distributions dans

l'équation pénalisée on aura f : g .

Comme les coefficients de I'opérateur A sont dans C'"(0) la convergence de, u,

vers / au sens des distributions irnplique la convergence de (-t)eAeu€ vers (-t)kAkus

dans le même sens, ce qu'on voulait montrer' A
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Commentaires 2.1

2.1 Identiffcation formelle
Dans le domaine des perturbations singulières I ' identi{ ication formelle reste toujours un

bon support intuit i f .  L'amélioration du calcul àlgébriqr. permet le traitement des perturbations

monotones avec B une fonction très générale.
On verra dans la suite que lorsque B est non bornée le comportement asymptottque

analy t ique su i t  le  comportement  asymptot ique a lgébr ique de u"  à I ' in tér ieur  de f l  .



2 Perturbations singul ièree
i.Z ierturbationg nonôton"e non-bornées. Comportement de €uc

2.2.1 Convergence de eu. sana contrainte sur B

2.2 Comportement de eu"

Préliminaires 2.2

On suppose que d r R F--+ ]R est une fonction continue non bornée, croissante, telle

que B(0)  :  0  et  É(R) :  R.

Selon les situations B sera supposée coercive :

lBQr) - g\z)l> o Blt l  -t2l Y t1, t2 € IR, oB ) 0 une constante'

Si B est lipschitzienne :

lg!) - g(tz)l< o| l t ,  -tr l  V tr, ,  tz € IR, aB ) 0 une constante

alors B laisse invariants les espaces l|/ot(ft), ,e(oxl < p < oo) munis de la topologie forte.

Enfin, on remarque la dualité des concepts coercive et lipschitzien par rapport à

I'inversion des fonctions :

B est lipschitzienne :

l \(tr) - p(tr) l  < o91t, -tr1 V f i ,  t2 € IR, aB ) 0 une constante

si et seulement si B-l est coercive :

lg\ù - g!ùl > (oB)- ' l t ,  -  tr l  V t t ,  tz € lR' .

On introduit aussi les versions locales des concepts ci-dessus, versions qui jouent un

rôle important lorsque B est bornée.

La fonction B est localement coercive si pour tout compact /{ C lR il existe une

constante of > 0 tel le que V f i ,  t2 € K

l7Qù -  Tuùl2 af  lh -  tz l  .

De même la fonction B est localement lipschitzienne si pour tout compact K C R'

il existe une constante aP* ) 0 telle que V t1, t2 € K

lgft ')  - g(tr) l  < opolt '  - t t1

On vérifie qu'une fonction localement coercive laisse invariante la séparation des.points

dans IR et qu'unË fonction localement lipschitzienne laisse invariants I'espace -L-(O) ainsi

que la convergence uniforme dans ,'" (Cr) .

L'opérateur A sera de type elliptique avec, sauf spécification contraire, les coefficients

a;j eWr,'*(O) et le domain"-Ô t"l que-les injections de Sobolev s'appliquent. A

Problème 2.2

Soit le problème pénalisé

f eAu, + g@") : T e LP(q@ >-2)
1," .  HJ(CI) .

On montre que ce problème admet une solution unique u".€

le comportement ràspectivement de €2" dans I4l2'p(fl) et B@")
tend vers 0.

2.2,L Convergence de eu" sans contrainte sur B

Théorème 2.2.L

Soit B une fonction continue non bornée, croissante, telle que B(0) : 0 et B(R') - R' '

Le problème pénalisé P, admet une solution unique u€ € W2'P(Q) et €ue converge vers 0

dans W2,p(O) faible lorsque e tend vers 0 . A

(P")

W',o(Q) et on analyse
dans .Le(fl) lorsgueOe
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Preuve :
L'existence, l,unicité et la régular\té u" eW,,o(Q) est une conséquence du théorème

t .4 . r .
On a les estimations spécifiques aux perturbations monotones (voir théorème 1.2.4)

lg@)lo s l / lo  ' ,  lAeu" l ,  < 2 lTlo
d'où la seconde estimation assure via le théorème 1.3'1

leu,l,arr,o 1e, < 2C e lT ln

et avec Wz'p(Q) réflexif on aura, à une sous-suite près,
W2,P(e)  fa ib le

€ue U .
e-)0

Cette convergence implique via les injections de Sobolev
LP (O) fort

et encore, à une sous-suite Près,

€ue

€ue

e-+0

p . p .  Q

€-+O

Nous montrons Que u : 0.
si onsupposeq"à 11, l0] l  > 0 alors avec B continue lg@")lo convergeponctuelle-

ment vers *oo dans [u + 0l . D'autre part on a aussi

l0@")le < l / lp
et via le lemme de Fatou

+*: I  rmipf lB@,)ledr g /  r i*5r lg. , , ) lod, <
Jp41 e-+0 Jo €-+u

absurde.
On aura

W2,P(O)  f a i b l e
€ue

€-+O

TVln d* ( *oo

à cause de I'unicité du point d'adhérence'

2.2.2 Comportement de la perturbation monotone

Théorème 2.2.2
0n suppose que I'opérateur elliptique A a des coefficients a;; € L-(A) '

Soit u"- la soiution àu problème pénalisé P" . Alors la perturbation monotone B(u') converge

vers f dans Ln(Q) fort et €ue converge vers 0 dans Hâ(O) faible quand e tend vers 0 . A

Preuve :
En multipliant l'équation (au sens faible) eAu" ! g@") - .f p.t u" e Hà(Cl) , on

obt ient  
( rDi , ro . i1rer . r . t rer ,  ,  1)  + (g(u") ,u")  :  ( ï ,u" )

d'où avec A elliptiqve, g croissante telle que 0(0) : 0 et les inégalités de Hôlder et de

Poincaré on a 
aaelu"l2o,(o) < lïlrlr"l, s cplïlrlu"laâto)

c'est-à-dire

leu" l r '1ey S C

avec C une constante indépendante de e.
On déduit via la réflèxivité de l'espace //.t (CI) que €u€ converge' à une sous-suite

prèr,.,"r, î e-nilSl1 a.nr f4(O) faiblË et à l'àiàe'dei injections de Sobolev dans .L2(f))

iort et ponctuellement lorsque e tend vers 0 . Nous montrons que. u : 0 .

Si or, ,nppose que ll; + 0ll > 0 alors avec B continue l/(y")lo converge ponctuelle-

ment vers +J dans l" * Cil. D'autre part, les estimations spécifiques aux perturbations

monotones (voir théorème L.2.4) assurent

l0@,)1, < l / lo

A
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de Ia convergence de €ue

et via le lemme de Fatou
f

*oo:  I  l imipf  lB@)led.  t  I
JPlo1 e-+o ' I  \  

- / '  -  
Ja

absurde.
On a obtenu

timinf lB@")le dr

aj(o; raiute

Vlo d* ( *oo'I
€ue 0.

< l/lo entraîne aussi
€--+O

où q est une fonction à localiser.
On voit que pour tout I € Cfl(ft) on a

( t ; ,  a; i (eu,) , ,ç"" i , r ) :  ( /  -  g@),e)  
" - ;  

o

lorsque atj € r*(ft) et €ue converge.vers.0 dans 5J(Ct) 
faible,..don. 0.\"") converge

;;;'/ u,rr'rÀ, deà Éstributions et I'rinicité du point d'idhérence faible implique f : g '

La semicontinuité inférieure de la norme I o lp dans la topologie faible, assure

t im in f  \7 fu") lo  2 Vlo .

D'autre part, I 'estimation lg@")lo <fflo permet d'avoir

]S."0l0@")1, S l / lo .

En réunissant

Maintenant on observe que I'estimation l9@")1,

0fu")
LP(O) fa ib le

e-r0

0(u" \
Le (O)  f a i b l e et l0@") lo

e-+0
lf lo

dans l'espace uniformément convexe et réflexif 'e(0) (1

,@)_riîjL/

2.2.3 Amélioration de la convergence de eu"

Théorème 2.2.3

e-+O

<p<oo) donc

A

e tend vers 0.

Preuve :
A I 'aide des théorèmes 1.3.1 et 2.2.2 on a

leu " lw" ,o @1 S C e lAeu, l  o  
- -  C e,  l0  ( " , )

avec Ca indépendante de e, d'où le résultat'

Commentaires 2.2

2.2.L Comportement de euu sans contrainte sur B

On uti l ise une méthode de compacité au sens de [Lions[2]] ut i l isant des estimations a

priori ei la ré{lexivité des espaces impliqués. A

2.2.2 Comportement de la perturbation monotone

On améliore la converg"n." faible de B@) en obtenant la convergence en lo-r.me ,t(.f,)) .

C,est un procédé classique d"ans le calcul variàt ionnel basé sur la semicontinuité inférieure de la

norme I o lo dans la topologie faible ,o(0) .
l i  y îura un résultat à'nalogue si B est bornée (voir le théorème 2.5.1). A

2.2.g Amélioration de la convergence de eu"

On obtient la convergence forte de eu" dans I4l2'p(fl) via la convergence f-orte de la

perturbation monotàn" P(;) et le théorème 1.3.1. On verra que la convergence forte dans

ç;, içA) 
"rt 

prér"rué" rur'r i- lârsque la fonction B est bornée (voir la remarque 2.9'1 ) '  A

Soit B une fonction continue non bornée, croissante, telle que

Si u" est la solution du problème P" alors €u€ converge vels
,6 (0)  :0  e t  B(R)  -R ' .

0 dans W2'P(Q) fort lorsque
A

- rG --;;-+ o



2 Perturbations singul ières
2.3 Perturbations monôtones non-bornées

Comportement de ur- selon la régulari té de uo
2.s . r  La  È i tua t ion  uo€t râ (a)

2.3 Comportement de u" selon la régularité de us

Préliminaires 2.3
Les mêmes conditions qu'aux préliminaites 2.2'

On a besoin aussi des lemmes suivants :
Lemme 2.3.1(Stabil i té de la perturbation monotone)

Soit B: f) x IR r--+ IR une fonction telle que

9@,o) croissante p.p. r e Q

g@, o) uniformément lipschitzienne :

l g@, t r ) - g@, , r2 ) l  <  ag l t l - t r l  V  c€O,  t r , t z€R ,  oÉ  )0cons tan te '

Si les u; € Ht (çt), i € {1,2}, sont solutions des problèmes

f  tu, + 0@,ui) : f ;  e L\(A)(P 2z)
\ " '  

- uz € Hê(o) n, '"(o)
alors

lg@,ur)  -  g@,ur) ln S 1"oc!1ï  lT,  -  f r lo
où  p '  * p :  p ' p .

Preuve :
Par soustraction

I  A(" t  -  ur )  +  0@,r t )  -  0@,ur)  :  h  -  fz  e  Le(9)

\ "t 
- uz € Hê(CI) n r'"(0) .

En multipliant par p(q - ur) : (u, - uz)lq - rrlo-' € fl01(çr) on obtient

(A ( " ,  -  uz ) , ç (q  -  
" r ) )  

*  (g@,u r )  -  g@,uz ) ,P (u t  -  
" r ) )  

:  ( f i  -  f z ,g (q  -  
" r ) )

ou

(cî)-tlu, - "rlf
(0b, ,u, ) -0G,uz) ,9(q-" , ) ) f f i ( lÉ(o, . , ' )_0b,uz) | , |p(" '_" , ) l )>

(oP ) t  
-o l0 (o , r ,  

) )  -  0 ( " , " r ) loo\
-  

Ê ( r , " )  l i p sch i t z i enne  de  cons tan te  oÉ  
-

(/r - fz,e(ut - ur)) < -:!Ei!lr- 5
|  .  î  |  |  l p - l

l I r - I z l p l u r -uz l l p

Dans ces conditions, l'égalité

(A(" ,  -  ur ) ,ç(q -  uz))  *  (g@,ur)  -  gG,uz) ,e(q -  
" r ) )  

:  ( " f r  -  fz ,e(ur  -  
" r ) )

devient I'inégalité :

Qil- ' lur-ur l f  + 1o01t-olg@,,r)-  g@,"ùW < l / '  -  fùolu ' -u,W-'
d'où en combinant

l r ,  - uzlp S cf lh - Trl,

1,6(o,r,) - g@,ur)lo 3@fcflÈtn - nlltt, - frÈ' -- çoocflï lf, - frlo '
A

On sait que si une suite de fonctions mesurables est convergente p.p. vers une fonction

de lp(f)) et dàminée par une autre fonction d" Ip(O) alors la suite converge dans ,p(O)

fort.
Si on remplace la domination ponctuelle par la domination en norme Ip(O)' ?l9l?

la convergen." f*t" dans trp(f)) peuÎ être compiomise (voir par exemple [p""1t' pg. 9-10]

en notant"que si la suite est Èoinée dans trp(O) alors, à une sous-suite près, elle converge

dans trp(f)) faible).
Le lemme suivant montre que la convergence forte subsiste dans les espaces ,o(O)

avec  1  1q (p .
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Lemme 2.3.2
So i t  p )1 .
si u" est une suite de fonctions mesurables botnée dans

vers u € ,p(çt) lorsque e tend vers 0 , alors u" convetge verc

tou t  l 1q1p .

Preuve :
Selon le théorème d'Egoroff, pour tout ô il existe un ensemble mesurable et fermé À

tel que lf, - ^l ( ô et ," .6rl'o"tge uniformément vers u dans A '- 
Pour tout q ( p on peut écrire (on omet le symbole dz sous I'intégrale)

-uV <

< lôl' 
-ici + [ fu" - ulo

J ^

en notant que I 'application p + lo l ;r1o-n)lO - ^l-à est croissante avec l ' inégali té de

Hôlder et Ia suite i" - u est bornée dans trp(f)) p.r une constante C indépendante de e

e t  d .
En faisant tendre 6 vers 0 on obtient

[fr"*6 lr" - "loo 3ltlr-i Ci
car la suite lz" - ulq converge uniformément vers 0 dans Â '

Si on fait tendre ô vers 0 on déduit que la suite u€ converge vers u

fort ce qu'on voulait montrer.

Problème 2.3
On étudie le comportement de u" lorsque e tend vers 0 avec respectivement us :

p- t ( f )  e  l /â(CI)  ,  uo € l /o t (Q)  nW2'p(Q) et  is  €  r " " (ACl)  nW' 'o(Q).  A

2.3.L Comportement de uu avec uo e Hâ(O)

Théorème 2.3.1
Soit É une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu, telle que

,6 (0 ) :0  e t  B (R)  : lR .
Soit us : P-L(I) € Hà(A) .
Si u" est la solution du problème pénalisé P, alors u€ converg€ v€IS ue

lorsque e tend vers 0 .

Preuve :
Une multiplication par u€ - uo € Hot(0) de l'égalité (au sens faible) eA(u" - uo) *

gfu) - g@o) - -eAus conduit à I'identité

r(D,, i  ar j (u" -  uo), , (u,  -  uo), : ,1)  + (B(u")  -  0@o),u6 -  us) :

IP(ft) et convergeant p.p.
u dans Lq(Q) f"tt Pï

lu" - ,loo : lu" - ulqr.n(n-^, * 
I^lu" 

- ulo 3

< lcl - ^l '-;  lu" - ul lT,r '-r; * Inl,"

dans -Lq(O)
A

dans H[(Q) fort
A

-  - t ( I ,  
, . c l i i uox i (u "  

-  ro ) ' , , 1 )

d'où(B croissante, A el l ipt ique)

lu , - ro l ' rËto l  S Clu"-  uo lsJ(o)

avec C une constante indépendante de e.
On déduit que

l ue

et via la réflexivité de I'espace Hrt(O)

-  ro laôtol  S C

on aura, à une sous-suite Près,
rtl(o) t"iute

ue
e-+0
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i . i .z La si tuat ion i iëwt 'e(o)nl tË(o) o\ uoeW2'P(o)nr*(ôo)

d'où en utilisant les injections de Sobolev

*e------_------1-_-
t2 (o)  fo r t .  p .p .  o

e t  U e -
e-+O

D'autre part le théorème 2.2.2 assure

g@")-93F-*g@o):T
la convergence étant aussi ponctuelle à une sous-suite près, donc avec B-t continue on aura

e-JO

p .p '  o
ue

e--+O

c 'es t -à -d i re  u= r to .
Un retour à l'identité

e( I , ; , r  au(u"  -  uo) , , (u"  -  uo) , i ,L)  + (0@,)  -  0@o),uE -  us)  :

:  - t ( I ;  
, . a i i uox ; (u "  

-  uo ) " , , 1 )

permet d'améliorer la convergence àe u" v€rs us dans .[161(f)) faible en convergence forte.

A

2.3,2 Comporternent de u" avec uo € W2'p(O) n Hâ(O)

ou us € \M2'P(O) n L'"(AO)
Théorème 2.3.2
Soit B une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu, telle que

B(0)  :0  e t  B(R) : lR.
So i t  us :P-LO e W2'o(Q)  nHà(0)  avec p>n.
Si u" est la soiution du pioblème-pénalisé P" alors on a I'estimation

lu" -us lp<C
où C est une constante indépendante de e.

5i B est lipschitzienne on a aussi

ld(u") - p(uo)lp < Cel et Iriu"l*,,,rnl S C

pour diverses constantes C indépendantes de e et p'+ p : p'p .

Si u0 € W2'p(Q) n L""(AA) et g n'est pas forcément lipschitzienne alors u€ converge vers

ue dans Lo(A) fort ' loisque e'teÉd vers 0. A

Preuve :
A I'aide des injections de Sobolev on a ue' uo € tr-(Cl) '
Le théorème 1.2.2 appliqué au couple de problèmes

f  eAu,+ g( " , ) :  f  e rp(c) )  [eAus+ g@ù:  f -+eAuse 'p (ç t )

I  , ,  e f{r t  (O) n W2'p(O) \  ,o e /4 (0) nwz'p(Q)
donne

|u ,_uo|p<C;"V_f_eAugç#Cî ,_ ' |eAug|o :Cf |Auo|o .'  c|:cPP'oi '

Si B est lipschitzienne, alors à I'aide du lemme 2.3.1 on a

10fu") - 0("o)lo S
[on rappelle que 0@o) : f I

S(Cïool ) i  l t  -  ( f  -  eAus) lo  :

[on observe que CFo : e-tcfl

- e-ï eQf c,1)i lAuoln :

[ avecp*p ' : p 'P f
: ei qcf .,eyï 1z'uo1o -
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Perturbations
Perturbatione
La eituation

sinsulièree
non6tones non-bornées .
uo€tr -  (O)

Comportenent de 1tr2

[en posant Co - Qf "P)i' ll"slr]

Il reste à observer que

leAu" l r :
c'est-à-dire

ff - 0@")lo
t l

lAe;î

: eL, Co

: lp

u"loSCo

(ro) -  g@)lo < ,T Co

et le théorème 1.3.1 Permet d'avoir
| ïu) < ceco
l t '  rw2 ,P (ç t \

Dans la suite B n'est pas supposée lipschitzienne'
Si ue €Wz'p(Q) n r '"(40) soit u la solution du problème

I  Au: lAusl e rP(O)
I " e / /"(0) nw2'p(Q) .

Le principe du maximum assure z ) 0 p.p' O '

Si on notè u1 : uo *u * lzslr-1691 alors on a les comparaisons

sur ôO

car p.p.

eAua

o
+ 0@+)

u ) 0
*

z ) 0

2 0@o):  f

< 0@o):  f

:  e(Auo * lAusl)  + É("0 *  u I  l ro l r , - (ao))  >

:  e(Auo -  lA"ol)  - f  g@o - u -  l ro l r* tuol)  <eAu-  + 0@-)
et sur ôO

dtoù, à une sous-suite près,

et avec B-r continue

ua - -  uo  *  u+  luo l r - (an l  Z  0

. . t  -  :  uo -  u-  luolr , - (anl  S 0 .

Le principe du maximum donne u- 1u" 1ua d'où p'p' f)

l r " l  <  l " - lv  l "+ l  e  I ' (C,)
D'autre part le théorème 2'2.2 assure

LP(O)  fo r t
0@")

0(u" \

ue

e -r0

p . p '  Q

f  :  0@o)

0@o)

u O .

e-+0

p .p .  o

€-)0

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue donne
.LP(O)  fo r t

e+0
u e

A

2.3.3 Comportement de u" avec uo € L"o(O)

Théorème 2.3.3
Soit B une fonction continue non bornée, ctoissante, inversible avec inverse continu, telle que

0(0) :  0  et  B(R) -  R.
Soit uo : B-l(f) € L-(a) .
Si u, lst la soirition du'prôbÈme pénalisé P" alors u€ converge vers us dans 10(Q) fort

Alo rsque e  tendvers  0  Pour tou t  q21.
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Perturbations
Perturbations
La situation uo€ri l-(o)

avec p croissante et inversible'
Le principe du maximum donne p'p' dans

< g@+) - eAul + 0@+)
2 g@_):  eAu_ + 0( " - )

fr
u+

Preuve :
Soient les constantes u1 : tluol-
On observe que

(  .  . (

JeAu"+g@"):f :B(uo)t' f  
^  (1u+

[":ot!"-

dans O

sur âO

et après un retour aux notations p.p.

Selon le  théorème 2.2.2 (  P :2)

et, à une sous-suite Près,

et u" converge v€IS us

Preuve :

u -1u "1
dans O

l r " l  <  lu0 l r - (o)

t rP(O)  fo r t

e-+0

p . p .  Q

€-+O

e-+0

0@ : 0(uo)

0@o)0@

et

p , p-t sont continues' on aura
P ' P '  Q

En réunissant, on a obtenu
e-+0

|  |  r l  I

l u ' l  I  l uo l r , -1o )

p .p .  o

€-+0

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue dans lc(ft) assure V q > 1

Lq (O)  f o r t

2.g.4 Comportement de ue avec uo e Lff"(O)

Théorème 2.3.4
Soit B une fonction continue non bornée, croissante, impaire, inversible avec invetse continu,

tel le que É(0) : 0 et B(R') 
- R'.

Soit 
'u" 

la solution du problème pénalisé P" avec p > n '

5i o CC cuo C Q est ùne suite àe domaines telle que us : B-l(f) e L-(c're) ' alors

lu" l1- 1,; luo lL- (.,)

ue

ue

ue

UO

U g

dans Lq(c.l) fort pour tout q 2 I .

Soit un domaine c,'rs tel que a CC uo

,C l ç=1 ]  e t  0<9  S1P 'P 'dans  c ' r s '- 
Alori la fonction th : L - ç vétifre

( :L  surôc . ' ' s
. .h \>o  dansa ' 'e

\ : 0  d a n s a . ' .

comme uo: g-t (/) € tr-(ro), Arb e tr-(ro) on aura p-t$ +6A1/J) € tr-(r.rs)

pour une constante d > 0 suffisamment petite'

Soient les fonctions
u+: *elg-t(/ + 6Arb)lr*(,o) * drl

telles quton ait sur ôc.'ro
ua)-6  >  0  >  -62.u- .

C O et une fonction tp e Cf(a.'s) telle que
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Perturbations
Perturbations
La situation uo€'L'T- (A)

Alors on a les comparaisons

I 
oru" + B(?)

1,,"{ i i i;:
: / { 

=ri::+ 0(Y*\  ,
+ pi+) ctârs û16

sur âc.rg

Sobolev)pour € petit  car d'une part selon le théorème2'2.1 (p) n,

W2,P(O)  f a i b l e

c t (ôo)

€ue

et en particulier
€-+O

€ u e
e-+0

d'autre part il est visible que p.p. as

.  ^ . U + ,Au+ + pl;) :  6Aû + P(lP-rff - 6A',Dlr-1-o; + lrD >

^ .u_ .
Au- * l t l ; )  :  -6AIh + PeW-tff  + tAç11.r-1-o; -  9, lr t

e ' '

Le principe du maximum permet d'avoir p.p. t.ls âV€c

u - 1 e u " l u q

et vu la construction des u*, th, I p-p. u
-el7-rU + t lç1lr*1.,o; 1eu" < €lB-tU - 6Arb)lr-1.,o;

d'où

lu"lz,-1.,; <lP-'U - 6Arb)lr-1,o; v lB-'U + teç1I-r-1,o;

pour  s  pe t i t ( dépendan tde  d  e t  6 -+0  fo rce  e -+0 )e ten fa i san t tend re  d

obtient
ttiËo lu "l 7* p1 S lro lz,- (.,o)

Si il exist€ uû rds tel que u CC c.ro C O alors on peut approximer
sous-domaines c.ro du même type que c.r6 tels que L!' CC tlO CC c.rs .

En approchant c.r par des c.ro on tire

l imsup"-'o lu "l 7* ç1 < lu6 l1,- 1r;

Pour montrer que
l im i6rf lu"l r,*1,y 2 lrolz,-1,,y

on observe que d'après Ie théorème 2.2.2, V q > 2

{ào  p .p .  ,o  \

B croissante

, rh>O p.p. r.to
\

B croissante

e petit

vers 0 on

u par des

0@")
et en particulier

0@")
avec convergence des normes

l0@")lr."r.t

Lq(O)  fo r t

On déduit que

Vlvnpl: l igi,, f  lg@)lr"<,; < l ' là u'" i"t lB@)lv*p1

et en faisant tendre q vers I'infini

l . f  l1-1,y S l iminf lB(u")17*py

e-+0

Lq (k,CO) fort

e+0

e-+0
Vl7"p1
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2.9,5 Une autre aPProche

d'où avec B croissante' continue et impaire (B(0) :0)

l-f l;-1,; S liminf lg@)lr.*r,) : li3'f f B(lu"l"*1",)) : B(ligrff lu'l;*(.,))

et encore avec 0 inversible et impaire, g-t croissante, continue et impaire

l iminf lu" l l -1,. , ;  > P-t ( l / l r ,-( ,))  :  lB-t( /) l r ,*( ,)  
-  lusl l -1.,)

c'est-à-dire
l iminf"-a6 lu"l7*py ) lzolz,-(u,)

Finalement

lze l1-  1o; €-+0
lzoll-1..,;

Pour la dernière p.tti" d" l. conclusion on voit que d'après le théorème 2'2.2 Y q > 2
.Lq (O) for t

0@")
et en particulier dans c.r C f)

0@")
d'où, à une sous-suite près,

0@")
donc

e ->0

Lq (@) for t

e-+0

p .p .  ( ,

r

r
U6

e-+0

p.p '  ( ,
ue

càr us: B-t (/) e ,L-(ar) et
Ltestimation

- 
e-+0

B est continue.

ttiËo lu"lr*1,; S lrolr,-1.,;

permet d'avoir pour une constante o ) 0 et e petit

donc p.p. u

pour o petit.
On a obtenu

et

lr" l  < lro[,- @.t I  o € .L-(c.r)

pour € petit.^ 
il théorème de convergence dominée de Lebesgue dans -Lq(uxq > 1) assure

Lq (u) lort
ue uO

€-+0

ce qui complète le résultat.

2.3.5 Comportement de u" . IJne autre approche

Pour une introduction des fonctions duales et des espaces de Orlicz

I.4.4. et [Adams, pg. 228]'

Lq(O) fort

luu l ; -1 . , ;  <  luo l ; -1 , ;  *o

lr" l  < lrolz,- ( ,)  + o € tr-(ar)

P . P .  t ,
U gue

€-+O

volr

A

le lemme

Théorème 2.3.5
S"lt B € C[(R) une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu,

telle que É(0) : 0 et B(R) - lR'.' 
Soit'u" la solution dir problème pénalisé P" . Alors on a selon les situations :

i) si il uiirtu une fonction convexe positive àt ptopt. j telle que j(0) - 0 , j > l1-'l' ,
j(f) € Lt(A) alors on a

u€
e-+0

Ug
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2.9.5 IIne autre aPProche

pour tout lsq<P;
ii) si la fonction l1-tl' est convexe alors

LD(O) foil
u€ uo i

e-+0

iii) si une des situations suivantes a lieu :
il existl un I e (0,1) et une fonction convexe et propre j telle que B(t)t > j(t)..V t .e \'
itOj : 0 et f Jfù(ô)' appartient à I'espace de Orlicz associé à la fonction convexe (dj). c'est-à-

OlrÉ i-(f) e L1(0)'ou il existe une fonction convexe et propre j telle Que liml-v1""Aj(t) : too

et lBl > j > 0, alors on a I 'estimation

lu" l1 '1sy (  C

où C est une constante indépendante de €, A. A

Preuve :
On va montrer d'abord que u€ converge ponctuellement vers u6 lorsque a tend vers

0.
En effet le théorème 2.2.2 Permetd'avoir

tre(O) fort
0("")

0@") e-+0

p . p '  o
ue

i) Tout d'abord on observe que

d'où on déduit

et avec B-r continue

e-+0

p . p '  o

uo:  0- t  ( / )  e  IP(ç))  .
En appliquant le théorème 1.4.8 point iii) on obtient que

r f
l l "" lo< I  iU)

J O  J Q

avec u,e convergeant p.p. vers uo lorsque e tend vers 0 et le résultat s'ensuit avec le

lemme 2.3.2.
ii) Le même théorème 1.4.8 point iii) permet d'avoir

r f

l l ""rs l l ,olo
r a  Jo

donc

e-+0

les conditions j )

LP(O)  f a i b l e
*e-------------7- -

trP (O) fort

€-+0

lB-tlr, ju) e r.(ç,) impliquent

- €-+0

D,autre part on a vu que ue converge ponctuellement vêrs u6 et la coincidence de

la limite faible âans trp(OXp > 1) avec la limite ponctuelle donne u : tro '

La semicontinuité inférieure de la norme I o l;,o1oy dans la topologie faible assure

f f
linl inf 

Jnl"À' 
2 

Jnluole
ce qui confronté avec I'estimation antérieure sur ue donne

1 f

l'*l lu"lo : 
Jnl"ole

Il reste a observer que la convergence faible et en norme dans I'espace uniformément

convexe ,P(O) implique convergence forte donc

ue

iii) Une conséquence directe du théorème 1.4.9'

uO

A
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Commentaires 2.3

2.3.L Comportement de u" âv€c us € Hâ(O)

Ce résu| ta t  est  obtenu dans [L ions[ l ] ]  au cas où É:  ln ,  la  condi t ion de coerc iv i té  étant

essentielle. On s'aperçoit donc qù t" rZrïlt.t persiste avec B non nécessairement coercive.

A remarquer  " l 'égal is . i ion"  des espaces de u"  et  zs ,  on a ,u"  €  Hot(A)  )  uo '  Dés qu ' i l  y

a asymétrie des .-rpr.", de u" et z6 (à une fermeture près) la. .convergence 
de z' recule à

I ' in tér ieur  du domaine.  C 'est  l i  un phénàmène spéci f ique aux problèmes de ce type '  A

2.g.2 Comportement de u" avec uo € 
'W2'p(O) 

n Hâ(O)

ou us € W2'P(O) n L-(AO)

On obtient des estimations pour u" dans ,p(0) lorsque u6 est dans I 'espa." ryz'r(0)f l

Hr t (CI)  de u, .
On a la convergence forte dans trp(ft)(p 2 Z) sans vitesse de convergence lorsque B

n'est pas supposée l ipichitzienne mais on àonùrat" t iès bien la convergence de €u" et de la

pertuibation monotone g@") lorsque B est l ipschitzienne'
Si uo € W2,p(Crj À iAlaO) alors on montre que la suite uu converge v€IS ?/e dans

fr(f l)  fort.'  'L. 
technique uti l isée consiste à obtenir la convergence presque partout par une.aPproche

var ia t ionnel le  et  ensui te  dominer  la  su i te  v ia  le  pr inc ipe âu maximum ce qui  permet  d 'appl iquer

le théorème de convergence dominée de Lebesgue. A

Perturbations singul ières
ieiturbationg mon6tones non-bornées. Comportement de 7tc

Une autre aPProche

2.3.3 Comportement de u€ avec uo € L-(Q)

Si us € ,-(çt) on obtient la convergence de ?Le vers

technique ci-dessus.

2.3.4 Comportement de u€ av€c uq € tA(O)

Ce résultat est une version locale du théorème précédent. Les ingrédients de la démon-

stration sont le théorème de convergence dominée de Lebesgue, la commutativité d'une fonction

cro issante,  cont inue et  impai re ru" i  l ,  norme lo  1. "  e t  le  comportement  de €u" , .B(2") . '  On

remarque que la  nature boinée de B n 'est  pas impl iquée ce qui  va nous permet t re d 'é tabl i r  une

u.rsion (théorème 2.10.7) avec B bornée' A

2.3.5 Comportement de u" . IJne autre approche

La démonstration de ce théorème est basée sur les estimations des théorèmes 1.4.9 et

1.4.10.  Ces est imat ions ne dépendent  pas de I 'opérateur  eA et  permet tent  d 'avoi r  lu" l ,  <  C

avec C une constante indépendante de e lorsque l / - t lo  est  convexe et  f  €  Le(O).  On

"Ui i "n i . r t t i  
l r " l ,  S C sani  contra in te sur  B '  A

z6 dans ,Lc(O)(q > 1)  avecfa



2 Perturbations singul ières
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2.4 .7  La  s i tua t ion  usÇWz'p(O)nHd(O)

2.4 Perturbations monotones non-bornées

Comportement de ue avec P coercive

Préliminaires 2.4
Les mêmes hypothèses qu'aux préliminaircs 2'2'

On travaille avec B coercive et lipschitzienne'
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.1
On suppose B une fonction lipschitzienne :

lg(tr) - g(t") l1 oÊltr - tr l  V h, tz € lR', aB ) 0 constante'

Si /es u; €. Ht (Ct) sont solutions des problèmes

I 'q"n + g(u;)  :  f t  e Lo(A) @2z)
\" t - "zef4(o)

alorc

lu t  -  ur lw2,P(a)  3 Clh -  fz lpra)

avec c une constante indépendante de u;, f ; ayant Ia fotme explicite

où cf;, ct sont rcspectivement,": ":,:r::"i,T!,I',n",èmes 
1.2.3 et 1.3.1 (k:0) .

Si B est coercive :

l g ( t t ) - g \ z ) l >aB l t 1 - t 2 l  V  f r ,  l z  € lR ,  aB )0  cons tan te

alorc on peut remplacer Cf; Par aur

Preuve :
Selon [Brézis[ l ] ]  les z; existent et u; eW''o(Q).
Le théorème 1.2.3 s'applique pour ce problème donc

lur - r r l r3Cf lh-  f r l ,
avec Cf; indépendante de u;,, ft, 0 .

Si B est coercive, on a aussi

l u ,  -  u r l o  S  oÂ t j t  -  f r l o  .

Par soustraction
A(ut -  uz) + 0@t) - 0@r) :  h - fz

d'où

lA(" '  -  
" r ) lo  S

fl'inégatité de la norme]
< l / '  -  Tr lo + l0(" ' )  -  0@r)ln S

IB lipschitzienne de constante a9 |

s lÂ -  f r le+oelq-ur l rs  lÉ -  f " l r ( t+oBcf)  .

Le théorème 1.3.1 Permet d'avoir

lu, - urlyyz,n@) 3 C elA(", - ur)lo < C e(r + "P 
Cf) l/, - Trl,

avec Cn indépendante de u;, f; .

Si B est coercive, au lieu de Cf; on peut utiliser opt '

Problème 2.4
On étudie le comportement de 2", (u,-us)e-l d,ans I'espace W''p(çl) faible lorsque

e tend vers 0 ur,,"" r".p"ctivement uo: g-t (/) e Hôt(Q) nW2'p(Q) et uo:0-t(/) e

/ /rt(o) nwr'o(Q) = -ff i  - 111 . a

7 l

A

A

A
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2.4 .2

ierturbatioo" mon6tôn"s nop-bornées. Cgmportement de ,tr .  avec B coercive

ôômpdr tement  ae  (u" -us)e-L  avec  usQW2'F(d l )nHô(O))ur 72

2.4.L Comportement de u" avec P coercive et uo e Hâ(O) n W2'n1O;

Théorème 2.4.1
Soit B une fonction continue non bornée, cloissante, telle que B(0) :- 0 et 0(R) : R .

On suppose B coercive et lipschitzi€nlr€, us : B-1(f) e W2'o(Q) n Hô(A) '

Si u" est solution du problème pénalisé P" alors u" tend vers us dans W2'o(Q) faible

lorsque e tàndvers 0.  A

Preuve :
A I'aide du lemme 2.4.I ( B coercivet ltr! : 'ttet rtrz: uo ) on a

lu" - uolw,,o(o) S c,q,(L. {}t l i t  
- 

!@"o+ B('o))ln :

[en observant que d"- 'B : €-r,, l  t  de-1g : €-1a8, 9@o) 
- r ûen posant c : ce(l *

{ ) le"o l ,J  
:c lAuolp

avec C une constante indépendante de e
Ceci permet d'avoir (W2'p(Q) réflexif) , à une sous-suite près,

W2,p(e)  fa ib le
ue

et encore

avec les injections de Sobolev.
La fonction lipschitzienne

e-+0

trP(Q) fort
*e------------7- *

€-+U

B laisse invariante la convergence forte

alors (u. - uo)r-t converge vers

g@)-Jff-ot"l
pulsque

l0@) - g@)lo I o0 lu, - ulo ----10 .

En passant à la limite au sens des distributions quand e tend vers 0 dans

eAu"!0@")-0@): f -0@)
on obtient f - g@): 0 d'où , : g-t (/) : us et uo sera le seul point d'adhérence faible

deu "  A

2.4.2 Comportement de (r" - ,ro)t-t âV€c us € Hâ((-}) n \V' 'o((- l) = tt

Théorème 2.4.2
Soit B une fonction continue non bornée, croissante, telle que B(0) : 0 ^et B(n) = R .

On suppose B e C2(R) coercive et l ipschitzi€nn€, ug : B-r$) e W2'o(Q) n Hâ(A) )

ff i :ut '
Si u" est la solution du problème pénalisé P"

W2'p(Q) faible lorsque e tend vers 0 .

Preuve :
Le lemme 2.4.1 s'applique au couple de problèmes :

u1 dans
A

t  Au, + !g@"): I f
[ ,' e f/d (CI)

d'où

I B coercive et lipschitzienne ]

I  t ( "o *  eu1) + !g@o * eu1) :  I f  "
\  ro + eu1 € HJ(CI)

lr, - (ro * eu1)l*r,oro) S

sceO. #rti ,r 
- r"tp :



2 Perturbatione singul ièreg
2.4 Perturbations mon6tones nolr-bornées. Cgrnportement de 116 avec B coercive
i .+ .2  compor tement  de  (2" -us)e-1  avec  uoew2 ' r (Q)nËI j (o ) )u1

lopl" : dple et aÊl' - a,B le à cause de I'homogénéité des constantes oB et a0 l

:lroO * Jlv 
- ï)o :

[avec les notations A(uo + euù * !P("o I eu) : !f", g@o) : f et C : Celr + $) ]

: !c V@o * eu) - g@o) * eAus * e2 Aurlo :

: clB\t + ,"t l - BAA * Auo + eAurl :
l e l p

lona  -Auo :u tg ' (uo )  e t  B€c '? (R . )  donc i l ex i s te  d f i e  [ 0 ,1 ]  t e l l eque ]
: c lqg'(uo r eoïut) - ut7'@o) + eAut)lo :

lona B'€ C1(R) donc i l  existe 0i el0,1l tel le que]
:  c le"?039" (uo + eofioiul) -f eAurln <

[l'inégalité de la norme]
< c r(1"1e58" 1", + |i,|lu)lo + lAu'lo1 <

fl'inégalité de Hôlder avec t + G)' : lG)')
< c r (1"?lo n l03g" @o r  e0f i0 iu1) l ( r / " ) ,*  lAul  lo)  <

[opérations sur la norme]

< ce(lu1l?lqB" @o * egfiliu1)l- 1o1(r/zl' -r lAulr) <

[on rappelle que ur € W2,p(0), B € I4l2'""(R) ]
< celu1l? lg l*^* tm; lc l l ( r / '1 '  *  lAul l r )

On a obtenu

lVa - ,, | < C(urllolalrrt ' t ' lÉ1y,,,-1n; -r lAullo)
|  €  l w z , p & \

donc, à une sous-suite près, (I4l2i9r, réO"*tl),,o,n, 
,.,0,"

- - Ut ---------------- U
,  

- u t

et avec les injections de Sobolev
Itre - ll1 LPe - l l1 trP(O) fort

- U 1
e-+O

E 4 O

u

Si on montre que

lgfuo+ 
e(u+uù) -  g(u,) l  

- r0t-  l l fuo) 
-  g@o+e(u+u))  

*  (u *  ur)g,@o)l
I  e  l o " -ô " ' o * "  I  e  

' \  '  L l t  ' " ' l p

alors un passage à la limite au sens des distributions dans l'équation eAu" a 0@") : f
écrite sous la forme

,Aët-u,)
g@o + e("  + " t ) )  

-  0@") *  0@o) -  0@o + e("  + " ' ) )

+
(u * u)B' ("0) - (u * u1)B' ("o) - Auo - eAul

donne  (u *u r )7 ' ( "o ) -  -Auo  d 'où .  uB ' (uo )  : 0  avec  B ' )  0  donc  u :0 .
Il reste à observer que

lg@o *  e(u  +  " t ) )  
-  g@") l  -  o lu"  -  uo I

t - l  1o ,  l - '  
- "  -ur -u l  - - - - ; - - -+0

l e l p l € l p€ -+u
et

l7(uo 
+ e(u +_ut)) - g@o) _ (, * u1)B,(rs)l :

l c l p



2 Perturbations singul ières
i.a, Perturbation" .on6ton"e non-bornées. Conportement de 1!e avec B coercive
2.4.3 Le cae où É est coercive en dehors d'un conpact

[É e C'?(m.) donc il existe dfi e [0, 1] telle que l
:  l (u r  u1)(B'@o * eï f i (u + u1))  -  0 '@o)) lp :

lg' e Ct(R) donc i l existe df e [0,1] telle que ]
: el(u + u1)2efiB" (uo + eïfiei(u * ur))lo <

lcar B € w2'-(R)l
I  elu * "r l3olgl6,",*(R) =;;+ 0 .

Remarque 2.4.2
Auec les notations du théorème 2.1.1 si

ui€w2,n(o)  n l là(c l )  v  j>0

Bu)çco(R) v j> l
alors on peut montrer par récurrence que V k > 0

A

k

A

2.4.3 Comportement de u€ avec B coercive en dehors d'un compact

Définit ion 2.4.3
On dit que Ia fonction ,6 , R F--+ lR est coerciue en dehors d'un compact si iI existe

un cornpact I{ CR et une constante af; > 0 tels que

lg\) - glr)l > af; lt' - t2l
AVf i , t2€R ' - / ( '

Théorème 2.4.3
Soit B une fonction continue non bornée, croissante, inversible avec inverse continu, telle que

,6(0)  :0  e t  B(R)  -  R . .
0n suppose B coercive en dehors d'un compact.
Si u" est la solution du problème pénalisé P" alors on a I'estimation

lu" lo s c
où C est une constante indépendante de e.

Si uo : g-L(f) e Ln(A)(p > l) alors u" converge v€rs us dans Lq(A) fort lorsque .e
tend vers 0,  pour  tout  I  S q < p.  A

Preuve :
Pour la simplicité on va noter o : af la constante de coercivité de B dans R. - 1( '

Si on multiplie l'équation pénalisée par ç@") : u"lu"lp-2 on obtient après une
intégration dans c.r : lu" € R - /(] :

U, P@ ")). 
:  (g@,), ç@ ")). * (e Au"', ç@ "))-

où

(g@),ç@)) .2  P ' f f i  )  a lu " l .7 ,1 .1

(f ,ç@)), ç uata"I- < lTl;,ç1|ù'il,t < l.fl1"1oy lù'il,t

(e Au., p (u ")), 
a -EËl!st- 3 lAe u,l * p1 l" "lÇ1,, 

I lAeu "l ;r ( o) l" À'iLl
donc

dlu"lPLp@,) < l/l 'rol l"J'ii,l i lAeu"l;r1o) l"J'iÏ.1
et après une simplification

lu" l r ,@) (  o-1( l / l r , " to l  * lAeu, l ; "1o; )  S 3o-1 l / l ; "1oy
en notant que lAeu"lr,p(o) S2l[lr,rta, d'après le théorèmeL.2.4.

L ( $ , l  yz,n1e) laibre
,n1u"-  Lu i€"  |  " *oj :o  )
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2 . 4
2 .4 .3

Perturbations
Perturbations
Le cas où P

On voit aussi que
t t /

l ue l l p (o -c . r )  )

singul ièree
nonôtones non-bornées .

est coercive en dehorg

e-c,u:[u. €ft ]
< (r 'p t) lct - , l i  < (suP-t)lct lÈ < -' t eK  

teK

car un compact de lR' est borné.
Nous avons obtenu

et
lu" l r ,@) (  3a-r  l / l ; "1o;

lu "l u (a-.r < (ïËF r) lCIl à

le résultat.

Remarque 2.4.3
La coerciuité en dehors d'un compact peut

qu'il s'agit d'obtenir une estirnation à priori sur

Commentaires 2.4

d'où par addition

lrr€lrp(o) S 3o-1 l/lr"rol * (;ËFt)lolà rgis:!&r c'

c'est-à-dire la première partie du résultat'
On a f'érti*"tlàti l""lo I C et d'après le théorème 2.2.2Ia suite 0.("")

fortement a.rr. Io(f)) (d;;"'p;"ctuellement, à une sous-suite près) vers 0@o)

P-r continue ," 
"àt'n"ige 

ponctuellement vers uo € 'o(q))

Le lemme 2.3.2 assure que LL€ conver$e vers us dans trq(f)) fort ce qui

remplacer Ia coerciuité globale chaque fois
n,e dans LP(Q) '  A

2.4.t Comportement de u, avec B coercive et uo € Hâ(O) n Wz'n1O;

ce résultat montre que si uo est dans I 'espace HÉ(CI) nw2'e.(Q) de ' . 'Le et p est

coercive, alors u, tend veri us dans W2,p(f l) faible lorique e ^tend vers 0 . Les outi ls de

la démonstration sont respectivàment les théorèmesL.2.2et 1.3.1. On note que P est à la fojs

loercive et l ipschitzienne. A

2.4.2 Comportement de (r" - ,ro)r-t avec B coercive et uo e Hà(A) n W2'n1O;

Si zs, u1 Sont dans I 'espace I/ j  (9)qWz,n10) de zu et B est coercive et l ipschitzienne,

alors ( i" -" irr;r j t  tend vers u1 darl"s'W'.,o(Q) i . iUt" lorsque e .tend vers 0. La technique

uti l iséè p"ut êi i" adaptle pour r"Jonstituer d'une manière analyt iquele développement algé.brique

obrenu lors de I ' identif icàtion formelle (voir le théorème 2.L.L et la remarque 2.4.2). Le cas

B : to a été étudié intensément dans la l i t térature. Des résultats de ce ty-qe mais via -une
.ppro.-È" différentelf"r irrb.t ion opératoriel le) sont obtenus dans [Huet .D[2]],  [Friedman A'[21] '

A
[ ion B.A. ] ,  [Tanabe'H. ] ,  [V is ik  M.J.  and L iustern ik  L A ]

2.4.3 comportement de u" avec B coercive en dehors dtun compact

Ce résultat montre qu'on peut affaibl ir la notion de coercivité globa.le sur B pour avoir

une estimation du t ip" 1"" '1, S ô tur u" et I 'on a aussi la convergence de u" vers uo dans

Ë;; ;p ; ; " '  Ic (Q)  ; ; ; . ' r -< î<p lorsque P)  L  '  a

converge
d'où avec

complète
A
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2 .5

2 .5 .1

Perturbations singui ières
Perturbationa monotones non-bornees
cà.pài iàment ae uc ̂  avec B localernent coercive
La à i tua t ion  uo€Wz' - (o )

Comportement de u"

Préliminaires 2.5
avec P localement coercive

L'hypothèse B localement coercive sera exigée. Pour I'introduction de ce concept

voir les préliminaircs 2.2.
On aura besoin du lemme suivant :
Lemme 2.5.1(Régularité locale)
Pour grt pz ê CFIOI telles Que lqr + 0l c 19, : 1] , il existe une constante C

indépendante de u e Wi;!@) telle que
lèi" l*, ,"<q < C(lçzAul1n@) *lçzu} ' ,<nl) '

Preuve :
Voir [Stein, pg. 266].

Problème 2.5
On étudie l" 

"o*portement 
de u", (u" - 'o)t-t dans I,f,"(O) quand e tend vers

0 avec l ,hypothèse uo) p-t f f)  ew2,;1à) ou us :  P-t ( /)  € w' '*(Q) ) ur:  F+?^)
B seralocalement coercive. A

2.6.L Comportement de u" avec B localement coercive et uo € W2'o"(O)

Théorème 2.5-L
Soit B une fonction continue non botnée, croissante, telle-que B(0) :0 et B(R') : lR"

On suppose B inversible, locatement coercive €t us: P-'(1) € W2'""(Q)

Si u" est soiution du problème pénalisé P" alors ue converge vers ue dans L,i(Q) quand

e tend vers 0 A

Preuve :
Fonctions dtaPProximation
soit c.r .rr, ,orrr-domaine de ft et la fonction cp € cr(Q) telle que P : L dans

c..r et 0 s ç ( 1 . on introduit les fonctions ( ) ) 0 constante)
' tL+ : zs * (1 - P) s1p lzsl * À

o

et  on vo i t  que ua e W2'æ(CI)  I  z-  s i  uo eW2'*(Q)

Comportement à ltintérieur et sur la frontière

Dans ces condit ions on a Aua € r-(o) cat A a des coeff icients ai i  ewr'æ(çl),

u+ ) -uo *À  P 'P .O

u-  1uo  -  À  P .P .  ç l

u+ )0 )u -  su râ f l  .

Comportement à la limite

Les fonctions d'approximation ne dépendent pas du paramètre e .

Comparaison
Si on regarde (t) alors les inégalités

dans O

sur ôf)
1,e,, + g@ ): / t ?1\ï;Ifliï;\
I"=r{i;;

Si p est  localement,coercive alors
6 CrOlSSAnte

P ( r  a ) -  P ( u s ) )  - )  B ( u e  { - r  ) -  ë ( u o
'  u - ç ) u g f À

De  l a  même  man iè1e

p(u  -  ) -B(uq) (4 loN!3nreaB1re-  r ) -É(uo  ) )
r _  ( r o _ À

àl('"t")Li,"" "l ËT% t'l

Ët  ̂ to
K = [ - l u s l *  - À , 1 ' o l -  * À ]

> - o { < r ( o .
l K = [ -  l u e l *  - I , l u s l æ  ] À l

ft)
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2 . 5 . 2

Perturbationg
Perturbations
Comportement
Comportement

eingul ières
monotoneg non-Dorneea

de 1tê avec P localenent
r le  ( i . - -un \e-L  avec  uo€14
de 7trê avec p localenent ^co^er-cave
à;  ( i . -uo \ r - ' '  avec  uoÇ.wz ' *  (o ) f  u r

].Ve

deviennent valables Pour 6 Petit'
Principe du maximum

Le principe du maximum permet d'avoir p'p' O

u -1u " (  u1

Res t r i c t i ondedoma inee tes t ima t ionun i fo rme
Si on regarde la construction des u1 on aura p'p' (' :

uo - )  Su ,3zo*À

pour € petit ou sous une autre forme p'p' ('

l u " - z6 l  ( )

avec € suffisamment Petit.
Limite uniforme
En faisant tendre ) vers 0  (À -+0  f o r ce  € -+0 )on t i r e

L*  ( . )
u.-----------1 Uo

e--+0

Comme u était arbitraire dans f) ' on a le résultat'

2.5.2 Comportement de (u" - t 'o) '-t  avec B localement coercive

et  uo € 'W2'æ(O) > t t

Théorème 2.5.2
Soit B une fonction continue non bornée, croissante, telle que É(0) : 0 et

On suppos 
" 

p è it(O) inversible, localement coercive et uo : B-l(f)

A

-Fff i-u1 '
Si ue est la solution du problème pénalisé alors (u" - uo)€ converge vers ul dans

lorsque e tend vers 0.

Preuve :
Fonctions dtaPProximation
Soient u, gt ) comme dans Ia démonstration du théorème précédent et on pose

ao : lg + 0l . Soient les fonctions

u\ "  :u r  t  À  +  (1  -  P) ( l " t l ; *1 . "o )  *

- ula+ (1 - ,r*=lr-1.,o; '

Comportement à ltintérieur et sur la frontière de û'rs

Il est facile de voir que
ut, uL, ,r+" € W''t"(Q)

u \ " -  À  Zur  > rL"+)  P .P .c . ro

"1">0)u l "  
su rôcue

Comportement à la limite
Le théorèm e 2.5.L assure (lV * 0] : ,o Cc çl)

'u\"-ASl9-e'! + (t - ç)lu' - usl'*@") -;;-+ 0

B(R)  :R.
€ w2'""(Q) )

L,i(a)
A

, u " - u o t  \
|  

€  
lL*  (uo)  )
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2 .5

2 .5 .2

Perturbationa singul ièree
Perturbations monôtones non-bornéee
ôàrpàiiàt-"i au lc aveS -f 19911:*"13,,:SI:+I:Comportetûent de ttrç avec p localement, coerclve
ë;; t ; i l ; ; ; ; i  d;  a;"-" ; ; - t  avec uozw2'*(a))ur 78

B(uo+êu \ ) -  t

B ( u o + c ù 1 + ê  ) - B ( u o )

*t"
B € C 1 ( R )

u\ .9 '@o+e"ut1. )

-  Ê t>o ,  B  c ro i ssan te -
- =

" f  .2 "1..2 "r  *r

(u1{ ) )B ' (u61a"" f  
" )

I
I

I  r-( .g ot r - (c . lo)  1 eui"  -

I  c + o
I

I
v

( u 1 { À ) B ' ( u s )

p ( !o+e t r_ê ) -  I

=

B ( ù o + é  u l ê ) - B ( u o )

u

( r r

I
- e

L

ù 1  ( r 1  ( u l - l

- \ )  B '  (us!0eur- , )

I
I
I  L * ( . o )-(ro) I "rt . --------i o

|  
" * o

I
J

(u1 -À )B ' (u6 )

:

Auo*\0'(uo\

p localement coercive

Aus-) 'P ' (us)

r  l o ca lemen t  coe rc i ve
< '

i n f  B r - o I ç  ) o '  ' Û C : [ - l u s l * ' l t o l 6 l
I<inf  B '  =oId< > o,  - [ r : [ -  |  us l  - ,  I  us |  æ ]

Aus*\af;

e t

Auo-\a[

e t

L -  ( . o ) - A u s - e A u r  
"

L *  ( . o )
- A u o

-Aus-eAur+, -  A u o
i -  ( t o )

Aeul, ----------------à o
+ c  é + o

e  p e t i t  $  P . P .  t , o

i æ  ( . o )
o."f. -lI+o

e peti t  .U p.p. aro

P ( u 6 { c  u ] ) -  É ( " o  ) P ( u g l c u r ) - 9 ( u o )
1 - A u s - e A u L - .

>-Aus -eAu \ .

( * )

avec e suffisamment petit et u! : !!sZ3e

Principe du maximum

Le principe du maximum imPlique
ut-"

P.P. c,lO

< ur" s ur+,

lorsque € est petit.
Restriction
On a p.p. (,

de domaine et estimation uniforme

ut - )3 " !Sur *À  donc  lu ] -u1 l  <À

vu la construction des u\" .

Limite uniforme
En fa i san t tend re  À  ve rs  0  (À -+0  fo rce  € -+0 ) ,onob t i en t

Itre - llT L@ (Qr) 
> Ul

€ €-+O

et avec c.r arbitraire dans O on aura le résultat' l\
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Perturbations
Perturbations
Comportement
Anélioration

eingulières
monôtones non-bornées

de 7trç avec B localenent coercive---.  -
de  t i  convergence de  t r6  avec  uo€W" ' *  (O) )ur

2.5.g Amélioration de la convergence de u" avec B localement coercive et

uo€W2 'æ(O)  > t t
Théorème 2.5.3
Soit B une fonction continue non bornée, croissante, telle que É(0) : 0 et B(R') 

- IR' .

0n suppose B e Cl(n; localement coelcive et u0 € Wt'-(Q) f ut '

Si u" àst U sotution Uri problème pénalisé P" avec p22, alors ue converge vers us dans

Wi'.t(A) faible lorsque e tend vers 0 pour tout q22. A

Preuve :
Soient ert pz € Cf (O) telles que

lç t#01 cc lçr :L l  .

Le lemme 2.5.1 assure une constante C indépendante de u € WÎ":!(Q telle que

l v ru lw, , ,@l  < C( lçzAulp t  lç " "1ù '

En particulier, I'équalion eAur" * 
f ,(."") 

- / permet d'avoir

teruelr , rSc( l r ro@") -o@o) |  + l r r , " lo)  .

Les théorèmes 2.5.1 et 2.5.2*lrrtr"rrt qri" 
tp

rËc(o) rËc(o)
us et "!

donc

ue

7fu") - 0@o)
9 ' -  ,

et on conclut QtJe prue sera bornée dans W''o(Q)

I4 l2,p (O) fa ib le

réflexif d'où, à une sous-suite Près,

u O .

pr telle que A C [cP1 : 1] d'où

e-+0

L- ( f l )

e-+O

et etrr o
L*  (ç , )

0'(uo)u, 9zuo
e-+O e-+0

9 t u e

Pour un sous-domaine ar CC
résultat.

e-+O

f) on peut choisir

Comrnentaires 2.5

2.6.1 comportement de u€ avec B localement coercive et uo € w2'-(o)

On uti l ise le fait  que, avec des fonctions de comparaison bien choisies, le principe du max-

imum s 'appl ique pour  6 suf f isamment  pet i t  e t  on t i re  une est imat ion ponctuel le  dans f , )  ,  est i -

mat ion qui ' " t i  auss i  un i forme à I ' in tér ieur  du domaine.  Pourétabl i r  les comparaisons nécessai res

on a besoin de la propriété suivante que B vérif ie: une fonction localement coercive est coer-

cive dans tout compact de IR. Le concept de coercivité locale subsiste aussi pour les fonctio_ns

bornées ce qui permet d'ut i l iser cette technique pour l 'étude des perturbations singulières bornées

(voir les théorèmes 2.10.1-2.10.4)'  A

g.5.2 comportement de (r" -, to)t-t avec B localement coercive

et  uo € W2'æ(O) > t t

La même technique. Un raff inement des fonctions de comparaison sur des domaines

emboîtés permet, en uti l isant le théorème précédent, de récupérer I 'estimation uniforme Pour
(" "  -  

" ;? '  
à  l ; in tér ieur  du domaine.  A

2.5.g Amélioration de la convergence de u" avec B localernent coercive et

us€w2'æ(o)  >r t
Les résultats locaux des théorèmes précédents suff isent pour améliorer les convergences

considérées.
Ce fait est aussi possible grâce à la structure de l 'équation pénalisée :

Au" :0@o)  
-  0@")
€

puisque le contrôle de Au" est ramené au contrôle de (u" -  ,o)t- t  et  de u" .  A

le
A



2 Perturbations eingul ières
2.6 Perturbations monotonea bornceg

Identi f  icat ion f ormelle
2 .6 .1  ident i f i ca t ion  fo rne l le .  Ca lcu l  fo rne l

Perturbations monotones bornées

2.6 Identification formelle

Préliminaires 2.6
La fonction B admet un développement asymptotique autour de *oo si les limites

suivantes existent

,riatfr1B,r) 
- t::j Bft-n\: BI eR, /c > o '

De même on parle d'un développement asymptotique autour de -oo si les limites

suivantes existent :

,Ir- *{P(t)- tÏ Bi ri}: P; € lR', k > o '

La fonction p admet un développement asymptotique autour de 0 si les limites

suivantes existent 

)=* #tBtr) 
- 

t;; g;ti\ :0r € rR, /c > 0 '
A

Exemple 2.6.L
gU):  #FT, p[  :  ( -1)* ,  P;  :  -1,  k > o.

Problème 2.6
On cherche ue sous la forme

," : \-- ukek- /-/ k- -l

quand B admet un développement asymptotique autour de -oo, 0, *oo :

p(r)  :  t :  og; t - r  ,  P(t) : l * -o l r t r  ,  B$):  t : .  P[ t - r

Le calcul qui suit sera purement algébrique' A

2.6.L Identification formelle. Calcul formel

Théorème 2.6.1
L'identification formelle des puissances de e en portant

s @ L

u" : Lr=-t ure"

dans
eAu"+ B@") : f

conduit aux formules suivantes selon le développement de B etla position de u-r par rapport à 0 :

1 . g$) : DËo É'.*t-* et u-r I 0

Au-r  + Pl  : f
ni

Auo+  
t l  - 0
U - 1

^ ^- 'uo .  PIAur-3T-"**- :0-  ^  u_1 uir

:

Au;-r + Dl=o uiÉk+ : 0

l* i=runu,i:ôno vn,k2o, o':{ l  l ; i

ou
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2 . 6

2 . 6 . 1

Perturbations
Perturbatione
Identi f icat ion
Identi f icat ion

singul ière.s
monotoneS Dorneea

f orruel le
formelle. Calcul formel

s-(i.) it r(i.)uir : LDL_,i,:k, t;i_, mi,-j 
Lk ffi

uot

urt

uzr

-l'uh ')

0

uot

utr

:

:
Un -1 ,k

tïl- u*t Unk :Lll
Un -2,k

uot

urt
uzt

00

uor 0
urt uot

2. ,d(t) : DËo Ért' et u-t : 0

É(uo)  - f :0

Auo+urp( l ) (uo )  :0

Aur + u2B(1)(us) +fiOt'ttuo) : o

Auz + usÉ(l)(uo) + liOtsl(uo) + frfrOt'?rtuo) 
: 0

3. g$) : DËo B;r-' et u-t * 0
Au_r + p;  : I

Auo+É;fi:o

Aur- Urir+g;f :o

Au;-r + Il=o u;l0; : 0
avec ufi,

P
1.
on a 

g@"):  t : .  g[ ,"n :

[orsque u. : D:- ruiei f
: D:. Bf ( t:- ,un'n)-r 

-

[car on a toujours (D:-, *n)r : f3*=_, o^=uC!,n^) ll i=-r"# pour r- € lR']

: D*=oBltfji:_ ,i*-1,cli^t D;=-, u'gemi^1-r

[regroupement des puissances identiques de e ]

: t:.Bf (t;-- fji=_ ,i^:k,D;=_, mi^=jcfi^t II;:-,

Au;-r + u;B(l) 1us) + t:, B.. tg;o mi,:j, ,i=0, DLo i,=, cll Iç=, uli : 0 '

comme au point l'

c[i'r - kt tII::_,i,!] 
-'

0

0

uot

u'; ei)-r :



2 Perturbatione singul ière-s
2.6 Perturbations nonotonea bornees

Identi f  icat ion f orrnel le
2 .6 .7  iàà" i i i i " " t ion  fo rmel le '  Ca1cu l  fo rmel

[avec la notation f3*:'-. im:k,t;=_, mi^- jCfà-l f l î=-r u'# : ui*]

: t:,Bi(t;- ruir,ei)-' 
-

:  t : .  B{D:-u!1,ei :

[regroupement des puissances identiques de e ]

[inversion d'une série ]

ou

on obtient
j :0

j>L

-  r l - r-  
" n k

U n k :

Au- t+"ôog l  :  T
.---'.i

Aui-r + Dn:o ulr,g[ : o

les valeurs de j on a :

: Dlrtt'n=. ulxg[)ei

Aut * uôoÉo+

u;ouIo - ô,,0
r +  J = n

uok00

utk uok 0

uZk  u t k  uok

L:]L:ïl

Selon

E

uotr 0

utk uok

uzk  u t l rU n k  U n - l , k  U n - 2 , k

D'autre part

'Ou": ' t : -  ,AuFi :  t : - ,  Au;e i t r :  t ; .  Au;- re i

par identification dans r'équ"tn" 
+ g@") : f

:r
+uôo: *

donc

uoo: t i i - - r ;* :o,  Dî= -r f f i i^ :o, i r :o,  v  , r - tc fn^\  f l ; : - t  u '# : !

Au-r+gt: f

Auo+" iogl" \g l :o
1

i+j=nu;sulo 
-  d,ro + uôo = 

,r .  
:  1,  u1o :  o,  uTo :  o

t uluf,t: 6no è u-sul1: L'
L tx+ )=n

Auo+ g{f i :o

, i r : *
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2 . 6

2 . 6 . 1

Perturbatione eingul ières
Perturbations monôtonee bornées
Identi f  icat ion f orrnel le
iàè"i i i icut ion formelle. CaIcuI formel

Au, + "iogl + "i'g{ * ui2B[ : o

t  u ;zuTz -  6zo  è  u -22u12:
- r l J=n

u-nuTt* uoruir : 0 + uîr : -?"ît :
u-t l

, a r
Aut-B{, ï :+ i t :o

2. g(t) : D}o grtk et u-t : 0
' aPPl ique avec  O:  [u -1  :0 ] et on obtient

7fuo) - "f : o
Aro+u1BG)(uo) :g

Aut + ur00(uo) +ffotzt  (ro) :  0

Auz +,"gQ)(uo)+ i iOt'r{,.) + T f ig@{uo) 
: o

: " "

Aui-t * uiBQ) (,ro) + t:, grD - (;-) næ C'r^ il ' u'# :0 '
-  

D : : "m ia= i , ; y :o ,  ! - - o i - : r .  n r=o

3. Traitement analogue au point 1 : au lieu des PI "" 
prend B* ' A

Commentaires 2.6
On verra d"nr l" suite que lorsque B est bornée le comportement asymptotique analyt ique

de u" suit le comportement asymptotique algébrique d? u" au sens suivant :

A I ' intérieu, J" 1"-, t  Oj le comp6rtement de Ltre est réglé par le développement

asymptotique de B autour de *oo ,
A I ' intérieu, J; t ;_, :  0] le comportement de rtre est réglé par le développement

11
t = u i r : - - - . ,

u -22  u- - r

u2-t

asymptot ique de B autour  de 0 ,
A I ' intérieur de [r-, < 0] le comportement de u,e est réglé

asymptot ique de B autour  de -oo .- - r  'En 
ia i t ,  I ' iâent i f icat ion formel le  est  un bon suppor t  in tu i t i f  pour

sui t .

par le développement

dégager la théorie qui
A



2 Perturbations singul ière-s
2.7 Perturbationa monotonea bornees

Comportement de eu.
2.7.t couriortement d; ; ; :  .  Existence et régulari té de la eolut ion l ini te

Comportement de eu"

Préliminaires 2.7

Le domaine 0 C lR' sera tel que les injections de Sobolev s'appliquent'

L,opérateur A est toujours de type elliptique avec les coefÊcients o;3 dans Wt''"(O) '

Lafonct ion g:  m - -+] ,6( -oo) ,B(+oo) [  avec g(- - )  >  -oo '  0(+-)  (  *oo sera

croissante et continue' telle que B(0) : 0 '

selon les situations, on exigera B localement coercive :

La fonction B est localement coercive si pour tout compact /{ C lR' il existe une

constante af > 0 telle que Y h, tz e K

lÉ(r ' )  -  |Qr) l> of ; l t '  - tz l  .

De même, la fonction B est localement lipschitzienne si pour tout compact .I{ C IR

il existe une constante aBn ) 0 telle que V1.1, tz € I{

lgftù - g(tr) l  < aB*lq - t2l

On remarque qu'une fonction lipschitzienne est localement lipschitzienne.

On vérifie qu'une fonction localement lipschitzienne laisse invariant I'espace ,'"(0)

ainsi que la convergence uniforme dans .L-(O) .

Nous rappelons le résultat de Lions-stampacchia par le lemme suivant :

Lemme 2.7.L

Soit X un espace de Hilbett (ré"1) ayant pour dual X* '

soit K c x un ensemble non-vide, convexe, fermé et A: K---+X* un opérateur

(non nécessairement linéaire) lipschitzien :

(Au -Au ,û )x l aA lu - r l * l ' b l x  V  {eX ,  V  u ,u€ I { ,  dA )0cons tan te

et elliptique :

(A r -  Au ,u -u ) x )  a .e , l u - , 1 ' *  V  u ,  u€  I { ,  aa )0  cons tan te  '

Alors pour f € X* Ie problème variationnel

[  ( ' 1 "  -  f , u -  z ) ; s  )  0  Y  u  e  I {
Lu€ / (

admet une solution unique'

Preuve :

Voir [Rodrigues, pg. 93].

Problème 2.7

Soit le problème Pénalisé

I  Aeu" + g@,) :  f  €re(O)(p > 2)
\ r" e HJ(o) .

On montre que ce problème admet une solution unique ue e W2'e(Q) '

On étudie le comportement de eu" dans Y@)(2 < p < oo) ce qui conduira au

problème limite

Aavec existence et régularité de la solution limite'
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2 . 7

2 . 7 . t

Perturbations singul ières
Perturbatione monôtonee bornéee
Comportement de €ue
ëil ; ; i l i l ; ;  à; ; ; :  .  Exietence et régulari té de la eolurion l ini te

où u est la solution du problème limite

I o't P(l) > r e Ln(a)(p ) 2) avec i$) :
\  u e H[(a)

2.7.L Comportement de eu" sans contrainte sur B

Existence et régularité de la solution limite

Théorème 2.7.1
Soit une fonction B bornée, croissante, continue telle que p(0) : 0 .

Le problème Pénalisé
f  eAu, +0(u") - f  € LP(a) (P à 2)

I u, . Hô(a) n w2'P(Q)
admet une solution unique et I'on a V q à 2

W2,q(O) faibte w2,e (Q) faibte
€ue -u 0 et €tte

e+0

r<0
t :0
r>0.

A

Preuve :
On note d'abord I'existence et l'unicité de la solution Lte € W''n(Q) grâce au

théorème L.4.L.
On rappelle la notation f* :  max{t,0} et f  - :  max{-t,0} '

Soit la fonction convexe
j ( t ) :  É(+oo) t+ -  g?*) t -

satisfaisant
oj:F .

Alors via Ie théorème de Lions-Stampacchia (voir lemme 2.7.L) u existe et vérifie le

problème variationnel V u € lfot(O)
(Au,u- " )  +U(r )  - r ( " ) ,1 )  >( / ,u -u)

et pour u: €'t!,e on obtient

(Au,eu"  -  u )  +  ( i ( r " " )  -  j ( " ) '  1 )  >

En multipliant eAu" + 0@"): / par L!' - eue otr
(eAu" ,u  -  eu" )  *  (g@") ,u  -  eu" )  >  U,u  -  eu" )

et en additionnant les deux dernières inégalités

aalY (eu" - 
") l i  S 

ff i  
<(A(eu" - u), eu" - u)<

<(g@") ,u  -  eu " )  +  ( j ( eu " )  -  j ( u ) , l )@ X"  '

Nous transformons Xu :
x":

[décomposition de signe de eu" et u ]
:?0@),eu!  -u+ -eu"  +u- )  +(É(+oo)( t " !  -  '+ ) -  BÇæ)@u" -u- ) '1 ) :

[regroupement]
:  ?g@"),€u:  - , r+)  + (B@"),eu,

[suite regroupement]

-  u-)  + (É(+oo) ,eu!  -  r+) -  (É(-*) '  eu;  -  u-) :

( Be*)
{  e [ ,0(-*) ,É(+-) ]
[  É(+*)

(T ,eu"  -  u )  .
aura

-  (B(+oo) -  g@,),€u!  -  r+)  + ( -É(-*)  + 0(u,) ,eu" -  u

[où B(-oo) -  g@) (  0,  -u-  S 0,  É(+oo) -  g@") 2 0,  u+ )  0 donc]

S (g(+-) -  g@),e"!)  + (-É(-*)  + 0@,), ,eu:)  -

[avec la notation Y" : (g(too) - B@")eu! + (-É(--) + 0@"))e";l
:  (%,1)

Maintenant on observe que

lA(eu" - u)lc :

-) <



2 Perturbatione
2.7 Perturbationg

ComPortement
2.7.1 ComPortement

Einsul ières
non6tones bornéee

de êuc
de euc . Existence et régulari té de Ia solut ion l imite

[équation pénalisée eAu" + g@") 
--i] - Au - g@")ro S

[inégatité de la norme]

< l/ - Aulo * 1,6("") lo S

[avec /  -  Au e [0(--) ,9(+*) l  p 'p '  Q, B bornée]

S 1/ - Aul*+ lBl"")lolà
et à I'aide du théorème 1.3'1

leu" - ul1a7z,t@) 3 CelA(eu,- u) lq S ce{l f  -  Aul*+ lBl '"} lCI là

ce qui d.onne, à une sous-suite près, Y q22

gzz ,c  19)  fa ib le
' t  € u e - u

Lq(O)  fo r t
€ , u e - u

€ u e - u
e40 €-+O

p .p .  o

e-+0

via la réflexivité de I'espace W',0(Q) et les injections de Sobolev'

Dans ces conditions on aura

,r;t -14949* o et lÉ(+*) - 0@")l

€u"
p .p .  [ u *uZo ]  , 6 et 1,6(+-) - 0("") l

e-+O

p . p .  [ u * u > 0 1

lÉ(+-) l  +1,6(- - ) l  <oo

lÉ(+"") l+ lÉ(-oo) l  < oo

p.p.  [ ro*u>o]  ,  g
u e

u e

e ->0

p .p .  [ t r * u (o ]

d'où g@") - É(+-)

d'où g@") - ,6(--)
p.p .  [u*u(O]  .  , . ,---------------- v

e --)0

-oo
e--+0

e-+0

donc

Y":  eu!  (0(+-)  -  0("") )

et Y, est borné dans ,Lq(O)

La réflexivité de ,c(çlxq > 2)

- €u; (,0(--) - 0@"))

assure

l q (Q )  f a i b l e

e-+O

p .p .  o 0
e--+0

Y"

aalY (eu" - ùl:, I X" 3 (Y",1) ---- ^-+ o

al lo) tort
€ue

e-â0

A
c'est-à-dire u) :0 , d'où le résultat '

Remarque 2.7.L

En anticipant les résultats du théorème 2.9.1 et de la rernarque 2'9'1,

que  V  q22
W2,q (e) lort

e u e - u
e-)O

ryyz,n (e)  lor t

on peut montrer

A

Comme la limite faible dans -Lq(çt)(q > 1) coincide avec la limite ponctuelle on aura

Y:0  donc

et

et

€ue
e-+0
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Perturbations
PerturbationB
Comportement
Comportement

singulièreP
monotonea Dorneea

de  êuc
de  €ue Existence et réSulari té de la solut ion l ini te

Commentaires 2.7

2.7.L Comportement de eu" selon la nature asymptotique de B

Existence de la solution du problème limite

cet te  démonstrat ion su i t  de près une apProche de ce problème dans IBrauner  c 'M'  e t

Nicolaenko B' ]  '  ' .oir r lrrne v:r ianre r le la méthode de de I Lions[2] ]  oùr
En fa i t , ' i l  s 'ag i t  d 'une var iante de la  méthode de monotonie au sens

l,hypothèse d" rono'tonie sur B et le contexte variat ionnel des problèmes, pénalisé et l imite'

sont essentiels.
On peut donner aussi une démonstration qui ut i l ise une méthode de compacité (au..sens

[Lions[2]]) basée sur des estimations spécif iques aux perturbations monotones et qui n'ut i l isent
'p.r 

rc rjii que B ""-uàr"2" 
(voir en Ë" t"n. les théorème2.2.L et2'12't);.

On a chois i  la  méthode de monotonie pour  une in t roduct ion nature l le  de ce qu, i  su i t ' .

Comme f r  , " r r rq ,  e  2.7.L I ' inJ ique,  Ln peut  obteni r  auss i  la  convergence for te  dans

wz,p (Q) 
' " ' - ' '1 - -  

A



2 Perturbatione singul ières
2.8 Perturbations monotonea Dorneea

Sur Ia eolut ion du Problème l ini te
2.8.1 Comportement de la perturbation monotone

2.8 Perturbations monotones bornées'

Sur la solution du Problème limite

Préliminaires 2.8
on travaille sous les mêmes hypothèses qu'aux préliminaites 2.7.

On aura besoin du :
Lemme 2.8.1
Soit u € H'?(O) et soit D

su r  { r € f } : u ( r )  eD} .
un sous-en semble dénombtable de lR' ' Alors Au :0 p'p'

A

Preuve :
Lorsque A: -L, le résultat est établi dans [Brézis[l], lemme 2]' Pour A général Ia

A
démonstration est identique.

Problème 2.8
On étudie le comPortement dans ,o(OXq > 2) de la perturbation monotone 0@")

lorsque e tend vers 0 .
On obtient une estimation permettant de dégager un critère de consistance (mesure

non nulle) pour la zone libre [u : 0] '

On analyse le contexts variationnel du problème iimite ainsi que la stabilité dans

w2,p(Q) de la solution limite u par rapport à / dans ,p(çl) '

Nous décrivons Ie comport"m.nf ponctuel de la perturbation monotone lorsque la

zone libre est consistante mais sans intérieur'

Enfin, on établit des critères suffisants pour avoir une zone libre avec intérieur non.A
vrcle.

2.3.L Comportement de la perturbation monotone

Théorème 2.8.L
soit une fonction B bornée, croissante, continue, telle que B(0) : 0 .

Soit le problème Pénalisé

f  Asu .  +É(u " )  :  f  €  LP(Q)  (P  2  2 )

I u, . Hô(a) .
Si u vérifie

I  t "+90 )  > f  e Lp(o) (p z 2)
\ u e Hâ(a)

a lo rs  V  q )2

avec 0$) :
( Be*)
{  e [É(--) ,8(+-)]
|. É(+o")

t>0
t :0
t<0

Lq(Q) fort -Au

et on a les estimations
e-+0

1,6(u" ) lo< l f -Au lo
lf  -  Aulo < l f lo .

Preuve :
soi t  p( t )  :  t  l t  lo- ' -  a i ! ) ,  i ( t )  :  i  l t  lc
On distingue les situations :

1. B l ipschitzienne .
on observe d'abord que 6u€ - u € w''o(Q)n I4(0) v q > 2 (voir th 2'7'I) et via

les injections de Sobolev €ue - u e ct (O) n Hrt (o) donc a(B("" - iD € rt (o) lorsque B
est lipschitzienne.

On peut écrire
A(eu" -u ) : f -A" -0@,)

0$")
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Perturbations singulièree
Perturbations nonôtones bornées
Sui f" solution du problènre l imite
Comportement de Ia perturbation nonotone

et une multiplication par ç(g@" - 
:)) € f/à(O) donne

(A(eu" - u),e o g(u"- i l l*--E

f f  -  'qu -  g@)t . ,g o g(u,-  
î l l

(É(+-)  -  g@),e o gfu"-  
| ) )1, t01

+

+

ou

e(9'  o B(u"

lç, 0 croissantes, q ) 2 et

10, ç croissantes,

lç:  oi)

I j convexe ]

l j ( r)  : I l t l ' l

10, ç croissantes

lç:  oj l

[ j  convexe]

l r ( t )  : I l t l ' l

lv:  oj l

[ j  convexe]

:

/-/
i , i

tr---r U - g@"),ço 0,@"))[u=o] :

:U -  9@,) ,0 j  o  B@")) [u=o]  (

< U(/)  -  j (0@")),1)r , :ot  :

ff - g@), ç o g(u"))[,,=01.---tr

(É(-*) - g@),e o g(u"- f))r,.or.---tr

U '  ^ r ,  u \
- - l l ' ' ( u . - - 1 .

'I

A ell lptlque I

(A(eu"-  u) ,  ? o g@"- i l l - - - {

ari(u " 
- 

i),,(u " 
- 

i) ",)>

tr------ (g(+-) - 0(u"),? o 0(u" -
1 . .- ) ) t ">o t  S
è

,6(+-)  -É("")  2ol
S (9(+-) -  0@"),ç "  0@"))t ,>ot (

S (/ -  Au - g@"),0j o B@")) [ ,>o] 
(

< ( j( f  -  A") -  j (0@")),  1)[ ,>o]) :

i I f - Au lqLn(Iu>ol) -ï | g@") ll"rt,toll

B-_-t (0(--) - 0@"),e o 0(u" - ]))r,.or <
et B(-oo) -  É("")  S 0l

S  (0 ( - * )  -  0@") ,ç  o  0@") ) tu (o l  :

:U  -  Au ,ô j  oB(u" ) )1 "ao1  S

SUff  -  A")  -  i@(", ) ) ,1)1, ,<ol  =

i I T - Au lqLoqu<.t) -â | g@") 11,"11,<o1y



Perturbations singul ières
i .g  Per tu rba t ionsnonôtone-s-bornées

Sur Ia eolut ion du problèrne l imite
2.8.1 ôô^pô.t.^uttt  de la ferturbation nonotone

l r ( t ) : I l t l 'J

Dans ces conditions l'égalité

(A(eu" -  u) ,V o g@" - I
:

:li t r - Au l!,c11,=o1y -ï t{"lË:g=gl-j *---@

))*--E

T
q

t
q

I
q

.---r

*--E

*---r

u

on déduit aussi que A(eus-u): r - A"-l . l("r) reste bornée dans Ic(O) Iorsque

À t"rrJ.,"r. 0 (cu,i"-i:^; ë i;tOj ) ei via le théoièÉe 1.3.1 €u^ - u sera bornée dans

w2'o(Q) .
La réflexivité de I'espace W',c(Q) donne, à une sous-suite près,

(g(+-) - g@),e o g(u"- |))r,to,.--f l

ff - g@"), p o g@))1,,=o1 +--{

(É(--) -  g@),e o 9(u"- f))r, .or.--{
devient l'inégalité :

o*---@

I  r  I  t q  
1  -

I  f  -  ,q"  l |s( t ,>ot)  - i l0@) l le11,>ol)

I r - Aulî",r,:.,,1 t;t ot,"\ !,"11,=011

I T - eul!,,11,<011 -ll oo) lî, '( '.ot)
q

d'où par addition

lg@") l r ' "g S l /  -  Aul t 'n@) '

2. B générale.
So i t  )  >  0 .
on considère la régularisée Yosida du graphe monotone maximal univoque B :

^ 1m - ( lm + ÀB)- '
,r^ : ------ 

À-

Soient les Problèmes

I  eAul ,+É.r ( " r )  :  T  eLe(A)(P>-2)

\ "^ e r/ot(CI) '

D,après [ lemme L.4.2, points 1, 3, 5] B1 est l ipschitzienne, B1 : É((1m + ÀB)-1) e

[0(--),Bi+"")t donc B1(ioo) : B(+-) car (1p + ÀB)-'(+-) : foo '

Le point précédent assure I'estimation

l ,6 r ( " . t ) lo  SV -  A" lo

pour  tou t  q>2 .
La réflexivité de I'espace 'c(o) donne, à une sous-suite près,

;e (O) faible

À-+0

W2,s(O)  fa ib le
eu\ -u

)-)0
€u-u



Perturbations e ingulière-a
i .e  Per tu rba t ionsmot !6 tones-bornées-S; 

ià solut ion du Problème l imite
2.8.1 Càmportenrent de Ia lerturbation monotone

et via les injections de Sobolev
.Lq (O) for t

eu^ -u
À-)0

,Lq(Q) for t
d'où

u^ -u

On a aussi
'  Lq{olfa'ble--+ 

A(eu - u)A ( e u s  -  r ) - ^ * o

donc tr.r : r - Aeu et la semicontinuité inférieure de la norm" lo lo

donne
l f -eAulo< l f -A" lo

De par la définition de B; on a

l r^  -  ( lu  + ^P)- ' ( "^ ) lo  :  À lB l (21) lo  S À lT -  A" lo

et on déduit que

( lm+ÀB)- ' ( r r )  - r^ Lq (Q)  f o r t

dans la topologie faible

et, à une sous-suite Près,

Iorsque

et en passant

on obtient

( ln + ̂ i l- '@

u^ -u

À-+o

p .p .  o

.Lq(O) for t

À-+o

D'après [emme !.4.2, points (4), (6)] on a B;(ux) : É.((1n + À0)-1(u.r)) {:X"
notant que B est continu" 

"i 
iu, limite poàJtrretle .oin"id"'u,'uec là limite faible dans 'Lq(O) ,

onau ra  w : f  -Aeu :p ( r )  P .P .  0 .--- ---i" 
pu,ràg" à la limiie-u,r, ."n, des distributions (À -+ 0) dans le problème

I  eAul , * ,6r (ur)  :  f  €  Le@)(P > 2)

\ "^ e r/rt(CI)
conduit à

I  eAu + g@) :  f  e IP( f ] ) (P > 2)

\ ,  e  f4 (0)
et du fait de I'unicité de la solution de ce problèma u,": 11 .

Finalement on a I'estimation

lg@)lo :  V -  Aeu" lo 1 l f  -  A" lo
pour  tou t  q>2 .

D'autre part, Ie théorème 2'7'1 assure Y q22
I4 l2,s (O) fa ib le

€ u e - u

à la limite faible dans
e-)0

L'estimation
1B(u,)l ;"1o) < l/  - Aulr.s@)

combinée avec Ia semicontinuité inférieure de la norme d" Iq(O) dans la topologie faible

donne

] '1i l0("")lo : l/ - Aulo

Comme I'espace fc(Q) est uniformément convexe (2 S q < oo) on aura

A(eu"-u)+0@") : f -Au

0@
1,c(Q) fa ib le -Au

E-+0

0@"
Lq (Q)  f o r t -Au



2 Perturbations singul ièree
2.8 Perturbationa nonotonea borneea-Sù 

ià solution du problèrne l.inite

2.8.2 éi i tei" de consistahce Pour [u:0]

On a aussi

lg@") lo < l / lo
via les estimations spécifiques aux problèmes ayant une perturbation monotone [voir théo-

rème 1.2.4].
La semicontinuité inférieure de la norme I o l;r(o) dans la topologie faible 'p(O)

donne

donc

V - A"lo < l im lg@")lo S Vlo

V _ A"l, S l/ lo .

Remarque 2.8.L

En écriuânt A(eu" - u) : f  - A" - g@") , le théorèrne 1'3' 1

l r u " -u l ' o r z ,e@)SCe lA (eu " - " ) l c  
-  Ce l f  -  e " -  0 ( " " ) l o

c'est-à-dire

e u e - u
w2's (7) lort .  n--.------}U

W2,P (çr) Iort

d,onc on a arnélioré le résultat du théorème

permet d'auoir
théorèrne 2.8.1

A

Y q>  2

0
e-)O

et €tJ e

2.7 .1 . A

Remarque 2.8.2

on note qu'au point 2 d,e la d,émonstration du théorèrne 2'8'1, Iorsque p: q on

peut trauailler sans liiptiquer la nature bornée d, g c'r en ce cas l'estimatiorz lB1(zr)lo S

l/1" spécifique aux perturbations *oroion"* (uoir' théorème 1'2'0 assure leAulo < zlflo

puisque f e Le(çl).
ce fait sera utile lors d,e l'étude d,u cas B non bornée mixte (uoir théorème 2'12'2)'

A

2.8.2 Critère de consistance (mesure non nulle) pour [u: 0]

Théorème 2.8-2

Soit / comme au théorème 2J 'l'

soi t  f  €  Lp(A)  te l le  que l f  lo< l l ,0(+*) ln  lÉ( -* ) l lo '
Si u est la solution du problème limite

/ nu+Ê'(u) > r € LP(a) (p à 2)

\ u e H[(a)

alors l [u:0] l  l0 et on peut conttôler l [u:0] l  par I 'est imation

l [u :0] l  > lal  l l ,o(--) ln lÉ(+oo)l lu inr { l lÉ(--) l  ̂  lB(+oo)l lournr -  1t1i  + l r lbrru:ol)}

On a aussi

itr5T,"l, ,',0'fr / r'r'n

Si en Plus

alors l [u l0] l  I  0 et
f  É K:  {e  e  Lo(O) :  s  €  [É(-* ) , ,6(+-) ]  p 'p '  A]

1t
llu : o)l,,lo1

1t
l0 l  I

a
rrro<ffi,,/, 'r''

A

lflo <



,
2 . 8

2 . 8 . 2

Perturbatione singulières
itàitotu"tions mon6tonee bornéee
3il i; solution du Problème limite
Critère de coneietance Pour [u:ul

Preuve :
Soit le problème Pénalisé

I eAu" + g@") : T e IP(ç,) (P 2z)
\ r" . /{(CI) .

Selon le théorème 2.8.1

avec I'estimation

On a successivement

0@")

V - A"lo

décomposi t ion de domaine

selon le s igne de u

1,r(O) fort
f -4"

eJ0

< l/ lo

vti

lf _ Aulor,@l

lT -  Aulou( [ ,>o] )  + l / -  Aulou( lu :o l )  + l /  -Aul Ï " ( '<o l )

! -Au=P(-oo),  [u(o]-  -

f  -Au:B(*æ) ,  [ ">0 ]

lÉ(+*) lol [ ,  > 0] l*  I  l / l '+ lÉ(-*) lol [ ,  < 0] l
[ " :O]:

lÉ(+*) lnl ["  > 0] l  + l / lT,rr , :ot)  + l0(--) l ' l [ "  < 0] l

1É(+-) lo n l0(--) lo){ l [ "  > 0] l+ l [ "  < o] l ]  *  l / lT"q,=ol l
:

( lB(+-) lp ^ 1,6(--) lo)(11 - l lu:  0l l )  *  l / l Ï , "rr ' :ot)

l lÉ(+-)l n lÉ(--)l|fl - 
%flU0,**,,n lÉ(--)l loo+lÏlot'uu:ol)

d'où

l [u -  0] l  > l0l  l lÉ(--) l  ̂  lB(+oo)l l r l<çtt l l0(--) l  n lg(+oo)l l1," tnr -  l / l ; ]  > 0

En s'appuyant sur les inégalités précédentes on a aussi

vti

1,6(+-) lol[ ,  > 0] l* I  l / lo + l0(--) lol [" < 0] l
t"=ol:

l0(+-)lol[, > 0]l+ (i i t:rn I vrlw: 0ll + l0(--)lol[" < 0]l
' '  -  

[u :O]

{1,6(+*) lo ̂ t6L: 0,,[_rrr r ',n lÉ(- - ) lo) { l [ ,  >  0] l+ l [u  -  0 ] l+ l [u  < 0] l ]

décomposi t ion fonct ionnel le l -Au : f  p .P .  [ u=0 ]

{lB(+*)lo ^ {6L: o1 ,[_rrr, 'rn 
lg(--)lo]lol



t

2 .8

2 .8 .3

Perturbations singul ièree
Perturbatione nonôtonee bornéee
Sur  Ia  so lu t ion  du  prob lème l in i te -  .  . .
Contexte variat ionnèt du problène I imite

(#h./,'r,")
:

n llg(+oo)l n 1,0(-*)l l f

Iu:0]

d ' o ù  
1  f  I  f  . . -

lE= tiT / vt' s Fi 1 vt'
- 

[u:0] o

si / É K et lt" I o]l :0 alors [u : 0] : f,) et le problème limite

I tu +Qt ) = f e uça1 @22) g@):{ :tËË'-),É(+-)] [ i:31
I u e f/j (CI) l.. ,6(--) [" < 0]

force / e [É(--),É(+-)] p.p. [u:0] :  f) c'est-à-dire T e K une contradict ion donc

l [" lo] l+0.
De nouveau

vti

1,6(+*) lol [ ,  > 0] l  + 
/  l / lo + lÉ(--) lol [ ,  < o] l

[" :O]:

1,6(+-)lol[" > 0]l + l/ l?"rr,:ot) + lÉ(-*)lol[" < 0]l

6É(+-)1, n l ,o(--) lo){ l [ "  > 0] l+ l [ "  < 0] l ]  + l / l I "q, :op

iU, foll) + l.f lî"rr,=o1r
:

l lB(+*)l n l0(--)lHllo# + l/lÏ,"ror - Vlen,tu+ot)

d'où

I  f  . -  1  "  1  f

loi / l / lo < nF",**. ùllÉ(+-)ln lÉ(-o")l l i  < 11" 7 oq L^,,"
o l"#ol

ce qui complète le résultat. A

2.8.3 Contexte variationnel du problème limite

Théorème 2.8.3

soit une fonction B bornée, croissante, continue, avec B(0) : 0 .

Soit le problème limite

J nu+B'(u) > f e Ln(a) (P 2 2)
\ u e Hâ(a)

^u", / comme au théorème 2-l.l-

Si j est une fonction convexe telle que 0i: fi alorsu vérifie les problèmes quasivariation-



nels :

2
2 . 8

2 . 8 . 4

Perturbations singulières
ierturbations nondtones bornées-Sil 

i; eolution du Problème linite
siâuii i iè-àe ta solitt ion du problème limite

[ (Au- f ,v-u)  >0 V
lu.Kr(u)  : {v€Hô(a)

f (Au- f ,v-u)  >0 V
lu.Kz(u) : {v€Hà(A)

-  max{u,0},  u-  :  max{-u,0} .

v e K1(u)
'  ( j(v),1) I f i(u) '  1))

v e K2(u)
:  -u -Sv(u+  P .P .A ]

A

Preuve :

Par vérification.

D 'abo rd  V  u€ l (1 (u )

(A"  -  T,u -  
" )  2  ( j ( " )  -  j ( ' ) '  1)  >  0

à cause de la convexité de j '

Ensuite, comPte tenu du fait que

Au - f : -x1u>010(+*) - Xtu=o1l - É(--)xt"<ol

on a V u € Kzfu) -- {w € l/ôl(ft) i -u- 1 w I u* p'p' ç}}

(A,  -  T,u -z)  : (B(+oo) ,u -  u) [u>o]  + (g( - - )  ,u  -u)p<01 + ( ' f 'u  -  u)1"=01 :

: (B(*oo) ,  u+ -  u) [ ,>o]  + ( ,6( - - )  ) -LL -  u)1"4o1 2 0

d'où le résultat.

où u+

A

Remarque 2.8.3

Si f >- 0 p.p. dl alors le principe du maxirnum

0.
Dans ces conditions d'après le théorème 2'8'3 u

obstacle

Alors T est continue.

Si 0 est univoque alors T

(  ( .n" -  f .u -u)  à0 V u  e  I {2(u)

t  " .  
f rçu1:  {u  €  f { (O)  :  0  S u 1u P 'P '  0}

auec ies obstacles 0, u € W2,p(Q) fpour la régularité ile u uoir le théorèm'e 2'7'1]'

Cette interprétation perrnet d,'aborder I'existence et Ia régularité de la frontière libr-e

â[z : 0l et la consistance d,e Ia zoÀe Hbre [u : 0] d,ans li cadre d,e la théorie sur le

i'i"uterri) air'aàil" obstacle bien repr'ésentée d,ans Ia titiérature (u_oir par eren'Lple [Chipot[I]l'tfti";;i;;";Ï,ï*";,"ii',î"àÂL"1, 
[i,otont,tto], [Kind,ertehrer et stampacchia])' a

2.8.4 Stabil ité de la solution du problème limite

Théorème 2.8.4

Soit I'aPPlication

f € LP(A) fort J+ w2'o(Q) faible > Tf

définie par

f nrr +B(rr) > r e Ln(o) (P > z)
\ rr e Hô(a)

où É est un graphe maximal monotone tel que B(0) I 0'

[ théorème 1.9.2] assure u2.0 P.P.

sera la solution du problème à double

A
q<p.

est continue de Lq(Q) fort dans W2'o(Q) fort pour tout 1



2 Perturbations singul ière-s
2 .8  Per tu rba t ionsmolo toneg-9orn999

È"i ia solution du Problème limiteSur la solut ion du ProDrel
2.8.5 Zone l ibre Eans intérieur

Preuve :

Soit (Ê)">o une suite telle que

,_ 
-LP(O) fort .  t

e-+O

On note T f " 
: ue et nous montrons que

W2,e(O)  fa ib le
u e

e-r0

eJO

et via les injections de Sobolev (p 2 Z)

où z :  T f
D,après Ie théorèm e t.2.4on a I'existence et I'unicité d'une solution ue e W2'e(Q)

telle que

l f  "  
-  Ar" le S lÊlo ,  lAu" lo < 2l f  À,  '

On a aussi à l'aide du théorème 1'3'1

1u"1ry" , ,  g1 I  C a lAu" lo  S C

avec C indéPendante de e '

L,espace réflexif W2,p(Q) permet d'avoir, à une sous-suite près,

W2,P(O)  f a i b l e
u e

On a aussi
. LP (Q)  f a i b l e

Au .  " ' " " ' ' * ' " ' "  >Aw

.LP (O) for t
ue--------4u

€-+O

W2,s (e) forr

Le lemme 1.4.2 (point 6) assure p'p' 0

T_A.e0@)
c'est-à-dire

(  Aw * g@) >/ e r ,r1ct;  (P22)
l ,  e HJ(CI)

et du fait de I'unicité de la solution de ce problème

1.1) : ' t t , :  Tr

Si B est univoque alors le lemme 2'3'2 assure

r" - Au" - g@)_3H- g@) : f - A"

cat rle converge vers u dans zp(o) fort donc ponctuellement à une sous-suite près' B est

continue, g@") est bornée a.rr, )l(ô)- ."t lB@; le S l/le et enfin g@") € 'p(0) > 0@)

ca t  ' t ! , e )u  €W2 'P (Q)  .

On déduit que

Au. 
'n(n) t"" 

,  Au
"  e+0

et via le théorème 1.3.1 on obtient

ue

pour  tou t  L  3q  <  P.
A

e40



2 Perturbations eingulière-s
i.e iàttotu"t ione monôtonee bornées

Sur Ia solut ion du Problème l ini te

2.8.6 Zo".-f iUt. avec intêrieur non vide

2.8.5 Zone libre sans intérieur

Théorème 2.8.5

Soit une fonction B bornée, croissante, continue, inversible avec inverse continu, telle que

B(0)  -  0 .
Soit u la solution du problème limite

I nu+F@ ) = r e LP(a) (p 2 2)
\  u e H[(0)

uu"" / comme au théorème 2-7.1.
on suppose que [u : 0] est de mesure non nulle et d'intérieur vide'

Si u" vérifie

I  eAu"+ 0(u")  : f  € LP(a) (P 2 2)

I u" . Hâ(a)
alors, à une sous suite Près,

p.p. [u=0]
ue

e->0

où us : P-rO avec la convention 9-t(0é*)) : t- '

Preuve :

Selon te théorème2-8.1on a la convergence

g@)-l#L-'r-Au

et à une sous-suite Près

g@)--+i----' r - Au

A l 'aide du lemme 2.8.1 nous avons Au:0 p'p' [z:0] donc avec B-1 continue

et  /  €  [ ,6( - - ) , ,6(+*) ]  dans [u :0]  i l  v ient

,. --rlEL uo: g-t7)
- 

e-+O

ce qu'on voulait montrer. 
A

2.8.6 Zone libre avec intérieur non vide

Théorème 2.8.6

Soit P comme au théorème 2-7 'l'

Soit des fonctions p, û ec8.(R) avec A > 0 > rh p.p. Q et ayant les supports disjoints'

On considère la fonction de Le(Q)

,  f  : (Ap+0(+-))xt  ç*ot*  (A/ +,6(--))xt++q t : t  [ t  l0]u l 'h +01
' t .  

tBt-* ' ) ,É(+-)Ï  ai l leurs

où 1 dénote la fonction caractéristique d'un ensemble'

Alors la solution du problème limite

f nu +0(u ) > f e Ln(o) (p à 2)
\ u e Hà(a)

admet la forme
r :g*1b

avec
[u :0 ]  : lP :01 u  [11 l :  O]

un fermé de mesure non nulle et ayant I'intérieul non vide.



2 Perturbations singulières
2.8 Perturbations nonotoneP-Potng9:

Sui G solution du Problème linite
2.8.7 26o" i iut" avàé intèr: 'eur non vide' Suite

Preuve :
Par vérification.
On raPPelle la forme de B :

(g?d t<0
F(t):  {  e t ,a(--) ,8(+-) l  r :o

tÉ(+-) t>o'
Dans  lV lO l  ona  LL  -ç )>  0 - " '  / :A9*0(+oo)  donc

Au * 'p(" ) :  Aç *  É(+-)  :  f
Dans  tb+01  ona  u :û<0^  

" '  / :A lh*É( -oo)  donc

Au *F@) :  A,h + g?*):  T

Dans lç : ,b: 0] on a 1.!, :0 et / e Au * i@) : [,6(--), É(+-)] en uti l isant le

lemme 2.8.1.
comme Ie problème limite admet une solution unique on déduit que

u:g+! )
Il est évident que I'intérieur de [u : 0] : l9 :0] u [t/ : 0] est non

supports des fonctions 9, ty' sont disjoints'

2.8.7 Zone libre avec intérieur non vide' Suite

Théogème 2.8.7
Soit p comme au théorème2-7' l  et f  e t-p(Q)(p > n) '

Soit I'opérateur elliptique A de la forme
(-n

Av: -L ; ;a , lv ' ' ' ,

avec les coefficients aû constants'
Soient les ensembles

N.r : {xe  Q' ,6( - - )  +)< f ( t )S,6(+*)  -À}  '

Si u est la solution du problème limite

/  nu+Ê(u )  > f  e Ln(a) (p > n)
\  u e H[(a)

alors on a I'estimation suivante pour la zone libre :

[u :0 ]  :  { x  e  N l :  d (x , lR ' '  -  NÀ)  >  L }
I

où  L  -  ( l u l " . t - t ) à  avec  c :  À (2D |u i ' ) - t  '

Preuve :
on voit d'abord que u € co(o) via ie théorème 2'7'L et les injections de

vide lorsque les
A

A

Sobolev

lo rsque  p>  n .- 
Soit uo € - l fr et u: {x
On introduit la fonction

€ O :  d(o6,x)  1r ]  avec r  :  d(no,O" -  N.r )

uo( ' )  :  u( t )c

avec u(r) : lr -rsl2 et c ),0 -une constante qui sera fixée ultérieurement'

Ôt tt"i" que -Au :zDi au ) 0 est une constante'

Dans ces conditiorr, ,roil'.u."t p.p. aans cd (en notant Que us ) 0 sauf en ca )

Auo +F@o) 2 cAu + g(+-) > -À +,6(+-) Z /

et sur ôr,.r
uo :  c r2  )  u

lo rsque c :  -à  
" t  

t  :  (+)à. '
Le princiPe du maximum donne P'P' u

u  Suo

On a aussi P.P. dansr'^r

A(-uo) *gç-"r) S -cAu + É(-o") < +À + '6(-oo) S /



2 Perturbations singul ièree
2.8 Perturbationa monotoneg Dornees

Soi f" solut ion du Problème l ini te

2.8.8 Sè"i i  a" régulari té- pour Ia solut ion l inite

d'où

et  u ia  le  théorème 1.3 '1

et sur ôt.r
- I , t rO:  -cr2 1u

Le princiPe du maximum donne P'P' a
u )  - us

Finalement on a obtenu P'P' u
-uo lu1uo

d 'où  pou r  t :  ûo  on  t i r e  z ( ro )  : 0  c ' es t -à -d i re  xs  € lu :0 ]  '

Remarque 2'8.7
La d,émonstration du théorèrne 2.8.7 est classique dans Ia théorie

Ie cas àu pr"ud,o-laplacien on trouue cette approche dans [D{az, théorème

Setin le théorème 2'8'1 on a l 'estimation

lT - A"lo < l/ lo

lA" lo <zj lp

lu lq,z,np) < 2c elf  G

auec Cn indéPend,ante d,e u, f , F'
i fo;ai d,es injections de Soboleu (p > n ) il uient

1"1." S C lf lo
auec C ind,épendante d'e u, f , F'

D'après le théorèrne 2.8.7 on aura

[z :0] r {r € - l /1 : d(c, lR'" - Nr) > I}

où L :  (C l / lo  " - t )à  
our"  c :  \ . (2Di  

"n, ) - t  . '
oà aearult qi" pou, g(+-) assez grands et f continue on peut

zone li,bre contienne un ouuert.

2.8.8 Seuil  de régularité pour la solution l imite

Théorème 2.8.8
Soit une fonction B bomée, cloissante, continue' avec

Soit u la solution du problème limite

A

du potentiel, Pour
2.17, ps 1441.

choisi,r ). tel que la
A

Jnu+F$)>reLP(a)(p22)
\  u e H[(a)

B(0)  :0 .

(9?*)  t<t l
{  e  [É(- - ) ,9(+*) ]  t :0
[B(+-)  t>0.

Alorsen général u ÉW''o"(A) si f € 1""(A) et a',; € Ct(Q).'. -
Si A : -A et f âLo(A) À wt't(O) alors Au € Lp(Q) n W1'1(Q) '

s i  dep lus  f  e  L - (a )  ,a lo rs  u€w ' 'p (Q)  pour tou t  1<p<oo e t tou t  sa2+ i '  a

Preuve :
On sait qu'en général , qW''*(Cf).lt^ ,A'1' '"(çt) '. 

u € I{à(Ct) (voir [Trudinger])
et soient s e .Le(O) et u /Wt'*(q n ryô.(g| telles.que Au -- s'

No'l' ton'iàé'o"s la solution u* € HJ (CI) de I'équation A u* : r j

Selon le théorème 1.3.1 et les injectiÀà Ée Sobolev on aura u e Wz'q(Q) n Ct (O) et

u* €WZ'æ(f | )  pour tout  n < q < ??.
Lepr inc ip"â , r "àu* i ; " " ide [B"ny ]  assure  u* )0  e t  u*1g1. " , .20  p 'p '  o '

Il est évident que la fonction 1..r, : 1)+ lgl." u**u* / w"'*(Q) est strictement positive

p.p. O et satisfait

avec  0$) :

I . t"+B@)--t
\ "eHJ(çù)  .

:g+lg l " "+1eI- (O)

La suite de la conclusion est due à [Brézis [1]]'
version avec A un opérateur elliptique général'

Sa démonstration est susceptible d'une
A
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2 Perturbations singul ières
2.8 Perturbatione nonôtonee bornéee

Sur Ia eolut ion du problène l imite
Seuil  de régulari té pour la solut j .on l imite

Commentaires 2.8

2.8.1 Comportement de la perturbation monotone

Ce résultat est la version avec B bornée du théorème2.2.2 oùt B était non bornée. On
observe que .f - A0 a été remplacée par f - Au ce qui est naturel. La technique uti l isée est
une var iante de la  méthode de monotonie qui  permet  d 'est imer  l0@") lo  v ia  une mul t ip l icat ion
par p(B@)) oùr g est le sous-différentiel de la fonction convexe j(t) :  

âlt lq qui réalise

,c(O) comme un espace de Orl icz [Adams]. On uti l ise une décomposit ion de domaine f,) selon
fe signe de u , décomposition qui suit la structure d" f - Au aussi réglée par le signe de u . Le
théorème 1.2.1 permet d'équil ibrer toutes les inégali tés impliquées. La suite de la démonstration
uti l ise des techniques variat ionnelles classiques.

Les inégalités spécifiques aux perturbations
gal i tée lT -  A" lo < l / ln à I 'a ide de laquel le on
[u - 0] ce qui esl I 'objet du théorème2.8.2.

2.8.2 Cr i tère de consistance pour [u:0]
De nouveau, des décomposit ions de domaine selon le signe de u permettent d' isoler

l[z : 0] l  en s'appuyant sur I 'estimation l/  - Aulp < l / lo . Sous des hypothèses qui rendent

l l" * 0l l  consistant, on met en évidence la propriété de séparation suivante :

t  f  . ._  I
"^'  I  l f l  s-
l [u :0 l l  J  ' " '  -  

lç ] l
Iz=o]

tft, swiû I
I"*ol

monotones permettent d'obtenir une I ' iné-
va d'établir un critère de consistance pour

A

I
o

L'importance de ce résultat est mult iple : d'abord i l  légit imise tous les résultats obtenus
dans ce t ravai l  e t  qu i  impl iquent  la  consis tance de [u  

-  0 ]  ,  ensui te ,  vu la  d i f f icu l té  de contrô ler

l[":0] l  par des méthodes directes, on uti l ise des techniques proches de la théorie du potentiel
basées sur le principe du maximum avec des fonctions barrières, techniques qui sont laborieuses
et qui impliquent des données globales sur u déjà diff ici le à contrôler, en ce sens à voir, par
exemple, [Diaz] et le théorème 2.8.7. lci on impose seulernent une contrainte globale sur / qui
est connue.

Notons que I 'ensemble [u  :  0 ]  peut  avoi r  I ' in tér ieur  v ide.  Le théorème 2.8.5 préc ise le
comportement de la solution perturbée en ce cas. A

2.8.3 Contexte variat ionnel du problème l imite

Le premier problème variat ionnel place le problème l imite au cadre du troisième chapitre de
ce travail  sur les problèmes avec des contraintes non locales. Le deuxième problème variat ionnel
interprète le problème l imite comme un problème à double obstacle.

Notons que les contraintes variat ionnelles sont dépendantes de la solution et en ce cas on
a un problème quasivarit ionnel. Ce type de problème est abordé par exemple dans [Baiocchi C.
et Capelo A.l et [Hanouzet B. et Joly J. L.].  A

2.8.4 Stabil i té de la solution du problème l imite

Ce résultat permet d'approximer dans W2,P(Q) fort la solution u du problème l imite
lorsqu'on approche / dans ,p(O) fort. On peut travail ler avec des fonctions / plus simples
à manipuler et des fonctions Tf : u peut être plus faci les à caractériser. A

2.8.5 Zone l ibre sans intérieur de mesure non nulle

On établi t  la convergence ponctuelle de la solution pénalisée Lr,e vers u0: B-'U)
lorsque la zone l ibre [u : 0] est de mesure non-nulle avec I ' intérieur vide.

Notons que la zone libre est un fermé si u est continue et un fermé de lR," peut avoir
I ' intérieur vide et la mesure non vide. l l  est possible de construire une tel le zone l ibre en remar-
quant  que p.p.  [ ,  -  0 ]  c  [0( -oo)  S /  <  B(+-) ]  e t  prendre /  comme dans le  théorème 2.8.2
avec [B(-oo) < T 3 9G*)] un ensemble de type Cantor : compact, totalement disconnexe
et parfait (voir [Holmgren], pg. 73) Pour une construction systématique et déterministe des
ensembles de type Cantor voir la théorie des fractals [Mandelbrot].  Le théorème 2.8.2 assure une
zone l ibre de mesure non nulle mais ne donne aucune précision sur la structure de I 'ensemble
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[u : 0] .  Pour des critères assurant I ' intérieur non vide voir [Diaz, théorème 2.L7, pg. 144] et

Ls théôrèmes 2.8.6 et 2.8.7. A

2.8.6 Zone libre avec intérieur non vide

On construit une classe de fonctions / pour lesquelles la solution l imite u admet une

forme explicite ; en part icul ier avec une zone l ibre [z : 0] d' intérieur non vide. On peut affaibl ir

les condi i ions sur  les fonct ions e,  Û en ex igeant-seulement  9,  ,b  eW2'o(Q)(p> 
" )  

avec i

dans un ensemble dénombrable.
Ce résultat suggère la réciproque suivante :
Est que la solution l imite u e.W2,P(çl)(p > 

") 
peut ce représenter colnTg.l imite (par

exemple daàs Wz,p(C)) faible) de fonctions'dé ià forme g+û avec (p, rh eW''n7O) ayant les

suppor ts  d is jo in ts  et  g  )  0> ,b?
Une condit ion nécessaire et suff isante pour réaliser ceci (en observant le théorème 2.8.a)

serait que toute f e frçq soit la l imite dans ,p(fr) fort de fonctions 9 admettant-.une
décomios i r i on  de l " fo rm.sû i van te  i  s€  [0 ( - - ) ,É (+ - ) ]  dans  0  - ( l v  l 0 l  U [ , ' / lO ] )  : t
g : (Àç + É(+-))Xk#ot + (Arh; + É(-*)) xbb+ol ai l leurs' A

2.8.7 Zone libre avec intérieur non vide. Suite

On donne un critère basé sur des techniques de la théorie du potentiel.  On trouve cette

approche dans [Diaz,  théorème 2.17]  pour  le  cas du pseudo- lap lac ien.  On ut i l ise le  fa i t  qu 'on

dispose d 'une est imat ion uni forme ( indépendante de B )  sur  la  so lut ion l imi te  à I 'a ide du théorème

2.8.1 et les injections de Sobolev.
La technique uti l isée permet aussi d'aborder les problèmes de I 'obstacle pour lesquels on

dispose d 'une es i imat ion uni forme indépendante de la  per turbat ion monotone impl iquée (vo i r

auss i  [Diaz,  remarque 2.8,  pg.1a6]) .  A

2.8.8 Seuil  de régularité pour la solution l imite

On montre que pour  la  donnée /  €  I , " " (O)  on n 'a  pas en généra l  u  e Wz'* (O) .  La

démonstration est basée sur le fait  qu'en général la solution du problème de Dirichlet Aw Ç.
, - (ç t ) ,  w e H]( f t )  n 'est  pas dans W' ,* (Q) .  Le résul ta t  décr ivant  la  régular i té  maximale de

u lorsque f e Li'1n1 est du à [Brézis[l]]. A
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2.g Perturbations nondtoneg bornées

Comportenent-d;-; .  selon Ia nature asymptotique de B sans coercivi té locale

2.g.2 Estimations sana contrainte sur ue . Un exemple

2,9 Per turbat ionsmonotonesbornées

comportement de eu, selon la nature asymptotique de B

Préliminaires 2.9

La même base des hypothèses qu'aux préliminaircs 2'7 '

on exige pour B un comportement asymptotique d'ordre q > 1 autour de -too

(voir aussi t"Jpte[-inuir", 2.6). A

Problème 2.9
Soient les problèmes

I  Aeu"+g@): f  €rp(r))(e>2) [ .+"+F@)> f  eu1n1@22)
t  r "  e  / /o t (o)  nw2'p(Q) \  "  

e  Hot( f ) )  nw2,p(Q)

uu.. fi comme au théorèm e 2.7.1.

on veut obtenir des estimations pour €ue- u dans les espaces Hot(Ct), ry(QQ 3
p < oo) avec contrôle de la vitesse de convergence. A

z.g.L Comportement de eu" selon la nature asymptotique de B.

Estimation de eu" - u

Théorème 2.9.L
Soit une fonction B bornée, croissante, continue, avec B(0) : 0 '

Soit le problème pénalisé

I  eAu"  + g@") :  f  €  Lo(a)  (p  2  2)

I u" . Hâ(0) .
Soit B telle que

(,6(+-) - B(t))t S P{ V t > 0, PI > 0 constante
(d(-*) - B(t))t < PL V t S 0, PL > 0 constante .

Alors 
rru" -  urnl ln; < , ic

avec C une constante indépendante de e et u la solution du problème limite

/nu+F@)>r€Lp(o) (p22)
\ueH[(a).

A

Preuve :
comme dans la démonstration du théorème 2.7.1 on obtient

aaleu"  -  u l2aâu,)  I  X, :  (%,1)

avec Y" : eY(u,) :  e"!(g(+oo) - g@")) - eu; (,0(-*) - 0(""))
Les conditions sur B permettent d'avoir V o € IR

vfa<[g{  s ia)o
' - '= IBi  s io(0.

Si on pose C"o : max {B{ , B; } on aura

1!y" :  y("") :  u:(p(+oo) - g@)) - 
"" @(-æ) - 0@,)) 1 C*

e
ce qui entraîne

a4leu"-  
" lT; tnt  

I  X" :  (Y",1)  < lo l0-e

d'où le résultat pour C : (oÀt lCIlO.")â . A

to2
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2.9.2 Estimations sans contrainte sur u6. IJn
Théorème 2.9.2
Soit une fonction É bornée,

B(0)  :  0 .
Soi t  po( t )  :  t l t l q -2 ,  e )2 ,
Soit p telle que

croissante, continue,

q * q' : q'q et / comme au théorème 2.7.1.

exemple

inversible avec inverse continu, telle que

t ) 0, B{ > 0 constante
t ( 0, 0; > 0 constante .

/nu+F@)>r€12(a)
\ueH[(a).

uo : B-l(f) e L-(cu) on a, à une sous-suite

(,6(+-) - p$Deo(r) S Bo+ V
(,0(--) - É(t))eo(t) < B; v

Soient les problèmes

leAu,+É(u, )  : f€12(A)
I r" e Hâ(a)

Alors pour tout domaine c,r C [u : 0] tel que

Lt(c.,) fort
u€

e-r0

près,

pour tout I < r < q - 1 avec les estimations

lu, lLc-,(@clu:ol)  (  C

leu" -u l *1n)  < r iC
où la constante C est indépendante de e.

Preuve :
D'après le théorème 2.7.L et les injections de Sobolev orr a €ue - u e. C1((^|) .
En mult ipl iant par gq(eu"- u) € f/rt  (0) l 'équation eAu" ! gfu) - /  écrite sous la

forme A(eu" - u) : f - A" - /fu") on obtient
(A (eu " -u ) , 9 , ( eu " -u ) )

U - ,q , "  -  0@") ,pq(eu"  -  u ) ) t ">o l

+
U - 1,"  -  p@"),pc(er"  -  u)) [ , , :o]

-r

$ -  l "  -  p@") ,pc(eu"  -  r ) ) t ,<o l
- 5

(,6(+*) - / fu"),pq(eu"-  u)) t">ol
-r

U -  0@") ,pc(eu") ) tu=ol
-r

(0(-"") - / fu,),pc(eu" - r))t"<ot .
On va estimer chaque terme de l'égalité

(A(eu" - u), 9 o(eu" - "))---fl

tr---)(P(+*) - 0@"), e q(eu" - u))t,>ol

6 - 0@"), ç qGu "))1,=01 
<--{

E]------ttB(--) - g@,),ec(eu" - r))t,<ol .

décomposit ion fonctionnelle

(  = p ( - - )  [ ' ( o l
I

t - A " \  € [ É ( - æ ) , É ( * æ ) ]  [ u = o ]

| .  =u t * - i  [ u )o ]

Nous avons :

E------ (A(eu" - u),po(eu" - u)) >
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[via le théorème L.2.2]

(Cf)- ' leu" -  u lqq

[ cpo  c ro i ssan te (g>2 ) , /Goo )  -  0@" )  à0  e t  u )0  dans  [ u>0 ] ]
S (d(+*)  -  0 fu") ,pq(eu")) tu>ol  <

[90 homogène]

S eq-t( ,d(+-)  -  g@"),pc(u")) t ,>ol  S

[É(+*)  -  0@")20]
1 eq- t  ( ,6(+-)  -  g@),pq(u, ) )1,>oln[u"  >0]  S

>l(cf)-' l '"" - "ft\.Æ
tr------- (,4(+*) - g(u"),pq(eu" - u))1,1o1 S

[parhypothèse (B(+oo)  -  p ( t ) )ço( t )SPi  V  t>0 ]

S ec-t (Éo+, 1)1,101 (

Slea-r B+ l[" > 0]l l*---E

tr------* (É(-*) - /fu"),ec(eu" - u))1,ao1 S
[po croissante (q > 2), P(-oo) - 0@") S 0)

S (É(--) -  0@"),,çqGu"))tu<ol <

[90 homogène]

S ec-t  ( ,0(--)  -  g@),çq@"))tu<oj  S

[ ,0(--)  -0@,)<o]
1eq-r  ( ,0( -* )  -  g(u") ,çq(u") ) fu<oln[2.<o]  S

[par hypothèse (B(-oo) - p(t))ço!) S P; V t < 0]
4 eq- t  (d ; ,  f  ; t , .0 ,  a

eo-'0;l l" < 0llS I ec-t g; ll" < 0ll | .---E

tr------* ff - gfu), çGu"))tu=ot :
[90 homogène]

:  64-r  f f  -  g@"),pq(u")) tu:o) :

[décomposition de [u :0] selon la position de u. par rapport à 0 ]

E-----* : se-t (/ - É(+-),vo@"))tu:0lnlu.)01

rc-t  (B(+oo) -  g ("  
") ,  

g c(u,)) fu=oln[u.  >ot *--€

E------* eo-t (r - 0(--), gq(u"))tu=oln[u.<o]

eo-' (g G *) - g @ ), I c(u "))tu:oln[u".o1 --@
ou

f------* eo-'(T - d(**), vc(u,))fu=oln[u.>o] <

[/ - d(+-) < 0 dans [u : 0] ]
3 eq-t ff - gG*), ç o@ "))fu:olnlu. )olnc., (

[par hypothèse ue : P-t (/) e L*(r), l.f l l-1.,; -É(+oo) < O]

S ec-r  ( l / l ; *1u, ;  -  ,6(+*) ,  pc(u"))1":oln[u")0]nc. ,  :

luc lu:0 l l
e o - t ( | / | r, * t.,l 

- d ( + oo )) l" JL,t-,( [ u. )0] nr..,)

eo- '0Tl["  > o] l

+

-1-

+
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E------- ec-|(f - d(--), gq(u"))fu=oln[u.<o] S

l f  -g?*)  >0 dans [u :0 ] l
S eq-r ff - g? *), p o(u"))fu=oln[.," <o]nc., (

[ -  l / l ; , -1 . , )  S f  e t  us:  B- t  ( / )  e  ' - ( ' )  ]
1 eq-t (- l/ l;,-1.,) - É(-oo), ç ofu "))fu:olnlu. 

(olna, :

lwclu:0l l
ec-r (0e*) + l/lr-(.,y) lr" l ln-'1[u" (0]nc..,)

@----- tt-r (B(*æ) - 9fu,),,pq(u"))tu:oln[u.20] (

[par hypothèse (B(+oo) - P(t))t < P{ V t > 0]

s ,o-t 0l l [u : 0]l

f-----* eo 
-t (g G *) - 0 @ "), I c(u "))tu:ol n[u " (o] (

[pa rhypo thèse  (B( -oo)  -  P ( t ) ) t<P;  V  t<0 ]

eq-r 0î l [u :  0] l

Dans ces conditions, l'égalité du départ
(A(eu" - u), I o(eu" - ")).---E

El------)(B(+-) - 0@"), e q(eu " 
- u))t">ol

$ - g@ ), ç qGu "))1,:o1 
+-{]

tr----+(B(--) - 0@"), e c(eu" - r))t"<ol

(Cî)-t lru" - ulqr.n(o)

,o-'gT l[" > 0]lr---E

I l , ] . -+ro-t { l , f l r- , ,1 - É(*oo)) l"" l l l1, t [u.)o]ncu)

eo-t (g?*) + l,f lr-(.,1) lr"l ln-r1[u"(o]nr.,) *--@

+
,o-r  0T l [u :0] l

+
eo-t gc l[u : 0]lF--€

+

+

devient I'inégalité

+

+
@-rr '00l [ "  < o] l

d'où 
,-'lL7!'(') :

[décomposition de co selon la position de u" par rapport à 0 ]
- lu,lfir- r([2" )']ncu) + lu,'lÇ! r([u" <.]na,) <

S lç)l(Bo+ + P;) x {(B(+oo) - l , f l ;*1.,))-t + ( l . f l ;-1,y + É(--))- '}
et 

lru" - ulqto.n) s eq-rcîlal{pî + g;} .
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D'après le théorème 2.7.L Y q > 2

0("")
d'où, à une sous-suite près,

0@,)
et avec B-r continue en particulier

ue

ou

estirnation d,u théorème 2.9.2 permet d'aao'ir en faisant tendre q uers l'infini

1"" - \l . . 5 _lis(Éo+ + p;)i
I  e  l r -  (O)  q - -+oo

Lq (Q) for t
ï -Au

f -Au

,o:  0- 'U)

€-+O

p . p .  o

e-+0

p.p .  cuC[z :O]

e-rO

L'estimation
lu" l rn_r61  1C

avec C indépendante de e permet d'appliquer le lemme 2.3.2 pour avoir
,L ' (c. r )  for t

ue UO
c-)0

alors la seconde

cor
uoir théorème 1.2.1

pour tout 1 ( r 1 q - I ce qui complète le résultat'

Remarque 2.9.2
Dans la démonstration du théorèrne 2.9.1 on arobtenu l 'estimation

l ru "  -  u l ; c1o )  1  e7  C

où la constante c indépendante de e adrnet la forrne erplicite :

c : (cî)à |n1â {g[ + p; l i

n A -  
I  ( Q \ 2 ^ z  - l

uâ'  :  
r  t \ r )  

t - î ,a  a '

Cp: constante de l'inégalité d,e Poincaré indépendante de q uoir théorème 1.1.1

Si
- > qliiL(Pi + 0;7;

A

rim (cf;â
q--+oo Cf;=oorw'C, C constante indépendante i le q

Si on se place dans les conditions du théorème2.9.2, alors on al'exemple:
Exemple 2.9.2(Homographie exponentiel le)

a l o r s  V  e )0

A

A

'lt. I

lu"-. l r-rnlSc
C est une constante indépendante de e '

Preuve :
Si on pose c+ : *1 , on a pour tout q

(,6(+-) - giDço(t)-È:t- 
#: oo

1+ D
&=0

2
a"

D #jr-o
k = Q

que

oo

j r > 1  r L k l
tc=Q

entier tel
2tc

q> 2
2tc

#tn ro Ë fi*-t
k : q

2
C-1-

ê _  ç  I

&=0
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Nous montrons par récurrence que V q > 2

"_ S !r?"  
r " - tk l -  

q

Pour  q  :2 ,  e -  i  >  |  P t i tqne  e )2 '
Si on suppose vraie I'inégalité V q 2 2

q- rL  
z

._  \ ' :> :" '/-/ kt. 
- q

k :O

2T
-  q  (e+t ; t

2>_- q+r

alors

étant donné que

revient à

c+t  1
o -  S  

'
"  L k l

lc:0

?_
q

2
-  q+1

,q r*r :#,=#u
'?>(ql

ce qui est évident Y q22 .
Tout ceci entraîne

( ,6(+-)  -  9( t ) )ço(t )  < qv (0(+oo)1.+lo- ' )  :  qvB(+oo)f f i8; '

De la même manière on obtient que

(0(- - )  -  g( t ) )ço( t )  3qv (É(-oo)1"- lo- ' ) :  qv l0( - - ) l f f ip ;

Dans ces conditions

,ljg(Bi + p;)à : 
,gt" zi qi : r .

La remarqte 2.9.2 assure

1",-yl  < 1
l '  6 1 7 , - 1 ç 1 ' ,  

-

et on peut prendre C: 1 .

Z.g.g Comportement de eu" selon la nature asymptotique de B.

Estimation de 6u' - u dans LP(Q)

Théorème 2.9.3
Soit une fonction B continue, croissante telle que É(0) : 0 et

(d(+-) - É(t))eo(t) S Bo+ V t > 0, P{ >0 constante
(É(-*) - É(t))eo(t) < B; V t < 0, 0; >0 constante

où eo( t )  - t l t l q -2 ,  q22 .
Si u", u sont les solutions des problèmes

leAu"+0(u")  - f€L ' (A)
\ u" e Hâ(a)

a lo rs  Vp2q  te l  que  p -q€N ona

leu" -u l111ny<CeF

où C est une constante indépendante de e .

v r>0

v r<0

A

1nu+â(u) =r€12(a)
\  u e H[(0)

A
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Comportement de eu. selon la nature asymptotique de B
2.9 .3  Es t imat ion  de  eu .  -u  dans  ,P(O) 108

Preuve :
D'après le théorème2.7.L et les injections de Sobolev orr a, €ue - u e L*(Q) .

Soi t  9( t )  : t l t lp-2 et  i ( t ) :B(+oo) t+ -B(-o") t -  te l le  que ô7 :  P
En muitipliant l'équation eAu" * 0@") : f par g(u - eu") et en posant u :

u ! g(eu" - u) dans I'inégalité variationnelle vérifiée par u :

(Au,u -  u)  +U(r )  -  j ( " ) , \  >  ( f , ,  -  u)  V u € f f i ( f ) )
on obtient

(Aeu" ,v@ -  eu") )  +  (0@") ,p@ -  eu") )  :  U, ,ç@ -  eu, ) )
(Au,e(eu,  - " ) )  +( i ( " *e(eu,  - " ) )  - i ( " ) ,1 )  >  ( / ' ç (eu"  - " ) )

d'où par addition
no ta t i on  ,  ,  z

Z 
"  

Y (A(eu"  -  u ) , ç (eu "  -  t  ) )

s
(g@") ,ç@ -  eu") )  +  ( i ( "  +  ?(eu"  -  

" ) )  
-  i ( " ) ,1) -Xe '

On a à I 'aide du théorème t.2.1
Zu :  (A(eu"  -  u) ,p@u" -  , ) )  >  Ct leu"  -  u l f ,  .

D'autre part,
X" :  (g@),v@ -eu") )  *  ( j ( "  +  e(eu" -  " ) )  

-  i ( " ) ,1 )
:

[décomposit ion de signe de 9@ - ru") et  z_avec j( t ) :  É(+oo)t+ -  gG*)t-  I

G/@"),p+ (eu" -  u)  -  v-  (eu" -  
" ) )

-J-

( ,0(+." ) { (  u  I  s(eu"  -  
" ) )+ 

-  r+}

[en observant que d+ + b* > (o + b)* et a

,6(+o">p( t )  2É(-- )  V te lRl

-  ,0 ( - - ) { (u  *  p@u"  -  
" ) ) -  

- , r - } ,1 )

- 
+ b- < (a + b)- V a, b € lR' et B vérifre

(0@,) ,?-  (eu"  -  
" ) )

( ,6(--),  v- (eu" - 
"))

(p- (ru" -  
") ,  

-p(-oo) + 0@"))

(ç(1e"" - ul), 0@") - É(--))

lru" -

algl*rnr lali lru, - "lTil',-,

Z, 1 X" < algl,-rmt l0lï Pu" - "lTi!r>-,

? 0@") ,9+ (eu"  -  
" ) )

(0(+-),  e+(eu" - 
"))

(p+ Gu" - u), B(+æ) - 0@"))

IB bornée : B(+oo) > P >,0(--) ]

(ç(1t" ,  - , r l ) ,É(+-)  -  9@,))

[r 2 1 et I'inégalité de Hôlder]

l ru " 
- 

" l î  nlrtr l ,  lÉlr-,o, 1., ,

obtenu
n A r .  t P  zç i -  Pue -  u lp  :

ulï rlrt,l, 1,, lr-,o, 1-,,

:'

T

+

:

+

+

s
+

Ona



2 Perturbations sinÂulières
2.9 Perturbations mondtones bornées

Comportement de êuc selon Ia nature asymPtotique de P
2.9 ,4  "Shôr t  way" .  Es t imat ion  ponc tue l le 109

d'où

lru" - "lI 3 C leu" - "lo<i!tt-,
avec C :4(Cî)-t lÉls-1my lfr l+ indépendante de e

Dans la suite on désignera par C une constante indépendante de e .
En Prenant  ̂ l  :1 i l  vient

l€u"-"WSCleu"-" l i_ l
e tune ré i té ra t i onde  p  j usqu 'à  q  (enno tan tque  p -qe  l f  ) donne

leu"-"W<Cleu,-" fc
Le théorème 2.9.2 assure

l ru"-u l lSCef
d'où

l ru" -u lnSCeT
ce qu'on voulait montrer. A

2.9,4 ttShort waytt. Estimation ponctuelle

Théorème 2.9.4
Soient ue, u, u* les solutions des ptoblèmes

I  eAu,+É(u") : f  €  L ' (a)  /nu+F@)>f€ L2(o)  1Au*:1
lu. .Hâ( f i )  \ueH[(a)  \u .€Hô(0)  .
Alors  V0> 0  ona l 'es t imat ionponctue l lep .p .  A
-g@)u.+rp- '@(-oo)  + B@) s€t le-u<ep-t (p(+*)  -  pp))+ g@)u.

A

Preuve :
Soient u1s : u + A(0)u. et u-s : ?t' - gQ)". des perturbations de u
Le principe du maximum assure u* > 0 p.p. fl et la régularité de la solution du

problème de Dirichlet

f  Au. -_  t
I ,- e flot (çt)

sera u* eW2,p(Q) Vp > 2 (voir le théorème 1.3.1) et via les injections de Sobolev u* €

c'(o) .
On peut écrire respectivement

eA(u . - ' * ' )  * 0 (u , -u+e  +u* ' \  
'  a

\  -  
€  ,  ' ' |  \  -  

,  ,  
) :  J  - A U l g :

: f  -Au-P(0)e [ ,0(- - )  -P(0) , ,6(+-)  -P(0))
et

eA(u ,  - u - t \  *  a (u ,  - u -e  +  
' - o )  -  f  -  Au -e  -

' / ' I w
c

: f - Au * P(0) €t,o(--) + P(0),,6(+-) + P(0))
puisque la solution du problème

{ o" t!\1ùp r € ,2(rt) avec Fu) :{ :tËP-), d(+oo)t I : 3
[ue f f i (CI )  

r \ - /  
[B( - * )  r<o

vér i f ie  f  -Aue [0( - * ) ,É(+- ) ]  p .p .0 .
Notons

s+0 :  g-r(g1cr i  -  B@) er s_0 :  g- ' (g?*)  + P(0))
Dans ces conditions on a les comparaisons

leA(u,-Tl  *g@,-ry +T) 1eAsa6*7G+e+T) dansf)
l r ' -T<g* t  surôO



2 Perturbations Paranétriquee
2.g  Per tu rba t ions i lonotonee-bornées

Conportement de eu. selon la nature aeyrnptot ique de B
2.g.5 "Shôrt way". Estimatione ponctuel les et uniformes

car

eAs+e * gk+e * T, :

I Ag+e: 0 avec a19 constante l

: g(g+e * ry) :

[ona  g . 'e :P- t (É(+* )  -P (0 ) )  e t  u4e-u lg@)" .  avec  0  )0 ,  u *20 ]

: p(B-'I (0(+-) - p(o)) *u#3r.
[on a selon le signe de u ]

(  B(B- ' (B(+*)  -P(0)) ) :B(+oo) -P(0)>f  -Au-g@): f  -Au+e dans[z)0]
> {  B i_- i  >- . -  ZgG*)-p(0)>f  -Au-g@):  f  -Au+e dans [u<0]  .

t '  
'  0>0

Dtautre part

I eA(u" - ry) r- g@" - ry+ ?) ) eAs-e + g@-e + ?) dans Q
\ " " -  ?>g- t  surô f )

car

€As-e + \k-e + =) 
:

lAg-e:0 avec A-o constante]

: gk-e *T):

Ls- r :  g - '@(-* )  +  P(0) )  e t  u -s  :11-  gQ)" .  avec  0  )  0 ,  z *  2  Q l

-- BW-'(p(-*) + p(o)) * *l <
c

[on a selon le signe de u ]

(  p(p-r (d(- - )  +p(0)) ) :d(- - )  +P(0)<f  -Au*g@):  f  -Au-e dans [zS0]
< 

[O(+." )  
= - ; ; ;<É(+-)  +P@)Sf -Au*g@):  f  -Au-e dans [u>0]  .

Le principe du maximum (voir théorème 1.3.2) permet d'avoir p.p. çl
u+e -u,  -  
;1  9+e

s_s lug _T

d'où après un retour aux notations p'p' O

-0(0)" .  +eg- ' ( ,d( - - )  +  p(0) )  l  eue-u 1eB-t@(+æ) -  p(0) )  +  0(0)" .

le résultat. A

Remarque 2.9.4

Si on pose successiuement

9- '$(+*)  -  P(0))  :  e- "  e t  g- '@(-* )  +  B(d))  :  -s-s

pour  s )0 ,  e )0  a lo rs  l ' es t ima t ion  du théo rè rne  2 .9 ' / 1

-gQ) " .+eg- ' (É ( - - )  +  B@D leue-u  l  eg - t (g (+æ)-  B@)  +  0@)" .

deu ien t  V  s )0  p .p .O

(,0(--)  -  gGe-"))u* -€1-"  < €l t re -  u < et-"  + (É(+oo) -  B@-"))u*
A

r10



2 Perturbations Paramétriquee
2.9 Perturbationg monotoneg bornéee

Comportement de €ue sel-on Ia nature asymPtotique de P
2.9 .5  "Shôr t  way" .  Es t imat ione Ponctue l les  e t  un i fo rmes 1 1 1

2.g.5 ttShort waytt. Estimations ponctuelles et uniformes

Théorème 2.9.5
Soient ue, u, u* les solutions des problèmes

I  eAu"+É(u")- feL2(a)  1nu+î@)>fe L2(a)  {Au. :1
tu,.Hâirùl lu€Hâ(i2i \u.€Hô(0) '
Soit la fonction p(t) : t l t lc-z avec q ) 2, Q * q' : qq' '
On suppose que P satisfait

(g(+*) - P(t))p(t) < Pd V t > s, gl ) 0 constante

(,4(--) - B(t))p(t) S P; V t > g, 0î ) 0 constante .

Alors pour tout e ) 0 on a I'estimation ponctuelle p.p. A

- r i (1  +Éo u- )  (  €u"  -  u  (  rÈ1t  +Éo*u- )  .

Preuve :
D'après la remarque précédente p.p. t € dl, V s ) 0

(É(--)  -  gGr-"))r*  -o1-"  < €ue -  u < €t-"  + (0(+oo) -  0G-"))" .
et lton a

er-" + (d(+oo) - gG-"))u* :  €1-" + (É(+oo) - g\-e-"))p(+e-") 
-ëa

< +e1-" + -q::- :  +61-" * gfu*ju-r)"
" *>0 , ,>o  

:  rÇ  '  
t (+ t - " ;  

-

(0(--)  -  g?r-"))r* -  er-"  :  -e1-" + (É(-*)  -  glr-"))p(-r- ' )  
#a

à -E1-"  + r -  :  -6r -s  -  0o u*e

d'oùpour " : I  n .p.  O
-r i  1r  + go u. )  1  eu"  -  u  1r i  1r  + gfu. )

ce quton voulait montrer.
Remarque 2.9.5
L'estimation du théorème 2.9'5 

r- rà  ( t  +  go u. )  I  eu"  -  u  3  r i  (1  + gfu. )

permet d'auoir pour tout e ) 0

leu" -ul1-1o) < r i  l t+ g;" .11*1o; v l1+ gT"|1-1o; :

: , i  (t + {go v pT} lu*lr,-(o))
sans aucune restriction sur f . A

Commentaires 2.9

2.9.t Comportement de eu" selon la asymptotique de 0
Estimation de let" - ulnàto)

C'est  la  même démonstrat ion que dans IBrauner  C.M. et  Nico laenko B.  ]  ,  un pro longe-

ment  de la  démonstrat ion du théorème 2.7.1avec I 'hypothèse supplémenta i re v isant  le  com-

portement asymptotique de B autour de f oo. A

2.9,2 Est imat ion de l t t .  -  u l1a1o) ,  lue l lc lcac[u:o] )

On uti l ise une méthode de monotonie au sens de [Lions[2]] et de [Brauner et Nicolaenko]

avec des décomposit ions successives de domaine selon la nature asymptotique de B autour de

foo .  A

A
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2 .9 .5

Perturbations Paramétriques -
Perturbations fuonotoneg 

-bornées

ô;;p;ii;mart de .ez" . selon 13 l3!*T:_":PPl9Ii3::-d" P
t 'Shàrt way". Estimations ponctuel les et uniformes lt2

2.9.2 Exemple
La part icularité de cet exemple est un bon contrôle des paramètres exigés Par le théorème

2.9.2 ce qui p"rt l l . f  i .  p"tt.g. à ta l imite dans I 'esprit  de la remarque 2'9'2' A

2.9.9 Estimation de leu" - ulo

C'est un exemple typique dé technique " bootstrap". Le fait que 0_ _u.tt bornée assure un

excès de régularité pour €ue - u et on .rr iu" à contrôler la régularité ,p(ç)) Par une régularité

i t tCrl(n <î l  ."  qui p"rt"t  d' impl iquer le théorème2.9'2. A

2.g.4 ttshort u/aytt.  Estimation ponctuelle

L ' idée est  de remplacer  u par  des per turbat ions "nature l les"  u+,  :  u I0Q)" . ,  é tab l i r

des comparaisons et laisser agir le principe du maximum'
La solution LL+ au pËUtare de Saint-Venant via I 'opérateur -4. pe-rmet de rajuster la

fonction f -Au € ,-(O) et de contrôler les constantes considérées. Cette fonction est souvent

impliquée dans la construction des fonctions barrières.
Le pr inc ipe du maximum exige seulement  /  dans L ' (A) ,  I 'est imat ion obtenue perme-

t tant  u l tér ieurement  d ' impl iquer  le  iomportement  asymptot ique de B autour  de *oo .  En ce

sens, la remarque 2.9.4 esi une transit ion vers le théorème 2.9.5. A

2.g.5 trshort waytt. Estimations ponctuelles et uniformes

Une i l lust rat ion de la  force du pr inc ipe du maximum lorsqu 'on manipule des per turbat ions

monotones du problème de Dirichlet.
La remarque 2.9.5 t ransforme I 'est imat ion ponctuel le  en est imat ion uni forme lorsque e

est petit .  Aucune restr ict ion sur / .
Le problème de déterminui l" meil leur exposant 1 de e tel que lru" - ulo 1 e1 reste

ouvert. Les approches antérieures et postérieures dans ce travail  laissent penser que "/ - gJ '

A



2 Perturbatione singulières
2. lo Perturbat ionsmonôtones bornées

ôompôrtement-aË 
". " lvà,c B,. localement coercive et eelon la régularité de uo

2.to.r  i "  Ëi i"" f ion uoelV2'* ( [u:o])

z.tO Comportement de u" avec P localement coercive

et selon la régularité de ue

Préliminaires 2.10
On travaille avec B e Cl(R') localement coercive'
Dans toute la suite on suppose que la zone libre [u : 0] est de mesure non nulle avec

I'intérieur non vide où u est la solution du problème limite

t  ' t "+ B@) )  /  € rP(o) (p2z)
I u e l/i(CI)

et p comme au théorème 2.7-1.
Pour des critères réalisant ces conditions voir les théorèmes2.9.2,2.9-6,2.9.7 et lDîaz,

théorème 2.L7, pg. 1441.

Quand o-n-note' L*(lu : 0]), Wt,*( lu : 0]) etc., on sous-entend par [u : 0]

I'intérielr non vide de la zone libre.' 
- 

A

Problème 2.1O
on étudie le comportement de u", (r" - ro)r-' dans .Lff"([u : 0]) lorsque e tend

vers 0 avec respect ivement  uo:  9- r  ( / )  e  W' ' * ( lu :0] )  e t  uo e W2'æ( lu:0] )  > u1 :

-ffi. Laremarque 2.10.1 montre que ces conditions sur ?/6 sont réalisables. A

2.L0.1Comportement  de u"  quand uo € 'W2'æ([u:0] )

Théorème 2.10.1
Soit une fonction B bornée, croissante, continue, telle que B(0) :0'

Soit B € Cl(R) inversible, localement coercive et B comme au théorème2.7.1.

Soit u la solution du problème limite

/  nu+g@)>re Lp(o)  (p>n)
\ueHf1o1 .

On suppose Que us : B-l(f) € W2'-(tu : 0]) .
Si u" est la solution du Problème

I  eAu"+0(u")  :  f  € Lo(a) (p > n)
\ u" e Hâ(0)

alors

u" _.-aq;L_*uo .
A

Preuve :
Fonctions dtapproximation
Soit un sous-domaine c,'r CC [z : 0] et ç e Cf;(lu: 0l) telle que

0<p< I ,  l ç : 1 ]  ; l a .
Pour ô ) 0, on définit les fonctions

u! :  uo * (1 -p)(|""f t ,-( [u=o]) * lusl1,-11u:ol)) +d

u,  : ro  -  (1  -  ç) ( l " " l r - ( [z=0] )  *  l 'o l r , -11, :011)  -  d '

Comportement à ltintérieur et sur la frontière
Ona

"i;Y:;i::;! :; ' dans rz:01
u" < u,  1u!  sur ô[u -  0]  .

Comportement à la limite
De plus,

eAu* 
'*([u=o]) 

,  O

1 1 3

e-+0



2 Perturbatione singul ières
2 . lo  Per tu rba t ionsmonôtonesbornées

ComPortenent de ttê avec B localernent coercive et selon Ia
2.10.2 Com-portement de 1tc aana contrainte sur u.o

régulari té de uo

_114

cat €ue converge vers u dans Cl(
(p  >  " ) .Comparaison

Le tableau (t) permet d'avoir la comparaison
(  ,  ô / . .  \  r  o / . . \ f  <eAu!+0@!)

) 
eAu, + 0(",) :  f  :  0@o)t > ;; ; :  + Bi"; l

l,.Is"J
( - ' \ àu ,

pour e suffisamment petit et B localement coercive.
Principe de maximum
Le principe du maximum assure si e petit p.p. [u :0]

u ,  <  u "  1u !

Restriction de domaine et estimation uniforme
On a p.p. t .r

uo -61u "1uo*6  donc  l z " -u6 l  ( ô

vu la construction de g, u:.
Limite uniforme
En faisant tendre ô vers 0 ( ô -+ 0 6 -+0 ) ,

O) d'après le théorèrrre 2.7.I et les injections de Sobolev

dans [u  :0 ]

sur  ô[u :0 ]

force
L *  ( . )

u O .ue

ue

e-+0

Comme a CC [u : 0] était arbitraire,
Ifr.([u=oJ)

e+O

le résultat. A

Remarque 2.10.1
La conditioît us: P-r (/) e l{r2'-([u:0]) est remplie, par erertuple, si la fermeture

du graphe de f n'intersei'cte p"â t"t d,roitès y:"B(+æ), a: g(. æ) et Ia fonction B-.r
est-régutière (on rappelle que f e [0(--),,6(+-)] dans [z = 0] ). Dans les portions du
d,omaine f) od le graphe d,e f est connexe, on peut imposer la régularité que l'on ueut sur

f .  a

2.LD.2Comportement de u€ sans contrainte sur uq
Théorème 2.1O.2
Soit une fonction B bornée, croissante, continue, avec B(0) : 0.
On suppose É e Cl(m,; localement coercive et u comme au théorème2.7.1.
La solution du problème pénalisé

I  eAu" +É(u")  :  f  € LP(a) (p > n)

I  u, . w2'P(Q) n Hâ(a)
satisfait

$lu" 
- uell-1o,) < lûo - usll-(.,) V luo - ùsl1*1.,)

pour tous domaines c.r CC r.ro C [u : 0] tels QU€ us : /-L(f) € L-(crs) et ûs, ùo € W2'-(a'o)
ielles que ùs ( us ( ûs p.p. (rs . A

Si B est  - l -ocalement coercive alors
i n f  É '=o f ;  >o  v  t (CR  comPac te .
R
Dans  ces  cond i t i ons

,  B  c ro i ssan te
B ( " r ) - É ( " o ) )  : > p ( u s { ô ) - É ( u e  )

u l  )  u6 *ô
De la même manière

B(u l  ) -É(uo  ) (p  
c lg : l san te< 

Ê@s-  i ) -  B(us
u l  (  u 6 - ô

Notons  auss [  que
p ( " o ) = l , . l u f  € e æ ( o )  .

P €9]19-- + ô B, (r o + 6 e )>4o {( o> o
o €  [ o , l ] t c = [ -  l ù o  l 6  - 6 4 , l u e l *  ] ô a l

Be  c  1 (n )

o €  [ o , 1 l r ( = [ -  l ù o l p  - 6 0 , l u 6 l -  { ô 0 ]

ft)
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2 . l o

2.1o.2

Perturbations singul ières
Perturbatione mon6tonee bornées
Comportement de Itre avec B localement
Com'portenrent de 7!e sang contrainte sur

coercive et selon Ia régulari té de uo
U O

Preuve :
Fonctions dtaPProximation
En notant que ;€, us € Co(u), (Sobolev, P ) n) on pose

û" :  ûo+ (1 -  ù{ l "" l r - ( ,0)  *  l ro l r ,*1. ,oy} *  ô

ùe :  ùo- (1 -  ç){ l "" l r*( ,o)  *  luslr , - ( . , " ) }  -  ô

où  pe  Cf (c . rs )  es t te l l eque  03ç1L ,  l9=1 . ] .? t - ' . lV* } lCc 'o '' 
Coinportement sur la frontière et à ltintérieur
Il est facile de voir que

u" I ùs( u6 ( ûs 1 u. sur ôcds

- d * ù o  : ù " ,  û " : û o * 6  d a n s a ' r

uo e tr-(tro)

ùo ,  ù "  eWz ' * ( . l . o )  )  û " ,  ûs  '

Comportement à la l imite.
Nous avons

Co(r . reCIu :o ] )
€ue

€ù ,

e-+0

Co(c.rsC[u:O])

e-)0

L*  (uo)

eAû" :  eAtro + { l ru" l l - ( ,o)  *  leusl ;*1. ,"y}A(r  -  v)

eAù":  eAùo * { leu" l ; - ( .o)  *  leuslv*<"A}A( l  -  p

e--+0

tr- (.,o)

e-|0

car selon Ie théorèm e 2.7.1 on a eL't'e-go)* z lorsque p > n '
€-+O

Comparaison
En sachant que B est croissante et localement coercive il existe des constantes ê, è )

0 indépendantes de e telles qu'on ait p.p' os

ù "z -ùs -ô<us l t ; s *61û " ,

P(û") - g(ao) 2 g(î 'o+ d) - g(ûo) : 60'(ûo + s6) > ê > 0
car g € [0, 1], g e Ct(R), ûo € tr-(cue) ,

P(ù" )  -  g ( to )  <  g@o-  6)  -  g@o)  :  -6P ' (ùo  -  s6)  <  è  <  0

car  0  € [0 ,1 ] ,  0eC ' (R) ,  ûo€ t r - (c . r6 ) .
Dans ces conditions

(  .  ^ ,  \  r  n ,  , (<p@o)1eAû"+B@r)

) 
eAu, + 7tu"): r : 9@o) t; Bi;; i ) ret, + più")

I rsù"('"1>,;.
pour e suffisamment Petit.

Principe de maximum
Le principe du maximum assure avec € petit p'p' @s

ù"1u r1û ,

Restriction de domaine et estirnation uniforme

On a pour e Petit P.P. u
ùo -6 :ù "1u "1û " :ûo *6

ùo -  uo-  ô < l t re  -  1 t ro 3 ùo -uo *  ô

d'où

lu"  -  uols lûo -  uo *61 v l t6 -  uo -ô l  :  ô*  lûo - 'o l  v  lùs -  uel
et

lu" - usly*(..,) S d + lûo - uolr-1.,; V lûo - uslz,*1@)

vu la construction de 9, ù", û".

dans c.rg

sur ôar6



2 . l o

2 .10 .3

Perturbations singul ières
ièiturbations monôtonee bornées

Ia régulari té de uo
iffi#;Ë;Ë;i'aË"'î.-'à";; .B- rocalemen!- coercive et seron
ë;ilt;i l i l;;i d; (;"-;o)-'- qù"nd "oew''-([":o]

Limite uniforme

En fa i san t tend re  6  ve rs  0  (ô -+0  fo rce  € - |0 ) ' onob t i en t

J41"" 
- u6lr,-1,.,) < lûo - usll*@t V lùo - u6l;-(o)

A
le résultat.

2. lO.SComPortement de

Théorème 2.10.3

q u a n d  u o  €  W 2 ' - ( [ t : 0 ] )  )  t t

Soit une fonction B bornée, croissante, continue' telle que

0n suppose É e Cl(n) inversible, localement coercive et

Si u, u" sont solutions des problèmes

Inu +g(u)>f  e Lo(a)  (p>n)
\ u e Hà(a)

f  eAu"+É(u") : f  €Lo(a)  (P>n)

l ,  .  Hâ(a)
âv€c us :  p-t$) € w2'""([u:0]) f  - i f f i  :  ut alors

r  U " - t l g
u; : -

P

1ff.([u=01)

l l .  -UO

B(0)  :  0 .
ô .omme au théorème 2J -1.

e -+0

A

Preuve :

Fonctions dtaPProximation

Soit un domaine u CC [u - 0]

Pour ô ) 0 on considère les fonctions

u!  (u t ,u t " )  :u r  *  (1  -  eX l " l l r - ( . ,o )  *  l " l ; -1 ,o ; )  *  ô

u .  (u r ' ,uL)  :  u r  -  (1  -  à l " t ) r -1 'o ;  *  lu1 l l * ( 'o ) )  -  ô

où  pe  Cf ( [u :0 ] )  es t  te l l eque  0<9< 1 ,  [p :1 ]  )  ' '  l ç10) : t r s  CC [u :0 ]

ComporteÀent à ltintérieur et sur la frontière de t ro

Il est facile de voir que

: !  
,w2 ' * (us) )  u ;

'u! - q 262 u1- u" dans ars

u! 2u!2 u; sur ôc'.rs

ComPortement à la limite

Nous avons

eu! :  €ur *{ l r "  -  uol l - ( . ,o)  *  leul  l ; -1,o1}(1 -  t ) - ' - t î \  g

eAu! :eAut * { | , "_ug |1*1 ,o ; * |eu1 | r , - ( .o ) }A( r_e)#o

car d'après le th 2.10.2on a eu] 
' j*" ' 

t o'

ComParaison
Si on regarde le tableau (*) ot a avec e petit

e2 Au! * g@o+ eul) > e2 Aur" * g@o + ez]) dans c''r6,

et

e2 Au; * g@o * eu;) < e2 Aur" * g@o + eu!) dans c' 'rs'
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2 . to

2.1o.4

Perturbations singul ières
Perturbationg mondtones bornéee
Comportement de 

". 

-âié.-7- 
fôcgfernent coercive et^ selon la-régulari té de uo

Améliorat ion de Ia 
"on"àtf."".  

aà l tc quand uo€.W2'* (["=0]) la 1 7

! {e2 eu

1

;

+ u o ) ) )

)

! {e2 eu!

i {t€

e j

) :

*  9@o-reu!)-(e2 t" !+ IG"!

2 eu! + 9@o*"u!1- 71"Auo

t  = 9 ( " o )

A"l1 *  B ( " o * . " f  ) - É ( " o )  1 4 r o

7  *  g  @o*  eu ;  )  -  ( " '  e " !+  O(e " ]+ "o ) ) )

{u2eu;  +p@e{eu" ) - / *  eAus}

1 = F ( u o )

" -e.u; + Ê9!P:!!!ù +.a'u o
---lSl9r11-

B€C 1 (R )

e Au!  + u;  g '  (us -  o eul  )*  Auo

-  "1  2u r -6  .
B croissante,  Br2o

e Aul  I  (u t  -  6)  B '  . (u s-  o eul  )  - l  Au o

e

a €  to ,1 l
p € c 1 ( R )

.e,u!+u!!+u !  9 '@o+oeu lJ )+Auo
"Iè:rl9-t

B c ro i ssan te ,  B t>o

eAu!*(u1*ô)  P ' ust0eu!)*Auo

,  z * ( . o )
aeul -'-------------- u

-  
ê + O

L æ ( o n )

eul -------ëo
é + O

r -  ( . 0 )

L -  ( r o )
aeul ---------------- u

-  
c + O

f , -  ( - o )

eu. ----------------) O
c + o

z -  ( - o )

(u1\6)  P ' (uo) lAuo

u r  9 '  ( uù *  Aus {ôB ' (us )

-  A ù o

"1=7@J
6 9 '@o)

r 6 € L æ  ( o o ) ,  r r = [ - l u 6 l - , l " o l - ] r

B  l oca lemen t  coe rc l ve

ô,Ë> 0

(u1-6)B'@o) lAuo

ur 9 '  (uo)+ Auo-6 9 '  (uo)

- A r i

"1=77@J
_60 '@o)

u e € L æ  ( o o ) ,  K : [ - l u s l - , l u o l - ]  -

B localement coercive

-aor6'(  0

( * )

Dans ces conditions

| ,,e,,, + g4u!* uo) : f -,a,, 
{ :_z:iïlrlooliïlrl Ï:l

1 , f  <u!
l z l { :
(  -  

[ 2u "
lorsque € est petit.

Principe du maximum
En appliquant le principe du maximum

u; < 
"t" 

3 
"! 

dans t'rs.

Restriction de domaine, estimation uniforme

On voit que Pour e Petit P'P' u

u t -6 :u "  Su r "Su ! : u t *6

parce que [9 : 1] ) a.i.
On tire pour e Petit P.P. a

l u ] - u1 l<d  e t

Convergence uniforme
En faisant tendre ô vers 0

dans ars

sur ôu,r6

(ô-+

u!
e+0

0 force € -+ 0 ) on obtient

L* ( . )

l "L -u t l ; -1" ,ySd

u 7

A
d'où le résultat puisque u CC [u : 0] était arbitraire.



2 Perlurbations eingulière-s
2 . lo  Per tu rba t ionanonotones  bornees

Cas Par t i cu l ie rs .
2.10.5 Le càs où / est une conetante

I  nu +g(u ) : f  e  Lo(a)  (p > n)
\ u e Hâ(a)

f  e\u,+É(u")  :  f  € Lo(A) (P > n)

\ u" e Hà(a)
âv€c us : B-L(t) € w2'o"([u:0]) ) -Fffi : ur alors

2.lO.4Amélioration de la convergence de u"

Théorème 2.LO.4

quand ùo € \M2'æ([ t :  o ] )  >  t t

B(0)  :  0 .
ô .omme au th 2.7.1.

e-+0 
A

prt ?z e Cfl([z : 0]) telles que t.r c lçt t '

-  u6) l r ,o1o> * lçr@" -  zo)1r, , (o l ]

I,ff" ([u:ol)
U 1

Soit une fonction B bornée, croissante, continue, telle que

0n suppose B e Cl(n; inversible, localement coercive et
Si u, u" sont les solutions des problèmes

wl;'.{t':ol)

Preuve :
Soit un domaine u CC [z : 0] et

0l  cc ler :11 cc lç ,  *  0 l  cc. [u l0 ]  .- 
Le lemme 2.5.1 Permet d'avoir

lçr@" -  
"o) |  w2,P (a) < C {192(Au"

avec C une constante indépendante de e .
Mais

car d'après le théorème 2.10.3 on a
ue -uo

l ç rA(u"  -  ro ) l ro (o)  (

lA(u" -uo): *aP 

;:ù--p!ùl * re,Auorr.o(o)::  
19'? e tu(a)

[ona B(u" ) -g@o) : (u" - ro)g ' (uo*0(u" - "0) )  avec 0  €(0 ,1)  e t  u6e r f f " ( [u :0 ] ) l

: l rr ! :-9p'1u6 ! 0(u"- 
".)) l . rp(o) le2Ausl l ,1crl  ; ;  lerurg'(u,) l ;"1o; 1- lezAuslto,r ' )

Dans ces conditions

avec C une constante indépendante de e

? r (u "  -  ' o )

et avec les injections de Sobolev

Pr \u6  -  us

? r (u '  -  uo

donc  u -0  .

P r (u "  -  uo

et compte tenu du fait que u; C [91 : l],

u e - u o

€ e-+O

]$lrt 
(u" - uo)lw,,o@) s c

D'autre part

avec le théorème 2.10.1
On a obtenu

d'où, à une sous-suite Près, (W2'P(Q) réflexif)

W2,P(O)  fa ib te

€-+O

tre(O) fort

€-+O

L- (O)

e-+O

W2,P(O)  fa ib le

€ -|O

W2,P(ar) faible

e-+0

0

0

Aavec u, arbitraire dans [u : 0] d'où le résultat'



2 Perturbations singul ière-s
2 . lo  Per tu rba t ionamonotonea bornces

Cas Par t i cu l ie rs .
2.10.5 Le câs où J eet une constante

vérifie sefonlessituatigns :
1. l f  > B(+oo) |
Y ç e q(A) il existe un

2 F=7G*l
V ç e Cf(A) il existe un eo > 0

f  e B(lR), us :  B-\(f)

U€

f  eAu'  aB(u')  :  f  constante

I u, . Hà(a)

2.10.5Le cas oir f  est une constante

Théorème 2.1O.5
Soit une fonction B bomée, croissante, continue, inversible, avec B(0) : 0 '

La solution du Problème Pénalisé

u,  € lp-L( f  ̂  0) ,  p- t$  v  0) l  >  us '

Preuve :
1. On peut écrire Y ç e Cf(O)

Q,  Ve3e*

Q,Ve3e*

eAç + 0@) dans Q
sur ôO

p € .L-(O) > AV et B est strictement

cl

,-(O) et via les

sont bien définis.

eç)0 tel que p.p.
t t " )  g

tel que p.p.

u "  1?

3.
V

Lffc(o)

e-+0

A

IeAu"+0@"): f>É(+o") 2
I ' " :g:o

avec € suffisamment petit et dépendant de 9' ca;r

croissante en tant que fonction inversible'
Le principe du maximum permet d'avoir p'p'

u " ) t o

pour e
2.

petit.
Cet te fo is -c i  V  p€Cf (O)

I eAu, + g@) : T < É(--) I eAs + 0@) dans f)

1 , " :9 :0  su râ f l

lorsque e est petit.
Comme au point Précédent P.P. O

u"  19

pour € suffisamment Petit'
3 .  No tons  uo :  B - r ( f )  .

D 'après le  théorèméZ.Z. t  on a u€ eW2'p({ l )Vp à 2 cat  f  e

injections de Sobolev u, e Ct(O) .
Dans ces conditions les ensembles ouverts ['o > u"] et ['o < '"]

Maintenant l'équation eAu, + 0@,) : f : 0@o) entraîne

I Au" -- !{g@o) - g@")} ) 0 : A(us A 0) dans-{us ' u')

l r ">uoAo surô [u6 'u" )

en notant eue us est constante et le principe du maximum donne p.p' [us ) u"]

u "e  l uoA0 ,us ]  .

On a aussi

I  lu" :  ] {É(uo)  
-  g@,)  (  0  :  A(us v  0)  dans {u6 t  u" )

l , r "<usVo surô [us tu"7



,
2 . 7 0

2 . 1 0 . 6

Perturbations singulières
Perturbations monôtones bornéee
Comportement de t!2 EanB nature
Gomiortenent de tLç Eans nature

coercive de
coercive de

0
B et eans contrainte eur uo 20

d'où p.p. luo < u"l
u6 € lus,us V 0] .

F ina lemen t ,  V  e>0 ,  P .P 'C l
us€ lusA0 ,usV0 ]  '

Soit un sous-domaine c.r CC f), 6 > 0 et g e Cf (CI) telle que

0<PSletdc lç :11 '
Si on note

-d+(1  -p) luo l *uo:uo e t  u t :uo*(1  -P) lzs l  +d

alors en regardant le tableau (*) on a

principe de maximum assure P'P'

" ;  
Su "1u [

,p,  
" l@t:  

zo *  (1 -  e) luel  *  6 '

lu"-us l  Sô

0  (ô -+0  f o r ce  6 -+0 ) ,

dans f,l

sur ôQ

c}

,  c lç :11)  P.P.  c , r

L*  ( . )
ue

2.lQ.$Comportement de ue sans nature coercive d" 0 et sans contraint€ sur us

Théorème 2.1-0.6
Soit une fonction B bornée, ctoissante, continue, impaire, inversible avec inverse continu,

telle que B(0) : 0 .
Soit le problème

I Aeu"+É(u")  :  f  € LP(a)(P )  2)

\  u" . Hô(n) .

5i ar CC ruo C [u:0] est une suite de domaines telle Que us -- P-r$) € L-(cl,s) , alors

luslL- 1(,y

avec e suffisamment Petit et le

ou encore vu la construction de

pour e petit déPendant de ô '
En faisant ô tendre vers

d'où le résultat.

e-r0

et l ' ona  Vq2 l

lu" l1- 1,;

ue

e+0

Lq(a.')fort

e--+0

Preuve :
Soit un domaine u;o tel que u CC t'r6 C [u : 0]

que  c ,  C l ç : l ]  e t  0  3ç<  1  P 'P '  Qs '- 
Alors la fonction rb : | - ç vérifie

( -- | sur ôar6
t r {  >o  dansc ' ' r g

\ : 0  dansa . r .

Comme uo: g-t (/) e L*(ro), A,h e 'L-( 'o)

pour une constante ô > 0 suffisamment petite'

A

une fonctiotL I € Cfl(do) telle

( * )

on aura P-'U + 6ArL,) € tr-(c.r6)

o n  v o i t  q u e  ( . e  c o n s t a n t e )  u f , S r o - ô ( u o < u s + ô < / f  ! .
e t  avec  p  s t r i c tement  c ro issante  P(u f , )<É(uo-d) (É(uo) (É(uo+6)<p(Ùd )  '

de  p lus  .1 " f ,  =*1 ,61ae€Læ(o)  s i  .e  e i t  de  type  e l l ip t ique '



t

2 . 1 0

2 . 1 0 . 6

Perturbatione singulièrea
ièiiuiu"t:.ons monôtonee bornées
Comportement de t!2 

""11 l1IlI:
coercive de P

"oàii i"è 
a" 

'p 
et sanB contrainte sur uo

Conforternent de 7Lc sans nature

Soient les fonctions

telles qu'on ait sur ôc.ro

€ u e - u

et en particulier

d'où

pour € petit
obtient

u+ : *elg-t(/ + 6A.Di,* (.ù * 6tb

u- : -elg-t(/ - 6Aû)lL* po1 I 6tl:

u+àd>0>-62u- '

Alors on a les comParaisons

I or," + p(ry) :

I,'"{iii;:
"(<Ar++B(+)t l> Au_*p(T)

dans c..tg

sur ôc.rg

pour € petit car d''une part selon le théorème 2'7 'L (avec Ies injections de Sobolev)

W2,P(O)  f a i b l e c'(O) r 0- u
e-+0

€,ue  -  u

Q 1 6 y "

ct (ao)

e-+0

e -rO

et d'autre part il est visible Que p'p' crre

A,++p(+):6A1h+BQB_'U_6A,D|r-( ,o)+!, , t ' l>#>

> SArh+BIB- 'U-5A'b) l r - ( . ,o) )  >Ï  .

Au_ip(T):_6AÛ+pe|p_'U+6A,D|r*(.o)_!+ls#<
< -6Arh + PelP-'U + 6Aû)lL*(.""1) S /'

Le principe du maximum permet d'avoir p'p' c*l6 âv€c e petit

u -  I  €u "  1u1

et vu la construction des ut, th, P p'p' u

l imsup lu6l7*p\ < luelz,*1.,o;
e-+0

Si iI exist€ uII td6 tel que u CC c..ro C O alors on peut approximer Q par des

,o,rr-aJàu,i";;-;n dt *êm" type que aro tels que a,, CC c''to cC trro '

En approchant u; Par des aro on tire

l imsup"*o lu"l l-1r; < lu6lr,*1ry

Pour montrer que 
liminf lurl;-1.,; > lu6l,,-1,y

e-)0

on observe que d'après le théorème 2'8'1, Y q2'2

-el |-rU + ur1,1lr-( . ,o) 1€,u" < el7-t f f  -  6A.b)l ' r-( 'o)

lu"ln*(',) S lT-t ff - 6Aû)lL*1,o) v l7-t U a ôAtl)lr'-1'")

(dépendan tde  ô  e t  6 -+0  fo rce  e -+0 )e ten fa i san t tend re  ô  ve rs  0  on

0@")
Lq (Q)  f o r t -Au

E+0

fe (c. . 'Ç[u=0])  for t

e--)0

et en particulier

avec convergence des normes

0@

l0@")luot e-+O Lq (u)



2 Perturbations singul ière-e
2 .10  Per tu rba t ionsmonotonea bornees

ComPortement de 7!g
2,1O.7 Une- autre aPProche

On déduit que

vluot:  l imiSrf lg@")lr . ,r ,r  S lc ' ' r lË l iminf lB@")17*p1

et en faisant tendre g vers I'infini

l"f l;-1.,; S liminf lB(u")11-1.,;

d'où avec B croissante, continue et impaire (B(0) : 0)

l,f l;-1,y I l iminf lg@)lr*<,.,) : Ii$àrf B(lu"l"-(,)) : B(timiàrf lu"l'-1';)

et encore avec B inversible et impaire, g-t croissante, continue et impaire

l iminf lu" l l -1., ;  > P-t ( l / l r-( ,))  :  lB-t( /) l1*(",)  
-  lusl l -1')

l im inf"-- '6 lu"l l-1.,; 2 luoll-1a,)

0@)_l*fl----+ r-Au

et en particulier dans c.r C [z : 0]

g@)-r$\f
d'où, à une sous-suite Près,

donc

c'est-à-dire

Finalement

lu" l l -1. , ; e-+O
luol l*1. , ;

Pour la dernière partie de la conclusion on voit que d'après le théorème 2'8'1 Y q 2 2

g@) -J 
"-o-----+ 

T

p.p '  ( ,
u e Ug

e-+0

câr ue : P-t (/) € L*(r) et B est continue'

L'estimation
l imsup lu" lz,-(.,) < luslr*(.,)

permet d'avoir pour une constante o ) 0 et e petit

lu" lr ,*, . , ,  (  luolr,-1., ;  *o

donc p.p. u

pour € petit.
On a obtenu

l r " l  S lu6l l -1c. , )  *  o € L*( ' )

p.p.  C. ,
ue

e--+0

et  
l ' "1  < lus lp*1 , , ;  l o€ r - ( ' )

pour s petit.
Le théorème d.e convergence dominée de Lebesgue dans Lo(r)(q à 1) assure, à une

sous-suite près,
Lq(u) f .ort

ue UO
e--+0

A
ce qui comPlète le résultat'
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telle que B(0) : 0 .
Soit 'u la solution du problème limite

Inu+.9@) >reLP(a) (p22) avec F$):
\  u e Hâ(0)

5i u" est la solution du problème pénalisé

f eAu,+É(u") :  f  € LP(a) (P 2 2)

I u, .  Hô(a) n w2'P(Q)

lnito{"")) = I,i$ 
- Au) et j',5[,uo f.Xot""ll t I.X, 

- Au)

pour toute fonction convexe positive et plopre j ' [0(-T)'B(+*)]
ayant le sous-différentiel lipschitzien et tout domaine c.; c Q de classe-'- 

ii) si la fonctio n lp-Llo .rt c-onvexe satisfaisant les conditions du

Lp(ar) avec le domaine c"' C [u - 0] , alors on a

2.LO.TComportement de u" . IJne autre approche

Théorèrne 2.LO.7
Soit une fonction B e Cl(m.; bornée,croissante, continue, inversible avec inverse continu,

t<0
t :0
r>0

r-+ lR. telle que
cr ' l  ;
point i) et us :

j(()) : ()

B-'(f) €

u . r . ,-  ) ) u :
e
lipschitzienne donc dérivable p.p',

( 0?*)
{ e [É(--),0(+-)]
[ É(+-)

alors on a :
i)

ue

iii) si il existe une fonction convexe
avec cd C [u : 0] alors

Le(t r)fort

e-+0

j  comme au point i) telle que lp-l|n < j et j(f) € Lt(')

L{(o) fort

e -r0

g lipschitzienne et

u. ,-  ) ) .
e

Apour tou t  l<q<P '

Preuve :
i) Notons ôi : ç .

Selon le théorème2.7.1on a u€ - ! e .L-(0) n//ô1(O) et avec

B e Cl(R,) bornée on aura I o g(u, - :).: f/.J(!)
Ùné multiplication par p o 9(u, 

' 
3; de l'équation pénalisée réécrite

A(euu-u ) :T -A" -0@")

donne après une intégration dans ar

(A(eu" - u),p o g(u" - 
i l l ,  

:  (f  - Au - g@),e o g(u" -

On va estimer chaque terme de cette égalité'

Ona
(A(eu"  -  u ) ,9  o  0 (u "  -

[intégration par parties, I o g(u" - i) e //ot(f]) , p

B € Cl (R)  l

:  e(p 'og(u"- ! )0 ' tu , - : ) , i  or i  çu"-y) ' ,çu"-yr) , , ) .+@o81""-T) ,1a4@u"-u)" in ; )a '  2
| t J  

N ' î

lç, g croissantes, A elliPtique] 
n

2 (p o g@, - 
i l ,D a;i(eu" - u),,n;)6,
"  i r i

Ensuite

U - 'qu - g@),e o g(u" - iD, :
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d" / - Au selon le signe de u , orL a Au: 0 dans

f ))1"to1..",+(/ - g@.),ç o g@))w =01....c' 'r

+(d( - - )  -  0@),e o g(u"-  | ) ) r , .o1. ' ,

(É(+-) - g@),e o g(u" - 
])),,ro,. ' ,  <

[É(+*) - g@) > o, : ) o dans [" > o]l
S (g(+*) -  0@"),ç o 0@"))[u>o]nr.,  S

[ j  est convexe avec 0j :9]

S u(,6(+-)) - i(0("")),1)[,,>o]. ' ,  :

l f  -  . t " :  B(+oo) dans [u > 0] l
:  Uff - A") - j@("")),1)[,,r0].,,  ;

U _ g@") ,ç  o  g@") )  [u :o ]no  
(

est convexe avec ôi : Pl
S U(/)  _ j (0@")) , l ) [ ,=o]n. . ,  S

- Au: "f p.p. dans [u : 0] avec le lemme 2'8'1]

< UU - A")  -  j@("")) ,  1)1, , :o1n. ;

(É(--)  -  g@),e o g(u,-  f ))r , .01., ,  S

tÉ(-* )  -  g@)<0,  3 (0 dans [ "  <0] l
S ( ,6( - - )  -  0@") ,p o 0@")) [u(o]nc. ,  (

[ j  est convexe avec ôj :91

S U(,0(--))  -  i (0@")),1)1,,<01n, :

I  T - ,q":  É(--) dans [u < 0] l
:  ( j ( f  -  A") -  j@("")),1)1,,4o1n- ;

donc après une sommation

f f  - ,qu -  g@),e o g(u,  - ! l l ,  < uf f  -  A")  -  j@(u")) ' , \ .

Dans ces conditions l'égalité du départ devient I'inégalité

f  f  - .  u  
n

I  iç -  Au) -  |  i tBt""))  > (p o g@"- 
i l '  Doniçu" 

-  u) ' in;)a '
J u  J u  "  , , J

pour évaluer le troisième terme on observe qu'il existe une constante C indépendante

de e telle que

l ru,  -  u lwr , ,  @.\  3  C leu"  -  u lw2,p( , \

car les injections Wz,p(r) C Wl -i'e(Ag) C 'ggr'n(0u) 
.t?."t 

.:Ppactes.selon iBaiocchi et

ô;p"1";g. ggt lorrqnè Lè Ct',  et 'd'autre part 'en uti l isant le théorème2.7.L eu,e-Lt '

.-o"u"rj" iurr" iV,,o(Q) fort vers 0 lorsque e tend vers 0 donc on aura

. U , \ " 1  , \ \
(p  o  0@" -  - . ) ,  

Lon i (eu"  
-  u ) " tn ; )6 ,

9 . ,
x t J

[u :0 ]
[décomposition de domaine et
àvec le lemme 2.8.1]

: (B(+oo) -  0@"),e o 0(u" -

l j

lr

A
avec 0 bornée.

e--)0
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Ceci permet d'avoir 
f f

l imsup I  iW@"))S I  iU-Au)
€-+O - 

J- Ju

On voit aussi que lorsque c,'r: f) on a avec €lte- u € f/ô(O)

, .  . \
(v  o  g@" -  

i l ,  ) "4( ru"  
-  u) ' ,n t )6 .  :0

z t t

l, iwt,,))t I,iff-Au)
i i) On pose j(f) : lB-t (r)1r.. pour t e (0Ç?),0(+oo))- et

satisfait les-condi1i,o"r d" poinb i) et on aura via le lemme 2.8.1

rimsup I W"V < [ WoV
e-JO J_  Ju

donc

donc

j (É(+*))  :  oo.  Alors j

; r  (ar)  fa ib le
ue

D'autre part le théorème 2.8.1

d'où on déduit

0(",)

permet d'avoir
e-+0

U

-AuLP  (O)  f o r t

e-+0

p . p .  Q -Au

et avec 0-1 continue et ar C [u : 0]
e-+0

P.p. (,
ue Ug

€-+0

et la coincidence de la limite faible dans Lo (')(p >1) avec la limite Ponctuelle donne

trP (c.,) fort
ue uO

e-lO

u :uo .
La semicontinuité inférieure de la norme I o l;r1r1 dans la topologie faible assure

f f
l i rqinf 

J, l", lo 
2 J.l"oln

ce qui confronté avec I'estimation antérieure sur u€ donne

$l lu' lo -- 
J,l"ol '

Il reste a observer que la .ot.r"r!Ërr"e faible et en norme dans I'espace uniformément

convexe t'p(u) implique convergence forte donc

i i i ) L ' es t ima t i on |p_ ' | o ( j comb inéeavec lepo in t i ) e t l e l emme2 .Sdonne

t t,"to s I i{o{,"1) s I itn( oo
J -  J u  J u

On obtient comme aripoittt iiilu, cott.'ergence ponctuelle de u" vers u0 lorsque e

tend vers 0.
En appliquant le lemme 2'3'2 onobtient le résultat' A

Remarque 2.LO.7
Dans l,énoncé d,u théorème 2.10.7 0n entend,par [. j f f  

- A") l ' intégrale d" ju -

A") Iorsque i$ - 
\ l  e Lt(,) ,e^t .*æ si non'

Au point ll) t,nvùthèàe' l0-t1i ,onueæe est réalisée pdr ene.nrple lorsque l7l est

conc(Ne respectiueh;;i'i;;; (-L, Oi et [0, +oo) car d'ans ce cas lp-t l sera conuene et

d.'autant plus lP-tln .
La d,émonstration du théorème 2.10.8 reste aalable lorsque B(R') : 1R', en ce cas

on (r [u - 0] - o et l'on trouaille auec lo fonction conuete j définie szr IR' telle que

;t"rf ,'L'r,l' oo,,, cu : o a
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Commentaires 2'10

2. lo .LComportement  de u"  quand uo € W2'æ([u:0] )

On reprend la  technique ut i l isée à la  sect ion 2 '5  où on remarquai t  que la  nature de u '  sur

le bord de e n'etrit-f", iÀpiique". l.i ô ett remplacé Par [u : o] 
"-l],"-t^contraintes 

sur ue

sont restreintes dans t" = oj .  L. ,"- lrqr"â:o.r indiquL qrà."t cbntraintes sont réalisables'

On travail le toujours en sept temPs : ,
1. On introduit les fonction, a'"pfr!* imation ,].  ou dans I 'esprit  de la théorie du potentiel '

fonctions barrières, j  iàia. a" r. fon.t iJniÈtri i tr" 9 . L"tfonctions barrières sont indépendantes

de e dans le  sous-domaine ar  CC [z :0]  '

2 .  Les fonct ions d 'approx imat ion ront  d"  c lasse wt ' * ( lu :0] )  e t  encadrent  u '  sur  le

Uora â1" I0] et ue uniiormément dans [u : 0] '

3. Puisqu'on ctnnaît le comport"t"nt de eu" lorsque e tend vers 0 '  notamment que

€I'e tend uniforre."nt u"r, 0 , i .^;- i ;  :  O] .,  
àn voit que Auf tend vers 0 lorsque e

tend vers 0 . Ceci est possible aussi parce que la construction des'fonctions d'approximation

ut i l ise d,une façon l inéai re la  seule qr ln t i té  àépendant  de e qui  est  la  norme lue l r - ( [u=o]) '

une constante.
4. Comme B est localement coercive on peut établir des comparaisons qui vont servir

de support au principe du maximu-. 
- i" 

f . i t  qu9. B est coercive sur tout compact de IR' est

essentiel pou,, rr inià. i i f"r inégali tés ù; ;  , i f f i r . . t  nt petit  mais str ictement posit i f '

5 .  Lep r i nc i pedumax imu- t r ' " p i l i q repo .u r . e  pe t i t e t àna  u ! ) - u ' 2u " -  P ' p ' [ " - 0 ]  :

6. Comme les fonction, b.rr ièrlr-roni indépendantes de e dans c'r et el les encadrent

uni formément  u6,  on obt ient  que lu"  -  ro l  (  d-pour .  e  pet i t '

7. l l  reste à faire tendre ô u.rr- O * q,i  force la convergence uniforme de u' V€IS us

dans c,,r lorsque e tend vers 0 '

cette t. .nniqr"-"*ig" un" régularité de ze. comparable à cel le o: u" pour obtenir la

convergenc" unifor,,. .".  l l  sJrait intére'ssant de voir si on peut diminuer la régularité sur us pour

préserver un ,erutirï;.;;;;6l;. c'";l;;ùj'r au théorËme 2'Lo'2' a

2.l0.2Comportement de u" sans contrainte sur us

Dans les domaines a., oir us € L*(u) on.montre que- lu." - uslr-1';  reste bornée

pour  € pet i t .  On ut i l ise la  même t "Àt iqrà,  !  eu" leu" t  modi f icat ions près '  sans about i r  à  la

convergence uniforme. ce résurtrt 
"rt-rur..pi ibr" 'd'ràériorations 

(voir le théorème 2'10'7)'

On peut élaborer une version de ce type pour tous les résultats basés sur cette technique

du principe du maximum actif  lo"q'" t" p"àtËtre est petit '  A

2 . l 0 .SCompor temen tde+quanduee 'W2 'æ( [ t : 0 ] ) ) t t
Le domaine qui sert de suppori pour les comparaisons recule à I ' intérieur de [u - 0]

pour rendr" porriù|" ' l 'action au tngbiam'e2.!0.2. Ensli te les mêmes étapes avec un calcul plus

l a b o r i g u x .  

l u l s  I  c r L L r v r r  q u  s ' l v v r  
a

2.1o.4Amélioration de la convergence de u" quand uq € W2'æ([t :  O]) ) t t

Sous l 'hypothèse de régularité ;0 e W2'* ) ut on arrive à améliorer la convergence

locafement uniform" du théorè'me 2.10.1 en convergencelocale dans Wz'p([ '  :  0]) faible tt î

au lemme 2.5.2.

2.10.5Le cas part icul ier oir f  est constante

Dans le cas où f est une constante, on Peut caractériser très bien le comportement

de u, avec la technique du principe du maximum en présence de petit  paramètre e (voir les

théorèmes 2.10.lt . i0.+1. f . i ; .  
" 

; ; ; ; .é j  hiet.tchiser les étapes vu la simplicité du cas'

Si T 2 gG*) p.p'f) ,  alors u" tend uniformément vers *oo '

Si i  < B(-*) P P Q , alors u" tend uniformément vers -oo '

Si I  e iB[_ô,b(+-)), . làrs ,t ! ,e tend uniformément et ]ocalement vers uo :

7 - t @ o )  r ^ . . r ^ . , . -  \  t ' - i l o  . 1 , ,  ̂ r i n r i n p  d e  m a
Ôn donne auss i  une est imat ion uni forme pour  ue tou jours à I 'a ide du pr inc ipe de maxt-

mum.

t26
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2.10.6Comportement de u" sans contrainte sur us

On obt ient  que Vc. . r  CC uo Clu:0]  te ls  Que us :  P- t  ( / )  e  L*( 'o)

lue l1- 1c.,; luol l -1. , ;

o n a

et  VqZ1

e--+0

Lq(@) fort
us ----------------------7 *v '

l l  n,y a pas de contrainte sur us ,.  t l  id-utativité 
d'une fonction croissante, continue

et  impai re avec la  norme lo  l -  est  J t i le  ic i .  On remarque auss i ,que la^nature bornée de 0

n,intervient pas dans ra démonii iat ion ce qui permet un" version (théorème 2-3.4) de ce théorème

lorsque B est non bornée 
- r-- r A

2.L}.TComportement de u" '  fJne autre approche

on uti l ise des mult ipl ications du type ai@") oùr J est rne fonction convexe posit ive

arbitraire ayant le sous-diffàrentiel l ipschitzien. Ôà.t" on connaît le comportement de eu' et

B est bornée, o. 
"uiù^, 

Jes estimàtionr à" la forme limsup"--o [,i(P(""D <-l.jU - !"),
pou r tou tdoma ine  c , ;CO dec lasse  ueCr ' r .  Lo rsque  uC lu -0 ]  '  uo :g - r ( / )  €L * ( ' )

et lp-r lo S j pour.r i" fon.t ion.convexe i,  on est en_ t"tui" de âonner une estimation sur

u"  dans Lo(r ) .  l l  y  a  une cer tatn"  t i l i " t i "n  ent r "  ce résul ta t ,  les théorèmes 1 '4 '9  et  2 '3 '5 '  le

;;";',1 ;" 1B":tit1s11 et les espaces.de Orlicz [Adams]'
Ce résul ta t  ôonf i rme la  tendance de u"  V€rs u6 dans [u :0]  lorsque e tend vers 0 '

A
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perturbatior; i l ; ; ; ; ; ; ; i  i iôr iqùé"r. Évolut ion vera dee invariants.

2.11.1 Estination pànËiùelfe pour ;"-î  
"t  "otPott"*"ot 

d" 
"

z.LL Perturbations monotones tronquées. Évolution vers des invariants'

Préliminaires 2.11'
La base des hypothèses est toujours celle des préliminaires 2'7 '

On travaille avec B urre fonction de troncature :

On dit que la fonction B est tronquée si
(P(+*)  t )ca)o

g(t):  {  e 
' t ,A(--), ,6(+-) l  

te lc-,cal c1 constantes'

tÉ(--)  tSc-<o
Dans certaines situations on suppos era B inversible dans [c-, c-tr-] avec inverse con-

t i nu .  

r ' vo  Ù ruuuu  - - r r  - -  - -  
a

Problème 2. IL
On étudie le cas où B est une fonction de troncature'

6" ies"se deux invariants qui rappellent I'approche algébrique

formelle (voir le théorème 2.6'1)'

2.11.1.Estimation ponctuelle pour u" - Ï et comportement de u€

Théorème 2.11.1
Soit une ton.tionTbornée, croissante, continue, inversible dans la partie non constante avec

inverse continu, telle que B(0) : 0 .

On suppose B tronquée et B comme au théorème 2'7'1'

5i u, u. sont les solutions des problèmes

i ; "+A(u) >f  e Ln(e) (pà2) [eAu" LfJu) 
- f  € Lp(a) (p à2)

lu.Hl(o) \u"eHô(0)
alorsp 'p '  a  

c - (u" -1<c+

et I'on a, à une sous-suite Près,

128

Lq (r.r) fort

de l'identification
A

dans fl

sur ôO

ue Ug
e-+0

!,e
I""

pour tout domaine c.r c [u: 0] tel Qu€ us : B-t(f) € Lq(c"') '

0@
LP(O)  fo r t -Au

e-+0

Preuve :
L'équation eAu"l g@") - / permet les comparaisons

(u " - g + B (u " - t + g : r -o" { ; 

"1::I-?\ 

::"ï',"*-I"l? 
:î+\

_ , r : 0 { : " *
e  |  2 c -\ -

vu les propriétés d. 0, ,  .(*)
L" iritcipe du maxiÀ;* (voir théorèmer1'3'2) assure p'p' Q

c -1u r -1< ' *

Pour la dernière partie de la conclusion on observe que d'après le théorème 2'8'1

É(*æ) ---------- 9(cç ) - r3(c.r * f )

B  t r onquée  B  t r onquee

t  e l 1  G  æ) ,  Ê  ( * -  ) l  - 1p  1c -  ) ,  B  ( c1  ) l  )  f  3  I  ( *  * )=  9 ( c .u  )=É  ( c1  *  f  )
p  t r onquee

É( -æ)  :  p ( c  - )< - lÉ (c .u  +  f  )
p tronquée i,4lfi:"Ër?"_r

_â/: - - \  -  8/ r : \ )  i l - -1--- : -J- ' ;  Btc-* ! \

P  t r onquée  P  t r onquee

/ € tÉ (  -  æ ) ,  B (  *  æ \ l  -1B 1c- ) ,  É (c4 ) l  )  |  >-  I  ( -  æ )  = Ê(c -  )  =B (c -  *  f  )

B  t r onquee
" ' - à ' '

P t r onquée  B  t r onquee

[ " )o ]

Iu =o]

[ " (o l

[ " )o ]

Iu =o]

[ " (o l

( * )
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2.11.2 ConPortenent de u"- ?

d'où avec B-1 continue et u6 € Lq (u C [u : 0])
p . p '  @

u e

et, à une sous-suite Près'

0@

Remarque 2.11.1-
On obserue que I 'estimation c-

sibilité sur B d,ans lc-,,cal.

Z.LL.2ComPortement de u" - :

u
u€--

e

u
u e - -

e

où Auf, : 0 dans [u > 0]( resP. [u < 0])

Preuve :

cars i  Kc [u>0 ]

d'où

p 'p .  o
f -4"

€-+0

U O .
e-)0

e--+0

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue dans t'c (u) assure

Lq (@)  f o r t
u O .

e-)0
u e

Théorème 2.LL-2
Soit une ton.tion B bomée, croissante, continue, inversible dans la partie non constante avec

inverse continu, telle que É(0) : 0 :
On suppose B tronquée et B comme au théorème 2'7'l'

Soit u la solution du problème limite

/nu+F$)=reLn(a) (p>n)
\ueHà(a).

Si u" est la solution du problème pénalisé
f eAu" +9(u") > f  e Ln(Q) (P > n)

I u" . Hâ(a)
a lo rs  Vq)2

1 u, - ! 3 c+ est obtenue sans l'hypothèse d'inuer-

wf;[{[u>o]) tuiut.

e-+0

w'jj.([uco]) tuiut.

uf

Soit un domaine u CC [" > 0] et les fonctions 9t

d c lç, + 0l c lv, -- 1l cq lv, l0] cc [.q t o]'' 
i'eq"âtion eAu" + g@") 

; 
f n^1lâcrit comme

eA(u"- : ) : r -Au-g@").

D'après le théorème 2.7.1
W2,P(O)  fa ib le

€ue' 
e-+0

et avec les injections de Sobolev (p > 
") c'(o)

€ue- 
e-+0

d'où (au sens de la convergence des normes)
1fr.([z>ol)

ue
c-*0

A

€ Cf(O) ) 9, telles que

est un compact et 6: inf v u ),0 alors pour e
.ô

l ru ,  -  u l3  c

€'re - r r- -l et eu" ) " 
- 

Ia 
o,

assez petit on a sur K



2 Perturbations singulières
i . t t  ier turbat ionetnondtoneebornéee

[:il#ffi;ï;il iil;i;;;;i;; ;;;;q;é.", Évorution vera des invariants'iÀii"iuutione monotonee tronquées ' Evol
2.Lr .3 Û"-ànâfàg""  dee théorènes 2 '2 'L et  2 '2 '2

ô
u"2 

k
et u" tend uniformément vers *oo dans .K lorsque e tend vers 0 '

Ceci entraîîe ( P tronquée)
g@): B(+oo) dans [P2 l0l  cc [" > 0]

avec s suffi.samment Petit.
On a aussi

f  -  Au:  B(+oo)  dans [u  > 0]  '

Dans lasu i t eCdéno teunecons tan te i ndépendan tedee .
Nous avons avec e Petit

1) :  f  -Au-B@):o  dans[e2 lo ]eA(u '  
e /

et le lemme2.5.I assure

l'' ("" - :)1,", ",n,s
( r  /  u \ l  I  /  u \ l  I

Cl lçrA(" , -=) l  - .+ lvz(u. - - l l  )-  
L l ' -  \  -  e / l r a4 .o ! ' l ' - \  

-  
e / t Lq (a ) )

clv' ("" - i)1,",",
I  u lc l" '  

-  
i l ' rnl '

En uti l isant le théorème 2'11'1 o" u' 1"" 
- Slr"fnl ( C donc

|  (u.-g) l  <c.
l P t , .  

-  
e / rw2 ,s (a )

On aura, à une sous-suite près, (l'72'e (C|) réflexif)

/  u 1 LV2'e 1çl) faible +
p' (r' 

- 
;)---;;------+etud

et avec l4t :1] ) u
u W2,s(o , )  fa ib le  +

u , 6 - - - - - - - - - - 1 7 - - O
€ €-+O

En passant à la limite au sens des distributions quand e tend vers 0 dans l'équation

A(u ' -  1 )  :  o  dans  u ' r
\  -  € /

on t i re  Au[  :0  P.P.  ,  .

Comme w était arbitraire dans [u > 0] on aura

u" - ! 
w'?:([u>o]) r"ible 

"'+' 
€ e-ro'

avec Auf, :0 P.P. [u > 0] .

De la même manière on obtient
u w,';!{["<o]) toiut"

130

A
avec Auo = 0 P.P' [u < 0] .

uo
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;:Ï#ffi;i;ï; ;;;;;;;;Ë ii6nquc""' Évorution vera des invariants'
2.rL.3 ih-àn"iJgù. dee théorèmee 2'2'r  et  2 '2 '2 1 3 1

2.11-.3Un analogue des théorèmes 2'3't et 2'3'2

Théorème 2.11.3
soit une fonction B bornée, croissante, continue, avec B(0) : 0 .

On supPose B tronquée :
(0 {+* ;  tàc1  >o

g$):  {  . ' tB(-* ) ,É(+*) l  te  [c- ,c1]
IB(--)  t(c-(o'

0n considère les Problèmes
(eAu"+0(u, )  : Ie  LP(A)  (P22)

I u" . Hâ(a)
5i

/nu+F$)=t
\ueHÀ(a)  .

( r*  [u>0]
{ p-t(t) [u : o]
Ic-  [u<0]

6 1n(a)(p 2 2)

Hà(a)  )  uo:

alors

u0 € Hô(A) + l lu"-Ë-uolr l rn)<c
\  lB(u") - (f - Au)12 < cei si p lipschitzienne

et 
f lu"-Ë-uolosc ^L

uo e Hl(o)  nw2,q(Q) nL-(a)(a >2)+ {  lO{r" )  - ( f  -Au) lo {  ce i  s i  B l ipschi tz '

I lru" - ul*r,e 1n) S ce i

où C est une constante générique indépendante de e A

Preuve :
Soi t  e( t )  :  t \ lq-z
D ,ap rès le théo rème2 .7 . l o îa  € ,ue -u€ .C t (O)n / /01 (O)  v ia les in jec t i onsdeSobo lev

doncavec  roe  ao i ( ô fÂ I ; 1O ;  s i  q )2  nousau rons  ? (u " - "o - i )  €H j (o )  .

On observe que P.P' ç)

9@o+il : t -Au
et une soustraction des Problèmes

(  eAu"+g@):  T IeA(us+'JJ 
g@o+i) :  f  *eAus

| ," arj (o) t uo * i € /{ôl(CI)

suivie d'une multiplication par 9(u, - 
"o 

- 
T) e Ao1(O) donne

e(A(u " 
- uo - Yr), *{u" - 

"" 
- 

!))

u
(g@) -  0@o *  ; ) 'e(u '  

-  uo -

:
u. .

@-- ._ -+ t ( -Auo ,g (u" -uo- ; ) )

où

tr----- ((Au" - us - !,vtu" 
- uo - ill -

[on applique le théorème 1.2.2]

(cf)- ' lu,-uo-i l i

B---* (g@) - g@o * i)'e(u' 
- 

"o 
- 

I) 
:

[B croissante] 
- Qg@") - g@o+ :)1, lç@" -" - 

])t) <

u . ,- l lH t l
€ , "

> ltc/)- '  lu, - uo - i f , l .-Æ



t

2 . t l

2.LL.4

Perturbations singul ièreB
ierturbations -mondtones bornées
i ionàài"t".  Évolut ion vers des invariants'
Premier invariant t32

( r1) ' -o lg@)-g@o+:) l i

(g@) -  g@o+ : ) ,  e(u,  -  uo -
c

g est seulement croissante]

>E

lAuololu"-uo- i l i - '

[ | - - - *  ( -Auo,g(u"  -  uo -  !1 :

- (-Auo,' t tre - l tro - 
i l  

=

- 6âXi,j l"nr l." ]

Dans ces conditions l'égalité du départ

tr----* (-Auo,e(u" - 
"" 

- iD <

e(Au"-us-! ,vt""
+

@(u")  -  g@o * : ) ,ue -  ' t t ro  -

g------*t( -Auo,e(u" - 
"" 

- 
i)l

permet d'avoir

@-----* e(cf)-'lu" - uo - ïli * @ÊY-a l\tù - g@o + :)l; < *--fl

[via le théorème 1.2'1]

< oa( lv(u e-1t ro- : ) l '  ,e ' (u"-uo-  3))  + @e1t- t lP("" )  -  g@o+:) l ;  <

[selon la position de g par rapport à 2 ]

- | ulAuololu" - 
"o 

- ïlI-'
= 

\ t  lu" -  uo - i l rrËtnt n lal ."  luols6lo;

En combinant on obtient

1"" 
- 

"o 
- 

:1, = tî lAuolo

lo{,") 
- g@o* ill, < sâ 1au6l oç"0 cf1ï

l ' "  
- 'o -  

i l "* ,n,  
(  n lol""  oal  lzolnâtol

et à I'aide du théorème 1.3.1

l t r ,  -  u lwz ,s@\  I  Ce lA(eu.  -  u ) lc  :

-  celp@,) -  g@o +

le résultat.

P(us t ! )= f -Au
- ^ w - y \ * e ) l q :

< ricolAuoloç.,ocf1i

[.i É lipschitzienne de constante oB ]

fl'inégalité de Hôlder]

lavec q:  ) l

[on note laloo

+-----t_l_ll

u - .-)) >
c

['i

nlol*luolsglo; lr" - uo - i lr61n; .---E

u . .- uo - ; ) )

u ,- l # r l
^ ,
a

s i  q22

s \q -2

c elf
u . l- ) l
E t q

A
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2 .17  Per tu rba t ionsmonotones  Dorneea

Troncatulte. Évolut ion vera des invariants'

2.11.4 Premier invariant

2.1-L.4P r emier invariant

s i  on regarde les théorèmes 2.3.1,  2 .3.2,2.L! . ! ,2 .11.3 on vo i t  que l 'hypothèse:  Ies

problèmes

1 3 3

(u ,Suo*T  dans [u>0 ]

{  ,o :  p- t j )  dans [u :0]

I r .<uo* i  dans [z<0 ]

admettent une solution uo € I/d (f)) indépendante de e ' se retrouve sous

spécifiques dans chaque résultat cité'- 
Ut" continuation naturelle de tout ceci sera le

Théorème 2.1L.4
soit une fonction B bornée, croissante, continue, avec B(0) : 0 .

des formes

Soit u", u telles que

f  Au"  + g$") :  f  €  L ' (0)  (P 2 2)

I u" . Hâ(a)
Si les problèmes (e > 0)

(u"Suo* l  dans[u>0]
{ uo :  P-t()  dans [u :0]

I r "Suo* i  dans[u<0]

admettent une même solution u0 € HË(a) indépendante de e ' alors

I lu" -  uo - i lnl lny S C
u0 € Hà(a)  -  

t  gOtr" )  _É(uo+:)1,  <  Ceà s i  Bt ipschi rz ienne

I lu"-uo-i loSc
u0 € Hâ(a)nw2'c(Q) nL-(a)(q > 2) + 

t  iBir , l  -0(uo+:)1. S cei si  B t ips.

où C est une constante générique indépendante de e ' A

Preuve :
Soi t  9( t )  :  t l t lq-2 -

D'après Ie théorèm e 2.7 .l orl a €Ire - u € Ct (O) n f/J (O) via les injections de Sobolev

doncavec  
" . € / / j i ô )n^ f ; 1O1  

s i  q )2  nousau rons  p \u " - "o - ï )  € I fË ( f t ) '

En considérant les problèmes (au sens faible)

I  Aeu,+g@):  f  !eA(uo+:) .+ 
g@o+!) :  AuteAus+0@o+i)

t "l âr+'tàl-' t uo ï i € /4 (rt)
par soustraction on arrive à

eA(u" -  us -  
! )  + O@") -  0@o *î )  :  f  -  Au -  eAus -  Bç"o +i)

et une multiplication par 9(u" - 
"o 

- 
i) conduit à

E-r( A(u, -  
" ,  

-  
i ) ,e(u, 

-  
" t  

-  
| ) l

/  nu +ô(u) > r € LP(a) (p à 2)
IueHâ(0)  .

+
@(u") -  g@o.:!ç(@"

E ----+(/ - Au - g@o +i),v!,"
-r

-uo-  
| l l - - {
U  r t- uo - ; ) )

e(- Aus, P(u" -" t  -  
| l l * - {

tr---* (A(u" - us -!),r1"" - uo - ill -
Maintenant
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[en appliquant le théorème L.2'2]

(cf)- ' lu"-"r-: l i

@(u,)  -  g@o * : ) ,e (u"  -  uo - ! ) )  s

croissante et lipschitzienne d,e constante aP l

@e1r-a lp("")  -  g@o + :) l ;

(0@")- g@o *:),e(u" - 
",  

- 
i)) >

[si B est seulement croissante]

tr----- ff -,q,u - g@o * i),e(u" 
- "o 

- 
I) :

[décomposition de domaine selon le signe de u ]

: (B(+oo) -  g@o *: ) ,e(u" - , ro -  1)) t ,>ol

+

, t  -  P {uo) ,e (u " -uo-  } ) ) t ,=o ,
-r

( ,0(-* )  -  g@o * i ) ,e(u"  -uo -  1)) r ,<ot :

lon a uo:  g- t ( / )  dans [u  :  0 ]  l

: (B(+oo) -  g@' +l) 'v@"
u . .- uo - - ) ) t r >o l
c

[.i I

et tout ceci transforme l'égalité

(g(-*) - g@o +ii ,v@" - uo -|))t , .ot<

[onaparhypothèse É(-* )  f -g@) S,6(+-)  e t respect ivement  u"1us* i  dans [ "  >  0]

àt ,r,-> uo * t dans [u < 0] ]

.lll- l l

6------*r( A(u"-"r- i),e(u,
U  r t- uo - ; ) )

(g@") - g@o* 
:1, P(('" - uo -|l l*_--fl

:

@---+(/ -  Au- g@o*i),e(u"-""- i ))
+

e(-Aus,p(u, -r. - j))=-f l

en

@--' e(cf)-' 1," - "o -:l', <
[en utilisant 'e théorè*"] 

lll," ue - Ito - 
îl',e'(u" 

- us -ïll =

f-* 1 e(-Aus,,p(u, - us -i l l  * o : <--E

:  e(-Auorg(u" -  
""  

-  
lD
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Prenier invariant

| l l * (an1r-olol"") - g@o + 1)l'<
e t q

!)',,')'

l r l '  .
e ' l z  

-

['inégalité de HôIder]

si B est lipschitzienne.
En combinant

l  enlal*lrolg6loy lu" 
- uo- i l"r,",

1"" - ""-:1,*,n,
etrorsque B est t'"i;Ï:iïr,,. 

*:\",

S , , lo l . "  oal  luolaà(ol

S e(r lo l"") '  o; t  l "o l 'oâtnl

2 .

1 3 5

ou

@----- e(cî)-' 1,, - ," -:ll * t"ul'- ollt*") - g@o*i\',< *---f,

[à l 'aide du théorème I.2.L]

< c a( lVue -  r ro  - i f  ,P ' (u"  -  us -

tr----r 1 e(-Aus,p(u" - us -ill * o : <--Æ

: e(-Auo,p(u" - 
"" 

- 
il)

lorsque B est lipschitzienne.
On distingue plusieurs situations :

t. | "o 
e r/o'(çt) |

Poîr q : 2, les inégalités précédentes deviennent

,oolu, - us - i lor,n, 
< -e( D on,uo'i(u" - uo -

['inégalité de Hôlder]

l  enlal*luolsôrot lu" 
- uo- i lrr,",

ou 
eaelu, -  us - î1"*,n,  *  (oe;-r  lot ' ")  

-  g(uo +

< -  e (  D oo ,uo , i (u "  -  us  -  Y) , , ,1 )  <
i , i

uoeHô(CI )  nw2 'c (Q)
O n a

(-Auo,,P(u, -  
" ,  

-  
iD S

[t'inégalité de Hôlder]

S lAuolo 1," 
- uo - îloo-'

et les inégalités

, (Cf)- ' lu,  -  uo - : f r  1 e(-Aus,,e(u" -" .  -  
| ) )

et si B est lipschitzienne

e(cf)- '  1"" 
- ,o -: lo * 1ou;'- olg{,") - g@o *:) l ' ,1 e(-Aus,e(u' - 

"" 
- 

i))
permettent d'avoir

elcf)-'|," -,o - îll =' lAuolol," -,0 - iloo-'
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2 . l l  Per tu rba t ionamonotonea Dorneea

Troncature. Évolut ion vera des invariants '

2.11.5 Deuxième invariant

€(cf)- '  1,. 
- ,,  -: lo * 1ou;'- ol1t,) - g@o- ï l l l  l  elAusl ' |" - 'o -ï loo-'

d'où en combinant 

lu" 
- uo -: lrs cîrAuoro

et lorsque B est liPschitzienne

lot"") - g@o* il l, s ei@Pcî)F
ce qui complète le résultat'

2.1 L.5Deuxième invariant
Si on regarde les théorèmes 2.3.1, 2.3.2, 2.LI.2, 2.1t.3, on voit que

base:  f ,  e  t 'oç1"  l0 ] )  e t  le  Problème
(  

"o>0  
dans  [ u  >  0 ]

f lJ (CI)  nWz'o(Q) t  
"o  {  uo:  g- t f f )  dans [u  :0 ]

[  ,o  .0  dans [u  < 0]

I'hypothèse de

admet une solutiorr us € /tôl(çt) avec q ) 2 , se retrouve sous des formes spécifrques dans

chaque résultat cite.
Une continuation naturelle de tout ceci sera le

Théorème 2.11.5
Soit une fonction B bornée, croissante, continue avec B(0) : 0 '

On suppose que

P{>(É(+*) -B(t)) t  v t>o

Pt >(É(--)-B(t)) t  v t<0.
Soient les Problèmes

f Aeu"+É(u") :  f  € LP(A) (P > n)

\ u" e Hô(a)

!nu+gO)>reLo(o) (p>n)
\ueH[(a) .

Si I e Lo([u I 0]) et le Problème
(uo>0 dans [u>0 ]

Hâ(A) n W2'c(Q) n L-(a) = uo {  us:  B-L(Î)  dans [u 
:  

9]
tuoS0 dans [u<0 ]

admetuneso lu t ion ,a lo rs  
I  u l  _n
lu ' -  

uo -  
â lo s  t

lu"-uo-t l  <c
|  €  lH l (a )

|  ̂ '  \ ^/ + 9tl < ,iC ( si É lipschitzienne)
lP(u")  

-  9(uo e,  tq  -

pour diverses constantes C indépendantes de e

Preuve :
On note d'abord que d'après les injections de Sobolev et le théorème 2.7.t on a

u , rUlri,niCrl n Cf iO)- dorr" l"t ensemblei [, > 0], [" < 0] sont des ouverts donc la

condition f, e t'oç1" I 0]) est bien posée'

D,après le théorèm e 2.7 .L orL a eu,e - u €. Ct (O) n I/J (O) yia l.es injections de Sobolev

et avec 
"i 

e Hâ(0) n I-(çt) nous aurons 9(u, - us - !) e ro'io) '

Une soustraction des Problèmes

3 6

A

A

I eAu" + 0@,) : I
\ r" e f4(0)

I eA(us + ï) + g(uo + e) : Au * eAus * 0@o

l "o+:€14(CI)
+:)
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conduit à
I  eA(u" -us- ! )+  g@,) -g@o+ Ë)  :  T  -  Au-  0( "o  + : )  -  eAu6

\ , r , -uo- i€ f4(CI )
et une multiplication par 9(u" - 

"o 
- 

i) donne

e(A(u, - us - 
!),rt"" 

- 
"" 

- 
i))

-r

@("") - 9@o + ! ) , r (u,-  
"o 

-  i ) )

ff - ,q,u - g@o * i),e(u" 
- uo -

T'

l rr

e(- Aus, 9(u, - ! - 
"o)) 

<----[]

On va estimer chaque terme de cette égalité :

tr-----* (A(u" - us - !),*t"" 
- uo - lll =

[intégration par Parties]

:  (  t  ar j (u" -uo - ! ) , , {u,  -us-T), , ,p ' (u"-  us -  
i i l  =

[en appliquant le théorème l-2.2]

(cf)- ' lu"-uo-i l i

[on a 9(t)
oP l

: tltlo-2 croissante et lorsque

tr-----* (0@") - 0@o + U ,  ,  U '

| ) ,p (u , -us- . ) )  >
-g 

""t 
croissante et lipschitzienne de constante

(c,e1t- t  19t"")  -  g@o + :) l ;

f f  -  ,q ,  -  g@o +:) ,P(u"  -  
"o 

-  
I ) )  :

[décomposition de domaine selon le signe de u et décomposition fonctionnelle de

on a resp""tit"*"r,i- i - e": B(+;) dans [" > 0] , T - Au : f dans lu

f  -  Au :p( -o" )  dans  [u  <  0 ]  l
: (B(+oo)  -  g@o*  

: ) ,  ? (u ,  - ro  -  1 ; ;1 , t01

-r

U - g@o),e@" - us))1,,=01

(É(-*)  -  g@o * i ) ,e(u"  -uo -  I ) ) r ,<ot :

[on a g@o): 
"f 

p.P. [u : 0] .et re^spectivement uo à 0 p'p' [u ) 0] '  us < 0 p'p' [" < 0]

àorr" liitr',ràitiorr =*,", dans l" * 0l a un sens]

:e((g(+oo ) - 9@o+ |l)t, ,  . i l f te,e(u" - uo - 
|))t, 'ot

+

e((É(-*) - g@o+ i)X,, +îl; fr^,e(u" - us - 
|))r,.ot<

[f inégalité de Hôlder]
I

Se l(É(+"o ) - g@o+ |)X,o .?# r^1r,,,,,0,, lu" 
- uo- :l:";,ro

f  -Au:
-01 e t
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2.11.5 Deuxièrne invariant 1 3 8

,lrr--l - g(uo+ |)x,, -:ri^1,",,,.o,, lu" - uo -

[l'inégalité de Hôlder]

3eltot*-y - Q@o+ |))(,, * î)lr*,r,ro, I i ^lr"rr,ro, l '" -

+

, ltot--) - g(uo+ |))t," * î)lr-,r,.qr I i ^lr"rr,.o, 1," - ," - ill,i,.r, =

[on a us > 0 p.p. [, > 0], us ( 0 p.p' [' < 0],, + e Lq(lul 0]) et d'après le comportement

asymprot iquede B aurourde too i lv ient  P{ >(0(+-)  -P(t)) tV ,  > O, Pr > ( ,0(-*)-

ylo- '
e l ;e ( [uco ] )  

-

uf - r
uo - 

Z lr,s(t,>ol)

p(t)) t  v ,  < 0l

€(l l{ l  + lÉil) l* lr"rr,+01; l '" - uo -: l i ; i l)

(-Auo,e(u" - 
"t 

- 
iD S

['inégalité de Hôlder]

lAuololu"-"o-ï l I - '

tr------* (-Auo,e(u" - 
"o 

- 
TD 

:

[ o r sque  e :2 ]  , .
-  ( - A u o r l t r e  - ' t t r o  -  

; ) :

[intégration par Parties]

:  (  t  a i j uoc  j (u "  -  uo  -  ! ) , , , - 1 )  S
i , j

[on applique I'inégalité de Hôlder en notant lolo. : "]1" l",-l- ]

< nlolo" lzols6loy lu" 
-  uo- i l r r ," ,

Dans ces conditions, I'identité

e(A(u, -  us -  
! ) ,*{" , -  " .  

-  
} l l

f

@(u,) -  o@o * i ) ,e(u" 
-("0 + :)))

:

(f - tu - gfuo* 
:), e(u, - "" 

- 
i)l

ï

e(-Aus,ç(u"- i -""))

permet
1 .

s

selon les situations :d'avoir

@
,oolu,  -  uo

s,ulitl + lÉi', 111,,,,,*r,

+
ô(o)

uO-

uf- 7t,

1",-
(oB)-' lotù - g@o+ 1)l '  <

e t 2

lu" 
- uo

ilr* enlal*lzolaôror _vl
e la31oy -



Perturbations singul ières
2 .71  Per tu rba t ions-mono

ingulièreB
on6tonee bornées

invariante.Troncature. Évolut ion vere des

2.11.5 Deuxiène invariant

['inégalité de Poincaré]
f  t r t

=' 
t(10,+| 

+ lP'-l) | i l,,u,*o,
d'où en combinant

lu" - uo - 11.,,,^, s (lBIl +
I  e  rHâ(o)

^+  l ^ * - ^ . , o  R  ac t  l i - " nh i t z i enne
ç Ù  l ' u r ù Y u u  ^ /  v e Ù  r r y s v " '

CpaÀ' + nrrÂL l"l- l"olnâ(cr) : oÂ'Co

Cp In lo l " "  l r r l r6 ,n l )

€(cî)-' 1,, - ," -:ll * t"ul'- o lg{'") - g@o* ill ' =

s'{ttolr + rp,-r) 1i1,",,,*r,* lAuelo} 1"" - 'o -îloo-'

I  u l

luu- 'o  
-  

r loàrn l

rp,-l) 111,,,,"*r,

lo{",) 
- g@o +

î\', = e.,l alt cs

2.@

d'où en combinant

| ,-yl<cî{, 'r lt+lpit) l: l  . *lAu6l,}:c,
l u ' - u '  e t 8  t  l ' u l pqu fo1 )  

'  " ' v J  no ta t i on

et lorsque B est l ipschi tz ienne 
u. l  _  , ,o)Cr) i

lÉ(" ' )  
-  0@o +;) lo = 'n(

ce qui complète Ie résultat 
" A

Commentaires 2.1-1

2.11.1Tfoncature. Estimation ponctuelle

C,est |e début de l 'étude du problème pénalisé avec B tronquée.

Dans ce cas on obtient que ue - [  
"t t  

uniformément bornée' On montre via le théorème

de convergence dominée de Lebesgue et 're comportement de la perturbation monotone, qu' i l  y

a convergence forte (à une sous-suite pr.t) dtnt ' les espaces 1't(w C [u:0]) avec q 2 1 '  A

2.11.2Tboncature. Comportement de u" - 
|

On obtient la convergence locale de u"- |  respectivement dans les espaces W,'z. ' ; '  ( [u > O]1

et Wr2;!([,  < 0]) .  La technique exposée p"rt l t  de localiser les points l imite seulement par la

cond i t i on  Au1-  0  .

2.11.3T[oncature. IJn analogue des théorèmes 2.3.1 et 2.3.2

En imposant la condit ion uo e Hà(fl) ,  on montre que ue - 
i  

- uo est bornée dans

H.t(O) et on arrive à contrôler la vitesse de convergence de g@.") dans 'L2(O) ft :  q1, '  , '1
serait intéressant de savoir, 

"n 
," ,"ppotitni . ,  théoième 2.2.1ei les commentaires 2'2' si i l  n'y

a pas de.onu"rg"i-.;oit" J;* ti lol o"tt u" - i..La 
condition zs € W''o(Q) transpose

les convergences dans .L2(O) 
"n.onu"rg"n.", 

dans iq(O) (voir,en,ce sens le théorème 2'3'2 oùr

b-; ;#ù;;;é"i: f.i"àr,iiqr" util iJe"est basée sur la Éeinoa. de monotonie oùr le théorème

L.2.2 estindisPensable. 
A

2.L1^,APremier invariant

si on regarde l 'hypothèse de base de ce théorème, que les problèmes (e > 0)

(u"3uo* i  [ ">0]
{ ,o : P-'G) [u - o]

[ " "Suo* i  [ "<0]
admettent une solution, on voit qu;el le se retrouve sous des formes spéci{ iques dans chaque

résultat cité.
La démonstration est une extension de la preuve du théorème 2'11'3' A



2 Perturbations singul ière-s
2 . l l  Per tu rba t ionsmonotonea Dorneea

Troncature. Évolut ion vera des invariants'

2.11.5 Deuxièrne invariant

2.11.5Deuxième invariant
Des condi t ions par t icu l ièrement  contra ignantes sur  

"  
( i  

=Lc( lu  I  
0 ] )  )  mais  nature l les

si on regarde l ' identif ication formelle selon le théorème 2'6'1 où I jo.u" un rôle de structure'

On voit que l 'hypothèse de base se retrouve sous des formËs diverses dans les théorèmes

cités.
La démonstration est un mixage de la méthode de monotonie et le princiPe q.e T?*jt: '
Les résultats consécutifs aux a*"inu.i iants rappellent I ' identif ication formelle (théorème

2 . 6 . 1 ) .  

t  L v r r è ç ! u ! '  
a

On peut confronter les résultats de cette section avec le théorème 2.9'4,les commentaires

2.9 et l ' identif icati ." i .rr"f ie (théorèm e2.6.Let commentaires 2'6) '  Si le nombre de coeff icients

non nuls dans le développement asymptotique de B autour de *oo diminue' alors I 'exponent

,y qui dir ige la vitesse dà'converg"n." 'â"-t""-, i .n, ,o(0) , augmente' C'est la tendance de

tous les résurtats concernant €11e -".-r..  Àeil leur résultaù est obienu lorsque B est tronquée

donc tous les coeff icients d'ordre supérieur à 1 sont nuls dans le développement asymPtotique

de 0 autour  de too ,  dans ce cas ; ;  t  I  i  (a ' tp tes le  théorème 2 '11 '1) '  A

140



2 Perturbatione singulières
i,lz iàii"iuàii"ns monËtones non bornées mixtee
2.rz.r Comportemenr-d;--;;:--EiietencË-ài î.ïàiie de Ia solution du problèrne l inite

z.LZ Perturbations monotones non bornées mixtes

2.Là.lComPortement de €ue

Ex i s tencee tun i c i t éde laso lu t i ondup rob lème l im i t e
Préliminaires 2.12
La fonction g : IR' --+ (0(--) '+oo) ou B,:,

-@ , g(+oo) < oo sera croissante et conttnue' telle

t yp"i'nÈr"s supplémentaires voir les préliminaires 2.7 .

lR ' - -+ (-- , ,6(+-))  avec.B(-oo).>
que B(0) : Q ' Sur des éventuelles

A

alors

oùu

Problème 2. t2
l" *ett* problématique que dans le cas où B est bornée'

Théorème 2.L2.I
Soit B croissante et continue telle que É.(0) :0, B(+oo) 

- too, ,6(--) > -oo

5i u" est la solution du problème pénalisé

f  eAu"+ É(u")  :  f  € Lp(Q)(P 2 2)

I u" . Hâ(a)

W2,r(e) faible
6Ut

est la solution du Problème limite
e-)0

f -Au20(-* )
f  -  Au :0( -oo)
u(0
u € W2,p(e) n Hô(A) .

dans [u - 0]
dans [u < 0]
dans Q

Preuve :
Tout d,abord le problème pénalisé admet une solution unique grâce.au théorème L'4'L'

On a les estimations spécifiqrr* aux perturbations monotbnes (voir théorème 1'2'4)

lg@)lo< l / lo ,  lAeuulo<2j lo
d'où la deuxième estimation assure via le théorème 1.3.1

leu" lys, ,o1s,  S 2C e l Ï  w

et avec W''o(Q) réflexif on aura' à une sous-suite près,

W2'P (O)  f a i b l e
€ue

e-+0

La première estimation entraîne avec la réflexivité de ,p(0) , à une sous-suite près,

0@
Comme Ie convexe

LP  (Q)  f a i b l e

I{ : {g € fe(O) : s e [É(--),oo[ p'p' dans Cl]

est fermé dans trp(Q) réflexif donc aussi faiblement fermé, on aura w € K

Dtautre Part, Ia convergence
W2'P(e)  fa ib le

e -)0

€ue

implique via les injections de Sobolev

€ue

et encore
€ U e

e-+0

LP(Q)  fo r t

e+0

p . p .  o

0@

e-+O

p.p.  [ r<o]
É est continue

e-4O
É ( - - )



2 Perturbations aingul ières
'r11., iffiiii:*tt;.:':î':i""rïîi"li;Ën:i ili:ii. de ra eorurion du probrème rirnite

142

En combinant avec la convergence faible

0@")
p.p.  [ r<o]

É ( - - )
e-+0

LP ( [u(01) fa ib le

€-+O0@")

et Ia coïncidence de

[ r<o]
En Passant à Ia limite au

tend vers 0, on obtient

et après une simPlification

le principe du maximum
u1) u2 P.P. dans f)

l a l im i t e fa i b l eavec la l im i t eponc tue l l emèneàu : ' 6 ( - - ) dans

sens des distributions dans le problème pénalisé lorsque e

(  T-Au:w20?æ)
1t-Au:,6(--)
l u e wz,n(Q) n r/ot (ft) .

Nousmon t ronsque  u (0 '

Si on .,rppor" O.r" ltr; 0]l > 0 alors ur.9 g continue, 0(+-) : *oo et €ttre

convergeant porr"tri"lËÀ"rrï,0"r. ,' f.r.q"" 1.tend 
vers 0 , il vient que lB(u")lp converge

ponctuellement "";;-l;- 
dut, [, t of . - D'autre part, les estimations spécifiques aux

'perturbations 
monotones (voir théorème L'2'4) assurent

lg@")lo s vlo
et via le lemme de Fatou

f
*oo :  /  t imiFf  lB(u") lPd,  S

J1r>ol €-+u

absurde.
Finalement u est solution du problème

(  f  -  Au  2É( - - )  dans  [u  :0 ]

| ? - Au : Bi--) dans [u < ol

1 rS0 dansf , )
lueW2,p(0)  n f4(O)

et on vérifie que ce problème admet une solution unique'

Pour cela, .ol,tt 't)r, 1)2 solutions du problème en question' On a

(  r _Au1  : , 6 (_ - )  a  r _A , ">B t_c r )p .pn  1 f  _Au2  dans [u1  (0 ]

I 
' 

) or^ sur ô[t-'1 < 0]
)  r t : 02 -  .  

- - -= -2uz
\  uzSo P'P '  o

dans [u : 0]
dans [u ( 0]

( Aur 2 Auz dans [u1 ( 0]

t r ,> , ,  surâ [u1 <0]  ,

donne u1 ) u2 p.p. [r, < 0] d'où, en prolongeant u1 par 0 '

/ 
t,*i 'r lp@,)led.r s lrvvar 

( *oo

É"h.tg".ttt le rôle de u1, u2 il vient u2 ) u1 d'où le résultat'

Par symétrie, on établit d'une manière tout à fait analogue le résultat suivant :

Remarque 2.L2.1

Soit 0 croissante et continue telle que BQ):0, 0(*oo) < +oo, ,6(--) = -oo

Si u" est lo solution du problème pénalisé

I  eAu, + g@,) : f  e'P(f)XP > 2)

l r ' .  f4(o)

W2,P (e) Iaible
€ U e

olors

€-+0
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2.12.2

Perturbatione singulièree
iéiiùiu.tione mon6tones non bornées nixtes'sii-r"-"oiotion 

du problème. l imite
143ëôr"pôité^éot de la b"t.o.b"ti:t *o"o.9oo"

où u est solution d,u problèrne lirnite

f - Au S 0(+o")
f  -  Au:  B(+oo)
220
u eW2,p(O) n I /ô1(O)

d,ans lu:  0 l
dans lu > 0l
sur f,)

A

2.L2.ZComPortement de la

Théorème 2.L2.2

alors

e t  V  q>2

et on a les estimations

perturbation monotone

Soit B croissante et continue telle que

Soit le problème Pénalisé
f  Aeu, + É(u")
I u" . Hâ(a) .

Si u est la solution du problème limite

,6(0) :0,  B(+oo) 
-  *oo,

: f€LP(Q)  (P>n)

0?*) > -oo

s i  t>0
s i  t :0
s i  t<0{ft,!g''.*'/ r -nu€0(u)

\uewz 'o(Q)nHà(A)
avec i$) :

LP(O) fod Au
e-+0

Lq(O) fott -  Au)-0@" ) e-)0

lB(u"-)1.<l(r-Au)-lo
1,6(u" ) lo< l f -Au lo

l f  -Au lo< l f lo '

Preuve :
En ce qui concerne les estimations

lg@") lo 3 l f  -  A" lp

lT _ A"lo <vl,
et la convergence

LP (O) fort

A

0@

0@
et encore

0@")-

-Au ( * )
€-+O

elles s'obtiennent avec q- p exactement de la même façon que dans la démonstration du

théorème 2.8.1 où lùyp'othËse B bot""" ne servait (vot aussi la remarQue,2'82 t"t:nl:

q: p) qrr" po,r, oui"r,i, :y, 
- u € Cl.(O) "t "." i'|"i' 

qu'ici 
lf".ll]] 

:.,0. 
""1 

o ) rz donc

iu" -'u'€tir2,p(o) n Cl(0) yia r9q.i1jeg!ii,'. g",l:b,91î:tl:'l:"ÏÏT-?;t';t;
3I*'rtiiY;:jr\"ti-; ':-aifii,;(ij : It,lo (q 2 2), t-: *""{ 1t3}
si dans la démonstration du même théorème 2.8.1 on travaille avec j(t) : 

I I t- lq '

alors on obtient

lg@,)1,<ltr-A")-lo
en remarquant que P- : P A0 est bornée et l[u.> 0]1.- 0 '

La convergence (*) implique, à une sous-suite près'
p .p .  o Au

puisque la fonction t -+ t- est continue'

p . p '  Q - Au)-



2
2 . t 2

2 . t 2 . 2

Perturbatione singulières
iàitoru"tions mon6tones non bornées mixtee
Sur la solution du Problène linite
Conportenent de la 

-perturbation 
nonotone

Maintenant on observe que P'P' O

lg@)- |  s lÉ(--) l
et on peut appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue dans 'c(o) pour

avoir

0@
Lq (Q)  f o r t -  A" ) -

€-+0

et il reste de remarquer que g@") : g@")- cat B est croissante avec É(0) : 0 '

Remarque 2.L2.2
En écriuani Â(*" - u) : f - A" - g@") , le théorème 1.3.1 permet d'auoir

théorème 2.12.1

44

l ru" -  ul ,svz,e(a) l  C elA(eu" - 
") lp 

- C elf  - '+" -  0("") lo

c,est_à_dir"  
*2,e(e\ lort

E'.lle---------------- u

donc on a amélioré le résultat du théorème 2'12'1'

Commentaires 2.1-2

2.L2.LComportement de eu"

Existence et unicité de la solution du problème limite

e->O

A

Ce théorème est I 'analogue des théorèmes 2'2' l  et 2'7 'L'

On uti l ise une méthode de compacité au sens de [Lions[2]] basée sur des estimations a

priori et la ré{lexivit i  a"t espaces impliqués' A

2.L2.ZComportement de la perturbation monotone

L'analogue des théorèmes 2 '2 .2 et  2 '8 '1 '
on obtient t.-.onu.rg.nce dans ,p(o) de B@). vers / - Au et,.ce qui rappelle le.cas

B bornée,  l .  .onu"rg"n i "  a in t  ,o(ç2)  de 'B@;.)  vèrs ( /  -  eù. . .  Au n iveau des est imat ions

;"; l : , î-^; l ;< Tflo ce qui. p"i. ' . t  du'dàvËtâpper lès considérations sur la consistance de

[u : 0] commé au cas B non borné'
En s'appuyant sur ces deux résultats, on peut élaborer un analogue de chaque résultat

^u., B borne. r i  l ;hypottèse " B bornée" n'est 'pas essentiel le. Par exemple, la technique du

fr inc ipe de maximur Ln prér"nce de pet i t  paramètre s 'appl iq .ue.caron n 'u t i l ise que I 'hypothèse

de coercivité locale sur 
'B 

, même p.t d"t condit ions 
'sur 

le bord pour LLe '  Voir aussi les

commenta i res 2.10.  A



2 Perturbatione singulières
i.ts Perturbations nonotonee -

Déformations régulières de la solution du Droblème
Défoinatione

de Dir ichlet
continues

2.13.1 si;Ëiîiiè par rËpport au paramètre

2.L3 Déformations régulières de la solution du problème de Dirichlet

Prél iminaires 2.13
La fonctio"'â;;supposée croissante et continue tel le que B(0) :0'

théorème cité sur le comportement de Lt e suscite des hypothèses spécifiques sur

aussi les préliminaires 2.7)'

Problème 2.13
On met 

"r 
atiâ"rr"e le théorème de Dirichlet comme un problème limite'

2 . I ' 3 .1S tab i l i t épa r rappor tauparamèt re .Dé fo rma t ionscon t i nues
Théorème 2.1'3.1
Soit une fonction É e Cl(n) croissante' avec B(0) - 0 '

Soit u" la solution du problème pénalisé

f  eAu" +É(u")  -  f  € Ln(a)(P > n)

\  u '  .  Hâ(0) .

Alors les aPPlications
(0, -) > t J5 u" € w2'P(Q) fort

(0,*)  > tJ5€u€ € W2'e(Q) for t

sont continues.

Preuve :

145

-  urolrryz,nl1) 3

) 0 ,  u " - ' t [ , e o

pyz'r (O) faible

Chaque
B (voir

A

A

réflexif donc

A

A(u" - u"o):ti - iu + LP(u""1 -!oo"l

Le théorème 1.3.1 assure 
,")l Slu" - u"olszz,n(o) sc" l t f  

-  
t i , t  + LP@""1- t ;ot '  

l r ,o(o)

sc^(:- i l  l / l r ."ro) * ce| lÉt ' .") lr ,o(o) * coLw@) lr"tol

avec Cn indéPendante de e
Mais les estimations spécifiques aux perturbations monotones (voir théorème L'2'4)

So i t  eo )O f i xé '
Les équations €6AuEo

soustractlon

donnent

donc

et

lu"

En faisant tendre 6 vers €6

on aura, à une sous-suite Près,

*g@" , ) : fe teAu"*g@") - /pe rmet ten td 'éc r i reaprès

lg@")lo s l / lo

tP (O) faible

0@

2CA, . ,-  l l l p
L

reste bornée dans W2'P(Q)

et encore

Ue -  ueo

u e  -  u e o

€-+€O

c'(o)
€ --i€9

avec les injections de Sobolev'
Le lemme 1.4.2 (point 6) assure u : g(u"o.+').

Le passage à Ia ii*it" au sens À"r airltiUitiorr.'du,tts l'équation pénalisée donne

f esA(u,o + u,) + g(u"o * w) : 7

l r"o + ?rl € /4(O) '
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2. t3 .2

Perturbations
Perturbations
Défornations
Stabi l i té Par

eingul ières
monotonea

'Ë;ïiii:;;; de ra sorutio*,91*t::ll::"-g:,,?i1]:lt"'- -  - -  =--4.  Défor i rat ions régul ièresrapport au Paramerrl t46

L'unicité de la solution du problème pénalisé implique trr :0

Finalement
W2,P(O)  f a i b l e

ue -  ueo
e--+eO

- e@"))* (* -ltoo"t

C;' lu" - u"olwz,p(o) < ffi 3 lA("" - u"o)lp :

: l,i 
- *,t + !to",,") - g@")) + (* - |lot""ll, =

= l: - jlrrr, + !wo,) - g@)', * I* - ll rt""rt' =
';à:"1'Jià:,=:'ti".i1iiïôii:";il":';|,n"\i';"'";"çl;T,ïîÏîii tl [5,f;ilJi1"'i:
e telleque lB(u"ËbA""il- iCË"-;""1 o"*'e prochede es cu,t rle tenduniformément

vers u€o lorsque e tend vers e6 I

et cette convergence est globale'

Des équations en €, 6s orr déduit également

A(u" -,o) : ti - i lr + |tot"")
d'où

donc
W2,P(O)  f o r t

Ue -  ueo
e--' 'eO

sont dérivables avec T6(t)

U e o

le résultat

2.l3.2Stabil i té par rapport au paramètre. Déformations régulières

Par commodité on impose B, B' lipschitziennes dans l'hypoth.èse du théorème2'13'2'

mais le même résultat reste valabl" ;"" ?t€ C'(R) et p ) n en utilisant les arguments de

la démonstration du théorème 2'13'1'

Théorème 2.L3.2

Soit p, B' lipschitziennes, B croissante, B(0) 
- 0 '

Soit u" la solution du problème pénalisé

I  e\u, +É(u") - f  € LP(a)(P ) 2)

\ u, . Hà(a) .

Alors les aPPlications

(0,*) )  6J5u" € W2'P(Q) fort

(0,*) > rJ\€u" € YYz'n1Q) fort

I'unique solution du Problème

I eATi(e) + É'(u.)Tô(t) :  -Au"

I r6t' l  € Hô(a) n w2'P(Q)

A

et
r i (e)  -er [ (e)+ro(e)



2 Perturbations eingulières
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Preuve :
So i t  es )0  f i xé .
Le théorèm e L-2.2 appliqué au couple de problèmes pénalisés

I Au" + !9@"i : Ïr { Au," +-}l\:':),,; L-{: T'4"""
t;" t rli icli ';*f'nçn) l'.o e /4(ç)) nw2'p(Q)

l r " -u"olp S"î+lAu"olo

,e -ueo l  
= t ; t^ lou, , lo

€ - € o  l p  
' c

Une soustraction des mêmes équations perrnet d'écrire

lo":-ï?l :lt^ou.".wl#
I  e -eo  l p  l €

[t ' inégarité de ra normel 

sLrAu"J" *: l,@=#àlr=

IB est lipschitzienne de constante aÉ ]

sLt.q,""t,*+l=l,t
< Cî! lAu"" le)

sL lAu""l, *rylAuuolo

donne

ou sous une autre forme

[on a déjà vu que

donc, à une sous-suite Près,

et encore

On observe que

u e  -  u e o W2,P(O) fa ibte

e+eo

LP (Q) for t

e-aeO

0@")
e -eo

et via le théorèm" 
iË-l s co{lla,""l + opcî!rA,""rn}
I  e - e o  l w 2 , p ( o )  l ë  t P

On conclut que æ 
restebornée dans W''o(Q) réflexif lorsque e -) es € (0'oo)

€ - € o

u e  -  u e o

e -eo

grâce aux injections de Sobolev'
La soustraction des équations pénalisées permet encore

_Au,  
-  u"o  _  !Au"o* t_g@")  

-  g@"")  _ t  p , (u , , ) ,  +LB, (u"o) ,
e - € O  6  €  e - e 1  e '  e

et nous préparons un passage à la limite u,., ,"rIS des distributions dans cette équation'

- 0(u"")- p'(u"").\ --
t p

[on a B e Cr(d) et il existe un d € [0,1] tel que] 
|

= 
l# 

r,'(u"o r g(u" - u"o)) - B'@")'lo :

Iréarrangement]

:11u ,  
-  u "o  -  r )g ' (u ,o  *  0 (u "  -  u "o ) )  *  * (g '@"o  *  0 (u "  - ' " o ) )

l '  e  -  eo

- B,(,""))lo S



2 Perturbations singulières
2.lg Perturbationa monotonea

bèioimation iesuliere- al. P'o!l!11.q:^D+Ii:ll:t
2.13.3 éàmpôiien"nt dË Ia eolutiôn pénalieée lorsque e tend vers co 148

[t'inégalité de la normel

-  1 , u "  -  n ' e o
<  l ( -  - * ) p , ( u " o * 0 ( u "  - u " o ) )

€ - € o

fl'inégalité de Hôlder]
r l

.  lu '  
-u""  - . ,1  lg ' (u"o*0(u,- r "o)) lp .  *  l . lp  l (g '@""*0(u"  -u"o))  -  0 '@"")) ln .  S

-  
I  € -€o  lp

I P,, P' sont lipschitziennes respectivement de constantes of ' aP' )

s ,u I " i- !-" -. l  r \aF' lwlolu" - l t .eolo. 
"-;0 

.
l c - c o  l p

Maintenant on peut passer à la limite lorsque € ) €s au sens des distributions dans

_Au"-u,o :L_Ar"o*!g@") 
-  g@"") _lB,@"") .  +10,@"") ,

€ - € o  e  e  E - € o  e '  
\  - v /  

€

et nous aurons

I  eoAw + 7 ' (u")w 
-  - lueo

I . e f l ;  (CI) ÀW2'P(çt)

et ce problème admet une solution unique (voir théorème 1'4'1) en notant que B est crois-

sante et lipschitzienne.

On a obtenu

+ l .(g'@"o * 0(u" - u"o)) -  0'@")) ln 3

ue -  ueo W2,P(O)  f a i b l e

€ - €O €-+eo

et il reste à améliorer cette convergence'

Une soustraction des équations

E -  €O c- 'eo

et I'application ?o est dérivable avec {(e) : ?:t) '

-A . : -L  
t  ^ "

ào"," 
* 

]0,@,")w
conduit à

n- t lu ' -u"o  - r , ,1
" A  

l r - r o  l w 2 , p ( o ) - t h é o r è m e t . e . t - l  
€ - € o  l p

: l,i - !)ou"".yeult#ù 
- e'(u"o).) + (: - !to't"".,i" =

- lL r l ,n., ,  r  r l ,g(u,)-A(' '  \  l - l :- ! ,^lq,@"")lo;fo
= l; 

-;lto"..l, +; ltt?Ë: 
- o'(u,,)')1" t, ,ol"

car

1-9;;ù-g,(u"o).1,;;o
lg '@,") ln:  lg ' (u")  -  B ' (o)  + É'(o) lo S

|0,@"")_p,(0) |o+|B,(0) | "s<o9, l , "o lo+|B,(0) lp

donc

- Au" 
- u"o - lAu"o +rP!4

€ -€o  €  "  e  e - € O
-!o'{u""), +Lp'(u,o)*-  B(u"^ \

u e  -  U e o W2,p(A) { lort

A
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| z.l3.3Comportement de u" lorsque e tend vers oo

Théorème 2.13.3
Soit B croissante et continue telle que B(0) : 0 '

Soit le problème Pénalisé
I  eAu"+ É(u")  :  f  € le(a)(P Z 2)

\  u, . Hâ(a) .

Alors
W2,r(e) forr---- u-

âV€C l loo  :  [ .  
A

Preuve :
Les estimations spécifiques aux perturbations monotones (voir théorème L'2'4) as-

surent ,
lAu" l ,  S; l [ l ,

et  v ia  le  1.3.1

d'où

ue

Z.Lï. Comportement de euu lorsque e tend vers oo

Théorème 2.13.4
Soit B une fonction croissante, continue, telle que É(0) : 0 '

Soit le Problème Pénalisé
f  eAu,  +É(u . )  -  f  €  Ln(a) (P  >  n)

I u, . Hâ(a) .
Alors

u€

lu" l ,6r r ,o1a1t ' !  n ,

A

€lIe

gz'r1o) fort .  . .oo---------------- u

où u- est la solution du problème de Dirichlet primaire

fAu- : f€LP(Q)
I  u-  e Hâ(0) n w2'P(Q) .

Preuve :
Les équati ons eAu, + 9@) : f et Au* : / permettent d'avoir par soustraction

A(eu"-u- ) : -0@')

et en appliquant le théorème 1.3'1

leu"  -  u* lw, ,o(a1 3 CelA(eu"  - ' - ) lo  -  Cel7@") lo  '#  
o

puisque B est continue et u" converge rlnifolmSment vers 0 lorsque e tend vers I'infini

r"lo" le théorème 2.13.3 et les injections de Sobolev'

Dans ces conditions
w2'P(o)  fo r t  .  ^ .oo_- . -_ - - -_ - -_ - -_ . .U

A

€ue

A
le résultat.

€-+oo
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Commentaires 2.1-3

2.l3.1stabil i té par rapport au paramètre . Déformations continues

on montre qu" le' applications (0, oo) ) € *--+ ue € w2'p(fl) fort et (0' -) f € F-+

ue €W2,P(0)  for t  sont  cont inues.
La démonstration uti l ise beaucoup d'estimationt q!! sont spécif iques. aux perturbations

monotones. Ces estimations 
"ngunar"ni 

àno"tg"n.e faible via la réflexivité des espaces im-

;iùrér. Les injections de SobJev et la structr lre même de I 'équation pénalisée permettent

d'améliorer t.  .onu"rgunce faible 
"n 

ton*| 'gence forte' A

2.1.3.2Stabilité par rapport au paramètre. Déformations régulières

La même technique qu'au théorème précédent mais on estime des rapports relati fs'  on

exige une régularité plus forte yl P ..
L,existence et l 'unicité de la solution du problème l imite est garantie par le théorème 1'4'1

qui régit la plupart àes résultats d'existence, uni. i té et régularité 
9t_ï_t: ' f ."" i l

Encore une fois la convergence faible est améliorée en convergence forte' A

2.l3.3Comportement de u" lorsque s tend vers oo

Uneconséquence imméd ia tedes théo rèmes1 .3 .1e t ] - . 2 .4 .

2.LS. Comportement de eu" lorsque e tend vers oo

On met en évidence le problème de Dirichlet comme un problème l imite'

Soit u, la solution du problème pénalisé

lAeu,+g@,) :TerP(f ) )
I ," . /{o'(CI) '

Si on regarde les résultats obtenus sur le comportement de 
"" -(,t l:o'èmes 2'3'L ' 2'3'2'

2 .3 .4 ,  2 .4 .1 ,  2 .5 . ! ,2 .5 .3 ,  2 .10 .1 ,  2 .L0 . .4 - ,  2 .g .2 ,  2 . !0 .à ,  1  lO '7  ,  2 ' : r3 . ! ,  2 "13 '2 ,2 '13 '3 '  2 '13-4-  )  e t

de eu" (théorèmes ;.*: t. l t. i  1r"..tqu es 2.12.! et 2.12-1), 21.I et remarque 2'8'L,2't3' l '

2.13.2,2.13.3, z.rà.+j l. irqu" , t lnd respectivement vers 0, 0 ( eo ( oo, oo alors on observe

que la solution du Problème limite

t  '+"+F@)> / e ,P(o)(p2z)
\ueHJ(o)

est une déformation régulière de la solution du problème de Dirichlet

(Ar* : fere( f lxp>2)
I ,- € I{ôr (çt)

au sens où I 'appl icat ion [0 , - ]  )  6  F--+ eu"  €w' 'o(Q) for t  est  cont inue et

gzz'r (e) fort pyz,r (e)  for t
€ue

e-+æ0<-e

De même, la fonction nulle zoo : 0 est déformée d'une façon régulière par

j usqu 'à  0 :
y7z,r (e) forr

Ueo
e+€o€(0 ,oo l

ue

1.!,e de oo

f) ,  selon la tendance de
Amaisaupo in teg :0 i l yauned i s | oca t i onde l ' i n t é r i eu rdudoma ine

ue ,en  [ "<0 ]  U [ " -0 ]  U [u>0 ]  '



2 Pertulîbations singulière-s
i.t+ Perturbationa monotones bornees'

Perturbatioo" pài"tettiSo"! - 1lt-=l:^b1:d
2.r4.r [ff;$ii;Ë"Ë";;Pilfi 

-à' -p'iT"tïj: 0"4

sont continues.

Preuve :
On Peut écrire

f  eA(u" - a) * 0@"
l r " -0€Hôl (Ct )

-a*a) -g@)- f -9@)

et ce problèm" adrrr"t toujours une solution unique 'tlo -d e W2'p(Q)nf/J (O) (voir théorème

1 5 1

2.L4 Perturbations paramétriques sur le bord

Prélirninaires 2'1-4
La fonction g: R *-+]É(-oo),B(*oo)[ sera continue, bornée, telle que 0(0) : o 

"t

,6(+-;  (  oo,  É(--)  > - fr\' --l'ùvpât'rrÈ."-rrâtrrr"lle 
sur / sera / e rn(9)P.>f)

Le domain; it r;; tel quË les injectio-ns de Sobolev s'appliqrlent '

L,opérateur A est toujours d; 
-typ" 

elliptique avec d'es Ëoefficients a;; € I'lll'-(fl) '

Des conditions sur B seront imposées au fur 
"t 

i m""-"e de I'exposé'- A

Problème 2.L4
onétudiedupointdevueanalytiquel,existence,l 'unicitéetlarégularitédelasolution

du problème pénalisé 
( eAu, + g(u,) : Ï e;r(cù)(p > rz)

)  u" e H'(çt)
\  (  \ fu. \ , t ;  :  c elp(-oo)lol ,  0(+oo)lol l
[ ;"' : o" constante inconnue sur ôf,|

ainsi que le comportement de u", eu" lorsque e tend vers 0 '
^Ceci 

conduira au Problème limite

( Au +F@) > f e LP(q(p > ") [ B(+*) [" > 0]

) u e tl ' iol où F@) : { .iB(-""),0(+*)[ !" : 9]
1 klal ,i1 : c I B(--l [" < o]
( r : acons tan tesu râ f l

avec existence et-régularité de la solution limite'

Une appro.tË 
"*iu,tionnelle 

â" 
""" -problèmes' avec étude du comportement de eu"

seulement, a été faite dans [Hilh*tiiri,tztl 
A

2.t4.Lcontinuité de la solution et de la perturbation monotone

Par raPport au Paramètre du bord

Théorème 2.L4' l
Soit une tr*tià" B bornée, croissante, continue, avec B(0) : 0 '

Pour e fixé on considère le problème- i ;À ; "+B(u; )  
: f  €Lo(a) (p>n,  oe lR)  dansQ

{ u" e H'(0)
[ r uo :o '  su rôO '

Alors les aPPlications
o € IR r-+ uo € W2'e(Q) faible (resp' Ct(O))

a € IR *-+ (É(u'),1) e lR
A

1.4 .1) .

d'où

Le théorème 1.2.4 assure

lAeu" lo 32l f  -  0@)lo

avec Co continue Par rapport à o

Le th 1.3.1 assure

cÂ'lu" - il.-.. -,^,I  e  l w 2 ' P ( Q )

t  2 . .
lAu' l r ,@):1l t  -  g(o) lu<or < i( l / l ro(o) * l9(") lo) f f ic"

car B est continue.

|  -  O , l  I  r  ù t  /  t ' 1
< lAfu" -  : ) l  - .  -  lAu" l ; r1o) 1 u "-  

l  '  € ' l ; r ( a )



2 Perturbations singul ière-s
2.14 Perturbations monotones Dornees '

iÀitoiu.tions paramétriquee, lol +:-P::d ... Image d'une aPPlication r522.14.2 
-sÀii.àtio"" 

poirctuelles de la solution u

d 'où  Va€ lR '

Soit ao € IR.
On a Co;;il Coo et

sous-suite Près'

et encore (Sobolev, P> n)

En Passant

on obtient

luo lwr , r (c t ,  1  CaCo

luol,6r,o1a, reste bornée dans Wr,o(Q) réflexif donc, à une

A

^ g7z,r 1e) faible
'u't ' ll

Ltrd

o-+oO

c'(o)
O--+oO

à la limite au sens des distributions ( o -+ os ) dans le problème

I eAuo + g@") :  T €fp(O)(p )  n,  o € IR')  dans-O

t ero : cy' 
' 

sur ôfl

f  eAu + g@): f  e 'P(f t )  dans f i

\ r, : oo sur ôf)

et du fait de I'unicité de la solution de ce problème LL : ltdo

Finalement

l t o
w 2 , e ( o )  f a i b l e  .  ^ . o o---------------- u

et cette convergence est globale à cause de I'unicité du point d'adhérence'

Comme B est continue et

Itrd
c'(o)

LLoo
O--+OO

avec les injections de Sobolev(p> ' ), I'application

o € R' ,--+ @(""),1) € IR

sera continue puisque I'intégrale transforme la convergence uniforme en convergence'

2.L4.2Ûstimations ponctuelles de la solution uo

Image dtune aPPlication

Théorème 2.L4.2
0n se place sous les hypothèses du théorème 2'14'l'

L'aPPlication
o r--) uû

est croissante.
L'aPPlication

^ d
a r - J u " - -

ts

est décroissante.
On a I'estimation ponctuelle p'p' A

uo -É( -oo)u*  *o  
)  u ,  2  

uo  -0 (+P)u-  *  a

€ c

où ue, u* sont les solutions des problèmes
(Auo- f€LP(o)  fAu* :1
t uo . Hâ(o) \ u. € Hà(a) '

En particulier
l im ( ,6(u*) ,1)  :  B(*oo) lAl  '

o- -+ tæ'
A



2 Perturbations singulière-e
2,14 Perturbations monotonea borneea '

iàiiùiuàti.ni paramétriques sur- le bord
2.14.3 

-E;i;Ë;." 
ae-r'a-eoiutiàti a" problème pénalieé via continuité 1 5 3

Preuve :
So i t  o1  )  oz .
Les problèmes

I  eAuo,  + g@",)  :  /  6  ; r (O)(p > n)  dans_Q

l rro' - oti sur Afl

et le principe du maximum (voir théorème 1'3'2) donnent p'p' C)

LLot  > ' r ,o '

quand a1 ) dz donc I'application a --+ uo est croissante'

On a aussi

eA(u" '  - ï )  +g(u" -?+?) =/< P croissante /

d L > d 2

d'où

IeA(uo'  -  ?)  +g(y" ' -  ++ ?) < eA(u" ' -?)+g(u" ' -  ?++) danso

f r . r ' -TJu"z -e , -  
e / -  su rô f , }

et le même principe du maximum donne p'p' O

L'! ,o '-+ <u"'-?
c v

avec al ) o2 donc l'application o r--+ uo - ? "tt 
décroissante'

Si ze, u* sont les solutions des problèmes

(  Auo :  f  €  rP (Q)  |  A , *  : 1

I  "o .  
HJ(o) \ ' .  € Ho'(CI)

zo-É(*oo)u '*o sur  ôf l

uo-É(- t )u.+o sur  ôf l
ya := 

{r

(  , , , , ,1>rtY/ÉP@+Bts=ei@)
leAu" 

+ 0@") 
|  l .e*=Éu."  161uo-É(- loo)u.+o,

)  f  -  uo -É ( *oo )u . *o

I  u"  - - :  
{  -  , ,o-P(-L) ' .+o

\  \ -  e

principe du maximum donne P'P' çl

uo_g??)u.*a 2u,2ry

dans Q

sur ôO

et le

Dans ces conditions

g(+oo;1o1 2(g@"),1) > (Bu n - 0 ( * æ ) u * * o

€

u 6 ,  u .  ç C l ( O ) ( p ) t ,  S o b o l e v )
0(+oo)lct l

É(--)lol
A

a-++oo

ue,  u*  çC l (d ) (p )n ,  Sobo lev)
et

É(-*)lcrl <(A@\,\s@(ry
ce qui complète le résultat.

1)
o+ -oo



2 Perturbations eingul ièree
i.t+ Perturbatione nonotone9 b9I":: : '

le bord-àe-iâ-eofut ion 
du problèrne l ini teierturbations paramétrigues . sur

F^hn^?+ômân+.  dc  c t t -  .  t sX18 lence2.14.4 ConPortement de eu" '

2.L4.3Existence de la solution du problème pénalisé via continuité

et de plus

Théorème 2.L4.3
Soit une tonction B bornée, croissante, continue, avec B(0) : 0 '

Le problème Pénalisé
( eAu"+0(u")  :  f  € 1-o(a)(o > n)

J u. e Ht(A)
1 (à(u,) ,  i1 :  c elÉ(-oo)lal ,9(+'o;1n11
|t àu' : ae constante inconnue sur AQ

admet une solution ue € W2'o(Q)

Si B est injective alors u" est unique'

Preuve :
Existence
Soit uo la solution du Problème

( eAuo + g@"): T e fp(f l)(p > n, a € IR) dans f)

I ""j 
//'(ç)) 

sur ôfi .\ e u o : Q

D'après les théorèmes précédents, I'application

lR' ) d '--+ (0@")' 1) € R

est continue et
g(--)lol -;@(,'), 1) -;;J É(+oo)lcll

CommeCe ]9?d |0 | ,É (+oo ) | f ) | [ , pa rcon t i nu i t éon t rouveuna€ te lque
(7fu"" ),1) :  c

154

A

f eAu"" + g(uo") : / dans o

\ €uo' : au sur ôfl

On Prend rtrs: 11dc

Unicité
Selon Ie théorèm e 2.L4.21'application 0 r--+ l.t,o est croissante et avec B monotone

I'application o ,-+ g@\ sera aussi croissante.

Soient 1trrt ,2 à""" solutions du problème pénalisé telles que €ur -- dr ) eu2 : d2

sur ôfl .
Si on suppose a1 f a2 alots

o:  (C-  C) (o ,  -or )J [ ( ,6 ( , , ) ,  r ) -  @(ur ) ,1) ] (o '  -  o ' )  =(g@)-  g@') 'a1  -o2)20

avec (B(u1)-B(r r )Xot -or )Z0 d 'où g@):g@z) et  u1 :uz Puisque B estsupposée

injective.
S io l : 02a lo r sév idemmen tu l : u2v ia l ep r i nc i pedemax imum '

2.L(.AComPortement de eu"

Existence de la solution du problème limite

Théorème 2.L4.4
Soit une ton.tion B bornée, croissante, continue, injective avec B(0) : 0 '

Si u" est une solution du Problème
( eAu, + g(u.) - f € Ln(a)(P > n)

J u" . Hl(a)
1 (à(u,), i)  :  C elÉ(-oo)lal,É(+oo)lnl l
[ ;t, = o" constante'inconnue sur ôO

alors, à une sous-suite Près,

€ U e
yyz'r (e) faible



,
2 . 1 4

2.14.4

Perturbations eingulièree
ièii"iuàtions mon6toneg bornéee ' -
iéiiùiuitions paramétriques eur le bord
bftËffi;;;ï-aË- "". 

'--Ë*t"t"""t d" tt ""1"t
du problème limite 1 5 5

où u est I'unique solution du problème limite

Au+A(u)  > feLI (QXP>n)
u € Hl(Q)
( f -Au ,1 )  :C
u: a constante sur AQ

Preuve :
Existence
Tout d'abord on montre que

En effet, si une sous-suite de
o" est bornée.
a-e (encore notée a" ) vérifie

a. -------) *oo- 
€-'0

avec B(u) :
( ,6(+*)
{ e tÉ(--), d(+-)l
[  0(-*)

lu>ol
[u :0 ]
lu<() l

A

alors d'après le théorème 2.L4.2 on obtient P'P' fl
-  g?æ)u* *  a"  

Z u,  2uo 
-  0(+?)u.u o  -  P ( - æ  ) u *  

- T  q e * a "

où us, ua sont les solutions des problèmes

I  Auo:  f  e  LP@) [  Au.  - -  I

|".Lnitcr) I ' .en](o) '
Dans ces conditions en notant que uo, u* e C\OXp ) n Sobolev) on a

]É(_*)|cr|,0(+oo)|cr|[ ]C:(0(u"), ' l>rBr#),r); ;#0(+oo)lcl |
absurde.

La situation duale 
d6 ----------) -oo

donne

l0(-*) lol ,É(+oo)lol [> C :  (g@"),1) < (B

absurde.
La suite bornée o.

Ona
lA(eu,

et via le théorème 1.3.1

avec 0e bornée et

donc

uo-9?æ)u**o ,
€

dans lR aura au moins un point limite

0s ----1-) 06

- o")lo : lT - g@)1, 3 -A 
,*^*< lf lo + l0l""

lru" - a 6ls1z,n 1n) S C e{l|ln + lBl""}

1)+g(-- ) lc l l'  o€ -+-oo

d,où en notant gtrc Wz,nçO) est réflexif, à une sous-suite près,
q7z,r 19) faible

u - d oeue  -  ae
o-+0

Q, ------1 oto- 
e-+0

W2,e(O)  fa ib le
€ U e

o-+O

on va passer à ra rim*elffi:ïî:"ËTË#6,

I {Ét"')' r) -- c
\ ê U e : d e

t rouver 
( ' l '+p( ')> r eLe@)
{  r . r  -  Au,L) -  Q
|  ' -
\ u : 4 0
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2.14.4

Perturbations s ingulière.s
Èàiiuruations mon6tonee bornéee '
ierturbat ions paranétrigues. eur

eolut ion du Problème l ini tePerturbations Paramètrlgue8. Eur
Comportenent de eu. tsxlalence

le bord
de Ia

En effet, Ia convergence

en particulier

yyz ' r (O)  fa ib le
€ue

o-+0

donne avec les injections de Sobolev (p > 
") . -

c ' (ç l )

p.p .  [u )0 ]

o-+0

oo etue
o-+O

€ue

p.p.  [u<o]
ue

Compte tenu du fait que B est continue
p.p .  [u )0 ]

o-+0

p.p .  [ t ,<01

o-+0

0(+*)

0?*) .

Comme

en particulier

pénaiisé

on obtient

0@,)

0@")

B est bornée, on a aussi

0@")

o-+0

1r (O)  fa ib le
u ;

o-+0

;r([u2o]) faible r  r11p46 l )  fa ib le
u et /fu") --:-ll:-l:11---:+ ?110@ o-)0 o--+0

Mais dans ,e(O)(p > 1) la limite faible coincide avec la limite ponctuelle

"*i.t")-don 
c g :B(-'*i'aa"' 

'[" 
< 0] et g -- B(+æ) dans [" > 0]

D'autre Part, le convexe

K -  {s  e Le(a) '  ge [0(- - ) ,9(+-) ]  p 'p '  c t ]

est fermé dans .Le(Cl) réflexif d'onc aussi faiblement fermé d'où u-r e I{

Finalement en passant à la li*ii" (e -+ 0) au sens des distributions dans le problème

(si elle

- OL2 SUr

Auz .

(  eAu,+ g@) -  f  € rP(o)
1 (g@,) ,1)  :  c
t '
\  €,u, :  g"

(nr+i@)>/er,r1o;
{  t r -  Au,L):Q
( u : a s

et il sufÊt de Poser u : 11 .
Unicité
Notons par uo une solution du problème limite correspondant à o telle que uo : a

sur ôf,} .
A l,aide du principe du maximum (voir théorème 1.3.2) I'application o r--) uo est

croissante.
soient ur; u2 deux solutions du problème limite telles Que u1 : otr' 't-12

ao.
Si on suppose a1) a2 alors u1 2u2 et nous allons montrer que.Aur S

Ene f ie ten rappe lan tque leg raphemax ima lmono toneBadmet la fo rme
f É(+*) [t > o]

i( t \ :  {  e t0(--) ,É(+*) l  [ t :o]
I Bt-*) [t < o]

et en tenant compte du fait que f - Ayn e F@ù. tt:" u1 ) u2 il suffit de vérifier que

f  -4 -2 f  -Auz  dans  [u1  :0 : ; ; i ' p ; , ; . ' " ; . i r  f  -AurZT-Auz  dans  f , ] '  Ma is

u;ew2'P(o) et  l " - lemm"'2 '8 '1 t"" ' i " ' l 'uo:0 dans t ' l  -  p)  donc /-  Au;:  /  dans

i i r - : 'ô : ; ; i  *q " i - i *p r iq " "  / -  Au t \ f  -Auz  e t  AurSAuz dans  f , l '



2 Perturbations singul ières

7iî' Ë:il:iÏ:*il"d:o"8lq1ff ?i'"T"Ë'

D'autre Part on a aussl

0 :  C -  C -  U -  Aur , l )  -  (T -  A ' 'L)  :  (Au2 -  Au1' l )

avec Auy 3 Auz d'où Aur - Auz

Maintenant nous u"tiîïr 
- or) : Az(uz - o') dans fl

I  " t ' -  
0 t  :  0  : I t 'z  -  d2 sur  ôf )

et le principe du maximum assure ut - c,r: 0 : u2 - dz ce qui introduit dans les problèmes

vérifiés par ur donne T ç 
g@;) avec d1 .* o?,!,'."ù les conditions (/ - Aur'l): C :

(T - Aur,l) "nt,ainÀr" 
C ë i,oi:-ilclt:Bli:ll|.l]-""" contradiction'

Si oi ( a2 alors on raisonne de Ia meme raçon'

Lorsque 
"r:-;; 

li 
"tt 

évident que ul :1t'2 cat le problème

I 'q" +Ffu) > / € re(o)(P > ") 
dans n

\ , : o  su rôO

admet une solution unique via le principe du maximum (voir théorème 1'3'2)' a

Z.L'.SComportement de u" avec B localement coercive et us €'W2'-([u: O])

Théorème 2.L4'5
Soit une ton.tion B bornée, croissante, continue, te||e que B(0) : 0 .

On suppose B localement coercive et inversible'

Soit u la solution du problème limite

fAu+F$)>reLn(a)(p>n) [É(+*1 [u>0]
J ; .  Hî(a) avec FQ): { . iBt--),É(+-)[ [":9]
l (r-nu, i ; :c [B(-- l  [u<o] '
\u :ocons tan tesurôQ
On suppose Que us : É-t(f) € W2'-([u : 0l) '

Si u" est la solution du Problème
(eAu"+0(u" ) : f€L t (A)
I  u. e Hl(n)
1 (B(u"), i ; :  c el ,6(--) ,É(+-)[
( tu' : o" constante inconnue sur ôQ

,J"î'r'"ïlo.Ttî1ï"nîlaï",l'.îîfi rl:.Tij*'
t57

alors, à une sous-suite Près,
L'i.([u=ol)

e-+0

Preuve :
La démonstration est identique avec celle du théorème 2'10'1 sauf qu'au

théorème 2.7.! on utilise le théorème 2'14'4'

2.L4.6Comportement de (t" - tto)'-t avec B localement coercive

et  us € 'W'2 'æ([ t  -  o ] )  >  t t

Iieu du
A

Théorème 2.L4.6
Soit une fonction B bornée, croissante, continue, telle que B(0) : 0 '

ôn tuppot. B e Cl1n; localement coercive et inversible'

Soit u la solution du problème limite

Inu+F(u) >teLp(aXp>n) [B(+-)  [u>0]

I (f - Au,t) : ç avec F$) - { . iBt--),É(+-)[ [u - 0]

\ u : d constante sur ôQ I B(--l [u < ()]

on suppose Que u1 : -+fril € w2'-([u: 0]) > B-t(f) - us '

Si u" est la solution du Problème
(eAu"+É(u. )  : f€L t (o)
{ (o(u.),1) ' :  c elo(--), ,6(+-)[
[ àu" : o" constante inconnue sur ôQ
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2.14.8

Perturbations singulières
iàiiuiuationg nondtones bornées

coerc ive  de
coercive de 8 

"t ".o" 
contrainte gur uoComportenent de rLc aarla nature

Comlortenrent de rtrç gans nature 58

alors, à une sous-suite Près,
Ue - ll0 tff.([u:ol)

e -)0

Preuve :
La même démonstration qu'au théorème 2.10'3 mais au lieu du théorème 2'10'1 on

utilise le théorèm e 2.14.5. 
A

2.L4.T Arnélioration de la convergence de u€ avec P localement coercive

et  uo € W2'æ([ t :  o ] )  )  t t

Théorème 2,L4.7
Soit une fonction B bornée, croissante, continue, telle que B(0) : 0 '

on suppose B e cl(n; localement coercive et inversible.

Soit u est la solution du problème limite

[u>() ]
[u :0]
lu<ol  .

alors V p > n, à une sous-suite Près,

ue
w2f.([u=ol) faible

(  Au+B(u)  >f  e Lr(a)(p > n)  (  É(+-)
J u e Ht(Q) avec gQ) -- { el,6(--
I t r-Au, l) :Ç [É(--)
( u : ccons tan tesu rôQ

0n suppose Que u1 - --Éfril € w2'-([u:0]) ) B-l(f) - us '

Si u" est la solution du Problème
feAu,+0(u" ) - f€L ' (0)
, l  u. e Ht(a)
1 (B(u"),1) :  c elÉ(--), ,6(+-)[
\ eu. : o" constante sur ôQ

) ,  É(+-)[

e -)0

Preuve :
La même démonstration qu'au théorème 2.10.4 mais au lieu des théorèmes 2'10'1

2.10.3 on utilise les théorèmes 2'L4'5 et 2'L4'6'

2. l4.8Comportement de ue sans nature coercive de g et sans contrainte sur

Théorème 2.14.8
Soient les Problèmes

( eAu,+ É(u") : f € 1n(A)(P > n)

J u. . Ht(a)
1 (P(u"), i ;  :  c elg(-oo)lal 'É(+oo)lnl l
|r àu, : o" constante inconnue sur ôQ

fAu*F(u)>f€Le(AXp>n) (0t+*1 [u>0]
J u e Ht(a)  61f t1:  {  e lÉ(-*) ,9(+-) [  [u:0]
I t r-Au,t) :Ç [B(+*) [u>o] .
( u: o constante sur ôQ

Si ar CC r,;s C [u : 0] est une suite de domaines telle Çu€ us : g-r$) € L-(t's) , alors

l im sup lu"11*1,;  < luolL-( , , )  .
e-)0 \ - /  

A

Preuve :
on reproduit exactement la première partie de. la démonstration du théorème 2'L0'7

mais au lieu du théorème 2.7.L on"tiii* l;;;.iàgue théorème 2'14'4' A

et
A
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2.14.8

Perturbations eingul ières
iài iuruations mon6tones bornées
ôàtnpàiiàmànt ae 1tr6 Eans nature coercive de

ë;ilt;ilil;i à; ;', sans nature coercive de
B'É 

et sans contrainte sur uo

Commentaires 2.14
Ce problème a une origine en

dans I Hilhorst[l],t21 l
physique et a été étudié Par une aPProche variat ionnelle

A

2.L4.Lcontinuité de la solution et de la perturbation monotone

par raPPort au Paramètre du bord

L',existence de la solution est toujours une conséquence du théorème 1'4'1'

On montre la continuité par rapiort au paramètre du bord des applications

d € lR _-+ ud eWz'p(Q) faible (resp' Ct(O))

a € IR ,-+ (0@')' 1) € R '

La démonstration est basée ru, i" fait  que le théorème 1.3.1 reste vrai à une translation

p a r  o  p r è s .  

r o L r v r r  L J L  v s J v v  ' - ' -  r - '  
a

2.L4.Zknage de ltapplication a --+ (,6(u')' 1)

Le but ae ce résultat et d'établir la surjectivité de I 'application

( - * ,+oo)  )  o  F--+ (g@à,1)  € lB(-oo) '0(+-) [  -

On uti l ise le principe de maximum avec des fonctions barrières bien choisies' On remarque

la présence d" l .  ,oîution du problème de Saint-Venant z* qui permet la construction de tel les

f o n c t i o n s .  

v r u L r v r r  u u  r r v v ' v "  a

2.Ll.LDxistence de la solution du problème pénalisé

avec la contraint" (0(t"),1) : C

L'existence du problèm" pen.f i té est une conséquence du fait que I 'application

( - * , ** )  f  ar - )  (g@à,1)  € lp( -oo) 'B(+-) [

est  cont inue et  sur ject ive.  La contra in te (È("" ) , f )  = .C, la  
monotonie de I 'appl icat ion précé-

dente et l ' injectivité de B assurent I 'unicité de la solution pénalisée' A

2.L(.AComPortement de eu"

Existence de la solution du problème limite

on introduit le problème l imite via pénalisation. Nous notons que la solution de ce

problème est unique grâce à la forme part icul ière du graphe monotone maximal B '  A

2.L4.5-7 Comportement de ue avec B localement coercive

Le principe du maximum en présence du petit .  paramètre e est encore une fois eff icace

car  i l  n 'ex ige pas des condi t ion,  poùi  , "  tu t  le 'bord 9"  [ " :9J " l  
le .comportement  de eu"

est  fe  même qu.  J .n,  le  cas où i l  n ;y .  p l tq" . .ont ra in te sur  q@")  9t  ' "  €  Ht(O) ( " t : ' .1"

théo rème 2 .7 . t ) .  Pou ,  l " r t héo rèmes  2 .V .5 ,2 .14 .6e t2 .14 .7  vo i i auss i  l escommenta i res2 '10 '

A

2.l4.8Comportement de u" sans contrainte sur us

Par rapport au théorème 2.10.7 on ne dispose pas de la convergence de g@") dans 'Le(f))

fort donc on ne peut extrapoler que le résultat
Iimsup lu"lr*1.,y S lrolr,*(.,)

e+0

La méthode de continuité révélée par les théorèmes 2.L4.!,2.L4'2,2'L4'3 est une transit ion

vers le troisième chapitre où el le p"rt" i ierrd" tyttématique des problèmes non locaux' A
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Perturbatione
Contrainte gur
Péna l iea t ion . Estination a Priori

variat ionnelles'î ;- ; ; i ; ; î ;o-à.o" 
re domaine' cae non local (o)0)

160

3 Perturbations
Second ordre

variationnelles. Problèmes non locaux

3.1 Contrainte sur la solution dans

Préliminaires 3.1

le domaine. Cas non-local (o > 0)

Soit j : f) x IR' F-+ IR' une fonction telle que

j(*,o) est une fonction convexe positive avec j(r,0) : 0 p'p' z € f)'

0j(*,o): B(n,o) est un graphe maximal monotone avec 0 e 0j(x,0) p'p' c € O'

la régularisation yosida gx(*,o) de g@,o) est telle que B1(o, t) e Lt (Ct) p'p' ', € IR"

On suPPose qu'il existe

les constantes a1 ) br ) 0 < a2 3b2,

Ies graphes maximaux monotones B;:lR' r--r 2R avec 0 e B;(0)'

tels que P.P. u € O, Vt € IR on a

(  b rg ' ( t )  S  g@,t )  sa lB{ t )  v t  >  0

\ur \ r ( r )  S g@,t )  3a282( t )  Vt  <  o

on a besoin de quelques préparations pour in-troduire les multiplicateurs de Lagrange'

Soit c,.r ,rrr" pu,rii" d''un àspace de Banach X et F : X r--+ lR' '

Si u € w et u€ X sont tel les q"tpo"' € > 0-suff isamment petit  oî a uTeu e X'

on d.it que F ud*"i f"" pài"t , ) ,rnà d".i.tée dans la direction u si la limite

r*at?a
c ) o

u, s i  i l  existe I  e X'
existe et

existe. On note cette limite Fi@)
S iu€cd ,ond i t que r . " ' t dé r i vab leauSensdeGa teauxen

tel que dans chaqrr" dir""iion u € X ,ladérivée fonctionnelle Fj(u)

f ' ,@) :  ( l , u )

où (o, o) signifie le crochet dual'' 
On va noter I : F'(u) .
Si u € a, F est déiivable au sens Fréchet si il existe un unique I e X' tel que

t im lF(u)  -F(u) - ( ' 'u -u) l  -o
rr,;ÏïJ'-" ll, - "ll

où llo ll désigne la norme de I'espace de Banach X

On va adopter la notation 
""inJ" 

7: i'1111 puisqu'on vé1i!e.qu'une fonctionnelle

dérivable au sens Gateaux et continue est aussi dérivable au sens Fréchet'

L'ensemble des fonctions dérivables de c.r dans IR' sera noté cl(a'"lR')

Soit aussi 
os :{u e ,s : F(u) : o}

I'ensemble des éléments saturés de S C X

Lemme 3-1.1(Mult ipl icateurs de Lagrange) . .
Soient X ,rr, 

"rpu"" 
âe Banach, F € C\X,R') 

.et 
un ensernble de contraintes :

^S= {u€X : .F (u )  ) 0 } '

OnsuPPoseque  Vu€  05 ,  F ' . ( u )10  '

Si J è-C|(X,R') et us est tel que

r("ù: iËt"t(,),
alors iI existe un À € lR tel que

si us est un é1ément,"r-"^r:::îlr:.i13']';*"
On àit que J(ue) est une valeur critique de J ' us

plicateur de Làgrange pour le point critique us

À=0
un point critique, À un multi-

A



3 Perturbations variationnelles
3.1 contrainre ,;r ' i l ' ; ; i ;ïïà"-à.n"_re domaine. cas non-Iocal (o)0)

1 6 1i. i.z ËiâËiiiïè-ae ra solution pénarisée

Preuve :
Voir IKavian, théorème t4'2] '

Lemme 3. 1.2 (Lions-StamPqcglia)
Soit X un espace de Hilbert Gé"1) de dual X* '

Soit K C X un ensemble noÀ-vide, convexe' fermé et

(non nécessairement linéaite) lipschitzien :

(Au -  Au,û)x  < oA l "  -  
" l * l 'h l *  

V

et ell iptique:
(Au -  Au,u  -  u )x  t  ae lu  - ' l ' *

Alors Ie Ptoblème variationnel

A: K-----+X* un oPétateur

,b e X, V u, u €. K, aA ) 0 constante

V u.  u  € I i ,  a t )O constante '

Içq"- f ,u-u)x2o
I"e I i , ,  f  e  X*

admet une solution unique'

Preuve :
Voir [Rodrigues, Pg' 93]'

Problème 3.L
ôn considère le problème variationnel

(  (A r -  f , u  - u )20 ,  . f  € ,P ( f t )  (P> ' )  .Y  u  €  Ko

i )  .  I { ;  : {u  e  / /or ( f t )  :  ( i ( * ,u) , l )  S o}

où a ) 0 est une constante'
Nous allons montrer que la solution àe VIo existe et vérifie ' eWz'p(Q)

Observation 3.1
Si Ia solution du Problème

(  Auo:  T e Un(A)@ > n)

I "o . 
Hrt(CI) n w2'P(ct)

satisfait us e. Ka, alors uo vérifie VIo'

Dans toute la suite de cette section, on suppose us Ç I{s

3.1.1 Pénalisation. Estimation a priori

V ueK

Théorème 3.1.1
Le problème Pénalisé

admet une solution unique et
lu"lyyr,rle; S C

où la constante C est indépendante de e '

P r e u v e :  - ? ? o ô l ^ \  r  .  ) 1  .  \

Ce problème admet une solution unique ue e Wz'n(Q) [voir théorème

I'estimation

d'où

A

VIo

A

A

L.4.4] avec

A

f  Au"  +eôj (o ,u")  f  f  e  LP(a)(P > n)

lu" .Hâ(a),  e>o
P"

v - Au"tp= (^* *) t/tp: (fi * lln,

tAu,to< l/to * (fi +!)n,
et via le théorème 1.3.1

lu" l6,z,ns) 1 c el / lo + t  ̂ (ù + ?) VD

avec C4 indéPendante de e '

n suffir d" ;;;à';- C - c aÏlp + c e(ft + E) ttl, '
A
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3 . 1 . 3

Perturbat ions variat ionnelles'c;;;;;ili; 
sur Ia eolution dans Ie donaine '

Continuité de la contrainte
Cag non loca l  (o )0)

3.L.2 Stabilité de la solution pénalisée

Théorème 3.1.2
Si u" est la solution du problème pénalisé

[0, *) ) € F-+ u€

est continue avec

P" alors I'aPPlication

€ w2'p(o) faible

w

f  Aus :1

I uo . Hô(a) n w2'o(Q) .

I4 l2 'P (O) fa ib le

€-+€o

c'(o)

A

Preuve :
D'après le théorème 3'1'1, on a I'estimation

lu" l * r , r (n)  1  C

où la constante C est indépendante de e

euand , t"J-À, ro e [0, -), u" reste bornée dans Wz'p(O) réflexif d'où, à une

sous-suite près,

u e

et en utilisant les injections de Sobolev

est continue et

(  ,+w + esï j (o, . )  )  Ï

l ,  e  f /o t (CI )  nW2'P(Q)

donc tr.r :'ti'eo du fait de I'unicité de la solution de ce problème

3.1.3 Continuité de la contrainte
Théorème 3.1.3
S iu "es t |aso |u t ionduprob |èm€P" ,a |o rs |a fonc t ion

€ € [0, oo) *_+ (j(o, u"),1) e R'

décroissante. De plus on a I'estimation

où la constante C

Preuve :

( j (o ,u" ) ,1 )  <  Ce- t

est indépendante de e .

u e
e-+€o

Le problème pénalisé équivaut au problème variationnel (voir aussi la démonstration

du théorème 1.4.1)

(Ar"  -  T,u -  u")  2e( j (o ,u") ,1)  -  e( l (o '  u) '  1)  V u € I /01(ç ' | )

et en notant que la fonction convexe et propre i(*,o) est continue p'p' z € O on peut

passer à la limite (e -+ eo) pour obtenir

(A .  -  f  , u  -  t )  >  eo ( r (o ,u r ) , 1 )  -  es f f ( o ' u ) ' 1 )  Vu  €  H ; ( çù )

c'est-à-dire

A

A

Le théorème 3.1.2 et les injections de Sobolev

c ' (o )
ue Ueo

d'où avec i ( * , " )

e + e O

con t i nuep .p .  r €O

(J(o,  r") ,  1)  - - -  
, - ; - - -+( j (o,  

u"") ,1)

car I'intégrale transforme la convergence uniforme en convergence'

Soit er ) €z .
Soient les Problèmes

I  Au", + ef i i (o,u"r) )  f ,  u", .  €1lô(0)

\Au, ,+e2o i ( ,u" r ) )  f  ,  u , ,€  Ht t (0)  '

(p > , ) assurent Pour €o € [0, oo)
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Perturbations variationnelles
Contrainte sur ra 

";i;îî;;-à;ns 
le donaine ' Cas non-Iocar (o)0)

Ë;i; i;;;-"[-iegurarité de Ia solution de vI-

Dans la suite on note par Ôj(o,u"), }j(o,u",) respectivement les fonctioîs 9, 9i

telles que p.p. r € f)
g :  f  -  Au "€eÔ j ( x , " " ( " ) )

g i  :  f  -  l ue i  €  e ;0 j ( x ,u " , ( r ) ) '

Une soustraction conduit à
A(u " ,  -  u . , )  *  e1ô j (o ,u " , )  -  e27 j (o ,u " r )  : 0

ou sous une autre forme
Alu" ,  -  u" , )  +  ez{ l i (o ,u" , )  -  0 i (o , "7)} , *  ( t t  -  e2)0 i (o ' ' " ' )  :  0

Une multiplication par uer - 1t'€2 permet d'avoir

(A (u " ,  -  u " r ) r r l ' e t  u " r ) *

+ e z ( } i ( o , u " , )  
-  0 i ( o , u e z ) , r l e r  -  u " , )  *  ( t t  -  e 2 ) ( 0 j ( o ' u e r ) ' u " r  -  u " ' )  : 0

ou
(A(u", - u"r),rrer u"r) 2ffi 2 rr 'a,l '", - u"rlznâ(tt)

(ôj(o,u",)  -  ôi(o,u"z),u",  -  u"r)> j f f i t  > O

(ô r (o ,Uu t ) ,U" ,_u . , )> f f i ) ( r (o ,U . ' )_ j (o ,u . , ) ,1 )

Dans ces conditions l'égalité

(A ,  
" r - r t rez t  

u r r -u " r )+e2 (0  j  ( o ,  u " r ) -ô  j  ( o ,  uez ) ,u  e t

devient avec €1 ) €2

-  u  
" r )  

*  (e t  -  e2)(0 j  (o ,  u et )  t  i l  er  -u 
" r )  

:  0

( j ( o ,u " , ) , 1 )  -  ( f  ( o '  2 " ,  ) ,  1 )  2  ae l u " ' -  r " r l ' "â tn l  à  0

donc
( j (o ,u " , ) , L )  > -  

=  
Z  ( r (o ,  , " , ) ,  1 )

et I'application
e F--) ( j(o, u"), 1)

est décroissante'
En multipliant l'équation Au" + ôj(o,u") - / par LLe on obtient

(Au " ' , u " )  *  e (o j ( o ,u " ) , u , ) :  ( f  , u " )  '

Mais
(Au",u") :  ( l  oriu"' i t trexi;1) > 

ff i  
)- cr 'e |  " '  l ' ro61n;

N t J

(0 i (o,u") ,u")  à i t f f i  n Z ( . i (o,  u") ,  1)  > Fo

( f  ,u")< f f i  S l  T l ,  lu" l ,  Sf f i  1  Cpl l1 ,  lu ' lp61oy

d'où en combinant
lu " l ,  S  Cplu" laâ(o)

e t  V  e )0  . ,

U(o, r . ) ,1)  S i ( / , " , )
ce qu'on voulait montrer si on pose C : CpaÂ|

g.L.4 Existence et régularité de la solution

Théorème 3.1.4
Soit u, la solution du problème pénalisé P" '
ll existe un e ) 0 tel que

< cp"Àt Vl,

<lcroÀ'Vl\
vti
de VIo

A

I Au,  *eô j (o ,u")  >  f  e  Le(a)  (P > n)

{  ( j (o ,u . ) ,1 ) :  a

[ ," . Hà(0) n w2'P(Q) .

De plus, u" vérifie Vlo . A
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Perturbations variationnelles
ô"nii i int" sur Ia eolution dans le domaine'
Double obstacle

Cas loca l  (o=o)

Preuve :
b;u.prè" les théorèmes 3.1.2 et 3.1.3, si u" est la solution du problème pénalisé P"

alors I'application
€ € [0 ,  oo)  -+ ( j (o ,  r " ) ,1)  €  lR

est continue et décroissante d'où

U(o,r , ) ,1)  - ; i t i (o , ro) ,1)  t  , ;6 , ,  
o

Par continuité on trouve un e ) 0 tel que

U(o ,  r " ) ,  1 )  :  o  .

En posant ue : I'tr e W''n(Q) n 1{o on voit que Y u € K'

(Au-  f  ,u - r )  2  t { ( r t (o ,z ) ,1 )  -  ( r (o , ' ) ,1 ) }  :  e {a  -  ( r (o 'u ) '1 ) }  2  0

>  oç ; ( j (o ,u " ) '1 )

donc u vérifie V Io .
Le théorème*de Lions-stampacchia (voir lemme 3.1.2) montre que

est I'unique solution de V Io .

Preuve :
L'estimation

entraîne

on obtient

l f -Au, lo3C

u e W2,p (0) n K"
A

->0
j>0

3.1 contrainte sur la solution dans le domaine. cas local (o: o)

3.1.5 Existence et régularité de la solution de VIo '

Soit j comme ur, .u,, non-local mais sans aucune condition sur le sous-différentiel'

Théorème 3.1.5
Soit u" la solution du problème pénalisé P" '
Si il existe une constante C indépendante de e

l f  -  Au, lp S

w2't(o) faible

telle que

c

u€

où u- € Wz'p(Q) est solution du problèm. uuiJtinnd local

f  (Ru- f ,v -u)  >  0 ,  f  €  LP(Q)  (P >  n)  V v  e  Ko

tù .  Ks :  {v  €  Hâ(0)  :  j (o ,v )  :  0p 'P '  dansQ} '
A

lAu" lp<C+Vlp.
A I'aide du théorème 1.3.1 et des injections de Sobolev on a

cr(n)
u e uo o .

Le problème pénalisé devient I'inégalité V u € 'I(o :

(A, "_1, ,u_u") }e( jo ,u , ) ,1 )_e( j (o , , ) , ' )#e( l (o ,z ' ) ,1 )2

et en passant à la limite quand e tend vers *oo respectivement dans

( (Au , - f ,u -u " )  à0

t r "e HJ(Q) nw' 'o(Q),  Ve>0,  Vu€'Ko
et  

I  lçqu,-  f ,u-z ' )  )  ( r (o,u. ) , l )
I  ", 

a Hà(0) nw2'P(çt), V e > o, V u €'I{o

A
ce qu'on voulait montrer.

( ( ,+"* - f ,u -u- )  2o V u€ l (o

{  ( r (o ,  uoo) ,  1)  :  0

I  r"" e r/ô(CI) nwz'P(Q)
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Perturbations variat ionnelles
Contrainte sur la eolut ion dans
Vitesee de la convergence dans

Ie domaine.
, -  (o)

Cas loca l  (o=0)

165

3.1.6 Double obstacle

Soient gt, 9z eW2'P(Q) tel les que

I  v,  >0 2 çz sur ôf l

\ç, > p, P'P' dans f,)

et
j (* , t)  :  i { t  -  p{x)) + iz(t  -  vz(")) v t  € lR',  r  € o

où les fonctions convexes suffisamment régulières j1r j2 vérifient

l r ( t ) :0 ,  V  r<0,  j2 ( t ) :0 ,  V t>0 '

On note ï i r :  0t,  7iz: 0z '
Théorème 3.1.6
Le problème pénatisé P" admet une solution unique u€ € w2'p(Q) avec I'estimation

leô j (o ,u " ) l o  <  C

où C est une constante indépendante de e '

Preuve :
D'abord on observe que p.p. c € O, V t € IR' on a

t -e t3 ) j ( o , t )< t - çz

A

et le théorème 1.4.1 assure I'existence, I'unicité et la régularité de la solutton'

on note que les ensembles lu"'> 9r] et lu" <çù sont des ouverts bien définis car

r,.r,6,, pr t  gz el irz'p(CI) n Ct(O) avec les injections de Sobolev (p> 
") '

Ensuite
ue -P reH t [u ">P t ] )

et on peut écrire

I  Au " -P t *eg t (u " - ç ) :  f  -APr  l u ">p t ] .

t " " lpr :0 A[ ' ">Pt ]  '

Grâce au théorème 1.2.4 on a I'estimation

leg t@"  -  9 ) } ' o ( l u .>ç ' l )  S  V  -  Aç t l r ' ( u ">e ' l )  S  V  -  Aç t l ro (o ) '

De même,
ue - Pz e r/i ([u" < çr))

vérifie
f  Au" - 9z * e7z(u'

\ ' " -  9z :o
et le même théorème I.2.4 assure

-çz) : f -AVz lu"<Vr)
olu" < çrl

elgz(u" -pz)lro([ ,"  <ç,D Slf  -  Açrlr ,{u,<ç,])  S lT - Açzlro(o) '

Le cumul donne

le} j(o,,u,) l ; , r1o) < lgr@" - ç) lro{," )çr l)  * l?z(u" - çz) lrotu"<ç,|)  S

< l /  -  APInQ) + l /  -  Ae2lLP@) '
A

Remarque 3.1.6
En appliquant Ie théorème 3.1.5, on obtient que la solution du problème à double

obstacle
( ( . tu - f ,u -z )>0  /€LP(0XP>n)  V  ue  Ko

{ ,  e Ih:  {u e I /01(O) :  j (o,u) -  6 p 'p '  dans O}:

[ : {, € f{(O) : ez 3 u I e, P.P' dans Q}

Auér i f ie  u :WZ'P(Q) .
On note que ce résultot est connu (uoir [Chipot [t]l)'
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Perturbations
Contrainte sur
t rShor t  waYt ' .

variat ionnelles
Ia  so lu t ion  dans

Hutt ipl icateurs de
Ie domaine. Cas non local

Lagrange 1 6 6

g.L.7 Vitesse de la convergence dans L""(O)

Théorème 3.L.7

Soit

j (o ,  t )  :

et

où u"

f -4 ,

et le principe d

d'où

{ 
,!(t - r') '

I l(t - ,p,)'

t )  P ,
9 1 1 T 1 9 2
t )  Pz

avec pi e W2'o(Q)
Si la solution du problème de I'obstacle

( (Au- f , v -u )>0  f  e  Lp(A) (P>n)Vv€Ko

{  ù  e  Ke :  {v  €  Hâ(A)  :  i (o ,v )  :0  P .P .  dans  Q} :

[ : {u € Hâ(A) | pz < u I Pt P.P. dans Q}

vérif ie f - Au € L""(Q), alors
W2,e(e) faibte

€ lu" -  uls-1n) S l f  -  Aul l-1ny

est la solution du problème pénalisé P" .

Preuve :

La convergence est une conséquence des théorèmes 3.1.5 et 3.1.6

Soient les fonctions

u+:  + l / -  Au l *

Alors on a les comParaisons

Lo@" - u)e + aj(\(r" -  u)e * u) :  T - Au
L e

ue

A

= 1 - A 9 t S u 1 : u . r - * e ( ç t _ ç t ) æ ! A u 1 + e a j ( ! u 1 * u ) [ , : ç ' ]

=o<!  Aul*eâj (  ]  ua*z)  lçz<u<çr l

= f -As21o : !Aua+eô j ( ! u4 *u )  l u=ç ' l

=! -As2>u-=u- le(pz-cz)  - ; ; * ;  ! 'a 'u-+eai( ! " -*u)  lu=çzl

=o>]Au-+ eaj ( !u-*u)  lç21u1çt l

=f  -Asylo=!Au-+ea j ( !u-*u)  lu=çl i

maximum s'applique (voir théorème 1.3.2) pour avoir p.p. dans o

-V - Aul* -  u- I  €(u" - u) S u+ : V - Aul*

lr(r" -  u) lr ,*ro) S l /  -  Aul*
A

A

u

Remarque 3.1.7

Comme
(  r -&t  lu:pr l

f -Au: {0  lç r<u<çr l
I  T -  tç,  lu:  çr l

Ia condition f -Au €.L-(ct) est remplie si ?t e w2'*(çl) 
"t r € ,-(f))
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3.1. contrainte sur la solution dans le domaine. cas non local

ttShort waytt. Mult ipl icateurs de Lagrange

3.L.8 Le problème variationnel vlo équivaut à une équation fonctionnelle

Soii 7 : O x IR' r-+ lR'.r- une fonction positive telle que

lj(*,o) est une fonction croissante et continue avec 0 e. ôj(r,O) p'p. r € Q,

Ti ( " , t )eLt (O)  v t€ lR.
On suppose qu'il existe

des fonctions ôr € ,e(0Xi € {1,2}) '

des fonctions croissantes et continues B; : IR' r-> lR avec 0 e B;(0)'

telles que P.P. r € O, V t € IR' on a

gz( t )  +bz(r )  3  0 i ( * , t )  S g{ t )  +  br ( ' )

Théorème 3.1.8
On suppose que I'opérateur de type elliptiqup.lf es1 symétrique'
Le probtème variatibnnel Vto r;;; i ë H:11o; uarn.t une solution unique u" e H|(Q) et

il existe une constante eo Z 0 telle que

I  Ru"  *  eoô j (o ,u" )  :  f  €  H-1(a)

[ u o  €  K o .

S i  ( j (o ,  u ' ) ,1 )  (  a  ,  a lo rs  €o  :  0

Preuve :
selon le théorème de Lions-stampacchia (voir lemme 3-1,2), le problème variationnel

VIo avec / e f/-l(O) admet une soluiionunique y" e Hà(O) '

Dans 
"", 

.orràitions le problème de minimisation

admet une solution unique où J "tJ,T']*''"thi:''1
J(u) :  l r t l r , r )  - ( / , r )  V u€ l / . t (o)

agissant sur I'ensemble convexe et non-vide des contraintes

I { o : { u€X :  F (u )  >0 }

avec F(u) : ot - U(o, ,),  1), X : I /ot-(CI)^'
Les dérivées au sens Gatearrxê.'fonctionnelles J et F seront données respective-

ment par
J (w*eu ) - J (w ) Aw-f , ,u )  V u€I#(ç) )

Perturbations
Contrainte sur
rrShort raY" .

variat ionnelles
Ia solut ion dane

Mult ipl icateurg de
le domaine. Cas non local

Lagrange

(J'(*),,r) : lt$
c ) o

A symét r ique

r t ' , " tec ' tmtp .p .  ?ô j (o ,u ) ,u )  V  u  €14(0 )
,  convexe

et

(F ' (u . ' ) ,u )  :
i .  F(u * €u) -  F.(r)
t t t t t - . . - -

G + O  e
c ) o

On voit que si tl € ôI{o alors
i (o .n \ :o  é lément  sa turé  d"  Es- :  _a  (  0

(F ' ( . ) ,  w)  :  ( - } j (o ,  r ) ,  r )  S  j# " *  S  ( - r (o '  u ) '  1 )  
-

donc F' f 0 sw 0K"
Le théorème de Lagrange (voir lemme 3'1'1) avec

1
J(u)  :  i@u, r )  

-  ( / ,  r ) ,  F (u)  :  a  -  ( l (o ,  u ) '  1 )

x-r4(0), s:I{,
assure l'existence d'un eo € lR tel que

J ' ( r " )  :  eoF' (u")

c'est-à-dire
Au" *  eoï j (o ,u ' )  - -  f
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Perturbatione variat ionnelles
ô;; iËi" ié sur Ia eàlui ion dans re domaine '  cas non local
r,short wav'r.  Hult ipl icateure de Lagrange
RËôi;t i ;Ë à" ï ;- ; ; I ;1iot,  aè 1'équaiion-fonctionnelle et de vIo 1 6 8

Vérifions que so 2 0 si ud €. AI{d .
En multipliant l'équation

Auo  -  f  :  - eo7 i (o ' ' o )

par eo(u - uo), u e Kd, on obtient

e.,(Au" - f  ,u - uo) : €2,(aj@,uo),uo - u) à 
i : .  . . , ,""." 2

à  t ' . { ( r (o ,  u ' ) ,  1 )  -  ( r (o ,  r ) '  1 ) }

:  €20 {d  -  ( r (o ,  r ) '  1 ) }  2 :  20

d 'où I 'on t i re  eo )  0  puisque (Auo -  f ,u  -  uo)> 0 V u e Ka'

Si uo est un élément non-saturé âe /(, , ,lor, €o : 0 et uo coïncide avec la solution

du problème de Dirichlet

3.1.9 Régularité de la solution de l 'équation fonctionnelle et de vlo

Théorème 3.1.9
Le problème variationnel Vlo avec p > n admet une solution unique u" € Hâ(Q)nWz'n1Q; .

A

{  Au:  f  euçn\@>-2)
l "eI lo ' (O).

Preuve :
D'après le théorème précédent, u' est solution du problème

I  Au '  *  e , ï j (o ,uo)  :  f  e  Lv(O)(P > 
" )

\ r" € I/ot(O), eo à 0

et il suffit d'appliquer le théorème 1.4.1.

Commentaires 3.1
Le problème non local étudié dans cette section a été posé par [B.rézis et StamP-a^cc.hia]

pou, bt, d'une fonction convexe ayant un sous-différentiel univoque et développée par [Chipot

[21 pour un sous-difFérentiel mult ivoque mais indépendant du domaine.
L JJ r 

En disposant d'un résultat de régularité [théorèm.e 1.4.3 et théorème 1.4'4] a.vec une

estimation 
"*pl i . i t" 

pour les perturbation-s monotônes mult ivoques et dépendantes du domaine,

on développe une méthode de continuité qui consiste en_ plusieurs étapes :

1. Éénalisation avec existence, unicité et régularité de la solution Pénalisée;
2.  Stabi l i té  de la  so lut ion pénal isée par  rappor t  au paramètre;

3.  Cont inu i té  de la  contra in te pénal isée par  raPpor t  au paramètre;

4. La solutionï, proUta1n. non local seia une certaine solution pénalisée car I 'application

ayant comme argument le paramètre et comme valeur la contrainte est continue et surjective'
'  

5. Le probléme du double obstacle s'obtient comme un problème l imite lorsque le paramètre

tend vers I ' inf ini car dans ce cas on peut donner une estimation de la perturbation monotone

indépendante du Paramètre '" '  
Lorsque le sous-difFérentiel de la fonction convexe uti l isé pour la perturbation variat ionnelle

est univoquà m.is dépendant du domaine et satisfait les condit ions du théorème 1.4.3, on uti l ise

;; ;r;r;Lnt basé ,rr t"r mult ipl icateurs de Lagrange en obtenant la même régula-ri tâ Ce-tte

.ppioî6" est d'ai l leuis suggérée sans développe.m-ent Jans [Brézis.et Stampacchia] et [Chipot[2]].
Notons que la foÀ-c-tion convexe tpéàifiqr" au double obstacle ne satisfait pas les hy-

pothèses du thétrème t.4.4 donc des préi iminairer.3.1,.par conséquent on est obligés d'établir

Ls estimations à priori  par une autre voie et on obtient la rég.ularité.classique.

Le problème du jouble obstacle a été beaucoup ét_udié dans la l i t térature, voir par exemple

tchip"i[ f ] ] ,  [Rodrigues], [Kinderlehrer et Stampacchia], [Troianiel lo G M ] pour des résultats

èon..rnint la régularité et la frontière l ibre.
Notre méthode de continuité s' impose dans ce qui suit par le traitement unitaire des

problèmes variat ionnels visant des contraint", .onu"xes de la solution dans le domaine et sur le

bord,  du gradient  
" f  

J ;un opérateur  dépendant  de la  so lut ion.  A
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i .z  cont ra in te  
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3.2 Contrainte sur la solution sur le bord. Cas non-local (o > O)

Préliminaires 3.2
soit j : IR r-r IR1 une fonction convexe et positive telle que j(0) : Q ayant le

sous-différentiel g : 0j tel que 0 € B(0) .

Soit I'opérateur elliptique A défini par

Au : -  
D,fD j  ai iu" i) , ,  *  au

où a;i € Wl'o"(f)) et o € ,-(ft) telle que p'p' O

a2À>0
avec  ) )0  uneconstan te .

On note Ia dérivée conormale de u associée à I'opérateur A par

0u
an: Dn(I ,  a; iu")n;

où, n est la normale extérieure à O .
On introduit I'ensemble convexe

Ko :  {u  e  f / l ( f i )  :  ( i ( r ) , l ) ao  <  o }

où a ) 0 est une constante.
Nous considérons le problème variationnel

l  (DnD ia ; i u , ' ( ' -  u ) , , , 1 )o  *  ( au ' , u  - ' ) o  >  ( / '  u  -  u )aY  u  €  Ko  
V Io

\ "e  I { o ,  f  € , I / - 1 (O)  .

Ce problème admet toujours une solution unique d'après le théorème de Lions-Stam-

pacchia (voir lemm e 2.1.2). A

Problème 3.2
On va étudier la régularité de la solution de V Io

e t  p22 .
On trouve que u €Wr'P' (çr) n // ' ( f ,)) où 4 :

quand /e .Lr(O) avec

! _ 1
p n

n>p>i

A

Observation 3.2
D'après [Brézis[5], pg. 33, théorème 17 et p8. 40, théorème 19] le problème de Neu-

(Au: feLe(A)
I  "  e H'(A)
|  0u  -n
\ ô t z - "

admet une solution unique uo €w2,p(0) en notant que o > À > 0 p.p. ct.

Si zs € I{o, alors us vér'ifr'e VIo
Dans la suite de cette section on suppose

( r ( "o ) , l ) ao  )  a  .

g.z.L Pénalisation. Estimation a priori

Théorème 3.2.1
Le problème pénalisé

(Au" : f  €  Lo(Q) (â  <p<n)  dansQ

1u"eH2(Q) ,e>o

t -* e eB@) sur ôQ

admet une solution unique ue € Wl'p'(A) et on a les estimations

lu" lw,, , , (a)  < C et  lu" lsr le;  S C

A

P"

A1 1: - - -
p noùË et C est une constante dépendant seulement de Q, n, p et A '
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Perturbations variat ionnellee
contrainte sur ra 

"; i ; î I ; ;- ; ;r  
re bord' cas non rocal (o>0)

Stab i l i té  de  Ia  eo lu t ion  péna l ieée L70

Preuve :
S"t"" [Brézis[5], P8' 49, théorème I11, pg' 43 théorème I10 et pg' 33

problème admet une solution unique ue e.Wr'P' (O) avec les estimations

lu" lw, ,o ' (o)  <  C et  lu" lp 'g1 3C

où C est une constante dépendant seulement de f), n, p et A '

Remarque 3.2.1
L'est imation 

ru"r*r,o,(o) < c

est optimale d'après [Brézis[5], P9' 55, rernarque I30l '

3.2.2 Stabil i té de la solution pénalisée

Théorème 3.2.2
Soit u" la solution du problème pénalisé P" '

Alors les aPPlications

[0, -) ) e r-] u"

[0, -) ) € F-+ u€

€ w1,p'(Q) faible

€ H2(Q) faible

théorème I7l ce

permet d'avoir, à une

u

A

A

sont continues avec

Preuve :
Selon le théorème précédent on a les estimations

lu" lwr , r ' (o)  <  C et  l ' " la ' (o)  <C

La faible compacité des boules de Wt'p'(Q) et de H'@)

sous-suite près,
6zt , r '  1e ;  fa ib le H21e;  fo ibt"

e -+€o€ [O ,oo )
et

co(o)

€ -+eo€ [0 , co )

e- -+eO

Cola-O;
ue

ue

€-)eo

-L2(ôo) fort

€ + e o

avec les injections de Sobolev (p > i) '

D'abord en multipliant l'équation
Au"-  f

par u, € Cff(O), on obtient

et avec

(Auo- feLo(A)
J uo . Ht(a)

[#:o
A

et encore

donc

u eue

ue

(Au"  - . f , r )o  :  (DnD,oo,u" , iu ' , ,1 )o  *  (au , ,w)a  -  ( / , to )e  :0

Wl ,e "  (O )  f a i b l e

€-+eo€[0 ,æ)
u e

à la limite V tr € Cff(O)

(Au -  T,* )a  = (Do D,ooru, , t r ' ' " , ,1)o I  (au, t )o  -  ( / ' t r )e  :0

c'est-à-dire
Au:  f



3
3 .2
3 .2 .3

Ensuite si to € C-(fl) alors

(Ar"  -  f  , . )a :  (Do D,onrr " " iu , , ,1)n 
-  (k  ,u)ao *  (auu 'w)a -  ( / '  ur )ç  :  0

et après une réécriture en notant que # € L2@0) avec u e l/2(ft) on a

( I ,  I ,  a;. i (u" -  u) ' i to", ,  1)o - (* -  
#lo)ao 

* (o(u" -z) ' , )o :  (T - Au'w)e :  0

et le passage à la limite (e -+ es) permet d'avoir V to € C""(fl)

(9".- - -ô' ̂...--. ôn 
"fi'w)aa --=;",-------+ o

d'où
ôu"

ôn

D'autre part V u.r € C-(ôCl) on a

, ou"
( - ; : , u  -  u " )aa  S  eU( ' )  -  j ( u ' ) ,  l ) ao

puisque sur le bord

-+ eeB(u") :e l j (u")
on

avec j convexe.

En observant que

Perturbat ions variat ionnelles
è;;; ; ; i l i ;  sur Ia 

"or" i io" 
sur re bord' cag non tocar (o)o)

Continuité de la contrainte 771

t2(âe)  fa ib le 0u

€-+eo

co(ao)

e - + e O

.L2(AQ) fort

€ --+eO

passer

A"

ue

U - U e

0u" L2(ôo;  fa iu le ôu

Onôn €--r€g

et j est convexe et propre donc continue, on peut

pour avoir

,0u( - î ; ,w  -  u )aa  <  
"o ( r ( ' )  

-  j ( z ) '  l )ao

c'est-à-dire p.p. AO

-Preog@):eoôi (u)
on

On a utilisé aussi le fait que

.L2(AQ) fort L21ao;  fa ib le

o et 9"

à la limite sur le bord (e -+ eo)

9"o
e- '+eOr"

implique

e-+eo

f"9"
L2(âQ; fa ib le

o 9  
" o

Finalement u vérifie
(A"- - f
)ueH2(

t-#,
de la solution

-+ec

)G(0xr

t )

3 pro

Le

)

OQ(u

ce A

t  1n) dans O

sur ôf,l

e  on aura u:  ueo

1<P

blèmt

€ l

CI)
c 0 !

dede I'unicitéet du fait
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Ia contrainte 172

3.2.3 Continuité de la contrainte
Théorème 3.2.3
si u" est la solution du problème pénalisé P" alors I'application

[0, -) ) € F--) (j(u")' l)ao € R

est continue et décroissante. De plus
( j (u") ,1)ao S Ce 

-1

où C est une constante indépendante de € '

Preuve :
Comme toute fonction convexe et propre est continue, le théorème 3'2'2 et les injec-

t ions de Sobolev (P> i )assurent
co(o)
e--+eO

+
co(o) j (u " " )

A

e O

j ( "
e--+eO

+
co(ao)

j ( "
e--+eO

I

( i  ( "") , l )ao --  
" -*+ 

( i  (u 
" . ) ,  

l )ao

car I'intégrale sur le bord transforme la convergence uniforme en convergence'

Soit er ) ez
Soient I", problè*",

(  Au": r
)  u" '  € / / ' (0)
| 0u"
t  -Ë € €f i i (u€,)

Dans la suite on note Par
9, 9; € L2@A) telles que P'P' r

e;p(u",)( i  e {1,2}) respectivement les fonctions

j ( u " o )

dans f)

et

sur ôfl

e0(u") ,
€ao

Au"" :  ï
u", € H'(çl)
-%f € e2}i(ue2) sur ôO .

dans f)

0u" ,  \ \
s - -  A ;eePluc l r ) )

â o t

so : - ;T e eip(uet( ' ))  .

Une soustraction conduit à
(  A (u " ,  -  u " r )  : 0  dans  O

{ 
ô(u' 'o: z'-) 

+ erp(uel) - ezg@",) :  0 sur ôf)
( dn

et après une multiplication par ?.ter -'ttez combinée avec une intégration par parties

( t ,  t .  a i j ( u r ,  -  u " r ) r i ( u " ,  -  u "z ) , i , l ) o  *  (o (u " ,  -  u " , ) , n ' e t  uu )a*
HN - r  

+  G '9@" ' )  
-  ezg (u " ' ) ' u ' t  - u " )ao  =  o

car on a sur le bord

Comme A est elliPtique on aura

(e rg (u , r )  -  ezg@" , ) ,u " ,  -  u " r )6s  1o

et une réécriture Permet d'avoir

ez(p(u" , )  -  g@"r) ,7 tet  u"z)as *  ( t ,  -  ez)(g@"r) ,u , ,  -  u . r )6e (  0



3
3 .2
3 .2 .4

Perturbat ions variat ionnellee
Contrainte sur Ia solut ion eur
Existence et régulari té de Ia

Ie  bord .
go lu t ion

Cae non loca l  (o )0)
de VIo 173

d'où
( r ,  -  ez ) (B@"r ) ,u " ,  -u " r )ao  S  0

puisque B est croissante.r r 
Un. ,tor'o"lle transcription (g : 0i) mène à

( t ,  -  ez)( ï j (u" r ) ,u" ,  -  u" r )5e (  0

et comme la convexité de j force
( j (u " , ) , 1 )ao  -  ( i ( u " , ) , 1 )ao  S  (0 i (u " , ) , u " ,  -u " ' ) aQ

on aura avec €t  )  €z 

0@"r) ,1)ao -  ( i (u" r ) , l )ao < 0

donc I'application

est décroissante.
En multipliant

parties

€ t--+ ( j(u,), 1)ao

l'équation Au" : .f p., '..t e on obtient après une intégration par

car sur le bord

Mais

-e0@") .

( t .  t  .a i juer;2", , ,  1)o > --49r4gi l -  > 0
' u t  - l

Hô lde r < lflrlu"lz

0u"
0n

("f, r")o S

et en combinant dans I'identité précédente on obtient

lu" l ,  S À- '  l /1,
(r(r"),  l )ao < ,- t  X- '  Vl |

ce qui complète le résultat.

3.2.4 Existence et régularité de la solution de VIo

Théorème 3.2.4
Si u" dénotela solution du problème pénalisé P" , alors il existe un e ) 0 tel que

(Au, : f€Le(AXn>P>i )
I  u'  .  H2(0) n wl 'P'(Q)

1 -* eeB$')
l .  ( j(u") '  1)6ç1 : c '

De plus, u" est la solution de Vlo '

Preuve :
D'après les théorèmes3'2'2 et 3'2'3, l'application

[0, -) ) e --+ (r(r"), l)ao € R

est continue et décroissante et

( j (u" ) , , r )ao=à( j (u6) ,1)ao ' f f i )o )0- ; ( j (u ' ) ,1 )ao

Par continuité on obtient un e ) 0 dépendant de a tel que

( j ( " " ) , l ) ae  :  c  .

On  no te  ue : ' t t  €  Ko  '

A

A
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Perturbat ione variat ionnelles
ôàtii. i ttà sur Ia solution sur le tord'
i lT;i; i l ;;f i?gularité de la eolution de

Ioca l  (o=0)--nouUfè 
obétacle sur le bord

Cas
VIo 174

Alors V u € Ko:  {u  e f / l (O)  :  ( r ( ' ) , l )ao < o}  on a
-  i n t ée ra t i on  Pa r  Pa r t i es

( t t .a i j ux j (u -u ) , , , l )n * \au ' ,u -u ia  
-  -

' 4 N H J

:  (Au -  f  ,u-  u)o -  €(-  * , , -  
u)ao >-HSÆ9t

2 e{(r(,), l)ao - (r(,),1)ao} 141+P:s- > 0

Comme V-Io admet une solution unique' on a le résultat' A

S .2Con t ra i n tesu r l aso lu t i onsu r l ebo rd .Cas loca l ( a :o )
g.2.5 Existence et régularité de la solution de vls ' Double obstacle sur le bord

Théorème 3.2.5
Si u" est la solution du problème pénalisé P" ' alors

yyt,r' (e) faible H2(o) faible

ue

satisfaisant aussi le Problème

ue

et ue

où u € V\11,p'(A) n H'(A) est la solution du problème variationnel local

f  (Dr ! ,a ; ;u , , (v  -  u ) , i , l )n  +  (au ,v  -  u )o  )  ( f , v  -  u )n  Vv  €  Ko

lu .  Ks :  {v  €  H l (A)  :  j ( v )  :0  su r  âQ}

€-)oo

dans Q
sur ôQ

(Au : f

{"#=o
I  u € Wt'o'(a) n H'(0)

A

Preuve :
D'après le théorème3'2'L, V e € [0,-) on a les estimations

lu , lwr ,o , (o)  <  C et  lu" ls"p13 C

où C est indépendante de e et avec le théorème 3'2'3
C

( j ( " " ) ,1 )ao  <  
I

où C est une autre constante indépendante de e

En faisant tendre € vers oo on obtient via la réflexivité des espaces

ft'(f)) , à une sous-suite Près,

wr,p ' (o)  e t

gzt ' r ' (O)  fa ib le H21Q; faiute
r.tr oo et lL e Uça

€-+ooe-tæ

et à l'aide des injections de Sobolev @> p> i )
co(o)

u e
€-+æ

Comme j est continue, on aura

La condition sur le bord

permet d'avoir

( r ( r " " ) , l )ae  :  0  .

-*  e eB@,)
on

u"* <o
on

B est croissante avec B(0) ) 0 ' -- 
i" purru,ge à Ia limiie'câmme dans la démonstration du théorème 3'2'2 assure

0u*  - nu *6  \ v .
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Perturbations variationnelles
ô;;;;; i l i ;  sur ra sorution eur le tord'
È;î;t i l ;;f iésutarité de ra sorution de

Cas local (o=0)
lÀ . -  ooou lè  obétac le  eur  le  bord

Onaauss i  V  ug . I { o

(D,  D,  a i iuex i ( ,  -  u " ) ' , ,1 )o  *  (au" ,u  -  u " )o  
'n tésra t ton  par  p

2 r { ( r ( r " ) , l )ao -  ( j ( r ) , l )ao}  #a
En passant à la limite avec u" - 

"-?
faible et f/2(O) faible, on obtient V u € /(o

(  (D '  Di  a t iu*" ( '  -  u- ) " "1)n

| ( j (u"") ' l )ae :  o + u- € rfo

I  Au* :7
I  " .  ôg_ <olu*  on
( u- e Wr'P'(0) n I / ' ( f t )

le résultat.

0.

ltoo respectivement dans Co(O), Wl'p.(f))

*  (au* , ,u  -  uo")ç  2 0

dans O

sur âf,)

A

Double obstacle sur le bord

2 az deux constantes et
( I ( t - " ' ) ' t )a r

i ( t ) :  {  ô .  laz ,a t l
lL ( t - " " ) '  t laz  '

Alors le problème du double obstacle

|  (DnD1à, iu ,  ( '  -  u) , , ,  1)o *  (au 'u-  u)o > 0V u € I {o

t ) - . ' l ; : {ueHt(S l ) :  j (u )  :0surôO} :  {ueHt  (Q)  :41 3u1o2 surâ0}

admet une solution unique u €wr'p' (o) n I/'(o) satisfaisant le problème

( Au - / dans dans C)

)  " fu<o 
surôf l

I  on -
t  "  

e Wt'P' (0) n f l ' ( f t )  .

Remarque 3.2.5
Il serait intéressant de sauoir si la régularité obtenue est optimale'

Commentaires 3.2
En se basant sur des estimations concises et optimales obtenue dans [Brézis [5]] on peut

.ppliqu", È méthode de lontinuité pour les contraintes convexes sur le bord ayant un sous-

différentiel mult ivoque.
pour avoir jes problèmes bien posés sur le bord on est obligés de travail ler en paral lèle

dans H2(O) et Wr'P'(Ct) '
Le cas local avec)" problème du double obstacle sur le bord est résolu-avec une réSularité

wr,p 'ô . -ô; ; ; ; ; ; " ' ia  régular i té  opt imale pour .ce.problème est .  w2 'e(o)  car  le  sous-

différentiel de la fonction convex" j rpl.ifique au àouble obstacle est univoque et lipschitzien et

à."r igig; irtSl i  p"ri  ." typ" d" foï.t ion on obtient une régularité.W2'p(Q) mais la constante

de l,estimation dépend du sous-différentiel ce qui.avec notré technique ne Permet pas de Passer

à la I imite lorsque le paramètre e de la pénalisation.tend, vers I ' inf ini '

Enfin on r"r"î lr" que la ton.i ion.ànu"*" j  a.été supposée Partout indépendante du

domaine. l l  serait iniér"r i .nt de déveiopper une"théo.rie antiogu" R-gur- de tel les fonctions

dépendantes du domaine, en ce cas i l  fau'drait refaire I 'approchè de [Brézis[S]] avec un bon

contrôle des estimations. 
A

Exemple.
Soit or à 0



3 Perturbations variat ionnelles-
g.3 contrainte eit- i .- [ tàai"ot '  Cag non local (a)0)
3.3 Contrainte sur Ie trad+enl '  u?s rJ

3.3.1 Pénalisation. Estimation a Prr.orr-

3.3 Contrainte sur le gradient' Cas non local (o > O)

Prélirninaires 3.3

So i t j : ox ]R ' ' r - -+ ]R 'une fonc t i on te l l equep .p .0€ f )e t ' € ]R "

j ( * , r ) :D"n, ,b; i t ; t i

avec b;i  € Wr'-(O) .

On voit que

i ( * ,o )  convexe  e t  j ( x ,0 )  : 0 ,

Ôi (* ,o)univoqueetuni formément l ipschi tz ienne:

ô7(o, t1)  -  Ôi (o, tz) l3  a i l t l  - t2 l  V t r ,  t2  € IR"  '

On suppose que I'opérateur A est de type elliptique'

Alors I'oPérateur B défini Par

Bu : -divôj(o, Vu) :  -  
l ,  tD"jbniu' ,)" ,

sera lipschitzien de W2'p(Q) dans 'e(0) :

lBu l r ,@)1aB lu lw . , e )  V  u€  Wz 'p (Q) ,  oB  >0cons tan te

avec A* B de tYPe elliPtique' 
A

Problème 3.3

on étudie la régularité de la solution du problème variationnel

[ çq " -T ,u -u )20  V  u€Ko ,  / € ' e ( f l ) ,  P2  V I ,

l "  a  I {o  : {u  e f { (S))  :  ( j (o ,Vu) ,1)  S o} '  a  )  0  constante

Ceproblèmeadmetuneuniquesolut iongrâceauthéorèmedeLions-Stampacchia.
A

Observation 3.3

Si la solution du Problème

IAuo:f€re(O)(e>2)
I "o . r/É(0) nw''o(Q)

vérifie us € Ka, alors u6 satisfait VIr '

Dans toute la suite de cette section on suppos€râ us ç I{", c'est-à-dire

( j ( o ,Vue ) , l )  >  d .  
A

3.3.1 Pénalisation. Estimation a priori

Théorème 3.3.1

Le problème Pénalisé

f  Au"  -  ed ivô j (o,Vu ' )  -  f  €  LP(A)

lu . 'Hâ(a) '  P)-2 '  e  >o

admet une solution unique et il existe un o €]0, oo[ tel que V e € [0, o] on a I'estimation

lu"lw,,r(n) S C

où C est une constante indépendante de e

t76

P"

A
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Perturbat ions variat ionnelles'c;;;il;i; 
Ëur re si"àiâ"i' 9q" .non locar (o)0)

éiâuiriie de Ia solution pénalisée

Preuve :
Soit l'oPérateur B

Comme A+ B et
j(*,o) est convexe P.P.
1 .3 .1 ) .

Ona
CÂ' lu , l *z ,p(o)

< l / lo  *  e lBu" lo

e tpou r  e< (CaaB) - r

défini par
Bu :  -d i vô j (o ,V " )  .

A sont de type elliptique alors A *.eB le sera aussi en notant que

" 
e O , d,ol'l'exiri"nË" et I'unicité de la solution (voir théorème

théorème 1 '3 ' l  <  lAu)o  :  l /  -  eBu. l ,  <

-g-ftP"4rg=_ < l/1, + eaB lu"lw",p@)
de w2,P(o)  dans t rP(o)

l^.  |  .  l | l '
t u e t w z . p ( Q \ =  c ; t _ e a B

s

A

A

gzz,n (O) faible
ue

€ -+eo€ [0 ,d ]

W l ,P (O)  f o r t
u e-  

e -+ee€ [0 ,a ]

en utilisant les injections de Sobolev (p >.?) '..
En passant à la limite au sens des dtstrtbutlons (e -+ eo) dans le Problème Pénalisé

:  T  +  ed i vô j (o ,Vu )
écrit sous la forme

f Au, - e{divôj(o, Vu") - div ôj(o' Vu)}

l ' . .H r t (ç | )nw2 'P(Q)

f  l ,  -e6divôj(o,Vu) :  f  e uça1, P)_2

\ reHô(o)  nw2 'P(Q)

l(divôj(o, Vu€) - div ôj(o, Vu), tr ' ') l  :

flinéarité de I'opérateur divergence]
-  l ( d i v {ô j (o ,Vu"  

-  7 i (o ,V "o ) } , ' ) l  :

[intégration par Parties]
:  l ( {A i (o,  Vu")  -  0 i (o ,Vu)} 'Vt r '  1) l  S

[I'inégalité de Hôlder]

donc un choix de o sera o €]0, (Coou)-t[ et C : 
d+F

3.3.2 Stabil ité de la solution pénalisée

Théorème 3.3.2
S iu "es t |aso |u t ionduprob |èmepéna | i séP"a |o rs | ' app | i ca t ion

[0,o] > e =-+ u" € W2'P(Q) faible

es tcon t inueavec  
IAus : f  e  L r (e ) ,  p>2

I uo . Hà(0) n w2'P(Q) '

Preuve :
D'après le théorème 3.3'1,

où C est indéPendante de e et
sous-suite près, resPectivement

on obtient

ca r  V  to€Cf (Q)

V e € [0, o] on a I'estimation a Priori
r t / ^

l u e l w z ' p ( Q )  )  u

la réflexivité de l'espace W2'p(Q) permet d'avoir, à une



3 Perturbatione variat ionnelles-
8.3 Contrainte 

"; t- I ;- ; ; ;àG"t '  
Cae non-rocar (o>0)

5.5.s éàniinuite de la côntrainte

l0 j est uniformément lipschitzienne de constante oi ]
1oj  lu"  -  u laâto)  lu ls61o1 -  

" - " -o
en notant que Ia suite u" converge vers 't eo d.ans 171'P(O) fort lorsque e tend V€rs €s

lu fàit de I'unicité de la solution du problème

IAu"o -eed i vô j ( o ,Vu "o )  
: f  e ' o (O) ,  p>2 ,  e>0

l  r"o e f / . t(o) nwz'P(Q) '

on obtient , :'t'Leo

3.3.3 Continuité de la contrainte

Théorème 3.3.3
ii u" est ta soiution du problème pénalisé P" alors I'application

[0," ]  >  6 *_ l  ( j (o ,Vu") ,1)

est continue et décroissante. De plus on a I'estimation
( j (o ,Vu" ) ,1 )  3  Ce- l

où C est une constante indépendante de e € [0, o]

Preuve :
Ona

l ( r (o ,  Vu" ) ,1 )  -  ( r (o ,  Vu"o) ,  1 ) l  <

A

A

[conversion en norme ,t(0) ]
<  l f ( o , V u e )  

-  j ( o , V u " o ) 1 1 ' 1 o 1  5

[j est convexe]
< l lôr (o ,Vu"o) .V(u"  

-  u"o) l  V lô7(o,Vu") 'V(u"  - ' " " ) l l r  S

[on a lu V ul1 321'ultv l '1,  pour u'  u e I1(S))]

3zç1tiiç",Y'u"olz-lu" - lt 'eolsiloy) v (lôr(o' Yu")l' lu" - u"ola61o;) S

[max{Ào, Àb} : À max{o, ô} lorsque c' b' À > 0 ]

<i1ai ! ,Yu"olzv lô7(o,V"") lz)  lu"  -  u,o laâtol  S

l}j uniformément lipschitzienne de constante a']

1 oi ( lu"olaâto) V lu"lrrâtol) lz" - u"olnâ(o) --;;--+ 0

car le théorème précédent assure via les injections de
yy t , r lO)  fo r t

"  
" -+"e€10,o1

Sobolev (p >- 2)

U o ^

donc I'application en question est continue'

Soit er ) ez
Une soustraction des Problèmes

lu " ,  -e1d iv  ô j (o ,Yu" r ) :  T ,  u " ,  €  I / à (O)

luer  ez d iv  } j (o ,Yu"r )  : . f ,  u" '  €  /4(O)

conduit à
A(u" ,  -  u , r )  -  e1 d ivô j (o,  Ver)  + 62 d iv  0 j (o 'Vu" ' )  :  0

ou sous une autre forme

A(u"r  -  u" , )  -  ez d iv(Ôi(o,Vu" , )  -  Ôi (o,V ' " r ) )  -  ( t '  -  e2)  d ivô j (o '  Vu" ' )  :  0

Une multiplication par u€l - ''t'e2 permet d'avoir

(Au" ,  -  u ,e2,uer  -  u" r )  +er( -  â i " (a i (o ,  Vu" '  )  -  ôr (o '  V ' " ' ) ) '  u" ' )u" ' ) :

: (er  -  e2)(d iv  0 i (o ,V," , ) ,  u , ,  -  u" r )

(Au",  -  1trez;uer -  u"r)  2

, t 2
)  an lu r ,  -  L re2 l l lâ (o )  ;

ou

lA elliptique]
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3.3.4

Perturbatione variat ionnelleg
èontrainte gur Ie gradient' ç?9
Existence, unicité et réSurarrtê

non loca l  (o )o)
âé-'ru-"orot\on âu problème pénalisé

(- div(ôj(o, Vu",) - ôf (o, Yu",) ' , ' t t 'et u",) 2

[intégration Par Parties]

2  ( {ô r (o ,Vu ' . ) -  ô (o ,Vu" , ) } ' (Vn 'eL  Vu" , ) '  1 )  2

[j convexe et ôj monotone]
)0 :

( d i v  ô j ( o ,  Y u " , ) , r t r e r  u , r ) :

[intégration Par Parties]
:  (ô7(o ,  Vu" ,  ) ,  l tez  u" r )  2

[j convexe]

2  ( f  (o ,  Yu" , )  -  r (o ,  Vu" , ) , 1 )

Dans ces conditions l'égalité

(Au" ,  -  n  e2,u" t  -  ur r )  *  e2(-  d iv(ô j (o ,  Vu" ,  )  -  ô j (o '  V ' " ' ) ) '  u" ' )u" )

( r r  -  ez)(d iv  Aiço,Vu" , ) ,u" ,  -  u , , )

devient avec 61 ) €2

(e ,  -  ez ) ( i ( o ,Yu" , ) , 1 )  -  ( r (o ,V ' " ' ) , 1 )  à  *a  l u " ,  -  
" ' , I ' t â tn l  

2  0

donc on a obtenu aussi la décroissance'

En multipliant l'équation Au, + Ti(o,u"): -f ptt u€ orr obtient

(Au" ,u")  *  e( -  d iv  ô j (o ,  Vu")  ,u" )  :  ( " f " ' " )  '

Mais

(Au " , , " ) : ( I n , , a i j 1 ' [ e r i 1 . t ' eû , , 1 )à f f i ) a .e ' l " " | , o61n ;

( -  d iv ôi(o,Vu"),  r") ,nr f f ion 
* ,  o.ru""(ôi(o,  

Vu") 'Vu' ,1)  )

> i t f f in 
2 iJ i" 'vu"J' \>To

(f ,u") < f f i  Sl I  lz lu, l ,  S ff i  
1Cp l /1, lu"ls31o;

d'où en combinant

lr"lr 3 Cplu,laâta11= Cealr 111,

e t  V  e )O  . ,  1
(j(o, Vu"), r) < ltf, u") S !cr";t Vll

ce qu'on voulait montrer si on pose C -- C p"Àt lTlZ

3.3.4 Existence, unicité et régularité de la solution du problème pénalisé

Théorème 3.3.4

Si o € [(j(o, Vu"),1), (j(o, Vuo),1)[ , i l  existe un e €]0' o] tel que

f Au" -  edivâj(o,Vu,)  -  f  e Ln(A)

I u, . W2'P(A) r' lKo .

De Plus u" vérifie Vlo

A

A



3 Perturbatione variationnelles-
3.3 Contrainte eor-f"-[ iàai""t '  Cas local (o-=0)

3.3.5 Exietence, 
"i i" i ie"Ëi-iè!"i.t i ié 

de Ia sblution du vIo

Preuve :

D 'après lesthéorèmes3'3 '2et3 '3 '3 , I 'appl icat ion

[0 ,o ]  >  6  +  ( j ( o ,Vu" ) ,1 )

est continue et décroissante avec

(j(o, Vu"), 1) 
";;+(j(o, 

vuo), 1) > "*i#*" t > (r(o, Yuo),l) ï*" 
(j(o' Vu")' 1) '

Parcon t i nu i t éon t rouveune€ ]0 ,o ]dépendan tdeo te l que
( j ( o ,Vu " ) , 1 ) : o .

Posons ?-L : 't ' tre.

Alo rs  V  e€  Ko : {ue  f /01 ( f t )  :  ( j (o 'Vu) '1 )  (o }  ona

(Au -  T ,u  -u )  :  e (d iv  } j (o ,Vu) ,  u  -  u )  :  (ô r (o '  Vu) ' (Vz  -  Vu) '  1 )  Z

-  
j ( t , o )  convexe  P .P .  c€O

:  e {d  -  ( r (o ,  Vu ) ,  1 ) }  2  0

donc u vérifre VIo

De plus, u sera l'unique solution de ce problème d'après le théorème de Lions-stam-

pacchia (voir lemm. Z'.t'21' 
* ev v- r- - - A

OPtimalité

Le théorème 8.3.4 montre que V.[o admet une solution u € W''o(Q) n l/or(C')

V  o  €  [U (o ,  Vuo) ,1 ) ,  ( r (o ,  Vu6) ,1 ) [  '

On conclut via l,observation 3.3 que I/.Io admet une solution u € W2'p(f,})nI4(CI)

V o € [ ( r (o ,  Yuo) , l ) ,  *oo[  '

A

3.3 Contrainte sur le gradient' Cas local (o : O)

3.3.5 Existence, unicité et régularité de la solution du VIo

Double obstacle et caPacité

Théorème 3.3.5

soit Bu - - div ôj(o, Vu) avec j(x, o) une forme quadratique dégénérée p'p' x € o '

0n suppose que le problème pénalisé

f  Au,  -  edivôj(o,Vu")  -  f  e Ln(A)(P > 2)

I u" . Hâ(a) n w2'P(Q)

admet une solution.
si il existe une constante c indépendante de e telle que

lu" l*r ,ornl  S C

alors

1 8 0

yyz'r(Jt) faibte

e-+oo

où uoo véririe'"îïî'-îlïi' 
v v € Ks, r e Lr(e), p > 2

[ùe  ro : {v€Hâ(A)  :  j (o ,Vv)  :0  P 'P 'A} '
A



3
3 . 3
3 . 3 . 5

Perturbations variat ionnelles
èànti" i" t" eur Ie gradient '  Caq
Èiîài"o"", unicité-et régulari té

loca I
de la

(o:o)
sblution du VIo

Preuve :
L'estimation 

lu"l,6rr,o1ç7,1 s c

permet d'avoir via la réflexivité de I'espace W2'p(Q)
w2,P(O)  fa ib te

et encore

€-+oo

pyr ' r (O) forr

e-+oo

pulsque

ue

ue

grâce aux injections de Sobolev'

L'équation Pénalisée
Au" - edivôj(o, Yu") : 7

devient I'inégalité V u € .I{e, V e ) 0 :

(Au"  -  f  , ,u  -  u" )  - -  e(d ivô j (o,  Vu") ,  u  -  u" )  :

:  e(0j (o,Vuu).V(u" -  u) ,1)  > f f i  
>

2 e{(r(o,Vu'),1) - (r(o,Vu),1)}ff i ;

:  e( j (o,  Vu") ,  1)  > -æ:o o*.  , .n > 0.

Enpassan tà la l im i te t " " -$ t r ) respec t i vemen tdans

( (Au"- f ,u -u" )  20
t ;" .s i tolnw' 'o(Q) v u€-I{6, v e>o

et
(  l ( l r "  -  f  , u  -  u " )  Z  ( r (o ,  Vu" ) ,  1 )  -  U (o ,  V ' ) '  1 )  +  ( j ( o '  Vu ' ' ) '  1 )

\ ' i '  e r{o(ct) nw''o(tt) v u €'I{6' v e > o

onob t i en t  Y  u€Ko

|  ( t *  -  f  ,u  -  u)  > o
\ .eyrz ' r (o)  n/ {o

l(divôj(o, Vr") - div ôj(o, Vu), to)l
:

l (d iv{ôj(o ,Yu" -  Ôi(o,Vu"")} ,  u ' ' ) l
:

l ( {ôr(o, Su") -  0i(o,Vu)} 'Vu'" 1) l

<Æ

, 
lUrlî, V'") - Ôi(o,v')1, ltolaâtol

| ôi est unif. lipschitz' de cte 
"i |---_-------â S

'  -  'o t  
lu ,  -  u i r3 to)  l to ls61ol  

- ; -  0

car on a vu que ue converge vers u"o dans wt'1(1) fort lorsque e tend vers €o

Du fait de l'unicité de la 'olttiâ" de ce p'obiè*" u) : rtæ ' A

ExemPle. Double obstacle

Sous réserve des estimations exigées par le théorème précédent on pose les problèmes

suivants :

Double obstacle



3 Perturbations variatiolnelles
i.s Contrainte sur Ie gradient'

;si iàii saY". MurtiPricate,u:e
Cas non local (o>o)

de Lagrange
equifaut "à une équation f onctionnelle 1 8 23.3.6 ré--piàuiei. variatiônnel vIq

P;<03û  P 'P '  dans f , )

: {u € f/rt (çt) i 9; 1 u'i S rh p'p' dans O' i e {1' rz}}

c,est-à-dire un problème d'obstacle bilatéral pour le gradient. a

3.3 Contrainte sur le gradient' Cas non local (o > O)

ttShort waytt. Multiplicateurs de Lagrange

g.3.6 Le problème variationnel VIo équivaut à une équation fonctionnelle

est svmétrique et I'opérateur B de la forme
j(r, 

") 
€ tl(R.") convexe et j(x,0) : 0

admet une solution unique u' e H|(Q) et

I  Au '  *e 'ô j (o ,uo )  =  f  €  H - l (0 )

\ uoeKo .

5 i  ( j ( o ,u ' ) , l )  <  o ,  a l o r s  €o  : 0  '  A

Preuve :
Comme l'opérateur A est lipschitzien et elliptique , B..lipschitzien' Ko non-vide

et convexe, d,.pre.1" itreora*" a" 1,i"".-Stu,*pu,".hia ie problème variationnel V/' avec

1. Ï- i t f i)  admet une solution unique. 
"" F.Hô(o)-Danscescond i t i ons lep rob lèmedemin im isa t i on

admet une solution unique où J "t"':h''"'ki:''
J(u) : t1 . / r , r )  - ( / , ' )  V  u€HJ(0)

l'ensemble convexe ei non-vide des contraintes

Ko :  { u  e  X :  F (u )  2  0 }

avec F(u)  :  d  -  ( j (o ,  Vu) ,  1) ,  X :  14(q)  '

Les dérivées au sens Gateau" aËt fonctionnelles J et F seront données respective-

ment par

Soit
n

i ( * , t ) :  t  i ;@, t ) ,  r  €  O,  t  :  ( t t , " ' , tn )
i : l

( ( t , - rh{* ) ) '  h>,b{ r )
j ; ( * , t ) :  {ô  t ;e lv ;@),1b;@))

l .  Qt - P;(")) '  t ;  < çt(t)

9 , ,  û  e? l r t , - (ç l ,R ' ) ,  I  -  (9r ) rsr<, ' '  rh  : (d , ) r5 ;5" '

On aura
Ko - {u e f/01(ft) :  j(o,Vu) : 0} :

Théorème 3.3.6
On suppose que I'opérateur de type elliptique {

Bu : - àiv àj(", Vl) esi lipschitzien où p'p' x € Q'

comme aux Préliminaires 3.3 '
Le problème variationnel Vlo avec f € H-1(0)

il existe une constante €o à 0 telle que

agissant sur

(J ' (w) ,u )  : lim
. + O
c ) o

J (w*eu ) - J (w )
6 A sYmétrique

(F,(r),r) : l* ry#(+ai.,ôj(o,Vto),u) 
v u € /4(o)'

c ) o

On voit que si w e ÔI{o alors 
-

(F,(r), to) : -(ôr(o, Vu-r).Vu.r, t) s r "#.." 
s -(j(o, V'), r;é'"s$e!fegg' : -o ( 0

donc F' f 0 sur ô/{o
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3 . 3 . 7

Perturbations variat ionnelles
;; ',.;Ëffi;à".";' ' i;-;;;àil;;: cae non locar (a)o)
Contrainte 8ur Ie g:
ysil;!!-f 11'1...^Illlll**:î'îi:1?,,1,1,8"',ilsu"iÈ"iiluiË*"''#i;;i5ilài- 77" equiiaut "a une equationfonc t ionne l le

Le théorème de Lagrange (voir lemme 3'1'1) avec
1

J(u) :  I@r,r)  
-  ( / ,  r ) ,  F(u)  :  o -  ( r (o,  Vu) '  1)

x:Hô(o) ,  s :Ko

assure I'existence d'un €o € IR' tel que
I ' ( u " ) :  eoF ' ( u " )

c'est-à-dire
Au" -  e.  d iv 7j(o,Yu") - -  f

Vérifions que €o 2 0 si uo e 7Ko '

En multiPliant l'équation
Au"  -  T :eod i vô j ( o ,V r ' )

par eo(u - uo), u € I{o, on obtient

eo (Au"  -  f  , u  -uo )  -  €2o ( -d i vô j (o ,V 'o ) ,  u "  -u )

e2,1aiço,vu").V(uo - ,), 1) ) ,:. *,,.*" 
> €L{Ub,v'o)' 1) - (r(o' Vu)' 1)} 

ffi

, 'o{o - ( j (o, Vu), 1)} > æ >o

d 'où l ' on t i r e  eoà0  pu i sque  (Auo  - f , u -u " ) ->0  V  ue 'Ko '

Si  uo estunélémentnon-saturéâ"  Kr , . t * t  €o:0 et  uo coïnc ideaveclasolut ion

du problème de Dirichlet

lAu: /eZ, r1O;(p22)
l ,  e  f1â(0)  .

g.3.7 Régularité de la solution de l'équation fonctionnelle et de vI'

Théorème 3.3.7
Si l,opérateur A * B est de type elliptique et .A symétrique, alors le problème variationnel

vl, admet une sotutiàn uùu. u" e-iri1ô)i ùù''t1o1 ' a

Preuve :
D 'après lethéorèmeprécédent ,uoestso lut ionduproblème

I  Au"  -  eo d iv  T i (o ,Vr ' )  :  f  e  Le(q@ >2)

l r 'e I4(0) ,eo)0 .
On observe que si A * B est de type elliptique, alors A + eoB le sera aussi donc le

problème de Dirichlet
(  Au" *  eoBuo :  f  e Le(a)@ >-2)

1 ,' e f/.t (0)

aura une solution unique u" €. H|(f}) n W''o(Q) (voir théorème 1'3'1)'

commentaires 3'3 
.r l^^- . ,^, iori^nnaila 

'r te 
convexe sur le

Cette section traite les perturbations variat ionnelles avec une contral l

gradient.
Les estimations nécessaires à la méthode de continuité sont restreintes dans un intervalle

borné pour le p.r"rt lr" a à cause de Ia diff iculté de contrôler la constante du théorème 1'3'1

;; obtient l i ." ir i . i ." d'une solution unique dans. I4l2'r(O) .

Un argument basé sur les ." i , ipi iJt*t l .  9: L"gitng" permet d'obtenir la régularité

W''o(Q) poJr tout o ) 0 mais avec 7' plus régulière'

Le cas du double obstacle pour"l" 'gradie-nt est seulement posé sa.ns traitement car on

ne dispose p., a,un. 
"st imation 

uniforr" ."u". t" paramètre e de ia pénalisation al lant jusqu'à

i; ir f i ; i ; t  les mult ipl icateurs de Lagrange ne sont pas.appliquables en.ce cas'.

Des résultats d,exisrence et de ;?;r irr iré pàur l" ' i roLtar" de I 'obstacle sur le module du

gradient, en part icrir ieirà prourème de rI torsion erasto-prasrique, sont obtenus dans [Brézis[3]]
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3 . 3 . 7

Perturbatione variat ionnelles
ôontrainte sur Ie gradient '

"Short way" '  Mult iPl icateurs
Le problène vartatronner v ta

Cas non loca l  (o )0)
de Lagrange
equhiaut "à uoe équation fonctionnelle

er [wil l iams, G. H.]. _L1 _rfqylarité naturelle de la solution de ces problèmes (avec la

1e fn lO;  )  es t  u  eW2'e(Q) . .
5;'J"ii oii,'i" p)à"iri." non .loc.al,pour le sr?,9ie.nl -'uî,,'1u..1:1,Ti::,*'".:::):, i:::

gene,rË'Lï:;,i;; 9;! Ë p'"ura" pénalisé'sera 1u1i!Tî:l:^"i^'t,,3ï*i'-:jq:"ï:i:î*i
Tgi'r'rjg"#'r;i 'n;-a" t. roiution pénalisée avec rn'bon contrôle del'estimation, cequi promet

AA
d'être diff ici le.



3
3 .4
3 .4 .1

Perturbat ione variationnelles
ôi;i; ièt" ordre. Contrainte sy l 'opérateur'
Ëà"àriÀât:.on. Eetimation a priori

Quatrième ordre

3.4 Contrainte sur l topérateur' Cas non local (o > O)

Préliminaires 3.4
L'opérateur A etle domaine o seront tels que le théorème 1'3'1 s'applique:

lulrTs*+",e 1a) S CY lAulvvx,,p) v u €' wk'p (o) n rrol (fl)

Cae non loca l  (o )0)

1 8 5

avec Cf;
k :2

Soit

une constante indépendante de u où I'on exigera selon les situations k : 1

j : IR r-+ IR.u une fonction positive telle que p'p' z € fl

i (o) :  o
j convexe et ProPre

ôj est univoque et lipschitzienne'

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.L
Soit 1n la fonction identique sur lR'

L'application ln lraî'"Jt"lnii"ibi"t Vz € Wr'p(Q) on a

{ln + €ai}-t (") e w''P(Q)

avec |'estimation

l { ro  + €a i } - t  ( r )1yr , , ,1o,  (  lz lyzr ,n lo l

Preuve :
Selon le lemme 1.4.2 (lR + Aj)-t

I'intervalle [0,1] d'où le résultat'

Problème 3.4

est une contraction ayant la dérivée comprise dans
A

et à la régularité

€Ka,  f  eLn(Q) ,
( j (Ar) , l )  S a) o

de la solution du Problème

p> n
) 0 constante

VIo

A

On s'intéresse à ltexistence, à I'unicité

variationnel
f  (Au,Au - A") >- $,u - 

")  
v u

I ù .  Ko: {u e / / i (CI) n I12(Ct) :

Observation 3.4
Soit u6 eW4'p(Q) la solution du problème

fA*Auo:TerP(Q)
\ 'o e r4(0)  )  Aus '

Si us e Ko, il est facile de voir Que us vérifie VIo'

Dans toute Ia suite de cette sectiàn on suppose uo Ê -I{o, c'est-à-dire

( j (A "o ) , l )  >  o  .

On note avec u+ la solution du problème de Dirichlet

I  A*u*:  f  e ; r (O)(P > n)

I u. e frJ(ct) nwz'P(Q)
où A* est I'adjoint de A '

3.4.1 Pénalisation. Estimation a priori

Théorème 3.4.1
Le problème Pénalisé

f  A*Au"*eA.ô j (Au , ) : f  e  Le(Q) ,  P )n ,  e>0

1u,.Hô(a))Au"
admet une solution unique u" € w3'p(Q) avec I'estimation

lu"lyy,,r1e; S C

où C est une constante indépendante de e '

A

P,

A



3 Perturbatione variat ionnellee
5.n 

-Qo.tt iet" 
otàt" '  Contrainte gur -I 'oPérateur

ï ' .=+.2 Ë;;ùi i i îè de la eotut ion pénarisée
Cas non loca l  (o )0)

186

on aura par unicite

I  Au' t  eôj(Au') :  '*

\ r " .  HJ(CI )  )  Au"

donc iI suffit de résoudre ce problème'

D'après le lemme 3'4'1 on peut extra\te Au" :

I  Au" :  (1n *  e} j ) - t  ( ' - )  e  Wl 'P(O)

\ r. e I/é (o)

et selon re théorème 1.3.1 u" €ws,p(ft) sera |unique sorution de ce problème de Dirichlet.

on a aussi l,estimation (via le théorème 1.3.1 et le lemme 3.4.1)

lu" ls r " ,o1o;  3c lAu" lw, ,p(a)  < c  l ( rm + e0 j ) - t  ( ' - ) l t ' 'o (n)s  c  l ' * lw ' 'o(o)

avec C une constante indépendante de e ' 
A

Preuve :

Comme

g.4.2 Stabil i té de la solution pénalisée

Théorème 3.4.2

S iu "es t | aso |u t i ondup rob |èmepéna | i séP 'a |o r s | ' app | i ca t i on

[0, *] f € F-+ u" € W3'P(Q) faible

est continue avec u0, uoo solutions des problèmes

Preuve :

Soit eo € [0, oo] .

L'estimation a priori du théorème précédent

lu " l * " ,o (n)  1c

permet d'avoir via la réflexivité d" I'73'p(O) , à une sous-suite près'

W3,P(O)  f a i b te
U 6

€-+eo€[0'oo]

c'(çr)
u e

e-)€o

(  A*(Au" *  eôj(Au"))  :  /  :  A*u*

I a"" * eoi(Au,) e nJ (cl) > '-

/ A.Aus --- I { l,Tz',iJ: i,'. li,[l;;'iîi ,
\ Ruo € Hà(a) ) uo 

\;: è ,itnl-, Au_ .

Vv e Ko
j (o ,  Av)  :  0)

A

et encore

en utilisant les injections de Sobolev (p > 
") 

' Il reste à trouver ur

On distingue les situations suivantes :

1 .  eo  €  [ 0 , * ) .
En passant à la limite au sens des distributions dans le problème pénalisé avec

continue P.P. r € O, on obtient

I A. Aw + €oA. ai(Aw) : 7
I attl e I/i(O) > ur

d'où tl :'u,eo du fait de I'unicité de la solution du problème pénalisé '

2 '  es :  oo  '

0 j ( r ,o )



3 PerturbationB variat ionnelleg
3.4  Quat r iè rne  oràrè l - -côo t ra in te  sur  I )opéra teur . .  cas  non loca l  (o )0)

s.4.4 Existence, 
" i i l i te-àï- iegurari te 

de la solut ion de VIo

S i  u€Kq ,ona

(Au",Au -  4u")  -  ( f  ,u -" , )  
m)

- (A*Au" - f ,u -u " )

:  e(A. ôj(Aur) ,u" -  u)  
aJ@"')eH=ë9

u.  -o€l l l (o)

: e(,j(Au,), Au" - A") > ffi 
>

2 e( j (Au")  -  i (A ' ) , t l  iH-  eQ(Au' ) ' l )  à  è > s '

En passant à la limite (r" -15 r.o) avec i(*,o) continue p.p. r € Q dans

f  (Au" ,  Au -  Au" )  -  (T , ,  -  u , )  2  e ( j (Au" ) ,1 )  >  0

l r" a ff i(f , t) ) Au", v u €'I{o

on obtient
(  (A*,Au -  A-)  -  (T,u -r)  > 0 V u € I {o

{  i i (a. , ) ,1)  :  o + i (Aw)-  o + w € Ko

[ ,  e  I /o t (O)  )  Aw

et il suffit de poser u) :11'æ .

L,unicité de la solution de ce problème résulte de la théorie des inéquations variation-

ne l l es .  

/  r u  uv rqu rv  r - -  - - -  
a

3.4.3 Continuité de la contrainte

Théorème 3.4.3

Soit u" la solution du problème pénalisé P" '

Alors I'aPPlication

[0 , - ]  ) €F - ] ( j (Au " ) ' 1 )

est continue.

Preuve :

D'après le théorème 3.4.2 et les injections de sobolev

1 8 7

c'(o)
u e Ueo

d'où successivement (j continue)

i (A"
co(o)  

,  j (Au," )
€--)€O

(i (Au "),1) 
---;;-----+ (j (Au'. )' 1 )

puisque I'intégrale transforme la convergence uniforme en convergence'

3.4.4 Existence, unicité et régularité de la solution de vlo

Théorème 3.4.4
ll existe un e > 0 tel que

I A*Au, teA-ôj(Au')  = f  e LP(A)(P > n)

t  u" a Hà(a) ) Au", u" € Ko n w3'P(o) '

De plus u" est I'unique solution de Vlo '

A

A
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3.4
3 . 4 . 5

Perturbat ions variat ionnellee
ôoàtt ièt ordre. Contrainte sur
Ë;i ; i ; ; ;" ,  unicité et régulari té

I,opérateur .  Cas non loc-al .  -(a)0) -
â."Ï ;^;; i ; i iàn àà vIo . Doubie obstacle 1 8 8

Preuve :
Les théorèmes 3.4.2 et

est continue et I'on a
( j (Au" ) ,1 )

( j (Au, ) , r )

3.4.3 montrent que l,'aPPlication

[0,  * ]  )  €  F+ ( i (A"" ) , l )  €  R '

Auo),l) > o ("o ê 1{o voir obs' 3'4)

Au* ) , l )  : 0  (u . "  €  Ko )
€+oo

et par continuité on trouve un e > 0 tel que
( j (A" " ) ,1 )  :  o

c'est-à-dire us € Ko î  W3'P(Q)

Posons 'ttre -- u e K.'. Pour u € 'Ko on a

(Au, Au - Ar) - (T,, - ") m(A* 
Au - f ,u - ") ffi

e(A.0j(Au),u
aj(,au) €frà (çt)

ôj(Au),Au- Au)2 ffi 
>

e( j (Au) - j (Ar ) , t l  -  -o

donc u est une sorution de v Io vérifiant aussi le problème expiicite :

(  A .Au*eA.o j (Au) : f  € re (O) ,  P ln ,  e  >o

1 t "€  f /ô l (ç r )  )  u  eW3'P(ç t )

[ ( r (4 " ) ,1 ) :o .

g.4 Quatrième ordre. Contrainte sur l 'opérateur . Cas local (a :0)

3.4.5 Existence, unicité et régularité de la solution de vlo'

Double obstacle
soient les fonctions obstacle p'tt 9z e.wz'p(Q) telles que

f ç, < 0 S Pr sur ôQ

I P, < o 19t P'P'  dans C| '

On introduit la fonction
j :  Ox lR* -+ lR+

telle que
(+( t -ç '@)) ' t>çr ( r )

j ( r , t ) :  {o '  te le2(x . ) ,P ' ( r ) l

[ ] t t -ç r@)) ' t<çz(x)
ayant le sous-différentiel par rapport à t :

( t -pr(* )  t>er@)
ôi ( r , r ) : {0 te le2(r ) ,Pr( ' ) l

I t -çr@) t< vr@) '
Théorème 3.4.5
ii u" est la solution du problème pénalisé P" alors

W3,, (e) faibte
u€

€-+oo

où u"o e w3,o(Q) est l'unique solution du problème à double obstacle pour I'opétateur A :

1 
(Au.",Av - Au.o) ? (f ,v -  u-) V e € Ko

| ; ."  Z Ko : tu à Hâ(n) n H2(a) :  ( i (o, Av),1):  0) ^-
l -  -{veÈ[1n1 nH2(a) :  j (o,Av) :op'p'oL-

I : tv e Hiini n H2(a) : ez 3 Av ( er P'P' a)
I u." e Hô(a) ) Au- '

Soit u. comme à I'observation 3'4'

A
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3 . 4 . 5

Perturbationg variationnellee
ôi.i i iatè-otat". contrainte Pq l 'opérateur
Ë;i;;;;;;,-onièite ei régularité de la sorution

Cas non loca l  (o )o)
de VIo . Doubie obstacle

Si ôj(o,u*) e W2,p(e) , alors le problème variationnel Vlo admet une solution unique uoo

w4'p(Q) .

Preuve :

On observe que Pour tout e ) 0 on a

(lu + eoj(o,lu))-' - ln - ;f iar1o, 
to;

puisqu'on peut toujours extraire f de l'équation t * eïj(o,t) : 
" 

,

Si  t  € l4,çzl  on a t :  s,  ô i (O,t) :0 donc (*)  est  vrai '

S i  t  /  l v t , ç r l  on  a .  t *e } j (o , t ) :  t *e ( t  -p ; ) :  s  s i  e t  seu lement

s -  j ,  (s -  Pi) :  s -  ; f tô7(o'  s)  '

Dans ces conditions la démonstration du théorème 3'4'2 révisée devient :

Comme

* ô1(r, le) est inversible

r89

€
A

( * )

s i  f , :

(  A * (Au "  *eô j ( o ,  Au " ) ) :  Ï :  A *u *

I a", * e}j(o,Au") e r/01(ft) > z.

on aura par unicité

I  Ar "  *  e ï j (o ,Au, ) :  u*

l r. a H.t(O) ) Au,

donc il sufÊt de résoudre ce problème'

Mais on peut extraire Au" puisque I'application lp

r € O et avec ài@,o) lipschitzienne p'p' r € Q on aura

Au" : (1n+ e l j (o , to) ) - t ( r * )  :  
" . - ; lô j@,u. )  

€  w l 'p (o)

d'où le théorème 1.3.1 assure u" e. Wl'p(f)) et

l r" lw,,o(o) s cti  lAu"l,6,,,o1c,) < cl"( lu*lwr'p(o) + ;ft  lôr(o' ' .) ls" 'o1o1) S

3 c ' f  (1 " . l  wr ,p (o)  *  lô7(o ,  u* )  |  w ' ,o (o)  )

donc

lu " l * " ,o (n)  1c

avec C une constante indépendante de e

Lo rsqueÔ j (o ,u - )ew2 'p (Q)à l ' a i dedumêmethéo rème1 .3 .1ona

lr"lwn,"(o) s cT lAu"lw,,o(a) < cT(lu*lw2,p(çt)+ ;ft lôr(o' '*)lw''o(o)) s

< CT("|pyz,r(o) *  lô7(o,  u*) lwr,o(o))

c'est-à-dire
lu"lrorn,olç1y 3 C

avec C une autre constante indépendante de e '

Ensuite Ia théorie développée jusque là s'applique avec W-t'p(O) et W-4-':,(tL.) comme

espaces ambiants de u" et on urrru Ërpàctivemen[ uæ € W3'p(çt) et'uoo € W4'p(0) ' A

Rernarque 3.4.5

Le cas du problème à double obstacle duec qrt 92. con.stantes,--f €.^'.e(O) est traité

rr^1-:^ ̂ t et^^^nn-h;^ [t)11 n,\. I'nn ohti,ent la-réàitarité u* € W3'p(ft) Le cos non-
aont fniùi, "t 

Sto*pacchia tL]l 2y.l':yobtient k,résulylli,y* '

p.p.

ti"ot'i;nrl que lo rl't o,tl,on 
"*'ery\P(çl) 

ne sont pas abordés'
A



3 Perturbationg variationnelles
i .a Qùàt t ia t  otatà. - -cootra inte sur  I 'opératgur . '  9""
3.4.5 Exis tence,  

" i i " i te-à i - iègular i té  
de Ia solut ion de

oor, 1es6l (c)O)
V Io .  Double obgtacle 190

Comrnentaires 3.4
C,est le commencement du traitement des inéquations variat ionnelles du quatrième ordre'

Nous donnons une version non locale à une approche dans [Brézis[2]] du problème du

double obstacle pou'i  ui opérateur du deuxième ordre A avec des obstacles constants'

La méthode de continuité déveioppg" jrtque là s'applique d'une manière naturel le car

la pénalisation est faci le à manier et on i i ; . ;" ies estimaïions explicites et indépendantes du

paramètre.
On arrive à capter aussi le cas non local avec un part icul ier le problème du double obstacle

pour I 'opérateur .A avec des obstacles non constants'

La régularité naturel le pour *t f1991-"t": : : !  W". 'o(Q).. mais on met en évidence la

s i tuat ion su ivante:  s i  la  so lut ion 
" -  

è  h;1o;  de- l 'équat ion '  A*u* :  /  sat is fa i t  la  condi t ion

réalisable 0j(u.) €fu;,r7}, of, art Àt fË sous-diftérentiel de la fonction convexe qui contrôle

fa perturbation variat ionnàllé, alors tn a une régularité W4'p(Q) pour le problème local et non

r o c a l .  

r q r r v " ' l ! " v '  - - - - - - e  
a
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Perturbatione variat ionnelles
ôi-"i i ierà-àiat". contrainte sur la solution
Ëe"àriàâiio". Eetimation a priori

3.5 Quatrièrne ordre. Contrainte sur la solution

3.5.1 Pénalisation. Estimation a priori

Préliminaires 3.5
Soient les fonctions obstacle û; eW''o(Q) telles que

Ér  <0 ( t y ' 2  su r  0Q , ' b r3ûzp 'p 'Q ,  A ' h  <0<  Aûzp 'p 'Q

Pour l'obstacle unilatéral on peut travailler aussi avec la fonction obstacle 'ht €

Wr,r(Q) telle que
,h S 0 sur âf), Arbt e,-(AQ), A* A'bt € le(ft)

La fonction bornée et continue g : IR ,--+ IR-p satisfait A0):OVt < 0 et soit 1-

la fonction positive, convexe 
"t 

profr"'telle que ôi': g et j(0) - Q ' On voit que j est

croissante, Iipschitzienne et i(t) :0 V ' < 0 '

Dans toute la  su i te  on note t+ :  max{ t ,O) ,  t - :  max{- t '0} '  
A

Problème 3.5
on s,intéresse à l'existence, à I'unicité et à la régularité de la solution du problème

variationnel 
[ (ru,, Au - Au) 2.(r,, -'J 

.v u e' K v I
t ;aK:{ueH}(cr l  n  H"(a) i  ûz)-u) tbt '  p 'p 'o}

lorsque / e ZrlSl;(P 2Z) .^ 
Nàu. al lons àontrer que u eW''o(Q)'
pour Ie problème de liobstacte unilàtéral on montre que le problème variationnel

! (e",Au-1")>-\T,"-4.Y ue I{ t  VI t
1" .  Kr : {ue / / i (Ct )n / {2( f ) )  :  u2 tb t '  p 'p '0 }

admet une solutiorr'rrrriq,l" u eW2'P(Q)' 
A

3.5.1 Pénalisation. Estimation a priori

Théorème 3.5.1-
Soi t  f  e  LP(a) (P>2)  '
Le Problème Pénalisé P"

( A*Au" - eg(,4- u")(Au" - AÉr)- * eB@" - '/z)(Au" - A'hz)+ -- t dans Q

I u" e H'(a)
{  : .  

-  - -^ . - - ,  
SUf  ôe. |Au" :o

(u, :o surôQ

admet unu ,--olurion unique telle que u" € W4'p(Q) avec les estimations

lu " l r y , ,o1n ;SCet  lAu" l ro tn )SC 
A

où C est  une constante indépendante de e,  B, 'h, 'hz

Preuve :
soit Ie convexe 

I{ : {u€ .Le(o) : lul;o1e) ( o}

où o ) 0 sera fixé ultérieurement'
On introduit I'aPPlication

u € Ie(Ct)  J.ru € fe(O)

qui associe à chaque u e Ip(O) I'unique solution du problème

9 1

dans f,)

sur ôO
sur ôO .

Nous montrons que I'aPPlication ? est bien définie.
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Perturbat ions variationnelles
il;;; iè;;-;;àt". contrainte sur ra solution
Ëàoàriiâiio". Estination a priori

Pour cela on note
g"b,t) : -eg1h - ,)(, - Arh')- + eg@ -'br)(t - A'bz)-

et on observe que
-€ l / / l * t -  i - -e lBl - ( t  -Arb)-+0 i }g,@,t )  <0 +El \ l * ( t -A 'h ' )+ <€lBl* f

d'après la croissance de I'application t r--| tÏ '- -r- 
En particulier B"@,o) est uniformément lipschitzienne :

lg"b,t) l  S '  lBl-  l t l
pour tou t  t€ lR .

Soit le Problème
I  A*u *  0,(o,u)  :  f
I " e f1.'(0) '

Lethéorème1'3. lassureI 'ex is tenced'unesolut ion
est croissante et É"(o,0) :0 ( par hypothèse (-Arl1)-

On observe aussi que
(A .u -  f , r |S0  V ,h  eHà(C l )  te t lequeur /  à0

et Ie théorème 1.2.2 assure
l" l , S c lf lp

W2'p(çt) avec Tu e Hà(0) et selon le théorème 1'3'1

lATulo S C ff lo

192

un ique  u€W2 'P(10 )  ca r  0 " ( r , o1
:0 :  ( -A rhz )+  dans  O) .

où C est indéPendante de u et B"
On conclut que ATu : u e

on aura Tu e W4'P(Q) -
De plus on a l'estimation

avec C indépendante de u et e '

trP(Q) fort

pyr , r (e)  forr
0  e t  Tun -Tu

w4'p(Q)-------+rp(o)
sera comPacte.

un

LP(O)  fo r t

Nous montrons que

L. ? est [lo,'t*.tin"l : ?(/{) C .I{ pour un o bien choisi'

2. T est F;ti"""l ,
3. ? est

En effet,
1.  On peut .Poser  o :  C lT ln , :
2. Soit (r,,)">o une suite telle que

Dans la suite C dénote une consta"r?li46'"ndante de t), un '

Par soustraction
f  A.  AçTr^ -  Tr)  - -  p"(o,u) -  B"(o,u")

\? r "  
-Tu  e  I4 (0 )

d,où avec lanature l ipschitzienne de g, lethéorème 1.3.1 assure(ATun- ATu € f/or(O) )

lATr: ,  -  Air lyy, , r (o)  S Clg"@,r)  -  g,@,u,) lp 3 eC l | l * l 'n -  u l ; r1o)

et encore une fois le même théorème 1.3.1 donne (Tun -Tu €. HJ(f)) )

lTu,  -  Tul , ryn, ,1ç1 < ClATu, -  ATul ' ,v ' 'P(o) < Cl \"@'u) -  P"(o '  u") le S

1 eC l0 l -  l r "  -  u lz,p(o)

avec C indépendante de un, u '
On conclut que

Tun - Tu

donc ? sera continue.
3. Comme I'injection

est compacte si P ) 2, T

tx--too
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Perturbat ions variat ionnelles
i l;;;i i l;-;ià'". contrainte-:lI r' eolution
Ë;;;g; à ra rinite et existence 1 9 3

Le théorème de point frxe de schauder donne une fonction u€ e w4'p(Q) n frà(cl)

telle que
T L L " :  Y "

c'est-à-dire une solution du problème P"'

De plus on a les estimations (voir théorème 1'3'1)

lAu" lp  S C Vlp et  lu" l ,67r ,o(o)  S

a,vec C indéPendante de e, 0, 'ht,, thz'

Remarque 3.5.L
Dons le cas de I'obstacle unilatéral, I'hypothèse Atpl

par Atf,4 € r'"(AO) ,, A*A,h € Ip(O) pour auoir toujours

lu" lw, , r&\  1  C et  lAu" l r ,o@)

C Vlp
A

< 0 p.p. Q Peut être remPlacée
les estimations

<C

où u" est la solution du problème pénalisé Q"

( A* Au" - eg(h - u")(Au" - A'br)- : / e Lp(q@ >- 2) d'ans dl

J u, e r/t(çt)
\  ,  

-  
^ t  

'  
su r îQ

I  Au":o
\u . :o  su r îQ '

Preuve :
En effet, on montre comme dans la démonstration du théorème 3.5.1 que le problème

pénalisé admet une solution unique u" e Wa'p(O) avec la seule différence qu'on peut écrire

|  , q .e (u " - rhù -eg (h -u " ) (Au" -  A th . ) -  :  f  -  A *A 'h '  €  ' e (Q) (p  >  2 )  dans  O

t O(r"'-- ,h) : -Arh, sur ôO

et I'on a

(A.  A(u"  -  rb) -  ( /  -  A.  Arhr) , 'D V û e l là(0)  te l le  que 'hA(u"-  d t )  >  0

avec A(u" - rht) : -Arh € .L'"(4f)) et le théorème L'2'2 assure

lA(u" -,h)l, ,<a) < cî l / lr ,"rol + lCIl i  lerhrlz,-1ao)

d'où

lAu"lLo&\ SlArht l ;r1o) + Cî l / l1"1oy + lç) l ;  lA'ht lr ,-1ao)

et via le théorème 1.3.1

lu" l1arr , rg1 < C

Ensuite on développe Ia même théorie que pour le double obstacle'

g.5.2 Passage à la limite et existence

Théorème 3.5.2
Si u, est la solution du problème pénalisé P" alors u€ converge vers u dans W2'o(O)

quand e tend vers 0 où u € w2'p(Q) est I'unique solution de Vl .

Preuve :
L'estimation a priori du théorème précédent

lu"l,qyr,op1 3 C

permet (réflexivité), à une sous-suite près,

W2,e(e)  fa ib le

faible
A

U e

et encore

u ,

en utilisant les injections de Sobolev'

€-+æ

gzt ,n (O)  fo r t

€-+oo

Il reste à trouver u
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Perturbat iong variat ionnellee
ô;;; ; i i l - ; iàrg. .  contrainte eur ra eolut ion

ÈàJ".g" à Ia l imite et exietence

On observe que V u € .I{ on a

(Au.rAu -  Au.)  -  ( r r ,  -  u" )  
'n té8 ' " t t ' " "  p" 'p  

(A*  Au"  -  Tru -  u ' , )  :
u-r"  €f / l (O))Au"

: e(-(Au" - Arbr)- g\ht - u"),u" - u)+

* e((Au" - Arb")* P(u" - 'hz),u" - u)ff i

: e((Au" - Arbr)- ,0i('bt - ""){1ht 
- u") - ('ht - ')})+

* e((Au" - Arhr)+,li(u" - 'hù{@. -'hù - @ -'hùD > 
'-'"rysl" >

) e((Au" - Arhr)-, i ( 'h, -  u") -  i$ht - ' ))+

* e((Au" - Arhr)+,i(u, - 'hz) - i( '- ' t 'nff i

:e ( (Au"_,h)_ , j ( ,h ,_ , ' ) )+e( (Au"_,hù* , j (u"_ ,hù)>>0

et après un réarrangement :

(Au,Av  -  Aue)  -  ( f  ' , ,  -  u " )  >  (A ' -  Au" ,Au -  Au" )+

* e((Au, - Arbt)- , j \bt - 
"")) 

* e((Au"

2 e((Au" - Arht)- , i( 'ht - "")) 
* e((Au"

Le passage à la limite avec
W2'e(O)  fa ib te grt ' r (e)  forr

u e
€-too e-+oo

- Arhù+ ,i(u" - ,hrD 2
- Arbù+ , i(u" - ,hz)) 2 0

,  j ( rh-  u"))  *  e((Au" -  Ar/z)*  ,  i ( ""  -  'h"))

û t  30  3 thz  sur  ôO )

ue

donne ue H!( f ) )n 'YYz 'n(Q)  et  Vue / (
(Au,Au -  A" )  -  (T , '  -  

" )  >  0 '

Mais  V te  [ 0 ,1 ]  ona  u * t ( ' - u )e  K  ca r  I {  es t convexedonc

(Au * t(u - u),  Au - A") -  (T, '  -  u) > 0

et en faisant tendre t vers 0
(Au ,Au  -  A " )  -  ( f , ,  -  u )  20  V  u  €  K

De I'inégalite

(Au", Au - Au") - (T,, - u,) 2 e((Au" - A'hr)-

on tire ( j est l ipschitzienne et j(t) =0Vt < 0'

(Au",Au -  nu) -  (T, ,  -  u")  ) -

>- e((Au" - Arb)- ,i(rht- ,")) * e((Au" - A'bù+,i(u" -'hù) > --t>-o-- >

2e(A(u"_,b), j( ,h,_,.))*e(A(u"_,hz), j(u"_+,)),. f f i ,

:  t ( t  au(h - u")",( 'h, -  u") ' i , ï j ( 'ht -  
""))*

i r j

+ €(t arj(u" - rhz),,(u" -'hz)'i,}j(u" -'hù) - ffi; -
i , j

> eoa(lV( ,h, -  u") l ' ,ôi(rh, -  ,"))  + €oA(lV(u" - 'bùl '  ,ôj(u" -  'h 'D --

: eoe(lV( ,h, - u")12 , A(h - '")) + eaÀ(lv( u' -'b')l ' '  0(u" - thz)) :

^,a= I: B' rù" eaa{lvh1(u" - +)lZ + lyh2(u" - ,t r)l1}
111r ;= f  B lç ,1a"
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3.5
3 .5 .2

Perturbat ions variat ionnelleg'oi"i i iet"è-àia.". 
contrainte gur Ia solution

Paeeage à Ia l inite et existence

ou sous une autre forme
1
i { (ar,  Au - Aue) - ( / , ,  -  ,")}
c

donc

c'est-à-dire (O connexe)

d'où le passage à Ia limite (e + oo)

h ; (u "

D'autre Part
y7t , r (e)  forr

"*.oo

et avec h; e Cl(lR) l ipschitzienne (hi(t): Pi(+t) S

,  \  y7r , r (Q) for t
h ; i u .  -  a D i i  -! \ - 

€-+oo

en particulier

h;(r"  - ,1 ' n3(o) fort

alror-Au",Au-Au")+

{ oa{lVh r(u" - ,t'ù17 + lYh2(u" - 'pù|17} >

2 aa{l7ht(u" - ,Dl| + lYh2(u" -'/r)lir}

donne ( i  e {1,2})

- l h al lo; t" ' t

u

lp l : i<æ, ,9  bornée)

- Ib)

l" - rhù

u e

€--too

lYh;(u -  ,ht) lz:0

h{u - ,b,) -- k; une constante '

on observe aussi que h1 est croissante (hi(t) : pà(+t) ) 0) avec tr';(0) :0 donc

h; laisse invariant le signe.

s ionsuppose  k r  (0  a lo rssu r lebo rdona(avec  ue  H | (C t )  e t l ' hypo thèse  /1  (0 ,

u - rh t>0 )  O ! f  : h r (u - rb ) : h r ( - û r )  >0  absu rde '

De même si kz ) 0 alors sur le bord on a (avec u e H[(f]) et I'hypothèse rbz20,

u  -  ûz  S0  )  0  )  kz l  hz (u  - , h r )  :  h r ( - ' / r )  S  0  absu rde '

I l r es te  h {u - ' hù : k r  20  e t  h2 (u - ' hz ) : kzS0  donc  u ) ' h  e t  t r ' rS tbz  P 'P '

f,) c'est-à-dire u € -I( donc u vêrifre VI '

Pour l'unicité supposons que urt 1r2 vérifient VI'

AIors

(Aur ,Auz -  Au)  )  ( f  , , ,2  -  ur )  e t  (Au2,Aur  -  Auz)  2 (T 'u '  -  u ' )

et par addition
- (Au t  -  Auz ,Aur  -  Au2 )  20

donc  A (u1  -u r ) :0  P 'P '  f l  e t  u r  -uz  e  Ho t (o ) '

L,unicité de la solution de ce problème de Dirichlet force ut - uz: 0 p'P' O

u sera l'unique solution de V I .

Remarque 3.5.2

La solution du problèrne pénalisé Q" conuerge uers u

e tend uers 0 ouec u €Wz'p(Q) uérif iant VI1 '

Preuve :
Comme dans la démonstration du théorème 3.5.2 on montre la convergence et que u

est la solution de V Ir. 
A

donc
A

dans WZ'P(A) foible lorsque

A



3 Perturbationg variat ionnelles
5.s 

-A;;i;ié;" 
9rdT9. . . contraint:-:ll r" solution

s'.5.2 Èà"""g. à Ia l imite et existence

Commentaires 3.5
C,est le problème de I 'obstacle bi latéral pour. l 'opérateur biharmonique avec A un opé-

rateur  e l l ip t ique du deuxième ordre au l ieu du lap lac ien.
pour une Aua" Ju problème de I 'obstacie unilatéral porl l  l -opérateur biharmonique 91

p.ut.onruit",.  [C.r.rel l i [1]] et pour. l 'obstacle bi latéral [Caffarel l i [2]] oùr on obtient la régularité

H ' (Cr )  . u " .  A :  -A  à t -un .  f onc t i on  génér ique  l : 9 '
A notre .onn.irr.nce, jusqu'à l 'ni int"n"nt, ia régularité W2'p(Q) .n'" 

pas été abordée

avec une fonction egit i iqr" '  i  e' foçq et A un opérateur el l ipt ique général '

Via une pénll isatiàn bi"n .noÈiJ on montre que la solution du problème variat ionnel

(  (Au,Au -  Au)> ( / ,u  -u)  V u € 1(

t ) . ' I { : {ue r4(c l l  n I /2(O):  ûz2u} th p 'P 'O}

avec  f  e  ,n ln ) (p2  Z)  e t les fonc t ionsobs tac les  û ;eWz 'o (O)  . te l l esque  
th<0<

l:2 sur 0{1,  ,h SÛ2, Arh S 0 < Atbz p 'P O, admet une solut ion unique u eW2'p(Q) '
- 

la memeZgul"rité 
"rt 

obt"nue pour le problème unilatéral

avec f e
.Lp(o) .

[  (Au,Au -  A" )  2 ( f , , ,  -u )  V  u  €  K t

tà .  hr : {ue Hi(Cr)  nH2(O) :  u) 'h '  p 'p 'ç ' l }

Ip(çt) et ûr e W2'p(çl) tel le que ,h 3 0 sur ôfl ,  Ath e ' '"(4f|) '  A.A..bt;
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