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Introduction Générale

L’étude de la stabilité et de la stabilisation des systémes a fait I'objet au cours des
derniéres années d’un trés large développement dans la qualité des résultats ainsi que
leurs applications. Beaucoup de ces résultats concernent les systémes & parameétres
localisés: systémes décrits mathématiquement par des équations différentielles or-
dinaires linéaires ou non linéaires. En réalité, un grand nombre de systémes sont
tels que les variables caractéristiques sont des fonctions de la variable d’espace: ce
sont les systémes & parameétres répartis ou distribués. Sur le plan mathématique, ce
type de systémes est régi par des équations aux dérivées partielles ou intégrales ou
intégro-différentielles. L’étude méme de I’existence des solutions de ces systémes pose
de nombreux problémes.

Par ailleurs, I’é¢tude de la stabilité des systémes est basée sur leur comportement
asymptotique au voisinage de l'infini. D’autre part, la stabilisation est une notion
qui consiste & assurer, en boucle fermée, des objectifs de stabilité, de régulation etc.

L’ensemble des travaux présentés dans cette thése a pour objet ’étude de la
stabilité et la stabilisation de certains systémes & paramétres répartis.

Le chapitre II est consacré a la présentation des brefs rappels sur la théorie des
semi-groupes d’opérateurs linéaires et non linéaires. Celle-ci représente un outil de
base pour 1’étude de D’existence et de la régularité des solutions d’une large classe de
systémes d’évolution. On y trouve également le concept de la stabilité des systémes
d’évolution considérés. On rappelle enfin le principe d’invariance de LaSalle et les
résultats standards sur le comportement asymptotique d’une classe de semi-groupes
linéaires et non linéaires.

- Au chapitre HI, on aborde le probléme de la stabilité exponentielle d’un sys-
téme composé de deux échangeurs thermiques & contre-courant. C’est un procédé
courant dans I'industrie de transformation (génie chimique, génie des procédés, éner-
gitique,..). Le phénoméne de transferts thermiques se modélise par des équations aux
dérivées partielles que nous formulons sous une forme abstraite de systémes linéaires -
hyperboliques & coefficients dans L. Cette approche nous a permis de mener une
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étude théorique de la stabilité exponentielle d’une classe de systémes hyperboliques.
En effet, on montre dans un cadre assez large la stabilité exponentielle de systémes
hyperboliques & coefficients dans L. Ainsi, nous améliorons les résultats bien con-
nus de [58] (dans le cas d’une seule variable espace) et [66]. Enfin, nous adoptons ces
résultats théoriques obtenus au systéme d’échangeurs thermiques. Ceci donne une
réponse positive & la question posée par J. P. Gauthier et C. Z. Xu [31].

Ce travail a fait 'objet d’un article qui sera présenté a IEEE Conf. on Decision and
Control 98 [76].

Le chapitre IV traite la stabilisation frontiére d’un systéme hybride qui peut étre

vu comme une variante du modéle SCOLE. Celui-ci a été introduit par les ingénieurs
de la NASA pour modéliser certaines structures de laérospatiale. Il est composé
d’une poutre flexible de longueur L = 1, encastrée en 'une de ses extrémités alors
qu'une antenne rigide de masse m est fixée en son extrémité libre. Les vibrations
élastiques de la poutre sont régies par une équation aux dérivées partielles (modéle
d’Euler-Bernoulli) tandis que les oscillations de ’antenne sont gouvernées par deux
équations différentielles ordinaires (équations de Newton-Euler). 1l existe pour ce
systéme deux controles, a savoir le contréle moment ©,(#) et le controle force O2(t)
appliqués & I’extrémité libre de la poutre.
Des résultats de stabilité forte mais non uniforme ont été obtenus par des feedback
usuels [49], [60]. Ce méme résultat a été établi avec des contréles fronticres 3 priori
bornés [70], [61]. En revanche, la stabilisation uniforme est assurée si le feedback
est d’ordre supérieur [60]. D’autres résultats ont été obtenus pour des variantes du
systeme (voir [23], [62] et [63]). En effet, en négligeant le moment d’inertie J , F.
Conrad et O. Morgiil [23] ont établi la stabilisation uniforme du systéme moyennant
un contréle de force d’ordre supérieur appliqué sur la poutre. De plus, le
taux optimal de décroissance de I’énergie a été obtenu dans le cas ofi les coefficients
du contréle vérifient une certaine relation [23]. Notons que ce méme résultat de
stabilisation uniforme a été obtenu, moyennant deux contréles, pour un modéle
simplifié (moment négligé) d’une équation de plaque [62].

L’objectif de ce chapitre est double:

Premiérement, traiter le probléme posé par Rao [62], c’est-a-dire: trouver les contréles

O1(t) et ©(t) qui stabilisent le systéme dans le cas o le terme accélération de
I’antenne est négligé.

Deuxiément, répondre & la question suivante: Peut-on obtenir un résultat analogue
a celui de Conrad et Morgiil [23] si on applique seulement un feedback de moment ?
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Concernant le premier probléme (terme accélération négligé), on montre que le sys-
téme considéré est uniformément stabilisable par feedback frontiére. Dans un premier
temps, on propose une loi de commande (contréle de force + controle de moment) qui
stabilise uniformément le systéme. En se basant sur ce résultat, on montre également
la stabilisation uniforme avec seulement le contréle de force mais sous une certaine
condition sur les parameétres physiques du systéme. Ces deux résultats obtenus don-
nent une réponse positive & la question posée par Rao pour le cas d’une seul variable
espace (voir [62] et [63]). Cependant, on montre que ce méme systéme n’est pas
uniformément stabilisable par feedback de moment. Enfin, on présente une étude
asymptotique de la partie réelle du spectre de 'opérateur contrélé. Ces résultats sont
illustrés par des simulations numériques.
[’essentiel de ces résultats a été résumé sous forme d’article sur le point d’étre soumis
[16].

Par ailleurs, on donne dans la deuxiéme partie de ce chapitre une réponse partielle
a la question posée ci-dessus. En effet, en considérant le systéme étudié dans [23],
nous montrons que celui-ci est uniformément stabilisable par un contréle de moment.
L’avantage de cette loi de commande est qu’elle est simple, d’ordre usuel et donc
plus facile & réaliser en pratique. Afin de répondre & la question posée, on présente
une étude du comportement asymptotique du spectre de 'opérateur contrélé et non
contrélé. On montre aussi que les valeurs propres de grand module de 'opérateur
controlé sont algébriquement simples et isolées les unes des autres. Actuellement,
nous essayons de montrer que la famille des fonctions propres de ’opérateur controlé
est quadratiquement proche de celle des fonctions propres de I'opérateur non controlé.
Ceci fait 1'objet de travaux en cours.

Une partie de ces résultats a donné lieu & un article accepté pour publication au 14th
World Congress of IFAC 1999 [44].

Le chapitre V est consacré a I’étude de la stabilisation par feedback frontiere
non linéaire d’une équation de vibration modélisant un bras flexible en torsion de
longueur unité et de raideur variable.

Plus précisément, on s’intéresse & la stabilisation d’une équation de vibration ou
deux termes sont présents: un terme de dissipation exprimant la présence des forces
de frottements; et un terme dit de "compensation".

Ce bras flexible est supposé libre en ses deux extrémités ot deux contréles U,(t)
et Uy(t) sont appliqués. On montre que ce type de systéme est asymptotiquement
stabilisable par une loi de commande non linéaire dépendant seulement de la vitesse
aux bords, i.e,

Ua(t) = g(y:(1, 1)),

{ Ul(t) = f(yt(oat))a
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ot f et g sont des fonctions bien choisies.

De plus. on établit des estimations du taux de décroissance exponentielle et rationnelle
de I’énergie selon les propriétés des fonctions fetg.

Ces résultats ont donné lieu a plusieurs publications: un article qui apparaitra
Nonlinear Analysis TMA [17], une note qui sera présentée au congrés C'DC’98 [18] et
un rapport de recherche INRIA [19)].

Au chapitre VI, on se propose d’étudier le probléme de stabilisation par feed-
back non linéaire d’un systéme "objet rigide + structure flexible" en rotation. Ce
systéme a été introduit par Baillieul et Levi [3] pour modéliser certains systémes de
’aérospatiale (satellite avec antenne). Il est composé d'un disque au centre duquel
est attaché perpendiculairement au plan de celui-ci une poutre flexible. Le disque
tourne autour de son axe et le mouvement de la poutre est alors confiné dans le plan
perpendiculaire a celui du disque. La dynamique du systéme est modélisée par une
équation aux dérivées partielles non linéajrement couplée avec une équation différen-
tielle ordinaire.

L’objectif de ce chapitre est de chercher des contrsles non linéaires qui sta-
bilisent le systéme de telle maniére que la poutre reste perpendiculaire au disque
alors que celui-ci tourne a une vitesse angulaire w* donnée.

On propose un contréle non linéaire du couple appliqué au disque alors qu’un
contréle non linéaire de force et/ou un contréle non linéaire du moment sont ap-
pliqués & 'extrémité libre de la poutre. On montre dans ce cas que pour toute vitesse
angulaire donnée w* inférieure & une certaine constante (dépendant uniquement des
parameétres physiques de la poutre), le systéme est exponentiellement stable. Ce ré-
sultat est une extension de la classe de contrdles proposée dans [45] & une classe plus
large. Cette extension n’est pas dépourvue d’intérét pratique dans la mesure ot la
classe de contréles qu’on propose permet de prerdre en compte les phénomeénes de
saturation des actionneurs.

Ce travail est présenté sous forme d’article qui sera présenté & 14th World Congress
of IFAC 1999 [13]. Pour plus de détails, le lecteur pourra éventuellement consulter
[14] et [15].
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Généralités

I1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente briévement la théorie des semi-groupes d’opérateurs
linéaires [55], [40], [11] et non linéaires [10], [6], [73], [7]. On y rappelle aussi quelques
résultats importants pour ce qui concerne I’existence, la régularité des solutions as-
sociées & une classe d’équations d’évolution linéaires et non linéaires. Enfin, nous
présentons des notions de stabilité des semi-groupes ainsi que la version du principe
d’invariance de LaSalle [46] en dimension infinie [34] et [27] qu’on utilisera tout le
long de ce travail. ‘

II.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Cette partie est consacré & un bref rappel de la notion de semi-groupes linéaires
et des résultats standard pour une classe d’équations d’évolution linéaires.
Soit X un espace de Banach. On notera par I I’application identité sur X.

I1.2.1 Semi-groupes continus

Définition II.1 . Un semi-groupe continu (Co semi-groupe) d’opérateurs linéaires
sur X est une famille de fonctions {S(t)}s>0 vérifiant:

i) S(0)=1et S(t)S(r)=S(t+ ), Vi, 7> 0.

i) imyo+ S(t)z =2, V2 € X.

Définition I1.2 . On appelle générateur du semi-groupe S(t), l'opérateur A défini
par:

D(A) = {a: € X; lim M e:cz'ste}

h—0t h
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et pour tout ¥ € D(A), Az = limy,_,o+ 2= t);f%-

Théoréme II.1 [55]. Soit S(¢) un Cy semi-groupe sur X, A son générateur et T un
élément de D(A). Alors

1) Il existe deux constantes M > 1 et w > 0 telles que ||S(t)|| < Me*! pourt > 0.
2) S(t)x € D(A) pour tout t > 0 et L 5(t)e = AS(t)e = S(t)As.

3) A est un opérateur fermé de domaine dense dans X .

S5i w = 0 alors le semi-groupe est dit uniformément borné et si de plus M =1
alors il est dit de contractions.

On rappelle que si A est un opérateur linéaire, 'ensemble résolvant de A est
I'ensemble des complexes A pour lesquels J, = (A — A)™! est un opérateur linéaire
borné.

Théoréme I1.2 (Hille-Yosida). Un opérateur linéaire A engendre un Cy semi-groupe
de contractions S(t) si et seulement si
1) A est fermé de domaine dense.

2) La résolvante p(A) de A contient R* et ||J,|| < %, YA > 0.

Le théoréme précédent donne une caractérisation du générateur d’un Cp semi-groupe
de contractions. Il existe des résultats de ce type dans des espaces de Banach. Cepen-
dant, on va se contenter d’énoncer deux autres caractérisations d’un générateur dans
le cas ot X est un Hilbert sur R muni du produit scalaire < , >

Théoréme IL.3 (Lumer-Phillips). Soit A un opérateur de domaine dense sur un
Hilbert X .

1) Si A est dissipatif ( (Az,z) < 0, Vz € D(A) ) et s'il existe Ag > 0 tel que
Im(Aol — A) = X alors A est générateur d’un C, semi-groupe de contractions sur X .
2) Si A est générateur d’un Cy semi-groupe de contractions sur X alors A est dissipatif
et Im(Al — A) = X pour tout A > 0.

Corollaire IL1 . Soit A un opérateur fermé de domaine dense. Si A et lopérateur
adjoint A* sont dissipatifs, alors A engendre un semi-groupe Cy de contractions.

I1.2.2 Groupe d’opérateurs bornés

Définition I1.3 . Soit X un espace de Banach. Un C, groupe d’opérateurs bornés
sur X ‘est une famille {T'(t)}er d’opérateurs bornés de X dans X vérifiant:

) T(t+s) =T(t)T(s) Vs,t€R, et T(0)=1.

i) lime,o T(t)z =z ,Vz € X.

Théoréme I1.4 (Stone). Soit X un espace de Hilbert. A est générateur d’un groupe
dopérateurs unitaires sur X si et seulement si A est anti-adjoint.
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I1.2.3 Equations d’évolution linéaires

Considérons 1’équation d’évolution suivante

{ W(t) = Au(t),Vt >0,
u(0) = uo.

Le théoréme suivant assure l’existence globale des solutions de ce probléme dans le
cas olt 'opérateur A est m-dissipatif, i.e., A est dissipatifet Im(A/—A) = X, VA > 0.

Théoréme I1.5 (Hille-Yosida-Phillips). Soit X un Banach et 4 un opérateur m-
dissipatif dans X, de domaine dense. Alors il existe un unique semi-groupe de con-
tractions S(t) tel que:
1) Pour tout ug € D(A), u(t) = S(t)ug est l'unique solution "forte” du probleme de
Cauchy (C). De plus,

(€)

u € C([0,00); D(A)) N C([0, 0); X).

2) Pour tout ug € X, u(t) = S(t)uo est l'unique solution "faible" du probléme de
Cauchy (C). De plus,
u € C([0,00); X).

Pour la résolution des équations d’évolution linéaires non homogeénes, on pourra con-

sulter [55], [11].

I1.3 Semi-groupes de contractions non linéaires

Dans tout ce qui suit, on suppose, sauf indication contraire, que ‘H désigne un
espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire <, > et de la norme || ||. De plus,
A désigne un opérateur non linéaire (univoque) de domaine D(A4) C H.

Cependant, la théorie des semi-groupes non linéaires existe pour des espaces
de Banach et la plupart des définitions et des résultats présentés dans cette section
demeurent valables pour un Banach H et un opérateur non linéaire multivoque A.

I1.3.1 Notion d’opérateur maximal monotone

Définition I1.4 . Soit A un opérateur non linéaire et A > 0.
i) A est dit monotone si

(Az, — Aza, 21 — x2) > 0, Vi, z2 € D(A).
i) L opérateur Jy : Im(I + AA) — H est appelé résolvante de 4.
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Le lemme suivant met en évidence une caractérisation d'un opératecr monotone.

Lemme I1.1 [73]. Un opérateur A est monotone 3st pour tout A > 0, la résolvante
J\ est une contraction de Im(I + AA) dans H.

Définition IL5 . Un opérateur A est dit mazrimal monotone s’il est mazimal dans
['ensemble des opérateurs monotones.

Le résultat ci-contre est fondamental dans 'étude des opérateurs maximaux mono-
tones.

Proposition IL.1 [10]. Soit A un opérateur de H. Les propriétés suivantes sont
€quivalentes

i) A est mazimal monotone.

1) A est monotone et Im(I + \A) = A,

i) Pour tout \ > 0, Jy est une contraction définie sur H tout entier.

I1.3.2 Semi-groupes de contractions non linéaires

Définition I1.6 . Une famille de fonctions {S() : H = H, t > 0} est dite semi-
groupe continu de contractions si: '

1) 5(0) =1 et S(t)S(r) = S(t + 1), Vt,r > 0.

i) limgyo S(8)z = 2, Vz € H.

iii) |S(t)2 = Syl < le — yl, Va,y € H et Vi > 0.

Etant donné un semi-groupe de contractions S(t) sur H, on peut lui associer, comme
dans le cas linéaire (voir Définition I1.2), un unique générateur A. De plus, on a alors
le théoréme suivant:

Théoréme IL.6 [6]. Soit S(t) un semi-groupe de contractions sur H et soit A son
générateur. Si x est un élément de D(A) alors
1) 5(t)z € D(A), V¢t > 0 et la fonction t — AS(t)x est continue & droite sur [0, oo].

d
2) S(t)x admet une dérivée a droite ES(t)x pour chaque t > 0 et

+

cji—tS(t):c = AS(t)z, Vt > 0.

3) Ed-t-S(t)x = AS(t)z eziste et est continue sauf pour un ensemble dénombrable de
valeurs de t > 0.
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I1.3.3 Equations d’évolution non linéaires

Soit 4 un opérateur maximal monotone sur H. Considérons 1'équation d’évolution
homogeéne suivante:

u(t) + Au(t) = 0. ,

{ u(0) = uo. (PC)

On a le théoréme suivant qui est bien connu lorsque 4 est linéaire (Théoréme de

Hille-Yosida).

Théoréme IL.7 [10]. Pour tout uo € D(A), il existe une unique fonction u(t) € H
telle que

1) u(0) = ug et u(t) € D(A), pour tout t > 0.
du du
2) g € L7 (10,00l H) et ||l (o.otmy < || Ausol]-
3) u(t) est solution (forte) de (PC) p.p. sur ]0,00[. De plus, u admet en tout
t € [0, 00[ une dérivée & droite et %‘tﬂ(t) + Au(t) = 0 pour tout t > 0.

4) La fonction t — Au(t) est continue & droite et la fonction t — ||Au(t)|| est
décroissante.

Remarque IL.1 . On désigne par S(t) le prolongement par continuité 4 D(A) de
Uapplication contractante ug — u(t). On vérifie aisément que S(t) définit un semi-

groupe continu de contractions sur D(A). On dit alors que S(t) est le semi-groupe
engendré par —A.

Dans les applications, on rencontre de nombreuses équations avec un second membre.
C’est la raison pour laquelle on va considérer I’équation d’évolution non homogene
suivante

u(t) + Au(t) = F(t), 0<t<T, (PCF)
u(0) = ug, .
ol
A est un opérateur maximal monotone sur H et F € L ((0,T); H). (H)

Définition IL.7 On appelle solution forte de (PCF) toute fonction u € C ([0, T]; H),
absolument continue sur tout compact de (0,T) vérifiant u(t) € D(A) et

%%‘(t) + Au(t) = F(t) p.p. sur (0,T).

Nous allons énoncer un résultat classique qui permet d’assurer l’existence des solu-
tions fortes du probléme (PCF). On suppose dans la suite que I’hypothése (H) est
satisfaite.
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Théoréme IL8 [73]. Pour tout ug € D(A) et F € WHL((0,T);H). il existe une
unique solution forte u de (PC'F) sur (0,T) telle que u(0) = ug, u € W1 ((0,T);H)
et

@
dt

o] =1awto + Feol < s+ r + |25

ds, p.p.t € (0,T).

5i ug € D(A) alors le probléeme (PC F) n’admet pas toujours une solution forte (voir
[26]). C’est la raison pour laquelle des nouveaux types de solutions ont été introduits.

Définition I1.8 . On dit que u € C ([0,T];H) est une solution faible de (PCF) sl
existe des fonctions (Fr,un) € L' ((0,T); H) x C ([0, T]; H) telles que

i) up soit une solution forte de (PCF) avec F,, au lieu de F.

i) limy un = u dans C ([0, T); H) et lim, F,, = F dans L' ((0,T); H).

On a le résultat suivant

Théoréme I1.9 [10]. Pour tout uo € D(A), il existe une solution faible unique de
(PCF) telle que u(0) = ug.

Définition IL9 . Une fonction u : [0,T] — H est dite solution intégrale de (PCF)
stu € C((0,T);H), et

lu(t) = ol < llu(s) — 2l +2 [ (F () ~ Az u(r) — 2) dr
VeeD(A), V0<s<t<T.

Remarque I1.2 . On démontre que u est une solution faible de (PCF) ssi u est
une solution intégrale [10]. Néanmoins, lorsque H est seulement un espace de Banach
alors toute solution faible est une solution intégrale [79].

Nous allons définir un autre type de solutions du probléme (PCF) dans un espace
de Banach H. Dans un premier temps, nous avons besoin des définitions suivantes:

Définition IL.10 . Soit ¢ > 0. Da(&;toy eoestn; fiy e, fn) est dit e-discrétisation du
probléme (PCF) si

(D)0 <ty < ety <T et fi,.fu € H;

(D) to<e, t1—tici<e, T—t,<epouri= 1,2,...,n—1;

(Ds) Zi=t fil  IIF(s) — Fil| < e.

tica
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Définition IL.11 . Soit € > 0 et D(€t0, cestn; fiseeees fn) une e-discrétisation de
(PCF). Une fonction v : [to,t,] — H est dite solution de Da(e;to,.oitn; froeeos fu)
sl existe vo, vy, ...v, € D(A) telles que
t_—:i_l + Avi = F,‘, pouri = 1,2, ey 1y

i —tio1
(S2) v(to) = vo, v(t) = v; pour tout t €]t;—y,t;[ eti=1,2,...,n.

Si A est maximal monotone alors pour toute e-discrétisation de (PC'F), il existe une
unique solution v de D4(€;to, ooy tnj f15ves fu) [73]-

Définition I1.12 . Une fonction u : [0,T] — H est dite "bonne solution” de (PCF)
siu € C(0,T);H) et pour tout € > 0 il existe au moins une c-discrétisation de
(PCF) et une solution v : [to,tn] = H de Da(€;to, .y tn; f1yeon, fn) telle que

[u(t) = v(t)]] < €, Yt € [to, ta].

Le résultat suivant montre le lien entre une solution intégrale et une "bonne solution".

Théoréme II.10 [73]. Soit ug € D(A). Si u est une "bonne solution” de (PCF)
telle que u(0) = ug alors u est l'unique solution intégrale de (PC'F).

En revanche, ’hypothése (H) est suffisante pour avoir des "bonne solutions".

Théoréme II.11 [73]. Pour tout ug € D(A), il existe une unique "bonne solution”
de (PCF) telle que u(0) = ug.

II.4 Comportement asymptotique des semi-groupes

On aborde dans ce paragraphe le probléme de I’étude de la stabilité des semi-
groupes. On présente aussi le principe d’invariance de LaSalle qui s’avére un outil
commode pour étudier le comportement asymptotique d’une large classe de semi-
groupes linéaire ou non linéaire.

Dans toute cette section A désigne un opérateur (linéaire ou non linéaire) qui
engendre un semi-groupe continu S(¢) sur un espace de Banach X. Considérons le
systéme d’évolution suivant:

z(0) = zo, - (%)
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I1.4.1 Notion de stabilité

Définition IL.13 . On dira que zo € D(A) est un point d’équilibre pour (X) si
Axg = 0.

On suppose dans la suite que 0 est un point d’équilibre pour (¥).

Définition I1.14 . i) Le semi-groupe S(t) est dit asymptotiquement (fortement)
stable silimy,1o S(t)z =0, Vo € X.

w) Il est dit exponentiellement (ou uniformément) stable s'il existe deur constantes
positives M et o telles que ||S(t)]| < Me=t.

Définition I1.15 (Trajectoires, ensembles w-limite)

Pour tout z € X,

i) La courbe continue t — S(t)z est appelée trajectoire issue de .
it) L’ensemble

w(z) ={y € X; 3(ta) = +oo telle que S(t,)z — y lorsque n —» +0o0}

est appelé ensemble w-limite de z.

I1.4.2 Principe d’invariance de LaSalle

Dans le cas ot A est un opérateur linéaire, on a les deux propositions suivantes:

Proposition I1.2 [3/]. Pour tout x € X et pour toutt >0, on a

o w(S(t)z) = w(z).

o 5(t)(w(z)) Cw(z) (w(z) est dit alors positivement invariant par S(t)).
St de plus, Uy»0S5(t)z est relativement compacte dans X, alors

o 5(t)(w(z)) = w(z) # 0 (w(z) est dit invariant par S(t)).

® w(z) est un eompact conneze de X et S(t)x tend fortement vers w(z).

Proposition IL.3 (Principe d’invariance de LaSalle).

Sl existe une fonction V telle que % < 0 le long des trajectoires de S(t), et un réel
A > 0 tel que la résolvante J, soit compacte, alors pour tout z € X,

1)La trajectoire {S(t)x}is0 est précompacte dans X.

2) Si z € D(A), l'ensemble w(z) est contenu dans M, ou M est le plus grand sous
ensemble invariant de {u € D(A); Lu(t) =0, Vt > 0}.

Le principe d’invariance de LaSalle est souvent utilisé pour montrer la stabilité forte.
En pratique, on montre que ’ensemble M est réduit a {0}. De plus, le principe
d’invariance admet une version non linéaire due & Dafermos et Slemrod [27].



II.4. Comportement asymptotique des semi-groupes 17

Théoréme I1.12 [27]. Soit A un opérateur non linéaire meximal monotone qui
engendre un Co semi-groupe de contractions S(t) sur un espace de Hilbert H. Si
0 € Im(A) et si Jy est compacte YA > 0 alors pour tout zo € m, ['élément
x(t) = S(t)xo approche quand t — +oo un sous ensemble compact Q de la sphére
{y € H;lly—a|| = o} ot o < ||zo—a| et a € A7Y(0). De plus. Q est minimal et
invariant. Si zo € D(A) alors l’ensemble 2 C D(A).

I1.4.3 Quelques critéres de stabilité uniforme

Par ailleurs, on dispose d’un résultat qui permet de caractériser la stabilité expo-
nentielle pour une classe de semi-groupes linéaires. Celui-ci peut étre utile dans le cas
ou la technique de multiplicateurs ne permet pas de conclure la stabilité exponentielle.

Théoréme I1.13 (Huang) [35]. Soit A un opérateur linéaire qui engendre un Co
semi-groupe S(t) sur un espace de Hilbert H. On suppose que S(t) est uniformément
borné. Alors le semi-groupe S(t) est exponentiellement (uniformément) stable si et
seulement st

1) {iw; w € R} C p(A),

ii) sup {||(iw — A) M| z; w € R} < +o0.

On a aussi une condition suffisante de stabilité exponentielle.

Théoréme I1.14 [72]. Soit H un espace de Hilbert, et soit A un générateur in-
finitésimal d’un Cy semi-groupe S4(t) fortement stable. Soit B un opérateur compact
de L(H) et Sarp(t) le semi-groupe engendré par A+ B. Si S448(t) est exponentielle-
ment stable alors Sa(t) l’est ausst.

Enfin le théoréme suivant est parfois appliqué pour prouver un résultat de non
stabilité uniforme.

Théoréme I1.15 [68]. Soit X un espace de Banach de dimension infinie, et soit G
un générateur d’un groupe fortement continu d’opérateurs bornés sur X.

Alors, il ne peut ezister d’opérateurs linéaires compacts Dy, Dz, de nombres réels
strictement positifs Ty, T; et de réels 0 < 71 < 1, 0 < v, < 1 tels que les deux
groupes Si(t) et Sy(t) engendrés par G + Dy, et G + D respectivement, vérifientent
simultanément -

1Si <yt 2T et [[S2()] < 72y 8 < —To
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Stabilité de I’Echangeur Thermique

On aborde dans ce chapitre le probléme de la stabilité exponentielle d’un systéme
composé de deux échangeurs thermiques & contre-courant. Celui-ci sera formulé sous
une forme abstraite de systémes linéaires hyperboliques & coefficients dans L*°. On
montre dans un cadre assez large la stabilité exponentielle d’une classe de systémes
hyperboliques & coefficients dans L. Ce résultat généralise ceux de [58] (dans le cas
d’une seule variable espace) et [66]. Enfin, nous adoptons ces résultats théoriques
obtenus a notre systéme d’échangeurs thermiques.

III.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est multiple. Notre motivation principale est d’étudier
le probléme de stabilité exponentielle d’un systéme composé de deux échangeurs ther-
miques & contre-courant. Ce probléme, posé par J. P. Gauthier et C. Z. Xu [31], a un
intérét dans I'industrie de transformation (chimie, génie des procédés, énergitique,...).
L’échangeur thermique simple a d’ores et déja fait 'objet de nombreuses recherches
et études [30], [57], [77], [78], [48]. Nous présenterons dans un premier temps notre
dispositif expérimental ainsi que les hypothéses qui nous permettront d’obtenir une
forme simple des équations du systéme. Ensuite, nous formulerons les équations de
I’échangeur sous une forme standard de systémes linéaires hyperboliques  coefficients
dans L. Il est important de noter qu’il existe une littérature riche sur ’étude de
la stabilité et la contrélabilité des systémes linéaires hyperboliques (voir [58], [65],
[66], [67], [21],....). Néanmoins, ces résultats font appel & des conditions de régularité
des coeflicients du systéme. Or, les coefficients de I’échangeur peuvent étre disconti-
nus (voir [30], [31]). C’est la raison pour laquelle nous avons saisi I’occasion, plutét
que de nous limiter au cadre restreint de 1’échangeur, de mener une étude générale -
de la stabilité d’une classe de systémes hyperboliques & coefficients dans L™. Nous

19
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développerons alors dans la ligne des travaux de C. Z. Xu [74] des outils pouvant
s’adapter & notre systéme d'échangeur. Cette approche nous a permis de montrer
la stabilité exponentielle d’une classe de systémes hyperboliques a coefficients dans
L. Finalement, nous appliquerons sur I’échangeur les résultats théoriques obtenus.
L'intérét des résultats de ce travail est double: primo, étendre les résultats bien con-
nus sur la stabilité des systémes linéaires hyperboliques & coefficients réguliers a des
systémes hyperboliques & coeflicients dans L>. Secondo, donner une réponse positive
a la question posée par J. P. Gauthier et C. Z. Xu [31].

II1.2 Dispositif expérimental et hypothéses

II1.2.1 Description de I’échangeur

=

Lo

r

o
N S

(- B F . Ty,

-

%
2l
=

L

—

Figure IIL.1. [’échangeur thermique.

Nous allons consacrer notre étude a un systéme de deux échangeurs thermiques cou-
plés, & contre-courant. Ce systéme, illustré par la figure III.1, fonctionne avec trois
fluides d’entrée F'Ly, FL;et FLj. Lefluide F L, est éjecté dans ’échangeur en z = [;
ou il sera mélangé avec le fluide F'L, qui parvient de I’extrémité x = [,. Le but du
processus est de chauffer le fluide F'Lz en mélangeant les fluides F'L; et FL,. Les
caractéristiques physiques et thermiques du systéme sont regroupées dans le tableau
suivant:
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Désignation Fluides

FL, | FL, ] FLs
Masse volumique P1 o1 P2
Chaleur massique Cn Cht Cp2
Section 81 $1 S
Températures .
0<a<] Ty (z,t) | Tr (z,t) | Ty (2,t)
[1 S T S 12 T1+(£U,t T2+(£E,t
Coeflicient de transmission de chaleur | k k k
Vitesse du fluide GF; (1-0)F, | F3
Température d’entrée To1 Too Tos

Table 1: Parametres et caractéristiques du systeme.

II1.2.2 Hypothéses et équations

Notre objectif étant d’étudier la stabilité de '’échangeur, nous allons préciser les
hypothéses qui permettront d’obtenir une forme simple des équations de ’échangeur
et de montrer comment ce systéme appartient & une classe de systémes linéaires
hyperboliques.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées:

e Les caractéristiques physiques des fluides et des matériaux sont constantes tout au
long de I’échangeur. :

o Les débits des fluides sont constants.

® Les phénomenes de diffusion dans les fluides sont négligés.

® Les fluides F'L; et F'L, ont les mémes caractéristiques physiques.

Par application du premier principe de la thermodynamique et le bilan énergitique,
on obtient deux systémes d’équations aux dérivées partielles décrivant la dynamique
des températures des fluides (voir [31]):

O (a,t) _ Fi 0Tr(a,t) Kl
ot psy Oz Cp1p151

[Tl_(xvt) - T{(:L‘,t)] ’
, T €]0,4]

OTi(e,t) __ Fo i(at), M

- £ — T- ;
ot P252 Oz Cp2p232 [Tl (JC, ) T2 (.’L’, )]a
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et
ITT (2. 1) Fy o1 (z,1) kl
> =(1— — +( _ T+
ot U T~ e (B @) = T (0]
8 +( s L 6]11712[
O (v t) B 013 (at) kl L .
ot - P252 Oz + Cp2,0232 [Tl (Iat) T2 (z, t)] )

avec 0 < 8 < 1. Les con

ditions aux bords sont données par

ou To1, To; et Tos sont des constantes positives.
De plus, les conditions initiales sont :

Ty (,0) = ¢7 (z)
I3 (2,0) = ¢2 (2),

RN

pPis

Nous noterons m;

qu’autour du point d’éq1'1i1ibre le sys

de variables comme suit:

’ },iv E]O,ll[ &

i (2,0) = ¢ (

1

T2+(l"0) = ¢+( )

2 \ T

z)

’ }m €]ly, ly].

bl

k!
Chpipisi )
téme ci-dessus peut s’écrire aprés un changement

et I\"Z’ =

pour : = 1,2. Dans [31}], il a été démontré

t -
%gi) = mla—RIE(:cx—’2 — Ki(Ru(z,1) — Ra(a, 1)),
(2.1)
t -
ORof2.) 1, OB | iy Ry (1) — Rifa, 1),
pour tout z € (0,/),
0T, f’t =(1- ﬂ)m1a‘ﬂ§;%t) — Ki(Ti(z,t) — T(z, 1)), (
2.2)
aT, :tc,t _ _m23T2 i‘,t + Ky (Ti(z,t) — Ta(z, 1)),
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pour tout = € (I1,1,).

Les conditions aux bords ainsi que les conditions initiales sont:

Tl(lg,t) = RQ(O,t) = 0 & Rg(ll,t) = Tz(ll,t), Rl(ll,t) - (1 - 513)T1(ll,t) (23)

et

Ri(z,0) = ni(z), } N Ty(z,0) = & (), } ]
Ry(z,0) = my(), ,x €]0, — &) x €l Ll (2.4)

Nous allons désormais considérer le systéme (2.1)-(2.4) qui sera formulé sous la forme
standard d’équation d’évolution. Pour cela, soit II, n; et 1, les fonctions suivantes:

bl

) = s i\, =
1—B; ze(l,h) (1= B)/B2Ty(2,t); z € (In, 1)

Ry(z,t); z € (0,1)
n2(z,t) =
Tg(.’l?,t); TE (ll,lz).

Il est alors facile de vérifier que le systéme (2.1)-(2.4) est équivalent a:

6Tl1gi§,t2 - mlﬂ(x)%é;—’tz — Kimi(z,t) + VK1 KIl(z)n2(2, 1)

Omfz. 1) Im(,t) | vE K ’
772:;: = —my 7726(5 )‘|' H(lﬂ:)znl(fcvt)—l”n?(w’t)

(2.5)

pour (z,t) € (0,l3) x (0,+00). Les conditions aux bords et les conditions initiales
deviennent:

(2.6)
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Comme nous 'avons déja signalé, le systéme (2.5)-(2.6) est un systéme linéaire hy-
perbolique & deux variables indépendantes z et ¢ (voir [25], [32], [38]). En effet, il est
aisé de voir que ce systéme (2.5)-(2.6) peut s’écrire sous la forme suivante:

{ it) = (Faﬁ " B) (), -
n(0) = ¢,

ou 77(t) = (Ul(',t)ﬂh(‘,t)), ¢ = (¢1,¢2) et o

-K, VR K,I(z)

J, B(z)= | VKT, p . (2.8)
O(z) °

0
De plus, 'opérateur Fa— + B a pour domaine
z

D = {(n,m) € H'(0,l2) x H'(0,12); m(l;) = n,(0) =0}.

Néanmoins, la particularité de notre systéme est la discontinuité de certains coeffi-

cients tels que m;II(z) et VK KII(z).....
Dés lors, on est amené & étudier la stabilité d’une classe de systémes hyperboliques
a coefficients discontinus.

II1.3  Stabilité d’une classe de systémes linéaires hy-
perboliques

I11.3.1 Introduction

Motivés par la forme du systéme (2.7)-(2.8), nous nous intéressons dans ce para-
graphe a la stabilité exponentielle du systéme suivant:

(&553—’9 _ Fl(x)a—&}f—’tl +[Bu(x) Blg(:c)][Rl‘
8Rzgtx,t} —Fy(z) 0R2§;,t! Boi(z) Baxa(z)
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Ri(l.t) =0 & R,(0,t) =0 (conditions frontiéres), (3.2)

Ri(2z.,0) = ¢1(z) & Ra(x,0) = ¢2(x) (conditions initiales), (3.3)

ol | est une constante strictement positive et (z,t) € (0,/) x (0, 490). Posons

_ | £1() 0 _ | Bul(*) Bi(") I M) 0
)= [ 0 —F5() } » Bl = [ Bi(+) Baal) ] () = [ 0 Na(+) ] '

(3.4)

On suppose ensuite que les hypothéses suivantes sont satisfaites pour le systéme (3.1)-
H.I : Les fonctions F;, B;; € L*(0,!) pour 1,5 = 1,2.
H.II : 1l existe une constante o > 0 telle que Fj(z) > a p.p. z € (0,{),7=1,2.
HL.III : Il existe des fonctions de pondération Ny, N, € L=(0,!) avec N;(z) > a >
1 = 1,2 telles que

H.IIIa : pour tout y € R?, y" N(2)B(z)y < 0 p.p. = € (0,1).

H.IIIb : la fonction N;(z)Fi(z) est p.p. monotone non—décroissante, ie.,
pour chaque & > 0, Ni(z + h)Fi(z + k) — Ni(z)Fi(z) > 0 p.p. z € (0,])
et No(z)F3(z) est p.p. monotone non-croissante.

Prenons pour espace d’état du systéme 1’espace de Hilbert réel
H = L*(0,1) x L*(0,1)

muni du produit scalaire usuel. Le systéme (3.1)-(3.3) s’écrit alors:

{ R(t) = AR(t), (3.5)

ou R(t) = (Ri(-,t), Ra(+,t)), & = (¢1, P2) et A est I'opérateur linéaire défini par

D(A) = {(f1,f2) € H'(0,1) x H'(0,1); fi(l) = £2(0) = 0},

et
0
A= F8x+B
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Dans un premier temps, il est essentiel de situer notre étude par rapport aux
travaux bien connus sur la stabilité des systémes hyperboliques. En effet, nous dis-
posons de résultats de [58], [65], [66],.....De fagon plus précise, dans [58], les auteurs
ont montré la stabilité exponentielle pour des systémes hyperboliques dissipatifs &
n + 1 variables indépendantes: n variables espace x;, 23, ....2, et la variable temps
t. Les coefficients devant 'opérateur différentiel aa— sont indépendants de ¢ et suff-

isamment différentiables. Par ailleurs, dans [65] et [66] D.L. Russel a considéré des
systémes hyperboliques & deux variables indépendantes et a coefficients continfiment
différentiables en z. Il démontre grace a la méthode des caractéristiques que le sys-
téme considéré est exponentiellement stable.

Dans le cas o1 les coefficients F; et F, du systéme (3.1)-(3.3) sont pris comme entrées
et donc dépendent du temps ¢, la situation est différente dans la mesure o1 le systéme
est vu comme un systéme bilinéaire (voir [74]).

Les techniques de calcul que nous utiliserons ultérieurement sont analogues a
celles utilisées dans les travaux de [65] et [74]. En effet, en utilisant la méthode
classique de régularisation et la méthode des caractéristiques, nous prouvons des
nouveaux résultats de régularité et de stabilité exponentielle du systéme (3.1)-(3.3)
sans supposer aucune hypothése de différentiabilité des coefficients F;, i = 1,2.

Soit Q1 = {(z,t);z € (0,1), t € (0,T)} pour chaque T > 0.

Définition IT1.1 . Une fonction R(z,t) est dite solution régulie¢re du systeme (3.1)-
(3.3) si Ri(-,-) € HY(Q71), i = 1,2 et satisfait les équations (3.1) dans L*(Qr)
ainst que les conditions auz bords (3 2) dans L*(0,T) et les conditions initiales dans

L2(0,1).

II1.3.2 Régularisation du systéme initial (3.1)-(3.3)

En s’inspirant de la méthode de régularisation, il parait plausible que les tech-
niques utilisées par Xu [74] peuvent étre adaptées & notre cas. Nous exposerons tout
d’abord les outils de base qui nous seront utiles par la suite.

€ (0,0). Il existe

Lemme IIL1 . Soit f € L*>(0,1) telle que 0 < a < f(z z) p.p-
) < il De plus, si f

alors un prolongement de f sur R, noté f, tel que a < f(
est monotone sur (0,1) alors il est de méme pour f sur R.

Preuve du Lemme III.1. Définissons la fonction f comme suit;
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oy = { f) re(0.0)
A flz —nl), €l (n+ 1)), n€Z.

Il est alors aisé de montrer le Lemme III.1. O

Dans la suite de ce paragraphe, on notera par f" la fonction régularisée de f
définie par

= [ ) wrty - 2)dy.
ot wy(z), h > 0 est la fonction regularlsante [51].

Posons B(z) = N(z)B(z), Fi(z) = Ni(z)Fi(z) , Fy(x) = Ny(z)Fy(x). Considérons

ensuite le systéme régularisé associé a (3.1)-(3.3):

OR! (.t Fiz) 0R(.t) | [ Bile) Bh() . .
; | Ni@) 0= N NHz) Ni@) { Ri(z,t) ]
ORMz.t) | | _Fi(z) OR:(z,1) Bi(e) Blhe) || Rie
3 “NG) e Mo we | LEe
(3.6)
Ri(1,t) =0 & RE(0,¢) =0, (3.7)
RT(.’B,O) = ¢1(z) & RQL("E’O) = ¢2(), (3.3)

pour tout (z,t) € (0,1) x (0,+00).

Il est important de préciser que les variables d’état R" et R: représentent les solu-
tions correspondantes au systéme & coeflicients régularisés et non pas les solutions
régularisées du probléme d’origine (3.1)-(3.3).

Les propriétés des fonctions régularisées du systeme (3.6)-(3.8) sont résumées dans le
lemme ci-dessous

Lemme II1.2 . 1) Les coefficients du systéme (3.6)-(3.8) sont C* et vérifient les
hypotheses H.I-H.III avec les fonctions de pondération Nj et NJ.
2) Pour tout z € R et pour tout 3,5 = 1,2, on a:

a? Fh(cc)
N = NA(z)

Fllo .+
<INl B 2) NP @)oo < Vil

[1Bisleo
e,
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3) Pour tout entier 1 < p < 400 et pour toute constante b > a.

h—ot

Fr/Nk — F =50, i) =1,2

1) Pour tout entier 7,7 = 1,2 et pour toute constante b > @, on a

h—0*t Sh h A
LP(ab) — 0, HBZ'J'/NZ' = By

LP(a,b)

F}NF 2 F, Bi/N} = B

i

dans L*(a,b) pour h — 0*.

Preuve du Lemme IIL.2. Les trois premiéres assertions résultent immeédiatement
des définitions des fonctions régularisées, du lemme II1.1 et des résultats classiques
des fonctions régularisées [51].

D’autre part, pour tout g € L%(a,b), I'inégalité de Holder implique

<|BMNE =B, ., l9l2%(a,b)

/ab [Fih/Nih — Fi] (¢)g(z)dz

L2(ab

Comme L?(a, b) est dense dans L!(a, b), ceci entraine grace a 'assertion 3) que F*/N*
converge faiblement* vers F; dans L®(a,b) pour A — 0*. De la ‘méme maniére, on
démontre que B’Z’; /N} = B, dans [*(a, b). L’assertion 4) est alors démontrée. Ce
qui achéve la preuve du lemme. )

Ecrivons maintenant le systéme (3.6)-(3.8) sous la forme d’équation d’évolution. Pour
cela, nous ferons les notations suivantes:

ﬁ'h
Z1
F = M 0~h By, = |BX/N!| . ij=12
h = 0 F2 ’ h—[z’j/ i}a%]"a’
N}

Soit H = L?*(0,1) x L*(0,1) I'espace d’état. Il est alors naturel de définir P'opérateur
linéaire Aj, par

D(An) = D(A) = {(By, Bz) € H'(0,0) x H'(0,0); Ri(l) = Ra(0) =0},  (3.9)

et
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0

En utilisant les notations ci-dessus, le systéme (3.6)-(3.8) devient:

(3.11)

Pour tout A > 0, on munit ’espace H du produit scalaire suivant:

I
< f.g >h=/0[f191N1h+f292N§]d5”-

Remarque II1.1 . La norme associée au produit scalaire < , >p sur H est notée
Il 1|5. En utilisant le Lemme II1.2, on montre facilement que la norme || || est équiv-
alente & la norme usuelle de H et ceci indépendamment du paramétre h.

Lemme II1.3 . L’opérateur Fha% de domaine D(Ay) = D(A) est générateur d’un
Co semi-groupe de contractions Wr, (t) dans H (muni du produit scalaire < , >,).

Preuve du Lemme IIL.3.
. Fh% est dissipatif: ‘
En effet, soit R* = (R", R%) € D(A4). Une intégration par parties donne:

2<Fh%§_",m> = — o) (RHO)” - B (RE)
h

+ /0 l [—F{;(m) (R’f(;:))2 + B (2) (Rg(;c))z] dz,

ott F, désigne la dérivée de F. En utilisant la monotonie de F’, 7 = 1,2 (voir
Passertion 1) du Lemme II1.2), la derniére égalité implique

<F%&R> < 5 (B (B)" + B20) (R D)) < 0.
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N . c e 0
D'ou la dissipativité de Fh%.
° Fha% est maximal:

Soit f* = (fF, f2) € H. 1l s’agit de trouver R* = (R, RE) € D(A) tel que
([ — Fha%)Rh = f*. Cette derniére équation s’écrit:

7 ‘ F‘h

Ri(z) - N_llh

Fh

R(z) - ]_v%}[(‘r)Rg:c(x) = fi(2),
Ry (1) = R(0) =0,

| Ry, Ry € HY(0,1).

(z)Ri(z) = fi(2),

On vérifie facilement que les équations différentielles ci-dessus admettent deux so-
lutions uniques. Ce qui prouve la maximalité de F} 0 par conséquent, Fj, az est

m-dissipatif. Ceci implique que le domaine D(A}) est dense dans # [11]. Dés lors,
notre lemme découle du théoréme I1.3 de Lumer-Phillips. a

Nous avons aussi le résultat suivant:
Lemme II1.4 . L’opérateur A, défini par (8.9)-(3.10) est m-dissipatif.

Preuve du Lemme III.4. Soit R" ¢ D(Ah).- On a d’aprés le lemme IIL.3 et
I’hypothése H.IIIa,

9
2<Ath,R">h = 2<(Fh%+3h)3h,}zh>h

< RO (BO) - B0 (Ri0) <o,

La dissipativité de A} est alors prouvée.

Il reste & montrer que Ay est maximal. Or, on sait que A, = F}, 0 + By. De
plus, Popérateur By, étant dissipatif et borné dans H, la maximalité de A; est une
conséquence immédiate du corollaire 3.3, pp. 82, [55]. 0
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La preuve de la proposition ci-dessous résulte de la théorie des serni-groupes d’opérate-
urs linéaires [11], [55].

Proposition IIL.1 . 1) L opérateur A, défini par (3.9)-(3.10) est générateur d un
Co-semi-groupe de contractions Up, g, (t) sur H. De plus, la relation entre Ur, B, (1)
et W, (¢) est donnée par la formule de la variation de la constante suivante

UthBh(t)¢ = WFh(t)¢ + /Ot WFh(t - T)BhUthBh(T)(-b dr,

pourtout p € Het0 <7<t

2) Pour tout ¢ € Doy = NIZD(A}), la solution R™(t) du systéme (3.6)-(3.8) appar-
tient & Do, et R*(z,t) = (Ug, 5,(t)$)(z) est dans C*([0,T] x [0,1]).

IT1.3.3 Stabilité du systéme a coefficients régularisés

Le but de ce paragraphe est de démontrer la stabilité exponentielle du systéme a
coefficients régularisés (3.6)-(3.8); plus précisément, nous allons établir une inégalité
d’observabilité du type

L7 [Fro) (Rio,0)" + B2 (Ra0)°) e > Kol

avec Tp et K deux constantes positives indépendantes de h. La méthode utilisée,
introduite par Russell [65], est basée sur la technique des courbes caractéristiques du
systéme. Cette technique a été utilisée par Xu pour des systémes bilinéaires [74].

Considérons les deux courbes caractéristiques C; et C, du systéme (3.6)-(3.8)
(voir figure I11.2).
Ces deux courbes sont solutions des équations différentielles suivantes:

: Fp : F?
c, . ©lt)= —]—Vll;;(xl)a o, 4 &)= N_Z‘(xz)’
51"1(0) =1, $2(t1) =0,

avec t; vérifiant z;(¢;) = 0. D’autre part, on choisit ¢, tel que z5(¢2) = [ (voir fig.
[11.2). Etant donné que F;, Ny > o >0, i = 1,2, il est clair que les fonctions z;(t),
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Figure III.2. Les caractéristiques du systeme (3.6)-(3.8).

1-= 1,2, sont respectivement des fonctions C;-difféomorphismes sur (0,¢;),1=1,2 .
Notons alors par z;' 'inverse de z;. Un calcul direct montre que

l {
t1 <ty < maX{EHNIHWa ;2‘||N2”oo} .

Dans la suite du paragraphe, A(IJK) représente la surface limitée par les courbes
Joignant les points I, J et K. On note aussi par §(IJK) le bord de la surface A(IJK).
D’aprés la Proposition III.1 , pour chaque ¢ € D, la solution correspondante ap-
partient & C* (A(IJK)). L’application de la formule de Green est donc justifiée.

Lemme IIL.5 . La solution réguliére RMt) du systéme (3.6)-(3.8) issue de la con-
dition initiale ¢ € Do, satisfait linégalité suivante:

2 )62 0) + 2 (2)s0)] e <
[ [Feee

/ (R0, + 1+ }—}N—}l(m(t))) (Ri(e(0), 0] .
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\ | 1
oit 31 = —max { Ml (20 Buls + 1 Bualle + =5 | Barlle| ol i)

1
1Mol (21 Baallos + 1Batllo + — Bl 1Mol Pl ) }

Preuve du Lemme IIL.5. On vérifie facilement que les deux équations du systéme
(3.6)-(3.8) donnent:

o | Fdrteny] = Zlaeor] + @f,:g))m’;(x,t))

+ 2?%((5))R’1‘(w,t)]%’21(x,t), (3.13)
5 | Fweny] = -2 (R 0r] +2 B e 0

+ 2%83’1@ 1) Rz, 2, (3.14)

En additionnant membre & membre (3.13) et (3.14) et en intégrant la somme sur le
domaine A(ABC) (voir fig. I11.2), on déduit que

/ [ F T

2, Ni(z) 2
SRk Rl e )+ T (RA(e, )} dic

Bﬁ (z) 2 Bgz(af) h )2
-/ /A(ABC{ Al e 0+ R

F}(2) th(

3’&?
g

) RY(z,t)R(x, t)}da:dt

L’application de la formule de Green au membre gauche de la derniére égalité permet
d’écrire:
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hy.. 2 h., 2
L (B G 0 = (A 1)

h ATh
Ni(z) (BM(z,1))? +‘Y2( )

Fi(a) Fi(e)

Bh B (2
= /] ABC){ Fﬂf A DR (e, 1) + 2225 i )2

F2 (z)
Bf2($) Bgl('r)
+2 ( Fia) + B (x)) R} (z,t)RA(z, t)}dmdt.

o

(RE(2.1))]da

Par ailleurs, en intégrant le long des trois chemins de O(ABC) et en utilisant la
condition au bord R2:(0,t) = 0, (3.15) devient

(T h h T
[ R ))(Rh(w O + Fe (a0 do

A [( F; N# ”) (R3(2:(0),0))" + (R’f(o,t))2J "

(3.16)
Bﬁ(w 2 Bz};z(x)
- //A(ABC){ Fh (Rh(:lr,t)) +2— F2 (2) (Rh(x t))?
Blh2 BZI,‘ x
+2 ( F{L((x)) + 2,1((:6))) R%(:z: Rz, t)}d:z:dt.
o ' =) [NP(2) g 2, N3(2) o 2
ue) = [ | e+ B e, o] e
En dérivant alors (3.16) par rapport & 7, il suit que:
i frh ATh
sty == (1 %x—;m(r») (Ba(e(r), ) ~ (R0, 7))
B{lz(l’ 331(5”)
+2( iz + T z) ) Ri(z,7)RMz T)}dl‘
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D’autre part, on sait d’aprés le Lemme II1.2 que le systéme (3.6)-(3.8) satisfait les
hypothéses H.II et H.III. Dés lors, on peut démontrer 'inégalité suivante:

B{H( ) o ) 2 B?z(af) By 2 .(B{l-z(l*) B;Ll(l)) Ry, Ry
Fl( )(Rl(l,’i‘)) +2F2h(x) (R2(5La7-)) + 2 Flh(”l) + FQh(:L) Rl(l,T)R2(.L,T)

N{I(I) 2 Nh() 2]
—“[ppu)(’%“w’“) B )(Rh( 0yl

oll v; a été définie dans 1’énoncé du Lemme IIL.5.
En combinant cette derniére inégalité avec (3.17), on obtient:

. Fl N} v .
() 2 = (14 B () ) (R (71,70 = (RO, 1) = M)

Finalement, en résolvant cette inéquation différentielle on déduit I'inégalité voulue.

d

Lemme II1.8 . La solution réguliere R"(t) du systéme (3.6)-(3.8) issue de la con-
dition initiale ¢ € Dy vérifie l'inégalité suivante:

ta

J (Bt
0 - zl NN h -1 2 h -1 2 .
2o [ (Fw‘) (2) [(Ri(z, 23" () + (B (227" (2)))"]

0
ol

1
T = —2(||N2I|oo||lelloo + IINlllooHBlzlloo

+2 max{|| N1||co || B11||co) HN2||«>HB22”°°})'

Preuve du Lemme IIL.6. La soustraction membre & membre de (3.13) et (3.14)
nous donne:

8 Nh :_ Ni(z 2 h h
B RO = R0 - g (Rl + (i
BS‘Z 2 B{LI 2 B{LZ’ Bh
— 2 B @)y 0 + 2 @) R0+ 2 (T - ) )R RS an)

(3.19)
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De fagon analogue a la preuve du lemme précédent, on integre ’équation (3.19) sur

le domaine A(CDE) (voir fig. II1. 2) et ensuite on applique la formule de Green. On
déduit aprés un calcul direct que:

:/ah o fTh
0~ [ (T + 5) OB + (Re 00 a

1

h
—2ff CDE)[ N IO

avec

Gz)= [ [(Bl0) + (Ri(z )] et

e (z) -

Ce qui entraine aprés dérivation par rapport a z:

. h h
60 = (5 + 28) ) [, 3767 + (B o)) e

x;l(z) o
B, . Bl
-2 [ PR - BHRG0) (3.20)

# (B~ 2o mice omce 0 at

Compte tenu du Lemme II1.2 1), on a I'inégalité suivante:

lgéé h 2 l?? 1331 13#2
2 [Frome 0r - Beeor s (B - Bi) B 0 R} a0

PE
1),

ou ¥z a été introduit dans 1’énoné du Lemme I11.6

> —y; [(Rl(2,1))? + (R}
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Enfin. en reportant ’inégalité ci-dessus dans (3.20) et en résolvant 1'inéquation dif-
féerentielle obtenue, on aboutit a I'inégalité (3.18). O

Avant d’énoncer notre premier résultat principal, récrivons l'inégalité (3.18).
Tout d’abord, il est clair que (3.18) entraine que: -

to ! ~
: NP N
AU > e [ | S 4+ 52
[(Rb 0t > e O/(FF+F%)(

0

J(By(z,27(2))) dz.

[N

Ce qui implique grace au changement de variables t = z7'(2) que

t2 t h ATA
JRs oy > e [ (1 + ?h xl (:(t ))) (Rb(aa(1), 1)), (3.21)

Le premier résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant:

Théoréme IIL.1 . Soit Ty = max{al—2||N1||w, a%]lNgwo} Pour tout ¢ € H, on a:
1) Le systéme (3.6)-(3.8) est To-observable.
2) Le systéeme (3.6)-(3.8) est exponentiellement stable.

Preuve du Théoréme IIL.1. Par un argument standard de continuité et de densité
de D., dans H, il suffit de démontrer le théoréme pour tout ¢ € D,,. Soit ¢ € Do, et
soit R"(¢) la solution du systéme (3.6)-(3.8) issue de ¢. En combinant les inégalités
(3.12) et (3.21) et en utilisant le fait que t; < ¢, < Tp = max{%HNle, %HNQHOO},
il en découle

To

h h
[ [ FrEE) + N;(:cm(x)] < e [ [(Rh0,6))7 + e (RE(L )] dt
Ty
< el [[(REO,1)% + (RA(L 1) dt

Ce qui implique d’apreés le Lemme II1.2 que:

6l = [ [N6i@)+ M) de < 0 [ (RO 07 + (R 07) e, (3:22)
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ot (" est une constante positive indépendante du parametre A telle que:

e To+2!

C =

: 1 1 :
min {nFlnoouNluoo ' TFalloo V2l }

Le systéme (3.6)-(3.8) est donc Tp-observable.
Il est important de remarquer que ’hypothse H.I implique que [|Fi[|l.o||Nilloo > a2,
t =1,2. Dés lors, C > o?.

La preuve de I’assertion 2) est essentiellement basée sur 'inégalité d’observabilité

(3.22). On rappelle d’abord qu’en vertu du Lemme I11.4, on a pour tout ¢ > 0,

FIROIE =2 (4ki(), B0), < —Fr0) (R(0,0)" = F0) (Rh,0)".

Par conséquent,

I 2 ~ 2
1B O = 19l < - [ [74(0) (Rh0.7)" + Ep(0) (Rb, ) | ar
ou encore grace au Lemme I11.2
t
0
La combinaison de cette inégalité avec la deuxieme inégalité de (3.22) donne le résultat
suivant:

IR~ 161 < —a [ (REO,7)° + (R4t 7)) o

IR @R < (1 - =)ot

Enfin, en utilisant le fait que C' > o’ et la contraction du semi-groupe U F,,B,(t), on
déduit que pour tout t > Ty,

IR ()1 < Me™*|@lln,

avec M et w sont deux constantes positives indépendantes du paramétre b telles

que:
2 ~1/2 In(1-2
M:(l—%) >0 et w:-Mw.
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[11.3.4 Stabilité du systéme initial (3.1)-(3.3)

L objectif de ce paragraphe est de démontrer la stabilité exponentielle du systéme
(3.1)-(3.3).

Dans ce qui suit, on notera par
Seb(0.0) = {f € L*(0,1); a < f(x) < bp.p}

et
C* N S;5(0,0) = {f € 553(0,1); f est continiment différentiable}.

On va maintenant énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite.

Lemme IIL.7 . [11] 1) Toute partie bornée de L*(0,l) est précompacte pour la
topologie faible . En particulier, 535(0,1) est précompacte pour la topologie faible .
2) Lensemble C* N 535(0,1) est dense dans S35(0,1) pour la topologie faible *.

Pour une raison de clarté, on notera E = (Ey, E3) € L*(0,1) x L*(0,[) et on écrira
E € §35(0,!) au lieu de E € 525(0,1) x 555(0,1).

Proposition IIL.2 . Soit T > 0. Etant donnés N et F dans S35(0,1) vérifiant H.II
et H.III, il existe un Co-semi-groupe de contractions Wg(t) dans H engendré par

lopérateur F;% De plus, pour tout ¢ € H, lapplication F — Wg(-)¢ est continue
pour la topologie faible x de S55(0,1) et pour la topologie forte de C ((0,T); H).

Preuve de la Proposition ITL.2. Soit N et F' dans S55(0,/) vérifiant H.IT et H.IIL.
Il découle-du Lemme III.7 Iexistence de suites de fonctions L™, N* € C* N S5%(0,()

telles que pour tout ¢ = 1,2, L? = F; dans L*°(a,b) pour n — +oco. En d’autres
termes

Fr = FZ”/NZ" = F, dans L*(a,b) pour n — 400,

ou Fr = NPLP.
Compte tenu du lemme I11.3, il existe un Cy semi-groupe de contractions Wg=(t), sur
‘H, engendré par 'opérateur F™ 9 Prenons maintenant ¢ € Dy. En s’inspirant des

techniques de calcul utilisées par Xu [74], on peut montrer que la suite Wgn ()¢ est -
une suite de Cauchy dans C ((0,T); H), i.e, pour tout ¢ € D,
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im — sup [|[Wgn(t)p — Wem(t)d||2 = 0.

n,m—+oc te(0,7T)

Comme D, est dense dans M, on déduit alors que Wrn(t) converge fortement dans
H uniformément sur (0,7) vers Wr(t). La suite de la preuve de notre proposition
est identique & celle de Xu [74]. 0

Remarque IIL.2 . Pour tout F,B, N € Se3(0,) vérifiant H.I-H.III, on peut définir

un Cy-semi-groupe de contractions Up p(t) dans H engendré par l'opérateur Fa%—{—B
tel que

UF,B(t)¢ = WF(t)¢ + /Ot WF(t — T)BUF,B(T)¢ dr.

De plus, on peut construire & partir de F, B et N les fonctions Fy,, By, et Ny, vérifiant
le Lemme I11.2, i lesquelles on associe le semi-groupe de contractions Ur,.B,(t) (voir
Proposition III.1). ‘

Vu cette remarque, on a le résultat suivant

Lemme IIL.8 . Soit T > 0. Pour tout ¢ € H, le Co-semi-groupe de contractions
Up, B, (t) converge fortement vers U p(t) dans C ((0,T); H).

Preuve du Lemme IIL.8. Soit 0 <t < T et ¢ € D,,. On sait que
t
UFh,Bh(t)¢ = WFh(t)¢'+A WFh(t - S)BhUFh»Bh(3)¢ ds,
t
Urs()$ = Wr(t)o+ /0 We(t — s)BUrp(s)é ds.

Ce qui permet d’écrire :

Ur,.B,(t)p — Ur(t)p = /Ot Wk, (t — s)B4 [Ur, B, (s)¢ — Urp(s)¢] ds
. + /Ot (W, (¢t — s) — Wr(t — s)] BUrp(s)¢ ds

+ /ot Wk, (t — s)(By — B)Ur,p(s)¢ ds

+ Wr(t)¢ - Wr(t)e. (3.23)
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Posons ¥, (t) = ||UF, B, (t)¢ —Ur,(t)#||. Ceci entraine grace a (3.23) et la contraction
du semi-groupe W, (¢) que:

bn(t) < /Otthuws)ds+/0’n<Bh—B)UF,B(s>¢n ds

t
T H/ (W, (t — s) — Wr(t — 5)] BUp5(s)¢ ds

+ [Wg,(t)o — Wr(t)4]. (3.24)

En utilisant le lemme de Gronwall et la densité de D, dans H, il est clair que pour
conclure le Lemme IIL.8 il nous suffit de montrer que les trois derniers termes de
(3.24) tendent vers zéro quand h — 07. "

¢
e Convergence de /0 | (B, — B)Ur,B(s)¢|| ds :

h—0F
0,

Comme “BZ’;/NZh _ BZ.].

1,7 = 1,2 (voir Lemme II1.2), il est facile
LP(a,b)

d’établir grace a I'inégalité de Holder que pour tout ¢ > 0, || (Br, — B) Ura(s)¢|| N
0. On obtient alors en vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue le
résultat désiré.

[Ot (W, (t — s) — Wg(t — s)] BUr,p(s)¢ ds|

e Convergence de

Soit
wp(t,s) = [Wr,(t —s) — Wg(t — s)] BUp,a(s)¢.

Etant donné € > 0, considérons une subdivision (¢, = 0,13, ....,tx5 = T) de l'intervalle
[0,7] en N — 1 sous-intervalles telle que

i) < 2t — )| Bllligll < e.

t;
/ * wy(t,s) ds
12

Par ailleurs, la fonction Urp(t)¢ étant continue de [0,T] dans H elle y est uniformé-
ment continue. Donc
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i) Ve> 0,36 > 0;: Vs € [tk,tk+1], [ther — t| <6 = Wrp(s)p — Urp(t:)d] <e.

Il découle alors des propriétés 1)-ii):

't t , t _
/ wp(t,s)ds = / wi(t,8) ds+ [ wy(t,s) ds
0 0

172

k—1 i1

= > WE,(t —s) = Wr(t — )] B[Up.5(s) — Urp(t:)] ¢ ds

i=1 vt

k-1 tit1

+ X[ Rt =) = Wit — 8)] BUrs(t)é ds + /wh(t,s) ds

i=1 7

k-1

k-1 :
D 2e€(tiny — t) + > (tier —ti)xn -!-/t wi(t,s) ds,
=1 k

IN

=1

avec

Xh = sup W, (s) = We(s)] BUr(t:)4)|

[0.T
est telle que x, <€,0=1,2,...N bour h suffisamment petit. Un calcul direct montre
que pour tout € > 0,

t

/wh(t, s) ds < €, pour h assez petit.
0

o Convergence de [|Wg, (t)¢ — Wr(t)¢|:
C’est une conséquence directe de la Proposition I11.2. )

Maintenant on peut énoncer notre deuxiéme résultat principal.

Théoréme IIL.2 . Sous les hypothéses H.I-H.III, le systéme (8.1)-(3.3) est expo-
nentz’elrle-‘ment stable dans H .

Preuve du Théoréme III.2. Nous allons montrer le théoréme pour tout ¢ € D...
Soit F, B et N les matrices définies par (3.4) et qui vérifient les hypothéses H.I-H.IIL.
Il découle du Lemme IT1.2 et du Théoréme II1.1 qu’on peut construire des matrices
Fy, By, et N, telles que



III.4. Application a I'échangeur thermique 43

| Uk,,B,()0lln < Me*||0][4,
pour tout ¢ € D .

On rappelle que M et w sont deux constantes positives indépendantes du paramétre
h (voir Preuve du Théoréme IIl.1). En utilisant ensuite la Remarque II1.1 et le Lemme
II1.38, on obtient aprés passage & la limite o — 07,

1Urs(t)ell < Me*'||4].

Enfin, par un argument standard de densité, le résultat s’étend pour tout ¢ € ‘H. La
preuve du Théoréme I11.2 est compléte. a

III.4 Application a I’échangeur thermique

Ce paragraphe est consacré a ’application du Théoréme II1.2 & notre modéle
physique, ’échangeur thermique, régi par les équations (2.1)-(2.4) ou encore par les
équations (2.5)-(2.6). Nous avons le résultat suivant:

Proposition II1.3 . Le systéme (2.5)-(2.6) est exponentiellement stable dans H.

Preuve de la Proposition IT1.3. Tout d’abord, il convient de rappeler les équations
(2.5)-(2.6):

3771%%75) _ mlﬂ(x)%é;—’tz — Kim(z,t) + VK1 KIl{z)n2(z, 1),

Om(a.1) Om(z.1) | VEK
772‘; = —my ma(iJ'I' ri‘(f,c)an(m,t)_[{Qm(m,t),

771(12,75) = 771(0at) =0,
L Mz, 0) = ¢1(z), m(z,0) = ¢o(x),

pour (z,t) € (0,l3) x (0,400). De plus, m; et K;, ¢+ = 1,2 sont des constantes
positives et pour tout 8 € (0,1),

1; z € (0,01)
te) = { 1-8; z€ (1)
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Comme nous ’avons déja signalé au paragraphe 2.3 (voir (2.7)-(2.8)), le systéme
ci-dessus s'écrit:

ol

,' mln(I) 0 —[X’l \/ R—IA’QH(:B)

—K,

Il nous suffit donc d’utiliser le Théoréme II1.2. Pour cela, on doit vérifier que les
hypotheéses H.I-H.III sont satisfaites. Clairement, pour tout ,j = 1, 2, les coefficients
F; et B;j vérifient I'hypothése H.I. De plus, il est facile de voir que pour tout 7 = 1,2,
Fi(z) > a pp. z € (0,4;) avec a = min{(1 — f)my,my} > 0. L’hypothése H.II
est alors satisfaite. Concernant ’hypothése H.IIL, nous allons définir les fonctions de
pondérations N; et N; comme suit: '

all(z)

) 1-3)

& NQ(CIJ) =

T I(=)(1-B)

Vu la définition de II(z), il est évident que N; € L>(0,1;) pour ¢ = 1,2. D’autre part,
la matrice NB est:

o - (8 JE—
T -ptt 1oV

a aoll(z)
1_B\/K1K2 —(l—ﬂ)Az

NB(z) =

Dés lors, un calcul direct montre que pour tout ¥ = (y1,42) € R?,

y' N(z)B(z)y = —1 fﬂ (‘/HI;) - \/K2H(x)) <0p.p.z€(0,0,).
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L'hypothése H.III est manifestement vérifiée. D’aprés le Théoreme II1.2 le systéme
(2.5)-(2.6) est exponentiellement stable. a

Remarque II1.3 .

o [l est intéressant de noter que le résultat de stabilité exponentielle obtenu pour un
systéme couplé de deuz échangeurs thermiques reste valable pour tout systéme composé
d’un nombre fini d’échangeurs thermiques.
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IV

Stabilisation d’'un Systéme Hybride:
une Variante du Modéle SCOLE

Ce chapitre traite la stabilisation frontiére d’un systéme hybride qui est une
variante du modéle SCOLE. Ce dernier est composé d’une poutre flexible de longueur
L = 1 encastrée en I'une de ses extrémités alors qu’'une antenne rigide de masse m
est fixée en son extrémité libre. Il existe pour ce systéme deux controles, & savoir
le contréle moment ©,(t) et le contréle force ©4(t) appliqués & I’extrémité libre de
la poutre. Notre contribution principale est de montrer que si le terme accélération
de I’antenne est négligé alors le systéme considéré est uniformément stabilisable par
feedback frontiére (contréole force et/ou moment).

Par ailleurs, en négligeant le moment d’inertie, on montre que le systéme est
également uniformément stabilisable par un contréle de moment simple et d’ordre
usuel.

IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilisation uniforme par feedback frontiére d’une
variante du modéle SCOLE. Ce systéme, introduit par les ingénieurs de la NASA pour
modéliser certaines structures de I’aérospatiale, est composé d’une poutre flexible (P),
encastrée en 1'une de ses extrémités alors qu’une antenne rigide (A) de masse m est
fixée en son extrémité libre (voir figure IV.1).

Les vibrations élastiques de la poutre sont régies par une équation aux dérivées par-
tielles (modéle d’Euler-Bernoulli) tandis que les oscillations de I’antenne sont gou-
vernées par deux équations différentielles ordinaires (équations de Newton-Euler). Le
systéme global est donc un systéme hybride dont la dynamique est décrite par les -
équations suivantes:

47
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N \\\\Q\\\\ﬁ

O\
M/’ //ﬁ
y(x,t)

— X
w =1

P

Figure IV.1. Systéme hybride

( pyes + Elygess = 0,

y(0,¢) =.(0,¢) = 0,

Jyze(1,8) + Ely.(1,t) = 04(2), (1.1)
myu(1,t) — Elyz..(1,t) = Oy(t).

\

® y(z,t) représente le déplacement transversal, & l'instant ¢, d’un point
de la poutre d’abscisse z.

® Les paramétres physiques p, ET et J sont des constantes réelles positives
qui désignent respectivement la densité linéique de la structure flexible,
la rigidité en flexion et le moment d’inertie de ’antenne.

® Oy(t) et ©(¢) représentent respectivement la commande du moment et
la commande de la force appliquées a I’extrémité libre de la poutre.

L’objectif de ce travail est de trouver des lois de commandes 01(t) et O4(t) qui
stabilisent le systéme (1.1) dans 'un des deux cas suivants:

Premier cas: le terme accélération miy;(1, t) est négligé.

Deuxiéme cas: On néglige le moment d’inertie J.
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Dans le premier cas, le probléme revient a stabiliser le systéme suivant:

pyit + Elyszee =0,

y(0,¢) = y.(0,t) = 0,

JYeur(1,t) + ETy..(1,1) = O4(1),
—Ely...(1,1) = Oat).

On montre alors que ce type de systéme (1.2) est stabilisable si on applique simul-
tanément un feedback de force et un feedback de moment. Ce premier résultat sera
prouvé en utilisant le principe d’invariance de LaSalle et le théoréme de Huang [35]
(voir chap. 1). Notons que nous avons essayé d’utiliser la méthode du multiplicateur
mais en vain. En revanche, la présence du feedback de force seul est suffisante pour
garantir la stabilisation du systéme (1.2) mais sous une condition sur les constantes
physiques p, EI et J. La preuve de ce deuxiéme résultat est essentiellement basée sur
un théoréme de perturbation di & Triggiani [72]. Ces deux résultats obtenus donnent
une réponse positive & la question posée par Rao [62]. Par ailleurs en utilisant un
théoréme de perturbation compacte [68] et en s'inspirant des techniques de calcul
de Rao (voir [60] ou [62]), on démontre que le systéme (1.2) n’est pas uniformément
stabilisable si on applique seulement un feedback de moment. Ceci met en évidence
le réle primordial du contréle force.

La stabilisation du systéme (1.1) a fait l’'objet de différentes recherches. En effet,
si mJ # 0, Littman et Markus ont montré le résultat suivant:

Théoréme IV.1 [{9] Soient a, B, v et § des constantes réelles telles que:

v, B> 0; 408 > (6 + ).
Alors pour
0,(t) = —au(1,t) + Bu(1. 1),
O,(t) = yus(1,t) — duis(1, 1),
le- systéeme (1.1) en boucle fermée est fortement stable. De plus, si

Gl(t) = —utz(l,t)
{ Oat = —uy(1,1),

le systéme (1.1) n'est pas uniformément stable.



50 IV.  Stabilisation d'un Systéme Hybride: une Variante duy Modele SCOLE

La méthode développée dans [49] est basée sur 'analyse du spectre du systéme.
Ensuite, dans le cas particulier m = J = 1, un résultat de stabilisation forte de (1.1)
a été obtenu par Slemrod [70] avec @,(f) un contréle de moment a priori borné et
Oy(t) = 0.

Plus tard, en se basant sur un théoréme de perturbation compacte de Russell [68],
B. Rao [60] a prouvé le théoréme suivant:

Théoréme IV.2 [60]
Si

Gl(t) = —(Slllt(l,t) - 512ux(1,t) - I/nut(l,t) — Vlguz-t(l,t)
Ozt = —ba1u(1,1) — Saun(1,1) — varus(1,) — vpgug(1, 1),

avec &5, v, 1,7 = 1,2 des constantes réelles alors le systéme (1.1) en boucle fermée
n'est pas uniformément stable.

Ce résultat généralise celui de Littman et Markus [49] dans la mesure o1 leur feedback
peut étre obtenu en prenant dans le théoréme ci-dessus Vig=vy = letd; =uv; =0,
pour 4,5 = 1,2. De plus, 'avantage de la méthode utilisée dans [60] est qu’elle
s’applique & des problémes de dimension d’espace supérieure & un (voir par exemple

[62]).
En revanche, la stabilisation uniforme de (1.1) est assurée si le feedback est d’ordre
supérieur [60]. Plus exactement, Rao a montré par la méthode du multiplicateur que:

Théoréme IV.3 [60] (Stabilisation uniforme par feedback d’ordre supérieur)
Pour

O1(t) = —uzne(1,1)

®2t = ua:z'zt(]-at)v
le systéme (1.1) est uniformément stable.

Dans [61], Rao a amélioré le résultat de stabilisation forte de Slemrod [70] dans le
sens ou le résultat reste valable pour une poutre de longueur L < 3. De plus, Rao a
établi que le systéme (1.1) est fortement stabilisable par un contréle de force & priori
borné, i.e, ©1(t) = 0 et O,(¢) un contréle a priori borné.

Concernant le deuxiéme cas J = 0, le systéme hybride s’écrit:

pus + Elugy, =0, O<z<l, t>0,

u(0,t) = uz(0,¢t) =0, t>0, (1.3)
Elug,(1,t) = 04(t), t>0, '

mug(1,t) — Eluze-(1,t) = 0y(t), t>0.
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Récemment, F. Conrad et O. Morgiil dans [23] se sont intéressés au probléeme de
stabilisation du systéme (1.3) par le seul feedback de force appliqué sur 1'antenne
(©1(t) = 0). Ils ont obtenu le théoréme suivant:

Théoréme IV.4 [23] Pour toute constante o > 0 et 3 > 0, la loi de commande

O,(t) =0,
O2(t) = —oe(1,8) + Bugen(1,t),

stabilise uniformément le systéme (1.1) dans le cas ot J = 0.

De plus, une estimation du taux optimal de décroissance est donnée dans le cas
particulier a = 3/m.

On rappelle que notre objectif est d’obtenir un résultat similaire a ’aide d’un
seul feedback de moment,i.e, O,(¢) = 0.
On note que le résultat de Conrad et Morgiil [23] a été obtenu auparavant par Rao
pour un modéle simplifié d’une équation de plaque (voir [62] et [63]). Cependant la
loi de commande proposée par Rao est composée de deux controdles frontiéres usuels.

Dans ce travail, on se propose d’étudier le probléme de stabilisation du systéme
(1.3), par un seul feedback du moment. En appliquant le théoréme de Huang [35],
nous obtenons la stabilisation uniforme du systéme (1.3), par une loi de commande
simple. Nous n’avons pas été capables d’obtenir ce résultat par la méthode des
multiplicateurs. La loi de commande proposée ici est simple et ne fait pas intervenir
le contréle de force.

Ce chapitre est organisé comme suit:

Dans la premiére partie, on traite le premier cas o le terme accélération myy(1,t)
est négligé. Au §2, on propose une loi de commande (feedback de force-+feedback de
moment) pour le systéme (1.2) puis on démontre que le systéme en boucle fermée
est bien posé au sens des semi-groupes. Au §3, on utilise le principe d’invariance de
LaSalle pour établir la stabilité asymptotique (forte) du systéme en boucle fermée.
Ensuite, au §4 on montre la stabilité uniforme. En se basant sur ce résultat, on
obtient aussi la stabilité uniforme avec seulement le feedback de force mais sous une
condition sur les paramétres physiques du systéme. Finalement, au §5 on prouve
que le systéme hybride n’est pas uniformément stable si on applique un feedback de
moment. Enfin, au §6, on termine par une étude asymptotique de la partie réelle du
spectre de l'opérateur controlé et par présenter une bréve étude numérique. _
Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse au deuxiéme cas J = 0. En effet, au §7, on

donne les équations du nouveau systéme puis on détermine une loi de commande pour
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laquelle le probléme est bien posé au sens des semi-groupes de contractions. Ensuite,
au (8§3) on obtient la stabilité forte du systéme. La preuve de ce résultat est basée
sur le principe d’invariance de LaSalle et un résultat d’unicité établi par Rao [61].
Au (§9). on donne une étude spectrale de l'opérateur controlé et non contrélé.

Premiére partie.

Etude du systéme (1.2): terme accélération négligé

IV.2 Le premier probléme est bien posé

Dans cette section, on propose une loi de commande qui rend I’énergie du systéme
dissipative puis on montre que le systéme en boucle fermée est bien posé au sens des
semi-groupes. 7
Tout d’abord, il est facile de vérifier que la stabilisation du systeme (1.2) revient,
quitte & faire un changement des constantes physiques, & la stabilisation du systéme
sulvant:

Pyt + ElYrery = 0,

y(0,t) = y5(0,¢) = 0,
Jyzi(1,) + Yoo (1, 1) = 04(2),
—Yzoz(1,1) = Oy(2).

L’énergie de ce systéme est

Bty =2 { [" (oy? + BIy2.) dz + JEIZ,(1
(t)—g/o(pyﬁ V2o ) do + JEIy2,(1,t) ).

Un calcul formel de la dérivée de E(t) le long des solutions de (2.1) donne apres une
double intégration par parties:

E(t) = ~BI (31, )01(8) + (1,051

On choisit alors

(2.2)

{ @l(t) = _ay:vt(lat); a >0,
02(t) = —By:(1,1); 8 >0,
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de telle maniére que

Eft) = =BI(ay(1,1) + Bu2(1,1)).

Dés lors, le systéme en boucle fermée (2.1)-(2.2) est dissipatif dans le sens ou son
énergie est décroissante.
Ecrivons le systéme en boucle fermeée:

PYs + Elya:x:r:v = 07
y(O,t) = y:(0,%) =0,
Jyztt(lat) + ywz(lat) = —ayrt(l’t)7

yzxz(la t) = Byt(l, t)

(2.3)

Par la suite, on notera pour tout n = 2,3, ...,

Hy = {f € H*(0,1); f(0) = f.(0) = 0}.

On considére alors ’espace de phase suivant

H = H? x L*0,1) x IR,

muni du produit scalaire

((f,9:6)(f>8: ) = /0 1 (pg(2)d() + Efusfor) de + JEIEE.  (2.4)

Un calcul direct montre que la norme induite par le produit scalaire (2.4) est équiva-
lente & la norme usuelle de I’espace H?(0,1) x L2(0,1) x R. Par conséquent, I’espace
de phase H est un espace de Hilbert.

En posant u(t) = (y(-,t), y:(-, 1), ya:(1, 1)), le systéme (2.3) s’écrit sous la forme opéra-
tionnelle suivante



54 IV. Stabilisation d'un Systéme Hybride: une Variante du Modele SCOLE

u(t) = Au(t),

ot -4 est 'opérateur linéaire non borné défini par:

D(d) = {(ya z,§) € Hg X Hg x R; _y:cra:(l) + Bz(1) = 0, = Zr(l)}, (2.5)

et pour tout (y, z,£) € D(A),

Ay, z,6) = (z, —%yzm, —% (y=s(1) + af)) : (2.6)

On a le lemme suivant:
Lemme IV.1 . L’opérateur A défini par (2.5)-(2.6) est m-dissipatif.

Preuve du Lemme IV.1. Soit v = (y,2,€) € D(A). 1l découle aprés un simple
calcul

< Au,u>= —EI (o + B2%(1)) < 0.
L'opérateur A est donc dissipatif.

Il s’agit maintenant d’établir la maximalité de 4, i.e, Im(I — A) = H. Pour cela, soit
(f,9,7) € H. Le probléme consiste alors & trouver (y,2,€) € D(A) telle que

(I - A)('yazaé.) = (fa'g”Y)’
qui s’écrit
y—z= f’
EI
z+ ~——Yzzzz = G, (27)
P

%ym(l) + G + 1) £=1,

avec
Bz(1) = Yoee(1) = 0,
§ = z:(1), (2.8)
(y,2) € Hy x H;.
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(11
Ut

En éliminant : dans la premiére équation de (2.7). on déduit que

y(0) = y.(0) =0, _
Y By(1) — yaee(1) = B£(1), (2.9)

%ym(l) + (% + 1) y(1) = v + (% + 1) fe(1).

Soit ¥» € HZ. Multiplions la premiére équation de (2.9) par ¥. Une double intégration
par parties entraine que:

[ (Blyepee + pup) do + EI(a+ D1)32(1) + BI8y(1(1)

= [ 6f + gpde + BIl(a+ D) 1) + J1a(1) + BISFAA1), Vo € B2,

(2.10)
qu’on peut écrire
a(y,¥) = J(¥),
avec
a:H: x H: — R
(W) — ay,8) = [ (Blyctes + put) o
 HEI{a+ Dya(1).(1) + EIBy(1)$(1),
et
J:H: — R
1
b J(8) = [ o(f +hpda + BL{(a+ ) (L) + I9] (1)

+EIBf(1)%(1).

On vérifie aisément que a(y, 1) est une forme bilinéaire continue, coercive sur H x H}
et que J(%) est une forme linéaire continue sur H3. En utilisant le théoréme de Lax- -
Milgram, on déduit ’existence d’un élément y € HZ solution de (2.10). Ensuite,
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par un raisonnement standard souvent utilisé pour la résolution d’équations ellip-
tiques linéaires, on montre que y vérifie (2.9). Par conséquent, le triplet (y,y —
Fryz(1) — f(1)) satisfait manifestement le systéme (2.7)- (2.8). D’ott la maximalité
de l'opérateur A. O

Remarque IV.1 . Du fait que A est m-dissipatif sur ['espace de Hilbert H, son
@omaine D(A) est dense dans H [11].

Le lemme suivant est une conséquence directe du lemme précédent et de la théorie
des semi-groupes d’opérateurs linéaires (voir [55] et [11]).

Lemme IV.2 .
i) Pour toute donnée initiale uy = (Y0, 20,&0) € D(A), il existe une unique solution

forte u(t) = (y,2,€)(t) € D(A) de

{' ZE?) - fz(t), ’ (2.11)

La solution u(t) est donnée par u(f) = S(t)uo, o S(t) est le semi-groupe de contrac-
tions engendré par l'opérateur A. De plus,

u(-) € C' (Ry;H) N C (Ry; D(A)),

et la fonction
t— || Au(t)|lx

est décroissante.
i) Pour toute condition initiale uq = (Y0,20,&) € H, il existe une unique solution

faible u(t) = (y’,z,{“)-(t) € H solution de (2.11). De plus,
u(-) € C(Ry;H).

IV.3 - Stabilité asymptotique

En utilisant le principe d’invariance de LaSalle, nous allons démontrer dans ce para-
graphe que le systéme (2.11) est asymptotiquement stable, i.e, S(¢)up "2¥%° 0 pour
tout ug € H.
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On établit dans un premier temps le résultat suivant:

Lemme IV.3 . Soit le domaine D(A) muni de la norme du graphe. Alors l'injection
canonique t : D(A) — H est compact.

Preuve du Lemme IV.3. Un calcul direct permet de montrer Pexistence d’une
constante C > 0 telle que

1yl 0.y + 1220 + 1617 < Cllws 2, O)llpay,  Y(y,2,6) € D(A). (3.1)

Soit maintenant {(y", z", €") }nen une suite bornée dans D(A). Compte tenu de (3.1),
la suite {(y", 2", £") }nen est également bornée dans H*(0,1) x H?*(0,1) x R. Comme
I'injection H™(0,1) —» H™'(0,1) est compacte pour tout m € IN* [28], on en dé-
duit qu'il existe une sous suite {(y™,z",£™)}ren qui converge vers (y, z,£) dans
H?(0,1) x L?(0,1) x R. Enfin, le théoréme de trace nous permet de conclure que
y(0) = y-(0) = 0. Dés lors (y,2,£) € H. Le lemme est ainsi démontré. O

Nous avons le théoréme suivant:

Théoréme IV.5 . Le semi-groupe S(t) engendré par 'opérateur A est asympto-
tiguement stable sur H.

Preuve du Théoréme IV.5. Etant donné que D(A) est dense dans H et que S(t)
est un semi-groupe de contractions, il suffit de démontrer le théoréme pour toute
condition initiale dans D(A).

Soit up = (Yo, 20, &) € D(A) et u = (y, z,£) la solution de (2.11). Compte tenu
du Lemme IV.2, la trajectoire des solutions {S(¢)uo}s>0 est un borné pour la norme
du graphe et donc en vertu du Lemme IV.3 précompact dans ‘H. D’aprés le principe
d’invariance de LaSalle (Proposition II.3), ’ensemble w-limite w (uo) est un compact
non vide invariant par le semi-groupe S(¢); de plus

S(t)uo —> w(ug) quand t — +oo0.

Afin de conclure la stabilité asymptotique, il nous suffit de vérifier que w (ug) est .
réduit a {0}.
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Soit ¢
u(t) = (.

= (. 2o, 50) € w(ug). En utilisant le Lemme V.2, on peut affirmer que

,E)(t) = 5(t)to est solution forte du systéme (2.11) et que
u(t) € w(lp) C D(A).

Qe &

D’autre part, on sait que [|%(t)||% est une constante et par conséquent %l[&(t)”% =0
(voir [35]). Ceci implique que § satisfait le systéme suivant:

PYst + ElYpper = 0,

y(0,t) = 32(0,¢) = 0,

Urt(1,1) = fas(1,2) = 0, (3.2)
Jzza(1,) = Gu(1,1) = 0,

[ (§(0),8:(-,0)) € Hg x Hj.

Ce systéme n’est autre que celui d’Euler-Bernoulli avec les conditions Uze(1,t) =
y:(1,t) = 0. Dans [23], Conrad et Pierre ont montré que y = 0 est la seule solution
de (3.2) et par suite @ = 0. Ce qui achéve la preuve du théoreme. _ o

Remarque IV.2 .

e [l est bien connu que compte tenu du Lemme IV.3 et du Théoréme IV.5, la résolvante
p(A) contient {iw; w € R}. .

® En fait, Conrad et Pierre [23] ont établi que la solution triviale est lunique solution
du systéme (3.2) dans le cas ot 'une des fonctions traces Ure(1,t) ou 14(1,¢) est nulle.

IV.4 Stabilité uniforme

Dans cette partie, nous allons énoncer et démontrer le résultat principal de cette
section, i.e, la stabilité uniforme du semi-groupe S (t). Comme la preuve est basée
sur le théoréme de F. L. Huang [35], il convient de le rappeler.

Théoréme IV.6 [35]. Soit A un opérateur linéaire qut engendre un Cy semi-groupe
de contractions S(t) sur un espace de Hilbert H. On suppose qu’il existe une constante
K >0 telle que
o [1S)lewn) < K, VE> 0.

Alors le semi-groupe S(t) est ezponentiellement (uniformément) stable si et seulement
i

1) {iw; w € R} C p(A),

i1) sup {||(iw — A)™ cey; w € R} < +co.
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Notre résultat est:

Théoréme IV.7 . Le semi-groupe S(t) engendré par [ 'opérateur A est unifO'rMé'ment
stable sur ‘H.

Preuve du Théoréme IV.7. En tenant compte de la remarque IV.2 et la contrac-
tion du semi-groupe S(¢), il nous reste & montrer que la condition ii) du Théoréme
IV.6 est satisfaite. Cela revient & montrer que pour tout w € R et (f,g,7) € H, il
existe (y,z,§) € D(A) et une constante M > 0 indépendante de w telles que

(iw—A)(yaz’é') = (fﬂgv7) (41)

1(y, 2, )lln < MII(f, g, 9w (4.2)

On supposera sans perte de généralité que EI = p = 1.
Comme la fonction A — ||(A — A)™!|| est continue pour tout A € p(A), il suit que
pour tout réel a < b,

sup {||(2w — A Yoy w € [a,b]} < +o0.

Des lors, il suffit de montrer 'estimation (4.2) pour |w| assez grand. Dans la suite de
ce chapitre on adoptera la notation suivante: |ju|| = [|u||2(0,1) €t pour des raisons de
clarté, on'suivra les étapes suivantes

Etape 1: Donner la solution de (4.1).
Etape 2: Estimer ||y.z||-

Etape 3: Estimer ||z|| + J|¢].

Etape 4: Etablir Pestimation (4.2).

Les techniques de calcul que nous utiliserons s’inspirent de celles de Chen et al. [12].
Etape 1: Solution de I’équation (4.1).

Prenons w = n? (le cas w = —n? se traite de la méme maniére). L’équation (4.1)
s’écrit
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Yezez — Ny = i’ f + g,

Yer(1) + (2an® — In*y-(1) = GJn? + @) f(1) + J,
Bn*Y(1) = yara(1) = BF(1),

y(0) = y,(0) =0,

z =1’y — [,

L € =1%y.(1) — fo(1).

Considérons ensuite les deux systémes suivants:

{ Jozss = 1% = in’f + g,

et 3 L
Yzzzz — 774y = 01
gm(l) + ﬂz(ia - J772)ga:(1) = [y,
iﬁﬂzg(l) - gr:ca:(l) = 12,
9(0) = §2(0) = 0,
avec

{ L = —772(ia - JWQ)QZ(I) — Uzz(1) + (2J0* + a)fz(1) + v,

Il est clair que si § et § sont solutions de (4.4) et (4.5) respectivement alors y =

est solution de (4.3).
D’une part, on' vérifie aisément que la solution de (4.4) est

@) =5 ["07*[htn(a ~ 7)) ~ sin(a(e — r))] (i £(r) + g() dr.

D’autre part, la solution générale de (4.5) est donnée par

§(z) = Ae™ + Be'™ 4+ Ce™™ 4+ De~"

(4.3)

(4.4)

(4.6)

g+

(4.7)

(4.8)

ou A, B,C et D sont des constantes réelles telles que les conditions initiales de (4.5)

solent vérifiées. Ce qui est équivalent a
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A 0
B 0

Micol=|, (4.9)
D ly

ot M = (myj), , i, st une matrice dont les éléments sont:

my; =1, mz=1m3 =1 my =1,

mz; =1, mgz =1, Mp3 = —1, Myy = —1,

m3; = (n? +ian® — Jn®)e", maz = (—n% — an® — iJn°)e",

ms3 = (n° —ian® + Jn°)e™", maq = (=0’ + on’ +iJn’)e™™, may = (iBn* — 1°)e”,
my; = i(87° + 7)€, mas = (187 + n)e™", myq = i(Bn? — 773)6_._“7-

En calculant explicitement le déterminant de M qu’on notera det M, on peut affirmer

que pour 7 assez grand, detM # 0 ( voir (4.19) et (4.20)). Par conséquent, (4.9)
implique '

A 0
B|_ _1 1o
c | = (detM )™ cof(M°*) e
D Iy

ol cof(M?) désigne le cofacteur de la transposée de M. Un calcul direct montre que:

A . X X 13 —Hi4 0
B | _ . 2 1| X X —p23 —H24 0
c|= (7 + 1)n*(detM) X X —pzs o e (4.10)
D X X —f43 —H44 ly
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olt x dénote des éléments non importants dans nos calculs et

s = (B +n)e” +i(n = B)e™™ + (1 — 1)B + (i + L)yle™",

pis = (1 +iam — Jn®)e + (1 — an — iJn3)e™ + [(G+ 1)1+ Jn%) + (1 = i)anle™™,
p2s = (B +im)e” + (i + 1)(n — B)e™™ + (iB + n)e,

paa = (1 = an —iJn?)e" + [(i = 1)(1 — an) + (i + 1)Jn’e™" + (=1 + iam — Jn3)e™
paz = —i(B+n)e” +[(1 —1)8 — (i + L)nle” + (B — n)e~™,

psa = (L+an+iJn°)e + [(1 + 1)(1 — Jp®) + (i — Danle” + (i — ian + Jn®)e™,
Haz = (1 + 1)(B + n)e + (n — iB)e" + (in — B)e™,

paa = [(1 =) (1 + an) + (1 + 1)Jnle™ + (1 + ian — JnP)e” — (i + an + iJn®)e .

l

Etape 2: Estimation de ||y.:||.

Dans un premier temps, on montre grace a une double intégration par parties que la
solution j donnée par (4.7) vérifie

n—lenz

ieal@) = T [ (ifualr) + 9(r)) b 4 O (7 el + ) . (410)

Du fait que yzz = 9z + U2z, il nous suffit maintenant d’estimer |9zz]|. Ceci revient,
d’aprés I'étape 1, & P'estimation des constantes /1, I, A,B,C et D .

Estimation de I; et I,

Le méme argument utilisé pour (4.11) permet d’avoir:

{

i) = =3 @)+ Lo [ i foa(r) 4 6() dr + O (17501 sl + ).

! o) = —;i;fz(w) + 1 [ (ifoulr) 4 g(r)) dr + O (57201 el + i)

Gim(@) = 7 [ €70 (i fan() 4 9(7)) dr + O (1l + i)
a | (4.12)

Ceci, avec (4.6) et (4.11), entraine que
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L = —n*lia—Jn?) [_#fz(l) + Qzl_— /01 e =T (i frp(T) + g(r)) dr

+ O (r " el + Hgm)] S e () 4 gl dr

+ O (7 Il fesll + llgll) + (T + @) fol1) + 47

= I+ S —ia =) [ €T funlr) 4 gl

+ O (¥l fzell + llgll) - (4.13)

De la méme maniére, on démontre que

= S i) [T hulr) + 9(O)T + O fuell +gl). (1)

Estimation de det M et (detM)™*

Nous avons affirmer précédemment que detM # 0 pour In| assez grand. En effet, en
utilisant la définition de la martice M, on a

detM = —2n*et=9[(i — 1)Jn* + BJIn® + (¢ + L)an® —i(1 + aB)n + (i — 1)0]
—2n*el=I(1 — ) Jn* + BJn® = (i + Dan? = i(1 + ef)n + (1 — 4)B]
—2n*ettD[(1 4+ 4)Jn* + BJn® + (=1 + )en® —i(1 + of)n — (1 + 1)B]
—opte~ G+ (1 4+ 4)Jn* + BIn* + (1 — D)on? —i(1 + of)n + (i + 1))

+8n* [8Jn° 4+ i(1 — of)n].
(4.15)
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Factorisons la premiére et la troisiéme ligne de (4.15) par —p®e". On obtient

detM = —p%e?((i + 1)A* — e="[2(1 — i)BJn* + 2(af — 1)(i + Dn?])
=211 —8) Iyt + B0 — (i + Dan® —i(1 + aB)n + (1 — i)d]
=2 e=UHIN—(1 4+ 0)Jn* + BIn° + (i — Dean® — i(1 + aB)n + (i + 1)5]

+8n* [B8J7° +4(1 - oB)n],
(4.16)

avec

A = g [(JTI2 -1 — 77_1) p13 — (1 ~ lﬂﬂ_l) ,U14] (4.17)
= e""2iJ0° + BJ(1 = i)n* + 2am® — ?(s + 1)(1 + o) + 2in]
+ 207 + BJ(1 - i)yt — 2ian® — 72(i + 1)(1 + o3) — 267

+ e7"[2(1 —)BJIn* +2(af - 1)(i + 1)n?].

Un calcul simple montre que le terme dominant de A* est n° et que |[A*| > O(n?).
Plus précisément, on a

|47 = O(n®), | A" |> V28J7". (4.18)

Revenons maintenant & l’estimation de detM. Tout d’abord, on remarque d’apreés

(4.16) qu’a ’exception du terme —n3e" A*, tous les autres termes de det M sont bornés
par O(n7). On déduit alors la relation entre A* et detM:

detM = —(i + 1)n’e"A* + O(n"), (4.19)

qui implique grace a la deuxiéme estimation de (4.18) que

-3

(detM)™ = — 2

; n le‘n(A*)—l + 0(77—76—217) — 0(77_76—"). (4.20)

Estimation de A

Compte tenu de (4.10), (4.13) et (4.14), on a:
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A= (i 4+ 1)n*(detM)™ (u1sl; — p1alz)

= (1 + 1)772(detl\/[')‘1{[(Jn2 —ta—n Nz — (1 — 8071 py4)
el gl

XZ e (i fer(T) + g(7)) dT
0

‘1‘#13(%] + O(n*[ll fozll + ]|g||])) ~ p140 (|| faa]| + ”9”)}

Ceci implique grace a (4.17) que:

n

A= (it ) (det) a4 [ e fonl(r) + g(r))dr

+(i + V)n?(detM) ™ p1a (vJ + O(m?[|| fazll + llgll])) = 140 (Il focll + llg])) }-
(4.21)

On sait qu’en vertu de la premiére estimation de (4.20):

-1 *677 ' N — 1 ! —-NT(;
(@etM) 4" [T (3 oa(r) 9 = s [ € l7) + g(7))dr

+%A*O(n“7e‘2”) /01 e (ifoa() + g(7)) dr

et donc d’aprés (4.18)

(etM) 2475 [ e (ifualr) + gl = o

: ~GFEET ) + gl

1
+0O (n'ze—" / e (1 fex(T) + g(7)) dT ) :
0
(4.22)
D’autre part, il est facile de voir que
iz = O(n), pa = O(n°),
ce qui donne grace & la deuxiéme estimation de (4.20)
(i + Ln*(detM) ™ {pu1a (1 + O foell + llglD) = 110 (Il el + llgl) } )

=1JO(n~*e™") + O(n~?e™"(|| faell + llgll])-
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Insérons (4.23) et (4.22) dans (4.21). Il en découle que

It

/: e (1 fee () +9(r))dr + O™ [|| fe |+l gl]) 41T O(y4e™7). (4.24)
Estimation de B, C, et D

On rappelle que
B = -—(Z + l)nz(detM)_l (,U,2311 + ,u2412) .

En remplacant g3 et uyy par leurs expressions respéctives et en utilisant (4.13) et
(4.14), il suit aprés regroupement des termes en e2"

2n 1
pasly + pioaly = 54— A e (i foe(T) + g(m))dr

*AB+ ) (In —ia —n7) + (1 —ifn™") (i — an — iJ7?)}

IO + O fuull + 1.

Un simple calcul montre que ’expression entre { } est nulle et par conséquent
faaly + paaly = yJO(ne") + (9(7736"[Hme + llgli])- (4.25)

En reportant cette derniére estimation dans I'expression de B et en utilisant la deux-
iéme estimation de (4.20), on obtient:

B = O (17|l fuall + ll9ll]) +77O(n). (4.26)

Un raisonnement analogue permet d’établir que

{ C =0 lfeall + llgl]) +4JO(~4), (4.27)

D =07l fzell +llgll]) + vJO(n4).

Comme on l'a déja mentionné, notre but est d’estimer [yzz|l. Or (4.8) et (4.11)
impliquent

Yz = ga:a: + gza:

77—1677.7:

- /Ole‘"T(ifn(T)+g(T))dT+O(Tl_l[”fm:“‘|‘”9|”>

+ An2ena: _ Bn2einxcn28—'nz _ D7]26_i77$.
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Ceci entraine compte tenu de (4.24), (4.26) et (4.27) que
Yoo = O (07 (Il ferll + llgll]) + [O ([l| feell + llgll]) +7TO(5727m)] €™
+ [OIfeell + llgll) + 7T O] €

+ [0 U feell + lgl) +1TO2)]

+ [0l + ligh) + 1T O )] e

D’ou
1 1/2
lveell | < [0 (el feell + gl + 7702 ™) ( [ )
1 1/2
+ O faell +llgl) + 77007 ([ e¥eda)
+ Ol fexll + llgll) + 7T O ). (4.28)
Du fait que

1 3 . 1 : :
g ) =0 (n 2" t(/ —2nz > =0 (n?
(/0 e“"dx (77 e ) et{ ] e x (17 ),
I’estimation (4.28) devient

[Yaell = O ([l fz2ll + llgll) + J |7 [ - (4.29)

Etape 3: Estimation de ||z|| + J|&|.

Tout d’abord, on sait d’aprés (4.3) que z = in’y — f et € = in’y,(1) — fz(1). Dés
lors, on a

Izl + J1€] < n* (lyll + 7 | (1) D) + N1l

Ainsi, il suffit de montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

7 (lyll + 7 1 y2(1) 1) < C (W fazll + llgll + TI) -

Comme dans le travail de Chen et al. [12], multiplions la premiére équation de (4.3)
par § (le conjugué de y) et intégrons entre 0 et 1. On aboutit aprés un calcul direct
a:
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I+ T T ye(1) 2) = [yeel?

Re {— /(;l(gg +in? fg)da — BFF() — (17 + a) fa(1)ga(1) — 7ng(1)} .

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

= [ ovds] < S (ol + el
[ intreda| < 3 (WP + 1),
=89S < 2 (Ufuel® + )
R WLED] < G (OF + 1 fal?).
=ag (LW < 5 (Iyeell® + 1 l?)
=15l < 3 (1 + lyeel?).

Par suite, la derniére égalité implique

3 (1P +7 100 ) < 56+ T+t B)lgeall + 51+ T + 5 + ) P
“|-§H£1||2 +57°
Ceci, avec (4.29), donne
7 (il +J 1 3:(1) 1) < C (I feell + llgll + T (4:30)

C étant une constante strictement positive.

Etape 4: Estimation de ||(y, z, £)||%.

Etant donné que |[(y,2,E)|ln = llyeel] + ||z + JI€], il est clair que les estimations
(4.29) et'(4.30) donnent ||(y, z,€)[lx < M||(f, g, ¥)||#%. Ce qui nous permet d’obtenir
Pestimation voulue (4.2). Ainsi la preuve du Théoréme IV.7 est compléte. o

A présent, il est naturel de se poser la question suivante:
Si I'un des coefficients gains de (2.2) est nul, la stabilité uniforme du systéme ainsi
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obtenu est-elle conservée ?

Dans un premier temps, nous allons considérer le systéme hybride dans le cas ot seul
le feedback force est présent dans (2.2), i.e, ©1(t) = 0 et Oy(¢) = Jy,(1,¢), 3> 0. Le
systéme en boucle fermée s’écrit alors:

pYst + ElYopze = 0,
y(0,t) = y.(0,¢) = 0,
JYore(1, 1) + yza(1,) = 0,
Yozz(1, ) = Byi(1,1).

(4.31)

On va montrer que le systéme ci-dessus est uniformément stable. Pour cela, on
notera Ay l'opérateur linéaire de domaine D(Aq) = D(A) (voir (2.5)) tel que pour
tout (yazag) € D(A0)7

El 1 |
Ao(y, Z, 6) = (21 _Tyx:va::c’ _7yxa:(1)) . (432)

Autrement dit, Ay n’est autre que l'opérateur linéaire A (voir (2.5)-(2.6)) tel que
a=0.

Il est évident que le nouveau systéme (4.31) peut étre écrit sous la forme opéra-
tionnelle suivante

{ u(t) = Agu(t),
| u(0) = u.

D’aprés 1’étude faite au §2, on peut affirmer que 'opérateur Ag engendre un Cp-semi-
groupe de contractions noté Sp(t). Notre résultat est:

Théoréme IV.8 . Soit u > 0 une constante telle que
1
pe(V) < [ Rneale)de, (*)
pour tout ¢ dans

E€= {‘P € H05§ (1) = Prze(l) = Praza(0) = Prezz(l) = 0} .

On suppose que 3uEI1J? > p. Alors le semi-groupe So(t) est uniformément stable.
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Preuve du Théoréme IV.8. Rappelons que l'opérateur A engendre un Cp-semi-
groupe de contractions S(¢). D’autre part, il est clair que

A:AO—'_B\

ol B est un opérateur sur H défini par

Bly,z,€) = (o,o,-%g) L Y(y,2,6) € H. (4.33)

En remarquant que B est un opérateur compact et en utilisant le fait que le semi-
groupe .5(t) engendré par A = Ag + B est exponentiellement stable (voir Théoréme
IV.7), la stabilité uniforme de Sy(t) est équivalente a la stabilité asymptotique [72]. Le
probléme revient donc & montrer la stabilité asymptotique du systéme (4.31) dans H.
On procéde alors comme dans la preuve du Théoréme IV.5 et on est amené & montrer
que si ug = (Yo, 20, €0) € D(Ap) alors pour tout iy = (Fo, %0, €0) € w (ug) , g = 0. Or,
on peut montrer que la solution () = (, 2, )(¢) = So(t)ig vérifie

1) u(t) € w (o) C D(A),
#) ||%(t)||% est une constante pour tout ¢ > 0.

Par conséquent, § satisfait le systéme suivant

[ PG + Elippes = 0,

y(0,t) = §:(0,¢) = 0,

q JUz(1,8) + Gea(1,8) = 0, - (4.34)
Jooz(1,1) = s(1,1) = 0.

[ 9(,0) = do, (-, 0) = %o, §e(1,0) = &.

Il s’agit donc de montrer que la solution triviale est "unique solution de (4.34). Ce
résultat désiré a déja été établi par Rao [62]. Néanmoins, pour mettre en évidence la
condition 3uEIJ? > p, nous allons reprendre briévement la preuve de Rao [62]. Tout
d’abord, on peut prendre @iy € D(A?). Notre but est d’établir I'inégalité suivante:

T
| Na@llwdt < Kllaollogaey, ¥ > o,

avec K une constante positive. Il est alors clair que cette inégalité implique, grace a
la propriété ii) ci-dessus, que % = 0.
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Multiplions la premiére équation de (4.34) par x*(x —3) et intégrons par rapport
4 v entre 0 et 1 et par rapport a ¢ entre 0 et 7. Un calcul facile permet de montrer
que

g(1,t) =0, vt > 0.

Ensuite, en multipliant (4.34) par ... et en intégrant par parties, on obtient:

1
/ / 3py2, + E[yux) dzdt = '0/ yzt (1,t)dt +p/0 [:cgtgl.m]oT dz. (4.35)

Or, la condition §,z;(1,t) = 0 implique

1 1 T
/0 i Urzedr = /0 TG /1 YeeeedEdz

IA

Co [ (5 + 5uns) d

2 yt+yr$xz T
0

< Colltollp(ays

C, > 0 étant une constante. -
Reportons cette derniére inégalité dans (4.35), il suit que

/ / 3p32, + EIf2,,) dudt <p/ §2,(1,1)dt + Calldo|Day- (4.36)

Comme on a supposé que iy € D(A?), on peut d’une part remplacer § par §; dans
pp q P
4.36). Il en découle d’aprés (4.34) que:
p

T
p

- y.vz(]' t)dt + C3||u0“’D A2)

Et d’autre part, la solution § de (4.34) appartient & £; par suite § satisfait la condition
(¥) (voir Théoréme IV.8). Dés lors, la derniére inégalité devient

T prl
0 0



L'hypothése 3uE1J? > p permet alors de conclure que

T pl
) Gt < Colluollp

Par ailleurs, comme § € £

Uze(1,8) = /o (1 — 2)zYppede,

1
Usz(1,2) = / (2 — 2)xYyeedz.
0
Ceci implique grace & I'inégalité de Cauchy-Schwartz que

1
P1,8) < Ca [ Gpi(, 1),

: 1
P2.(1,0) S G5 [ .2, t)da.
0
En combinant (4.37) et (4.38), on a

T :
TEI [ 2,(1,4)dt < Celltoll3 .

Ainsi, on a obtenu une estimation du troisiéme terme de SNt |edt.
De plus, en vertu de (4.39), 'inégalité (4.36) devient:

T r1
L[ (et + BI,.) dedt < Crllol

Il est clair que

1 1
| e < [ e
0 0
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(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Par ailleurs, de I'inégalité de Cauchy-Schwartz et la seconde inégalité de (4.38) on

0 ’ 0 1 ’ ’ -

IN
&
S
~
2.
8N
8
8
&
T
QU
—~
s
e
8]
S

En rassemblant (4.39), (4.41) et (4.42) il vient que

T T 1
[ Na@de = [ ([ (o02 + BI) do + TBIG(L, D)) de
0 0 0

T rl .
<Co [ [ (5 +0hs) dedt + Colliollpoy

Finalement, on conclut grace a (4.40) que

T
[ Ia@IBd: < Crolltollpn, VT > 0.

Enfin, comme ||@(t)||s est constant, on déduit aprés passage & la limite dans la
derniére inégalité que § = 0 est I'unique solution de (4.34). Ce qui achéve la preuve
du Théoréme IV .8. O

Remarque IV.3 . On peut fdcilement voir que pour tout y € £ (voir Théoréme
IV.8), on a

ya:z(l t 3/ (-—-—SC + )yrrz:va:(m t)d
En appliquant alors ’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

1) < ¢ [ (-241) @ / Virwes(a,t)d2

< t)d
= 1134/ Yrozoa(T)

De ce fait, on peut choisir yp = ETH dans notre Théoréme IV.8.
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Remarque IV.4 . On démontrera ultérieurement que st o = 0 et si la condition
BUELJ? > p n'est pas satisfaite alors le systeme ({.31) n'est pas stable (voir para-
graphe 6).

Afin de compléter notre étude sur le probléme de la stabilisation du systéme
hybride (2.1), nous allons montrer dans le paragraphe suivant que ce dernier n’est
pas uniformément stabilisable par le feedback de moment (3=0et > 0dans (2.2)).

IV.5 Non stabilisation uniforme

Supposons que seul le contréle moment est présent dans la loi de commande (2.2)
(B=0et a>0). Le systéme en boucle fermée s’écrit:

[ Pyt + Elysege = 0,

y(0,1) = y2(0,¢) = 0,

J JYze(1,1) + Yoo(1,8) = —aya(1,1), (5.1)
Yroz(1,) = 0,

. y(-,O) = Yo, yt(', 0) = 2o, y:(1,0) = £o,

ou encore 0= Ju(t)
u(t) = (A1 + B)u(t),
{ u(0) = uo, (5.2)
B étant 'opérateur compact défini par (4.33) et A; Popérateur linéaire défini comme

suit:

D(A1) = {(3,2,€) € H§ x HY X R; Yuun(1) = 0,€ = 2,(1)}, (5.3)

et pour tout (y, z,£) € D(4,),

1
Al (y’ Z, 6) = (Za _%yz‘rxz, —-J-ym(l)) 9 (54)
On a le lemme suivant:

Lemme IV.4 . L’opérateur A, défini par (5.3)-(5.4) est m-dissipatif, anti-adjoint
sur H et par suite il engendre un groupe d’isométrie unitaire que 'on notera Sy (t).
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=3

ot

Preuve du Lemme IV.4. Il est clair que

< Ayu,u>=0, Yu e D(4,), (5.

it
Ut
N

et que A; est maximal.
Par ailleurs, on a en vertu de (5.5)

< Aj(u4v), (u+v) >=0, Yu, v € D(A,).
et donc
< A, v >= — <u, Aiv >, Yu, v € D(A1).

Ceci entraine que l'opérateur A; est anti-symétrique. D’autre part, il est aisé de
montrer que D(A;) = D(A}) et que A} = —A;. Ainsi, A; est anti-adjoint. Le reste
de la preuve du lemme découle du Théoréme de Stone [55]. a

Maintenant, on peut énoncer le théoréme suivant qui met en évidence le réle primor-
dial du controle force.

Théoréme IV.9 . Le systéme (5.1) n'est pas uniformément stable.

Preuve du Théoréme IV.9. On s’inspire de la méthode, introduite par Rao, qui
consiste & utiliser le résultat de perturbation compacte de Russell [68].

Soit S4,+8(t) et S, —p(t) les groupes engendrés par A; + B et A; — B respective-
ment. Notons par u(t) = (y,z,€)(¢) la solution de (5.2) issue de la condition initiale
uo € D(Ay), i-e, u(t) = Sa,+8(t)uo. On définit alors (t) = (§(t), 2(t),&(t)) o

i(z,t) = y(z, =), 3(z,t) = —2(z, —t), £(t) = —€(1).

Il est facile de voir que

et par suite @(t) = Sa,-p(t)u(0). Comme B est compact, le résultat de Russell
(Théoréme I1.15) nous permet d’affirmer qu’il n’existe pas de constantes 0 < p <1
et T > 0 telles qu’on ait simultanément

ISa+BI < et [|Sa-p(=t)ll <p, VE2T. (5.6)
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Or. il est clair que |[a(—t)|| = ||a(t)][, ¥¢ € R, et donc IS4, +8(8)] = |54, -8(=1)]].
On en déduit alors d’aprés (5.6) qu’il n’existe pas 0 <p<letT >0 telles que

ISav+B(B)| < g, VE>T.

Le Théoréme 1V.9 est donc démontré. )

IV.6 Analyse asymptotique de la partie réelle du
spectre

Le but de cette section est de montrer que la partie réelle du spectre de grand module
de Popérateur A tend & s’aligner le long d’une asymptote verticale.

Dans de nombreuses recherches du spectre d’un opérateur non borné(ce qui est
le cas pour notre systéme), on rencontre des expressions du type

P(w) =Y Aj(w)e™,

ol w est un complexe "a déterminer", les Aj(w) sont des polynémes complexes et
les c; des constantes complexes. Dans le travail de R. E. Langer [43], on trouve un
exposé exhaustif des différents cas possibles de @(w). C’est pourquoi on utilisera les
résultats de Langer [43] pour établir I’asymptote de la partie réelle du spectre de
grand module de notre opérateur A. ‘Ceci nous donnera une relation explicite entre
le feedback gain 3 et les parties réelles du spectre de grand module. Il convient
alors de rappeler I’essentiel des résultats de Langer. Ceci fera I'objet du premier
paragraphe. Au second paragraphe , on appliquera ces résultats & notre systéme.
Enfin, on présente dans le dernier paragraphe quelques résultats numériques.

IV.6.1 Définitions et résultats préliminaires

Les définitions ainsi que les résultats de ce paragraphe font référence a [43]. On
considére ’expression suivante:

8) = 3 Ay(w)e,
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ol w. Aj(w) et ¢; sont définis auparavant. Le but est de mettre en évidence les termes
dominants de ¢(w).

Définition IV.1 [{3] Dans le plan complexe, reportons les points &;, j = 0,.....n.
On définit ensuite le polygone P comme suit:

i) P est conveze.

it) Les sommets de P ne sont situés qu’en des points é;.

i) P contient tous les points ¢; soit sur son périmétre soit en son intérieur.

Les cotés du polygone P sont désignés par [., r = 1,...., g et ’angle extérieur au
coté I, est noté w,. Par ailleurs, les points ¢; situés sur le c6té /. sont notés ¢, h =
L,..., h, alors que ceux qui sont situés a I'intérieur de P sont notés cgn, h =1, ..., ho.
Le théoréme suivant nous renseigne sur la distribution des zéros de grand module de

$(w).

Théoréme IV.10 [43] Les zéros de ¢p(w) sont confinés pour |w| > M dans un nom-
bre fini de bandes, chacune étant de largeur asymptotiquement constante. Chaque
bande est associée & une normale extérieure @ un coté du polygone P et tend & y étre
paralléle.

Citons une autre définition

Définition IV.2 [/3] Soit f une fonction définie sur une partic T de € contenant le
point z = oo & valeur dans €. On dira que f est une e—fonction si elle est analytique
dans toute partie finie de T et elle tend uniformément vers 0 quand |z| tend vers +oo.

Nous avons aussi le résultat suivant

Théoréme IV.11 [/3] Soit M une constante positive assez grande. Supposons que
pour tout w dans

Si={wel;|z| >Me —7< arg(z) <7},
les —coeﬁcients Aj(;d) sont de la forme
Aj(w) = W (aj + ¢j(w)),

ot pour j =0,....n,
o u; sont des constantes réelles,
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® «; sont des constantes complexes,
® ¢; sont des e—fonctions dans le secteur S,.
Alors les zéros de o(w) sont asymptotiques a ceur de Dm0 gt e,

IV.6.2 Application

On rappelle que notre systéme hybride est donné par les équations suivantes

PY1t + Elyrres = 0,

y(0,t) = y.(0,¢) = 0,

JYeu(1,8) + Yor(1,t) = —ayx(1,1),
Yaoz(1,1) = Byi(1,1),

avec a et 3 deux constantes strictement positives. De plus, on sait que ce systéme
s’écrit sous la forme

4(t) = Au(t),

oit A est I'opérateur linéaire non borné défini par (2.5)-(2.6) et dont le spectre est
discret. On a le théoréme suivant:

Théoréme IV.12 . Soit A, une valeur propre de Dopérateur A. Alors,

I
Relp — —,B—E;)—, quand k — oo.

Preuve du Théoréme IV.12. Il est facile de voir que A € €\ {0} est une valeur
propre de A si et seulement si il existe un élément non nul y € H*(0,1) telle que

' %y:rz:z:a: + My =0,

) y(0) = y2(0) = 0,

Yoz (1) + (X + JAH)y,(1) = 0,
( BAY(1) = Yaza(1) = 0.
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Posons A = z’w%/%, (we €\ {0}, 8= /3,/%, a = a,/% et J = J%. Le systéme

ci-dessus est alors équivalent au suivant

Yoeze — wiy =0,

y(0) = y.(0) = 0,

Yoe(1) + (16w — Juwb)y,(1) = 0,
iBw?y(1) = yaau(1) = 0.

Le méme argument utilisé pour la résolution du systéme (4.3) permet d’affirmer que
w est racine de

Sw) = el=0[(i = 1)Jw* + BJw® + (i + 1)aw? — i(1 + aB)w + (i = 1)]
+eC9Y(1 =) Jot + BJw® ~ (1 + )aw? — i(1 + 68w + (1-14)3]
+eCH(1 4 8)Jwt + BJw® + (=i + 1)aw? — i(1 + af)w — G+ 1B (6.2
+e ([ (1 4 i) Jut + BT + (i — 1)aw? — i(1 + 6f)w + (i +1)5)
~4[BJw® + (1 — &fw).

Il est aisé de voir que si w est racine de $(w) alors il est de méme pour —w et iw.
Par conséquent, ’ensemble des racines de ¢(w) admet les deux bissectrices du plan
complexe comme axe de symétrie et lorigine comme centre de symétrie. Il suffit alors
de chercher les racines dans un secteur d’angle 7/2 du plan complexe et on déduira
par symétrie les racines situées en dehors de ce secteur. D’autre part, il découle de
(6.2) que le polygone P est un carré centré en O et dont les cotés I, sont paralléles
aux axes. .De plus, les angles w, valent 0, 7/2, 7, 3r/2 (voir figure IV.2). D’apres
le Théoréme IV.10, les racines de grand module de (6.2) vont étre confinées dans des
bandes centrées sur les axes.

En vertu des propriétés de symaétrie citées précédemment, il nous suffit de chercher
les zéros de (6.2) dans une seule bande. Soit alors la bande

S = {z = |z|e” € €; |2| assez grand et ¢ < 6 < /2 + e}.
Dans la suite du paragraphe, on supposera que w € S;. Un calcul direct montre que
d(w) = A(w)el =9 4 Ay (w)e=(O+dw 4 e~ (w), (6.3)

avec
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13E ; 1,

| : — =
O .
C3 1, G

Figure IV.2. Polygone P.

Ar(w) = (i = DJw* + BJw® + (i + 1)aw? — i(1 + 6B)w + (i — 1),

A(w) = —(1+i)Jwt + BJwd + (i = 1)aw? — i(1 + af)w + ( + 1),

et ¢(w) une e-fonction dans le secteur S;.
Or, le terme dominant dans A;, j = 1,2 est w* et par suite on peut écrire que

Al(w) = wt [(z -1)J + el(w)] ,
Ag(w) = wt [~(1 4+ ) + ()],
ot ¢;{w) est une e-fonction dans le secteur S; pour j =1, 2.

On déduit alors du Théoréme IV.11 que dans le secteur Si, les zéros de d(w) (voir
(6.3)) sont asymptotiques & ceux de
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(;%(u)) = (Z - 1)jw4e“’ — (1 + 1)j¢4e—“",

Ces racines sont données par

wk=i7r(%+k), k € IN.

Ceci suggeére de chercher un développement de wy sous la forme suivante

. 3 Z1 Z9 z3 Z4 1
w=ir(Jre)+ T+t o(p): (6.4)

ol z;, 1 = 1,2,3,4 sont des constantes complexes qu’on déterminera ultérieurement.
Par ailleurs, vu (6.3), les zéros de ¢(w) sont ceux de

~

p(w) = Aj(w)e” + Az(w)e™ + e“e(w).

Le probléme revient donc & établir un développement de égw) pour w donné par
(6.4). A présent, il suffit d’insérer (6.4) dans ’expréssion de ¢(w). On obtient aprés
un calcul

dw) = (—1)k§ {2ij7r3(ﬁ” S Sy [2([3’ — Gim)zy — dimzg + gzﬁ] K?

+ k [(—63.]~ + 4a — 167 + iBjﬂ'zl)ﬂ'2z1 + 2(,3 — 6i7r)j7r332 — 43 Jn2,

9 -4 27 - s 1
- gzﬂ.hr3 — ?zJTr4 -2r(l+aP)|+ 2+ 0 (E)} + e¥e(w), (6.5)

avec Z un complexe dépendant de z;, 1 = 1,2,3,4.

Finalement, pour chaque : = 1,2,3, 4, on choisit le complexe z; de maniére & annuler
le coefficient de k*~*. Ensuite, on remplace la valeur trouvée de z; dans (6.4). On -
obtient
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(3 N, 8 B (8 3)\1
°""“”(4+’”)+2wk+ﬂv(E‘§‘)ﬁ*"“

Enfin, comme ), = iwz,/%, il en découle que Rer, — —,.13%1 pour & — oo. Ceci
termine la preuve du Th’eor‘eme IV.12. )

IV.6.3 Résultats numériques

Nous allons donner dans ce paragraphe quelques résultats numériques concernant le
spectre de 'opérateur A.

Tout d’abord, on sait que X, = iwkz\/? est une valeur propre de 'opérateur A si et
seulement si le complexe wy vérifie Péquation ¢(w) = 0 (voir (6.2)).

Soit wy = x4 + 1y, ol T et y sont deux réels non simultanément nuls. Dés lors, la
condition ¢(w) = 0 devient

R(zk,yx) + ¢l (zp, yx) = 0,

avec R and I deux fonctions réelles qui dépendent des variables zj et y. De
ce fait, le complexe Ay défini ci-dessus est une valeur propre si et seulement si
R(zk,yx) = I(zk,yx) = 0 pour tout zx, y, € R (z* + y* # 0). En utilisant le
logiciel MAPLE V, on peut trouver les points d’intersections (zk, yx) des graphes des
fonctions R(zk,yx) = 0 et I(zs,yx) = 0. Ensuite, on obtient les valeurs propres Ay
en utilisant la relation

., [ET _ [EI .
Mk = dwy?y /7 = /7 (—22aye + (2} — D)) .

Les résultats numériques qu’on obtient sont regroupés selon trois cas.

Cas 1: >0, 3> 0.

On constate que dans ce cas la partie réelle du spectre s’approche de 1’axe vertical
—,8% (voir fig. IV.3, fig.IV.5,...ig.1V.10). Ceci confirme le résultat théorique établi
dans le Théoréme IV.12.

Dans la premiére série de calcul (fig. IV.3,...fig.IV.7), on fixe les valeurs o = J =
1, EI =9 et p = 4 puis on fait varier 8. On constate que plus on augmente la valeur
de 3, pour (3 supérieur & 1, plus le spectre se déplace vers la gauche. Cependant, plus
la valeur de 8 diminue, pour 3 inférieur & 1, plus le spectre se déplace vers la droite.
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Dans la deuxiéme série de calcul (fig. IV.3, fig.IV.8, fig.IV.9, fig.IV.10), on fixe les
valeurs 3 =J =1, EI =9 et p = 4 puis on fait varier . On remarque que le spectre
est "stable" quand « varie. L’influence de 3 est donc numériquement dominante
ce qui est normal puisqu’on a démontré dans le Théoréme IV.9 que pour 5 = 0 le
systéme n’est pas uniformément stable.

Cas 2: a =0, 8> 0et uEIJ? > p.
. . EI
On obtient une famille de spectre dont la partie réelle est négative. De plus, —3— est

aussl une asymptote verticale de la partie réelle du spectre (voir fig. IV.11, fig.IV.12,
fig.IV.13). Ce résultat numérique illustre donc le Théoréme IV.8.

Cas 3: =0, 3 >0et 3uEIJ? < p.
Dans la fig. V.14 et fig. IV.15, on constate qu'’il existe une valeur propre sur l’axe
imaginaire. Ceci nous ameéne & croire que le systéme n’est pas stable. En effet, pour

shm

/= (1 —I-' chm)m3’

El=p=8=1,a=0,

on trouve aprés un calcul soigné qu’il existe w € R solution de 1’équation spectrale
#(w) = 0 (voir (6.2)). Par conséquent, A\ = iw? est une valeur propre du systéme.
On conclut alors que le systéme n’est pas stable et que la condition sur les
paramétres physiques est incontournable.
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Figure IV.7. Spectre: J=1,a=1, =01, EI=9, p=4
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Figure IV.9. Spectre: J =1, a=13, =1, E] =9, p=4
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-30

AP -y

Figure IV.10. Spectre: J =1, =03, =1, E[ =9, p=4
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Figure IV.11. Spectre: J =0.1, =0, =1, EI =8, p=2
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Figure IV.13. Spectre: J = 0.1, o = 0, 6=2, EI=8, p=2
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Figure IV.14. Spectre: J = 0.03988508, a =0, =15, EI=1.1, p=2
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Figure IV.15. Spectre: J = rchmms® O = 0,8=1,El=1,p=1
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Deuxiéme partie.

Etude du systéme (1.3): moment d’inertie négligé

IV.7 Le deuxiéme probléme est bien posé

Sans perte de généralité, on suppose dans la suite que p = EFI = 1.
Dans ce paragraphe, on donne les équations du systéme puis la loi de commande qui
rend ’énergie dissipative, et on montre que le systéme bouclé est bien posé au sens
des semi-groupes de contractions.

On rappelle tout d’abord qu’il s’agit de stabiliser le systéme (1.3) moyennant un seul
contréle de moment. Le systéme est décrit par les équations suivantes

[ Ut + Uspgz = 0
u(0,¢) = ug(0,¢) = 0
uge(1,1) = O(1), (7.6)
muu(l,t) — uger(1,t) = 0,

\

olt O(t) est le contréle moment.
L’énergie mécanique totale du systéme est donnée par la formule suivante:

E(t) = % {/Ol(qu(z,t) +ud(a, )do + mid(1,0)}

En calculant formellement la dérivée de £(t) le long des solutions classiques de (7.6),
on obtient:

E(t) = uia(1,1)0(2).

On choisit alors:
O(t) = —aus(1,t), a>0.

On a donc:

E(t) = —aul,(1,1). (7.7) .

Le systéme (7.6) en boucle fermée s’écrit alors:
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Ust + Upgzr = 0,

u(0,t) = u,(0,t) = 0,

Upe(1,t) = —auy,(1,1),

M1, 8) — uper(1,1) = 0.
On note, pour tout n =23, ..,

Hy = {f € H"(0,1); f(0) = f.(0) = 0}.

L'espace HZ sera muni du produit scalaire suivant:

1
<f7g>Ho2 ZA f:ca:g:va:dw~

L’espace d’état est

H=H; x [*0,1) x R,

muni du produit scalaire

1
(0 0,), (88, 7)3y = [ (tasitas + 00)d + mn

Posons ®(t) = (u(.,t),ui(.,1),us(1,1))"; le systéme en boucle fermée (7.8) s’écrit sous
la forme opérationnelle suivante:

(1) = Ad(t),
{ o) ho (7.9)

ol A est I'opérateur non borné défini par:

D(A) = {(w,v,m) € Hg x H} X R; (1) + aws(1) = 0,n = v(1)},

et
" v
A ( ; ) = ;;;;”ﬁ’s , pour tout (u,v,7n) € D(A).
m

On a le lemme suivant:

Lemme IV.5 . ¢) L’opérateur A est m-dissipatif.
1t) Pour toute condition initiale ®o = (uo, vo,70) € D(A), il existe une unique solution
Jorte ®(t) = (u,v,n)(t) € D(A) du systeme (7.9).
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La solution ®(t) est donnée par

O(t) = 5(t)¢o,
ol S(t) est le semi-groupe de contractions engendré par l'opérateur A. De plus,
®(-) € C* (R4; H) N C (Ry; D(A)),
et la fonction

t— [[A®(t)]|n

est décroissante.
i1i) Pour toute condition initiale ®g = (ug, vo, o) € H, il existe une unique solution

faible ®(t) = (u,v,n)(t) € H solution du systéme (7.9) telle que ®(-) € C(R4;H).

Preuve du Lemme IV.5.
i) Par un simple calcul on a

(A®,® )y = —av?(1) <0, V® = (u,v,n) € D(A).

D’otl la dissipativité de A.

Il reste & prouver que ’opérateur A est maximal. Soit alors (f,g,8) € H. Il s’agit
de trouver (u,v,n) € D(A) tel que (I — A)(u,v,n) =(f,9,0).

Cette équation s’écrit comme suit:

u—v= fa
U+ Ugpzy = g, (710)
1

n-— ;;U:cz:c(l) = ﬂ
avec

Uzz(1) + avy(1) = 0, (7.11)
n=v(1).

En éliminant v dans la premiére équation de (7.10), on obtient:

{uEH{};vEH&,

( u+uzz:cz:f+g,

Uze(1) + aug(l) = afs(1),
u(l) - T_n‘umr(l) = f(1) + 8,

L u(0) = uz(0) = 0.
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Soit ¥ € HZ, multiplions la premiere équation de (7.12) par ¥. On obtient alors
apres intégrations par parties:

m L)+ 8) W) + @) + [ (f +9) Wi -
7.13
= mu(1)¥(1) + au,(1)¥,(1) + /01 (Upe¥pr +u¥)dz, VU € Hg.

En utilisant le Théoréme de Lax-Milgram, on démontre I’existence d’un élément
unique, u € HZ, solution de (7.13). Ensuite, par un raisonnement standard, on dé-
montre que u € Hj et que les conditions aux bords sont vérifiées. D’ot la maximalité
de A.

La preuve des assertions ii) et iii) résulte de la théorie des semi-groupes ([55], [11]).
a

IV.8 Stabilité forte

Dans ce paragraphe, on établit le résultat suivant:

Théoréme IV.13 . Pour tout m > L, le semi-groupe S(t) est fortement stable dans

H.

Preuve du Théoréme IV.13.

Pour démontrer ce résultat, on utilise le principe d’invariance de LaSalle.

Comme D(A) est dense dans H et que S(t) est un semi-groupe de contractions, il
suffit de démontrer le résultat pour toute donnée initiale dans D(A).

Soit &y € D(A). D’aprés le Lemme IV.5, la trajectoire des solutions {®(t)i>0}
est bornée pour la norme du graphe. De plus, il est facile de voir que l’injection
i : D(A) — H est compacte et par conséquent la trajectoire est précompacte dans

H.

D’apres le principe d’invariance de Lasalle (Proposition I1.3), on peut affirmer que
Iensemble w-limite w(®;) est un compact non vide invariant par le semi-groupe S (t)
et que de plus

S(t)®o — w(Do) quand t — 4o0.
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Pour démontrer la stabilité asymptotique, il nous suffit de vérifier que w(®y) est réduit

2 {0}.

Pour cela, prenons dy = (g, Do, 7o) € w (uo, vo, o). D aprés le Lemme V.5, 'élément
o(t) = (,v,7)(t) = S(t) (o, Do, 7o) est solution au sens fort du systéme.
De plus,

B(t) € w(go) C D(A).

et

SO =0,

Ce qui implique que @ vérifie le systéme suivant:

Utt + Ugzge = 0,

%(0,t) = 4,(0,t) = 0, ,

miy(1,t) — e (1,8) = 0, (8.1)
Uzz(1,) = Gge(1,1) = 0,

’L~L($,0) = ﬁo,ﬂt(.’lﬁ,O) = 130,1715(1,0) = ﬁo.

Dans [61], Rao a établi par la technique du multiplicateur que la seule solution de ce
systéme est la solution nulle pouvu que la condition m > 1/3 soit vérifiée. Le systéme
(7.8) est donc fortement stable. a

IV.9 =~ Stabilité uniforme

Dans ce paragraphe, on établit le théoréme suivant

Théoréme IV.14 . Pour m > 1/3, le systéme (7.8) est uniformément stable.

Preuve du Théoréme IV.14. Pour prouver ce théoréme, on utilise le résultat de
Huang (Théoréme I1.13). Notons qu’on a d’abord essayé la méthode des multiplica-
teurs mais celle-ci n’a donné aucun résultat. Les techniques de calcul sont inspirés
du travail de G. Chen et al. [12].

La condition {iw;w € R} C p(A) est déja assurée par la stabilité forte. Il reste & -
prouver l’existence d’un réel M > 0 tel que
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||(zw[ — A)_IHE(’H) <M, VYweR.

Soit w = p? (le cas w = —pu? se traite de la méme maniére), (f,g,nm) € H et
(u,v,n) € D(A) tel que

(1T = A)(uw,v,m) = (f,9,7).

Ceci donne le systéme suivant

(v =iptu—f,

Uszaz — piu = ip’ f + g,

mptu(l) + uzee(l) = —m(y +ip? (1)), (9.1)
Uza(1) + 0tp’uz(1) = afz(1),

u(0) = u,(0) = 0.

Considérons alors les deux systémes suivants:

Uorez — pd =i’ f + g,

4(0) = 15(0) = 452(0) = Grr(0) = 0,
et

4

Uprze — ptl = 0,

(0 = %,(0) = 0,

q mpta(l) + g (1) = 1y, (9.3)
Uze(1) + aip?iy (1) = Iy,

ou

la = —lipp(1) — cip®i, (1) + af(1).

Il est évident que si 4 et 4 sont solutions de (9.2) et (9.3) respectivement alors u = @i+
est solution de (9.1).

{ ll = —m/l4'&(1) - ﬁzzx(l) - m(7 + z,u2f(1)),

En outre, on vérifie aisément que la solution de (9.2) est

(@)= 5 [ 7 [shla(z = 7)) = sin(u(z — )] (i) + o(m) dr. (904
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Par ailleurs, les deux premiéres équations de (9.3) entrainent

u(z) = A(chpz — cos pz) + B(shur — sin uz).

ol A et B sont deux constantes réelles.

Les deux derniéres équations de (9.3) s’écrivent alors:

Almp?(chy — cos ) + p®(shy — sin )]

+B[mu*(shp — sin p) + p®(chy + cos )] = Iy,

\ Alp®(chp + cos p) + iap®(shy + sin p)] (9.5)
+Bp*(shy + sin p) + iau®(chy — cos p)] = L.

Estimation de I; et I,

Une double intégration par parties dans (9.4) donne

'u—leu,.z'

toe = o [ e (i ualE) + 9(€)) de + O (W Il + Mg)) . (96)

De plus
L = —mu“ﬁ(ll) — Qaea(1) = m(y +ip? £(1))
= —5 | (shu(1 =€) —sinu(1 - €)) (u*£(6) + g(&))de
- % / " (chu(L = €) + cos w1 — €)) (i F(6) + g(€))dé — m(y + inF(1)
= %fol{—[chu(l = &) + cos p(l — §)] = mpufshu(l — €) —sinp(1 - £)]}
X (in*F(6) + 9(£))dE — m(v +iu?f(1)). (9.7)

Aprés intégration par parties, on obtient

J; (et =€) + cosu(t =€) £€)dE = = [ (chu(1 = €) = cosu(1 ~ €)) fn(E)
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et

1

[ b1 =€) = sin (1~ €0) (e = [ (shy(1 =€)+ sn 1 — ) fae

35(1)
L
Ceci permet d’écrire vu (9.7)
b= (i (1) = 5 [ (hu(l =€)~ cosp(1 — ) fra(E)dt + impt£(1)

mu

1
3 | (st =€) + sinu(1 - ) fode

= 5 [ Tchiu1 = )+ cosu(1 — €) — mp (shu(1 — €) + sin (1 — €)]ifule)de

5 [ (ehu(L = &)+ cosp(1 = £)) = mp (sha(1 — ) + sin (1 — €))} g(€)de
T oomy. (9.8)
Or
‘% (Chﬂ(l =€)+ cos (1 = €) = —=lshu(l — €) — sin (1 ~ E)])
= —;11-(1 +mp)el =9 + O(1).
De méme

_% (Ch,u(l —§) —cosp(l —§€) — %[sh,u(l —£€) +sinp(l - f)])

= —%(1 + mu)elt=9% L O(1).

Donc (9.8) devient

Iy = —my — 41?(1 + mu)e! /01 €™ (ifee(€) + 9(€)) A€+ O(| foull + llgl)-  (9:9)

D’autre part
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ly = —ti,0(1) — dep®t,(1) + afo(1))

1 1
= 5 [ (shu(l =€) + sinp(1 - ) (i () +g(€))de
ia,uz ~ 1

R (Chﬁ{(l—f)—COSu(l—5))(iu2f(£)+g(€))d§+afr(1)

= afull) + [[ (=5 lehn(1 = & = cosu(1 = )] = o fbul1 — &) + simu(1 — €))
(i (€) + 9()de.

(9.10)

Aprés intégration par parties, on a

[ (b1 =€) — cos (1~ £)) F(E)dE = 5 [ (ehu(1 =€) + cos (1 — €)) fulE)l
_;zfz(l)
L

et
[, bt = &)+ sin(t = €0) £ = - [ shu(1 =€) = sinis1 — ) frad

On en déduit que (9.10) peut s’écrire:

l

2p
b [ galohull =€)+ sl — )] = fchn(1 — €) — cos (1 - €)lae)de

l, = /Ol{g[chu(l—f)+cosp(l—{)]— [(shu(1 — &) — sinp(1 — €)]} for(€)dE

= [ 5 hu(l = &)+ cosp(t = )] = -ohu(1 — €) = sinu(t — )]} fer(E)de
4 [ gl =€)+ sinp(l - ] — Sehu(1 ~ €) — cos (1 — E)g(E)e.

Finalement

b=-% (m n i) [ e i er®) + 9(E)dE + O£l + gD (9.1)
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Estimation de ||t@ze||2
On sait que
u(z) = A(chuz — cos pz) + B(shpa — sin uz).

Donc
Ure(2) = p?{A(chuz + cos px) + B(shux + sin px)}.

Regroupons les termes en e#*; on a alors

Urr(z) = p*{(A+ B)e"™ + (A — B)e™ + Acosuz + Bsin px)}.

Or A et B vérifient le systéme (9.5). En d’autres termes:
A I
#(5)-(2),
ol E est la matrice dont les éléments e;; sont donnés par

err = mu’(chy — cos p) + p®(shy — sin p),

exs = mu*(shy — sin ) + s*(chy + cos ),
ea1 = p*(chy + cos ) + 1ap®(shy + sin ©),
ez2 = p*(shp + sin ) + iap®(chy — cos ©).

Notons A = det E, alors

A = 2u®{iamp®(1 — ces uchy) — jcu(cos pshy + sin pchy)

+ mu(sin uchy — cos ushp) — (1 + cos pchy)}.

Il est facile de vérifier que A # 0 pour p assez grand.
Par ailleurs A et B sont donnés par

11622 — laes
A=—7x

et
B = laey — 11621.

- A
D’ou
A+ B = (li(ez2 — en) + la(e1r — e12)) /A,
A — B = (li(e22 + ea1) — la(e12 + €11))/A.

(9.12)

(9.13)
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En utilisant (9.9), (9.11) et en remplagant €;;, 7,7 = 1,2 par leurs expressions. on
obtient

1
A+B = llemy = {0+ mer [l + 6OE + Ol el + o))
X [za,u (e™ — (cosp +sinp)) — p(e™ + (cos u — sin p))]

: L, /! . ,
+ [=pliet o) [ () + gl€)de + Ol fuel + 1]
X [mu*(e™ — cosp +sinpu) — pP(e™ + (cos p + sin p)]}.
Ce qui donne en regroupant les termes en e#
p 1
A+B = PEC [ omstlifen(e) + a(€)]dE + O furl + lg])

2

+ my0() = (1~ imaw?) [ e (ifunl) + 0(E)dE), (9.14)

ou
@(p) = tap(cos p + sin p) + mu(cos u — sin u) + cos u(1 + iamu?).

Nous allons maintenant estimer A~!. Pour cela on regroupe dans (9.13) les termes
en e*; on obtient alors

A = 2 {—e"o(i) — (1 —iamp®) + e *[iau(cos i — sin p)
+ mu(cosp +sinp) — cos u(1 + iamu?)]}
= =2’ p(p) + O(u"). (9.15)

On a donc besoin dans la suite d’estimer |o(ux)| , pour p assez grand.

En effet, on vérifie facilement que

lo(p)l = O(s*) et |p(u)l > Cp,
ot C est une constante positive.
Il découle alors de (9.15)

ATl = ‘%#”56““«:(#)‘1 +O(u~e™™) = O(u~%™).
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Calcul de A + B

On a

G [ a0 e =~ [ il 4 E))dE (14O (e ).

Par ailleurs

/o1 e (i foa(6) + 9(€))dE = O(u™5 (| fuzll + llg]),
Dés lors (9.14) donne:

-1

WA+ B) = =2 [ f(€) 4 0(6)de + O (1 fuall + 1)
+myO(p~le™)

~ _ﬁ;_ /1 ™ (1 fon(£) + 9(€))dE + O (|| fusll + llgl] + mly))) .

’ (9.16)

Calcul de A — B

On a

A-B= S ['eigae) + 9E)dE Y1) +maO() + O (| el + 1)}

ou

P(p) = 20°[e™(mu — iop) + (iap® — 1) sin ).

Il en découle

uz(A;— B) = O ¥(|l fuell + l91D) + Oe (Il fucll + llgh) + myO(u~te™)
= Olfesll + llgll +miv]) . (9.17)

D’autre part, on peut vérifier que
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1A= O 5 (|| fosll + gl + mla])). (9.18)

De méme
WB = O~ 5 (|| fuxll + lgll + ml4])). (9.19)

Reportons les relations (9.16), (9.17), (9.18) et (9.19) dans (9.12); il suit que:

/_[—16/“:

aale) =~ [ (€ + (€)dE + 7 O (e (1l + g + )

+ €™ O([feoll + gl + ml]) + cos pz O(u2(|| feell + llgll + m|A])

+ sinpz O™ 5 (|| fasll + llgll + min)). (9.20)

En combinant (9.6) et (9.20), on a
Use(2) = dso(2) + lizs(2) = € O (e7*(|| fuall + gl +mlv]))
+ € O (I fasll + llgll +my)) + cos pz O (w2 (|| fucll + lgll + min]))

+ sinpz O (72 (| feall + llgll + mivD) + © (53 (1 fucll + gl + mlv))

Compte tenu de

{ le[l2 = O(p~3e4), [l = O(u~F),
|| cos x|l = O(1), ||sin pzlfz = O(1),

on obtient

1
lazllz = O (7% (|| fozll + llgll + mly])) , pour u assez grand.

EstAimation de [|v]|z + m|n|

Rappelons que
{ v= 7'#211' - fa
n=v(1) =ip’u(l) - f(1).
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Par conséquent

{ [oll2 < w?llulla + | £1]2,
Inl < @ lu()] + ] £(1)].

Comme

luazllz = O (7% (|| foxll + gl + 7))

il suffit de démontrer que

lvll2 + minl < K (luzellz + || feoll2 + llglla + mlv])

pour un certain K > 0.
Tout d’abord, on sait que

Ugrrr — /1'47-" = Zﬂ2f + 9.

Multiplions cette équation par u et intégrons de 0 & 1, on obtient

w /01 lul*dz + mp*|u(1)|? iap?lua (1) + /01 luas(1)2de — mya(1)
— ampPa(1) f(1) — efe(1)E(1) —/01 (112 f + g)a(1)dz.

= el = Re{mya(1) + impa(1) F(1) + afs(1)T.(1)

_|_

[ f + gya()da).

D’autre part, on a les estimations suivantes

’/01 gudz

1
I / i fide
0

< 3(lgll3 + llueell3),

7 1

_ m 1
|mya(1)] < 5I7I2 + —Ilumlli,

fimpa(1)F(1)] < Eomlu(1)? + Z el

2
e fo(LE=(D)] < 5 (lussll3 + 1 2a13)



IV.10. Analyse spectrale 111

D’ou

. 1t . 1 1 m 4 1 .
at [ ulde +mptfeF < gt [ e+ S leDF + 506+ @+ m)lfusl

IA

1 m . 1 .
+ 5“9”3 + 57"+ (L4 m o+ o)l fuell3.
Ceci entrainera

lel® (el + mlu(L)?) < Ko (luaeld + 1 facll? + gl + mly]?).

Le théoréme est ainsi démontré. 0

IV.10 Analyse spectrale

On va présenter dans ce paragraphe une analyse spectrale de ’opérateur contrélé
A et de 'opérateur non controlé Ay, i.e, @ = 0 dans A.
Premiérement, on va étudier le comportement asymptotique des valeurs propres de
lopérateur A. La technique utilisée est due & Langer [43] et Rideau [64] et qui a
été rappelée au paragraphe IV.6.1. Ensuite, on montrera que les valeurs propres de
grand module sont simples.
On rappelle que Popérateur A est défini par

D(A) = {(u,v,7) € HE x HE x B; uze(1) + ov,(1) = 0,7 = v(1)},

et
u v
Al v | = | “Yssez | pour tout (u,v,n) € D(A).
n uz:c:c(l)
m

De plus le spectre de A est discret.
Le premier résultat principal de cette de cette section est le théoréme suivant:

Théoréme IV.15 . Soit A, une valeur propre de ’opérateur A. Alors,

ne2eo() (e ) vold)
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On en déduit alors que pour k assez grand,

I /\k+1 — A |——> ‘27r2(k +1).

Preuve du Théoréme IV.15. 1l est facile de voir que A € €\ {0} est une valeur
propre de A si et seulement si il existe un élément non nul y € H*0,1) telle que

v = Au,

Uszez + APu = 0,

Nu(l)n — uzes(1) =0,

Uze(1) + adug(1) = 0,

u(0) = u,(0) = 0.

\

Pour A = iw?, w € €, ceci donne le systéme suivant

( 4
Ugper — WU = 0,

u(0) = u,(0) =0,
d Uzzz(l) + mwiu(l)

=0, (10.1)
Ugz(1) + ciw?u,(1) =0,

v = 1w,

Les deux premiéres équations de (10.1) impliquent
u(z) = C(chwz — coswz) + D(shwz — sinwz),

ou C et D sont deux constantes réelles.
Les deux derniéres conditions s’écrivent alors :

Clchw + cos w + iaw(shw + sinw)] + D[shw + sinw + 7aw(chw — cos w)] =0,
C[shw — sinw + mw(chw — cosw)] + D{chw + cosw + mw(shw — sin w)] = 0.
(10.2)

Ce systéme admet une solution non triviale si et seulement si son déterminant est
nul, c’est-a-dire,
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1 4 coswchw + tamw?(coswehw — 1) + mw(cos wshw — sin wchw)
+1aw(cos wshw + sinwchw) = 0.

ou encore

P(w) = 4(iamw? — 1) 4+ eM°[—iamw? — (1 + 1)(m + a)w — 1]
+e1=9—iamw? + (i = 1)(m — a)w ~ 1] + e[ —iamw? + (1 = i) (m — a)w — 1]

+e~ (Ml —jamw? + (i + 1)(m + a)w — 1] = 0.
(10.3)
D’autre part, il est facile de vérifier que pour tout w

P(—w) = —P(w) et P(@) = —ﬁ—(z—u}—)

On en déduit donc que I’ensemble des solutions de (10.3) admet les deux bissectrices
du plan complexe comme axe de symétrie et ’origine comme centre de symétrie. Il

nous suffit donc de chercher les racines de (10.3) dans un secteur d’angle g du plan

: . T
complexe. Soit alors le secteur S; défini par arg(w) = f ot € < § < 5 + €, avec €
assez petit. Ce qui nous permet d’écrire '

P(w) = e[ —jamw? + (i — 1)(m — a)w — 1]

| . (10.4)
+e“(1+’)‘”[—iamw2 + (’L + 1)(m + a)w — l] + e(l—l)wd’(w)’
avec
lim ¢(w) = 0.
|w| =00
Posons

Ay(w) = —tamw? + (i — 1)(m — a)w — 1,

Ar(w) = —tamw? + (i + 1)(m + a)w — 1.

On peut alors affirmer d’aprés le Théoréme IV.11 que dans le secteur S; les racines
de (10.4) sont asymptotiques a celles de

A

P(w) = e“[—tamw? + (i — 1)(m — @)w— 1]+ e “[—iamw? + (i + 1)(m + a)w—1] = 0,

ou encore a celles de

e“+e ¥ =0.
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Or les racines de cette équation sont:
: 1
wk:zw(k+§>, k € IN.

Donc on peut chercher les racines de P(w) sous la forme suivante:

, I z oy ~ (1 ]
“’k:’”(k+§>+ﬁ+k_2+o(ﬁ>’keﬂ\l‘ (10.5)

Calculons le développement asymptotique de P(w) pour w donné par (10.5). En effet,
un simple calcul permet d’obtenir

Al(w) = iamn?k?+ (iam7r2 — (4 1)(m - a)7r) k

[N

.ot
+ (27ram:z: + tom = — t+1)(m=-—a)= — 1)

+ ((i-1)(m = a)z + amn(z + 2@)% +0 <—1—> ,

Ay(w) = iamnk? + (Z'Ozm7r2 + (= 1)(m+ a)ﬂ') k.
w2 s
+ (27rama:+iam—4—+(i—1)(m+a)§ - 1)

+ ((z + 1)(m -l—-a)ac + amn(z + 2y))% + 0O (%) )

et

Ce qui implique que
Plw) = i(—l)k{2iam7r2:c +2(ta — m)rz + n(a — im) + 2iamnly

+ 2k7 (lamnz 4+ a — im) + % + 0O (%)},
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avec M une constante.
Choisissons v tel que le coefficient de k soit nul, i.e,

o+ m

Ir = .
amm

D’autre part, on choisit y de telle maniére que le terme constant soit nul, i.e

1

2(amm)? (2i(a2 +m®) + amn(m + ia)) :

y=-

Ceci, avec (10.5), implique que

wk=~&%€-+0<$>+i<w(k+%)+@<%)).

Ainsi, 'expression de A; est donnée par

) 2 1 2 N2 /1
Ak:“‘i::*@(z)“Z(W”z(“a) +0(;))-

Ceci termine la preuve du Théoréme IV .15. |

Remarque IV.5 . Soit Ay l'opérateur linéaire défini & partir de ['opérateur A avec
Phypothése supplémentaire oo = 0. En utilisant les techniques de calculs du théoréme
précédent, on peut montrer que les valeurs propres ) de l'opérateur Ay vérifient pour

k assez grand:
1 1 1
=i skt 740 (5]

Le deuxiéme résultat de notre étude spectrale concerne la simplicité des valeurs pro-
pres Ag:

Théoréme IV.16 . Les valeurs propres Ay de grand module sont algébriquement
simples.

Preuve du Théoréme IV.16. On sait d’aprés (10.4) que
P(w) = eV P(w) = P(w) + p(w) (10.6)
ou

P(w) = [—lamw? + (i — 1)(m — @)w — 1] + e [—iamw? + (i + 1)(m + o)w — 1].
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t
: Y(w) = e¥[—iamw? — (i + 1)(m + a)w — 1]

+e2=—jamw? + (1 —i)(m — a)w — 1] 4 4et =D (jamw? — 1).
Nous allons montrer que P’(w) # 0. Tout d’abord, on va vérifier que
lim 4/ =0.
En effet, un calcul direct nous permet d’avoir que
(W) = 2ip(w) + ¥ (=2iamw — (i + 1)(m + a))
—2e20-1 (—jamw? 4 (1 — 1)(m — a)w — 1) 4 eXi~Dw (—2iamw + (1 — i)(m — a))
+8iamel V% — 4(i + 1)(iamw? — 1)eli-De,

Compte tenu que dans le secteur S; considéré auparavant, le terme dominant est
e=9% on a

lim ¢(w) = Lm 8iemel™ = lim 4(i + 1)(iamw? — 1)el=D% = 0.
|w| =00 jw|=00 |wl—=co

Il est de méme pour les termes e2(=D% ([—iamw? + (1 — 1)(m — a)w — 1) et
2= (—2amw + (1 — i) (m — a)).

On a de plus,
| eZiw I< e-—2|w]sine.

Par conséquent

lim 2 (~2iamw — (i + 1)(m + a)) = 0.

|wj—o00

On peut donc conclure que limy,| e ¥'(w) = 0.
D’autre part, vu la définition de P(w) (voir (10.6)), on obtient
Plw+a) - P(w) = P (w +0) - Pi(w) + ¢Y(w + @) — (w),

pour tout complexe & de module assez petit.

Or

Piw+&) = —iam (w? + 2wo +&?) + (1 — 1)(m — a)(w + &) — 1 (10,7
+e 2625 {_jam(w? + 2w + @2) + (1 +i)(m + a)(w + &) — 1} . '
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Les techniques de calculs que nous allons utiliser sont inspirés du travail de [50]. En
effet, en écrivant €% comme suit

e =1-20 + 40°R(&),

ou - o
A = (-1 2L

I"équation (10.7) devient
Pi(w+ @)= P(w) = —tam(2wo + &) + (1 — 1)(m — a)@
+e 2 {—iam(2wd + &%) + (1 +i)(m + )@
+(—=20 + 40 R(®)) [~iam(w? + 2w + &%) + (1 +i)(m + a)(w + &) — 1]}
Ce qui donne aprés un calcul direct
P(w+ &) — Pi(w) +4id*amR(0)e™2
+&%e™ % [8iamwR(@) — 2iam — 41+ 1)(m+ a)R(®)]
+o?fiam(l — dwe™ + e72) — 2(1 + 1)(m + a)e™* + diamw? R(G)e 2
+4R(D)e (1 — (1 +3)(m + a)w)]
= O[-2iamw + (i — 1)(m — a)
+e{—2iamw + (1 + i)(m + @) + Zioamw? — 2w(1 +1)(m + o) + 2}]
Et donc
570 Pl +8) = Pw) ) + dam | S*R@)e™ |
+ | &% || e7® || 8iamwR(©) — 2iam — 4(1 + 1)(m + o) R(®) |
+ 1@ || iom(l — dwe™2 + e~2) — 2(1 + i)(m+ a)e™ + diomw? R(&)e~ %
+HAR(@)e~*(1 — (1 +i)(m + a)w) |
>| —2iamw + (i — 1)(m — @)
e ?{—2iamw + (1 +i)(m + @) + 2iamw? — 2w(l +i)(m +a) + 2} |.
o
| —2iamw + (1 — 1)(m — )

+e 2{~2iamw + (1 +¢)(m + @) + 2iamw? — 2w(l +i)(m + a) + 2} |
> |70 | Qa(w) | — | u(w) ||,
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ou (' est'une constante positive telle que |Re w| < C et Q. Q3 sont deux polynémes
de degré 2 et 1 respectivement. De plus, on peut toujours s’arranger pour que
’6—20 | Q2(w) | = | Q1(w) [l > 0. Ainsi, en faisant tendre & vers 0, on obtient

| P{(w) |> 0.

Donc les zéros de grand module de P, sont simples. Montrons qu’il est de méme pour
les z’eros de grand module de P. En effet, (10.6) implique que

P/(w) = Pl(w) + ¥'(w).
Ce qui implique que
| P'(w) 2]| P{(w) | = | P'(w) = P{(w) ]| . (10.8)

Mais on sait que ¥’'(w) = 0 pour | w | assez grand. Ce qui est équivalent & dire que
pour pour tout ¢ > 0, il existe Rs > 0 telle que | ¢'(w) |< 4. De plus, on vient de
démontrer que pour | w |> R, il existe & > 0 telle que | P/(w) |> 4;."En prenant
| w > sup(R, Rs) et § = §;/2, on peut affirmer d’aprés (10.8) que | P'(w) |> 0. Le
Théoréme IV.16 est donc démontré. O
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Abstract. This paper deals with boundary stabilization of a vibrating equation.
We propose a stabilizing nonlinear boundary feedback law which only depends on
boundary velocities. Uniform decay rate and rational decay rate of the energy are
also estimated in terms of growth conditions on the feedback functions.

Key words. Boundary velocity feedback, Nonlinear contractions semigroup, Asymp-
totic stability, LaSalle’s invariance principle, Decay rate estimate, Multiplier.

V.1 Introduction and main results

We consider the following modelization of a flexible torque arm [13], controlled
by the two feedback laws U; and U, to be determined:

yu(,t) — (ays), (z,t) + oy (z, ) + By(z,t) =0, O<z<l, t>0,
{ (ayz) (0,1) = Uy (2), t>0, (1.1)
(ayz) (1,t) = eUs(2), t >0,
wheré

{QZO,,8>0a€1,€220,€1+€2750’ (12)

a € Wh(0,1),a(z) > ao > 0 forall z € [0, 1].

In (1.1), U; and U, will be determined such that the closed loop system is asymptot-
ically stable, i.e, (y(-,t),y:(-,t)) —> 0 as t — +o00 in some functional space. In this
paper, we prove that for all # > 0 and for all o > 0, the system (1.1) is asymptotically
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stabilized by the nonlinear feedback law depending only on the boundary velocities :

{ Ui(t) = f(y:(0,1)),
Uz(t) = g(yt(]-’t))s

where f and g are suitable nonlinear functions. The proof is based on LaSalle’s
principle. Moreover, we show that the closed loop system is exponentially. stable
under some conditions on f, g and a(z). Actually, we have a great degree of freedom
to determine the feedback functions f and g (see fig. V.1 below). Decay rate estimates
of the energy are given for the different feedback laws proposed. The multiplier
method is successfully used. Furthermore, the exponential or strong stability that we
obtain here is global.

In the case where 3 = 0, the boundary stabilization of (1.1) has been studied by
many authors. Rao [15] has proved that the feedback law

{ Ui(t) = vy(0,¢) + F(y:(0,1),
U2(t) = _Mytt(]-’t)v Ma7 > 07

(F7)

stabilizes asymptotically the system under a suitable choice of F . A stabilization
result has been also obtained by Conrad and Rao [14] with the following feedback :

{ Ui(t) = ay(0,t) + F(y.(0,1),
Us(t) = —ay(1,t) — F(y(1,t), a>0.

In [19], for a(z) = ayz+ ao the authors have established asymptotic stabilization with

Ui(t) = 0,
Ua(t) = —kyy(1,t) — h(ys(1,1)), ky > 0,

where h is an approprlate function. A stabilization result has been obtained in [13]
and [18] by the feedback

U2( ) 0,

with kp, ku > 0 and G(z) is a function in L?(0,1). Recently, it was proved in [21]
that the uniform stabization can be assured if

{ Ui(t) = mya(0,t) + aBy(0,t) — vy.4(0,1),

{ Ul() koy(0,1) + k,u:(0,2) +/ y(z,t)dr + — / z)y(z,t)dz

Ua(t) = —Myu(1,1).

or if
{ Ui(t) = myu(0,t) + (8 + o)ye(0,t) — vy=:(0, ),
Uz(t) = _Mytt(]-at)-
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The stabilization problem of a quasilinear string equation has been extensively
studied (see [8], [16] and the references therein). For instance, in Slemrod’s work 8],
at the difference of our model the nonlinear string is supposed fixed at one end and
controlled at the other end. Slemrod has proposed a stabilizing feedback law which
contains the boundary velocity and proved exponential stability of the controlled
system. However, he has obtained the exponential stabilization only for small and
smooth initial conditions. In all the references cited above, the stabilizing feedback
laws for U; or U, contain not only boundary velocities but also a boundary position
term.

Moreover, the stabilization problem for the system (1.1) with 3 # 0 has been
considered in Haraux [12] and Komornik [17]. Since our objective is to stabilize the
system by means of feedback depending only on boundary velocity, we have to justify
why we choose 3 > 0. If # = 0 and the feedback law only depends on velocities, we
may encounter the situation where the closed-loop system is not well-posed in terms
of the semigroups in the Hilbert space H} x L%(0,1), where

H = {f € H™(0, 1,);/01 f(z)dz = 0}, form=1,2,..

As a matter of fact, let Uy(t) = ky(0,1), Us(t) = —ky,(1,¢) (k > 0) and consider the
controlled system in the linear case :

ytt(zat)_yz:v(xat)=0, O<z < 1, t>0,
y=(0,8) = ky:(0,1), t>0,
y=(1,t) = —ky.(1, 1), t> 0.

From this system, define the operator A by:
D(A) = {(y,2) € H3 x HE; yz(0) = k2(0), ya(1) = —k2(1)},

and

~ ~

A(Y,2) = (2,Yza), V(y,z) € D(A).
It is casy to show that the operator A is dissipative in the Hilbert space H} x L*(0,1)
equipped with the the inner product ((f1,91),(f2,92)) = Jo (fizfoz + 9192) dz. We
claim that A is not a generator of a Co-semigroup on H} x L?(0,1). Suppose the
contrary to be true. Necessarily, the semigroup is a contraction one. This implies

that R(I — A) = Hy x L*(0,1) (see p. 14, [7]). However there is no (y, z) in D(A)
such that (I — A)(y,2) = (f,g) with

{ f(z) =62 -6z +1,
o(z) = 1 - f(z).



V.1. Introduction and main results 123

So is proved the claim. On the other hand, if @ = 0 and 3 > 0, the system (1.1)
1s conservative without control. Because of theses reasons, we suppose that 8 > 0
throughout the paper.

With the feedback law in (F), we obtain the closed-loop system :

yer(z, t) — (ayz), (z,t) + ay(z,t) + By(z,t) = 0, O0<z<l, t>0,
a’yz) (Ovt - 61f(yt(07 t))v t> 0,
ayl‘) (Lt — CZQ(yt(lvt))a t>0.

(1.3)

Introduce the energy associated to (1.3) as follows

Bt =5 [ (8.0 +33(e.0) + ale)yi(a,0) do.

An easy formal computation shows that

E(t) = e2y:(1,8)g(ye(1,1)) — elyt(O,t)f(yt(O,t)) - 01/01 yf(a:, t)dz. (1.4)

To make the energy decreasing, we assume in (1.4) that f and g satisfy the condition :
f(mn >0 and g(n)n < 0foralln € R. Let the Hilbert space H = H'(0,1)x L2(0,1)
equipped with the inner product

((fi,91), (f2, 92))m = /01 (afizfoc + Bfif2+ 192 ) dz.

Define a nonlinear operator A by

D(A) = {(y, )y € B¥(0,1), ze H'(0,1), (=)0

and for all (y, z) € D(A)

Ay, 2)(z) = (=2, —(ayz)s + By + az). (1.6)
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With the initial data ¢ = (¢1, ¢2), the closed-loop system (1.3) can be formulated in
the form of evolution equation over H

{ O(t) + AB(t) = 0, =)
2(0) = ¢, -

whete ®(t) = (y(-,£), ().
Throughout this paper, f and g are assumed to satisfy the hypothesis (H)

{ f € C°(R) is increasing such that f(0) =0, f(n)np >0 Vn # 0,

g € C°(R) is decreasing such that g(0) =0, g(n)n <0 Vn #0. (H)

Our main results are stated as follows.

Theorem V.1 . For any initial data (¢1,¢s) € H, the energy E(t) of (X) tends
asymptotically to zero in H as t — +oo.

Theorem V.2 . We assume that o = 0(without damping) and that a(:c-) is @ mono-
tone function. Let (y,z) be the solution of (X) stemmed from (¢, $s) € H.

i) If there exist positive constants my,m2,m3 and n4 such that for all z € R (see fig.
V.1), 4

mlz|<tflz)|Smlz], ns|z|<|glz) <]z (H1)
there exists a constant w > 0 such that
E(t) < exp (1 — i) E(0), vt > 0.
w

it) If there erist positive constants ny, 13,73 and ns and p > 1 such that for all z € R,

m 1'1’11I1{| T Iv]x |p} Sl f(.']f) ]S. 2 | z |’ T]3min{l € ]7] z |p} Slg(:c) ]S M4 l z |v

. (H2)
then, given any M > 1 there exists a constant w > 0 depending on E(0) such that
E(t) < MHTE(0)(1 + wt)™ 7T, vt > 0.

ii) If there exist positive constants n1,m2,m3 and 74 and 0 < p < 1 such that for all
z € R,

m | z|<| f(z) |[< mmax{|z ||z "}, 73]z |<[g(z) |< namax{|z|,|z |7},
(H3)
then, given any M > 1 there ezists a constant w > 0 depending on E(0) such that

E(t) < MPTE(0)(1 + wt) 5, Vi > 0.
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n2

f(x)

Figure V.1. Illustration of nonlinear function f

Theorem V.3 . Assume that o > 0 (with damping) and let (y, z) be the solution of
(X) stemmed from (¢1,¢2) € H. Then, all the assertions i), ii) and iti) of Theorem

V.2 are also true without assuming a(z) to be monotone.

The paper is organized as follows. The next section is devoted to the proof of
our main results. It is divided into three subsections. In the first one, we prove
that our closed loop system is well-posed in terms of semigroups theory. The second
subsection contains the proof of Theorem V.1. The third subsection gives a proof of
Theorem V.2 and Theorem V.3. A short conclusion ends our paper.

V.2 Proof of the main results

V.2.1 Well-posedness of the system (¥)

Lemma V.1 . The operator A defined by (1.5) and (1.6) is mazimal monotone
on ‘H with the domain D(A) dense in H. So, —A is the generator of a continuous
semigroup of contractions S(t) on H.

Proof of Lemma V.1. Let (y,2),(9,2) € D(A). A straightforward computation
shows that:
< A(y’z) - A(gaé) (y7z) - (ﬁ,ﬁ) )’H

= —e2 (2(1) = £(1) ) (9(2(1)) — g(2(1)) ) + 1 (2(0) — 2(0)) ( f(2(0)) — f(£(0) )
+a/0 (z — 3)* dz.
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By virtue of (1.2) and (H), we see that these three terms are non negative. This
proves the monotonicity of the operator A.

It remains to show the maximality of 4, i.e, for any given (U, V") € H, there
exists (y,z) € D(A) such that (I + ANy, z) = (U, V). Equivalently, we seek y and 2
satisfying

y_zzU)
2= (ays), +az+ By =V,
),

(ay2) (0) = €1 f(2(0) (2.1)
(ayz) (1) = eag(2(1)),
y € H*(0,1),2 € H'(0,1).
Eliminating the unknown 2 in (2.1), one obtains
(@+8+1)y - (aye), = (@ + 1)U +V,
(ayz) (0) = e1f(y(0) — U(0)), (2.9)
(ay2) (1) = e2g(y(1) — U(1)),

y € H*0,1).
Now let us define the function J(-) on H(0,1) by

J() = %/Ol[m,bﬁ +(a+ B+ 1)p? de — /01[(a + 1)U + V] ¢ dz
+F($(0) ~ U(0)) - G(p(1) - U(1)),

where

F(z) = ¢ /o “fO)de and G(z) = e /O " g(6)de, VeeR.  (2.3)

From (1.2) and (H), we deduce that F and —G are convex, non negatives and they
are in C'(R). Then, it easy to check that J (*) is convex and coercive.Moreover,
one can verify that J(-) is continuous in H'(0,1). Hence by a minimization theorem
(Proposition 38.15, pp.155, [9]), there exists a function y € H'(0,1) such that

Jly)=_inf J(¥).

YEH!(0,1)
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o
-1

This implies that the function © : A — O(\) = J(y + M) admits a minimum at
A =0 and thus

d

75 (J(y +29)) [h=0 = 0, Ve e H'(0,1).

This means that for any ¢ € H!(0,1), we have

at8+1) [y dot [ eyt do— [ ot 1)U +V] v da

+eb(0) F(3(0) = U(0)) — exb(1) gly(1) — U(1)) = 0. 0
In particular, for any ¥ € C3°(0,1)
~[F oy do = [oc+ B4 1y — (@4 DU = V] 6 de. (25)
This implies that
{ ?aifg(j-),ll)z; —(ays), = (@ + YU + V. (26)

Integrating by parts in (2.4) and using (2.6), we show that

(ayz) (0) = e1f(y(0) — U(0)),
{ (ayz) (1) = e2g(y(1) — U(1)). (2.7)

Combinating (2.6) and (2.7), we deduce that y is a solution of system (2.2). Now we
define an element (y, z) by

y, solution of (2.2),
z=y—"U,

which satisfies clearly system (2.1) and thus the maximality of the operator A is
proved. :

The density of D(A) in H is a direct consequence of monotonicity, maximality
of A and the assumptions f(0) = ¢g(0) = 0. O

The following proposition is a direct consequence of Lemma V.1 and the method °
of Brezis [3].
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Proposition V.1 . i) For any initial data (¢y, ¢y) € D(A). the equation (X) admits
a unique solution (y,z) € D(A) such that

d
—(y,2) € L*(R*; H).
dt

The solution (y,z) is given by (y,z) = S(t)(¢1,¢2), for all t > 0. Moreover, the
function t — || A(y, z)||n s decreasing.

ii) For any initial data (¢1,¢2) € H, the equation (X) admits a unique weak solution
(y,2) = S(t)(¢1, ¢2) such that (y,z) € CO(R*; H).

V.2.2 Proof of Theorem V.1

Notice that by a standard argument of density of D(A) in H and the contraction
of the semigroup S(t), it suffices to prove Theorem V.1 for any initial data (é1,¢2) €
D(A). Let (¢1,¢2) € D(A). By virtue of i) of Proposition V.1, we know that the
trajectory of solution {(y, z)};»0 is'a bounded set for the graph norm. Furthermore,
one can show that the injection i : (D(A), || |lp(a)) — H is compact. This implies
that the trajectory is precompact in 7. Applying LaSalle’s invariance principle ( [5],
[4] ), we deduce that the w-limit set

w (g1, ¢2) = {(lﬁbwz) € H; (¥1,%2) = Aim S(n) (¢1,¢2) with lim ¢, = oo}
Is non empty, compact, invariant under the semigroup S(¢) and

S(t) (¢1,¢2) — w (d1, ¢2) a8t oo

Moreover, we deduce from the maximality of A that w (¢1, ¢2) C D(A) ( see [3]). In
order to prove the asymptotic stability, it is sufficient to show that the w-limit set
w (@1, ¢2) reduces to {0}. For this, let (¢1,¢2) € w(¢1,d2) and

(9,2) = S(£)(d1,62) C w(¢1,2) C D(A).

On the other hand, ||(#, 2)||l% = ||S(t)(é1, &2)||% is a constant [12]. Thus

d, . .
L@ 21 =0,
This, together with i) of Proposition V.1, implies that

< A(ﬂ) 5)7 (g’ 2) )'H = 0. (28)
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Now. from the proof of Lemma V.1, we obtain
(AW 2):(5,2) )n = e2(0)- (2
2(1)- g (1) + all § 1220, (2.9)

Without loss of generality, we assume that €; # 0. The other cases can be studied
in the same way. We deduce from (2.8), (2.9) and (H) that y verifies the foHowing
system

Ju(z,t) — (afe), (x,t) + Bi(z,t) = 0, O<z<l, t>0,

gz(ovt) = gr(l’t) =0, t>0,

gu(1,t) =0, t>0, (2.10)
o g |[L2(0 =0,

1) = 3
(5(0), 9:(0)) = (¢1, b2) € w (1, 2) -

If a # 0, then it is obvious that § = §; = 0. Otherwise, let us consider as in [20] the
following linear operator

D(4o) = {(1,2)iy € H*(0,1), = € H'(0,1), 4(0) = 0. y(1) =0},
and for all (y, z) € D(Ao),
AO(yaZ)(-T) = (—z, _(aya:)a: + /3y) :

A complex number 4 is an eigenvalue of A, if and only if there exists a non-trivial
(y,2) € D(Ao) such that (u — Ao)(y,z) =0, i.e,
py = 2,
- (ayz)z ~ By = 1y, (2.11)
y=(0) = y=(1) = 0.

Thanks to a classical result of Mikhailov [6], the spectral system

{ (ayz)z - ;By = )‘ya
yz(o) = yz(l) =0,

admits an infinity of real eigenvalues 0 > Ay > Ay > ... , such that (A\,) — —o0
as n —» +o0o and-the associated eigenfunctions vy, vy,.... form an orthonormal basis
of L*(0,1). Thus, the eigenvalues u; and the associated eigenfunctions Vi of the
operator Ag are given by

pr = Ei/—Ae, E=1,2, ...
Vi = (vk, +iv/ =g vk,) , k=1,2,....



130 V. On The Stabilization of a Vibrating Equation

We note that for all k = 1,2, ...
1Vl = =2

g e =1\ —Ap, k=1,2,...
et
Uep = —17/ =i, k=1,2,...

1
Vi = ) (vk, —1y/ —Ap Uk) , k=1,2,...
2k

. 1 .
V_k = \/T/\k (’U}c, ? _/\k 'Uk) 3 k= 1,2,...
which form an orthonormal basis of . Then, the solution of (2.10) is given by

(§,8:) () = > Cre™'Vi, (2.12)

keZ

and

where Cy, = ( (é1,¢2), Vi )u (for the complexified scalar product), for any k € Z.
One finds that

Cr = ap + 1by, k=1,2,...
) (2.13)
C_k =ak—zbk, ]CZ 1,2,...
with
1 L, . ~ 1 it
U = = /0 (0d1ovie + Brvx) dz and b = v /0 fovpdz.  (2.14)

After an easy computation, we get from (2.12) and (2.14)

g(t) = io: <an cos(1/—Ant) — by sin( \/_t )
() =3 (an sin(y/—Ant) + by cos( —)\nt)> V2o,

(2.15)

Following the method used by F. Conrad and M. Pierre [11], we will prove that
an = b, =0 for any n = 1,2, ... and thus (§(¢),3:(t)) = (0,0). Indeed, we know from
the theory of linear dlfferentlal equatlons that v,(1) # 0 for n =1,2,.... Moreover,
since (5(0),:(0)) € D(Ao), i
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Z an\/—Anv, € L2(0,1),
n=1

3:(0) = ¢y = V2 by, € HY(0,1),
n=1

Un,

and since (vp)n»1 (resp. (\/_/_\_) is an orthonormal basis for L?(0,1) (resp.
T/ a1

H'(0,1), one can verify that the series defining §;(¢) in (2.15) converges in H*(0,1)
uniformly in ¢. By continuity of the trace operator v — w(1) in H'(0,1), the
equation §;(1,t) = 0 reads as

9:(1,1) n 8in(y/—Ant) + by, cos(y/—A t)) vn(1)

(2.17)

ml = ||M8

<a
ZCke“"tvk( ) =10,
€%

where

Up = —Ug, n=1,2,..

On the other hand, the distribution of eigenvalues /-, is given in [2] (Theorem 9,

p. 303) by
V—=A, =nm + O(l),

n

n—lmloo (.\/—/\n+1 — \/—/\n) =7 >0.

which implies that

Now, let -
n=N
= Y Cne*'v,(1), t > 0.

n=—N
We know from (2.17) that

lim Sy(t) = 0 uniformly in t € [-T,T].

N—+o0

Then, using Ingham’s inequality [1}, we deduce that there exists a constant v > 0

such that
n=N

T
> | Can(1) P<y [ 1 Sw(t) [ d.

n=—N
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This implies, when N — +co, that

> 1 CGVi(1) P<o.

keZ

This means that C'y = 0 for any k € Z and thus (g, ;) = 0. Therefore, the proof of
Theorem V.1 is complete. )

V.2.3 Proof of Theorem V.2 and Theorem V.3

Proof of Theorem V.2 . i) First, we assume that a(z) is monotone non-
increasing. Let us multiply equation (1.1) by 2z(Co + 8)y, + Coy ( where Cy, § > 0
are given later in (2.24) and (2.27) ) and integrate with respect to z and t. A
straightforward computation shows that

P M su2 1 (Co+ (64 Co)1 — 2%)) ag? — 5847 dede
L [+ (Cot (64 o)1 = 2%)) a2 — 5537 do

T 2 €2_ o L Aan(1
HCo+0) [ |00 - 55 L) + 85710
1 . (2.18)
== /0 [2(Co + 6)eyry. + Coyty]t;Tjdw

+Co [ leag (1, w(1,8) = e (0,0 (0, )] .

We need the following important inequality in H'(0,1) whose proof is postponed to
the Appendix. For any § > 1 and uw € H'(0,1), we have

/01 w*(z)da < (mﬂi 1) (1) + (azai 1) /01 2(z)de. (2.19)

It follows that

1 5362 9 566* 1
_5ﬂ/0 yz(a;,t)dit > - (0216—_1> ye(1,t) — mf—_—l-)-/o ayg(:c,t)d:c. (2.20)
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By means of Cauchy-Schwartz’s inequality and the monotonic decrease of E(t). we
obtain

_ / (Co + 8)zyeys + Coyy J] dl < My E(T), (2.21)
where Cis C
+ 0
M, = ma 9 )
1 ( Vo VB

Moreover, since a(z) is a positive monotone non-increasing function, we have
Az
Co+ (64 Co)(1 —2-2) > 6 +2C, vz € (0.1). (2.22)
a

Substituting (2.20), (2.21) and (2.22) into (2.18), we get :

Jo ) o (14200 = 220 )

T
+ (Co +6— 02—_—) / By?(1,t)dt

(2.23)
&
< MET)+(Co+0) [ 10,0+ e it a
T, ‘
+Co [ leag (51, ) y(1,1) = 1 (36(0,1)) (0, 1) .
We choose Cj as
| 586 § ‘
Cg—max{2a0(92_1),3+02_1}, (2.24)
so that 5304 5°
- — T 2
(5+2Co) a0(92—1) _>_ ) and Co+(5 p2 _ 3.

Then, we can rewrite (2.23) as
Tz'— 1 15
2 2 2(
/T 1 / 52 + ay?) dadt + 38 / )dt
< ME(TH) + Co+5)/ lyt 1,t) + (l)g 2 (y(1,1))| dt (2.25)

+Co /T " leag (we(L, 1)) ¥(1,8) = 1] (w0, 1)) (0, D] .
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Assume that €;6; # 0. (Otherwise, it is sufficient to consider one term). Applying
Cauchy-Schwarz’s inequality, we have for any ('3, Cy > 0

Coeag (ye(1,1)) y(1,¢) {02630392 (v:(1,8)) + C{zyz(l,t)],
‘3

[\DIP—‘

, (2.26)
—Coer  (4:(0, 1)) y(0,1) < 5

GRCEP (u0.1)) + g307(0.0).

On the other hand, a direct computation gives

1 1
V0,0 <SP+ [ [0+ —ayl(z.1)] da,

Qo
which implies together with (2.19) that

2 4

6 : 1 0 1
2 < 2 2., .

Using this inequality and (2.26), we find that

Co [ Teag (w1, (1, ) — 0 (30, (0, )]

1 T 1 1 Py 7
< ) 2 )
_anCf( _1>/ / ayd:v+ ( +C4(1+—0 -—1)>/T1 y(l,t)dt

C: [T
+20 [ [0 (w(1,1) + ECE (3(0,1))] .

Inserting the above inequality into (2.25), and choosing &, C5 and Cj such that

48 g4 2 \7' ., 1 x
= > (14—
0= (1+92_1) (1+92—1) Gz S\t (2.27)

C:>1/3,
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we get

3 T
/ / Sy? + ayx> dxdt -|— yi(1,t)dt
T

T ! : 2el (2
< BT+ [ (Co+ o + ((C(’a(*lf)ez ) o a

CZ 202 T ’
+—°61—4/Tl £ (4:(0, 2)) dt.

(2.28)

Since f and g satisfy the hypothesis (H1) in i) of Theorem V.2, we deduce from

(2.28) that
B [T
/ / Jyt + ayz dzdt + = 5 y3(1,t)dt

< MyE(Th) + TT2 [Maye(0,2) f(4:(0, 1)) — Maye(1,£)g(ye(1,¢))] dt,

with 2 220
0051047727 M, =
2m N3 N3

Using once again (2.19), it is easy to see that

M, =

(Co + 9) N i [ (Co+d)e; N CeelC?
a(l) 2 '

By*(1,t) + 5/ ayxdw > M, /1 (,@y2 + ayz) dz,

where J is given by (2.27) and M, = (92 1)—1 min (8, B/||a||e) -

Then, combinating the two last inequalities with (1.4) gives

T M
E(t)dt < —E(T

[, E@dt < FET),
with Mo M
C min(24, M) and M = M, + ma.x( - 2 63>

1 €

Fma,lly, thanks to a classic result ( Theorem 8.1, p. 103, [17]) , we obtain

E(t) <exp(l-— %)E(O), vVt > 0.

We have thus proved the first part of Theorem V.1 with w =

ol
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Now. if the mass density a(x) is non-decreasing then using the multiplier
2(x = 1)(Co + 6) y» + Coy we can prove exponential stability in the same way.

ii) For the sake of clarity, we assume that ¢ = —f without loss of generality.
Moreover, we assume as in i) that a(z) is monotone non-increasing and €;e; # 0. We
define a functional

p(t) = 2/01 (éo + 5) zyyedz + 2C, /01 yeydz, (2.29)

where C and § are positive constants. As in the proof of i), we can show that there
exist positive constants Ko, A1, K3, K3 and K, such that for any t > 0,

()| < KoE(1), (2.30)
pt) < —KQE() + Kay?(1,) + Kaf? (yi(1,1)) + Kaf? (ue(0,2)). (2.31)

Given € > 0, we introduce ( see [10], [14] and [15] ) the perturbed energy by

-1

Ec(t) = E(t) + ep(t) (E(2)) 7 . (2.32)

This together with the monotonic decrease of E(t) implies that for any M > 1,

N

M™% (E(t))F < (B(t)) < M (E,(t)T, (2.33)

with ¢ < K5 (E(0)) T (1 - M~#1).
On the other hand, from (2.31) and the hypothesis (H2) of Theorem V.2 (ii), we get
p(t) < —K1E(t) + Ksy;(1,t) + Kanj (y:(0,1))*, (2.34)

where . -

Ks = K, + K377§-
In addition, from (2.32) we have

BAt) = E(0) + 66(t) (B@)T + ¢ (252) o)) ()T (2.35)



V.2. Proof of the main results 137

Plugging (1.4), (2.30) and (2.34) into (2.35), one obtains

. —1 p=1 )
Bt < (1= L5 (BONT) (—enl0.07(00.)) ~ (10 f(we(1.)

+ e(Et)= (—KlE(t) + Ksyp(1,1) + Km;yf(o,t)) (2.36)

If y?(1,t) > 1, it follows from hypothesis (H) and (H?2) that

€ IX’5 p=L

eKs (E(1)T y2(1,1) < L2 (E(0) = (1,0 f((1,1)). (2.37)

But, while y7(1,¢) < 1, using Young’s inequality we have for any constant B > 0

. =1 2 1 —-~1 1
B (BT 42(0,0) € () |,0) 4+ (1) B8 (0

This implies thanks to (H2) that :

eKs (E(6)™ y2(1,1) < 2 _(KsB)T (L, F (1, 6) + 2L BB (B (1)) %
: ’ ? - ’ 3 € Lo 2
5 Yt p+1 m Yt Ye v P+ 1
(2.38)
Combinating (2.37) and (2.38), one has
_ —1 -1 _ptl +1 e
ehs (BT 20,0) < ¢ (L21) B8 (B0 + Kan(L 0 Sl 0), 239
where 7 »
eKs =1 2 (KsB)%
K= £ (B(0) 5 +
5= (£(0)) I R—
Similarly, one can prove that
-1 _—_ 1 1 1
eRunf (BT 20.) < ¢ (257) B8 (B0 + K50 0,0600,0), (240
with "
exi
.. eKyn? p=l 2¢ (K4niB)
K:=—"—=(E(0)) 7 + .
A e

Inserting (2.39) and (2.40) into (2.36), we obtain
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K (B0 + K) 50.)/(31(0.0)

LK (B(0))F + K2) w1 1) fluil1.1))

This implies that
+1

E.(t) < —pe(E()F, (2.41)

provided that B is chosen such that for some p > 0,

p—1 _p#l .
2| ——= | B "~ - K, <—u<0,
(p-i—l) 1S —H4

and ¢ is chosen as follows
—e1 + e 52K (E(0)) 7 + K
{ —e; + 6,252 K (E(0)) 7 +
Finally, we deduce from (2.33) and (2.41) that
Bi(t) < —peM™3 (E(1)F . (2.42)
Moreover, we claim that
if £(0) > 0, then E.(¢) > 0 for any finite time ¢ > 0. (P)

( For the proof, see the Appendix.) Solving the above differential inequality ( where
we can divide by E,(t) thanks to (P) ) and using (2.33), we get

E(t) < M¥T (E(0)) (1 + wt) 7T, Vit >0,

with

This proves the second part ii) of Theorem V.2.
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i) We just give a sketch of the proof, for it is analogous to that one of ii).
First. we introduce for € > 0 the perturbed energy by

E.(t) = E(t) + ep(t) (E(1)) =

Choosing ¢ sufficiently small, we can obtain
M5 (E(2)F < (B)T < ()%

Now a straightforward computation similar to ii) shows that

B(t) < M5 (B(0)) (1 +wt) ™5, vt >0,
with
l—p _ » =p
= —2p—M T pe(£(0))
The proof of Theorem V.2 is thus complete. 0

Proof of Theorem V.3 . We will show briefly the first assertion i). The others can
be proved in the same way as in the proof of Theorem V.2.
We consider the function

T T al‘
o) = | exp L]z
It is easy to see that

#(0) =0, ©(z)>0 Yz € (0,1],
w21, a ( ) > 1.

Doing similar computation as in (2.18)-(2.28) with the multiplier oy, + Cy, we show
that there exists a constant K™* > 0 such that

) do,  Vrelo1].

IS

/T2 E(t)dt < K*E(Ty)

T

/ [ -0 +2] 2+ (—Cg; 2y a¢(1)> ay2ded.

Go 2a,
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Oune can verifies that

e 02 * ,
— [——“0(1) (1 + '74)) + Cex 4} 7__6?;2';2,@+ ﬂ)

€ (1 2m o« 2

+2 sup (C* (f/(B Cﬁ(l—}— ))

Then, by choosing C as follows

S e CR) 250
) ap(l)
- = <
Co + . + 20y = 0,

we deduce that

T
/ " E(t)dt < K*E(T)).
T

The exponential stability is now obvious. O

Remark V.1 . In applications, we may meet mass densities a(z) which are mono-
tone by parts in (0,1). For ezample, the mass density given by

a(e) = p2+ (&~ 1/2)°,  Vze[0,1]

is monotone in each interval (0,1/2) and (1/2,1). It is interesting to treat this case.
Actually, we can extend our results to this case. Assume that there exists zo € (0,1)
such that a(z) is monotone non-increasing (resp. non-decreasing ) on (0,z) and
monotone non-decreasing (resp. non-increasing ) on (zo,1). We define on [0,1] a

function ¥ (resp. v) by
P(z) = 2(zo — ) (C +68) (resp. P =2z — o) (C +6)),

where C_and § are two positives constants. It is obvious that (resp. J)) is positive
(resp. negative) on (0,z0) and negative (resp. positive) on (z0,1)). With suitable
constants C' and &, we show that the multiplier 1y, + Ciy (resp. Yy + Ciry) allows
us to obtain Theorem V.2 with an analogous proof.
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V.3 Conclusion
In this paper, we have shown that a nonlinear boundary velocity feedback is
sufficient to stabilize asymptotically the considered vibrating equation. Moreover,

under growth conditions on the feedback, the uniform and the rational decay rate of
the energy is also estimated.

Appendix
Proof of (2.19). For any u € H*(0,1), one can verify that :

/01 ui(z)dr = /01 (/lz(u2(§)) d§+u2(l)) dz
= w2 [ [ ule) ue) de o

_ +2// “’55 dt dv, VOER.

Then, applying Cauchy-Schwarz’s inequality, we have:
1

[ e de <)+ [uate) de+ o [Mure) de,

which implies that

(1 - 91—2) /1 u?(z) dz < u?(1) + 62 /01 ul(z) dz.

Then, for any 6 > 1

/01 u’(z) de < (azai 1) u?(1) + (afi 1) /01 ul(z) dz.

We have thus proved (2.19). m

Proof of the claim (P). Doing similar computation as in (2.42), we show that
there exists constants ( depending on € ) ¢, ¢§ > 0 such that

el

) |
7 (B0 + 4B(1) > ¢ (B0 (3.43)
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Indeed, (2.35) implies that

pzt

E(t) > E(®)—¢|p(t) | (E@)>

+e(B2) 1ote) | ey (B0

By the use of (2.30)-(2.34), the above inequality becomes

E(t) > E() <1+e<p;—1) I{'O(E(t))'p;_l)

- 61{1 (E(t))% - C(E(t))%l (A’5yt‘2(17 t) + [(477§yt2(03 t)) s

and thus by (2.39)-(2.40) with B =1,

- - PN e men®E) e (K 40 (22 o
E(t) > E() (1+e(—2_) Ko (E(t)) ) (Ix1—|—2(p ))(E(t))
— K7y(0,8) f(y:(0,8)) — Keye(1, 1) f(we(1,2)).

This together with (1.4) implies that

() 2 B (1+¢(257) Ko (BO)F + I:_; N f:_lv)
- ¢ (Kl +2 (%;_i)) (BN (3.44)

The differential inequality (3.43) follows from (3.44) with

. p—l) e K& Ki . (. .o(p=]
¢1_1+e( ) Ko (EO)T + 22+ 20 g =c(Kt2(29) ).

On the other hand, using (2.33) we get
E(t) < MPT (E(t) + ¢ E(1)

This implies together with (3.43) that

LE) >~ (B0) T, (3.45)
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where

{ E(t) = Ed(t) + ¢ E(t),
(3.16)

1
£ _— At AL
¢ =c5Mz.

Since E(t) and E((t) are non-increasing ( see (1.4) and (2.42) ), then it is the same
for E.(t). Moreover, it is easy to show that (3.45) leads us to

d |- b ezl
p [Eg(t)exp (/0 5 (EE(T)> d'r)] > 0.
Since E(0) > 0, we deduce from (2.33) and (3.46) that E.(0) > 0 and
- ¢ N p=1 ~
E.(t)exp ( / ¢ (E(r)) dT) > E.(0) > 0.
0
Using the monotonic decrease of E.(t), the above inequality gives

=1 ~

E(t) > exp (—cf1 (EE(O)) : t) E.(0) > 0, vt > 0.

Then the claim (P) follows from (2.33) and (3.46).
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Abstract. This paper deals with nonlinear feedback stabilization of a flexible
beam clamped at a rigid body and free at the other end. We assume that there
is no damping and the feedback law proposed here consists of a nonlinear control
torque applied on the rigid body and either a nonlinear boundary control moment
or a nonlinear boundary control force or both of them applied at the free end of the
beam. This nonlinear feedback, which insures the exponential decay of the beam
vibrations, extends the linear case studied in [16] to a more general class of controls.
This new class of controls is in particular of the interest to be robust.

Key words. Rotating body-beam, Nonlinear control, Exponential stability.

VI.1 Introduction and main result

The purpose of this paper is to study the nonlinear feedback stabilization of the
system presented in the figure VI.1. This system has been introduced by Baillieul
and Levi [2]. It consists of a disk (D) with a beam (B) attached to its center and
perpendicular to the disk plane. The disk (D) rotates freely about its axis and the
motion of the beam (B) is confined to a plane perpendicular to the disk (see fig.
VI.1). In this paper, we take a nonlinear control torque exerted on the disk (D) while
a nonlinear boundary control moment and/or a nonlinear boundary control force are
applied at the free end of the beam (B).
As in the linear case [16], we will show that in our case, the system is still stabilizable.
The stabilization problem of the body-beam system has been extensively studied
in the literature [2], [6], [24], [25], [17], [18], [19] and [1]. In [2], the authors showed
that with structural damping and without control, the body-beam system has a fi-
nite number of rotating equilibrium states. Later, Bloch and Titi [6] showed that
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\_/

Figure VI.1. The body-beam system.

for the more difficult case of viscous damping, a linear inertial manifold exists for
the body-beam system. By taking into account the effect of damping, it was shown
in [24] that for any constant angular velocity smaller than the critical one, an expo-
nentially stabilizing feedback torque control law was proved. Recently, exponential
stabilization of the body-beam system was established in [16] as soon as one of the
two linear boundary controls (force or moment) is present at the free end of the
beam with the control torque of the disk. The contribution of this paper consists of
extending the class of controls proposed in [16]. In fact, our work is motivated by two
arguments: First, the interest of such an extension is to highlight the robustness of
controls. Actually, a minimum degree of robustness is needed in applications since no
sensors neither actuators can provide an infinitely precise linear control as required
in [16]. Second, a wide class of controls is provided. For instance, this helps us to
avoid eventually some saturation phenomena in the actuators.

The paper is organized as follows: in section 2, we deal with notations and main
result. The section 3 is devoted to a sketch of proof of this main result. We postpone
in an Appendix the nonlinear basic theoretic tools used for the body-beam system. |
The body-beam system is modeled by
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PYut + E]yra:a::c = pw2(t)y3
y(Oa t) = yr(oa t) = 07
Yea(l,t) = Fl(t)a

yzrz(Lt) = Fg(t), . (11)
1) = 3(t) — 21000(1‘)/0 y(8)ys(t)da
Iy + ,0/01 y(t)*da ’ i

where the positive constants EI,p and I are respectively the flexural rigidity, the
mass per unit length of the beam, and the disk’s moment of inertia; w(t) is the
angular velocity of the disk at time ¢ and the length of the beam is chosen as L = 1.
Moreover, I'y(t), I'2(t) and ['3(¢) are respectively the moment control, force control
and the torque control to be determined so that the solution’s energy of the resulting
closed-loop system decays to zero in some functional space.

In this paper, we propose a stabilizing nonlinear controls. More precisely, given
w™ € R our candidate for feedback control is

[i(t) = = fy2(1,2)), Ta(t) = g (1:(1,1)), Ts(t) = —7(w ~ w"), (1.2)

but this time contrary to [16], f,g and v are nonlinear real functions satisfying the
following assumptions F1), F2) and F3)

F1) f+g#0and f,g € {h € C°(R);h is increasing; h(0) = 0}.
F2) There exist nonnegative constants Ly, L, and L3 such that L; + Ly > 0 and

Lile|<|f(z)|<Ls|z| and Ly|z|<|g(z)| < Ls|z], VzeR.

F3) The function « is Lipschitz on each bounded subset of R and for some Ly > 0

9

A2)z >0, |v(z)|>Lslzl, VzeR.
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The conditions F'1)-F2) ensure in particulier the presence of at least one control at
the flexible beam. For the phase space of the system, we take the real Hilbert space

X=HxR=H?x L[*0.1) x R,

equipped with the inner product

<(u7 U, f)? (ﬁ’ v, g))z\’ = <(ua v), (fL, ﬁ))'l-l + Ega

where for n € N,
Hy = {u € H*(0,1); u(0) = u,(0) = 0}

and the space H is endoweded with the inner product

1
((u,v), (4,0))y = / (Elumﬁm — pw* i + pvfz) dzx.
0

Note that the norm induced by this scalar product is equivalent to the usual one
of the Hilbert space H%(0,1) x L*(0,1) provided that | w* |< \/9EI/p (see [16] for
details). '

Set ® = (y, z). Then, the closed loop system (1.1)-(1.2) can be written as follows

(1) + A®(t) + (0, (" — 2 (B)y(t)) =0,

o) = 2 (w(t) —w") = 2p w(t) <y(t), 2(t) >r20) (1.3)
I+ plly()lI220,1) ’

where the nonlinear operator A is defined by

A — 4 2. Yao(l) = —f(22(1)),
D(A) - {(yaz) € Ho X HO’ yam(l) — g(z(l)) }’ (1'4)

and

~ I
A(yv Z) = (—Z, ETya:.ra::z - w*2 ) . (15) .
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We note that the domain D(4) is not a linear space. Now, let us introduce the
subsystem

{ ®(t) + Ad(t) =0, (1.6)

®(0) = ®,.

In return, it is easy to verify that the system (1.3) is equivalent to the following one
(9(),0()) + (A+ B) (2(1), w(1)) = 0, (1.7)

where

A(®,w) = (A®,0), with D(4) = D(4) x R,

— —w) —2pw(t) < 2 1.8
B(®,w) = (0’ (w*? — W)y, ¥ {w —w*) Pw(z) <y,z>L (0,1)) | (1.8)
[d+P||y||L2(o,1)

Unfortunately, it is not clear that the system (1.7) is well posed since the classical
theory of perturbation can not be applied in our framework. This is due to the
nonlinearity of the operator A and the lack of accretivity of the operator B.
On the other hand, for our system, we see that the nonlinearity of the operator A
occurs in its domain which is not a linear space. Really, this is a very bad case of
nonlinearity since in view of the previous features, the following tools fail: first, the
classical Duhamel’s formula as well as the nonlinear Duhamel’s variation of constant
formula obtained in [3]; second, the usual arguments of [8] and [20] about the density
of the domain. In return, the known results of M. Pierre ([21], pp. 126) ensure
the existence of local solutions of CP(z° A, B,T) and all the problem is to show
that these solutions are global. We postpone in Appendix some indications on the
mathematical tools needed to treat this situation.

The main result of our paper is the exponential stability of the global system
(1.7). .Of course as in [16], the decay rate, although exponential, is not uniform. The
following theorem generalises the results of [16] in the sense that if the controls are
linear in (1.2), we find again the result of [16]. Our main result is

Theorem VI.1 Suppose that |w* |< \/9EI/p. Then under the hypotheses F1)-F3),
for each initial data (®g,wo) € D(A) the solution (®(t),w(t) — w*) of the closed-loop
system (1.7) exponentially tends to zero in X ast — +oo.
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VI.2 Proof of the main result

VI.2.1 The subsystem (1.6)

We start with the following proposition

Proposition VI.1 . Assume that | w* |< VIEI]p and that the hypothesis F1)-F2)
are satisfied.

1) The nonlinear operator A defined by (1.4)-(1.5) is m-accretive in H with dense
domain. Thus —A generates a contractive semigroup e At

2) The semigroup e —At s asymptotically stable in H.

3) Let @ be the solution of (1.6) stemmed from ®, € H. Then there exist constants
M, i >0 such that

1))l < Me™™| |, vt > 0.

Sketch of the proof of Proposition VL.1.

1) One can easily check that, under the hypothesis F1), A is m-accretive. We point
out that the density of D(A) in A is not obvious since D(A) is not a linear space. So
the proof of this density is not standard and needs the condition F2). Then, the rest
of the first assertion 1) is a consequence of the method of Brezis [8].

2) Since the nonlinear semigroup e=4* is contractive and since D(A) is dense in H,
it suffices to prove the stability for any initial data ®, = (y0,25) € D(A). This can
be obtained by using the LaSalle’s invariance principle [15]-[12] and an adaptation of
computations of [9] . :

3) As in the proof of 2), we may assume that &, = (yj, 29) € D(A). In order to use
the multiplier method, let us define a functional

1
t) = 2/ TYydz.
0

Next, given € > 0 we introduce as in [10] and {22] the perturbed energy by

E(t) = Ev(t) + €€(t), ¥t 2 0,

where
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1 .
Ex(t) = 3ly(®). =) 1%

Using F'1)-I'2), we show after a careful computation that there is a positive constant
K > 0 such that
E‘(t) < —2M~ 1 KE“(3).

Solving this differential inequality, we get the required exponential decay with

p=2M"%K.

We are going to indicate, in the next subsections, a sketch of proof of Theorem V1I.1.
For this, we need the hypotheses and the results of Appendix.

VI1.2.2 Well posedness of the global system (1.7)

First, we have shown in Proposition 1 that the operator A defined by (1.4)-(1.5)
is m-accretive in ‘H with dense domain D(fl) We deduce thus, from (1.8), that the
operator A is also m-accretive with dense domain D(A) in X and thus the hypothesis
HI) cited in the Appendix is satisfied. Second, thanks to F3) , the operator B defined
in (1.8) is Lipschitz on bounded subsets of X and therefore B satisfies the hypothesis
HII) of the Appendix. Third, the Lyapunov function V given in (2.1) (see the next
paragraph) ensures that the hypothesis HIII) of the Appendix holds. We deduce from
Theorem VI.2 given in the Appendix, that for any (®o,wp) € X, there is a unique
solution (®(t),w(t)) € C ([0, 4+o0]; X) of the system (1.7).

Remark VI.1 This solution (®(t),w(t)) is a strong one if (Dg,wp) € D(A).

VI1.2.3 Exponential stability of the global system (1.7)

As in [24] and [16], consider the function V : X — R* defined by
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(W51
(1}

(D, ):~{Id(w w" —w*z/ pyzdr—{—/ (pz* + Ely? )dz + (w—w /py dr}

We claim that this function is a reasonable choice of Lvapunov function . Indeed, it
1s easy to check that

V(®,w) > KI|(®

X

for some positive constant K. On the other hand, using the Remark VL1 and the

assumption (F), a straightforward computation shows that for any initial condition
(@0,(.&)0) € D(A)a

(fi_‘t/((b’w)(t) = _EI [yrt(l’t)f(y:ct(lvt)) + yt(lat)g(yt(lat))] (22)

—(w(t) = whr(w(t) ~w*) <0,

for a.e. ¢ > 0. Thus, the function ¢ — V/(®,w)(t) is non increasing on [0, +oo|.
Now, one will restrict oneself with the system

(1) + (A+ B)o(t),

where ® = (y, z) and 3 .
B2 = (0, (w** — w?)y).

It is obvious that the operator (w*? — w?)B has the property

1w =) BO(t)|ln < w** — W[ @)

From (2.1) and (2.2), it results that w* —w € L?([0,00[;R) N L* ([0, 0[; IR) and
thus the condition (HV) of the Appendix holds with u(t) = |w*? — w()?|. (Really,
we have the stronger condition limy 4o w(t) = w*). Therefore, as we have shown,
all the assumptions of Theorem VI.3 of the Appendix are satisfied. Thus, there exist
positive constants M and & such that

@)l < Me™, ¥t > 0.



156 VI. Non Linear Feedback Stabilization of a Rotating Body-Beam System

Finally, returning to the second equation of (1.7) and using F3), we prove analogously
to [24] and [16] that w* —w tends also exponentially to zero . This ends the proof of
Theorem 1. O

APPENDIX

Let X be a real Banach space and T € IR}. This part deals with evolution
inclusions of the following type,

0 [ #(t) + Az(t) + B(t,2(1)) 3 0, t € [0, 7],
CP(z°, A, B,T) = { 2(0) = 2 € DUA) - X

In general when the unbounded (multivalued) operator A is nonlinear and the
everywhere defined operator B is non accretive, it is not clear that C P(z°, A, B, T)
is well-posed. Indeed, the known results in the literature in such a situation ask addi-
tional assumptions as for instance the equicontinuity of the semigroup e~** generated
by the operator —A (see [7], [13], [14], [23]) or more general topological assumptions
[11]. But these kinds of assumptions on the semigroup e~** did not hold for the
studied body-beam system. In order to overcome these difficulties, we had to use a
result due to M. Pierre [21] and which is based on the fixed point method.
We will introduce in this paragraph the following hypotheses

(HI) A is a multivalued unbounded nonlinear m-accretive operator with domain D(A).

HII) B is locally Lipschitz on [0,7]-x X and bounded on the bounded subsets of
[0,7] x X.

HIII) For every z° € D(A), there is a constant C(T) such that for all Ty € [0, T,
each solution z of C'P(z° A, B, Ty) satisfies [|z(t)]| < C(T), Vt € [0, Tp).

The solutions of CP(z° A, B,T) will be understood in the following "weak"
sense:

Definition VI.1 The continuous function . is a solution of C P(z° A, B,T) if it
is the mild solution of the quasi-autonomous problem

2(t) + Az(t) > —B(t, z.(t)), t €[0,T],
{ z(0) = z° € D(4) C X.
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The Theorem VI.2 below extends the well-known Picard-Lindeloff-Lipschitz Theo-
rem.

Theorem V1.2 Assume that (HI), (HII) and (HIII) hold. Then. for 2% € D(A). the
problem CP(z° A, B,T) has a unique solution S(¢)2° and the function z° — S(t)a®
is continuous on D(A), for all t € [0,T).

The second result of the Appendix is the exponential decay of |lz(¢)|| where x is
the solution of C P(z°, A, B, +00). For this, we introduce the two following conditions:

(HIV) The problem C P(2°, A, B, 4+0) has a unique solution z (that is CP(z° A, B, T)
has a unique solution for all 7' > 0).

HV) There is a locally integrable positive real valued function pon [0, 400 satisfyin
g

) §+5
1Bt 2] < Ollz()l, and Jim [ p(r)dr =0, ¥6 > 0.

Theorem V1.3 Assume that the nonlinear semigroup e~4" generated by the opera-
tor —A is exponentially (uniformly) stable. Then, under the. hypotheses (HI), (HIV)
and (HV), there exist positive constants M and x such that

lz(®)|| < Me™™, ¥Vt > 0.

Comments on Theorem VI.2. First, we know that there exists a unique
local solution z(-) of CP(2° A, B,T) (see pp. 126 of [21]). Then following the same
computations, we get thanks to (HIII) and Gronwall lemma the global solution of
CP(2° A, B,T).

Comments on Theorem VI.3. We show thanks to Bénilan’s integral inequalities

(see [4] or [5]) and Gronwall’s Lemma that for any ¢ > ¢,, we have

¢
lz(®)ll S Myem03 e+ B|[z(10)]),

where the constants M;, wq, § and ¢, are chosen as follows:
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le™¥| < Mye=,
wo > max(l,w;),

1 6> w—ll-(ln M + 2wy),

45
| nlridr < 2o e 4,
\ J¢ oewo
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VIl

Perspectives

En nous appuyant sur notre application 1’échangeur thermique, un premier axe de
recherche serait d’examiner le cas o les coefficients de ’échangeur ne sont pas con-
stants. On est alors en présence de systéme hyperbolique linéaire & coeffients variables
en fonction de z et t. Il serait intéressant de dégager un théoréme général qui re-
groupe notre résultat (Théoréme II1.2) et celui de Xu [74].

Dans le méme esprit, on peut se demander dans quelle mesure les techniques de régu-
larisation et des caractéristiques pourraient s’étendre dans ’'un des cas suivants:

i) le systéme hyperbolique est au moins de dimension deux en espace, 1.e, les coefli-
cients varient en fonction de deux variables espaces (1, ;) € (0,() x (0,1) et de la
variable temps ¢.

ii) le systéme hyperbolique (3 une seule variable espace) est non linéaire.

Pour le premier cas, on pense qtie 'outil de base serait les surfaces caractéristiques et
les courbes bi-caractéristiques. Néanmoins, il n’est pas évident d’adapter les mémes
techniques du chapitre III.

Concernant le deuxiéme cas, nous avons actuellement des réponses partielles si le
terme borné B du systéme est non linéaire ou bien si les conditions aux bords sont
non linéaires mais dissipatives.

Un autre axe de recherche serait d’étendre a 1’équation de plaque le résultat de sta-
bilisation uniforme du chapitre IV (partie 1). Ceci donnerait une réponse compléte
a la question de Rao [62]. '

De plus, il est tout a fait logique de savoir si la condition m > 1/3 est incontournable
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pour avoir la stabilité du systéme (7.8) (voir Théoreme IV.13).

Il serait aussi intéressant de savoir si les fonction propres de l'opérateur contrélé du
chapitre IV (partie 2) forment une base de Riesz, ce qui permettra de déterminer le
taux de décroissance exponentielle du systéme considéré.

En outre, nous avons démontré au chapitre V la stabilisation uniforme et rationnelle
d’une équation de vibrations (sans frottements) sous la condition de monotonie sur
la fonction raideur a(z). La question qui se pose est: est-ce que les résultats restent
valables si a(2) n’est pas monotone.

On se demande également si nos résultats de stabilisation uniforme et rationnelle du
chapitre V sont conservés dans le cas ot le coefficient 3 est une fonction positive de z.
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