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Notations

E(t) dérivée de E(t)

fn fonction régularisée de /
-\' convergence faible
5 convergence faible x
Js résolvante de I'opérateur A

D(A) domaine de I'opérateur A
D(A) adhérence de D(A)

Irn(A) image de I'opérateur A
p(A) ensemble résolvant de I'opérateur A
o(A) spectre de L'opérateur A

A* adjoint de I'opérateur A
I I'application idendite

Hi  { f  e  H"(0 ,1) ;  / (0 )  =  " t (0)  
:  0 }  ,  n  :2 ,3 , . . .

L(8, F) espace des opérateurs linéaires continus de E dans .F
ch fonction cosinus hyperbolique
sh fonction sinus hyperbolique

O (f (k)) une fonction g tel le que ls(k)l  S Clf (k)l  avec C une constante
indépendante de k

SteÀ partie réelle de la valeur propre À
arg(\) argument du complexe À

aT tansposé du vecteur u

l l l l"" norme de .L-
l l  l l ,  norme de L2

( )x produit scalaire dans I'espace X
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I

Introduction Génêrale

L'étude de la stabilité et de la stabilisation des systèmes a fait I'objet au cours des
dernières années d'un très large développement dans la qualité des résultats ainsi que
leurs applications. Beaucoup de ces résultats concernent les systèmes à paramètres
localisés: systèmes décrits mathématiquement par des équations différentielles or-
clinaires linéaires ou non linéaires. En réalité, un grand nombre de systèmes sont
tels que les variables caractéristiques sont des fonctions de la variable d'espace: ce
sont les systèmes à paramètres répartis ou distribués. Sur le plan mathématique, ce
type de systèmes est régi par des équations aux dérivées partierlles ou intégrales ou
intégro-différentielles. L'étude même de I'existence des solutions de ces systèmes pose
de nombreux problèmes.
Par ailleurs, l'étude de la stabilité des systèmes est basée sur leur comportement
asymptotique au voisinage de I'infini. D'autre part, la stabilisation est une notion
qui consiste à assurer, en boucle fermée, des objectifs de stabilité, de régulation etc.

Llensemble des travaux présentés dans cette thèse a pour objet l'étude de la
stabilité et Ia stabilisation de ceitains systèmes à paramètres répartis.

Le chapitre II est consacré à la présentation des brefs rappels sur la théorie des
semi-groupes d'opérateurs linéaires et non linéaires. Celle-ci représente un outil de
base pour I'étude de l'existence et de la régularité des solutions d'une large classe de
systèmes d'évolution. Ott y trouve également le concept de Ia stabilité des systèmes
d'évolution considérés. On rappelle enfin le principe d'invariance de LaSalle et les
résultats standards sur le comportement asymptotique d'une classe de semi-groupes
linéaires et non linéaires.

' Au chapitre III, on aborde le problème de la stabilité exponentielle d'un sys-
tème composé de deux échangeurs thermiques à contre-courant. C'est un procédé
courant dans l'industrie de transformation (gênie chimique, génie des procédés, éner-
gitique,..). Le phénomène de transferts thermiques se modélise par des équations aux
dérivées partielles que nous formulons sous une forme abstraite de systèmes linéaires
hyperboiiques à coefficients dans .L-. Cette approche nous a permis de mener une
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ltude 
théolique cle la stabilité exponentielle cl'une classe cle s,r,,stèmes hvperboliqr-res.

En effet, on montre dans un cadre assez lalge la stabiiité exponentiell; à" systèmes
hypelboliclues à coefficients clans I*. Ainsi, nous améliorons les rés'ltats bien con-
nus de [58] (dans le cas d'une seule variable espace] et [66]. Enfin, nous acloptons ces
résultats théoriques obtenus au système d'échangeurs thermiques. Ceci donne une
r'éponse posit ive à la question posée par J. p. Gauthier et Cl. z. Xu [31].
Ce travail a fait l'objet d'un article qui sera présenté à" IEEE Conf. on Decision aid,
Control 98 [76].

Le chapitre IV traite la stabilisation frontière d'un système hybride clui peut être
vu comme une variante du modèle SCOLE. Celui-ci a été introduit pal les ingénieurs
de la NASA pour modéliser certaines structures de I'aérospatiale. Il est composé
d'une poutre flexible de longueur L :1, encastrée en I'une de ses extrémités alors
qu'une antenne rigide de masse rn est fixée en son extrémité libre. Les vibrations
élastiques de la poutre sont régies par une équation aux clérivées partielles (modèle
d'Euler-Bernoulli) tandis que les oscillations de I'antenne sont gouvernées par deux
écluations différentielles ordinaires (équations de Newton-Euler). Il existe pour ce
système deux contrôIes, à savoir le contrôle moment 01(l) et le contrôle force 02(l)
appliqués à I'extrémité libre de la poutre.
Des résultats de stabilité forte mais non uniforme ont été obtenus par des feedback
usuels [49], [60]. Ce même résultat a été établi avec des contrôles frontières à priori
bornés [70], [61]. En revanche, la stabilisation uniforme est assurée si le feedback
est d'ordre supérieur [60]. D'autres résultats ont été obtenus pour cles variantes du
système (voir [23], [62] et [63]). En effet, en négligeant le moment d'inertie J, F.
Conrad et O. Morgûl [23] ont établi la stabilisation uniforme du système moyennant
un contrôle de force dtordre supérieur appliqué sur la poutre. De plus, le
taux optimal de décroissance de l'énergie a été obtenu dans le cas orï ies coefficients
du contrôle vérifient une certaine relation [23]. Notons que ce même résultat de
stabilisation uniforme a été obtenu, moyennant deux contrôles, pour un modèle
simplifié (moment négligé) d'une équation de plaque [62].

L'objectif de ce chapitre est double:

Premièrement, traiter le problème posé par Rao [62], c'est-à-clire: trouver les contrôles
Ot(l) et O2(l) qui stabilisent le système dans là cas où le terme accélération de
I'antenne est négligé.

Deuxièment, répondre à la question suivante: Peut-on obtenir un résultat analogue
à celui de Conrad et Morgûl [23] si on applique seulement un feedback de moment ?



Concelnant le premier- problème (terme accélération négligé), on montre que le s;,-s-

tème consicléré est uniformément stabilisable par feeclback frontiére. Dans un premier

temps. on propose une loi cle commande (controle de folce ï contrôle de moment) cpri

stabilise uniformément le sl,stème. En se basant snr ce résultat, on montre également

la stabilisation uniforme avec seulement le contr'ôle cle force mais sous une certaine

conclition sur les paramètres physiclues du système. Cles cleux r'ésultats obtenus clon-

nent une réponse positive à la question posée par Rao pour le cas cl'une seul variable

espace (voir [62] et [63]). Cependant, on montle clue ce même système n'est pas

uniformément stabilisable par feedback de moment. Enfin, on présente une étude

asymptotique de la partie réelle du spectre de l'opérateur contrôlé. Ces résultats sont

illustrés par des simulations numériques.

L'essentiel de ces résultats a été résumé sous forme d'article sur le point d'être soumis

[16 ] .
Par ailleurs, on donne dans la deuxième partie de ce chapitre une réponse partielle

à la question posée ci-dessus. En effet, en considérant le système étudié dans [23],
nous montrons que celui-ci est uniformément stabilisable par un contrôle de moment.

L'avantage de cette loi de commande est qu'elle est simple, d'oldre usuel et donc

plus facile à réaliser en pratique. Afin de répondre à la question posée, on présente

une étude du comportement asymptotique du spectre de ltopérateur contrôlé et non

contrôlé. On montre aussi que les valeurs propres de grand moclule de I'opérateur

controlé sont algébriquement simples et isolées les unes des autres. Actuellement'

nous essayons de montrer que la famille des fonctions propres dt: I'opérateur contrôlé

est cluadratiquement proche de celle des fonctions propres de I'opérateur non contrôlé.

Ceci fait l'objet de travaux en cours.

Une partie de ces résultats a donné lieu à un article accepté pour publication at llth

World Congress of IFAC 1999144].

Le chapitre V est consacré à l'étude de la stabilisation par feedback frontière

non linéaire d'une équation de vibration modélisant un bras flexible en torsion de

longueur unité et de raideur variable.

Plus précisément, on s'intéresse à la stabilisation d'une équation de vibration où

deux termes sont présents: un terme de dissipation exprimant la présence des forces

de frottementsl et un terme dit de rrcompensationrr.

Ce bras flexible est supposé libre en ses deux extrémités où deux contrôles [/1(t)

et (12(t) sont appliqués. On montre que ce type de système est asymptotiquement

stabilisable par une loi de commande non linéaire dépendant seulement de la vitesse

aux bords, i .e,

I  ur ( t ) :  f  (y1Q,t ) ) ,
\  ur(r )  :  s@{L,t ) ) ,
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or\ .f et g sont des fonctions bien choisies.
De plus. on établit cles estimations du taux de décroissance exponentielle et rationnelle
de l'énergie selon les propriétés cles fonctions f .t g.
Ces résultats ont donné lieu à plusieurs publications: un article qui apparaîtra à
l'{onlinear Analysis TMAll7l, une note qui sera présentée au congrés CDC,gg [1g] et
\n rapport de recherche INRIA [Ig).

Au chapitre VI, on se pl'opose d'étudier le problème cle stabilisation par feecl-
back non linéaire d'un système rrobjet rigide i structure flexible, en rotation. Ce
s)'stème a été introduit par Baillieul et Levi [3] pour mocléliser certains systèmes de
I'aérospatiale (satellite avec antenne). Il est càmposé cl'un disque au centre duquel
est attaché perpendiculairement au plan de celui-ci une poutre flexible. Le disque
tourne autour de son axe et le mouvement de la poutre est alors confiné clans le pian
perpendiculaire à celui du disque. La dynamique du système est moclélisée par une
équation aux dérivées partielles non linéairement couplée avec une équation différen-
tielle ordinaire.

L'objectif de ce chapitre est de chercher des contrôles non linéaires qui sta-
bilisent le système de telle manière que la poutre reste perpendiculaire au disque
alors que celui-ci tourne à une vitesse angulaire cl* donnée.

On propose un contrôle non linéaire du couple appliqué au disque alors qu,un
contrôle non linéaire de force et/ou un contrôle non iirré"i"" du ,nàm"nr sont ap-
pliqués à I'extrémité libre de la poutre. On montre dans ce cas que pour toute vitesse
angulaire donnée c..r* inférieure à une certaine constante (depenàant uniquement des
paramètres physiques de la poutre), le système est exponentiellement stable. Ce ré-
sultat est une extension de la classe de contrôI". proporée dans [45] à nne classe plus
large' Cette extension n'est pas dépourvue d'intérêi pratique àun. lu mesure où Ia
classe de contrôles qu'on p.opo." plrmet de prendre Ln compte les phénomènes de
saturation des actionneurs.
Ce travail est présenté sous forme d'article qui sera présenté à" l4th World, Congress
?Ï IFAç 1999 U3l. Pour plus de détails, le lecteur pourru éventuellement consulter
[1a]  e t  [15] .



II

Gênéralités

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente brièvement Ia théorie cles semi-groupes d'opérateurs
l inéaires [55], [40], [11] et non l inéaires [10], [6], [73], [7]. On y rappelle aussi quelques
résultats importants pour ce qui concerne I'existence, la régularité'des solutions as-
sociées à une classe d'équations d'évolution linéaires et non linéaires. Enfin, nous
présentons des notions de stabilité des semi-groupes ainsi que la version du principe
d'invariance de LaSalle [a6] en dimension infinie [3a] et [27] qrr'on utilisera tout le
long de ce travail.

II.2 Semi-groupes d'opérateurs linéaires

Cette partie est consacré à un bref rappel de la notion de semi-groupes linéaires
et des résultats standard pour une classe d'équations d'évolution linéaires.

Soit X un espace de Banach. On notera par ,I I'application identité sur X.

II.2.L Semi-groupes continus

Définition II.1 Un semi,-groupe continu (Cs semi-groupe) d'opérateurs li.néaires
sur X est une famille de foncti,ons {^9(t)}r2s uérifr,ant:

t  s(o)  :  I  et  s( t )S(r)  :  S( t  1r) ,  Vt , r  2 o.
ii) fim1--.s+ S(t)r = r, Væ € X.

Définition II.2 On appelle générateur du serni,-groupe S(t), l'opérateur A défini

Po ' r :  

D(A \ : { *ex ' ' ' ^s ( t ) r - r "  
"1[ 

:' 
ÀT_ 

=-- existe]
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et  ponr  tont  x  e D( ,+) ,  Ar  :  l im7,-e+ s( t )g-x  .

Tlréorènre II.1 [55]. Soit S(t) un Cs semi-gro'upe sur X, .{ son générateur et t: ,un
élénrent de D(A). Alors
1) I l  e:r i .ste deur constantes Lt > | et,u;2 0 tel les que l lS(t) l l  < fuIe.t po.ur t ) 0.
9)  S i ( t ) t :  €D(A)  pour  tout  I  >  0 et  f tS( t \ r : ,4 ,_S' ( t ) . r , :  ,T( / ) ,4r .
9) ,t est u,n opérateur fermé de do,m-aîne den.ce clans X.

si c,,' : 0 alors le semi-groupe est dit uniformément borné et si cle plus M : 1
alors il est dit de contractions.

On rappelle que si A est un opérateur linéaire, l'ensemble résolvant de A est
I'ensemble des complexes ) pour lesquels .[ : (À1 - A)-t est un opérateur linéaire
borné.

Théorème II.2 (Hille-Yosi da). Un opérateur linéaire ,4 engend,re un Cs semi-groupe
de contractions S(t) si et seulernent si
1) ,4 est fermé de domaine dense.

2) La résoluante p(A) de A contientlR+ el l l , f i l l  S f,  V,l  ,  O.
^

Le théorème précédent donne une caractérisation du générateur d'un C6 semi-groupe
de contractions. Il existe des résultats de ce type dans des espaces de Banach. Ô"peo-
dant, on va se contenter d'énoncer deux autres caractérisations d'un générateur dans
le cas où x est un Hilbert sur IR muni du produit scaraire < , >:
Théorème II.3 (Lumer-Phillips) . Soit A un opérateur rle domair,e clense Eur un
Hilbert X.
1) si A est dissipatif ( (Ar,r) < 0, Yx € D(A) ) et s'il eriste Ào > 0 tel que
Im(ÀsI - A) : X alors A est générateur d'un Cs semi-groupe d.e contractions sur X .
2) Si A est générateur d'un Cs semi-groupe de contractions sur X alors A est d,issi,pati,f
et Im(ÀI - A) : X pour tout À > 0.

Corollaire II'1 . Soit A un opérateur fermé de d,omaine dense. Si, A et l,opérateur
adjoint A* sont dissipatifs, alors A engendre un serni-groupe Cs d,e contractions.

11.2.2 Groupe d'opérateurs bornés

Définition II.3 Soit X un espace de Banach. (Jn Co groupe d,'opérateurs bornés
sur X est, une famille t?(t)),.o d'opérateurs bornés de X d,ans X uérifr,ant:
i )  T( t  *  s)  :  T( t ) f  G)  Vs, l  €  IR,  e f  ?(0)  :  / .
ii) Iiml-sT(t)r : r )Vr e X.

Théorème II.4 (Stone) . Soit X un espo,ce de Hilbert. A est générateur d,,un groupe
d'opérateurs unitaires sur x si et seulement si A est anti-adjoint.
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(c)

I I .2.3 Equations d'évolution l inéaires

Consiclérons l'équation d'évolution suivante

( t 'Ul: Au(t),vl > o'( "

I  z (0 )  :  110 '

Le théorème suivant assure I'existence globale des solutions de ce problème dans le
cas or-l  I 'opérateur A est m-dissipatif ,  i .e., A est dissipatif  et Im()1-A) : X, VÀ > 0.

Théorème II.5 (Hil le-Ybsida-Phil l ips). Soit X un Banach et .4 un opérateur m-
di,s.sipatif dans X, de domaine dense. Alors il eriste rnr un'ique semi-groupe de con-
tractions S(t) tet que:
1)  Pour  tout  uo €D(A),u( t ) :  ^9( l )uo est  l 'un ique so lut ion t ' for te"  du problème de
Cauchy (C). De plus,

u  e  C( [0 ,  æ) ;D(A) )  n  C1( [0 ,  oo ) ;X ) .

2) Pour tout us e X, u(t) :  .9(f)us est I 'unique solution ttfai.blett du problème de
Cauchy (C). De plus,

u e C( l } ,oo) ;X) .

Pour la résolution des équations d'évolution linéaires non homogènes, on pourra con-
sul ter  [55] ,  [11] .

II.3 Semi-groupes de contractions non linéaires

Dans tout ce qui suit, on suppose, sauf indication contraire, que ?l désigne un
espace de Hilbert sur IR muni du produit scalaire ( , ) et de la norme ll ll. De plus,

A désigne un opérateur non linéaire (univoque) de domaineD(.4) C7l.
Cependant, la théorie des semi-groupes non linéaires existe pour des espaces

de Banach et la plupart des définitions et des résultats présentés dans cette section
demeurent valables pour un Banach ?l et un opérateur non linéaire multivoque A.

II.3.1 Notion d'opérateur maximal monotone

Définition II.4 . Soit A un opérateur non linéaire et À > 0.
i) A est dit monotone si,

(A*,  -  An2,æ1 -  *r)  )  0,  Vr1,  rz e D(A).

ii) L'opérateur Js: Im(I + ÀA) -+ 7{ est appelé résoluante de '4.
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Le letnme suivant ntet en ér'iclence une caLactérisation cl'uu opérateur. 'ronotone.

T:€firnl€ II.L [75J. []n opératezrr A est monotone s-qi po,ur tout À> 0. /a résoluanteJ; est une: contr.r.r,ction de Im(I * ÀA) dans ?t.

Définition II'5 [-ln opérateur A est dit marimal monotone s,il est ntarimal dansI'ensemble des opérateurs motzotones.

Le résultat ci-contre est fonclamental dans l'étucle des opérateurs maximaux mono-tones.

Propositionrr,l [10J. soit A un opérateur de ?1. Les propriétés suiuantes sontéq'uiualentes
i) ,4 est 'marimal monotone.
ii) A est monotone et Im(I I ÀA) : y.
i i i )  Pour tout À ) 0, Js est une contraction d,éfinie surTl tout entier.

rr.3.2 Semi-groupes de contractions non ri'éaires
Définition II.G [Jne famiile d,e. fonctions {.9(t) : 

./1 _+ T{, t > 0} e-st d,ite semi_groupe continu de contraction.s si:
l /  S(O; :  I  et  S(t)S(r)  :  ^9(t  {  r ) ,  Vt ,z )  0.
zil liml1s ,9(t)æ : r, Yæ € ?!.
i i i )  l ls( t ) r  -  S(t)y l l  < l l "  -  a l l ,  yr , ,y e ?t  et  Vt  )  0.

Etant donné un semi-groupe de contractions S(f ) sur ?l,on peut lui associer, comme
l"f l: 

cas linéaire (voir Définition II.2), un u"iq,r" génlrateur A. Deplus, on a alorsre Ineoreme sutvant:

ThêorèmelI.6 [6J. Soit S(t) un semi-groupe d,e contractions srff'H et soit A songénérateur. Si x est un élément de D(A) ators
1)  S( t ) t  <D(A) ,  Vt  > 0 et  la  fonct iont  -+ AS(t ) r  est  cont inue à,  dro i teszr  [0 ,oo[ .
2) S(t)r admet une dériuée à d,roite 

d n,.,
dtJ\t)r 

pour chaque t ) 0 et

d.+
}S( t )x  -  AS(t )x ,  V,  > 0.d t ,

)
3) 

,ffi9(t,)*: 
AS(t)r existe et est continue sauf pour un ensernble dénombrable d,eualeu'rs de t ) 0.



IL7. Semi-grottpes de contractions non linéaires

I I .3.3 Equations d'évolution non l inêaires

Soit -{ un opérateur maximal monotone sur ?{. Cionsiclérons l'éqLration cl'évolution
honrogène suivante:

I  rtr) +.{u(r) : o.
I  u (0 ;  :  40 .  

(PC ' )

On a le théorème suivant clui est bien connu lorsque ,,1 est linéaile (Théor.ème cle
Hil le-Ybsida).

Théorème II.7 [10]. Pour tout us eD(A), i l  e:uiste une unique fonction u(t) e 
'H

telle que
1)  u ' (0)  :  uo Êt  u( t )  e  D(A) ,  pour  tout  I  >  0.

rltt i,
2) ;  e L* ([0, *[ ;  t t )  et l l ï l l r ,*rro.-[ ;?r) S l lAuol l .'  

ctt  " dt "" \Lv'!

9) u,(t) est solution (forte) de (PC) p.p. szr ]0,oo[. De plus, u admet en tout
t € [0, æl une d,ériuée ù droite d #(ù + Au(t) :0 pour tout t ) 0.
4) La foncti,on t -+ Au(t) est continue à, droite et la fonction t ' -+ l lAu(t)l l  est
décroissante.
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Renrarque II.1 . On designe par S(t) le
l'application contractante us -+ u(t). On
groupe continu de contractions sur q4

engend,ré par -A.

prolongement par continuité ù D(A) de
uérifie aisérnent que ,S(t) définit un semi-

On dit alors que .9(f ) esf Ie semi-groupe

Dans les applications, on rencontre de nombreuses équations avec un second membre.
C'est la raison pour laquelle on'va considérer l'équation d'évolution non homogène
suivante

0<t<7 ,
(PC F)

ou
A est un opérateur maximal monotone sur 7t et F € ,t ((0, f);?l) . (H)

Définition II.7 On appelle soluti,on forte de (PC F) toute fonction u € C ([0, Tl;?t),
absolument continae sur tout cornpact de (0,T) uérifiant u(t) e D(A) et

#fq + Au(t) :  F( t )  p.p.  sur (0,  ?) .

Nous allons énoncer un résultat classique qui permet d'assurer l'existence des solu-
tions fortes du problème (PCF). O" suppose dans la suite que l'hypothèse (11) est
satisfaite.

t i,u) + Au(t) : F(t),
[  " (O) 

:  I to ,
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TlrêorènrelI.8 [73]. Pour tout,uo € D(A) e,t F € i l , .r ,r ((0,,Z); .H). i t  e:tt i- . te une
ru t i que  . so lu t i on  fo r te  u  de  (PC F )  sz r  (0 ,  T )  t e l t e  que  u (0 ) :  u0 ,  u  €  I , l ' 1 . r  ( (0 ,7 ) ;11 )
e,t

p.p . t  €  (0 ,7 ) .

Si uo € D@ alors Ie problème (PCF) n'admet pas toujotus une solution forte (voir
[26]). C'est la raison pour laquelle des nouveaux types de solutions ont été introduits.

Définit ion II .8 . On dit que'u € C([0, T];?t) est une sohr,t ion faibte rte (PCF) s' i t
e:t iste des fonctions (Fn,un) € trt  ((0, T);H) x C ([0, Tl;?t) tel les que
i) u" soit une solution forte de (PC F) auec F, au l ieu de F.
i i )  I im"u , , : y  dansC ( [0 ,? ] ;? t )  e t l im*F . :  F  dans  r t ( (0 ,7 ) ;? t ) .

On a le résultat suivant

ThéorèmeII.9 [10]. Pour tout uo e
(PC F) telle que u(0) : tzg.

, il eriste une solution laible unique de

Definition II.9 (Jne fonction u: [0,?] -+ ?! est d,ite solution intégrale de (pCF)
s iueC( (0 ,T ) ;H) ,  e t

( f ( t )  -  A* ,u(r )  -  r )  dr , ,

YreD(A) ,V0Ss( t<7.

Remarque II.2 On dérnontre que u est une solution faibte d,e (PC F) ssi u est
une solution intégrale [10J. Néanrnoins, lorsque'Jl est seulement un espace d,e Banach
alors toute solution faible est une solution intégrale [75].

Nous allons définir un autre type de solutions du problèm e (PC F) dans un espace
de Banach 7t. Dans un premier temps, nous avons besoin cles définitions suivantes:

Définit ion II .10 Soit e ) 0. D;l(e;to,.. . . , t . , i f t , . . . . ,T; est d, i t  e-d,iscrétisation d,u
problème (PC F) si
(D, )  0  <  to  <  . . . . t ,1T e t  f1 , . . . . f ^  e ,H;
(Dr)  to  S e,  t r  -  t ; - r  1  e , ,  T  -  tn  S € pour  i  :  1 ,2 , . . . ,n  -  I1
(P') DiI i  [ :u"_, l lP(") -  F, l l  I  , .

'#u,ll : tt^"r,) + r(r)ll r llA,,6 + r(0) 1. I:ll#,",11 ,",

l l "( t)  -  * l l '  < l l r(r) -  * l l '  * ,  I" '

q4
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Déf in i t ion I I .1L Soi t  e  )  0  et  D"a( . ; /0 ,  . . . . , tn , .Â, . . . . ,  Jn)  wrc e-d iscrét isat ior t  r le
(PC'F) .  LTne Jonct i ,on r r  :  [ r0 ,  t , )  -+  7{  est  d i te  so lut io t t  de D.a(e;1c, , . . . . ,  t , ;  f r , . . . . .  / ; , )
s ' i l  e . r is te  uo,  u l r  . . .u ,  e  D(A)  te l les que

1s , l  *  I  Au ;  :  F t ,  pou r  i  :  r , 2 , . . . , û i\  r ,  +  t
o t  L 2 -  r

( . 92 )  t r ( f e )  :  uo ,  u ( t ) :  u i  pou r  t ou t  t  € l t , - r , t ; [  e t  t i  :  1 ,2 , . . . ,D ,

Si A est maximalmonotone alors pour toute e-discrétisation de (PCF), i l  existe une
unique so lut ion u de Dn(e; to , . . . . , tn i  f t , . . . . ,  i l  [73] .

Dé f i n i t i on  I I . 12  .  Une fonc t i on  u :  [ 0 ,7 ] -+? l  es t  d i t e t t bonne  so lu t i on t ' de (PCF)
si zt, € C ((0, f);71) et pour tout e > 0 il eriste au mo'ins une e-d'iscrétisation de
(PC F)  et  une so lut ion u :  f ts , t , l  -+  H de Da(e; t1 , . . . . , tn)  f i , . . . . ,  T)  te l le  que

I  l"(t) - ,(t) l l  < e, Vt € l to,t, l .

Le r'ésultat suivant montre le lien entre une solution intégrale et une "bonne solutionrr.

ThêorèmeII.IO ft31. Soit 'us €D@. Si u est urze ttbonne.solutiont '  de (PCF)
tel le que u(0) : us alors u est l 'unique solution i ,ntégrale de (PCF).

En revanche, I'hypothèse (11) est suffisante pour avoir des I'bonne solutionsrr.

Thêorême II.11 [73]. Pour tout us e D@, i l  eùste une uniqne ttbonne solutiontl
de (PC F) tel le que u(0) : 7o.

II.4 Comportement asymptotique des semi-groupes

On aborde dans ce paragraphe le problème de l'étude de la stabilité des semi-
groupes. On présente aussi le principe d'invariance de LaSalle qui s'avère un outil
commode pour étudier le comportement asymptotique d'une large classe de semi-
groupes linéaire ou non linéaire.

'Dans toute cette section A désigne un opérateur (linéaire ou non linéaire) qui
engendre un semi-groupe continu ^9(t) sur un espace de Banach X. Considérons le
système d'évolution suivant:

l 5

I .ftl : An(t),,
I  t (O)  :  7 ,ot

l )0 , (E)
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I I .4.1 Notion de stabil i té

Définit ion II .13 On dira qu,e xo e D(,4) est un po.ir.rt  d,équil ibre pou,r (I) -sf
-4ro - o'

o' suppose dans la suite que 0 est un point cl 'éq' i l ibre pou'(r).

Définit ion II .14 i) Le .serni-groupe S(t) est cl i t  asymptotiquemertt (fortenreni)
-stcLble -si limr-+* 5(f)r : 0, Vr: € X.
ii) Il est dit erponenti,elle'ment (ou uniformément) stable s'il eùste rletr.t constante.s
posit iues tu[ et a tel les que l ls(t) l l  S M"-"r.

Définition II.15 (Trajectoires, ensembles u.r-limite)
Po 'u r t ou t r€X ,
'i) La courbe continue t -+ s(t)x est appelée trajectoi,re issue d,e r.
i i )  L'ensemble

a(r) :  {y € X; l(1,) -+ *æ tel le que S(t,)r -+ y lorsque n _+ +*}

e.st appelé ensemble a-limite de r.

II.4.2 Principe d'invariance de LaSalle
Dans le cas oir A est un opérateur linéaire, on a les deux propositions suivantes:

Proposit ion Ir.2 [31]. Pour tout r e x et pour tout t ) 0, on a
o ur(S( f ) r )  :  u( r ) .
r s(i)(c.r(r)) c,.,(r) (r(*) est dit alors posit iuement inuariant par s(t)).
Si de plus, tJ>ss(t)r est relatiuernent compacte d,ans X, alors
c S( t ) (a( r ) )  :  r ( r )  l0  (u( r )  est  d i t  inuar iant  par  S( t ) ) .
o u(r) est un eompact connere de x et s(t)r tend fortement aers a(æ).

Proposition II.3 (Principe d'invariance de LaSalle).
S'il eriste une fonction V telle que # 10 te long des trajectoires d,e S(t), et un réel
) > 0 tel que la résoluante Js soit càrnpacte, alois pour tout r € x,
1)La trajectoire {S(t)r}t>_o est précompacte dans X.
2) Si r eD(A), I'ensemble u(æ) es.t-contenu d,ans M, où M est le plus grand, sous
ensemble inuariant de {u e D(A); #"(t) _ 0, V, > 0}.

Le principe d'invariance de LaSalle est souvent utilisé pour montrer la stabilité forte.
En pratique, on montre que I'ensemble M est réduit à {0}. De plus, le principe
d'invariance admet une version non linéaire due à Dafermos et Slemrod [27]-
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ThéorèmeIl.L2 [97]. ,ïoit ,4 un opérrùeur notz liné:aire mr,:t'i,nt,rr,l monotone rltLi
engendre un Co semi-gronpe de contractions S(f ) ,sur' 1171 e-*pace de Hilbert 7{. Si
0 e I 'm(, l) et si Js est compacteVÀ > 0 alors pottr tout ut e D(A), l 'élément
.zr(/) :  S(t)ro a'pproche quand I -+ *oo lrn souE ensemble compact Q de la sphère

{y  eH ; l lA -o l l  :  o }  oùo  S  l l t o -  a l  e ta  €  A -1 (0 ) .  De  p l us .Q  es t  m in ima l  e t
it-rt,o.riant. Si ro € D(A) alors l'ensemble A C DG).

II.4.3 Quelques critères de stabilité uniforrne

Par ailleurs, on dispose d'un résultat qui permet de caractériser la stabilité expo-
nentielle pour une classe de semi-groupes linéaires. Celui-ci peut être utile dans le cas
où la technique de multiplicateurs ne permet pas de conclure Ia stabilité exponentielle.

Théorème II.L3 (Huang) [35]. Soit A un opérate'ur li,néaire qu,i engendre un Cs
semi-groupe S(t) sur un es'pace de Hilbert?t. On suppose que S(t) e.st uniformément
borné. Alors le semi,-groupe S(t) est erponentiellement (uni,forrnérnent) stable si et
seulenent si

i) {ia; c..' € IR} c p(A),

i i) stry{llfz, - A)-'l lrt t; o e IR} ( *oo.

On a aussi une condition suffisante de stabilité exponentielle.

ThêorèmeIl.l4 ft21. Soit 7t un espace de Hi.lbert, et soit A un générateur in-

finitésimal d'unCs semi-groupe Sa(t) fortement stable. Soit B un opérateur compact
de L(7{) et Sale(t) le semi-groupe engendrépar A*8. Si Se+n(t) est erponentiel le-
ment stable alors Sa(t) I'est aussi.

Enfin le théorème suivant est parfois appliqué pour prouver un résultat de non
stabilité uniforme.

Thêorème II.15 [68]. Soi,t X un espt,ce de Banach de dimension i,nfinie, et soitG
un générateur d'un groupe fortement continu d'opérateurs bornés sur X.
Alors, il ne peut eùster d'opérateurs li,néaires compacts Dr, Dr, de nombres réels

strictement positifs Tr, Tz et de réels 0 S'yr ( 1, 0 S lz < I tels que les deur
groupes S1(t) et S2(t) engendrés par G I Dr, et G * D2 respectiue'rnent, uérifientent
simultanément

l lS l ( t ) l l  11, ,  t  ) -71 et l lsr(t) l l  S "yz, t 3 -Tz.

l 7
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III

Stabilité de l'Echangeur Thermique

On aborde dans ce chapitre le problème de Ia stabilité exponentielle d'un système
composé de deux échangeurs thermiques à contre-courant. Celui-ci sera formulé sous
une forme abstraite de systèmes linéaires hyperboliques à coefiicients dans .L-. On
montre dans un cadre assez large la stabilité exponentielle d'une classe de systèmes
hyperboliques à coefficients dans .L*. Ce résultat généralise ceux de [SS] (dans le cas
d'une seule variable espace) et [66]. Enfin, nous adoptons ces résultats théoriques
obtenus à notre système d'échangeurs thermiques.

III.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est multiple. Notre motivation principale est d'étuclier
le problème de stabilité exponentielle d'un système composé de deux échangeurs ther-
miclues à contre-courant. Ce problème, posé par J. P. Gauthier et C. Z.Xu, [31], a un
intérêt dans I'industrie de transformation (chimie, génie des procédés, énergitique,...).
L'échangeur thermique simple a d'ores et déjà fait l'objet de nombreuses recherches
et études [30], [57], 177), 1781, [48]. Nous présenterons dans un premier temps notre
dispositif expérimental ainsi que les hypothèses qui nous permettront d'obtenir une
forme simple des équations du système. Ensuite, nous formulerons les équations de
l'échangeur sous une forme standard de systèmes linéaires hyperboliques à coefficients
dans -L-. I1 est important de noter qu'il existe une littérature riche sur l'étude de
la stabilité et la contrôlabilité des systèmes linéaires hyperboliques (voir [58], [65],
[66], [67], [211,....). Néanmoins, ces résultats font appel à des conditions de régularité
des coefÊcients du système. Or, les coefficients de l'échangeur peuvent être disconti-
nus (voir [30], [31]). C'est la raison pour laquelle nous avons saisi I'occasion, plutôt
que de nous limiter au cadre restreint de l'échangeur, de mener une étude générale
de la stabilité d'une classe de systèmes hyperboliques à coefficients dans I-. Nous
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clévelopperons alols dans la ligne cles travaux cle Cl. Z. Xu [7a] des oLrtils pouvant
s'aclapter- à notle système d'échangeur. Cette approche norls a permis de montler
Ia stabilité exponentielle d'une classe de systèmes hyperboliclues à coefficients dans
tr'-'. Finalement, nous appliquerons sur l'échangeur les résultats théoliclues obtenus.
L'intérêt cles résultats de ce tlavail est double: primo, étendre les résultats bien con-
ntts sttr la stabilité des systèmes linéaires hyperboliques à coefficients réguliers à des
systèmes hyperboliques à coefficients dans I*. Secondo, donner une réponse positive
à Ia question posée par J. P. Gauthier et C. Z. Xu [31].

III.2 Dispositif expérimental et hypothèses

FL2

I

I

T - , . . \ l - + , . ,r r ( x , t )  |  t r ' ( x ' t )

I

;

I I I .2.1 Description de l 'échangeur

F l

I
+ ' < -

To:
FL3

F  2 , ' 1  
- ( O , t )

T o t
F) F r ,Toz

l l

Figure III.1. L'échangeur thermique.

Nous allons consacrer notre étude à un système de deux échangeurs thermiques cou-
plés, à contre-courant. Ce système, illustré par Ia figure III.1, fonctionne avec trois
fluides d'entrée F Lr, F L2 et F Ls. Le fluide F L1 est éjecté dans l'échangeur en r : lr
où il sera mélangé avec le fluide F L2 qti parvient de I'extrémitê r : lz. Le but du
processus est de chauffer le fluide FLs en mélangeant les fluides FL1 etoFL2. Les
caractéristiques physiques et thermiques du système sont regroupées dans le tableau
suivant:
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Table 1: Paramètres et caractéristiques du système.

III.2.2 Hypothèses et équations

Notre objectif étant d'étudier la stabilité de l'échangeur, nous allons préciser les
hypothèses qui permettront d'obtenir une forme simple des équations de l'échangeur
et de montrer comment ce système appartient à une classe cle systèmes linéaires
hyperboliques.

On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées:

r Les caractéristiques physiques des fluides et des matériaux sont constantes rout au
long de l'échangeur.
e Les débits des fluides sont constants.
r Les phénomènes de diffusion dans les fluides sont négligés.
o Les fluides F L1 et F L2 ont les mêmes caractéristiques physiques.

Par application du premier principe de la thermodynamique et le bilan énergitique,
on obtient deux systèmes d'équations aux dérivées partielles décrivant la dvnamique
des températures des fluides (voir [31]):

2 l

] '  
"to'"t

Désignation Flui<les
F L t FLz FL"

Nlasse volumique Pt Pt o,)
Chaleur massicue Cpr Cpr C,,
Section S 1 5 1 S 2

Températures
0(uS11
1 1 1 n 1 1 2

T t  ( r , t ) Tt  ( r , t )
T { ( r , t )

T ,  ( r , t )
T { ( r , t )

Coefficient de transmission de chaleur k k k
Vitesse du fluide 0F, Q - 0)F' F2
Température d'entrée Tot Toz Tos
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et

ôrl@.t):(1 - il#ry+P-#'|r,*(,, t1 _r{ç,,t11,

Pzsz 0r Cp2p2s2= ry#4 * **l''*(', ù - r; (",,)1,

|il. Stabilité de I'Echangetu. Thermicltte

k 
r{(r,0) : / f  (r),
r l@,0): Sl@),

- rntryEù - K1(R1(r,t) - R2(r,t)),

:  -*ruo'#' ') + K2(Rt(*,t) - R2(æ,t)),

: (1 - 0*r%#! - K1(71(r,t) - T2(æ,t)),

: -*ru"JT' ') * K2(71(r,t) -72(r,t)),

r  e )L1 , l2 l

avec 0 < P < 1. Les conditions aux bords sont données Dar

Tl( t r , , )  :  (1  -  p)T l ( t r , , t )  *  BTot ,
T; ( t r , t )  :  T{ (11, t ) ,

TlUr,t)  :  Tor,,

T; (0,t)  -  Tæ,

posit ives.où Tor , Ts2 et ?s3 sont des constantes
De plus, les conditions initiales sont :

T, (* ,0) :  Ô,  ( " ) ,  
' l

r;(*,0): ôi i" 'r,  ]  
'r  elo'/1[

Nous noterors ?72; : - et K; : 
*k pour i : r,2. Dans [31], il a été démontré

qu'autour du point d'équilibre le système ci-dessus peut s'écrire après un changement
de variables comme suit:

) . '  
elr , , l , t .

1 ôfu(r, t )
| --î-

)

I ot2(n,t)( -T-

pour tout r e (0, /1),

(2 .1)

071@,t )--it-

0?2(r,t)-zî-
(2.2)
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pou l t o t r t  r € ( l r , L2 ) .

Les conditions aux bolds ainsi

T t ( l r , t ) :Rz (o , f )  : 0  &

et

que les condit ions init iales sont:

R" ( l t , t )  :  TzQt ,  t ) ,  R r ( i  1 ,  l )  :  ( 1
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2'\. ' lJ 
: 

"!"] ' ],r elo,/1[
R ( * , 0 ) :  r z ( r ) ,  )

-  13)T{\ , t )  (2.3)

k i:l:',Z\ :',',1:),:,) , " en, /zr e 4)

Notrs allons désormais considérer Ie système (2.1)-Q.a) qui sera formulé sous la forme
standard d'équation d'évolution. Pour cela, soit n, Tr et 42 les fonctions suivantes:

.  I r ;  re(0, /1)  [ r [F*r@,t) ; re(0, i1)I I (z) :  
t  t -u, *e'Qr,t2) ' rr( t ' " : t  

a-ol{-p,rr(" ,r) ;  re(t1,t2)

I  n  ç* , t . ;  : r  €  (0,11)
\z( r , t )  :  I

l T2 ( r , t ) ;  r€ ( \ ,12 ) .

ll est alors facile de vérifier que le système (2.I)-(2.4) est équivalent à:

t ry: m;r(æ)ry - Kgr(r,t) + \/Kt6r(r)q2(r,t)
{

t W : -*'W * ffi^@'t) - K2r72(æ't)
(2 .5)

pour (r, t) € (0,12) x (0, *-). Les conditions aux bords et les conditions initiales
deviennent:

t nt{tt,t) : r.,2(o,t) = o,

t  n , ( r ,o) :  /1( r )  ,  \z( r ,o) :  $2@).
(2.6)
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(2 .7 )

Clorlrrne llous l'avons déjà signalé, le système (2.5)-(2.6) est un systèr1e linéaire hy-
perbolique à deux variables indépendantes c et I (voir 12S1" 1;121, JiSl;. E" effet, il est
aisé cle voir que ce système (2.5)-(2.6) peut s'écri." ,o,,, la formà suivante:

{ 
,ut : (o* + a) n(t),

|. ry(o) : d,
où  r7 ( l )  :  ( r t r ( , t ) , n r ( . , t ) ) ,  ô :  (ô t ,ôz )  e t

r/tr6il(r) I
I

-  K,  |  
(2 '8)

I

I

F(;2,) : fmrn(r) o 
l .  B(x\=

L o -*r)

-KL

lKn
r( ')

De plus, l 'opérateu, F! * B apour domaine
or

.  D:  { (qr  , ry2)  e Ht(0,12)  x  Ht(0,1r) ;  n ! tz)  :  Tz(0)  -  0} .

Néanmoins, la particularité de notre système est la discontinuité de certains coeffi-
cients tels que m[I(r) et 1/Kr/.-rn(r),. . . .
Dès lors, on est amené à étudier la stabilité d.'une classe de systèmes hyperboliques
à coefficients discontinus.

III.3 Stabilité d'une classe de systèmes linéaires hy-
perboliques

I I I .3.1 Introduction

Motivés par la forme du système (2.7)-(2.8), nous nous intéressons dans ce para-
graphe à la stabilité exponentielle du système suivant:

.l';:t:l B::l:ll lfi;lli] I (3 1)
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hU, t ) : 0  ,L  Æ2(0 , / )  :  0  ( conc l i t i ons  f ron t i è res ) ,  ( : 1 .2 )

À1( , . - , 0 )  :  @r ( r )  &  Æz( r ,0 )  :  p2 ( r ' )  ( cond i t i ons  i n i t i a l es ) ,  (3 .3 )

oir /  est une constante str ictement posit ive et (r,/) € (0,/) x (0,*,co). Posons

F(.): | " 'J 
I j , ,  l ,  B(.r : I B"(') Bn()l ror. l  : I r/r^( ') .,0, . I .

L u -rz\ ' ) )  l "Brr( ' )  Bzz()1"" ' ' :L 0 Nr( ' )  l '
(3 .4 )

On suppose ensuite que les hypothèses suivantes sont satisfaites pour Ie système (3.1)-
(3 .3 ) .
H. I  :  Les fonct ions F, ,  B; i  e  r - (0 , / )  pour  i ,  j  :1 ,2.
H . I I :  I l  ex i s t eune  cons tan tea  )  0  t e l l eque  f l ( z )  à  o  p .p .  r  €  ( 0 ,  l ) , i : I , 2 .
H.III : II existe des fonctions de pondération /fi, N2 € ,- (0, /) avec N;(*) à a ) 0,
i  :  I ,2 tel les que

H. I I I a  :  pou r  t ou t  y  €  R ' ,  y r  w@SA1r )a  <0  p .p .  r  €  (0 , / ) .

H.IIIb: la fonction N1(r)Fr(o) est p.p. monotone non-décroissante, i .e.,
pour  chaque â > 0,  ̂ Aû@ + h)F1(x I  h) -  l { t ( r ) f r ( r )  à  i }  p .p.  r  e  (0,1)
et N2(r)F2(z) est p.p. monotone non-croissante.

Prenons pour espace d'état du système I'espace de Hilbert réel

H: L2(o,D x Lz(o, r )

muni du produit scalaire usuel. Le système (3.1)-(3.3) s'écrit  alors:

I it1l : AR(t),
I  n1o; :4 (3 .5 )

où R(t )  :  (Æt( . , t ) ,R ( . , t ) ) ,  ô :  (ô t ,ôr ) . t  A est  I 'opérateur  l inéai re déf in i  par

D(A) - {("f1, rù e H'(0,t) x r/ '(0, r); fr(t) - /r(0) :0},

e:F!+8.
dr

.) r:
Lt )

et
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Dans un premier temps. il est essentiel cle sitner notre étude l)ar rapport aux
tr-avaux bien connus sur la stabilité des systèmes hyperboliclues. En effet, nous dis-
posons cle résultats de [58], [65], [66],.. . . .Defaçon plus pr'écise, dans [58], les auteurs
ont montré la stabilité exponentielle pour des systèmes h_v*perboliques clissipatifs à
rz * 1 val iables indépendantes: n variables eSpâce,_J1,.r:2,.. . . . lrn et la val iable temps
f . Les coefficients devant I'opérateur différenti 

"l h sont inclépenclants cle I et suff-
isamment différentiables. Pal ailleurs, dans [65] et [OO], D.L. Russel a considéré cles
sy'stèmes hyperboliques à deux variables indépendantes et à coefficients continûment
clifférentiables en c. Il démontre grâce à la méthode des calactéristiques que le sys-
bème considéré est exponentiellement stable.
Dans le cas où les coefficients F1 et F2 du système (3.1)-(3.3) sont pris commeentrées
et donc dépendent du temps /, la situation est différente dans la mesure où le système
est vu comme un système bilinéaire (voir [7a]).

Les techniques de calcul que nous utiliserons ultérieurement sont analogues à
celles utilisées dans les travaux de [65] et l7a]. En effet, en utilisant la méthode
classique de régularisation et la méthode des caractéristiques, nous pxouvons des
nouveaux résultats de régularité et de stabilité exponentielle du système (3.1)-(3.3)
sans supposer aucune hypothèse de différentiabilité des coefficients fl, i : I,2.

Soi t  Q7 :  { ( r ,  t ) ;x  e  (0, / ) ,  t  €  (0 ;7)}  pour  chaque 7 > 0.

Définit ion II I .1 . Une fonction R(r,t) est dite soluti ,on régulière du.système (3.1)-
(3.3) .si,  Ëo(.,.) € Ht(Qr), i  -- I ,2 et satisfait le.s équations (3.1) dans Lt(Qr)
ainsi que les conditions o,u,r, bords (3.2) dans L2(0,7) et les conditions initiales dans
L2 (o , l ) .

I I I .3.2 Régularisation du système init ial (3.1)-(3.3)

En s'inspirant de la méthode de régularisation, il parait plausible que les tech-
niques utilisées par Xu [74] peuvent être adaptées à notre cas. Nous exposerons tout
d'abord les outils de base qui nous seront utiles par la suite.

LemmeI I I . I  So i t  /e  Z* (0 ,  l ) te l l eque0  <o< TQ)e .e .  r€ (0 ,  l ) .  i l e r i s te
alors un prolongement de f sur R., noté f , tel que^a S T@) < ll/ll-. De plus, si f
est monotone sur (0,1) alors il est de même pour f szr IR.

Preuve du Lemme III.1. Définissons la fonction f comme suit:
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. f  (*) : { / ( r ) '
f (t - nl),

montrer le Lemme III .1.

de ce paragraphe, on notera par

: z :  e  (0 ,1 ) ,
r€ ( rz l . ( r z *1 ) l ) ,ne%.

11 est alols aisé de

Dans la suite
définie par

!

/h la fonction régularisée de /

rn@): loî{rl ,n(a - r)cty,

où c,.';,(r), h > 0 est la fonction régularisante [51]'
Posons Açr) :  / / ( r )B(r ) ,  Ft ( r ) :  l f r ( r )Pr( t )  ,  F2@):  Nz(r )Fz(r ) .  Considérons

ensuite le système régularisé associé a (3.1)-(3.3):

0R*(æ.t \
dt

I rf("t ôR?Jx,t) .l 
I st,(*) Élt\*)

I rrf (') dx | | rrf (') Nf ('):l-ffiaeg! 
l-1"frM'ffi

lr
tl
I '

n!@,t1

Rl(r , t )

I
I
j

(3.6)

(3 .7)

(3.8)

Rl( l , t ) :o& nLQ,l)  :o '

n l .@,o) :  /1(r)  k Rl(r ,o) :  S2(r) ,

pour  tou t  ( r , t )  €  (0 ,1 )  x  (0 ,+oo ) .

Il est important de préciser que les variables d'état R! et Rf représentent les solu-

tions coriespondantes au système à coefficients régularisés et non pas les solutions

régularisées du problème d'origine (3.1)-(3.3).

Les propriétés des fonctions régularisées du système (3.6)-(3.8) sont résumées dans Ie

lemme ci-dessous

Lemme III.2 1) Les cofficients du système (3.6)-(3.8) sont C* et uérif,ent les

hypothèses H.I-H.III avec les fonctions de pondération Nf et N!.

2) Pour tout r € IR et pour tout i . ,  j  :1,2, on a:

a2  F t  t  * t  l l F . l l  l l  R  , l l -'+ .  #< l l t{ ,11""@, l lBl j( .) lN!(") l l -  < l l l r , l l*r:--.
l l l { , l l * - l { i ( t )  

- "  d
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:J)  Pou' tout  ent ier  1< p (  * , ro  et  pour  toute consta,nte b> a,

- Êoll",r,o, n-9 o, llay,lwi - t,il,",,",u, '=S 0, i,.i : r,2.

t ier i ,  j  :  L,2 et pour toute constante ô > a, on a

e! tw! a 4,
dans I*(a, ô) pour h -+ 0+.

Êti,tw! 3 Boj,

Preuve du Lemme III.2. Les trois premières assertions résultent immédiatement
des définitions des fonctions régularisées, du lemme III.1 et des résultats classiques
des fonctions régularisées [51].

D'autre part, pour tout g e L2(a,b), I ' inégali té de Hôlcler implique

I  r b , - .  |  . .

l l" Lr:t*: - r,]ran,')d.lsllr!1'vy - Foll,,,,u,|o|L2(a,b).
Comme L'(o,ô) est dense dans .t l(o, b), ceci entraîne grâce à I 'assert ion 3) que p! lN!cônverge faiblementx vers 4 dans L*(o,,ô) pour â -+ 0+. De la même manière, on
démontre que Blt1N! 3 Btj, dans tr-io,ô;. L'urr"rtion 4) est alors démontrée. ce
clui achève la preuve du lemme. rr

Ecrivons maintenant le système (3.6)-(3.8) sous la forme d'équation d'évolution. pour
cela, nous ferons les notations suivanies:

Fn-

Soit ?l = L2(0,1) x L2(0,,/) I 'espace d'état. I l  est alors naturel
linéaire A6 par

de definir I'opérateur

ll': rn:
.1) Poul tout en

ffi ol
; -# 

I' 
Bn: le!,t,ull ' i ' i : r'2'

et

D(An) :D(A) :  { (Æ,,  Rz)  e  f / t (o , / )  x  / /1(0,  t ) ;  fu( t ) :  Æz(0)  :0} ,  (8 .9)
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.qn:  Fn3,*  t  Bn.  (3.10)

En uti l isant les notations ci-dessus, le système (3.6)-(3.8) devient:

I  i tn(t) :  '4n7h(t).
I nn(o) : d'

Pour tout h ) 0, on munit l'espace 7{ du produit scalaire suivant:

< T,s rr: fo' lfrr,.N! + frgrNlldr.

Remarque III.1 La norrne associée au produit scalaire < , )h sur 7{ est notée

ll lln. E" 'uti,lisant le Le'mme III.2, on montre faci,lement que la norrne ll lly, est équi,u-
alente ù la norme usuelle de 1l et ceci ind,êpendamment du pararnètre h.

Lemme III .3 L'opérateur Fpf, a" d.o'maine D(An) : D(A,\ est générateur d, 'un

C6 se'rni-groupe de contractiontWrn(t) dansT{ ('muni du produit scalaire < , >n.).

Preuve du Lemme III .3.
^

. fnf, est dissipatif:

En effet, soit .Râ : (R|,RL) eD(An). Une intégration par part ies donne:

, l o , ï R o  
. \  .  / - t  \ 2  a L  .  / - r  . . \ 2

\ '" ô' '^^ 
) n 

: -Fi(o) (Â?(0)) - F;U) \Rg(D)
r l l  /  ,  r 2  /  ,  r 2 ' l+ J" arf,A) (Êi('))- + Fi,@) lai@))- lo*,

où F; désigne Ia dérivée de.F. En uti l isant la monotonie de F!, i :  I ,2 (voir
l'assertion 1) du Lemme III.2), la dernière égalité implique

(r,*,*'), = -| (rlrol (nf rol) ' + F!çt1 (nf rrl) ') = o
\  d t  / n  z \

( 3 .11 )
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D'or l r  la c l iss ipat iv i tê de Fnft .

à. t ' 'of i  est maxinral:

So i t  /À  : . _ ( f ! , f ! )  e7 t .  I l  s ' ag i t  c l e  t rouve r  Rh :  (R ! ,R t )  €D( ,4h )  t e l  c l ue

tI - Fn#)Rn : fh. Cette dernière équation s'écrit :

f rhËf (') - fif.lnl,(*): f!@),
n!@)-#on*,@):r!@),
Rl(t): fifio) : o,
Rt,  Rz e Hr(0,11.

On vérifie facilement que les équations différentielles ci-dessus admettent deux so-
lutions uniques. Ce qui prouve la maximalité de ,rh par conséquent, F,,,7fr est
m-dissipatif. Ceci implique que le domaine D(An) est-d"ns" dans ?{ [11]. Dè"s*lors,
notre lemme découle du théorème II.3 de Lumer-Phillips. n

Nous avons aussi le résultat suivant:

Lemme III.4 . L'opérateur A6 défi,ni par (S.g)-(5.10) est m-dissipatif.

Preuve du Lemme III.4. Soit Êà €. D(Ah). on a d'après Ie lemme III.3 et
I 'hypothèse H.IIIa.

La dissipativité de A6 est alors prouvée.

Il reste à montrer qtte Ay est maximal. Or, on sait que A7: pn$* Bn. De
plus, l'opérateur 86 êtant dissipatif et borné dans ?1, la maximalite {ten est une
conséquence immédiate du corollaire 3.3, pp. 82, [b5]. !

z (annh, nh) o : z (trrft + aùnh, nh) 
n
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La preuve de la proposition ci-clessous résulte cle la théolie cles serni-groupes cl'opérate-
uls l inéailes [11], [551.

Proposi t ion I I I .1  .  1)  L 'opératew.  ,16
C()-serni-groupe de contrn ct ions U pn,s^(t)
et lVpn(t) est donnée par la formule cle la

Uro,nni)ô: W"^(ùô + lo
'pour tout ô e ?t et 0 1 r <-t.

2) Pour tout $ € D*: aI:LD(Ai), Io solution R,(t) du système (9.6)-(9.S) appar-
t ient  à,  D* et  Ro(*, t ) :  (Urr ,Br( t )ù(r)  est  dans C-([0,?]  x [0, / ] ) .

III.3.3 Stabilité du système à coefficients régulaiisés

Le but de ce paragraphe est de démontrer Ia stabilité exponentielle du système à
coefÊcients régularisés (3.6)-(3.8); plus précisément, nous allons établir une inégalité
d'observabilité du tvpe

1"" luiror(of (o,t))'+ rlul dt > Kl lô l l2h,

avec Ts et /i deux constantes positives indépendantes de â. La méthode utilisée,
introduite par Russell [65], est basée sur la technique des courbes caractéristiques du
système. Cette technique a été utilisée par Xu pour des systèmes bilinéaires [74].

Considérons les deux courbes caractéristiques C1 et Cz du système (3.6)-(3.8)
(voir figure III.2).
Ces deux courbes sont solutions des équations différentielles suivantes:
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déf,ni par (3.9)-(3.10) est générateur r l 'un
sur7l. De plus, la relation entre Ltpo,Bnft)
uariat ion de la constante suiuante

Wen(t - r)B6Upn,an(r)O dr,

(ntu,ù)'l

( f rh

cr, I 
' ,Q) -- 2*(*r),

I  r 2 ( f1 )  :  6 ,

avec 11 vérifiant cr(ir) : 0. D'autre part, on choisit t2 tel qlu.e r2(t2): / (voir fig.
III.2). Etant donné que 4, /V, 2 o ) 0, f = 1,2, il est clair que les fonctions x{t),,

( t r h

c,,{i1(') :-fr(' ')'
I  r1 (0 )  :1 ,
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Figure III .2. Les caractérist iques du système (3.6)-(8.g).

i-:  r,2, sont respectivement des fonctions C1-difféomorphismes sur (0, t ;),  i :  r ,2 .
Notons alors par rll I'inverse de r;. un calcul direct montre que

tr l tz( max { "tnru,l l-,4ff ", 
l

f o '  Q z  
t l l - / '

Dans la suite du paragraphe, L(I J K) représente la surface limitée par les courbes
jo ignant lespoints  I ,Jet  K.  Onnoteaussi  par0( IJK) leborddelasur faceL( IJK) .
D'après la Proposition IIL1 , pour chaque ô e D* la solution corlespondante ap-
partient à C-'(A(/ J K)). L'application de la formule de Green est donc justifiée.

Lemme III.5 La solution régulière Rh(t) du système (3.6)-(3.5) issue de la con-
dition initiale ô e D* satisfait l'inégalité suiuante:

f r lN ! .  ^  N !  I
J, lù(.)ô?@ + fr@ûatla. s

, - , , r , ' l l , - -" . -  \o /  F ' ! 'wb \  ^ l  (3 '12)

I r.R?(o' 
t))'+ (t * 

ryffi{ ' '(t)),) @l@'(t),tD'zldt,
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Preuve du Lemme III.5. On vérifie facilement que les deux équations du système
(3.6)- (3.8)  donnent :

33

l *o* 
{ l l t , t l*  (r l l " , , l l -  + 1;B,zl l*  + Jl lB,, l l - , l l r { , l l , . l lF, l l . -)  ,

l lN,l l"-  (zl larr l l -  t  l lB^l l  -  + * l lB',11,- l lN,l l -  I lF, l l" .)  )

*1ffi*i@,ùY]:fr lrora, r))'l + rffiæ@,t)),

,É*!.), n!1* , t1 Rllx , t1 ,r i"v: )

lffit-i@,ù'] : -*lror,,,ù)'f * rffi1n|@,t))'?

+ ,ffia!@,t)n!çr,t), (3.14)

I I o,o"",{*u'r'.' t))' - çn!1r' t71'1

- *r;f"@l (*, t))' + ffi t og r*, t))'t\ o. o,

: I ! o,o"",{'W@? (*'t))' +'ffi e!@'t';)'
+2 (ffi . ffi) R!@, t1 n!6,'t\ o.o''

(3 .  i3 )

a
At

En additionnant membre à membre (3.13) et (3.14) et en intégrant la somme sur le
domaine L(ABC) (voir fig. III.2), on déduit que

L'application de la formule de Green au membre gauche de la dernière égalité permet
d'écrire:
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(3 .15)

lu,.^"",[(Ëf ( ' ,  t)) '  - (Rlo..",t))2]ctt

+1ffi t a il*' t)r . W@!('". ))zlclt

: I Io,o"", {r#3 @!@,t))' + rffiro!çr, ts12

* (# . W) R!@,t1 n!1,, a\ a.a,

Par ailleurs, en intégrant le long des trois chemins de ô(ABC) et en utilisant la
condit ion au bord Rt(0,/) = 0, (9.1b) devient

lo"'"' [ff$," l (*,t))' * ffirngç,,tlyf a,
- I." f (t - #p4outn) w*a,(t),t772+ (af (0, arla'

: I I o,o"",{'uf$ @l@, t))' + rffi ra!(*, t))'

* (# . W) Rt"., t7 a!q*,a\ a.a,

M (,) : fo"'"' l#3," 1(*, t)), * ffirn!ç., t1yf a,.

(3 .16)

Soit

En dérivant alors (3.16) par rapport à r, il suit que:

uo: - (r . #Mr,,("))) @*@,(,),,)),- 1nf 10,"y;,

* lo" 
n' 

{rt# rnl @,,)), + rffi ro!@,,)),
* (# . W) R? (,, r) R!(r,,,\ o.

(3 .17)
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D'autle patt. on sait d'après le Lemme III .2 que le svstème (3.6)-(3.8) satisfait les
hypothèses H.II et H.III .  Dès lors, on peut clémontrer I ' inégali té suivante:

, ?i' j ']r R?(,,,))' + rry'J.!(Rl(*.-))2 + 2 ( B.il, ') + #+) Rl' ',r)R|(r,r)"  ef@ \ 'ur \*"  ' / /  '  -  
r*@) 

'  -  
\  r l ( . . )  r*@l )  

' " t ' * "  '

> r, f#9 (Rl@,t))' + Wæt",t))'],-  ' '  
LFI(a)  

'  "  Ft@) '  "  I
où ?r a été définie dans l'énoncé du Lemme III.5.
En combinant cette dernière inégalité avec (3.17), on obtient:

( .  e!  N*,  ,  , . \M(,) - - (t * 
wfr@,('))) 

(R\(r{r),,)) '- (Ë?(0,,)) '-rM(,).

Finalement, en résolvant cette inéquation différentielle on déduit I'inégalité voulue.

û

Lemme III.6 La solution régulière Rh(t) du systèrne (3.6)-(3.8) issue de la con-
dition i,nitiale ô e D* uérifie I'inégalité suiuante:

,?

J{ni{ t , t ) )2dt
0

I

)  s -n t  l '  
" - , " "  

(  N !  N ' i \  ,  ,  t ,? * (z . r ;L (z \ \ \2  +  (R* (z . r , t ( z \ \ \ z l  dz .  

(3 '18 )

t  -  
\ ;1* durltnl?,*; '("D)2 

+(RlQ,r,1(3D)')a',
0

où

, ,  :  #(ttru,tt- l lBr, l l- + l l /r '  l l- l lB,rl l*

+2 max{ | | Nt | | * | | 8,, ll "", | | N, | | - ll Br, | | "" i) .

Freuve du Lemme III .6. La soustraction membre à membre de (3.13) et (3.la)
nous donne:

*1ffi*!@,t))'- ffir*r(",,))'] - *,1{n?{", t))'+ (Rt(æ,n'z)
â h  â h  / É h  Ê , , \

:  -2"#(r)(Rl@,t))" +2"+(r)(R?(*,t)) '  +21;^ - "+l ç*ynlç*,t)R!(æ,t).r i "  r i .  \  / i .  r i "  /  
(3.19)
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De façon analogue à la preuve clu lemme précéclent, on intègre l'équation (3.19) sur
Ie clomaine L(C DE) (voir fig. III.2) et ensuite on appliclue la formule cle Green. On
clécluit après un calcul direct que:

ci(z)- i(Y+iv*\ r r
t" \r ' i  n3 )(r) l(Ëf ( ' '  r ; ' ( ' ))) '  + (R3@,r,1@))) ' , la'

:, [ [ lB3ç4ça,;@1)), - *orra!çr,t112-  
I  l a l c o q  L F *  

\ ' u l \ r u 2 \ * ) o ) )  -  - F ,

- (#n, - ttor) R?(*,t)R!(r,tt]ata.

avec

"l '(")
G(z) : I ln!{",t)), + @l(,,t1fl at.

' l t  ( ' )

Ce qui entraîne après dérivation par rapport à z:

cç"1 : (# - H) u,ltnlç,,i,e))), + (R!(2,q,(z))),)dr
- t ,  ,

:','rl, 
""n' lft u" ̂l ( " t))' 

- tT' n' o! ('' t))'

. (#u, - #a) nte,t)R!(2,ù]

Compte tenu du Lemme III.2 1), on a I'inégalité suivante:

(3.20)

tâh ^  Bp.  /Rb.  Bb^ \  IzlffarRLQ,t))'- "fiexnrQ,t)), + lftr,t 
- 

wur) RlQ.tlnlç",t11
) -^rrl tnlç",t)), + (R\e.,ù)rl,

où 7, a été introduit dans l'énoné du Lemme III.6
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Enfin. en leportant I ' inégali té ci-dessus clans (3.20) eI en résolvant I ' inéquation cl i f-
fér 'entiel le obtenue, on aboutit  à I ' inégali té (3.18). tr

Avant cl 'énoncer notle premier résultat principai. récrivons I ' inégali té (3.18).
Tout d'abord, il est clair clue (3.18) entraîne que:

3T

t2 I'  - ' ' , , t ))2dt2e-,, t  
i  Æ- g) e)(Rle, ' i ' ( : )  )) 'd.r .l@ ;ç ,w / ,  

wv -_v  
. 1  \F f  F i  /  

.  , .
0 0

Ce qui implique grâce au changement de variables I : ril(z) que

t2  ' l /  f r hx rh  \
I  wtU,q)2dt 2 "-, , t  [  ( ,  * #'#A,tr)) )  (  a]@,(t1,tD2&.

J '
u  6  \  r i " r v t  /

Le premier résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant:

(3 .21)

Théorème I I I .1  .  Soi t  ?o :  max{#t t " t l l , - ,4 l l l { r l l - }  .  Pour  tor t t  $  €?t ,  on a:

1) Le système (3 6)-(3 8) est Ts-obseruable.
2) Le système (3 6)-(3.8) est erponentiellement stable.

Preuve du Thêorème III.1. Par un argument stanclard de continuité et de densité
de D,'o dans ?1, il suffit de démontrer le théorème pour tout / € Doo. Soit / € Do" et
soit Êh(l) la solution du système (3.6)-(3.8) issue de y'. Bn combinant les inégalités

(3.12) et (3.21) et en ut i l isant le fai t  que h I  tz S To : -u* {#l l l r t l l - ,#l lNrl l""} ,
il en découle

| rur,
l'](x)$i@) +
Lr i "

+ (Rt(t,t1fl at

Ce qui impiique d'après le Lemme III.2 que:

llôll'n: l"' l*io?tù + N!ô?,@)ldr s c Io'" ltnf {0, t))' + (R (t,t1)2)at, Q.22)

ffotozr,tl
r l

J" dæ e"tlnlp,ù'z) dt
To

/ [r"?to, t))' +
0

Ts

J L '
0
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où C est nne constante positive indépendante clu paramètle À tel6 crue:

c : , ""'o*"'
-in { p1;inaii;, ilan;itrI; }

Le systèrne (3.6)-(3.8) est donc ?s-observable.
I l  est important de remarquer que l 'hypothse H.I implique que l l4l l ' . l l r i , l l* ) a2,
i  :  I , 2 .  Dès  l o rs ,  C  )  a2 .

La pt'euve de I'assertion 2) est essentiellement basée sur I'inégalité cl,observabilité
(3.22). on rappelle d'abord qu'en vertu du Lemme III.4, on a pour tout I ) 0,

f i t lo't  l l l î  :  z (ennnçt;, nn(t)) os -Flfot (of(g, t)) r lUt (a*U,r)) '  .

Par conséquent,

lr*o(t)ll'n - llôll'o = - I"' lulrol (of (0, ù)' * F,lttt (ot(,,,l)'l a,,
ou encore grâce au Lemme III.2

l l*h@ll7 - llôll7 I -a2 
I"' l(*rq,ù)' + (a|çt,,ù,1n,.

La combinaison de cette inégalité avec la deuxième inégalité de (8.22) donne le résultat
sr-rivant:

llrn(ro)ll:,, < (, - *\ Wn,
\  \ ' /

Enfin, en utilisant le fait qoe c ) q2 et la contraction du semi-group e (Jpnpo(t), on
déduit que pour tout f ) To,

ll ar(t)llo S M "--, llôlln,
avec M et cr,r sont deux constantes positives indépendantes du paramètre â telles
que:

M- ( ,  
o ' \ - t " - ^  t " ( t -É )  -  ^= 

\t 
- 

e/ > 0 et a: --:rn:t > 0.

n
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I I I .3.4 Stabi l i té du système in i t ia l  (3.1)-(3.3)

L'objectif de ce palagraphe est de démontrer la stabilité exponentielle du système
(3 .1 ) - ( 3 .3 ) .
Dans ce qui suit, on notera par

5' i6(0, l )  :  { f  € ,*(0, l ) ;  o < "f(r ' )  < ô p.p}

et
C* n Sîo(0, D : {f € ^9fb(0,1); / est continriment différentiable} .

On va maintenant énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite.

Lemme l l l .7 . [11] 1) Toute part ie bornée d,e L*(0,1) est précompacte pour la
topologi,e faible *. En particulier, Sfô(0, l) est précompacte pour la topologie faible *.
2) L'ensernble C* n SA(0, l) est dense dans Sf;r,(O,I) pour Ia topologie faible *.

Pour une raison de clarté, on notera E : (Et, Ez) Ç tr-(0, /) x tr*(0,1) et on écrira
E e .9ffr(0,/) au l ieu de E e ^9ffu(0,/) x Sff6(0,1).

Proposition III.2 . SoitT >0. Etant donnés N et F dans Si6(0,1) uérif iant H.II
et H.III, il eriste un Cs-semi-groupe de contractions Wp(t) dans H engendré par

^
l 'opérateur Fh. De plus, pour tout ô eTt, l 'application F ---+ VVr(.)ô est continue
pour Ia topologie faible * de Sf;o(O,l) et pour la topologi,e forte de C((0,f);?{).

Preuve de la Proposition III.2. Soit N et F dans Sfr(0, /) vérif iant H.II et H.III.
II découle.du Lemme III.7 I'existence de suites de fonctions Ln, N" e C* n Sfb(0, /)

telles que pour tout i : I,2, L? 3 4 dans L*(o,b) pour n + +oo. En d'autres
termes

Ff  :F ' ;1Ny  
" f l dans  

L* (o ,ô )  pourn -+ foo ,

-
où Fi : Nf LT.
Compte tenu du lemme III.3, il existe un Co semi-groupe de contractions Wp-(t), slr

?l, engendré par I 'opérateu, F"&.Prenons maintenant ô e Dr, ' .  En s' inspirant des

techniques de calcul utilisées par Xu [74], on peut montrer que la suite Wp"(.)( est
une suite de Cauchy dans C ((0, 

"); 
?{), i.e, pour tout ô € D*,

:19
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l i *  sup l lVVF"(t)E -  l l 'p*( t )p l l i r  :  O.n,n-++D. ' ,e  (O, f  l  
'

C'omme D''o est dense dans ?/, on déduit alols que Wp.(t) converge fortement clans
7l uniforn'rément sur (0, Z) vers vVF(t). La suite de la preuve cle notle proposition
est identiclue à celle de Xu [T+]. tr

Remarque III.2 Pour tout F, B, N €. Sfr(0, l) uérifiant H.I-H.\il, on peut d.éfinir
unco-semi-groupe de contractionsup,s(t) dansTL engendrépar l,opérateur rft+a
tel que

Ur,n(t)ô : wr(t)é + fo' 
wrlt - r)BLrp,B(r)S d,r.

De plus, on peut construire ù partir de F, B et N les fonctions Fn, Bn et N1, uérifiant
le Lemme IIL2, à lesquelles on o,ssocie le semi-groupe d,e contractionsLlrn,Bn1) fuoir
Proposition III. 1) .

Vu cette remarque, on a le résultat suivant

Lemme III.E Soit T > 0. Pour tout $ e ?1, le Cs-semi-groupe de contractions
Urr,nnft) conuerge fortement uers [Jp,s(t) dans C((0, T);Tt).

Preuve du Lemme I I I .8.  Soi t  0 <,  < T et  $€ D-.  On sai t  que

(  - -  1 t

) 
ur^,"^(t)Ô: wrn(t)ô + Jo 

wroQ - s)B1,upn,e,(s)Q ds,
) 7 t

I 
ur.n(t)ô : wr(t)ë * Jo rr\ 

- s)BUp,6ft)Q d,s.

Ce qui permet d'écrire :

Urn,nn(t)ô - Up,e(t)ô
f t

: I wro(t - s)B6lurn,nn?)ô - up,s(s)gl d,s
J O

f t
+ Jo lWr^U - s) - wp(t - s)l BUp,6(s)g ds

7t
+ Jo wrnft - s)(fu - B)up,B(s)$ ds

+ we^(ùô - vvF(t)ô. (3.23)
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Posons thn(t) :
clu semi-groupe

l lUrn,nn
Wrn(t)

(t)ô-Ur,n(t)ôl l .  Ceci entr-aîne gr'àce à (3.23) et la contraction
que:

r t  r t

Jo Ïtoll,hnG) ds i /. l l ( Bn - B)Lte,a(s)Oll d"

l l  r t

l l |, trr,(t 
- s) - rve1 - -s)l BI aa(s)o rlsll

l lvvF^(t)ô - we1)ôll .  (3.24)

,hn(t)

En utilisant le lemme de Gronwall et la densité de Doo dans ?1, il est clair que pour
conclure le Lemme III.8 il nous suffit de montrer que les trois derniers termes de
(3.24) tendent vers zéro quand h -+ 0+.

rt
o Convergence de 

J, l l {Ao 
-  B)Ue,a(s)gl l  ds :

Comme llÊti,t*! 
- gril lr",,,,, À$ g, i,j :1,2 (voir Lemme III.2), i l est facile

d'établir grâce à I' inégalité de Hôlder que pour tout I > 0, ll (Bn - B) Up,s(s)ôll nlE

0. On obtient alors en vertu du théorème de convergence dominée de Lebesgue le
résultat désiré.

r convergence de 
lll"' trr,(t 

- r) - weft - s)lB(Jp,"(r)d a"ll'

Soit
wh(t,s) : lwFh(t - s) - Wp(t - s)l BUp,B(s)$.

Etant donné e ) 0, considérons une subdivision (tt : 0, t2,....,tN : T) de l ' intervalle
[0,7] en N - 1 sous-intervalles telle que

l l  r t ; + r  l l
i )  l l  I  uh(t ,s)  d" l l  < 2( t ;+ '  -  t ; ) l la l l l ld l l  < . .

l l J  t ;  l l

Par ailleurs, la fonction Up,e(t)$ étant continuç de [0,7] dans 7{ elle y est uniformé-
ment continue. Donc
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i i )  Ve >  0 .1ô)0 :  Vs€ [ /u , t r+r ] ,  l / r * ,  - ru l  <d=+ l l l r r ,s ( - * )Q_Ue.nf t )ô l l

Il clécoule alors des propliétés i)_ii):

t ' (  f t *  r t

Jo un( t , - * )  ds :  
Jo^ *o( t ,s)  r /s  *  l ' ^*n{ t ,11 O,

t - l  r t ,+t  -:  L  L  LWenQ-  s )  -  Wp( t -  
" ) l  

B [ t ra6(s )  -  L i r ,n ( t ; ) ]ô
i = l  

r  t t

+ î I: , ' ,- '  lwen(t- s) - wp(t - s)lBLrp,B(t;)g ds * i  .n(,i=r rt ;  '  
1r 

* '

s f  , rqrn*,  -  t t )  +Ï(ro*,  -  t ; )xn + f ' r rrn(t ,s) ds,

\ t .

ds

, s )  ds

avec

est telle gue Xa I e, i
clue pour tout e ) 0,

Xr, : sup l lLWen(s) - I,Vp(s)l BUF,B(t)ôll
[0,7]

: r,2,....ry' pour â suffisamment petit. un calcul clirect montre

( e, pour h assez petit.

o Convergence de llWrn@ô - Wp(t)gll:
C'est une conséquence directe de la proposition III.2.

Maintenant on peut énoncer notre deuxième résultat principal.

Théorème Irr.2 . sous les hypothèses H.I-H.III, le système (g.1)-(s.s) est erpo_
nentielle'ment stable dans ?{ .

t
I

I  wn( t ,s )  ds
J
0

tr

Preuve du Théorème III.2. Nous allons montrer le théorème pour tout / € D-.
Soit F, B et N les matrices définies par (3.a) et qui vérifient les hypothèses H.I-H.III.
Il découle du Lemme III.2 et du Théorème'III.i qu'on peut construire des matrices
Fn, Bn et N6 telles que
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l lUe^,n,( t )ô l ln 1 L, Ie" '  l lo l ln,

l r o t r r t o t t t  o€D .u .

On lappelle que ful et ,': sont deux constantes positives indépendantes du paramètle
à (r,oir Pleuve du Théorème III .1). En uti l isant ensuite la RemalclLre II I . l  et le Lemme
III.8, on obtient après passage à la l imite â -+ 0+,

l lu r,a(t) ôl l  < u e't l lSl l .
Enfin, par un argument standard de densité, le résultat s'étend pour tout ô e 7t. La
preuve du Théorème III.2 est complète. tr

III.4 Application à l'échangeur thermique

Ce paragraphe est consacré à I'application du Théorème III.2 à notre modèle
physique, l'échangeur thermique, régi par les équations (2.1)-(2.4) ou encore par les
équations (2.5)-(2.6). Nous ayons le résultat suivant:

Proposit ion III .3 Le système (2.5)-(2.6) est erporzentiel lement stable dans 7t.

Preuve de la Proposit ion III .3. Tout d'abord, i l  convient de lappeler les équations
(2 .5) - (2 .6) :

43

- Kflr(r,t) + \/K6ll(r)r72(r,t),

ff irr@,t) 
- K2q2(r,t),

'  
ônz@,t\  *  0r72(r , t )  ,_T:_mz_f f i_ t

r l l l z , t ) :41 (0 ,1 )  :0 ,

q t ( r ,0 ) :  ô {x ) ,  nz (x ,0 )  - -  ô t@) ,

pour  (e, t )  €  (0,12)  x  (0 ,** ) .  De p lus,  m;  et  K; ,
posit ives et pour tout B € (0,1),

i  :  I ,2  sont  des constantes

_lt-11 r  €  (0 ,h)
-0 ;  x€( \ ,12)r(")
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signalé au paragraphe 2.3 (vo iL (2.7)- (2.8)) ,  le  sysrème
Clomme nous I'avons déjà
ci-dessus s'écrit :

:  ( ' * *  
" )

: Ô ,

F(n): 
| 
-'T,"' 

_i,], B@)

rift)

'i(o)
nU),

ou

| 
-"' ,/T'Enç21 1: I JR,E l.

Ll1'1- 
-r \2 

l

Il nous suffit donc d'utiliser le Théorème III.2. Pour cela, on doit vérifier que les
hypothèses H.I-H.III sont satisfaites. clairement, pour tout 

'i, 
j : i, z, l"l.o"fficients

F; et B;i vérifient I'hypothèse H.I. De plus, il est faciie de voir que pour tout i : r,2,
i l ( * )  )  o  p.p.  r  €  (0,  12)  avec n:  min{( \ -  0*r , * r }  )  0 .  L 'hypothèse H. I I
est alors satisfaite. Concernant l'hypothese È.III, nous allons définir les fonctions de
pondérations lû et l{2 comme .uit:

&, N2(x): 
#â

Nr(z) :
I I (r)( t  -  B)

Vtr la définition de II(æ), il est évident que lrr, e l-10, /2) pour i : I,2. D,autre part,
la matrice ly'B est:

N B(æ) : Rft6,x'
:nvrKrI{,
L _  I J

Dès lors, un calcul direct montre que pour tout y - € R2,(ar ,az)

t-rh(yr Nçr1a(r)a : <0p.p .xe (0 ,12) .
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L'h1'pothèse H.III est manifestement vérifiée. D'après Ie Théorèn-re III.2 Ie système
(2.5)-(2.6) est exponentiel lement stable. n

Rernarque III .3
o Il est i,ntéressant de noter que le résultat de stabilité erponentielle obtenu pouI" un

systèrne couplé de deur échangeurs thermi,ques reste ualable pour tou,t système com1tosé

d'un nombre f ini d'échangeurs thermiques.

+5
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IV

Stabilisation d'un Système Hybride:
une Variante du Modèle SCOLE

Ce chapitre traite la stabilisation frontière d'un système hybride qui est une

variante du modèle SCOLE. Ce dernier est composé d'une poutre flexible de longueur
L : I encastrée en I'une de ses extrémités alors qu'une antenne rigide de masse rn

est fixée en son extrémité libre. Il existe pour ce système deux contrôles, à savoir

le contrôle moment Ot(r) et le contrôle force 02(f) appliqués à I'extrémité libre de

la poutre. Notre contribution principale est de montrer que si le terme accélération

de I'antenne est négligé alors le système considéré est uniformément stabilisable par

feeclback frontiére (contrôle force et/ou moment).
Par ailleurs, en négligeant le moment dtinertie, on montre que le système est

également uniformément stabilisable par un contrôle de moment simple et d'ordre

usuel.

IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilisation uniforme par feedback frontière d'une

variante du modèle SCOLE. Ce système, introduit par les ingénieuts de la NASA pour

modéliser certaines structures de I'aérospatiale, est composé d'une poutre flexible (P),

encastrée en I'une de ses extrémités alors qu'une antenne rigide (A) de masse rn est

fixée en son extrémité libre (voir figure IV.1).

Les vibrations élastiques de la poutre sont régies par une équation aux dérivées par-

tielies (modèle d'Euler-Bernoulli) tandis que les oscillations de I'antenne sont gou-

vernées par deux équations différentielles ordinaires (équations de Newton-Euler). Le

système global est donc un système hybride dont la dynamique est décrite par les

équations suivantes:

47
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Figure IV.1. Système hybride

PUu * EIY,, , , :0,

A(0 , t ) :U , (0 , / )  :0 ,

Jy,rr( I , t )  + EIy, , (1,  t ;  :  O,(r) ,

mUt t ( I , t )  -  E Iy , , , ( I , t1 :  Oz( t ) .

(1 .1 )

. 'a(r,/) représente le déplacement transversal, à I ' instant r, d'un point
de la poutre d'abscisse r.

o Les paramètres physiques p, EI et .,I sont des constantes réelles positives
qui désignent respectivement la densité linéique de la structure flexible,
la rigidité en flexion et le momént d'inertie de I'antenne.
o O1(l) et O2(l) représentent respectivement la commande du moment et
la commànde de la force appliquées à I'extrémité libre de la poutre.

L'objectif de ce travail est de trouver des lois de commandes o1(t; et o2(l) qui
stabilisent le système (1.1) dans l'un des deux cas suivanrs:

Premier cas: le terme accélérationmyl1(I,l) est négligé.

Deuxième cas: On néglige le moment d,inertie _/.
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Dans le premier cas, le ploblème revient à stabiliser le st'stème suivant:

PAu * EIY,, , '  :0,

y (0 , t ) :A , (0 ,1 )  :0 ,

Ja , r r ( I , t )  +  E Iy , , (1 , t ;  :  Or ( f ) ,

-E Iy , , , (1 , r )  -  Oz( l ) .

( r .2)

On montre alors que ce type de système (1.2) est stabilisable si on applique simul-
tanément un feedback de force et un feedback de moment. Ce premier résultat sera
pronvé en utilisant le principe d'invariance de LaSalle et le théorème de Huang [35]
(voil chap. 1). Notons que nous avons essayé d'utiliser la méthode du multiplicateur
mais en vain. En revanche, Ia présence du feedback de force seul est suffisante pour
garantir la stabilisation du système (1.2) mais sous une condition sur les constantes
physiques p, EI et J. La preuve de ce deuxièmerésultat est essentiellement basée sur
un théorème de perturbation dîr à Triggiani [72]. Ces deux résultats obtenus donnent
une réponse positive à la question posée par Rao [62]. Par ailleurs en utilisant un
théorème de perturbation compacte [68] et en s'inspirant des techniques de calcul
de Rao (voir [60] ou [62]), on démontre que ie système (1.2) n'est pas uniformément
stabilisable si on applique seulement un feedback de moment. Lleci met en évidence
le role primordial du contr'ôle force.

La stabilisation du système (1.1) afait I'objet de différentes recherches. En effet,
si mJ I 0, Littman et Markus ont montré le résultat suivant:

Théorème IV.l ft91 Soient a, 9, 1 et 6 d,es constantes réelles telles que:

^ t ,  B>0;4aB > (ô+a)2.

Alors pour

I  Or ( t )  -  - au1 (7 , t )  +  Bu6(1 , , t ) ,
{
I  Or ( r )  -  lu t ( r , t )  -  6u tu(L , t ) ,

le sgstème (1.1) en boucle ferrnée est fortement stable. De plus, si

:19

I  
01( t )  :  -uu( ! , t )

I  Ort  = -ut( | , , t ) ,

le système (1.1) n'est pas uniformérnent stable.
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La méthocle développée dans [d9] est basée sur I'ana,l;rse clu spectre rlu système.
Ensuite, clans le cas part icul iel m : J:1, un résultut a" stabil isation fàrte de (1.1)
a été obtenLr pal Slemrod [70] avec Ot(r) un contr'ôle cle moment à priori borné et
02 ( t ;  :  g .

Plus tarcl, en se basant sur ttn théorème de pelturbation compacte cle Russell [6g],B. Rao [60] a prouvé le théorème suivant:

Théorème IV.Z [60]
Si

auec 6;i, uij, i, j : r,2 des con.stantes réeile-c alors le système (1.1) en boucle ferméen'est pas uniformérnent stable.

Ce résultat généralise celui de Littman et Markus [49] dans la mesure où leur feedback
peut être obtenu en prenant dans le théorème ci_deszus r/r2 : r/2t : I et 6;1 : uii :0,
pour a, j  :  r,2. De plus, I 'avantage de ra méthode uti l iséo dans [60] est qu,el le
s'applique à des problèmes de dimension d'espace supérieure à un 1uoi, pur exemple
[62]).
Bn revanche, la stabilisation uniforme de (1.1) est assurée si le feedback est d,ordre
supérieur [60]. Plus exactement, Rao a montré par la méthode du multiplicateur que:

Théorème IV.3 [60] (Stabili,sation uniforme par feeilback d,,ord,re supérieur)
Pour

1 o1(r) :  -u"",(r, t)

I  Ort = uoæt(\. , t))
le système (1.1) est uniformément stable.

Dans [61], Rao a amélioré le résultat de stabilisation forte de Slemrod [20] dans le
sens où le résultat reste valable pour une poutre de longueu r L < 3. De plrrr, Ru.o u
établi que le système (1.1) est fortement stabilisable par un contrôle cle force à priori
borné, i .e, 01(t): O et O2(l) un contrôle à priori  borne.

concernant le deuxième cas J :0, ie système hybride s,écrit:

I  
O f t  )  :  - d r r t  \ I , t )  -  6pu , ( I , t )  -  u11 t4 (L , t )  -  unu t t ( I , t )

I  O r t  -  -6z ru ( I , t )  -  622u , ( I , t )  -  u21u1( I , t )  -  uz2u r t ( I ) t ) ,

Put t *  E Iu , ' , r ' :9 ,

u (0 , t ) :u , (0 , f )  :0 ,

E Iu , , ( I , t )  :  Or ( t ) ,

0<u  <1 ,  t>0 ,

t )0 ,

t )0 ,
(1 .3)

mu6( I , t ) -  E Iu , , , (L , t1  :Or ( t ) ,  ,  >0 .



|V.1. Introduction

Récetnment. F. Conrad et O. Nlorgtil clans [23] se sont intéressés au problènre cle
stabilisation clu système (1.3) par le seul feedback cle force appliclué sul I'antenne
(Or(l) :  0). I ls ont obtenu le théorème suivant:

Théorême IV.4 [23] Pour toute constante a > 0 et t3 > 0, la loi de com'rnarrde

O'( t ;  :  s ,

@r(t)  -  -are(1,  t )  I  pu, , , , , (  1,  l ) ,

stabil ise uniformérnent le système (1.1) dans le cas où J:0.

De plus, une estimation du taux optimal de décroissance est donnée dans le cas
part icul ier o: 0lm.

On rappelle que notre objectif est d'obtenir un résultat similaire à I'aide d'un
seul feedback de moment, i .e, O2(l) :  g.

On note que le résultat de Conrad et Morgiil [23] a été obtenu auparavant par Rao
pour- un modèle simplifié d'une équation de plaque (voir [62] et [63]). Cependant la
loi cte commande proposée par Rao est composée de deux contrôles frontières usuels.

Dans ce travail, on se pfopose d'étudier le problème de stabilisation du système
(1.3), par un seul feedback du moment. En appliquant le théorème de Huang [35],
nous obtenons la stabilisation uniforme du système (1.3), par une loi de commande
simple. Nous n'avons pas été capables d'obtenir ce résultat par la méthode des
multiplicateurs. La loi de commande proposée ici est simple et ne fait pas intervenir
le contrôle de force.

Ce chapitre est organisé comme suit:
Dans la première partie, on traite le premier cas où le terme accélération my6(1,t)
est négligé. Au $2, on propose une loi de commande (feedback de force*feedback de
moment) pour ie système (1.2) puis on démontre que le système en boucle fermée
est bien posé au sens des semi-groupes. Au $3, on utilise le principe d'invariance de
LaSalle pour établir la stabilité asymptotique (forte) du système en boucle fermée.
Ensuite, au $4 on montre la stabilité uniforme. En se basant sur ce résultat, on
obtient aussi la stabilité uniforme avec seulement le feedback de force mais sous une
condition sur les paramètres physiques du système. Finalement, au $5 on prouve
que le système hybride n'est pas uniformément stable si on applique un feedback de
moment. Enfin, au $6, on termine par une étude asymptotique de la partie réelle du
spectre de I'opérateur contrôlé et par présenter une brève étude numérique.
Dans la deuxième partie, on s'intéresse au deuxième cas ,,I : 0. En effet, au $7, on
donne les équations du nouveau système puis on détermine une loi de commande pour
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lacluelle le problèrlre est bien posé au sens cles semi-gfoupes cle contractions. Ensuite,
au ($8) on obtient Ia stabil i té forte du système. La preuve cle ce résultat est basée
sur le plincipe cf invariance de LaSalle et un lésultat cl'unicité établi par Rao [61].Au ($9). on donne une étude spectrale de l 'opérateul contrôlé et non càntrolé.

IV.2 Le premier problème est bien posé

Dans cette section, on propose une loi de commande qui rend l,énergie du
dissipative puis on montre que le système en boucle fermée est bien pore .u
semi-groupes.
Tout d'abord, il est facile de vérifier que ra stabilisation du système (1.2)
quitte à faire un changement des constantes physiques, à la stabilisation du
suivant:

L'énergie de ce systéme est

E(t ) :

système
sens des

revient,
système

( ou" * EIy",,' :0,

I  y(0,  t )  :  y , (0,1)  :  0,
(

I  
t ror0, t )  + y, , (7, f )  :  Or( l ) ,

|  -a" , ( r , t )  :  @z(t) .

(2 .1)

;{1"' (pa? + ntu\,) dæ * r Eryl,(1,,)} .

Un calcul formel de la dérivée de E(t) le long des solutions de (2.1) tlonne après une
double intégration par parties:

Et( t ) :  -n t (a*Q,r)O,  ( t )  r  y7(r , r )Or(r ) ) .

On choisit alors

Première part ie.

Etude du système (1.2): terme accélératior, ,reglige

1 
t ' ( r l  -  -au*( l , r) ;  o )  0,

Ior(r)  : -pa^r, t ) ;  g>0, (2.2)
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cle telle manière que

Et( t )  =

Dès lors, le système en boucle fermée (2.1)-(2.2) est clissipatif clans le sens où son
énelgie est décroissante.

Ecrivons le système en boucle fermée:

PUu *  E IY, , , ' :0 ,

g (0 , t )  :a , (0 , t )  =0 ,

J a,rr(I, t) + y,,(L, t) : - oa 
"t(L, 

t),,

u , , , ( I , t )  :  Byr ( I , t ) .

(2 .3 )

Par la suite, on notera pour tou t  n  :2 ,3 , . . . ,

{ f  e  H" (0 ,1 ) ;  / (0 )  :  / " (0 )  -  0 } .Hi:

On considère alors l'espace de phase suivant

j l :  H3 x  L2(0 ,1)  x  tR ,

muni du produit scalaire

\(f ,g,(), (i, i t,0)u = 
fo' (est*)g(") + EI f,, i ,,) d,x + J EI{(. e.4)

Un calcul direct montre que la norme induite par le produit scalaire (2.4) est équiva-
lente à la norme usuelle de I'espace H'(0,1) x tr2(0, i) x IR. par conséquent, I'espace
de phase 7l est un espace de Hilbert.

En posant u(t) :  (g(., f  ),  ut(., t),a,t(r, t)),  le système (2.3) s'écrit  sous la forme opéra-
tionnelle suivante
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- E I (ay'z"t( 1, r) + py\ lt,ù).
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u( t )  :  ' {u ( / ) '

oir .{ est l'opérateur linéaire non borné défini par:

D( ,1 ) :  { (A , " ,€ )  €  H I  x  H !  x  IR ;  -y , , , (1 ) *  Êz ( I ) :0 , ( :  z " (1 ) ] ,

e t  pour  tou t  (y ,  z ,€ )  eD(A) ,

(2 .5 )

/  EIA /  > \  ,  L

A\U, z , ( /  :  I  z ,  - - - t -Uxtxzt

\p

0r(r ) -a, , , (L)-0,

€ :  t , ( 1 ) ,

(y , ' )eHIxH! .

(2 .6)

m-dissi,patif .

Il découle après un simple

<0.

- j  {r, ' t l) + "o)

On a le lemme suivant:

Lemme IV.1 . L'opérateur A défi,ni par (2.5)-(2.6) est

P reuve  du  Lemme IV . l .  So i t  u  :  ( a ,2 ,€ )  e  D(A) .
calcul

1 Au, ,Lr  ) :  -EI  (a(  + grr \ ) )

L'opérateur A est donc dissipatif.

I I  s 'agit maintenant d'établir la maximalité de A, i .e,Im(/ - A) : ?1. pour cela, soit
f f ,g,1) e 7{. Le problème consiste alors à trouver (a,t,€) cD(A) tel le que

( I  -  A ) (y ,2 ,€ ) :  ( f  ,g , t ) ,

qui s'écrit

(2 .7 )

avec

[ '  
- 'r] ' '

J  > _ L _ c ,

1 
.-- -f, 'Vxæc': 9,

I iv,,tr) . (i + r) (: r,

(2.8)



|V.2. Le premier problème est bien posé

En éliminant : dans Ia première équation (2.7). on clécluit que

PU I  EIA,r îs:  P(f  +

y (0 )  :e , (0 )  :9 ,
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de

s),

CaG) -  a, , , ( r ) :  Pf  Q),
L  / a  \

7u,"( t t+ [ ,  + I )a, (1)  :  t

/ . )  o ' l

/ a
+t -+

\J

r I
: I (E IA,,rh,, f putl,t) dr

J O

+ E I  (a  + J)y , ( r ) l t " (1)  +  E I  By(r ) { : ( r ) ,

r) r,rrl

Soit û e H3. Multiplions la première équation de (2.9) par lb. IJne double intégration
par parties entraîne que:

r l

J" 
(Ela,,rh,, + purh) dr * EI(a + J)y,(I)tl:"(1) + EI gy\)th!),

r l
: 

Jo eff + ù?hdæ + EI [(" + J)f,(\) + J{rh"(r) + EIPf 0),1,Q), Ytl., e Hl.,
(2.10 )

qu'on peut écrire

avec

a(A, rh )  :  J (Û) ,

ct : H! x I/02 -+ IR

(a,rh) ,---+ a(a,th)

et

J: I/o2 -> IR

7 L
1b ,-> J(?h) = 

Jo oU + s)Ihtu + EI f(a + J)f"(t) + /'yl ,b,Q)

+EIBTG)IIG).

On vérifie aisément que a(y, t/) est une forme bilinéaire continue, coercive sur .Flo2 x I/02
et que "I(t/) est une forme linéaire continue sur I/02. En utilisant le théorème de Lax-
Milgram, on déduit I'existence d'un élément y e H3 solution de (2.10). Ensuite,
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l'espace de Hilbert T{, stn

précédent et de la théorie

e.tiste une un'ique solution

(2 .11)

contrac-

par un |aisonnement stanclalcl souvent utilisé pour la résolution d'écluations ellip-
ticlues li.éaires, on montre crne y vérifie (2.g). par conséc1uent, le t'iplet (a,y _
J,y,(1) - . f"(1)) satisfait manifestement le système (:2.7)- (2.s). D,où la maximalité
de l 'opérateur A.

Remarque IV.l Du fait que A est m-dissipatif sur
domaine D(A) e.st dense dans TL [11J.

Le lemme suivant est une conséquence directe du remme
des semi-groupes d'opérateurs linéaires (voir [5b] et [1i],;.

Lemme IV.z .
i)  Pour toute donnée init iale Lto: (ao,zo,€o) € D(A), i l
for te  u( t )  :  (A,  z ,0Q) € D(A)  de

I t ' f1: Au(t),
I "(o) 

- us.

L.a solution u(t) est donnée paru(t): S(t)us, où S(t) e.st le semi_gro.upe d,e
tions engendré par I'opérateur A. De plus,

u (.)  e Ct (tR*; ?t) n C (R.,. ;D(A)) ,
et la fonction

t +_+ lleu(t)llr1
est décroissante.
i i)  Pour toute condit ion ini, t iale u6: (Ao,ro,(o) e 11, i l  eriste une unique solution
faible u(t) : (ù, ,, OQ) € ?l solution de (g. t 1) .' De plus,

u( . )  €  C (R"+;?t ) .

IV.3 Stabilité asymptotique

En utilisant le principe d'invariance de LaSalle, nous allons démontrer dans ce para-
graphe que le système (2.11) est asymptotiquement stable, i.e, s(/)ue tr$ g pour
tout uo € H.
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On établit dans un premiel temps le résuitat suivant:

Len r rne IV .S  .  So ' i t l ec loma ineD(A)  mwt ide lano rn tedugraphe .  A lo rs l ' i n j ec t i , on
carzonique i : D(A) --+ ?l est co'mpact.

Preuve du Lemme IV.3. Un calcul direct permet cle mont,rer I'existence d'une
constante C > 0 telle cJue

11el l fu '10,r)  + l lz l l211,1o,r)  + l€ l '  < Cl l (a,r ,€) l loer V(y,r ,0 €D(A).  (3.1)

Soit maintenant {(yn, r",{")}"ew une suite bornée dans D(A). Compte tenu de (3.1),
la suite {(U",2",(")},e w est également bornée dans I/a(0, 1) x l I2(0, 1) x IR. Comme
I' injection H^(0,1) --+ H*-r(0,1) est compacte pour tout m e IN* [28], on en dé-
duit qu' i l  existe une sous suite {(y"È,znn,€no)}*.^ qui converge vers (y,2,{) dans
H'(0,1) x l2(0,1) x IR. Enfin, le théorème de trace nous permet de conclure que
y(0)  :  y , (0) :0 .  Dès lors  (y ,  z ,€)  e '11.  Le lemmeest  a ins i  démontré.  n

Nous avons le théorème suivant:

Théorème IV.5 Le semi-groupe S(t) engendré par l'opérateur A est asyrnpto-
t iquernent stable sur 7{.

Preuve du Théorème IV.5. Etant donné qre D(A) est dense dans ?l et que ,5(l)
est un semi-groupe de contractions, il suffit de démontrer le théorème pour toute
condition initiale dans 2(A).

Soi t  us :  (Ao, ,zo, to)  eD(A)  et  u :  (a , " , t )  la  so lut ion de (2.11) .  Compte tenu
du Lemme IV.2, la trajectoire des solutions {S(t)zs}r>o est un borné pour la norme
du graphe et donc en vertu du Lemme IV.3 précompact dans ?1. D'après le principe

d'invariance de LaSalle (Proposition II.3), I'ensemble c^.r-limite cu (uo) est un compact
norr vide invariant par le semi-groupe .9(t); de plus

S(f )zs --+ t (us) quand , -+ +oo.

Afin de conclure la stabilité asymptotique, il nous suffit de vérifier que &, (us) est
réduit à {0}.

j ) l
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-. . 
s"i, i ,o; 

!û0.io,{o) € &.'(us). En uti l isant le Lemne I\, ' .2, on peut affirmer qr..e
i r ( / )  :  ( i . . ' .O( l )  :  ,9( t )ùo esr solut ion for te c lu système (2.1I)  et  que

u( i  )  e  u (ûo)  cD( ,4 ) .

D'autre part, on sait que llu(t)l lu est une constanre et par conséquent 
#llù(t)l lru: o

(voir [35]). ceci implique que i satisfait le système suivant:

PUu*EIù , " , , -0 ,

ù (0 , t ) :ù , (0 ,1 )  :0 ,

ù , r (L , t ) : f i , , ( r , f )  :0 ,

ù , , , ( I , t ) : ! { I , l )  :0 ,

( i ( . ,0 ) ,  û , ( . ,0 ) )  €  Hâ x  H3.

(3 .2)

Ce système n'est autre que celui d'Euler-Bernoulli avec les conditions A,r(L,t7 :
ùt(1,t1 : 0. Dans [23], Conrad et Pierre ont montré que U:0 est la seuie solution
de (3.2) et par suite û : 0. ce qui achève la preuve du thèorème. tr

Remarque IV.2
o Il est bien connu que compte tenu du Lemme IV-S et d,u Théorème I\'.i, la résoluante
p(A) contient {ia; c..,' e lR}.
o En fait, Conrad et Pierre [23] ont établi que la solution tri,uiale est I'upique solution
d'u système (3.2) dans Ie cas où I 'une des fonctions tracesû",,(1, t) oufi{r, t) est nulle.

IV.4 Stabilité uniforme

Dans cette partie, nous allons énoncer et démontrer le résultat principal de cette
section, i.e, la stabilité uniforme du semi-groupe S(l). Comme la preuol est basée
sur le théorème de F. L. Huang [35], il convient de re rappeler.
Thêorème IV.6 [35J. Soit A un opérateur linéaire qui engend,re un Cs semi-groupe
de contractions S(i) surun espace d,e H;tberttt. On rippoæ qu'il eùste,une constante
K>0 te l l eque

l ls(r)l lrtat < K, v, > o.
Alors le semi-groupe S(t) est erponenti,ellement (uniformément) stable si et seulement
si

i )  { iu ;  oe  IR}  cp(A) ,

i . i )  sup{l l (z, -  A)- ' l l rw; c.. ,e rR} ( *oo.
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Notre résultat est:

Théorème IV.7 Le se'mi-groupe S(t) engendré par l'opérateur ,4 e.st uniformément
stable sur 7{.

Preuve du Théorème IV.7. En tenant compte de la remarque IV.2 et la contrac-
tion du semi-groupe S(l), il nous reste à montrer que la condition ii) du Théorème
IV.6 est satisfaite. Cela revient à montrer que pour tout u; € IR 

"t 
("f, g,,.y) e 

'17, iI
existe (A,r,€) eD(A) et une constante M > 0 indépendante de ar tel les que
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( i ,  -  A)(a,z , t ) :  (T,g, t )

l l(v, ",0l la S NIl lU, g,t) l lu.

(4 .1 )

(4 .2 )

. On supposera sans perte de généralité que EI : p: I.
Comme la fonction ) --r l l () - A)-t l l  est continue pour tout À e p(A), i l  suit que
pour tout réel a < b,

."p { l l  ( i ,  -  A)- ' l lctut;  a ela,al}  < +oo.

Dès lors, il suffi.t de montrer l'estimation (4.2) pour lc,.rl agsez grand. Dans la suite de
ce chapitre on adoptera Ia notation suivante: llzll : llzllr,zlo,r) et pour des raisons de
clarté, on suivra les étapes suivantes

Etape 1: Donner la solution de (a.1).
Etape 2: Estimer lly,,l l.
Etape 3: Estimer llzll + "ll(1.
Etape 4: Etablir I 'estimation @.2).

Les techniques de calcul que nous utiliserons s'inspirent de celles de Chen et al. [12].
Etape 1: Solution de l 'équation (4.1).

Prenons u : n2 (le cas a : -e2 se traite de la même manière). L'équation (4.1)
s'écl i t
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'U.rt:rr - nnY : irTt f + g,

U,,0) - t  ( iar72 -  Jr ln)y,( l )  :  eJr72 + a)Â(I)  + lJ,
iBr12y(1)  - , ! J , , , ( l ) :  C f  Q) ,
y (0 ) :e , (0 ) :0 ,

z : iq2a-T , ,

€  :  i r t ' y , ( l )  - ,û (1) .

(4 .3  )

Considérons ensuite les deux systèmes suivants:

I  A , ' , , -n4Y: in2f Ig ,

I Of ol : s,(o) : y,,(o) : û,,,(o) : s,

( ù,",, - q4û - 0,

) u",tt) + n2(;a - Jn')a'(l) : /,,

| ;Br'ù(r) - û,,,(L) : tr,
I
(  i (0 )  :  ! , (0 )  :0 ,

(4.4)

et

(4 .5 )

avec

I ,, :
t r,:

-n'Ua - Jryr)û,(r) - u,,çt) + UJ,n2 + a)/,(1) * ^tJ,
-i7rt'y\) + ù,,,(t) + Bf 0).

(tr, f (,) + s(r)) dr.

(4.6)

(4.7)

(4.8)

I l es t c la i rques i  ae tû  son tso lu t i onsde  @. \e t (4 .5 )  respec t i vemen ta lo rsg r : y *û
est solution de (4.3).
D'une part, on'vérifie aisément que la solution de (4.4) est

a@) : I l"' ,-"|,n(n(' -

D'autre part, la solution générale de (a.5) est donnée par

û@):  Aen'  *  Be 'n '  t  ce-n '  *  De- in ' .

r ) )  -  s i n (4 (c  - ' ) ) ]

où A, B,C et D sont des constantes réelles telles que les conditions initiales de ( .5)
soient vérifiées. Ce qui est équivalent à
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.G) :[) (1.e)

où M : (mij)r<;,j<4 est une matrice dont les éléments sont:

I T l 1 1  :  I ,  f n 1 2 : 1 ,  I 1 l t a : 1 ,  m 1 4 :  ] ,

ITI21 : L, fn22: i, 1rn2g: -l , I15I24 - -i,

rïr31 : (rl' + ion" - Jrf)"', rï132 : (-n' - arf - iJr1')eiq,

r r r33 :  (n ' - i a r73*J r1 ' )e -n ,  rns4 :  ( -n '+an3+ iJ r1 ' )e - i n , . r r l 41  :  ( i g r l ' - n " ) " r ,

rtr42 : i(/n' + nt)"nr, rrl4s : (i/n' + n")"-r, trr44: i(grt' - ,1")"-,0r.

En calculant explicitement le déterminant de M qu'on notera detM, on peut afÊrmer
que pour q assez grand, detM + 0 ( voir (4.19) et (a.20)). Par conséquent, (4.9)
implique

où cof(Mt) désigne le cofacteur de la transposée de M. Un calcul direct montre que:

( 
, ) 

: (detMr'\ cor(tv'I ( 
I )

( É ) 
: (i+'l)42(de'lM'' ( i I lltll'^)( I )' 

(4 i0)
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oir x clénote des éléments non importants dans nos calculs et

{Ltz :  ( i l  + rù" ' ,  + i(n - C)"-0, + [( t  -  t)g + e + r)ry]e-n.

t - r r , 1 , :  ( i  +  i aq  -  J r13 )e tn  +  (1 -  a r7  - i J r13 )e - i n  +  [ ( i +  f  ) (1+  /43 )  +  (1_  i )a r1 ]e -n ,

t rze: ( l  + ir71"'  + ( i  + t)(q - P)"-0, + ( i / j  *  n)e-r,
Fz+ :  ( i  -  or t  -  iJr13)en + [ ( t  -  1)(1 -  o,q) +( i  + 1)Jr13]s- in + (-1 + iaq -  Jr ;s1e-n

t4:j : - i(0 + n)e'n + [(i - 1 )13 - (i t r)q]en + (tt - rt)e-i,.

t rzt :  ( I  - f  an - ' iJq3)e;n + [ ( t+ lx l  -  Jr f )  - l ( i  - I )aq]e,  +( i  -  iorT I  Jr :s)e- in,

Hqz : u + r)(p + n)"" + h - ip)en * ( in - B)e-n,
tt+q : [(1 - i)(1 + a.n)+ (i + t)Jr13]ein + (1 + iort - Jrf)", - (i + ar1 I iJr;3)e-n.

Etape 2:  Est imat ion d" l lg"" l l .
Dans nn premier temps, on montre grâce à une double intégration par parties que la
solution y donnée par (4.7) vér.ifie

'  y,,(r) : '- t{" 
lo'

Dtr fait gue u,,: û,,*û,,, il nous suffit maintenant d'estimer llûr,ll.ceci revient,
d'après l 'étape 1, à I 'estimation des constantes /1, lz, A,B,C et D .

Estimation de 11 et 12

Le même argument utilisé pour (4.11') permet d,avoir:

y(*) : -pf Al -+ fo' ",r '-o (if,,?)+ g(")) dr + o (n

a,@) : -#r,@) *+ fo' ",(,-,) (if,,(r) + g(r))dr + o (n

u,,,(1) : 
I I"' "n(o-r) Uf,,(r)+.q(r)) d,r * o0l.t,l l + llgll).

"-," (if,,(r) + o?)) d, + o (n-'f l l .f""l l  + l lgll l) . (4.11)

-' i l l.f"l l + llollJ) ,

-'lllf,,ll + llglll) ,

(4.r2)

Ceci, avec (a.6) et (4.11), entraîne que
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t t  :  -tt2(ia - Jn\l-*r,u) ++ lo' ",, '- ')  ( i f  , ,(,) + s(r)) (tr

+ o (n-'l l lr,"l l + llell l)l-+ fo' "-" (ir,,î) | s(r))d'r

+ o (r- 't l l /""11 + l lgll l) * (iJq2 + a)f,(r) + tt

: tJ + f,Vr' 
- ia - r- ' l  l , e-n'(if,,(r) + s(r))dr

+ ct (n'ûlf,, l l  + l lell l) . (4.13)

De la même manière, on démontre que

Estimation de det M et (detM)-l

Nous avons affirmer précédemment que detM f 0 pour lrTl assez grand. En effet, en

utilisant ia définition de la martice M. on a

detM = -2rlaeT-t)4[(i - t)Jnn + gJrt3 + (i + t)ort' - i(l + "0)rt + U - L)B]

-2r74eu-t)nl(r  - i )Jrf  + gJn3 - ( i+L)ort '  - t( l  + a7)n+Q -i)B)

-2q4eu+t)r[(1 + i)Jqn + gJns + (- i  *  L)aq2 - i (1 + "0)rt  
-  ( t  + 1)B]

-2r7as-(i+r)a[-(l t i)Jqa + gJns+ (i - r)ort' - i(1 + c.?)q * (i + r)P)

+8'qa lBJrtt + ;1t - 
"0)rù (4.1b)

P T  7 l
tz: iG 

- i |rt- ')  Jo e-n" ( i f , ,(r) 1 s(r))dr + O (l l f  "" l l  + l lsl l) .  (4.r4)
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Factorisons Ia première et la t.oisième ligne cle (a.15) par -r73en. orr obtient

c letr l f  -  -q3en(t ;  + r)A" -  
" -n l2e 

- i )CJqn *2(alJ-  t ) ( t  + 1), i r l )

-2\4e( i - t ) r l ( l  -  i )Jr1a + CJns -  ( t  + t )on,  _ j (1 + ai l )n +(1 _ t )p l
-2 r7as-U+t )z [ - (1  - r  i ) J r ta  +  pJn3 +  ( t  -  r )o r f  _  t (1+  a | )q+  ( i  + t )g l

+8rta lpJïtt + ;1t - a/)rt l,

avec  
(4 '16)

A" : ,,l(tr, - ia - n-r) ur"- (r - i1,r-r) prn) e.fi)
= 

"- tn72iJn5 + pJ(L- i ) r tn r2aq3 -nr( i+ 1)(1 + og) +2iBr i l
+ " ;n72Jr5 + pJ(r- i ) r tn -2 iar73 -nr( i+ 1)(1 a oC) -zgnl

+ e-nl2(I - i)gJrn + z(aB - 1Xt + r),f1.

Un calcul simple montre que Ie terme dominant de A* est r75 et que lA.l > O(nn).
Plus précisément, on a

lA"l: o(rf), I  A. l> ,fzplrtn. (4.18)

Revenons maintenant à I'estimation de detM. Tout d'abord, on remarque d'après
(4.16) qu'à l'exception du terme -n3e! A*, tous les autres termes de det,V/ sont bornés
par O(r7?). On déduit alors la relation entre A* et detM:

detM : -( i  - l  l )rf  en A* + O(n\, (4.19)

qui implique grâce à la deuxième estimation de (4.1g) que

(detM)-t : -f inr(A.)-, * O(r1-7e-rr) : O(n-re-r). (4.20)

Estimation de A

Compte tenu de (4.10),  (4.13) et  (4.14),  on a:
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.- l  :  ( i  + 1)r72(cletNl)-r (p13lt - t tr+lz)

:  ( i  +  1)42(c le tM)- ' { l { ln '  -  ia  -  n- t ) t t rs  -  (1  -  i i ln- \  prn l

er t  fL  
"_r ,  

( i f , , ( r )  t  g( r ) )  dr"T Jo
+pr"(tJ + 0(n' l l lT," l l  + l lgl l l ))  -  pu() ( l l / , ,11 + l lgl l)) .

Ceci implique grâce à (4.17) que:

A: ( i *  t ) (detM f ' .4. ï  Io '  " - r , (of  , , ( ' )  + s(r) )dr

+( i  + 1)a2(detM)- ' i r , ,  OJ + O(r f l l f ,Àl  + l lg l l l ) )  -  FuO ( l l . f " , l l  + l lg l l ) )
(4.2r)

On sait qu'en vertu de la première estimation de @.20):

p n l L l r l
(detM)-1A-1 

J" 
e-n"(if , ,(r) + g(r))ar : - 

aqf,1t) Jo "-,"Uf,,(") r s(r))dr
P n  7 l

+iA-O(q-'e-zn) Jo "-n" Uf ,,î) t  s(r)) dr

et donc d'après (4.18)

. p . n p l  1 7 1
(detM)-tA-î 

J, 
e-n'( i f  , , (r)  + g(r))d

+o (n-'"-' l lr ' u- (if ,,?)+ g(r))*l)
(4.22)

D'autre part, il est facile de voir que

l r t s  :  O (q ) ,  F ta :  O(q " ) ,

ce qui donne grâce à Ia deuxième estimation de (4.20)

( i  + 1)r72(detM)-1{p1s(tJ + O(n' l l l r , ,Àl  + l ls l l l ) )  -  urq,o ( l l . t , l l  + l lg l l ) }  , .  ̂ ô \' (4.23)
: 1 J 0(q-+ "-n) * O(r7-2 e-nlll"t,ll + llglll).
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Insér'ons (1.23) et $.22) clans (4.21). I l  en clécoule clue

I  I ' l
- { - -  

*  J ,  e-q ' ( i f , , ( r )+s(r) ) ( l r*O(r7-2e- ' f l1Â, l l+ l lg l l l )+1tOç,1-ae-, ) . (4.24)

Estimation de -B, C, et D

On rappelle que
B - -(i + 1)q'z(detM)-, }rrrh * pz+tù .

En remplaçant p'2s et ltzs par leurs expressions respéctives et en utilisant (a.13) et
(4.14), il suit après regroupement des termes en e2,

ttzelt * Hzqlz : 
î I" '  

e-n, (if,,(r) + g(ù)a,

x {(B + irl)Qrf - ia -?-') + e - ign-') (i - on - iJrf)}

11 J O(r7 en) + O (r73 erfl l"f,,ll + llglll).

Un simple calcui montre que I'expression entre { } est nulle et par conséquent

pzztt  t  pzstz: 1JO(r1en) * O(n3eql l l . [ , l l  + l lgl l ] ) .  (4.2s)
En reportant cette dernière estimation dans l'expression cle B et en utilisant la deux-
ième estimation de (4.20), on obtient:

B : o (n-' l l l f", l l+ l lgll l) + 1Jo(rt-a). (4.26)
IJn raisonnement analogue permet d'établir que

I c : o (q-r|lf,,ll + llglll) t 1JO(rt-a),
\  o:  o(q- ' l l l f , , l l  +11e111y r lJO(r1-a).  

(4 '27)

comme on I'a déjà mentionné, notre but est d'estimer lla,À]. or (a.g) et (a.11)
impliquent

Ar, :  î l r r* f i r '

:  
+ fo' "-, '( i f , ,k)+.q(r)) d.r +o (n-' i l |Ê,l l  + l lgl l l)

+ Ar72sn'-  BrT2ein'CT2e-r '  -  Dr72s-inr.
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( 4  ) R )

Cleci entraîne compte tenu de (4.24), (4.26) et (4.27) clue

l rxx :  o (r- ' t l l . t " l l  + l lg l l l )  +l<t ( ; '1 l lÂ.11 + l l r l l l )  +  ̂ tJO(r7-2e-n7f en"

+ lo (llf ,, l l + llgll ) + tJo(rt-21] e;n"

+ lo |lf,, l l+ llgll) + tro(n-z1f e-n'

+ lo |lf ,, l l + Ilgll) + 1JO(r1-')f "-0,'.
D'où

+ o llf,, l l+ ltgll ) + 1JO(n-\ (1,' "-2,'4*)/
+ o llr,^+ llgll) + ltctç,7-21.

(lo' ",,,a*)' : cc (n-+e) ". (l '  "-,, 'd,*)I : o(n-t) ,
I 'estimation (a.28) devient

l la,Àl:o( l l f"" l l  + l lgl l )+ /  l r  I  (4.2e)

Etape 3:  Est imat ion de l lz l l  + - t161.

Tou t  d 'abord ,onsa i t  d 'ap rès  (a .3 )  q \ez : i r fA -  T . t€ : i r fA , ( l )  - / " (1 ) .  Dès
lors, on a

l l , l l  + / lel  <,t '  l lal l  + J I  y,(r) l )  + l l / l l .
Ainsi, il suffit de montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que

,f (l lall + J I y,(r) l) < c (ll"t,l l + llgll + Jl.yl).

Comme dans le travail de Chen et al. [12], multiplions la première équation de (4.3)
par t (le conjuguê de y) et intégrons entre 0 et 1. On aboutit après un calcul direct
à:

l ly,,l l I S lo (u'l l lf,, l l + llollJ) + 1ro(rt-'"-\l ç1o' """a*)' ' '

Du fait que
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-  ( iJq'  + a).1,(1)y,(1) -  ^rtù,0| .

En applicluant l'inégalité de Clauchy-Schwartz, on a

l- I"' ssd,l s |(ttntt' + la.Àt) ,

ll,' or,rno.l s f,(rrltrtt, + ltÂ,il,) ,

l -ps(r)f (r) l

l-';trf g,1t),f,(1)l

l -ay , ( I )  f  ,Q) l

t-tra,o)t S *fur+W,Àt).
Par suite, la dernière égalité implique

^4

T (tott '  + l  ly,(r) l ' )  < ;(r + / + a + g)

*luar * *r,
Ceci, avec (4.29), donne

,f Qlall + r I y"(r) l) < cfll"f""ll + llgll + rjl),
C étant une constante strictement positive.

Etape 4: Estimation du l l(y, zr€)l lu.

Etant donné que l l (A,r , ( ) l lu:  l ly ,Àl+l l " l l  + J l { | ,  i l  est  c la i r  que les est imat ions
\4.29) et-(a.30) donnent l l(v,t,()l la < Mll(T,g,t)l lu. ce qui ,,o,r, p".-et d,obtenir
I'estimation voulue (4.2). Ainsi la preuve du Théorème IV.7 est complète. tr

A présent, il est naturel de se poser la question suivante:
Si I'un des coefficients gains de (2.2) est nul, la stabilité uniforme du système ainsi

, r*( l lv l l '  i  J  la,(1) l r )  :  l ly ,* ,11,

**" { 
- 

fo' k, + in2 frldr - pfi;;ye)

lla,,l l '+ | ir + J + 1) + a)l lf,, l l ,

(4.30)
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obtenu est-elle conservée ?
Dans un premiel temps, nous allons consiclér'el le système hybricle clans le cas orh seul
le  feedback fo lce est  pr 'ésent  dans (2.2) ,  i .e ,  01( t )  :0  et  02( / )  == ,J ! j t ( l , t ) ,  B > 0.  Le
svstème en boucle fermée s'écrit alors:
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P A t t *  E I Y , r r ' : 0 ,

a\ , t ) :u , (0, / )  :0 ,

Ja"r(L, t )  + a, , (1,  l )  :  0,

U"" , ( I , t ) :  By { I , t ) .

(4 .31)

On va montrer que le système ci-dessus est uniformément stable. Pour cela, on
notera As l'opérateur linéaire de domaine D(Ao) : D(A) (voir (2.5)) tel que pour
tou t  ( y ,  z ,e )  €D(Ao) ,

Ao(u,  z ,€)  : (4.32)("-î '"" '-Lr'"(t))

Autrement dit, As n'est
a :  0 .

Il est évident que le
tionnelle suivante

autre que I 'opérateur l inéaire A (voir (2.5)-(2.6)) tel que

nouveau système (4.31) peut être écrit sous la forme opéra-

! afq: Aou(t),
t "(o) 

- us.

D'après l'étude faite au $2, on peut affirmer que I'opérateur As engendre un Cs-semi-
groupe de contractions noté So(t). Notre résultat est:

Théorème IV.E . Soit p. > 0 une constante telle que

pe?,G) < fo' ,7,,,,(x)d,r, (*)

pour tout g dans

t  :  {g € f/3; p(1) : v,,,(r) :  ?,,,,(o) -- p,,,,(r): o}.

On suppose queSp.EIJ2 > p. Alors le serni,-groupe Ss(t) est uniformément stable.
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Preuve du Théorèrne IV.8. Rappelons clue I'opérateur .{ engenclre un C6-semi-
gro'pe cle contractions 5(l).  D'autre part, i l  est clair que

A :  Ao l  B .

où B est un opérateur sur ?l cléfini par

B(a,  r ,0 :  (0,  o,- ; ( )  ,  v(y,  z,g e , t4.
(4.33)

En remarquant que B est un opérateur compact et en utilisant le fait que le semi-
groupe 5(/) engendré par A: Ao * B est exponentiellement stable (voir Theorème
IV.7)' la stabilité uniforme de Se(l) est équivalente à la stabilité asympiotique [22]. Le
problème revient donc à montrer la stabilité asymptotique du système (4.31) àans ?1.
On procéde alors comme dans la preuve du Théorème IV.S et on est amené à montrer
que  s i  L ro :  (uo ,zo ,€o )  eD(Ao)  a lo rs  pou r  t o r r t  ûo  :  (ûo ,zo ,€o )  €u?h) ;  ùo :0 .  o r ,
on peut montrer que la solution u(t): (ù,2,0(t): ^go(l)ûo vérif ie

i ) ù ( t ) €a (ûs )cD(A ) ,

ii) llîn(t)ll4 est une constante pour tout t > 0.

Par conséquent, f satisfait le système suivant

PÛu * 8lfi,,', :0,

y (0 , t ) :û , (0 ,1)  :0 ,

Jû*r (7 , t )  +  û" , ( r , r )  :  0 ,

ù , , , ( r , t ) : f i1 (L , t )  :0 .

û( ' ,0)  :  ûo,ùt ( ' ,0)  =  2o,ù, r ( r ,o)  :  (0 .

Il s'agit donc de montrer que la solution triviale est I'unique solution de (4.34). Ce
résultat désiré a déjà été établi par Rao [62]. Néanmoins, pour mettre en évidence la
condition 3p'EIJ2 ) p, nous allons reprendre brièvement la preuve de Rao [62]. Tout
d'abord,-on peut prendre î.ro €D(A2). Notre but est d'établir l,inégalité suivante:

rT

J" llù(t)ll.tdt < Kllù'ollo61, YT ) o,

avec K une constante positive. Il est alors clair que cette inégalité implique, grâce à
la propriété i i)  ci-dessus, que tr.:0.

(4.34)
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Nlultiplions la premièr'e écluation de (a.31) par .t:z(:t: - 3) et intégr-ons par rappolt
à .r entre 0 et I et par lapport à f entre 0 et 7. LIn caicul facile permet de montrer
que 

ù0't): o' v/ > o'

Enstrite, en multipliant (4.34) par xfi,*, et en intégrant par parties, on obtient:

1  r T  f l ,  r  / )  1 T  ^  1 l  - 4

;1" J" Gog'",+ EIù2,, ' )d 'rd ' t : I  J,  l3, l , t )ct t+ p Jr l rv l ! . , , ) [dr '  
(4 '35)

Or, la condit ion ù",,(I , t) :  0 implique

7 1  1 l  f r

Jo 
rfit!,,,dr : 

Jo 
,ù, 

J, 
yaqaqd(dr

s c, [' (E? + ù,,,,,) a*-  Jo \ " ,

Cz > 0 étant une constante.
- 

Reportons cette dernière inegalité dans (4.35), il suit que

1 T  î 1 ,  .  f T

I I FogZ, + EIù\,,) dxd't ! o Jo' !t',,{t,t)dt + c"llt'ollTet- (4.36)

Comme on a supposé que ùo € D(A2), on peut d'une part remplacer ! par !1 dans

(4.36). Il en découle d'après (4.34) que:

l"' I"t (wry',,,,, + Elgl,,r) drat

Et d'autre part, la solution y de (4.34) appartient à t; par suite ! satisfait la condition

(*) (voir Théorème IV.8). Dès lors, la dernière inégalité devient

r T  f l ,  r  1 )  1 T  1 l

I I (tntgt,,,, + EIû?,,t) d,rdt I 
n, J, Jo' û"',,d'rdt * qFnll\@\.
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L'hypotlrèse 3pE I J2 > p permet alors cle conclnle que

t T  r L

J" J, ù',,,dt < qbnllTê,).

Par ailleuls, comme y e S

(4.38) ,  on

J Er lor

Û' r ( I , t ) :

ù , " ( I , t ) , :

['e -
J O

lo' *Q

r)rfir'r1dr,

- r)r!r, ,dr.

(4.3i)

(4 .38)

Ceci implique grâce à l' inégalité de

( ^

)  
ùi ,(L' t)

[  #' t t ' ' )

Cauchy-Schwartz que

7 l

S Cn I !z,,,r(x,t)dr,
Jo  

-  * * ' "

7 l

S Cs I al--(r , t \dr.
J O

En combinant (4.37) et a

a',r(' r, t) dt < C 6lltr ollT (A" ).

Ainsi, on a obtenu une estimation du troisième terme d" Â" lltt(t)lljtdt.
De plus, en vertu de (4.39), I'inégaiité (4.36) devient:

r T  r l ,

J" J" Prg',, + EIû3,,) d,rdt 1 crll"ollTu,t.

Il est clair que

(4.3e)

(4.40)

l"' t?o* = 1,'a\dr . (4.4r)
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Pal ailleurs, cle I'inégalité cle Cauchy-Schrvartz et la seconde inégalité de (4.38) on
obtient

( 4  4 ) \
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lo' , ',,|*,r)a* : I"' (lr ' ûeec((, t)rtt+ûee (1, t1)' a,

s 2lûeee,r)1, + z lrt ùt,,,lr,t)ctr

En rassemblant (4.39), (4.41) et @.a2) il vient que

1 T  ^  1 T / î 1 ,  \  ^  \

J"' llaa\lTat: J" lJ, Gù7 + EIù\,) d,x * rEI!|,1r,t1) at

= rn Io' lr' (ni, + û3,,) dæd't * cullt ollîe"t.

Finalement, on conclut grâce.à (4.40) que

[^' llr{r)llîdt < c,ollù,ollîe,y, vr ) o.
Jo

Enfin, comme llt(t)lla est constant, on déduit après passage à la limite dans la
dernière inégalité que i : 0 est I'unique solution de (a.3a). Ce qui achève la preuve
du Théorème IV.8. n

Remarque IV.3 On peut facilernent uoir que pour tout y € t (uoir Théorème
IV.8), on a

1  r r /  I  ^  , \
a,"(!,ù : ;  J" (-;r '  * *" 

)u,",,,(r,t)d,r.
En appliquant alors l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

a,,,,(t,,t) s I I,' o (-îl_t)' a* fo' ,3,,,,{*,t)d,t

ll34 Jo

De ce fait, on peut choisi, l, 
- tff 

Oorc notre Théorème 1V.8,
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Renrarque IV.4 on démontrera riltérigtrreme,t qrLe si . : 0 er .sr ra concrition
:lpEI'12 > p n'est pas sati.sfaite alors le systènte (.1.51) rt'r:st pa,s.stablr: (uoir para-
graphe 6).

Afin de compléter notre étude sur le problème cle la stabilisal;ion du système
hybride (2'1), nous allons montrer dans Ie paragraphe suivant que ce dernier n,est
pas uniformément stabil isable par le feedback de momen t (0 :0 et a > 0 dans (2.2)).

IV.5 Non stabilisation uniforme
Supposons que seul le contrôle moment est présent dans la loi de commande (2.2)

U3 : 0 et a ) 0). Le système en boucle fermée s'écrit:

PUt t lE [Y , , , , -0 ,

y (0 , t ) :U , (0 ,1 ) :0 ,

JA,u( I , t )  *  y , , ( I , t )  :  -oA, r (1 ,  t ) ,

A ' r r ( I r f )  :  0 ,

Y(' ,  o)  :  ao, ,  yt( '  jo)  :  
"o,  

gr(1,0;  :  60,

(5 .1 )

ou encore

I t 'At: (A, -t B)u(t),
I  ' (O) : Ltot (5'2)

B êtant I'opérateur compact défini par (4.33) et A1 I'opérateur linéaire défini comme

sui t :

D(Ar) :  { (a ,2 ,€)  e  HI  x  Hl  xFt ;  a , , , (1)  :  0 , (  :  , " (1) ] ,

pour tout (A, r ,0 e D(Ar),

/  EIAr(A,z ,O = 
\ t , -1U, , , " ,

-ju,,Ol),

(5.3)

(5.4)

On a le lemme suivant:

Lemme IV.4 L'opérateur 41 défini par (s.s)-(i./) est m-dissipatif, anti-ad,joint
surT{ et par suite il engendre un groupe d'isométrie unitaire que l'on noterasr(t).
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Preuve du Lemme IV.4. I l  est c lai l  c lue

L \ 1 v , L I  > : 0 ,  V t r  €  D ( . { 1 ) ,  ( 5 . 5 )

et clue ,41 est maximal.

Par ailleurs, on a en vertu de (5.5)

(  ' 41 (u  +u ) , ( u  +  u )  > :0 ,  Vu ,  t ,  eD (A ) .

et donc
1  A1u ,u  ) - -  -  1u ,A1u  )1Vu , ' u  e  D (A r ) .

Ceci entraîne que I'opérateur A1 est anti-symétrique. D'autre part, il est aisé de
montrer que D(A1) : D(Ail et que Ai -- -At Ainsi, 41 est anti-adjoint. Le reste
de la preuve du lemme découle du Théorème de Stone [55]. n

Maintenant, on peut énoncer le théorème suivant qui met en évidence le rôle primor-

dial du contrôle force.

Théorème IV.9 Le système (5.1) n'est pas uniforrnément stable.

. Preuve du Théorème IV.9. On s'inspire de Ia méthode, introduite par Rao, qui

consiste à utiliser le résultat de perturbation compacte de Russell [68].
Soit 51,.., .6(l) et S.a,-6(l) les groupes engendrés pal Al*B et ,4t- B respective-

ment. Notons par z(t) :  (U,2,0(t) Ia solution de (5.2) issue de la condit ion init iale

uoe  D(Ar ) ,  i . e ,  u ( t )  :  S t ,+n ( t )us .  On  dé f i n i t  a lo rs  u ( l )  : ( a ( t ) , ; ( t ) , ( ( f ) )  où

ù(* , t )  :  U( r , - t ) ,  2 (x , t )  :  -z (x , - r ) ,  i ( t )  :  - ( ( t ) .

Il est facile de voir que

et par suite û(t) : Se,-a(r)u(0). Comme B est compact, le résultat de Russell
(Théorème II.15) nous permet d'affirmer qu'il n'existe pas de constantes 0 ( pl < 1

et T > 0 telles qu'on ait simultanément

l l^9" ,+r( t ) l l  S p et  l lSa,-a(- t ) l l  S p,  vt  >.T.  (5.6)

r l

I aral : (A, - B)ù(t),
l  û (0)  -  (y(0) ,  -z(0) ,  - ( (0) ,
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Or. i l  est clair  que l lu(- l) l l  :  l l t i (r) l l ,  Vl e IR, et clonc 11,51.,,*r( i ) l l  =
on en clécluit alo's d'après (5.6) qu'il n'existe pas 01 tr, ( 1 et z > 0

l lSls,+s(r) l l  < p,,  Vt )  T.

Le Théor'ème IV.9 est donc démontré.

l lsa, -a(- t ) l l .
telles que

n

IV.6 Analyse asymptotique de la partie réelle du
spectre

Le but de cette section est de montrer que la partie réelle du spectre de grand module
de I'opérateur A tend à s'aligner le rong d'une asymptote verticale.

Dans de nombreuses recherches du spectre d'un- opérateur non borné(ce qui est
le cas pour notre système), on rencontre des 

"xprersions 
du type

j=n

ô(r) : I A1çr7""'',
J=0

où c..r est un complexe rrà déterminer', les Ai@) sont des polynômes complexes et
les c, des constantes complexes. Dans le ttauuil de R. E. Larrj". [+J], on trouve un
exposé exhaustif desdifférents cas possibles de /(c^,'). C'est poirrquoi'on utilisera les
résultats de Langer [43] pour établir I'asymptot" âe la partie réelle du spectre de
grand module de notre opérateur A. Ceci nous donnera une relation explicite entre
le feedback gain B et les parties réeiles du spectre de grand module. Il convient
alors de rappeler l'essentiel des résultats de Lurrg"r. Ceci fera I'objet du premier
paragraphe' Au second paragraphe , on appliquera ces résultats à notre système.
Enfin, on présente dans le dernier paragraphe quelqu"s résultats numériques.

IV.6.1 Dêfinitions et résultats préliminaires

Les definitions ainsi que les résultats de ce paragraphe font référence a [a3]. On
considère I'expression suivante:

;--
J - t .

t /  r  S r  ,  z  \  /
Q l a ) :  ) . A i ( w ) e " t ' ,

j=o
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oit u.r. Ar(.) et ci sont cléfinis auparavant. Le but est cle nettre en évidence les ternes
clonrinants de i(u.').

Définit ion lV.L [43] Dan.s le plan comple:te, reporton.s le.s Ttoirtts êi, j  :0,.. . . ,r?.
On définit ensu'ite Ie polygone P comme suit:
i)  P est conuere.
ii) Les sommets de P ne sont si,tués qu'en des points c.i.
iii) P contient tous les points ci soit sut' son périmètre soit en son intérieur.

Les côtés du polygone P sont désignés par l , ,r :L,.. . . ,Qet I 'angle extérieur au
côté I, est noté a,. Par ailleurs, les points cj situés sur le côté l, sont notés c,7, h:
1, . . . ,h ,  a lors  que ceux qui  sont  s i tués à I ' in tér ieur  de P sont  notés con,  h :  L , . . . ,ho.
Le théorème suivant nous renseigne sur la distribution des zéros de grand module de
ô@).

Théorème IV.10 [/3] Les zéros de S@) sont confinés pour lwl > ,M dans un nom-
bre fi,ni de band,es, chacune étant de largeur asymptotiquement constante. Chaque
bande est associée ù une normale ertérieure à un côté du polygone P et, tend ù y être
parallèle.

Citons une autre définition

Définition lI/.2 [43] Soit .f une fonction définie sur une partie T de A contenant le
point z: oo à ualeur dansD. On dira que f est une e-fonction si el le est analyt ique
dans toute partie finie de T et elle tend uniformérnent uers 0 quand lzl tend uers f oo.

Nous avons aussi le résultat suivant

Théorème IV.ll [43] Soit M une constante positiue assez gro,nde. Supposons que
pour tout u dans

,9 r : { c . , eC ; l z l )M  e t  - rS  a rg ( z )  ( r } ,

les coeffi,cients A1(u) sont de la forrne

At@) :  r t t " i (a1+ e1@)) ,

où  pou r  j  : 0 , . . . . n ,
o lt i sont d,es constantes réelles,

t l
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o o, sont cles cotzstarztes comlt le; t :es,
o e, .sott t  r le-" e- lonct ion.s dans le .sectetn ,91.
.  Lors  les :é ros  de  o(u)  sont  as ;y rnp to t iques  à  ceut ,1 ,D jJ , l . iu )p tec t , .

IV.6.2 Application

On rappelle que notre système hybride est donné par les équations suivantes

PUt t l  E IY r , " ' : 0 ,

a(o, t ) :a , (o, l )  :0 ,

J  a , r r ( I , t )  *  y , , (7 , t )  :  -ay , r (  1 ,  f  ; ,

U , , , (L , t )  :  Bg{ I , t ) ,
avec a et p deux constantes strictement positives. De plus, on sait que ce système
s'écrit sous la forme

u( t )  :  Au ( t ) ,

oti A est I'opérateur linéaire non borné défini par (2.5)-(2.6) et clorrt le spectre est
cliscret. On a le théorème suivant:

Théorèrne IV.12 . Soit Àp une ualeur propre de I'opérateur A. Alttrs,

EI
ffieÀt -+ -p-- , quandfr ----+ oo.p

Preuve du Théorème IV.12. Il est facile de voir que À € O \ {0} est une valeur
propre de A si et seulement si il existe un élément non nul y e H4(0,1) telle que

EI
- l - A o c o t * À ' A : 0 ,

P
y(0)  :y " (0)  :0 ,

a,,(L)* (aÀ * J Àz)s"(r) = 0,

0^v(\)  -  a, , , (r)  :9.
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Posons ^ :ùn: lT ,  ( r€  O\ {0} ) ,  g :0
cr-ctesstrs est alors équivalent au suivant

J ff. Le s_i,'stème

(6 .1  )

0 <r l2+.) .

Un calcul direct montre que

I  f J I  - L
1 /  -  e L

Uxxxæ -  a4y  :0 ,

y (0 ) :y , (0 ) :0 ,

y, , ( I )  *  ( ida2 -  iwa)y,( l )

iBa2y( I ) -U" , " (1 ) :0 .

Le même argument utilisé pour la résolution clu système (a.3) permet d,affirmer clue
c.; est racine de

ô(r) :  "{r-z)u[Q 
- l j ' la + gjrt+ ( i  + r)du2_ i(r  + a0, + U _ r)p]

+e(i-r) ' [ . , [ ( l  - l iua + gjr" -  ( i+I)du2 - t( t  + a0, + 0 _ùt] l

1"( ;+t ) , [ (1  * l iua+ g j r "  +(- t  * r )aaz - i ( r  + a}r_U+t)p l  rc .z)
1 ' - ( t+t)c, . '1-0+;) i rn + gjé + ( t  -  r )du2 _ t (1+ al r ,  + ( i+r)Bl
-alBia3 +i(1 - 

"grl.

Il est aisé de voir que si t.' est racine d,e $(u) alors il est de rriême pour -@ et r.c,,,.
Par conséquent, I'ensemble des racines cle /(a:) acimet les deux bissectrices du plan
complexe comme axe de symétrie et I'origine comme centre de sy'métrie. Il suffit alors
de chercher les racines dans un secteur d'angle n12 M plan cornplexe et on clécluira
par symétrie les racines situées én dehors de ce secteur. D'autrspart, il découle de
(6'2) que le polygone P est un carré centré en O et clont les ciités /, sont parallèles
aux axes..De plus, les angles c..r" valent 0, rf2., n,3rfz (voir f igure IV.2). D,après
Ie Théorème IV.10, les racines de grand module de (6.2) vont être confinées dans des
bandes centrées sur les axes.

En vertu des propriétés de symétrie citées précédemment, il nous suffit de chercher
Iês zéros de (6.2) dans une seule bande. soit alors la bande

.91 : {z 
- 

lr!"" € A; plassez grand et e S

Dans la suite du paragraphe, on supposera que u; €

ô(r): fu(u)e[-i)' + Arçr1e-Q+i), + el-i),e(a), (6 .3 )
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Figure IV.2. Polygone P.

Ar(r ) :  ( i - \ iua + g ias + ( i+  r )da2 -  i (1  + d0"+( i  -L)p,

,4r ( r ) :  - ( t  - l l i . , ,a  +  g i r t  +( t -  r )aa2 - t (1  +  dp) r+( i+ t )g ,

et e(a) une e-fonction dans le secteur 51.
Or, le terme dominant dans A;, j : I,2 est ua etpar suite on peut écrire que

At(a) : ,n l( i  
-  \ j  + er(ar)] ,

Az@):  , r4  [ - (1  + ù j  *  ez(c. . , ) ]  ,

où ei(c,,,') est une e-fonction dans le secteur 51 pour j :1,2.
On déduit alors du Théorème IV.11 que dans le secteur 51, Ies zéros de /(o) (voir
(6.3)) sont asymptotiques à ceux de
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â1r ;  :  ( i  -  \ iaae '  -  ( i *  l ) j * {e - ' .

Ces racines sont données par

Ceci suggère de chercher un développement de aa sous la forme suivante

ô@) = A1(u)e' * A2(u)e-' + e' e((t).

Le problème revient donc à établir un développement de @(cr) pour c.l donné par
(6.4). A présent, il suffit d'insérer (6.4) dans l'expréssion de /(c,r). On obtient après
un calcul

E1

, ' r , : i r ( i - - )  .  k€tN.

uk:ir(i --) *T*#-#*Ë*"G), (64)

où z;, i : Ir2,3r4 sont des cohstantes complexes qu'on déterminera ultérieurement.
Par ailleurs, vu (6.3), les zéros de /(a,') sont ceux de

o@) -  ( -Dr+ {zt i* 'çB 
-  2nz1)k3 * in3lrW - 6ir)21- 4inz2 +e; | ln '

+ *lf-aOi + 4a -162r * iBirz)n2q + 2(g - 6in)in3z2 - 4iinazs

e"t,oi" ' -2]ù"^ -2n(r+ap)l+ z +, ( |))+" ' .1,; ,  (6.b)

avec Z un complexe dépendant de zi, i : Ir2r3r4.
Finalement, pour chaque i = Lr2r3r4, on choisit le complexe z; de manière à annuler
le coefficient, de ka-i. Ensuite, on remplace la valeur trouvée de z; dans (6.4). On 

'

obtient
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Enfin, comme Àr:.iu]yff. il en_découle que ffieÀr -+ -J+ pour k ---+ oo. ceci
termine la preuve du Th'eor'eme IV.12. 

n 
D

IV.6.3 Rêsultats numériques

Nous allons donner dans ce paragraphe quelques résultats numériques concernant le
spectre de I'opérateur A.
Tout d'abord, on sait que ̂ k : iak2 jlt est une valeur propre de I'opérateur A si et
seulement si le complexe u.'7, vérifie l'équation ô(w) :0 (voir (6.2)).
Soit o7, : xn * iya où ra et lp sont deux réels non simultanément nuls. Dès lors, la
condit ion ô@) :0 devient

R(*o,an)  r  i I ( r6 ,un)  :0 ,

avec R and 1 deux fonctions réelles qui dépendent des variables 16 
"t Ar,. De

ce fait, le complexe )y, défini ci-dessus est une valeur propre si et seulement si
R(*o,At) :  I(rn,Ar) :  0 pour tout 16, U* € IR (r2 + y, I  0). En uti l isant le
logiciel MAPLE V, on peut trouver les points d'intersections (16, gr) des graphes des
fonctions R(*o,Un) : 0 et l(æp,a) : g. Ensuite, on obtient les valeurc p.op."s )6
en utilisant la relation

À n :  i u t 2

Les résultats numériques qu'on obtient sont regroupés selon trois cas.

Cas l : o )0 r  p>O.
On constate que dans ce cas la partie réelle du spectre s'approche de I'axe vertical

. B+ (voir fig. IV.3, fig.IV.5,...fig.IV.10). Ceci confirm" le résultat théorique établi
dans le Théorème IV.I2.
Dans la première série de calcul (fig. IV.B,...fig.IV.Z), on fixe les valeurs e. = J =
I, EI: 9 et P = 4 puis on fait varier g. Oo constate que plus on augmente la valeur
de 0, pour B supérieur à 1, plus le spectre se déplace vers la gauche. Ôependant, plus
la valeur de B diminue, pour B inférieur à 1, plus le spectre se déplace rrer. la droite.

.,k : i,r(i . -) . ** * (* -*,) i+
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Dans la deuxième série cle calcul (f ig. IV.3, f ig.IV.S, f ig.IV.9, f ig.IV.l0), on f ixe les
valetrrs 0 : J : I ,  EI: 9 et P:4 puis on fait varier cr. On rena,r 'que que le spectre
est 'rstableil quand a varie. L'influence de ,tl est clonc numéricluement dominante
ce clui est normal puisqu'on a démontré dans le Théorème IV.9 que pour É : 0 le
système n'est pas uniformément stable.

Cas 2: c : 0, p > O et T\,EIJ' > p.

On obtient une famille cle spectre dont la partie réelle est négative. De plrr., -p E/ 

"rtp
aussi une asymptote verticale de la partie réelle du spectre (voir fig. IV.11, fig.IV.12,
fig.IV.i3). Ce résultat numérique illustre donc le Théor'ème IV.8.

Cas 3:  c  :0r  p  > O et  SpEIJ '  1  p.
Dans la fig. IV.14 et fig. IV.15, on constate qu'il existe une valeur propre sur l'axe
imaginaire. Ceci nous amène à croire que le système n'est pas stable. En effet, pour

shzc
E I :p :p :1 ,6y :0 ,f -

(1  + chr)7r3 '

on trouve après un calcul soigné qu'il existe o € IR solution de l'équation spectrale

ô@) :0 (voir (6.2)). Par conséquent, À : ia2 est une valeur propre du système.

On conclut alors que le système n'est pas stable et que la condition sur les
paramètres physiques est incontournable.

83
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F igu re  IV .3 .  Spec t re :  J : 1 ,  d : ! ,  g : 1 ,  E I : g ,  p :4



1V.6. Anallrse asymptoticlue de la partie réelle du spectre

F igure  IV .4 .  Spec t re :  J : I ,  e . : I ,  0 :2 ,  E I :9 ,  g :4

Ù D
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F igure  IV .5 .  Spec t re :  J : I ,  e , : I ,  g :0 .5 ,  E I  -9 ,  p :4



1V.6. Analyse asymptoticlue de la partie rée\Ie dtt spectre

F igure  IV .6 .  Spec t re :  J  : ! ,  o :1 ,  0 :0 .3 ,  E I :g ,  p :4
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- n  ?

F igure  IV .7 .  Spec t re :  J : I ,  e . :L , ,  0 :0 .1 ,  E I :9 ,  p :4
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Figure IV.8.  Spectre:  J :  I ,  d.  = 2,  0 :  ! ,  EI  :9,  p :4
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300-

200-

0 *

- f u r

'  - 2 0 +

- 2 . 5  - 2  - 1 . 5  _ 1  _ 0 .  s

Figure  IV .g .  Spec t re :  J  :  I ,  a  =  1 .3 ,  g :  I ,  E I  :g ,  p :4
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200-

1

( ) l

- 1 . 5-2n l

- 1 0 0 -

1

-2  09-

-3  00 t

- 2 . 5

Figure IV.10. Spec t re :  J  :  L ,  o :0 .3 ,  g : I ,  E I  :9 ,  p :4
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F igure  IV .11 .  Spec t re :  J  :0 . I ,  a :0 ,  0 :1 , ,  E I  :8 ,  p :2
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F igure IV .12 .  Spec t re :  J :0 .1 ,  a :0 ,  0 : I .5 ,  E I :8 ,  P :2
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F igure  IV .13 .  Spec t re :  J :0 .1 ,  o :0 ,  g  =2 ,  E I :8 ,  y r :2



IV.6. Analyse asymptoticlue de Ia. partie réelle du spectre

F igure IV .14 .  Spec t re : " I=0 .03988508,  o :0 ,  C  -1 .5 ,  E I : I .1 ,  p -2
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Figure IV.15. Spectre:  J -  
* f f i ,  d:0,  g:  L,  EI  : r ,  p:  r



1V.7. Le deuxième problème est bien posé

Deuxième part ie.

'ésttsél

IV.7 Le deuxièrne problème est bien posé

Sans perte de générali té, on suppose dans la suite que p: EI : I .
Dans ce paragraphe, on donne les équations du système puis Ia loi de commande qui
rend l'énergie dissipative, et on montre que le système bouclé est bien posé au sens
des semi-groupes de contractions.
On rappelle tout d'abord qu'il s'agit de stabiliser le système (1.3) moyennant un seul
contrôle de moment. Le système est décrit par les équations suivantes

' t ty j  I . . t ,rrr,  :0

u(0 , t ) :u , (0 ,1 )  :0

ur r ( I , r )  :  O( t ) ,

muy( l , t )  -  u , , , (L , l )  :  0 ,

(7  6 )

où O(l) est le contrôle moment.

L'énergie mécanique totale du système est donnée par la formule suivante:

1 ( r r  ^
E(t) : i{1"' @?,(*,t) + u?(n,t))d,æ + *ulçt,t1\ .

En calculant formellement Ia dérivée de B(t) le long des solutions classiques de (7.6),
on obtient:

È1t1 :  uh(r , ' )o( l ) '

On choisit alors:
O( t ) : -ou t , ( I , t1 ,  a )0 '

On a donc:

Èçt1 :  -ou!,( t , t) .  (T.T)

Le système (7.6) en boucle fermée s'écrit alors:

9 t
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(7 .8 )

I u,, + ?r,,,, : 0.
I

J 
u(0,  t )  :  u , (0, / )  :  0 ,

I  
, , " , , ,1, i )  :  -ou1,( I . t ) .

I  nzz11 (1 ,  r )  -  u , , , ( I , l )  =  0 .

On  no te .  pou r  t ou t  n  :2 r3 , . . ,

Hi :  { f  e  H"(0,1) ;  / (0)  :  f ,@)

L'espace Hl sera muni du procluit scalaire suivant:

U,ùag: fo' r,,e,,d.*.

L'esPace d'état est 
?t: H3 x Lz(0,1) x IR,

muni du produit scalaire

-  o].

((r ,r ,n),Gr,,u,rt))u: 
fot @,,ù,,  I  uû)clx * mnfi .

Posons o( / )  :  (u( . , t ) ,ur ( . , t ) ,u1(r , t ) ) ' ;  le  système en boucle fermée (z .g)  s ,écr i t  sous
la forme opérationnelle suivante:

I oul: AQ(t),
t oioj - oo, (7'e)

rné défini par:

HI  x  H!  x  IR;  u" , (1)  *  au" (1)  :0 ,T :  , ( t ) ] ,

_ " :  )

;:: i i i  f 
'  Pour tout (u,,,n)' €D(A).

* l

où A est I'opérateur non bo

D(A) . :  { { r ,  u ,n)  €

et

/ z \  (Al:l:l
\n /  \

On a le l"-r.r. suivant:

Lemme IV.5 . i) L'opérateur A
i,i) Pour toute cond,ition initiale es
fo r t e  Q ( t ) :  ( u ,u ,q ) ( t )  eD (A )  du

est rn-dissipatif.
:  (uo, uo,To) e D(A), i l  eriste une unique solution
systèm,e (7.9).
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La solu,t ion Q(t) est donnée par

o ( l )  :  S ( t )Qo ,

où ,9(t) est le semi-groupe de contraction.s engendré par l 'opérateu,r A. De pl 'us,

o( . )  €  C '  ( lR* ;  7 t ) .  C ( tR. , . ;D(A))  ,

et la fonction
t  --+ l lAo(t) l l?r

e.st décroissante.
iii) Pour toute cond,ition initiale Qs - (ro, ro, rio) € 

'J1, il eriste lL'ne unique solution

fa i ,b le  O(r )  :  (u ,u,n)U)  €7t  so lut ion du systèrne (7.9)  te l le  que Al )  eC (8" , r ;7{ ) .

Preuve du Lemme IV.5.
i) Par un simple calcul on a

(  AO,  Q  ) ,  :  - au l ( t )  S  O ,  VO :  (u , r , r l )  €  D (A) .

D'oir la dissipativité de A.
I l  reste à prouver que l 'opérâteur A est maximal. Soit alors U,g,0) e']1. I  s'agit

de  t rouve r  (u , r , n )  €D(A)  te l  que  ( I  -  A ) (u ,u ,T )  :  ( f  , g ,0 ) .
Cette équation s'écrit comme suit:

99

l" 
u:f '

)  u + U x x x x : 9 ,

l ,
I  q-!-u,, ,çt1 :B.
\ ,lTtr

( "eHâ;reH3,
{  " , , ( t )  

+  ou , (1 )  :0 ,

1 a:  u(1) .

(7 .10)

(7 .11)

(7.r2)

En éliminant u dans la première équation de (7.10), on obtient:

L t r I ' t l r r r c : f +g ,

u " , ( I )  *  au , ( I ) :  o / , (1 ) ,

1

"(1)  
- ,nu", , ( l )  :  fG) + P,

z (0 )  :u " (0 )  :9 .
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soit \r € H'3, m'l t ipl ions la première équation cle (7.12) par {r.
après intégrations par part ies:

nr(f  ( r )  + p)v(r)  + a/ , ( r )ù,( \  + I :  ( . f  + g)vax

:  rrzu(l) \ tr(1)+ au,(I)V"( l)  + lo '  {u,,V,,  * ut)cl t : .  Vù e

En utilisant Ie Théorème de Lax-Milgram, on démontre l'existence d'un élément
uniclue, u € Hl, solution de (7.13). Ensuite, par un raisonnement standard, on dé-
montre clue ?., e Ht et que les conditions aux bords sont vérifiées. D'où Ia maximalité
de A.
La preuve des assertions ii) et iii) résulte de la théorie des semi-groupes ([5b], [11]).u

IV.8 Stabilité forte

Dans ce paragraphe, on établit le résultat suivant:

Théorème IV.13 Pour tout m, l, t" semi-groupe .9(t) est fortenent stable d,ans
H.

Preuve du Théorème IV.IB.
Pour démontrer ce résultat, on utilise le principe d'invariance de LaSalle.
Comme D(A) est dense dans ?l et que ,5(l) est un semi-groupe de contractions, il
suffit de démontrer le résultat pour toute donnée initiale dans D(A).
Soit 06 e D(A). D'après le Lemme IV.5, Ia trajectoire des solutions {O(t),16}
est bornée pour la norme du graphe. De plus, il est facile de voir que l'injecti,on
i : D(A) --> ?t est compacte et par conséquent la trajectoire est précàmpacte dans
T{.

D'après le principe d'invariance de Lasalle (Proposition II.3), on peut affirmer que
I'ensemble c"'-limite,-r(Oo) est un compact non vide invariant par Ie semi-groupe S(t)
et que de plus

On obtient alors

( i .1 t )
H,3

S(r)Oo ---+ c.r(Os) quand I -+ +-.
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Poul clémontrer la stabilité asymptotique, il nous suffit cle vérifier c1ue.r(Os) est récluit
à  { 0 } .

Pour  ce ia,  prenons ô6 :  ( i rs , t '0 ,ûo)  e o (u6, 'us,?/o) .  D 'après le  Lemme IV.5,  I 'é lément
Ôf t ) :  (u , t ) 'û) ( t ) :  S(r )  ( ' t70,ù6,r7e)  est  so lut ion au sens fo l t  du svstème.
De plus,

O( t )  e  r (ôo )  cD( ,4 ) .

et

lnfol4llî: o.
d t t l

Ce qui implique que û vérifie le système suivant:

ù y  I  t t r r r r : 0 ,

û(0, t ) :  ù . , (0 , r )  :  0 ,

mù6(I , t )  -  î1 , , , (1 ,  / )  =  0,

ù r r ( I , t )  :  t r , " r ( I , t )  : 0 ,

û( r ,  0)  :  i f ,o ,ù/ r ,0)  :  ûs, t t  1(1,0)  :  û0.

(8 .1 )

Dans [61], Rao a établi par la technique du multiplicateur que la seule solution de ce
système est la solution nulle pouvu que la condition m > 1/3 soit vérifiée. Le système
(7.8) est donc fortement stable.

IV.9 Stabitité uniforme

Dans ce paragraphe, on établit le théorème suivant

Théorème IV.14 Pour m> If3, le système (7.8) est uniformément stable.

Preuve du Thêorème IV.14. Pour prouver ce théorème, on utilise le résultat de
Huang (Théorème II.13). Notons qu'on a d'abord essayé la méthode des multiplica-
teurs mais celle-ci n'a donné aucun résultat. Les techniques de calcul sont inspirés
du travail de G. Chen et al. [12].
La condition {far;a.' € IR} C p(A) est déjà assurée par la stabilité forte. Il reste à
prouver I'existence d'un réel M > 0 tel que

101
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ll(iul - A)-'llcr.a 1 NI, Vur € IR.

Soit c,r :  p,2 (Iecas ., :  -p2 se traite de la même manière) . (. f ,g,rù e,H et
(u. ' r r .  17)  e D(A)  te l  que

( i p ' I  -  A ) ( " , u ,T t ) :  f f , g , 1 ) .

Ceci donne le système suivant

u : i l t 2 ' u - f ,

u x x c x - l - t 4 u : i p 2 f * g ,

mpf u(I)  * u", ,( l )  :  -*(^r + ip2 f  ( t11,

u, , ( I )  *  a i  p2u,( I )  :  a ,L(1) ,

u (0 )  : u , ( 0 )  : 9 .

(e.1)

Considérons alors les suivants:

: i n2 f *g ,
: û,"(0) : û,,,(0) : !, (e.2)

ù r r r r -  p ' a û , : 0 ,

u(0 )  =û , (0 )  :0 ,

mpraù(L) + t t , , , ( I )  :  / , ,
i  / i \  ,  ,  ' r -  / a \û" l I ) Ia ip , ' ù " (L ) : l z ,

(e.3)

deux systèmes

[ û,'", - P4tI

[ ,û(0) : û,(0)

et

ou

I 
tt : -rnpaû,Q) - tt,,,(I) - m(l + ip,2 f (I)),,

I  l ,  :  - t , ,O) -  a iprzt t , ( l )  + a/"(r) .

Il est évident que si û et û sont solutions de (9.2) et (9.3) respectivement alors u : û+tr.
est solution de (9.1).

En outre, on vérifie aisément que Ia solution de (9.2) est

. 1 f ,y(*) :  
i  J" , -" I ' r '11r1" 

- ' ) )  -s in(p(c -")) ]  (or , f ( , )+s(r))dr. (e.4)
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Par ailleurs, les deux premières équations de (9.3) entlainent

ù(r) :  A(chptr - cos pr) t  B(shprr '  - sin prr ).

A et B sont deux constantes réelles.

cleux dernières équations de (9.3) s'écrivent alors:

Afmpa(chp - cos p) + p3(shp - sin p)]

*Blmp,a(shpr - sin p,) + p3(chp * cos p)l: h,
Alf fth,p f cos ù -l iap}lshpr * sinp)l

*Blp,2(shp * sin p) t iap3(chp - cos p,)l: lr.

Estimation de 11 et J2

Une double intégration par

103

ou

Les

^ 1t'-r 2uo frucx :  
+  Jo  "

parties dans (9.4) donne

-'e (if,,(€) + s(0) dt + ct (r-'ill"t,ll + llglll)

(e.5)

(e.6)

( e.7)

De plus

lr : -mp,att(L) - ù,,,(I) - m(l + ip'z T0))

: -ryL ['
2 ro 

(shp(l  -  0 - sinp,(1 - €)) ( tp' f({)  +g(6))a(
1 r r

, J" knu(1 - {) r cos p,(r - ù (ip, f@ +e(fl)d( - m(t + ipz fe))
l r r

= 
iJ"{ - l .np1-  €)  +co.  p, ( r -  €) l  - -p[ 'hp( l  -O -s in/ r (1 -€) ] ]

- x (ip' rG) + g(O)d( - m(t + ip2 rlGD.

Aprés intégration par parties, on obtient

r[ '
p2 Jo

7 1

l  (chp(1 - {)  + cosp,(1 - 6))/(e)d{ :
J O

(chp(1 - 6) - cos pr(1- €)) ï,,(€)de
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et

/ ' t r r 'ut1-o 
-s inp( l  - { ) ) . f ( { )de :  

i / ' t r r , r t1-o*sin u(r-  q))r , ,dt
2f  ( r )

- l t

Ceci permet d'écrire vu (9.7)

tL  :  -m( t  + ip 'z fG))  - ;  
l " '  

(chp( l  -  ( )  -  cospr( l  -  0)Â, (0 d(+ imp2f  ( r )

imu 1r . .
; J" 

(shp(1 - €) + sinp(1 - €D f",d€

l r r:  
,J" l - rnu( l  

-6)  *cos p(r -  0  -*p(shp( l  -0 +s inpr( l  -€Dl iT" ,G)d.e

+ f, fr' Urnp(L -0 + cos t,,(1 -€)) - mpr (sh1t(r- €) + sin pr(1 _ 0)] sg)d,e

+ -rnl .  (9.8)

Or

-l (.nr,r - 0 + cosp(t - €) - ffl"nu1- 0 - sinpt(1 - 6)f)
:  - l , t  * mp)e$-q, + oG).

De même

-.f,(,nrr,-0-cosp,(1 -6) - 
ff t"nr{t-6) +sinp,(1 -0f)

: -It, * mp)e!-)u a gç1y.

Donc (9.8) devient

tr: -m^r - 
l,r + mtr)e, lo' "-,, (if,,G)+ g(€)) d( + o|lf,,l l + llgll). (e.e)

D'autre part
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lz :  - t r , , , ( l )  -  iap2tr"(1) + o"Ë(1))
I  r l

:  -  
- /  

(shr ( t  -  O +s inp(1  -  €) ) ( ip ' f ( { )  +g(€) )d(
iol,r2 -z fr ,-"- i  u- '  Jo khu\ -  0 -  cosp(1 -  €))( ip 'T(O +s16;ydt + af,(r)

1 1 ,  i a -  .  1:a / , (1)  *J" { - ; [chp(1  - ( )  -cosp(1 - ( ) ]  - ; [shr ( t -O+s inpr (1  -6) ] ]

x( ip ' f  G) + sTDde. 
(e.10)

Après intégration par parties, on a

1 1  1  r r

J" (chp( l  -€)  -cosp,(1 - { ) ) / ( { )d€:  
-  l^  knu1 -0 +cosp,(1 -€)) f , , (€)d,€
11 '  JO
r)-vI"\r)

et

l r 1 r r

/  
(shrr ( l  -  O rs inpr( l  -  0) / ( { )d€ :  

t r /  
(s t r r ( l  -0  -  s in l t (L  -  0)  f , "d ,e .

On en déduit que (9.10) peut s'écrire:

l,' t|rcnr(l - O * cos p(r - 0l - hl!hp(1 
- 0 - sin t (r -01)/,,(0d(

l, ' ,-*Ohp(t - 0 +,i,, p.(r -e)J - 
f,t.r ' p(L -0 - cos u(r -Olg(Oa(

l,' {-Çl.nul- 0 + cosp(l - 0l - f,forft- 0 - sinp,(1 - €)l}if,,G)d,e

l,' ,-*Ohp(l - 0 + sin p,(r -{)J - 
Çt.r' tt(r 

-0 - cos tr(r -Olg(6)a(.

1 2 :

-T

Finalement

I z :

-T

-i (,"*I) I,'"-'e U f,,(0 + s(O)d€ + o\lT,,l l + llgll ). (e .11)
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Est i rnat ion.  de I  lù" , , ,1 ,
On sait clue

ù(r) :  A(chptr - cos pr) + B(shpe - sin pzr).

Donc

ù, , ( r ) :  p2{ ,4(chpz f  cos ur)  + B(shpm *  s inprr ) } .

Regroupons les termes en et't; on a alors

ù , , ( r ) :  p ' { (A l  B )ep '+ (A -  B )e -ux  *Acos  p r ,  +  Bs inp r r ) } .  ( g .12 )

Ol A et B vérifient le système (9.5). En d'autres termes:

/A\_/r , \
El

\B) - \h) '

oir E est la matrice dont les éléments e;; sont donnés par

€rr : mp,,a(chpt - cos p) + p3(sh p, - sin p,),

er2: mp,a(shp, - sin p) + p3kh4 * cos 1.r,),

e2r : p2 &hp* cos ù + iap3çshp * sin pr),

€22 : tP (shp * sin pr) * iap,3 (chpt - cos p).

Notons A : det E, alors

A : 2ps {iamp'(t - cos p,chp,) - iap,(cos 1-tshp, )- sin prchp)

r rnp,(sin pchp - cos pshp) - ( i  + cos pchpr)). (9.13)

I1 est facile de vérifier que L + 0 pour 1., assez grand.
Par ailleurs A et B sont donnés par

n l tezz -  lzen-_:__T_

et

o_ l ze t - lÉz r
A

D'où
A + B : ( l{e22 - 

"rr) 
* I2(e1 - 

"rr)) l  
L,

A -  B :  ( l {e221-  ezt )  -  l r ( " t ,  t  en)) lL '



|V.9. Stabilité uniforme 107

En ut i l isant  (9 .9) ,  (9 .11)  et  en remplaçant  e; i ,  i , j :  I ,2  par  leurs express ions.  on
obtient

l 11 r
'q+ B :  

a{[-mr 
-  

; ( t  rmp,)ep Jo ,-*( t . f" ."(O +s(€))r /(  +o| lT,, l l  + l ls, l l ) ]
x  l i ap ,sçs -u  -  ( cosp  *  s in  p ) )  -  p2 (e -u  - |  ( cosp  -  s i np ) ) ]

+ tfo" * I, I" '  "-ue (if ,,(€) + s(€))d€ + ollT,,l l+ l lgll) l
x  [ *pn( " - ' -  cosp  *  s in  p )  -  t t "k - ,  +  (cosF +  s inp) ] i .

Ce qui donne en regroupant les termes en ep

A+B : 
f t ï r ,  I r 'e-,c[ i f , , (e) +g(0]a( +o(pol l1," l l  +l lgl l ))

^  , , .2  ^  7 l
r  rqo1r\ -  

î( ,  
-  imap,z) 

Jo "-,r( i f , , (€) + g(0)a(),  (e.14)

où

ç@) :  iap t (cosp *  s in  p , )  *  mp(cosp -  s inp)  *  cos  p( I  +  iamp2) .

Nous allons maintenant estimer A-I. Pour cela on regroupe dans (9.13) les termes
en eP; on obtient alors

A : 2pu {-"*p0ù - (I - iamp,2) + 
"-,,yiapr(cos 1_t - sin pt)

I :i::Z:i(:,):ï ! (,,;:s 
p( 1 * iam p.)tj

(e .  i5 )

On a donc besoin dans la suite d'estimer lp(p)l , pour p assez grand.

En effet, on vérifie facilement que

lv} ' ) l  :  0(p')  et  lç0ùl2 c p,
où C est une constante positive.

Il découle alors de (9.15)

4-r -  - !u- '"-rv|ù- '  *  O(pt-|e- 'r)  :  O(p-6e-u1.
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Ca lcu ldeA*B

Ona

^ t ïr' Ir ' e-uc(if,,(€)+g(O)d() : -+ 
lo' "-^(if,,"(€)-rg(O)./{( rro(1te-p)).

Par ailleurs

lo' "-*(0f,,(€) + s(€))d,€: o(rr-ïi l l.t"l l + llgll)),
Dès lors  (9.14)  donne:

pr(A + B) : -+ 
lo' "-*(rf,"(0 + s0Dd{ * o@-uIl./,,11 + llgll))

ImlO(P-re- ' )

, , - l  r l

? J, e-'e (iT,,(€) + s(€))d,€ + o (e-,| l"t,ll + llgll + *ltl)) .
(e .16)

Ca lcu l  de  A-  B

Ona

A- B: i { ï  l r 'e-*e( iT, , (€)  +g(O)a{ ,h0ù+mto(p")+o(r ,n[ l f , , l l  + l lg l l ) ) } ,

où

,h(t  )  :  2p,2le-p(mp - iap) * ( iap2 - 1) s in pl .

Il en découle

t" @ - B) 
: Z'î, ;),',";;iïlîi Lou-' 

u'r"tt + rrgrr )) + m1o(p-' e- ul
(e.17)

D'autre part, on peut vérifier que
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pi2A:  O(p- i | l f , | l  +  l lg l l  +  nr l l l ) ) . (e .1E)
De même

Lr 'B = O(p-t |  lÂ, l l  + l lg l l  + nzl r l ) ) . (e.1e )

Reportons les re la t ions (9.16) ,  (9 .17) ,  (g .18)  et  (9 .19)  c lans (9.12) ;  i l  su i t  que:

'  P - r e P ' 1 t  ' . ê , . -ù,,(t) - -T 
Jo "-*(0f""(() + s@)d,e t e" o ("-'(l lf" l l + llgll + -hl))

+ "-u' O(lf, , l l  + l lgl l  + mlt l) * cos p,r O(p-i| l / , ,11 + I|gl l  + rnlr l))

+ sinp,æ O(p-à|l.r", l l  + l lgl l  +*lt l)). (e.20)

En combinant (9.6) et (9.20), on a

u,,(r)  :  ù, , (*) tù, , ( r ) :ets '  o("--( l l / " ,11 +l lg l l  + * l t | l )

+ e'p '  o ( | l . t , l l  + l lg l l  +mltD * cos Lrr o (u- i l l l r " , l l  + l lg l l  + - l r l ) )

+ s inptx oQ,-r0lÂ" l l  + l lg l l  +- l r l ) )  +o(u-|0l l , , l l  + l lg l l  +- l r l ) )

Compte tenu de

on obtient

l lu, ' l l r :  o (u-|( l lF,, l l  + l lgl l  + -hl))  ,  pour p, assez grand.

Estimation de llollz * rnlql

Rappelons que

r09

I ll""ll, : o(p-l e'), ll"-"11, : o(p-i),
1
I  l l cos  pn l l2 :  O( I ) ,  l l s inprz l l2  :  O( I ) ,

Iu: i t t 'u-T,
I  I  :  u (1 )  :  i1 . r2u(L) -  / (1 ) .
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Par consécluent

Clomne

l l " ,Àlr:  o (u-*l l l /""11 + l ls/ l l  + ", lr l ))  1
il suffit cle démontrer que

l lr l l , + mlql < K (l lu,, l lz + l lf ",y, + l lsl l, + mltD ,
pour un certain I{ > 0.
Tout d'abord, on sait que

r t r r r c - l t nu : i t t 2 f+g ,

Multiplions cette équation par u et intégrons de 0 à 1, on obtient

. .  f l  .  r rp' 
Jo lul2dx -l  mp.alu(r)12 : iap2lu,(r) l '  + J" lu,,e)l2ctr - m1ùe)

imp2a(r)f(r) - o.Ë(1)%(1) - 
l" '  Ur,r.f  1s)a(r)dr.

t l lr,l l, S p'l l, ' l lz + ll/11,.
I  lnt  < p2lu(r) l  + I f(1) l

+ lo' tor'T + s)n(r)drj.

= l l",À17 - W,e{m1a(r) + imp'z(t)/(t) + af ,(r)a,Q)

D'autre part, on a les estimations suivantes

ll,' noa.1< îQtg|Z + |u,Àlï,

ll"' ;u, na,l t Çr"Ê + f,ilr..t,,
lmfl(r)l < i ltl, + f,lu,,ll3,

l imp2n(r) f(1) | < Ç*pçt1r + Çlr,,l l7,

la f,(r)ù,(l ) | < ; (ll",,ll3 + ll f ,.11,,) .
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Ceci entraînera

lul^ (l l"l l7 + mlu(L)l') < no (11"" ll7 + llr,Àf + llgll ' a *l^rl ') .

Le théorème est ainsi démontré.

IV.10 Analyse spectrale

On va présenter dans ce paragraphe une analyse spectrale de I'opérateur contrôlé
. A et de I 'opérateur non contrôlé As, i .e, o:0 dans A.

Premièrement, on va étudier le comportement asymptotique des valeurs propres de
I'opér'ateur A. La technique utilisée est due à Langer [a3] et Rideau [O+] et qui a
été rappelée au paragraphe IV.6.1. Ensuite, on montrera que les valeurs propres de
grand module sont simples.
On rappelle que I'opérateur A est défini par

D (A ) :  { ( u ,u ,n )  e  H I  x  H l  x  IR ;  2 " , ( 1 )  *  ou , ( l )  :O ,T t :  u (1 ) ] ,

et

/ " \  (  :  \
Al,  l  :  l  

-u , ' , , . , ' ,  
l ,  pour  tout  (u,u, r1) '  €D(A).

\n/  [ " " ( t )  |
, t /  

\  *  /

De plus le spectre de A est discret.
Le premier résultat principal de cette de cette section est le théorème suivant:

Théorème IV.15 . Soit Àn une ualeur propre de I'opérateur A. Alors,

)  / j \  / ' t  z  l \ 2  z1 r \^o -_ _;* o l;) _, 
l;+ æ ln + r) * o l;) )

l l 1

D'oir

, '  Io lul2dx r mp.alu(1)12

+ t 
l tnl tz * ir '+ | l r  t  nt -ro)l l / ; . l l ; .

tr
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On en déduit alors que pour k ctssez grand,

I )r+t - )r |  ---+ zr2çk 1t).

Preuve du Théorème IV.15. Il est facile de voir que À € A \ {0} est une valeur
plopre cle A si et seulement si il existe un élément non nul y e H4(0,1) telle que

'u: Àu,,

I t r r r r ,  *  À2u :0,

À2u( I ) r7 - *u , , , (1 )  : 0 ,

u, , ( I )  *  o)2, (1)  :  g ,

u (0 )  : 2 , ( 0 )  :  [ .

Pour À - ir', a e C, ceci donne le système suivant

'uxxxx -  a4u :0,

u (0 ) : 2 , ( 0 )  : 9 ,

u, , , ( I )  *  muau( l )  :9 ,

u , " ( I ) *a iw2u " (1 )  : 0 ,

u : iu2u.

(10 .1 )

Les deux premières équations de (10.1) impliquent

u(r) :  C(chur - cos u.æ) * D(shwt - sinarc),

où C et D sont deux constantes réelles.
Les deux dernières conditions s'écrivent alors :

I Clcha -l cosc,; f iac,r(shc.r * sinr)] + D[sha.'f sinc.r ! iau(ch.", - coS@)] : 0,
I

I 
Cfshar - sin a * ma(chc{, - cosr)] + Dfch'.'* cosc,; * rnc,r(shc..r - sin@)] : 0.

t

Ce système admet une solution non triviale si et seulement si son déterminalit":l
nul, c'est-à-dire,
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1 * cos achu I iamw2(cosc,.rchc,,, - 1) + rrz.,;(cosc.rshcu - sinc,,'chu..')

f iac,.r(cost,rshu; * sinclcho) : 0.

113

(10 .4 )

P(a) :4( iamu2 -  l )  +  e(r+ i ) ' ' l - iarnw2 -  ( i  +  1) (nz *  a)c . r  -  1 ]

a"( t - ; ' )u [ - iama2 + ( t  -  l ) ( *  -  a)a -  1 ]  1s( ; - t t . " l - iamu2 + (1 -  i ) (^  -  o)a. ,  -  1 ]

l e -0+ i ) ' 7 - i ama2  + ( i +1 ) ( rn+  a )u -  1 ]  : 0 .
( i 0 . 3 )

D'autre part, il est facile de vérifier que pour tout c.r

P ( - r ) :  -P (u )  e t  P (ù ) :  P ( i r ) .

On en déduit donc que I'ensemble des solutions de (10.3) admet les deux bissectrices
du plan complexe comme axe de symétrie et l'origine comme centre de syrnétrie. Il
nous suffit donc de chercher les racines de (10.3) dans un secteur d'angle 

i 
du nlan

complexe. Soit alors le secteur ̂ 9r défini par arg(a.') : d où e < 0 a 
;* 

€, avec €

assez petit. Ce qui nous permet d'écrire

P(a) : 
"(t-;)wl- iarnu2 

+ ( i  - I)(m - c)c,r - 1]

1s-( t+; ) '1- iamwz + ( i  +  I ) (m + a)a -  I )  a  s0- ;1, rh@),

ou encol'e

avec

Posons

l im d(r) : 0.
lol-+oo

At(r)  :  - iamu2 + ( i  -  1)(-  -  a)a -  r ,

Ar(r)  :  - iama2 + ( i  + 1)(rn + a)u -  r .

On_peut alors affirmer d'après le Théorème IV.1l que dans le secteur ̂ 9r les racines
de (10.a) sont asymptotiques à celles de

rçr1 :  e ' l - iamu" + ( i -  1) ( -  -  a)u-  1 ]  + e- ' l - iamu2 + ( i+  l ) (nz *  a)w-  1]  :  0 ,

ou encore à celles de
e '  +  e - t  : 0 .
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Or les lacines de cette équation sont:

dk : i r ( - - ; )  ,  k€ rN .

Donc on peut chercher les racines de P(u) sous la forme suivante:

ak:in(-.;) * i*b*o(#) ,À.e rN. (10.b)

clalculons le développement asymptotique de P(r) pout u., clonné par (10.5). En effet,
un simple calcul permet d'obtenir

Ar( r )  :  iamn2k2 r  ( iamn2 -  ( t  +  r ) ( *  -  a)" )  k

/ ' 2 n \
+ 

l2tramr 
* iam-- - ( i  + 1)(ræ - 

");  
-  r)

+ (f;  - r)@ - a)r + amr(r +zn)I* o(#),

.  Ar(r) :  iamn2k2 + (iamn2 + (i  - l)(nz + a n) k

/ ^  î 2  . 7 r  \
+ 

\Ztramt 
*  iamt- + ( i  -  t ) (m + 

") ;  
-  , )

+ ({; + r){- r a)r * arnn(r + 2ù)I * o (#) ,

et

e - q

+o

+o

+(e'

+(

:  i(- l)fr (t - i

:  i (-1)È (t - 
i

(#)) ,
(#))

12  l

i+a')*
t 2  e , 1

T-a-)w

Ce qui implique que

: ,
P(r )  :  i ( - t )k{z ;arnn2r  - f2( ia  -  m)r r  *  r (a  -  i * )  |  2 iamn2g

+ 2kr (iamnr t a - i*) + Y + o (I\1,
K  \ K " / -
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avec .trI une constante.
Clhoisissons ;r tel clue le coefficient cle k soit nul, i.e,

, : ' i o * ^ .
a.n77l

D'autre part, on choisit y de telle manière que le terme constant soit nul, i.e

a -  -" :*  (ztço'  + * ' )  !  amn(m+ tCI))  '
z\ornT ) -  \

Ceci, avec (10.5), implique que

ak: ++ o f :)  + i ( tr&+ l t  + ^ /1\\
arK \K . /  \  \  2 '  " \ t ) )

Ainsi, I'expression de )a est donnée par

À*: i , , ,2 -  -?, rn ( ! \  -  t (  Z +n, (n+ l) '  + o f l ))  .Jk - - ; - " \E /  
\m t  1 )  

- " \E ) ) '

Ceci termine la preuve du Théorème IV.15. n

Renrarque IV.5 . Soit As l'opérateur linéaire défi,ni à parti,r de I'opérateur A auec
I'hypothèse supplérnentaire a = 0. En utilisant les techniques de calculs du théorèrne
'précédent, on peut montrer que les ualeurs propres Àl de l'opérateur As uérifient ponr
k assez grand:

Àg : - i  f l  * r2(k + l i '+ o f l) l  .
"  ' L *  '  \  \ k / l

Le deuxième résultat de notre étude spectrale concerne la simplicité des valeurs pro-
pres À6:

Théorème IV.16 Les ualeurs propres Àn de grand module sont algébriquement
simples.

Preuve du Théorème IV.16. On sait d'après (10.4) que

P1r1: 
"Q-t)' 

Pçr) : Pt(r) + rh@) (10.6)

où

h@) -  l - iamw' + ( i  -  l ) (*  -  a)a- 1l  + e-2' l - iamu2 + U+ l ) ( rn *  a)ar -  11.
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et
{ ' ( r , r )  :  e2 i ' [ - iamr '  -  ( i+  1) (nz f  a)u. ,  -  1 ]

+e2 ( i -1 \d [ - i amu2  +  (1  -  i ) ( *  -  a )a  -  i ]  146 t ; - r l - ( i amuz  -  ! ) .

Nous allons montrer qu" .Ê'1r; I 0. Tout cl'abord, on va r,,ér.ifier que

,l,TL 'b'@): o'

En effet, un calcul direct nous permet d'avoir que

,/"(r) :  zitb@) * e2t '  (-2iama - (t + l)(rn + o))

-2"2( i - r )u  ( - ianzwz + (1 -  i ) (^  -  a)a -  I )  I  sz( t - r1 ,  ( -2 iamu+ (1 -  i ) (m -  a) )

lsiame?-D. - 4(i  t  \( iamuz - 1)"G-r)u.

Compte tenu que dans le secteur ,91 considéré auparavant, le terme dominant est

" ( 1 - a ) . ,  
o n  a

. l iql^ ,h@) : I im Sfam 
"Q-t)' 

: , l i- 4(i + r)(iama2 - l)e(;-r) ' - 0.
l(r'l--+oo lul-+oo lall-+co

I l  est de même pour les termes 
"2(i-r)ot 

( l- iamu2+ (1 - i)(m - a)o - 1) et

"2( i -1)u 
( -2 iama + (1 -  i ) (m -  a) ) .

On a de plus,

|  " 'n '  l<  " -2 lu ls ine.
Par conséquent

, I im  e2 i ' ( -Z iamu -  ( i  +  1 ) (m +  a ) )  :  0 .
lczl-+oo

On peut donc conclure que lim1,;_+oo ,b,@) :0.

D'autre part, vu la définition ae f (c.,,') (voir (10.6)), otr obtient

rç, + q - Fp) : Pr(a + r) - Pr(r) + rh@+ô) - rh@),

pour tout complexe ô de module assez petit.
Or

P1(a  - lû ) :  - i o * ( r t  +2u6 ;  *ô ' )  + ( i - r ) (m -  o ) ( ,  +ô )  -  i

a"-2w"-2ù {- iarn(a2 * 2uô + ûr)+ (1 + i ) (m +o)(u;  *  ù)  -  1}  .  
(10'7)
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Les techniques de calculs que nous allons utiliser sont inspirés <[u travail cle [50]. En
effet, en écrir,'ant e-2ô comme suit

e -2ù :L -2 , " , +4ù2R@) ,

oir

f i (ù) : i t - l ) ' , !2ù], , .
ou=o' 

- ' 
1i 121!'

I'écluation (10.7) devient

Pt( ,  + û) -  Pt(r)  :  - iam(2uû + r ' )+ ( i  -  1)(m -  a)ù

+e-2' {-iam(2aa + r') + (1 + i)(m + a);t

+ ( -2û  +4ù2R(û) ) [ - i am(a ,  +z rù  + r r )  +  (1  +  i ) (m+ a ) (cu  *ô )  -  1 ] ] .

Ce qui donne après un calcul direct

P1(u * û) - Pr(r) + 4i|.f amR(ù)e-2,

tû3e-z' lsiamuh(u) - 2iam - 4(I + i)(m + a)Ë(ô)l

+C:2[iam(I - 4ue-2' + e-2') - 2(I + i)(m + a)e-2' * 4iuma2 R(û)s-2,

+aR@)e-z ' ( I  -  (1+  i ) ( rn  +  o )o) l

:  û l -2 iamu - l  ( i  -  l ) (m -  a)

as-zu{ -Z iama +  (1  +  i ) (m+ a)  +2 iamu2 -zw( I  + i ) (m +  o)  +  2 } l

Et donc
I

.".,  ( l  &(, + ,) - Pr(r) D + aam I a3 R(a)e-2' I
l a  I

+ l  û'  l l  "-" '  l ls iam'oh(ô) - 2iam - 4(1 + i)(m+ a)Ê(ô) |

+ l ,  l l  iam(l -  4ae-2' + e-2')  -  2(1 + i)(m + o)e-2'  + 4iamwz R(û)"-r,

+aR@)e-z'  (r  -  (  + i)(m* o)a. ')

>l  -2iamw * ( i  -  I)(m - a)

1s-z ' { -2 iama+ (1 + i ) (m + a)  + 2 iamu2 -  zw( t  +  i ) (m+ o)  + 2}  |  .
Or

| -2iamw + (i - l)(rn - a)

1"-z ' { -2 iama+ (1 + i ) (m + a)  + 2 iamu2 -  zu( t  +  i ) (m+ o)  + 2}  |

21"- '" lQ,@) l- l8'(r) l l ,

i 17
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oir c est une constante positive telle que lFe ,l < c et et Ç2 sont cleux polynômes

ft":l:qr9_2.et I r'espectivement. De plus, on peut toujours s'arranger pou, q,.,"
lr-" I QzG:) | - | Qr@) Il > O. Ainsi, en faisant tenclre ù r,ers 0, on obtient

Donc les zéros de grand. module de 
j:::l:0"",. 

ro",rons qu,il est cle même pour
les z'eros de grand module de P. En effet, (10.6) implique que

P'(r): Pi@) + rh'@).

Ce qui implique que

I P'(,) >ll Pi(r) | - | i ,,(,) - pi(r) l l (10 .8)

Nlais on sait que ,h'(r) : 0 pour I c,.,' I assez grand. Ce qui est équivalent à dire que
pour pour tout d > 0, il existe Æa > 0 telle que l rb'(r) l< ô. De plus, on vient de
démontrer que pour | , l> ^R, il existe ô1 ) 0 telle que I pi(c.r) l> ar. En prenanr
l ,  l> sup(-R,Æ6) et  6:  ù12, on peur af f i rmer d 'après (10.ôi  qrr .  l  f ,@) l> 0.  Le
Théorème IV.16 est donc démontré. -
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Abstract. This paper deals with boundary stabilization of a vibrating equation.
We propose a stabilizing nonlinear boundary feedback law which only àep"nds on
boundary velocities. Uniform decay rate and rational clecay rate of tLe energy are
also estimated in terms of growth conditions on the feeclback functions..
Key words. Boundary velocity feedback, Nonlinear contractions serrrigroup, Asymp-
totic stability, Lasalle's invariance principle, Decay rate estimate, Multiplier.

V.1 Introduction and main results

We consider the following modelization of a flexible
by the two feedback laws I! and [J2 to be determined:

torque arm [13], controlled

Utt ( r , t )  -  (oA,) ,  (æ, t )  I  aUt( r , t )  +  9U@,1)  :  0 ,
(oa,) (0,t)  :  , rUr(t) ,
(oa") G,t) :  ezt lz(t) , ,

0<æ<l , r>0,
/  )  o ,  (1 .1)
t )0 ,

where

Io20,  
p>0, ( .1 ,€2]

I  o  e  Wr,* (0 ,1) ,  o ( r )  2

o ,  €r  +e2+0,
as )0  f o ra l l  0€ [0 ,1 ] .

(1 .2 )

In (1.1), Ur and Uz will be determined such that the closed loop system is asymptot-
ical ly stable, i . . ,  (a(,t),ar(., t)) ---+ 0 as I ê *oo in some functional space. In this
paper, we prove that for aIl B > 0 and for all c 2 0, the system (1.1) is asymptotically
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stabilized by the nonlineat'feedback law clepencling onll' on the bounclary velocities :

!  ur7):  /(y,(o.r)) .
I u,ir l  :  sfu#,t)), (F)

where / and g are suitable nonlinear functions. The proof is based on LaSalle's
principle. Moreover, we show that the closed loop svstem is exponentially-- stable
uncler some conditions oL f ,, g and c(r). Actually, we have a great clegree of freeclom
to determine the feedback functions / and g (see fig. V.1 below). Decay rate estimates
of the energy are given for the different feedback laws proposecl. The multiplier
method is successfully used. Furthermore, the exponential or strong stability that we
obtain here is global.

In the case where 0:0, the boundary stabil ization of (1.1) has been studied by
many authors. Rao [15] has proved that the feedback law

I  U{ t ) :  ^ , ty (0, t )  *  F(y{0, t ) ,
I  u r (ù :  -Mau( l , t ) ,  M,^ t  )  o ,

stabilizes asymptotically the system under a suitable choice of F. A stabilization
result has been also obtained by Conrad and Rao [1a] with the following feedback :

I  u 'Ql :  aa(o, t )  + F(yt (o, t ) ,
I  t / r ( r )  :  -aU(I , t )  -  F(a/L, t ) ,  a )  0.

In [19], for c(r) :  ctrt f  ae the authors have established asymptotic stabil ization with

! Lrrçt1 : s,
t  t / r ( r )  :  -kû( I , t )  -  h(y{ I ,  t ) ) ,  k l  >  0 ,

where â is an appropriate function. A stabilization result has been obtained in [18]
and [18] by the feedback

121

[  
,rU, : tcpy(o,t) * k,y1(0,ù + Io

I c'r(t) : o,
G(r)y(r,  t)dr * 

* l r '  G(r)y1(n, t)dr,

with ko, ku ) 0 and G(r) is a function in ,2(0,1). Recently, it was proved in [21]
that the uniform stabization can be assured if

I Uft) : rnatt(0,t) * agat(0, t) - "ra,t(0,t),
t  t / r(r)  -  -Mau(I, t) .

or if

I  Ur(t) :  nLatt(O,t) + (p * ot)a,(O,t) - 1y,1(0,t),
I  U ' z ( t ) :  -Ma t t ( I , t ) '
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The stabilization problem of a quasilinear string equation has been extensively
stuclied (see [8], [16] and the references therein). For instance, in Slemrod's work [gj,
at the clifference of our model the nonlinear string is supposecl fixecl at one end and
controllecl at the other end. Slemrod has proposed a stabilizing feeclback law which
contains the boundary velocity and proved exponential stability of the controlled
s,vstem. However, he has obtained the exponential stabilization only for small and
smooth initial conditions. In all the references cited above, the stabilizing feedback
laws for flt or [/2 contain not only boundary velocities but also a bounclary position
term.

Moreover, the stabilization problem for the system (1.1) with 13 + 0 has been
considered in Haraux [12] and Komornik [17]. Since our objective is to stabilize the
system by means of feedback depending only on boundary velocity, we have to justify
why we choose P > 0. lf B :0 and the feedback law only clepends on velocities, we
may encounter the situation where the closed-loop system is not well-posed in terms
of the semigroups in the Hilbert space HI x L2(0,1), where

As a mat ter  o f  fact ,  le t  Ut( t ) :  kAr(0, t ) , ,U2( t ) :  -kAt( I , t )  (k  > 0)  and consider  the
controlled system in the linear case :

0<r<1, t>0,
t )0 ,
,>0.

From this system, define the operator Â by:

Dé) :  { (y,  z)  e H! *  Ho' ;  a,(0) :  kz(O),  a,( I )  :  -kz(L)}  ,

and  
Â(a , r ) : ( r ,a , , ) ,  y (a ,z )eD(Â) .

It is easy to show that the operator Â is dissipative in the Hilbert space Hà x L2(0,D
equipped with the the inner product ((fr,gr),Ur,gz)) : Ë Ur,fr, I gûz)dæ. We
claim that Â is not a generator of a co-r"-igro"t;; HJ; itfb,rl 

"s'uppo." 
the

contrary. to be true. Necessarily, the semigroup is a contraction one. This implies
that R(/ - A) - HI x L2(0, i) (see p. 14,lT]). However rhere is no (y, z) in D(Â)
such tha t  ( I  -  A) (y ,z ) :  ( f  , s )  w i th

Hi :  
{ t  ,  u*1s, t ) ;  Io f  @)dr:  o}  ,  ror  m: r ,2, . . .

(  a"@,t)  -  y , , ( r , t )  :  o,
\  y , (o, t )  :  kar(o, t ) ,
I  g , ( t ,  t )  :  -ky r ( I , t ) ,

!  f ( . ) :6x2-Grrr ,
t  g(" )  : t -  f@).
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So is provecl the claim. On the other hand, i f  a : 0 and /t > 0, the system (1.1)
is conservative without control. Because of theses ïeasons, we suppose that P > 0
thloughout the paper.

With the feedback law in (F), we obtain the closed-loop system :

(  yu( r , t ) - (oaà,@,t ) *aut ( r , t )+ga@,t )  :0 ,  0<z <  1 ,  r>0,
\  (aa,) (0, t , ;  :  e1f (y1(o,t)) ,  f  )  o,
|  ( nA , )  ( 1 , t 1  :  e2g (y r ( I , t ) ) ,  ,  >  0 .

( 1 .3 )

Introduce the energy associated to (1.3) as follows

E(t) :  I  l" '  çor,fr ,ù * a?@,t)-r a(t)yl(r, f l )  ctr.

An easy formal computation shows that

E(t ) :  ezat ( r , t )g(yr ( r , t ) )  -  es/o, t ) f  (arQ, / ) ) -  o  [ '  y7ç* , t1a* .  (1 .4)
. Jo  

- "

To make the energy decreasing, we assume in (1.a) that / and g satisfy the condition :
f  (q)n 2 0 and g(n) ' , t  (  0  fora l l  T  € IR.  Let  the Hi lber t  space ?{ :  Ht  (0 ,1)x  L2(0,1)
equipped with the inner product

and for all (9, z) e D(A)
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((fr,g,,),(fr,gz)).u : 
Iot 

(ofr,fr, + ghh * r,,gz ) dæ.

Define a nonlinear operator A by

D(A):  
{ , r ,  

z) ;y  eH2(0,1) ,  z  € HL(o,r ) ,  ! iu ' l to)  
:  e1 l (z(0))  \  (1 .5):  - -  \ v '  - / '  

@a ' )0 )  :  ezg(z ( l ) )  J  
'

A(y,  z)(æ) = (-2,  - (oy,) ,  I  0u + az) . (1 .6 )  .
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lvith the init ial data Q: (Qt p2), the closed-loop system (1.3) can be formulatecl in
the form of evolution equation over ?!

I  ôt ' l  + Ao(') : o'
\  o(01 :6,  ( r )

r , vhe re  O( / )  :  ( y ( . , t ) ,A r ( , t ) ) .
Throughout this paper, / and g are assumed to satisfy the hypothesis (11)

I t , Co(R) is increasing such that /(0) : 0, f h)n > 0 Vr: l0
1n.co(Rj  isdecreas ing.u .h that  g( t i )  :o ,  g ( rùn<0 vr t+0.  @)

Our main results are stated as follows.

Theorem V.l For any init ial data (91,ôr) € 71, the energy E(t) 
"T 

(E) tends
asymptotically to zero in 7t as t ---J roo.

Theorem V.2 . We assume that a:0(without dampinfl and that a(r) is a mono-
tone function. Let (y,z) be the solution of (E) stemmed from (91,ôù e H.
i) If there erist positiue constants r11,\z,Ts and \q such that for all r € R" (see fig.v.1),

\ ln lSl / ( r )  lsqzlx l ,  qslælSlg(*) l<nnl*1,  (H1)
there erists a constant u ) 0 such that

E(t) <"*n (r  -  
)E(o),  vr > o.

ii ') If there erist positiue constants nr,qz,\s o.nd, r1a and p > | such that for all r € IR,

41min{ l  '  I , l r  lo }  S l / ( " )  l<qr l *1 ,  43min{ | "  l , l "  lo i  S lg( " )  l<qo l  *1 ,
(H2)

then, giuen any M > r there eùsts a constant u ) 0 d,epend,ing on E(0) such that

E(t)<x4#'nçùQ+ut ;h, vr>0.
iii) If there erist positiue constants TrtTzt\3 and, rla and.0 < p < I such that for all
r€ lR ,

ry l r  lS l / ( r )  lS  72max{ l  "  l , l * l o } . ,  qs l r l< lg ( * )  lS  Tamax{ l  ' 1 ,  l r l r } ,
(r13)

then, giuen any M ) 7 there edsts a constant c.r ) 0 depending on E(0) such that

vr>0.E(t)  < M#E(0X1 *al-&,
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Figure V.l. Illustration of nonlinear function /

Theorem V.3 . Assume that a> 0 (with da'mping) and let (y,z) be the solution of
(E) stemmed from(ôt,ôr) e?1. Then, al l  the assert i ,ons i),  i i )  and i i , i )  of Theorem
V.2 are also true without assuming a(r) to be monotone.

The paper is organized as follows. The next section is devoted to the proof of
our main results. It is divided into three subsections. In the first one, we prove
that our closed loop system is well-posed in terms of semigroups theory. The second
subsection contains the proof of Theorem V.1. The third subsection gives a proof of
Theorem V.2 and Theorem V.3. A short conclusion ends our paper.

V.2 Proof of the main results

V.2.L Well-posedness of the system (D)

Lemma V.l The operator A defined, by (1,5) and (1.6) is marirnal monotone
on T{ with the domain D(A) dense in 7{. So, -A is the generator of a continuous
semigroup of contractions S(t) on ?{.

Proof of Lemma V.1. Let (y,r),,(ù,2) € D(A). A straightforward computation
shows that:

(  A(y, r)  -  A(a, 2),  (y , ,  r)  -  (ù ,  2) )u

)  (  g(,( t ))  -  s(2(r))  )  +. '  ( , (0) -  2(0)) (  / ( , (o))  -  / (r(0) ))-  -€2  ( z ( t )  -  â ( t )

*o lo 'Q-2)2dn.
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81'virtue of (1.2) and (H), we see that these thlee terns a1e non 'egative. This
ploves bhe monotonicity of the operator A.

It remains to show the maximality of A, i.e, for any given ([i, l.) €. 
,]1, there

er is ts  (y , r )  e  D( '4)  such that  ( I  +  A)(y ,z) :  (u , ! ' ) .  Equiva lent ly ,  * " ' r "àk y  and z
satisfying

(2.r)

Eliminating the unknown z in (2.I), one obtains

(a  + C + I )y  -  (oa, ) , :  (a  + I )u  + V,
(ov')  (o) :  erf  @Q) - U(o)),
(av,) Q) :  e2s(a\) -  t /(1)),

a  €  H2(0,D.

(2.2)

Now let us define the functio" /(.) on ,[/r(0,1) by

[(o + I)U + Vl l, dr

where

(u-z:u,
I  z - (oAà, taz I0A:V ,

\  (aa , )  (o ) :  e1 f (z (0 ) ) ,

|  (aa , )  (1 )  :  e2eQQ)) ,
I  y  e  H2(0 , I ) ,2  e111(0 ,1 ) .

J(,b) : f, l,' t',t'Z* (a * g + t1çr1 o* - lo'
+ F(1h(0) - u(0)) - G(,bg - u(1)),

F(r): ,, Io f G)df and G(r) - r, Io sfl)d| , Vr € IR. (2.3)

From (1,f) and (I1), *9 deduce that F and -G are convex, non negatives and they
are in Ct(R). Then, it easy to check that J(.) is convex and coercive.Moreover,
one can verify that "I(') is continuous in I11(0,1). Hence by a minimization theorem
(Proposit ion 38.15, pp.1b5, [9]), there exists a function a € Ht (0,1) such that
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This implies that the function O : ) ---+ O(À) : J(y + À(')
À  :0  and thus

fl.

^( l (u + )P))  l . r=o :  o '

This means that for any I '  e 111(0,1), we have

t27

vç '€  11r (0 ,1) .

(a + g* t)l yû dr * Io' or,O, dr - lo'Xo + r)U + \,') l,, ctr

+e1'r l(0) f  (y(o) -  t /(0)) -  ezth\) s@(I) -  tr( t))  :  s.

In particular, for any th e Cb*(O,1)

1 L  1 r - .-  
Jo 

or , rh,  d,x  :  
J"Ko + P +I)a - (a *  l )U -Vl rb dr .

This implies that

aclmits a minimum at

(2 .4 )

(2 .5)

t
Integrating by parts in

a e  H2(0, r ) ,
(a  +  0  +  I )a  -  (oa, ) , :  (o  +  I )U +V.

(2.4) and using (2.6), we show that

t @uà (o) = erf @Q) - {/(o)),
|  (ou" ) (1 )  :  ezg(a ( l )  -  U(1 ) ) .

(2 .6)

(2 .7 )

Combinating (2.6) and (2.7), we deduce that gr is a solution of system (2.2). Now we
define an'element (9, z) by

1 u, tolntion of (2.2),

l ' :u-u'
which satisfies clearly system (2.1) and thus the maximality of the operator A is
proved.

The density of D(A) in 7L is a direct consequence of monotonicity, maximality
of A and the assumptions /(0) = 9(0) : 0. tr

The following proposition is a direct consequence of Lemma V.1 and the method 
'

of Brezis [3].
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Proposit ion V.l .  i)  For any init ial data(91,ôù e D(A). th,e equutzon (I) admits
a uùqne .so lut ion (y ,  t )  e  D(A)  such that

ftfu,') e L*(R+;1r).

The solut ion (A,z) is giuen by (a,z) :  S(t)(ôr,ôr) ,  for  a l l  I  > 0.  fu loreouer,  the
ftrnction t y---+ llA(A,z)lly is decreasing.
i i) For any init ial data(91,ôz) e ?1, the equation(E) admits a unique weak solution
(a , ' ) :  S( t ) (ô t ,ôz)  such tha t  (y ,z )  e  Co( tR+;? t ) .

V.2.2 Proof of Theorem V.l

Notice that by a standard argument of density of D(A) in ?l and the contraction
of the semigroup S(l), it suffices to prove Theorem V.1 for any initial data (/1 ,ôù e
D('4). Let ($1,,Ôr) € D(A). By virtue of i)  of Proposit ion V.1, we know that the
trajectory of solution {(y,r)}r>o is a bounded set for the graph norm. Furthermore,
one can show that the injection i :  (D(A), l l  l letr l) ---+T{ is compact. This implies
that the trajectory is precompact in ?t. Applying LaSalle's invariance principl" ( [b],
[4] ), we deduce that the c..'-limit set

/, , \ r, ,u' t lQr ,Qz) :  
l ( / r ,  ûz)  e?t ; ( rh , , ,Ûz)  -JggSlr ' ;  (ôr ,ôz)  wi th  , ]L l * r , :  - )

is non empty, compact, invariant under the semigroup ̂ g(/) and

S(t) (ôr,ôz) ---+ w (û,ôz) as f -+ *oo.

Moreover, we deduce from the maximality of A that c.r (ôr,ôù cD(A) ( see [3]). In
order to prove the asymptotic stability, it is sufficient to show that the c,r-limit set
a (ôr,dz) reduces to {0}. For this, let (/1, ôù e a (ôr,/2) and

(û, 2) : s (t)(ôr, ôr) c a (ôt, ôr) c D(A).

On the other hand, ll(ù,2)llu: l lS(r)(ô,,,ôùllx is a constant [12]. Thus

4tl@,,)l lk: o.
d t '

This, together with i) of Proposition V.1, implies that

(  A(û ,2) , (û ,2)  lx  :0 .  (2 .8)
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Nor.r'. from the proof of Lenma V.1, rve obtain

129

(  ù" ( * , t ) - (oaà, ( r , l )  *  0û@,1)  :0 ,  0<r< 1 .  l>0,
I  a ,Q, t ) :û" (7 ,1)  :0 ,  l )0 ,

\  ar ( t , l ) . :  o ,  r  )  o ,  (2 .10)

| "l l  a l l?, '10,,v : o,
[  ( i (o),  û '(o))  :  (ôr,ô") € u (ù,ôz) .

If a 10, then it is obvious that û : ùr: 0. Otherwise, let us consider as in [20] the

Witlrout loss of generality, we assume that e2 f 0. The other cases can be stuclied
in tlre same !vay. We deduce from (2.8) , (2.9) and (/1) that y verifies the foHowing
system

following linear operator

D(Aù:  {@,2) ;y  e  H2(0 , r ) , ,  z  e  H t  (0 ,1 ) ,  y " (0 )  :0 ,  y , ( t )  :0 } ,

and for aII (y, z) e D(As),

Ao(A ,z ) ( r ) :  ( - r , - (oA ,1"  +  0a) .

A complex number p is an eigenvalue of As if and only if there exists a non-trivial
(a, ,) e D(Ao) such that (p - Ao)(a, z) : 0, i.e,

/ ' )  q \

(2 .  i  1 )
Iuu:"
t  @uà' - 0a: P'Y'
I  Y ' (0)  :  Y ' ( I )  :0 '

Thanks to a classical result of Mikhailov [6], the spectral system

|  @aà'  -  ga:  Àa,

I Y'(o) : Y'(1) = 0'

admits an infinity of real eigenvalues 0 ) Àr ) ), > ......, such that (À") ---+ -oo
as n ---+ *oo and-the associated eigenfunctions Dr,u2,....form an orthonormal basis
of L2(0,1). Thus, the eigenvalues p6 and the associated eigenfunctions Vf; of the
operator As arc given by

t  ,o:+iJ=E, k:I ,2,. . .

t  Y,J : (ro, +;J=E un,) , k : L,2,... . .
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! !e  note that  for  a l l  k  :  1 ,2, . . .

l lW l l i :  _2Àt,.

(  .  t - - ; ,k :L ,2 , . . .
s " t  I  

LLk: rV-o- -

[  , -o  :  - i l  - ^k ,  k  :  r .2 , . . .

( 1

I t ; . :- :  /  '  \
,  |  , / -2Ë ( ' * '  - ; r / ->*uk)  '  k :  r '2 ' " '

anq (

I v-- à('r, \[-n,*), n: r,2,...

which form an orthonormal basis of ?{. Then, the solution of (2.10)

(Y,Yr)  @ :  
àcpe-Pktvp,

where Ct, : ( @r,6ù,Vo )s (for the complexified scalar product),
One finds that

(  C r  :  a t r * i b r " ,  k  :  \ , 2 , . . .

{  
" - *  

:  a t , -  i b r " ,  k  :  I , 2 , . . .

with

is given by

(2.12)

for any k < 'n.

(2 .13)

dr  and br :

(2.12) and (2.14)

ôrr,"rlr. (2.L4)+ 7Ôrur,)

e get from

q k -

After an

-#1,'

G[i,l- b,sin(/-Ç ù) +,,,/  Y 
- / \n

"GF^ô+ ô, cos(/-\ t1) '/iu^.

Following the method used by F. Conrad and M. Pierre [11], we will prove that
en :  bn :  0  fo r  any  n  :1 ,2 , . . .  and  thus  ( ! ( t ) ,  A r ( t ) ) :  ( 0 ,0 ) .  I ndeed ,  we  know f rom
the theory of linear differential equations that u"(1) + 0 for n : 1,2,.... Moreover,
s ince (s / (0) ,  û ' (0) )  €  D(As) ,  i .e ,

cos

sir

(2 .15)
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t ""{-^"- \ nu ,  e  ,2 (0 ,  1 ) .

æ

ôr :  t /2Lbnr , ,  e  Hr (o , l ) ,
h - l

, , - t

û,(0)  =
(  2 .16  )

ancl since (u,)n>,, (resp. (+)
\ ! - ^ n /  n > t

Ë/t(0,1), one can verify that the series
uniformly in f. By continuity of the
equat ion ArG, t ) :  0  reads as

is an orthonormal basis for L2(0,I) (resp.

defining ûr(t) in (2.15) converges in I{t(0, t)
t race operator  u  +-+ u(1)  in  / / r (0 ,1) ,  the

y, ( r , t ) :  
Ë 

(o" . i " ( / - ,1 ,  t )  +b, .o . ( /J , r ; )  u" i r ;

? J - n : - U n t  n : l r 2 r . .

the distribution of eigenvalues /-T, is

-1r.- t ; L '
-" kez,

(2.17)

Cpeqk 'u4( I )  :  0 ,

where

On the other hand
p. 303) by

o(r)
t l -1 " :  f l ,1 r  *  

; .

which imolies that

,liTL (,Æ"; - rl-^"): zr ) o'

Now, let .
n=N

^91, ' ( t )  :  t  Cne\*tun(L),  t>0.
zl=-N

We know from (2.17) that

Then, using
such that

given in [2] (Theorem 9,

7>0

r\ll ^9rv(t) : o uniformlY in t e [-T,T]'

Ingham's inequality [1], we deduce that there exists a constant

n=N rT

t  I  c,u,(r) l '3 t  |  ̂ l  s*çt1 1' at.
n = - N  

ù - r
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This iruplies, when ly' -+ +oo, that

D I cot oçt) l '< o.
keT,

This means that  C*:0 for  any k  e % and th ls  (û ,ùr) :0 .  Therefo le.  the proof  o f
Theorem V.1 is complete. û

V.2.3 Proof of Theorem V.2 and Theorem V.B

Proof of Theorem V.2 i) First, we assume that o(e) is monotone non-
increasing. Let us multiply equation (1.1) by 2r(C6 t 6)a" a CoA ( where Co, d > 0
are given later in (2.24) and (2.27) ) and integrate with respect to x and l. A
straightforward computation shows that

r T z  r r l  ^  /

I;,' l"' lor| * (o * (ô + c0x1 - .?l) a'v| - 6gv'f a*at
r T z l  -  ê ^  I

+(co * q I;, l-07O,ù 
- 

ftg' 
(a,(t,t)) + pa2\,tl)at

r l  .: - 
Io' lzlc " * 6) ryry, + c oyry)'r__l,a*

rTz
*Co Jr ,  l r rg fur \ , t ) )  y( \ , t )  -  , r f  @,(0, t ) )  y(0,  t ) ldt .

(2 .18)

postponed to

(2.1e)

We need the following important inequality in
the Appendix. For any 0 ) 1 and u e Ht (0,1),

Fft(0,1) whose proof is
we have

(  0 n  \  r t  D ,  t

\e=) Joui@)dr 'I"' u2 (r)d,r = (#),',r, *

It follows that

qB l" y2(r,t)d,æ, - (#+)r'G,ù - #ffi lo' ovlç*,t1a,' Q.zo)
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E( t ) .  we

(2.2r)

( )  ) ) \

(2.23)

( )  ) 4 \

Bt' ureans of Cauchy-Schrvartz's inecluality and the rnonotonic clecrease of
obtairr 

-  [ ' lz lco * 6)ryty, * coaty] ' ,=T or '  7 ur l(T,).
Jo L  - " " "  J t=Tt

whele

Mr : ^u* (rCo * 5, 
9) .

\ r'lrio V lJ /
Moleover, since a(z) is a positive monotone non-increasing function, we have

Co+(6+Co)( l  - .? l>6+2Co vre (0.  l ) .
o,

Substituting (2.20), (2.21) and (2.22) into (2.18), we get :

co:max{#\,3*a*},

so that

(ô + '^  '  6B0nzco) - 
u(ii't, 

>- t and

Then, we can rewrite (2.23) as

co* 6 -  
{1, 3.

Ë: I"' (tr| * t'v?) hd,t t tp I:: y2çr,t1dt

s MrE(r)+ (c, . ù l:: lulo,.ù * 
"(r)d(y,(1,r))]

* t '  Ë,  krs @,(r , t ) )a1, t )  -  , r f  @,ço, t ) )aq, t ) ldt .

dt (2.25)
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Applying

(2.26)

Assune that e1e2 f 0. (otherrvise, it is sufficienb to consicler one term).
Carrchy-Schwarz's inequality. rve have for any C'3, Ca ) 0

( t |- - r I

)  
, 'orrn (a,(1,t))y(I , t )  < ; l tSrZrtSt fu,J,t))  + qa'(1,,) l  ,

I 
-o.,t tu,(0,,))y(0, t) =rlrr,rtrf (y,(0,t)) + fru'(o,,)] .

On the other hand, a direct computation gives

are,t) < y2(r,q * I" lur@,ù +

which implies together with (2.19) that

a'(, , t)= (t  * h) a'(r, t)- * (t  .  h) lo'  ay2,(a,,t1d,.

Using this inequality and (2.26), we find that

fTz
Co 

Jr, l rrg (ar(r, t))  y(L,t)  -  ,r f  @rçO,t)) y(0,t) ldt

-  L  ( .  04  \  f r " 1 r  , ) ,  I ( I  j , , -  02 . \  r r ,< 2""c?\r+ 0, -r) J,, Jo aaidr *; (.e + qQ+ s, i) J,, u'{r,t)dt

f2 rT, -

*î Jr," l,7c3n' @,0,,t)) + e?c|f' la,1o,t\l at.

Insertin-g the above inequality into (2.25), and choosing ô, C3 and Ca such that

*oû*, ,ù]a* ,

1>_
aoô{'.i,f.h)('.h)-"" ('-#1)' (227)
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we get

f r "  l ( . - ,  ô  ^ \  , l  r r t

Jr, J" (ool * i*i) drdt t; 1,, v21t,t1'Lt

l: l,co+ 6)a?(',,) + (q#" -t3#) s2 (y,(',,ri]r,

*cï*ci [r, f,(u,io, t)) dt.
2 Jr,

(2 .28 )

Since / and g satisfy the hypothesis (Ë11) in i) of Theorem V.2, we deduce from
(2.28)  that

f r "  r r / _ "  ô  ^ \  R  r r z

J,, J, (o'i * i""')dtdt +; J,, Y2(t't)dt

< MtE(rt).  l : :  lMza,(o,ùf fu,e,t)) -  Msv,g,t)s(!/ ,(r, t)) ldt,

with
n',r?9ffi 

^,r _ €r + A) , ,fn ((Co + ô)€2 *CïeZC3\Mz-=n,tvt3:-,#*; i l ï , ,  z l
Using once again (2.I9), it is easy to see that

^  7 l  ^  f r  'gv'G,t) + a Jo aaldx 2 Mn Jo (gu' + oyl) dr,

where ô is given by (2.27) and, Ma : (h)-' *in (g, t3llloll*) .
Then, combinating the two last inequalities with (1.4) gives

rTz M

Jr, E(t)dt s TtQ'),
with

C : min(2 6, Mn) and. M - ML* max (+,T)

Finally, thanks to a classic result ( Theorem 8.1, p. 103, [17]) , we obtain

E(t) Sexp(l -fflufol,, v, > o.

We have thus proved the first part of Theorem V.l with , : *.
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Norn'. if the mass density c(r) is non-decreasing then using the rnuitiplier
2(r: - 1)(Co * d)y, a ClA we can prove exponential stabil i ty in the same way.

ii) For the sake of clarity, we assume that g : -T without loss of generality.
Nloreover, we asstlme as in i) that a(r) is monotone non-increasing ancl e1e2 I 0. We
clefine a functional

^  f l  t t -  : \  1 lp(t) :2 
Jo (Cr + 6) ry1y,dæ + 2Co 

Jo u,adr, (2.29)

where Co and â are positive constants. As in the proof of i), we can show that there
exist positive constants Ks, Kt, Kz,I(3 and Ka such that fol any f ) 0,

I  p( t )  |
i( t)

Given e ) 0, we introduce ( see [10], [14] and [1b] ) the perturbed energy by

E,(t) :  E(t) + ep(t) (E(l)* . e.J2)

This together with the monotonic decrease of E(f ) implies that for any M > r,

M-i (8"(q )+ < @(ù+ S Mi (8,(ù)+ , (2.33)

with e < K; ' (E(0))+ ( t  -  M-*)  .

On the other hand, from (2.31) and the hypothesis (//2) of Theorem V.2 (ii), we get

p(t) < -nE(t) r Ksyl(r,t) + KarÊ (a,(o,t)) '  ,  (2.J4)

where-  
K . -Kz1KsnZ.

In addition, from (2.32) we have

a,1t1 : nqtl  + ep(t)(E(t))? + ,(+) pQlnqtl@Q11# . (2.35)
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Plugging (1. - l ) ,  (2 .30)  and (2.34)  in to (2.35) ,  one obta ins

( ,  -  
"o î l i ,  

(E(0) )P* )  ( - . , r , f0 ,ù f ( :y , (o , t ) )  -  e2y1 l . r ) / (y , (1 , , ) ) )

e(E(t))+ (-o, E(t) + r isa?l,t) + K+rÉy,i(0, r)) (2 .36)

If y!(I,t) > 1, it follows from hypothesis (I1) ancl (f l2) that

(2.37)
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n,ft) s
+

eK5(E(t))*  y?e,ù < #(E(0))+ , ,çr , t ) f  (y1(r , t ) ) .

But, while a?(l,t) S 1, using Young's inequality we have for any constant B > 0

eK5(E(t))* ai l ,ù s:ïg,a1* la,çt, t)  l+ *,(ç 4) 
"-F+ 

@(ù+ .p+r \ r+r7

This implies thanks to (H2) that :

eK5(E(t))* a?e,ù s +\* 'F-)* , t(r, t)yçr,çr, r)) + ,?:)s-*+ @Q11.î* .' ' - p+ I  
h  

'& \ -7 - l / \ t ' \ - ' - " '  p+1 "  
( 2 .3g )

Combinating (2.37) and (2.38), one has

eh'5(E(t))* a?e,r)  S .  f4) B-+- (E(,))  + + Kây,(r , t ) ï (yt(r , t )) ,  (2.3e)
\P+t/

rvhere 

Kâ - e[{s(r '1011? 
* 

2e - (KsB)* 
'

T t  P+L  T r
Similarly, one can prove that

eK+r3@ç11* a?Q,t)= . (ffi+) t-* @çt11* * Kiyl(0,t)r(a,e,t)), (2.40)

with

Ii j : 
eKqTS (E(o))+ * "r l r  P  + I

Inserting (2.39) and (2.a0) into (2.36), we obtain

(Kn ÊB)*
4r
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n,ft) s . (, [H) "-* 
- o.,] (E1t1v*

,  (  p - 1 , - , n , ^ . . P - '  - . . \t  
f - . ,  

+  €€ t -1 \  (E(0) )?  +  h i )  y r (0 ,  t ) f  (y1(0 , t ) )

(  p - I - .  * . . . p - ,  ,  \t  (- . ,  *  eez(--!Kl (E(0))+ + Kâ) a,tL,t)T@,(1. r)) .

This implies that

È,( t )<-pe(E(t \ * ,  e .4r)
provided that B is chosen such that for some Lr > 0,

^(p-  1 \  ^ - * r, \ ; * r )o  p- ,  -  / { r  S  -1 t ,  <0,

and e is chosen as follows

( -r, + ee1ÇK, (E(o))+ + Iç < o,
( -

[  -. ,  + ee2Çfi (B(o))+ + / i6 < o.

Finally, we deduce from (2.33) and (2.a1) thar

i t ,(t) < -peM-t 1n,ç.1'fa . e.42)

Moreover, we claim that

if E(0) > 0, then E,(t) > 0 for any finire time t > 0. (p)

( For the proof, see the Appendix.) Solving the above differential inequaiity ( where
we can divide by E,(t) thanks to (P) ) and using (2.33), we get

E(t) S M# (E(o)) (r + ut1-h, v, > o,

with

,:+M-#,e(B(o))+.

This proves the second part ii) of Theorem V.2.
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iii) We just give a sketch of the proof, for it is analogous to that one of ii).
First. u,e introduce for e ) 0 the perturbed energy by

E,(t)  :  E(t)  + ep(t) (E(tD'* .

Choosing e sufficiently small, we can obtain

py-L ça,Q))+ < @@)+ < @,(q)+ .
Now a straightforward computation similar to ii) shows that

E(t) < M# (E(o)) (r  +,t ;&, vr > o,
with

,  :  !_2M-# t  r (E( ' ) )# .
2p

The proof of Theorem V.2 is thus complete.

Proof of Theorem V.3 . We will show briefly the first assertion i). The others can
be proved in the same way as in the proof of Theorem V.2.
We consider the function

ç@) : Io' "*p (1"" lfilae) a,, vr e [0, 1].
It is easy to see that

I  p(o) : o, ç@) > o Vr € (0' 1],

| , ' t t ,  ' ( : ) ,>1

Doing similar computation as in (2.18)-(2.28) with the multiplier gy,*Côy, we show
that there exists a constant K* > 0 such that

tTz

Jr, E(t)dt s K. E(Tt)

. Ë I,'l*(ç. -cô) + zfa'+ (-"r * **#) ayldædt.
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One can i'erifies that

h' : "o (# t* (' . #) + c;"'ql]

*2sup ("r * #,lu - r)

côen2,
2nt +)C:

, l+
ù.

Then, by choosing Cj' as

we deduce that

The exponential

Remark V.l
tone by parts in

0,

(0 ,

< K- E(71).

stability is n

In applications, we rnag meet mass d,ensities a(r) tuhich are mono-
(0,1). For erample, the rnas.s density giuen by

a (x )  : ,, Y* € [0, 1],

follows

(  *ç"-ci l+2<
l "
I  n* ,2,açQ)
(  

- " 0 - o o -  
2 " ,

rTz

Jr, E(t)dt

ow obvious.

is monotone in each interual (0,112) and (I l2,I).  I t  is interesting to treat this case.
Actually, ue cl,n ertend our results to this case. Assume that there eri,.sts ro € (0, 1)
such that a(r). is monotone non-increasing (resp. non-decreasing ) on (0,h) and
monotone non-decreasing (resp. non-increasing ) on (rs,r). We define on [0,1J a
function tl: (resp. ,lt ) by

,b ( r )  : 2 ( *o  -  x )  (C  +  6 )  ( resp .  , h  : 2 ( ,  -  *o )  (C  +  6 ) ) ,

where C-and 6 are two positiues constants. It is obuious that l.t (resp. ,h) it positiue
(resp. negatiue) on (0,xs) and negatiue (resp. positiue) on (rs,r)). with suitable
constants C and 6, we show that the rnultiplier {ty,1Cû ftesp. ûA, + Cg) allows
us to obtain Theorem V.2 wi,th an analogous proof.

n2+(c-r l2) '
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V.3 Conclusion

In this paper, we have shown that
sufficient to stabilize asymptotically the
nncler growth conditions on the feedback,
the energy is also estimated.

a nonlinear boundary velocity feedback is
considerecl vibrating ecluation. Moreover,
the uniform and the rational decav rate of
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Proof of (2.19). For any

Then, applying Cauchy-Schwarz's inequality, we have:

Appendix
u e HL(0,1), one can verify that :

l,' (1,'a'(o)e a( + u'e1) ar
u2çt) +, lo' l,' u(€) ue (0 d,( dr

u2(t) +, I"' I,' o"@# d( tu, vo e rR.

lo' u'(*)d* 

:

lo' u,(r) d,x s u2(r) + e, lo' ulçES

which implies that

de+#1,

(t - #) Io' u,(r) dr < uz(r) * r, Io' u?,(n) dx.

"'G) d'€,

Then, for any 0 > I

1 r  |  0 2  \  ^  /  A 4  \ r r

Jo u'(*) ax < \n a)"'(r) + 
lp,; ) l, ",,1*t 0,.

Wshave thus proved (2.19). tr

Proof of the claim (P). Doing similar computation as in (2.42), we show that
there exists constants ( depending on € ) ,i, "i 

> 0 such that

frrt"al + cin(t)) > -ci@çt;f* . (3.43)
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Incleed. (2.35) implies that

n,(t)

+ .(+) tp(r) | È@eu))f
By the use of (2.30)-(2.34), the above inequali ty becomes

n,(t)

ef i (E(t))+ -  e@(t))* (o"r?(L,t)  + Koqlyl(0, t ' )  ,

ancl  thus by (2.39)-(2.40) wi th B :7,

g , ( t )
\  \  2 /  - '  /  \  \n+t11'

I i ïar (O, t ) f  @,Q, t ) )  -  I ( |a 'Q, t ) f  (y{1, t ) ) .

This together with (1.a) implies that

n"u)

,(x, *r( '1)) t"t, l l+ . e.44)\ '  \n+t11' \ ' /

The differential inequality (3.43) follows from (3.44) with

c'r:r*,(+) n,ratol )* +t*#" c'z:e(^,*r(H))

On the other hand, using (2.33) we get

E(t) < Mirr (8,(t)  - l  c"rE(t)) ,

This implies together with (3.a3) that

d .  -  / -  r p f l

* t " (ù2-c i l4"( t ) ) '  ,  (3 .45)
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rvhele

t  È,ul :  E,(t)  *  c 'r t( t) '

I "i : ciuli.
(3 .16  )

Since E(l) and E,(t) are non-increasing ( see (1.4) and (2.42) ), then it  is the same
for E,(t). Moreover, it is easy to show that (3.45) leacls us to
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#lu,,,r*o (l' "i(n,ç,1)* *)] - o

Since E(0) > 0, we deduce from (2.33) and (3.46) that E.(0) > 0 and

I  r t  / -  r P : 1  \  ,
E (t)exp 

U. 
.; \8"(r)) 

' o, 
) 

> E,(0) > 0.

Using the monotonic declease of Ê,U),, the above inequality gives

Êt,e) > "*p 
(-, i(É.fol)* r) 8.10; > 0. v, > 0.
\ " /

Then the claim (P) follows from (2.33) and (3.46).
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INRIA-Lorraine (CONGE project) & URA CNRS 399 (MMAS). ISGMP,
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Abstract. This paper deals with nonlinear feedback stabilization of a flexible
beam clamped at a rigid body and free at the other end. We assume that there
is no damping and the feedback law proposed here consists of a nonlinear control
torque applied on the rigid body and either a nonlinear boundary conbrol moment
or a nonlinear boundary control force or both of them applied at thr: free end of the
beam. This nonlinear feedback, which insures the exponential decay of the beam
vibrations, extends the linear case studied in [16] to a more general class of controls.
This new class of controls is in particular of the interest to be robust.

Key words. Rotating body-beam, Nonlinear control, Exponential stability.

VI.1 Introduction and main result

The purpose of this paper is to study the nonlinear feedback stabilization of the
system presented in the figure VI.1. This system has been introduced by Baillieul
and Levi [2]. It consists of a disk (D) with a beam (B) attached to its center and
perpendicular to the disk plane. The disk (D) rotates freely about its axis and the
motion of the beam (B) is confined to a plane perpendicular to the disk (see fig.
VI.1). In this paper, we take a nonlinear control torque exerted on the disk (D) while
a nonlinear boundary control moment and/or a nonlinear boundary control force are
applied ât the free end of the beam (B).
As in the linear case [16], we will show that in our case, the system is still stabilizable.

The stabilization problem of the body-beam system has been extensively studied
in the literature [2], [6], 1241,125), [17], [18], [19] and [1]. In [2], the authors showed
that with structural damping and without control, the body-beam system has a fi-
nite number of rotating equilibrium states. Later, Bloch and Titi [6] showed that



V'1.1. Introduction and main result

---.--_------z

Figure VI.1. The body-beam system.

for the more difficult case of viscous damping, a linear inertia,l manifold exists for
the body-beam system. By taking into account the effect of damping, it was shown
in [2a] that for any constant angular velocity smaller than the critical one, an expo-
nentially stabilizing feedback torque control law was proved. Recently, exponential
stabilization of the body-beam ôystem was established in [16] as soon as one of the
two linear boundary controls (force or moment) is present at the free end of the
beam with the control torque of the disk. The contribution of this paper consists of
extending the class of controls proposed in [16]. In fact, our work is motivated by two
arguments: First, the interest of such an extension is to highlight the robustness of
controls. Actually, a minimum degree of robustness is needed in applications since no
sensors neither actuators can provide an infinitely precise linear control as required
in [16]. Second, a wide class of controls is provided. For instance, this helps us to
avcÉd eventually some saturation phenomena in the actuators.

The paper is organized as follows: in section 2, we deal with notations and main
result. The section 3 is devoted to a sketch of proof of this main result. We postpone
in an Appendix the nonlinear basic theoretic tools used for the body-beam system.
The body-beam system is modeled by

1.19
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pUu *  EIyr , , , :  pa2( t )y1.
y (0 , t ) :  U , (0 ,  / )  :  0 ,

U , , ( l , f ) :  f r ( l ) ,

U , , r (1 , / )  :  f z ( f ) , ( 1 .1 )
rz(t) - 2pu(ù 

|ot 
yQ)y,(t)cLr

, l ' l / \  -

y( t )2dx

where the positive constants EI,p and 14 are respectively the flexural rigidity, the
mass per unit length of the beam, and the disk's moment of inertia; a,'(f) is the
angular velocity of the disk at time I and the length of the beam is chosen as tr : l.
Vloreover, ft(t),f2(l) and f3(l) are respectively the moment control, force control
and the torque control to be determined so that the solution's energy of the resulting
closed-loop system decays to zero in some functional space.

In this paper, we propose a stabilizing nonlinear controls. More precisely, given
cu* € IR our candidate for feedback control is

f r ( l )  :  - f  (a r , ( r , t ) ) ,  f r ( t )  :  o (a t ( r , r ) ) ,  f3 ( / )  :  -1 (a  - . r * ) ,  ( i .2 )

btrt this time contrary to [16], /,g and 'y are nonlinear real functiorrs satisfying the
following assumptions F1), F2) and F3)

Fl )  f  +  g  l0  and f  ,g  €  {â  e  Co( lR) ;â  i s  inc reas ing ;  â (0)  :91 .

F2) There exi'st nonnegative constants Lr, Lz and .L3 such that Ltt Lz > 0 and

L' l r  l<  l / ( " )  l<  t r '  l r  I  and Lr l r ls lg(*) l< L" l r l ,  Vr  € IR.

F3) The function 7 is Lipschitz on each bounded subset of IR and for some Ls > 0,

7 l
,0.+ e lo

1@)r )_ 0, l  t@) 12 Ln l  r  l ,  Vr e IR.
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The condit ions F1)-F2) ensure in part icul iel
the flexible beam. For the phase space of the

X:7!  x  lR: .H i  x

equipped with the inner product

where the nonlinear operato. Â ir defined by

and

ô1r; + Âaçt1+ (0,1r.2 - r,(t))a(r)) : o,

, ; , ( t \  _ 
- l  @ft)  -  w-)  -  2p, . , ( r )  < y( t ) ,  z( t )  ) rz(o,r)

w \ L )  -

the presence of at least one control at
system, rve take the real Hilbert space

L2Q. r )  x  IR ,

(1 .3)

L ' J  L

( (u ,  r ,0 , ,  @,û,  0)"  :  ( ( r ,  u) ,  (ù ,  r ) )u  + €( ,

where fo rn€ lN ,

Hi :  {u  e  H"(0,1) ;  u(0)  = u, (0)  =  0}

and the space ?l is endoweded with the inner product

( (u , r ) ,  (ù , t , ) )u - pu*z'uù + put',) dx.

Note that the norm induced by this scalar product is equivalent to the usual one
of  the Hi lber t  space H' (0,1)  x  t r2(0,1)  prov ided that  l r .  l<  FEI Ip (see [16]  for
detai ls).

Set O : (y,z). Then, the closed loop system (1.1)-(1.2) can be written as fol lows

: fo' (nru"ù"

Dé): {,r, z) e H!, H3; i::lilr::-{éilli,,')
(1 .4 )

Â@,,) _ (_,, 
t10,,., _,., r) (1 .5 )
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\\'e note that the domain Ot-+l is not a linear space. Nor,v, let us introcluce the
sr-tltslrstem

In return. it is easy

where

A(Q,u ) :

B(tD, o.,') :

f
I

to verify that

(Âo, o) ,

(o' ' ' . '

o(t)  +,4o(t ;  :  s,
o(0) :  oo.
the system (1.3) is equivalent

(ô(r l ,a(r))  + (a + B)  (o ( l ) ,a , ( t ; )  :  6 ,

(1 .6 )

[o tne ïollowlng one

(1 .7 )

w i thD(A) :D(À)  xR" ,

.  . z t  .  -1  ( ,  -  , - )  -  2p  w( t )  1  y ,  z  )û rcp  \  (1 .8 )
- *  j t ' ;  

)

Unfortunately, it is not clear that the system (1.7) is well posed since the classical
theory of perturbation can not be applied in our framework. This is due to the
nonlinearity of the operator A and the lack of accretivity of the operator B.
On the other hand, for our system, we see that the nonlinearity of the operator A
occtlrs in its domain which is not a linear space. Really, this is a \,'ery bad case of
nonlinearity since in view of the previous features, the following tools fail: first, the
classical Duhamel's formula as well as the nonlinear Duhamel's variation of constant
formula obtained in [3]; second, the usual arguments of [8] and [20] about the density
of the domain. In return, the known results of M. Pierre ([21], pp. 126) ensure
the existence of local solutions of CP(xo,A,B,?) and al l  the problem is to show
that these solutions are global. We postpone in Appendix some indications on the
mathematical tools needed to treat this situation.

The main result of our paper is the exponential stability of the global system
(LT). Of course as in [16], the decay rate, although exponential, is not uniform. The
following theorem generalises the results of [16] in the sense that if the controls are
linear in-(1.2), we find again the result of [16]. our main result is

Theorem VI.l Szppose that lr. l< @Tp Then und,er the hypotheses Fl)-Fg),
for each initial data (Qs,c.ro) e D(A) the solution (O(l), ,t(t) - a*) of the closed-loop
system (1.7) erponentially tends to zero in X as I + *oo.
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VLZ Proof of the main result

VI.2.1 The subsystem (1.6)

We start with the following proposition

Proposit ion vr. l  .  As-st1v71s thatlu- l< \Fnt1o at-rcl that the lrypoth"rt" rt1-rz1
are satisfi,ed.
1) The nonlinear operator Â defined by (t./)-(t.S) is rn-accretiue in?l with dense
domain. Thus -À generates a contractiue sem,igrouTt s-Àt.
2) The semigroup e-At is asymptotically stable in 7{.
9) Let Q be the solution of (1.6) stemmed from eo €Jl. Then there erist constants
M, lt ) 0 such that

l lo(,)) l l  < rw"-o' l lool l ,  vr > o.

Sketch of the proof of Proposit ion VI. l .
1) One can easily check that, under the hypothesis F1), .Â i. .r-u."retive. We point
out that the density of D(Â) in ll is not obvious since D(Â) is rLot a linea6pu.à. So
the proof of this density is not standard and needs the condition F2). Then, the rest
of the first assertion 1) is a consequence of the method of Brezis [g].
2) Since the nonlinear semigrorrp ,-it is contractive and since D(Â) is dense in T!,
it suffices to prove the stability for any initial data 06 : (yo.,z) e D(Â). This can
be obtained by using the LaSalle's invariance principle [1b]-[12] rnd un'ujaptation of
computations of [9] .
3) As in the proof of 2), wemay assume that 06: (yo, zs) eD(h. In order to use
the multiplier method, let us define a functional

ryg,dx.

i 53

€u) :2 I"

Next, given e ) 0 we introduce as in [10] and [22] the perturbed energy by

E"(t) : EL(t) + €€(t), v, > 0,

where
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E,(tS : 
f,tttrl Al,,@)' l lk.

Llsing F1)-F2), we show after a careful computation that there is a positive constant
/ i>0such tha t

È ' ( t )  <  -2M- i  t t  n ' ( t ) .

Solving this differential inequality, we get the required exponential decay with

I t ,  :2M- i  K .

lVe are going to indicate, in the next subsections, a sketch of proof of Theorem VI.1.
For this, we need the hypotheses and the results of Appenclix.

I/I.z.2 Well posedness of the global system (1.7)

First, we have shown in Proposition 1 that the operator Â defined by (1.4)-(1.5)
is m-accretivein Ttwith dense domain D(A).We deduce thus, from (1.8), that the
operator A is also m-accretive with dense domain D(A) in X and thus the hypothesis
HI) cited in the Appendix is satisfied. Second, thanks to F3) , the operator B defined
in (1.8) is Lipschitz on bounded subsets of X and therefore B satisfies the hypothesis
HII) of the Appendix. Third, the Lyapunov function I/ given in (2.1) (see the next
paragraph) ensures that the hypothesis HIII) of the Appendix holds. We deduce from
Theorem VI.2 given in the Appendix, that for any (06,r'lo) € X, there is a unique
solut ion (O(r ) ,  ar ( t ) )  e  C ( [0 ,  * - ] ;X)  o f  the sysrem (1.7) .

Remark VI.1 This solution (Q(t), a(t)) is a strong one i, f  (Oo,a,o) €D(A).

VI.2.3 Exponential stability of the global system (1.7)

As in [2a] and [16], consider the function V : X -] IR+ defined by

n



l : '(O. ,:, ') : paz dr'\.

(2 .1  )

!!'e claim that this function is a reasonable choice of L.vapunov function . Incleecl, it
is easy to check that

V(Q,u)  > 1{ l l (o , r ) l lx ,

for some positive constant 1(. On the other hand, using the Remark VI.1 and the
assumptiott (F), a straightforward computation shows that for any initial condition
(Oo ,oo )  € .D(A) ,

V1.2. Proof of the main result

dV

*@,cu)( t ;  
:  -EI  ly ,1( r , t ) f  (a , r ! , t ) )  +  y1(r , t )s(y{ r , t ) ) l
- ( r ( r )  - r - ) t@(r)  -o . )  (  0 ,

Thus, the function I r--> V(O,a)(t) is non increasing on [0, *-[.
will restrict oneself with the svstem

ô1t;  + çÂ+Ët1oçt; ,

!{ro{r-r*)'-,,,)*2 fo' or',1*+ fo'{0"'+ EIy'z,,1ctz*(.,, -r\, 
lo

t,).:)

(2 .2 )

fo ra .e .  l>0 .
Now, one

where O : (y, z) and

It is obvious that the operator

ll(r.' -,

Éa - (0 , , ( r * ' - r r )y ) .

(r*' - r')E] has the propeny

'7 Ëtoçt1ll, < lr.' - rrlll o(r) lla.

From (2.1) and (2.2),  i t  resul ts that  cu* -u € Lr(p,oohlR) À L* ( [0,- [ ; lR) and
thus the conditiorr (HV) of the Appendix holds with p(t) : lr*2 - r(t)'|. (Really,
we have the stronger condition liml-p1- u(t) : ,*1. Therefore, as we have shown,
all the assumptions of Theorem VI.3 of the Appendix are satisfied. Thus, there exist
positive constants M and rc such that

l lO(t)llu 3 IVIe-^t, Vt > 0.
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Finally, returning to the second equation of (1.7) and using F3), we prove analogously
to [2a] and [16] that c^r* - c,.,r tends also exponentially to zero. This encls the proof of
Theorem 1.

APPENDIX

Let X be a real Banach space and 7 € IR,l. This part deals rvith evolution
inclusions of the following type,

t ( r )  +  Ar ( t )+  B( t , r ( t ) ) )  0 ,  /  €  [0 ,? ] ,
r (0)  :  æo eD@) c  X,

In general when the unbounded (multivalued) operator A is nonlinear and the
everywhere defined operator B is non accretive, it is not clear that C P(xo , A, B,T)
is well-posed. Indeed, the known results in the literature in such a sitrration ask addi-
tional assumptions as for instance the equicontinuity of the semigroup e-tA generated
by the operator -A (see [7], [13], [14], [23]) or more general topological assumptions
[] 1]. But these kinds of assumptions on the semigroup e-rA did not hold for the
studied body-beam system. In order to overcome these difficulties, we had to use a
result due to M. Pierre [21] and which is based on the fixed point method.

We will introduce in this paragraph the foilowing hypotheses
(HI) A is a multivaluedunbounded noniinear m-accretiveoperator with domainD(A).

HII) B is locally Lipschitz on [0, T) x X and bounded on the bounded subsets of
[0 ,7 ]  x  X .

HIII) For every ro e D@, there is a constant C(T) such that for all ?o e [0, r[,
each so lut ion r  o f  CP(ro,A,B,To)  sat is f ies l le( t ) l l  S C(T) ,  Vt  e  [0 ,20] .

The solutions of cP(æo,,4,8,?) will be understood in the following ilweakil

sense:

Definit ion VI.1 The continuous function r* is a solution of CP(ro,A,B,,T tf  i t
is the mild solution of the quasi-autonomous problem

CP(ro ,A ,B , t )  :  
{

I  r f r l+ Ax(t)> -B(t , ' . ( r ) ) ,  r  € [0,?] ,
t ' (o) :ro€D@çx.



V1.2. Proof of the main result
l ' l  I

The Theorem VI.2 below extends the well-knorvn Picalcl-Lincleloff-Lipschitz Theo-
renl.

Theorem YrJ Assume that (Hr), (HIr) and (HIII) hotrt.  Then..forxo ç1'çg. the'p.roblem cP(ro,4,?_{) has a unique solution s(l)r '0 arzd the f i t t tct i ,on r0'+ s(r),u0' i .s continuous on D(A), for al l  I  € [0, f ] .

The second result of the Appendix is the exponential decay of l l r(r) l l  where.r is
the solution of C P(r ' ,  A, B,**). For this, we introduce the two fol lowinj condit ions:

(HIV) The problem C P(xo , A, B ,*oo) has a unique solution r (that is C p(ro, A, B ,T)
has a unique solution for all 7 > 0).

(HV) There is a locally integrable positive real valued function p on [0, *ooI satisfying

l lB( t , r ( t ) ) l l  S p( t ) l l ' ( t ) l l ,  and pr ( r )d r :  0 ,  Vd >  0 .

Theorem VI.3 Asszrne that tâe nonlinear semigroup e-At generated, by the oper.a-
t.or -A is erponentially (uniforrnly) stable. Then, under the.hypotheses (HI), @rv)
and (HV), there erist positiue constants M and n such that

l l r ( t ) l l  I  Me-* t ,  V l  >  0 .

Comments on Theorem VI.2. First, we know that there exists a unique
local solution r(.) of C P(ro, A,, B,?) (see pp. 126 of [21]). Then fol lowing the same
computations, we get thanks to (HIII) and Gronwall lemma the global solution of
cP( f ,A,B,T) .

Comments on Theorem VI.S. We show thanks to Bénilan's integral inequalities
(see [4] or [5]) and Gronwall's Lemma that for any t ] ts, we have

l l"(r) l l  S Mp-,ot 
".o12+S) l lr(ro) l l ,

f  Ë+')
l im I

€-'+oo J€

where the constants M1t eot 6 and ts are chosen as follows:
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l l"- '* ' l l  5 tuIre-"t,
cu6 )  max( I ,u t ) ,

d > fr(ln Mr * 2uo),
r . ( * ô  , . 1 .

Jr- ,rr)dr.-f- v(z/0.
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VII
Perspectives

En nous appuyant sur notre application l'échangeur thermique, un premier axe de
recherche serait d'examiner le cas où les coefficients cle l'échangeur ne sont pas con-
stants. On est alors en présence de système hyperbolique linéaire à coeffients variables
en fonction de r et f . Il serait intéressant de dégager un théorème général qui re-
groupe notre résultat (Théorème III.2) et celui de Xu [Za].

Dans le même esprit, on peut se demander dans quelle mesure les techniques de régu-
larisation et des caractéristiques pourraient s'étendre clans liun des cas zuivants:

i) le système hyperbolique est au moins de dimension deux en
cients varient en fonction de deux variables espaces (rr,*r) e
variable temps l.

espace, i.e, les coeffi-
(0, /) x (0, /) et de la

ii) le système hyperbolique (à une seule variable espace) est non linéaire.

Pour le premier ciùÉi, on pense que l'outil de base serait les surfaces caractéristiques et
les courbes bi-caractéristiques. Néanmoins, il n'est pas évident d'adapter les mêmes
techniques du chapitre III.
Çoncernant le deuxième cas, nous avons actuellement des réponses partielles si le
terme borné B du système est non linéaire ou bien si les conditions aux bords sont
non linéaires mais dissipatives.

un autre axe de recherche serait d'étendre à l'équation de plaque
bilisation uniforme du chapitre IV (partie 1). Ceci donnerait une
à la question de Rao [62].
De plus, il est tout à fait logique de savoir si la condition rn )

Ie résultat de sta-
réponse complète

r63

1/3 est incontournable
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pour avoir Ia stabil i té du système (7.8) (voir Théor.ème IV.13).
Il serait aussi intéressant de savoir si les fonction propres cie I'opérateur. contrôlé clu
chapitle I\' (partie 2) forment une base de Riesz, ce qui permettra cle cléterminer Ie
tattx de décroissance exponentielle du système considéré.

En outre, nous avons démontr'é au chapitre V la stabilisation uniforme et rationnelle
d'une écluation de vibrations (sans frottements) sous la condition de monotonie sur
la fonction raideur a(r). La question qui se pose est: est-ce que les résultats restent
valables si a(z) n'est pas monotone.
On se demande également si nos résultats de stabilisation uniforme et rationnelle du
chapitre V sont conservés dans le cas où le coefficient B est une fonction positive de r.
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