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INTRODUCTION CÉNÉN^UB

L'historique de l'étude des éléments à parois minces est surtout marqué par les travaux

de Vlassov [62]. Dans son livre intitulé, "Pièces Longues en voiles Minces", dont la première

édition date de 1940, on trouve, outre les principes de calcul des poutres à parois minces, une

méthode relativement simple permettant de prendre en compte l'effet du gauchissement des

sections. Vlassov a démontré que le principe de Bernoulli basé sur la loi des sections planes, ne

peut plus être invoqué dans les profilés à parois minces. Ensuite, il a développé la méthode des

aires sectorielles qui permet de prendre en compte I'effet du gauchissement dans la section.

Pour l'étude de I'instabilité élastique des colonnes par flexion - torsion, I'ouvrage cité ci -

dessus comporte des développements très complets. Dans son ensemble, la théorie de Vlassov

s'est montrée plus générale et plus féconde que la théorie classique.

Par la suite, Timoshenko Fal autilisé la théorie des aires sectorielles de Vlassov, pour

faire une présentation plus simple et aisément compréhensible. On note qu'il a établi par voie

expérimentale la valeur de la rigidité à la torsion pure de la poutre en "I" . Il a étudié aussi en

détail le phénomène de la torsion, lorsque les sections transversales de la poutre subissent en

même temps les contraintes normales et les contraintes tangentielles.

Dans les années 30, Wagner a étudié la stabilité des profilés ouverts à parois minces.

Ces études théoriques ont conduit aux formules de détermination des charges critiques par

torsion. Dans l 'établissement de ses formules, donnant les contraintes normales

complémentaires, Wagner utilisait déjà une loi analogue à la loi des surfaces sectorielles.

D'autres auteurs dont Bleich (1952), Gere (1966) et Goodier ont contribué au développement

de la théorie des profilés minces.

Plusieurs auteurs ont proposé des solutions analytiques donnant les charges critiques

des éléments minces. Trahair [61] et son équipe ont présenté des solutions pour des poutres

sollicitées par un gradient de moment et pour des poutres consoles. Yoo [66] a étudié la

contribution du bimoment à ta stabilité des profilés ouverts. Massonnet [a7) a établi des

formules pour le dimensionnement des poutres. Kitipornchai [41] et Wang [63] présentent une

méthode énergétique de l'étude des poutres avec section en "I" , dans le domaine critique.

Dans ce cas la charge critique du déversement est calculée par application de la méthode de

Rayleigh-Ritz,basée sur la minimisation de l'énergie.
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En France, Djalaly 126), 1271, 1281, l29l a donné des solutions analytiques aux

équations différentielles traduisant l'équilibre obtenues par Vlaasov, en prenant des

déplacements et des déformations non linéaires. Les solutions proposées concernent les poutres

sollicitées par des moments et des charges transversales. Ces relations sont reprises dans

I'Eurocode3 partie 1-1 pour les vérifications du déversement des poutres [32] .

euelques ouvrages généraux sont apparus dans les deux dernières décennies, et qui

traitent du comportement et de la stabilité des éléments minces: Chajes [23], Gallagher [33] et

Trahair t611. En France, on cite courbon l25f,Batoz et Dhatt [14].

Le développement de méthodes numériques pour le calcul des structures a amené

d'importantes modifications des pratiques anciennes. L'utilisation de la méthode des éléments

finis n'est pas pourtant évidente dans le cas d'éléments à parois minces. En 1970, Barssoum et

Gallagher [12] ont présenté l'étude d'un élément poutre spatiale à sept degrés de libertés, qui

permet le calcul des éléments en flexion torsion avec prise en compte du gauchissement' Trois

ans plus tard, Bazant tl7] a utilisé aussi un élément fini, pour l'étude des poutres courbées et

ayant une section variable. La méthode des éléments finis, dans une formulation non-linéaire

constitue, à I'heure actuelle, le moyen le plus puissant pour l'étude des structures à parois

minces. Dans nos travaux, nous exploitons un logiciel de calcul de structures avec formulation

non-linéaire ( géométrique et matérielle), le code de calcul ABAQUS [1] et [2]. Ce code de

calcul, considère un élément de type barre spatiale à sept degrés de liberté à chaque noeud, où

les déformations de gauchissement sont prises en compte.

1.2 OBJECTIF DE L'ÉTUDE

L'un des problèmes majeurs, est visiblement, la détermination des charges que peuvent

supporter les profilés ouverts à parois minces et, parfois, les limites à prescrire aux charges à

partir d'une forme géométrique fixée. Compte tenu de cela, l'utilisation massive de profilés

légers en construction métallique est liée, nécessairement, à différentes recherches théoriques,

expérimentales et numériques dont la plus déterminante est certainement, celle de la stabilité de

ces profilés. Donc, nous avons abordé les phénomènes d'instabilités dans un cadre général

pour aboutir progressivement aux problèmes spéciaux de déversement et flambement.

Le but du présent travail est d'établir une méthode de dimensionnement des poutres

formées de profils ouverts à parois minces. L'analyse des diverses méthodes et voies de

recherches, nous a conduit à nous assigner comme but principal la mise au point d'une part,
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d'une méthode analytique pour le chargement symétrique et d'autre part, d'une méthode semi-

empirique, voire de type abaque pour la prévision des charges critiques des poutres soumises à

un chargement asymétrique. Afin de vérifier les propositions théoriques, nous avons réalisé une

vaste campagne de calculs comparatifs entre les solutions numériques, réglementaires et

résultats trouvés dans la bibliographie.

Le présent travail comporte quatre parties :

La première partie à caractère bibliographique, est un rappel de notions et concepts de

base de la torsion, ainsi que la théorie des surfaces sectorielles fondement de la théorie de

Vlassov concernant la torsion des poutres spatiales. Nous montrons avec quelques exemples

I'efficacité de la théorie des aires sectorielles.

Dans la deuxième partie, nous présentons le travail de Djalaly 126l et [29] qui consistait

à trouver les équations différentielles d'équilibre des poutres spatiales à parois minces et profils

ouverts. Dans l'établissement de ces équations Djalaly a utilisé des déplacements semi-linéaires,

contrairement a Vlassov 162l qui a considéré le cas linéaire.

Dans la troisième partie, nous donnons la solution du problème de déversement d'une

poutre simple soumise à un chargement transversal et à un gradient de moments. Les résultats

obtenus seront comparés à ceux donnés par la réglementation en vigueur (Eurocode3 l32l) et

ABAQUS.

Dans la quatrième partie, nous établirons la charge critique du déversement pour une

poutre simple et une poutre console. La solution est obtenue par une approche énergétique où

nous considérons une fonction de forme ayant plusieurs termes pour approximer les

déplacements. On étabtit par la suite une comparaison des charges critiques calculées par notre

méthode, par ABAQUS et par les résultats trouvés dans la littérature [4], [38], [61].
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CHAPITRE I

TORSION DES ÉMUNT,ITS
À pnnots MINCES Er À
PROFILS OUVERTS
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1.1 INTRODUCTION

La construction métallique légère s'est taillée une place de toute première importance au

cours des dernières décennies parce que ses caractéristiques (fabrications en séries, possibilités

de standardisation, légèreté) correspondent aux impératifs du bâtiment industriel. Cette large

réputation est dûe à I'utilisation au maximum des avantages des éléments de construction

présentant des parois minces. Ces éléments de construction dont les parois doivent le plus

Souvent être affectés du qualifîcatif "mince" se devisent en trois catégories.

profilés laminés à chaud

prof,rlés formés à froid

profilés reconstitués soudés

1.2.1 LES PROFILÉS LAMINÉS À CHAUD

La procédure de laminage se déroule de la façon suivante : entraîner et écraser le métal

chaud (lingot ou ébauche de coulée continue) entre deux cylindres toumant en sens inverse. Les

cylindres sont lisses pour les produits plats, à cannelures pour les profilés (figure 1.2). En

répétant plusieurs fois I'opération, on obtient un produit de plus en plus mince et de plus en

plus long, à la forme souhaitée (figure 1.1). Les laminés à chaud comprennent une large variété

de produit de différentes formes, on cite par exemple les IPE, IPN, ...etc. Les dimensions

standards de ces profilés sont données sous forme de catalogues par les constructeurs.

TIEA UPN LNP

Figure 1..L - Sections laminées à chaud

IPE
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Figure 1.2 z Procédure de laminage à chaud

1.2.2 PROFILÉS TORMÉS À TNOIO

Actuellement, les profilés formés à froid sont assez régulièrement utilisés par les

constructeurs, bien qu'ils restent du domaine du "non traditionnel". Il est certain que leur calcul

est plus compliqué que celui des profilés laminés à chaud, notamment parce que leurs sections

ne présentent jamais deux axes de symétrie, et même rarement un. La figure 1.2 montre

plusieurs types de profilés couralrlment fabriqués par formage à froid.

La mise au point de profils économiquement plus rentables favorise I'utilisation des

profilés à froid dans la construction. On doit pourtant différencier deux types de produits

fabriqués par pliage et par profilage à froid : les produits de type "sections" utilisés en général

corrune éléments principaux ou secondaires des charpentes (poutres et colonnes par exemple) et

L
JA

Figure

I
JA
1.3 : Profilés

F-ll
ttJ tL

ED
formés à froid
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&

Figure 1.4 : Procédure de formation à froid

a) : Pliage par presse, b) : Pliage par plieuse

c) : Pliage par profilage

les produits de type "tôles" servant pour la couverture et le bardage des constructions

industrielles. Comme application bien connue des profilés à froid, on peut sncore citer, entre

autres, pour les sections, les pannes lJ ou Z,les rayonnages pour le stockage industriel,  les

éléments de treillis et les pylônes de transmission d'énergie électrique. Ces profilés peuvent être

utilisés en toitures ou en planchers, et également dans la réalisation de l'ossature principale de

bâtiment, notamment dans le cas de petite portées ( < 20m). Il est intéressant de revenir sur

I'intérêt qu'offre les profilée formés à froid vis à vis des autres sections. Du fait qu'ils peuvent

être empilé (figure 1.5), ces profilés conduisent àune réduction du volume nécessaire à leur

transport. Du point de vue résistance, les problèmes majeurs rencontrés dans I'utilisation de ces

profilés leur faible résistance à la torsion. Du fait des faibles épaisseurs mises en oeuvre, il est

difficile de résister à la torsion. Des pièces additionnelles, telle que les raidisseurs sont les plus

souvent utilisés pour renforcer la poutre.

Figure 1.5
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1.2.3 PROFILÉS RECONSTITUÉS SOUDÉS

La fabrication des P.R.S (Profilés Reconstitués Soudés) se fait d'une manière plus

simple avec I'assemblage de plaques à parois minces soit par soudage, ou bien au moyen de

rivets. Par exemple, une poutre en I reconstituée à partir de plaques prédécoupées aux

dimensions voulues, se révèle très économique, si on utilise de grandes hauteurs et de faibles

épaisseurs d'âme, et que I'on évite les raidisseurs transversaux, dont la pose génère des coûts

qui font perdre tout I'avantage dû au gain de poids inhérent à ce type de fabrication.

Les P.R.S sont des éléments tout à fait particuliers de la construction métallique, parce

qu'ils permettent I'inertie variable que I'on peut employer pour l'âme, ce qui permet d'adapter la

hauteur de l'âme de la poutre à la sollicitation. Souvent les poutres principales d'un pont, sont

des P.R.S à inertie variable. Une autre caractéristique importante des P.R.S est I'utilisation des

plaques minces pour la fabrication. Un rapport hauteur / épaisseur pour l'âme égal à 200 n'est

pas rare. Ces profilés minces, de sections diverses (2,[J,..), sont plus légers, et donc plus

économiques, que les laminés usuels (IPE par exemple ). Mais ce gain de poids, est obtenu au

détriment de I'inertie, principalement de I'inertie transversale. La faible rigidité de torsion est

ainsi à I'origine de nombreux incidents. Ces inconvénients en font des profils qui résistent très

mal aux phénomènes d'instabilités. La figure 1.6 montre que pour une même inertie

transversale, on obtient un profilé plus léger et plus élancé.

I=1115.7 cm4

P=4.88 kN/m

. 455 x44

Figure L.6 : Profilés laminés à chaud et profilés reconstitués soudés

350 x24

ll o=z.ezw'

ll,,*.,-
il

JL
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1.3 TORSION DES POUTRES

1.3.1 ORIGINE DU PHÉNOMÈNE

Soit une poutre ayant une section en "I" bisymétrique selon la figure (1.7) où le centre

de symétrie constitue, à la fois le centre de gravité et le centre de torsion. Lorsque I'axe

longitudinal de la poutre est disposé perpendiculairement à la ligne d'action des charges

transversales, d'une part, et que le plan de chargement coÏncide avec un plan de symétrie de la

section transversale (figure 1.1-a) d'autre part, la poutre n'est pas soumise ni à effort axial, ni à

torsion. Les seuls efforts intérieurs sont donc un moment de flexion et un effort tranchant :

chaque section est sollicitée en flexion simple monoaxiale dans son plan de symétrie, qui

correspond au plan de chargement. LorSque le plan de chargement passe par le centre de

symétrie d'une telle section, sans toutefois coincider avec I'un des plans principaux, la poutre

est en état de flexion simple déviée (figure 1.7-b). La non coïncidence du plan de chargement

avec un plan de symétrie de la section entraîne un excentrement des charges transversales par

rapport au centre de torsion de la section. La poutre est alors soumise à une flexion simple

monoaxiale ou biaxiale accompagnée de torsion (figure 1'7-c et d).

TTH
Flexion simple Flexion biaxiale Flexion + torsion Flexion biaxiale

+ la torsion

v

Figure 1,.7

Un effort axial additionnel naît notamment lorsque I'axe de Ia poutre n'est pas

perpendiculaire à la direction des forces transversales. La poutre est alors, soumise à une

flexion combinée à un effort axial (flexion composée) et, éventuellement, à une torsion.
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1.3.2 TORSION UNIFORME ( SAINT-VENANT )

Couramment, on distingue les poutres à sections massives de celles à parois minces et,

pour ces dernières, on différencie les sections fermées des sections ouvertes. La section est

massive si ses diverses dimensions sont du même ordre de grandeur.

La théorie de la torsion pour les sections massives est développée par Saint-Venant en

1855, c'est la généralisation du problème de torsion de poutres cylindriques (voir figure 1.8). n

considère que la déformation de la barre en torsion est caractérisée par I'angle de rotation d'une

section située à I'abscisse x relativement à une section d'origine. Ce type de torsion ne produit

pas de contraintes normales, mais uniquement des contraintes de cisaillement, c'est à dire que

les contraintes de cisaillement s'écoulent tangentiellement aux lignes de niveaux de la

membrure.

Figure L.8 : Torsion de Saint Venant

L'équation reliant le moment de torsion M^ et I'angle de rotation I, est donnée par :

e; = Yn (1.1)
GJ

Avec:

G :Le module de cisaillement.

"I : Moment d'inertie de torsion uniforme.

G,I est appelé la rigidité de torsion uniforme.

La solution de l'équation 1.1 donne un angle de torsion linéaire le long de la poutre.

La répartition des contraintes tangentielles de torsion dans les poutres à section pleine

peut se faire à I'aide de l'analogie de membrane. Ces contraintes varient proportionnellement de

zéro au centre de la section, jusqu'au valeur maximale à la fibre extrême dans le cas d'une

section circulaire (figure 1.8). Selon Zbirohowski-Koscia [68], pour une section rectangulaire

(figure 1.9),la variation des contraintes se fait suivantles lignes de niveaux de contraintes de

cisaillement.

10
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Lignes de niveaux

Figure 1..9 :

La contrainte de cisaillement maximale a été donnée par [68], elle a pour expression :

lmax

ffi

où:
b est I'hauteur de la section.

t largeur de la section

o est un coefficient qui dépend du rapport b/t des dimensions de la section. La valeur

de crvar iede o= 0.624pour  b/ t=1 à o=l  pour  b/ t> l0 .Laformule l .2  peuts 'é tendre

à des poutres ayant des sections transversales quelconques et en particulier, les profilés minces

et à parois ouverts (figure 1.10).

.i

x

a

t
l m a x = M x  . . r  =  M x

Dt-
a
J

a
J

æ
( r .2)

t2

b 4

Figure 1.10
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La généralisation de l'équation

où

avec :

(  1 .3 )

(1 .4 )

n : Nombre du segment qui composent la section'

bç : longueur du segment "k".

t1 : épaisseur du segment "k".

Dans le cas des profilé ouverts à parois minces o = l.

1.3.3 TORSION NON UNIFORME (VLASSOV)

Dans le cas de la théorie des poutres (théorie classique), les contraintes normales et

tangentielles sont calculées à partir des éléments de réductions (N, Ty,Tz, My, Mz, M1), ces

efforts sont calculés au niveau de la fibre moyenne, pour un chargement spatial. Les contraintes

normales sont dûes à I'effort normal N et aux moments fléchissant My et M2, agissant autour

des axes principaux de la section. Les contraintes tangentielles sont dûes aux efforts de

cisaillementTy,TTet au moment de torsion Mx.

Dans le cas des profilés ouverts à parois minces type (I, U,C,Z),les différents points

de la section peuvent avoir, en plus des déplacements régis par la torsion uniforme, des

déplacements longitudinaux complémentaires, dûs au gauchissement de section. A cause de ce

gauchissement une charge longitudinale, à la différence d'une charge transversale, ne plus être

remplacée par un système de forces longitudinales statiquement équivalent. Nous illustrons ce

problème, en considérant une poutre console à profil en I, chargée à l'extrémité libre par une

force longitudinale F, appliquée à I'extrémité de la semelle inférieure. Les excentricités de la

charge sont e, =blz et er=hlT par rapport au centre de gravité de la section (figure 1.11-a).

D'après la théorie classique, ce chargement ramené à la fibre moyenne, est statiquement

équivalent à un effort normal N = F et deux moments de flexion My = Fe, et M, = Fe,

(figurel.1 1-b). La charge longitudinale donnant la traction seule est représentée à la fig 1.11- c .

Les charges longitudinales donnant la flexion sont représentées aux figures 1.1l-d et 1.11-e.

Chacune de ces charges est composée de forces, appliquées aux points extrêmes de la section,

et égales en valeur absolue F / 4.

1.2 s'écrit sous la forme :
M- t

Tmax = 
ï

. 7

J=cL i  
o t t ' u

rlr 3

L2
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(a) : Chargement initial (b) : chargement statiquement
équivalent au chargement (a)

(c) : Traction simple (d) : flexion par raport à

(e) : flexion par rapport à
I'axe z

(f; : Charges manquantes

Figure 1.11

(f) : résultat de la superposition
des charges (c) , (d) et (e)

Bco=MI

13

(g): Bimoment
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Lorsqu'on superpose les trois cas de chargement (1.11-c, d et e), on trouve un état de

chargement (1.11-f) diffèrent de la sollicitation initiale (figure 1.11-a). Pour retrouver le

chargement initialement imposé, on doit ajouter celui de la figure 1.11-f. Une telle charge

équivaut à deux moments fléchissants égaux et de signes contraires, agissant dans les deux

plans des ailes de la poutre et provoquant leur flexion dans des sens opposés (figure 1.11-g),

Vlassov [61] I'a appelé Bimoment. Par suite de cette double flexion, les sections transversales

de la poutre subiront un gauchissement.

On voit que dans le cas des sections ouvertes, la réduction des charges par la théorie

classique n'est pas suffisante. En présence du gauchissement, on doit calculer un effort

supplémentaire appelé bimoment L62l.Dece fait'le nombre d'éléments de réduction devient sept

(N ,Ty ,Ty ,My ,  M2 ,  M1 ,  B ) .

1.3.31 ÉQunuoN D'ÉQUILIBRE EN TORSION

Dans le cas des sections ouvertes à parois minces (section en I) sollicitée en torsion, on

remarque que, en plus de I'angle de torsion, il y a un déplacement transversal v qui provoque la

flexion et le cisaillement des semelles (figure l.l2). Le moment de torsion est équilibré par les

contraintes tangentielles de Saint Venant et par le moment dû aux efforts de cisaillement T,

dans les semelles. Cela se traduit par :
d A

M^ =Msv+Mor  =o tË+Tyh

où:
Msv : le moment de torsion de Saint venant, il est donné par l'équation 1.1

Mro : le moment de la torsion gauchissement.

(  1.s)

Distribution de contraintes
tangentielles Provoquées

par Msv

Figure 1.12: Gauchissement de Ia section

Distribution de contraintes
tangentielles provoquées

par Mol

transversale

vv
*,l

t4
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Dans l'hypothèse des petits déplacements, on peut exprimer v en fonction de 0^ par la

relation:

v= ï xh lT  (1 .6 )

Le déplacement latéral de la semelle v est relié au moment fléchissant M, par :

M,= -Er,+ QJ)
clx-

Où Iz est le moment d'inertie quadratique.

L'effort de cisaillement T' est définit comme étant la dérivée première de M, donc :

T. ,  =  dM" (1.8)
rdx

En tenant compte de (1.6) et(1.7), (1.8) devient :

ry =-r:r,i* (1.e)

Le moment de la torsion de gauchissement développé au niveau d'une semelle s'écrit :

M,  =  Trh  (1 '10)

Donc M, s'écrit:

Mro = ryh = -rt,++ (1.11)
z ox-

On définit I. comme étant le moment d'inertie sectorielle:
a

r . .  -  l "h '  ( r . rz), r -  
2

En remplaçant (1.12) par sa valeur, l'équation (1.11) devient

M<o = -Err{+ (1.13)
ox-

En fin, l'équation différentielle reliant le moment de torsion M^ et l'angle de torsion est

donnée par :

M* = Msv + M<o = GJ 
do* - EL,, 

qb ( 1.l4)
dx "^t 

d*3

où:
I, : Moment d'inertie de gauchissement

EI, : est la rigidité de la torsion non uniforme.

Ainsi M5y provoque I'apparition d'une première distribution de contraintes

tangentielles, en accord avec la théorie de Saint Venant et M6, d'une seconde à cause du

gauchissement de la section. La solution de l'équation 1.14 donne un angle de torsion non

linéaire le long de la poutre.
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L.4 CARACTÉRTSTTQUES CÉONIÉTRIQUES DES SECTIONS OUVERTES

Dans le calcul des profilés ouverts à parois minces sous I'action combinée de la flexion

et la torsion on a besoin, en plus de la connaissance des caractéristiques géométriques de la

section transversale exigées par la théorie classique, encore de celles qui font intervenir la

torsion non uniforme. Dans la théorie classique, les caractéristiques géométriques des sections

nécessaires sont : le centre de gravité, I'aire de la section et les moments d'inertie statiques et

quadratiques. Les caractéristiques géométriques qui interviennent dans le calcul de la torsion

non uniforme sont : le centre de torsion, la cordonnée sectorielle, le moment d'inertie de torsion

uniforme et de gauchissement.

1.4.1 MOMENTS D'INERTIE

Les moments statiques et quadratiques classiques (liés à la théorie des poutres), sont

donnés par les relations suivantes :

4=JdA

l, = [zzd,A
A

S, = JzdA ,
A

, Ir = lyzdl
A

S" = JydA
A

,  ryr= lyzdL
A

(  1 .15)

(  1 .16)

(r.r7-a)

(1 .17 -b )

o

Figure 1.1,3

Dans I'analyse des poutres à parois minces et profils ouverts, les coordonnées d'un

point qui se trouve sur le contour de la section transversale, est repéré par rapport aux axes

principaux centraux. La position de I'origine et de la direction de ces axes principaux est définie

par les trois conditions données par les équations suivantes :

Sr=JzdA=0
A

S"=JydA=0
A

I r "=  IYzdA=0
A

(  1.  17-c)

16
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Les deux équations (I.I7-a et 1.17-b) sont utilisées pour localiser I'origine des coordonnées

principales. Ce point particulier est appelé : "le centre de gravité de la section transversale".

L'équation (1.17-c) donne la direction des axes principaux.

1.4.2 SURFACE SECTORIELLE

La coordonnée sectorielle est une variable qui intervient dans le calcul de la torsion non

uniforme. Elle se réfère par rapport à la ligne moyenne du contour de la section transversale du

profilé ouvert (figure l.I4). La coordonnée sectorielle du point M , mesurée à partir du pôle D

et du point initial M1, ast représentée par deux fois I'aire formée par les deux segments DM ,

DM1etl 'arc MM1.

Figure l. l4

où:
D est le pôle auxiliùe de la coordonnée sectorielle qui représente le centre de rotation

des points du contour transversal.

M1 estappelé point initial à partir duquel On mesure la surface sectorielle.

M estle point d'intersection du segment DM et de la tangente au contour transversale

de la section en ce point ( M).

C est le centre de torsion (définie ci après).

Soient ar6' , o)D les surfaces sectorielles qui correspondent respectivement aux pôles

C et  D.

L'aire du triangle CMM1, selon la figure 1.15, est donnée par :

CMM1= CAM-CBMI-BAMMT (  1 .18)

T7
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D'où:

aire(ctvttvt,) = *[(r 
- vo)* ov] l(z-zs)+ azl

2

r 1.\.  r,  \ /- [ , -  'o+)a,)dv -  
, (v 

-voX,-ro)

L'aire du triangle DMM1 est donnée par:

aire(nvtvtr)=
l r ,  \  -  ' t  r /  \  .  I

;[(v 
- va) + dvl llz- zd)+ dzlt

/-

-( ' - 'o * ! d')a, - 
;0 

- v t)@ -'a)

(1 .19-a)

(1 .1e-b)

(1.20-a)

(1.20-b)

(1.21)

dy

ct y-y0 BrJ a

,-20,,
-1

dr)

z

Figure L.15

Comme la surface sectorielle est le double de I'aire balayée par le point M, en se

déplaçant sur le contour transversal de la section par rapport à un pôle quelconque, on a :

dcos = 2 x aire(cMMr) = (y -vo)d, - (z-ro)dy

dorp = 2 x aire(DMtvtr) = (y-vo)d, - (z-ra)dy

La déférence des deux surfaces sectorielles (1.20-a) et (1.20-b) donne :

d(rc - rr)= (zo - za)dy-(yo - yd)dz

L'intégration de l'équation (1.21) donne:

o)c = @o *(zs - za)t - (yo - ta)z+ Cs (r.22)

Où C0 est une constante arbitraire, dépendant du point initial à partir duquel on mesure les

surfaces sectorielles.

18
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On suppose que le point Mt(yt,zt) est I'origine des arcs s et en supposant que les

surfaces sectorielles ct6' , o)D sont également comptées à partir de ce point, c'est à dire que

pour s = 0 on a @C = o)D = 0. D'après ces conditions :

cs ='(zs - za)n+(ts - h)4 Q.23)

Après avoir remplacé Cg par sa valeur, l'équation (1.22) devient :

û) = o)c = nD *(ro-rù(v -y l ) - (vo -va)@-rr)  ( r .24)

A partir de la relatio n I.24,on constate que I'unité de ro est le m2 .

Les caractéristiques géométriques liées à la coordonnée sectorielle sont définies par

rapport au centre de torsion, elles sont données par :

Sr=JrodA ,  I r=1co2ael
A A I

S<oy = Jzol dA , Sr, = Jyro aef
A A )

(r.2s)

1.4.3 CENTRE DE TORSION

Le centre de torsion est un point bien particulier de la section transversale massive ou

bien mince, ouverte ou fermée. Lorsque les charges appliquées à la poutre ne passent pas par

ce centre, la flexion de la poutre s'accompagne nécessairement d'une torsion.

Le centre de torsion a pour propriété de rendre la surface sectorielle orthogonale aux

coordonnées (y,z) mesurées dans les axes principaux centraux d'inertie, ce qui se traduit par :

JycodA=O Jar ldA=0 0 .26)
A A

Après avoir remplacé (1 .24) pat sa valeur, on trouve :

jyorpdA + Iy2(to-26)on- I(vo-y6)zydA = 0 (r.21-a)
A A A

jmpdA + I(ro-26)zyd|- i (vo -y6)z2de = 0
A A A

19
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Figure L.16

La solution du système l.2l -a et 1.27 -bd' équations, nous donne :

Iz j rop zdA-Iyz Jcop ydA

Yo=Yd Trry -r?,

Iy Jrop YdA-Iyz Jolp zdA

zo=zd
Uv -r?,

Dans le cas particulier ou les axes y et z de la section sont des axes principaux,

l'équation ( 1.28) devient :

Jcop zdA

J O  -  J d
t y

Jrop ydA

zo=zd
Lz

(1 .28)

(r.2e)

Il est aisé de se rendre compte que pour les profilés ouverts simples ou composés, ayant

un axe de symétrie dans la section transversale, le centre de torsion se ffouve sur cet axe. Si la

section a deux axes de symétrie le centre de torsion se trouve à l'intersection de ces axes et

coihcide dans ce cas avec le centre de gravité.

20
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Pour les profilés qui suivent, on donne la répartition de la coordonnée sectorielle

principale, la position du centre de torsion et I'expression du moment d'inertie de

gauchissement en fonction des caractéristiques géométriques de la section.

I
ln
I
I

I
I

T
I,
I

-b:Y,o tr,  br ,
Yn-é'u-T;* n'

3

Ir=]frIy+tr6 (b-3Yo) b2 *tt

(a) : Profilés en I symétrique

(c) : Profilés en I monosymétrique

(b) : Profilés en U

I o-vo)urlz
u?

Yo=t#r*1,h" 
. .

It = d q(h -Y s) " +a5rt2Y'o

I Yobz/2

2 l
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rr
l*À
t l

1r
I
|  , t t| æ

l-uor 2

À- t t ,
"-æf,il

,..- b3tr t i. 2ht + btrLù-I

(d) : Profilés enZ'

(e) : Profilés constitués d'un faisceau de plaques minces

Figure l.L7 - Caractéristiques géométriques des sections pour la torsion
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1.5 BIMOMENT

Vlassov [62] a introduit une nouvelle quantité statique appelée "bimoment" définie

comme étant un couple de moments de flexion égaux, mais opposés, agissant dans deux plans

parallèles (figure1.1S). il se produit lors de I'application des charges transversales ou

Iongitudinales suite, au gauchissement. Le bimoment peut être positif ou négatif comme les

autres éléments de réductions.

Figure 1.18

1.5.1 BIMOMENT CAUSÉ PAR LES CHARGES LONGITUDINALES

Le bimoment dû à une force longitudinale N sollicitant un point d'une section de la

poutre est donnée pN 162l:

N

B=N ( r ) t

Figure 1.19

Où cot est la coordonnée sectorielle de la section au point k. À partir de cette relation,

on remarque que le bimoment dû à une force longitudinale dépend de la coordonnée sectorielle

op du point d'application de la charge. Soit une poutre ayant une section transversale en C,

sollicitée par un effort normal N (figue 1.20-b). La variation de la coordonnée sectorielle t)

(1-30)

23



cfrapitrel :'Torsion fes é[emena à parois mitrtu est profik our)erts

est donnée par la figure I.2}-a.Les forces appliquées (soit de traction ou de compression) ne

produisent pas de bimoment, quand elles sont appliquées aux points sectoriels nul ( 51 et 53 ) ,

conformément à la relation 1.30. Mais, quand la coordonnée sectorielle principale a + 0 ( Sz)'

le bimoment est non nul, il vaut :

B = Nco5, (1 .31)

cas de laLe bimoment maximal est celui correspondant au point où o est maximale. Dans le

section C, la coordonnée sectorielle maximale est située aux extrémités des semelles.

1.5.2 BIMOMENT CAUSÉ PAR LES CHARGES TRANSVERSALES

Généralement, les sections gauchissent en présence de la torsion dûe aux charges

transversales excentrées par rapport au centre de torsion' Ainsi le gauchissement est

accompagné nécessairement par un bimoment.

À partir des déplacements le bimoment sollicitant une section a I'expression suivante :

Brrl = El.oex ( t .32)

0* est la dérivée seconde de I'angle de torsion.

Cette relation (1.32) est équivalente à celle liant les moments de flexion à la courbure

(My  =  E I rw" ) '

Le bimoment peut être calculé à partir des déformations normales par la relation suivante

Bor = JEcoe^
(  1 .33)

A

Cette équation est aussi équivalente à celle donnée par la théorie classique (My = JEze*) '
A
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1.s.3 EXEMPLES NUMÉRIQUES

Pour illustrer I'influence de I'excentricité et le type de chargement sur le bimoment, on

prend des poutres dont les sections transversales sont constituées d'un IPE200 et une section en

Z (figureI.2l).

Une charge longitudinale ( N = 35000 N ) est appliquée au centre de gravité, dans le cas

de la panne Z. La poutre en IPE200, est sollicitée soit par une charge concentrée

(P = 3500 N), soit par une charge répartie (q = g5O0 N / m). Pour avoir de la torsion, on

suppose que les charges sont excentrées par rapport à l'âme. La valeur de I'excentricité e est

de 25mm et 50mm. Pour les conditions aux limites, nous considérons une poutre bi-arûculée

en flexion et torsion, une poutre bi-encastrée et une poutre console. La portée des poutres sur

deux appuis est de 6m, celles de la poutre console est de 2m.

A=3.92 10-04 m'-

Iy = 6-27461 10-07 ma

lz =1.56865 10-07 ̂ 4

J = 5.22666 10-lo *4

I,o=2.35396 10-10 m6

A=9.9026 10-04 m2

Iy = I'6284 10-06 m4

Iz = 1.5805 10-07 m4

J = 8.9304 l0{e ma

Io = 3.5137 10- lo  m6

Charge appliquée avec une excenricité

e=25 mm

Charge appliquée avec une excenficité

e=50 mm

Figure l.2l: Caractéristiques géométriques des sections utilisées dans le calcul
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Comme la coordonnée sectorielle n'est pas nulle au centre de gravité de la section

transversale de la panne Z (voir figure 1.26),1'effort normal N provoque le gauchissement de la

section. La valeur du bimoment est calculée d'après l'équation 1.30 et son intensité est :

B = NcDc = 3500 x24.5I0aa =8'575 Nm2'

La figure 1.22, donne la variation du bimoment le long de la poutre, tiré à partir de la

solution de Vlassov. On constate que le bimoment augmente en allant de la mi-travée de la

poutre vers les extrémités. Pour des pouftes très longues, le bimoment a un caractère local aux

extrémités et se conforme alors au principe de Saint Venant.

2 3 4
Longueur de la poutre (m)

Figure 1.22:Yaiation du bimoment le long d'une poutre sollicitée

par une charge concentrée longitudinale

La figure 1.23 donne la variation du bimoment le long de I'axe de la poutre en fonction

de I'excentricité, pour différents chargements et conditions d'appuis. Ces courbes sont obtenues

par une méthode analytique (Vlassov 162l). Le bimoment est proportionnel à I'excentricité.

Ainsi, on remarque que le paramètre excentricité a une grande influence sur le bimoment, et peut

atteindre des valeurs importantes. Dans le cas des poutres bi-articulées, le bimoment présente

une valeur maximale à mi-travée et nulle aux appuis (figures L.23-a et 1.23-c). Pour les poutres

bi-encastrées. les valeurs maximales sont obtenues à mi-travée et aux appuis (figures 1.23-b et

1.23-d). En fin, dans le cas des poutres consoles, le bimoment varie hyperboliquement. Il

diminue en allant de I' encastrement vers I' extrémité libre (figures 1.23-e et I -23-f)
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Figure 1.23l. Variation du bimoment le long de la poutre

en fonction de I'excentricité

el

2

a

Lonlueur dela poutrÉ (m) s

0 .5  0 .75  1  1 .25  1 .5
,5  0 .75  |  1 .25  1 .5  1 .75

Longueur de la poutre (m)

( e )

21



cfrapitrel : Torsion [es é[éments à parois minces est profik oul)erts

1.6 DÉPLACEMENTS LINÉAIRES

La théorie de vlassov est basée sur deux hypothèses principales :

* La première est I'indéformabilité de la section transversale dans son plan. Cela veut dire, que

SouS un chargement quelconque, la forme de la section est conservée.

xla deuxième consiste à négliger la distorsion des parois en épaisseur.

Soit C(y' ,zg) le centre de torsion de la section transversale de la figure 1.24, ayant les

déplacements transversaux v(x) et w(x) . M est un point quelconque de la section, il a les

déplacements v14 et w14 (figure 1.24-a). En supposant que I'angle de torsion 0* est petit, on

peut confondre I'arc et la tangente. On obtient alors les expressions des déplacements de M en

fonction de v(x) , w(x) et 0^ comme suit :

(a)

{'rta 
-

LwM =

Figure 1.24

v(x ) - (y -yo )0*

w(x) + (z- zs)ox
( r .34)

En désignant par cr I'angle de la tangente à la ligne du profil au point M avec I'axe Gy et en

projetant v14 et w14 sur la direction de la tangente et la normale (figure 1.24-b).On obtient

pour les déplacements tangenûel î, et normal w r les expressions suivantes :

= VM cOSCt' + w14 SlnCt'

- w14 cos O( - v14 sin C[

(  1.3s)

Après avoir remplacé les équations (1.34) par leurs valeurs dans (1.35), on obtient :

Io'
L**
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Jîr 
= v(x)cosa + w(x)sina + e*[(V - yo)sina - (z-zs)coscr]

f*r = -v(x)sina + w(x)cosa + g*[(y - ye)cosa + (z -ze)sincr]
( r .36)

Comme le déplacement vvt est déjà donné par l'équation (1.36), nous en déduisons le

déplacement longitudinul una. En résolvant (1.38) par rapport à la fonction cherchée on obtient

La distorsion est donnée par :

^n = È* âu
' ôsôx

En posant la déformation de distorsion égale à zéro (hypothèse)

minces et à profil ouvert, on a :

âu ôv-  r  -0
âs ôx

Avec:

h(s) = (y -  y6)sin a- (z-  z0)coscr

( r .37)

pour une poutre à parois

(  1 .38)

(  1 .3e)

S

(  1.40)

( 1 .41 )

uM=u(x)-j+'
0dx

u(x) : représente le déplacement longitudinal d'un point M1, origine des coordonnées

L'intégrale le long du contour du second membre de l'équation (1.39) donne :

dv .  -  ,
Jds = v ' (x)coscr  ds +w'(x)s inct  ds +O*h(s)  ds
âx
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La figure (1.25), nous pennet d'écrire les équations suivantes :

coscr .ds = dy

sincr .ds = dz

h .ds = dco

En tenant compte de (1.42), on obtient :

u(y,z,x) = u(x) - v' (x)y - w' (x)z - O*crl(s)

,, M"
W  = -  t

EIt
o;=+

(1.42)

(r.43)

(1 .44)

(1.4s)

(r .46)

(r .47)

(  1 .48)

Connaissant les déplacements des points de la.surface moyenne de la poutre, nous pouvons

trouver la déformation de cette surface en un point quelconque M.

Le champ de déformation (1.45) est adopté par plusieurs auteurs dont Chan[22],

Kitipornchai [41], Wang [63], Trahair [61], Gallagher U2l etBazantflT). Ils considérent un

comportement linéaire.

L.7 CONTRAINTES

En utilisant la loi de Hooke entre les contraintes et les déformations, on peut déterminer

la contrainte totale o dûe à la torsion-fléchie. On prend l'équation (1.45) donnant les

déformations linéaires (Vlassov ), on obtient:

ôu(Y,z,x)
e\y,z,x) = - 

a*

e(y,z,x)= u' (x) - v"(x)y - w"(x)z - e^co(s)

o = E e(y,z,x)
,  \ ,  

t t

o = E(u'  (x)+ yv (x)+ zw (x)+ co(y,z)0*)

,N
avec:  lJ  =-  ,

EA

L'équation 1.47 estdonnée sous forme algébrique. En utilisant la relation entre les éléments de

réduction et les courbures, on a:rive à :

N
O=  +

A
v

traction
ou

compression

M"  My- v+  ' z
rz '  I y

\--------v-

flexion dans
les deux plans

B
+ =-<ù(s)

I(D
\---vJ

gauchissement
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Avec:
N

oN=  
A

Of  =  Oy  - f  6 r=

B , \
oo) = 

lr 
tttt

L'équation (L.49), montre que les contraintes normales o

superposition des contraintes réparties dans la section x = cte suivant

planes, et des contraintes ( ot ) qui varient avec I'arc s suivant

sectorielles

M, Mv
-y+  ' Z
r z '  I y

(1.50.a)

(1.s0.b)

(1.50.c)

s'obtiennent par

la loi des sections
la loi des surfaces

r.1.L EXEMPLES NUMÉRIQUES

Pour comparer les deux théories, on examine I'exemple numérique précèdent (figure

l.2l). Les contraintes longitudinales o sont calculées en des points bien précis de la section

transversale. Au centre de gravité de la section et aux points extrêmes de la semelle supérieure

(point 1) et de la semelle inférieure (point 2), pour lapanne Z. Aux points extrêmes de la

semelle supérieure ( point I et2), pour I'IPE200.La figure 1.26 montre la répartition des

surfaces sectorielles et les points pour les quels les contraintes sont calculées. Ces calculs sont

fait en élasticité linéaire. Les conditions d'appuis de la poutre sont coûrme suit, bi-articulées, bi-

encastrées, une extrémité libre et I'autre encastrée (console).

9r=47'88cm2

Section en Z Section en IPE200

Figure 1.26 z Distribution de la coordonnée sectorielle principale

0r= 73.5cm2

û)"=47.88cm
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On reproduit sur |a figure l.27,les contraintes ainsi calculées par la théorie classique et

la théorie de Vlassov pour les points 1,2 etG d'une panne Z. D'après la théorie des sections

planes, les contraintes normales ne dépendent que de la position du point sur le contour

transversale, et elle ne varie pas sur |a longueur de la poutre (o=N/A). Cependant,

I'application de la théorie de la torsion non uniforme (Vlassov), montre que la contrainte

normale varie le long de la poutre selon la relation o=N/A+Bol/Ir où I ' inf luence du

gauchissement est prise en compte. Ces contraintes diminuent en allant des extrémités de la

poutre vers la partie médiane parceque le gauchissement s'atténue, en s'éloignant du lieu

d'application de la charge.

100

50
C.l

ë
z

o -sô

CQ. I ( r u

Longueur de la Poutre (m)

Figure 1.27 z Variation des contraintes normales le long de la poutre

Les figures 1.28 etL29, montrent que la conséquence de l'application des charges

transversales est la formation dans les sections transversales, en dehors des contraintes

habituelles, telles qu'elles résultent de la flexion de la poutre, des contraintes normales

complémentaires qui ne suivent pas la loi des sections planes et qui résultent d'un moment de

torsion, formé par le déséquilibre transversal de la charge. En effet, ce moment de torsion est

obtenu par rapport au centre de flexion d'une section transversale. Les contraintes normales

complémentaires ainsi définies dépassent de beaucoup les valeurs des tensions normales,

calculées par les méthodes habituelles, basées sur la loi des sections planes et ne tenant pas

compte de I'excentricité de la charge verticale imposée, par rapport à I'axe vertical de symétrie

de la section transversale de la pièce. Ainsi le travail de Kamal [39], a montré, que l'état de

contrainte dans une poutre, sous I'action d'une charge transversale, dépend énormément de la

position de cette charge dans le plan d'une Section ffansversale.
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On peut conclure que de la comparaison des courbes, flexion et torsion-fléchie (figures

1.28 et 1.29), il résulte que I'erreur commise au calcul de ces profilés par la théorie classique de

la flexion, par rapport au calcul qui tient compte de la torsion, atteint de très grandes

proportions.
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Figure 1.28 : Variation des contraintes normales de flexion et de torsion fléchie
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Longueur de la poutre (m)

e=25 mm

0 r 2 3 4 5
Longueur de la Poutre (m)

e=50 mm

t l t . 5

Longueur de la poutre (m)

e=50 mm

150

o.100

o
d s ô

g 0

E-ro

30

ùzO

q

g o

o-10

r50

o" 100

I
8 5 0
ts

o ô

'Ë

E .o

-100'20 
o

Longueur de la poutre (m)

e=25 mm
(a) : poutre console soumise à une charge transversale appliquée à I'extrémité libre

Longueur de la poutre (m)

e=25 mm

.100
0 0.5 t 1.5

Longueur de la poutre (m)

e=50 mm
(c) : poutre console soumise à une charge transversale uniformément répartie

Figure 1.29 : Variation des contraintes normales de flexion et de torsion fléchie

au niveau des points extrêmes de la semelle supérieure (point I et2)

le long de la poutre.

> r00

o o

Ë . 0

E- lm
o

-l 50,

-2û

35



cfrnpitrel : Torsinn fes é[éments à parois ninces est profits ouuerts

1.8 CONCLUSION

Dans tout comportement spatial d'une poutre, la torsion joue un rôle non négligeable.

On a essayé de présenter une synthèse des différentes torsions et de montrer leur domaine de

validité. La torsion uniforme de Saint Venant s'applique aux poutres à sections massives où

chaque noeud a six degrés de liberté. La théorie des surfaces sectorielles affecte les poutres à

parois minces et profil ouverts. Elle tient compte du gauchissement comme déplacements

supplémentaire. Cette théorie fait appel à des nouvelles quantités ( statique, mécanique et

géométrique) qui s'ajoutent à celles, déjà, utilisées par la méthode des sections planes :

- Le gauchissement qui indique la variation de I'angle de torsion le long de la poutre. Il

représente le septième degré de liberté dans le vecteur déplacement.

- Le bimoment qui peut être interprété comme un moment de second ordre, qui

représente I'ensemble des contraintes dues au gauchissement à tendance à empêcher la torsion

pure. Il constitue le septième élément de réduction dans le vecteur force. Le bimoment peut être

engendré aussi bien par des charges transversales que par des charges longitudinales.

- Le calcul des contraintes dûes à la torsion non uniforme fait intervenir des grandeurs

géométriques supplémentaires qui découlent de la théorie de Vlassov ( o, I0),.., etc.). Ces

contraintes supplémentaires dûes au bimoment peuvent être très importantes et elles ne peuvent

être négligées.

Enfin, la théorie de la torsion non uniforme est identique par sa structure à la théorie

élémentaire existante de la flexion des poutres. Cette dernière est un cas particulier de la théorie

gén&ale de Vlassov, régie par la loi des surfaces sectorielles.
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CHAPITRE II

nrunn ANALYTIQaE
DES POUTRES SPATIALES
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MN

Par définition, on appelle une pièce longue à parois minces, une pièce dont les rapports

entre la plus grande dimension de la section transversale " h", la longueur de la pièce " L " et

l'épaisseur de la paroi " t " s'expriment par

l<o. t
h

< 0.1
h

et
L

(2.r)

2.2

10-

HYPOTHÈSBS FONDAMENTALES

Le colps est constitué d'un matériau homogène et isotrope.

2"- L'intensité du fluage ou la propriété visqueuse est si faible que I'on peut aisément la

négliger.

3o- Les propriétés mécaniques du matériau tant en compression qu'en traction sont les

mêmes

la section transversale est indéformable dans son plan.

On ne tient pas compte de l'influence locale des forces extérieures'

Le sens géométrique de la 4' hypothèse revient à dire qu'une tranche élémentaire

transversale de la pièce comprise entre les sections x = cte et x * dx = ct€ , est considérée

dans son plan comme un co{ps strictement indéformable (la forme de la section est conservée).

Figure 2.1 z L'indéformabilité de la section transversale

4"-

5" -
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Figure 2.2

6o- On considère que les variatiorts des contraintes de cisaillement sur l'épaisseur des parois

sont négligeables, autrement dit, on néglige la distorsion des parois sur leur épaisseur.

23.L DÉIPLACEMENT SEMI-LINÉAIRE

Considérons une pièce longue prismatique à parois minces; un rôle important dans cette

théorie (théorie des surfaces sectorielles) est joué par la surface moyenne de voile, c'est à dire,

la surface passant par les milieux des épaisseurs de plaques constituant la pièce allongée en

voiles minces. Cette surface peut être engendrée par des droites parallèles à I'axe longitudinal

de la pièce, appelées génératrices de la surface moyenne. En se reportant au système de

coordonnées défini (figure 2.2) et vue la déformée de la pièce due à un état de chargement

arbitraire, on a dans la section x = cte les déplacements uM,vM,w24, at la rotation 0r dela

section.

Supposons le point C(fo,zo) corrme le centre de la rotation de la section transversale

(centre de torsion) ayant les déplacements v(-r) , ,(r), u(x) dans le système de coordonnées

Gyzx à la distance x de I'origine.

D'après Djalaly 126) et[29] etRoik [55] les déplacements d'un point arbitraire M , a:ux

coordonnées courantes y et z sont donnés par les relations suivantes :
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vM =.,,(x) - (z - zs)e*(-l - 
](v 

- vo)e?(*)

wM = w(x) + (y - vo )e^ ( *l - ïQ- 
,6 )el1*; (2.2)

où y et z sont les coordonnées caractéristiques du point M. La formule (2.2)

représente la loi générale des déplacements longitudinaux le long de la section x = cte d'un

voile mince ouvert, de forme cylindrique ou prismatique, en absence de déformation de flexion

de son contour transversal et de déformation de distorsion de la surface moyenne.

u(x) représente le déplacement axi'al ( translation ) du voile selon sa génératrice.

v(x) , w(x) : représentent les déplacements dans les plans oxy et oxz

w, : déterminent les déplacements complémentaires, celles qui ne suivent pas la loi des

sections planes et qui résulte de la torsion de la pièce. Cet écart avec la théorie des poutres et

appelé le gauchissement sectoriel de la section.

2.3.2 DÉFORMATIONS

Connaissant les déplacements des points de la surface moyenne de la poutre, nous

pouvons maintenant trouver la déformation de cette surface en un point quelconque M . En

se rapportant au système de coordonnées locales, ayant les axes tangent et normal à la paroi de

la pièce, les déplacements u(x,s), v(x,s), w(x,s) d'un point de la section transversale, dans ce

système d'axes sont donnés par :

Figure 2.3

u(x) - (z - zs)v' (*) - (v - ys)w' (x) +

f@ 
-'ùi (*) - (v - vo)w (x)]e*(x) + w.
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(2.3)

En portant les valeurs de v14, wM , uy et considérant que 0x et petit on obtient :

îvr = v(x)cos(a)+ w(x)sin(a) + 0,.[-v(x)sin(a) + w(x)cos(o)]

I-  : t(s)eÎ + o-h(s)
L

wvr = - v(x)sin(cr) + w(x)cos(cn) - 0.[v(x)cos(cr) +w(x)sin(cr)]

t . ',.rt , ^ .//^\ (2'4)rn(r)e] + o*t(s)
L

uvr = u(x) + * ,  -  (y -  yo)u (*)-  ( t  -  zo)w'(x)+

l(' - r)u' (*) - (v - vo)* (^)]e.

fîr = vy cos(a + 0^) + wy sin(o + 0*)
I
j *r = wy cos(cx, + g^)- vy sin(cr + o^)
t_
LUM 

= uvt

avec:

t(s) = (z - zs)sin(a)+ (v - y6)cos(a)

h(s) = (y - ys)sin(a)- (, - zs)cos(a)

s: I'abscisse curviligne

Les déplacements ainsi obtenus peuvent être présentés sous la forme :

-(L) -(NL)
v M = v i r , t - + v M

-(L) -(NL)
wM = wù' +wivl

-(L) -(NL)
uM = uiv{' +uivt

(2.s)

(2.6)

où les symboles (L) et (NL) caractérisent respectivement les termes linéaires et nonlinéaires

tel que :
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îful' = v(x)cos(c,)+ w(x)sin(o)+ O*h(s)

*l,t ' = -v(x)sin(cr)+ w(x)cos(a)+ 0*t(s)

;f, ' = u(x)+ wû) - (v - vo)u'(*) - (, - zs)w'(x)

;filt) = 0*[-v(x)sin(a) + w(x)cos(a)] - 
lt(s)el

*filt) = -0*[v(x)cos(a) + w(x)sin(41] - 
]n1'pl

' fP) = [(, 
-'o)u' (*)-(v-yo)*'(*)]e-

(2.7)

(2.8)

(2.e)

(2.r0)

(2.rr)

La déformation longitudinale et la distorsion ont I'expressions suivantes [28]:

I  r  -(r) \2 ( -G)\21
. \  àu l l la,  I  la,  |  |€lv,z,x)=a*.tll* 

l-l " ll
L\ i \ ))

,  \  a;  a;  a; ' t 'a; t t '^' l \y,z,x) = 
a, 

*3** 
a, a,

En remplaçant v , w et u dans les deux équations précédantes on trouve :

w" +  0^v" )++ o*w") -  ( ,  -  ro) (

) '  * ( t -  ro) ' ] r^ ' ]

e(y,z,x)  = u '  + wo -  (V -  Vo)("

ilr, +*'2*[{r_v

/ \ âwï(x,s) = 
î + o.h(s) - 2t(s)e*0* .lrt . #*Ït''']

Dans l'équation (2.11) nous avons négligé les termes 0*v' (x) et
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Lorsque la torsion est faible ( 0" est petit ), on peut négliger les termes non-lineaires des

déformations et admettre que la distorsion est nulle, on a alors :

ï (x ,s)= 
aî '+o^h(s)  = o

ds

e(x,s) - r:,

Ceci nous donne :

w(D = -O*co(s)

.t

ar(s)= Jh(sps+a
0

En tenant compte de (2.15) , l'équation (2.11) devient:

e(v,z,x) = u'(x)- (v - ro)( '"  + 0*w") -(z- 'o)(* + 0^v")- o-co(s)

* i[;rt.l + *'21*; * [tv 
- yo)2 - @ -,ù']e;?l

Ou bien autrement :

(2.r3)

(2.r4)

(2.rs)

(2.r6)

(2.r7)

(2 .18)
e(v,z,x)= ur(x) -  v(v"(x) + w"(x)0^) -  z(w"(x) -  v '(x)0^) -  ro(s)ei +

)lr 
r r-r+ *' 2 1*; * [t, - yo)2 + @ -,ù']e; ?f

avec :

ur(x) = u'  + y6(v"(x)+ o^w" (x) -  e^v"(x) ) (2.re)

La formule (2.18) montre que les déformations e(y,z,x) le long de la ligne de profil

x = cte s'obtiennent par addition d'une part des déformations dépandant des coordonnées y et

z d'un point de la ligne de profîl et calculés selon la théorie des poutres (surface plane ), et

d'autre part des déformations de gauchissement, calculées selon la théorie de torsion non

uniforme.

( . ) ) * ,0 ( *
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crtapitre II : Étute arutyti4ue [es poutru spatiafes

2.5 POTENTIEL TOTAL DES POUTRES SPATIALES

Mr,eù

Z,W

Figure 2.4

Dans son développement, Djalaly [29] a considéré les déformations semi-linéaires en

fonction des déplacements, parce que la plupart des éléments d'une structure (poutre, colonnes

) sontconstitués deparois ayantlaminceur t/h entre 0.4 et 0.10 , donc dans le domaine

élastique nous pouvons facilement négliger certains termes nonlinéaires qui sont plus petits par

rapport aux autres dans les relations des déformations.

Soit U l'énergie de déformation définie par :

/z
N

u =:Jol i  e1i dv =

!lue'? a*
2i)

ii{",'; .1[n,?Jon) a- (2.20)

où: représente l'énergie de torsion de Saint-Venant.

Dans cette expression, on a pas tenu compte de I'energie de déformation de cisaillement.
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En remplaçant les déformations (2.18) par leurs valeurs et en tenant compte des

propriétés géométriques des axes centraux principaux, on obtient :

(2.2r)

Où nous avons posé :

" 
= 

;ilt(^+ 
+ tr(w" + 0*v")2 + t,(v" + e**")2 + r'ef 

)+ 
GJ0*2 +

2EAu1(v'2 +w'2 +r2ei!)- o;?(z0rrr(*" + 0^v") -ZBrr,(v" + 0*w")+ O.ei)] o-

It(t' + .-z)ae
t  y - - - U -  J v

- ' z

-  | ' )  t \

Jr\Y + z')da

Pz=-r- - :U--v

n  I r+ Iu  )
t2 = ' ïL*yzg* ' f ,

I ,(t' * rz)at

P6p -
^CÙ

(2.22)

(2.23)

By , 9, et Fo sont les coefficients d'asymétrie appelés : coefficients de Wagner'

12 est le rayon de giration.

Dans l'équ ation (2.21), nous avons négligé les termes infiniment petits d'ordres supérieurs à

trois.

Nous Savons que les éléments de réductions M, , Mz , B et N sont reliés au

déformation tx par les relations suivantes :

[M" = - lE e(y,z,x)  dA ,  Mrz=-JEy e(y,z,x)  dA
IAA

l"=- JEt l  e(y,z.x)  on ,  N = IE e(y,z,x)  dA
LaA

(2.24)
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ûapitre II : Étude ann[ytî.que [u poutres spatiafes

Aprés avoir remplacé e(y,2,*) p* son expression (2.19), les éléments de réduction prennent

la forme suivante :

ft, = EIr(w" - 0^v - P,0;') , Mz= -BI,(u' - 0^w - Bre;')
j- -, ^" N = EA[u, *Lk'r+ * '2 +.re,r)-] 

(2'25)

lB=-EIr0^ 
,  

L  Z\  ^ t )

En tenant compte de (2.25) l'expression de l'énergie devient :

u = 1Ï[t(n"i, l+Ir*"2 +r,u"z + r 'e*2)+GJ0*2 +zu1(N-*";)
zoL \  J -  , /  '  '  

(2.26)

-ei! (zp,wy - 2FyM,* eÊ') - 2e*(w"M, + v"M, )] *

Le travail des forces extérieures est donnée par Djalaly 126l.n. a pour expression :

! l -  (  *^ r 'o *\  (  ,*r*e**]elr.)+M^0* + Jo* ooel a* (2.27)u=-l l  nr[u+z'ï**t" . t  J*0,["  ,  -^ 2 A IOL\

avec :

5=-ffi*1 (2.28)

où ô désigne le déplacement longitudinal d'une fibre de la poutre à la distance x = cte par

unité de longueur (voir figure2.5).

En développant I'expression de ô, et compte tenu des équations (2.2),1'expression du

travail des forces extérieures donné pat (2.28) devient

" 
= -Tfor[u*".e*. jt?r.)*n,(*+v*0* .lr?;)+M*0* -]1"'*

0 L ' \  z  . /  \  L  /  2  ( 2 . 2 9 )

*' 2 + 12 ei *2 + 2J oi *zs+ z*' e-ys )]o*
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Etat initial

X

v
ti
7*ô

NT^
I

wM

l /

n

t/

Figure 2.5

déformé

L'énergie totale est donnée Par :

r I  = u+v =;ï t(-^u'12 +Ir*"2 +r,r"2 + rre*2)+GJ0*2 +2Nu1
L o L  \

+e*2(zBrru,-zF"My-BF, +Nr2)-20*(w"M, +v"tur) .^  ̂ ^\' (2.30)
(  *  1n*\  (  

, *o**1e?r-) -2Mxox-  zqrlu +z 0** rr i t  )-ztzlw 
+ ,  .^ z ^ )

+ N(v'2 +w'2 +rzdl +zi oi^zs+ zw'e*ys)]ox

2.6 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'ÉQUILIBRE

En appliquant la méthode varationnelle d'Euler, on détermine les équation d'équilibre de

la barre, comme suit :

Soit F l'énergie totale par unité de longueur de la barre en question et lI l'énergie totale de la

barre entière, on peut écrire :

y = l  r ( r , r ,w,o* ,u '  ,v '  ,w ,e :* , t "  ,v"  ,w"  ,er )  d*  Q.3L)
0
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crtnpitre II : Etufe anatytique des poutres spatiafes

Où u , v , w et ex dépendent uniquement de x. Les équations d'Euler [61] pour cette

fonction s'écrivent :

ôn
O U ,  . t . u  = ;  ,

Le système

minces s'écrit :

p,., = È F... = + ,....et ainsi de suire...^u  -au '  '  ^u  
du

d'équations différentielles d'équilibre d'une barre prismatique à parois

(2.32)

(2.33)

-EAu1 = +
dx

Er,vN -[*(" *'or-)] -(e*ur)" = n,

ErrwN -[*(* *ror.)j -(0"M,;" = n,

EroeIV - cJo; * [e^ (-N.' + zp,M, - 2FvM,* Brt)] -

(u"t ,  +w"tu,)* [N(u're -* 'yo)]  -  0*(y-q,  +z*q')-  r*9!  -y*q, ,*M*

Les équations différentielles 2.33 permettent d'étudier les problèmes de stabilité

(flambement et déversement). Les inconnues dans ces équations sont les déplacement v , w et

0*. Les coefficients de ces équations dépendent non seulement des caractéristique
géométriques, mais aussi des valeurs des charges extérieures (N, My, M, ...etc.).

2.7 CONCLUSION

L'utilisation des déplacements semi-linéaires (rotation modérée), nous à permis

d'obtenir Ie système d'équations différentielles (2.33). Ce système a une portée assez générale

et englobe un nombre appréciable de problèmes pratiques importants. Si on tient compte des

déplacements infinitésimaux, nous arrivons à la théorie générale de stabilité élastique de

Vlassov .Ce dernier dans ses développements, il considère des déformations linéaires.
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CHAPITRE III

Éruon Da DEvERSEMENT DES PourRES :
* À PINTIR DES N^UI,TTONS DIFFERENTIELLEES
* VALIDATION RETGLEMENTAIRE ET NUMERIQUE
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Cfrapitre III : Ca[cu[ de [a crtnrge nitiq* [c [értersement à partir fes équations difierentief[es

3.l INTRODUCTION
La construction moderne est caractérisée dans tous les domaines (génie civil,

construction des machines, construction navale, etc....), par I'emploi de structures toujours

plus grandes et par la réduction progressive des sections résistantes. Cette réduction est exigée

par la légèreté, le souci d'économie et le montage qui sont capitales dans toutes les

réalisations. Pour certains impératifs, ces domaines font appel à des structures minces et

élancées pour lesquelles le risque de flambage est particulièrement à redouter.

Les structures métalliques sont pour la plupart constituées de barres fléchies,

comprimées ou simultanément comprimées et fléchies. Si I'on utilise en général le terme de

poutre pour les barres fléchies, on emploie celui de colonne ou poteau pour les barres

comprimées, et celui de poutre-colonne pour les barres à la fois comprimées et fléchies.

Les phénomènes d'instabilité peuvent se manifester dans des parties isolées des

constructions ( par exemple, flambement des barres comprimées dans les poutres en treillis).

Mais ils peuvent aussi affecter I'ensemble d'une construction (flambement d'ensemble des

portiques, des ponts en arc, etc. ). L'instabilité affecte tous les éléments structuraux

comprimés : colonnes ou poutres des bâtiments, piles des ponts, barres des treillis, pylônes,

etc.

3.2 DÉFINITION

Le déversement est le flambage latéral de la membrure comprimée de la poutre dans le

plan horizontal. Il survient, lorsque une poutre soumise à un chargement vertical se déforme

perpendiculairement à son axe de forte inertie. La partie comprimée du profilé va se dérober

latéralement pour échapper à la compression. Cette déformation est dûe à un déplacement

latéral et une torsion de la section.

r r "J"iài3Lu"
-l E

L__.j)", \ t ll
rr\-l
t-] AIL'|r 

+

translation-r.
Figure 3.1

Le comportement de la section transversale lors du déversement

position
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Crtapitre III : Ca[cu[ [e [a crtarge citique [e [éaersement à partir [es équations fi/ferentiettu

3J ÉeuATIoNS nÉrprnnNTIELLEs D'ÉQUILIBRE
Considérons une poutre à section monosymétrique soumise à un système de charges

transversales. Le modèle mathématique de cette poutre s'obtient on posant N = 0 dans le

système d'équations différentielles (2.33). Ainsi, dans le cas général de la stabilité élastique

de la poutre, on a trois équations différentielles dont les variables sont les déplacements v, w

et langle de torsion 0*. Le système d'équations devient:

avec:

EI "v IV- ( * r t ^ )  =9y

EITwIV- ( tu re* ; "=n ,

- - t

EI,oIV - l rc- le^ 
I  
-("" t ,  +w"tu,)*0^(y*q, +z*q,)

L I

- t*gy -Y*qt

GJ = GJ +2prMr-21rMv-ÊrB

Mv gv
v  -0 ,  =?= :1 - *2  ta l x *a2^ Er, zBlz

w -o*9 = #* '  *a3x*a4^ EI, zEry

(3 .1.a)

(3 .1 .b )

(3.1.c)

(3.2)

(3 .3.a)

(3.3.b)

Q.a.a)

(3.4.b)

En intégrant deux fois les relations 3.1.a et 3.1.b, on obtient :

Les constantes d'intégration a1 , à2 , à3 et a4 dépendent des conditions aux limites d'une

poutre simplement appuyée.

Pour la flexion :

v  (L ) - v  (0 )
à2=v  (0 )=0  ,  î l =

à4=w (0 )=0  ,  à3=

L

w (L ) -w  (0 )

gvl  
= -  

qvl

zBrz zErz

-  q rL  = -9 rL
2EIy zBry
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Pour une poutre simplement appuyée en torsion, on a les conditions aux limites suivantes:

0r(0)=g ,  0r (L7=g e.4.c)

En portant les équations (3.3-a , 3.3-b) dans la troisième équation du système

précédant (3.1.c), on aura :

Eroel*v-(--r;i -r^[S.y? * :F I 
[*.#1.'' tvv)  -  

"^Lut,  -4+Y gv * t ' , )*12u, z l ry )

+(uru1+Mra3)x +M^ra2+Mra4 -  t *qy -y"q,

En tenant compte des équations (3.4),l'équation précédante (3.5) devient :

Eloelv -rcre.i -t-[g .**z1bR'- 
*::*',re

^' ^L tt, EIy EI, EIy

*rR? 
* Movq, 

* 
*l - *orn, 

lte2* 1Rr9, * 
RyQv 

r;rqr' EI, EI, 
' Er, EI,

.(#* &rt^r;4 
- {v.e, + z* q,))- tr*,,

*( 
gr l  

R.,  -  nrt  t . , . , )LE*11Movqt *Morq, -  QvL R"'zBly r zBrz v!' 2' Er, EIy zErz

*4q"  )T2r2*11R'9v -  Rtq ' * -  i -v l -n , ; I -3ç3
T 

* ' t 'v tL  
s  - r '  

E l ,  
-  

t \  
- -4 lz t "

.(ffi-ffiv^eo] - {v.r, -,*qr) = o
Où nous avons remplacé :

u 2
My=Rrx+qr ;+Moy

u 2
Mr=-Ry* -q r ï rMo,

.xÇ=t

(3.s)

(3.6)

où R, , Ra Moy, et Mo, sont respectivement les réactions d'appui dont les vecteurs sont

orientés vers le sens positif des axes Gy et Gz.
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La fonction (3.6) peut s'écrire sous la forme suivante:

ey -r(€)e; -r(Eio* -8(6)o* = h(€)

avec:

(3.1)

(3.8)

(3 .10)

r(É) =#. 
firworly 

-M0,0,- tÉrn, + P,R,)L(

-ltlrr, + F'q,,)r]€2)

sc) =,*. *. r(ry - *#' rr,.,b'!#.
L#)û€2.(W.T,rt'..,&.&,,r^r (3e)
- (y* qn * ," qr)

h(g = c* uo, * c !* Mov + { o;tq *' 
zEIy 

v4 zEIz zEIy r -

! çMorq ,  *Mozez -zQvL R.*  L rL  o^ ;û tz  +
2' EI, EI, zEIz " zEIy 

-'

L lRray  -RvL,  * -n r t  o - lÊ t3  * (QrQ,  -QvQzr ra(
2' EIv EI, zEIz "' 

'4EIz 
4EIy

- (Y" q, - ," qy)

Pour déterminer la solution de l'équation différentielle (3.7), on utilise la méthode de

Galerkin (cette méthode est donnée à l'annexe 1). On choisit :

e"G) = 
"ç(4)

(3 .11)

La fonction qG) doit remplir les conditions aux limites pour 0r.."o" est un

paramètre arbitraire qui doit être déterminé par la méthode de Galerkin.
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Après avoir appliqué la méthode de Galerkin à la solution de l'équation précédente, on

trouve:

"[o(Ë)IV 
- rtElq(€)[q"(€)]- rrB)'q(6)[q(q) - e(Oq(E)[q(Ë)]] = n(€)<p(E) Q.r2)

L'expression de "a" est donnée par:

o = !  (3.r3)
A

On remplace (3.13) dans (3.11), I'expression de la rotation prend la forme suivante :

= 
f erO (3.14)

avec :

I = ir.pr€llvq(€) - r(€)q(€)q(6)" - r(€)'q(6)'e(q) - s(€)q(Ê)2)dE (3'ls)
0

n = s(Ê)q(€) (3 .16)

Lorsqu'onremplace f(€) , g(€), h(€) p*leursvaleursl 'équation(3.15)s'écrit:

^ = i ryG)IV (pcy.É - +'l lo, *2Moz;y -2Moy1r-z(ÊyRy
O Etat O

+ B,R,)LÉ - (Fyay + B,q,)( Ûlv<É>" EG)dÉ * 
fii {t4ro,

+ p,R,)L + (Fyay + B,q,) r? 6)qG)' Eo)lldÉ +:tll$ 
. 
E

*z(MorR, -MozRy lLE *(MorQr* 
Rr2 

*-Morqr+ 
RrZ 

vl tz (3.17)
' EI, EI, EI, EIY

*r* * R:1, yÊ E3 * ç-û- * Slro Éa - {r* q, + y. qy))q(ÉrtIoe' 
EI, EI, 

' - 
4EIz 4EIy'

En supposant que le gauchissement est libre, alors' 9(E) - sin æf , donc l'équation

(3.I7) prend la forme suivante :
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f t2 | ,2 + *rot +zMsaoy -2Moy;r-$rnr + BrRr)La - 
Tln Err-

- nr] $ yqy + F,e,)t - 
hlY. W.,W 

- *#,'

*yÊ(ryË *-Mo,!r-+Rz>*yzÊ(** +, (3.18)
EI, EI, 

' 
EI, EI,

* rrro (Ë. 
fi, 

- (r* Qy * r" q)lj

r,=ff, rz=# , r3=+(+ #.;r)
3.4 CAS D,UN CHARGEMENT PLAN a.ppl , lQUÉ À UNE SECTION

MoNosYvrÉrnrQun

Cfrnpitre III : Cahu[ [e k ûarge citique [e déaersement à partir [es équatioru diférentief[ts

Dans le cas où la poutre est sollicitée pa.r un système de charges dans le plan principal

GZ , les composantes de charge 9y , Mg, et R, sont nul ,l'expression (3.18) devient

r = *{"'* $1o, - 2MoyF,- 0,R,L - y ÉF,q,f
2T  E I ,

- i-fYd * torR' L * o,r'[Mo,q' 
* R" 

I
nzarrl el, Er, I nt, )

+yztlff+TzLa# ,.q,)l

(3 .1e)

La poutre soumise au système de charges considérées reste stable jusqu'au moment où

la valeur de " Â " devient infinitésimal, dans ce cas I'angle de torsion et les déplacements a

et v tendent vers I'infini et la poutre perd sa stabilité. On obtient donc la limite supérieure en

rendant nulle la valeur de " ^ ".

On note que le système d'équations différentielles établie par Djalaly [29] correspond

à un chargement spatial quelconque, et pour une poutre à section quelconque. Cependant la

solution analytique peut être trouvée dans le cas de chargement simple où le plan de

chargement coincide avec le plan de symétrie de la section (cas d'une section en I

monosymétrique).
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3.4.I. FLEXION PURE

Considérons une poutre à section transversale monosymétrique, soumise à un moment
constant "MOy", appliqué aux extrémités, gy = gz =Mz = 0. Dans ce cas la relation 3.19

donne:

, * (

(3.20-a)

La solution de l'équation 3.19-a donne I'expression du moment critique du déversement :

n4 . æ213 ,n, ôr ^ r Morr2l-4

ï.#;[cr-zuovl,]-ffi=o

(Msy)cr=*lu,-m] (3.20-b)

Cette solution a été obtenue par Vlassov 162l , Trahair [61] et également par Djalay

[28]. Comme on le constate, l'équation 3.20.a à deux solutions une positive et I'autre

négative.

3.4.2 MOMENT LINÉAIREMENT VARIABLE

Envisageons dans ce cas une poutre à section monosymétrique soumise à deux

moments inégaux en ses extrémités.

)  ott*

9y=92=Mz=0

Rr=(Êt-trry
My =R2x+Mgy

-1*Ft* t

En les remplaçant dans Â , on obtient la forme suivante du moment de déversement:

(Moyp,=$#l+u,*., 1 ,rrt,
tluz V fr/az 

- 
ï ricrz 

- l' læ'EI, ll
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1+ Br
C f , l  = -' 2 az=Fr.lftL-Fr)2

Dans le cas où la section de la poutre présente une double symétrie, F, = 0 ,

l'équation (3.21) prend la forme :

(Msy)cr=#+f.Æm (3.22)

Ainsi, les deux solutions négative et positive sont égales.

3.5.3 .POUTRE SOT]MISE À DES CHARGES TRANSVERSALES UNIFORMÉUNNT

nÉpanrrBs

Dans ce cas nous avons une poutre à section monosymétrique sollicitée dans le plan

principale (figure3.2). Toutes les composantes de charges sont nulles sauf 4.. En portant la

valeur de e7 dans la foncûon d'instabilité ^ , la charge critique dûe à I'application de cette

charge est donnée par la formule suivante :

,zi lr*' l  t .
L- L Ï '  r, læ"8r, I

+ (0.462* + 0.984Br)]

Djalaly [28] et Reis [54] ont proposé des solutions similaire à l'équation 3.23.

(3.23)

Figure 3.2
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3.5 FORMULE GÉNÉNAT,N DU DÉVERSEMENT

D'après les constatations précédentes, on peut établir la relation suivante comme

étant la formule générale du déversement d'une poutre. Cette solution est adoptée par

I'Eurocode 3 pour la vérification au déversement des poutres [32].

(M,nax)cr =.rflf- -(czr*+ceÊ,)l(3.24)

Le tableau 3.1 donne les valeurs de C1, C2 et C3 pour le cas d'une poutre

simplement appuyée et soumise à différents types de chargement. Dans cette expression :

C1 : traduit I'influence de la distribution des moments de flexion le long de la poutre.

C2: coefficient du point d'application des charges transversales par rapport au centre de

torsion.

C3 : coefficient relatif à la symétrie de la poutre.

Les cas de chargement 1à 9 correspondent à une poutre sollicitée par un gradient de

moments appliqués au niveau des appuis. Le cas le plus défavorable est celui de la poutre

simple soumise a un moment de flexion constant. Dans le cas d'un moment linéairement

variable, la compression maximale n'est atteinte sur toute la longueur de la poutre que dans

une seule section, ce qui se traduit par un facteur C1 plus élevé afin de tenir compte de cet

effet favorable. Si les deux moments fléchissants sont égaux et de même sens, ils produisent

une double courbure de la poutre et une déformée antisymétrique. L'effort dans une même

semelle passe progressivement de la compression à la traction et s'inverse pour l'autre

semelle. La poutre doit, de toute évidence, avoir une meilleure résistance au déversement. Le

rapport B1 des moments aux extrémités permet la discussion du diagramme de moment

linéaire. Une valeur positive de h caractérise une simple courbure tandis qu'une valeur

négative de h correspond à une double courbure. Pour une poutre sollicitée par un gradient

de moment, le coefficient du point d'application de la charge C2 est sans influence sur le

moment critique de déversement.

Les cas de chargement 10, ll et 12, correspondent à une poutre sollicitée par des

charges transversales. Tous les coefficients C1, C2 et C3 interviennent dans le calcul de la

charge critique de déversement. Nous avons recalculé les nouveaux coefficients, seulement la

valeur de C3 est différente des valeurs données par I'Eurocode3 [32]. Cette différence a été

constatée aussi par Reis [54] en utilisant les équations différentielles obtenues par Vlassov. Il

a trouvé C: = 0.82, dans le cas d'une poutre soumise à une charge uniforme
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NO Chargement I t 2 3

Nouvelle

valeur de C3

I 1.00 1.00

2 t . t4r 0.998

J r.323 0.992

4 Mffiv+rra r.563 0.977

5 r .879 0.939

6 vfiu+vr 2.28r 0.855

7 vfirnvr 2.104 0.676

8 rtfrzr+rur 2.927 0.366

9 1 .0 0

10 r .36 0.55 t .13 0.42

11 1.05 0.43 1.r2 0.574

t2 1.13 0.46 0.525 0.984

Tableau 3.1
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On note que, l'équation générale du déversement (3.24) donne deux solutions

différentes, une positive et l'autre négative. Ce qui donne deux modes de déversement

différents. Le premier mode (solution positive) correspond à un chargement qui comprime les

fibres supérieures de la section transversale. Le deuxième mode ( solution négative )

Solution positive négative

Figure 3.3

correspond à un chargement qui comprime les fibres inférieures de

déversement est identique à la solution positive lorsque la poutre est

change de signe (figure 3.3)

la section, ce mode de

inversée, parce gue Êz

3.5.1 IMPORTANCE DU POINT D'APPLICATION DES CI IARGES

TRANSVERSALES

La position du point d'application des charges extérieures, par rapport au centre de

torsion de la section transversale de la poutre, joue un role important dasn la stabilité au

déversement. La figure 3.4 montre que les charges transversales appliquées à la semelle

inférieure créent un moment secondaire stabilisant. Ce moment va augmenter la résistance de

la poutre. Par contre une charge agissant à la semelle supérieure a un effet déstabilisateur (les

voies de roulement du pont roulant). On peut donc, tirer profit de I'augmentation de Ia

résistance au déversement lorsque les charges transversales sont appliquées au niveau de Ia

semelle tendue ( le cas se rencontre notamment lorsque le galet de roulement d'un monorail

se déplace sur la semelle inférieure)

momentsecondaire momentsecondaire
stabilisant nul

Figure 3.4

momentsecondaire
déstabilisant

Solution
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Dans la figure 3.5, on donne la variation de la charge critique de déversement Psl en

fonction de la longueur de la poutre L et du point d'application z* poo. un IPE100 chargée au

milieu. Une meilleure résistance au déversement est obtenue pour z*=hlT (semelle inférieure).

Par contre une charge appliquée à z* =-hJ2 (semelle supérieure) affaiblie la résistance de la

poutre au déversement.

Longueur (m)

Figure 3.5 : Variation de la charge critique en fonction du point

d'application de la charge transversale

3.5.2INFLUENCE DE LA FORME DE LA SECTION TRANSVERSALE

L'expression générale du moment critique de déversement (3.23) est fonction de la

longueur de la poutre et des caractéristiques géométriques de sa section transversale. Pour

réduire les effets défavorables du déversement, I'augmentation des moments d'inertie

transversale Iz et / ou le moment d'inertie de gauchissement 16 est nécessaire. Ainsi,

certaines P.R.S sont avantageuses par rapport aux sections laminées à chaud en I ou en H de

hauteur similaire parce que, soit le matériau additionnel est situé loin de I'axe de faible inertie

de la section, soit la poutre a une section fermé, ce qui a pour effet d'augmenter la raideur

torsionnelle Ceci explique que la résistance des poutres à section en caisson est très rarement

gouvernée par le déversement. On remarque aussi, que la position de la section

monosymétrique transversale, affectera la résistance au déversement de la poutre (figure 3.6)

z
5e
c)

' 5 O

!
o
o
ô o 4
L

r lv 2

J
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z * > 0 ,  $ 7 > 0

Figure 3.6

z * < 0  ,  Ê r >  0

La figure 3.7, donne les valeurs du moment de déversement pour deux sections,

respectivement à ailes étroites (IPE) ou à larges ailes (HEA). Elles ont sensiblement la même

résistance plastique en flexion autour de'l'axe fort (voir tableau 3.2). I apparaît clairement

que le déversement est d'autant plus préoccupant quand la section possède une faible raideur

flexionnelle dans le plan de petite inertie et que, quelle que soit la section, la longueur joue un

rôle primordial (figure 3.7).

IPE4OO HEA3OO
wor(m3)

I "  {m4)

I ,  {m4)

J  ( - 4 )

I . ( ^6 )

t.3o1o 10-03

1.3180 10-05

2.3t28 10-04

5.1000 10-07

4.9005 10-07

1.3830 10-03

6.3110 10-0s

t.8264 10-04

8.5000 10-07

t.tggT7 10-06

Tableau 3.2 : Propriétés de deux sections ayant sensiblement

le même module de résistance plastique

Longueur (m)

Figure 3.7 : Influence de la forme de la section sur la charge

critique de déversement (zx=O).
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3.6 COMPARATSON NUMÉRTQUE ET RÉCIBUENTAIRE

3.6.1 PRÉSENTATION DU CODE DE CALCUL

Une grande partie des calculs numériques que nous avons faits ont été réalisés avec le

code de calcul des éléments finis ABAQUS l2l. Ce code est appliqué à I'analyse des éléments

à parois minces et à sections ouvertes où la torsion non uniforme est prise en compte. Une

poutre est topologiquement définie par les deux noeuds décrivant sa fibre neutre, I et 2. Les

éléments utilisés ont sept degrés de liberté par noeud. Le septième degré de liberté est le

gauchissement pour les déplacements, le bimoment pour les forces (figure 3.8) '

{F }= {N ,Ty ,Tz ,  Mx ,  My ,  Mz  ,  B }T

où :
{d} :Vecteur déplacements

{F} :Vecteur Forces

Figure 3.8 : Les degrés de libertés de l'élément utilisé

Pour la définition des caractéristiques géométriques des sections ouvertes, on a

plusieurs possibilités. Dans le cas des formes classiques (I, L), on donne les largeurs et les

épaisseurs des semelles et de l'âme (figure 3.9-a). Pour des sections quelconques , on définit

les différents segments composant la section, par la donnée des coordonnées des extrémités

de chaque segment et son épaisseur (figure3.9-b).

Figure 3.9

(b)

1  {d }= {u ,v ,w ,  0x  ,0y  ,0 r ,  0 ' * }T  2
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Les caractéristiques géométriques de flexion et torsion sont données dans des fichiers

de résultats, y compris la position des centres de gravité et de torsion.

Ce code de calcul traite les problèmes de comportement linéaire, non linéaire

(géométriques, matériels) et les instabilités.

La figure 3.10, montre que la solution approchée converge vers la solution analytique

(Timoshenko[3a]) et la précision est améliorée quand le nombre d'éléments augmente.

la poutre

Figure 3.10: Effet du nombre d'éléments utilisé dans la discrétisation

z
J1- 2 0

. =  
' l {

(J

c)
Ë r n

U

J

Longeur de
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3.6.2 CAS DES SECTIONS BISYMETRTQUES

Dans cette partie, on présente les résultats obtenus par notre approche, pour différentes

sections symétriques. Des comparaisons sont établies avec les solutions analytiques proposées

par l,Euroc ode3 l32l et les calculs numériques. Les calculs sont faits avec les sections IPE100

et IpE200 pour des poutres ayant une portée allant de 3 à 6 m. Ces poutres sont sollicitées par

un chargement de type donné au tableau 3.1 . Les caractéristiques géométriques de ces

sections sont données dans la figure3.ll

Section transversale

(Acier)

Caractéristiques géométriques

[n=z. t  
ro1 lN/m2 

]
[c = a.o tolo N/m2 J

IPElOO

A = 9.9026 lO-04 mz

Iy = L6284 10{6 ma

Iz = 1'5805 10-07 m4

J = 8.9304 104e ma

Ico = 3.5137 10-10 m6

Ft  =  0 '0

A = 28.50 10-04 m2

Iy =I '94 10{5 ma

Iz=1.42 10{6 ma

J = 6.85 10{8 ma

I<o = 1.301 10-08 m6

F, = 0'0

Figure 3.11 : caractéristiques géométriques des sections utilisées dans les calculs.
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3.6.21. POUTRES SOT]MISES À UN GRADIENT DE MOMENTS

Comme la section transversale présente une double symétrie ( F, = 0 ) et le coefficient

C2 est sans influence dans le cas des poutres chargées par un gradient de moments,

I'expression du moment critique du déversement 3.23 devient:

M., = TC1
n2Er, (3.24)

Cette équation (3.24) donne deux solutions égales et de signe contraire, lM"rrl = lM.rZl

Les figures 3.12 et 3.13 donnent la variation du moment critique de déversement en

fonction de la longueur pour un IPE100 et un IPE200, sollicitées par le cas de chargement I à

9 du tableau 3.1 . À partir de ces courbes on remarque que :

Lorsque 0<Fr <1, les moments cri t iques donnés par l 'Eurocode 3 sont bien

concordants avec les résultats numériques calculés par ABAQUS (figures 3.12-a et 3.13-a) à

I'exception de Fr = 0, où les calculs faits par I'Eurocode 3 surestiment le moment critique de

déversement.

Lorsque -1 < 0r < 0, les résultats obtenus sont présentés sur Les figures 3.12-b et

3.13-b. On remarque que l'écart entre les deux méthodes de calcul est plus grand, cette

différence est dûe à la fonction de test d'approximation de déplacements (nous avons utilisé

un seul terme) qui ne décrit pas la forme réelle des déplacements ( ce point de vue sera traité

dans le chapitre [V).

û
Er,"^'',.;l

!  I ,  [æzEI,  )
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t2 l
I
I
I

rol
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I

2l
.54 8f

I
9t
'Ë u*:+
c ) l

I
I
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l 6

^  r ^

z
x
( D t 2

k

e l O

o

8

6

l 6

^ 1 4

z
&- t t

o  r n

>s

6

Longueur (m)

(a)

Longueur (m)

(b)

a 
Longueur (m) 

5

(c)

Figure 3.12 t Comparaison numérique et réglementaire des moments critiques de

déversement d'une poutre en IPE100 sous gradient de moment
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â 8 0

2
e " 7 0
o
o 6 0

L

.3 so
q)
d

5 4 0

l4t)

EUROCODE3

Longueur (m)

(b)

3 4 
Longueur (m) 

5 6

(c)

Figure 3.13 : Comparaison numérique et réglementaire des moments critiques de

déversement d'une poutre en IPE200 sous gradient de moment
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3.6.22POUTRES SOUMISES À UNS CHARGES TRANSVERSALES.

Dans ce cas, laformule générale3.23 est simplifiée. Seul les coefficients C1 et C2

( C3 n'intervient pas car 0z = 0 ). L'expression du moment critique de déversement s'écrit:

M".=rr+l-Czz*-m] (3.2s)

Lorsque la charge est appliquée au centre de torsion ( ,* = 0 ), les deux solutions sont

égales mais de signe contraire ( lVt*rl=lM"rzl). Quand la charge est appliquée à un point

quelconque de la section sauf au centre de torsion (Z* +0 ) , les deux solutions sont

différentes ( lM"rrl + lrra.r2l ).

Le tableau 3.3 donne les charges critiques du déversement d'un IPE100 sollicitée par

une charge concentrée au milieu. La charge est appliquée à la semelle supérieure et inférieure

respectivement. Ces résultats montrent que les valeurs de la charge appliquée à une semelle

suffisent pour trouver celles de I'autre semelle au signe pres

lharee appliquée à la semelle supérieure lharee appliquée à la semelle inférieure

P6p positive (kN) )cr négative (kN) ?61 positive (kN) )cr négative (kN)

a
J

4

5

6

+7.9949

+4.5861

+2.9830

+2.0982

-tt.781

-6.2015

-3.81s9

-2582

+11.181

+6.2015

+3.8159

+2.582

-7.9949

-4.586r

-2.9830

-2.0982

Tableau 3.3

Les figure 3.14 et 3.15 donnent la variation des charges critiques en fonction de la

longueur pour un IPE100 et un IPE200, sollicité par les cas de chargements 11, 12, et 13 du

tableau 3.1 (charge concentrée au milieu, deux charges concentrées appliquées à une distance

L/4 des appuis et une charge uniformément répartie). On remarque que les résultats obtenus

par I'Eurocode3 et ABAQUS sont en totale concordance. Donc, la solution donnée par Ia

réglementation en vigueur approxime bien la charge critique de déversement des poutres

ayant une section transversale bisymétrique'
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> A
-v

c)

d 6
' r<
o
o .
è o q
H

U
7

v3 o 
Longu"ur(m) 

5 6

(a) : Poutre soumise à une charge concentrée appliquée au milieu

'3 4 Longueur (m) s 6

(b) : Poutre soumise à deux charges concentrées appliquées à une distance Ll4 des appuis

z
J

o

k

0.)èo
F

(J

< {
J

( ) 4

b 3
(.)
!

03 'u3 a 
Longueur(m) 

s 6

(c) : Poutre soumise à une charge uniformément répartie

Figure 3.14 : Comparaison numérique et réglementaire des charges critiques

de déversement d'une poutre en IPE100 soumise à des charges transversales
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soumise à une charge concentrée appliquée au milieu
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(b) : Poutre soumise à deux charges concentrées appliquées à
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une distanceLl4 des appuis

z
-v

c)

o

bo
tr
6

Q

"3 a 
Longueur (m) 

s 6

(c) : Poutre soumise à une charge uniformément répartie

Figure 3.15 : Comparaison numérique et réglementaire des charges critiques

de déversement d'une poutre en IPE200 soumise à des charges transversales
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3.6.3 SECTTON MONOSYVTÉrnqUn

3.6.3L VALIDATION NUMÉRIQUE

Dans le cas où la poutre est sollicitée par une charge transversale appliquée au centre

de torsion de la section transversale, l'expression 3.23, donnant le moment critique de

déversement s'écrit :

(3.27)

Les deux solutions positive et négative obtenues à partir de cette équation (3.26) ne

doivent pas être égales, cela nous donne ' lM"rrl É lM"rzl .

Pour illustrer ce problème, on prend une poutre sollicitée par une charge transversale

appliquée à mi-travée. Le point d'application de cette charge est le centre de torsion. La

section transversale est constituée d'un IPE100 rendu monosymétrique en diminuant la

semelle inférieure de 25mm (cette section correspond à la section "a" donnée par la figure

3.20). Le tableau 3.2 regroupe les résultats obtenus par voies numérique et réglementaire. On

constate que les solutions positives et négatives données par ABAQUS sont sensiblement

égales, ce qui est incohérent avec la solution théorique. Pour retrouver ces valeurs, il suffit de

poser F, = 0 dans larelation 3.26.

ABAOUS (B31OS) EUROCODE 3 Équation 3.26 (p, = 91

L (m) Pç1 positive

&N)

Ps1 négative

rkN)

Pç1 positive

(kN)

Pfi négative

ftN)

Pç1 positive

ftN

Pç1 négative

ftN)

3

4

5

6

+6.494

+3.6203

+2.3071

+1.5983

-6.5009

-3.6231

-2.3085

-1 .5991

+5.5825

+3.2386

+2.1148

+1.4893

7000

t320

5723

7541

-7

-4

-2

-1

+6.532

+3.644

+2.323

+1.610

-6.532

-3.644

-2.323

-1 .610

Tableau 3.2 : Charges critiques de déversement d'une poutre bi-articulée

ayant une section monosymétrique (z*=0).

Ainsi le travail de Mohri [49] présenté dans le cadre "les utilisateurs d'ABAQUS" a

montré que I'utilisation des éléments poutres, est limitée uniquement pour les sections

symétriques. De cette façon les éléments poutres d'ABAQUS ne tiennent pas compte du

coefficient d'asymétrie. D'où I'impossibilité d'utiliser pour le calcul des charges critiques des
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sections monosymétriques ou asymétriques. Ainsi le recours à d'autres éléments pour le

calcul numérique s'avère nécessaire.

3.6.32É\,ÉUBNT COQUE
Devant cette incapacité de traiter les sections monosymétriques, on a recouru aux

éléments de type coque. Cette fois ci, la poutre est discrétisée avec des éléments possédant six

degrés de liberté dans chaque noeud (figure 3.17).

I
5
2

À

7 éléments
^ - -
J

S8R5

Le tableau 3.3 montre les résultats du calcul d'une poutre simple soumise à une charge

transversale au milieu. La section transversale est un IPE100 (bisymétrique). On peut

conclure que les éléments coques donnent une bonne approximation de la charge critique, en

les comparants avec les éléments poutres. Ce type d'élément est adopté pour traiter les

sections monosymétriques.

Éléments poutres (B3 lOS) Éléments coques (S8R5)

L (m) Psl positive(kN) Pç1négative(kN)Psl positive (kN) Psl négative (kN)

-
3

4

)

6

+9.7296

+5.3424

+3.3187

+2.3305

-9.1296

-5.3424

-3.3781

-2.3305

+9.6113

+5.4859

+3.6133

+2.5896

-9.6163

-5.4811

-3.6142

-2.5902

Tableau 3.3 : Charges critiques de déversement d'une poutre simple

ayant une section symétrique.

Après l'étude de la convergence de maillage, nous avons remarqué que le maillage

effectué au moyen d'éléments de coque à huit noeuds (S8R5) donne des résultats

Figure 3.17 : Maillage avec les éléments S8R5
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satisfaisants. Il faut souligner que, dans notre problème, nous nous sommes préoccupés

uniquement du phénomène d'instabilités globales. La figure 3.18 donne les premiers modes

de déversement qui correspondent à la solution positive et négative. Lors du calcul, si la

poutre est affectée par une instabilité locale (le voilement), la charge critique est rejetée

(figure 3.19-b).

(a) : Premier mode de déversement

(b) : Deuxième mode de déversement

Figure 3.18 : Poutre simple à section transversale symétrique
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(a) : Instabilité globale

(b) : Instabilité locale

Figure 3.19 : Poutre simple à section transversale monosymétrique
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3.6.33 COMPARAISON NUMÉRTQUE ET nÉCr-nMgNTAIRE

Pour la comparaison numérique et réglementaire, les calculs sont faits avec des

poutres ayant les sections monosymétriques dont les caractéristiques géométriques sont

données dans la figure 3.20 La section "a" correspond à un IPE100 rendue

monosymétrique en réduisant sa semelle inférieure. La section "b" correspond à un IPE200

où la semelle inférieure a été réduite. Les charges critiques de déversement sont données pour

différentes valeurs de la longueur L de la poutre.

Section transversale

(acier)

Caractéristique géométriques

[n 
= z.t  rol tN/m2 

]
lc = a.o roloN/m2 j

30

Section ttatt

A = 8.71 13 LO-04 m2

Iy =I '2628 10-06 m4

Iz = 9.1853 10-08 m4

J =7.3867 10-09 m4

I<o = 9.8122 10- l l  m6

9,  = 0 '0159 m

Section ttbtt

A = 0.2341 1042 m2

Iy = 1.3810 10-os m4

lz = 7.9681 10-07 m4

J = 4.t832 10-08 m4

I<o = 2.8862 10{9 m6

F, = 0'066 m

Figure 3.20 : Sections transversales utilisées dans la comparaison des résultats
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Dans ce cas, le moment critique de déversement est donnée par l'équation 3.24'

Comme le montre le tableau 3.l,laseule différence entre les valeurs des coefficients C1, C2

et C3 données par I'Eurocode et nos valeurs calculées à partir de I'expression 3.18, reside

uniquement dans le coefficient C3 pour les charges transversales. Pour montrer I'effet de ce

coefficient (Cr), sur la résistance globale de la poutre au déversement (cas des sections

monosymétriques) , on applique le chargement au cenûe du cisaillement c'est à dire z* = 0.

Le coeffici ent C2 est sans effet. Dans ce cas I'equation 3.24 s'éctit alors :

(3.28)

Dans les figures 3.21 à 3.26, nous avons calculé la charge critique de déversement à

partir de l'équation 3.28 . En suite nous avons comparé nos résultats et ceux de I'Eurocode3

avec les résultats numériques donnés par ABAQUS. L'étude comparative obtenue à I'aide des

trois méthodes, nous conduit aux remarques suivantes :

Les charges critiques de déversement ( positive où négative ) données par I'Eurocode3

pour le cas d'une charge appliquée à mi-travée, sont respectivement très faibles ou très fortes

par rapport à celles données par ABAQUS. Contrairement à nos résultats, qui sont en bon

accord avec ceux d'ABAQUS (figures 3.21et 3.22).

Les figures 3.23 et3.24 , donnent une comparaison de nos résultats avec les résultats

obtenus par la réglementation en vigueur et ABAQUS. Les résultats présentés sur ces figures

correspondent aux solutions positives et négatives d'une poutre chargée par deux forces

égales appliquées à une distan ce L /4 des appuis. Elles montrent que les résultats donnés par

I'Eurocode 3 et ABAQUS sont très proches dans le cas des solutions positives. Par contre

pour les charges négatives, nos solutions sont en bonne concordances avec ABAQUS .

Dans le cas d'une charge uniformément répartie, la charge critique donnée pour le

premier mode (solution positive) et calculée suivant notre méthode coïncide bien avec celle

d,ABAQUS, ce qui n'est pas le cas, pour la charge donnée par Eurocode3 (figures 3.25 et

3.26). Contrairement à notre méthode, I'Eurocode 3 donne une bonne approximation de la

charge critique dans le cas de la solution négative.
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o Longueur (m) s

(a) : Solution positive

o Longueur (m)

(b): Solution négative

0^ -
J

Figure 3.21 z Comparaison numérique et réglementaire des charges critiques du

déversement d'une poutre chargée au milieu.
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(a) : Solution positive
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(b): Solution négative

Figure 3.22 z Comparaison numérique et régiementaire des charges critiques du

déversement d'une poutre chargée au milieu.
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Longueur (m)

(b): Solution Positive

a Longueur (m) 5

(b): Solution négative

Figure 3.23 z Comparaison numérique et réglementaire des charges critiques du déversement

d'une poutre sollicitée par une charge appliquée à L/4 des appuis.
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d'une poutre sollicitée par une charge appliquée à L/4 des appuis.
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Figure 3.25 z Comparaison numérique et réglementaire des charges critiques du déversement

d'une poutre sollicitée par une charge uniforme.
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Figure 3.26 zComparaison numérique et réglementaire des charges critiques du déversement

d'une poutre sollicitée par une charge uniforme.
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3.8 CHARGES CRITIQUES DES POUTRES BI.ENCASTREES

L'Eurocode3l32l fournit les valeurs des coefficients C1 , C2 et C3 non seulement

pour un plus grand nombre de modes de chargements mais aussi pour différentes conditions

d'appuis. La formule donnant le moment critique de déversement est la généralisation de

l'équation 3.24, elle s'écrit :

(3.2e)

où:
k et k, sont les facteurs de la longueur effective. Ils varient de 0.5 pour un

encastrement parfait à 1.0 pour des appuis simple, avec O.J pour une extrémité encastrée et

I'autre simplement appuyée. k concerne la rotation de I'extrémité en plan et k, concerne le

gauchissement d' extrémité.

De la même façon, Djalaly [28] nous propose une équation similaire à celle donnée

par I'Eurocode 3. Il exprime le moment critique de déversement de la façon suivante :

. ar'r)l

(3.30)

Pour déterminer les coefficients C1 , C2 et C3 des équations 3..29 et 3.30, I'EC 3 et

Djalaly ont supposé que les sections d'extrémités sont libre de gauchir, c'est a dire

kol = l,.même pour une poutre bi-encastrée. Afin d'éclaircir cette approche, on considère

I'exemple suivant : Soit une poutre bi-encastrée sollicitée soit par une charge transversale

concentrée soit par une charge uniformément répartie. Ces charges sont appliquée au centre

de torsion de la section. Les sections transversale de la poutre sont I'IPE100 et I'IPE200

respectivement. La poutre à une portée allant de 3m à 6m.

Des constatations intéressantes se dégagent immédiatement de la comparaison des

résultats représentés sur les figures 3.29 et 3.30 : dans le cas de la charge concentrée et pour le

gauchissement libre ko = l,les résultats donnés par I'Eurocode 3 sont en bon accord avec

ABAQUS. Cependant, lorsque la charge transversale est uniforme, les moments critiques de

déversement obtenus par l'Eurocode 3 sont plus faibles que ceux donnés par ABAQUS.

.  t r ' r) ]
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Figure 3.27 z Variation du moment critique de déversement en fonction du type de fixation

dans le cas d'une poutre sollicitée par une charge transversale concentrée au milieu
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Figure 3.28 z Variation du moment critique de déversement en fonction du type de fixation
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3.8 COMPARAISON AVEC LA MÉTIIODE DE TRAHAIR

Au début des années 70 Anderson et Trahair [4], ont présenté une méthode de calcul

de type abaques (voir annexe 2), pour estimer les charges critiques de déversement d'une

poutfe à section en I monosymétrique, soumise à différents types de chargemerft' Nous avons

utilisé ces abaques pour confronter nos résultats et ceux de I'Eurocode 3' La poutre utilisée

est une poutre en aluminium d'une longueur L=L.65 m. Les caractéristiques géométriques de

la section transversale sont données par la figute3'29

Section transversale Caractéristiques géométriqueq

3.12928

E = 6.48T300 1o1o N/*2

G = 2.668365 1o1o N/*t

Iz=9.209763 10-09 ma

J = 1.35527110-10 m4

Ico =4'850692 l}-r2 ma

Bz--0.02694 m

Figure 3.29 : Caractéristiques géométriques de la section utilisée dans la comparaison

Les figures 3.30 et 3.31 , montrent une comparaison de nos résultats avec ceux de

l,Eurocode 3 et de Trahair [4]. Nous avons représenté la charge critique de déversement en

fonction du lieu d'application du chargement z*. Nos résultats obtenus dans le cas d'une

charge transversale appliquée à mi-travée, sont similaires aux résultats obtenus par la

méthode de Trahair, dans les deux cas de solutions (positive et négative) . Pour la charge

uniforme, les solutions positives indiquent une bonne cohérence entre nos résultats et ceux

établis à partir des abaques de Trahair. Par contre les solutions négatives présentent un seuil

supérieur. Ces figure 3.30 et 3.31, conf,trment les constatations observées, et montrent que nos

résultats sont meilleurs que ceux de I'Eurocode 3 (charge appliquée à mi-travée), et qu'ils

peuvent être complémentaires ( charge uniforme)'
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3.9 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de calcul des charges critiques du

déversement des poutres bi-articulée, soumises à un gradient de moments et à des charges

transversales. La section transversale de ces pouffes est monosymétrique. Le moment critique

élastique de déversement est calculé à partir de l'équation3.23 . Les coefficients C1, C2 et

C3 sont donnés par le tableau 3.1 . Sur la base des résultats présentés dans ce chapitre on

peut conclure que :

L'utilisation de I'Eurocode 3 pour calculer le moment critque de déversement, des

poutres ayant une section transversale bisymétrique et soumise à un chargement transversal,

donne des résultats trés satisfaisants. Cependant, les résultats obtenus pour une poutre

sollicitée par un gradient de moments, reste valable uniquement dans le cas particulier où

0 < Fr < 1. Pour 0r < 0, les solutions de I'Eurocode 3 présentent des différences par rapport

aux solutions données par ABAQUS. Cependant cette différence reste acceptable.

Concernant les poutres bi-articulées à sections transversale monosymétriques,

sollicitée par des charges transversales, nous avons proposé des nouvelles valeurs pour le

coefficient de la monosymétrie C3. Notre estimation de la charge critique de déversement,

dans ce cas, est en générale en bon accord avec les résultats numériques. Cependant des

travaux sont nécessaires pour trouver la bonne valeur du coefficient
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4.l INTRODUCTION

Dans le chapitre précèdent, les relations analytiques donnant les charges critiques ont

été êvaluées en approximant les déplacements v et 0* par un seul terme sinusoïdal. Cette

approche donne des résultats satisfaisants dans le cas d'un chargement symétrique (figure

4 .1) .

l :
i l--
i | ____*_ v| | --1-u
i | _€F_ 0x

/ t  '

Fi  :
/ . . . .  . . . . .  . :  .  .  i

3.0 3.5
Longueur de la poutre (m)

Figure 4.L : Premier mode de déversement d'une poutre SouÛuse

à un chargement sYmétrique

La figure 4.2 donne les premiers modes de déplacements adimensionnel v et ex

d,une poutre sollicitée par un chargement asymétrique (gradient de moment). À partir de cette

courbe, on constate que les modes de déplacements ne peuvent être approximés par un seul

terme sinusoldal, parce qu'il ne décrit pas la forme réelle du déplacement.

Longueur de la poutre (m)

Figure 4.2 zPremier mode de déversement d'une poutre soumise

à un chargement asYmétrique
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C'est pour cette raison que les valeurs données par l'Eurocode3 [32] dans le chapitre

précédant, dans le cas des poutres soumises à un gradient de moment linéaire ( Fr < 0),

présentent un seuil supérieur par rapport à ABAQUS.

Pour que la méthode fournisse des valeurs raisonnables et exactes, pour le moment

critique du déversement, il est nécessaire d'adopter une fonction de forme ayant plusieurs

termes. De cette façon, on a une bonne approximation des déplacements.

 .}MÉ'THODE DE CALCUL

On suppose que les déplacements de la poutre lors du déversement sont de la forme :

n
v= La i  v t

i=l

n
0* = Lbr Vi

i= l

(4 . l .a)

(4.1.b)

Où les fonctions Vi sont des fonctions sinusoïdales qui doivent vérifier les conditions aux

limites au niveau des appuis. Elles seront données suivant les conditions d'appuis des poutres

étudiées ci - aprés. n est le nombre de termes à considérer pour I'approximation des

déplacements.

L'énergie de déformation emmagasinée, quand la poutre à section monosymetrique

déverse est donnée par

, =:il*,(ut)' .,,,(#)' .,(#)'l* (4.2)

Les termes de cette équation représentent l'énergie de déformation de flexion et de torsion.

D'après Kitipornchai [41], Chan l22l et Wang [63], le travail des forces extérieures lorsque la

poutre déverse est :

,, = ltru o*. il*vF,o*o* .f,\r;r?a'+)>vpie2.
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Où q est une charge uniformément répartie, Pi charge transversale concentrée,M, moment

fléchissent, 0* angle de torsion, z* et zl sont lieu d'application des charges transversales (q

et P1) par rapport au centre de torsion.

L'énergie potentielle totale (déformation et travail extérieur) de la poutre soumise à un

chargement arbitraire s'écrit (après avoir remplacé 4.l.aet 4.1.b par leurs valeurs), sous la

façon suivante :

f I=U  +V  =  f (a fa2 , . . . . . . , a r , \ , b2 , . . . . . . . . b r )  (4 .4 )

où / est une forme quadratique de ai et 
.b;.

La méthode consiste à minimiser l'énergie potentielle totale par rapport aux fonctions

de forme. L'énergie prend donc, une forme de dérivées partielles par rapport aux coefficients

a; et b;. La forme algébrique des équations peut être écrite comme suit :

drr- ^  =0  de  i =7 , . . . . . - . . . , n  ( 4 .5 .a )
dai

afr
abt=o 

de i=r , " " " " ' 'n  (4 '5 'b )

(4.5.a) et (4.5.b) nous donnent des équations algébriques homogènes et linéaires. On peut

écrire ce système d'équations sous la forme matricielle suivante :

lAlzn^zn{Q}zrrr={o}zn r @'6)

où

{O} = {or,4,or,br,  -  -  - ,  on,br}T (4.7)

Afin que le système fournisse des solutions non triviales, il faut que :

detlAlrn*rn :0 (4.8)

À partir de (4.8), on obtient un polynôme d'ordre 2n, il est résolu avec le code de calcul

Maple 5 [45], et la plus petite racine donne la charge critique du déversement.
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* POINT D'APPLICATION DE LA CHARGE TRANSVERSALE

pour relier la distance, entre le point d'application de la charge transversale et le centre

de torsion, en fonction du degré de la monosymétrie, Wang [63] donne I'expression suivante

pou, z* :

Dans le cas où le chargement est appliqué à la semelle supérieure :

n =+ = -z(r- p) @.13-a)

(4.13-b)

(4.13-c)
I
i

Dans le cas où le chargement est appliqué au centre de torsion :

x, ) ,

\=1-=o
h

Dans le cas où le chargement est appliqué à la semelle inférieure :

,t=+=z$-p)
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4.4 DÉYERSEMENT D'UNE POUTRE BI.ARTICULÉE

4.4 .IPOUTRE SOUMISE À NTS MOMENTS INÉGAUX

/J

vt* l ' 'F ')prvo,
,ç-

T

,,,flTffi- Mv
* qUl prrraov

l . r \ '

Ifl
f l
z

Figure 4.4 : Poutre simple à section monosymétrique soumise à un gradient de moment

Lorsque M, n'est pas constant, c'est le cas du chargement asymétrique. La solution

du problème de déversement ne peut pas être résolue en adaptant un seul terme de la fonction

de forme. Nous avons constaté au chapitre précédent que la solution de I'Eurocode 3 est

déférente de celle d'ABAQUS. L'expression du moment fléchissant Mr est donné par :

r * l
Mv = MorLl-(1-Pr); l

avec :

Mgy est le moment appliqué au niveau d'un appui.

On choisit pour v et 0, la forme suivante:

(4.r4)

(4.1s)

(4.16)

o\ ai et b; sont les coefficients des fonctions de formes supposées, qui varient pour

obtenir des différents modes de déversement. Ces fonctions remplissent les conditions aux

limites d'une poutre bi-articulée. n est le nombre de termes à considérer dans I'approximation

des déplacements.

g .  ( iæx\
V =  ) â : S l l l l  - l

Ë'  \L /
^  3 . . ( i nx \
A r =  L D ; S l n l  - l

i = l  \ L /
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On remplace les équations (4.15) et (4.16) dans (4.2) et(4.3), et après intégration (voir annexe

3), on trouve ;

avec :

, x,=[r-,-t,'.'][#+]
Après intégration (voir annexe 3) et minimisation de l'énergie potentielle totale par

rapport à a; et bi respectivement, les équations précédentes deviennent :

u = #l2tt "n). *1L,, t(, . +#)l
,, - - rurov{! * Êr) 

[Ë {,'.,0,)]. *#dq.[,1t',rll]

. =4-!d [;i, "", [,àï'')] .,à 
"", (È,',')

* Morpr(r _ B,)[5,*,[, ;,0,r)1
2L Lr{ 

'\s=i+l - 
/l

,=lt-t-,,'.'][ e:W]

(4.r7)

# = {;,-4=P& .'*#Ê[,*1;,"] ='

# 
= 
|.,*,'oot,-p)K' 

+0 eg(r*F,xzp-')[' 
[+)']*]+

L

e(r+pr) i2ui + 2s(r lBr)[  
l rr .J4 78" 

L'::l l

* o,4p(r _ Ê,xzp _,)[, 
[i)']"[,i=,i,,,,] 

=,

MonL
n - +x -" 

"lEIzGJ

(4.18)

(4.re)

(4.20)

avec :
A; tr

C I i  =  r n l -.  
L \GJ
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4.4.12 nÉSUr,rnrs NUMÉRTQUES
Généralement l'approche énergétique donne des résultats supérieurs à la solution

exacte. Par contre, en considérant un nombre de termes suffisant dans les fonctions de

déplacements v et 0, , une bonne approximation de la charge critique du déversement est

obtenue. Doù la nécessité d'étudier la convergence de la solution en fonction de nombre de

termes n.

Lafigures 4.5, présente l'étude de l'effet du nombre de termes choisi n et le

coefficient de chargement 81, sur le moment critique de déversement, pour une poutre ayant

unélancement  K=1.

La figure 4.5 montre que la solution énergétique converge rapidement lorsque le

coefficient du chargement Êf > 0. Daris ce cas la solution énergétique pour n=2 est

suffisamment exacte quelque soit le degré de la monosymétrie de la poutre p . De ce fait, la

forme réelle des déplacements est une fonction sinusoÏdale. Donc un seul terme ou deux

peuvent approximer les déplacements. Ainsi dans le cas où Bt = 1 , les valeurs obtenues pour

le moment critique du déversement seront identiques à celles obtenues à partir de l'équation

généra1e (3.23) donnée par I'Eurocode 3. Quand Ff * 0,la convergence de la solution dépend

du degré de la monosymétrie de la section transversale de la poutre p. Elle est obtenue avec

plusieurs termes (jusqu'à n = 7). Pour une poutre à section doublement symétrique ( c'est à

dire p=0.5 ) ,  n=2 ,donneunebonneapproximationdumomentcrit ique. Parcontredans

lecasou ledegréde lamonosymét r i ede lapou t rê ,P=0e tp=1(sec t i onsenT) ' l enombre

de terme n aunrô le impor tant  sur lasolut ion,  a ins ipour  n=2,  n = 3 et  n=7 les so lut ions

sont tres différentes, pour -0.3 < Êr < -1 . En général n=3, foumit des résultats suffisamment

exactes pour des valeurs de p situé dans l'intervalle [0.8,0.2].

La figure 4.6 donne les résultats du moment adimensionnel élastique du déversement,

g=MovLlJÉIzGJ ,  obtenuenfa isantvar ier  p  et  K,etprenant  l r l ly= 0.1 .Lescalcu ls

Sont faits pour Êt = 1, 0.5, 0, -0.5 ,-0.75 , -1 respectivement. Ces courbes seront

utilisées pour estimer le moment élastique du déversement d'une poutre à section transversale

monosymétrique et soumise à un gradient de moment. Lorsque le diagramme des moments de

la poutre à une seule courbure (B1 > 0), les valeurs du moment adimensionnel "g" augmente

d'unefaçonmonotone,comme p augmente de p- 0 (sectionenTinversée) jusqu'à p=l

(section en T). Cependant, lorsque le moment appliqué provoque une double courbure

(h <0), la courbe donnant "g", pour des grandes valeurs de p diminue rapidement pour

certaine valeur de K (voir les courbes ou Ft = -0.5 , - 0.75). Lorsque Ft = -1 , la poutre

est soumise à une flexion antisymétrique, et les courbes de déversement pour p eI t- p

sont les mêmes (exemple pour p = 0.3 et P = 0.7 .
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Figure 4.5 : Variation du moment critique adimensionnel g en fonction

du coefficient de la charge B1 et le degré du monosymérie p
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4.6 COMPARAISON DES RESULTATS

Dans cette partie, on présente le moment critique de déversement calculé par

I'Eurocode3, ABAQUS et I'approche énergétique. Les calculs sont effectués sur des poutres

ayant des sections transversales symétrique et monosymétrique dont les caractéristiques

géométriques sont données par la figure 4.7

Section Transversale

(Acier)

Caractéristiques Géométriques

[n 
=z. t  ro11 N/m2]

[c = s toro N/-' -J

<+
))

Section "a": IPE 100

A=9.9026 10-04 m2

Iy = I'6284 10-06 m4

Iz = 1.5805 1047 ma

J = 8.9304 10{9 ma

I<o = 3.5137 10-10 m6

F" = 0'0

A = 8.7113 10-oa m2

Iy = l'2628 10-06 m4

Iz = 9.1853 10{8 ma

J = 7.3867 10-09 ma

I,o=9.8122 I0-rr m6

F,  =  0 .0159 m

Section "c" : monosymétrique

A = 0.1922 1044 m2

Iy = 8'013453 10-06 m4

Iz = 7.0833 10-07 m4

J = 3.1880 10a8 ma

Io l=0

F ,  =0 .176  m (EC3)

Figure 4.7 : Sections utilisées dans la comparaison des résultats.
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La figure 4.8 , la variation du moment critique calculé par notre approche (M.r), le

moment réglementaire (EC3) et le moment numérique (ABAQUS). Ces résultats sont obtenus

pour une poutre bi-articulée ayant une section symétrique IPE100. On constante que l'écart

devient plus important lorsque 9t = -l I Z et -3 | 4 conformément à la courbe 4.5 . Le

moment critique de déversement obtenu en appliquant les directives de I'Eurocode 3, conduit

à une effeur qui peut atteindre plus de 10 pour cent. On note que nos résultats sont en bon

accord avec ABAQUS.
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+ Longueur (m) 5
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l l
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k
o

c)

6 : a Longueur (m) s

(c)

Figure 4.8 : Variation du moment critique de déversement Mcr en fonction

de la longueur L , dans le cas de la section symétrique

-r
I l v
PEIOO

):.

-*è\

104



C finp itr e t l/ : M étfro [e érurg éti4ue

La figure 4.9, représente la variation du moment critique calculé par notre approche

(M".) et le moment réglementaire (EC3) pour différentes valeurs négatives de B1. La poutre

utilisée a une section monosymétrique (section "b"). Les constatations précédentes (section

bisymétriques) restent valable, etl'écart entre l'Eurocode 3 et notre approche, atteint des

valeurs plus imPortantes.

Longueur (m)

(a)

Longueur (m)

(b)

Longueur (m)

(d)

)
Longueur

6
(m)

(c)

Figure 4.9 : Variation du moment critique de déversement M", en fonction

de la longueur L , dans le cas de la section monosymétrique
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La figure 4.10, donne la comparaison des moments critiques de déversement dans le

cas d'une poutre soumise à un gradient de moment , et ayant une section transversale en T

(section "c"). Le moment critique calculé selon I'Eurocode3 est très supérieur à celui calculée

par la méthode énergétique.

Longueur (m)

(a)

Longueur (m)

(b)

45

E 4 0
z
J
v 1 5

0 ) - -

. t -  J U

92s

2zo

l 5

l 0 t
Longueur (m)

(d)

2.
J 4 r

4)

- l

o

c)
H I

I

i . . . . . . . - - . . . . . . . . . . -1 . . . . . . - - . - .
i Section "c"

alongueur (m)5

(e)

Figure 4.L0 : Variation du moment critique de déversement M.. en fonction

de la longueur L , dans le cas de la section monosymétrique
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Enfin, la comparaison entre nos résultats et ceux donnés par I'Eurocode 3 montre que

le moment critique de déversement donné par ce dernier est surestimé. Cette différence, vient

de la fonction de forme adoptée par I'Eurocode 3. Les coefficient C1 et C3 sont obtenus à

partir des fonctions de tests ayant un seul terme, et comme nous avons démontré

précédemment, surtout pour le cas des charges asymétriques; I'utilisation d'un seul terme

conduit à des erreurs considérables.
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4l.zpouTRE SoUvIISE À nnux CHARGES CoNCENTRÉES APPLIQUÉBs À
UNE DISTANCE..g,L,, DES APPUN

On considère une poutre à section transversale monosymétrique soumise à deux

charges concentrées appliquées à une distance "cf,L" des appuis. Dans la figure 4.lL,Ia valeur

I
Oe cr = i correspond à une poutre soumise à une charge concentrée appliquée à mi-travée,

L

1r
o=1 àcellededeuxcharges appliquées àunedistance a=7 des appuis. Cette approche-44

nous permet de calculer le moment de déversement suivant un schéma de chargement

quelconque (0<a<0.5),contrairementàl 'Eurocode3 quisel imite à cr= l l4 et  a=l /2

Figure 4.11

Après avoir remplacé v, 0^ (équations 4.15 et4.16) par leurs valeurs , le travail des forces

extérieures 4.3 sera :

P n  n î  n
v = -i l91(s,i,o) aibi - Ylrzai)92(s,i,cr) b, - Pcrn.li a1b1g3(s,i,a)

/ i=t i=t 
Fl 

i=l

n â n P R - n " - n n
- paæ fi'ui )ga(s,i,a)b, + T lbf g5(s,i,a) + Pp, Lbi Isi g6(s,i,a)b, G.zr)

i=l s=l â i=l i=l s=l
sÉi s*r

n  ô  n i  q
+ Ppraæ )ibfg7(s,i,o) + PBraæ I ;bi ls gs(s,i,a)b,

i= |  i= l  L  s=l
s+i

avec:

91 (s, i, a) = -Zino, cos(irua) sin(i7rcr) + i2 n2 a2 + sin2 (ina)
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92(s,i,cr) = *[tt l"t" ."sæa(i - s) - It-f .orrua(i + s)'  
( r ' - " ) 'L  's  rs

93(s,i,cr) = t"(:- 
"). 

cos(iæcr)sin(iæa)

ga(s,i,cr) = (r' -,2;-1{{i . r{r*9 - sin(ra(s - i))]*

rt -'{'*9 - sin(æcr(s - t))l}

g5(s,i,a) = 
ffit++cos(ncx,(i 

-,)) * 
ffi 

.os(æcr(i + s))

. îÏrysin(na(i 
-,)) * ïîHsin(æa(i + s)) - rl

96(s,i,cr) = Zinacos(iæct)sin(iæ a)+ i2n2a2 - sin2(iæcr)

97 (s, i, cr) = ̂ (+- ,,) - cos(iæcr)sin(iæcr)

gs(s,i,a) = (rt -,2;-t{ii. t,[ '-P - sin(nct(i - r))] *

f, - r{r,"9 - sin(ra(i * r))]}
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Après la minimisation du potentiel total par rapport à ai et bi respectivement, on trouve :

(4.22)

(4.23)

avec :

ç =

an  n2 .d  s [1  r . \  - .  t , . r -  , r 2 !
-  -  -rr  -  =l  :-Br(s, i ,cr)+ cig3(s, i ,o)]  b'  -  + >g2(s, i ,cr) b,
ôui 2 nL2rc-'  7f,o s=l

s+ i

o a I
1ait  Ig+(s, i ,a)  b,  = o
1l s=l

s* i

+ = [+. zrczp(t- p)+ LsË,l4e-r)(r u')r[jests,i,u)+uæig7(s,i,o)]*
ôbi 12 

' \

#[rt"tiirco) 
+ sin2(iæ(t - 

"))] 
tt - 

#l;g1(s,i,a) 
- anig3(s,i,ol] ^r

t"  n ic 1
+ 1.s+(2p - 1)(r - o')*l l, isg6(s,i,cr)b, + 

"n Ë |su(s,i,u)b, | 
+

L s * i  s É i  I

t( )l
+l Él i,(rin1irca;sin(sæo) +sin(iæ(l - a))sin(sæ(r - cr)))u, | |
Zn ' l  æ [s=1'  ) )|  \ s * i

- +lr'1, 92(s,i,a)a,+ aæi2 |,gs(s,i,u)a, I
TE- | s=l s=l I

L s* i  s* l  I

2PÛ

\i EIzGJ
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4.4.2I DISCUSSION ET COMMENTAIRE DES RESULTATS

Dans la figure 4.13, nous avons représenté la variation de la charge critique en

fonction de l'élancement de la poutre K , du coefficient û, et du point d'application de la

charge z* . On constate que la charge critique est inversement proportionnelle avec cr et le

déversement est a redouté lorsque a=ll2 On a trouvé que la solution converge

rapidement, n = 4 est largement suffisant pour donner une bonne approximation de la charge

critique.

Dans les figures 4.14, 4.15 et 4.16, on donne la variation de la charge critique en

fonction de l'élancement de la poutre K , le degré de la monosymétrie p et le point

d'application de la charge ,* pour trois types de chargement G =I/4, I /3 , I l2

respectivement. On remarque que la résistance de la poutre au déversement augmente lorsque

p augmente.  Pour  a.=I |4 ,  I l2 , la  so lut ion analy t ique a été donnée par  l 'équat ion

générale (3.22). Devant l'absence de réglementation, dans le cas ou a = | /3, la courbe 4.15

peut être utilisée comme abaque pour estimer la charge critique de déversement .

En fin, on présente dans les figures 4.7J-a,4.17-b et4.I7-c la variation de la charge critique

de déversement pour la section utilisée par Yoo [66] (figure 4.12), en fonction du point

d'application de la charge. On remarque le bon accord entre la solution numérique

(ABAQUS) et I'approche énergétique (équations 4.22 et 4.23), quant à I'Eurocode 3, il sous

estime la charge critique.

Section transversale aractéristiques géométriques

19.05

12.7

E = 2.r tol1 N7m

G = 8.0 tolo N7m

A = 1.4637 10{4 m2

Iy = 6.3475 10-04 m4

Iz = 5.3918 10-05 m4

J - 1.1880 10{6 ma

Io = 1.9135 10{6 m6

0z  =  0 .153  m

Figure 4.L2 z Section utilisée dans le calcul
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(c) : Charge appliquée à la semelle inférieure

Figure 4.L3 z Variation de la charge critique en fonction de l'élancement

de la poutre K et le rapport de distance o.
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Figure 4.14 z Variation de la charge en fonction de l'élancement de la poutre

K et le degré de la monosYmétie P
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Figure 4.15 z Variation de la charge en fonction de l'élancement de la poutre

K et le degré de la monosymétie P
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Figure 4.17 z Comparaison réglementaire et numérique des charges critiques

d'une poutre sollicitée par une charge transversale au milieu.
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4.5 DÉVERSEMENT DES POUTRES CONSOLES

4.5.1. INTRODUCTION

Une attention particulière peut être donnée aux poutres consoles car, elles sont d'un

grand intérêt pratique (très répondues dans le domaine du bâtiment). Elles sont souvent

utilisées coû1me élément de flexion dans le plan du chargement. Actuellement, lorsqu'on veut

étudier une quelconque instabilité (flambement et déversement) de cet élément on se heurte à

des grandes difficultés et à un vide total en matière réglementaire. Ainsi, I'Annexe F de

I'Eurocode 3 l31l ne traite pas les poutres consoles. Cela explique notre démarche d'établir

des abaques pour les utilisateurs.

() ,  . '
t -
I
I
I

;  . t - )
;.--., /l

i4p t  
I
l p

Figure 4.18 : Poutre console

4.s.2 CONSOLE SOUMISE A UN MOMBNT APPLIQUÉ À SON EXTRÉMITÉ

LIBRE

Une poutre console soumise à un moment à son extrémité libre est un cas rare en

pratique. Ce type de chargement peut avoir lieu , si la poutre console est soumise à une

charge axiale excentrée, statiquement , elle est équivalente à une charge concentrée et un

moment Donc , la console chargée avec un moment appliqué à son extrémité libre

représente le cas limite ou le chargement axial tend vers "0" et son excentricité à I'infini.
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Pour I'approche énergétique, les fonctions de formes qui vérifient les conditions aux

limites dans le cas d'une console, sont des séries trigonométriques de la forme:

n est le nombre de termes utilisés dans les fonctions 4.24 dont sa valeur est déterminée

en étudiant la convergence de la solution. On remplace les équations (4.24) dans l'équation

(4.2) et après intégration , l'énergie de défOrmation d'une poutre console est donnée par :

u = T o,lr-"orQi-r)rxf
ï= t ' l  2L  I

r y  f  Q i - I ) xx lt. = 
?=ltlt-cosY ,f )

u = nz n?l i,,r, -,a o?f .l'tl i, rr, -rl2{r * Qi -r)z n2 uot) '"1- 
64r: LÉ'- 

-' -'' 
I ,et llr'"' 

- r/ 
1r'  GJÛ-ltî )

Le travail extérieur dû au moment appliqué est:

,, = -l*ro*v"dx - lÏrrÊ,r30*
0  ' 0

Après avoir remplacé v et ex , V devient :

Mun2[ r . -Dr{.,-',-J,...**}0,.,-l.*f Ë r-rr,rzi-r)b,{Ëo,tjv =â:Làt't -u 
\nçzr-D-lt J ,- 

1_i=r [:;l I

-tutl,nzl$rzi-rl2u?l- 
16L L:)'' 

^' "' 
)

b)

(4.24-a)

(4.24-b)

(4.2s)

(.26-a)

(4.26-

La minimisation de l'énergie totale fI , nous pennet d'écrire les équations homogènes

et linéaires suivantes :
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an = nz(zi-t)a ;.+s(zi-Dz [1* zt-rli 1o
a"t 32 ' 4 12 (zi-r)r' ) 

'

Ë0,'l= o
,';l l

e(-t)i(zi - t)

#, =L%fl[' .,'' - t12 x2 p(t - p), "r('r-'[' 
- 
t;)]F]-

. +tl;. ml+ ;rl1=( - t)' (z s - " ; I 
= o

(4.27-a)

2n

(4.27-b)

8=

Comme pour le cas d'une poutre bi-articulée sollicitée par un chargement

asymétrique, il s'agit de trouver le nombre de terme "n" à considérer pour approximer les

déplacements v et 0* donnés par les équations 4.24 . La figure 4.19 donne la convergence de

la solution d'une poutre console sollicitée par un moment concentré, appliqué à I'extrémité

libre, en fonction du nombre de termes "n" approximant les déplacements v et 0*. La console

présente une monosymétrie qui varie de p = 0 (section en T inversée) jusqu'à P = 1

(section en T) et ayant un élancement K = 2.5 . On remarque que la convergence est obtenue

pour n = 7 . Par la suite tous les calculs sont fait avec un nombre de termes égal à sept. Dans

la figure 4.20, on donne la variation du moment critique de déversement en fonction de

l'élancement K pour différents coefficients de monosymétrie p.

ML

l ErzGJ
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A :  
- - : n l . -
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Figure 4.19 z Convergence de la solution en fonction du nombre de terme "n"
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Figure 4.20 : Variation du moment critique de déversement en fonction du degré

de la monosymétrie p et de l'élancement de la console K
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La figure 4.2I, présente une comparaison des moments critiques de déversement de

poutres consoles soumises à un moment constant à leur extrémité libre. La section

transversale de ces consoles est un IPE 100 et un IPE200 respectivement. Ainsi, les courbes

montrent que nos résultats sont en dessous de ceux d'ABAQUS'

Longeur (m)

(a) : IPE100

----€--
----*--

ABAQUS
Mcr

l 8

,- 16

214-v
o
= L z

'5 to

( . ) R

F.t

200

E rsoz
J4

o)

d 100

(J
È)

9so
È.!

t .5
Longueur (m)

(b): IPE200

Figure 4.21, t Comparaison des moments critiques d'une poutre console

sollicitée par un moment constant à son extrémité libre
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4.s.3 CONSOLE SOUMTSE À Umn CHARGE CONCENTRÉE appLrQUÉB À

L'EXTRÉiWTÉ LIBRE

Les mêmes fonctions de déplacements (4.24) seront utiiisées, l'énergie de déformation

est définie par l'équation 4.25 . Pour une poutre console soumise à une charge concentré P à

son extrémité libre, le moment fléchissant est donné par:

My = -P(L - x) (4.28)

En tenant compte de 4.28,1'équation 4.3 devient :
Lr rr ' r  pr* A2- 1 L,

v =if-rçr - x)o*v Vz + " -!it * )Tl-po - ùpd:W @.2s)
o '  r  2  20 '

On remplace y et ex par leurs valeurs et après intégration (voir annexe 3), on trouve :

, = +12{ -#ei - r>z u,.,)*

+lr.(zi-Dzaif 
n 4 )]b,.1+ 

L'=, l=1ntt 
- 
et:û )

. ïliY] . *. [:t, b,(,î4)f*' u âo' *

lZ,r# - |x,, - r' t) * !-e' *

I i. u,15\r, -r)(2s- rraa,]l
l_i=l ls=i+l I

(4.30)

Les équations aux 4.25 et4.29 deviennent :

an = n2 tz:= t>a ar* e7i - Dz t1 - _.j.r-lu, *
72 4 

'4 
(2i- I )"n" 'ôui
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= | Qi -t) '  +(2i 
- D4 Kz 0- oy sr+ *

L8 8
afi
dbt

|  (  f  r  12

.41 i.lÉ+0.45a(2i-1)(2s -r)(zp-r)l r-t+ I
n' I s=11 7c 

[ \,r /
Ls+ i  \

(4.31-b)

;hl='

o 45 s(2i - D2 (2p-')[' (+)' +)G;ry- f], .

s7i -1)2 [ I
o l7-*â _,Tlr- hlâ,,, - r)2 (o #*,r,)

avec :

n.s.n nÉsULTATS NutuÉnrQuns

Le moment critique du déversement dépend de plusieurs paramètres de la section

transversale d'une poutre console. Les paramètres principaux sont le degré de la

monosymétrie"p" et le point d'application de la charge transversale" Z*". Dans le but de

comprendre la variation du moment critique adimensionnel du déversement, on considère la

figure 4.22 . Le chargement est appliqué au plusieurs points de la section transversale. Dans

le cas où Ie chargement est appliqué au centre de cisaillement ( z' = 0), on remarque que la

résistance de la console au déversement augmente lorsque p diminue, parce que la rigidité

torsionnelle augmente quand la semelle la plus large est en compression. D'une façon

générale,l'effet du point d'application de la charge transversale (z*) se voit clairement de la

figure 4.22. La résistance de la poutre au déversement augmente au fur et à mesure que Ie

point d'application de la charge transversale s'approche de la semelle inférieure. On a trouvé

que la solution converge complètement pour n = 9 .
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Figure 4.22: Variation de la charge critique en fonction du degré

de la monosymétrie p et l'élancement de la poutre K.
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4.s.s CONSOLE SOIIMISE À UNn CHARGE UNIFORMÉunNI nÉpnnrrn

Lorsque la poutre console est soumise à une charge répartie, I'expression du moment

fléchissant s'écrit :
My = -q(L- x12 tz @'32)

Le travail des forces extérieur (4.3), devient :

"=:[-to#,.""]u. 
.til-n;B,,?]0.*]Tc,.e?a* g33)

L'énergie potentielle due au chargement appliqué est donnée par :

v = o = #[à e,-D|1i #;F ##'i*0,].
't" l" ( +

tl à,r,-,)'",l,,ïs[a- et-$ #Ë- 
(-'1)i*'o]].

#[à,,1i.#]] .+li u?izi -\'le, +F à]]
. n'.,.[ Ji,,{,*,[,. ffi. #)]].
. Yo[ :l' {,=i#' 

- 1)(2s -'l"o'}]

La minimisation des équations (4.25) et (4.32) nous donne :

(4.32)

arr = nz(zi-t)a u,*Ë{a --_^ t--- t(-1)- 
u}tri-rlro,

ôui 32 
' 4 lI2 2TE" (zi-l)' (2i-l)'18" )

f ' 
(4'33-a)

a -E-. ç21- ti' I i o, ] -1- * o - -8(:1)i - (- t)'*' o)l = 0
4nz 

L::l 
" [1zi- t;' (Zi-r)'n
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# = t+. *#(, - p)K2 . #[;.#+)
+ 0 225 eei _ t), (zp_,,[, 

[;)'F 
(*_ *)],,

'  [ n  ^
+-* l  I (2s-1) ' (Q-

4n ' l ,= t
LStr

1zi-t12

(4.33-b)

. s{l ----f--- 8(-l+-l çzi-r1ru,
4l rz  znz1z i -Ly '  Q i - l ) rnr  )

#Ë-r-,r'.'r*]

.3lË{+['* ?l-']' .jt+)
r'L=lt t ( Qi-I)n (Zs-r)n

+ o.4s(2p- ,f , - [f")' )S (2i - 1X2s - 1) ob, ] = s
t tÇJ ); 4

avec :

==--d- - e - 1 =. - lÆ iycJ  '  v  
2Q+s - I ) 2  2 ( r - s )2

a.s.e nÉSULTATS NuuÉnreuns

L'étude de I'effet du nombre de termes "rz" utilisé dans les fonctions de forme

(équations 4.24) et la variation de "g" (le moment critique adimensionnel) pour le cas d'une

console soumise à une charge transversale uniformément répartie, nous a permis de constater

que n = 9 donne une bonne approximation de la charge critique. La figure 4.23, donne la

variation de la charge critique en fonction de l'élancement de la poutre K, pour différentes

valeurs du coefficient de monosymétrie p et pour différents points d'application de la charge

transversale (z*) . En fin, on remarque que les même constatations concernant la charge

transversale appliquée à I'extrémité libre de la console (paragraphe 4.8.5), sont valables pour

la charge uniforme.
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Figure 4.23 z Variation de la charge critique en fonction du degré

de la monosymétrie p et l'élancement de la poutre K.
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4.5.7 COMPARAISON AVEC HIRT ET WANG

La recherche bibliographique, nous a permis de prendre en compte d'autres travaux

qui proposent une solution au problème de déversement des poutres consoles. A titre

d'exemple , on peut citer les travaux de Hirt [38] et Wang , Trahair [61] et Kitipornchai t631.
Hirt propose une solution identique à l'équation 3.22, avec,les coefficients C1 et C2 ( tableau

4.1). Cette solution est valable uniquement pour une section bisymétrique car il ne donne pas

de valeurs pour C3.

Chareement C1 Ct

r .28 0.43

NTJJJJJJJJT,
H 2.05 0.83

Tableau 4.1. : Valeur de C2 et C2 proposé par Hit

Trahair a établies des solutions pour les consoles ayant des sections transversales

bissymétriques et chargées au centre de torsion. Il propose la formule suivante :

(4.34)

Wang et Kitipornchai donnent une approximation de la charge critique du

déversement, tirée à partir de I'application de la méthode des intégrales finis. Les charges

critiques ont I'expression suivante :

Console soumise à une charge concentrée appliquée à son extrémité libre

ir l, , nzBr,
M^. = '" 

"/EI.,GJ.2L\ '  tJ ' -4GJe

,", = r[{r+ 4p(1 -p)Krl * r'(rz(n+p) +t,?)'} * r2(o(n+ p)+ t?)] (4.3s)

où :

^, _  .zr",lBlacJ
I  -  _ , )

L-

9r, K , q et h sont des caractéristiques géométriques de la section (voir paragraphe 4.3).

\ , fz, f3 , r et q: coefficient dépendant du point d'application de la charge et du degré de

la monosymétie p.
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*Charge appliquée à la semelle supérieure :

r=0 .5  ,  f l  =0 .305  ,  f z= -5 .291  ,  f3=4 .683  pour  0 .9Sp( l

r=0 .4  ,  f l  =0 .080  ,  f z=0 .335  ,  f3=-0 '424  pour  0 .1<p<0.9

r=0 .45  ,  f l  =0 .285  ,  f z=0 .424  ,  f3=-0 .294  pour  0<pS0.1

xCharge appliquée au centre de torsion :

r=0 .4  ,  \=1 .261  ,  f z=0 .618  ,  f3=-1 .412  pour  0<p<1

r=0 .5  ,  \=126 I  ,  f z= -0 .246  ,  f3=-0 .980  pour  p=0e t  1 .

*Charge appliquée à la semelle supérieure :

r=0 .5  ,  f l  =4 .199 ,  f z=0 '060  ,  f3=-1 .060  pour0Sp(1

Console soumise à une charge uniformément repartie

ecr =r[{t .4p(1-p)Krr*r '(a(n+p)+tr?) '}  *r 'z(rz(,,r+p)+t?)] @36)

où:
I2.g\[ET,GJ

\= - - - - *' L ' J

*Charge appliquée à la semelle supérieure :

r=0 .5  ,  f l  =0 .507  ,  f z= -9 .955  ,  f3=9 .266  pour  0 .9<pS l

r=0 .25  ,  f i=0 .071  ,  f z=0 .032  ,  f3=0 .072  pour  0 .1<p<0.9 .

r=0 .45  ,  f i=0 .023  ,  f2=-2 .028  ,  f3=5 .224  pour  0 (pS0.1  .

xCharge appliquée au centre de torsion:

r=0 .4  ,  f t=0 .928 ,  f z=1 .492  ,  f3=-2 .239  pour  0<p< l

r=0 .5  ,  f l  : 0 .928  ,  f z= -0 .330  ,  f3=-1 .537  pour  p=0  e t  1 .

xCharge appliquée à la semelle inférieure :

r=0 .5  ,  f i=9 .689  ,  f z=0 .167  ,  \ - - -1 .553  pour0<p<1 .
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Nous avons reproduit sur les figures 4.24 et 4.25,Les courbes donnant la variation de

la charge critique en fonction de la longueur, calculée suivant les différentes méthodes

(ABAQUS, Hirt [38], Wang [63] et notre approche). La section utilisée dans les calculs est

un IPE100 . La console est chargée en différents points de la section transversale (semelle

supérieure , centre de torsion et semelle inférieure). Ces courbes montrent en général, le bon

accord entre notre approche, ABAQUS et Wang. Une très bonne approximation de la charge

critique est obtenue lorsque la console est sollicitée au centre de torsion. Par contre, ces

même courbes indiquent une déférence très importante entre nos résultats et ceux proposés

par Hirt. Il ressort de cette comparaison, que I'application des coefficients donnés par Hirt

conduit à des erreurs considérables .
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4.5.8 COMPARAISON EXPERIMENTALE

Afin de vérifier expérimentalement notre approche, nous allons la comparer avec les

résultats expérimentaux obtenus par Trahair [4]. Il a effectué des essais sur des poutres

consoles ayant une section en I en aluminium, bisymétrique et monosymétrique. Ces consoles

ont ete sollicitées par des charges transversales concentrées, appliquée en différents points de

la section (tableau. 4.2). Elles ont des longueurs del.27 m et de 1.65 m. La figure 4.26 donne

les caractéristiques géométriques des sections utilisées.dans les calculs.

Section transversale

(Aluminium)

Caractéristiques géométriques

Jr 
= 6.4813 rolo N/-2 

J
lc = z.oea3 1o1o N/-'J

A=3.49023 10{a m2

Iy = 3.I9I3s 10-07 m4

Iz=1.63346 10-08 m4

J =8.95757 I0-ro *4

I.o=2.14266 10-11 *6

Fz = 0'0

P=0.5
A=3.00226 I04a mz

Iy = 2.44373 10-oi ma

Iz = 9.20916 10-09 ma

J =7.35527 10-10 -4

I<o = 4.85069 L0-r2 m6

Fz = 0.026

P = 0.8868

Figure 4.26: Sections utilisées dans la comparaison
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Section Point d'application

de la Charee

L

(m)

K 3xpérimentale

N)

ABAQUS

N)

Pcr

(N)

(a)

1.65

1.27

r .65
1.27

0.45

0.59

0.45

0.59

323.00

596.00

265.00

405.00

332.00

586.67

247.32

39r.56

316 .5

575.32

255.93

4r5.20

(b)

1.65

r.27

1.65

r.27

1.65

1.27

1.65

1.27

0.378

0.492

0.378

0.492

0.378
0.492

0.378

0.492

r46
227

168.00

288.00

168

253

255.00

468.00

155.65

238.88

199.38

3 t7 . t0

168.1

252.4

277.35

497.09

r44. t3
239.64

174.12

306

165.77

263.04

254.64

485.15

Tableau 4.2

Dans cette partie, nous avons déterminé avec une approximation satisfaisante la

charge critique de déversement d'une poutre console. Les abaques pennettant le calcul de

cette charge critique pour des sections en I monosymétrique sont rassemblées dans les figures
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4.21,4.22 et 4.23 , pour diffèrent type de chargement. Ainsi, le tableau 4.2, montre que la

comparaison entre les résultats des éssais , ABAQUS et I'approche proposée (méthode

énergitique) confirme non seulement la validité de I'approche mais aussi la bonne

concordance des abaques proposées avec I'expérience. Devant le vide réglementaire actuel,

ces abaques peuvent être utilisé pour estimer le moment critique de déversement des poutres

consoles.

4.9 CONCLUSION

Dans ce chapitre, les charges critiques de déversement ont été calculées par

application de la méthode énergétique. Cette méthode se base sur la minimisation du potentiel

total. Les poutres considérés ont des sections monosymétrique chargées par un chargement

quelconque produisant la flexion par rapport à I'axe fort. Dans ce cas, plusieurs termes sont

nécessaires pour approximer les modes de déplacements réels. Des solutions numériques sont

trouvées pour les poutres sollicitées par des gradients de moments et les poutres consoles.

Dans le cas des poutres bi-articulées soumises à un gradient de moment, les solutions

proposées par I'Eurocode3 sont approximatives pour une section bissymétrique, mais

acceptables. Pour les sections monosymétriques, les solutions de I'Eurocode3 sont très

différentes aux solutions numériques. Ces différences s'amplifient avec le degré de

monosymétrie. Elles sont tÈs importantes pour les sections en T.

Pour les poutres consoles, aucune solution réglementaire n'est proposée. La méthode

énergétique permet de trouver la solution aux cas de chargements classiques sollicitants les

consoles. Les abaques proposées ( figure 4.21,4.22 et4.23), peuvent être utilisée pour les

calculs.
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CONCLUSION GENERALE

Au cours de ce travail, nous nous sommes attachés à donner une solution au problème

de déversement des poutres à parois minces et à prof,rls ouverts. Dans le premier chapitre, nous

avons exposé la théorie de la torsion uniforme et non uniforme. La première est applicable aux

sections massives, la deuxième aux profilés ouverts à parois minces. On a w que la torsion non

uniforme est caractérisée par l'apparition dans les sections transversales de contraintes

normales, en plus de contraintes tangentielles. Cette théorie fait appel à de nouvelles quantités

(gauchissement, bimoment, .., etc.) qui s'ajoutent à celles déjà utilisées par la théorie des

pouffes. Ainsi, la théorie des sections planes découle coûIme un cas particulier de la théorie des

surfaces sectorielles. En fin, la théorie des surfaces sectorielles, s'est montrée plus générale et

plus féconde que la théorie classique.

Dans le deuxième chapitre, nous avons fait une étude qui nous a permis d'établir les

équations différentielles d'équilibre d'une poutre soumise à un chargement quelconque. Nous

avons remarqué, que la théorie des surfaces sectorielles, dans son aspect mathématique, fait

appel à une méthode varitionnelle qui abouti à des équations différentielles ordinaires,

contenants plusieurs caractéristiques géométriques et élastiques concernant la déformation de la

pièce. Ces équations différentielles, dans le cas particulier où les déplacements sont linéaires,

sont identiques à celles données par Vlassov.

Dans le troisième chapitre, nous avons résolu le système d'équations différentielles avec

la méthode de Galerkin, dans le cas des poutres simple, en adoptant un seul terme dans

l'équation de test qui approxime les déplacements. Cette démarche, nous a permis d'obtenir le

tableau 3.1, qui donne les valeurs des coefficients C1, C2etC3. Ces valeurs sont identiques à

celles données par I'Eurocode 3, sauf C3 pour les poutres ayant une section transversale

monosymétrique et soumise à une charge transversale. Cette résolution a été faite aussi par le

code d'éléments finis ABAQUS. Sur les résultats que nous avons présentés et précisément sur

les sections symétriques, les charges critiques données par I'Eurocode 3 sont tout à fait

concluante. Quant aux sections monosymétriques, on peut annoncer une corrélation acceptable

entre ABAQUS et nos résultats.

Dans le dernier chapitre, nous avons calculé la charge critique de déversement par une

méthode énergétique, où nous considérons une fonction de forme à plusieurs termes. Cette

charge critique est fonction du degré de la monosymétrie p, l'élancement de la poutre K et bien

sûre le type du chargement appliqué à la poutre. Dans le cas des poutres simples sollicitées par
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un gradient de moment, nous avons remarqué que pour Fr *0, I'utilisation d'un ou deux

termes dans la fonction d'approximation donne satisfaction. Ainsi les résultats de I'Eurocode se

révèlent cohérents. Quand le gradient de moment est petit ( Fr < 0), nos solutions sont en bon

accord avec lés résultats numériques lorsque plusieurs termes dans la fonction de forme sont

adoptés. Cette fois ci, les résultats de I'Eurocode 3 sont surestimés.

pour les problèmes de déversement des consoles, l'Eurocode 3 ne donne pas de

solution. En appliquant notre méthode, nous avons constaté que d'une façon générale, la

résistance au déversement de la poutre console en I monosymétrique s'améliore avec

l,augmentation de la rigidité de la semelle comprimée ( p diminue). Pour valider notre approche

nous avons comparé le calcul de la charge critique de déversement obtenu par cette méthode

avec les résultats d'ABAeUS, le calcul fait à I'aide d'expressions analytiques et les résultats

expérimentaux trouvés dans la littérature. Nos résultats étaient cohérents. Nous avons donc pu

construire des abaques du type représenté dans les figures 4.20, 4.27 et 4.22. Ces abaques

peuvent servir pour le dimensionnement des consoles'
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ANNEXE I

VTÉTTTONE DE GALERKIN
/ - \  /+\  +

soient deux fonctions fl r I et gl r | , définie dans un domaine "V", où r est une
\ /  \  )

var iab levector ie l le .Ona ?={*}  ou ?={* ,y} ,  e tc . . . ,  su ivant  qu"  ? est  àune,  ou deux

dimension, etc...

Rappelons que le produit scalaire de f et g, noté (f,g) , est définie par :

/+ \  /+ \(r,e)= Jrl '  I sl r I av
v\  /  \  )

( 1 )

où dv est l'élément de volume de V entourant le point r

Soit à résoudre une équation dans V, assortie de

"C" de "Vtt.

l. /-+\
l9 l f l  r  ;=g  dans  V
l \ ){
| /-+\
l3gl r  l=g sur le contour c de
l .  \ )

conditions aux limites sur le contour

9T et g sont des opérateurs, linéaires ou non. On approche la fonction cherchée

/-\
gl r I telle que :

\ /

(2)

/-'\r[rJnar

/-+\ /+\'[.'J = '['J
/+\  /+\  n /+\

t'J=r"[.'J*È,.,t,['J

t43



/-+\
où S.l r I est choisis de telle sorte que les conditions aux limites soient (si possible)

\ '/ 
/+\ /-+\

exactemenrsatisfaites, quels que soitles aj ' 91g[ t 
)=O 

. tes Qi[rJ sont des fonctions

d'essai, connues, choisies en particulier en fonction du résultats attendu pour (1), les ai sont

des coefficients qu'il faut déterminer de façon à satisfaire au mieux l'équation 1.

/-+\ /-+\
portons t[. t.,J à la place de f[ r 

.J 
aans l'équation 1 : on obtient :

/-+\ ( -+ )
mgl 

.J=R[ar,  
az, . . . . ,  an:r  

)
(3)

(  -+ \  - f  -+ )
R[ar, az, ...., ân ;, 

)= 
n[a;; r 

J 
est appelé le résidu de l'équation à résoudre. La méthode

des résidus pondérés consiste à déterminer les ai de telle sorte que :

/ +\ /-+\
(n,vn)=t*[", ' ' folrJ av=0, k=1 à n (4)

La relation 4 est un système de n équations, linéaires ou non, qui permet de déterminer

les n a3.Si les fonctions Q; sont correctement choisies, et si les ai sont correctement

/'\ oon être voisin a" r[?].déterminés, t[. r 
) 

*- * ^t 
)

La mérhode de Galerkin consiste à choisir t-[?) dans la même famille u"t O,[?) c-à-d :

/+\ /-+\
Vr. l  r  l=0r l  t  l  ,  k=là n

\ /  \ /

Les conditions requises pour appliquer correctement la méthode de Galerkin sont les suivantes :

* les fonctions d'essai 0-f?'l doivent être linéairement indépendantes, constituer les
\ /

n premières fonctions d'un ensemble complet de fonctions, et satisfaire exactement les

conditions aux limites.

x Les fonction, ,yp[?] ,on, choisies dans la même famille que les fonctions d'essai
\ /

[-)to[ 'J
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ANNEXES 2

Dans cet annexe, nous donnons les charges critiques calculées selon I'Eurocode 3,

ABAQUS et notre approche. Le chargement est appliqué au niveau des semelles supérieures et

inférieures. Les section utilisées sont : la section"a" et "b", données par la figure 3.20.

o 
Lorrgoeur (m) 

5

(a) : Solution positive

t 3  4  .  5  6
Longueur (m)

(b) : Solution négative

Figure 1 : Comparaison numérique et reglementaire des charges critiques de déversement

d'une poutre chargée au milieu.
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5

4,5

4

? 5

J

J S

2

1 <

I
" Longueur (m)

(a) : Solution positive

o 
Longueur (m)

(b) : Solution négatiive

Figure 2 : Comparaison numérique et reglementaire des charges critiques de déversement

d'une poutre chargée au milieu.

z
.\4
o
6

li(.)
c)èo
H

Q

z
J4
v ô

C)

' !1  6
o
C)
bo
l{

U

r46



Anne4u

45

40

35

30

25

20

l 5

10

) o Longueur (m) 5

(a) : Solution positive

"3 o Longueur (m) 5 6

(b) : Solution négatiive

Figure 3 : Comparaison numérique et reglementaire des charges critiques de déversement

d'une poutre chargée au milieu.
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J )

30

25

20

1 5

10

5 o 
Longueur (m)

(a) : Solution positive

, 5

Longueur (m)

(b) : Solution négative

Figure 4 : Comparaison numérique et reglementaire des charges critiques de déversement

d'une poutre sollicitée par une charge appliquée à L/4 des appuis..
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a
f r r <

d)

()

9o ro
H

o 
Longueur (m)

(a) : Solution positive

u3 o 
Longueur (m) 

5

(b) : Solution négative

Figure 5 : Comparaison numérique et reglementaire des charges critiques de déversement

d'une poutre sollicitée par une charge appliquée à L/4 des appuis.
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2.5

a4

&
(D

c ' 1 . )

fi

O
(t) Iào
l-{

(1.

Q o.s

^
F

5
v J

c)

L i ,
O
o
bor-r

r \  I

u3 a Longueur(m) s ô

(b) : Solution négative

Figure 6 : Comparaison numérique et reglementaire des charges critiques de déversement

d'une poutre sollicitée par une charge uniforme'
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1 <

a1.
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J
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d 1 5

r<()
(D  rn

t-r

r ' l

^
Longueur (m)

(a) : Solution positive

o 
Longu.ur (m) 5

(b) : Solution négative

Figure 7 : Comparaison numérique et reglementaire des charges critiques de déversement

d'une poutre sollicitée par une charge uniforme.
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Selon Trahair [4], la charge critique d'une poutre bi-articulée, sollicitée par une charge

transversale au milieu, est donnée par : P^- - Yr'riE]zGJ
c r -  

û

6 = F'./-EI'-
L \ l lGJ

ANNEXES 3

*
? z
. T

D

ô

K I: 0.6 0.3 0 . 1 0.0 -0.1 -0.3 -0.6

0

0.6

0.3

0

-0.3

-0.6

6.6r

14.49

24.05

35.39

46.54

7.r'7

tt.93

20.67

3r.52

41 .55

6.32

10.21

18.23

28.39

36.52

5.93

9.47

t6.94

26.43

32.63

5.56

8.70

15.58

23.71

26.8r

4 .89

7.27

12.52

1 8 . 0 1

20.73

4.05

5.47

8.61

13.73

14.30

0 . 1

0.6

0.3

0

-0.3

-0.6

8.87

t4.70

24.25

35.80

47.35

7.44

t 2 . 1 4

20.77

31.87

42.51

6.60

10.53

18.32

28.95

38.29

6.22

9.77

t7.04

27.32

35.43

5.87

9.04

t5.72

25.52

31.56

5.22

7.70

t2.92

20.69

2 t . 1 7

4.41

6.0',7

8 .91

14.09

l ) . ) )

0.3

0.6

0.3

0

-0.3

-0.6

9.63

15.53

2 5 . 1 5

27. r0

49.40

8 . 1 9

t2.94

2r .47

32.96

44.79

t . 5  I

I  1 . 3 8

19.01

30.1  0

41.45

7.0

t0.67

t7.78

28.62

39.67

6.65

9.99

16.57

2 7 . r 1

37.80

6.03

8.78

r4.23

23.91

33.60

5.24

7.29

1  1 . 1 3

18.28

24.r'7

1 .0

0.6

0.3

0

-0.3

-0.6

15.36

21.97

31.62

43.45

57.12

r  3 .58

19.r9

z7.78

39.25

52.38

t2.54

t7.53

25.37

36.27

49.18

t2.07

16.76
1 ^  a a
L + . L L

34.80

47.57

rr.62

16.04

23.10

J J . J +

45.95

10.80

t4.70

z t .o l

30.49

42.70

) .72

t2.96

18.21

26.45

37.80

3 .0

) .6

) .3

)

.0.3

.0.6

t4.02

t  1 .91

ir.25

71.97

33.87

t1 .45

18.82

i7.64

57.89

79.41

19.83

16.86

55.33

55.25

76.49

19.05

15.91

t4.20

53.9s

i5.05

t8.29

14.98

r3.09

52.67

73.62

,6 .82

+3.r9

10.94

50.16

70.79

J4.74

+0.64

+7.86

J6.54

66.1r

Tableau L: Valeurs de Tr calculées pour une pouûe bi-articulée

soumise à une charge transversale au milieu
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Dans le cas d'une poutre simplement appuyée, soumise à une charge uniformément

répartie, La charge critique est donnée par :
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Tableau 2: Valeurs de Tt calculées pour une poutre bi-articulée

soumise à une charge uniforme
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ANNEXES 4

Les résultats d'intégrales utilisées dans le chapitre fV sont donnés par :
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ABSTRACT

Torsional behaviour of steel beams is deeply influenced by the shape of the cross
section. Thin-walled open profiles, are very common in steel constructions. The classical
theory of beams of Saint Venant under-estimates the strenght of such profiles. In order to
obtain more realistic results, it is necessary to adopt the so called non-uniform torsion theory of
Vlassov. In the first theory, a twisting of such a shaft produce only pure shear stresses. When
analysing the torsional behaviour of thin walled beams according to the second theory, we
remark that in addition to the shear stresses, the additional normal stresses arising from warping
are developed in the cross section.

If the beam is loaded in the plane of its weak axis and is not adequately braced lateraly,
the beam will bend out of plane and twist when the load has reached a critical value. This
phenomenon is known as lateral buckling. The analytical and numerical metlrods are used to
determine the critical load for beams with monosymmetric cross-sections, subjected to
transversal loads and moment gradients. The analyical method is obtained from the solution of
the differental equations. A general formula to obtain the elastic lateral buckling solution is
presented. In the numerical method, we use the Rayleigh-Ritz energy approach. Results are
presented in terms of the degree of section monosymmetry, slender of the beam and load height
parameter. Our results are compared with ABAQUS code and with Eurocode 3 results.The
performance of these results are very satisfactory.

RESUME

Les profils minces et ouverts sont d'un usage courant dans la construction métallique.
Le phénomène de torsion des poutres est profondément influencé par la forme de la section
transversale. La théorie de la torsion uniforme de Saint Venant s'applique aux sections
massives. Dans le cas des profils minces à sections ouvertes, la torsion est non uniforme. La
théorie de Vlassov est la plus adaptée pour l'étude. Le gauchissement joue un rôle très
important, il ne peut être négligé. Alors I'analyse en torsion de Saint Venanl donne une image
imparfaite du comportement torsionnel.

Les charges crit iques de déversement des poutres à sections transversales
monosymétriques sont déterminées par des méthodes analytique et numérique. La méthode
^ - ^ L . r l ^ , , . -  - . . r  - L r ^ - , , -  ) .  . - , . . - r l . -  J -  1 . .  - - l - , + i  - . ,  l , -  - . , .  r \ . , .  .  . l t  4 - . , .  t t  . .  r ' | a .  r '  ! !.urcrrJtrLlLrç çùL uutçt luç 4 Pdrlrr uç r4 ùurur. luu Llu sysrçruç u çquatrul lS urrrçIel luel les (I  gqul l lDre.

Une formule générale est proposée. La méthode numérique se base sur la méthode énergétique
de Rayleigh-Ritz. Les charges critiques sont données pour différents chargements, en fonction
du coefficient de la monosymétrie, le point d'application des charges transversales et de
l'élancement de la poutre. Les comparaisons faites avec les solutions d'ABAQUS et avec les
solutions réglementaires (Eurocode 3), montrent que nos résultats donnent satisfaction.




