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[ntroduction.

INTRODUCTION GENERALE

L'ef[et Portevin-Le Chatelier (PLC) est I'une des formes les plus

fascinantes de I'instabilité de la déformation plastique. Ce phénomène se

mamfeste par la génération répétée et la propagation de bandes de déformation

plastique localisée le long d'une éprouveffe de traction tl] L'observation

expérimentale de ces bandes montre qu'elles apparaissent et qu'elles se propagent

de maruère souvent irrégulière. Sur les courbes de traction à vitesse de

déformation constante, ceci se traduit par des décrochements de la contrainte

d'apparence aléatoire.

L'effet PLC apparaît pour des alliages métalliques pourvus d'impuretés en

solution solide (comme certains alliages d'aluminium ou certains aciers doux),

lorsqu'ils sont déformés dans un intervalle de vitesse de déformation et de

température précis. On admet que I'origine microscopique du phénomène est

I'interaction entre les dislocations mobiles et les atomes de soluté, également

mobiles grâce à des processus diffrrsionnels [2,3]. Ce mécanisme, connu sous le

nom de vieillissement dynamique, fait que la sensibilité à la vitesse de

déformation devient négative, ce qui entraîne le passage d'un écoulement

homogène à une déformation inhomogène. Notons que ce passage, appelé

"instabilité de la déformation plastique", ne se produit que pour un domaine limité

des paramètres de contrôle du système tels que la vitesse de chargement, la

température de I'essai, la concentration du soluté ...



Introduction

Dans le but de comprendre ce phénomène, plusieurs modèles ont été
proposés' La formulation de ces modèles ainsi que leurs résultats sont exposés au
premier chapitre de ce mémoire. On montre ainsi I'existence d'un état de

déformation stationnaire uniforme, instable si la vitesse de déformation

colrespondant à cet état est située dans le domaine de sensibilité négative à la

vitesse de déformation. Dans ce cas le régime stationnare uniforme laisse place à

un régime de déformation inhomogène propagatif. Nous nous intéressons

particulièrement aux modèles [4] et [5] qui, en plus des résultats mentionnés ci-

dessus, aboutissent à des conclusions en accord avec les observations

expérimentales selon lesquelles I'effet PLC est le plus souvent apériodique.

Dans I'un de ces modèles, Jeanclaude et Fressengeas [4] utilisent une loi de

comportement macroscopique de type "réaction-diffirsion" en se basant sgr un

modèle du glissement dévié des dislocations vis. Dans ceffe approche on montre

I'existence de solutions périodiques sous forme de cycle limite dans I'espace des

phases. L'étude de la stabilité linéaire et non linéaire de ces solutions mène au

résultat suivant : il y a instabilité locale et stabilité globale du cycle limite. On en

déduit que la trajectoire de phases peut décrire une orbite apériodique et par suite

que le régime dynamique associé à I'effet PLC peut apparaîhe aléatore.

Ananthakrishna et Valsakumar [5], grâce à un modèle basé sur des

considérations microscopiques, aboutissent à un résultat plus précis : pour

certaines valeurs des paramètres de contrôle (notamment la vitesse de

déformation), la trajectoire de phases du système est attirée par une orbite

apériodique de nature spéciale appelée attracteur étrange. La dynamique sous-

lacente à I'effet PLC est alors dite chaotique déterministe.

2



[ntroduction

A ce stade, il nous semble devoir mettre I'accent sur la différence entre une

évolution "aléatoire" et une évolution "chaotique déterministe". Toutes deux ont

un caractère imprévisible. Plus le nombre de degrés de liberté d'un système

dynamique est élevé, plus son évolution est complexe et difficile à prévor. Dans

le cas extrême où le nombre de degrés de liberté d'un système dynamiqle est

infini (le cas du "bruit blanc" par exemple), on ne peut prévoir le comportement

du système ni son devenir. Son évolution est alors dite aléatoire et on parle de

chaos stochastique.

Toutefois, un système dynamique peut avoir une évolution d'apparence aléatoire

même sl son nombre de degrés de liberté est faible (supérieur ou égal à trois).

Cette apparence est due à la non linéarité du système. Le caractère imprévisible

de l'évolution résulte de la sensibilité du système aux conditions imtiales : aussi

petite soit-elle, une différence initiale s'amplifie rapidement jusqu'à rendre

impossible la prévision à long terme. La dynamique du système est alors dite

chaotique déterministe et on parle de chaos déterministe.

Naturellement, la question se pose de savoir si un système dont l'évolution

apparaît aléatoire possède une dynamique déterministe ou non. En d'autre termes,

comment peut-on distinguer un chaos stochastique d'un chaos déterministe ? La

premrère réponse à cette question réside dans la notion d'attracteur étrange 16l.

Le terme "étrange" fait référence aux propriétés peu cornmrmes de ces attracteurs,

telles que leur structure fractale, par opposition aux attracteurs simples tels que le

point fixe, le cycle limite et le tore. Lorsque la dynamique d'un système est

chaotique déterministe, la trajectoire de phases converge vers un atftacteur

étrange, et réciproquement. La mise en évidence d'un attracteur étrange monfre

donc que la dynamique du système considéré est chaotique déterministe.
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Si I'on considère I'eff,et PLC sous cet angle, la question suivante s'impose :
le régime dynamique associé à l'effet PLC est-il aléatoire ? Ou bien, l,aspect

aléatoire est-il seulement apparent et cache-t-il un certain ordre ? En d'autres

termes, la dynamique du phénomène PLC est-elle ou non déterministe ? Notre

objectif est d'apporter une réponse à cette question en analysant I'information

dynamique contenue dans les variations temporelles de la contrainte.

Dans un premier chapitre nous présentons I'effet PLC : ses manifestations

macroscopiques, son aspect microphysique et les modélisations proposées pour

expliquer ce phénomène. Au deuxième chapitre nous exposons certaines

techniques permettant la caractérisation de la dynamique d'un système, en
particulier la méthode des retards [7] qui permet de reconstruire le portrait de
phases d'un système dynamique à partk d'une série temporelle. Par "série

temporelle" ou encore "signal", il faut entendre I'enregistrement de l'évolution au

cours du temps de I'une des variables d'état du système considéré. Dans ce

chapitre on trouve aussi les outils mathématiques permettant la recherche des

caractéristiques d'un régime déterministe, la dimension fractale de I'attracteur

étrange associé [8] et les exposants de Lyapunov qui quantifient la sensibilité aux

conditions initiales [9]. Dans le troisième chapitre sont exposées la mise en

oeuwe et la validation de la méthode d'analyse. Cette dernière, avant d'être

appliquée à I'effet PLC, a été testée sur I'attracteur de Lorenz [10]. Le quatrième

chapitre contient les résultats de notre travail. Les séries analysées sont

constituées des variations temporelles de la contrainte lors de la traction, à vitesse

de déformation constante, de divers échantillons sujets à I'effet PLC [1 1,12].

Enfin nous terminons par une conclusion dans laquelle sont discutés nos résultats

ainsi que les perspectives de nohe travail.

4



Chapitre I

I

I
I

Chapitre I.

PRESENTATION DE L'EFFET

PORTEVIN-LE CHATELIER

1. INTRODUCTION

Même si la déformation plastique n'est pas homogène à l'échelle

microscopique, elle apparaît généralement homogène à l'échelle macroscopique.

En revanche, pour certains matériaux et des conditions de déformation données, il

arrive qu'un écoulement plastique homogène disparaisse et laisse place à un

écoulement plastique inhomogène, qui se manifeste par une localisation de la

déformation plastique. On fait référence à une telle situation par le terme

"instabilité plastique" dont nous citons ci-dessous deux exemples bien connus :
* La striction : lors de la traction uni-axiale d'une éprouvette, sa section diminue

uniformément (la déformation plastique est homogène) jusqu'à un certain stade de

la déformation où un étranglement apparaît dans une zone de l'échantillon (la

déformation plastique devient localisée).



Chapitre I

* Les bandes de cisaillement : lors d'un cisaillement simple, le passage de
l'écoulement plastique uniforme à tur écoulement hétérogène se manifeste par
I'apparition de bandes étroites de déformation plastique localisée.

L'énrde Ët instabilités plastiques a généralement pour but d,éviter leur
déclenchement et leur développement à cause de leurs effets néfastes sur la mrse
en forme et la durée de vie des maténaux.

Une des formes les plus fascinantes de I'instabilité de la déformation
plastique des métaux est la génération répétée et la propagation de bandes de
déformation plastique localisée le long,d'une éprouvette sollicitée en traction :
c'est I'effet Portevin-Le Chatelier (PLC). Parfois ces bandes peuvent être visibles
à I'oeil nu colnme le montre la photographie de la figure I-1. Après I'essai de
traction, ces bandes persistent à la surface de l'échantillon. et résistent au
polissage, ce qui est très pénalisant notamment dans I'industrie aéronautique où
cette rugosité indélébile affecte le rendement de la propulsion.

Figure I-1 :

Photographie de la morphologie des bandes pLC
pour I'alliage N4,8o/oMg sollicité à la température ambiante

avec une vitesse de déformation s"=8,285.10-5s-l 1t:1

6



Chapitre L

Ce phénomène a été observé dès 1878 par Adamson ; il était connu chez

les métallurgrstes sous le nom de "fragrlité au bleu" [a]. On I'a ensuite baptisé

"effet Portevin-Le Chatelier" en faisant référence aux premiers chercheurs qui s'y

sont intéressés. En effet, en 1909 Le Chatelier fut le premier à mettre en évidence

ce phénomène dans les aciers doux à des températures sensiblement élevees [15],

ensuite Portevrn et Le Chatelier [16] I'ont observé, en 1924, dans des alliages

légers à la température ambiante.

L'effet PLC apparaît pour des matériaux tels que les alliages d'aluminium et

les aciers doux : matériaux de structure cfc ou cc contenant soit des éléments en

solution solide en position substitutionnelle, soit des impuretés interstitielles.

L'observation du phénomène exige des conditions expérimentales précises : la

figure I-2 montre qu'il existe un intervalle limité de vrtesses de chargement et de

température pour que I'eflet PLC ait lieu.

650 6C0 550 400 T

t

1 000

1 0 0
J U

1

1 o  - 6 . s

\ ZONE F

r LUZONE

rs  rooonl  x- t ;

Figure I-2 :

L'effet PLC a lieu dans un domarne limité
de température et de vitesse de déformation [7].



Chapitre I.

2. MANIFESTATIONS MACROSCOPIQUES

2-1- Les qourbes de traction

Lors d'un essai de traction d'un matériau sujet à I'effet pLC, la courbe de
traction obtenue présente des décrochements ou des paliers à partir d'une certaine
valeur de la déformation plastique. Les décrochements de la contrainte sont
observés lorsque I'essai de traction est réalisé sur une machine dure, c'est-à-dire à
vitesse de déformation constante éa (voir la figure I-3). Les paliers de la

déformation sont obtenus lorsque I'essai de traction est réalisé sur une machine
douce, c'est-à-dire à taux de contrainte constant ô"(voir la figure I-4). Chaque

décrochement ou palier coffespond à la génération et à la propagation d'une
bande de déformation plastique localisée due à I'effet PLC, pour simplifier disons

une bande PLC.

Figure I-3 :

courbes de traction (sur machine dure) d'un alliage Al3%Mg
sollicité à température croissante et à è^-I,25.10-3 s-l JtA1.

8
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I f !q/mm,
t '
I

nl

I

:
I

I

I
l

Figure I-4 :

courbes de traction (sur machine molle) d'un alliage Al3%Mg
déformé à température croissante et à ôu=9 ,33 glmm/s [18].

2-2- Interprétation des courbes de traction

Figure I-5 :

Schéma simplifié d'une machine de traction.

9



Chapitre I.

La figure I-5 montre le schéma simplifié d'une machine de traction. pendant

un intervalle de temps dt, la traction de l'échantillon impose le déplacement des

points A qlB respectivement aux points A'et B'tels eue Afi':dl etBB':da. dl est

I'allongement de l'échantillon et da représente I'allongement total (imposé ou

enregistré). Soit K la rigidité de la machine de traction ; la variation de la force F

(imposée ou enregistrée) pendant I'intervalle de temps d/ est :

dF=K(da-d l )

K est définie par la rigrdité du bâti, de la traverse et des lignes d'amarrage ; sa

valeur est nulle pour une machine douce idéale et infinie pour une machine dure

idéale. On peut modifier la nature d'une machine en jouant sur sa riEdité ; on peut

obtenir une machine douce en intercalant tur élément de très faible rigidité,

conrme tm soufFlet, dans un montage rigide 119,201.

* Cas d'une machine dure :

L'essai de traction est réalisé à vitesse de déformation constante r. : on

impose à la traverse de la machine une vitesse de déplacement constante Y:da/dt

et on relève les variations temporelles de la force appliquée :

#=*(u-#) (r-l)

On peut expliquer les décrochements observés sur la courbe de traction

d'un matériau sujet à I'efflet PLC par la répétition du cycle suivant : pendant

l'écoulement homogène, le déplacement de la traverse à vitesse constante V

provoque. un allongement dl de l'échantillon tel que dVdt reste inférieur à V d'où

10



Chapitre I

Llne augmentatron progressive et monotone de la force appliquée (dF/dt étant

positi|. L'apparition et la propagation d'une bande PLC produit un allongement

plastique brusque de l'échantillon qui fait que dl/dt devient supérieur à V et dF/dt

devient brusquement négatif, d'où une chute de la force appliquée, accompagrée

d'une décharge élastique de la machine. Puisque la traverse conturue son

déplacement à la vitesse V, la machine se recharge après le passage de cette

bande et la force appliquée retrouve une augmentation progressive et monotone

jusqu'à I'apparition d'une autre bande.

* Cas d'une machine douce :

Une telle machine permet de réaliser la traction d'un échantillon en

imposant un taux de contrainte constant ôs. On applique une force dont la

variation temporelle Ës:dF/dt est constante et on relève I'allongement résultant au

pornt B :

da Fo,d l
- = - + -
dt K dt '

(r-2)

FoÆ( étant une constante, I'allongement relevé a les même variations que

I'allongement de l'échantillon : I'augmentation de la force appliquée induit une

faible défgrmation de l'échantillon jusqu'à I'apparition d'une bande PLC. La

propagation de cette dernière provoque un allongement brusque de l'échantillon

d'où les marches observées sur la courbe de traction.
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Chapitre L

2-3- Morphologie des décrochements en machine dure

Selon la rigidité de la machine de traction, l'état du matériau et les

conditions expénmentales, divers types de décrochements sont observés :
* La figure I-6 montre des enregistrements typiques sur deux éprouvettes à l'état

recuit (a) et non recuit (b) On constate une augmentation de I'amplitude des

décrochements avec l'écrouissage du matériaux.

I ,

i ^ r/1rit*i/t,,i,,*tryffliiflft,'illtirr'ltrffli';i'i
i,rnfi*1iiftfrla'ffl,!{l 

y4|1i1ttrtç'F'tv | ,'" ''' I
l i i r  i , i r  r i , r s , r , . ,  æ  S  ( o )  i

I

W),uu
Figure I-6 :

Phénomène PLC en machine dure pour deux échantillons
d'alliage Al-Mg recuit (a) et non recuit (b) L'essai de traction

est réalisé à la température ambiante avec è"=2,510-s s-t 1201.

x La température et la vitesse de déformation ont une influence non seulement sur

I'existence de I'effet PLC (voir la figure I-2) mais aussi sw la forme des

décrochements. La figure I-7 montre les hois types de décrochements observés

sur les courbes de traction d'un matériau sujet à I'ef[et PLC. Le type C est observé

aux basses vitesses de déformation. Après I'initiation de la première bande à I'une

des extrémités de l'échantillon et sa propagation le long de ce dernier, d'autres

bandes sont générées en des positions aléatoires de l'échantillon. Le temps de

recharge est considérable pour ce type de décrochement. Le type B est
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typiquement observé aux vitesses de déformation urtermédiaires. Les chutes de

contraintes associées à ce fype de décrochement sont plus petites que celles

associées -?u type C et la génération de bandes est maintenant corrélée dans

I'espace : après I'rnitiation d'une bande en une section de l'échantillon, la suivante

se forme à la section adjacente et la propagatioll se fait en "course de relais". [,e

type A est observé aux grandes vitesses de déformation. Les chutes de contrainte

et le temps de recharge sont plus petits que pour le type B et la corrélation

spatiale est plus forte : la génération de bandes est plus rapide et leur propagation

est continue. Enfin notons que généralement un accroissement de la vitesse de

déformation a le même résultat qu'une diminution de la température.

Figure I-7 :

Courbes de traction schématiques montrant la variation
de la forme des décrochements de la contrainte avec
la tempérahre croissante pour I'alliage Cu-In [21].
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3. ASPECT MICROPHYSIQUE DU PHENOMENE

3-1- Conrportement d'une dislocation

Une dislocation est une perturbation locale de I'arrangement cristallin ou
encore un défaut de la structure cristalhne ; elle est caractérisée par sa ligne et
son vecteur de Burgers [22]. Selon que ce vecteur est tangent ou normal àla ligne

de dislocation, cette dernière est appelée vis ou coin. La ligne d'une dislocation

doit, ou se refermer sur elle-même, ou aboutir à un autre défaut cristallin (surface,
joint, dislocation ...). C'est le mouvement des dislocations qui est à I'origine de la

déformation plastique ; on dit que les dislocations sont les porteuses de la

déformation plastique. La sollicitation d'un matériau entraîne le déplacement des

dislocations et leurs interactions entre elles et avec tous les autres défauts

cristallins. Ces interactions peuvent être directes, sous forme de frottements

visqueux, ou indirectes, c'est-à-dire dues aux champs de contraintes créés par la

différence entre les caractéristiques des défauts et celles de la matrice.

L'effet PLC est attribué à I'tnteraction des dislocations mobiles et des

atomes du soluté qui sont également mobiles grâce à des processus diffrrsionnels.

Dans ce câs la contrainte nécessaire au mouvement d'une dislocation dans son

plan de glissement peut elle être décomposée de la façon suivante [23] .

o=oa * f  . (r-3)

où oa est la contrainte due à I'interaction de la dislocation avec le reste des

défauts cristallins, en particulier les forêts de dislocations et f, appelée "contrainte

de frottement", a pour origine I'interaction de la dislocation avec les atomes du

soluté. A son tour, oa est la somme de deux termes : oâ, représentant la
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composante athermique et o'$

obstacles localisés suivant un

devient alq:rs :

résultant de I'interaction de

processus thermiquement

la dislocation avec

activé. L'équation

les

I-3

avec

+F,

+f.

o=oâ'

F=of

(14)

(r-5)

F est donc une fonction de la température T et de la vitesse de dislocation v alors

que oâ' est largement indépendante de ces quantités, mais augmente avec la

déformation t.

3 -2- Le vieillissement dynamrque

Les théories microphysiques de I'effet PLC sont basées sur I'interaction

entre les dislocations mobiles et les atomes du soluté. Le mouvement des

dislocations est interrompu par des obstacles localisés constitués de défauts

cristallins tels que les forêts de dislocations. Pendant I'arrêt des dislocations, les

atomes de soluté dififrrsent vers elles et les empêchent de franchir ces obstacles :

c'est le vieillissement dynamique (Dynamic Strain Ageing: DSA).

En se basant sur ce modèle, les premières interprétations de I'effet PLC

sont dues â Cott 
"ll 124] et Friedel [25]. Lorsqu'une dislocation est arrêtée au

niveau d'un obstacle localisé, les atomes de soluté diffrrsent vers elle et forment

un "nuage" appelé nuage ou atmosphère de Cottrell. Ces modèles suggèrent un

mouvement visqueux continu des dislocations et le phénomène est interprété en

termes d'ancrage et de désancrage des dislocations sur le nuage formé.
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D'autres auteurs 126,271considèrent que le mouvement des dislocations a
un caractère discontinu. Une dislocation se déplaçant dans le réseau cnstalln est
temporairement arrêtée par des obstacles localisés pendant un intervalle de temps
t'u appelé temps d'attente. Dans les condition "normales" d'activation, ce délai
permet aux atomes de soluté de diffirser vers cette dislocation et de I'empêcher de
franchir I'obstacle. En négligeant le temps écoulé entre deux obstacles localisés,
appelé temps de vol, on considère que c'est le temps d'attente qui détermine la
vitesse de dislocations [28]. Si I est la distance moyenne parcourue par une
dislocation entre deux obstacles localisés, alors sa vitesse est donnée par :

u=I
tw (r-6)

A Ja. ' A r ^ n  a i
U I  C U  U I

a n i " i n  r i - -
J U I U L g  d L I I I .

, f \
SQS (  ^
v l  \ v  \  v

F

no solute
a tm o sph ere\

Figure I-8 :

Forces efiflectives exercées sur une dislocation mobile
en fonction de sa vitesse : vieillissement dynamique

dans la région où dfldv<0 [2].
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Pour un matériau qui ne présente pas I'effet PLC et pour une vitesse de

déformation donnée, la contrainte de frottement f augmente avec la vitesse de

dislocatio_n v et diminue avec la température T. En revanche, pour un matériau

sujet à I'effet PLC, cette contrainte devient décroissante dans un certain intervalle

de vitesses intermédiaires [vr,vz]. La figure I-8 montre les variations de la

contrainte de frottement f en fonction de la vitesse de dislocation v.

L'intervalle des vitesses v inferieures à v1 est appelé branche lente, et est

noté (2*1). L'intervalle des vitesses vsupérieures àv2 est appelé branche rapide,

et est noté (1*2) Sur ces deux branches la résistance au mouvement des

dislocations croît avec leur vitesse selon un processus d'activation thermique

"normal". Sur la branche lente (les basses vitesses de dislocations), le temps

d'attente est grand, par conséquent les atomes de soluté ont largement le temps

nécessaire pour diffilser vers les dislocations temporairement arrêtées par des

obstacles localisés. Dans ce régime de vitesses, les dislocations sont ancrées. En

revanche, sur la branche rapide (les grandes vitesses de dislocations) le temps

d'attente des dislocations au niveau des obstacles est tellement court que la

diffi.rsion des atomes de soluté ne se produit pas : dans ce régrme de vitesses, les

dislocations sont désancrées. Lorsque les dislocations sont ancrées, outre le

frottement du réseau cristallin, elles subissent un frein dû aux atmosphères de

soluté, c'est pourquoi la pente de la courbe (v) sur la branche lente est plus

grande que sur la branche rapide. D'autre part, lorsque la vrtesse de déformation

est telle que le temps d'attente est de I'ordre du temps caractéristique de diffi.rsion

du soluté, la contrainte de frottement diminue lorsque la vitesse des dislocations

augmente, au contraire du régime "normal" thermiquement activé, d'où la pente

négative de (") dans I'intervalle des vitesses intermédiaires. C'est cette

"anomalie" qui permet d'expliquer I'effet PLC [28,30].
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En fait les vitesses intermédiaires sont interdites aux dislocations et le

mécanisme qui gère leur mouvement est le suivant : lorsque la contrainte

appliquée :) une dislocation ancrée augmente sur la branche lente (2*l) de sorte

que le point 1 est atteint, un saut se produit jusqu'au point I * sur la branche

rapide (1*2) où la dislocation est désancrée. Lorsque la contrainte appliquée à

une dislocation désancrée dimrnue sur la branche rapide de sorte que le point 2

est atteint, un deuxième saut se produit jusqu'au point 2* sur la branche lente où

la dislocation est ancrée de nouveau.

3-3- Sensibilité à la vitesse de déformation

Dans I'intervalle des vitesses intermédiaires, la pente de la courbe f(v) est

négative à cause du vieillissement dynamique qui fournit une contribution

négative à la sensibilité à la vitesse de déformation (Strain Rate Sensitivity .

SRS). C'est dans cet rntervalle que I'effet PLC est observé 123,3I-341. Afin de

donner une forme analytique à la SRS, Kubin et al [35] suggèrent que la loi

constitutive I-4 soit vue coilrme I'intéeration de la forme différentielle eénérale :

do=hde+Sd(loge).

u ..r'=$1,

(r-7)

(r-8)

(r-e)

à condition que le taux d'écrouissage h soit indépendant de e et que la sensibilité

à la vitesse de déformation S soit indépendante de la déformation e.
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On considère la décomposition additive suivante de S :

S=So*Sug" i ng .

Se est la SRS associée au processus nonnal d'activation, qui tend à réduire la

contrainte d'écoulement lorsque le temps d'attente augmente ; elle est donnée p€Lr :

(r-10)

(r-12)

(r- l 3)

(r-r l)

où k est la constante de Boltzmffi, T est la température et y est le volume

d'activation thermique nécessaire au franchissement des obstacles localisés.

Sus"i's est la contribution du vieillissement dynamique qui tend à durcir les

obstacles lorsque le temps d'attente augmente ; elle est donnée par .

* = ôoË-l =g."u A(loge)1, y

s =if-"aseffLs d(loge )'

Pour donner une expression analytique à cette contribution il faut avoir

I'expression de la contrainte de frottement f. Comme on ne peut pas distinguer

toutes les variétés de dislocations, le nombre et la nature des systèmes de

glissementmis en jeu, un compromis raisonnable [2,36-39] consiste à regrouper

tous les défauts cristallins en deux types de dislocations . les dislocations

mobiles, de densité pm, of les dislocations fixes, de densité pr, Qui jouent le rôle

d'obstacles localisés. La distance moyerme entre deux obstacles est alors

supposée fonction de la densité de dislocations fixes :

_v
l=  cp{2  .

où c est un facteur de proportionnalité.
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D'autre part la vitesse de déformation est liée à la densité de dislocations

mobiles p^ selon la loi de Orowan [a0] :

6 = Qbvpm. (r-14)

où Q est un facteur géométnque, b est I'amplitude du vecteur de Burgers et v est la

vitesse de dislocations mobiles qu'on peut exprimer, compte tenu des équations I-

5 et I-13, en fonction du temps d'attente et de la densité des dislocations fixes :

-t/"
cP r"

V - :
tw

(r- l 5)

(r-16)

(r-17)

(r-18)

L'expression de la vitesse de déformation devient alors :

.A(e)
t = - -

tw

où C2(e) donné par :

O(e) = cqbp^pi% .

dlog(a(e) / t* )

représente' I'incrément de déformation résultant lorsqu'un pas d'activation

élémentaire est accompli par toutes les dislocations mobiles. Compte tenu de

l'équation [-12,1'expression de la SRS due au vieillissement dynamique devient :

svagerng -
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Cette équation reflète u1e dépendance indrecte de f vis à vis de la
déformation due au comportement collectif des dislocations. En effet les densités

P' et p1 évoluent avec la déformation l2g,2g,4ll ce qui entraîne, d'après

l'équation-i-ll, une évolution de Q. Pour rendre compte de cette dépendance, le
modèle [36] propose des équations dif[erentielles couplées gouvernant l'évolution

des deux densités de dislocations p,n et pr ; il en résulte qu,aux petites

déformations plastiques, pm augmente plus vite que pr, alors qu'aux grandes

déformations c'est Pr gui augmente plus vite, p- étant pratiquement saturé e. La

figure I-9 donne les variations de C) en fonction de e et pennet d'interpréter

l'existence de déformations critiques d'apparition et de disparition de I'ef;let pLC.

o. -  
?

f) nt
(-\
) ' r .  ()

; r: 1 S

a ^

ç f f i

J L r r l

Figure I-9 :

Variations de I'incrément de déformation Ç) en fonction de la déformation r.
e. et ei. représentent respectivement les déformations critiques

d'apparition et de disparition du phénomène pLC [36].
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Pour une déformation plastique dorurée, I'expression de Sug"ing est donnée par :

S rg.ing

En supposant que la contrainte cie frottement f est proportionnelle à la

concentration du soluté C, au voisnage des dislocations arrêtées au niveau des

obstacles localisés, Louat [42] propose I'expression suivante de f en fonction du

temps d'attente t* :

(r-20)

où fo représente la contrainte maximale due au vieillissement dynamique. Elle est

proportionnelle à C,n, valeur de saturation de C, atteinte pour les grandes valeurs

du temps d'attente. ft est un temps caractéristique de la diffi.rsion donné dans [25]

par :

",=#(+)' (r-21)

K est une constante traduisant l'énergie de liaison soluté-dislocation, Cs est la

concentration nominale du soluté et D est le coefficient de diffusion des atomes

de soluté dans la matrice. Compte tenu des équations I-19 et [-20, I'expression de

S"o"i.o devient :

r=r.{'-*'[ (*)']]

sageing = -tr,,(+)n *r[-(* Y]

(r-r e)
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Enfin, une expression analytique adimensionnelle de la SRS est donnée par

s=So-Xexp(-X) . (r-23)

en posant 9 ts6=
3So Lkr

2'Éo2fo

Le terme so associé au processus nonnal d'activation est toujours positif

(supposé constant) et c'est le terme Xexp(-X) qrri, à cause du vieillissement

dynamique, peut dépasser la valeur de so pour que la SRS devienne négative, ce

qui donne naissance à f instabilité associée à I'effet PLC.

3-4- Récapitulation

La SRS dépend de la déformation e et de la vitesse de déformation e par

I'intermédiaire du temps d'attente (voir l'équations I-16). Elle dépend aussi de la

diffrrsivité des atomes de soluté et de leur concentration dans le matériau par

I'intermédiaire du temps caractéristique de diffirsiorl t6 (voir l'équations I-21).

Enfin une dépendance par rapport à la température est incluse dans le terme so. Sa

valeur n'est donc négative que pour certaines valeurs de ces paramètres : c'est

pourquoi I'effet PLC a lieu pour des matériaux donnés dans un domaine de

température et de vitesse de déformation déterminé (voir la figure I-2) et à partir

d'une déformation critique e. (voir la figure I-9).

,=;*, X= (+)n
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4. MODELISATIONS DU PHENOMENE

4-l- OpéraJion de moyenne

4-l-l- Modèle de Penmne

Penmng suggère la loi constitutive de son modèle p3l .

o=he+F(è).

Chapilre I.

(r-24)

où he représente l'écrouissage du matériau par la déformation e et la courbe de
F(e) retient la forme caractéristique de la courbe (v) avec quelques distorsions

dues au fait que la densité de dislocations mobiles p., enffant dans la relation
d'Orowan, dépend de la vitesse de déformation. L'allure de F en fonction de é
donnée par la figure t-10 est considérée comme la propriété clé donnant
naissance à I'effet PLC 144-481.

F ( Ë )

Fr= o,

Figure I-10 :

Variations de la composante F (de la contrainte d'écoulement
en fonction de la vitesse de déformation ë lJ.}l.

o)
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Penning considère des essais de traction sur machine dure. En supposant

que la déformation plastique t est faible dans une section droite, il exprime la

vitesse de--déformation appliquée êu (constante) comme la somme de la vitesse

de déformation élastique et la vitesse de déformation plastique moyenne :

(r-2s)

où L est la longueur de l'éprouvette, M est le module de la machine et de

l'éprouvette, et e est la vitesse de déformation d'une section de l'éprouvette

repérée par I'abscisse x. C'est l'équation dite "de la machine".

En combinant les équations I-24 et I-25 pour éliminer la contrainte, on obtient

l'équation intégro-différentielle suivante :

L

eu =fr+fJea*
0

Mè" =r'.+e dT!à).YÏ*. (r-26)

Dans le cas d'une déformation non uniforme, cette équation n'admet pas

solution exacte. Cependant elle possède une solution stationnaire (ër=0)

âô
uniforme (:- =9) donnée Par:

dX

é, =çfteu et ô, = hsr.

de

et

(r-27)

Les insuffisances de ce modèle résident dans les hypothèses faites pour son

élaboration, à savoir : la séparation additive des vanables e et e dans l'équation

constitutive I-24, I'hypothèse que le taux d'écrouissage h est constant et, plus
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sérieux, le fait que € joue le rôle d'une variable d'état ce qui n'est valable que pour

les matériaux sans mémoire du chemin de chargement. Ces hypothèses sont

justifiées ,1pnt que les déformations restent petites, ce qui est le cas lors du

passage d'une bande PLC. Arnsi Penning trouve deux types de comportement :

des bandes de déformation localisée se déplaçant par sauts et d'autres se

propageant continûment à vitesse constante. I1 montre que ces comportements ne

sont observés que lorsque la vitesse de déformation appliquée est telle que la

vitesse de déformation associée à l'état stationnaire uniforme appartient à

I'intervall. [et,e2 ] où la SRS est négative.

4-l-2- Modèle de Kubin et Estrin

a- Equation constitutive du modèle

Le modèle de Penning est justifié à I'aide d'arguments mathématiques. C'est

pourquoi Kubin et Estrin 12,32-3571'ont repris en lui donnant un support physique

par I'rntégration du concept de vieillissement dynamique associé à une sensibilité

négative à la vitesse de déformation.

Sachant que S(e) = dF(e)/d(logê), ces auteurs suggèrent une expression de la

contrainte viscoplastique F(e) en utilisant I'expression de la SRS donnée par

l'équation I-23 :

F(e) = Fo + So rog(€) - r, *{-(ry)']
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Dans cette opération, il est supposé que les propriétés vérifiées à l'échelle

où sont définies les densités de dislocations (échelle mésoscopique) sont

retrouvées_ à l'échelle d'une section droite de l'échantillon (échelle

macroscopique). Les opérations de moyennes effectuées sont justifiées par

I'homosénéité des distributions dans cette transition.

Kubin et Estrin considèrent des essais de traction sur machine douce car

I'interprétation est plus simple, notamment en ce qui concerne les vitesses de

bandes. Pour prendre en compte I'influence du taux de chargement constant ô0,

.  / . L  \

dans [49], le terme +l P - I I est ajouté à I'expression de S. On obtient alors :
/ \he  )

F(e,ô')=Fo+sorog(e)-16e-f-(ry)nlq,#,"rt*)) (r-28)

D'autre part la dérivation par rapport au temps de l'équation constitutive I-24 du

modèle de Pennins donne :

j -  r :  : : d F ( ê )Oo=ne+r7- (r-ze)

Cette équation admet une solution e, stationnaire (ër=Q) et unifo.-. 1$=O;'âx  /

donnée par :

. O oer =T (r-30)
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On peut alors écrire l'équation I-29 sous la forme :

. .  i  € - t "
t= -n : .

f  ' ( r ) (r-3 1 )

Notons que I'on retrouve un état stationnaire uruforme comme pour la traction à

vitesse de déformation constante.

b- Stabilité de l'état stationnaire uniforme

Pour l'étude de la stabilité, on considère une petite perturbation locale de

l'état stationnaire de la forme :

ôe = ê - è, = (ôe)o exp(Àt). (r-32)

où (ôe)o est la perturbation introduite à I'instant t:0 et l" est une constante,

appelée taux de croissance, dont le signe indique l'évolution au cours du temps de

la perturbation introduite. D'après l'équation I-31, l'évolution de ôè est donnée

par :

et par suite le coefficient À est donné par :

55 = -6 ôè avec s(e,, - rylr=r.

^ĥ=-6

(r-33)

(r-34)
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À est une fonction de la sensibilité à la vitesse de déformation S. Ce

paramètre est positif lorsque les conditions de chargement sont telles que S(ér)

est négatild'où I'attribution de I'effet PLC à une SRS négative. La condition S:0

est considérée comme lisne de démarcation entre l'état stable et instable.

c- Comportement temporel

L'évolution de la vitesse de déformation peut être examinée au travers du

signe de sa dérivée donnée par l'équation I-31. Vues les variations de la fonction

F (voir la figure I-10), deux situations sont envisageables :

i/ e, est en dehors de I'intervalle [e1,è2]. Dans ce cas ë est du signe de (e.-e)

car F'(é) est positif. Après ur régime transitoire on atternt l'état stationnaire : si

e<è, alors ë estpositif et e vacroîtrejusqu'à és. Si Ë>e, alors ë estnégatif et

e va décroître jusqu'à èr. Ceci concorde avec le fait que l'état stationnaire est

stable puisque l. est négatif en dehors de I'intervaile [e1,e2 ] (voir l'équation I-34).

iil ss appartient à I'intervalle [è1,èr], Dans ce cas l'état stationnaire n'est jamais

atteint et e vade selon le cycle suivant :

* A partlr de 0, la vitesse de déformation augmente jusqu'à è1 puisque ë est

positif (F'(s) étant positif et Ë<èr).

* Au point rl, F'(é) s'annule et ë qui était positif devient infini, la vitesse de

déformation è effectue alors un saut à la valeur éf .

* Au point éi, ë devient négatif puisque F'(€) est positif et è>er. Par suite è

diminue jusqu'à la valeur e2 .

* Au point è2, F'(e) s'arurule et ë qui était négatif devient infini, la vitesse de

déformation e effectue alors un deuxième saut à la valeur ei et le cycle reprend.
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Le comportement décrit ci-dessus et schématisé par la figure I-10 montre

qu'un régime périodique se substitue à l'état stationnaire uniforme €r, ce dernier

étant instable lorsqu'il se situe dans I'intervalle lèt,èr,] nu niveau microscopique,

I'intervalle des vitesses de déformation inférieures à e1 corïespond à I'ancrage des

dislocations par les atomes de soluté et I'intervalle des vitesses de déformation

supérieures à è,2 colrespond à leur désancrage alors que I'intervalle [tr,rr]

colrespond à I'intervalle des vitesses [ur,ur] interdites aux dislocations.

d- Caractéristiques des bandes PLC

Connaissant I'expression de la contrainte viscoplastique F, on peut calculer

diverses caractéristiques des bandes PLC en utilisant l'équationl-29 :
* Le temps AT1 qui s'écoule entre deux apparitions de bandes PLC dans une

section de l'échantillon est donné par :

x Le temps LTz nécessaire à une bande PLC pour traverser une section de

l'échantillon est donné par :

é 1

^. ' -  _ l  i  dF
d r l  - 7  |  - .

n {e -Es
e 2

E.t

ar' =1i dF
" hJ,e-e,
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* L'incrément de déformation A€ d'une section de l'échantillon après un cycle

,d'oscillations temporelles (A+B+C-+D+A de la figure I-10) est donné par :

AE = èSAT.

où AT=AT1+AT2 est la période de passage des bandes PLC.

* De plus on peut facilement démontrer que l'équation I-29 admet des solutions

périodiques sous forme d'ondes se propageant avec une vitesse constante

arbitraire V [50,51], ainsi la période spatiale À et la largeur w d'une bande PLC

sont données par :

4-I-3- Conclusion

En dépit des reproches qu'on peut faire aux modèles ci-dessus, retenons

qu'ils permettent une compréhension raisonnable de I'effet PLC. Ils permettent de

montrer l'existence d'un état de déformation stationnaire uniforme, instable

lorsque la vitesse de déformation correspondant à cet état est située dans le

domaine de sensibilité négative à la vitesse de déformation. Un régrme périodique

se substitue à cet état ; il consiste en une suite de sauts périodiques de la vitesse

de déformation donnant naissance à des bandes de déformation plastique qui se

déplacent par sauts ou bien à vitesse constante. La critique essentielle que I'on

peut faire à ces modèles est principalement le caractère local des équations

constitutives utilisées. En particulier la vitesse de propagation des bandes PLC

reste arbitraire et son indétermination est attribuée à I'absence de coordonnées

d'espace dans ces équations.

In = v^r.
[.* = VAT2

3l



Chapitre I.

4-2- Modèle non-local (le glissement dévié des dislocations)

4-2-l- Introduction

Lorsque la déformation plastique est uniforme, la longueur caractéristique

du champ de déformation est de I'ordre des dimensions de l'échantillon. Par suite,

une formulation constitutive sans échelle de longueur (loi de comportement

locale) suffrt pour I'interprétation du phénomène. Ce type de loi devrent

insuffisant lorsque des gradients de déformation apparaissent à cause de la

localisation de la déformation. Dans ce cas on doit éventuellement faire appel à

des lois de comportement dites non locales.

La déformation plastique peut devenir localisée sous forme de bandes

étroites de déformation plastique. L'introduction des gradients de déformation

s'avère nécessaire pour décrire le champ de déformation si la largeur de ces

bandes devient de I'ordre de grandeur d'une longueur interne liée à la structure du

matériau. Parfois ces bandes peuvent se propager le long de l'échantillon, comme

dans le cas de I'effet PLC, ce qui indique I'existence d'un couplage spatial fort

entre éléments adjacents de l'échantillon. Ce phénomène de propagation, dont

I'origine physique reste I'objet de controverses, nécessite I'introduction de

gradients de déformation et d'échelles de longueur dans les lois constitutives [52-

561

Parmi les modèles non-locaux suggérés pour lleffet PLC, nous exposons ci-

dessous le modèle du glissement dévié. En partant d'une loi de comportement

non-locale de type "réaction-diffirsion", ce modèle permet de calculer la vitesse

de propagation des bandes PLC. La vanation de cette vitesse avec le taux de

contrainte appliqué peut être comparée à la tendance expérimentale. Ce qui nous
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intéresse le plus dans ce modèle est qu'il aboutit au résultat suivant : une analyse

de stabilité non linéaire montre que les solutions périodiques obtenues peuvent

laisser plï. à des solutions apériodiques. Ce modèle prévoit donc une

dynamique sous-jacente à I'effet PLC qui peut éventuellement devenir chaotique.

4-2-2- Loi de comportement

Une loi de comportement non-locale est formulée en considérant que les

échanges de dislocations mobiles entres éléments adjacents du matériau se font

par glissement dévié 12,57,581. Considérons une appronmation

unidimensionnelle où les plans de glissement sont repérés par I'abscisse x. Soit

p,,'(x,t) la densité de dislocations mobiles dans un plan x à I'instant t. La

variation non-locale de cette densité due au glissement dévié, quel que soit son

origine, peut s'écrire :

+1,o(x,t)=

où x" et f sont respectivement la distance maximale et la probabilité de

glissement dévié, v est la vitesse moyenne des dislocations et r = x - x' est la

distance entre deux plans voisins repérés pat x et x'.

Après le développement limité au second ordre de p*(r,t) autour de r:0 et le

calcul de I'intégrale on obtient :

âo- l  -  ô tp-
+l (x,t)=D-

vu ro, âx2

x c

J."(O*(r, t) - p(0, t)Fr.
- x c
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1
avec n - 

{flxl, appelé coefficient de pseudo-diffusion, valable pour tout

mécanisme de glissement dévié [59] La variation locale de la densité de

dislocations mobiles due à d'autres facteurs que le glissement dévié est donc :

lZ:o-he.
li':e-or.-.

(r-3 5)

Après une opération de moyenne, la loi d'Orowan devrent :

+l,t*,,)=B*,t)-upt't)

Y=Ë-#<pp-bv

La loi constitutive du modèle est basée sur I'hypothèse que I'on peut également

substituer t a e dans la loi de comportement utilisée par Kubin et Estrin ; soit :

Z-F(Y) avec

F est la fonction dont I'allure est donnée par la figure I-10. D'après le

théorème des fonctions implicites, il est possible de prendre I'inverse de la

fonction F là où sa dérivée est non nulle . soient G1 I'inverse de F pour les points

de la branche lente (2*l) que I'on appellera dorénavant la branche I et G2 I'inverse

de F pour les points de la branche rapide (l*2) appelée branche II (voir la figure

I-11). La branche instable (1,2) n'est pas atteinte et ne sera pas nécessaire dans la

suite de cette analyse. L'équation Z=F(Y) peut être écrite sous la forme d'un

couple d'équations non linéaires de type réaction-diffrrsion :
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t+- D+- cr(o-he) pour si S e s êr
I dt dxz

| ôe ,.. ô2e
|  - .  - l r - -  U2(o-he)  pour  è2 <  è  <  è i .
I dt àxz

{*='.+
[ .2.=oo=F(é. ).

Io. 
=ôst+os.

[e.  = Ë"t .

(r-36)

(I-37)

(r-38)

Figure I-11 :

Défirution des branches I et II (lente et rapide) [59].

4 -2 -3 - L' éTat stationnaire uruforme

Dans le cas d'une traction à vitesse de chargement constante ôs, l'équation

I-35 admet la solution d'équilibre suivante .

qui correspond à l'état de déformation plastique uniforme :
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La stabilité de cet état d'équilibre est étudiée en introduisant une

perturbation de la forme : u=r-re=êexp(rrl+ikx) où k est le nombre d,onde et rrr

est le taulde variation [32]. Cette analyse de perturbation linéaire montre que

l'état d'équilibre (é.,o.) est stable si F'(è.) est positif et qu'il est instable si

F'(é") est négatif c'est-à-dire si ê1<e 
"1ë2, 

domaine où la sensibilité à la vitesse

de déformation est négative ; dans ce cas le point d'équilibre n'est jamais atternt.

4-2-4- Solutions propageantes

Considérons les perturbations non-uniformes z et y de l'état d'équilibre :

Leur évolution est gouvernée par l'équation :

z-f (y) avec (y):F(i+Y, )-F(Y" )

En utilisant la perturbation de la déformation plastique u=r-re, cette équation

devient :

u=fr,(y) avec fn(y)=+P

Soient d et gtr tes fonctions représentant I'inverse de la fonction f1, sur les

branches stables (voir la figure I-12) ; l'équation ci-dessus produit alors deux

équations aux dérivées partielles de type réaction-diffr.rsion [4] :

[z-z-2".
Ll=V-v"
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t+ - D+ = gI(u) pour la branche I (2.1)
lâ t  

-àxz  o

l+ - D4 - eII (u) pour la branche II (1.2)
fô t  

-àx2  b

(r-3e)

v = etu)

(branche tr)

(branche I)

Figure l-12:

Définition des fonctions gllu; et gi(u) tSll.

On cherche une solution du couple d'équations I-39 sous forme d'une onde

stationnaire dans un repère se déplaçant à la vitesse c constante :

u(x, t )=u(6)=u(x-ct ) .

Le couple d'équations aux dérivées partielles devient alors :

Du" + cu'+ g(u)  = 0.

37
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Le signe'désigne la dérivée par rappottE, g représente alternativement d (tu
fonction inverse de fn sur la branche I) et gl (l'inverse de f1 sur la branche II).
Cette solution propageante est étudiée dans I'espace de phases (u,,ur) en posant :

L'équation I-40 s'écrit alors sous la forme de deux équations différentielles du
premier ordre : l

(r-4r) i

D'autre part on peut écnre :

Iut 
= u'

Luz = u'.

[ui=u' '
[Duâ 

- -ctr2 -g(ur).

ug=-g(; l ) .

, dtt,
u2  =  u27 .

out

L'équationl- l devient alors :

ou, *3 
- -clrz- e(ur ). (r-42)- 

ClUt

Dans le cas non diffirsif (D:0), on retrouve le cycle discontinu décrit par
Kubin et Estrin 132,331. En effet, pour D:0, l'équation r-42 donne :
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Par conséquent, pour u1 donné, deux solutions stables sont possibles :

L'orbite périodique u2(u1) est constituée par les branches I et II parcourues

respectivement après les sauts 2+2* et 1+1*.

Lorsqu'on introduit la diffr.rsion (D*0), ces sauts disparaissent et l'équation

I-42 s'écrit .

(r-43)

[rg, =-sI(ur).
l -  c

L*9"=+

lour 43 = .(ugl - uz ) pour la branche I.
|  

- du r  \  z

I ou, qP = .(ugtt - uz ) pour la branche II.
[ 

- clur

En considérant le signe a. 9L qui représente la tangente à la trajectoire dans
dur

I'espace de phases (ur,uz), on monfre que la trajectoire de phases est formée de

deux arcs I et II (voir la figure I-13) qui se situent à I'intérieur du cycle non-

diffusif et qui coupent respectivement la branche I en un point l' (voisin de 1*) et

la branche II en un point 2' (voisin de 2*). Une orbite fermée peut s'établir si

l'équation ci-dessous est satisfaite :

1' I '

J t*t - sII )dur = 
J {uï - uI, )du1 .

2 '  2 '
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Figure I-13 :

Allure des trajets de phases.
La trajectoire de phases est constituèe des arcs I et II [59]

En d'autres termes, l'égalité ci-dessus représente une condition nécessaire
et suffrsante pour que l'équation I-40 admette une solution périodique et I-39 une
solution propageante. La vitesse de propagation obtenue dans ce modèle est
calculée en utilisant l'équation suivante :

È_ ^s
D Âe-Âeo'

où Ae (respectivement Aeo) est la déformation plastique accumulée sur les
trajets I et II ( respectivement les branches I et II).
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4-2-5- Stabilité des solutions propageantes périodiques

a- Stabilité linéaire

Soit U=(Ur,Uz) une solution propageante pénodique, de période X, du

système autonome I-41 . Û1q+X)=Û(E) En utilisant la théorie des systèmes

périodiques de Floquet [60], on aboutit à une instabilité linéaire de la solution Û.

Le cycle limite est hyperbolique ; chaque point est un point selle et le taux de

croissance de la perturbation est proportionnel à c/D. La périodicité du cycle

limite n'est pas remise en cause tant que la perturbation reste suffisamment faible,

seule I'amplitude de la solution perturbée est dérégularisée. Puisque toutes les

observations expérimentales indiquent que I'amplitude des perturbations reste

bornée au cours du temps, les effets non linéares dewaient avoir une influence

stabilisante.

b- Stabilité non linéarre

Soit A(U1,U2) un point du cycle limite solution du système autonome I-41,

la trajectoire admet, au point A, une tangente donnée p* . 
ffi 

= 
É[g 

- t) 
"

elle coupe I'axe u1 au point Er où la tangente est verticale.

Sur Da la droite passant par A et parallèle à I'axe uz, considérons deux points D et

E tels que : u2(D)<U2 et u2(E)>U2, nous avons 9zrOl9 .t 1t'(nx$dur ' dUr dur ' dUr
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Figure I-14 :

Evolution de la tangente à la trajectoire en fonction de uz
pour une valeur donnée de u1 [59].

La figure I-14 montre ce faisceau de tangentes qui permet de mettre en

évidence I'instabilité non linéaire locale du cycle limite. En effet, si une

perturbation locale en A est effectuée de sorte que la solution perturbée passe en

D (resp. en E), la tangente en D (resp. en E) impose à la solution perturbée de

s'écarter de la solution initiale. Pour la trajectoire perturbée, le point de tangente

verticale sera différent du point E1 et le point d'intersection avec la branche II sera

différent de 1'. Cependant une fois ce point atteint, c'est la détermination f qui

est à considérer pour le système I-41 : le cycle perturbé passe sur I'autre chemin

ce qui le renvoie vers le point initial (voir la figure I-15).

En conséquence, si les effets non linéaires ont une influence localement

déstabilisantes (une perturbation locale entraîne une divergence) ils sont

globalement stabilisants du fait de I'alternance entre I'arc I et II.
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Figure I-15 :

La perturbation de la trajectoire de phases monfie I'existence
d'une instabilité locale et une stabilité globale du cycle limite [S9].

4-2-6- Conclusion

Le modèle non local de glissement dévié des dislocations vis permet un

calcul de la vitesse de bande, qui n'est pas I'objet de ce mémoire. Notons

cependant qu'il existe plusieurs modèles non locaux en concurence, dont les

résultats sont contradictoires, et que, d'autre part, les résultats expénmentaux

restent eux mêmes confus sur ce point. Un deuxième résultat du modèle est que le

régime périodique, qui se substitue à l'état stationnaire instable, est localement

instable et globalement stable. On en déduit que des orbites non périodiques sont

susceptibles de se produire au voisinage de I'orbite calculée. La vitesse de

propagation déterminée à pa.rtir d'une orbite périodique pourra donc subir des

variations d'apparence aléatoire. Enfin, notons que ces résultats sont obtenus pour

une machine douce ; ils ne sont qu'indicatifs dans le cas d'une machine dure : à

vttesse de déformation imposée, seule une étude numérique pourrait fotrnir le

comportement de perturbations non uniformes de la solution stationnaire.
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4-3- Modèle dynamique de dislocations (échelle mésoscopique)

4-3-l- Formulation du modèle

Une première tentative d'explication de I'effet PLC par la connexion entre

les variables macroscopiques et le comportement des défauts à l'échelle

microscopique est due au groupe de Ananthakrishna [5,6]-68]. Pour interpréter

l'écoulement discontinu dans le cas du fluage, une théorie a été développée en

1978 en supposant que les dislocations mobiles, notées "g", et les dislocations

immobiles, notées "s", interagissent entre elles et se transforment les unes en les

autres [69]. Pour prendre en compte le concept du vieillissement dynamique de

Cottrell, ces auteurs introduisent un troisième type de dislocations, notées "i" : ce

sont les dislocations entourées d'atomes de soluté 1641. Ces dernières se

déplacent beaucoup plus lentement que les dislocations mobiles et deviennent

éventuellement immobiles. Le modèle est basé sur une description de la

dynamique des dislocations qui stipule que les trois types de dislocations ci-

dessus peuvent se transfonner les uns en les autres suivant des mécanismes que

I'on peut représenter par les "réactions" suivantes :

g 
t t t  

,g+g

.  kt ' l2g + g # S * S

g+g 
( l - k )P ' l2  

,O

g+s+0

s-48

s4i
i  d '  >s

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(r-44)
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La première réaction décrit la génération des dislocations mobiles par des

mécanismes de glissement dévié ; 0 étant la constante de multiplication et V, la

vitesse des dislocations mobiles. La deuxrème réaction exprime la conversion de

deux dislocations mobiles en deux dislocations immobiles. Les réactions (3) et (a)

décrivent I'annihilation d'une dislocation mobile avec une autre dislocation mobile

ou avec une dislocation immobile. La réaction (5) représente la mise en

mouvement d'une dislocation suite à I'application d'une contrainte ou suite à

l'activation thermrque (À). La réaction (6) correspond au vieillissement dynamrque

en vertu duquel les dislocations mobiles sont ancrées par les atomes de soluté. Le

paramètre cr dewait dépendre de la constante de diffrrsion des atomes de soluté,

de leur concentration et de la vrtesse des dislocations "i". La diffrrsion des atomes

de soluté vers les dislocations "i" entraîne I'rnmobilisation de ces dermères, d'où

la réaction (7) Le paramètre cr' est le coefficient de frottement subi par les

dislocations "i".

En considérant le bilan des variations de chaque type de dislocations, on

obtient un système de trois équations différentielles non linéaires couplées

gouvernant l'évolution des densités Nr, N, et N de ces trois types de dislocations:

N, =gvrN, -PN3 -PN 
rN.+ÀN, 

-0N, .

N. =kpN ! 
-uN 

rt'1, 
-ÀN, +c,îI, .

Ni=crNe-c[Ni.

(r-45)

Dans le cas du fluage, la résolution numérique du système d'équations ci-

dessus ainsi que la résolution analytique approximative [65] (basée sur la

méthode des oscillations de relaxation) montrent une bonne concordance du

modèle avec les expériences de Zagorukuyko [70].
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4-3-2- Cas d'une machine dure

Dans 167l le modèle est étendu au cas d'une traction à vitesse de

déformation constante é en rajoutant, au système ci-dessus, l'équation traduisant

le chargement imposé ("équation de la machine") :

ôu = K( t -bo(Ne +yNi)vs(o. ) ) (r-46)

où K est la rigrdité effective et bo est le module du vecteur de Burgers. Pour la

vitesse des dislocations mobiles, on a utilisé une loi en puissance de la forme :

/  x /  \ m
Ve = Uo\o/oo) avec o* = oa -HNV2

o' est la contrainte effective, ou est la contrainte appliquée, 06 est la contrainte

nécessaire pour que les dislocations mobiles se déplacent à la vitesse Vs, H est

une constante caractéristique de l'écrouissage, N est la densité totale de

dislocations (l{:Nr+N,+N1) et m est un exposant de sensibilité à la vitesse.

On suppose que les paramètres de contrôle 0, [r (:p'), X, u, et ctr' sont

indépendants de la contrainte et on pose :

[U*r 
= À,x, FN, = OVoY, PCr'Nt -]ua,z, o = oog.

f t=evot,  
bx+ y+9!z-q.

D'où le système d'équations ci-dessous :
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x= (e -hqr lz) ' * -bx2 -ax+y-xy.

y = b(kbx' -*y -y + az).

2 -  c(x-  z)

o = d[. - (q - hrlrlz)*(* - y' ùf

(r-47)

fcr = OVsa, ]"= evob, cx':0Voc, a'T'- aT
où]^ ,  ^,  --re%\/2

l0p^tosd = ÀboK, ebsVs = tp, hoo - Hl -" 'u- 
;

t  \ t r)

4-3-3- Résultats du modèle

a-Le régime périodique

On montre que le système I-47 admet une solution stationnare

Pu = (xu ,Ya,za,Qu) pour laquelle xu = Ya = 2^=9u = 0. La stabil i té de cette

solution est étudiée en fonction des paramètres de contrôle (a, b, c, d, m, k et e).

Pour un certain intervalle de ces paramètres, l'état stationnaire est instable et le

système I-47 admet des solutions périodiques appelées "cycles limites" [71] On

montre que ces solutions périodiques sont dues à l'égalité de l'énergie fournie

(multiplication des dislocations grâce à la contrainte appliquée) et de l'énergie

dissipée (annihilation et immobilisation des dislocations et d'autres processus). Ce

phénomèné est donc hors d'une situation d'équilibre et c'est un exemple de

structure dissipative. En termes de dislocations, le régime périodique peut êfre

interprété comme larépétition du cycle g+ i + s+ g selon les transformations

décrites au début de ce paragraphe.
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b- Comparaison avec I'expérience

Ee = o-1 n/"

Figure I-16 :

courbe de traction à vitesse de déformation constante
et sensibilité négative à la vitesse de déformation 167,691.

Dans le domaine d'instabilité de l'état stationnaire, la résolution numérique

du système I-47 aboutit à des résultats qui sont qualitativement en accord avec

I'expérience :

* La figure I-16 montre une courbe de traction typique de l'écoulement discontinu

associé à I'effet PLC.

* Le phénomène n'est observé que dans un intervalle de vitesse de déformation et

de concentration de soluté.

* Les décrochements de la contrainte sont obtenus à partir d'une déformation

critique e. qui augmente puis diminue avec la vitesse de déformation en accord

avec les expériences de Mc Cormk[721.
* L'amplitude des décrochements augmente avec la déformation et devient

stationnaire ce qui concorde encore avec 1721.
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D'autre partla sensibilité négative de la contrainte d'écoulement par rapport

à la vitesse de déformation apparaît dans ce modèle corlme conséquence du

passage de l'état stationnaire vers un régime périodique contrairement aux autres

théories dans lesquelles cette caractéristique était ou bien supposée [43] ou bien

dérivée de considérations phénoménologtques 128,411.

c- Le régime chaotique

En plus de ces résultats, le modèle ci-dessus prévoit un comportement

chaotique du système. Le paramètre de conffôle est la vitesse de déformation

adimensionnelle e. Pour les faibles valeurs de e, on obtient, comme nous I'avons

indiqué ci-dessus, un comportement périodique (de période T) à la suite d'une

bifurcation de Hopf potr e:ol. Lorsque e augmente, I'orbite de période T devient

instable et donne naissance à une orbite de période 2T après ure deuxième

bifurcation pour a:e2.On obtient de même une orbite de période 4T pour e:€3,

une orbite de période 8T pour e:e4 ... et, finalement, une orbite apériodique pour

e = o-. Cette suite de bifrrcations, appelée "doublement de période" est à

I'origine du comportement chaotique du système.Lavitesse d'approche de cet état

est donnée pal ô:(en-en-1)/(en*r-en) appelé "exposant de Feigenbaum" [73] (e" est

la valern de e à la niè*" bifrrcation).
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Figure l-17 :

Diagramme de bifurcation obtenu à partir du modèle Pal.

La figure I-17 illustre cette cascade de bifrucations et I'apparition du chaos

par doublement de période. Elle représente I'amplitude maximale du saut de

contrainte en fonction du paramètre de contrôle e. On note un retour au régime

périodique lorsque e continue de croître, dû au fait que I'effet PLC a lieu dans un

intervalle fini de vitesses de déformation.

La figure I-18 montre la projection du portrait de phases du système sur le

plan (x,z) pout m:2 et e:183,5. On observe un attracteur apériodique appelé

"attracteur étrange" dont la structure fractale est caractéristique d'un régime

chaotique déterministe.
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Figure I-18 :

La projection de la trajectoire de phases sur le plan Qli,O)
montre I'existence d'un attracteur étrange 15,741,

4-3-4- Aspect spatial du modèle

La critique que I'on peut adresser à ce modèle est qu'il ignore I'aspect

spatial du phénomène. Dans [75], ta dépendance spatiale est introduite sous

forme de gradient, grâce aux équations de continuité des densités de dislocations.

Moyennant'une analyse de stabilité, on obtient alors une vitesse de propagation

des bandes PLC qui augmente avec la vitesse de déformation imposée et qui

décroît avec la concentration du soluté. Cette demière dépendance a besoin d'une

confirmation expérimentale mais la première concorde avec les résultats

expénmentaux de Chihab [20] obtenus à vitesse de déformation constante.
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5- CONCLUSION

Ce-chapitre constitue une présentation de I'effet PLC , on y trouve un
rappel de quelques modélisations à la fois microscopiques et macroscopiques du
phénomène, en rapport avec notre propos. De cette éfude nous notons
particulièrement deux résultats : le modèle du glissement dévié aboutit à la
possibilité d'un régime chaotique, éventuellement détermrmste et le modèle

d'Ananthakrishna montre I'existence d'un attracteur étrange et suggère ainsi que la

dynamique de I'effet PLC est chaotique détermimste.
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Chapine II.

ETUDE QUALITATIVE DU COMPORTEMENT

D'UN SYSTEME DYNAMIQUE.

1- ESPACE DE PHASES

I - 1- Notion de flot

Après avoir identifié les variables dont dépend l'état d'un système
dynamique, la modélisation de son comportement cornmence par poser les lois
régissant les variations spatio-temporelles de ces variables. Dans le cas des
systèmes étendus dans I'espace, on aboutit à un ensemble d'équations aux
dérivées partielles qu'il faut résoudre pour déterminer l'évolution des variables
afin de comprendre la dynamique du système considéré.
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Dans la plupart des situations,

difficiles à résoudre analytiquement.

arnène sorrvent à les transformer en

ordinaires appelé.flor dans IRn :

ces équations aux dérivées partielles sont

Leur résolution à I'aide de modes spatlaux

un système de n équations différentielles

(rr- 1 )

où X est un vecteur de IRn dont les composantes sont les n vanables d'état du

système. F désigne un champs de vecteur de IR" ; il contient les paramètres

traduisant I'interaction du système avec le nulieu exténew. Lorsque Ë dépend
explicitement du temps, le flot est dit non autonome ; dans le cas contraire. le flot
est dit autonome

La transformation d'un système d'équations aux dérivées partielles en flot
fait par exemple appel à la méthode de Galerkin ou à la méthode des éléments
finis. Pour effectuer correctement cette opération certaines règles doivent être
respectées [6] :

/ Ne pas introduire d'instabilité "catastrophique", ce qui n'est pas une tâche aisée
en dynamique non linéaire. Certes la connaissance de la physique d'un problème
déterminé dewait permettre, au moins en principe, d'éliminer toute espèce de
catasfrophe des équations initiales. Cependant, le recours à des approximations
est presque toujours nécessaire pour mener les calculs à leur tenne. Il est très
difficile de s'assurer que I'inhoduction de telles approximations ne s'accompagne
pas de celle de singularités. Par exemple, si à I'issue d'une approximation, on
obtient l'équation diflerentielle non linéaire simple fl1ç/f,1:-P, dont la solution est
x(t):x(0)(l-t.x(0)), on introduit une singularité pour t:l/x(0). C'est un temps
positif dès que x(0) est positif.

* *,,, = n(x1tl)
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irl Préserv'er les propriétés exactes des équations de départ, lorsque celles-ci en

possèdent. C'est en particulier le cas des équations de bilan de toutes les variables

extensive_q-soumises à un principe de conservation telles que la masse, la quantité

de mouvement, . . .

iii/ Elaborer des équations tronquées aussi proches que possible des équations

initiales. Arnsi pour modéliser des équations aux dérivées partielles, il convient de

prendre le maxrmum de points de gnlle (ou de modes de Founer) compatibles

avec la réalisation effective du calcul. Une faible résolution spatiale introduit

souvent des comportements qui ne sont pas intrinsèques au système dynamrque.

Citons à titre d'exemple l'étude de la convection de Rayleigh-Bénard [6] . Loretu

construit son modèle en transformant le système d'équations aux dénvées

partielles de Bousslnesq en flot tridimensionnel U0l Lors de cette

transformation, Lorenz respecte les deux premières règles ci-dessus, mais les

faibles moyens de calcul de l'époque I'amènent à une simplification maxrmale de

la représentation dynamique : pour la troncature des équations de Boussinesq,

Lorerz utilise une méthode spectrale impliquant seulement trois modes de

Fourier. La résolution du flot obtenu conduit, dans certaines conditions, à un

comportement chaotique du système (attracteur de Lorenz). Plus tard, Cuny et al

176l reprennent la résolution des équations de Boussrnesq en utilisant un

développement plus poussé que celui de Lorenz (impliquant plusieurs dizaines de

modes de Fourier). Ils montrent alors que le régrme chaotique obtenu par Lorenz

n'est pas stable, et qu'il subit rapidement une fransition vers un régrme périodique

ou quasi-périodique. On en déduit que le comportement chaotique obtenu par

Lorerz n'est pas intrinsèque au système physique : ce n'est que le fruit d'une

résolution spatiale inadéquate. Rice [77] aboutit à une conclusion identique lors

de la simulation numénqu€, pil éléments finis, des glissements entre plaques de

la croûte terrestre. Il monhe que des glissements complexes du point de vue
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spatlo-temporel, disparaissent en faveur de régimes périodiques lorsqu,on
diminue, jusqu'à ta limite continue, la taille des éléments formant le maillage. Une
telle opération sllppose que le modèle comprenne une échelle de longueur
rntrinsèqtË, à laquelle on peut comparer la longueur caractéristique du maillage.
Tel n'est pas le cas des modèles discrets qui ont par conséquent tendance à
produire des comportements spatio-temporels complexes.

l -2- Portrait de phases (PDp)

Comme nous I'avons indiqué ci-dessus, la résolution analytique du système
II-l n'est possible que dans certaines situations particulières. Dans la plupart des
cas le flot n'est pas rntégrable, ce qui impose une étude numénque etlou
qualitative du comportement du système.

Le vecteur X(t) (de dimension n) représente l'état du système à I'instant t ;
il permet de définir un point P(t) dans un espace S (de dimension n) appelé

espqce de phases du système (EDP). A partir d'une condition initialef(to),

l'évolution du système au cours du temps enhaîne le déplacement du point p(to)

dans I'EDP. La ligne décrite par ce point est appel ée tralectoire de phases du
système (TDP). Le diagranrme obtenu est appelé portrait de phases du système
(PDP). Pour certaines conditions initiales, les TDP convergent souvent vers un
ensemble eompact de I'EDP appelé attracteur. L'ensemble des point de I'EDp
donnant naissance à une TDP qui converge vers un attracteur est appelé bassin
d'attraction (votr la figure I-l).
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f i l

l jrl l lf i l l n

I  l -

Figure II-1 :

A représente I'attracteur et B son bassin d'attraction.
Les trajectoires issues des points initiaux o,p,y et ô

sont amenées sur A par le flot [6].

Chaque type d'attracteur est le reflet d'un régrme dynamique donné. par

conséquent I'identification d'un attracteur (par I'observation du pDp) permet de
caracténser la dynamrque d'un système, et éventuellement de maîtnser son
comportement. On entend par la maîtrise du comportement d'un système, la
compréhension de sa dynanique, le confiôle de son évolution et la prévision de
son devenir.

l-3- Caractérisation d'un régime dynarnique

l -3- l - Régrme stationnaire

L'attracteur associé à un tel régime est appelé point fixe. Toute TDp partant
du bassin d'attraction converge vers un point attracteur de I'EDp. Une fois que ce
point est atteint, la TDP cesse d'évoluer.
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l -3 -2- Régime périodique

L'attracteur associé à un tel régrme est appelé cycle lrmite. Toute TDp
partant du bassin d'attraction converge vers une orbite fermée de I'EDp et ne la
quitte plus.

I -3-3 - Régime quasi-périodique

L'attracteur associé à un régime quasi-périodique, ayant r fréquences de

base, est un tore de dimension r noté T'. Toute TDP partant du bassin d'attraction

s'enroule rndéfinrment autour du tore.

l-3-4- Régrme apériodique :

Parfois les TDP d'un système dissipatif ne convergent vers aucun des

attracteurs précédents. Leur évolution possède une complexité qu'on peut

expliquer par I'une des raisons suivantes :

il Ou bien la TDP évolue d'une façon complètement aléatoire. Dans ce cas il s'agrt

d'un régrme qu'on appelle chaos stochastique.

i/ Ou bien la TDP est attirée par un objet de forme plus ou moins complexe et de

nature topologique spéciale baptisé, attracteur étrange. Dans ce cas il s'agit d'un

régime apénodique déterministe qu'on appelle chaos déterministe. L'appellation

donnée à ces attracteurs fait réference à letn propriétés peu communes que nous

allons voir au paragraphe suivant.
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2- LES ATTRACTEURS ETRANGES

2-l- lntroduction et propriétés

La notion d'attracteur étrange est appame pour expliquer la transition d'un

régrme dynamique régulier vers un régime chaotique telle que le passage d'un

écoulement lamrnaire à un écoulement turbulent. C'est à Ruelle et Takens [6] que

revient le mérite d'avoir ouvert, en 1971, une voie radicalement nouvelle en

introduisant ce type d'attracteur. L'appellation d'attracteur étrange fait référence

aux propriétés peu communes de ces atfiacteurs dont la plus cruciale est la

sensibilité aux conditions imtiales en vertu de laquelle deux trajectores,

rnitialement aussi voisines que I'on veut, finissent toujours par s'écarter, I'une de

I'autre, au cours du temps.

Figure ll-2 z D'après Abratram et Shaw [6].

Les trajectores I etL émergent du plan horizontal, se croisent
sans intersection dans I'espace, et retournent vers la "spirale".
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Dans cette formulation, on réunit deux termes "contradrctoires,, : la
divergence des tralectoires à cause de la sensibilité aux conditions imtiales et leur
repliement à cause de I'existence de termes non linéaires, conduisant à un
attracteui du type de la figure II-2 ci-dessus. La divergence des tra.;ectoires
s'effecfue suivant une spirale plane, puis les trajectoires émergent du plan dans
I'espace, et sont réinjectées au centre de la sprale. L'attracteur doit alors avoir
une dimension d strictement supérieure à deux (d>2) D'autre part, à cause de la
contraction des aires dans un système dissipatif (des volumes en général),
I'attracteur a une dimension d strictement inférieure à la dimension n de I'espace
de phases (d<n) Par conséquence, pour un espace de phases de dimension 3 par
exemple, nous arrivons au résultat suivant : 2<d,<3 qui veut dire que la

. Cette dimension est
difflerente de la dimension Euclidienne et s'appelle dimension fractale. Une
deunème propriété d'un attracteur étrange, résultant directement des opérations
d'extension et de repliement, est donc qu'il est un objet fractal.

2-2- Objet fractal

2-2-l- Définition :

un objet fractal est une structure rnégulière à toute échelle [6,7g]. on en
distrngue deux types :

i/ Les fractales auto-similaires : elles sont identiques à elles mêmes à toute
échelle, c'est-à-dire qu'elles gardent le même aspect quel que soit le grossissement

auquel elles sont observées. C'est le cas des attracteurs étranges par exemple.
iil Les fractales statistiques telles que les cotes maritimes, les polymères, etc. Ces
fractales ne sont auto-similaires qu'en moyenne.
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2-2-2- Exemples

a- L'enser4ple "tnadique" de Cantor

On enlève au segment uruté son tiers central, puis on répète cette opération

sur les deux segments restants et on réitère indéfimment ce processus. On obtient

un objet fractal constitué d'une nfinité de points disjoints (voir la figure II-3).

I, I
7 t )  I  I--t

I' C  1 / !

I
I
I

I

Figure II-3 :

Premrères étapes de construction
de I'ensemble "triadique" de Cantor [6].

:

b- La courbe "tnadique" de Koch

On divise chaque coté d'un triangle équilatéral en trois parties et on

construit trois nouvearx triangles équilatérau( sur les tiers centraux. En réitérant

cette opération indéfiniment, on obtient un objet fractal appelé courbe triadique

de Koch ou encore "flocon de neige" (voir la figure II-4).
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Figure II-4 :

Premrères étapes de construction
de I'ensemble "triadique" de Koch [6].

c- La carte itérée de Hénon

Figure II-5 : Représentation du plan de Hénon [79].

C'est I'ensemble des points Pr du plan (voir fig,ne If-5) dont les
coordonnées X1 et Yp sont définies par :
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2-3- Dimension fracta
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C'est une mesure du degré d'rnégularité d'un objet fractal. Elle permet de
caractériser la répartition de sa structure dans I'espace. Nous allons en citer deux
définitions [6,78].

2-3-l- Dimension fractale au sens de HausdorÊBesicovrtch

ou dimension de recoulrement D

a- Défrnition

Supposons que I'objet fractal soit un ensemble de points situés dans un
espace de drmension p. Cherchons à recouwir cet ensemble de points par des
volumes de drmension p et de taille e (cubes ou hyper-cubes d'arête e).

=Yt* l -cr  xf l  
avec 0 =l ,4etp-0,3.=0'Xr

le

Figure II-6 :

Illustration du principe de recouwement
d'un objet (ensemble de point) par des cubes d'arête € [6].
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Soit N(e) le nombre minimal de ces volumes ; par définition, la dimensron
fractale de Hausdorff-Besicovitch (H-B), si elle exisre. est

D = rimIt"ry,:]l
e-+o[ t"(/,) 

)

( rr-2 )

Autrement dit, pour e petit, le nombre N(e) vane en e-D.

b- Exemples

i/ Cas d'un objet régulier

* Un point de I'espace . N(e):1' I D:0.
r Un segment de longueur L , N(e)=1/e = D:l .
t Une surface d'aire S : N(e;:57r2 = D:2.
* Un cube de volume V : N(e)=y7s3 = D:3.

Jusque-là, la notion de dimension fractale au sens de H-B n'ajoute rien à
celle introduite par Euclide , la dimension fractale D n'est autre que la dimension

Euclidienne a : N(e;=(L/e)o +D:c.

iil Cas d'un objet fractal
* L'ensemble "triadique" de Cantor

Au premier stade : e:ll3 +N(e):2.

Au deuxième stade : e:ll9 +N(e):{

:

Au miè*" stade : e:(l/3)* =+ N(e):2m.
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I t"(, '))
d'où D= l im l_!  l=0.63*-*[ r_n(:*)J

Notons que la dimension obtenue n'est pas entière. Elle est comprise entre zéro et
Lln, ce qui concorde avec le fait que I'objet fractal occupe plus d'espace qu'un

pornt et moins d'espace qu'un segment.

* La courbe "triadique" de Koch

Par ur raisonnement similatre au précédent, la dimension fractale au sens

de H-B obtenue pour cet objet est : D:Ln()lLn(3):1.26

Là encore la valeur de D (non entière et comprise entre un et deux) est en accord

avec le fait que I'objet fractal occupe plus d'espace qu'une courbe et morns

d'espace qu'une surface.

2-3-2- Dimension fractale au sens des masses V

La détermination de la dimension fractale de H-B n'est pas une tâche facile

surtout dans les cas d'tntérêt pratique. On définit alors une autre dimension

fractale v. Celle-ci est généralement différente de D mais elle en donne une

valeur approchée par défaut : v < D.

a- Définition

Supposons encore que I'objet fractal soit un ensemble de points situés dans

un espace de dimension p. Traçons une sphère (ou hyper-sphère) de rayon r,

centrée sur I'un des points constituant cet objet fractal, et comptons le nombre de

pornts N(r) situés à I'intérieur de cette sphère (voir figure II-7).
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Figure ll-7 :

Illustration de la méthode de calcul de la dimension fractale,
au sens des masses, pour un ensemble de pornt [6]

Par définition, la dimension fractale au sens des masses v est telle que :

N(r) - ru

Chapitre [1.

(rr-3)

b- Exemples

i/ Cas d'un objet régulier

* Ensemble de points sinrés sur une courbe

N(r) - r  + V:1.

* Ensemble de points uruformément repartis sru une surface

N(r) - l  =)  Y:2.

Remarquons encore que, pour les objets réguliers, la dimension fractale au

sens des masses n'ajoute rien à la dimension Euclidienne : V : c[.
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iil Cas d'un objet fractal

La carte itérée de Hénon

On trouve N(r) -  r l  26 ce qui impl ique V :1,26.

L'ensemble de Cantor

On trouve N(r) - ro u' ce qui implique V : 0,63.

2-3 -3 - caractérisation d'un régime chaotique détermrmste

Sachant qu'un attracteur éhange est le reflet d'un régrme apériodique
détermrniste et que c'est un objet fractal, I'existence d'une dimension fractale est
une condition nécessaire pour que la dynamique d'un système chaotique soit
déterministe.

2-4- Exposant de Lyapunov

En raison de la sensibilité aux conditions initiales, les trajectoires de phases
divergent I'une de I'autre. On meswe la vitesse de cette divergence au moyen de
l'exposant ou nombre caractéristique de Lyapunov.

'

2-4-l- Définition et signification précise

Considérons un système dont la dynamique est gouvernée par le flot, de
dimension n, donné par l'équation II-1. L'utilité de I'exposant de Lyapunov
apparaît lorsqu'on examine le comportement d'une hajectolre initialement proche

d'une solution X(t) de ce flot [6]. En linéarisant le flot autour de la solution

X(t), l'évolution de l'écart ôX1t) est donnée par l'équation :
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dt

tnapt t rc l l .

(rr-4)

- , f ,e
r  V l

oL t  U ( t )  =  - -
AX

D(r)ôx

est une matnce qui dépend du
xrt l

flot et de la solution X(t)

l'équation II-4 s'écrit :Pour un écart initial ôX(O), la solution ôX(t) de

ôX1t; = L(t)ôX(g)

où L(t) est une matrice carrée d'ordre n dont

indication sur l'évolution d'une perturbation de

les n valeurs propres donnent une

la trajectoire de phase.

Cette démarche relève de la même inspiration que la théone de Floquet de
la stabilité linéaire d'une solution périodique : il s'agrt d'une analyse 1néaire du
comportement au voisrnage d'une trajectoire. Dans la théorie de Floquet [60], on
regarde ce qui se passe au bout d'une période T pour une orbite de référence
fermée alors qu'ici les valeurs propres de L donnent une indication sur l'évolution
à proxrmrté d'une trajectoire qui n'est pas astreinte à se refermer sur elle-même.

a- Cas particulier

Si la matnce D ne dépend pas du temps, elle possède n valeurs propres

constantes, éventuellement complexes, Â1,Âq,...,À. Dans ce cas, I'intégration de
l'équation II-4 aboutit à une matrice L(t) diagonale dans le repère des vecteurs
propres :

L(t; = diag(Ar,À2,...,Àn) avec Ài = sÀit.

Les À, sont appelés . coefficients de Lyapunov.
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Dési-enons par L* la matrice hermitique conjuguée de la matrice L. Latrace

du produit L*L est alors donnée par :

Lorsque le temps augmente, I'exponentielle ayant la partie réelle la plus grande,

notée À, fittit tot4ours par I'emporter sur les autres, soit :

(rr- 5 )

Grâce à cette formule on peut donc déterminer la plus grande partie réelle

sans avoir à chercher les valeurs propres de la matrice L, T est le plus grand

exposant de Lyapunov.Il donne une indication sur l'évolution à proxrmrté d'une

trajectoire.

b- Cas général

Dans la plupart des cas la matrice D dépend du temps et L(t) ne se met

plus sous la forme simple précédente. En effet, les valeurs propres de la matrice

D ne sont pas constantes et la matrice L n'est pas diagonalisable dans un repère

fixe. Néaruhoins, on peut toujours définir la quantité :

I = ,g + r-n[r.(r-. (t)L(t))]

Tr(r.. (r)L(t)) = | .(ri +Ài rt
i = l

À tot 
=Lg#n [r' (r. ( t) L( t) )] (rr-6)
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Cette limite, qui existe pour une large catégorie de situatrons, est appelée
exprtsant ou nombre caractéristique de Lyapunov attaché à la solution X(tl

Aux temps longs, suivant le signe ae À1x], l'écart ôx(t; augmente ou diminue en

moyenne exponentielle.

2 - 4 -2 - caractéri sation d'un ré grme chaotique détermrmste

Pour un régrme pénodique ou quasi-pénodique stable, on obtient un
exposant de Lyapunov nul. Pour un régime apériodique déterministe, auquel est
associé un attracteur étrange, la sensibilité aux conditions rnitiales rmplique la
divergence des trajectoires de phases. Le plus gand exposant de Lyapunov doit
donc être positif. Le long du mouvement orbital, I'exposant de Lyapunov est nul.
Il en résulte que' en raison de la contraction des aires pour un système dissipatif,
au moins ul exposant de Lyapunov doit être négatif. On voit aussi la nécessité de
I'existence de trois variables indépendantes au moins pour qu,un système
dynamrque dissipatif soit chaotique. Dans le prolongement de ce raisonnement
simple, il est naturel d'envisager la caractérisation d'un régime chaotique
déterministe par I'existence d'un exposant de Lyapunov positif.
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3- LA NIETHODEDES RETARDS

3- 1- Sériltemporelle

L'étude qualitative d'un système dynamique dans I'espace de phases
présuppose la connaissance des variables d'état de ce système et le flot qui régrt
leurs variations. Lorsqu'il s'agtt d'un système dynamrque réel, on a rarement accès
à ces informations. Faut-il, pour autant, conclure que I'analyse précédente reste
uniquement applicable à des simulations numériques et qu'elle ne peut servir à
l'étude des systèmes réels ? Il n'en est rien, du moins lorsque le nombre de degrés
de liberté du système reste faible. On s'attend à ce que chacune des variables
d'état reflète suffisamment bien les différentes facettes du comportement du
système pour permettre d'en faire une analyse qualitative [7,80]. Sans connaître le
flot d'un système dynamique, la méthode des retards permet d'obtemr une
reconstruction du portrait de phases à I'aide de I'enregrstrement temporel v(t) de
l'évolution de I'une des variables d'état v du svstème.

Pratiquement, lors d'un essai expérimental ou d'une simulation numérique,
on relève les valeurs de la variable v à des instants régulièrement espacés d'un
intervalle de temps T, appelé temps d'échantillonnage (voir la figure If-g) Soit v1
la valeur de v relevée à I'instant tii.Tr. L'ensemble des valeurs v' forme ce qu,on
appelle wt signal ou une série temporeile et que I'on note par :

fv rli=1,2,... ,N, ]. (rr-7)

N. étant le nombre de valerrs vi relevées. L'intervalle de temps T1:(Nr-l).Tr,
coffespondant à la durée de I'enregistrement, est appelé longueur de la série.
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Figure II-8 : Signal ou série temporelle.

3-2- Principe de la méthode :

3-2-l- Introduction :

Considérons un système dynamique dont le comportement est gouverné par

le flot II-1. Formellement, étantdonnée une condition initiale lo, nous pouvons

écnre la solution à I'instant t telle que 1(t)=0,(10), où q représente une

famille d'applications dans I'espace de phases S de dimension n. Pour toutes les
conditions initiales possibles, nous pouvons concevoir une écriture collective des

solutions telle que g,(S), ce qui peut être rnr comme un flux de points dans S. La

dimension de g1(S) est, à priori, égale à celle de S. Cependant, quand un système

dissipatif évolue, le flux se contracte dans un espace de dimension inférieure qui

est I'attracteur. Dans la suite, nous supposons que ce dernier existe dans une
variété régulière A de dimension m [81].
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3 -2-2- Reconstmction d'une variété

a- Définitron

Une reconstruction d'une variété A est une application continue <D définie

de la variété A vers un espace U telle que :

r/ O(A) est une sous-variété de U.

rul (D est un difféomorphisme entre A et O(A).

b- Théorème de Whitney [82]

Soit A une vanété compacte de dimension m. Pour toute pare (F,"), où F

est un champ de vecteur de classe C2 et v est une fonction contrnue sur A, c'est

une propriété générique que I'application QF..,,, définie ci-dessous, est une

reconstruction de A dans R.2^*1.

QF" ,ArP2m+l

*-o.,u (*F("(r),u(e, (x)),"(oz (*)),,"(<0,_ (x)))

"(o,(X)) 
étant le flux de F à I'instant t1.
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Figure II-9 : Schéma d'une reconstruction [gl].

:

3-3- Reconstruction du porhait de phases d'un système dynamrque

3-3-l - L'équivalence d'ordre k t83l

Soient F et G deux champs de vecteurs de classe c'. on dit qu,il y a
équivalence d'ordre k, avec k<r, enfie F et G s'il existe un diftomorphisme ip

de classe ck qui associe aux orbites g,(x), relatives à F, des orbites

recons t l r - rcbron+

di f feromolphrsme
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V,'(o(X)), relatives à Ô, en conservant leur orientatron. L'équivalence est dite

différentielle si k > 1 Pour k:0, l'équivalence est dite topologique et O est un
homéomorphisme.

3-3-2- Théorème de Takens

Dans la reconstruction définie par Whitney, O est un difféomorphrsme. Il y

a donc une relation d'équivalence différentielle. Sachant que cette dernière

conserye les propriétés topologiques et différentielles des objets mathématiques,

Takens suggère une application du théorème de Whitney pour la reconstruction

du portrait de phases d'un système dynamique. Dans sa technique [7], appelée

méthode des retards, Takens propose de remplacer la fonction v par une des

variables d'état du système et v(g:(Î)) n* la valeur de cette variable d'état à

I'instant t;.

Lorsque, pour une raison ou une autre, on n'a pas accès au flot d'tur

système dynamique ayant n degrés de liberté, il suffit, grâce à la méthode des

retards, d'une série temporelle pour reconstruire son portrait de phases dans un

espace U de dimension M. Le diagramme obtenu est appelé pseudo-portrait de

phases (PPDP), I'espace U est appelé espace de reconstruction et sa dimension

M, appelée dimension de reconstntction, doit vérifier le critère de Takens :

M>2n+1. (rr-8)
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3-4- Mise en oeuwe de la méthode

Dury le théorème de Takens, aucune urdication n'est donnee concernant
I'inten'alld d. t..ps séparant deux relevées successifs de la variable d,état v (le
temps d'échantillonnage T,). Sachant que lorsque cet intervalle est trop courr, on
rlsque d'avoir une redondance de I'information (la valeur v à un instant donné
n'apporte pas plus d'information que sa valeur à I'rnstant précédent), il convient
d'introdune un concept usuel appelé fenêtrage. une fenêtre (M,L) laisse
apparaître M éléments de la série temporelle, espacés d'un intervalle de temps
T;:L.T5 qu'on appelle retard. L'intervalle de temps T*:(M-I).L.T, est appelé
longueur de la fenêtre d'observation. M et L sont deux constantes entières
appelées paramètres de reconstruction. Chaque ensemble de M éléments (de la
série temporelle) constitue les composantes d'un vecteur de dirnension M, appelé
vecteur-trajectoire ou encore vecteur de reconstruction :

Ri =(v1,vi+L,Y i+2L,...,u,*(t-r), )t (rr-e)

Le fenêtrage de toute la série temporelle génère un nombre Nu:N,-(M-l).L de
vecteurs-trajectoire permettant chacun de définir un point P de l,espace de
reconstruction. La ligne passant par ces points constitue ce qu'on appelle la
tral ecto i re reconstruite.

3-5- Linxtes de la méthode

Telle qu'elle est présentée, la méthode des retards est une technique très
utile pour l'étude qualitative d'un système dynamique. Cependant dans la pratiqué
plusieurs problèmes surgissent , ils concernent aussi bien la série temporelle que
les paramètres de reconstruction.
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3-5-l- Qualité de la série temporelle

Théoriquement la série temporelle est supposée infinie et dépourvue de
totrt bmii- Ce sont deux conditions d'application du théorème de Takens que l,on
ne peut pas réaliser dans la pratique. D'une part il est impossible d'obtenir une
série temporelle infinie, que ce soit à I'issue d'une expérience, d'une observation
ou d'une simulation numérique. On verra plus lon I'influence de la longueur de la
série. Notons pour le moment que plus la séne est longue, meilleur est le résultat.
D'autre part, notre série contient toujours du bruit lié au dispositif de mesure (lors
d'une observation ou d'un essai expénmental) ou aux erreurs de calcul (lors d'une
srmulation numénque).

3 -5 -2- Paramètres de reconsûuction

Pour la reconstruction du portrait de phases d'un système, il faut se donner
la drmension de reconstruction M et le retard L, alors que le théorème de Takens
ne prévoit pas de critère pour le choix de ces paramètres. A la hmite, Takens
exrge que la dimension de reconstruction M soit supérieure à 2n+1. Ce critère
donne une valeur mrrumale de M, mais il devient inutile lorsqu'on ne connaît pas
le nombre n de degrés de liberté du système. Ces deux paramètres restent donc
arbitraires alors que le résultat de la reconstruction dépend crucialement de leur
choix. En effet, une elreur par défaut lors du choix de la dimension de
reconstruction induit la présence de ce qu'on appelle les faw voisins t9l :
lorsqu'on reconstruit le porfrait de phases du système dans un espace de
dimension infériewe à ce qui serait nécessaire, on n'obtient pas une "bonne"
reconstruction, mais seulement une projection du PPDP sur un espace de
dimension inférieure. Par conséquence certains points apparaissent voisins alors
qu'en réalité ils ne le sont pas. D'autre part, une valeur non optimale du retard
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entrane une mauvalse représentation de la dynamrque du système [84] : Lrne
stlrestimation du retard fait perdre toute corrélation entre les composantes d,un
vecteur-trajectoire et tme sous-estimation du retard augmente la corrélation
orbitale eT affaiblit le gain d'information entre deux composantes successrves d,un
vecteur-trajectoire (il y a redondance de I'information). Nous verons. au
troisième chapitre, certains critères suggérés pour le choix des paramètres de
reconstructlon.

4- CARACTERISATION DES ATTRACTEURS ETRANGES
A PARTIR D'L[I{E SERIE TEMPORELLE

Rappelons que, selon la méthode des retards, on peut reconstruire le
portrait de phases d'un système dynamrque à partir d'une série temporelle. pour

cela, on se donne une dimension de reconstruction M et un retard L puis on
construit Nu vecteurs-traj ectoire suivant r'équation II-9.

4-l - L' algorithme de Grassberger-procaccia

Considérons un système dynamique dont le comportement est chaotique
détermrniste. Vue la complexité de la trajectoire reconstruite, il n'apparaît pas de
relation simple entre les positions de deux points éloignés dans le temps.
Cependant; comme ces deux points sont situés sur I'attracteur, il existe une
certaine relation spatiale entre leurs positions. La quantité permettant d'identifier
cette relation s'appelle I'intégrale de conélation.

78



(-haprrre II

+- l-  l -  Intégrale de corrélat ion

. D1T un espace de reconstruction Qrra de dimension M, selon Grassberger

et Procaccra (G-P), I'intégrale de corrélation est donnée par [8] :

N ,
1 S ! /ct,)=#)"(.-llx,-x,ll) (rr-ro)

' *p 1=l 
\

J>r

* No:Nu(N''-ly2 est le nombre de pares de vecteurs-trajectore utilisés.

* H est la fonction de Heaviside définie Dar , {"(*):l 
si x>0'

^ 
LH(x):g si x<0'

* r est le rayon d'une sphère (ou hyper-sphère) centrée sur un pornt Pi donné.

- 
ll*t-X,ll est la distance entre deux points P1 er P1 (de I'espace (Dp1) définis

respectivement par les vecteurs-trajectoire X, et X,.

4-I-2- Dimension de corrélation

a- Définition

Pour un point Pi donné, C(r) n'est auhe que la probabilité d'avon un point

P1 dans unè sphère (ou hyper-sphère) de rayon r centrée sur P1. C(r) est donc

proportionnelle à NG) défini au paragraphe 2-3-2 pour la dimension fractale au

sens des masses V. Par conséquent, si un attracteur éfrange existe, C(r) est

proportionnelle à rv puisque N(r) varie en rv pour un objet fractal. Il en résulte

que log(C(r)) est une fonction linéaire de log(r) dont la pente D(r,M) est donnée

par:  :
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(rr- I I )

Par définit-ion la dimension de conélation D est donnée par :

o=J'*l13D(r,M) (rr- 12)

on montre que D est une borne supérieure de ra drmension fractale v [g]

b- Détermination pratique

Pratiquement, deux problèmes se posent lors du calcul de la dimension de
corrélation D. D'une part, D(r,M) ne dewait pas dépendre de r lorsqu,un
attracteur étrange existe, ce qui n'est jamais réellement le cas compte tenu des
drmensions finies des attracteurs. L'intégrale de corrélation est une quantité
statistique qui perd ses performances pour un faible nombre de points p1. C'est le
cas lorsque r est voisin de zéro où de plus se manifeste I'influence du bruit
expénmental. C'est aussi le cas pour r très grand car les points P1 finissent par se
trouver en dehors de I'attracteur, et toute conélation entre eux est alors perdue.
D'autre part, dans la pratique il est impossible de faire tendre M vers I'infini , les
grandes valeurs de M nécessitent un temps de calcul prohibitif et la statistique
perd aussi ses performances. Pour ces raisons, on se contente d'avoir une pente
D(r,M) constante sur un intervalle fini [log(q),log(r,)] appelé "plateau". euant à
la dimension M, on utilise des valeurs croissantes et on exige que la valeur de
D(r,M) sur le plateau reste constante à partir d'une certaine valeur lvfo de M.
Cette démarche, appelée saturatiore, est la même que celle adoptée par Rotx e/ a/

[85] qui augmentent systématiquement la dimension de reconstruction jusqu'à ce
que les trajectoires cessent de se croiser.
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4-l-3- Conclusion

La qrise en oeLlvre exposée ci-dessus reste valable pour une séne longue et

en I'absence de bmit important. La présence de ce dernier risque de masquer tout

aspect déterministe. Pour le moment retenons que I'obtention d'une drmension de

conélation est un résultat double :

i/ C'est une condition nécessaire de I'existence d'un attracteur étrange qui est le

reflet d'un régrme chaotique déterministe.

iîl La reconstruction conserve les caractéristiques topologiques, et en particulier

la dimension fractale. D'où un renseignement sur le nombre de degrés de liberté

du système dynamrque étudié.

4-2- L' exposant de Lyapunov

4-2-l- L'exposant dépendant du temps Â

Dans I'espace de reconsffuction, la dynamique du système est supposée

représentée par I'application F(X, FX,*, . Typiquement, on suppose que les

pornts Pi et P.; tels que la distanc. llX,-Xjll .u suffisamment petite peuvent être

pris comme conditions initiales voisines. Soit r. la distance mærimale considérée

entre orbites à I'instant initial. L'examen de la convergence des frajectoires revient

à I'observation, au bout d'un certain intervalle de temps T6, du devenir des

distances llX,-X,lf iofe.i"*es à r*. Si le comportement est chaotique, les paires

de points (R,P:) telles que : llX,-X,ll(r' et llX,..-X:."lltllX,-X,ll seront

dominantes à cause de la sensibilité aux conditions initiales.
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Pour une descriptton quantitative, Gao et Zheng t9] introduisent une
quantrté Â appelée l'exposant dépendant du temps et défirue par :

A(K'M,1,=(t"ffi v(pi,pr)/llxi-r,lf=,. (rr-r3)

K est un entier positif déf,rmssant I'intervalle de temps T6=K.T, au bout duquel on
observe le devenir d'une paire de polrts (R,p:) ( ) représente la moyenne sur

toutes les pares (R,p:) vénfiant la condition ffx,-x,lf=r-. comme r- (distance

entre orbites) reste arbitraire dans cet algonthme, on doit éviter les voisins
appartenant à une même orbite. Pour cela, il est parfois souhaitable de ne prendre
en compte que les pares (R,p:) telles que j>i+Çl avec Çl égale à I'entier w

définissant la longueur de la fenêtre (W:(M-1)L).

Dans cette formulation, on s'intéresse plus à la divergence qu'au repliement

des trajectoues donc aux paires (pi,i) teiles que fl&.*-x,.*ff rffx,-x,fl o"
définit alors I'exposant À+ par :

*,.*-Nr.*fl
^+ (K'M'',=('"ffi) ",0,*,,{lfl, -l;lhî
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4-2-2- Le plus grand exposant de Lyapunov

Po,g les faibles valeurs de K, Â/Trc n'est autre que la valeur moyenne du
plus granà .*porunt de Lyapunov local. Lorsque K augmente, le vecteur séparant

deux points P1 et P1 a tendance à s'aligner avec la drection propre du plus gand

exposant de Lyapunov. Par suite lorsqu'on trace le graphe représentant A en
fonction de K, on prévoit une courbe luréane, sur un intervalle [Kr,K"], qui passe
par I'origrne lorsqu'elle est extrapolée. Objectivement, le plus grand exposant de

Lyapunov À peut être estimé par la pente de la courbe représentant Â en fonction

de K sur I'intervalle [K1,Ç] ; soit :

i#Stl avec K,,Kre[K,,K,,](Kz-Kr}I (rr-14)

Une valeur positive du plus gand exposant de Lyapunov À indique qu'il y a
sensibilité aux conditions initiales, ce qui représente la signature d'un régime
chaotique détermrniste.

4-3- Conclusion

La caractérisation d'un attracteur étrange à partir d'une série temporelle
utilise à la fois ses propriétés dynamiques locales, en mesurant la sensibilité aux
condition initiales à I'aide du plus gand exposant de Lyapunov et ses propriétés

dynamiques globales par la mesure de sa dimension de corrélation.
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5- CONCLUSION :

Daqs ce chapitre' nous avons vu qu'il est possible de caractélser un régrme
dynamique à partir d'une série temporelle constituée des variations de l,une des
variables d'état du système. En particulier, on y trouve deux algorithmes
permettant de mettre en évidence I'existence d'un attracteur étrange qui est le
reflet d'une dynamique chaotique déterministe. Cependant, ces deux techniques
souffrent de hmites liées à la méthode des retards. Dans la premrère partie du
chapitre suivant, nous exposons certaines approches permettant de fane face aux
limrtes de cette méthode d'analyse. Nous illustrons, dans la deuxième partie, les
concepts et méthodes introduits en les mettant en oeuwe sur I'exemple de
I'attracteur de Lorenz [10]
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Chapitre III.

MISE EN OEUVRE ET VALIDATION

DE LA METHODE D'ANALYSE DYNAMIQUE

A- MISE EN OETIVRE DE LA METHODE

1- RAPPEL DE LA METHODE DES RETARDS

On suppose que I'on ne connaît pas le flot qui régit l'évolution du système

dynamique- étudié mais que I'on dispose de I'enregisfiement des variations

temporelles de I'une de ses variables d'état. Cet enregistement effectué à rure

fréquence constante f, est appelé "série temporelle" notée lvrl i-L,2, .- ,Ns] où v1

est la valeur de v à I'instant ti:i.Tr. L'intervalle de temps T, donné par Tr:l/f, est

appelé "temps d'échantillonnage". La durée d'enregisfiement, donnée par

T,=(Nr-l).T, où N, est le nombre d'éléments de la série temporelle, est

appelée "longueur de la série".
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En utilisant la méthode des retards [7], cette série temporelle permet de
reconstruire le portrait de phases du système dans un espace <Dy, de dimension
M, appelil'espace de reconstruction". Pour obterur cette reconstruction, appelée
"pseudo-portrait de phases" (PPP), on se domre deux constantes entières M et L

et on compose u'e séne de vecteurr 
IX, I i=I,2, .. .  ,Nv] tels que:

*, =(t, ,vi*L ,Y i*zL, ... ,vi*(M-rr,- )

M est appelée "dimension de reconstruction", L est appelée

w:(M-l).L est appelé "longueur de la fenêtre d'observation".

(ur_l)

"retard" et I'entier

Les vecteurs X1,
dont le nombre €St Nu:I.{r-W, sont de drmension M et ils sont appelés "vecteurs

de reconstruction" ou encore "vecteurs-trajectoire". Chaque vecteur détermrne un
pornt de I'espace (Dv et I'ensemble de ces points permet de reconstruire la
trajectoire de phases du système.

2. CHOIX DES PARAMETRES DE RECONSTRUCTION

On reproche à la méthode des retards le fait que les constantes M et L,
appelées "paramèfies de reconstruction", restent arbitraires, surtout lorsque I'on
sait que la tajectoire reconstnrite est très sensible aux valeurs de ces pararnèEes
(voir le paragraphe 3-5 du chapitre II). Afin de remédier à cet inconvénient
majeur, des critères de choix de la dimension de reconstruction minimale et du
retard optimum ont été suggérés. Certains auteurs partent de I'aspect temporel et
définissent des fonctions liées à la série temporelle telles que la fonction d'auto-
corrélation [86,87], le specûe de puissance [81], I'information mutuelle [88,89] et
les corrélations d'ordre supérieur [90]. D'autres partent de l'aspect géométrique et
définissent des quantités liées à la trajectoire reconstmite telles que le facteur de
rernplissage [9] ,92f,le déplacement moyen [8a] et I'exposant dépendant du temps

tel
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2- l - La fbnction d'anto-corrélation

La_fenction d'auto-conélation d'une

par définition, la quantité ry dorutée par :

séne temporelle lv,l i-1,2, .. ,N, ] est,

N ,  - l

l r
V*=ît  L v i 'Vi*rn.

r .  s i=l
(rrr-2)

V étant une fonction du temps , V,,,:V(tn ):V(m.T,). physiquement, c'est la

moyerule du produit de la valeur du signal à I'instant ti ptr sa valeur à I'instant ti+,

ultérieur. Elle pennet donc de déceler si, et pendant combien de temps, la valeur

instantanée du signal dépend de ce qu'elle était auparavant. En d'autres termes

cette quantité mesure le degré de ressemblance du signal avec lui même lorsque

le temps s'écoule ; en ce sens, la fonction d'auto-conélation d'un signal aléatoire

tend rapidement vers zéro. En se basant sur la signification physique de cette

fonction, on définit les temps caractéristiques suivants :

* Te c'est le première zéro de la fonction ry.

* T* c'est le premier minimum de la fonction ry.

* T; c'est le premier point d'inflexion de la fonction ry.

* T. . défini comme étant le temps nécessaire à la fonction V pour passer à l/e de

sa valetu initiale. On I'appelle temps de corrélation.

Typiquement on choisit une fenêFe dont la longueur est de I'ordre de

grandeur de I'un des temps caractéristiques ci-dessus [86,87]. En étudiant

I'atfacteur de Lorenz, Albano et at 186l suggèrent I'utilisation de fenêtes dont la

longueur T*:W.T, est comprise enfre 1,6 et 3,5 fois le temps de corrélation.
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ce critère ll'est pas très satrsfaisant puisqu'il lnène à la considération de plusieurs
valeurs du couple (M'L) Cependant c'est une procédure qui pennet de restremdre
le domaiT des valeurs possibles des paramètres de reconstruction.

2-2- Le déplacement moyen

c'est une quuultité qui permet de répondre à la question
retard donné, la trajectoire est-elle suffisamment étendue
pnncipale de I'espace de reconstruction ? Le déplacement
fonction du retard L définie par :

survante : pour un

de la diagonale

moyen S est une

N . ,

s(L)=+àll* -xill

Les vecteurs Xi sont les vecteurs-trajectoire de dimension M donnés par

l'équation III-1 alors que les vecteurs Xl sont des "vecteurs-trajectoire,, de
dunension M correspondant à une "reconstruction" dont le retard est nul (L:0).
Le déplacement moyen s'écrit alors :

s(L)= (rn-3)

Selon Rosensten et al [84], le retard optimum Ls est donné par la première
valeur du retard colrespondant à une diminution de la pente de S en fonction de L
de 40oÂ de sa valeur initiale : S'(Ls) est égale à 40%de s'(l).

+ÏtÈ'(u,*,,-",)']*
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Dans [8a] la dimension de reconstnrction M est supposée connue. Comme ce
u'est pas totUours le cas, llous calculons les variations S en fonction de L pour des
valeurs crqlssantes de M. Nous repérons le retard optirntun par la première valeur

de L dont le rapport S'(L)/S'(l), appelé pente normalisée du déplacement rnoyen,

vaut 0,4. Ce critère est plus satisfaisant que celui du temps de corrélation puisqu'il
permet de déterminer, pour chaque valeur de la dimension de reconstruction M.
un valeur optimale du retard L.

2-3- L'exposant dépendant du temps A

Pour M et L donnés, cette quantité est donnée par :

(rrr-4)

on utilise souvent "l'exposant plus", noté A*(M,L), en exigeant, en plus de

ll*'-X,ll.'-, que ll*1-X,ll.lll .*-*p*ll

Rappelons qu'un mauvais choix du retard entraîne une représentation

incorrecte de la dynamique du système (rop de points déconélés sont pris en

considération). Sur I'exposant dépendant du temps, ceci se raduit par I'apparition

de valetus excessivement larges du rapport ll*,.*-x"1çllrll*,-*.,ll Selon Gao

et Zheng [9], après avoir fixé M, K et r', le retard optimum est donné par le

minimum de A* en fonction de L.
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Conune ol1 lle coturaît pas généralement la dimension de reconstnrction M,
llotls traçons Â+ eD forlction de L pour des valeurs croissantes de M. Ces courbes
présentenLrur minitntun (en une valeur L6 de L) qui diminue lorsque M augme'te.
A partir d'ule certaine valeur lr4a de M, ce rninimum cesse de dimrnuer ; Gao et
Zheng suggèrent que Le est la valeur optimum du retard et que lv{e est la valeur
minimale de la dimension de reconstruction.

Notons qlre K (entier positif) et r' (réel positif) sont deux constantes
arbitraires dans cette fonnulation ce qui réduit I'effrcacité de ce cntère. Or r' est
sttpposé de I'ordre de la distance entre orbites. Nous le prenons alors de I'ordre de
quelques dixièmes de la distance maximale entre les points de l,espace de
reconstruction. Quant à I'entier K, il définit le temps au bout duquel on observe le
devenir de deux orbites initialement voisines, nous le choisissons alors tel que
I'i'tervalle de ternps T*:K.T, soit de |ordre du temps de corrélation T.

2-4- Cornmentaire et conclusion

Pour le choix des paramètres de reconstnrction, les critères proposés dans
la littérature, malgré leur fondement qualitatif, restent d'un emploi délicat dans la
pratique. En effet, les relations auxquelles on aboutit découlent seulement de
I'appréciation de leurs performances quand ces critères sont appliqués à des
modèles simples et connus. En d'autres termes, ces cntères restent empiriques.
Par suite, un même critère peut donner de bons résultats pour certains systèmes
dynamiques mais devenir inefficace pour d'autres systèmes. Enfin, parmi ces
critères, certains exigent la connaissance de la dimension de reconstruction pour
déterminer le retard optrmum. Pour toutes ces raisons, nous utilisons
systérnatiquement les trois critères cités ci-dessus pour faire le meilleur et le plus
prudent des choix des paramètres de reconstnrction lors de notre analvse.
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3. L'ESPACE DES COMPOSANTES PRINCIPALES

3-1- L'an4Jyse du système singrlier

a- La matrice trajectoire

A partir des vecteurs-trajectoirer 
[*, r i=1,2, ... ,Nu], on définit une

matrice X d'ordre O{u,M), appelée matrice trajectoire, telle que :

xt=Ë[o,,or, ,"*" ] (u-5)

La matrice frajectoire et sa fiansposée peuvent ête v11es cofirme

représentant des applications linéaires entre les espaces IRM et IRN' . Dans la

théorie généralisée de I'information, développée dans [81,93-95], le tnplet

(",**" 'R.M) p..r, être analysé en utilisant un système singulier.

b- La matrice de covariance et les valeurs singulières

La marice de covariance de la matrice trajectoire X est une matrice carrée,

d'ordre M, donnée par :

X:XrX (Irr-6)

Par sa définition, X est une matrice réelle symétrique définie positive ; elle
possède alors M valeurs propres réelles positives. Ces dernières, notées s1 (pour

i=|,2,...,Iv[), sont appelées les valeurs singulière.s de la matrice trajectoire X.
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3-2- Les composantes pnncipales

a- La lnatrlce des vecteurs singuliers

Soient lcrli-1,2, ... ,M] les vecteurs propres associés aux valeurs propres

lstli-L,2,...,M] de la matnce X. Ces vecteurs forment une base de l'espace de

reconstruction et leurs composantes constifuent les éléments d'une matrice
orthogonale U appelée matrice des vecteurs singuliers :

UT=[ . ,  ,e2,  . . . , . ,  ]  ,  UrU=uUt=Ivr . (rrr-7)

b- La matrice des valeurs singulières

Ce n'est autre que la matrice S issue de la diagonalisation de la matrice de

covariance E :

S=diag(sr,s2, ... ,su )=UTEU. (rrr-8)

c- La matrice des composantes principales

On définit la matrice des composantes principales X'par :

X':XU. (rrr-e)

Cette matrice d'ordre (Nu,Nd), dont les colonnes

principales", peut s'écrire sous la forme :

sont appelées "composantes

x'r=[*i,x2,... ,*;" ] 
uu.t xl' (ru-10)
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3-3- La décornposition par valeurs srngrrlières

La transformation ci-dessus peut être vtte cotnme une rotation de I'espace

de reconstmction @y ou encore une projection du PPP dans un nouveau espace

Olra engendré par les vecteurs singuliers [c, li-I,2, ... ,MJ qu'on appelle ,'l,espace

des cornposantes principales". La matrice des composantes principales X' peut

être considérée comme une nouvelle matrice trajectoire représentant le PPP dans

I'espace des composantes principales @vr. L'intérêt de cette transformation

apparaît lorsqu'on considère la matrice de covanance de X' ; nous avons :

I '=X'T X'=S. (m-11)

il Sachant que les éléments non diagonaux de la matrice de covariance sont les

coefficients de conélation enfre les composantes des vecteurs-trajectoires, on

peut conclure qu'il n'y a pas de redondance dans l'espace des composantes

principales car Xo:O pour i*j.

iil Sachant que les éléments diagonaux (E;: si pour i:1,2,...,M) donnent les

variances des axes conespondants, on peut se baser sur les valeurs singulières
. :

pour avoir une idée sur la dimension R du sous espace op (de I'espace O; )

contenant la trajectoire reconstnrite. En d'aufies termes, lorsqu'une valeur

singulière s; eSt nulle, la frajectoire n'évolue pas dans la direction c1.
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4. REDUCTTON DU BRUIT

La-rnéthode des retard est valable en I'absence de bruit ce qui n'est jamais
réellernent le cas. Pour cela on utilise des techniques permettant de réduire le
bmit et de ne garder que I'information dont I'origrne est la dynamique sous-jacente
du phénomèue étudié. A cet égard, nolls utilisons la décornposition par valeurs
surgulières (DVS).

4-l- Spectre des valeurs singulières

Le spectre des valeurs singulières est le graphe représentant log(s1/se) en
fonction de I'indice i. ss est un factetu de normalisation qu'on prend égal à s1 ou à
la trace de I. D'après le paragraphe précédent, I'observation de ce spectre permet

de connaître la drlmension R du sous espace Op contenant la fajectoire
reconstruite ; ce n'est autre que le nombre de valeurs singulières non nulles [81].
Dans la pratique, on obtient pas de valeurs singulières nulles et selon les valeurs
de M (la drmension de reconstruction), L (le retard) et B (le taux de bruit), on
obtient I'une des trois distributions de valeurs surgulières suivantes :

(rrr-12)

La première distribution est généralement obtenue lorsque les paramètres
de reconstruction sont optrmums et pour des faibles taux de bruit alors qu'on
obtient plutôt la deuxième distribution pour les grands taux de bruit ou des
valeurs sous-estimées du retard. La hoisième distribution reste la plus souvent
rencontrée' En tous cas, retenons que dans les directions corespondant au petites
valeurs singulières, I'extension de la tajectoire est si faible que le bruit risque de
dominer et de masquer toute information déterministe.
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Chapitre III

4-2- Dunension de corrélatiou en présence du bnrit

4-2-I- Rappel de I'algontlune de Grassberger-procaccia

Pour calculer la dimension de corrélation D d'ur attracteur étrange, on
dispose de I'algonthme de Grassberger-Procaccia (G-P) L'intégrale de corrélation
C(r) est donnée par [8] :

N ,

ct, )=ù'à"(.-ll*' - x, ll)
J>l

(rrr- 1 3)

* Np:Nu(N,-l)12 est le nombre de paires de vecteurs-trajectore utilisées.

* H est la fonction de Heaviside définie D€Ir , {t(*):1 
si x>0'

^ 
l.H(x):0 si x<0'

* r est le rayon d'une sphère (ou hyper-sphère) centrée sur un point Pi donné.
- 

ll*' 
-X,ll est la distance enfre deux points Pi et P, (de I'espace de reconstruction

(Dv de dimension M) définis respectivement par les vecteurs *, et 1,.

La dimension de corrélation D est estimée par la pente D(r,M) de la courbe

représentative de log(C) en fonction de log(r). La démarche classique consiste à

tracer cette pente en fonction de log(r) pour des valeurs croissantes de la

dimensionide reconstruction M. Si le système étudié est déterministe, un
"plateau" apparaît dans ces courbes à partir d'une certaine valeur de M et reste

conservé lorsqu'on augmente M d'avantage. Dans ce cas, on dit qu'il y a
"saturation". Notons que, pour pouvoir illustrer cette saturation, nous utilisons des

valeurs de r comprise enfie 0 et I et nous normalisons les distances, à chaque

reconstruction, par la distance maximale qui peut exister enfie les points de

I'attracteur.
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4-2-2- Combinaison de I'algoritlune de G-p et Ia DVS

En_1xésence de bruit, la démarche ci-dessus n'aboutit pas à I'existence d,un
attracteur étrange même si la séne ternporelle est déterministe. En effet, à partir

d'une certaine valeur de la dimension de corrélation, la composante détermiruste
de la trajectoire reste indifferente à I'augrnentation systématique de M,
contrairement au bruit qui trouve de plus en plus I'occasion de se marufester et de
dorniner. Ceci se reflète par I'augmentation de la dimension de corrélation avec la
dirnension de reconsûuction et même la disparition du plateau des courbes de
D(r,M) en fonction de log(r). Une solution à ce problème est suggérée par Albano
et al [86] qui proposent une combinarson de la DVS et de I'algorithme de G-p.

Cette technique permet en principe de limiter I'i1fluence de la composante

stochastique dans le calcul de la drmension de conélation.

Rappelons que le speche des valeurs singulières ne permet pas toujours de

déterminer la dimension R du sous espace On contenant la composante

déterministe de la trajectoire. Pour cela, on calcule I'intégrale de corrélation dans

des sous espaces oç (de I'espace oir l de dimension c<M. ceci revient à

remplacer, dans l'algorithme de G-P, les vecteurs-fiajectoire X; par les nouveaux
, - .

vecteurs-fajectoire Xi (équation III-10) limités à leur C premières composantes.

On fait donc varier C entre 2 et M et on retient la valetu de C qui donne le
plateau le plus large et la meilleure convergence lorsqu'on augmente M pour

chercher la saturation. Cette valeur de C n'est aufre que la dimension R du sous
espace contenant la composante déterministe de la fiajectoire.
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4-3- Cornposaute détenniniste de la trajectoire

Après avoir déterminé R, on peut extraire la composrulte détermrruste de la

trajectoire en effectuant ure rotation inverse qui nous ramène à I'espace de

reconstntction @y. Pour cela on utilise la matnce transposée de U limitée à ses R

prernières colonnes. On retrouve I'espace de reconstruction Oy avec une matrice

trajectoire X" séparée d'une partie significative de sa composante stochastique

[81]  :

X"= X'UT. (nI-14)

X' et U sont les matrices X' et U dont on n'a gardé que les R premières

colonnes.
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B- VALIDATION DE LA METHODE
-:

Le systèrne de Lorenz fournit un exemple typique de chaos détermiruste.
Les équations gouvernant l'évolution de ce système sont facilement résolubles et
I'attracteur étrange qui lui est associé est bien connu dans la littérature. Afi' de
pouvoir faire confiance à notre méthode d'analyse, nous I'avons testée sur ce
systèrne dont on sait que la caractérisation est délicate avant de I'appliquer à
I'effet Portevin-Le Châtelier.

Dans un premier temps, nous résolvons le flot du système de Lor enz et
nous montrous une projection de I'attracteur associé à ce système. Nous calculons

sa dimension de corrélation en utilisant I'algonthme de G-P où les vecteurs *1

ont pour composantes les variables d'état du système. Ensuite, à partir d'une série

ternporelle constituée par I'une des variables d'état du système, nous dressons le
pseudo-portrait de phases du système en utilisant la méthode des retards. Nous

calculons de nouveau la dimension de corrélation de I'attracteur en utilisant

I'algorithme de G-P où les vecteurs Xi sont, cette fois ci, les vecteurs de

reconstruction. Enfin, pour monfier la capacité de cette méthode d'analyse à

réduire le bruit, nous avons ajouté une composante aléatoire à la série temporelle

précédente- Grâce à la décomposition par valeurs singulières, nous avons tenté

d'extraire I'information déterministe contenue dans la nouvelle série temporelle.
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1. RESOLUTION DU FLOT DE LORENZ

Pour l'étr-rde du comportement d'un fluide en convection, Lorenz propose le

modèle défini par le flot tr:drmensionnel autonome suivant [10] :

[*=eriy-x).
lV 

= -*r+ rx - y.

f2=xy-bz.

(rrr-15)

En général, on fixe les valeurs de Pr et b (très souvent Pr:10 et b:8/3) et on

utilise r comme paramètre de contrôle. Pou les faibles valeurs de r, les solutions

stables sont stationnaires , en revanche, lorsque r devient supérieur à 24.74,les

trajectoires projetées sur le plan (x,y) décrivent des orbites urégulières autour de

deux points fixes instables C et C' : comme le montre la figure III-2,Ia trajectore

converge vers un attracteur étrange.

1-1- Portrait de phases

Pour, r:28, nous avons résolu le flot III-15 au moyen d'un algorithme

Prédicteur-Correcteur standard. Pour un temps d'échantillonnage T,:0.003 s, et

un intervale de temps d'intégration T1:30 s, nous avons obtenu des séries

temporelles des variables d'état x, y, et z ayant l0 000 points chacune. La figure

III-1 monfre une série temporelle de la variable x. Les variations imégulières de

cette dernière laissent penser que le comportement du système est aléatoire.
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En utilisant les séne temporelles des variables x et y, nous avons dressé.
sur la fig*e III-2,Ia projection du portrait de phases du système de Lorenz sur le
plan (x,y). Çonffarement à I'aspect des vanations temporelles de x, on observe ur

certaitl ordre dans l'évolution de la trajectoire de phases du système : cette

dernière est attirée par un attracteur étrange caractérisé par une dimension de

corrélation que nous allons estitner ci-dessous en utilisant l'algonthme de G-p.

l-2- Dimension de conélation

On utilise I'espace de phases réel pour calculer I'intégrale de corrélation :

les coordomées des vecteurs Xi sont les trois pararnètres d'état x,y et z du

système. L'utilisation de I'algorithme de G-P conduit au résultat fourni par la

figure III-3. Cette dernière montre les variations, en fonction de log(r), de la pente

de I'intégrale de conélation associée à I'attracteur de Lorenz. Un plateau s'étend

de -5 .2 à -I.8 et affiche une dimension de conélation D=1.8+0.1. C'est une valeur

assez compatible avec celles de la littératue [6].
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Figure III-3 : variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(r,M)
: en fonction de log(r).
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2- LA METHODE DES RETARDS EN L'ABSENCEDE BRUIT

Daap ce qui suit, nous supposons que nous ne connaissons
système âe Lorenz, mais nous disposons de la série temporelle de
qtre nous allons appeler LOR.DAT. En utilisant la méthode des
allons tenter de retrouver les résultats précédents.

2-l- Pseudo-portrait de phases (ppp)

pas le flot du

Ia figrre III-I

retards, nous

-30
-30 -20

Figure IrI-4 : prqection du pseudo-porrait de phases sur le plan (1,2)
de I'espace de reconstruction pow L:30 et M arbrtraire.

En utilisant la série LOR.DAT, pour un retard L:30 et une dimension de
reconstruction arbitraire, la figure III-4 montre la projection du ppp s'r le plan
(1,2) de I'espace de reconsûuction. On observe que la trajectoire reconstmite
décrit une orbite inégulière semblable, au sens d'un difféomorphisme, à celle de
la figure rrr-2' Grâce à la méthode des retards, nous avons donc pu reconstruire
I'atfiacteur deLorenzau lieu de résoudre le flot du système.
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Figure III-5 : Variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log(r) pour L:30 et M allant de 3 jusqu'à 9.

Dans I'algorithme de G-P, on utilise le portrart de phases reconstruit à I'aide

de la série LOR.DAT. La figrre III-5 montre les variations de la pente de

I'intégrale de corrélation D(r,lttt) en fonction de log(r). Afin de vérifier si la

saturation a lieu, nous avons calculé cette pente, pour un retard L:30, dans des

espaces de reconstruction de dimension croissante. A partir de M:5, les courbes

présentent un plateau qui s'étend de -4.8 à -2.3, urdiquant une dimension de

conélation D=1.85t0.10. C'est une valeur compatible avec celle calculée en

résolvant le flot du système de Lorem(cf. paragraphe 1-l-2).
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3- QUE SE PASSE-T-IL EN PRESENCE DE BRUIT ?

Si 
_lpn 

néglige les elreurs numénques (nous avons extgé une grande
précision lors de la résolution du flot), on peut dire que la série temporelle utilisée
jusqu'à présent ne contient que très peu de bruit et que c'est pour cette raison que
la méthode des retards donne de bons résultats. Pour nous en assurer, ajoutons
une composante aléatoire à la série LOR.DAT et observons les changements. Le
taux de bruit introduit est modulé à B:5% de la valeur moyenne du signal et la
nouvelle série est appelée LOR.B005.

3-l- Pseudo-portrait de phases

-0,012
-0,012 -0,006 0,000 0,006 o.or2

Figure III-6 : Prolectron du pseudo-portralt de phases
sur le plan (1,2) pour L:30 et 8:0.05.
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Pour le même retard (L:30) et une dimension de reconstruction arbitrase,

la figure III-6 montre la projection du PPP, sur le plan ( 1,2), enutilisant la série

LOR.B005. En comparaison avec la figrrre III-4, on voit que la trajectoire

reconstruite u'est pas aussl régulière à cause de la présence du bruit. On perdrait

toute lrace des caracténstiques de I'attractetr si I'on augmentait le taux de bruit.

3-2- Dimension de corrélation

log(r)

Figure lll-7 : Variations de la pente de l'rntégrale de corrélation D(r,M) en fonction
de log(r) pour 8:0.05, L=30 et M allant de 3 jusqu'à 9.

Lafigure III-7 montre les variations de la pente de I'intégrale de conélation

D(r,M) en fonction de log(r) pour L:30 et des valeurs croissantes de la dimension

de reconstruction M. En comparant ce résultat à celui de la fig,re III-5, on peut

conclure que la présence de bruit masque le plateau de la figure III-5 et que les

valeurs de la pente ne cessent d'augmenter avec M, surtout pour les faibles

valeurs de r. Cette perte de la saturation est due à I'augmentation de la fenêtre

d'observation W:(M-l).L et à la décorrélation qui en résulte.
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4- CALCUL DE LA DIMENSTON DE CORRELATTON

EN PRESENCE DE BRUIT

4- 1- Influence des paramètres de reconstmction

En fait, le calcul de la dimension de corrélation est très sensible aux valeurs

des pararnètres de reconstruction. La dérnarche classique consistant à augmenter
la dimension de reconstruction pour chercher la saturation n'est pas toujours

applicable. Pour une même valeur du retard, lorsque la dimension de
reconstruction augmente, la présence du bruit fait que le PPP a tendance à
occuper tout I'espace de reconstnrction, quel que soit sa drmension. En

I'occurrence, pour un taux de bruit B:1, la pente rnoyenne de I'intégrale de

corrélation est sensiblement égale à la drmension de reconstruction. Pour ces

raisons, nous allons nous servir des critères de choix des paramètres de

reconstruction cités au début de ce chapifie, afin d'utiliser, pour une dimension de

reconstruction donnée, une valeur convenable du retard.

4-l -l- Paramètres de reconstruction optimums

a- Temps de conélation

' La figure III-8 monfre la fonction d'auto-corrélation associée à la série

LOR.B005. Le temps de conélation indiqué est de I'ordre de 75 urutés

d'échantillonnage, ce qui suggère [86] que la longueur de la fenêtre W est

comprise entre 120 et260.
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Figure rlr-8 : Variations temporelles de la fonction d,auto_corrélation
de la série temporelle LOR.8005 (Tr:3 l0-3 s et T.:75.T.)

b- Déplacement royen

-0,2

Le retard L en unité d'échantillonnage
Figure III-9 : variations de la pente normalisée du déplacement moyen s

en fonction du retard L pour M allant de 3 jusqu'à 9.
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Chaprtre III

Potr M allant de 3 à 9, la figure III-9 montre les variations du rapport
s'(L)/s'(l) en fonction du retard L. sachant que le retard optimum Ls est tel que
S'(Lo) est égale à 40% de S(l) [94], on en déduit que les coupres (M,L) optimurns
sorrt (3,62), (4,42), (5,32), (6,25), (7,21), (g,17) et (9,15). Ces derniers
colrespondent à ule fenêtre dont la longueur est de I'ordre de 124 unités
d'échantillomage. C'est une longueur colnpatible avec celle suggérée par le temps
de corrélation.

4-l-2- Drmension de corrélation

4
c ) a
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'sx ?-

o . Y
v c g ^
a ) ï ;  Z

8.8
G o l

J !  r
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-6 -5 -4 - J a - l 0

log(r)

Figure IrI-10 : variations de la pente de I'intégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log(r) pour les couples (M,L) optrmums.

La figure III-10 monfre les variations de la pente de I'intégrale de
corrélation en fonction de log(r) pour les couples de paramèfres de reconstruction
optunums' En comparaison avec la figure III-7, les valeurs de la pente
n'augmentent pas avec M. La convergence est assurée lorsque M augmente, mais
seulement dans la mesure où la longueur de la fenêtre d'observation reste Quasi.
constante. Cependant le résultat recherché qui est la dimension de corrélation
n'est pas obtenu : la présence de bruit empêche I'apparition d'un plateau.
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4-2- Application de la décomposition

4-2-I- Spectre des valeurs singulières

par valeurs singulières

La figure III-I I montre le speetre des valeurs singulières p€ur tres couples
de paramètres de reconstruction optimums. Jusqu'à i:5, on colstate u-ne vanation
linéaire en fonction de i et, à partir de r:6, les valeurs singulières sont
pratiquement comparables. On en déduit que, dans I'espace des composantes
principales, la trajectoire est confinée à ur sous espace (pp de dimension R:6.

0,0
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-  1 .0
a\\
g - t , )
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- ) 5- r -

-3 ,0

-3,5 -E----o

l09
L'rndice i.

Figure III-11 : Le spectre des valeurs srngulières
por.r les couples (M,L) optimums.

4-2-2- Dimension de conélation

La figure III-12 monhe les variations de la pente de I'intégrale de
corrélation en fonction de log(r) pour le couple (M,L):(9,15). Les huit co'rbes
superposées correspondent, de bas en haut, à c croissant de 2 à M. c est le
nombre de composantes principales utilisées dans I'algorithme de G-p pour le
calcul de la dimension de corrélation D.
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log(r)

Figure III-12 : variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log(r) pour (M,L):(9,15) et C allant de 2 à M.

Nous avons tracé cette figure pour monfer deux résultats. D'une part, les
vanations de la pente de I'intégrale de corrélation en fonction de log(r) restent

pratiquement les mêmes pour C allant de 6 à M, ce qui confirme le résultat ci-

dessus suivant lequel la trajectoire reconstruite est confinée à un sous-espace rDp

de drmension R:6. D'aute part, pour les farbles valeurs de r, on commence à

perdre le plateau dès que I'on dépasse C:3 ; on en déduit que le bruit domine

dans les directions c1 telles que i>3. En conclusion, dans I'espace des

composantes principales, la composante déterministe de la trajectoire est confinée

à un sous-espace (Dc de dimension C:3. C'est dans cet espace que nous devons

calculer la dimension de conélation si I'on veut réduire I'influence du bruit.
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Le nombre de composantes
prmcrpales retenues est C:3

log(r)

Figure III-13 : Variatrons de la pente de I'intégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log(r) pour les couples (M,L) optrmums et C:3.

La figure III-13 monte les variations de la pente de I'intégrale de

corrélation en fonction de log(r) pour des couples optimums donnés par S(L) en

se hmitant à un nombre de composantes principales égal à trois. Pour montrer

qu'il y a "sahration", nous avons augmenté la drmension M (de 5 à 25 avec un

pas de 4) tout en gardant la longueur de la fenêtre égale à la valeur optimale

donnée par le déplacement moyen et le temps de conélation. En utilisant

seulement les trois premières composantes principales (C:3) dans I'algorithme de

G-P, un plateau apparaît enhe -4.4 et -2.6 et indique une dimension de corrélation

D=l.95+0.05 compatible avec la littéranre.
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Chaptrre Ill

5. COMPOSANTE DETERMINISTE DE LA TRAJECT.IRE

Pour ule meilleure démonstration de la capacité à extraire la composante
détenniniste de la trajectoire, nous allons utiliser une série temporelle contenant
molns de bruit que celle utilisée lusqu'à présent. Cette série, que nous avons
appelé LOR'B001, est obtenue en ajoutant une composante aléatoire à la séne
LOR.DAT avec un taux E}:0.01 .

5- l- L'espace de reconstruction

En utilisant la série temporelle LOR B00l et I'un des couples de
paramèfres de reconstruction optimums (M,L)=(9,15), la figure III-14 montre la
projection du PPP sur le plan (1,2) de I'espace de reconsûnction oy. Les
inégularités observées sont dues au bruit que nous avons introduit.

0,012

0,006

0,000

-0,006

-0,012
-0,012 _0,006 0,000 0,006 o,ol2

Figure Irr-14 : Pro.;ection de la trajectore reconstruite sur le plan (1,2)
de I'espace de reconstructlon pour (M,L):(9,15).

x(t+l)
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Chaprtre III

5-2- L'espace des composantes pnncipales

Grâce à la rnatrice des vecteurs singuliers u on effecfue une rotation de
I'espace de reconstruction @v. Le ppp est alors projeté dans l,espace des
composaltes principales o; dans lequel la composante deterministe de la
trajectore est confinée au sous-espace (Dç (de dunension C:3) engendré par les
trois premiers vecteurs singuliers c1,c2 et ca.

0,014

0,006

-0,002

-0,010

-0,019
-0,019 -0,010 -o,oo2 0,006 0.014

Figure III-15 : Pro3ection de la ta.lectore reconstruite sur le plan (c1,c2)
de I'espace des composantes prrncrpales pour (M,L):(9,15).

La figure III-15 monte la projection de la tajectoire reconstruite sur le
plan (c1,c2) de I'espace des composantes principales O;. En comparaison avec la
figure III-14, les inégularités constatées dans l'évolution de la hajectoire sont
affaiblies' on remarque aussi une meilleure extension de la trajectoire dans cet,
espace' Celle-ci résulte du fait que les composantes des vecteurs-falecto'es sont
déconélées dans I'espace O;
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5-3- Retour à I'espace de reconstnrction :

0 ,012

0,006

0,000

-0,006

-0,012
-0,012 0,006 0,012

Figure III-16 : Projectron de la composante détermrniste de la tralectore sur
le plan (1,2) de I'espace de reconstnrction pour (M,L,C):(9,15,3)

Pour une meilleure comparaison avec la figure III-14, nous avons effectué
ule rotation inverse, du sous-espace Os de dimension C:3, en utilisant la
transposée de la matrice des vecteurs singuliers hmitée à ses x.ois premières
colonnes' La différence du PPP de la figure III-16 avec celui de la figure III-14
est évidente : la DVS a permis de réduire le bruit qui se manifestait par des
rnégularités dans l'évolution de la trajectoire reconsûuite. On s,approche même
du portrait de phases de la figure III-2.
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Chapttre II '

Chapitre IV.

ANALYSE DYNAMIQUE

DE L'EFFET PORTEVIN-LE CHATELIER

Lors de la fraction, à vitesse de déformation constante, d'un matériau sujet
à I'effet Portevin-Le Chatelier (PLC), la courbe de traction présente des
décrochements de la confiainte. Comme cela a été indiqué au premier chapifre,
ces décrochements se répètent de manière souvent inégulière. D'autre part, on
dispose de modèles dynamiques qui prévoient l'émergence d'un comportement
chaotique pour certaines valeurs des paramèfies de confiôle. On est donc conduit
à la caractérisation dynanrique de séries temporelles expérimentales, pour
rechercher une éventuelle confirmation de ces prévisions théoriques.
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Lorsqtre les effets d'inertie peuvellt être considérés comme négligeables, la

colltrainte de traction est urufonne le long de l'éprouvette d'essai. Il en résulte

qtt'elle coustitue un signal "global", indépendant de la taille de l'échantillon ai'si

que de celle des bandes de défonnatiou. Les séries temporelles de la contrainte

sont donc bien adaptées à I'analyse du cornportement moyen de l'éprouvette,

rnalgré la distribution non uniforme des vitesses de déformation plastique. Des

séries temporelles de la contrainte sont donc examinées à I'aide de la méthode

d'analyse dynarnique décrite dans le chapitre précédent. Celles-ci nous ont été

confiées par des expérimentateurs [1,12], collaborant avec nous dans le but de

répondre à la question posée dans I'urtroduction de ce mémoire, à savoir : la

dynamique de I'effet PLC est-elle, ou non, chaotique détermrmste ?

1- DESCRIPTION DES SERIES TEMPORELLES ANALYSEES

Les essais de traction de divers alliages d'aluminium sujets à I'effet PLC ont

été réalisés sur machine dure, c'est-à-dire à vitesse de déformation constante. La

fréquence f, de I'enregistrement des variations de la contrainte d'écoulement o est

constante. On obtient alors des séries temporelles [o,/i=1,2, -.,Nr] où o1 est la

valeur de o à I'instant ti:i.T5. T, est le temps d'échantillonnage donné par Tr=l/f, ,
c'est l'ùrtervalle de temps séparant deux relevés successifs de la contrainte. La

du1ée de I'enregisffement, appelée longueur de la série temporelle, est alors

donnée par Tt:Cl{r- I ).Tr.
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l-l- Les séries temporelles de J. vergnol (Université de poitiers)

L'essai de traction a été réalisé sur un échantillon d'un monocristal de

I'alliage CwT0ÂN I l]. La vitesse de défonnation était fixée à 3,34.10a s-r et

l'gxpénence s'est déroulée à la tempérafure ambiante T:294"K. L'enregrstrement

des variations de la contrainte aété fait à la fréquence245 Hz et il a été stocké

dans 16 fichiers contenant 3072 valeurs chacun. On dispose alors de 16 séries

temporelles dont la longrreur et le temps d'échantillonnage sont respectivement de

I'ordre de 12 s et 4.10-3 s. Dans I'ordre chronologique, ces séries ont été nommées

VER01.DAT, VERO2.DAT,.. ,VERI6.DAT. Parmi ces dermères, la figure IV-l

montre la séne VER09 DAT. On constate une apparence aléatoire des variations

de la contrainte au cours du temps. En plus des décrochements associés à I'effet

PLC, en nombre relativement faible, on remarque des décrochements minuscules

qui seraient dus au dispositif de mesure.

b
o)

g 6.2
O

J
5,8

7,0

6,6

5,4
E00 1600 2400

Le temps en unités d'échantillonnage

Figure IV-l : La série temporelle VER09.DAT.

(Tr{.10-' s et Nr:3072)

3200

rt7



Chapitre IV.

1-2- Les séries temporelles de s. Bakir (LPMM, université de Metz)

L'essai de traction est réalisé sur un échantillon d'un polycristal de I'alliage
Al-3%Mg [12] Cet échantillon de longueur 50 mm et de largeur 5 mm a été
extrait d'ute plaque d'épaisseur 0,5 mm. Après avoir passé trois heures à une
tempérafure de 460"C, I'échantillon a été refroidi ce qtu donne une grandeur
moyenne des grains de 250 prm La déformation a eu lieu à la température
ambiante avec une vitesse constante de 6,67.10-5 s-1. Lorsque la déformation a
atteint I0oÂ, un nombre N,:28254 de valeurs de la confrarnte a été relevé avec
une fréquellce constante f,:20 F{2. On obtient alors la série LpMMI.DAT ayant
ur temps d'échantillonnage Tr:5.10-2 s et une longueurproche de 40 heures (vo'
la figure IV-2).

LPMMI2 DAT LPMM15I6.DAT

500
b
c)

E 4oo

3 300
J

200

100

10000 15000 20000 25000

Le temps en unités d'échantrllonnage

2 : La série temporelle LPMMI DAT

(Tr:5. l0-2 s et Nr:28254)

30000

Figure IV-
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l -3- Traitement préalable des séries temporelles

Dans la rnéthode d'analyse préconisée, la séne temporelle est supposée être
stationnaire. Ici, le tenne "stationnare" signifie que la vanable constituant la séne
temporelle oscille autour de zéro et garde une amplinrde moyenïÏe constante.
L'observation de la série LPMM1.DAT montre que ces deux conditions ne sont
pas vénfiées. A cause de l'écrouissage du matériau et des modifications
stntcturelles qui lui sont associées, les séries fournies par vergnol et Bakir
présenteut une dénve vers des valeurs croissantes de la contrainte et une
augnentation de I'amplitude des décrochements au cours du temps. Afin de
rninimiser cette auEnentation de I'amplitude, nous avons été amenés à partager la
série LPMMI.DAT en séries plus petites. Pour satisfaire à la premrère condition,
rlous construisons des sénes variant autour de zéro en retranchant des séries
initiales la tendance moyenne représentée par un polynôme d'ordre suf;fisant.
Notre étude a été concenfrée, particulièrement, sur la série VERO9.DAT parmi
les sénes - fotrnies par Vergnol puis sur les séries L'MMI2.DAT et
LPMMI5l6.DAT indiquées sur la figrue IV-2. On note que LPMMI2.DAT fait
apparaître encore un accroissement de I'amplitude des oscillations, alors que
celle-ci reste sensiblement constante dans la séne LpMMl5l6.DAT.
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2- RESULTATS DE L'ANALYSE DYNAMIQUE

2-1- Analyse de la série temporelle VER09.DAT

Après avoir retranché la moyeme à la série VER09.DAT, nous obtenons Ia
série statiorulaire, nommée VERO9.FIT, qui sera utilisée dans les calculs. La
figure IV-3 pennet de voir que la variable constituant cette séne vane autour de
zéro tout en gardant le même aspect que la série rnitiale.

Le temps en unités d'échantillonnage

Figure ry-3 : La série temporelle VER09 FIT
(Tr:4. l0-3 s et Nr=3072)

2-l,l- Choix des paramèfres de reconstnrction

a- Le temps de conélation

La figure IV-4 montre les variations temporelles de la fonction d'auto-
corrélation de la série VERO9.FIT. On obtient un temps de corrélation égal à 29
unités d'échantillonnage (T.:29.T,:0,116 s) ce qui suggère (d,après [g6]) des
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couples de pararnètres de reconstnrction

W:(M-1).L soit cornprise elltre 47 et L}I

(M,L) tels que la longueur de fenêtre

.o

O
I

L

o

l

t )

0,8

0,4

0,0

-0,4 L
0 800 1000

Le temps en unités d'échantillonnage

Figure fV'4 z variations temporelles de la fonctron d'auto-corrélatlon
de la sérre VERO9.FIT (Tr:4 10-3 s)

b- Le déplacement moyen
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Figure tv-5 : variations de la pente normalisée du déplacement moyen S
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Chapitre lL

Mêrne s'il pennet de bomer [a longueur de la fenêtre W, le c1tère du temps
de conélation laisse le domaine des pararnètres de reconstnrction (M,L) assez
vaste' C'est pour cela que nous avons calculé les variations de la pente normalisée
du déplacement lnoyell S en fonction du retard L pour des valeurs croissantes de
la dimension de reconstruction M. La figure IV-5 montre que, pour M:7,9, l l et
13, les retards optimums sont respectivement L:10, g,6 et 5, et pour M>15 le
retard optimum est L:4 [8a]. En plus de la précision de ce cntère, les fenêtres
qu'il suggère ont des longrreurs situées dans I'intervalle colseillé par le cntère du
temps de corrélation (W est de I'ordre de 60, ce qui représente deux fois le temps
de corrélation).

c- L'exposant dépendant du temps

0,5
012345678910

Le retard L en unité d'échantillonnage

Figure fv-6 : variations de I'exposant dépendant du temps Â* en fonction

du retard L pour K:30 et M:3,5,7,9,11,12,13,14
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Pour un intervalle de temps de I'ordre du temps de conélation (T6:K.T,

avec K:30), nous avons tracé les variations de I'exposant dépendant du temps A+
en fonction du retard L pour des dimensions de reconstruction M allant de 3 à 14.

M=3,5 ,7 ,9 ,1  l , l 2 , l  3 ,  I  4 .
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La figr*e IV-6 mo'tre que ces co*rbes préserltent un mlnilnum
deviert pratiqueme't co'stant à partir de M:l r Nous
corrséque't t9] que le retard optirnurn est L:4 et que
reconstnrction minimale est M:l I

de ,\* en L:4, qur

considérons par

la dimension de

d- Conclusion.

D'une part le critère du temps de corrélation suggère des couples (M,L) tels
que la longueur de fenêtre w soit comprise entre 4i et l0l. D'autre part le critère
du déplacement moyen aboutit à une longueur de fenêtre mrnimale W:56
((M'L):(7,10), (9,8), (l1,6), (13,5)) et le même retard optimum L:4 à partir de
M:I5). Enfin I'exposant dépendant du temps confirme ce retard optimum (L:4) à
partfu d'ute drmension de reconstruction M:l l. La pnse en compte des trois
critères nous conduit à ure dimension de reconstruction minimale M:l I et un

. retard optirnum L:4 qui n'est permis qu'à partù de M:l5 puisque la longueur de
fenêtre mrmmale est W:56. Par suite, nous avons choisi comme paramètres de
reconstruction optimums : (M,L):(l1,6), (13,5), (15,4), (16,4), (I7,4)et (1g,4).

2-I-2- Calcul de la dimension de corrélation

Pour les couples de paramètres de reconstruction choisis ci-dessus, nous
avons calculé I'intégrale de conélation en utilisant I'algorithme de Grassberger-
Procaccia (G-P) [8]. La figure lV-7 montre les variations de la pente de cette
intégrale D(r,M) en fonction de log(r). un plateau apparaît pour log(r) compris
entre -1,8 et -2,8, indiquant une dimension de conélation de I'ordre de D:2,L
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log(r)

Figure IV-7 z variations de la pente de I'intégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log (r) pour les couples (M,L) optimums.

2-l-3- Application de la décomposition par valeurs srngulières

Le résultat fourni par la figure IV-7 n'est pas très satisfaisant, en raison de

la faible largeur du plateau obtenu. Dans la suite nous allons utiliser la

décomposition par valeurs singulières (DVS) pour obtenir une éventuelle

amélioration des résultats [86]j La figure IV-8-a monfre le spectre des valeurs

singulières calculées pour les couples de paramètres de reconstruction optimums.

Jusqu'à i:8, on observe une diminution linéaire des valeurs singulières qui

devrennent pratiquement égales à partir de i=9. Nous en déduisons que, dans

I'espace des composantes principales, la composante déterministe de la trajectoire

est confinée à ur sous-espace (Dç de dimension C:8. Dans le reste des directions,

c'est la composante stochastique de la trajectore qui risque de dominer [81].
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(M,L) : (  I  1 ,6 )
(M,L) : (  13 ,5)
(M,L):( I 5,4)
(M,L):(16,4)

(M,L):(17,4)

(M,L):(  18,4)

246810t21416
L'indice i

Figure IV-8-a : Le spectre des valeurs sr-ngulières
pour les couples (M,L) optimums.

(M,L) : (18,4)

C est le nombre de composantes
pnncipales utilisées dans les calculs.

C=8
C=M

log(r)

Figure fV-8-b : Variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(çM)
en fonction de log(r) porr (M,L):(18,4) et C:8,M.

La figure IV-8-b constitue une confirmation de la conclusion trée du

spectre des valeurs singulières. Cette dernière montre les variations de la pente de
I'intégrale de corrélation en fonction de log(r) pour le couple de paramètres de

reconstruction (I\4,L):(18,4). La courbe en ligne pointillée est obtenue en
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corsidérant la totalité des cornposalltes principales (C:M) et montre un plateau

qui s'étend de -2,9 à -1,8. La courbe en ligne continue est obtenue en se limitant

aux huit premières colnposalltes pnncipales (C:8) et montre un plateau plus large

qui s'éteud de -3,4 à -1,8. Cette extension du plateau (en passant de C:M à C:8)

pour les faibles valeurs de r résulte de la réduction de la composante stochastique

de la trajectoire lorsque les calculs sont effectués dans le sous-espace Oç. Cette

composante (stochastique) est due au bruit qui proviendrait du dispositif

expénmental pendant I'enregistrement de la séne temporelle.

Le nombre de composantes
prrncipales retenues est C:8.

.\_
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Figure IV-9 : Variations de la pente de I'rntégrale de corrélatron D(r,M)
en fonction de log(r) pour les couples (M,L) optimums avec C:8.

Le résultat de la figtue IV-9 diffère de celui de la figure IV-7 par le fait que

seules les huit premières composantes principales sont utilisées dans I'algorithme

de G-P. Grâce à la DVS, nous avons obtenu un plateau plus large et une

meilleure saturation. À partir de M:15, les valeurs de la pente D(r,M) cessent

d'augmenter sur un intervalle de log(r) qui s'étend de -3,4 à -1,8 ce qui donne une

dirnension de corrélation D de I'ordre de 2.1
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Chapitre II:.

2-l-4- Le plus gand exposant de Lyapurov

L'obtention d'une dimenston de conélation est une colldition nécessaire de

I'existeuce d'utt attracteur étrange. Une confinnation de I'existence d'un tel

attracteur est I'obtention d'un exposant de Lyapunov positif. Pour cela, nous avons

calculé les variations temporelles de I'exposant dépendant du temps A qui permet

d'estitner le plus grand exposant de Lyapurov I [9] Le résultat est représenté

dans la figure IV-10-a pour le retard optimum L:4 et des valeurs croissantes de la

dimension de reconstruction M.

M: l1
M:12
M: I3
M:14

C)= I

a

c)

=  l , )

g 1,0
-0)

3 U,)

X
IJ o,o

40
L'intervalle de temps K en unité d'échantillonnage

Figure rV-lG'a : variations temporelles de I'exposant dépendant du temps A
pour L:4 et M:l 1,12,13,14 avec C)=1.

Afin d'éviter les voisins appartenant à la même orbite, nous avons refait les

calculs (figure IV-10-b) en utilisant Ç):W (voir chapite III). Si I'on néglige les

décrochements qui apparaissent pour les multiples de L, on peut dire que les

courbes représentant A en fonction de K sont linéaires. Pour K compris ente 24

et 44 (donc un intervalle de temps très bref de 8.10-2 s) la pente de la partie

linéaire est de I'ordre de 0,038. Le plus gand exposant de Lyapunov À est donc

positif, de I'ordre de 9,423 s-t, ce qui nous semble fès élevé.
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Figure ry-l0-b : Variations temporelles de l'exposant dépendant du temps n
pour L:4 et M:l 1,12,73,14 avec e:W.

2-l-5- Conclusion

L'analyse dynamique de I'effet PLC à travers la série VER0g.DAT semble
aboutir à I'existence d'un atfacteur éfiange. D'une part la combinaison de
I'algorithme de G-P et la DVS conduit à une dimension de conélation D=2,1 po'r

et -1.8. D'auffe part I'exposant dépendant du temps a
permis d'estimer le plus grand exposant de Lyapunov à ?y=9,423 s-l sgr un
intervalle de temps de 8.10-2 s. Cependant, il convient de rester prudent en ce qui
concerne la dynamique du phénomène. En effet I'intervalle (de log(r)) sur lequel
la pente de I'intégrale de corrélation est constante n'est pas assez large et la valeur
du plus grand exposant de Lyapunov exprime une tès forte divergence sur un
intervalle de temps trop court. En d'aufie termes, le plus grand exposant de
Lyapunov obtenu à partir de la série VER09.DAT n'est qu'un exposant de.
Lyapurov local.
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cette incertitude sur les résultats est certainement due à la mauvaise qualité et à
la brièveté de la série temporelle vER09.DAT Celle-ci, outre le bruit
expéntnental qu'elle contieut, n'est pas assez longue pour pouvo' rendre compte
dtr plrénomène (.3072 valeurs de la contrainte relevées à la fréquence 245 Hz
tmplique ure durée d'enregistrement d'environ 12 seeondes). Cette conclusio'
pouvait être trée à priori de I'examen de la figrre IV-l où trop peu d'événements
liés à I'effet PLC sont enregistrés, ce qui rend la statistique insuffisante.

2-2- Analyse de la série temporelle LpMMI2.DAT

La figure IV-l I montre I'aspect de la séne temporelle LpMMI2.DAT.
c'est la partie de la série LPMMI.DAT, allant de 5000 à 10000 unités
d'échantillonnage (voir la figure IV-2). On voit clairement la dérive des éléments
de cette série vers des valeurs croissantes de la confiainte.

380

o 360
()

E 340
o

-l 320

300

280
I 000 2000 3000 4000 5000

Le temps en unités d,échantillonnage

Figure w-l1 : La série temporelle LPMMI2.DAT
(Tr=5 l0-2 s etNr:5000)
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Chaprrre II'

La figrrre IV-12 montre la série qui sera utilisée dans les calculs qui vont

sttiwe. Cette séne, notnmée LPMMI2.FIT, n'est autre que la série "stationnaire"

associée à la série initiale LPMMl2.DAT. Constatons I'irrégularité de la

répétition des décrochetnents de la contrainte ainsi que I'augmentation de leur

arnplitude au cours du temps Les variations de cette amplinrde s'inscrivent dans

trrl "cône" schérnatisé, dans la figure Iv-12, par deux traits pointillés.

1000 2000 3000 4000

Le temps en unités d'échantillonnage

Figue IV-12 : La série temporelle LPMMI2.FIT

(Tr:5.10-' s et Nr:5000)

2-2-l- Choix des paramètres de reconstruction

a- Le temps de corrélation

La figure IV-13 monfre le début (de 0 à 500.Ts) des variations de la

fonction d'auto-corrélation associée à la série LPMMI2.FIT. Le temps de

corrélation obtenu est de I'ordre de 4 unités d'échantillonnage (T.:20.10-2 s):

D'après [86], les fenêtres optimales d'observation (M,L) ont une longueur W

compnse entre 7 etl4.

c)

Eo
c)
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Figure Iv-13 : Vanatrons temporelles de la fonction d'auto-corrélatron

de la série LPMMI2.FIT (Tr:5 l0-2 s)

b- Le déplacement moyen
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Figure Iv-I4 : variations de la pente normalisée du déplacement moyen S
en fonction du retard L pour M allant de 3 à 9.
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La figure IV-14 lnontre les variations de la pente normalisée du
déplacement lnoyen S, en fonction du retard L, pour des dimelsio's de
recoustntction M croissantes. Les six courbes représentées en ligne coltinue
correspol ldeut, du haut en bas, à M:3, 4,5,6,7 et g I l  en résulte [g4] que le
retard optirnurn pour M:3 ou 4 est L:3, et pour M:5,6,7 ou g ce retard est L:2.
Les lougueurs de fenêtre w associées à ces couples de paramètres de
recotrstruction (M,L) sont comprises entre 6 et 14 ce qui est compatible avec le
critère du temps de conélation.

c- Conclusion

Avec le critère du déplacement moyen on aboutit au résultat suivant : le
retard optimum passe de L:2 (pour M:6, 7 et g) à L:3 pour M:9 (vo1 la courbe
représentée en ligne pointillée). Pour M inferieur à 8 nous obtenons des longueurs
de fenêtre compatibles avec celles suggérées par le temps de corrélation (W
compris eutre 7 et l4). Ce n'est pas le cas pour le couple (9,3) qui donne une
longueur de fenêtre W:24 largement supérieur e à 14. Nous pensons qu'à partir de
M:9, le retard optimum dewait passer à L:l mais le critère du déplacement
moyen ne le prévoit pas puisque les pentes de S sont normalisées par la pente en
L:1. En fait, on peut même envisager que le retard optimum est "inferieur à un,,
et de reprocher à la série temporelle la longueur de son temps d'échantillonnage
(comparé à celui de la série VERO9.DAT par exemple). On est donc contraint
d'utiliser des fenêtres de petite longueur en restant au voisinage de la borne
inférieure (W:7) de I'intervalle suggéré par le temps de corrélation. Si I'on décide
de ne pas dépasser W:10 (deux fois le temps de corrélation) alors les couples
optirnums possibles sont (4,3), (5,2), (6,2), (9,1), (10,1), et (l l,l).
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Chapitre IL'.

2-2-2- Calcul de la dimension de conélation

La figrrre IV-15 montre les vanations de la pente de I'intégrale de
conélation en fonction de lo.g(r) pour les couples (M,L) choisis ci-dessus. Les six
courbes présentent un plateau pot,r log(0 compns enîe -4,2 et -1,6. sur cet
intervalle la pente D(r,M) vaut 1,8 pour (M,L):(5,2) ou (9,1); elle devient 2,0
pour (M,L):(4,3) ou (10,1) et el le passe à2,2 pour (M,L):(6,2) ou (l1,1).

@ ? -

Eà
-ôx
:Ê r
-6

al 6

o . ( )
cP

\--
(lvl,L)=(a,3)
(M,L)=(s,2)
(M,L)=(6,2)
(M,L)=(e, l )
(M,L)=(10,1)
(M,L)=( l l , l )

0
-6 -5 -4 -3_2- r0

log(r)

Figure rv-15 : Variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log(r) pour les couples (M,L) optimums.

On constate donc une augmentation de la dimension de corrélation avec la
longueur de la fenêtre (D(r,M) passe de l,g à2,2lorsque w passe de g à 10). on
voit ici les difficultés d'application du théorème de Takens : la saturation de la
pente de I'intégrale de conélation, lorsque la dimension de reconstruction M croit,
n'est obtenue que dans la mesure où la longueur de la fenêtre d'observation W
reste constante. Por:r W:10, les deux seules valeurs possibles de M (M:6 avec
L:2 et M:l I avec L:l) conduisent à la même valeur de la pente : D=2,2.
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2-2-3- Application de la décornpositiou par valeurs singrrlières

La figure IV-16-a moutre le spectre des valeurs srngulières pour les
couples de paramètres de reconstruction optrmums. On remarque que les deux
prernières valeurs singulières sont comparables et se distinguent des autres, et
qu'à parttr de i:3, la décroissance des valeurs singulières est pratiquement
linéaire. Nous en déduisons que, dans I'espace des composante principales, la
rnajeure partie de la trajectoire s'étend dans les directions c1 ot c2 alors que les
autres directions (ct avec i>3 ) sont de moins en moins "visitées" par la
tralectone.

z 3  4  5  6  7  8  9  l0  l l
L'indice i

Figure IV-16-a : Le spectre des valeurs srngulières
pour les couples (M,L) optimums.

La figure IV-16-b monte les variations de la pente de I'intégrale de

corrélation en fonction de log(r) pour le couple (M,L):(10,1). Les courbes

superposées colrespondent, du bas vers le haut, à un nombre de composantes

principales allant de 2 à M. A partir de C:3, les courbes sont pratiquement

confondues surtout pour log(r) compris ente -4 et -2, ce qui confirme la

conclusion tirée du spectre des valeurs singulières.
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Figure w-16-b : Variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(r,M)
pour le couple (M,L):( l0,l ) et C allant de 2 à M

Corrtrarement au résultat de la fig*. IV-8-b, le plateau ne subit pas de

changetnent, quelque soit le nombre de composantes principales utilisées dans les
calculs. La diftrence entre les résultats de la figtu.e IV-8-b et IV-16-b houve
I'explication dans celle des figures IV-8-a et IV-l6-a. Rappelons que le spectre de
la figure IV-8-a montre que les valeurs singulières diminuent linéairement puis
deviennent comparables à partir de i:9. Un tel spectre informe stu les dlections
dans lesquelles la composante stochastique de la trajectoire commence à domrner.
Par suite en se limitant aux 8 premières composantes principales nous avons pu
réduire le bruit contenue dans la série VERO9.DAT. A I'inverse, le spectre de la
figute IV-I6-a montre que les deux premières valeurs singulières sont
comparables et que les suivantes subissent une diminution linéaire. Un tel specte
pennet de conclure que la série ne contient que peu de bruit et que les directions
c1 et c2 sont les plus "visitées" par la trajectoire reconstruite. Par suite, on dewait
trouver les mêmes résultats à partir d'un nombre quelconque de composantes
pnncipales supérieur ou égal à fiois, d'où ture réduction possible du temps de
calcul en choisissant C:3.
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Variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log(r) pour les couples (M,L) optimums avec c:3.

La figure IV-17 montre les variations de la pente de I'rntégrale de
corrélation en fonction de log(r) pour les couples (M,L) optimums. Seules les
trois premières composantes principales (C:3) sont prises en compte dans les
calculs. Le résultat que fournit cette figure est pratiquement le même que celui de
la figrue IV-l5 où toutes les composantes principales (C:M) sont utilisées dans
les calculs. On conclut que la série LPMMI2 DAT fournit une zone de saturation

siErificative et insensible au bruit, où la valeur de la pente D est de I'ordre de 2,1.

Le nombre de composantes
prrncipales retenues est C:3
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2-2-4- Le plus grand exposrutt de Lyapturov.

Pour calculer les vanations temporelles de I'exposant dépendant du temps,
llous avolls besoin de comaître la dirnension de reconstruction minimale. pour

cela, nous avons calculé les variations de I'exposant A* en fbnction du retard L
pour des valetus croissantes de la dimension de reconstruction. L'urtervalle de
temps Tç utilisé est de I'ordre du temps de corrélation (K:5).
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Le retard L en uruté d'échantillonnage

Figure IV-l8-a : Variations de I'exposant dépendant du temps A* en fonction
du retard L pour K:5 et M allant de 3 à I I

La figure IV- 18-a montre qu'un minimum de Â* apparaît en L:2 pour M
égal à 8 et 9 et passe à L:3 à partir de M:10. Sachant que L:2 est mieux placé
que L:3 pour être le retard optimum (voir la conclusion de la section 2-2-l), nous
avons calculé les variations de A* en fonction de M pour L:2. La figr:re IV-18-b

montre que I'exposant ̂* diminue lineùement pour M allant de 5 à 8 et qu'il
varie très peu à partir de M:8. Nous en déduisons que pour L:2,1a dimension de
reconstruction minimale est M:8 [9].
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\r.
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La dimension de reconstruction M

Figure IV-l8-b : Variatrons de I'exposant dépendant du temps À* en fonctron

de la dimension de reconstructron M pour K:5 etL:2.

La figure IV-I9 montre les variations temporelles de I'exposant dépendant

du temps A pour le retard optimum L:2 et des dimensions de reconstruction

allant de M:8 (la dimension minimale de reconstruction) à M:10.
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Figure rv-19 : Variations temporelles de I'exposant dépendant du temps Â
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Les coLtrbes obteuttes préselttent une partie linéaire qui passe par I'olgrne
Iorsq''elle est extrapolée. cette partie li 'éaire q'i s'étend .lusqu'à K:g possède
ttue pente positive d'envirou 0,l84 et permet d'estimer le plus grand exposant de
Lyapunov à )":3,692 s-l sur un intervalle de temps de I'ordre de g unités
d'échantillonnage, c'est-à-dire deux fois le temps de conélation.

2-2-5- Conclusion

Avec la série LPMMIZ.DAT on semble encore aboutir à I'existence d'un
attracteur étrange. La dimension de conélation retenue est de I'ordre de D=2,1
pour log(r) cornpris entre -4.2 et -1.6 et le plus grand exposant de Lyapunov

estirné est de I'ordre de )"=3,7 s-l sur un intervalle de temps de 0.4 s. Ces résultats
sont rneilleurs que ceux obtenus à partir de la série VERSg.DAT. Nous avons
obtenu un plateau beaucoup plus large, qui s'étend aux faibles valeurs de r (-4,2 à
-1,6 pour LPMMI2.DAT confie -3,4 à -1,8 pour VERO9.DAT) et qui est
rnsensible au bnrit. Quant au plus gand exposant de Lyapunov, sa valew est plus

raisonnable (nous avons obtenu 7u:9,423 s-t pour VER09 DAT) et I'rntervalle de
temps sur lequel nous I'avons estimé est beaucoup plus long (0,4 s pour
LPMM12.DAT contre 0.08 s pour VER09.DAT)

La meilleure qualité de ces résultats est due à celle de la série temporelle
LPMMI2.DAT. Cette série contient beaucoup moins de bruit que la série
VER09.DAT et elle est beaucoup plus longue Q.{r:5000 et Tr:5.10-2 s pour
LPMMI2.DAT contre N,:3072 et T,:4.10-3 s pour VER09.DAT) en ce sens
qu'elle contient un plus grand nombre d'événements liés à I'effet PLC. On peut
reprocher à ces résultats un certain manque de saturation lors du calcul de la
dimension de conélation. Nous pensons que cela est dû à la petitesse de la
longueur de la fenêtre optimale, qui serait de I'ordre de l0 unités
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d'échantillonnages. ceci rtous empêche de considérer plusieurs valeurs de la
dirnension de recotrstntction : colïune llous I'avons déjà dit, pour w:10 les seules
valeurs possibles du couple (M,L) sont (ll,l) et(6,2). Enfin, la cntique majeure
que I'on peut adresser à ces résultats est qu'ils concernent une série non
stationnaire, en ce sens que I'amplitude des décrochements de la contrainte
auEnente au cours du le temps, en raison des modifications de la microstructure
du rnatériau' C'est pourquoi llous réservons encore nos collclusions quant à la
nature de la dynamique du phénomène pLC.

2-3- Analyse de la série LpMMl5l6.DAT

La figure IV-20 montre I'aspect de la séne remporelle LpMMl5l6.DAT.
Celle-ci n'est autre que la partie de la série LPMMI.DAT qui commence à partir
de 20000 unités d'échantillonnage (voir la figure IV_2).
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Le temps en unités d'échantillonnage

Figure IV-20: La série temporelle LPMMl5l6.DAT
(Tr:5.10-' s et Nr:8254)

9000

r40



Chapitre ll

comparée à la série LPMMI2.DAT, la séne LpMMr516.DAT possède
deux avantages. Pour le même temps d'échantillonnage, cette dernière contient
8254 éléments alors que la première n'en contenait que 5000. Outre sa longueur,
les variations de la série LPMM1516.FIT ne s'inscrivent pas dans un,,cône,,,
cornme c'est le cas de la séne LPMMI2.FIT (comparer la figure Iy-21 et la
figure IV-12) L'arnplihrde des décrochernents reste stationnage en moyenne
puisqu'il y a saturation des effets d'écrouissage.

Le temps en unités d'échantillonnage
Figure IV-21: La série temporelle LPMMl5l6.FIT

(Tr:5:10- '  s et Nr:8254)
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2-3-I- Choix des pararnètres de reconstruction

a- Le temps de corrélation

1 )

Le temps de corrélatlon est : T.:5 T,

'B 0,8
L)
I

=  0 4

g o,o

. t

-0,4
0 100 200 300 500

Le temps en unrtés d'échantillonnage

Figure IV-22: Variatrons temporelles de la fonction d'auto-corrélation
de le sér ie LPMM15l6.FIT (Tr:5.10-2 s)

Les variations de la fonction d'auto-corrélation de ta série LPMMl5l6.FIT
(montrées par la figure IV-22) sont pratiquement les mêmes que celles de la série
LPMMI2.FIT. Le temps de conélation obtenu est T.:5.T, ce qui suggère [g6]
que les longueurs de fenêtre optimales sont comprises entre 8 et 17. Cependant la
comparaison des séries LPlvfMl2.FIT et LPMM15I6.FIT monrre que la
corrélation devrar't êre plus forte pour cette dernière puisqu'elle est stationnaire
alors que I'on aboutit à des temps de conélation voisins. Cette remarque se
confirme lorsqu'on compare les autres temps caracténstiques associés à ces séries
(par exemple le minimum de la fonction d'auto-corrélation [86] est situé à 8 unités
d'échantillonnage pour la série LPMMI2.FIT alors qu'il se situe à 12.T, pour la
série LPMMI5I6.FIT). Pour cela, le critère du ùemps de conélation ne sera pas
pns en considération, au sens strict, mais il sera étendu vers les grandes valeurs
des longueurs de fenêûe.
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b- Le déplacement moyen

Pour des dimensions de reconstruction M allant de 3 à 11, la fig*. Iv-23
montre les vanations de la pente normalisée du déplacement moyen S en fonction
du retard L [84] Pour M inférieur à 5, les couples optrmums obtenus sont
(M,L):(3 ,5), (4,4) et (5,3). A partr de M:6, le retard optimum passe à L:2 et
reste le même lorsque M augmente. On se trouve alors avec des fenêtres dont la
longueur augmente à partir de 10 avec un pas de 2. Notons que ce critère reste en
accord avec celui du temps de corrélation pour des dimensions de reconstruction
qui ne dépassent pas 9.

o)
-ôh
t t =

? r r

EE
C)

O O

( . ) O .
o- 'q)
c d E

J

1,0

0,4

-0,2 L
0

Le retard L en unité d'échantillonnage

Figure w-23 : Variations de la pente normalisée du déplacement moyen S
en fonction du retard L pow M allant de 3 à I l.

c- L'exposant dépendant du temps A*

La figrffe lV'24 monûe les variations de I'exposant Â+ en fonction du retard
L pour un intervalle de temps Tç:4.T5. A partir de M:13, ces courbes présentent
un mirumum en L:2 ce qui implique, d'après [9], que la dimension de
reconstruction minimale est M:13 et que le retard optimurn est L:2.
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)o

1 7

1,4

l , l

0,8

0,5
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Figure IV-24: variations de I'exposant dépendant du temps A* en

fonction du retard L pour K:4 et M allant de 5 à 16

d- Conclusion.

L'exposant dépendant A* aboutit au retard optimum L:2 et à la dimension

de reconsffuction minimale M:13, soit une longueu de fenêtre minimale W:24.
Remarquons que la longueur de fenêtre minimale que donne ce cntère dépasse la
bome supérieure de I'intervalle suggéré le critère du temps de corrélation (W

cornpris ente 8 et l7). Comme nous l'avons déjà indiqué, cette incompatibilité

résulte de la petitesse excessive du temps de corrélation de la série
LPMMI516.DAT. Par conséquence, nous adoptons le résultat du critère de
I'exposant dépendant du temps car il possède un point intéressent (le retard

optimum L:2) en commun avec le critère du déplacement moyen. D'aufie part,

conrme le monfie la figure IV-24, le minimum de À* (en L:2) risque de

disparaîre pour des dimensions M supérieures à 16. En conclusion, nous
retenons L:2 comrne valetu optimale du retard et M:I3 et M:16 respectivement

comme valeurs mirumale et maximale de la dimension de reconstnrction, ce qui

donne W compris entre 2 et3 fois le minimum de la fonction d'auto-corrélation.

144

+

U)

(.)

c.)
.()

a

X
o)

l

2345678

Le retard L en unité d'échantillonnage



t

I

Chapitre Il

2-3-2- Calcul de la dimension de conélation

Pour L:2 et M:I3' 14,15 et 16, la figure IV-25 montre les variations de la
pente de I'intégrale de corrélation D(r,M). Pour les valeurs de log(r) comprises
entre -3,8 et -1,4, cette pente est pratiquement constante mais elle croit de 2,g à
3,2 (avec qqpas d'environ Ol) lorsque M augmentede l3 à 16.

M: I3
M:14
M: I5
M:16

log(r)

Figure rv-25 : variations de la pente de I'rntégrale de corrélation D(r,M)
en fonction de log(r) pour L:2 etM:I3, 14,15,16.

A priori il n'y a pas de sahration si la longueur de la fenêtre d'observation
augmente. Sur le plateau, la pente de I'intégrale de conélation augmente d'environ
0,1 lorsque M passe à M+l en fixant L:2. Cependant, comme la série
LPMMI2'DAT, cette série temporelle fournit une zone auto-similùe
significative et insensible au bruit, où la valeur observée de la pente D(r,M est de
I'ordre de 3.1.
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Chapitre I l '

2-3-3- Calcul du plus grand exposant de Lyapunov

Pour L:2 et M allant de 13 à 16, uous avons calculé les vanations

ternporelles de I'exposant Â. La figure IV-26 montre que ces courbes présentent

me partie linéaire qui s'étend jusqu'à 12 unités d'échantillonnage. Cette partie

hnéare passe par I'ongrne lorsqu'elle est exffapolée et sa pente vaut 0,125, ce qui

donne pour le plus gand exposant de Lyaptnov À:2,5 s-l sur un urtervalle de

temps de I'ordre de 0,6 s. Le plus grand exposant de Lyapunov est positif ce qui

suggère qu'il y a sensibilité aux conditions initiales.

M=13
M:14
M:15
M:16

0 .0 -  '  '  ,  I  I
0  5  10  l 5  20

L'intervalle de temps K en unité d'échantillonnage

Figure N-26: Variations temporelles de I'exposant dépendant du temps À
pour L:2 et M:13,14,15,16 avec C): l ,
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Chapitre Il ' .

2-3-4- Données de substi tut ion.

Pour donner plus de rigueur aux résultats précédents qui suggèrent
I'existetlce d'un attracteur étrange (l'existence d'un plateau et la valeur posrtrve du
plus grand exposant de Lyapunov), nous avons eu recours à la méthode des
données de substitution [96]. Nous calqulons la transformée de Fourier de la serie
tetnporelle LPMMI5l6.FIT. Après avoir rendu aléatoire la phase de cette
trausfonnée (sans toucher à son amplitude), nous calculons sa transformée de
Fourier inverse. La partie réelle de la dernière transformée, nommée
LPMMl516.FFT, est appelée "données de substitution". Si I'analyse de la série
LPMM I 5 l6.FFT permet de retrouver les résultats obtenus pour la série
LPMM|5l6.FlT, on conclut au caractère non déterministe de cette dernière.
Ittversement, si les résultats obtenus avec les données de substitution sont très
différents de ceux de la série initiale, le caractère déterministe de cette dernière
rt'est pas exclu.

l 0

o -
6 à
L ;

.xi, v
= r {. = É
- o
o ' Ë
q r 6
c !
o t o
O r o
d C )
. ' \  €

- l-2-3-4
log(r)

Figure lY-27-a: variations de la pente de I'intégrale de corrélation D(r,M)
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Chap i te  I l '

Pour le couple de paramètres de reconstruction optimum (M,L):( r 5,2), Ia
figure IY -27 -a montre les vartations de [a pente de I'intégrale de conélation en
fonction de log(r) Le plateau obtenu en utilisant la série LpMMl5l6 FIT
disparaît complètement lorsque I'on utilise la série LpMMl5l6.FFT pour la
reconstruction du portrait de phases.
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=  l , )

t r  1 ôo ,  ' ) "
.o)

F os
( t )  -  t -

X
o)

i r  o o

-  LPMM I516  F IT
LPMM I5  I6  FFT

/'
./

./
./

l 0 l5
L'intervalle de temps K en unité d'échantillonnage

Figure IV-27-b: variations temporelles de I'exposant dépendant du temps Â
pour (M,L):(15,2).

Pour le même couple de paramètres de reconsfiuction (M,L):(l 5,2), la

figure IV'27'b montre les variations temporelles de I'exposant À. On voit
nettement le changement du résultat lorsqu'on remplace la série LPMMI5I6.FIT
par la série LPMMI5I6,FFT. Avec cette dernière, les valeurs obtenues de

I'exposant À sont proches de zéro. Ce changement radical prouve que le caractère

détermrniste de la série LPMMI5l6.FIT n'est pas dû à une processus

stochastique en loi de puissance [96]. i
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Il est utile de noter que des domées de substitution obtenues de manière
irrdépendante par N.J. Norohna [g7], à partir des mêmes données initiales
LPMM15I6'FIT conduisent au même changernent radical de comporrement.
Notrs ne pouvons pas déduire directement de ces résultats que la séne
LPMMl5l6'DAT est détermniste. Néanmoins, ajoutés aux résultats des sections
2-2-3 et 2-3-3, ils convergent avec les indications précédentes pour amener à
couclure à I'existence d'tute dynamique déterministe non linéaire à un faible
nombre de paramètres d'état. L'attraçteur étrange associé a pour dimension de
corrélation D:3'l et la sensibilité aux conditions initiales est exprrmée par une
valeur positive du plus grand exposant de Lyapunov À:2,5 s-r.

2 -3 - 5 - Représentation de I'attracteur étran ge

Maintenant que nous avons mis en évidence I'existence d'un attracteur
étrange, il serait intéressant de monter son allure. pour un retard L:2,1a figure
IV-28 montre la projection du pseudo-portrait de phases sur le plan (1,2) de
I'espace de reconstruction [6,7]. La trajectoire reconstruite n'est pas attgée par un
attracteur sunple. Son évolution n'est pas aléatoire non plus. On constate une
structure en feuilles du pseudo-porfait de phases qui rappelle celle d,un objet
fractal (volr le chapitre II). On remarque aussi certaines inégularités dans
l'évolution de la tajectoire. Ces dernières sont dues au bruit contenu dans la série
temporelle et ont tendance à cacher la stmcture fractale de I'atfacteur. Enfin, on
constate que la trajectoire ne s'étend que dans la partie située sous la diagonale du
plan (l ,2) de I'espace de reconsûuction. Ceci n'est pas surprenant, sachant que les
plus grandes variations des éléments de la série temporelle sont négatives. Ce
caractère de la série vient des chutes de la contrainte associées à la génération et
à la propagation des bandes pLC.
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Figure rv-28 : Projection de la trajectoire sur le plan (1,2)
de I'espace de reconstnrction pour L:2.

La représentation de la frajectoire dans I'espace de reconstruction suggère

bien I'existence d'un attracteur étrange. Cependant le calcul de ses
caractéristiques se heurte à des problèmes liés à la façon dont la trajectoire

s'étend dans I'espace [S4]. A part quelques "visites" à la partie inferieure à la

diagonale, la trajectoire a tendance à rester au voisinage de cette dernière.
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Les figures IY-29'a, Iv'29'b et IV-29-c monrrenr respectivement la
projection de la trajectoire str le plan (c1,cz), (cr,cr) et (c2,ca) de l,espace des
composalltes pnncipales. Ces projections rnontrent que la tralectore reconstruite
est tnieux étendue dans cet espace que dans I'espace de reconstruction (le ppp de
la figrrre IV-28)' Cette rneilleure extension de la trajectoire expnme une réduction
de la redondancedans I'espaeedes eompesantesprineipales: Comnrgrrous l,avons
nl au chapitre III, c'est pourquoi I'on préfere effectuer les calculs dans I'espace
des composantes principales [86]

0 ,1

0,0

-0 ,1

.0,2
-0,1 0,0 0,1 0,2

Figure N-29-a: Prolection de la trajecto'e sur le plan (c,,c2)

de I'espace des composantes pnncrpales.
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o t )
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Figure ry-29-b : Projection de la trajectoire sur le plan (c,,ca)

de I'espace des composantes pnncipales.
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Figure fV-29-c : Projection de la trajectoire sur le plan (c2,ca)

de I'espace des composantes prurcipales.
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2-3-6- Conclusion

Le calcul de la dimension de corrélation effectué dans la section 2-3-2
motrtre I'existetrce d'une zone auto-similaire significative : la pente de l,intégrale
de conélation est pratiquement constante pour log(r) allant de -3,g à -r,4.De plus

Gggllon 2-3-3), !a sçqstbllité aux eolditions uritiales€st en€stée par la valetn
positive du plus sand exposant de Lyapun ov . )u=2,5 s-t sur un rntervalle de
temps de I'ordre de 0,6 s. Enfin, dans la section 2-3-4, tn affinement de ces
résultats est obtenu grâce à la méthode des données de substitution : le plateau
disparaît complètement et les valeurs de I'exposant de Lyapunov sont proches de
zéro' Ce changement radical prouve que le caractère déterministe de la série
temporelle initiale n'est pas dû à un processus stochastique en loi puissance. Ces
indices, ajoutés I'un à I'autre, nous permettent de confirmer l,existence d,un
attracteur étrange dont la dimension de conélation est de I'ordre de D=3,1. La
critique qu'on peut adresser aux résultats de I'analyse de la série
LPMMI5l6'DAT est I'augmentation de la pente de I'intégrale de corrélation avec
la dimension de reconstntction. En suivant [98], nous atribuons ce manque de
saturation à la longueur insuffisante de la série temporelle analysée. par ailleurs,
selon [99], 1l suffit que la dimension de reconstnrction soit supérieure à deux fois
la dirnension de conélation pour que cette dernière soit conservée par la
reconstruction.
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3- RECAPITULATION DES RESULTATS ET CONCLUSION

Pour l'échantillon de rnonocristal de I'alliage CuTYoêJ, le plus grand

exposant de Lyapunov obtenu est de I'ordre de À:9,4 s-l et la décomposition par
valeurs singulières nous a permis de réduire le bmit contenu dans la série VER09
et d'aboutir à une dimension de conélation de I'ordre de D:2,1. Cependant ce
résultat n'est pas suffisant pour conclure en ce qui concerne la dynamique du
phénomène car la séne VER09 est trop courte (durée d'enregistrement de I'ordre

de 12 secondes). Une deuxième analyse est faite sur deux parties de la séne
LPMMI, qui est issue de la traction d'un échantillon de polycristal de I'alliage

Al3%Mg. L'analyse de la partie correspondant aux petites valeurs de la

déformation (LPMMI2) aboutit à une valeur de I'ordre de D:2,1 pour la

dimension de corrélation et une valeur de I'ordre de l,:3,6 s-' pour le plus gand

exposant de Lyapunov. A ce stade nous réservons nos conclusions quant à la

dynamrque du phénomène car la série LPMM12 n'est pas stationnùe (l'amplitude

des décrochements augmente au cours du temps). Cet inconvénient n'existe pas

dans la dernière partie de la série LPMMI. C'est pourquoi nous avons conduit

une troisième analyse en utilisant la série LPMMI5l6. Cette dernière analyse est

menée en collaboration avec Ananthakrishna et Noronha [100] et il en résulte que

la dimension de corrélation est de I'ordre de D:3,1 et que le plus grand exposant

de Lyapunov est de I'ordre de ?u:2,5 s-t. En ouffe, I'utilisation de données de

substitution dont la phase est rendue aléatoire amène à une modification radicale

du comportement de la série temporelle. L'accumulation des résultats ci-dessus

llous permet de conclure que la dynamique sous-jacente à I'effet PLC est

chaotique déterministe dans le cas de I'alliage Al3%Mg, et pour une déformation

plastique assez grande pour que I'amplitude des décrochements reste stationnaire.
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Conclusion

CONCLUSION GENERALE

i 
tt travail concerne I'instabilité de la déformation plastique associée à

lbffet Portevin-Le €hatelier. Rappelons que c,ç+ls-ci se mmfrstq Tors dé la
traction à vrtesse de déformation constante de certains alliages, par la génération
et la propagation irrégulières de bandes de déformation plastique localisée le long
de l'échantillon de traction. Les courbes de traction obtenues montrent des
décrochements de la confrainte dont I'apparence est aléatone. A ce constat
s'ajoutent les résultats de certains modèles qui suggèrent que la dynamique du
phénomène peut être apénodique [4] voire chaotique déterministe [5].

Ces suggestions nous ont poussé à chercher si I'on peut confirmer le
caractère déterministe de la dynamique de I'effet PLC en analysant I'information
contenue dans l'évolution de la contrainte d'écoulement. Pour cela nous avons
utilisé diverses méthodes d'analyse qui permettent la caractérisation de la
dynamique d'un système à panir d'une série temporelle constituée des variations
de I'ur de ses paramèfies d'état. Nous avons d'abord utilisé la méthode des retards

l7l pour reconstuire le portrait de phases du système à partir de séries
temporelles de la contrainte. Le pseudo-porfait de phases obtenu suggère que la
trajectoire reconstruite converge vers un attracteur étrange, qui est le reflet d,une
dynamique chaotique déterministe. A I'aide de I'algorithme de Grassberger et
Procaccia [8]' nous avons alors calculé la dimension de conélation qui est l,une
des caractéristiques d'un atffacteur éfiange. De plus, sachant qu'une dynanuque
déterministe est caractérisée par la sensibilité des trajectoires aux conditions
irutiales' nous avons cherché I'existence d'un exposant de Lyapunov positif
exprimant la divergence de trajectoires initialement voisines [6,9]. Enfin, pour
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doturer plus de rigueur à nos résultats, nous avons eu recours à ta méthode des
dorurées de substitrttion qui pennet d'exclure le caractère stochastique des séries
ternporelles attalysées [96]. Notons que, malgré le principe relativement srmple de
ces techrliques, leur application pratique se heurte à des problèmes liés à leur
mise en oeuwe et à la qualité des sénes temporelles. Dans la méthode des
retards, les paramètres de reconstruction restent arbitraires, et il convient donc
d'être prudent en utilisant simultanément plusieurs critères pour le choix des
valeurs optimums de ces paramètres [9,84,86]. D'autre part, les sénes temporelles
analysées sont souvent contaminées par du bruit provenant du dispositif
expérimental, ce qui risque de masquer I'urformation dynamique qu'elles
contiennent. A cet égard, nous nous sommes servi de la décomposition par
valeurs singulières [81,86] pour réduire la contribution de la composante
stochastique dans les calculs.

Nous avons appliqué cette méthode d'analyse dynamique aux sénes
temporelles de la contrainte obtenues lors de la traction, à vitesse de déformation
constante, de divers échantillons d'alliages sujets à I'effet pLC Ul;2l. Les
conclusions les plus significatives sont celles tirées de I'analyse de la contrainte
appliquée à un polycristal d'alliage /J3%Mg, après rure déformation plastique
suffisante pour que, hors écrouissage, la microstnrcture demeure stationnaire (la
série LPMMI5l6). L'utilisation de I'algorithme de G-P montre I'existence d'une
zone auto-stmilaire significative, avec une valeur de la dimension de conélation
de I'ordre de D:3,1, ce qui représente une condition nécessaire à I'existence d'un
attracteur érange. D'aute part, le calcul des variations temporelles de I'exposant
dépendant du temps [9] monûe que le plus grand exposant de Lyapgnov est
positif, de I'ordre de )v:2,5 s-1, ce qui prouve qu'il y a sensibilité du système aux
conditions irutiales. Enfin I'application de la méthode des données de substitution
conduit à'la perte de la dimension de conélation et à des valeurs de I'exposant de
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Lyapunov proches de zéro- L'accrunulation de ces informations et leur
cornpatibilité avec des résultats similaires [10]-106], permet de co'clure que,
dans ces conditions expénrnentales, la dynamique sous lacente à I'ef;[et pLC est
chaotique détenniniste.

f 
Notons

la
critique majeure que I'on peut adresser aux résultats obtenus est la légère
auEnentation de la pente de I'intégrale de conélation avec la dimension de
reconstruction' Dans [98], on monfe que même s'il exrste un attracteur étrange, la
saturation n'est observée que si la série temporelle est assez longue. Or,
I'arnplinrde des décrochements de la confrainte augmente avec la déformation, à
cause de l'écrouissage du matériau et des modifications de la structure qui en
résultent' Par conséquent, la série temporelle doit être courte pour minimiser
I'augmentation de son amplitude au cours du temps, ce qui est contradictoire avec
les conditions de la satwation. La valeur obtenue pou la dimension de corrélation
est donc une valeur par défaut, et le résultat essentiel est qu'elle reste faible.

Par ailleurs, les résultats exposés restent ponctuels dans la mesure où ils ne
concernent qu'un nombre rédurt de conditions expérimentales. Il est donc
nécessaire d'examiner I'influence des conditions de chargement et des paramètes
du matériau sur I'information dynamique contenue dans les séries temporelles de
la contrainte. En d'autres tennes, I'analyse de séries temporelles issues de la
traction de divers échantillons, dans des conditions de déformation variées,
permetfrait de mieux comprendre la relation enffe I'aspect microscopique du
phénomène (les interactions à l'échelle mésoscopique) et le comportement global
que reflète une série temporelle de la contrainte (la conélation, ou non, de la
génération et de la propagation des bandes pLC).
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On doit enfin lloter que les systèmes srùets à I'ef[et pLC sont étendus, et
que la localisation de la défonnation plastique y est très forte. L'rnformation
cotltetlue dans l'évolution de la contrainte appliquée possède un caractère moyen,
instrfftsant pottr rendre compte de cette localisation. C'est cette propnété de
lnoyelme qui est utilisée pour caracténser la dynamrque globale de l'échantillon ;
bien qu'elles reflètent les corrélations qui sont responsables de la génération et de
la propagation des bandes PLC, les séries temporelles utilisées ne permettent pas
à elles seules de caractériser la dynamique locale de manière exhaustive.

Le rnénte de ce travail ne s'arrête pas à la réponse à la question posée au
début de ce mémoire, à savoir : la dynamrque de I'effet PLC est-elle, ou non,
chaotique déterministe ? Outre I'aboutissement à la mise en évidence d'un
attracteur étrange, qui est le reflet d'une telle dynamique, la valeur de la
dirnension de corrélatton obtenue, légèrement supérieure à trois, implique que la
dimension de la variété contenant I'attracteur est au moins égale à quatre. En
supposant que la dyramique locale moyenne est identique à la dynamique globale
mise en évidence, nous en déduisons qu'une descnption dynamique locale de
I'effet PLC doit prendre en considération au moins quaûe paramèfres d'état, ce
qui est compatible avec le modèle dynamique des dislocations d'Ananthakrishna
et al l5l.
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