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Intoduction

,9roo/oortv,

Le but de la mise en forme des matériaux est d'imposer à ceux-ci une déformation

plastique donnée que I'on souhaite généralement la plus homogène possible. Or, pour certains

matériaux et pour certaines conditions de chargement, le régime d'écoulement plastique

homogène devient instable : un changement de mode de déformation se produit, qui peut

éventuellement déboucher sw une déformation fortement non homogène. Il existe alors des

zones relativement étroites où la déformation plastique est plus importante ; on dit qu'il y a

localisation de la déformation plastique. Les bandes de cisaillement sont un exemple de ces

zones de localisation (Figure 0.1).

Figure 0.1 : Exemple de la localisation d'écoulement plastique
(en cisaillement simple)

Elles constifuent un mécanisme "universel" de déformation que I'on rencontre dans une

grande vanété de matériaux et à des échelles très variées. Dans les métaux, elles peuvent ête

de natwe cristallographique, intra-granulaire ou transgranulaire, et se manifester sur une

Déformation homogène b. Déformation localisée
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Intoduction

échelle microscopique ou macroscopique. A l'échelle macroscopique, elles apparaissent lors

de processus de déformation à grande vitesse tel que I'Usinage à Très Grande Vitesse

(fîgure 0.2.a) ou la perforation de plaques épaisses (figure 0.2.b). Elles apparaissent

également lors de certains processus quasi-statiques, comme la stiction d'une tôle emboutie

ou celle d'une éprouvette en traction simple.

Copeau Ae f:eOV obtènu en tournage Acier CRS 1018 impacté à 100 m/s
d'après LssouRD (1996) d'après Rogers (1983)

Figure 0.2 : Exemple de bandes de cisaillement

On retrouve également des bandes de cisaillement dans les polymères (1 prm à l0 pm)

ou dans les géomatériaux (roches, argiles ....). Dans le domaine de la géophysique, l'étude de

la tectonique des plaques montre que I'asthénosphère (figure 0.3), qui est une couche

visqueuse de plusieurs dizaines de kilomètres d'épaisseur sur laquelle repose la lithosphère,

peut être considérée corrme une zone de cisaillement intense avec, bien entendu, des ordres de

grandeur très différents de cerrx que I'on peut rencontrer dans les matériaux métalliques

(LERoY (1991).

Le phénomène de localisation sous forme de bandes de cisaillement peut également

être renconté dans l'écoulement des glaciers ainsi que dans les écoulements d'huiles

lubrifiantes (Balr, Qureshi & Winer W.O.(1993)). Cet inventaire des exemples, où peuvent

êûe observées des bandes de cisaillement, n'est natuellement pas exhaustif.

tz-1.*vff '{.$!Wâ,âY'l.l2i:i?'r.2fr 7ii
b. Perforation de plaques épaissesa. Usinage à tès grande vitesse

Copeau de TA6V obtenu en tournage
d'après LesouRD (1996)
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5 100

6 370
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zone de transition

X'igure 0.3 : Asthénosphère - lithosphère

Dans les métaux on peut distinguer deux types de bandes de cisaillement

macroscopiques:

- les bandes de cisaillement isotherme

- les bandes de cisaillement dites "adiabatiques"

La déstabilisation de l'écoulement uniforme, conduisant à des bandes de cisaillement

isotherme, est le résultat d'un rnécanisme d'adoucissement purement mécanique du matériau.

La décroissance de la contrainte d'écoulement provient d'un endommagement du matériau"

d'un effet de vertex de la surface d'écoulement ou d'une évolution de la texture

cristallographique. En ce qui conceme les bandes de cisaillement "adiabatique", la

déstabilisation de l'écoulement uniforme est due à un mécanisme de couplage thermo-

mécanique.

Pour des matériaux déformés à grande vitesse ou présentant une faible conductivité

thermique, environ quatre vingt dix pour cent du travail de la défonnation plastique se

convertit localement et irréversiblement en un dépôt de chaleur. Une concentration de

contraintes, un défaut matériel ou géométrique, entaîne un accroissement local de la

déformation, ce qui conduit à une élévation locale de la température. Potr un matériau

thermo-adoucissaqt, cette augmentation de température provoque, à nouveau, une

augmentation de la déformation ; ainsi un cycle auto-catalytique catastrophique s'initialise-t-il

-4-



Introduction

et conduit à la formation de bandes de cisaillement adiabatique. Celles-ci provoquent une

importante chute de la capacité de résistance du matériau éventuellement suivie de la ruptr:re.

Dans certains cas, cette rupture est souhaitée ; c'est le cas, par exemple, de I'usinage où

I'on souhaite la fragmentation du copeau par cisaillemeni adiabatique, ou de la perforation si

_ I'on se place du coté du projectile ; en revanche, dans d'autres c:ls on veut éviter la rupture.

C'est le cas notalnment de I'emboutissage et de la perforation envisagée du point de vue de la

résistance des blindages. Même en I'absence de rupture, la fragilisation du matériau par le

cisaillement adiabatique conduit à rechercher les conditions dans lesquelles il pourra être

évité. C'est pourquoi l'étude -des bandes de cisaillement a été I'objet de développements

considérables au cours des trente demières arurées.

Dans ce travail, nous nous intéressons uniquement aux bandes de cisaillement

adiabatique et nous nous proposons d'étudier, plus particulièrement, les conditions critiques de

déclenchement de la phase brutale de perte de la capacité de résistance du matériau au

cisaillement, c'est à dire les dif[erents facteurs physiques provoquant la chute de la contrainte

de cisaillement supportée par le matériau.

Les paramètres rhéologiques, les facteurs structurels locaux et la morphologie fine,

comme les défauts de structure du matériau ou les imperfections géométriques, peuvent avoir

une influence sur l'évolution de la localisation et affecter les déformations nominales critiques.

Il en est de même de facteurs structurels globaux comme la taille des échantillons ou la

nafire des conditions aux limites : il est intéressant de chercher à comparer I'importance

relative des facteurs rhéologiques et structurels, locaux ou globaux, sur les déformations

nominales critiques et c'est ce que nous ferons dans ce travail.

Après une revue des différentes techniques expérimentales, permettant la description

de la formation et de l'évolution des B.C.A. à partir de la mesure de grandeurs caractéristiques

(déformations nominales, déformations nominales à la rupture, déformations et températures

locales), le chapitre I sera consacré à la formulation du problème de la localisation de la

déformation thermo-viscoplastique ainsi qu'aux modèles associés.

-5-



lntoduction

Les méthodes que nous utilisons, pour déterminer la répartition des déformations

plastiques orthogalement à la direction de la bande, seront exposées dans le second chapitre.

Un modèle bi-dimensionnel, permettant d'introduire les effets d'échelle et de décrire la

repartition des déforrrations plastiques dans le sens de la bande, sera également commenté.

Et enfin, dans le hoisième et dernier chapitre, nous présenterons I'influence des

paramètres stuctuels et des paramètres rhéologiques de l'éprouvette. L'influence des

conditions aux limites sur le point de chute de contrainte sera notamment étudiée. Une étude

analytique, simple à mettre en place et peu coûteuse en temps de calculs, permetfa de

déterminer la déformation nominale critique avec précision.

-6-
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Présentation des Bandes de Cisaillement Adiabatique

I : INTRODUCTION

Lors de processus de déformation à grande vitesse, ou à vitesse plus faible pour des

matériaux présentant une faible conductivité thermique, la déformation homogène d'une

structure laisse souvent place à une déformation localisée" Les Bandes de Cisaillement

Adiabatique (B.C.A.) constituent un exemple de localisation intense de [a déformation

plastique ; elles peuvent ainsi être des éléments précurseurs de la rupture, ou être responsables

de la détérioration d'une structure.

Si nous sommes en présence d'éléments de construction, on veut éviter I'altération de

lews capacités de résistance mécanique ; on cherche donc à minimiser le risque d'apparition et

de développement des B.C.A. lnversement, si I'on veut, par exemple, améliorer les conditions

de coupe dans r:n processus d'usinage à très grande vitesse ou perforer des plaques épaisses,

on recherche I'apparition et le développement des B.C.A. On pourrait encore citer bien

d'autres domaines (forgeage, emboutissage, chocs à grande vitesse par exemple) ou les B.C.A'

peuvent apparaître ; c'est pourquoi on comprend I'intérêt porté à leur étude'

-10-



Présentation des bandes de cisaillement

L'étude expérimentale et théorique des B.C.A. peut se faire uniquement si on sait les

produire de façon contrôlée et reproductible. " Sur le terrain ", c'est-à-dire lors de la

déformation de structures complexes, il est très diffrcite de réaliser ces conditions, ce qui a

conduit les expérimentateurs à mener les études en laboratoire à part'r de situations

simplifiées qui fournissent de nombreuses indications sur la morphologie et les mécanismes

de développement. C'est pourquoi, la première partie de ce chapitre sera notamment consacrée

à différentes techniques d'observation expérimentale permettant de caractériser les B.C.A..

Nous présenterons ensuite une étude anatytique de différents modèles proposés

pennettant'de rendre compte de I'apparition et du développement des B.C.A. pour des

matériaux thermo-viscoplastiques. Certaines méthodes classiques d'analyse de I'apparition et

du développement des B.C.A. seront rappelées ainsi que les conclusions qu'elles permettent de

tirer quant au mode d'écoulement plastique.

tr.l : PRINCIPE DE FORMATION DES B.C.A.

D'après JontsoN (1987), I'existence de bandes étroites de déformation intense, durant

1a déformation plastique des matériaux, a éte citée pour la première fois par TRESCA (1878),

dont le nom est universellement associé au critère de la contrainte de cisaillement maximale.

Plus tard, MASSEv (lg2|) décrit le phénomène de localisation de la déformation plastique

sous forme de bandes de chaleur ("Heat lines") du fait de la forte augmentation de température

durant leur formation.

Zerqen et HoLLoMoN (1944) établissent le mécanisme de I'instabilité thermo-

mécanique à partir de I'observation expérimentale suivante : une augmentation locale de la

déformation plastique résultant d'une inhomogénéité matérielle ou d'un défaut géométrique

entaîne une élévation locale de la température. En effet 90Yo du travail de déformation

plastique se transforme en énergie calorifique qui est conservée localement dans le cas d'une

vitesse de déformation é|evée ou d'un matériau possédant une faible conductivité themrique.

-11-



Chapiu.e I Frésentation des bandes de cisaillement adiabatique

Dans les matériaux thermo-viscoplastiques, les eflets de I'adoucissement thermique sont

déstabilisants, les ef[ets de la sensibilité à la vitesse de déformation et de l'écrouissage par la

déformation sont stabilisants. Lorsque les efFets déstabilisants sont supérieurs aux effets

stabilisants, l'écoulement plastique est facilité dans les zones fragilisées, ce qui entraîne une

nouvelle déformation plastique locale. Nous sommes en présence d'un mécanisme auto-

catalytique qui peut devenir rapidement catastrophique ; il dépend principalement des

paramètres rhéologiques du matériau, de la géométrie de la structure et des conditions aru<

limites.

Figure 1-l : Mécanisme de formation des B.C.A.

tr.2 : B.C.A. DA]TIS LES STRUCTURES

II.2.1 : Usinage

Une étude expérimentale (Ox-ev(1989) monte qu'au cours d'un usinage à grande

vitesse, on peut observer deu< zones de déformation plastique par cisaillement localisé dans le

copeau. La Figure 1-2 réalisée à I'aide d'une éprouvette en pâte à modeler, ne montre pas de

bande de cisaillement. Son but est de situer les derur zones.

Augmentation locale de la déformation plastiq

due à un défaut matériel ou géométrique

Augmentation locale de la température

Matériau thermoadoucissant

Augmentation locale de la dé

Formation des B.C.A.
Perte de resistance du matériau
Rupture éventuelle
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Présentation des bandes de cisaillernent

Figure l-2 zDérormation dans le copeau ; grille de 0,05 mm de côté
d'après O>cBY (1989)

La première zoîe, appelée zone de cisaillement primaire, se situe au voisinage du plan

(AB), à [a limite du copeau et de la pièce à usiner. On peut remarquer que cette zone se

déplace à travers le matériau en même temps que I'outil. Une seconde zone, nommée zone de

cisaillement secondaire, peut également se développer à I'interface outil - matériau lorsque

celui-ci "colle" à I'outil.

Lorsque la vitesse d'avance est assez grande, on observe un phénomène de

segmentation du copeau par des B.C.A. apparaissant périodiquement (Figure 1.3) :

Figure 1.3 : Copeau de AISI4340
d'après Sevnnrw S.L., Lenon G.D. & OH S.I. (1983)
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Chapiû.e I Frésentation des bandes de cisaillement adiabatique

II.2.2 : Perforation

D'après une étude expérimentale de AwSRBUCH et BooNrn (1973), il existe une zone

de cisaillement, plus ou moins large, au cours de la perforation de plaques métalliques par un

projectile. Cette zone se situe au coin du cratère et est parallèle à celui-ci. Sur la Figure 1-4

extraite d'un article de Roceps (1983), on distingue'une bande de cisaillement parfaitement

dans le prolongement du cratère formé par I'impact d'un projectile. On remarque également la

longueur finie de la bande, qui suggère le caractère propagatif du phénomène.

Figure 1-4 : Perforation de plaques épaisses
d'après Rocnns (1983)

Dans certaines conditions, des B.C.A. peuvent se développer sur la surface d'un tronc

de cône dont le sommet est le fond du cratère (Ravn et BODNER (1983). Dans ce cas, la

direction des B.C.A. change avec I'avance du projectile (Figure 1-5), ce qui rend l'étude

particulièrement diffi cile avec les connaissances actuelles.
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Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

à I'instant tl à f instant t2> tl

Figure 1-5 : Perforation de plaques épaisses
d'après Revn et BoDNER (1983)

tr.3 : TECHNIOUE DGERIMENTALES

II.3.l : Production des B.C.A.

Dans une structure complexe, il est très diffrcile de contôler le développement des

B.C.A. Pow faire une étude fiable et reproductible, il est nécessaire de construire des

expériences de laboratoire simples sur lesquelles on peut contrôler les conditions aux limites

et la génération des B.C.A..

Panni celles-ci, on trouve la torsion à grande vitesse d'un tube à parois minces

(Figure 1-6.c) à I'aide de machines hydrauliques de torsion à grande vitesse, n'excédant pas

5.102 s-r, ou à I'aide de balres de torsion de KoLsrv (1949) por.r des vitesses de déformation

de I'ordre de 5.103 s't ; on houve également I'essai de double cisaillement por.r des vitesses de

déformation pouvant aller jusqu'à 105 s-t (Figure 1-6.b). Ces méthodes ont I'avantage de ne

pas présenter les phénomènes de striction, communs aux essais de traction, qui sont des

instabilités de nature géométrique.
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Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

Projectile

Eprouvette Tube de sortie

a Expérience du double cisaillement d'après CAITFBELL et FERGUSoN (1970)

Projectile

Eprouvette Tube de sortie

b Expérience du double cisaillement par impact direct d'après KLEPAczKo (1994)

c. Torsion d'un tube à parois mince

Figure 1-6 : Dispositifs expérimentaux de production de B.C.A.

ManctraNo et DuFFy (1988) décrivent I'expérience des barres de torsion de Kolsky :

une éprouvette tubulaire est placée ente deux barres de torsion (Figure 1-7). Un couple de

torsion est emmagasiné en amont de la bare d'entrée ; ce couple est brutalement relâché,

faisant ainsi propager une onde élastique de torsion dans la barre d'entrée. Une partie de cette

onde est transmise à la bare de sortie par I'intermédiaire de l'éprouvette et I'auûe partie est

réfléchie. L'éprouvette se trouve donc cisaillée à grande vitesse (ente 103 s-r et 104 s-r ) entre
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Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

ces deux bares. L'étude des ondes élastiques incidente, transmise et réfléchie donne certaines

informations globales : I'onde réfléchie nous indique la vitesse de déformation i(t). Par

intégration on obtient {t) ; I'onde transmise nous donne la contrainte de torsion r(t). Ce sont

des grandeurs moyennes sur l'échantillon, inadaptées par conséquent à la description de la

localisation de la déformation.

Specimen
Hexagonal Flanges

Stored-torque

Loading
Dynamic Transmitted

gage

Static
loading

Figure 1-7 : Barre de torsion
d'après HARTL,Ey, Durry et Herupy (1987)

La technique du double cisaillement a été défrnie par CeIæBELL et FrncusoN (1970).

Ces auteurs proposent de monter une éprouvette à double entaille entre des barres de

Hopkinson modifiées. La bare de sortie est remplacée par un tube qui sert de support à

l'éprouvette. Un projectile percute la barre d'entrée qui, elle-même, percute l'éprouvette. Celle-

ci se houve cisaillée. CAIvfl,BFrL et FERGUSoN (1970) constatent que l'éprouvette n'est pas

soumise à du cisaillement pur, mais est également sollicitée en flexion. De plus, on peut

remarquer une importante concentration de contrainte sur les congés ; de ce fait, le

dépouillement des essais devient tès complexe. OuSsouADI (1994), REzerc (1994) et

Klepncz<o (1994) ont résolu partiellement ce problème en modifiant les dimensions de

l'éprouvette. En chargeant celle-ci directement par le projectile (suppression de la barre

d'entrée), ce dispositif présente I'avantage d'accéder à une plage de vitesses de défonnation

plus étendue (usqu'à 105 s-t) avec des vitesses de projectile modérées (de lm s't à 200 m s-t).

-t7-



Chapitre I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

De plus, le chargement par impact direct permet de contôler très précisément les conditions

aux limites en vitesse imposées à l'échantillon.

L'étude 4e la distribution de la déformation ou du champ de températr:re, au niveau de

lazone de localisation, nécessite I'instrumentation locale de ces dispositifs expérimentaux.

II.3.2 : Instrumentation locale

Pour la mesure de la déformation locale, GIovANoLA (1988) MancrnNo et DUFFY

(1988) proposent une méthode qui consiste à déposer une grille par photorésistance sur

l'éprouvette et à photographier celle-ci à des intervalles de temps très rapprochés. On peut

ainsi suiwe l'évolution de la déformation locale dans le temps et dans I'espace. Si on digitalise

une ligne, la pente a(x) en un point de position æriale x est interprétée comme une mesure

directe de la déformation plastique locale :'y(x): tan o(x) ; la largeur de la bande est définie

comme étant la plus petite distance séparant deux sections droites de pente uniforme, de part

et d'autre de la zone de localisation (Figure 1-8)

lmm
a. Photo de grille déformée

Figure 1-B : Mesure de la déformation locale

VAuÆ, CorrnoN et LAcARDE (1995) tavaillent actuellement sur une méthode optique

de mesure locale des déformations à grande vitesse.

La méthode est basée sur la comparaison entre un état de référence et l'état déformé

d'un réseau orthogonal marqué ou gravé à la surface d'une éprouvette localement plane. Les

caractéristiques du réseau déformé sont mesurées grâce à sa transformée de For:rier optique,

X

b. Digitalisation d'une ligne
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Chapiu.e I Frésentation des bandes de cisaillement adiabatique

réalisée par diffiaction sous incidence oblique ; la mesure des positions des taches de

diftaction d'un faisceau laser sur un film holographique conduit à la détermination du tenseur

des déformations en un point, de la rotation et du déplacement solide de l'éprouvette à une

fréquence de 500 kF{2. Pour I'instant, cette technique ne peut pas fournir des mesures de

localisation car elle est ponctuelle. Un ûavail est en cours pour adapter cette méthode à un

champ continu plan (Weuc, CorrRoN et LAGARDE).

Dup'ny (1984) et HeRrrry, DUFFY et HAwLEY (1987) proposent une méthode basée

sur la mesure du rayonnement in-frarouge émis par l'éprouvette pour déterminer la distribution

de température. Le dispositif comprend un détecteur constitué de 12 cellules de mesure

carrées de 35 pm de coté, espacées de 11 pm. Chaque cellule foumit un relevé temporel de la

température moyenne de la zone d'émission visée. Or, dans les métaux, la largeur des B.C.A.

est comprise généralement entre 10 pm et 200 pm ce qui entraîne que la bande peut très bien

se développer sur une seule zone, voire même entre deux zones ; il parait donc bien difficile

d'obtenir la distribution de la température dans la bande. Celle-ci n'est d'ailleurs obtenue que

de manière statistique, à partir de plusieurs essais. En outre, le signal infrarouge est très

sensible aux variations du facteur d'émissivité, par ailleurs mal connues, car dépendant

fortement de la température, de l'état de la surface et de sa nature physico-chimique.

PWa et Hnnve utilisent également une méthode de pyrométrie optique pour mesurer

localement la température ; cette technique prend en compte l'évolution du factew d'émissivité

en fonction de la température et des propriétés physico-chimiques de la surface de

l'éprouvette. Pour le découplage du problème, la solution proposée consiste à utiliser deux

aces optiques, I'un travaillant aux ûès courtes longuews d'ondes (= 0,7Pm), permettant

d'obtenir un signal très peu sensible aux variations du facteur d'émissivité et de mesurer la

température waie avec une précision de lOK. L'autre æ<e, travaillant dans le domaine de

I'infrarouge lointain (= 5tun), est sensible aux variations de l'émissivité. Sachant qu'un

changement de phase du matériau se taduit par wle variation brutale de l'émissivité en

fonction de la température, il est donc possible de le repérer avec cette solution à deux axes

optiques (Pwa (1996).
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Chapitre I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

II.4 : OBVERSVATONS DGERIMENTALES

A I'aide des barres de Kolsky (Figure l-7) et d'une éprouvette sur laquelle une grille à

été déposée par photorésistance @igure 1-9) MancreNn et Durnv (1988) ont suivi

I'extension spatiale de la localisation lors de I'essai de torsion rapide d'un tube à paroi mince,

en prenant simultanément tois photographies, avec trois appareils photographiques pointés

sur tois points dif[erents de la circonférence de l'éprouvette. De telles séries de photographies

ont étés prises à plusieurs moments de I'expérience, pour suiwe également l'évolution

temporelle.

Figure 1-9 : Eprouvette de torsion
d'après MancraNo et Dtnry (1988)

II.4.1 : Les différents stades de la localisation

La courbe contrainte - déformation dyna:nique (X'igure 1-10) associée

photographies permet la caractérisation des étapes de formation des B.C.A.

séries de
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X'igure 1-10 : Courbe contrainte déformation de cisaillement dynamique et les
photos de la grille d'un même point à différents instants

d'après Mananeuo et DUFFy (1988).

Jusqu'à I'extremum de la conhainte, la distibution de la déformation est homogène

ærialement et circonférentiellement car les trois photos prises simultanément sont identiques

(photo nol de la Figure 1-10). La déformation nominale moyenne, associée à cet extremum, a

une valetr constante et reproductible. C'est à ce point que débute le premier stade de la

localisation (stade l) qui se termine avec le début d'une décroissance importante de la

conhainte. Au cours de ce stade, la déformation plastique comrnence à devenir inhomogène

dans la direction axiale (photos no2,3 de la Figure 1-10), cependant qu'elle reste homogène

circonférentiellement. L'inhomogénéité æriale de la déformation plastique reste relativement

-2t-
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Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

faible ainsi que l'élévation de température. La bande, en cours de formation, reçoit le nom de

"bande de déformation", mais aucune "bande de transformation" (Rocens (1979), (1983)

révélant un changement de micro structure du matériau n'est observée. Le second stade de la

localisation (stade 2) débute avec la décroissance rapide de la containte et se termine avec la

fin de I'expérience et éventuellement la rupture de l'éprouvette (photos no 4, 5 de la

Figure 1-10). Au cours de ce stade, I'inhomogénéité axiale augmente fortement. De plus, la

distribution de la déformation devient inhomogène circonférentiellement (Figure 1-11).

1 :T r * :500%
Larger:r: 50 pm

2 : l t n :130%
Largeur:280 pm

2 :T to :1900%
Largeur : 15 ltm

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Position æriale en mm

Figure 1-11 : Distribution de la déformation en trois points différents de la
circonférence de léprouvette au même instant

d'après MARcHAND et Durrv (1988)

MAX : I goo yo jll nefor.ation nominale = 38

-22-



Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

II.4.2 : Position a:<iale des B.C.A.

MananeNo et DUFFY (1988) constatent que la position du plan de cisaillement

mar<imum dépend de la position circonférentielle du point visé (Figure 1-11). A I'aide d'une

analyse microscopique des éprouvettes, GtovnNoLn (1988) constate également que plusieurs

bandes de cisaillement s'initialisent dans des plans distincts le long de la circonference ce qui

confirme f inhomogénéité circonferentielle. Les bandes ainsi initialisées interagissent enhe-

elles pour se rejoindre et former un chemin de rupture unique (Figure l-12). D'après

GtovaNola (1988), leur initiation est due à des perturbations locales qui peuvent être des

marques d'usinage ou bien des irrégularités microstructurales ; celles-ci, irrégulièrement

réparties, engendrent des sites où le déclenchement du second stade de la localisation est

facilité.

.9

. E 1
x É  L
; E  1

. 9 q  I. Ë ( )
Ê,0

I Largeurde

J 
l'éprouvette

r0 20 30 40 50 60 70

Position Circonférentielle em mm

Figure l-12 : Chemin de la rupture de cisaillement
d'après GIoveNom (l 988).

De plus cette étude montre aussi que le plan de cisaillement mærimum dans le stade 2

n'est pas nécessairement celui du stade 1 (Figure 1-13).
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Figure 1-13 : Profil de déformation à différents instants
d'après GlovnNom (1 988)

II.4.3 : Propagation des bandes de cisaillement

Les résultats de Mancnso et DUFFY (1988) et de GtovANoLA (1988) peuvent aussi

être interprétés par la propagation de la bande de cisaillement, étudiée expérimentalement par

ZHou, Roserus et RAVIcFTANDRAN (1996) : A I'aide d'un canon à gu, un projectile est envoyé

sur une cible parallélépipèdique pré-entaillée (Figure 1-14). Des photographies rapides du

profil de la cible sont prises pour étudier la propagation des bandes de cisaillement dans

I'acier C-300 et dans un alliage de titane : Ti-6Al-4V. La bande de cisaillement, initiée dans le

prolongement de I'entaille, se propage dans une direction quasiment parallèle à la direction

d'impact. Lorsque le projectile dépasse une certaine vitesse critique V", la bande de

cisaillement se propage à travers toute l'éprouvette @igure 1-14.a). En revanche, si le

projectile n'atteint pas la vitesse critique V., la bande de cisaillement s'arrête avant de < sortir

de l'éprouvette >. Il existe une différence de mode de rupture enhe l'éprouvette de Ti-6Al4V

où le seul mode de rupture est la bande de cisaillement (Figure 1-14.b) et l'éprouvette de

C-300. où une fisswe se crée dans le prolongement de la bande de cisaillement avec une

certaine inclinaison par rapport à cette dernière (Figure 1-14.c).
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a .  V t V .

Cible

Entail

Bande de cisaillement

Cible

Fracture

Entaille

Bande de cisaillement

b. V < V. pour le Ti-6Al4V c. V . V" pour le C-300

Figure l-14: Propagation des bandes de cisaillement
D'après ZHov, RoSAKIS etRAVIcHANDRAN (1996)

La fissure inclinée du C-300 est due au fait que la bande de cisaillement se propage à

une vitesse inferieure à celle de propagation de I'onde élastique engendrée par I'impact.

Lorsque cette dernière arrive à I'extrémité de l'éprouvette, elle est réfléchie et rencontre

ensuite la tête de la bande de cisaillement qui se propage plus lentement. Cette rencontre

stoppe la propagation de la bande et crée une fissure qui voit sa direction déviée par rapport à

celle de la bande.

II.4.4 : Déformation au centre de la bande

MARcnAND et DuFFy (198S) étudient la déformation localisée au centre de la B.C.A.

en fonction de la déformation nominale appliquée à l'éprouvette. De cette étude il ressort qu'il

Projectile

+
V

Bande de cisaillement

Projectile

+
v

Projectile

--->
V
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Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

existe une déformation seuil en dessous de laquelle il ne se produit aucune localisation

(Figure 1-15). A partir de ce seuil, toute déformation supplémentaire appliquée à l'éprouvette

aboutit à une localisation dans la B.C.A., et on observe une forte dispersion des valeurs

obtenues.

2 000

o 
o*"r,l"t,oo norSl,u,. o. ""3u,,,"*.I!"nr" 

s0

Figure 1-15 : Déformation au centre de la B.C.A. en fonction de la
déformation nominale

d'après MARcHANID et Dtrrv (1988)

II.4.5 : Déformation nominale critique et déformation nominale à rupture

La déformation nominale atteinte au moment de la rupture de l'éprouvette'y.o n'est pas

reproductible et semble dépendre fortement des inhomogénéités matérielles et des défauts de

swface. De plus, la difficulté à maîtriser les conditions aux limites imposées au bord de

l'éprouvette peut introduire des variations dans les valer.rs de T",p.

Durry (1991) montre une certaine conélation enfre I'amplitude e d'un défaut de

surface de l'éprouvette et la déformation nominale critique 1 à partir de laquelle la

décroissance de la contrainte devient importante. Cette déformation est sensiblement une

fonction linéaire décroissante de ln(e) (Figure 1-16) ; 1o est d'autant plus faible que le défaut
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Chapitre I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

est plus important. Dans cette étude I'influence de la forme du

considération, bien qu'elle puisse jouer un rôle important, et plus

éprouvettes de faible épaisseur.

défaut n'est pas prise en

particulièrement pour les

1.0

0.9

É 0.8
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F 0.3
e
E
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E
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0.0
rc-2 10't

Paramètre de défaut e

Figure 1-16 : Déformation nominale critique en fonction de I'amplitude d'un défaut de surface
d'après Durrv (1991)

tr.4.6 : Largeur de bande

Suivant les auteurs, la méthode de mesure de la largeur de bande diffère. De toutes les

études, il se dégage cependant une tendance générale : la largeur de la bande cisaillée est

d'autant plus faible que la déformation localisée dans la B.C.A. est plus importante

(Figure 1-17)

MARcHAND et Durry (1988) retouvent cette tendance et proposent une loi empirique

pour taduire une localisation de plus en plus intense : Tr- = avf où w est la largeur de bande,

a une constante positive et c une constante négative.

Il est également observé expérimentalement que la largeur de bande se stabilise

lorsque 1* devient très grand, ce que ne taduit pas la loi empirique de MancHnNo et DUFFY

(1988). Il semble que la stabilisation soit due à un équilibre entre la tendance à la localisation

et une tendance à I'uniformisation liée à la diffrrsion thermique.

Acier CRS 1018
Vitesse de déformation: 1500 / s

t rco
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Courbe moindres carrés
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Figure l-17 z Déformation localisée en fonction de la largeur de bande
d'après MARCHAND et DUFFY (1988)

II.4.7 : Température

Tous les relevés expérimentaux de la température indiquent la présence d'un gradient

de températue à I'intérieur même de la B.C.A. ainsi qu'entre celle-ci et son voisinage proche.

Ce gradient augmente lorsque I'on se rapproche du centre de la B.C.A. (Figure 1-18). La

Figure 1-18 n'est pas la distribution de la température au cours d'un essai mais est un relevé

"statistique" de plusieurs essais. La température atteinte est de 600 C, mais il semble qu'une

mesure plus localisée @nrn (1996)) conduise à des valeurs plus importantes. Dans un alliage

Ta6V, Pwe observe en efflet des températures de I'ordre de I l00C à 1 300C. Certains essais

(GtoveNoI-e (1988), Rnzetc (1994) montrent I'existence de zones fondues ; il est possible

cependant que la fusion soit obtenue post-mortem, par frottement des surface de ruptr:re. Les

essais de micro dureté de CHo, LrE, Nurt et Durrv (1993), dans un acier martensitique,

monhent I'existence d'une zone affectée par la diffrrsion thermique où le matériau est adouci,

de part et d'autre de la bande. Les micrographies de Lurr (1992) sur des monocristau:r de
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molybdène montent I'existence, le long d'une micro-bande de cisaillement où la densité de

dislocations est hès élevée, de zones adoucies thermiquement où la densité de dislocations est

plus faible que dans les zones plus éloignées de la bande, confirmant ainsi le point de vue

selon lequel un volume limité autour de la bande est affecté par la diffrrsion de la chaleur.

r Test lT
r Test 6T
tr Test 7T
a Test 8T
o Test l2T

Acier HY 100
largeurduspot35 pm

^
ao Test l3T

Iargeur de bande l l: 2 0

-200 -r00 0 100
Position axiale en pm

Figure 1-18 : Profil de température
d'après MencnNo et DUFFY (1988)

tr.4.8 : Conditions de chargement

Il y a plusieurs manières de confôler le déroulement d'une expérience, soit en

imposant une vitesse de déplacement à la frontière de l'échantillon, soit en lui imposant une

contrainte, soit en imposant une condition mixte. Dans I'expérience des barres de Kolsky

présentée par MancrreNn et Durny (1988), le pilotage est réalisé en vitesse de déplacement

imposée. Mais, une étude analytique sur la propagation des ondes élastiques montre, qu'en

réalité, nous sorlmes en présence d'une combinaison linéaire des modes de conhôle en vitesse

et en contrainte (Lnnov et MoLINARI (1992)). Dans cette étude, les auteurs montrent la

relation suivante entre la vitesse v et la conûainte t :

( v -V) -0 ( t - to )=0
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E soo
o
k
7
cl

s 400
A

-o
F

100
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Présentation des bandes de cisaillement

où V et 10 sont respectivement la vitesse de déplacement et la contrainte imposées au bord de

l'échantillon et Q un paramètre négatif.

Si Q est égal à 0, on retrouve un contrôle en vitesse de déplacement, et si Q tend vers moins

I'inflni, on retrouve un contrôle en contrainte.

Dans_le cas des ba:res de Kolsky, LEnoY et MoLINARI (1992) proposent pour 0 la valeur

suivante:

,  -8  r 'h
U'..- . I-'  R'r/p/ p

où h, r et R sont respectivement la lar_geur, le rayon de l'éprouvette et celui de la ba:re, et 1ffi

représente la célérité des ondes élastiques de cisaillement.

tr.4.9 : Effets d'échelle

BACKMAN, FhINEGAN, Scgutz et PR[.tcLE. ont étudié expérimentalement les effets

d'échelle sur la perforation de plaques en aluminium par des projectiles sphériques en acier.

En faisant varier, soit l'épaisseur de la plaque, soit le diamètre de la sphère d'un certain facteur

k, la largeur de bande ne varie pas et semble donc être indépendante des effets d'échelle. En

revanche, le nombre des B.C.A., ainsi que leur longueur, varient. Les conclusions que I'on

peut tirer de ce type d'expérience sont encore assez floues, car I'analyse semble complexe :

beaucoup de paramètres interagissent : forme du projectile, surface de contact

projectile/plaque, direction des B.C.A., effets d'inertie dus aux choc .....

Pour faire une étude des effets d'échelle, il serait intéressant de monter des essais plus

simples, par exemple des essais de torsion simple et d'effectuer une série d'essais en ne faisant

varier qu'un seul paramètre, comme la taille de l'éprouvette. Ainsi on obtiendrait une série de

courbes de localisation qui pouraient metûe en évidence d'éventuels effets d'échelle.

III : MODELISATION

Nous allons nous placer dans le cadre rhéologique d'un matériau viscoplastique

isotrope incompressible. Dans un premier temps, une étude tri dimensionnelle de la

I-2
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Chapitre I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

localisation de la déformation plastique sera présentée et, après simplification, nous nous

placerons dans un cas unidimensionnel.

Itr.1 : LOIS DE COMPORTEMENT VISCOPLASTIOUE

Nous nous plaçons dans un repère cartésien.Les coordonnées d'un point du matériau

dans la configuration initiale sont notées x, (i:1 à 3). Les coordonnées de ce même point dans

la configr:ration actuelle sont quant à elle notées t (i:t à 3). Les composantes F', du gradient

de déformation F sont alors données par la relation suivante :

" :âI^ù  
ô* ,

A partir de IÉ, il est possible de déterminer le gradient de vitesse L :

I-3

I-4

L5

L: i .Fn

Le tensew des vitesses de déformation D est la partie symétrique de ce gradient de vitesse L,

donc il s'écrit :

1 1
D:;(u+[ '  ) : ; ( i .  t - t  +  F .  È ' )

avec les notations suivantes : Àt signifie transposée de i\ et i\'est la transposée de I'inverse de

À (À ' :  (À- '  ) ' ) .

Quant au déviateur des confaintes de Cauchy S, il s'écrit :

s:o-p l

où o, p et I sont respectivement le tenseur des contraintes de Cauchy, la pression et le tenseur

unité.

Pour r:n matériau isotrope, la loi d'écoulement plastique qui lie le déviateur de contraintes de

Cauchy s et le tenseur des vitesses de défonnation D s'écrit alors :

S :2  p  D  I -7

où le module p du matériau est fonction de la déformation équivalente et de la vitesse de

déformation équivalente.

I-6
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Frésentation des bandes de cisaillement

A partir du déviateur des contraintes de Cauchy s et du tenseur des vitesses de déformation D,

on peut définir la contrainte équivalent e xe f-8,1a vitesse de déformation équivalente '!. I-9 et

donc la déformation équivalent e y" I-I 0

t":\F contrainte équivalente

vitesse de déforrration équivalente

déformation équivalente

I-8

I-9

Ll0

I-13

' v -
, c \/2DF;

r": Ji'" at

Par un produit deux fois contracté de I-7 par lui même et en introduisant I-8 et A, on

peut en déduire la relation liant la contrainte équivalente 'c" et la vitesse de déformation

équivalente 1 :

r": p i" I-11

Comme p est une fonction de la défonnation équivalente et de la vitesse de déformation

équivalente, on peut poser :

r .= f ( "y " , i " )  I -12

pour une évolution isotherme ou complètement adiabatique, soit par exemple :

T,:f(^Y")' i '" '

pour un matériau non-newtonien. Il en résulte que la "viscosité" p est :

F=f("y.) i " ' - ' I-14

On vérifie que dans une expérience de glissement simple, la vitesse de défomration

équivalente i" n'est auûe que la vitesse de déformation 1 et la contrainte équivalente t", la

contrainte de cisaillement t

L'analyse de bifurcation exprime la possibilité, pour un matériau soumis à une

sollicitation donnée, de présenter une non-unicité du mode de déformation.

-)z-



Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

La bifurcation de l'écoulement plastique a lieu lorsque la solution des équations du

problème cesse d'être r:nique. Pour les théories "conventionnelles" utilisant un matériau

élastique non linéaire ou élasto-plastique, les bandes de cisaillement sont des discontinuités du

champ de vitesses qui apparaissent lorsque les équatiôns du problème changent de nature ; on

obtient ainsi un critère de bifurcation qui est repéré en cisaillement simple par le mæ<imum de

la contrainte de cisaillement (Srexen (1981). Un écoulement non homogène se substitue

alors à l'écoulement homogène initial. Pour un chargement donné, ce critère indique si le

matériau étudié est susceptible de présenter une bifurcation à partir d'une déformation

critique ; il nous signale le déclenchement du mode d'écoulement bifirqué de la déformation

plastique mais ne nous donne aucune information quant à sa forme ultérieure.

L'analyse de la stabilité linéaire ou non linéaire foumit les conditions d'évolution de

perfurbations d'un écoulement homogène : suivant les hypothèses et les méthodes adoptées, on

obtient différents critères de stabilité qui indiquent si, au cours du temps, une pertr:rbation,

non homogène diverge, reste bornée ou tend asymptotiquement vers zéro.

L'analyse de la localisation indique si, pour un matériau donné, la déformation

plastique peut être concentrée dans une zone étroite. S'il y a localisation dans cette zone et si

la déformation plastique locale est importante tout en étant finie, on parlera de localisation

finie. Si au contraire, la déformation plastique locale tend vers I'infini, on la qualifiera de

localisation infinie ou de localisation asymptotique. Comme I'analyse de stabilité, I'analyse de

la localisation considère un processus se développant au cours du temps, alors que I'analyse de

bifurcation ne fournit que le début du processus.

Pour l'étude de la localisation, il est nécessaire d'utiliser une formulation lagrangienne,

car nous admettrons que les bandes de cisaillement sont fixes par rapport au matériau. Cette

condition n'est pas réalisée dans le cas de I'usinage orthogonal, où la matière est convectée au

travers de la bande.

Si nous considérons un élément de surface de référerr.. do qui devient l'élément de
+

surface dS dans la configuration actuelle, alors d'après la formule de NeNsoN :

- J J -



Chapiûe 1 Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

+-+
dS: J G dSo Lt5

où J et G sont respectivement le détenninant Jacobien c'est à dire le déterminant de f, et le

tansposé de I'inverse de F (G: F")
++

Soit dF I'effort actuel exercé sr:r dS :

D'après !-16,le tenseur des contraintes nominales de Boussinesq ùl s'exprime de la façon

suivante:

I r l : JoG I-17

en effet :

I-18

->+- )
dF :odS:oJGdso

D'après I-6,1-7 et I-n Nl est égal à :

l r l  :  Jp f '  + J p( È. t ' ,  + tu. i ' )  f '

que I'on peut également écrire sous la forme suivante :

+->+
dF = o.  dS: Nl  .  dso

I-16

r-19

ùl  =K:F+! : i I-20

i( et U sont deux tenseurs d'ordre quatre caractérisant le matériau et dépendant en général du

chemin de déformation. Par hlpothèse, nous nous sommes placés dans le cas d'un matériau

isotope ; il existe donc certaines symétries de ces deux tenseurs. Pour des matériarx non

isotropes, nous pourrions retrouver la même expression 14, mais avec des formes plus

générales de i( et [. Cette fomrulation inclut le cas d'un comportement purement plastique, en

posantsimplement!:0

Itr.2.1 : Structure parfaite

Nous supposons le matériau homogène, de modules (K", L") constants et soumis à une

déformation homogène (ào, to, Nlo) quasi-statique. L'étude de la localisation consiste à

déterminer si la déformation peut se localiser sous forme d'une bande de normale ? et de
-s

direction { fixes par rapport au matériau (['igure 1-19)
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-t
qG)

f igure 1-19 : Localisation

L'écoulement plastique reste homogène à I'extérieur de la bande de cisaillement. Par

conte à I'intérieur, il existe un écoulement plastique non homogène représenté par I-21 où |

est une coordonnée orthogonale à la bande

r(q): t. + ôF(6)

iG): i" + ôr(q)

ô6(Ç) est un glissement parallèfe a ?t€1. Ce glissement doit être continu à travers toute la

bande. Il est nécessairement de la forme :

oÈtg: ?o e ?
+- |
ôi(€):  qGleV

De plus, il y a continuité de l'équilibre dans la bande et à I'extérieur : I'effort appliqué

en un point A appartenant à la frontière de la bande est identique que I'on se place du coté

intérier.u ou du coté extérieur à la bande. Comme ? .rt la normale à la bande, on obtient la

relation suivante :

N.?=No.?

Si on remplace n par sa valeur tirée de la loi constitutive I-20_etde I-21, on obtient :

-->
v

r-23

N ?: ( ic, (r '*? e ?)*r" : (Ë"+? o?l) f, :r\to ?:(,C : f +f , Ë") ? r-24
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d 'où :

I-2s

I-26

I-27

ou encore

_\
Si à I'instant t: 0 q (0) = bt, ?

(?1"?l ?+1?ir?l .?:o

peut être différent de zéro si

--) -à,
det (v ' [ ' v ' ) :0

à cette condition, il y a bifurcation à I'instant envisagé.

Si ?(O)+ 1) on peut en général intégrer le système d'équations différentielles ordinaires

homogènes I-26 ;? t.na vers I'infini lorsque det(? l" ?): 0 sauf si f est vecteur du noyau

a.?f?
-)

Si q tend vers I'infini, on dira qu'il y a localisation l- et que

det(? [" ?;: o r-28

est une condition de cette localisation ; elle est assurée si det(? if ?l + 0. L'orientation ? la

bande est celle qui remplit la condition I;l! le plus tôt. La condition I-28 est en général

différente de I-27 car les coordonnées de L" dépendent du chemin de déformation. En outre, la

condition de localisation l- indique seulement que la pente f; devient infinie, et non que les

déformations, représentées par f,, deviennent infinies.

III.2.2 : Structure imparfaite

Nous allons maintenant supposer qu'il existe une tranche de matériau présentant des

propriétés variant avec ( ; soient i"; to, Nl", Ko et Lo les champs caractérisant la déformation,

l'état de contraintes et le matériau en un point de réference, ptr exemple extérieur à la bande,

et F(6), É(E), t t(€), f(6) et t(6) les champs analogues à I'intérier:r de la bande, définis de la

façon suivante :
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_\ _\
t(6): F" + q(€,)a \ i

+
F(6) = 3" + d1q)0 ?

N(€)=Nt"+ ôN(6)

K(€): i f+ ôK6)

L(Ê): L" + ôt(É)

ôK et ô!. représentent une imperfection du matériau. Compte tenu de 14, eî général

ôi( : 0 pour un matériau incompressible.

Comme dans le cas d'une structure parfaite, il y a continuité de l'équilibre au passage

de la bande, donc la condition I-23 estvérifiée :

N . .? : (Ko : to+Lor i ' ) .?

ùt .?:( i f : (r .+?e?l+(1"+ôL):( i"+?e?l).? 
I-30

d'où:

(rr : q' e ?l .?* (t '  ? e ?l.?+(ôr : i").?:3 I-31

I-29

I-32

ou encore

r? r ?l . f, * <? rc ?l . ? + (ôr : È") .? : o

m.2.2.1 : Discussion

O si ô1=g : on retrouve le cas précédent

@ si ôL*0 : on obtient le système d'équations différentielles ordinaires non homogène

I-32 quiadmet en général une solution f,o constante, solution de :

t? ic ?l . ?': - (ù ' É') .? sauf si de(? K'?):0 I-33

L'écart ? p* rapport à la solution constante qà" est régi par l'équation homogènes

t?r?l . q'*t?r?1.?:o

et la condition de localisation l- reste en général :

-37-
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-), -à
det (V  I  V ) :0 I-35

L'orientation ? h plus favorable est celle qui remplit la condition I-351e plus rapidement.

Une simplification de cette analyse est obtenue dans le cas du glissement simple où

I'orientation des bandes est connue à priori.

Itr.3 : MODELE I.JNIDIMENSIONNEL DE GLISSEMENT SIMPLE

Les expériences de double cisaillement, comme celles de torsion d'un tube à parois

minces à grande vitesse, peuvent se ramener à un problème de glissement simple.

III.3.1 : Hygothèses

On étudie le cisaillement simple : on suppose une couche de longueur infinie dans la

direction y. Toutes les quantités sont indépendantes de y et z. La déformation est nulle suivant

I'axe z. La vitesse V dans la direction y est en général fonction de x et du temps t.

Itr.3.2 : Figwe

Figure l-20 z Modélisation de l'éprouvette.
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III.3.3 : Conséquence

Cette modélisation suppose que la localisation de la défonnation soit indépendante de
y, ce qui entraîne qu'il n'y a aucune prise en compte de phénomènes _multidimensionnels
comme I'amorçage multiple, la propagation ou la structuration de la bande.

Itr.4 : LOI DE COMpORTEMENT

Itr.4.1 : Hypothèses

Oh suppose de nouveau que le matériau a un comportement thermo-viscoplastique et
. qu'il est incompressible. La déformation élastique est négligée.

Itr.4.2 : Loi générale

r :  f (1 ,  i ;  0 )  136

où 1, nl, ̂ 1, O représentent respectivement la conhainte de cisaillement, la déforrration

plastique, la vitesse de déformation et la température absolue.

Dans le cadre de ce travail, il est important de pouvoir traduire la compétition entre les

effets déstabilisants de I'adoucissement thermique et les effets stabilisants du durcissement

dus à l'écrouissage et à la sensibilité à la vitesse de déformation. C'est pourquoi, nous avons

choisi une loi générale du tlpe

r: f(I;  e) i '  I_37

où m est le coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation et f(t, g) est une fonction qui

tient compte de I'adoucissement thermique et du durcissement du matériau.

III.4.3 : Loi puissance multiplicative

De nombreux auteurs utilisent, pour leurs développements analytiques, la loi puissance

multiplicative:

r: f(? ; 0) t '  = p eu T' i '

-39-
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dans I' identification des cowbes expérimentales

Bien que paraissant simpliste du fait de l'indépendance des coeffrcients par rapport à la

déformation plastique et à la température, cette loi met relativement bien en évidence les

phénomènes majeurs. Son principal intérêt est sa simplicité ; elle permet une étude analytique

ou tout du moins d'aller le plus loin possible dans celle-ci. Les études analytiques ont

I'avantage de donner des résultats ou des tendances avec un minimum de temps de calcul et de

perrrettre I'examen qualitatif et quantitatif des conséquences de la variation des paramètres.

On peut facilement monher que la courbe t(^y) présente un marimum uniquement si

v+n < 0 : cette condition conduit à un adoucissement thermique dominant pow une

déformation importante ; au contraire le durcissement reste prépondérant si v+n > 0.

(Figure 1-21)

Itr.4.4 : Loi de Knowles

MnnaneNn et Durpy (1988) utilisent la fonction de KNow-Es (1976) pour

caractériser I'acier HY- 1 00

r: f(I ;  e) i ' I-39

Cette fonction est indépendante de la température, elle permet cependant la

modélisation d'un comportement thermo-viscoplastique adiabatique durcissant puis

adoucissant lorsque n < ll2 (Figure l-21).

( a \o-l
:  pr  

[1 
*Ër '  

)  t^
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n> Llz

V+n>0

Figure l-21 z Comportement thermo-viscoplastique

III.5 : FORMULATON DU PROBLEME

1I.5.1 : Compatibilité cinématique

Pour que la compatibilité cinématique soit respectée, il est nécessaire que I'on ait la

condition suivante :

I-40
.ôvï: a*

III.5.2 : Conservation de la quantité de mouvement

Dans le cas d'une couche d'épaisseur constante, l'équation fondamentale

dynamique s'exprime par :

-ar ôv
a*: P at

de la

141

où p est la masse volumique. lans le cas où les eflets d'inertie sont négligeables, on pose :

-ôv-^  &-nPE:u '  a*: '

III.5.3 : Premier principe de la thermodynarnique

Le premier principe de la thermodynamique s'exprime par :

142

-41-



Chapitre I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

143

où pc, k et B sont respectivement la chaleur spécifique volumique, le coefficient de

conductivité thermique et le coefficient de Tnvton-QUINMY (1934) qui est supposé constant

en première approximation et égal à 0,9 dans le cas des métaux.

Le premier membre de 143 traduit la variation de l'énergie interne et la diffrrsion de la

chaleur et le second représente la fraction de travail de déformation plastique transformée en

chaleru. Les transferts de chaleur autres que conductifs sont négligés.

III.5.4 : Conditions aux limites

On suppose le problème symétrique par rapport à l'axe (o,?). Le contrôle de la

tranche modélisée peut se faire de différentes manières :

Contrôle en vitesse : V(0,t) : V(h,t): V I-44

où V est la vitesse constante du bord supérieur de la tranche de matériau

Contôle en contrainte : t(0,t): t(tr"t)=to 145

inférieur de laoù to est la contrainte contante appliquée sur le bord supérieur et le

tranche de matériau.

Conûôle mixte : (v -V) -0( t - îo ) :0 146

oùQel - - ,0 ] .

Le cas 0 : 0 conduit au contrôle en vitesses et $ + - æ est équivalent au contrôle en

containtes.

L'équation thermique admet les conditions arur limites suivantes poru x:h et x:0

ae . a'0pc&-K57:prT

bord

Dans le cas adiabatique :

Dans le cas isotherme :

et par symétrie :

Y:O

e(h,t):6

Y=o

147

148
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Itr.5.5 : Solution homogène adiabatique

On se propose maintenant de déterminer la solution adiabatique du problème formulé

précédemment à I'aide de I-4!,141 et l$lpow un matériau qui a une loi de comportement

puissance multiplicative exprimée en I-38

Les conditions initiales homogènes sont :

f r(x,o) : o

1i(x,o):% 
Por:ro(x<h

L e1*,0; : eo

)=

Par contre, dans le cas d'r:n conhôle en contrainte IÆ, seule une solutlon dans le

domaine quasi-statique (t* = O)." accessible par le calcul :

L50

Le système d'équations au:r dérivées partielles non linéaires issu des équations I-38,

140, 141 et l4:ts'écrit alors

L51

Dans le stade 1, les phénomènes de conduction thermique sont négligeables (k: 0) et

le système précèdent.I-5/ admet une solution homogène exacte pour un contrôle en vitesse

I4!.:^!o est constante r% =*

I-52

Fto - r*n
roo %'Pc0o

( ô tôv

I a* :Pat
I

{  r j  :g
l ,âx
[-0.#-*#=Fti

I

F
I
I

)

I  -v
' l +n
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[ot=#t,r('.fr*t)'
IR

1 
r,u,: r +ffiro(t)

I  P" nr Bt^ Ë.
L'=J, tr[t.oiiuf ou

Dans le cas adiabatique, on obtient ainsi deux expressions de

cisaillement : I'une associée au contôle en conhainte

t : (ï) i' avec f(1) : p oo" (t .;** r) n

I'aute au contrôle en vitesse :

t:r(^y)"y' avecr(î)=ur; [r.ffi # # n')"n

I-53

la contrainte de

I-54

L55

Pour les conditions mixtes, le cas adiabatique parait très difficilement accessible au calcul.

Le tableau suivant (Figure 1-22) résume les différents cas possibles pour des contrôles

en vitesse et en contrainte. On notera que le comportement de la solution homogène varie en

fonction des paramètres rhéologiques. On pose o:**'  Pcuo
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T=  l  e tn#0 1 : l e tn :0

-n+m -g

To '  (1  +dlo) '

-tl
oo'

" e"t

I

[t."Hro*')-
(  v*- \#
l1+d *  t l

, *ofiro'."

- g

0To '
v+m

(l + cry;;
.  v+m
l+cr  -  t

S ivc l
. l
e^l

0o' l  : " "  
"  

|  :0
" o I

. l
ïo l- l  : o o

1o | ,r,

e,
eo

Siv>1
. l
e"loolr*:- dl.:-

foc

bl :o
ïo l  _

Si v+n+m > 0
. t

9l :ooo l_

Figure 1-22 z Comportement de la solution homogène
D'après FRsssB,rcEAS et MoLbrARr (1987)

Itr.6 : ANALYSE DE LA LOCALISATION

Par une méthode d'analyse non linéaire, il est possible de décrire la localisation de

l'écoulement plastique dans certains cas particuliers : le glissement simple quasi statique

(Molwnru et CLFToN (1983) ou la traction uniaxiale quasi statique d'un matériau thermo-

viscoplastique non-conducteur de la chaleur @nessrNceas et MoLhtARI (1985).

Le phénomène de la localisation de la déformation plastique s'exprime analytiquement

par les concepts de localisation asymptotique L- et de localisation finie Lo (F'igure 1-23)
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Chapifie I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

BA

Figure l-23 z Localisation infinie L- et localisation fÎnie Lo

Par définition, la localisation asymptotique L- est caractérisée par une déformation

infinie au centre (B) de la B.C.A. et une déformation finie en tout autre point (A), ce qui se

traduit mathématiquement par I'expression suivante :

r-56

Cette définition est différente de la localisation l- (voir I-ZD qui concerne les vitesses de

déformation.

De même, on définit la localisation finie Lo par une déformation plastique de valeur

très élevée mais finie au centre de la B.C.A. et mathématiquement par I'expression ci dessous :

vA*B rr"(A)(oo tern* 
n l l^,[r8;=."

:i8,e,que {âiJ;[] ffi=o', I-57

Dans le cas d'un matériau thermo-viscoplastique, MoL[.tARt et CLIFTON (1987)

obtiennent une formulation analytique exacte des conditions de localisation L-. Le problème

est modélisé par r.rne tranche d'un matériau soumis à un cisaillement simple quasi-statique et
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Chapite I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

adiabatique perpendiculairement à son épaisseur. Cette ûanche possède un défaut géoméhique

suivant son épaisseur qui est décrite par la fonction sinusoi'dale suivante :

(  e(  (zæx\ . \
r(x): rr 

[1 
+àl"o'l '; 

)- 
t 
)) 

I-sy

où l(x), 1,, e et h sont respectivement l'épaisseur à une position x, l'épaisseur ma(imale,

I'amplitude du défaut J h hauteur de la couche cisaillée.

Figure l-24 z Géométrie du spécimen et condition de chargement

Il y a équilibre en tout point de la zone de localisation, donc en deux points differents

A et B de la zone, la force de cisaillement est égale à :

l(x).t(x) : l(x").t(x") I-59

Après substitution de la loi de comportement !!!dans I-59 et en écrivant l'équilibre ente un

point à une position x du centre de la bande et le centre de cette même bande on obtient

(x) f(e , (x)) i(x)': (0) f(e , {0) ) i(0)'

et après intégration au cours du processus de déformation :
I /Yx) I I /To) I

l(x)' I rcqrd€=r(o)' I rt6f oË
J ' r o  J ' r o

I-60

r-61

Il y a localisation infinie L- si la déforrration au centre de la bande T(0) tend vers

I'infini lorsque la défomration plastique {x) en un point x de la bande tend vers une

déformation critique frnie 1"(x).
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Chapiû.e I Présentation des bandes de cisaillement adiabatique

La déformation (x) étant finie, le membre de gauche de l'égalité I-61 a une valeur

finie ; par conséquent I'intégrale du membre de droite de cette même expression doit

également être finie. Le critère d'existence de cette intégrale est en fait le critère de

localisation L-.

A titre d'exemple, pour un essai de torsion contr_ôlé en contrainte d'une éprouvette

régie par une loi de comportement puissance multiplicative l-38,le critère de localisation L-

s'écrit : (Momlant et CLFToN (1987)

v  +n+m<0 I ' 62

Ce critère met bien en évidence la compétition entre les effets stabilisants de l'écrouissage

(o0) et de la sensibilité à la vitesse de déformation (m>0) et les effets déstabilisants de

I'adoucissement thermique (v<0) ; les critères de localisation d'un matériau thenno-

viscoplastique soumis à du cisaillement simple adiabatique quasi statique sont répertoriés en

annexe.

Pour une déformation plastique donnée "y(0) au centre de la bande, on peut calculer

numériquement la déformation plastique {x) en tout point de la bande à partir de I'expression

I4L, et obtenir ainsi la disfibution de la déformation plastique ; il est alors possible de

déterrriner la déformation nominalo Ioo, en moyennant la déformation plastique sur la larger.r

de l'éprouvette h

r-63

Lorsque I'on fait varier la valeur de la déformation plastique {0) au centre de la bande,

on obtient une courbe contrainte-déformation nominale que I'on peut porter sur la Figure 1-16

pour obtenir la Figure 1-25.

îoo.:i fit,o *
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Figure l-25 z Déformation nominale critique en fonction de I'amplifude d'un défaut de surface

Si I'on utilise le défaut géométrique proposé par Monnru et CLIFTON (1987) et décrit

par la formulation !i[t, on constate que la déformation nominale calculée décroît bien lorsque

la taille du défaut augmente, mais qu'elle reste inférier:re aux valeurs expérimentales. Ces

différences peuvent être expliqPées de différentes façons :

- les phénomènes de diffrrsion thermique qui, ne sont pas pris en considération par ce

modèle, peuvent retarder le processus de la localisation, sans toutefois influencer

fortement le début du stade 2,

- I'acuité des défauts, qui n'est pas considérée par I'analyse, peut jouer un rôle sur la

localisation : un défaut aigu la suscite, un défaut plus plat la retarde,

- le contrôle aux limites, tant srlr le plan expérimental que sur celui des simulations

numériques, s' avère diffrcile.

Il conviendra donc d'analyser la part de ces différents phénomènes, en utilisant une

description plus précise des défauts, tenant compte de leru taille et de leru forme, et en

analysant le rôle des conditions aux limites
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Frésentation des bandes de cisaillement adiabat

IV : CONCLUSION

La première partie de ce chapine a été consacrée à I'analyse des observations

expérimentales de la disûibution spatio-temporelle de lâ déformation plastique dans les

P.C.A. de manière à dégager les problèmes ouverts qui seront abordés dans la suite de ce

travail :

- On peut remarquer que I'influence des effets d'échelle, sur le processus

de localisation de la déformation plastique et sur le phénomène de propagation

des B.C.A., n'est pas connue de manière indiscutable. Il en est de même quant à

I'influence des conditions arrx limites sur le point de chute de contrainte.

- Les paramèûes structurels locaux (taille, forme du défaut) et les

paramètres rhéologiques de l'éprouvette peuvent influer sur le régime local de

déformation et sur le mode de rupture qui en résulte.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, différents modèles et méthodes d'analyse ont

été présentés dans le but d'introduire les techniques d'étude qui seront utilisées dans les deux

prochains chapitres. Cette présentation est un bilan non exhaustif des méthodes disponibles

dans la littérature et pouvant apporter des éléments de réponse aux problèmes dégagés par les

observations expérimentales évoquées ci dessus.

Au second chapitre, on étudiera la distribution de la déformation plastique dans une

zone de localisation pour des conditions aux limites variées. La plupart des modèles utilisés

dans la littératgre sont unidimensionnels, les défauts géométriques ou stnrcturels sont ramenés

au plan de section transverse de l'éprouvette ; les phénomènes de propagation et les effets

d'échelle ne peuvent donc pas ête pris en considération, c'est pourquoi dans [e second

chapitre, nous commenterons également un modèle bi-dimensionnel susceptible de lever cette

barrière dans certaines conditions.

Le toisième chapitre sera entièrement consacré à I'influence des paramètes strucflfels

(imperfections, conditions aux limites) et des paramètres rhéologiques de l'éprouvette sr'r la

déformation nominale critique.
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,M.nnzçel fu ohTtTre /

Dans le cas d'un écoulement adiabatique quasi-statique (m:0) le critère de bifurcation

s,exprime par la condition d'existence d'un extremum de la contrainte c'est à dire t 
fr: 

O

FngssET.tcEAS et MOLI.rAFJ (1937) ont établi les critères d'instabilité pour un matériau

thermo-viscoplastque modélisé par une loi de comportement puissance multiplicative.

Les critères de localisation d'un matériau thermo-viscoplastique soumis à du

cisaillement simple adiabatique quasi-statique ont été établis par MolntARI et CmroN

(1e87).

Conûainte Vitesse Knowles

f(r) (l + a"1)" f (1 + a, f ' )Ff ' ( ' . * *  
) '

Bifurcation (m:0) v*n<0 v*n<0 2n< l

Instabilité v*n<0 v+n<0

Insûabilité asvmptotique v+n<0 v*n<0

Instabilité relative v*n*m ( 0 v*n*m < 0

Localisation v+n+m < 0 v+n+m(l-v) < 0 2n*m<1

avec â":1.ffif et 4,:r.{i+*$r'
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W*lrtTre 2

Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

I : INTRODUCTION

Dans le premier chapitre, certains problèmes ouverts ont été dégagés à partir

d'observations expérimentales de la distribution spatio-temporelle de la déformation plastique

dans les B.C.A.. De plus, différents modèles de localisation ont été présentés. Dans ce second

chapitre, nous traiterons donc de la distribution de la déformation plastique por:r des

conditions aru< limites variées.

Dans la première partie de ce chapite, l'étude portera sur l'évolution des B.C.A. dans

une éprouvette présentant un défaut de forme et constituée d'un matériau thermo-

viscoplastique comportant un défaut métallurgique. Nous nous intéresserons plus

particulièrement à la déforrration critique 1" (début de la chute de contrainte : début du stade 2

déflni au chapitre l). Jusqu'à cette déforrration, les effets non locaux de la diffrrsion thermique

ne sont pas significatifs et seront donc négligés de même que les effets d'inertie. Dans un

premier temps, une étude de la distribution de la déformation plastique dans l'éprouvetto, Ptr

une méthode asymptotique puis analytique/numérique complète, sera menée. Nous
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Chapine 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

présenterons ensuite une forme entièrement analytique de la déformation plastique pour la loi

de Knowles.

La seconde partie de ce chapitre sera consacrée à la discussion d'un modèle bi-

dimensionnel qui, sous certaines conditiont, porrouit donner des informations sur les

conditions de propagation de Ia zone de localisation. Ce modèle est basé sur une approche

intégrale empruntée à la mécanique de la rupture.

TI : DISTRIBUTION DE LA DEFORMATION PLASTIOTJE

tr.l : MODELISATION

II.l .l : Modélisation de l'éprouvette de Kolsky

Dans I'expérience des ba:res de Kolsky présentée par MencHeNo et DUFFY (1988),

l'éprouvette tubulaire est cisaillée à grande vitesse par I'application d'un couple de torsion. La

symétrie du problème nous conduit à ramener cette étude à celle du cisaillement simple

paraltèle à I'axe (oy) d'une couche de demi-épaisseur h suivant l'æ<e (ox), de longueur infinie

suivant I'a,re (oy) et de largeur l(x) suivant I'axe (oz) (Figure2-l).

La vitesse de tout point appartenant à l'éprouvette est supposée de direction (oy). De

plus, nous supposons que toutes les variables du problème sont dépendantes de I'ordonnée x et

du temps t r:niquement. Ainsi, une formulation unidimensionnelle du problème est proposée.

L'éprouvette est supposée ête constituée d'un matériau thermo-viscoplastique

incompressible et présenter un défaut qui peut être géoménique (variation de sa largeur),

matériel (variation de son module F) ou bien une combinaison des derur. De plus, la

déformation élastique est négligée. FResssNcEAs et Molnqnru (1985) ont monhé

numériquement que les effets dynamiques n'interviennent que faiblement dans les

phénomènes de la localisation pour les vitesses de déformation de I'ordre de 103 s-r atteintes en

général avec ce dispositif. Dans le premier stade de la localisation, les effets de la diffirsion

thermique peuvent également ête négligés. Pour ces différentes raisons, la déformation peut

être supposée adiabatique et quasi-statique au premier stade de la localisation.
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Figure 2-l : Géométrie de l'éprouvette et condition de chargement

II.1.2 : Description du défaut.

Le défaut géométrique au voisinage du centre de la bande de cisaillement est décrit par

le développement local de la largeur l(x) de l'éprouvette :

Vx e [ -xr , +xr ] l(x): l(0) + l,(0) lx I' n-l

où r représente I'acuité du défaut et l,(0) un paramètre précisant sa longueur d'onde. Plus r est

important ou l,(0) petit, plus le défaut est plat et inversement. Si le défaut est peu prononcé

(r > 1) (Figure 2-l.a),les grandews caractéristiques du matériau dépendent principalement de

la variable x et du temps t (toutes les variations des grandeurs dues aux autres variables sont

négligeables). En revanche, si le défaut est aigu (r < 1) (Figure 2-2.b), il faut tenir compte de

la variable z.En effet, il existe une concentation de contraintes à proximité du défaut ; celles-

ci dépendent donc de x mais également de z. Dans cette situation, toute analyse

unidimensionnelle est à proscrire. C'est pourquoi, dans le cadre de ce travail unidimensionnel,

nous supposerons que r est supérieur à I et que \(0) est assez petit pour que la longueur d'onde

du défaut soit assez grande.
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a. défautpeuprononcé b. défaut aigu

Figure 2-2 zProfil du défaut géométrique

Le défaut géométrique-local décrit par II-1 entre -x, et *xr est raccordé au profil

rectiligne de largeur l, au voisinage du bord du spécimen par I'intermédiaire d'un polynôme

d'ordre 5 (Figure 2-3). La courbe que fonne le défaut, son raccord et le profil rectiligne au

bord de l'éprouvette, est continue et continûment dérivable à l'ordre 2 (continuité du profil, de

sa pente et de sa courbure). C'est cette condition qui nous permet de déterminer les

coeffrcients q du polynôme d'ordre 5, lorsque I'on connaît le profil du défaut et le bord de

1'éprouvette.

I

1(x)  :a0+ a l .  x  *  àz .x '  *  u t .x3 f  ao.  x4+âs.  *5

l (x): l (0)+t(0)x' a
1 l(0)

l(x)

Figure 2-3 : Définition du défaut géométrique et de son raccord

x2

X 1

-59-



Chapite 2 Distribution d. lu défo*æio" pl^tiq* dans les B.c.A.

La talle relative q du défaut, définie par I'expression II-2 est généralement comprise

entre 10-2 et 10-r (Durrv (1991)

q:

Les défauts matériels (variation du module p) sont modélisés au voisinage du cente de

la bande de cisaillement par un développement analogue à la modélisation du défaut

géométrique:

Vx e [ -xr , +xr ] p(x) = p(0) + p,(0) lx I' II-3

Dans-ce cas, les coefficients r et pç(0) ne sont soumis à aucune restriction. Lorsque r

est inférieur à l, on décrit les micro-défauts liés à une singularité matérielle et la pente du

profil devient infinie au centre (x:0)

Le raccord du défaut avec le profil rectiligne se fait de la même façon que pour le

défaut géométrique, avec un polynôme de degré 5. @igure 2-4)

La taille relative eo du défaut s'écrit également :

p, - p(0)
tu:-T- II-4

pi
=

t r  (x)  :  bo* br .  *  abz.  * ,  *  b: .  x3 + bo.*o *  bs.  xs

/

tr(x) = tr(0) + Frr(0) x'
/

./ P(0) \. F(x

a : coeffrcient r inférieur à I

\ - l(0)
li II-2

x2

X 1
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p i

p (x)  =  bo+br .  x  *  b ,  .x2  +br .  * '+bo.  xa+br .  x5

F(x) = p(0) + pr (0) xr a

p(0) p(

b : Coefficient r supérieur à I

Figure 2-4 zDéfinition du défaut matériel et de son raccord

A I'heure actuelle, il n'existe pas de relevé systématique de I'acuité des défauts lors

d'une expérience de localisation de la déformation plastique. Ces informations pourraient être

obtenues par une analyse statistique de la rugosité de surface de l'échantillon. L'objectif de ce

travail ne sera donc pas de fournir une description quantitative qui pourrait être comparée à

des résultats expérimentatx, mais uniquement d'identifier et de quantifier des tendances.

II.1.3 : Loi de comportement

Dans ler.u expression unidimensionnelle, les lois de comportement thermo-

viscoplastiques que nous utiliserons sont de la forme générale :

r: F(T ; e) i '

où m est le coefficient de sensibilité de la contrainte d'écoulement à la vitesse de déformation.

Dans le cas de la loi puissance multiplicative, la containte de cisaillement s'écrit sous la

forme:

t :p(x)  e ' f  i ' II-6

où v et n sont respectivement les coeffrcients d'adoucissement thermique et d'écrouissage (voir

aussi !l/ et /J8). Les detrx coeffrcients ont été identifiés par MencHeuo et DUFFy (1988)

X2

X 1

x)

il-5
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pour I'acier CRS-1018. Pour un problème de cisaillement simple quasi-statique adiabatique, la

containte de cisaillement peut s'exprimer de la façon suivante :

r: p(x) 00" f(T) i' II-7

où I'on retrouve (voi.l I-54 et Iâ por.u la fonction f deux expressions, I'une associée au

contôle en contrainte :

f(î) : (1 + a.1)" f avec ac : 
m 

et t(x) : ,o E

et I'autre associée au contrôle en vitesse :

f(ï):(1 +a,f-'l-f avecav:Sy ffi #

MARCIIAIID et DUFFY (1988) ont également identifié les coeffrcients b

phénoménologique proposée par KNowr.es (1976) II-10 pow I'acier HY-100.

t: p(x) f(r) i ' avec f(1) :{t+*f ) 

'

t '  " " i

II-8

II-9

et n de la loi

il-|0

II.l.4 : Equations fondamentales

Si I'on écrit l'équation d'équilibre ente un point quelconque d'abscisse x appartenant à

lazone de localisation et le centre de cette même zone (x:0), on obtient la relation suivante :

Vx e [ -h, +h ] t(x , t) l(x): t(0 , t) l(0) il-I1

Après substitution de la loi de comportement et intégration le long du processus de

localisation, on obtient :
I fi(x) I I fto) 

I

vx e [ -h, +h] 0(x) p(x)' I rr"t*l ; q)' dç: 0(0) p(0))' I r1a1o) ; €)' dq II-12
,, ,lo J To

où'yo est la déformation plastique initiale que I'on suppose unifonne et {0) la déformation au

centre de la bande. Le coefficient a(x) rappelle que la fonction f dépend éventuellement de x

au travers dê ce coefEcient a (voir ci-dessus II-8, II-9 et ci-dessous la Figure 2-5).

L'expression II-12 peut également s'écrire sous la forme suivante :
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Chapite 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

f'n*o, # oq : Jl"r,*), Er' u - [fiitJ* q'n*or, qÉ ae

A la localisation infinie L- au point x:0 II-13 devient :

(* + P + /tr*t rrr*t\* t'- I

Jn*,t{u{*), e)* dq: J,,.f{u{*), o' dq tr(r*ii(r-ij J ,.t{u{o), €)' dq

II-13

II-14

Lors de la localisation physique Lo dans un voisinage du point (x:0) la déformation en

tout point de ce voisinage prend une valeur élevée finie appelée Ie au moins p fois supérieure à

la déformation nominale ; dans ce cas II-13 devient :

il-L5

Lorsque I'on s'intéresse à la localisation infinie L- ou à la localisation physique Ç, à

partir des lois de comportement II-10 et ll-7.associées aux fonctions II-e et IP, il existe cinq

cas dif[erents de résolution de II-14 ou de IIÆ, répertoriés dans le tableau de la Figure 2-5

Figure 2-5 : Différents cas de résolutions possibles

Loi de comportement Cas a

Loi adiabatique avec contrôle en contrainte

f(î):(l +a"1)uf avecu" =p*;rrffi

l(x) variable
. + a. variable

p(x) quelconque

2
l(x) constant

p(x) variable 
+ ac constant

Loi adiabatique avec contrôle en vitesse

_,, s 
" p(x)_[ (t _v) %'f(T): (1 + a"f' )'* f avec av :îï tE eF

a
J

l(x) quelconque

P(x) variable 
=+ ao variable

4
l(x) variable

=â a" constant
p(x) constant

Loi de Knowles

/ | \n-t

f (T):r [ t+;^f  
)

5 u:*rtoujoursconstant
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Chapite 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

Si nous nous plaçons dans les cas où a est constant, c'est à dire les cas 2,4, 5 du tableau

ci-dessus, I'expression II-14 se simplifie de la manière suivante :

etII-15 devient:

I-,oer',, = [' (ml) J-,rer' oe

r(EÉae=['ml] f,oer'oe

II-16

II-17r
J t(*)

II.2 : CALCUL DE LA DISTRIBUTION DE LA DEFORMATIONPLASTIOUE

A partir de I'une des équations implicites II:!4. ou l-lÆ,1'objectif est d'exprimer la

déformation plastique 1(x) en chacun des points du profil. Pour ce14 il est nécessaire de

calculer les différentes intégrales. La solution, qui consisterait à les calculer par une méthode

traditionnelle simple (type points de Gauss), ne fournit pas de résultats corrects, même en

décomposant I'intervalle d'intégration du fait de la singularité du profil de la déformation

plastique. Pour résoudre ce problème, deux méthodes sont présentées : I'une consiste en un

développement asymptotique local, et la seconde est une solution analytique complète

exprimée à I'aide d'un développement asymptotique en série convergente des intégrales. Notre

contribution consiste, en outre, à préciser les conditions de convergence de ces

développements.

tr.2.1 : Méthode asymptotique

Pour cette méthode, nous nous limitons au cas où a est constant (cæ 2,4 et 5 de la

Figure 2-5). La méthode consiste à remplacer la fonction f(6) par une fonction équivalente

e($ po,r les grandes valeus de Ç ; e($ est obtenue en utilisant les développements établis par

Dmroolwe (1968) et se présentaflt sous la forme suivante :

e(q) : a- q-*
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Chapite2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

a
J

2.5

2

1 .5

1

0.5

J

2.5

2

1 .5

I

0.5
051015

T
a. Loi adiabatique avec contôle en containte

0.008

0.006

0.004

0.002

0

b-noo-l
":tu-

Fonctic
Fonotion f-

rn équivalente -

5r01520
v

Loi adiabatique avec conhôle en vitesse

II-19

0

b.

0.r 0.2 0.3 0.4 0.5
^(

c Loi de Knowles

Figure 2-6 : Comparaison entre les fonctions f et leur fonction équivalente

II.2.|.I : Localisationl-

L'équation II-16 a donc poru équivalent, pour des {x) assez grand :

ræ r ( /rr*\\*') r- -t- r- r u* &,,
I rref dq :[ 1 -ti]â(l I I r<ef dÊ= I e(€)'dq: =T(*)'F.'J r(") \ V\"/,/ ,/ J to J .(*) 

ff 
_ t

Ce développement peut être utilisé pour de grandes déformations, c'est à dire au voisinage du

centre de la B.C.A.. Dans cette même zone, on peut également substitu* , 
[, (t$)l -

[t 
(-*aJ) 

" 
u*.loppement au premier ordre suivant :

l l

' - (,$)'=ffi x' ou' - fttJ'=ffi *'
r_r

Si on note A-: I f(q)'dq, il est possible d'exprimer la déformation à partir de I!!!:
J ,lo



Chapine 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

ï(x) : (* ("r')+ #h *' )*.' II-21

que l'on écrit sous la forme suivante :

ï(x): s x-o uu.. -p:tr II-22

Lorsqu'il y a localisation, la déformation nominale reste finie ; I'intégrale de la

déformation doit donc être finie au voisinage de la B.C.A. c'est à dire :

f' "vrxt d* = l"' s x-p dx < - II-23
J o  J o

La conditil n II-23 est réalisée lorsque pcl ce qui foumit un nouveau critère de

localisation asymptotique sous déformation nominale finie noté critère de localisation L-,.

@wzenr (1994)).

Les tableaux de la Figure2-7 résument les valeurs de c et p pour chacune des trois

lois ; ils rappellent les critères d'instabilité et de localisation L- déjà vus au chapitre 1 et

fournissent le critère de localisation L-".

Contrainte Vitesse Knowles

r(r) (1 + a"'y)" f (1 + q, f . 'Ëf
' ( ' *En'T'

n '  )

a. Fonction f correspondant aux trois comportements

a_ -p - c[ .P

Contrainte â"u v+n ["""( #"_ffiI): rm
v+n+m

Vitesse

I
4 

l-u v*n
l-v [^-" [t+n+m(r-v) o -Q-}t'*')"#

[* [ m (v-1) ^- m l(0)/ )

r m (1-v)
v+n+m (1-v)

Knowles ('n)"'2n- |
(fUJ- 0-zr-^^ 1{o) T)'=i*(.t"] (. * A--t(orJ rm

2n-1+m

Tableau récapitulatif
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Chapite 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

Contrainte Vitesse Knowles

Instabilité V*n* < 0 v*n<0 2n< |

Localisation L_ v+n+m < 0 v+n+m(l-v) < 0 2n+m<1

Localisation L_, v+n+m (1+r) < 0 v+n+m(l-v) (1+r) < 0 2n*m (1+r)< 1

c. Localisation L_ et L_"

Figure 2-7 zLocùisation L_ et L_.,

Le critère de localisation L-.. complète la condition de localisation L- ; en effet, si à

titre d'exemple, r tend vers 0 (défaut ponctuel en x:0), on retrouve le critère de localisation

L-. Si on augmente la valeur de r (défaut plus plat), les ef[ets stabilisants du coefFrcient de

sensibilité à la vitesse de déformation augmentent car ils sont pondérés par le factew (1 + r) ;

la convergence de I'intégrale II-23 nécessite alors une augmentation des eflets déstabilisants.

II.2.I.2 : Localisation L"

Pour de grandes valeurs de la déformation plastique, l'équation de la localisation Lo

II-17 s'écrit à I'aide des équivalences de Dnuootnn (1968) :

(\, .. + ," # ( .+., . .-*.*,'\ l.(o) - fro . +
J ...Gf d€: 

fr|\."y 
' '-r(x) ̂ '): _iôx' l 

' r1Ç;'o( rr-24
J { * )  

- m - ,  
'  J ( * )

f \ l

si I'on note | 
'' 

f(O^ d6: A, alors la déformation plastique s'écrit :
r t(x)

(^  / - * )p - -m l , (o )  r  _* . , ) f f i'y(x):[Or["- ^) 
^ i lO*'*To 

* 
J

qu'il est possible d'écrire sous la forme suivante :

^y (x )=(P* ' * ' , rà ) '

Le tableau ci-dessous résume les constantes B et q pour chacune des lois.

II-25

II-26
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f(r) a_ -p- B -q

Containte (1+a"f f ac v+n -* ^ l,(o) v+n+m-a. '  $  - l (0 )  rn
m

v+n+m

Vitesse (1 +a,f 'Ëy
J-

a" l-t v*n
1-v

* . l,(o) v+n+m(l-v) m (1-v)
a'""'-" \ m(0) m(v-1) v+n+m (1-v)

Knowles
, ( ' .*r )' (l)"'2n- I

l-n

("n)"om l(0) m
m

2n-1+m

Figure 2-8 : Profil des déformations pour une localisation Lo

Cette méthode n'est utilisable qu'à proximité du cente de la bande ; son domaine de

validité ne peut, en aucun cas, être supérieur à I'intervalle [-x, ; rxr], donc si I'on désire

connaître la défonnation plastique en tout point du profil, il faut recourir à une autre méthode.

II.2.2 : Résolution complète

Pour obtenir une solution analytique complète des équations II-14 et I!,!5. associées

respectivement à l'étude de la localisation L- et Lo, nous allons effectuer un développement en

séries convergentes des intégrales à l'aide de fonctions hypergéométriques ,F, (GnaosÉITEYN

et RYZil( (1965). On trouvera en annexe A.II.2 le formulaire du développement en série de

Gauss ainsi que ses conditions de convergence.

Pour réduire le nombre de développements à effectuer, nous allons utiliser la

formulation générique du comportement II-27 reprenant I'ensemble des cas étudiés :

r: tt f(T) t' avec f(I) : (l+ af)" f II-27

Cette fonnulation est identique à la loi adiabatique avec conffôle en contrainte. Si nous

étudions la loi adiabatique avec contrôle en vitesse, le changement de variable suivant :
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[ : :Ë(1  
m,

iu':*
Iu'=#

II-28

11.29

qui s'écrit I : F" (1 + a trr;-v" trr 
n" "y' et nous

signification physique ; il sert à utiliser une

13.194.21 de

II-30

condui tà t :p0o" f ( î ) "1 ' : [ r00"11 +u" , f l tËy l 'qu is 'écr i t r=F ' ( l+a"y ' ) -u ' ï 'n t ' r t

nous retrouvons la formulation If-27..

De même pour la fonction de Knowles, le changement de variable :

(  ^1" :n l
I

ln":T
{
I  v t t : n -  I
I
|  . . , ,  - l !
L l'" :2'

fournit t : p(x) r(r) f 
* : p (t .*f 

)' r O'

retrouvons également la formulation !I-!!.

Ce changement de variable n'a pas de

formulation unique pour trois lois différentes.

n.2.2.I : Calcul des integrales 
I

Si I'on note F-(a"y) I'intégrale suivante ' 
J, ttt 

+ a€)" ç F dq, la formule

Gneosrrreyru et Ryzrro< (1965) donne la relation suivante :

F-(qr) = -;5n/' *#,r, (-# r, -fi ' -#' tt-r)

La série converge si z:*. t (voir annexe A.tI.l). Si'y n'est pas tès gand, cette condition
a \

n'est pas réalisée. C'est pourquoi, il est nécessaire d'utiliser le changement de variable suivant :
. z

,' :fi. z'est toujours strictement inférieur à I et II-30 devient :
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F-(a,f): a-( 
I .*)

avec b-(a,1) : 
ù

D'après GneosrnnvN et RYUilK 13.194.21(1965), la fonction hypergéométrique ,F,

existe si v+n+m < 0 ce qui nous donne, après les changements de variable II-28 et IP,

v+n+m(l-v) < 0 pour la loi adiabatique avec contrôle en vitesse et 2ntm-1 < 0 pour la

fonction de Knowles. Les critères obtenus précédemment sont ainsi bien retrouvés.

Le développement en série de Gauss de la fonction hypergéométrique rF, s'exprime par :

,r,:ÈF,@-(ar))' avec B,:ffit*) +
i{

où (a), désigne le symbole de Pochhammer défini en annexe A.tr.1

L'intégrale F-(qf) s'écrit donc :

F-(a,r) = r('.'*l ;;fth-(a,î)
k

I F,G-(qr)'
i={

Fo(qr) =#ï'**,F, p',. t , -fi,2 **,- "r)

Le développement en série de Gauss de F-(a1) converge. Donc, après le calcul d'un

certain nombre fini de termes, on atteint le résultat escompté avec une bonne précision.

De même si l'on note Fo(41) l'intégrale , ffft + a6)'çÉ a€, la formule [3.194.1] de
. t 0

GnqD$ffEyN et Ryzil( (1965) permet d'exprimer Fo(qt) en fonction de la fonction

hlpergéométrique rF, :

II-32

II-33

II-34

La série converge si z: - a^l< 1. Or, si 1n'est pas très grand, cette condition n'est pas

réalisée. C'est potrquoi il est nécessaire d'utiliser le changement de variable ' ,' :;î. z' est

toujours stictement inférieur à 1 et II-34 devient :

Fo(qr) : u ('-*) 
;fr G(qr))('.*) rF,F-* 1,# + 2 ;!n+ z ; h(u,r)) rr-3s

avec \(a1):+
t* uy

Le développement de,F, s'écrit :
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__.^_ s _ n+m (u*o , ^) t
avec  o i :n+m( l+ i )  

[ *  
* t ) , ,

ce qui donne donc :

Fo(qr) =,('..*) ;*',q G(qr))( 
'.*) 

i 4 (h(qr)),
i={

Enfin, si l'on note Fo,-(a"1) l'intégrale : [-fCt * a O" €" yf dç, lu
. J 0

GneosHreyu et Ryznx (1965) fournit la relation suivante :

I  - , ,* !s^(  v+m+n n 
f  )Fo,_(a) : i .u', ,- ' ,  B[_Ë,.-* 
)

où B représente la fonction Bêta

k

,F,:Iô,(h(qr))'
i<)

II-36

II-37

formule [3.19a.3] de

II-38

II-39

On remarque qu'aux faibles valeurs de'y, le calcul de I'intégrale Fo converge nettement

plus rapidement que le calcul de I'intégrale F-. En revanche, si "y est très grand, c'est le calcul

de F- qui converge plus vite. On peut également remarquer que dans ces deux cas et pour la

loi de Knowles, la convergence est très rapide ; nous monterons dans le paragraphe II.3 qu'un

seul terme peut souvent suffrre. Ceci est dû au fait que l, O"t est de l'ordre de 16 000, est très

nettement supérieur à 1. En ce qui concerne les lois adiabatiques, a est de I'ordre de grandeur

de I ; la convergence se fait donc moins rapidement et il faut au minimum une dizaine de

termes pour obtenir des résultats satisfaisants.

n.2.2.2 : Localisation L- et localisation Lo

Avec les notations introduites précédemment, les équations de localisation L- II:!!.et

de localisation Lo II-15 peuvent s'écrire respectivement :

F-(a(x),fo) - F-(a(x),f(x)) _ G(*)-'
F-(a(0),10)

F-(r(x))
F-(to)

: 1 - G(x)-'

ou

(a)

(b)

et
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ou

F-(a(x),To) - F_(a(x),t(x)) _ n, u-l
FJ"(0!yJ +J"(O!yJ 

: u(x)

F-(ro)-F-(t(x)) _ _,
FJïJ-F:(D 

:G(x)-

(a)

(b)

II4O

I

crren ê/v\ = fl{*)ËG)Yq.vvv \r\À.rr _ 
[ttOl tt(OU

Connaissant le profil de l'éprouvette l(x), le défaut matériel p(x), la déformation

plastique initiale 1o et éventuellement la déformation plastique au centre de la bande en cas de

localisation physique Lo, le profil de déformation plastique T(x) est parfaitement défini en

résolvant l'équatiôn l$ou II-40 suivant le cas. En effet, à une position x, il est possible de

rrércmi-o, 1.l{Dgr'rr;
urol rr<6j 

, F-(a(x),"yg), F*(a(0),"y0), F-(a(0),^yo) et, par conséquent, la valeur X de

F-(a(x),1(x)). Il ne reste plus qu'à résoudre F-(a(x),1(x)) : X. Ce calcul peut, en général, être

mené analytiquement pour la fonction de Knowles (voir ci-dessous paragraphe tr.3) car un

seul terme de la série suffit pour calculer les intégrales. En ce qui concerne la loi adiabatique

où une drzune de termes au minimum sont nécessaires, le calcul de {x) ne peut être atteint

que par une méthode numérique de dichotomie. D'après les remarques précédentes, il est

possible de réduiie le nombre de calculs nécessaires à la résolution II-39 et II-40 en résolvant

une des équations du tableau ci-dessous.
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a(x) r(x) Loc. Equation de localisation

V
a
r
i
a
b
I
e

G
r
a
n
d

L-

I*
- Fo(a(x),IJ + Fo.*(a(x)) - F_(a(x),T(x)) _ êr,_\_r- Fo(a(O),^yo) + Fo.-(a(O)) - F-(a(0),1) 

- 
"t'*r

P
e
t
i
t

L-
- Fo(a(x),To) + Fo(a(x),"y(x)) _ ^,__,_r
- Fn"(0LyJ - F,,J"(O, 

= u(x)

I*
- Fo(a(x),1) + Fo(a(x),{x))

: G(x)-'- Fo(a(0),"y') + Fo,_(a(O)) - F_(a(0),1)

T(0)
Petit

C
o
n
s
t
a
n
t

G
r
a
n
d

L- ffi=l-G(x)''

I* ffi:G(x)''

P
e
t
i
t

L-
- Fo(fJ + Fo({x)) ^. .-,

- F{D + \- 
: u(x)

h
- Fo(Io) + Fo(T(x)

- ro(rJ * Fo,- - pJrri: G(x)-'

T(0)
Petit

- Fo(to) + Fo(t(x)) _ az r-r
- Fr(rJ + F'(TJ 

: u(x)

Figure 2-9 : Equation de localisation

TI.3 : CALCUL ANALYTIOUE POUR LA LOI DE KNOWLES

Dans ce paragraphe, nous nous attacherons à montrer que pour la loi de Knowles, à

proximité du centre du défaut, un seul terme du développement en séries convergentes suffit
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pour calculer les différentes intégrales. Dans la zone où cette condition est vérifiée, il est

possible de déterminer une forme analytique facilement intégrable du profil de déformation

qui servira" en oute, à calculer la déformation nominale :

1 r 1 o
%o':i I r(*) d*

^ ^ J o

A partir du tableau de la Figure 2-9 ou de l'équation de localisation II42 :
I fi(x) I I rr(o) I

vx e [ -h, +h ] (l(x) p(x))' I f(ql'd€: (l(0) p(0))' I r(Ë)'0q
t  ro J ' ro

avec la loi de Knowles

II4I

II-42

et pour une déformation nominale {0)

possible d'écrire :

II43

bande tendant vers I'infini, il est

II-44

f(€): q(' .l* )'
au centre de la

f - l

J ,.t{€)' 
oq

ou

I

r(E); dE : (r - c(*)')

J, - G(*)-')I'nUt d( - c(x)-r J-oO* *

II.3.1 : Utilisation des intégrates du tvpe f-t(gl* Og
J u

L'intégrale du membre de droite de I'expression l!!1!s'écrit :

f û l f æ L l \ n l

J,.t{6)' dE = 
J o 

f(q)' d€ - J 
-f(€)' 

dq

J;,

qq;; a6: (r II-45

Dans un premier temps, nous allons calculer les intégrales de I'expressions I!!! avec

un seul terme du développement en série convergente de Gauss. Ensuite, nous ferons de même

pour I'expression II-45. La distribution de déformation plastique, issue de chacune des deux

expressions II44 et I.I-45, sera ensuite comparée à la distibution de la déformation plastique

obtenue à I'aide d'un calcul utilisant une centaine de termes du développement en série

convergente de Gauss. Le calcul des différentes intégrales se trouve en annexe A.tr.3

-74-

I146



Chapitre 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

d'après la forme de la fonction f(Ç, la valeur de l'intégrde de 0 à ys est négligeable devant

I'intégrale de 0 à I'infini, ce qui donne :

En calculant les intégrales avec un seul terme du développement en série convergente de

Gauss, l'expression II-44 devient :

f - l f - l

I rrgl'd€ = | f(el'd€: A-
J " ! o  J g

K- T(x)-P : (r - qx;-')e-

l-n
(n\; m l-2n-m

avec K-: 
[U-UJ t2n_- et p: m

nz '; ' ! - --1

ï(x):FJ'(r -<*l-')'

l " r
II.3.2 : Utilisation des intégrales du tvpe | (q)' aq

. t 0

En calculant les intégrales avec un seul terme du développement en série convergentes

d'où

de Gauss, I'expression II45 devient :

* (t .Ëno'f : (r - G(*)')*, (t *f;rn'). - G(x)-r A-

ce qui conduit

il-50

, r+ (,ï(x) : 6l I L('-oot' X'.Ë*
t,-

avecr(a:[Ë)t#

il-ï1

I
- r  ' t - t

r - l p o  I

r'sc -1 |
)

x

I

').

l*m
2met Po

-75-



Chapitre 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

II.3.3 : Comparaison entre les diftrentes expressions

II.3.3.1 : Critère de localisation

Avant de passer à une application numérique, il est nécessaire de s'assurer que les

données vérifient le critère de localisation L-,, il-52 établi précédemment :

2n+m(1+r)<1 II-52

La Figure 2-10 montre le domaine de variation des différents paramètres pour lesquels

il y a localisation de la déformation plastique : celle-ci apparaît lorsque le point de

coordonnées (n;m) est situé dans la partie de gauche de I'espace (n;m) délimité par la droite

oblique correspondant à l'acuité r du défaut.

s.s2aH 3.0

r

2.0 1.5 1.0 0.5

0.015

0.005

0 L
0.4 0.46 0.47 0.48 0.49

Paramètre d' écrouissage n

tr'igure 2-10 z Critère de localisation L-,.

Soit par exemple une éprouvette constituée d'un matériau présentant les

caractéristiques suivantes : n:0,4.85 et m:0,01 ; il y localisation de la déformation plastique

si cette éprouvette possède un défaut d'acuité r inférieure à 2. En d'aufes termes, si une

0.01

a
Êl

atrtr
.{)
.d

c)

()
0
oo

Gl\()

€
u1É
C)
0
c)

E

o)
()

aË
c)
o

r \

0.5)
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Chapitre 2 Distribution de Ia déformation plastique dans les B.C.A.

éprouvette a pour paramètre m : 0,01 et possède un défaut d'acuité r1, il y a localisation de la

déformation plastique si n est inférieur à 0,485.

11.3.3.2 : Exemple et premières conclusions

Prenons I'exemple d'un matériau caractérisé par la loi de Knowles II43- présentant un

défaut matériel (qui pounait également être géométrique) défini sous la forme II-3 ruppelée

par IÆ!:

Vxe [ -x r , *x r ]  [ r (x ) : t {0 )+ t t (O) lx l '  I I -53

Toutes les caractéristiques de l'éprouvette sont meniionnées ci-dessous :

Caractéristiquesrhéologtques: b = 8000 n : 0,49
m : 0,007

Caractéristiques du défaut: t = 0,04 xr : 0,2

f.lr : 0,3579e10 *, : 1,0
r.(0)

0.01
É

Conditions de chargement; To : 0,01 % : 1e4 s-r

Pour cette éprouvette, le critère de localisationll-52 est vérifié.

Sur la Figure 2-11, trois courbes sont représentées. L'une a été obtenue avec un calcul

complet des intégrales de I'expression IH, les detx autres sont obtenues grâce aux

expressions II-49 et l@!.utilisant un seul terme du développement des differentes intégrales.
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1,0

0,9

x
; 0.6
c)

o
ctÉ
H

€ o,+
â

0,2

1,00,80,4

X

Figure 2-ll z Profil de la déformation plastique

Pour de grandes valeurs de la déformation plastique (près du centre du défaut),

I'utilisation de I'expression !!7!! est suffisante pour décrire la déformation plastique. De

même, pour de faibles valeurs de la déformation plastique (près du bord) l'utilisation de

I'expression II-51 est à son tour suffisante, donc

pour x-+0

pour x-+h

r* + /rr\* m l-Zn-m /o)* z- l*mavec A-: J ot(€,)' d6 ; r-= l.o.,J ffi; p :Ë, *b: [oJ ffi ; po: Ë

Les expressions ^I/-Sr' ne sont pas uniquement valables pour l'éprouvette utilisée dans

cet exemple, mais s'appliquent pour toute éprouvette ayant un comportement identifiable par

la loi de Knowles et vérifiant le critère de localisation II-52.

-.,,--\ - (r*)i r' ,1,- 
-L

r\À/ - 1.A-J (' 
- *r,*)-t)o

, - .o1 f r ,  . - /  -  \ -po ^r ' *  l+  i l -54
ï(x) : (f;) I L(t-oot'Xt.Ë*')* -o(*)'' ftl 

.-t 
I

LJ

Calcul eomplet

Calcu

t :
l :
l :
t :
l :
\ :
l :t .\ :"" \1""" '

dq

dq

,avec un ierme eniutilisant
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Dans le cadre de loi adiabatique avec contrôle, soit en vitesse ou en contrainte, il est

impossible de trouver une expression d'une forme aussi simple et intégrable analytiquement.

Le calcul des intégrales de l'équation de localisatioî lI4, en série convergente de Gauss

nécessite, en effet, au-minimum 7 à l0 termes pour que des résultats corrects soint obtenus. Il

en résulte que I'intégration de II44 s'écrit sous la forme d'un polynôme de la fonction g(f(x))

de degré sept à dix, gffx)) étant de la forme l/(1+a1(x)). Il est donc impossible de déterminer

analytiquement l'expression de la déformation plastique {x)

II.3.4 : Déformation plastique le long du défaut

L'expression II-49 décrit parfaitement le profil de déformation plastique sur tout le

défaut [-xr;xr]. Celui-ci ayant une expression analytique, il semble intéressant de poursuiwe le

calcul analytique, car les problèmes rencontrés lors du calcul la déformation nominale, se

situent au centre de la bande (ou du défaut) où il existe une singularité.

Sur I'intervalle [-x1;x1], G(*)-t s'écrit

l(0): l(x)

rr(x): ufo{r*ry,.,,) I =+ G(x)'l : (, *ffi ,,.,')**p1o) tx t  
) )

ILs5

Sur cet intervalle, 
ffi ,.,'est petit ; à l'aide d'un développement au premier ordre, G(*)-'

s'écrit alors

G(*)'':r -f ffix' II-56

La Figure 2-t2 monte que dans I'intervalle [-xr;xr], pour l'éprouvette précédemment

citée, l'approximation II-56 est tout à fait justifiée avec une différence relative d'environ

0,8oÂ àla limite du défaut et de son raccord x1. Cette différence n'est plus que de O,lVo enxl/2
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s
{)()

cl
t!)

c)
o

c)
)!)
H

l , 1 6
g
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,
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0 , 1

0,00 0,15 0,10 0,15 0,20 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
x x

a. comparaison entre le défaut et son approximation b. Différence relative ente la valeur du défaut et son approximation

Figure 2-12 z Développement au premier ordre de l'expression du défaut

L'expressiorL II-49 de la déformation plastique T(x) peut donc s'écrire sous la forme :

ï(x): H 1x;-n

avec H : (ot)t [*tt'-,,r, )* ; 
K- : Fr)'* ; a- :J-rr6r* aq et p : ry

s
É
a.)
6)

dl

()
; 0,4
o
EI
C)

P
(ta

A

0,0

0,10
x

Figure 2-13 z Différence relative entre un calcul complet et le calcul
analytique de la déformation plastique

0,200,15
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Chapitre 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

La Figure 2-13 montre que pour l'éprouvette mentionnée précédemment, la dif[erence

relative, entre un calcul complet et l'expression I!!f, est toujours inférieure à 0,8% sur

l'intervalle [-x,;+x,]. Sur celui-ci, nous utiliserons donc l'expression ï(x) : H 1x1-Ë pour décrire

le profil de déformation dans le cadre d'une fonction de Knowles.

III : COiTIDITION DE PROPAGATION ET EF'FET D'ECIIELLE

Dtuant le second stade de la localisation, il a été montré expérimentalement que les

bandes de cisaillement adiabatique se propagent dans leur direction (Menc+aNo, Durrv

(1988) ZHou, Roserus ET RAVIcHANDRAN(1996). Il est impossible de prendre en compte le

phénomène dans un modèle unidimensionnel. C'est pourquoi, nous allons étudier un modèle

bi-dimensionnel.

Nous allons essayer de déterminer dans quelles conditions, une approche intégrale

empruntée à la mécanique de la rupture, et en particulier I'intégrale J de Rlcn (1968), peut être

appliquée à la détermination des conditions de propagation de la zone de localisation.

Cependant, avant cel4 une présentation succincte de I'intégrale J ne sera pas superflue.

III.I : INTEGRALE J

1I.1.1 : Expression générale

Nous supposons une éprouvette dans un état plan (x,-xr) de déformation. Cette

éprouvette possède une surface de glissement parallèle à l'ære x, et son comportement à

I'extérieur de celle-ci est tel que, pour une déformation t*, le travail de déformation, par

exemple élastique, W(€w) s'écrit :

w(ee): 
/bo,, 

de'

où o,e sont respectivement le tenseur de containte et le tenseur des taux de déformation.

Nous supposons également que toutes les propriétés du matériau ainsi que les forces de

volume dépendent uniquement de x, lorsque l'éprouvette n'est pas chargée. Imaginons une
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courbe f dont le point de départ est P-, point appartenant à la panie infériewe de la surface de

glissement, se terminant en P*, point appartenant à la partie supérieure de la surface de

glissement, jouxtant le point P'lorsque l'éprouvette n'est pas chargée (Fig,rre 2'I4).

Figure 2'14: Chemin d'intégration

La courbe f ne doit pas traverser la surface de glissement ; I'expression générale de

I'intégrale J s'écrit :

II-59

où {, ui, T, et ds sont respectivement les composantes des forces de volume agissant sur

l'éprouvette, les composantes du déplacement de ses points, les effons de surface agissant su

1- et un élément diftérentiel d'abscisse curviligne sur F. RIce (1968) a montré que cette

intégrale II-59 est indépendante du chemin d'intégration f'

Nous allons maintenant calculer I'intégrale J suivant deux contours distincts, I'un

éloigné de la swface de glissement, I'autre le long de la swface de glissement.

III.1.2 : Contouréloigné

Nous allons nous intéresser au calcul de I'intégrale J dans une zone éloignée de la

surface de glissement, où l'éprouvette se décharge élastiquement et où la valeur de la

contrainte de cisaillement passe de to à zéro.

r,:lt- {u,)dx,-t,H")

-82-

a. Eprouvette non chargée b. Eprouvette chargée



Chapitre 2 Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

Soit une éprouvette longue suivant l'il{e x1, de hautew h beaucoup plus faible suivant

I'a)<e x2, chargée en glissement simple à déplacement contrôlé, et possédant une surface de

glissement parallèle à x,. L'extrémité T de cette surface est loin du bord de l'éprouvette

@igure 2-15). Nous supposerons qu'à une certaine valeur to de la contrainte de l'éprouvette, la

surface de glissement se propage, c_e qui entraîne une décharge élastique de l'éprouvette. Loin

à gauche de I'exûémitéT,la contrainte devient nulle tout en restant non nulle à droite de T

@igure 2-15)

Figure 2-15 z Décharge élastique

A proximité de I'extrémité T, la contrainte est fonction des variables x, et x, ; plus loin, la

contrainte ne dépend plus que de la variable x,, c'est pourquoi, pour éviter de faire intervenir

des effets bi-dimensionnels, nous allons utiliser un chemin d'intégration f passant loin de T.

Ce chemin est présenté dans la Figure 2-15 et peut se décomposer en quatre parties notées fu

avec k variant de I à 4. Le long de f, la déformation plastique est égale à la déformation

résiduelle "y, après décharge élastique. Le long de la partie opposée f' lu déformation

plastique est égale à une défonnation moyenne "yo à laquelle est associée la contrainte to. Ces

deux parties sont reliées par les trajets f, et fo qui longent les bords de l'éprouvette où nous

soflrmes en présence d'un mouvement de corps rigide.

Nous pouvons également décomposer le calcul de I'intégrale J en quatre intégrales :

x t

,o : ïrn : îlr[, - - {q ) dx, - r,#o,)

Tr :0  I - .- 4

T

l 2
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âu,
JretJo sont égales àzéro car dx, est nul, de même que 

ù( 
pour un déplacement de corps

rigide. Les intégrales J, et J, se réduisent à :

P
J,: I W(1,(x)) dx,

t lr n

rn
Jr: 

J oW(To(xr)) 
dx,

Dans ce cas, I'intégrale J est donc égale à :

rr
Jo : | [ w(To(xr) - w(1,(xr)) ] dx,

'  
J g

avec

w(to (xJ) - w(f, (x)) : lt'' , o,
J l,(x)

Distribution de la déformation plastique dans les B.C.A.

II-67

II-62

II-63

Pour un matériau pouvant se décharger élastiquement, dt : G d'y où G est le module de

cisaillement à la décharge, qui peut être différent du module de cisaillement lors du

chargement. Après changement de variables, I'expression II-63 s'éerit donc :

Loin de T nous sommes dans une situation unidimensionnelle donc to(xr) : to. L'intégrale J

s'écrit donc :

1 (h$,) To'(x)
w(to(x)) - w(r,(x)) :ôJ 

o "e=æ

- hto'
Jo:fr II-65

Nous pouvons dire que Jo correspond à l'énergie élastique libérée lors du déchargement

élastique où la containte passe de la valeur to a zéro. Jo est proportionnelle à la hauteur h de

l'éprouvette : plus l'éprouvette est large, plus elle peut emmagasiner d'énergie élastique lors

d'une déformation, plus elle peut en restituer lors d'une décharge élastique.

III.1.3 : Contour le long de la surface de glissement

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul de I'intégrale J lorsque qu'il y a

déplacement le long de la surface de glissement.
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L'éprouvette possède une surface de glissement dans la direction xr. Nous prenons

maintenant un chemin d'intégration qui longe la surface de glissement (Figure 2-16)

Surface de glissement . 
P4-

I

p - - f

Figure 2-16 z Déplacement du point P

Tout le long du chemin d'intégration f, dx, est égal àzéro donc I'intégrale J s'écrit :

f ôu,
J- :  |  -T, t 'ds I I4éu  J .  

' d X t

âu
La contribution à J. de T, t' le long de la surface inferieure de la surface de glissement,' ' clxt

annule la contribution du même terme le long de la surface supérieure, ce qui nous laisse

r:niquement pour Jo :

f âu, fP â (u,* - u,-)
Jo : 

J.or'âîa*' 
=J,ozr -fr&r

Jo: ft(ô) dô

II-67

où u,* et u,- sont respectivement les déplacements dans la direction xr sur la surface supérier:re

et sur la surface inférieure. On notera ô le déplacement relatif u,* - u,- et I'intégrale J s'écrit :

II-68

Dans ce cas Jo correspond au travail plastique nécessaire pour produire le déplacement du

point P. Elle est égale à I'aire de la surface se trouvant sous la courbe contrainte-déplacement

(t-ô) quil sera nécessaire de déterminer ultériewement.

fr,.2 : CONDITION DE PROPAGAïON

IlI.2.1 : H)'pothèses

Soit une éprouvette présentant une bande de cisaillement de direction x. Nous

supposons qu'elle est constituée d'un matériau adoucissant à I'intérieur de la bande de
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cisaillement et qu,elle a un comportement élastique à I'extérieur de celle-ci. La bande a une

épaisseru e très faible par rapport à sa longueur L (Figure2-17). Elle est assimilée à une zone

de décohésion qui est éventuellement initiée par une fracture. Le déplacement relatif ô, de la

frontière supérieure de la bande par rapport à sa frontière inférieure, est suppoié être

indépendant de la variable x_; cette condition n'est pas vérifiée dans deux petites zones situées

autour de chaque extrémité de |a bande. Ces zones sont très petites par rapport à la longueur

de la bande ; nous considérerons donc que la condition est tout de même vérifiée tout le long

de la bande.

Figure 2-17 z Modélisation de l'éprouvette

Itr.2.2 : Modèle

L'idée principale de ce modèle est que la bande de cisaillement ne peut se propager que

si l,éprouvette peut libérer une quantité d'énergie élastique au moins égale à la quantité

d,énergie nécessaire pour créer un déplacement relatif des deux bords de la surface de

glissement. Ceci se traduit avec ce qui a été vu précédemment par la relation suivante :

Jî-oouu=# II-69

Tf-oouu
ou encore :
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Chapine 2 Distibution de la déformation plastique dans les B.C.A.

Cette relation donne une condition sur la confiainte à partir de laquelle il y a

propagation de la zone de localisation. Pour un comportement plastique avec écrouissage par

la déformation ro: f(%), on obtient ainsi la déformation homogène critique 1* nécessaire à la

propagation de la bande de cisaillement. Il s'agit donc d'une approche énergétique globale.

Cette approche n'est pas applicable à un matériau présentant un adoucissement préalable, pour

lequel le déclenchement de la propagation ne se produit qu'après le développement d'une

inhomogénéité signifrcative, et pour lequel la rupture a un caractère ductile prononcé. La

dissipation d'énergie mécanique, avarrt la propagation, est alors telle que les mécanismes qui

président à la perte de résistance du matériau et à sa rupture sont différents des mécanismes

quasi-fragiles mentionnés ci-dessus

Nous supposons maintenant que la bande de cisaillement adiabatique se propage et que

sa tête "avance" à une vitesse V constante. Nous supposons également que tous les champs

sont indépendants du temps t (Figure 2-18), c'est-à-dire qui si I'on photographie l'éprouvette à

deux instants t, et ! différents, on obtient les deux mêmes épreuves, mais décalées dans

I'espace. Les dérivées partielles par rapport au temps sont donc égales aux dérivées partielles

par rapport à la variable de position Ç multipliées par l'opposé de la vitess" V t [À - " À)
[at-- '  ae)

Figure 2-18 z Vitesse de propagation

Si I'on note Po la puissance des forces de cohésion définie par la relation suivante :

P,:[.$* II-71
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I'indépendance des différents champs par rapport au temps nous donne :

P,:-v [ '$aq avec f '#aE: [ ' .dô:Jo'  J r  d Ç  '  J r  d Ç  '  
J r

si nous connaissons $ 
tt .r, donc possible de déterminer la vitesse V :

v: -T

11.72

II-73

Les conditions de stationnarité, nécessaires à l'application de cette analyse, ne sont, en

général, satisfaites qu'approximativement. On ne peut donc obtenir au mieux qu'un ordre de

grandeur de la vitesse de propagation.

Itr.3 : E)(EMPLE D'APPLICATON

Prenons I'exemple didactique d'un bloc de sol argileux soumis à du cisaillement dans

un dispositif dit "boîte de cisaillement" @ALN,IER, RICE (1973)XFigure2'19)

Figure 2-19 z Boîte de cisaillement

Une charge verticale C" constante est imposée pour permettre à la partie supérieure (b,p et a

la partie inférier.re (b*) du bloc de sol (à I'extérieur de la zone de hauteur h) d'être considérées

comme étant rigides. Une force F horizontale est appliquée sur la partie supérieure de la boîte.

La variation de cette force en fonction du déplacement horizontal relatif ô des deux parties de

la boîte est observée : une force maximum est rapidement atteinte ; la déformation de
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cisaillement entre les deux parties de bloc b* et b* se localise alors dans une bande très

étroite et la force nécessaire au mouvement diminue de façon monotone pour tendre

asymptotiquement vers une valeur résiduelle non nulle F..

a. Relation force déplacement relatif (F-ô) b. Relation contrainte-déplacement retam (1-o,)

Figure 2-20 z Relations force et contrainte en fonction du déplacement relatif

Les déformations sont supposées planes et parallèles au plan (x,y). La bande de

cisaillement se propage selon la direction x. Elle est considérée comme une surface de

discontinuité semi-infinie, sans épaisseur, sur laquelle existe une relation t(ô) entre la

contrainte de cisaillement T et le déplacement relatif ô

(ô) : t, + (t, tl *ot.,À 
)

II-74

Cette relation rend compte du phénomène d'adoucissement du matériau au voisinage

de la bande et de I'existence d'une contrainte résiduelle t, atteinte après un déplacement

caractérisé par ô,. En dehors de la bande, le matériau obéit à des lois élastoplastiques

conventionnelles. Loin en amont de la bande, le long de la surface So figure 2-21), la

conhainte de cisaillement est to, la déformation de cisaillement 1o est uniforme ; le long de S,*

et S,_, loin en aval du front T de la bande, subsiste une déformation plastique résiduelle

uniforme T, après r.rne décharge élastique de module G to à t.

b. Relation conrainte-déplacement relatif (t-ô)
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Figure 2-21z Sur{ace de glissement avec ses deux chemins d'intégration

Le déplacement relatif ô de la partie supérieure b,up pil rapport à la partie b'* s'exprime

par la relation ô : h(Io-TJ. De plus lors d'une décharge élastique 1: G ̂ y, ce qui conduit à :

ô: h("yo-"y) : 
${.0-.) II-75

Il a été vu précédemment que le long de la surface de glissement, c'est à dire le long de

f, I'intégrale J s'écrit :

II-77

JeG,): ft(ô) dô

ce qui, dans ce cas, en introduisant II-74 dans II-76, donne :

ou Jo(fr) : r, &f 4 (t" - t) (t 
- *t[- 

È ]

puis en utilisant II-75 :

JeG,): ",ft(to-rJ 
+ 4 (t tJ 

[t 
- *ttÈ 

)

De même le long du chemin référencé f, de la Figure 2-2ll'intégrale J s'écrit :

Jo(rz): I(*n r- w(r,) )or: n(*t ,l- w(r,) ) n-zg

or w(10): J.rr,r, 
d"y ou à Il 

t * ce qui entraîne :

JoGz) : *À ftr'- .,') 
II-80

L'équation de propagation s'écrit JeGr) : Jo(fr), et par conséquent, d'après II-78 et II-80 :

oâ,,-,.) + Q (r", -'J (r -,,.e(. 
È ):* ft,'-':)

l o , T o

t r ,  ,T ,

l .  P '  f  I
I , r T ,  -  f

II-81
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soit :

Gô, fôY f ô)
h(. .*J [u,J:I-exe[ôrJ

ou encore :

I
io* ' :1-exp(-x)  

I I -83

.  1  Gô,  ô , , ,
si on pose a:; - et x: T. L'équation (IJ:ÊA foumit le déplacement nécessaire à la

-  - t Î r - t )  q

propagation, puis la valeur de to et To au moyen de la relation II-75. A la limite où le

déplacement relatif ô tend vers I'infini, les relations II-75 et II-82 fournissent donc :

ou encore

T={n
l,m- !f

Comme T6 est necessairement inferieur ou égal à t', il vient :

r[zo < r

soit

II-84

II-85

II-86

II-87

On voit apparaître la notion de taille critique de l'éprouvette : il s'agit d'une épaisseur

minimum h ett dessous de laquelle l'énergie élastique disponible est insuffisante pou

entretenir la propagation de la bande de cisaillement. Ceci suggère, comme nous I'avons

indiqué au chapitre 1, qu'une série d'expériences, où l'épaisseur de l'échantillon est

successivement diminuée, por:rrait ête mise en oeuwe et utilisée pour savoir si un transfert

d'énergie élastique est effectivement utilisé de manière significative pour I'entretien de la

propagation des bandes de cisaillement. Notons simplement que le développement préalable

d'une zone d'inhomogénéité, où la dissipation d'énergie est importante, ne favorise pas le

déclenchement d'un tel mécanisme.

h>2#ô,= h
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TV : CONCLUSION

Au cours de ce chapitre, nous avons été amenés à préciser les méthodes de

détermination de la distribution des déformations plastiques dans les bandes de cisaillement,

ainsi que leurs conditions d'application et de convergence. Nous allons maintenant utiliser ces

résultats pow la détermination des déformations nominales critiques et pour I'examen de leurs

propriétés, en relation avec les caractéristiques rhéologiques du matériau et les conditions de

chargement du spécimen.
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Les formules qui suivent sont également extraites de GRI,DsI{TEYN et Ryzu< (1965)

,F r(4b;c;z): rF,(b,a;c;r) : iry ft : nffi àW ft

où (a), désignent le symbole de Pochhammer: (a)" -ffi

et f(a) la fonction Gamma qui vérifie la relation de récurrence f(a+n+l): (a+n)f(a+n)'

Le développement en série de Gauss ,F r(4b.c;z) ne converge pas si I z | > I

revanche si I z | ( I son comportement est :

- divergent si Re(c-b-a) S -1

- absolument convergent si Re(c-b-a) > 0

- convergent en excluant le point z: I si-l < Re(c-b-a) ( 0

A.II.2 : F.ORMI]LAIRE DE CALCI]L INTEGRAL

Les formules qui suivent sont extraites de GneosHTEYN et RYZil( (1965)

fu Fu-l ci'

I ' -  =  ̂e :  
T rF,  (F,  cr ;  l+c;  -au) [ larg( l+au) l  <t t ;Re(a)>0 W!-D

J o {t*uqu "

r  eo - t  , .a 'F  /  1 \

J, dtrde 
: gfu; 

,t,[8, F-a; B-a+l ,- ̂ ") [Re(a)>Re(F) ] @

f-+dE : a oB(a, B-c) t lare(a)l <n; Re(B)>Re(a)> 0 l
J. (l+ab'

avec B étant la fonction Bêta
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A.tI.3 : F'ORMIILAIRE DE CALCIIL INTEGRAL &OI DE KNOWLES)

.  (  b. . f - '
Dans le cadre de la fonction de Knowles : f(E) = Ê | I +:q I- \  , r ' )

f æ l
calcul de I f(€)'dg

J s

f - l
calcul de I f(E)'d6

J ,  " '

r- I 
frË m ...I '4gll -(t-2n-m m-l

I rrer d€ : 
l.b.J ffie(u)E'F'[Ë=,ffi t

J t \",/

( b zY
avec g(u): I I +;u I

\ " )

ce qui donne si I'on utilise un seul terme :
l+m

Lnn*u,=(oo) Ék('.*t) *

de plus si u est assez grand, f;.r' "rt 
nettement supérieur à 1 et l'intégrale devient :

f - + / , , , \ #m- r - zn -m
I (el 'dq=[ËI rtru-T:K-u-P-J ù \"./

l-n

/n\; m l-2n-m
avec K-: lh I 12n-r-et P-:Ç

\",/ 
r

calcul de ft(el* u€,
J  o  

- - '

Jlno*ur: (f;) #0.,#,,(#,
(- n -,\'

avec h(u): 
[t 

* bn" )

ce qui donne si I'on utilise un seul terme :

rù I ̂ , _fg)* z- (, -!...rji#
Jrt(€)'-t = 

[b, r+m (, tË*'J

r- + /n\# ^(1-2n-m 1+m\
J, r(E)'d(:A-:[ËJ p[Ë,Ë)

l-2n+m , ,)
2^ ; g(uJJ

2n+3m-1,#'nr"))

:r<, (r *ff""r
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dans les B.C.A.

2m l+m
f f ie tPo=6

l-n

/n\;
avec I(6: lh I

\"./
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8@t'tra 3

Déformation critique

I : INTRODUCTION

L'un des problèmes majeurs rencontrés dans la caractérisation des matériaux est le

calcul de leur tenue en cisaillement adiabatique. Les laboratoires de recherche industrielle ont

notamment besoin d'un outil d'aide au choix des matériaux, capable de prévoir, pour un coût

réduit, 1a déformation nominale critique atteinte dans un essai de torsion par un matériau dont

le comportement est identifié au moyen d'un nombre restreint de paramètres rhéologiques.

lans c€ qui suit, nous développons un outil de ce type basé sur les développements en

série de la fonction de Knowles présentés dans le chapitre précédent. Il est nécessaire

d'insister sr:r le rôle des paramètres de structr.re : défauts, conditions aux limites, dont

I'influence, sur les déformations critiques, est considérable, même dans un essai réputé

< simple D comme I'essai de torsion. Nous mettrons ainsi en évidence le rôle des différents

paramètres rhéologiques et géométriques avant de nous attarder sur les conditions aru< limites

et de conclure en montrant la dispersion des résultats qui résulte du manque de contrôle que

I'on exerce sur défauts et les conditions atx limites dans ce type d'essai.
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II : DEFORMA,TION CRITIOTIE

II.I : DGRESSION GENERALE

Nous allons définir la déformation critique % comme étant la déformation nominale

lorsque la déformation au centre de la bande tend vers l'infini ou lorsque la contrainte de

cisaillement tend vers zéro :

ilI-t

t(x) dx

L'intégration numérique avec des points de Gauss de la déformation plastique

présentant quelques problèmes à proximité du centre du défaut lorsqu'il y a localisation, il est

nécessaire de décomposer le domaine d'intégration plusieurs fois à proximité de ce centre

conrme il est indiqué en annexe A.I[.1 ; cette technique a l'inconvénient de multiplier le

nombre de calculs.

TI.2 : CAS DE LA FONCTION DE KNOWLES

Pour la fonction de Knowles, la déformation plastique peut être exprimée

analytiquement dans le défaut sous la forme :

Ï(x): H 14-Ë III-2

Il est alors possible de pallier au problème d'intégration numérique évoqué précédemment en

décomposant I'intégrale en deux, une partie dite locale 1r* jusqu'à x. qui sera calculée

analytiquement et une seconde partie dite extérieure Tc,ext qui pourra n'être calculée que

numériquement. Ce calcul numérique ne présente pas de problème particulier et peut être

efFectué avec huit points de Gauss.

r.:*o1T-*f,no*

% :* fno d* : * f*o d* ** J" *, dx = ]e,rsc* rc,ex

ou

"'.ii*1,

-101-
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chapitre 3 Déformation critique

Il reste à déterminer la limite xc entre la partie locale et la partie extérieure. Elle est

nécessairement sifuée dans le défaut et ne peut, en aucun cas, se situer dans le raccord où

aucune expression analytiquement intégrable de la déformation plastique n'est connue. Dans

la plupart des cas, l'écart entre la défomration plastique obtenue avec un calcul complet et son

approximation le long du défaut est négligeable et cette limite sera confondue avec la limite

du défaut et de son raccord (x": x1). Si l'écaft n'est pas négligeable, une valeur de x"

inférieure à xr sera choisie

Par intégration de l-ll-lenfre 0 et x., la déformation critique locale Tc,roc s'écrit :

ï.,ro,:f,Hfi*"('-tù III-4

ce qui conduit à

ilLs

l-2n-m
m

Nous allons maintenant nous intéresser à I'influence des paramètres rhéologiques et

géométriques sur la déformation critique. Quant à I'influence des conditions aux limites, elle

fera I'objet du paragraphe ltr. La confrontation quantitæive avec les données expérimentales

n'est pas toujours possible du fait de leur absence ou du manque d'informations

complémentaires les concemant, néanmoins une confrontation qualitative est effectuée.

II.2.1 : Influence des paramètres rhéologiques

La Figure 3-1 représente la déformation critique en fonction du paramètre

d'écrouissage n pour différentes valer:rs du paramète de sensibilité à la vitesse de

déformation m, et pour un défaut donné (taille F0,04 et acuité r : 1,5); La Figure 3-2

représente, quant à elle, la déformation critique en fonction du paramètre de sensibilité à la

vitesse de déformation m, pour différentes valeurs du paramètre d'écrouissage n et pour le

défaut précédent (taille e:0,04 et acuité r = 1,5).

%:*f*ru*: *H#*"('Ë) +fif rc)a.

avec H : (o1)' ffi', ) ; K- : (t)"'m ; a- =f-<qr* aE et p :
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paramètre d'écrouissage n

Figure 3-1 : Influence du paramètre d'écrouissage sur la déformation
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Figure 3-2 : Influence de Ia sensibilité à la vitesse de déformation m sur
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Ces deux demières figures montrent que la déformation critique augmente aussi bien

avec le para:nèfre d'écrouissage n qu'avec le paramètre de sensibilité à la vitesse de

déformation. On voit ainsi le caractère uniformisant de l'écrouissage par la vitesse de

déformation. De même, lorsque le paramètre n est augmenté, la tendance à la localisation est

_amoindrie. Ces résultats confirment les tendances prévues par les analyses de stabilité linéaire

(CmroN (1987), BAr (1982), FnrssrxcEas et MoLINARI (1987). Toutefois, ils sont plus

précis que ces dernières car ils sont obtenus à I'aide d'une analyse non linéaire du processus

de localisation, et parce qu'en outre, ils concernent les déformations nominales critiques et

non le développement initial du processus. Ils sont aussi en accord avec les tendances

observées expérimentalement et résumées par exemple par HrrrcrmtsoN et NeeLE (1977).

Toutes ces courbes présentent une asymptote. Celle-ci s'explique à pafih du critère de

localisation L-,, établi au chapite précédent et rappelé eî l-1@..Lorsque ce critère est vérifié,

la déformation critique est finie ; en revanche s'il ne I'est pas, la déformation tend vers

I'infini.

2n+m(l+r)<l III-6

Les asymptotes se situent donc à n : ry ou à m :#suivant le type de courbe.

L'analyse présentée rejoint donc I'analyse asymptotique représentée par le critère de

localisation L-,, (Dnvnnr, MoLntARt, FnESSEltcnns (1994). Elle l'étend aux déformations

nominales finies.

II.2.2 : Influence du défaut

La tr'igure 3-4 et la Figure 3-3 montrent respectivement I'influence de la taille et de

l'acuité du défaut sur la déformation critique. Nous pouvons noter que la déformation critique

augmente avec le paramèûe r représentant I'acuité du défaut (défaut plus plat) ce qui illuste le

caractère localisant de la forme du défaut. Nous retouvons également une asymptote à
l-2n

t:;: - I pour la même raison que précédemment.
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Figure 3-3 : Influence de I'acuité r du défaut sur la déformation critique
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Figure 3-4 : Influence de la taille du défaut sur la déformation critique

Il n'existe pas d'asymptote sur les courbes déformation critique - taille relative

défaut car le critère de localisation L-,, Ifu! est indépendant de la taille du défaut'

du

La
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déformation critique décroît linéairement avec le logarithme décimal de la taille du défaut, ce

qui a été suggéré expérimentalement par DUFFY (1991), analytiquement par MoLnuru et

CmroN (1937) avec un défaut sinusoidal, puis par DINZART, FRESSENcEAS, MOLINARI (1994)

avec un calcul complet por.r les lois adiabatiques. Avec un minimum de calculs, il a donc été

possible d'étudier l'influence des paramètes rhéologiques et géométiques sur la déformation

critique pow la fonction de Knowles. Par la suite, nous allons nous attarder sur I'influence des

conditions aux limites.

III : ETUDE DES CONDITIONS ATIX LIMITES

Itr.l : CONDITION AIIX LIMTES MD(TES

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser à I'influence des conditions aux

limites sur la chute de containte pour la loi de Knowles. Pour cel4 nous supposons que

l'éprouvette est soumise à des conditions aux limites mixtes du type :

v(h , t ) -0(h , t ) :T-0 î

Nous ferons varier le coefftcient 0 et nous comparerons les

containte/déformation nominale.

X
*= - f , - : t

*=*=o

Figure 3-5 : Géométrie de l'éprouvette et condition de chargement

III-7

différentes courbes

a- Profil de vitesse b. Profil de l'éprouvette
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Par hypothèse, l'éprouvette possède un défaut matériel ou un défaut géométique

@igure 3-5.b) ou les deux. Elle est constituée d'un matériau thermo-viscoplastique qui suit la

loi de Knowles.

Vxe [ -1  ,+1  ] t(x , t) l(x): t(0 , t) l(0) III-9

et le contrôle aux bords est mixte, c'est à dire qu'il existe une combinaison linéaire d'un

contrôle en vitesse (vitesse imposée au bord) et d'un contrôle en contrainte (contrainte

imposée au bord) (Figure 3-6). De plus, la vitesse est nulle au centre de la bande

(Figure 3-5.a).

0 = - - (Containte constante)

v -v

0 = 0 (vitesse constante) 0<0

Figure 3-6 : Conditions aux limil$ mixtes

Les conditions arrx limites sont donc définies par :

/ t \ * l

t: F(x) f(f)"i' avec f(1): t 
[t 

-;^f 
)

L'équation d'équilibre s'écrit touj ours

enx=0 v (O, t )=0

enx :1  v (1 ,1 )  -0 t (1 ,0 :T -0  V  ç r :O** (u  -D

III-8

III-10

Il est maintenant nécessaire de calculer la vitesse au bord de l'éprouvette v(1,1) ainsi

que la conûainte à ce même endroit t(l,t).

Itr.1.1 : Calcul de la vitesse au bord v(l.t)
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La vitesse de déplacement v(l,t) au bord de l'éprouvette, est obtenue par intégration de

la vitesse de déformation'i (x,t) :

ilI-|1v(l,t) : 
frl(x,t) 

dx

L'équation d'équilibre III-9 peut s'écrire :
l l l l

(l(x) p(x))'f(x,t))'i (*,t): (l(0) p(0))'f(f(0,0) * 
i (0,t) III-12

d'où il est possible d'extraire la vitesse de déformation i(x,t) :

4tol!rol);f!co,DT ilr-rsi(x,t) : i(o,t) t lffiJ [rlïAm;
ce qui conduit à:

v(r,t):i(0,t) ['1{oxrol 5#*l** ilr-r4
",0 [(x) p(x) f(xJ))/

(Pour le calcul de I'intégrale, voir annexe A.III.1)

Lorsqu'au temps t, la défonnation plastique au centre de la bande "y(0,1) est connue, la

distribution de la déformation plastique 1(x,t) est déterminée à I'aide des équations de

localisation L.I-IIÆ, ainsi que la déformation nominale %",(t) par intégration. De plus, si la

vitesse de déformation au centre i(0,1) est déterminée, il est possible de calculer la vitesse aux

bords v(1,1).

III.1.2 : Calcul de la contrainte aux bords t(l.t)

L'équation d'équilibre !!!! dome directement :

"(t,0 
: i8 t(O,t) : ffi u<ol f(r(0,0) i(0,t)'

t(l,t) est déterminé lorsque'y(0,t) et t(0,1) sont connues.

ilL|5

Itr.1.3 : Détermination de T(0.1) et i(0.1)

En remplaçant v(l,t) (!I!:IA et (l,t) (III:!â dans I'expression.I//-/0 on obtient :

f h -  . l  I

"r(o,t) .J " 
(,ffi,)- (ffi)' * - o8 p(0) f(r(0,0) i(O,r)' : î - 0 î ilr-16
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Si la déformation plastique au centre de la bande {0,1) est connue, il est possible de calculer

la vitesse de déformation ̂!(0,t) en résolvant l'équation différentielle ordinaire III-16, qttr

s'écrit encore :

Arrto,o, ^i(O,t)'* Brrro,ol i(O,t) + C:0 III-17

avec A : O iE p(0) f(O,t)), B : f rm ffiB)t dx, et c = -î + 0 3

A un instant ultérieur t+dt, la déformation plastique au centre de la bande est définie par la

relation suivante approchée au premier ordre :

T(0,1+dt) : T(O,t) + i(0,1) dt III-18

III.1.4 : Détermination de la courbe contrainte-déformation nominale

En se donnant la déformation initiale au centre de la bande ̂y(0,1:0), T,T et Q, il est

possible de déterminer le profil de déforrration ̂y(x,0), la déformation nominale 1"o,(0), la

vitesse de déformation ̂ !(0,0) et la contrainte t(1,0). On peut ensuite déterminer la

déformation plastique un instant plus tard {0,dt) et recommencer le calcul de 1(x,dt), %",(dt),

i(0,dt), t(l,dt). Par incréments de temps successifs, il est possible de tracer la courbe

contrainte-déformation nominale (Figure 3-7).

Figure 3-7 : Calcul de la courbe contrainte déformation nominale

l -
I
I
I,

t ods

Calcul U 1tint6n1t+dt

T,-"(t)
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1I.1.5 : Exemple

Prenons I'exemple d'un matériau caractérisé par la loi de Knowles III-10, présentant

un défaut matériel (qui pounait également êfie géométrique) défini par III-3 et soumis à des

conditions arur limites mixtes III-10. Toutes les caractéristiques de l'éprouvette sont

mentionnées ci-dessous

Caractéristiquesrhéologiques: b : 8000 n : 0,49
m : 0,007

Caractéristiques du dé.faut: t : 0,04 xr : 0,2
p, = 0,3579e10 x2 : 1,0

rL(o) _ o.o1
tlr

Conditions de chargement: î : 2,5 m s-r i : 22,5 Ndpa

Nous allons tracer la coube contrainte déformation nominale pour différentes valeurs

du paramètre Q et comparer les déformations critiques

2,5J0'47

al

g 2,o.lo*47
a)

(l)

o
k  . ^ -
d a  E  1 ^ f l I

(|)
E'

H

F
e l-0.10-'
6 l -
!.)

t€
.El
CI

$ o,s.lo*t

0,0
0 500 1000 1500 2000 2500

v -Tenm/s

Figure 3-8 : Domaine de variation du paramètre Q
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Théoriquement, Q varie de moins I'infini à 0. Avec nos valeurs de T et î (non

adimensionnalisées), la Figure 3-8 indique que pour 0 = -10-r, le contrôle est pratiquement à

contrainte constante, et quasiment à vitesse constante pour O : -10-7; c'est pourquoi, dans

cette étude, nous nous limitons à I'intervalle [-10'? ; -10-t] de la variation de Q

m.1^s.2 Courbe contrainte - déformation (t - Tno,') et discussion

(!
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o
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ç!€tr
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24.10*&
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Figure 3-9 : Courbes contrainte déformation nominale (t - T"".)

0,2s

Nous pouvons constater que la valeur de la déformation nominale finale de ces quatre

courbes est identique. Cette valeur finale est obtenue par arêt des calculs à une valeur de la

déformation au centre ffiO) que nous avons fixée ici à 108. Ce résultat est obtenu quelles que

soient les valeurs de î et î. Une variation des ces paramètres influe uniquement sur le niveau

de contrainte.

III.1.6 : Conclusion

La remarque précédente suggère que les conditions de chargement n'influent pas slu la

valeur de la défonnation nominale critique, comme I'avait établi une étude par éléments finis

(Lrnov Y.M., BoNvel,or B., MotnteRl A. (1994) ; Boow L. (1996) , mais qu'elles influent

- l  I  l -
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sur le niveau de containtes atteint et sur l'énergie nécessaire à la forrration des bandes. Cette

conclusion, qui découle directement de l'équation de localisation I-14, qui est établie

indépendamment des conditions aux limites, n'est cependant vérifiée que dans la mesure où la

fonction f est elle-même indépendante des cànditions aux limites. C'est le cas dans ce

paragraphe, où la fonction de Knowles est constamment employée, mais la loi de

comportement en puissances multiplicatives !!1!, qui conduit à des fonctions adiabatiques f

différentes selon que I'on a affaire à un contrôle en conta:r;tte II-8 ou un contrôle en vitesse

II-9, fowrnra au contraire des déformations nominales critiques différentes. Il est donc

intéressant d'examiner maintenant le cas d'une loi de comportement en puissances

multiplicatives, sous conditions aux limites en vitesse puis en contrainte.

Itr.2 : LOIS DE COMPORTEMENT EN PUISSANCES MULTIPLICATWES

Itr.2.1 : lntroduction

Pour la loi de comportement en puissance, l'étude des conditions mixtes sur le modèle

du paragraphe Itr.l n'est pas possible du fait que cette loi conduit à deux fonctions f

différentes selon que l'on a affaire à un contrôle en contrainte III-8 ou un contrôle en vitesse

III-9 ;c'est pourquoi, dans un premier temps, le conhôle en vitesse est étudié. Le contrôle en

contrainte est ensuite réalisé, puis on efflectue une comparaison avec le cas précédent.

III.2.2 : Contrôle en vitesse

Ce paragraphe apporte des précisions sur les hypothèses utilisées dans le calcul des

courbes contrainte-déformation nominale rencontrées dans la littérature concemant le cas

adiabatique avec contrôle en vitesse @ruZnnr, FRESSENGEAS, MOLIIIARI (1994)).

Dans cette étude, on suppose que la vitesse de déformation à la puissance m : 1' reste

voisine d" i o' dans l'équation de la thermique (déjà vue dans le chapite I et rappelée en

IJ!:19. Cette hypothèse est utilisée pour I'obtention de la fonction f(ù nl-g.

p .#- -#= F t^i : F p(*) eo" f(r) i' i

-tt2-
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Ceci nécessite que m soit assez petit, mais ne veut nullement dire que le profil des vitesses de

déformation reste constant le long du défaut. Au contraire, I'expression I-lI:l!. explicite la

variation de la vitesse de déformation à travers l'éprouvette. Néanmoins, on suppose que cette

variation reste modérée.

En ouhe, les courbes contrainte-défqrmation nominale que I'on trouve dans l'étude

@nzeRt, FnessENcEAs, MoLn{ARI (1994) sont obtenues en imposant une vitesse de

déformation t(0,1) constante au centre de la bande. Cette condition n'a qu'un intérêt

numérique car elle ne peut pas être contrôlée expérimentalement.

m.2.2.1 Nouvelle modélisation

Expérimentalement, le paramètre, qui est contrôlable, est la vitesse de déplacement

v(l,t) des bords de l'éprouvette (Figure 3-5). Celle-ci, définie par I'expression l-f,!-!!, est

supposée constante et égale à l. Il est donc possible de déterminer la vitesse de déformation

j(0,t) au centre de la bande :

i(0,1):#

.l:tffiffi*,J*
v

III- 20

En se donnant la déformation initiale au centre de la bande {0,c0) et la vitesse au bord î, il

est donc possible de déterminer le profil de déformation 1(x,0), la déformation nominalo %0,",

la vitesse de déformation t(0,0) et la contrainte t(1,0). On peut ensuite déterminer la

déformation plastique un court instant plus tard {O,dt) et recommencer le calcul de 1(x,dt),

Too.(d|, i(0,dt), t(l,dt). Par incréments de temps successifs, il est possible de tacer la courbe

conûainte-déformation nominale (Figure 3-7).

m.2.2.2 : Exemple

Pour un spécimen d'acier CRS 1018 dont les caractéristiques rhéologiques,

conditions de chargement ainsi que les caractéristiques du défaut sont mentionnées

dessous :

les

ci-

l(tffiffi,,,J*
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C ar ac t éris t ique s rhé ol o gique s :

Caroctéristiques du défaut :

Conditions de chargement :
Température initiale :

0,1

a.

v :
n=
m:
è

l-lt :

p.(0) :
tlt

ï o=
0o :

-0,38
0,015
0,019
0,04

0,3579e10

0,04

0,01
300 K

:7 800 Kgl^t
: 500 J/Kg K
: 0,9
: 0,2
:  1 ,0

p
c

B
xl

x2

% : 1e4 s-r

la Figure 3-10.a présente la diftrence entre les deux hypothèses : vitesse de défonnation au

cente de la bande imposée (i(0,0 :1'=constante) et vitesse de déplacement au bord constante

(v(1,0: constante) pour différentes valeurs de I'acuité r du défaut :

4s0

cl

g 350
CT

(l)

6 300
HÀ.c)
={()
; 250
o€
6

.9 200
É
GI
JJ
tr
E l5o

100
0,2 0,3 0,4
Déformation nominale (1no- )

Courbe containte déformation nominale

0,5
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1 0*10

I 0+0E

I 0*06

1 0+04

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Déformation nominale (yoo. )

b. Courbe containte déforrnation nominale

Figure 3-10 : Comparaison des deux hypothèses

Par rapport au travail de Dnqzenr (1994) où la vitesse de déformation au centre de la bande

est imposée (t(0,t) : to:constante), les valeurs des déformations critiques sont identiques,

mais les valeurs des contraintes diffèrent (Figure 3-10.a). L'intensité de la localisation est

plus forte lorsque la vitesse au bord est imposée (Figure 3-10.b). Il en résulte que

l'approximation est i'= %'est plus pénalisante pour les conditions aux limites en vitesse au

bord imposée que lorsque la vitesse de déformation au centre de la bande est imposée.

m.2.2.3 : Variation de î

Nous nous intéressons ici à I'influence de la vitesse î imposée au bord de l'éprouvette

su la déformation nominale critique y.. Prenons l'éprouvette déjà utilisée ci-dessus et

appliquons lui differentes vitesses de déplacement au bord.
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0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
Déformation nominale (yooo' )

a. Courbe contrainte-déformation nominale

l ,g5. lorû

1,90.10Jû

1,E5. I or{8

l ,E0. l0 '€

l ,75. lors

l ,7o. lors

l,65.lors

I  l0  100

Vitesse imposée T
b. lnfluence sur l'énergie déposée

Figure 3-11 : Influence de Ia vitesse imposée i

La Figure 3-11.a montre que, quelle que soit la vitesse imposée î, la déformation

critique y. ne varie pas. En revanche, le niveau de contrainte àugmente avec î en raison d'un

;,, I
sl
6350 r

Ë,,, I
!r'o I
{roo Iu:,, L

0,00
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écrouissage supplémentairc par la vitesse de déformation. Ceci implique que l'énergie

déposée au cours de I'expérience, représentée par I'aire sous la courbe contrainte-déformation

et expriméepæ IIIZL augmente également avec la vitesse imposée T.

La Figure 3-11.b monte que l'énergie déposée

logarithme décimal de la vitesse. Ces deux dernières

déformation critique y. reste constante, quelle que soit

I'expérience.

III-21

III-21 est proportionnelle au

figures indiquent donc que la

l'énergie déposée au cours de

wprod:fl ,u',".,"

III.2.3 : Conditions en contrainte

Lorsqu'il y a confrôle en containte, t(x,t) est supposée constante et égale à T. Pour une

déformation plastique "y(0,1) au centre de la bande à un instant donné, il est donc possible de

déterrriner la vitesse de déformation ^i(0,t) :

(  \ * (  \ *
' i (e. ' - l  t ( l ' t )  l : l  î  I':[m,î*rj :[ffi**,,*r,l nI'22

En se donnant la déformation initiale au centre de la bande {0,F0) et une contrainte au bord

î, il est donc possible de déterminer le profil de déformation 1(x,0), la déformation nominale

%o. êt la vitesse de défomration j(0,0). On peut ensuite déterminer la défonnation plastique un

court instant plus tard {O,dt) et recommencer le calcul de {x,dt), %..(dt), f(O,dt), t(l,dt). Par

incréments de temps successifs, il est possible de tracer la courbe contrainte-déforrration

nominale @igure 3-7). Pour l'éprouvette mentionnée dans le paragraphe précédent, les deux

figures suivantes (Figure 3-12.a et Figure 3-12.b) montrent que la déformation critique ainsi

que l'énergie déposée décroissent avec la containte imposée T.

-t17-
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"titiqo.
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Figure 3-12 z fnfluence de la contrainte imposée T sur la déformation critique
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A partir des deux courbes précédentes, il est possible de construire la courbe

déformation critique - énergie déposée.

1,0.10{s 1,2.10+G 1,4.10+{8 1,6.10{s 1,8.10+6
Energie déposée

Figure 3-13 : Courbe énergie déposée - déformation nominale

III.2.4 : Comparaison entre les deux conhôles

Pour comparer les déforrrations critiques Tc lors de deux expériences soumises

respectivement à un conhôle en vitesse et à un contôle en contrainte, il est nécessaire de

< caler >> ces deux essais à I'aide d'un paramètre commun. Celui qui nous semble naturel est

l'énergie déposée. Nous comparerons donc des expériences conduisant à la même énergie

déposée, ce qui nous amène à une première conclusion : il existe une diftrence entre les deux

contôles puisqu'en vitesse imposée, la déformation critique reste constante quelle que soit

l'énergie déposée, ce qui n'est pas vrai sous contrainte imposée. Lnaginons des éprouvettes

présentant les mêmes caractéristiques que I'acier CRS 1018 utilisé précédemment, à

l'exception du coefficient d'adoucissement thermique v que nous ferons varier. Ces

éprouvettes sont soumises à difËrents chargements, ce qui permet de tracer les cor:rbes

déformation nominale - énergie déposée.

-l 19-
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lo*'e ro*lo
Energie déposée

Figure 3-14 : Courbes énergie déposée - déformation nominale

La Figure 3-14 montre que pour un coefflcient d'adoucissement thermique v donné,

(-0,20, -0,15 et -0,10) il existe une énergie W1 correspondante à une vitesse î; pour le contrôle

en vitesse et à une contrainte î; pour le contrôle en contrainte pour laquelle les deux

conditions aux limites fournissent la même déformation critique Tr. Ce n'est pas le cas en

général pour les autres valeurs de l'énergie déposée. La Figure 3-15 présente trois courbes

contrainte - déformation nominale associées à un contôle en vitesse avec lr <lz < î:. Trois

autres associées à un contrôle en containte sont également tracées pour î1 < i2 < lg. Les

valeurs îz etiz ont été choisies de telle manière que la containte critique ainsi que l'énergie

déposée soient identiques lors des deux expériences. Ces différentes courbes montrent la

variation de la déformation critique avec la contrainte ou l'énergie déposée. Cette dernière

augmente avec la vitesse (W(Vr) < WG2) < WG) alors qu'elle diminue lorsque la contrainte

augmente (WGr) > WGz) > W(T3)
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F'igure 3-15 : Comparaison entre contrôle en vitesse et contrôle en contrainte

Pour un coefficient d'adoucissement thermique égal à -0,075 la déformation critique

tend vers I'infini por:r le contrôle en vitesse (Figure 3-14), car dans ce cas le critère de

localisation L-,, n'est pas vérifié. En revanche, il l'est pour le contrôle en contrainte el par

conséquent, la déformation critique reste finie. Suivant les paramètres rhéologiques (v, n et m)

et l'acuité du défaut, il existe donc une zone où la déformation critique reste finie pour le

contrôle en containte (L-,, verifié) et est infinie (L-,, non vérifié) pour le contrôle en vitesse.

Cette zone est définie par exemple par :

-n-m(l+r).u.ffi

pour la loi en puissances multiplicatives.

III-23
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Sensibilité à la vitesse de déformation m

Figure 3-16 : Critère de localisation L-'

Les inéquations l.!!!!sont vérifiées dans les zones grisées de la Figure 3-16, tracées

pour différentes valeus de I'acuité du défaut. En dessous de ces zones, les critères de

localisation L-,, sont vérifiés pour les deux contrôles, en revanche, au dessus des zones, aucun

critère de localisation L-,, n'est vérifié. A f intérieur et au voisinage inférieur de ces zones, les

déformations critiques dépendent donc des conditions aux limites. Ces zones de dépendance

n'existent pas dans le cas de la loi de Knowles où la fonction (T) est identique, quel que soit

le contôle, et présentent donc toujorus le même critère de localisation L-,r. Pour la loi

thermiquement activée utilisée par Lnnov Y.M., BoNVALoT 8., MoLNARI A. (1994) dans

l'étude précédemment citée, les fonctions f(1) s'avèrent différentes suivant le contrôle, mais le

critère de la localisation L-,, reste identique (voir annexe A.III.2). Ces zones de dépendance

n'existent donc pas non plus.

Itr.3 : CONCLUSION

Contrairement à la conclusion émise por:r les conditions aux limites mixtes dans le

cadre de la loi de I(nowles, la déformation critique dépend des conditions alur limites pour la

(|)
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k
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loi puissance multiplicative. On doit donc conclure, en général, à la possibilité d'une

dépendance des déformations critiques vis à vis des conditions aux limites imposées.

Cependanq la modélisation rhéologique du matériat1 qui est adoptée, peut masquer cette

propriété dans les simulations numériques du processus de localisation. La propriété a

cependant une grande importance pour I'expérimentateur. En effet, on sait que le contrôle

expérimental des conditions aux limites est particulièrement délicat. Il en résulte que l'on doit

s'attendre à une dispersion des déformations critiques d'autant plus significative que les

paramètres rhéologiques et I'acuité des défauts situent le spécimen à proximité ou à I'intérieur

des zones grisées de la Figure 3-16. Un exemple de la dispersion obtenue est présenté dans ce

qui suit.

IV : CONTRONTATION EXPERIMENTALE

1r0

0,9

0,8

0,7

0.6

0r5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

Paramète de défaut e

Figure 3-17 z Influence de I'acuité du défaut
d' après Dn zant, FREssEl.IcEAS, MoLINARI (1994)

D[.tzAnr, FResssNcEAs, MoLINARI (1994) montent que la dispersion rencontée par

Durry (1991) sur la déformation critique en fonction de la taille relative du défaut lors d'un

essai contrôlé en vitesse peut s'expliquer par I'absence de maîtrise de I'acuité r du défaut. En

effe! celle-ci a une influence non négligeable sr:r la déformation critique (Figure 3-17).
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Cette explication est tout à fait justifiée, mais n'est pas la seule. Nous avons vu

précédemment que pour un contrôle en vitesse, cette dernière n'influait pas sur la défonnation

critique, contrairement au contrôle en contrainte où la déformation critique dépendait

fortement de la conhainte appliquée. Expérimentalement, il est très délicat de contrôler les

conditions aux limites. Comme nous I'avons indiqué au chapitre 1, les expériences réalisées

par Durrv (1991) sur les barres de Kolsky ont probablement lieu sous conditions aux limites

mixtes (voir relation IA, bien qu'elles soient annoncées à vitesse constante- La valeur du

coeffrcient Q est mal connue, et on peut donc penser qu'elle est sujette à des variations non

contrôlées.

Paramète de défaut e

Figure 3-18 : Influence de la contrainte imposée

La Figure 3-18 représente les points expérimentaux de Durnv (1991), la déformation

critique en fonction de l'amplitude du défaut pour un contôle en vitesse et une acuité t :2,

ainsi que ce même type de courbes pour un contôle en contrainte et diflérentes contraintes

appliquées. Il en résulte que si les conditions aux limites ne sont pas parfaitement maîtisées,

la déformation critique se situe quelque part entre la cor.rbe de contôle en vitesse et I'une des

courbes de contôle en contrainte. Ceci peut ête une autre explication de la dispersion

rencontée par Durrv (1991).
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V : CONCLUSION

L'objectif de ce chapine Aait d'étudier f influence des différents paramètres

rhéologiques et structurels (géométrie et conditions aux limites) d'une éprouvette de torsion

sgr la déformation nominale critique. Poru cela, nous avons déterminé la déformation critique

à partir de l'expression analytique de la déformation plastique pour un matériau décrit par la

loi de Knowles. L'outil de calcul, ainsi constitué, est simple et précis car il décrit, de manière

analytique, ls ssmportement au voisinage de la localisation. L'étude paramétrique du matériau

et de sa géométie a confirmé, au niveau de la déformation critique, les tendances prévues par

les analyses de stabilité linéafue ou les analyses de localisation asymptotique. L'étude des

conditions aux limites a monfié que celles-ci pouvaient influer fortement sur la déformation

critique. Cette influence peut expliquer la dispersion des déformations critiques observées par

DUFFY (1991).
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,M.rz,nzoel il" €@tTra 3

*m.t : CAlCtn O'nmnCnrllns ntnNOUf a ll ZOUE' nB LOCALISIUON

Le calcul des intégales f r(xD * "Ï ({ffi ft#B)t 
dx par une méthode de

Gauss présente un problème du fait de la singularité des courbes à intégrer en x:0. Pour

résoudre ce problème, I'intervalle d'intégration à été découpé n fois de la façon suivante :

n corespondant à un entier tel que le calcul de I'intégrale stu l'intervalle [0;l/10"'t] avec 8

points de Gauss est égale la somme des intégrales sur les intervalles [0;1/10"] et [1/10";l/10*t]

toujours avec 8 points de Gauss.

Cependant, on verra au chapitre suivant qu'une intégration analytique reste plus

précise, quelque soit le degré de raffrnement employé ici.

8 points de gauss
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A.III.2 : LOI PUISSAIIICE TI{ERMIOUEMENT ACTIVEE

La loi d'activation thermique linéarisée est de la forme :

r: p(x) f(y) i 
* avec f(y) : e"o Tn et v < 0

A partir de l'équation de la chaler:r p r 
#: 

p r ^! on obtient donc la loi adiabatique pour un

contrôle en vitesse

r(ï):.u', [r FtË,1T /.'J*r"" \.^ Pc (n+1) ' )

et pour un contrôle en contrainte
y!!.,

f ( Y ) : e u t o e P t ' T n

L'équation de localisation s'écrit toujours

f ,(Efaq:[, f+*g*]'l f,rfoeJ r(*) 
' 

[' (t(O) P(O)/ ) J o "'

I CoNTRoLEENWIESSE

t(x)
I

I.1 Locet N^qTIoN L= 
r

r -r _Euf, 0F^in'.ur.Jfr
Lorsque y tend vers I'infini, f(T)' tend vers ay', avec a : '  

[1  
-Ë- " .1 )  

)  
;méta r r t

( - r
toujours inférieur à l, I'intégrale I f(e)' dE reste donc toujours finie quels que soient les

J r(*)

différents paramètres. Par conséquent le critère le localisation L- est toujours vérifié.

I.2 orsrnntmoN oe ln peEoRvmoN pleslQue "y(x)

Lorsque {x) est gand, l'équation de localisation peut s'écrire :
f æ l

I uE-;aË,:(t - c(x;'t; A*
I

r/ Vw\

avec a : (t - H,*, J 1 o(*r' =
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ce qui conduit à r(x) = 
[* 

(l-m) A* (1 - of*f'l] 
-. 

ou.. un défaut du tvpe

l(o): l (x) I  (  rr f t) \  
-r

( u{e.,,,) i on obtient G(*)-' : (, * ffi n,')t =, - *ffi f,.''p(x) = r'(o)[1 *iid t*t'J ,l

La défomration plastique devient alors : 
m

l-(r-sq)_& p{eJd:l '-' : K l*l#r(x):L--%rr(où j 
s

avec K: [0{-a=ltO)j 
'-'

L m' a tt(O) I

I.3 LocnrrsmoN Lr=.

Il y a localisation L-,, lorsque l'intégrale ['X*l dx : K f x# dx reste finie. Ceci est vérifié
J g  J o

rm I
lorsque i#. 1, soit -.ù. Avec les valeurs usuelles de m et r cette inéquation est toujours

vérifiée, il y a donc toujours localisation L-,..

II Conrnor,nnx coNrnq,nlrE

[.] Locru,rsnnoN L=
f - r f * " Â l f - l

J r 
tfEf d( peut s'écrire J o 

.-* fl dE :Ë 
J o 

.-', o-' dt :F r(a) et de même

I**tt dÇ peut s'écrire J- "-" E* uE :# 
J; * t o-1 dt :# t,o, aï(x)

avec a: -H ,t: &,o=*+ 1. f(cr, z) est la fonction Gamma qui existe et est f inie si

Re(a)>g. Dans note .* * + I est toujours strictement positif, et il y a donc toujor:rs

localisation infinie.

II.2 DISTRBL.TnoN LA DEFoRMATIoN PLASTIoUE I(x)

L'équation de localisation peut s'écrire (1 - G(xft) tr(cr) = f(4, a{x))
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avec r(cx, ,an()=ft e'r[t ffi. 
o(t1)

Pour de grandes valeurs de {x) on a donc f(o , ay) = ft .-r(xl ce qui donne :
na

*=kTi l . - î Ï
l n

. r-l{gl);ryne)''avec k = 
F(")-tt'(ot l: t*tj

II.3 LocelsaloN L="

Il y a localisation L-,, si ["'rt*l dx reste finie
J 0

En intégrant par partie ["'"rt*l dx on obtient:
. / 0

['no dx : x1{xl, * ïb t(# ,IP)qui est rinie si #, t0 , ce qui est toujours wai,
J g

donc il y a toujor:rs localisation L-;.

III Coxcr,usroN

Quel que soit le type de contrôle, les critères de localisation L- et L-,r sont toujours vérifiés

potu des valeurs physiquement acceptables de m, n, v et r.
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Conclusion

8**/ottvn

Au cours de ce travail, nous nous sommes attachés à déterminer la déformation

nominale critique obtenue, lors de la localisation de la déformation plastique, dans une bande

de cisaillement adiabatique, puis à évaluer I'influence respective des paramètres rhéologiques

(écrouissage, sensibilité à la vitesse de déformation .... ) et sfucturels (imperfections,

conditions aux limites) sur ses variations.

Pour mener à bien cette étude , il a été nécessaire de préciser la distribution spatiale et

l'évolution temporelle de la déformation plastique. Dans le second chapitre, un modèle

unidimensionnel de localisation adiabatique a permis de déterminer la distribution de la

déformation plastique, pow différentes lois de comportement, par des développements en

séries convergentes des intégrales à I'aide de fonctions hypergéométriques. L'accent a

notamment porté sur les conditions et les vitesses de convergence de ces développements.

Ceci a conduit, notamment, à une expression purement analytique de la distribution de la

déformation plastique dans le cas de la loi de Knowles.

Au toisième chapitre, nous avorxi pu déterminer la déformation nominale critique

pour la loi de Knowles par une approche analytique. Une étude paramétrique des déformations

critiques montre alors que la déformation critique augmente avec la sensibilité à la vitesse et

|'écrouissage du matériau, en accord avec les résultats expérimentaux, et diminue lorsque

I'acuité I/r et la taille des défauts augmentent. Ces résultats étendent aux déformations

nominales critiques les tendances prévues par les analyses de stabilité linéaire et les analyses

de localisation asymptotique précédentes. Ce tavail a également permis de montrer
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Conclusion

I'influence des conditiors aux limites sur la déformation critique : selon l'énergie fournie, la

déformation critique sous conftainte imposée peut être inférieure, égale ou supérieure à la

défonnation critique à vitesse constante. Il en résulte que le manque de maîtrise expérimentale

des conditions aux limites est susceptible d'entraîner une certaine dispersion des déformations

nominales critiques.

En considérant que la déformation critique se situe au début du stade 2 de la

localisation (début de la chute rapide de contrainte), Ies effets d'inertie et de conduction

thermique ainsi que les changements microstructurels du matériau ont pu être négligés dans ce

travail. Pour la même raison, un modèle unidirnensionnel reste justifié jusqu'au début du stade

2 de la localisation. Nous avons par alleurs expliqué les limites d'une approche énergétique

globale bi-dimensionnelle, tout en posant la question des effets d'échelle qui seraient liés à

d'éventuels effets de décharge élastique. D'un point de vue indusniel, il est plus important est

de déterminer la tenue au cisaillement adiabatique, c'est à dire le début de la perte de

résistance, que la manière dont la contrainte chute. Une étude bi-dimensionnelle, ou incluant

la conduction thermique, n'est donc pas nécessaire pour atteindre I'objectif que nous nous

étions fixé.

Le mérite de cette approche est d'êfe plus simple et plus précise que des simulations

numériques par éléments finis. Elle permet de prendre en compte les aspects majeurs de la

localisation, comme les singularités de la distribution de la déformation plastique, en

produisant des résultats quantitativement corrects et comparables aux valeurs expérimentales,

lorsqu'elles existent. Un outil de calcul analytique / numérique des déformations critiques, a

été mis en place pour montrer le rôle relatif des paramètes de structure et des paramètres

rhéologiques. Enfin, il a été montré que les conditions aux limites pouvaient influer fortement

sur les défonnations critiques.

En prolongement de cette étude qui est loin d'ête terminée, il serait intéressant de

préciser les relations qui pourraient exister enhe la représentation du comportement, les

paramètres rhéologiques et la sensibilité aux conditions aux limites. Il serait également

important de quantifier les résultats sur la sensibilité aux conditions aux limites de la

déformation critique. Cette étude, pow la loi multiplicative puissance ne pourrait se faire que
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par une méthode numérique du type de la méthode des éléments finis. Et enfin, la

généralisation tri-dimensionnelle de l'étude de localisation pourrait êfe implémentée dans une

méthode d'éléments finis por:r I'examen des structr:res plus complexes.
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