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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a la stabilisation par retour d’état, pour certains
systémes & paramétres répartis. La premiére partie concerne la stabilisation d’un
systéme rigide-flexible en rotation. Ce systéme est composé d'un disque au centre
duquel est encastrée une poutre flexible, ’autre extrémité étant libre. Nous avons
proposé des lois de commande locales (force et/ou moment appliqués a I'extrémité
libre de la structure flexible) et couple appliqué sur le disque. Nous avons montré
que ces lois de commande stabilisent exponentiellement le systéme autour d’une
configuration & vitesse constante, suffisamment petite, ott les vibrations du sys-
téme sont supprimées. Les résultats obtenus ont été illustrés par des simulations
numériques.

La deuxiéme partie traite du probléme de stabilisation, par feedback frontiére,
d’un systéme constitué d’une poutre encastrée en I'une de ses extrémités, & ’autre
extrémité est fixée une antenne rigide de masse m. Dans le modéle considéré on
néglige le moment d’inertie de la masse m. Les vibrations de ce systéme sont régies
par une équation aux dérivées partielles et deux équations différentielles ordinaires.
L’objectif est de stabiliser ce systéme par le seul feedback de moment appliqué sur
la masse m. Nous avons proposé une loi de commande locale qui rend ’énergie
dissipative, puis nous avons établi la stabilité uniforme du systéme.

Dans la derniére partie, on a étudié le probléme de placement du spectre, par
feedback linéaire borné, pour deux systémes & paramétres répartis. Le premier
systéme décrit les vibrations d’une corde, pour celui-ci nous avons montré que, par
feedback linéaire borné appliqué sur la frontiére, seule la stabilité forte peut étre
assurée. Pour le second systéme, qui décrit les vibrations d’une poutre encastrée,
nous avons établi que le spectre du systéme peut é&tre déplacé uniformément vers la
gauche, ce qui garantit la stabilisation exponentielle avec un taux de décroissance
arbitraire.

Mots-clefs: Systémes & paramétres distribués, structures flexibles, stabilisation,
feedback, placement de spectre.
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0

Introduction

Cette thése regroupe certains résultats de stabilisation, par retour d’état,
pour des systémes & parameétres distribués.

Ce travail est organisé comme suit:

Le premier chapitre est consacré & des rappels sur la théorie des semi-
groupes, celle-ci étant un outil de base pour la représentation, par des équa-
tions d’état, des systémes & paramétres distribués. On y trouve aussi quelques
théorémes d’existence et de régularité pour les systémes linéaires et semi-
linéaires. Ensuite, on donne un rappel sur les notions et résultats fondamen-
taux de stabilité, d’abord dans le cas général des systémes dynamiques, puis,
dans le cas des systémes linéaires. Enfin, on termine par un rappel de quelques
résultats de stabilisation et de placement de spectre.

Le second chapitre concerne la stabilisation, par feedback frontiére (linéaire),
d’un systéme formé par un disque au centre duquel est encastrée une structure
flexible. Ce systéme a été introduit par Baillieul et Levi [1] pour modéliser
certains systémes de ’aérospatiale (satellite avec antenne). Sa dynamique est
modélisée par une équation aux dérivées partielles non-linéairement couplée
avec une équation différentielle ordinaire. On se propose d’étudier la stabilité
de ce systéme vers une position d’équilibre ou la structure flexible est per-
pendiculaire au disque et celui-ci tourne & une vitesse angulaire constante w*
donnée.

Pour ce systéme, il y a plusieurs contrdles & considérer, a savoir, le controle
du couple appliqué au disque, le contréle de la force et le contréle du moment
appliqués 3 P’extrémité libre de la structure flexible. Dans [53], Xu et Baillieul
ont considéré le probléme de stabilisation de ce systéme, par le seul contréle
du couple, en présence du frottement (visqueux ou structurel). Dans ce cas,
ils ont montré ’existence d’une vitesse critique de stabilisation du systéme par
feedback. Pour toute vitesse angulaire inférieure & la vitesse critique, ils ont

3



4 0. Introduction

proposé un feedback linéaire qui stabilise exponentiellement le systéme. Une
question se posait alors tout naturellement: Est-il possible, en ajoutant des
controles frontiéres au contréle du couple, de stabiliser le systéme par feed-
back, vers une position d’équilibre & vitesse angulaire constante quelconque?
La réponse est positive [55], cependant le feedback proposé n’est pas local, et
donc difficile & réaliser en pratique.

Le but de ce chapitre est de proposer des lois de feedback locales et statiques
qui stabilisent le systéme. Il est & noter que, dans le modéle dynamique con-
sidéré, nous supposons qu’il n’y a pas de frottements. Notre contribution
principale est de montrer que, pour toute vitesse angulaire inférieure & une
certaine constante, le systéme est exponentiellement stabilisable. Dans ce cas,
nous donnons explicitement des lois de feedback stabilisantes.

A la différence de [53], on n’a pas pu montrer la non stabilité du systéme au-dela
d’une valeur critique. Cependant, on observe que le sous-systéme posséde une
valeur propre a partie réelle strictement positive lorsque la vitesse angulaire
dépasse une certaine valeur. Ceci nous ameéne & croire qu’il existe une vitesse
critique de stabilisation dans notre cas aussi. Ce travail a fait I'objet d’une
publication & IEEE Trans. Automat. Control [24].

Le troisiéme chapitre traite de la stabilisation frontiére, par loi de com-
mande locale, d’un systéme hybride. Celui-ci est une variante du modéle
SCOLE, introduit par Littman et Markus dans [26] pour modéliser certaines
structures de 1’aérospatiale. Il s’agit d’une poutre flexible encastrée d’un coté
et attachée, de 'autre coté, & une antenne de masse m. Les vibrations du sys-
téme global sont gouvérnées par une équation aux dérivées partielles (modele
d’Euler-Bernoulli) couplée avec deux équations différentielles ordinaires (équa-
tions de Newton-Euler). Ce systéme a fait 'objet de plusieurs recherches [26],
[9], [47], [35], [36]. En particulier, dans [9], F. Conrad et O. Morgul ont con-
sidéré une variante du modéle SCOLE o ils ont négligé le moment d’inertie
de I’antenne m. Ils ont obtenu un résultat de stabilisation uniforme, par loi
de commande locale, en utilisant comme seul contréle le feedback de force ap-
pliquée sur la masse m. De plus, dans un cas particulier, ils ont montré que le
spectre détermine la décroissance de 1’énergie.

La motivation principale de notre travail, est de répondre & la question suiv-
ante: Est-il possible d’obtenir un résultat analogue en appliquant le seul feed-
back du moment sur la masse m?

Notre travail donne une réponse partielle & cette question. En effet, en con-



sidérant le méme modéle que celui de [9], on propose une loi de feedback de
moment qui stabilise uniformément le systéme. Pour montrer ce résultat, on
a estimé la résolvante sur I’axe imaginaire, puis on a appliqué le théoréme de
Huang [18]. La question de savoir si le spectre détermine le taux de décrois-
sance fait Pobjet de travaux en cours [23].

Dans le quatriéme chapitre, on étudie le probléme de placement de spectre,
par feedback linéaire borné, pour deux types de systémes: L’équation des ondes
en dimension un, puis ’équation d’Euler-Bernoulli, qui décrit les vibrations
latérales d’une poutre flexible encastrée. On montre que ces deux systémes
rentrent dans la classe de systémes étudiée par Xu-Sallet dans [56]. Pour le
premier systéme, on montre que, par feedback linéaire borné sur la frontiére,
on ne peut assurer que la stabilité forte. Pour le second systéme, on montre
qu’il est possible, par feedback linéaire borné, de déplacer le spectre du systéme
uniformément vers la gauche. Ceci garantit la stabilisation uniforme avec un
taux de décroissance arbitraire. Ce travail a fait 'objet d’un article publié
dans [54].
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Généralités

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a des rappels de définitions et de résultats clas-
siques sur la stabilité des systémes en dimension infinie. On y trouve les résul-
tats principaux sur les semi-groupes d’opérateurs linéaires et leurs générateurs,
ainsi que quelques résultats d’existence et de régularité pour les problémes
d’évolution (linéaires, et semi-linéaires). Nous rappelons également les défini-
tions relatives & la stabilité, (trajectoire, ensemble omega-limite..), ainsi que
le principe d’invariance de LaSalle, et ce dans le cadre général des systémes
dynamiques. Nous présentons, ensuite, les résultats fondamentaux sur les dif-
férents types de stabilité pour les semi-groupes linéaires.

Nous terminons ce chapitre par un rappel de quelques résultats essentiels sur
la stabilisation des systémes par retour d’état. On distinguera deux classes de
systémes selon que ’opérateur de contréle est borné ou non. Pour la premiére,
nous rappelons briévement quelques résultats de stabilisation ainsi que le lien
entre la stabilisabilité et la contrélabilité. Pour la seconde, nous rappelons
quelques résultats sur le placement de spectre.

On commence d’abord par rappeler quelques définitions concernant les
opérateurs non-bornés sur un espace de Banach.

1.2 Opérateurs non-bornés sur un Banach

Dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, X représente un espace de
Banach réel.
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Définition 1.1 : Un opérateur linéaire dans X est un couple (D, A), ou D
est un sous espace vectoriel de X, et A: D — X, est une application linéaire.
On dit que A est borné st | Au|| reste borné pour tout u dans {z € D;||z|| < 1}.
Dans le cas contraire, on dit que A est non-borné.

On appelle le graphe de A, le sous espace vectoriel de X x X défini par:
G(A) = {(z,y) € X x X,z € D(A);y = Az}.

L’opérateur A est dit fermé si son graphe est un fermé de X x X.

1.2.1 Spectre et résolvante

Définition 1.2 : Soit un opérateur A: D(A) C X — X.

Soit Ay = A — A pour X € C.

Si A est tel que Uimage de Ay, noté R(A)), est dense dans X et que Ay posséde
un inverse continu, on dit alors que X est un élément de l’ensemble résolvant

de A, désigné par p(A), et on note R(\, A) = (A — A)™.

o Si X & p(A), on dit que A est dans le spectre de A, noté o(A), et qui se
décompose en trois sous ensembles:

o P,(A): il contient tous les X tels que Ay n’ait pas d’inverse, c’est le spectre
ponctuel et ses éléments sont les valeurs propres de A.

o C,(A): il contient tous les A pour lesquels Ay posséde un inverse de domaine
dense mais qui n’est pas continu, c’est le spectre continu.

o R,(A): il contient tous les X tels que Ay aie un inverse dont le domaine n’est
pas dense dans X, c’est le spectre résiduel.

Un cas trés important est lorsque la résolvante R(), A) est compacte, pour un
certain A € p(A), nous avons alors le théoréme suivant:

Théoréme 1.1 ([20]) Soit A un opérateur fermé dans X tel que R(A, A) est
compacte, pour un certain A € p(A). Alors le spectre de A est discret et formé
uniquement de valeurs propres de multiplicité finie. De plus, R(¢, A) est com-
pacte pour tout £ € p(A).
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1.2.2 Adjoint d’un opérateur

Dans ce sous-paragraphe, on suppose que X est un espace de Hilbert.

Si A est un opérateur linéaire dans X, de domaine dense, on définit A*,
Popérateur adjoint de A par:

D(A*) ={ve X;3C < 0/| < Au,v > | < C||ul|;Yu € D(A)},

et
(A"v,u)y = (v,Au)y, Vv € D(A™),Vu e D(A).

Il est & noter que A* est toujours fermé. De plus, D(A*), muni du produit
scalaire

<f, g)D(A‘) = <fa g)X + (A*fa A*g>X7

est un espace de Hilbert.

1.3 Quelques rappels sur la théorie des semi-
groupes

Le but de cette section est de rappeler certaines définitions et résultats sur
les semi-groupes d’opérateurs bornés sur un espace de Banach ainsi que leurs
générateurs.

1.3.1 Opérateurs m-dissipatif sur X
Définition 1.3 : Soit X un Banach, et A un opérateur linéaire dans X. A
est dit dissipatif s’il vérifie

lu — AAu||x > ||u|lx, Vue D(A), VA>0.

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout A > 0, lopérateur (I —AA)
est surjectif.
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Proposition 1.1 ([15]): Soit A un opérateur (linéaire) dissipatif dans X, les
propriétés suivantes sont équivalentes:

i) A est m-dissipatif dans X

it) Ao > 0 tel que lopérateur (I — MoA) est surjectif.

Dans le cas ot X est un espace de Hilbert réel, on a la proposition suivante:

Proposition 1.2 ([15]): Soit X un espace de Hilbert réel.
A est dissipatif si et seulement si (Au,u) < 0, pour tout u € D(A). De plus,
si A est m-dissipatif dans X, alors D(A) est dense dans X.

1.3.2 Semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur un
Banach

Définition 1.4 : Soit X un espace de Banach
Un semi-groupe d’opérateurs bornés sur X est une famille {T'(t)}i>o0 d’opérateurs
vérifiant:

i) T'(t) est un opérateur borné de X dans X pour tout t > 0,
W) T(t+s)=T@)T(s) Vs, t>0etT(0)=Ix.
-Le semi-groupe est dit fortement continu & l’origine (ou de classe C°) si:

IimT(#)e=2 VzelX. (%)

t—0

-1l est dit contractant si:

IT@lln <1 Ve 0,

ot L(X) désigne l’ensemble des opérateurs bornés de X.

Remarque 1 la condition (*) entraine que, pour tout z € X,
Papplication T(.)z : [0,00) = X est continue.
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Définition 1.5 : On appelle générateur infinitésimal de T'(t), Uopérateur A
de domaine D(A) défini par:

. T(hz—=z ,
D(A) ={z € X/ hl_l)rggr — existe },
et pour z € D(A):
Az = lim T(h)e —
h—0t h

On a le théoréme suivant:

Théoréme 1.2 (/32]). Soit {T'(t)}s»0 un semi-groupe d’opérateurs bornés sur
un espace de Banach X, et soit A son générateur infinitésimal. Pour tout
o € D(A), on a

i)T(t)zo € D(A), pour tout t > 0
it) L(T(t)zo) = AT(t)zo = T (t) Azo, ¥t > 0

) A est fermé, D(A) est partout dense dans X.

D’aprés le théoréme précédent, si A est générateur infinitésimal d’un semi-
groupe Cp sur X alors A est fermé de domaine dense. Réciproquement, si A
est fermé de domaine dense, il existe des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il engendre un semi-groupe sur X, elles sont données par les deux
théorémes fondamentaux suivants.

Théoréme 1.3 (Hille-Yosida)[32] : Soit A un opérateur fermé de domaine
dense. Une condition nécessaire et suffisante pour que A engendre un semi-

groupe {T'(t)}s>0 de classe Cy est qu’il eziste deux constantes réelles M et w
telles que:

VA>w; Xep(A4),
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et

M

l12(A, A)™|nxy < (T—w—)n’

n=12..

Dans ce cas, on a

I T(t)||lLx) < Me™; Vi >0.

Théoréme 1.4 (Lummer-Phillips)[32] : Soit A un opérateur de domaine dense
et m-dissipatif, alors A engendre un semi-groupe Cy de contractions.

Comme corollaire de ce théoréme, nous avons le résultat suivant:

Corollaire 1.1 Soit A un opérateur fermé de domaine dense. Si A et A* sont
dissipatifs, alors A engendre un semi-groupe Cy de contractions.

Théoréme 1.5 [32] Soient H un espace de Hilbert et A un générateur in-
finitésimal d’un semi-groupe T (t) fortement continu, alors T*(t) est aussi un
semi-groupe Cy de générateur A*.

Enfin, le théoréme suivant affirme qu’un générateur de semi-groupe perturbé
?
par un opérateur linéaire borné, est aussi générateur d’un semi-groupe.

Théoréme 1.6 ([32]. p76) Soit X un espace de Banach et A un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe T'(t) de classe Cy sur X, tel que 1T()||zx)y <
Me“t. Si B est un opérateur linéaire borné dans X alors A+ B est générateur
infinitésimal d’un semi-groupe S(t) de classe Cy sur X, tel que IS)lzx) <
Melw+MIBIE

1.3.3 Groupe d’opérateurs bornés

Définition 1.6 : Soit X un espace de Banach.
Un groupe Cy d’opérateurs bornés sur X est une famille {T(t)}+er d’opérateurs
vérifiant:
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i) T(t) est un opérateur borné de X dans X, pour tout t € R
W) T(t+s)=T1)T(s) Vs,teR, et T(0)=Ix.
i) im0 T(t)z=2 ,Vz e X.

Théoréme 1.7 (Stone [32]): Soit H un espace de Hilbert, A est générateur
d’un groupe d’opérateurs unitaires sur H si et seulement si A est anti-adjoint.

On rappelle q’un opérateur borné U défini sur un espace de Hilbert H est
unitaire si et seulement si U* = UL,



14 1. Généralités

1.4 Problémes d’évolution

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats standards concer-
nant I’existence et la régularité des solutions pour deux classes de problémes
d’évolution.

1.4.1 Cas linéaire

Considérons le probléme de Cauchy suivant

{ (t) = Az(t),Vt 2 0, (1.1)

Le théoréme suivant assure ’existence globale des solutions de ce probléme
dans le cas oit 'opérateur A est m-dissipatif.

Théoréme 1.8 (Hille-Yosida-Phillips [15]) : Soit X un Banach et A un
opérateur m-dissipatif dans X, de domaine dense, alors il existe un unique
semi-groupe de contractions {T'(t)}s>o tel que:

Pour tout x € D(A),u(t) = T(t)z est l'unique solution du probléme de Cauchy

u € C([0,00), D(4)) N C*([0, 00), X),
u(t) = Au(t), Ve >0, (1.2)
u(0) = «.

1.4.2 Cas des problémes semi-linéaires

Soit maintenant le probléme semi-linéaire suivant

{ u(t) = Au(t) + f(u(?), ),
U(to) = Uop,

(1.3)

ol 'opérateur A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe e*4 de classe Cj
sur I’espace de banach X et f: X X [¢9,¢1] — X une fonction donnée.
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Définition 1.7 Soit t; > to. Une fonction u : [to,t1] — X est une solution
faible de (1.8) sur [to,t1] si et seulement si f(u(.),.) € L*([to,t:1]; X) et u(.)
satisfait la formule de la variation de la constante

u(t) = ey + [ =04 £(y(s), 5)ds. (1.4)

Définition 1.8 Une fonction u(.) : [to,t1] = X est une solution forte (clas-
sique) de (1.8) sur [to,t1] st et seulement si u(.) est continue sur [to,t;], con-
tindment différentiable sur |to, ], u(t) € D(A) pourto <t < ty, et (1.4) est
satisfaite sur [to,t;].

Nous allons énoncer le résultat classique suivant qui assure 1’existence et 1’unicité
des solutions faibles de (1.3) dans le cas ou f est lipschitzienne.

Théoréme 1.9 ([32], p184) Soit f: X x [0,T] = X une fonction continue
en t sur [0,T], uniformément lipschitzienne en u sur X. Si A est générateur
infinitésimal d’un semi-groupe Co sur X, alors:

Pour chaque uo € X, le probleme (1.3) admet une unique solution faible u(.) €
C([to, T); X). De plus, Uapplication ug — u(.) est Lipschitz continue de X dans
C([to, TI; X).

Remarque 2 Le fait que la fonction f soit uniformément lipschitzienne dans
le théoréme précédent, assure Uexistence globale sur [to, T| de la solution faible
de (1.3). Dans le cas ou f est supposée seulement localement lipschitzienne
en u, uniformément en t sur tout intervalle borné, on a la version locale du
théoréme précédent.

Théoréme 1.10 ([32], p185) Soit f : X x [0,00) — X continue en t pour
t > 0, uniformément lipschitzienne en t, sur tout intervalle borné, et localement
lipschitzienne en u. Si A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe Cy sur
X, alors:

Pour chaque uo € X, il existe un tn,, < 00, tel que le probléme (1.8) (avec
to = 0) admet une solution faible u(.) sur [0,tmqz]. De plus, si tpee < 400
alors : limgyy . ||u(t)||x = +oo.

Siun € C([to, tmas); X), sont des solutions faibles de(1.3) telles que u,(0) — ug
quand n = 400 t; > to, alors u, — u dans C([to,t1); X) quand n — +o0,
ot u est la solution unique de (1.3) satisfaisant u(0) = u,.
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En pratique, pour montrer que les solutions de (1.3) sont globales, on montre
qu’elles sont bornées.

D’autre part, le théoréme précédent assure la continuité des solutions par rap-
port aux conditions initiales. En particulier, dans le cas o toutes les solutions
de (1.3) sont globales, la famille {S(t)}:>0 d’applications définies sur X par
S(t)z = u(t),(u(t) étant la solution de (1.3) avec u(0) = z), définit un systéme
dynamique sur X (voir la définition au paragraphe suivant). Il est & noter que
cette propriété sera utile pour étudier le comportement des solutions de (1.3)
lorsque t tend vers 'infini.

Notons qu’en général, si la fonction f satisfait juste les conditions du théoréme
(1.9) ou celles du théoréme (1.10), la solution faible de (1.3) peut ne pas étre
une solution classique. Le théoréme suivant donne une condition suffisante qui
permet de conclure sur la régularité de la solution faible de (1.3).

Théoréme 1.11 ([32], p187) Soit A un générateur infinitésimal d’un semi-
groupe Co sur X. Si f : X x RY — X est continiment différentiable de
X x [to,t1] dans X, alors la solution faible de (1.3) avec ug € D(A), est aussi
une solution classique de (1.3).

1.5 Stabilité des systémes dynamiques

Dans ce paragraphe, on va introduire les systémes dynamiques et les notions
relatives & I’étude de leurs comportement asymptotique (trajectoires, ensemble
w-limite...) avant d’introduire la notion de fonction de Lyapunov et le principe
d’invariance qui est un outil commode pour étudier la stabilité de tels systémes.

Définition 1.9 (Systémes dynamiques)

Soit (Z,d) un espace metrique complet.
Un systéme dynamique sur Z est une famille {S(t)}1>0 d’applications sur Z
telle que:
i) S(t) e C(Z,2),
i) 5(0) = I,
i) S(t+s) =S(t)o S(s) Vs,t>0,
w)Vze Z ,S(t)z € C([0,+00), Z).
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Définition 1.10 (Trajectoires, ensembles w-limite)
Pour tout z € Z,
i) La courbe continue t — S(t)z est appelée trajectoire issue de z

i) lensemble w(z) = {y € Z/ 3t, - +o0; S(t,)z =y lorsque n — +oo}
est appelé ensemble w-limit de 2.

Définition 1.11 (Stabilité)

o Un élément z € Z est dit point d’équilibre de {S(t)}s>0 si
Vi>0, S(t)z=-=z
o Si 0 est un point d’équilibre de {S(t)}s>0, alors on dit que 0 est stable si
Ve>0 36>0 tel que d(z,0) <= d(S(t)z,0) <e¢, pourtout t>0.
o Si de plus,
36 >0 tel que d(z,0) < 8§ = d(S(¢t)z,0) = 0 lorsque ¢ — +oo,

alors Uorigine est dit asymptotiquement stable.
On a la proposition suivante

Proposition 1.3 [15] Pour tout z € Z et pour toutt >0, on a

o w(S(t)z) = w(2).

o S(t)(w(z)) Cw(z). (w(z) est dit alors positivement invariant par S(t)).
Si de plus, Us>0S(t)z est relativement compacte dans Z, alors

o S(t)(w(z)) = w(z) # 0. w(z) est dit alors invariant par S(t).

® w(z) est un compact conneze de Z et lim;, o d(S(t)z,w(2)) = 0.
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1.5.1 Fonctions de Liapunov et principe d’invariance
Définition 1.12 [15] (Fonction de Lyapunov)
Une fonction ® € C(Z,R) est dite fonction de Lyapunov pour {S(t)}i>0 si

B(S(t)2) < B(z), VzeZ, Vi>0.

Théoréme 1.12 [15] Principe d’invariance de LaSalle

Soit ® une fonction de Liapunov pour {S(t)}i>o, €t soit z € Z tel que
Us>0S(t)z soit relativement compact dans Z. Alors
i) ¢ =limy 100 ®(S(2)2) existe;
i) ®(y) = ¢, Yy € w(2).
En particulier: Yy € w(z), Vt>0, ®(S(t)y)= ®(y).

1.6 Stabilité des systémes linéaires

Dans toute cette section, 'opérateur A est générateur infinitésimal d’un
semi-groupe S(t).
On va commencer par rappeler quelques résultats et définitions concernant la
stabilité des semi-groupes linéaires.

Définition 1.13 (Différents types de stabilité)

i) Le semi-groupe S(t) est dit fortement stable si et seulement si

lim S(t)z=0; VzelX.

t—=+4o00

i) Il est dit ezponentiellement (ou uniformément) stable si

Jim_ [1S®)llag =0,
ou, d’une maniére équivalente, s’il existe deuz constantes M et a > 0 telles
que

1S@llzex) < Me™™".
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iii) Enfin, on dit que le semi-groupe S(t) est faiblement stable si

tli_lr_noo(s(t)w,y>H =0, Vz,yelX.
Pour la derniére définition, H est supposé un espace de Hilbert et <,> son
produit scalaire.

Il est bien connu que dans le cas ol l'espace X est de dimension finie, nous
avons les équivalences suivantes

En revanche, lorsque ’espace X est de dimension infinie, seules les implications
suivantes sont vraies

1) = 1) = 113).
En effet, il est possible de construire des exemples de systémes fortement stable
sans |’étre exponentielement (voir par exemple [18],[49].)

1.6.1 Stabilité forte

Dans le cas particulier ol le systéme dynamique {S()}:50 est un semi-
groupe de contractions sur un espace de Banach X, pour établir que les tra-
jectoires sont précompactes dans X, il suffit de montrer qu’il existe un A > 0
tel que la résolvante R(A, A) soit compacte (ceci est vrai méme pour les semi-
groupes de contractions non linéaires, & condition que 0 € R(A) (voir par exem-
ple le théoréme 3 de [12]), et on montre dans ce cas que pour tout ¢ € D(A),
I’ensemble w-limite correspondant w(¢y) est contenu dans D(A), ce qui permet
de mieux le caractériser , en particulier, lorsqu’il existe une fonction de Lya-
punov différentiable. Le principe d’invariance de LaSalle s’énonce alors comme
suite:

Proposition 1.4 S’il existe une fonction V telle que % <0 le long des tra-
Jjectoires de S(t), et un réel A > 0 tel que la résolvante R(\, A) soit compacte.
Alors, pour tout ¢o € X,

i)La trajectoire {S(t)(do)}i>0 est précompacte dans X;

i) St ¢ € D(A), Vensemble w(¢yp) est contenu dans M,

ot M est le plus grand sous ensemble invariant de S = {¢ € D(A)/ %L ((t)) =
0; Vt>0}
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Remarque 3 FEn pratique, pour montrer que les solutions convergent vers le
point d’équilibre 0, on montre que l’ensemble M est réduit ¢ {0}.

Outre cette approche, basée sur le principe d’invariance, il existe une autre
approche relativement récente, et qui est basée sur ’analyse spectrale de
Popérateur A.

Théoréme 1.13 [19] Soit X un espace de Banach, et A générateur infinitési-
mal d’un semi-groupe €4 de classe Cy et uniformément borné sur X (i.e
le*llze) < M5 Vt>0.)

Si ReX < 0 pour tout X € a(A), alors limy,o ||e*4z||x = 0; Vz € X.
Réciproquement, si e'* est fortement stable, alors il est uniformément borné
et Re(A) < 0, pourtout X € o(A). De plus, seuls les éléments du spectre
continy de A peuvent étre imaginaires purs.

1.6.2 Stabilité exponentielle (ou uniforme)

Dans cette section, on rappelle les résultats essentiels sur la stabilité uni-
forme d’un semi-groupe linéaire.

Rappelons tout d’abord que, dans le cas de la dimension finie, on peut car-
actériser la stabilité exponentielle d’un semi-groupe a ’aide du spectre de son
générateur infinitésimal: e’ est exponentiellement stable si et seulement si
oo(A) = sup{ReX; A € 6(A)} < 0. Cette condition, bien que nécessaire, ne
suffit pas en général pour avoir la stabilité exponentielle d’un semi-groupe en
dimension infinie (voir par exemple [18], [34]), néanmoins elle est nécessaire et
suffisante pour une classe de semi-groupes.

Définition 1.14 On appelle ordre d’un semi-groupe €' le nombre réel wo(A)
défini par

tA
wg(A) — tEEloo 111(”6 t“L(X)).

Par la théorie des semi-groupes [32], on montre que wy(A) < +00 et go(A) <
wo(A), et dans le cas ont wo(A) est fini, on a le résultat suivant liant wo(A) et
la stabilité exponentielle du semi-groupe e*4 ([3]).
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Proposition 1.5 [3] Soit €' un semi-groupe Cy, tel que wo(A) < co. On a
alors
Ye>0, 3AM./ ||etA||L(X) < M.elote)t,

En particulier, si wy < 0 on obtient la stabilité exponentielle du semi-groupe
avec un taux de décroissance qui ne peut étre meilleur que wyt.

Dans le cas ol 0g = wy, la condition oy < 0 entraine la stabilité exponentielle
du semi-groupe. On retrouve alors la condition nécessaire et suffisante de
stabilité exponentielle en dimension finie.

Remarque 4 [3] Dans le cas on wo(A) = —00, on a
VN >0; My > 0/”6“”[,()() < MNe_Nt,

et la stabilité exponentielle est ainsi établie.

Remarque 5 Pour conclure sur la stabilité exponentielle d’un semi-groupe, il
suffit d’avoir |S(t)||x < 1, pour un certain t > 0.

Dans ce qui suit, on énonce deux théorémes fondamentaux pour montrer la
stabilité exponentielle d’un semi-groupe.

Théoréme 1.14 [32] Soit A un générateur infinitésimal d’un semi-groupe
Jortement continu T'(t). Si pour un certain p, 1 <p < oo on a

/ |T(t)z|%dt < oo, pourtout z € X.
0

Alors, il existe deuz constantes M > 1 et u > 0 telles que
ITOllzex) < Me™ .

Le théoréme précédent est souvent utilisé avec p = 2. On se raméne alors 3
la recherche de multiplicateur de maniére 3 avoir une bonne majoration de
|T(t)z||%, pour t assez grand. Cependant, il n’est pas toujours évident de
trouver le bon multiplicateur (voir par exemple le systéme étudié dans [8]),
le théoréme suivant dt & F.L.Huang ([18]) peut étre utile dans certains cas,
surtout pour les problémes de dimension un en espace (équation de poutres,
équation de thérmoélasticité, équation des ondes en dimension un,..), o le
calcul de la résolvante est parfois relativement simple.
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Théoréme 1.15 ([18]) Soit €4 un semi-groupe Cy sur un espace de Hilbert
H, tel que
AM > 0;[|e|[pan < M (1> 0).

Alors €4 est exponentiellement stable si et seulement si
i) {iw —o0 <w < 4oo} Cp(A4),

ii) AMo > 0;  ||(iw — A) Y|z < Mo, Yw € R.

Pour finir cette section, on présente deux théorémes de perturbation compacte,
I'un est da & R. Triggiani, et I’autre & D.L .Russell. Ces théorémes sont parfois
utiles pour montrer qu’un semi-groupe est uniformément stable ou pas.

Le premier théoréme est parfois utile pour montrer la stabilité uniforme,
tandis que le deuxiéme est plutét utilisé pour prouver la non stabilité uniforme.

Théoréme 1.16 (R. Triggiani [49]):

Soit H un espace de Hilbert, et soit A un générateur infinitésimal d’un Cy
semi-groupe Sa(t) fortement stable. Soit B un opérateur compact de L(H) et
Sa+s(t) le semi-groupe engendré par A+ B. Si Sap(t) est exponentiellement
stable alors Sa(t) est exponentiellement stable.

Théoréme 1.17 (D.L. Russell [44]):

Soit X un espace de Banach de dimension infinie, et soit C un générateur d’un
groupe fortement continu d’opérateurs bornés sur X.

Alors, il ne peut exister d’opérateurs linéaires compacts Dy, Dy, de nombres
réels strictement positifs Ty, To et de réels 0 < v, < 1, 0 < v, < 1 tels que les
deuzr groupes Si(t) et So(t) engendrés respectivement par C + Dy, et C + Dy
satisfont simultanément

NS1Wlexy £ M5 t 2 Th,
et
1S lexy < 125 t < =T

Ce théoréme est utilisé, dans certains cas, pour prouver la non stabilité uni-
forme, de la maniére suivante: étant donné A générateur d’un groupe d’opérateurs
bornés, et B un opérateur linéaire compact, pour montrer que le groupe
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Sa+B(t) engendré par A + B n’est pas uniformément stable, on exhibe un
opérateur linéaire compact B tel que

|]SA+B(t)||L(X) = ||SA+B(_t)”L(X)’

et le théoréme permet alors de conclure.

Par exemple, dans le cas oit A est anti-adjoint (A* = —A), on peut prendre
B = —B*, en effet

EMBU)H = [[Sta+8y @) = [|S-(a-B) D = [|Sa-p (=)l = 1S a1 (-D)Il, VE €
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1.7 Stabilisation

La stabilisation par retour d’état constitue I’un des principaux objectifs de
la théorie du contréle. Dans cette section on présente quelques rappels des
définitions et principaux résultats concernant ce probléme.

Pour cela, considérons le systéme linéaire suivant

{ $(t) = Ag(t) + Bu(t) 15)
¢(0) = ¢0 € H7

ou l'opérateur A : D(A) — H est générateur infinitésimal d’un semi-groupe
Co sur un espace de Hilbert H (espace des états), et B : U — H un opérateur
linéaire appelé opérateur de contréle, U étant un espace de Hilbert (espace des
commandes). On distinguera deux classes de systémes suivant que I'opérateur
B est borné (ce qui correspond au cas du contréle distribué) ou non (ce qui
correspond au cas du contréle local).

1.7.1 Cas oul 'opérateur de controle B est borné

Définition 1.15 Considérons le systéme (1.5) avec B € L(U, H), ce systéme
est dit faiblement (resp.fortement, ezponentiellement) stabilisable, s’il existe
F € L(H,U) tel que le semi-groupe engendré par A + BF' est faiblement,
(resp. fortement, exponentiellement) stable.

Le probléme de la stabilisation du systéme (1.5) (avec B € L(U, H)) a fait
I’'objet de plusieurs études qui ont donné des résultats intéressants. En général,
ces résultats se basent sur trois approches différentes.

- La premiére, utilise le résultat de la décomposition canonique des semi-
groupes de contractions df & Nagy-Foias [31]. Cette méthode a permis d’obtenir
des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilisation faible du systéme

(1.5) dans le cas ol le semi-groupe engendré par A est contractif, ( voir C.
Benchimol dans [4].)

- La seconde approche, est basée sur la décomposition de ’espace des états,
moyennant celle du spectre du générateur A, dans le cas oii le sous espace dans

lequel le semi-groupe restreint est exponentiellement stable est de codimension
finie (voir R. Triggiani dans ([50].)
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- La troisiéme approche, est basée sur le principe d’invariance de LaSalle
généralisé en dimension infinie, (voir J. M. Ball dans ([2]) et M. Slemrod dans

([471)

Par ailleurs, le probléme de stabilisabilité est 1ié & un autre probléme celui de
la controlabilité

Définition 1.16 Le systéme (1.5) est dit approzimativement contrélable sur
un intervalle [to,t1] si, pour tout € > 0, et (zo,z1) € H x H, il existe une
commande admissible u(t) € L*(to,t1) telle que:

lé(21, 0, ) — 21| <e.

(¢(t,to,u) étant la solution de (1.5) correspondante & ¢(to) = zg.)

-Le systéme est dit ezactement contrélable sur [to, 1] si e = 0.

Remarque 6 Lorsque l’espace des états H est de dimension finie, on monire
que les deuz définitions précédentes coincident.

En dimension finie, le systéme (1.5) est stabilisable par retour d’état si et
seulement si les modes instables du systéme sont contrélables (ou encore (1.5)
contrélable implique (1.5) stabilisable) de plus , le spectre du systéme en boucle
fermée peut étre choisi arbitrairement. En dimension infinie, cette implication
n’est plus vraie en général (voir ’exemple donné dans [49] de systéme approx-
imativement contrélable sans &tre stabilisable). En revanche, dans le cas de
semi-groupes de contractions, il a été démontré dans ([4]) que le fait que les
modes instables du systéme soient contrélables assure seulement la stabilisa-
tion faible de celui-ci.)

1.7.2 Cas ol opérateur de controle B est non borné

Dans cette partie, ’espace de Hilbert H est supposé séparable.

La classe de systémes décrite par ’équation (1.5) avec I’hypothése B borné,
malgré son importance, présente quelques restrictions. En effet, cette hy-
pothése sur B suppose que le controle est du type distribué. Ce n’est pourtant
pas le cas pour la plupart des systémes décrits par des E.D.P ot, souvent, le
contréle est appliqué sur la frontiére d’un certain domaine  (équation des
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plagues avec controle sur une partie de la frontiére...) ou sur des points isolés
(équation d’une poutre contrélée par une force ou par un moment appliqués
sur son extrémité libre, ou sur un de ses point intérieurs,..). La dynamique de
tels systémes est alors modélisée par des équations de la forme (1.5) mais avec
B non borné.

Remarque 7 on dira que 'opérateur de contréle B est non borné s’il existe
un espace de Hilbert V plus large que H (H dense dans V) tel que B soit un
opérateur borné de U dans V mais pas de U dans H.

Dans tout ce qui suit, on considére le cas de contréle scalaire (U = R).

I’opérateur B peut alors s’identifier 4 un élément b € V appelé vecteur d’entrée.
Dans les applications, on a V = D'(A*), et dans ce cas, ’équation (1.5) prend
la forme suivante

{ $(t) = Ad(t) + bu(t) o)

¢(0) =¢o € H,

et peut alors s’intérpreter comme une équation dans D'(A*).

En effet, rappelons que D(A*) est dense dans H (pour la norme de celui-ci),
et que H est dense dans D'(A*) pour la norme

| < z,y > |H
lzllpraey = sup ———+
DA™ sepiany  lylipas

D'(A*) étant le dual topologique de D(A*).

A

L’opérateur A se prolonge alors d’une maniére unique & un opérateur A €
L(H, D' (A*)) de la fagon suivante.

(Ao, )1 (aywpiae) = 0, AW Vip € H, Vb € DA,

L’¢quation (1.6), qui est une équation dans D'(A*), peut, dans certains cas,
avoir des solutions dans H, notament lorsque ’entrée b est admissible dans le
sens suivant:

Définition 1.17 ([17],[/16]) (Entrée admissible)
Soit le systéme (1.6) avec u € L} [0, +00).
L’entrée b est dite admissible pour ce systéme si b € D'(A*) et si pour tout
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T > 0, i existe une constante Ky > 0 (uniformément bornée pour T assez
petit), telle que:

T
L 10,8 @0 P aymandt < K3l ¥y € D(AY).

Dans ce cas, nous avons le théoréme suivant qui assure I’existence des solutions
du systéme (1.6).

Théoréme 1.18 ([17],[16]) Soit b une entrée admissible pour le systéme (1.6),
soit u € L*[0,T] et zo € H. Alors, pour tout T > 0, le systéeme (1.6) admet
une solution unique z(t) dans C([0,T], H) donnée par,

z(t) = S(t)zo + B(t)u,

ou B(t) € L(L*[0,T]; H) est l'opérateur linéaire continu défini de la maniére
suivante:

Pour tout y € D(4"), (B(t)u,y)= [ (b, S (t — )9 bt ey pany U(E)E.

Dans le cas général du systéme (1.6), il n’existe pas de résultats de stabilisation.
Cependant, lorsqu’on se restreint & un retour d’état, u(t), linéaire borné (i.e
u(t) = (z(t), h); h € H), une autre approche de stabilisation a été développée,
c’est la stabilisation par placement de spectre.

1.7.3 Placement de spectre par feedback linéaire borné

Le probléme de placement de spectre, par feedback linéaire borné, pour le
systéme (1.6) peut étre formulé de la fagon suivante:

Etant donnée une famille de complexes {u, }32 ; existe -t-il un élément h € H
tel que le systéme en boucle fermée

() = Az(t) + b(z(t), h),

ait exactement pour spectre ponctuel la famille {yu,}?

Dans 'affirmative, on dit que le systéme a son spectre assigné.
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L’idée est donc de chercher le retour d’état u(t) =< .,h > de fagon & ce que le
spectre du systéme en boucle fermée soit purement ponctuel et & partie réelle
strictement négative. Or, ceci ne suffit pas, dans le cas général de la dimension
infinie, pour avoir la stabilité du systéme en boucle fermée. Néanmoins, la sta-
bilité exponentielle peut étre assurée dans ce cas, & condition que les fonctions
propres du systéme contrélé, forment une base de Riesz de H.

Nous rappelons ci-dessous la définition d’une base de Riesz.

Définition 1.18 (Base de Riesz) Soit H un espace de Hilbert.
Une famille {ok}rem d’éléments de H est une base de Riesz de H si tout élément
z de H peut s’écrire d’une maniére unique sous la forme © = Y ycy Trpr, avec

Mi(Y Jekl®)? <zl < Ma(Y |zel?)/2,
k€EZ keZ

M, et M, étant deuz constantes strictement positives.

Dans le cas de la dimension finie, le probléme de placement de spectre a été
étudié par W. M. Wonham ([52]) qui a établi que la contrélabilité exacte du
systéme est une condition nécessaire et suffisante, pour pouvoir placer arbi-
trairement le spectre du systéme par feedback.

Cete condition nécessaire et suffisante est-elle encore valable dans le cas des
systémes en dimension infinie?

Il est difficile de donner une réponse & cette question, dans le cas général.
Cependant, pour une classe de sytémes, & spectre discret et & entrée bornée,
S.H. Sun dans (]48]) a donné une condition nécessaire et suffisante

n )\n
IR < oo,
n€N bn

olt An,en représente le spectre de Popérateur A, v,,en la famille ott on veut
placer le spectre et b, = (b, ¢,) # 0.

Ensuite, plusieurs généralisations de ce résultat ont été faites & d’autres classes
de systémes. Nous reviendrons sur ce point, dans le chapitre IV.
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Stabilisation d’un objet a
structure flexible en rotation

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité, par feedback frontiére local, d’un
systéme "objet rigide-structure flexible" en rotation (fig 2.1). Ce modéle a été
introduit par J. Baillieul et M. Levi [1] pour modéliser certains systémes de
l’aérospatiale. Il est composé d’un disque au centre duquel est attachée une
structure flexible perpendiculairement au plan de celui-ci. Le disque tourne
librement autour de son axe et le mouvement de la structure flexible est alors
confiné dans un plan perpendiculaire & celui du disque. Le systéme total est
alors régi par une équation aux dérivées partielles non-linéairement couplée
avec une équation différentielle ordinaire.

L’objectif de ce travail est de chercher des lois de contréle qui stabilisent
le systéme dans une configuration & une vitesse angulaire constante et & posi-
tion neutre pour la barre flexible. Afin de stabiliser ce systéme, on considére
un feedback de moment exercé sur le disque. Simultanément, sur ’extrémité
libre de la structure flexible, on applique soit un feedback de force, soit un
feedback de moment, soit les deux 4 la fois. On montre que dans tous les cas,
le systéme est stabilisable par loi de commande locale. Plus précisément, pour
toute vitesse angulaire donnée w*, inférieure & une certaine constante (déter-
minée uniquement par les paramétres physiques du systéme), on propose une
loi de commande locale qui stabilise exponentiellement le systéme (mais pas
uniformément) de maniére & ce que les vibrations de celui-ci soient suprimées
(structure flexible perpendiculaire au disque), et que le systéme total tourne
autour de son axe 3 la vitesse angulaire constante w*. Ce résultat sera prouvé

en utilisant le principe d’invariance de Lasalle, ainsi que certains résultats
connus de Chen ([7], [8]) et de F. Conrad-M. Pierre [10].

29
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()

Figure 2.1. systéme rigide-flexible

Il a été montré dans [1], qu’en présence de frottements structurels, le sys-
téme non contrdlé posséde toujours un nombre fini de vitesses d’équilibres.
Aprés, Bloch et Titi [5] ont prouvé, pour un cas plus difficile de frottements
visqueux, ’existence d’une variété inertielle pour le systéme non contrélé.

Xu et Baillieul dans [53], ont montré qu’en présence de frottements (visqueux
ou structurels), avec le seul contréle du couple exercé sur le disque, il existe une
vitesse angulaire critique wer;; de stabilisation pour le systéme. Précisément,
dans ce cas il n’y a pas de loi de feedback stabilisante lorsque w* > we;;. Pour
W* < Werit, 11s ont proposé une loi de feedback pour le contréle du couple qui
stabilise exponentiellement le systéme.

Pour franchir cette vitesse critique weriz, Xu et Sallet [55] ont montré que
la stabilisation par feedback du systéme, pour toute vitesse angulaire w*, est
possible, en ajoutant le contréle de force sur la frontiére libre de la structure
flexible. Cependant, le feedback qu’ils ont proposé n’est pas local, et donc
difficile & réaliser en pratique.
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La stabilisation de certains systémes similaires a fait ’objet de différentes
recherches ces dérniéres années, voir par exemple [28], [29], [30]. En particulier,
dans [29], pour une configuration géométrique différente de la notre, Pauteur a
donné deux lois de commande (le contréle du couple appliqué sur le disque et
le controle de force sur ’extrémité libre de la structure flexible) qui stabilisent
exponnentiellement le systéme pour w* assez petit. Le méme auteur dans [30]
a considéré un modéle linéaire simplifié ( ou seule ’équation de la structure
flexible est prise en compte) et a montré que ce systéme linéaire peut étre sta-
bilisé asymptotiquement soit par un feedback de moment frontiére, soit par un
feedback de force ponctuelle, soit par les deux 4 la fois. Cependant, la présence
de feedback de force a été nécessaire pour obtenir la stabilté exponentielle dans
les deux travaux [29] et [30].

Notre principale contribution est de montrer que le systéme (objet rigide
- structure flexible ) est exponentiellement stabilisable par feedback frontiére
(force ou moment appliqués sur l'extrémité libre de la structure flexible), ceci
bien sfir avec le feedback du couple exercée sur le disque. Il est & noter que
les lois de feedback que nous proposons sont locales. Ceci est important, vu
P’intérrét pratique que présente la stabilité exponentielle de tels systémes.

A la différence de [53], on n’a pas montré ’existence de vitesse critique de
stabilisation dans notre cas. Cependant, les simulations numériques qu’on a
faites nous ameénent & croire & ’existence d’une telle vitesse.

2.2 Equations du systéme et écriture opérationnelle:

Le systéme est modélisé par les équations suivantes:

[ puy + (EI)uzz:cz = pwz(t)u

u(0,t) = u,(0,t) =0

) ua:a:(l,t)= Fl(t) (21)
Uzzz(1,1) = Ta(2)

ooy _ La(t) — 2w(t)(u, us) e
0=

ou Iy, EI et p désignent respectivement le moment d’inertie du disque, la
rigidité en flexion et la densité linéique de la structure flexible.
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w(t) étant La vitesse angulaire du disque & l'instant ¢.

u(z,t) représente le déplacement latéral, & I'instant ¢, d’un point de la poutre
d’abscisse .

I'1(t) et T'y(t) représentent respectivement la commande du moment et la com-
mande de la force appliqués a I’extrémité libre de la structure flexible.

I's(t) représente la commande du couple exercé sur le disque.

Pour simplifier, la longueur L de la tige est choisie L = 1.

Pour ’espace de phase du systéme, on considére I’espace de Hilbert réel E :
E=H}xL*0,1) x R=H x R,

ott L?(0,1) est ’espace des fonctions de carré sommable muni du produit
scalaire

1
< f,9>12= pL fgdz.

IR désigne I’ensemble des nombres réels muni du produit scalaire usuel et Hf
est défini par:

Hy = {fe€L*0,1);f, [, .., /™ € L*(0,1); f(0) = f=(0) = 0}.

HZ sera muni du produit scalaire

1
(£,9)m3 = (B [ fesoodo.

L’état du systéme & I'instant ¢ sera décrit par deux fonctions u(.,t) et u(.,?)
définies par:

u(.,t) : ¢ — u(z,t),

0
us(,,t) 1z — au(w,t).

On note ®(t) = (u(-,1), u-, 1))
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Définition 2.1 Etant donnéw™* € R, on dit que la loi de commande, (I'y, '3, ['3)
stabilise globalement le systéme (2.1) autours d’une position d’équilibre (0,0,w*) €
E, si pour toute condition initiale (®o,wo)’ appartenant & un certain sous en-
semble dense de E |, le systéeme (2.1) bouclé par cette loi de commande admet
une solution unique (®(-),w(:))’ € C([0,+00), E) telle que: limy_y 100 ||(P(2), w(t)—
w*)'||e = 0.

Afin de stabiliser le systéme (2.1), on propose les lois de commande suivantes:

['(t) = —oue(1,8); a>0
[a(t) = Bu(1,¢); g>0 (2.2)
Pa(t) = —v(w—w"); >0

Avec o® + 5% # 0.

Remarque 8 Cette hypothése assure la présence d’au moins ["une des deuz
commandes sur ’extrémité libre de la structure flexible.

Posons ®(t) = (®4(t), ®2(t)), le systéme bouclé peut alors s’écrire:
®(t) = AD(t) + 0
- w?(£)®1(t)

(1) = =) =) = ()01 (1), @(0))
L+ T80 ’

(2.3)

ou 'opérateur A est défini par :
0 1
A= —(EI _@4_ 0]’
P ozt

o={(7) et i 23}

De domaine

Notons, tout d’abord, que 'opérateur A est générateur infinitésimal d’un semi-
groupe Cp de contractions exponentiellement stable ([7], [8]).
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Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant:

Théoréme 2.1 Supposons que o® + 32 # 0. Alors pour toute vitesse angu-
laire |w*| < \/12EI/p, le systéme bouclé (2.3) est globalement stable. Plus
précisément, pour chaque condition initiale (®o,wo)’ € D(A) X R, la solu-
tion (®(t),w(t) — w*) de (2.3) tend exponentiellement vers zéro dans E quand
t — +oo.

Remarque 9 Physiquement, le théoréme (1.1) signifie que le feedback (2.2)
supprime les vibrations de la structure flexible tout en maintenant le systéme
global en rotation & la vitesse angulaire constante w*.

2.3 Existence globale des solutions:

Tout d’abord, les deux équations de (2.3) peuvent étre écrites sous forme d’une
équation semi-linéaire dans 1’espace de Hilbert E de la fagon suivante

4 ( é(t) ) = A®(t) + G((2), w(t)), (24)

dt \ w(t)
out ’opérateur linéaire A et I’application non linéaire G sont donnés respective-
ment par
~ A0
i-(20);
et
0
29
o,w)= @
G®9) =1 o= w) - 20(®1,85),
L+ 2

D’aprés [53], G(®,w) est contintment différentiable de E dans E, d’autre part,
A est générateur d’un semi-groupe sur E, en utilisant le théoréme (1.10) du
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chapitre I, on peut donc conclure & ’existence des solutions faibles de (2.8),
on a:

Pour toute condition initiale (®o,wo)’ € E, il existe T' > 0 (dépendant de
(¢0,w0)’), il existe une solution faible unique (®(t),w(t)) € C([0,T); E) de
(2.8) et qui est donnée par la formule de la variation de la constante [32]:

30
w(t)
Pour montrer que les solutions de (2.8) existent globalement sur [0, +o0), on
considére la fonction de Lyapunov V' : E — IR définie par :

( . ) + [A-0G(a(6), w(€)de.

1 1 1 1
V(®,w) = 5 (Id(w —w*)? 4 (w— w*)z/ pudz -|-/ [puf + Eluix] dz — w*2/ pu2dw) .
0 0 0
(2.5)
Tout d’abord, nous allons montrer que la fonction V' est coercive.
Soit z € HE, on a l'inégalité suivante
el < 5 lzael (2.6)
2= 1
En effet, z est donné par:
2e) = [ (o - Ozel)de.
En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :
L@ < [ (@— e [ lzeele)de
z2 [l
Gk
Aprés intégration, on a l'inégalité (2.6).
On en déduit la minoration suivante pour la fonction V:
pw*Z
V(®,w) > Id (w—w* / pufdw+2 / [ (w—w*)u® 4 (EI - T)uiz dz.

2.7)
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Si la condition du Théoréme (1.1) est satisfaite, i.e, |w*| < 1/12(EI)/p, alors le

membre de droite de I'inégalité (2.7) est strictement positif pour tout (®o,wp)’ #
0, ce qui prouve que V est coercive.

Nous avons le résultat suivant:

Lemme 2.1 Pour tout (®o,wo) € H X R, la solution(®(t),w(t)) eziste glob-
alement et est bornée.

Preuve

Il est facile de vérifier que pour tout (®o,wp) € D(A) x R,

T @(E),0(0) = ~1((t) ") — (BI) [au (1,1) + Bul(1,1)] <0, > 02,8

Donc pour tout (®o,wp) € D(A) x R, la solution (¢(t),w(t)) (qui est une
solution classique) existe globalement et est bornée.

En fait, grace au méme théoréme (I.10), le résultat reste vrai pour toute con-
dition initiale dans H x RR.

Définition 2.2 Pour tout ($o,wp) € D(A) x R on définit:

o [orbite positive Ot (Do, wy) issue de (Bo,wp) par:

OF (@, wo) = {(2(t),w(?))e20} ,

e L’ensemble w-limite I'T(®g,wp) ( éventuellement vide) par :

[+ (®o,wo) = {¢ € E ; 3t | (8(t,),w(t,)) "25° ).

On va maintenant énnoncer un lemme qui nous sera utile par la suite.
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Lemme 2.2 Soit g(t) une fonction C' définie sur [0,+o00) telle que g €
L*[0,+00). Si la fonction g(t) ainsi que sa derivée g'(t) sont bornées sur
[0, +00), alors

lim g(¢) = 0.

t—+00

Ce lemme entraine le lemme suivant:

Lemme 2.3 Pour tout (®o,wp) € D(A) x R, lorbite positive OF (Pg,wp) est
précompacte dans E; de plus la solution ( classique) de (2.3) satisfait

tlg_lgloo w(t) = w.

B=(§g).

La solution du sous systéme de (2.3) peut étre écrite sous la forme

Preuve
Soit

B(t) = o + [ WHOB@(E)de,

oi €' est le semi-groupe (exponentiellement stable) engendré par A.

Posons maintenant h(t) = w?(¢) B®(t), étant donné que la trajectoire {(®(t),w(t)) }r>0
est bornée dans E et vu que I'injection canonique ¢ : Hy — L? est compacte,
I'image de h est donc contenue dans un compact de F.

le lemme suivant dii & Weeb permet alors de conclure que la trajectoire est
précompacte dans FE.

Lemme 2.4 (G.F. Weeb)(c.f. [15] .p30 ) Soit X un Banach réel et T(t) un
semi-groupe Co— sur X ezponenticllement stable, i.c., ||[T(t)||cx) < Me ™,
pour certains M, a > 0, et pour tout t > 0. Etant donnée h € L*(IR*, X) et
un compact K de X tels que h(t) € K p.p sur R*, alors pour chaque p € X,
la fonction A : RY = X definie par:

A®) =T+ [ “T(s)h(t — s)ds

admet son image A(R‘) précompacte dans X.
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Pour tout (®o,wo) € D(A) x R, ’ensemble w-limite I't (P, wp) est donc non
vide.

De la relation (2.8), on déduit que la fonction V(®(t),w(t)) est décroissante
donc converge vers une certaine constante [ > 0 quand ¢t — 4o00; d’autre part,
I'intégrale [ (w(t) —w*)?dt est convergente et comme la solution (®(t),w(t))
est bornée dans E et w(t) satisfait (2.3), le lemme (1.2) permet de conclure que:

t£+m°° w(t) = w.

2.4 Stabilité uniforme d’un sous-systéme:

Dans cette section, on considére le systéme linéaire suivant qui est un sous-
systéme du systéme (2.3);

pus + (B tgrrs = pw**u

u(0,t) = u(0,t) =0

$ Uge(1,t) = —au(1, 1) (2.9)
Uzzs(1,1) = Bus(L,t)

®o = (u(+,0),uws(-,0)) € D(A).

\

On va montrer que ce systéme est exponentiellement stable dans H.

Notons que le systéme ci- dessus avec w* = 0 représente les vibrations d’une
tige suivant le modéle d’Euler-Bernoulli, la stabilité d’un tel systéme a été
établie par F. Conrad et M. Pierre dans ([10]), la méme idée de démonstration
peut étre développée pour montrer le résultat suivant:

Théoréme 2.2 Sous les conditions du théoréme (1.1), Le systéme (2.9) est
exponentiellement stable.

La preuve de ce théoréme sera faite en plusieurs étapes, tout d’abord, on
va établir que les solutions de (2.9) définissent un semi-groupe de contrac-
tions sur H (muni d’une norme adéquate), ce qui nous permettera de carac-
tériser I’ensemble w-limite puis d’établir la stabilité forte , enfin la stabilité
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exponentielle sera une conséquence du théoréme de perturbation compacte de
R.Trigiani cité dans le chapitre I [49].

1-propriété de semi-groupe de contraction

Tout d’abord, le systéme (2.9) peut étre écrit sous la forme opérationnelle
suivante:

®(t) = A, B(t), ®(0)=d
ol A; est défini par:
A 0 1
= 4

oua={(1)emer 20723

Avec :

On a le lemme suivant:

Lemme 2.5 L’opérateur A, est générateur d’un semi-groupe Cy de contrac-
tions sur H.

Preuve

Définissons sur H une nouvelle norme notée ||.||, par

I8l = V(2(2),w") = @)% — w™||@1(8)|Z2-

En raison de I'inégalité (2.7), il est clair que sous ’hypothése |w*| < 1/12E1/p,
ceci définit bien une norme équivalente a celle de H.

Notons que |[¢||? est obtenu en posant w(t) = w* dans I'expression (2.5) (& une
constante prés).

Popérateur A; = A+ w*?B o B est l'opérateur linéaire borné de H dans H
déja défini, A; est donc obtenu par une perturbation linéaire bornée de A qui,
lui méme, est générateur infinitésimal d’un semigroupe Cy sur H noté e*4t ([7];
[8]), le théoréme (1.6) permet de dire qu’il en est de méme pour l’opérateur

La contraction vient du fait que £(||®(2)||2) < 0 le long des solutions classiques
de (2.9). m]
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2-stabilité forte
On va montrer que lim;_,, ||€4tdoll« = 0; Vo € H.
Comme D(A;) est dense dans H, il suffit de prendre ¢g € D(Ay).

D’apreés le principe d’invariance de Lasalle (théoréme 1.12), pour tout @, €
D(A;), on a

- (@) # 0
—F+(q>0) C D(Al),

-||#(t)||, est constante dans I't(®y).
Montrons que I'*(¢o) = {0}.

Soit alors ¢ € [ (o) C D(Ay), et soit é(t) = (@(.,1), @, 1)) := €A1y, la
solution de (2.9) issue de ¢o.

D’aprés (2.8), on a
d, . .
G 18W)112) = —2E1 [aiif,(1,1) + Ba}(1,1)] = 0.

Ainsi,
Si a =0, alors @(1,t) =0,

si # =0, alors 44(1,t) = 0.

Remarque 10 Dans le cas ot o # 0 et B # 0, le résultat se déduit des deuz
cas précédents.

On va traiter le cas § = 0, (le cas a = 0 se traite de la méme maniére).

cas B =0:

La fonction @#(z,t) vérifie alors le systéme suivant
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Pt + (ED)figrer = pw*ii

i(0,2) = i,(0,) = 0

| @oo(l,t) = fizas(1,1) = 0 (2.10)
iea(1,1) = 0

@0 = (4(+,0), %(-,0))" € I'*(Do).

\

On a la proposition suivante
Proposition 2.1 La seule solution du systéme (2.10) est la solution nulle.

preuve

Sur l’espace L*(0,1), on introduit lopérateur By de domaine D(Bp) définis
par :

EI 3¢
Bo—-p—@—w I,

D(Bo) = {f € H} : fas(1) = fuza(1) =0} .
On a le lemme suivant

Lemme 2.6 L’opérateur By est mazimal monotone, auto-adjoint et & résolvante
compacte.

Preuve:(voir annexe)

Il existe donc une suite (@n, #n) de fonctions-valeurs propres de By telles que:

O<p Sp2<...<phn S pingr ... <00,

*2 _
Tsona::czz W Py = I/'nson

Pour des raisons de simplification, on choisit ¢, telle que:

1
”‘Pnlﬁﬂ = 9°

Les propriétés de p, et ¢, sont énoncées dans le lemme ci-aprés:
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Lemme 2.7 Pour toutn > 1 on a:
i) La valeur propre u, est simple
i) La fonction propre ¢, est telle que @n-(1) # 0.

preuve: (voir [10].)

Considérons maintenant ’opérateur Ay défini par:

A 0 1
= 4
0 _pEI%f +w*2 0 9

de domaine
D(Ao)z{(g) EH&XH& ! foz(1) = feze(1) =0 }

On a le lemme suivant:

Lemme 2.8 L’opérateur Ao a les propriétés suivantes:

i) La résolvante de Ap est compacte.

ii) Ao est générateur d’un groupe d’isométries o sur H .
i5) Ao est anti-adjoint.

Preuve:(voir annexe.)

Il découle du lemme précédent que le spectre de Ag est discret et imaginaire
pur, et que ses fonctions propres {9, }nez forment une base de Riez de ’espace
H. On montre, de plus, que c’est une base orthonormée.

En effet, le spectre de By etant simple, il en est de méme pour celui de Ao,
Ainsi la famille {%, },cz est orthogonale dans H.

D’autre part,

Aeg(Ao)éa(g)ED(AO)ZAo(f)=,\(f)

g
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g f
:)\
(———_El—ég‘; +w*2f) (g)

__Ejié + w*2f )\2f,
0 a:c (2.12)
g= f
Bof = =)*f
= _)‘?L = Hn
= Atn = Fiy/lin.

Soit 4, la fonction propre de Ag associée & A,, on a alors:

_ if—")
1/’:|:n""((pn 9

Comme, ||¢n]|2 = %, on vérifie facilement, en utilisant (2.11), que

Ipully = 1.

La famille {1, }nez est donc une base orthonormée de 1’espace H.

On va maintenant utiliser ce résultat et le fait que ;,(1,¢) = 0 pour montrer
que (1) = 0.

D’aprés ce qui précéde, tout élément ¢g € D(Ap) s’écrit d’'une maniére unique
sous la forme

$0=ch'l/)n; 00:0,

ne#d

ainsi,

$(t) = ey = 3 cpehn,

ne€EX

avec c_, = &,; car ¢(t) est réelle.
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Si on pose ¢, = a, + tb,, alors c_, = a, — ib,
et comme

€™ = (ancos\/lint — bp5in\/Int) + i(bycos\/lint + ansin./pint)

on a donc

a(.,t) =2 Z(bncos\/u_nt + @, 5in/fint) j;_, (7)
n>0 n

et

Uy, t) =2 Z(ancos\/,u_nt — bpsing/Unt)en, (i2)

n>0
ol les séries (i) et (ii) convergent respectivement dans H? (muni de la nouvelle
norme) et dans L2.

On va maintenant montrer que la série (ii) converge dans Hj uniformément en
t.

~

En effet
iy = 2Y 551 Gntpn € H?  car (ZT) € D(Ap).

D’autre part, ¢, étant orthogonale dans HZ, et ||¢.|% = Nn”%%”i = &2,
d’ou

3" a2, < oo.
n>1

Donc la série 3,50(@nc08,/fint)pn converge dans HZ (uniformément en t).

Montrons qu’il en est de méme pour },,50(bs 51/t )pn.

Il suffit donc de montrer que

> by pn < 0,
n>0
or
¢0 € D(Ao) = fg € D(Bo) = Botig € I?
il vient,
S >0 (Boilo, ¢n); < 0.
Comme

(Botlo, ¢n)y = (f0, Bopn)y = pin(fio, ¥n),,
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et

bn
i

<a07 Son)z =

donc

(BO'&O, 9071)2 = bn\/ B,
Ceci entraine
Z bnz,un < 00,
n>0
Et la série (ii) coverge uniformément en t dans H3(0,1).

Par continuité de la trace u — u;(1) dans HZ, on a:

e (1,t) = 2Z(ancos\/p_n — bpsina/pnt)ons(1, %)

n>0

= Z cnet’\"cpm(l).
ne€#

Comme

nli_r)noo(\/ fint1 — y/fin) = to00,
d’aprés les inégalités d’Ingham ([57]; p162 th5), on a

T
JARACROL Yeh SRLECH

nex

pour une certaine constante C strictement positive.

Or
U:(1,8) =0; V>0,
d’oi

> lengns(1)]* = 0.

neZ
Comme ¢,;(1) #0; Vn € Z, (d’aprés le lemme 2.2), on a donc

¢, = 0; Vn € Z.
Finalement ¢(t) =0 V¢ > 0.

45



46 2. Stabilisation d’un objet 4 structure flexible en rotation

3-stabilité uniforme

Maintenant qu’on a établi la stabilité forte du systéme (2.9), la stabilité expo-
nentielle est une conséquence du théoréme de R. Triggiani (théoréme 1.16.)

En effet, 'opérateur A; = A+ w*?B est générateur d’un Cy semi-groupe S4(t)
fortement stable, de plus I’opérateur B est compact et le semi-groupe engendré
par A est exponentiellement stable. D’ot le résultat.

2.5 Stabilité du systéme initial

On va maintenant conclure 3 la stabilité du systéme de départ en utilisant
le lemme de Gronwall qu’on va rappeler ci-dessous:

Lemme 2.9 (Gronwall) Soit T' > 0,A € L}0,7),A >0 p.p et C > 0. Soit

t
v € L*°(0,T),¢ > 0 p.p., tel que: p(t) < C —l—/ A(s)p(s)ds, pour presque
0
tout t € (0,7).
Alors on a .
p(t) < Ceh 200,

pour presque tout t € (0,T").

Soit maintenant T > 0, la solution de la premiére équation de (2.3) est donnée
par
¢
B(t) = et DA+ Blg(T) + /T el A+B) (2 (1) — ) BO(r)dr

pour tout ¢t > T.

Or, le terme (w?(7) — w*?) peut &tre rendu aussi petit que I’on veut en choi-
sissant 7' assez grand,

d’autre part

.2 —o
”et(A+w B)”.C(H) < Me t7
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donc

16 < M= DT + M [ -] g(6)]de

ce qui entraine

el < MeTS(T) + €M [ e=llg(e)lde

Comme la solution ¢(t) est bornée pour ¢ > 0, le lemme ci-dessus appliqué &
la fonction ¢(t) = ||e*¢(t)|| nous donne :

le**¢(t)]| < Me*T|[¢(T)||eM D)

D’ot:
81| < M||$(T)||e= e =D
[#(®)] < MIST) =MD Ve > 1.
En choisissant € tel que (@ — eM) > 0), on a le résultat. O

En revenant & la deuxiéme équation de (2.3), on peut montrer d’une fagon
analogue que le terme (w(7)—w*) tend aussi exponentiellement vers zéro quand
t — +oo0.

En effet,
s = W) =) - 20,40
ETHOI
i e s 160 — )OI — 2t 1(2), Ba(D)io
A Ta(la + T8 (1)
D’ou

w(t) —w* = e .t (w(T) — w*)
4 /t ) (’Y(w(O — w1 (17 — 21aw(£)(P1(£), P2())12
T L(1a + || @1(&)lZ2)

)L
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On a donc Pestimation suivante:

w(t) —w] < e T DT — W

+ [0 Ll - + Loy g maen) de

Or
18 (&) 126l < IBE)I < (MII(T)])Pe-e-ME=D

2
En multipliant les deux membres de ’'inégalité précédente par e’dt, on établi
facilement qu’il existe deux constantes strictement positives M* et a* telles que

lw(t) — w*| < M*e*"(-T),
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2.6 Simulations numériques

Cette section est consacrée & I’étude numérique du systéme. Dans un pre-
mier temps, on va étudier le sous-systéme (2.9), celui-ci sera donc discrétisé
moyennant la méthode des eléments finis

On commence tout d’abord par décrire la méthode:

On subdivise I’intervalle [0,1] en N intervalles [z;, z;+1] de longueur h, (z; =
th; Nh = 1). Sur chaque noeud z;, les inconnues sont u; et Gu; qui représentent
respectivement les valeurs approchées de u et de sa dérivée au point ;.

Rappelons que les fonctions d’interpolation cubiques d’Hermite sur ’intervalle
[0, 1] sont données par:

{ Ni(€) = (€ — 1)2(26 + 1), No(€) = £(€ — 1)?, (2.14)

N3(§) = (3 -26), Nu(§) =& (¢-1),
pour ¢ € [0,1].

Sur Pintervalle [z;, z;11], les fonctions d’interpolation cubiques d’Hermite sont
notées

Ni(z), Ny(z), N3(z), Ni(=),

et sont obtenues respectivement & partir de Ny(€), N2(§), N3(€), Ny(€) par la
transfomation affine qui transforme [0,1] en [z;, Z;41].

Ainsi, la fonction u(.,t) est approchée de la maniére suivante:
Pour z € [z;, Zit1],
u(z,t) = Nj(z)ui(t) + Na(2)0ui(t) + Nj(2)uis1 (t) + Nj(2)Ouisa (2).

Pour z € [z;_1, 4],

u(e,t) = Ny (@) (t) + N5 (2)0uiza(8) + N3~ (2)ui(t) + Ny (2)Bus(2).

A partir de ces fonctions, on construit les fonctions N{(a:), Ng(:c),z =1,...N,
définies su [0, 1], et vérifiant les deux premiéres conditions au bord de (2.9), &
savoir
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Ni(0) = Ni(0) = N7,(0) = Ni,(0) =0 Vj=1...N.

Ces fonctions Ni(z), Ni(z),i = 1,...N sont définies de la fagon suivante:
Pour:=1,...N -1,

( N3_1($) siz € [1172'—1,.'172'],

Ni(z) ={ Ni(z) siz € [z, zi),

| 0,sinon.

([ Ni7'(z) siz € [ziia,zi,
Ni(z) = ¢ Ni(z) siz € [z, zip1),

| 0,sinon.

pour ¢z = N,

N NYN=Y(z),pour z € [zn_1,1],
e - |

0, sinon.

fo’(z) _ Niv_l(-’ﬂ)a pour z € [zN-1,1],
0, sinon.

Ainsi, u(.,t) peut étre approchée sur [0,1], de la fagon suivante:
N N
u(z,t) =Y Ni(z)u;(t Z () 0u;(t)
j=1 7=1
Notons que pour tout z = 1,...N, pour tout j #7 — 15450 + 1,
Ni(z) est orthogonale a N (z) et & Ni(z), et que les fonctions Ni(z) et Ni(z)

(¢ = 1....N), sont linéairement indépendantes et forment ainsi une base de
’espace d’interpolation Vj,de dimension 2N.

Reprenons la premiére équation de (2.9), en multipliant cette équation par
v € V}, et en intégrant entre 0 et 1, on obtient

1 EI 1 EI
-/()uttvd$+7A uxxvzxdx—w*ZA uvd$+7(awz(1,t)vz(1)+ﬁut(1,t)v(1))=
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En prenant successivement pour v, chacun des 2N éléments de la base des fonc-
tions d’interpolation, on aboutit & un systéme de 2N équations & 2N inconnues
de la forme suivante

d? d

ol le vecteur U,n(2) est donné par
() )

)= | G

\ dun(t) |

Les matrices M,K sont symétriques, tridiagonales par bloc, et la matrice C
est une matrice diagonale.

Calcul de la matrice de masse M, de la matrice de rigidité K, et de
la matrice C

La matrice M est donnée par:
My, M,
My My )’

ou

(% m O 0
9 .
70 )
Myuy=h| 0O . . -0 0},
. . . 26 9
35 70
\ 0 0 % 2/
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(0 ;Tlg 0 .- 0
ﬁ . . . .
420
My =My = k2| 0 0o |,
: 0 2
\ 0 ... 0 B i
et
.1% % 0o .-+ 0 \
% ., . . - . :
M22:h3 0 0
. ... 0 %
\ 0 0 b s /
la matrice K est donnée par
I~
K:E—K—w*2M,
p
ot la matrice K est telle que:
( I:{n 7:912 )
kyn ke )’
avec
(24 -12 0 --- 0 \
19 .. . .
~ 1
Kll:ﬁ 0 0 ,
24 =12
\ 0 .- 0 -12 12
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0 6 0 0 )
—6 - :
" . 1 S
K12=K21:ﬁ 0 . . .0 ,
: 0 6
\ 0 0 —6 —6)
et
(8 2 0 0 )
9 -
. 1
Kn=]0
: 8
\0 --- 0 2 4/

Les coeflicients de la matrice C' sont telles que

C(N,N)=Ep-{ﬁ, C(2N,2N>=%a, C(i,7)=0 Y(i,5) ¢ {(V, N); (2N, 2]V)}.

On a donc & résoudre ’équation différentielle dans R?Y dont I'inconnue est le
vecteur Upn(2).

. U
En posant, V = Uy et ¢ = ( v ) , ’équation (2.15) s’écrit:

60 = g e ) o0 = 1o (2.16)

Comme méthode numérique d’intégration, nous avons utilisé celle de Runge-
Kutta « ODE45» du logiciel MATLAB.

On intégre alors le systéme (2.16), puis on trace la fonction E(t) = 1|4(2)||2
qui représente I’énergie du systéme (2.15) et qui est donnée par

E@:%@WMU+@DWKU—W”WMW.



54 2. Stabilisation d’un objet a structure flexible en rotation

Les résultats sont présentés sur les figures
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Figure 2.2. L’énergie du systéme, N =4, El =1, p =3, w* =1, a = 1,
8=1

Comme condition initiale, on a pris u(z,0) = /2, wu(z,0) = 0.
Spectre approché du sous-systéme

L’étape suivante consiste & étudier le spectre du systéme discrétisé (2.16), le

but étant de voir si la condition w* < % est optimale pour la stabiliteé.

On effectue alors une série de calculs ou, a& chaque fois, on fixe les conditions
initiales, les parameétres FI, p, a etf, puis pour différentes valeurs de w*
(w* < fBEL o = LfI, w* > 12'# ), on trace le spectre de la matrice
L dans le plan, les résultats sont regroupés sur les figures.
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Figure 2.3. spectre de A, N =20, FI=1,p=3,w*=1,a=1,08=1
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Figure 2.4. spectrede A, N =20, EI=1,p=3,w*=2,a=1,08=1
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Figure 2.5. spectrede Apour N=20, El=1,p=3,w*=10,a=1,6=1

Commentaire des résultats

Au vu de ces simulations, on constate que

12E1

1-Les lois de commande stabilisent le sous-systéme (2.9) pour w* < =

(’énergie décroit trés vite vers zéro).

2-Le spectre approché du sous-systéme (2.9) est situé dans la partie gauche

1251 , on commence & avoir des valeurs

du plan complexe ; dés que w* >
du spectre sur le demi-plan & droite du plan complexe. Le sous-systéme n’est

donc plus stable.

10
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2.7 Remarques et conclusion

Remarque 11 Commencons par remarquer que la décroissance, bien qu’ezponentielle,
n’est pas uniforme et dépond des conditions initiales.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une loi de commande stabilisante
locale, pour le systéme formé par une structure flexible attachée a un disque
en rotation. On a montré que, pour toute vitesse angulaire donnée w* <
V12E1/p, le systéme est exponentiellement stable vers une position d’équilibre
dés lors que I'un des deux feedback proposés (force ou moment) est appliqué
sur ’extrémité libre de la structure flexible, en méme temps que le feedback
du couple exercé sur le disque. Notre résultat améliore ceux existants dans
[28] et [29], vu Pintérét pratique que présente la stabilité exponentielle de tels
systémes par des feedback simples.

Il a été noté dans [30], que ’on pourrait accroitre la valeur de w* en utilisant
des feedback frontiéres.

Malgrés que 1’on n’a pas montré que le systéme bouclé (2.3) n’est pas asymp-
totiquement stable, pour w* supérieur a une certaine valeur, les simulations
numériques qu’on a faites sur le sous-systéme (2.9) nous poussent & croire qu’il
existe une valeur critique w..;; au-deld de laquelle le systéme bouclé (2.3) ne
serait donc pas stable.

Notre travail donne un appergu pour caractériser werit (Werit > /12E1/p), et
présente une méthode pour montrer la stabilité du systéme (2.3) pour |w*| <

Werst -

Enfin, une autre approche est présentée en Annexe pour montrer la stabilité du
sous-systéme (2.9); elle consiste & montrer que ce systéme restreint & ’ensemble
[*(®y) est exactement observable pour un temps T assez grand. Ceci est
établi par la technique des multiplicateurs mais sous I’hypothése plus restreinte:

B%Oetw*<,/9€3—£.
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2.8 Annexes

preuve du lemme 1.6

1-By est maximal-monotone
i) Monotonie de By:
Ona

EId%
(Bow, @)z = (—a—f —wp,0) VYo € D(Bo)
14 T I2

EI \
= = lpuell} - w7l

w*2

~—)||¢Pu||§ >0,

El
2(—-7
P

d’aprés (2.6)
Donc By est monotone.

ii) Maximalité:
Il s’agit de montrer que R( + Bo) = L?.

Soit g € L%, cherchons f € D(By) tel que (I + By)f =g
f vérifie donc

64 %2
{%I???cé_“’ f+i=g (2.17)

Multiplions ’équation ci-dessus par ¢ € HZ et intégrons entre 0 et 1, aprés
intégration par parties on a

1 EI rt 1 1
/ fedz + —/ feeOrzdr — w*Z/ fpdz = / gedz Ve e HZ, (2.18)
0 p Jo 0 0

qu’on peut écrire sous la forme

o(f,¢) = L(p); Vo€ Hy,

ot la forme bilinéaire a(., .) et la forme linéaire L(.) sont définis respectivement
par:
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1 1 1
a(u,v) = / uvdz + EPI—/ UpyVprdT — w*2/ uvdz,
0 0 0

et

L(v) = /: gudz.

Il est facile de vérifier que la forme bilinéaire af(.,.) est continue et coercive
sur HZ, et que la forme linéaire L est continue sur HZ, d’aprés le théoréme de
Lax-Milgram, il existe un unique f dans HZ solution de (2.18).

En prenant ¢ € C°(0,1), on a

EI0*
f € Hy(0,1); -—p—a—;; —w?f4+f=g pp surl0, 1].

Compte tenu de (2.18), on a

foo(1)pz(1) = faza(L)p(1) = 0; Voo € HS.
Comme @,(1) et ¢(1) sont arbitraires, on déduit

fzz(l) = f:vz:v(l) =0,
ceci entraine que f € D(By), et donc By est maximal.
2-B, est auto-adjoint

L’opérateur By est symétrique, c’est & dire
(Bop, %) = (¥, Boy) Vo ¢ € D(By)
Donc By est autoadjoint.([6]; p 113.)

3-B, est a résolvante compacte

En effet, 'injection 7 : H* — L? étant compacte, il en est donc de méme pour
i: D(By) — L?, et comme (I ~ By)™' : H — D(By) est bornée donc elle est
compacte. O

Preuve du lemme (1.8)

i) L’injection ¢ : H* x H? — H? x L? étant compacte , il en est donc de méme
pour i : D(Ao) — H, d’autre part, application (I — Ag)™' : H — D(Ap) est
bornée donc elle est compacte.
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ii) Ap est générateur d’un groupe d’isométries sur H
Tout d’abord, on peut vérifier que

(Ao, ), = —(&, A®),;  Vo,9 € D(Ay), (2.19)

en particulier

(Aop,¥), =0; Ve € D(Ad)
donc Ag est dissipatif.

Ap est maximal, en effet:

g2 f2
t=w(3)-(5)

Sk _(m)
%%‘% —w?ifi+fo]  \g

Soit (91 ) € H; on cherche (fl ) € D(Ay) tel que

T
ﬂQ‘i}_ —w?fi+fi=g+g
P Ox (2.20)
fl(o) = flx(o) = flza:(l) = fl:c:ca:(l) =0 .
o=fi—q

Ceci revient & chercher f; dans D(By) tel que

(I + Bo)fi =1 + 92,

ce qui découle directement du fait que By est maximal.

L’opérateur Ay est m-dissipatif, il est donc générateur infinitésimal d’un semi-
groupe Cy de contractions sur H.

De la relation (2.19) on déduit que 'opérateur Ag est anti-adjoint.
Il en résulte que Ay est générateur d’un groupe d’isométries sur H. (Th 1.7) O
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Autre démonstration

Dans cette partie, on propose une autre méthode pour montrer la stabilité
forte du sous-systéme (2.9), moyénant un multiplicateur adéquat et utilisant
'invariance de I’ensemble w-limite 't (¢, wp), on montre la stabilité forte de

(2.9) pour B # 0 et w* < ,/9%’—.

On considére le systéme observé suivant

ptisy + (E1)Uggre = pw*?u,

u(0,t) = uz(0,t) = 0,

) Uzz(1,1) = —ou(1,t), (2.21)
Uzzz(1,t) = Bu(1,t)

(u(:,0),us(+, 0)) = @0 € D(A)

L y(t) = Clu,uw) = (uwt(l,t),ut(l,t))' € L?[0,T] x L*[0,T)

ou y(t) est la fonction d’observation, de norme

lyll7 = EI /OT[aufz(l,t) + Bud(1,1))dt.

Si la condition initiale ¢y € D(A), il résulte de (2.8), pour tout T' > 0,

BI o, (1,8)+ Bu(1,)]dt = V(60,7)~V($(T),) < V(doy"). (2:22)

Rappelons que V(¢(t),w*) = L||é(¢)||% — 1w*?||41(¢)||2. définit bien une norme
sur H équivalente & celle déja définie, il résulte donc de (2.22) que l’application
linéaire

C:D(A) C H— L*[0,T] x L*0,T)
est continue et donc admet une unique extension sur tout ’espace H.

Pour tout ¢ € 't (¢, wo), la fonction §j(¢) est donc bien définie sur L2[0, T x
L%0,T].

Notons aussi que, vu l'invariance de I’ensemble w-limite, cette fonction est
identiquement nulle sur cette ensemble.
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Sous les conditions citées plus haut, on montre que le sous-systéme (2.21)
restreint & ’ensemble 't (o, wp) est exactement observable sur [0,T], pour T
assez grand, c’est & dire :

Lemme 2.10 Supposons que f # 0 et w* < ,/9—‘:")7—1. Alors, pour tout ¢y €
I (¢o,wp), il existe deuz constantes Ty > 0 et Ko > 0 telles que

1§13, > KoV (¢, w). (%).

Preuve:

Soit ¢o € D(A), et soit do € [t (o) d(t) = (@(.,1),(1,t)) la solution corre-
spondante de (2.9).

Multiplions les deux membres de la premiére équation dans (2.21) par zti.(z,t)
et intégrons par rapport & x et ¢, aprés intégrations par parties on a:

T EI . (T 1
3/ a2(1, t)dt + —az/ a2,(1,t)dt = p/ [2d,T do
2 Jo 2 0 0

T
0

1 1, L,
+§/ I:/(; Pl (.’17, t)dw + 3EI/0 u:vz(xv t)d:p} dt

+EI /0 C B, )iia (1, 1) + aiia(1, 8)iine(1, 1)] dt

*2

_”“; [/()Tﬂz(l,t)dt—LT /()lﬁz(:z:,t)dxdt]. (2.23)

On établit les inégalités suivantes:
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L1) Nus()lZe < lluse(,t)lI72/2

T 9 (T
12) [ (1,0 <2 [ fusel DllFade
0 pJo

|p J3 lououdfde| < K V/(@0,w%)

2

(1,0) = [ (1= 2)uae(a, )| < lueal, D2/ (0)

1.5) EI’ / [Bue(1, t)ua(L, £) + ot (L, £)uge(1, )] di

< Ella+p) (EI)K2

oo Sl

A ”uw(',t)”bdt"‘
ol, K, et K, sont deux constantes strictement positives.
Remarque 12 dans linégalité 1.8) on a utilisé le fait que V(¢(02,w*) >

V(¢(T),w*), et dans linégalité 1.5) on a utilisé le fait que 2|adb| < $3 + 5202

En utilisant ces estimations et 1’inégalité de Cauchy dans (2.23), on obtient

p (Bl p [T . El 2/T~2
> 2 =
2+ 0 = 4 [ wwoas Gl [ o
LT 2 p*?  a+ B
45 [ 0I5 + 6 - 527 = T PNal Dl )t
EIKZ
%

v

—Klv(ém w*) -

9EI

Compte tenu du fait que w*? < , on peut choisir K, assez grand tel que,

3 — &% %2@) > 0, et comme V(¢(t),w*) = V(ng,w*) pour tout ¢t > 0, il
existe alors une constante K3 > 0 telle que

p  (EDa EIK2
28" 2

En choisissant T assez large, on a (*).

3113 > (KsT — K1)V (o, w").
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Commela fonction d’observation §(t) est identiquement nulle pour do €4t (o, wo),
on en déduit que V(¢o,w*) = 0 et donc ¢y = 0.

L’ensemble w-limite I't(¢o,wp) est donc réduit & zéro.



3

Stabilisation uniforme d’un

systéme hybride: modéle SCOLE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilisation uniforme, par feedback frontiére
d’un systéme hybride, qui est une variante du modéle SCOLE, introduit par
Littman et Markus [26] pour modéliser certaines structures de 1’aérospatiale.
Il est composé d’une poutre flexible fixée, en 'une de ses extrémités libre, a
une antenne rigide de masse m, l’autre extrémité étant encastrée.

Les vibrations élastiques de la structure flexible sont régies par une équation
aux dérivées partielles (modéle d’Euler-Bernoulli), tandis que les oscillations de
lantenne rigide sont régies par deux équations différentielles ordinaires (équa-
tions de Newton-Euler). Le systéme global est donc un systéme hybride dont
la dynamique est décrite par les équations suivantes:

Ut + Upzze = 0

u(0,t) = uz(0,t) =0

\ muu(l,t) — ugee(1,t) = fi(t) (3.1)
Juza(1,1) + uze(1,t) = faol?).

u(z,t) représente le déplacement latéral, & ’instant ¢, d’un point de la poutre
d’abscisse .

67
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Les constantes m et J désignent respectivement la masse et le moment d’inertie
de I’antenne.

fi1(t) et fa(t) représentent respectivement la force et le moment par lesquels
on contrdle le systéme (3.1).

L’objectif de ce travail est d’obtenir, dans le cas particulier J = 0, la stabili-
sation uniforme de (3.1) & I'aide du seul feedback de moment (fi(t) = 0).

Remarque 13 Dans le systéme (8.1), on a supposé que la densité linéique,
la rigidité en flexion, ainsi que la longueur de la poutre sont égales & un.

Concernant le systéme (3.1), les résultats suivants ont déja été établis dans la
littérature.

Dans leur article [26], Littman et Markus ont montré les résultats suivants:
Théoréme 3.1 (Littman-Markus, [26]) Pour

{ fi(t) = —aus(1,1) + buy(1,1) (32)
fa(t) = cus(1,t) — dug(1, 1),

a,b, ¢, d étant des constantes réelles telles que:a, d > 0; 4ad > (b+ c)?,
le systeme (3.1) en boucle fermée est fortement stable.

Proposition 3.1 (Littman-Markus, [26]) Pour

{ fi(®) = —ui(1,2)
fZ(t) = _ut$(17t)a

le systéme (3.1) n’est pas uniformément stable.

(3.3)

D’autre part, B. Rao dans [35] a montré les résultats suivants:

Théoréme 3.2 (Rao, [35]) pour

{ fl(t) = —611u(1,t) — 512uz(1,t) - Vllut(].,t) - V12uxt(1,t) (34)

Fa(t) = =821u(1, 1) — dagus(1,t) — varus(1,t) — vasua(l,1),

ou &;j, Vij, 1,7 € {1,2} sont des constantes réelles quelconques. Le systéme
(8.1) en boucle fermée n’est pas uniformément stable.
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Ce résultat a été montré en utilisant ’argument de perturbation compacte de
D. Russell cité dans le chapitre I ([44]). Le méme auteur a établit, en utilisant
la technique des multiplicateurs, le théoréme suivant:

Théoréme 3.8 ( Rao, [35]) (Stabilisation uniforme par feedback d’ordre supérieur)

Pour
{ filt) = —Ugazi(1,1)
fa(t) = —uzee(1,t),

le systéeme (8.1) est uniformément stable.

(3.5)

Enfin, M. Slemrod dans [47] a montré la stabilité forte avec fi(t) = 0 et fa(¢)
a priori borné. Ce dernier résultat a été amélioré par B. Rao dans ([36]) .

Cas particulier: J =0

Dans ce cas particulier, B. Rao [37] a traité le probléme dans un cadre plus
général (plaques). Il a ainsi établi la stabilité uniforme, par la méthode des
multiplicateurs, en utilisant deux feedbacks frontiére.

Récement, F. Conrad et O. Morgiil dans [9] se sont intéressés au probléme
de stabilisation du systéme (3.1), dans le cas J = 0, par le seul feedback
de force appliquée sur l'antenne m (f2(t) = 0). En utilisant la technique
des multiplicateurs, ils ont obtenu le résultat positif de stabilisation uniforme
suivant:

Théoréme 3.4 (Conrad-Morgil, [9])

pour

{ fl(t) = _aut(l,t) + ﬂuzzzt(lat) (36)
fZ(t):‘—Oa a>07 ﬁ>0

Le systéme (3.1) en boucle fermée est uniformément stable.

De plus, ils ont obtenu le taux optimal de décroissance de I’énergie, moyennant
une analyse spectrale, dans le cas particulier « = 3/m.

Dans ce travail, on se propose d’étudier, dans le cas particulier (J = 0), le
probléme de stabilisation du systéme (3.1), par le seul feedback du moment
(f1(t) = 0). Nous obtenons la stabilisation uniforme, par une loi de commande
simple, en utilisant le théoréme de Huang. Nous n’avons pas été capables
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d’obtenir ce résultat par la méthode des multiplicateurs.
Ce chapitre est organisé comme suit:

Au (§2), on donne les équations du systéme puis on détermine une loi de
commande pour laquelle le probléme est bien posé au sens des semi-groupes de
contractions. Ensuite, au (§3), en utilisant le principe d’invariance de LaSalle
et un résultat d’unicité établi par Rao [38], on établit la stabilité forte du
systéme. Au (§4) on montre la stabilité uniforme. Enfin, au (§5), on termine
par quelques remarques et conclusion.

3.2 Le probléme est bien posé

Dans ce paragraphe, on donne les équations du systéme puis la loi de com-
mande qui rend ’énergie dissipative, et on montre, par une technique standart,
que le systéme bouclé est bien posé au sens des semi-groupes de contractions.

Le systéme est décrit par les équations suivantes

Ust + Ugzzs = 0

u(0,4) = us(0,) = 0

Y mu(1,) — Uzza(1,8) = 0 (3.7)
usz(1,8) = f(1),

\

ol f(t) est le contréle du moment appliqué sur la masse m.

Remarque 14 Remarquons que dans le systéme (3.7), on a un seul contréle
(moment).

L’énergie mécanique totale du systéme est donnée par:

B(t) = 5([ (2ule:2) + ud(@, ) da + mad(1,1).
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En calculant formellement la dérivée de E(t) le long des solutions classiques
de (3.7), puis en intégrant par parties, on obtient:

Ey(t) = we(1,8) f(2).

On choisit alors:

f(t) = —au(1,8), a>0.

On a donc:

Ey(t) = —aul (1,1). (3.8)
Le systéme (3.7) en boucle fermée s’écrit alors:

4

Ust + Uggzs = 0

u(0,t) = uy(0,£) =0

Y mun(l,t) — Uzaa(1,8) = 0, (3.9)
Upr(1,8) = —au(1,1).

On note, pour tout n > 2,

H3(0,1) = {f € H"(0,1)/f(0) = f2(0) = 0}.

H3(0,1) sera muni du produit scalaire suivant:

(f’g>Hg = /01 fa:a:g:c:cdxo

L’espace de phase est

H = HZ(0,1) x L*(0,1) x R,

muni du produit scalaire

~ A

1
((ua v, 77)7 ('&7 ’ n))H = /0 (uzz'&zm + 'U'ﬁ)dl' + mnﬁ

En posant ®(t) = (u(.,t),us.,t), us(1,))’, le systéme en boucle fermée (3.9)
s’écrit sous la forme opérationnelle suivante

®(t) = Ad(2), (3.10)
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oil A est 'opérateur non borné défini par:

D(A) = {(u,v,n) € Hy x Hg x R/uas(1) + ove(1) = 0,n = v(1)},

[72 v
A ( v ) = ( —Upgre ) , pour tout (u,v,n) € D(A).
'U»a:z:cflz

m

Lemme 3.1 L’opérateur A est m-dissipatif.

Preuve:

L’opérateur A est dissipatif:
En effet, par un simple calcul on a
(A®,® )y = —av2(1) <0, V®=(u,v,n) € D(A).

L’opérateur A est maximal:

Soit (f,g,8) € H. 1l s’agit de trouver (u,v,n) € D(A) tel que

(I - A)(U,Uaﬂ) = (fagaﬁ)

Cette équation s’écrit comme suit:

u—v=f,
v+ Uggze = ¢ (3.1)
N = mUsea(1) = 6.
avec
u € H3(0,1);v € H3(0,1),
Uzz(1) + avg(1) =0, (3.2)
n = v(l).

En éliminant v dans la premiére équation de (3.1), on obtient:
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U+ Ugzee = f + 9,

Uza(1) + oug(1) = afi(1),
w(l) = pusea(1) = f(1) + 8,
u(0) = u(0) = 0.

(3.3)

Soit ¥ € HZ(0,1), multiplions la premiére équation de (3.3) par ¥. On obtient
alors aprés intégrations par parties:

m (F(1) +8) (1) + afu (V1) + [ (f +9) Wds =

(1) (1) + ()0, (1) + | (Upe Voo + ul)dz, VU € HZ(0,1). (34)

En utilisant le Théoréme de Lax-Milgram, on démontre Pexistence d’un élé-
ment u unique, u € HZ(0, 1), solution de (3.4). Ensuite, par un raisonnement
standard, on démontre que u € Hj(0,1) et que les conditions aux bords sont
vérifiées. D’ol la maximalité de A.

Le lemme suivant est une conséquence directe des résultats de

Lemme 3.2 : i) Pour toute condition initiale ®¢ = (uo,vo,m0) € D(A), il
eziste une unique solution forte ®(t) = (u,v,n)(t) € D(A) de

{ o(t) = AD(t),
‘I)(O) = do.

La solution ®(t) est donnée par

()

o(t) = 5(t)do,
ot S(t) est le semi-groupe de contractions engendré par l'opérateur A. De plus,
8(.) € C' (Ry;H) N C (R4;D(4)),

et la fonction
t— ||AD(t)||x
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est décroissante.
i) Pour toute condition initiale ®9 = (uo,vo,7m0) € H, il existe une unique
solution faible ®(t) = (u,v,n)(t) € H solution de (x). De plus,

®(.) € C(Ry; H).

3.3 Stabilité forte

Dans ce paragraphe, on établi le résultat suivant:

Théoréme 3.5 Pour tout m > %, le semi-groupe S(t) est fortement stable

3’
dans H.

Preuve:

Pour démontrer ce résultat, on utilise le principe d’invariance de LaSalle rap-
pelé au chapitre I (théoréme (1.12)).

Comme D(A) est dense dans H et que S(t) est un semi-groupe de contractions,
il suffit de démontrer le résultat pour toute donnée initiale dans D(A).

Soit (ug,vo,m0) € D(A). D’aprés le Lemme (3.2), la trajectoire des solutions
((u,v,10)(t)),>¢ est bornée pour la norme du graphe. De plus, il est facile de
voir que ’injection 1 : D(A) — H est compacte et par conséquent la trajec-
toire est précompacte dans H.

D’aprés le principe d’invariance de Lasalle (Th 1.12), on peut affirmer que
’ensemble w-limite w (uo, vo, 7o) est un compact non vide invariant par le semi-
groupe S(t) et que de plus

S(t) (uo,v0,m0) — w (g, Vo, Mo) quand t — +o0.

Pour démontrer la stabilité asymptotique, il nous suffit de vérifier que w (uo, vo, 10)
est réduit a {0}.
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Pour cela, prenons (i, 3o, flo) € w (to, v0,70). D’aprés le Lemme 3.2, I’élément
() = (4,9, 7)(t) = S(t) (i, Po, 7o) est solution au sens fort du systéme.

De plus,

(4, 9,7)(t) € w (fio, Do, 70) C D(A).

et

dyiv o -
L5, =0.
Ce qui implique que i vérifie le systéme suivant:

¢~ ~
Up + Uggrs = 01

%(0,t) = 4,(0,t) = 0,

$ mitg(1,t) — tigee(1,8) =0, (3.1)
fioe(1,1) = ta(1,1) = 0,

@(z,0) = G, Us(z,0) = Do, Us(1,0) = fo.

Dans [38], Rao a établi que la seule solution de ce systéme est la solution nulle.
Pour la commodité du lecteur, on reprend ici sa démonstration.

Dans la suite, on suppose que ®o = (o, Do, 7lo) € D(A2).

Multiplions la premiére équation de (3.1) par z2. En intégrant par rapport a
x entre 0 et 1 et par rapport & ¢t entre 0 et T, on peut facilement démontrer
que @.(1,t) = 0 pour tout ¢ > 0. Ensuite, en multipliant I’équation par mzi,
et en faisant des intégrations par parties, on obtient

/01 /OT (3m"~‘iz + m'&f) drdt = m/ @2 (1,t)dt — 2m/ Tdz. (3.2)

Enfin, multiplions la premiére équation de (3.1) par @%. On aboutit &

/ / — @) dodt = m / B(L, ) dt—m (u(l, us(L, £))'=T /Ol(ﬁﬁt)::gdz.
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La soustraction membre & membre de (3.2) et (3.3) implique que

1 T ~
/ / ((8m — 1)ii2, + (m + 1)?) dedt < C[&oll%. (3.4)
0 0 Tx

Comme on a supposé que @ = (tio, Do, o) € D(A?), on peut remplacer @ par
i; dans (3.4). On obtient alors I'inégalité suivante

T ~2 ~2 A 2
[ [ (3m =)@, + (m+ 1)) dedt < €|l Ao},

Ce qui entrafne que :

o e V(T e 20 % 112
(3m—1)/(;/0 (um+utm)dacdt+(m+l)/0/0 (ut+utt)dmdt§C||<I>0||D(A).

Ainsi pour tout m > 3,
T4 2 x1x 12
190t < Cl%ollbiay.

Comme ||$(t)]| est une constante alors

C

[EI Tll‘iO”zD(A)-

D’ou

() =0.

Le systéme est donc fortement stable.

3.4 Stabilité uniforme

Dans ce paragraphe, on établit le théoréme suivant
Théoréme 3.6 Pour m > 1/3, le systéme (8.9) est uniformément stable.

Preuve:

Pour prouver ce théoréme, on utilise le théoréme de F.L.Huang ([18]) cité dans
le chapitre 1. Pour cela, on va estimer la résolvante sur ’axe imaginaire. No-
tons qu’on a d’abord essayé la méthode des multiplicateurs mais celle-ci n’a
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donné aucun résultat.

La condition {iw;w € R} C p(A) est déja assurée par la stabilité forte. Il reste
a prouver ’existence d’un réel M > 0 tel que

”(/\I — A)—IHL(H) < M, VA€ {iw;w € ]R,}

Soit donc (f,g,n) € H, A =iu®> p € R, et soit (u,v,n) € D(A) tel que
()‘I - A)(U,’Uaﬂ) = (faga’Y)

[ Mu—v=f

AV + Uggzr =

A — Tugg,(1) =7,

[ 7= v(1), Uss(l) = —aws(1)

(v=Au—f

MUt Uggge = A+ g

V(L) — Lteea(1) = 7 + A1),
| tea(1) + A1) = afa(1)

= 4

Pour ) = iu?, ceci donne le systéme suivant

(v=1ip?u— f

Ugzoe — pru = ip’f + g

mptu(l) + Ugee(1) = —m(y +ip? f(1),
Ugz(1) + aip®us(l) = af,(1),

u(0) = u;(0) =0

(3.5)

On sait qu’une solution particuliére de

Urzee — ,u/4u = Z[,t2f +9,
u(0) = u,(0) =0
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est donnée par

up(z) = 5 [ lshala — €) — sinp(z — E)]lin? 1€) + o(E)1dE.

La solution du systéme (3.5) s’écrit alors
u(z) = up(z) + (),

ol @(z) est solution de

¢~ 4~
u:c:c:z:a:_'/l'u=0

i(0) = i,(0) = 0
3 mpti(1) + o) = —mptug(1) — (1) — m(y i f(1),  (36)
fa(1) + ip?iia(1) = up,, (1) — cipPu, (1) + afi(1),

Ce systéme est équivalent au systéme suivant

( flapes — i = 0

(0) = @a(0) = 0
mpta(l) + foge(1) = Iy,
Upe(1) + aip?iz (1) = L,

{

ol

{ L = —mptup(1) — up (1) — m(y + i® f(1),
by = —tp (1) — aip®u(1) + afu(1)

Les deux premiéres équations de (3.6) entrainent

i(z) = A(chpz — cos pz) + B(shpz — sin pz),

oll A et B sont deux constantes réelles.

Les deux derniéres équations de (3.6) s’écrivent alors:
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Almp*(chp — cos p) + p®(shp — sin p)] + Blmp?(shp — sin ) + p?(chy + cos p)] = Iy,
Alp?(chp + cos 1) + tap®(shy + sin )] + Blp?(shye + sin p) + dop®(chp — cos p)] = I

(3.7)

Estimation de [, et [,

On sait que

tpee = 5 [ 6 (11l€) + 0(6)) d + O (Sl + M) - (38)

De plus

l1 = —m#4up(1) - up:c:ca:(]-) - m(7 + Z”Zf(l))
= —%/0 (shu(l — &) —sinp(1 — £)) (’/‘zf(f) + 9(€))d¢
_ % / " (chu(1 — €) + cos u(1 — ) (i £(€) + g(6))dé — m(y + ip?f(1))

= %/:{—kh”“ — €) + cos p(1 — £)] = mp[shu(1 — £) —sin p(1 — E)]}(Eu® F(€) + g(£))d¢

Aprés intégration par parties, on obtient

[ (et =€)+ cosu(t - ©) £ = =5 [ (cbya(1 = €) = conp(1 - ) Fur(E)d

et

[ obustr = ) sima(1 — ) 7€) = =L [¥ s = € + i1 = €) fe
d’olt

b= —mlyinf(1)) — o [ (bl —€) = cos (L~ €)) fue€)dE + imnp® (1)
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— T [ (o1~ €) + sin (1 — ) fundt
=~y [ Tochp(l =€) + cosp(1 — €) — mp (shu(L — ) +sin (1 = €))]ioul(£)dE)

+ g [ (Gl = €) + cos (1 — ) — s (sha(l = ) + sin (1 — )}o(E)de
(3.9)

—% (chu(l — &) +cosp(l —€) - %{shu(l — &) —sinp(l - 5)]) = —§(1+mu)e‘l"5)“+0(1)

De méme

5 (chws(1 = €) — cosps(1 — &) — T{sbu(1 ) +sin (1 — 8)]) = — (1 +mu)eC -+ O(1)

Donc

I = —my — %‘-(1 + mp)e /01 ™ (ifza(€) + 9(£)) d€ + Ol fuell + llglD)-

D’autre part
la = —upe(l) — ial"2uzw(1) + afz(1))
= 5 [} (ohul = )+ sina(l = ) Gu(©) + o(€))ct
iau

— P [ (chps(1 =€) — cos (1 — €)) (i 1(6) + g()dE + afe(1)

= / {3 (1 € — cos (1 — €)] = 5-lobya(l — €) + sin (1 — €N} 1(€) +(E))k

+ afs(1)
(3.10)

Aprés intégration par parties, on a
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[ (cont =€) = cos s(1 = €) F(E)E = £V [ (ebu(t = ) + cosu(l - ) Fs(E)e

et

[ i = €) -4 sin (1 = €0) £ = 5 [ (sbia(1 = ) = sinu(L = )) fvdl

On en déduit

b= [ Clcbu(t — ) +cos (1 - )] = -l(sbu(l — &) = sinu(1 = ]} (e
b [ o globu(t = )+ sin (1 = €] Flebp(t - ) = conu(t —~E)lo(€)d
= [ hu(1 = &) +cos (1 — €)] = 5-lshu(1 — €) = sin (L = E)}ifen )k

+ [ {—ﬂ[shy(l—§)+sinu(1—o]—f;[chua—o—cosu(l—s)]g(s)de
(3.11)

Finalement
b= —Slat D) [ e dE+ 0
2 = —liat ) [ €M (ifee(€) + 9(ENE + Ol fuel + )

Les deux équations de 3.7 s’écrivent:
#(5)-(2)
ol E est la matrice dont les éléments e;; sont donnés par
ey = mu(chy — cos p) + p3(shy — sin )
ez = mu*(shy — sin p) + p3(chy + cos p)

eg1 = p(chp + cos p) + iap®(shy + sin p)
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eas = p2(shy + sin p) + sap®(chy — cos p)

Notons A = det E, alors

A = 2uP{iamp*(1 — cos uchp) — sa(cos pshp + sin pchy)
+ my(sin pchp — cos pshp) — (1 + cos pchp) }
(3.12)

Estimation de ||ézz]|2
On a

ii(z) = A(chpz — cos uz) + B(shpz — sin pzx)

Donc

flgz(z) = p?{A(chpuz + cos uz) + B(shpz + sin pz)}

Regroupons les termes en €%, on a donc
Ggo(z) = p*{(A+ B)e* + (A— B)e™™ + Acospz + Bsinpz)}.  (3.13)

Or A et B sont donnés par

lie30 — lye12
A=—22_=722
A 2
et

_ lae1n — lien
B= A
d’ot

A+ B = (li(ez2 — e21) + l2(en1 — e12))/A.

En remplacant ces termes par leurs expressions, on obtient
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A+B = {l-my— 21+ ma)et [ (L) + 9(€)dE + Ol ool + o)
X liop®(e™ = (cos p +sin ) — p*(e™ + (cos s — sin p))]

e”’

+ [=Sliat ) [ €Ll + 9(€)d€ + O el + )]

x [mp*(e™ — cos p + sinp) — p®(e™ + (cos p + sin p)]}.
(3.14)

En regroupant les termes en e*, on obtient

A+B = l ﬁ,ﬂ /1 e (i oa(£) + 9(6))dE (1) + myO(®) + O (Il fooll + llg11))

- ”2( — image?) [ € fua(€) + 9(6))dE),

(3.15)
ol

@(p) = sap(cos p + sinp) + mp(cos i — sin p) + cos p(1 + iamu?).

Estimation de A1

En regroupant dans I’expression précédente de A les termes en e*, on obtient

A 2uS{—ep(p) — (1 — iamp?) + e *[iap(cos  — sin p)
+ mu(cos p + sin ) — cos p(1 + iamp?)]}

= —2p’e"p(u) + On") (3.16)

On a donc besoin dans la suite d’estimer |@(p)| , pour p assez grand.

En effet, on vérifie facilement que

le(w)] = O(6?) et |p(u)| 2 Cp.



84 3. Stabilisation uniforme d’un systéme hybride: modéle SCOLE

Il découle de (3.16)
1 _ _ 1 oy s 6 -
AT = —pSe ()T (140(pe™)) = —Su~ e THp(u) T HO(u e ™) = O(u %),

Calcul de A+ B

On a

-3

A SH [ i fea(ro(€)d6} = ~E [ e (i Funl ) +9(E)dE1+O(ue™).

Par ailleurs

/: e (i fuo(€) + 9(€))dE = O™ 7 (|l fuz ]l + Igll)),

Donc

-1

BA+B) = ~Lr [ M ifual€) + 9()E + O (fuell + ) + mrO(u~ ™)

= —”—4——1 /: €™ (i fos(€) + 9(£))dE + O (e™*(| fusll + llgll + mlv]) - (3.17)

Calcul de A—- B

On a

A=B = {5 [ (i hnl) + 906 $(1) +mrO() + Ol ol + 1))}
(3.18)

P(u) = 2u°[e (mp — iop) + (iop® — 1) sinp].

Il en découle
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p(A=B) = O = (| feall + llgll) + O™ (Il ool + llgll)) + myO(u'e™)
= O (I fezll + llgll +mlv]) . (3.19)

D’autre part, on peut vérifier que

1A= O 5(|| faell + llgll +mlv]))- (3.20)

De méme
u?B = O~ 5 (|| fusll + llgll + mlv])) (3.21)

En reportant les relations (3.17), (3.19), (3.20) et (3.21) dans (3.13), on obtient:

—lour r1
ea(z) = —E [ e (ifeal€) + 9())dE + e O (| fucll + Nl + mI)
+ € O(feel + llgll + mh) + cospz O™ (I feel + gl + mr))
+ sinpe O H(|fusll + llgll + mh) (3.22)

En combinant (3.8) et (3.22), on a

Ues(2) = Upaa(3) + sa(2) = € O (e7(|| fusl| + llgll +ml)))

+ € O|lfesll + lgll + miv]) + cos pz O™ %(||foall + ligll + 7))
+ sinpz O ¥ (|| fesll + gl + mivD)) + O (55 (| foall + llgll + mln])) -

Compte tenu de

{ el = OQu~ken), fleslla = O(u™),
|| cos pz||2 = O(1), |isinpz|: = O(1),

on obtient

luse( 2 = O (=% (| fuall + llgll + mly])) , pour p assez grand.

Estimation de ||v||z + m|n]| :
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{ v = i.u'zu - f’
n = v(1) = ip’u(l) — f(1).

Donc

{ lvlla < p?|lullz + || fll2,
Inl < p?lu(1)]+ [F(1)].

Comme

lussllz = O (52l fecll + lgll +m)))

il suffit de démontrer que

[vll2 + min| < K (luzslz + | fasllz + llgllz + mlv]),

pour un certain K > 0.

On sait que Uppee — ptu = 1p2f + g

Multiplions cette équation par T et intégrons de 0 & 1, on obtient

1 1
u“/(; lu|?dz + mptlu(D? = z'a,uzlua,.(l)|2—l—/0 gz |*dz — mAu(1)

— it T()f(1) ~ afu(VT1) — [ (4] + g)ada.
a2 — Refmya() + imp?u(1) f(1) + afo(1)T(L)
+ " (i12f + g)uda).

(3.23)

D’autre part, on a les estimations suivantes:
' 2 2
1.1) | [ gude| < (gl + llussl),

s pHoa L
12) | [ ip? fadel < Slully + 1415

1.3) |mva(1)] < ZyvI? + Flluasll,
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D’ou

1
p [ fulda + matu(DF < 3+ o m)usel3 + gl +m?

+ (1+a+m)|follz-
(3.24)

Ceci entraine

lf* (lull? + mlu(D)?) < Ko (luzell3 + | foxll? + lgll” + mivl?)

Le théoréme est ainsi démontré.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié la stabilité d’un systéme "poutre flexible avec
masse". La poutre est encastrée en 'une de ses extrémités, a 'autre extrémité
libre est attachée une masse m. Ce modeéle est une variante du modéle SCOLE
étudié dans [26], [9], [47], [35], [36], [38]. Afin de stabiliser ce systéme, on
considére comme seule loi de commande le moment appliqué sur la masse m.
On montre alors la stabilité uniforme, en utilisant le théoréme de Huang. Cette
démarche est la méme que celle suivie par G. Chen [8] pour établir la stabilité
uniforme, par feedback de moment, dans le cas d’une poutre sans masse (m=0).
Dans les deux cas, la méthode des multiplicateurs ne permet pas de conclure.
Notre résultat peut &tre considéré comme une généralisation de celui de [8]
pour le cas d’un systéme "poutre flexible avec masse'. D’autre part, pour
le méme modéle considéré ici, F. Conrad et O. Morgiil dans [9] ont établi la
stabilité uniforme, par feedback de force appliquée sur la masse m. De plus,
ils ont obtenu une estimation du taux de décroissance de ’énergie. Ceci fera
I’objet de nos travaux ultérieurs.
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4

Placement de spectre par feedback
linéaire borné pour deux systémes
a paramétres distribués

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le probléme de placement de spectre, par feed-
back linéaire borné, pour deux systémes & parameétres répartis. Le premier
décrit les vibrations d’une corde, et le second décrit les vibrations d’une barre
flexible encastrée & 1'une de ses extrémités. On montre que ces deux systémes
rentrent bien dans la classe de systémes étudiée par Xu-Sallet dans [56]. Pour
le premier, on montre que, par feedback linéaire borné appliqué sur la fron-
tiére, on ne peut assurer que la stabilité forte. En revanche, pour le second,
on montre qu’on peut déplacer uniformément le spectre vers la gauche, ce qui
garantit la stabilité exponentielle avec un taux de décroissance arbitraire.

Tout d’abord, on comence par rappeler quelques résultats de placement de
spectre dans le cas général.

Soit le systéme d’évolution linéaire suivant, sur un espace de Hilbert séparable
dont la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par ||.|| et (.,.).

X(t) = AX(t) + bu(2), (Zo)

ol A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe Co sur H et
I’entrée b est non bornée (b € D'(A*)).

On note

e le spectre de A ,0(A) = {\,,n € N}, (le spectre de A)

89
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¢ {$,,n € N} la famille des fonctions propres de A.
o {1,,n € N} la famille des fonctions propres de A*.

o b, = (¢n,b), ot (.,.) est le produit scalaire de dualité sur D(A*) x D'(A"'),
défini au chapitre I.

e d,, la distance de A\, au reste du spectre de A (dn = infogm|An — Aml),
n=12,.

e D,, le disque centré en ), et de rayon d,/3, n =1,2,..

o Ay=A+b{, k) (he H)

Dans [56], les auteurs ont considéré la classe de systémes vérifiant les hy-
pothéses suivantes:

(H;): Les résolvantes de A sont compactes et le spectre de A,0(A) = {A,n €
IN}, est simple.

(Hy): b e D'(A*), D'(A*) étant le dual topologique de D(A*).

(H3): La famille {¢,,,n € IN} des fonctions propres de A forme une base de
Riesz de H. De plus, 3 une constante M > 0 telle que:

Pour tout A ¢ UD; et pour tout m € IN;

+o00 b
|i—5I” < M < +oo, (1)
2575,
et
+o0 bn
> =P <M < oo, (2)

n=1,n#m

Remarque 15 la famille biorthogonale correspondante formée de fonctions
propres de A* et notée {1n,n € N}, est aussi une base de Riesz de H.

Pour cette classe de systémes, ils ont obtenu le résultat suivant;

Théoréme 4.1 [56] Sous les hypothéses Hy — H3 on a

1. pourtout h € H, Uopérateur A, est régulier-spectral et le spectre o(Ap) =
{vk,k € N} satisfait la condition (3);
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2. étant donné un ensemble A = {vx,k € N} tel que v # v; pour k # j, alors
il existe un h € H tel que Uopérateur A correspondant vérifie o(Ar) = A si
et seulement si I’ensemble A satisfait la condition (3).

De plus, le feedback est donné par l’ezpression:

+o0 _ L), tx -
h=) hjp; avec h;= vi = A II M,
j=1 b.? n=1,n#tj A.’l - An

ot h; désigne le compleze conjugué de h;.

Définition 4.1 Un opérateur linéaire fermé A : D(A) — H est dit régulier-

spectral si ses résolvantes sont compactes et ses vecteurs propres forment une
base de Riesz de H.

Plusieurs systémes & paramétres distribués peuvent étre formulés sous la forme
(o) voir [17]. En particulier, les exemples de [48], I’équation de poutre con-
trolée par une force latérale ([39];[55]) ou par un moment et une force [39], les
équations de conduction de la chaleur [17] et ’équation des ondes [41].

Sun a prouvé [48] que, sous I’hypothése (H;) avec b € H et une hypothése
plus forte que (H3), une condition nécessaire et suffisante pour que 'opérateur
A+b(.,h)y (h € H) soit regulier-spectral et qu’il ait le spectre {v,,n € IN}
assigné est:

Vp — )\n
> P2 < oo (3)
nelN n

Plusieurs résultats sur le placement de spectre, par feedback linéaire borné,
appliqué sur la frontiére ont été établis dans [16], [27], [39],[25], et [40]. Nota-
ment, Rebarber qui a montré que, dans certains cas, il est possible de placer un
nombre infini d’éléments du spectre par un feedback frontiére non borné mais
admissible [40] . Dans [25], les auteurs ont donné des conditions suffisantes sur
o(A) et b pour que opérateur A + b(.,h)y soit regulier-spectral. Dans [27],
Liu a généralisé les conditions de Sun pour une classe de systémes satisfaisant

les conditions (H;) — (Hs) avec la condition suivante remplacant celles de (1)
et (2):

in 'n.;éml)‘n - Aml 2 JIAnlaa
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et
t2 b
> (0 < oo (@
n=1 n

Pour un certain a € R et § > 0.

Cependant, la derniére condition est restrictive dans le sens qu’elle n’est véri-
fiée ni par I’équation des ondes en dimension un, ni par 1’équation des poutres
avec le feedback du moment.

Pour ces deux exemples, on montre que les conditions (H1) — (H3), sont
satisfaites et le théoréme 4.1 nous permet de conclure.

4.2 Cas de I’équation des ondes en dimension un

On considére 1’équation des ondes en dimension un:

ug(z,t) = Uge(z, 1)
u(0,t) =0 (4.1)
uz(1,t) = I'(¢),

I'(¢) représente le contréle frontiére sur ’extrémité libre.
On définit Pespace de Hilbert

W ={fe H'(0,1); f£(0)=0}

L’espace d’état est alors H = W x L?(0,1) muni du produit scalaire

<( '}2 ) ’ ( o ))H = /:[flzgu + fagelde.

Posons

¢1(t) = u('at)a ¢2(t) = ut('at) et ¢(t) = (¢1,¢2)I

Le systéme homogéne (['(¢) = 0) s’écrit alors sous la forme opérationnelle:

®(t) = AB(2),
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ou

et

DMF{(£)€WxWUﬁ@=ﬁAD=0}
L’opérateur A est anti-adjoint, ses résolvantes sont compactes et il est généra-
teur d’un semi-groupe Cy sur H.
Maintenant, on va identifier ’entrée b et écrire le systéme (4.1) sous la forme
(Xo);
Il est clair que si ¢ est une solution de (4.1) alors

#(t) = Lep(t) ot L est opérateur défini par la méme matrice que A mais
de domaine plus large.

En effet, si ¢ est solution de (4.1) alors (® —I'Z) € D(A)
Avec & = (z,0)’

D(L) sera donc défini par:

D(L) = {¢€ + T'%; ¢ € D(A),'réel}.
Il est facile de vérifier sur cet exemple que
D(L)={( 2 ) eH*xW: f,(0)=0 }
Le systéme non-homogeéne s’écrit alors
®(t) = LO(t),
avec

¢(t) = £(t) + T ().

D’ou

b(t) = Ad(t) + (L — Aa(o).
Or
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(L~ A)E(t) + T@)(L - A)i.
= T()L— A, (car (L-A)E)=0)

(L — A)e(t)

On a donc pour tout ¥ € D(A*)
(B(2), %) = (Ag(t), %) + TEN(L — A), ¥).

Or

(L—A),¢) = —(A%,9), (car L& =0)
= _<§:7A*¢)
= (&, AY)
= /(;"/—)21-(1.'17
= (1), (car 1¥,(0) = 0).
= (b,'ﬁb)a

ou b= (8(1 —z),0), étant la fonction de Dirac.

Le systéme peut donc s’écrire dans D'(A*)

b(t) = Ag() + BI (1),
ou formellement dans H
®(t) = Ad(t) + bL(2).
Il est clair que L, = A; = —A+ h(.,b).
Un calcul direct montre que le spectre de 'opérateur —A est donné par
o(—A) = gk =+i(k+1/2)m, k=0,1,...}

et les vecteurs propres correspondants sont donnés par

par(z) = ( 1 ) isin[(k 4 ;)mz]

=0,1,..
2(k+%)ﬂ' Y 07 ]

— Atk
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Comme ’opérateur A est anti-adjoint et ses résolvantes sont compactes, les
éléments {t+x} forment une base orthogonale de H.

D’autre part

by = +(-1)%/2,k=0,1,..
Pour tout 7 > 0,0n a

I 1 9 'i’f 1 9 "i” 1 I 1
+ — = —_— + -
n:OZ,;;éj I)‘J' - )‘nl n=1 I’\J' - ’\—nl n=0,n#j (j —n)?n? 7;2=:1 (J +n+ 1)2n?
iy 1 il 1
= ; + -
X Tt L G
400 1
+ -
n; (j+n+1)*n?
= 1 1
< 3;_:1 r? 2

L’inégalité est aussi vraie pour j < 0, ainsi la condition (2) est satisfaite.
On montre que dans ce cas la condition (2) entraine la condition (1).

En effet, pour chaque A ¢ U;'=°8 Dy;, il existe un entier mq tel que

E\Wn()‘) € [Sm()\mo)a %m()‘mo+1)]7
ceci parceque la distance d; = |Sm();), Sm(A;41)| est supérieur & une certaine

constante.

On a dong,

pour j > mqo + 2,

A =\ Re2(N) + [Sm(A) — (mo 4+ 1 +1/2)m + (mo + 1 +1/2)7 — (5 + 1/2)x]?
Re2(\) + (5 — mo — 1)*n?

Re*(A) + [Xj = Amosa |

v
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Pour 7 < mg—1,

A =X = Re2(N) + [Sm(X) — (mo+1/2) + (mo+1/2)m — (j + 1/2)]*
> Re’(A) + (mo — 7)*n” = Re*(A) + | — Amo .

De plus on a

|)‘ - )‘molza l)‘ - )‘mo+1|2 2 71_2/9, (ca‘r’\ ¢ U+OOD=|:J)

Ainsi, pour chaque A ¢ Uf%Dy;, on a

< 2 2 -
+Z|A /\_J —= IA_/\m°|+|A_)\mo+1|+'Z |)\_

IN

—
_|_
Y

D’aprés le théoréme 4.1, si un spectre {vx} est assignable par feedback continu
il doit satisfaire la condition

+0o
Y v —i(n+1/2)7 P + s + i(n + 1/2)7|* < +oo.

n=0

Ceci entraine que v, doit satisfaire

hm vp =1i(n+1/2)r.

n—+

Ainsi, par feedback continu seule la stabilité forte est assurée. Cependant, on
sait que le feedback non borné I'(t) = —Zu,(1, ) stabilise exponentiellement le
systéme ([22],[41]), de plus 'opérateur du systéme en boucle fermée est aussi
régulier-spectral.
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4.3 Cas d’une barre flexible encastrée:

Considérons une barre flexible homogéne, encastrée en 'une de ses extrémités,
on suppose, pour simplifier, que sa densité linéique m et sa flexibilité E1, sont

telles que %I =1 et que sa longueur L est égale a un.

Les vibrations de cette barre sont régies par I’équation aux dérivées partielles
(modele d’Euler-Bernoulli)

u(z,t) + Uppes(,t) =0

u(0,t) = uz(0,) =0

Ugze(1,2) =0

uzz(1,t) = T(2).

(4.2)

Le contréle ['(t) étant le moment ponctuel exercé sur 'extrémité libre de la
barre.

Soit I’espace de Hilbert

W = {f € H*0,1); f(0)= f:(0)=0}
L’espace d’état est alors H = W x L*(0,1) muni du produit scalaire

AN (a\e .
(( f2 ) ’ ( g2 ))H _/; [flza:gl:cx‘l'fzgg]da;,

$i(t) = u(1),  Ga(t) = wil,t) et $(t) = (d1,¢2)

Le systéme non-homogene (4.2) s’écrit alors sous la forme opérationnelle:

Posons

d(t) = AD(t) + bI'(2),

0 1
Oz

s {( ) w0510 )

ol

et
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avec

b=10,6'(1—z)].

on vérifie aisément que ’opérateur A est anti-adjoint, générateur d’un semi-
groupe, et que, le spectre de —A est donné par

o(—A) = {dax = Lifkr +7/2+ O™, k=1,..}

On montre qu’il existe deux constantes strictement positives M; et M, telles
que

bin = Binn; avecM; < |Bin| <q, pourn € N
(voir [39] [43] et aussi [55]).

Comme ’opérateur A est anti-adjoint et ses résolvantes sont compactes, ses
fonctions propres forment une base de Riesz de H.

On va maintenant vérifier la condition (2). Pour simplifier, on considére seule-
ment (sans perdre de généralité) le cas j > 1.

On a donc
X = Al = [(G— )1+ O(e™™) + O(e™™)]* x [( +n)m + O(e ™) + O(e™) 12,
et

A = Aal* = {ljm + 7/2+ O(e7™) + [nm + 7/2+ O(e™™)I'}.

D’ot les I'inégalités

"i’f 2 "2°°| b { n? Z n? ¥ 1
+ ——[* < M. -
n=0,n#j A - A )‘_" ] n—;l-l ) (] +n)2 n)2(n+])2 712—:1
M37r2

<=

pour une certaine constante M3z > 0.
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Remarque 16 On peut aussi vérifier sur cet exemple, que la condition (2)
entraine la condition (1).

On a donc d’aprés le théoréme 4.1, pour tout ensemble A = {v;} satisfaisant

N

a

400

Unp— A
Y ] < +oo,
n=—00,n#0 n
on peut trouver un feedback continu tel que le spectre de 'opérateur A soit
égale & A. par exemple si A = {v, = —a? £ )\,,a € R*,n = 1,2..} le semi-
groupe du systéme en boucle fermée satisfait

HetAh”L('H) < Mae—taz’

pour une certaine constante M, > 0, (ne dépendant que de a).

Ceci explique pourquoi on peut, par un feedback continu, déplacer uniformé-
ment le spectre de A vers la gauche comme c’est prouvé dans [39], I’expression
explicite du feedback est alors donnée par le théoréme (4.1).
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