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Rêsumé

Dans ce travail, on s'intéresse à la stabilisation par retour d'état, pour certains

systèmes à paramètres répartis. La première partie concerne la stabilisation d'un

système rigide-flexible en rotation. Ce système est composé d'un disque au centre

duquel est encastrée une poutre flexible, I'autre extrémité étant libre. Nous avons
proposé des lois de commande locales (force et/ou moment appliqués à I'extrémité

libre de la structure flexible) et couple appliqué sur le disque. Nous avons montré

que ces lois de commande stabilisent exponentiellement le système autour d'une

configuration à vitesse constante, suffisamment petite, où les vibrations du sys-

tème sont supprimées. Les résultats obtenus ont été illustrés par des simulations

numériques.
La deuxième partie traite du problème de stabilisation, par feedback frontière,

d'un système constitué d'une poutre encastrée en I'une de ses extrémités, à I'autre
extrémité est fixée une antenne rigide de masse m. Dans le modèle considéré on
néglige le moment d'inertie de la masse m. Les vibrations de ce système sont régies
par une équation aux dérivées partielles et deux équations différentielles ordinaires.
L'objectif est de stabiliser ce système par le seul feedback de moment appliqué sur
la masse m. Nous avons proposé une loi de commande locale qui rend l'énergie

dissipative, puis nous avons établi la stabilité uniforme du système.
Dans la dernière partie, on a étudié le problème de placement du spectre, Par
feedback linéaire borné, pour deux systèmes à paramètres répartis. Le premier

système décrit les vibrations d'une corde, pour celui-ci nous avons montré que, par

feedback linéaire borné appliqué sur la frontière, seule la stabilité forte peut être

assurée. Pour Ie second système, qui décrit les vibrations d'une poutre encastrée,
nous avons étabti que le spectre du système peut être déplacé uniformément vers la
gauche, ce qui garantit la stabilisation exponentielle avec un taux de décroissance
arbitraire.

Mots-clefs: Systèmes à paramètres distribués, structures flexibles, stabilisation,
feedback, placement de spectre.
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Introduction

Cette thèse regroupe certains résultats de stabilisation, par retour d'état,
pour des systèmes à paramètres distribués.

Ce travail est organisé comme suit:

Le premier chapitre est consacré à des rappels sur la théorie des semi-
groupes, celle-ci étant un outil de base pour la représentation, par des équa-

tions d'état, des systèmes à paramètres distribués. On y trouve aussi quelques

théorèmes d'existence et de régularité pour les systèmes linéaires et semi-

linéaires. Ensuite, on donne un rappel sur les notions et résultats fondamen-

taux de stabilité, d'abord dans le cas général des systèmes dynamiques, puis,

dans le cas des systèmes linéaires. Enfin, on termine par un rappel de quelques

résultats de stabilisation et de placement de spectre.

Le second chapitre concerne la stabilisation, par feedback frontière (linéaire),

d'un système formé par un disque au centre duquel est encastrée une structure
flexible. Ce système a été introduit par Baillieul et Levi [1] pour modéliser
certains systèmes de l'aérospatiale (satellite avec antenne). Sa dynamique est

modélisée par une équation aux dérivées partielles non-linéairement couplée
avec une équation différentielle ordinaire. On se propose d'étudier la stabilité

de ce système vers une position d'équilibre où la structure flexible est per-
pendiculaire au disque et celui-ci tourne à une vitesse angulaire constante c.r*

donnée.
Pour ce système, il y a plusieurs contrôles à considérer, à savoir, le contrôle
du couple appliqué au disque, le contrôle de la force et le contrôle du moment

appliqués à I'extrémité libre de la structure flexible. Dans [53], Xu et Baillieul
ont considéré le problème de stabilisation de ce système, par le seul contrôle
du couple, en présence du frottement (visqueux ou structurel). Dans ce cas,
ils ont montré l'existence d'une vitesse critique de stabilisation du système par

feedback. Pour toute vitesse angulaire inférieure à la vitesse critique, ils ont
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proposé un feedback linéaire qui stabilise exponentiellement le système. Une

question se posait alors tout naturellement: Est-il possible, en ajoutant des

contrôles frontières au contrôle du couple, de stabiliser le système par feed-

back, vers une position d'équilibre à vitesse angulaire constante quelconque?

La réponse est positive [55], cependant le feedback proposé n'est pas local, et

donc difficile à réaliser en pratique.

Le but de ce chapitre est de proposer des lois de feedback locales et statiques

qui stabilisent le système. Il est à noter que, dans le modèle dynamique con-

sidéré, nous supposons qu'il n'y a pas de frottements. Notre contribution
principale est de montrer que, pour toute vitesse angulaire inférieure à une
certaine constante, le système est exponentiellement stabilisable. Dans ce caf,i,

nous donnons explicitement des lois de feedback stabilisantes.

A la différence de [53], on n'a pas pu montrer la non stabilité du système au-delà

d'une valeur critique. Cependant, on observe que le sous-système possède une
valeur propre à partie réelle strictement positive lorsque la vitesse angulaire

dépasse une certaine valeur. Ceci nous amène à croire qu'il existe une vitesse

critique de stabilisation dans notre cas aussi. Ce travail a fait l'objet d'une
publication à IEEE Trans. Automat. Control [24].

Le troisième chapitre traite de la stabilisation frontière, par loi de com-

mande locale, d'un système hybride. Celui-ci est une variante du modèle

SCOLE, introduit par Littman et Markus dans [26] pour modéliser certaines

structures de I'aérospatiale. Il s'agit d'une poutre flexible encastrée d'un coté

et attachée, de ltautre coté, à une antenne de masse m. Les vibrations du sys-
tème global sont gouvérnées par une équation aux dérivées partielles (modèle
d'Euler-Bernoulli) couplée avec deux équations différentielles ordinaires (équa-
tions de Newton-Euler). Ce système a fait l'objet de plusieurs recherches [26],
[9], [47], [35], [361. En particulier, dans [9], F. Conrad et O. Morgul ont con-
sidéré une variante du modèle SCOLE où ils ont négligé le moment d'inertie
de l'antenne m. Ils ont obtenu un résultat de stabilisation uniforme, par loi
de commande locale, en utilisant comme seul contrôle le feedback de force ap-
pliquée sur la masse m. De plus, dans un cas particulier, ils ont montré que le
spectre détermine la décroissance de l'énergie.

La motivation principale de notre travail, est de répondre à la question suiv-
ante: Est-il possible d'obtenir un résultat analogue en appliquant le seul feed-
back du moment sur la masse m?

Notre travail donne une réponse partielle à cette question. En efiet, en con-



sidérant le même modèle que celui de [9], on propose une loi de feedback de
moment qui stabilise uniformément le système. Pour montrer ce résultat, on
a estimé la résolvante sur I'axe imaginaire, puis on a appliqué le théorème de
Huang [18]. La question de savoir si le spectre détermine le taux de décrois-
sance fait l'objet de travaux en cours [23].

Dans le quatrième chapitre, on étudie le problème de placement de spectre,
par feedback linéaire borné, pour deux types de systèmes: L'équation des ondes
en dimension un, puis l'équation d'Euler-Bernoulli, qui décrit les vibrations
latérales d'une poutre flexible encastrée. On montre que ces deux systèmes
rentrent dans la classe de systèmes étudiée par Xu-Sallet dans [56]. Pour le
premier système, on montre que, par feedback linéaire borné sur la frontière,
on ne peut assurer que la stabilité forte. Pour le second système, on montre
qu'il est possible, par feedback linéaire borné, de déplacer le spectre du système
uniformément vers la gauche. Ceci garantit la stabilisation uniforme avec un
taux de décroissance arbitraire. Ce travail a fait I'objet d'un article publié
dans [54].
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Généralités

1-.l- Introduction

Ce chapitre est consacré à des rappels de définitions et de résultats clas-
siques sur la stabilité des systèmes en dimension infinie. On y trouve les résul-
tats principaux sur les semi-groupes d'opérateurs linéaires et leurs générateurs,
ainsi que quelques résultats d'existence et de régularité pour les problèmes
d'évolution (linéaires, et semi-linéaires). Nous rappelons également les défini-
tions relatives à la stabilité, (trajectoire, ensemble omega-limite..), ainsi que
le principe d'invariance de LaSalle, et ce dans le cadre général des systèmes
dynamiques. Nous présentons, ensuite, les résultats fondamentaux sur les dif-
férents types de stabilité pour les semi-groupes linéaires.

Nous terminons ce chapitre par un rappel de quelques résultats essentiels sur
la stabilisation des systèmes par retour d'état. On distinguera deux classes de
systèmes selon que l'opérateur de contrôle est borné ou non. Pour Ia première,
nous rappelons brièvement quelques résultats de stabilisation ainsi que le lien
entre la stabilisabilité et Ia contrôlabilité. Pour la seconde, nous rappelons
quelques résultats sur le placement de spectre.

On commence dtabord par rappeler quelques définitions concernant les
opérateurs non-bornés sur un espace de Banach.

L.2 Opérateurs non-bornés sur un Banach

Dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, X représente un espace de
Banach réel.
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Définition 1.1 : Un opérateurlinéaire dans X est un couple (DrA), où D
est un sous espace uectoriel de X, et A: D -+ X, est une application linéaire.
On d i t  que A estborné s i l lAul l  restebornépour toutudans{æ e D;  l l " l l  S t } .
Dans le cas contraire, on d,it que A est non-borné.

On appelle le graphe d,e A, Ie sous espl,ce uectoriel de X x X défini par:

G(A) :  {(r ,  a) e X x X,r e D(A);y :  Ar}.

L'opérateur A est dit fermé si son graphe est un fermé de X x X.

L.z.L Spectre et rêsolvante

Définition 1.2 : Soit un opérateur A: D(A) C X + X.
Soit As: ÀI - A pour À e C.
Si, À est tel que l'i.mage de As, noté R(A;), est dense dans X et que As possèile
un inuerse continu, on dit alors que À est un élérnent, de l'ensemble résoluant
de A,  dés igné par  p(A) ,  e t  on note R(^,A) :  (À1 -  A)- t .

o ^9i À / p(A), on dit que À est dans Ie spectre de A, noté o(A), et qui se
décompose en trois sous ensembles:

o P"(A): il conti,ent tous les À tels que As n'ait pas d''inuerse, c'est le spectre
ponctuel et ses éléments sont les aaleurs propres de A.

o C"(A): il contient tous les À pour lesquels As possède un 'inuerse d,e d,omai,ne
dense rnais qui n'est pas continu, c'est le spectre continu.

o R,(A): il conti,ent tous les À tels que As aie un inuerse dont le d,ornaine n'est
pas d,ense dans X, c'est le spectre résiduel.

Un cas très important est lorsque la résolvante R(À, A) est compacte, pour un
certain ^ e p(A), nous avons alors le théorème suivant:

Théorème 1.1 (t201) Soit A un opérateur fertné dans X tel que R(À, A) est
compacte, pour un certain ) e p(A). Alors le spectre ile A est discret et formé
un'i,quement ile ualeurs propres d,e multi,plicité f,nie. De plus, R(€, A) est com-
pacte pour tout € e p(A).
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L.2.2 Adjoint d'un opérateur

Dans ce sous-paragraphe, on suppose que X est un espace de Hilbert.

Si A est un opérateur linéaire dans X, de domaine dense, on définit A*,
I'opérateur adjoint de A par:

D(A") : {u€ X;1C <*/ l  1Au, ,u> lS Cl l " l l ;Vu€ D(A)} ,

et

\A* r ,u )x :  (u ,Au ) * ,  Vu  e  D(A* ) ,Vz  €  D(A) .

Il est à noter que A* est toujours fermé. De plus, D(A.), muni du produit
scalaire

( f  ,s )o6 'y :  f f ,g)x  + (A.  f  ,Ag)x,
est un espace de Hilbert.

1.3 Quelques rappels sur la théorie des semi-
groupes

Le but de cette section est de rappeler certaines définitions et résultats sur
les semi-groupes dtopérateurs bornés sur un espace de Banach ainsi que leurs
générateurs.

1-.3.1- Opérateurs m-dissipatif sur X

Définition 1.3 : Soi,t X un Banach, et A un opérateur li,néai.re dans X. A
est dit d,issi,patif s'il uéri.fie

llu - ÀAullx 2 ll"llx , Vu e D(A), VÀ > 0.

A est d,i,t m-di,ssi,patif si A est d,i,ssi,pati,f et pour tout À ) 0,, l'opérateur (I - ÀA)
est surjecti,f.
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Proposition 1.1 ([tS]): Soit A un opérateur (linéaire) dissipati,f d,ans X, les
propriétés suiuantes sont équiualentes:

i) A est m-di,ssipatif dans X

ii) 1^o > 0 tel que l'opérateur (I - )oA) est surjectif.

Dans le cas où X est un espace de Hilbert réel, on a la proposition suivante:

Proposition 1.2 ([15]): Soit X un espace ile Hilbert réel.
A est dissipatif si et seulement si (Au,,ul 3 0, pour tout u e D(A). De plus,
si, A est, m-d,issipati,f dans X, alors D(A) est dense dans X.

L.3.2 Semi-groupe d'opêrateurs linéaires bornês sur un
Banach

Définition L.4 : Soit X un espace de Banach
Un semi-groupe d'opérateurs bornés sur X est une famille {7(t)}r>o d,'opérateurs
uéri.fiant:

ù f (t) est un opérateur borné de X ilans X pour tout t ) 0,

i i) r(t + s) : r(t)r@) Vs, r ) 0 et T(0) - Ix.

-Le semi,-groupe est dit fortement continu à l'origine (ou de classe Co ) si:

lirryT(t)æ: * Vr € X. (*)

-II est d,it contractant si:

l l " (r) l l4x)<1 vr>0,
où L(X) ilésigne l'ensernble des opérateurs bornés de X.

Remarque L Ia cond,ition (*) entraîne que, pour tout æ € X,
l'appli,cati,on T(.)r: [0, oo) ] X est continue.
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Définit ion 1.5 ;
de domaine D(A)

On appelle générateur
défini par:

infi,nitésimal de T(t), I'opérateur A

D(A):  {æ € x l  }#-TP=, er is te} ,

etpour reD(A) :

Ar:  l im
,a+0+

T(h)r  -  r
h

On a le théorème suivant:

Théorème L.2 ([32]). Soit
un espa,ce d,e Banach X, et
æo e D(A))  on a

{7(r)}r>o un semi-groupe d'opérateurs bornés sur
soit A son générateur infinitésimal. Pour tout

i)T(t)ts e D(A), Pour tout t ) o

iù #QQ)ro) :  AT(t)ro:  T(t)Azs,v,  > o

ii i) T(t)xs - to : f i  AT(s)æods

i,u) A est fermé, D(A) est partout dense dans X.

D'après le théorème précédent, si A est générateur infinitésimal d'un semi-
groupe C6 sur X alors A est fermé de domaine dense. Réciproquement, si A
est fermé de domaine dense, il existe des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'il engendre un semi-groupe sur X, elles sont données par les deux
théorèmes fondamentaux suivants.

Théorème 1.3 (Hille-Yosida)[92] : Soit A un opérateur fermé de ilomaine
dense. Une condi,tion nécessaire et sffisante pour que A engenilre un semi-
groupe {?(t)}r>o ile classe Co est qu'il eùste deux constantes réelles M et u
telles que:

V)> t r ;  ^ep(A) ,
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Théorème 1.4 (Lummer-Phillips)[32J : Soit A un opérateur de domaine dense
et m-dissipatif, alors A engendre un semi-groupe Co de contractions.

Comme corollaire de ce théorème, nous avons le résultat suivant:

Corollaire 1.1 Soi.t A un opérateur fermé de domaine dense. Si. A et A* sont
dissipatifs, alors A engendre un sem,i-groupe Cs de contractions.

Théorème 1.5 [32] Soi,ent H un espace de Hilbert et A un générateur in-
finitési,mal d'un semi-groupe T(t) tortement continu, alors T"(t) est aussi un
semi-groupe Cs d,e générateur A.

Enfin, le théorème suivant affirme qu'un générateur de semi-groupe perturbé
par un opérateur linéaire borné, est aussi générateur d'un semi-groupe.

l lB(À,  A) l lqx l  S  oM.- t  T t  :  I ,2 , . .'  ( ^  -u) "

ll?(t)llrrxl 1 Met'1 Vt > 0.
Dans ce cas, on o,

Théorème 1.6 ([32]. e76) Soi,t X
i,nfi,nitésirnal d,'un semi-groupe T (t)
Me't. Si B est un opérateur linéaire
infinitésimal d,'un semi,-groupe S(t)
114"@+Mllal)t.

un espn,ce de Banach et A un générateur
de classe Cs sur X, tel que llf (t)llz(xy (
borné d,ans X alors A* B est générateur

d,e classe Cs sur X, tel que lls(t)llr,1x1 1

1.3.3 Groupe d'opêrateurs bornés

Définition 1.6 ; Soit X un espace d,e Banach.
Un groupe Cs d'opérateurs bornés sur X est une famille {"(t)}r.n d,opérateurs
uérifi,ant:
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i) T(t) est un opérateur borné de X dans X, pour tout t €R

i i )  T(t  * s) :  r( t)r !)  Vs,, t  €.]R, et T(0) :  Ix.

ii, i)l im1-sT(t)r: r ,Vr € X.

ThéorèmeL.7 (Stone [32]): Soit H un espace d,e Hilbert, A est générateur
d'un groupe d'opérateurs unitaires sur H si et seulernent si A est anti-adjoint.

on rappelle q'un opérateur borné U défini sur un espace de Hilbert H est
unitaire si et seulement si U* : U-r.

13
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L.4 Problèmes d'évolution

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats standards concer-
nant l'existence et la régularité des solutions pour deux classes de problèmes
d'évolution.

I.4.L Cas linéaire

Considérons le problème de Cauchy suivant

(  * ( t ) :  Ax(t ) ,Vt  > o,
t  "  ( 1 .1 )
I r(o) - rs.

Le théorème suivant assure I'existence globale des solutions de ce problème
dans le cas où l'opérateur A est m-dissipatif.

Théorème L.8 (Hille-Yosida-Philli,ps [15]) : Soit X un Banach et A un
opérateur m-dissipatif dans X, de dornaine d,ense, alors il eùste un unique
semi-groupe de contractions {T(t)}r>o tel que:

Pour tout r € D(A),u(t) : f (t)r est l'uni,que solution du problème de Cauchy

[  "  
,  C([0,  oo),  D(A))  n C1([0,  æ),X),

1 
tf,l : Au(t),,v, > 0,

I  z(0) :  s.

(1 .2)

(1 .3)

I.4.2 Cas des problèmes semi-linêaires

Soit maintenant le problème semi-linéaire suivant

I r(rl : Au(t) + f (u(t),t),

I "(to) 
: Ltrot

où I'opérateur A est générateur infinitésimal d'un semi-groupe etA de classe Cs
sur I'espace de banach X et f , X x [ts, t1] -+ X une fonction donnée.
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Définition 1.7 Soi,t h ) to. Une fonction u | Ïto,trl -+ X est, une solution
faible de (1.3) surfts,t l si et seulement si f(u(.),.) e L'(lto,tt);X) et u(.)
satisfait la formule de la uariation d,e la constante

15

u(t) : e!-to)Auo + l',"rr-"lA 
y çuçs1, s1d". (1.4)

Définition 1.8 Une fonction u(.) : fts,ti -+ X est une solution forte (clas-
sique) de (1.3) surfts,,tll si et seulement si,u(.) est cont'i,nue surltsrtll, con-
t inû,ment différentiable surlto,t i ,u(t) e D(A) pourts <, < t1, et (1.1 est
satisfaite sur [ts, t 1].

Nous allons énoncer le résultat classique suivant qui assure l'existence et l'unicité
des solutions faibles de (1.3) dans le cas où f est lipschitzienne.

Thêorème 1.9 ([92], p18/) Soi,t f : X x [0, Tl + X une foncti,on cont'inue
en t sur [0,T1, uni,forrnément li,pschitzienne en u sur X. Si A est générateur
infinité,sirnal d'un semi,-grouyte Cs sur X, alors:
Pour chaque us € X , le problèrne (1.3) admet une uni,que solution faible u (.) €
C (lto,fh X). De plus, l'application us ) u(.) est Lipschi,tz continue de X dans
C(lto,r); X).

Remarque 2 Le fait que la foncti,on f soit uniformément lipschitzi,enne d,ans
le théorèrne précédent, assure I'eristence globale sur lts,Tl de la solution faible
d,e (1.3). Dans le cas où f est supposée seulement localement lipschitzienne
en u, uniformément en t sur tout interualle borné, on a la aersion locale du
théorème précédent.

Théorème L.10 ([92], p185) Soit f  :  X x [0,-) -+ X continue ent pour
t ) 0, uniforrnément lipschitzienne en t , sur tout interualle borné, et localement
li,pschi,tzienne en u. Si A est générateur i,nfi,nitésimal d'un semi,-groupe Cs sur
X, alors:
Pour chaquê us e X, il eni.ste Itrnt*o" ( oo, tel que le problème (1.3) (auec
to : 0) ailmet une solution fai.ble u(.) sur 10,,t^o,1. De plus, si, t^o, ( *oo
alors : lim1a1*o, ll"(t)llx : *oo.

Si un e C([to,t*o,)i X), sont des solutions faibles de(1.9) telles queu"(0) ] uo
quanil n -) *oo t1 ) tsy alors un -+ u dans C(ltortt);X) quanil n -* {oo,
où u est la solution unique de (1.9) satisfaisant u(0) - us.
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En pratique, pour montrer que les solutions de (1.3) sont globales, on montre
qutelles sont bornées.

D'autre part, Ie théorème précédent assure la continuité des solutions par rap-
port aux conditions initiales. En particulier, dans le cas où toutes les solutions
de (1.3) sont globales, la famille {S(r)}r>o d'applications définies sur X par
S(t)r : u(t),(u(t) étant la solution de (1.3) avec u(0) : r), définit un système
dynamique sur X (voir la définition au paragraphe suivant). Il est à noter que
cette propriété sera utile pour étudier le comportement des solutions de (1.3)
lorsque I tend vers I'infini.

Notons qu'en général, si la fonction f satisfait juste les conditions du théorème
(1.9) ou celles du théorème (1.10), la solution faible de (1.3) peut ne pas être
une solution classique. Le théorème suivant donne une condition suffisante qui
permet de conclure sur la régularité de la solution faible de (1.3).

Théorème 1.11 ([32], p1S7) Soit A un générateur infinitésimal d'un semi-
groupe Cs sur X. Si f : X x lR+ -+ X est conti.nû,ment di.fférentiable d,e
X x lt6,t1] dans X, alors la solution faible de (1.9) auêc us € D(A), est auss,i,
une solution classi,que de (1.3).

l-.5 Stabilité des systèmes dynamiques

Dans ce paragraphe, on va introduire les systèmes dynamiques et les notions
relatives à l'étude de leurs comportement asymptotique (trajectoires, ensemble
a.'-limite...) avant d'introduire la notion de fonction de Lyapunov et le principe
d'invariance qui est un outil commode pour étudier la stabilité de tels systèmes.

Définition 1.9 (Systèmes dynamiques/

Soi,t (Z,d) un espace metrique complet.
Un système dynami,que sur Z est, une farni,lle {^9(t)}r1s d'appli,cati.ons sur Z
telle que:

ù s(t) e c(2, z),
ii) s(0) : Id,
iii) S(t + s) : ^9(t) o ̂ 9(s) Vs, t 2 0,
i,u) Vz € Z , S(t)z € C([0, *æ), Z).
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Définition 1.10 fllajectoires, ensembles c..'-limite)

Pour tou tzeZ,

i) La courbe continue t -+ S(t)z est appelée trajectoire i,ssue de z

ii) l'ensentble w(z) = {y e Zlft" -+ +oo; S(t")z + y lorsque rz -+ foo}
est appelé ensemble u-limi,t de z.

Définition 1.11 (Stabilité,

o Un élément z e Z est dit point d'équilibre de {S(t)}r1s si

Vt  > 0,  S(t)z:  z.

o Si 0 est un point d'équil'ibre de {S(t)};s, alors on di,t que 0 est stable si

Ve  >0  lô>0  te lque  d (æ,0)<ô+d(S( t ) r ,O)< . ,  pour tou t  r>0 .

o Si d,e plus,

:6 > 0 tel que d(r,0) < ô =+ d(S(t)x,O) -+ 0 lorsque t -+ *oo,

alors I'origine est dit asymptotiquement stable.

On a la proposition suivante

Proposition 1.3 [15] Pour tout z € Z et pour tout t ] 0, on a

o  u(S( t )z ) :  u (z ) .

c S(t)(u(z)) co(z;. (u(z) est ili,t alors positiuement inuariant par S(t)).

Si d,e plus, UDsS(t)z est relatiuement compacte dans Z, alors

o S(t)(u(z)) : r(r) # 0. w(z) est dit alors inuariant par S(t)-

o u(z) est un compact connete i le Z et l imr-++oo d(S(t)zru(z)):9.

17
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1.5.1 Fonctions de Liapunov et principe d'invariance

Définition L.Lz [15J (Fonction de Lyapunov/

Une fonction Q e C(Z,R) est dite fonction ile Lyapunou pour {S(t)},>o It

o(S(t)z) < Q("), Yz € Z, V, > 0.

Théorème L.L2 [lSJPrincipe d'invariance de LaSalle

Soi,t Q une fonction d,e Liapunou pour {S(t)}èo, et soit z €. Z tel que
UDsS(t)z soit relati,uement compact dans Z. Alors
i,) c: limr-++- AQ(t)z) eri,stel
tt) O(y) : c,YA e w(z).
En particulier: Vy € u.t(z), V, > 0, O(S(r)g) : O(g).

l-.6 Stabilité des systèmes linéaires

Dans toute cette section, I'opérateur A est générateur infinitésimal d'un
semi-groupe S(t).
On va commencer par rappeler quelques résultats et définitions concernant la
stabilite des semi-groupes linéaires.

Définition 1.13 (Diffêrents types de stabilitê)

i) Le semi-groupe S(t) est dit fortement stable si, et seulement si

,If_ S(t)c : 0; Vr € X.

ii) Il est ilit exponentiellement, (ou uniformément) stable si

,IiL lls(t)l lr(x) :0,

ou, d,'une mani,ère équiualente, s'il edste deur const,antes M et a ) 0 telles
que

l ls(r)llrrx) 1 Me-ot.
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i,i,i) Enfi,n, on dit que le semi-groupe S(t) est faiblement, stable si

, !g(s(t)  r ,v)n :0,  Vr,v Ç X.

Pour la d,ernière défi,nition, H est supposé un espace de Hilbert et <,> son
produit scalai,re.

Il est bien connu que dans le cas où I'espace X est de dimension finie, nous
avons les équivalences suivantes

i) <a ii) e iii).

En revanche, lorsque I'espace X est de dimension infinie, seules les implications
suivantes sont vraies

i i )+ i )+ i i i ) .

En effet, il est possible de construire des exemples de systèmes fortement stable
sans l'être exponentielement (voir par exemple [18],[49].)

1-.6.1 Stabilitê forte

Dans le cas particulier où le système dynamique {S(r)}r>o est un semi-
groupe de contractions sur un espace de Banach X, pour établir que les tra-
jectoires sont précompactes dans X, il suffit de montrer qu'il existe un ) > 0
tel que la résolvante R(), A) soit compacte (ceci est vrai même pour les semi-
groupes de contractions non linéaires, à condition que 0 € Ê(A) (voir par exem-
ple le théorème 3 de [12]), et on montre dans ce cas que pour tout /s e D(A),
I'ensemblec.r-limite correspondant ar(/s) est contenu dans D(A), ce qui permet
de mieux le caractériser , en pa,rticulier, lorsqu'il existe une fonction de Lya-
punov difiérentiable. Le principe d'invariance de LaSalle s'énonce alors comme
suite:

Proposition 1.4 S'i,l eriste une fonction V telle que # 10 Ie long des tra-
jectoi,res d,e S(t), et un réel À ) 0 tel que la résoluante R(À, A) soit compacte.
Alors, pour tout ôo e X,
i)La trajectoi,re {S(t)(do)}r>o est précornpacte ilans X;
ii) Si Ôo e D(A), l'ensemble w(Ôo) est contenu ilans M,
où M est Ie plus granil sous ensernble inuariant de S : {ô e D(A)I#@(t)) :
0;  Vr>0)

19
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Remarque 3 En pratique, pour montrer que les soluti,ons conuergent, aers le
point d'équili,bre 0, on montre que I'ensemble M est réd,uit à {0}.

Outre cette approche, basée sur le principe dtinvariance, il existe une autre
approche relativement récente, et qui est basée sur l'analyse spectrale de
I'opérateur A.

Théorème 1.13 [19] Soit X un espace de Banach, et A générateur infi,nitési,-
rnal d'un semi-groupe etA de classe Co et uniformérnent borné sur X (i.e
ll"'oll"æ < M; Vt > 0.)
^9i fteÀ 1 0 pour tout ), e o(A), alors lirrrla*lletArlly : 0; Vc € X.
Réciproquernent, si etA est, forternent stable, alors i,l est uni,formément borné
el ffie(À) < 0, pour tout ) € a(A). De plus, seuls les élérnents d,u spectre
continu de A peuuent être imaginaires purs.

L.6.2 Stabilitê exponentielle (ou uniforme)

Dans cette section, on rappelle les résultats essentiels sur la stabilité uni-
forme d'un semi-groupe linéaire.

Rappelons tout d'abord que, dans le cas de la dimension finie, on peut car-
actériser la stabilité exponentielle d'un semi-groupe à I'aide du spectre de son
générateur infinitésimal: etA est exponentiellement stable si et seulement si

"o(A) 
: sup{fteÀ À e o(A)} ( 0. Cette condition, bien que nécessaire, ne

suffit pas en général pour avoir la stabilité exponentielle d'un semi-groupe en
dimension infinie (voir par exemple [18], [34]), néanmoins elle est nécessaire et
suffisante pour une classe de semi-groupes.

Définition L.t4 On appelle oril,re d,'un semi-groupe etA Ie nombre réel as(A)
défini par

an( A\ : , ' -  
ln(l let l l l r ' txl) 

.' t-++æ t

Par la théorie des semi-groupes [32], on montre que cds(A) ( *oo et as(A) S
wo(A), et dans le cas où ar6(A) est fini, on a le résultat suivant liant ars(A) et
la stabilité exponentielle du semi-groupe e'l ([3]).
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Proposition
alors

L5 [3] Soit etA un semi-groupe Cs, tel que ro(A) ( oo. On a

Ve ) 0, 1M"l ll"'oll"rn I M,6@or')t.

En particulier, si r,;e ( 0 on obtient la stabilité exponentielle du semi-groupe
avec un taux de décroissance qui ne peut être meilleur eue arsf.

Dans le cas où oo : e)ot la condition oe ( 0 entraîne la stabilité exponentielle
du semi-groupe. On retrouve alors la condition nécessaire et suffisante de
stabilité exponentielle en dimension finie.

Remarque   [3J Dans le cas où us(A) : -æ) on a

VN > 0; fMN > 0lll"'ollrr"l < MNe-N',,

et la stabilité erponentielle est ainsi établie.

Remarque 5 Pour conclure sur la stabilité erponentielle d'un .semi-groupe, i,l
sff i t  d, 'auoir l lS(t) l l"  I  I ,  pour un certain, > 0.

Dans ce qui suit, on énonce deux théorèmes fondamentaux pour montrer la
stabilité exponentielle d'un semi-groupe.

Théorème 1.14 [92] Soit A un générateur infinitésimal d'un semi-groupe

fortement continu f (t). Si pour un certain p, I S p 1 æ on a

r-
J" llT(t)rllPxçdt ( oo, Pourtout x € X.

Alors, il eni,ste deux constantes M ) | et p, > 0 telles que

l l"(t) l lr t" l  S M"-".

Le théorème précédent est souvent utilisé avec p: 2. On se ramène alors à
la recherche de multiplicateur de manière à avoir une bonne majoration de

llT(t)æ1121ç, pour t assez grand. Cependant, il n'est pas toujours évident de
trouver le bon multiplicateur (voir par exemple le système étudié dans [8]),
le théorème suivant dt à F.L.Huang ([18]) peut être utile dans certains cas,
surtout pour les problèmes de dimension un en espace (équation de poutres,
équation de thérmoélasticité, équation des ondes en dimension un,..), où le
calcul de la résolvante est pa,rfois relativement simple.

27
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Théorème 1.15 (tlSl) Soit etA un semi-groupe Cs sur un espace de Hilbert
H, tel que

tM >o;l l" 'ol lun< M (, > o).
Alors etA est exponent'i,ellement stable si et seulement si,

i) {iu - oo ( co < *oo} C p(A),

ii) 1Ms > 0; ll(i, - A)-'llun 1 Mo., Vcu € lR.

Pour finir cette section, on présente deux théorèmes de perturbation compacte,
I'un est dt à R. Triggiani, et I'autre à D.L .Russell. Ces théorèmes sont parfois
utiles pour montrer qu'un semi-groupe est uniformément stable ou pas.

Le premier théorème est parfois utile pour montrer la stabilité uniforme,
tandis que le deuxième est plutôt utilisé pour prouver la non stabilité uniforme.

Théorème 1.16 (R. Tbigsiani [a9]/:

Soit H un espace de Hilbert, et soi,t A un générateur i,nfinitésirnal d'un Cs
semi-groupe Sa(t) fortement stable. Soit B un opérateur conxpact de L(H) et
Se+B(t) le semi-groupe engendré par A+ B. Si SA+B(I) est erponentiellement
stable alors Sa(t) est erponentiellement stable.

Théorème t.LT (D.t. Russell  l   l :

Soit X un espace de Banach de di,mensi,on infinie, et soi,t C un générateur d'un
groupe fortement continu d'opérateurs bornés sur X.
Alors, il ne peut exister d'opérateurs li,néaires compacts Dr, Dz, de nombres
réels str ictement posit i fsTt,Tz et de réels 0 a 7t ( 1, 0 3lz <l tels que les
deux groupes S1(t) et S2(t) engendrés respectiuement par C * Dr, et C * Dz
s atisf o nt simultan ém ent

11,9,(r) l lrrx) ( 7r; t  2Tr,

llSz(t)llrrxt 3 tz; t S -Tz.

Ce théorème est utilisé, dans certains cas, pour prouver la non stabilité uni-
forme, de la manière suivante: étant donné A générateur d'un groupe d'opérateurs
bornés, et B un opérateur linéaire compact, pour montrer que le groupe

et
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Sd+B(t) engendré par A * B n'est pas uniformément stable, on exhibe un
opérateur linéaire compact B tel que

l l,sa+s (t) llr,(x) : ll se+r (-t) llrtxl,
et Ie théorème permet alors de conclure.

Par exemple, dans le cas où A est anti-adjoint (A - -A), on peut prendre
B : -B*, en efiet

l lSe+n(t) l l  :  l l^91n+al'(z)l l  :  l l ,S-1e-a.l(r) l l  :  l l^91n-r. l(-r) l l  :  l lSra+al(-t) l l ,Vt e
]R.

23



24 1. Généralités

L.7 Stabilisation

La stabilisation par retour d'état constitue l'un des principaux objectifs de
la théorie du contrôle. Dans cette section on présente quelques rappels des
définitions et principaux résultats concerna.nt ce problème.

Pour cela" considérons le svstème linéaire suivant

|  ô@: AôU) + Bu(t)

I orol :ôo€H, (1 .5 )

où I'opérateur A : D(A) + H est générateur infinitésimal d'un semi-groupe
Cs sur un espace de Hilbert H (espace des états), et B : U -+ H un opérateur
linéaire appelé opérateur de contrôle, U étant un espace de Hilbert (espace des
commandes). On distinguera deux classes de systèmes suivant que I'opérateur
B est borné (ce qui correspond au cas du contrôle distribué) ou non (ce qui
correspond au cas du contrôle local).

L.7.L Cas où I'opérateur de contrôle B est borné

Dêfinition 1.15 Considérons le systèrne (1.5) aaec B € L(U,H), ce système
est dit fai,blement (resp.fortement, erponentiellement) stabi,lisable, s'il eùste
F e L(H,,U) tel que le sem.i-groupe engendré par A+ BF est fai,blement,
(resp. fortement, enponentiellernent) stable.

Le problème de la stabilisation du système (1.5) (avec B e L(U,ÏI)) a fait
l'objet de plusieurs études qui ont donné des résultats intéressants. En général,
ces résultats se basent sur trois approches différentes.

- La première, utilise le résultat de la décomposition canonique des semi-
groupes de contractions dt à Nagy-Foias [31]. Cette méthode a permis d'obtenir
des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilisation faible du système
(1.5) dans le cas où le semi-groupe engendré par A est contractif, ( voir C.
Benchimol dans [ ].)

- La seconde approche, est basée sur la décomposition de l'espace des états,
moyennant celle du spectre du générateur A, dans le cas où le sous espace dans
lequel le semi-groupe restreint est exponentiellement stable est de codimension
finie (voir R. Triggiani dans (t501.)
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- La troisième approche, est basée sur le principe d'invariance de LaSalle
généralisé en dimension infinie, (voir J. M. Ball dans ([2]) et M. Slemrod dans
(t471)

Par ailleurs, le problème de stabilisabilité est lié à un autre problème celui de
la contrôlabilité

25

Dêfinition l.16 Le système (1.5) est
un interualle ltsrtll si, pour tout e )
commande admi.ssible u(t) e L2(to,tù

di,t approrimatiuement contrôlable sur
0, et (rs,rt) e H x H, i l  egiste une
telle que:

-  z l l l  (  e .l l$(tbts,u)

(ô(t,to,u) étant la solution d,e (1.5) corresponilante à ô(to): *o.)

-Le système est dit eractement contrôlable sur lto,trl si, e:0.

Remarque 6 Lorsque I'espace des états H est d,e dimension f.nie, on montre
que les ileux définitions précédentes coincid,ent.

En dimension finie, le système (1.5) est stabilisable par retour d'état si et
seulement si les modes instables du système sont contrôlables (ou encore (1.5)
contrôlable implique (1.5) stabilisable) de plus , le spectre du système en boucle
fermée peut être choisi arbitrairement. En dimension infi.nie, cette implication
n'est plus vraie en général (voir l'exemple donné dans [49] de système approx-
imativement contrôlable sans être stabilisable). En revanche, dans le cas de
semi-groupes de contractions, il a été démontré dans ([ ]) que le fait que les
modes instables du système soient contrôlables assure seulement la stabilisa-
tion faible de celui-ci.)

L.7.2 Cas où l'opérateur de contrôle B est non borné

Dans cette partie, l'espace de Hilbert H est supposé séparable.

La classe de systèmes décrite par l'équation (1.5) avec I'hypothèse B borné,
malgré son importance, présente quelques restrictions. En efiet, cette hy-
pothèse sur B suppose que le contrôle est du type distribué. Ce n'est pourtant
pas le cas pour la plupart des systèmes décrits par des E.D.P où, souvent, le
contrôle est appliqué sur la frontière d'un certain domaine ft (équation des
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plaques avec contrôle sur une partie de la frontière...) ou sur des points isolés
(équation d'une poutre contrôlée par une force ou par un moment appliqués
sur son extrémité libre, ou sur un de ses point intérieurs,..). Lu dynamique de
tels systèmes est alors modélisée par des équations de la forme (1.5) mais avec
B non borné.

Remarque 7 on di,ra que I'opérateur de contrôle B est non borné s'il eriste
un espo,ce de Hilbert V plus large que H (H dense dans V) tel que B soit un
opérateur borné de U dans V mai,s pas de U dans H.

Dans tout ce qui suit, on considère le cas de contrôle scalaire (t/ : IR).

l'opérateur B peut alors s'identifier à un élémentb e V appelé vecteur d'entrée.
Dans les applications, on a V : D'(A*), et dans ce cas, l'équation (1.5) prend
la forme suivante

(1 .6 )

et peut alors s'intérpreter comme une équation dans D'(A.).

En effet, rappelons que D(4.) est dense dans H (pour la norme de celui-ci),
et que H est dense dans D'(A*) pour la norme

ll" llo'r*l : 
rJJ1T,y ft#,

D'(A) étant le dual topologique de D(4.).

L'opérateur A se prolonge alors d'une manière unique à un opérateur Â €
L(H, D' (A-)) de la façon suivante.

(Âp,rho'fA)xD(A,): (g,A-rl t)u Yg € H, Vg e D(A-).

L'équation (1.6), qui est une équation dans D'(A*), peut, dans certains cas,
avoir des solutions dans H, notament lorsque l'entrée b est admissible dans le
sens suivant:

Définition 1.17 ([17],[16]) (Entrée admissible/
Soi,t le système (1.6) auec u e L!."10,*-).
L'entrée b est d,i,te ailmi,ssi,ble pour ce système si b €. D'(A*) et si .pour tout

I ô(t) : AôU) a bu(t)

t orol:ôoe H,
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T > 0, il existe une constante K7 > 0 (uniformément bomée pour T o,ssez
peti,t), telle que:

r'I

I  l(ô,S.(t)y)l 'o,1t 1,n1a1dt 3 tçTllyl l i ,  Vy e D(A.).
Jo

Dans ce cas, nous avons le théorème suivant qui assure I'existence des solutions
du système (1.6).

Théorème 1.18 ([17],[16]) Soit b une entrée admissible pour le système (1.6),
soi,t u e L2l\,Tl et no € H. Alors, pour tout T ) 0, le système (1.6) admet
une soluti,on uni,que r(t) dans C(l},Tl,,H) ilonnée par,

t ( t ) :  S( t )æs*  B( t )u ,

où B(t) € L(L2l\,fl; H) est l'opérateur li,néaire continu défi,ni de Ia manière
suiuante:

1t
Pour tout y e D(A*), (B(t)u,r) :  

Jo 
(b, S-(t - €)U) o,6\xo1n p(()d(.

Dans le cas général du système (1.6), il n'existe pas de résultats de stabilisation.
Cependant, lorsqu'on se restreint à un retour d'état, u(f), linéaire borné (i.e
u(t) : (*(t),hl; t € H), une autre approche de stabilisation a été développée,
c'est la stabilisation par placement de spectre.

L.7.3 Placement de spectre par feedback linéaire borné

Le problème de placement de spectre, par feedback linéaire borné, pour le
système (1.6) peut être formulé de la façon suivante:

Etant donnée une famille de complexes {p"}pr1 existe -t-il un élément h e H
tel que le système en boucle fermée

ù( t )  :  Aæ(t )  + b(r ( t ) ,  h) ,

ait exactement pour spectre ponctuel la famille {p"}?

Dans I'a,ffirmative, on dit que le système a son spectre assigné.
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L'idée est donc de chercher le retour d'état u(t) -_< .,h ) de façon à ce que le
spectre du système en boucle fermée soit purement ponctuel et à partie réelle
strictement négative. Or, ceci ne suffit pas, dans le cas général de la dimension
infinie, pour avoir la stabilité du système en boucle fermée. Néanmoins, la sta-
bilité exponentielle peut être assurée dans ce cas, à condition que les fonctions
propres du système contrôlé, forment une base de Riesz de H.

Nous rappelons ci-dessous la définition d'une base de Riesz.

Dêfinition 1.18 @ase de Riesz) Soit H un espace de Hilbert,.
Une famille {çn}nez, d'éléments de H est une base ile Riesz de H si tout élément
r de H peut s'écrire d'une manière unique sous la forrne r:Dnenfrkgk) auec

twr(D l*ol ') ' / '  S l l ' l ls S Mz(D l*rl ') ' / ' ,
kez ken

M1 et M2 étant deuæ constantes strictement positiues.

Dans le cas de la dimension finie, le problème de placement de spectre a été
étudié par W. M. Wonham ([52]) qui a établi que la contrôlabilité exacte du
système est une condition nécessaire et suffisante, pour pouvoir placer arbi-
trairement le spectre du système par feedback.

Cete condition nécessaire et suffisante est-elle encore valable dans le
systèmes en dimension infinie?

Il est difficile de donner une réponse à cette question, dans le cas
Cependant, pour une classe de sytèmes, à spectre discret et à entrée
S.H. Sun dans ([48]) a donné une condition nécessaire et suffisante

,'-''5:l'< 
+-'

où ÀrrrrEly représente le spectre de I'opérateur A, unnEN la famille où on veut
placer le spectre et bn: (b,ôù + 0.

Ensuite, plusieurs généralisations de ce résultat ont été faites à d'autres classes
de systèmes. Nous reviendrons sur ce point, dans le chapitre IV.

cas des

général.
bornée,
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Stabilisation d'un objet à
structure flexible en rotation

2.L Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité, par feedback frontière local, d'un
système 'robjet rigide-structure flexiblerr en rotation (fig 2.1). Ce modèle a été
introduit par J. Baillieul et M. Levi [1] pour modéliser certains systèmes de
l'aérospatiale. Il est composé d'un disque au centre duquel est attachée une
structure flexible perpendiculairement au plan de celui-ci. Le disque tourne
librement autour de son axe et le mouvement de la structure flexible est alors
confiné dans un plan perpendiculaire à celui du disque. Le système total est
alors régi par une équation aux dérivées partielles non-linéairement couplée
avec une équation difiérentielle ordinaire.

L'objectif de ce travail est de chercher des lois de contrôle qui stabilisent
le système dans une configuration à une vitesse angulaire constante et à posi-
tion neutre pour la barre flexible. Afin de stabiliser ce système, on considère
un feedback de moment exercé sur le disque. Simultanément, sur I'extrémité
libre de la structure flexible, on applique soit un feedback de force, soit un
feedback de moment, soit les deux à la fois. On montre que dans tous les cas,
le système est stabilisable par loi de commande locale. Plus précisément, pour
toute vitesse angulaire donnée ar*, inférieure à une certaine constante (deter-
minée uniquement par les paramètres physiques du système), on propose une
loi de commande locale qui stabilise exponentiellement le système (mais pas
uniformément) de manière à ce que les vibrations de celui-ci soient suprimées
(structure fl.exible perpendiculaire au disque), et que le système total tourne
autour de son axe à la vitesse angulaire constante a.r*. Ce résultat sera prouvé
en utilisant le principe d'inva,riance de Lasalle, ainsi que certains résultats
connus de Chen ([7], [8]) et de F. Conrad-M. Pierre [10].
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30 2. Stabilisation d'un objet à structure flexible en rotation

Figure 2.1. système rigide-flexible

Il a été montré dans [1], qu'en présence de frottements structurels, le sys-
tème non contrôlé possède toujours un nombre fini de vitesses d'équilibres.
Après, Bloch et Titi [5] ont prouvé, pour un cas plus difficile de frottements
visqueux, I'existence d'une variété inertielle pour le système non contrôlé.

Xu et Baillieul dans [53], ont montré qu'en présence de frottements (visqueux
ou structurels), avec le seul contrôle du couple exercé sur le disque, il existe une
vitesse angulaire critique un;1 de stabilisation pour le système. Précisément,
dans ce cas il n'y a pas de loi de feedback stabilisante lorsque c.r" > r,.r",;1. Pour
r')* 1 rtnit, ils ont proposé une loi de feedback pour le contrôle du couple qui
stabilise exponentiellement le système.

Pour franchir cette vitesse critique un;1rXtt et Sallet [55] ont montré que
la stabilisation par feedback du système, pour toute vitesse angulaire o", est
possible, en ajoutant le contrôle de force sur la frontière libre de la structure
flexible. Cependant, le feedback qu'ils ont proposé n'est pas local, et donc
difficile à réaliser en pratique.

>

u

\-//

o



2.2. Iiquations du système et écriture opêrationnelle:

La stabilisation de certains systèmes similaires a fait I'objet de différentes
recherches ces dérnières années, voir par exemple I28]rl29l, [30]. En particulier,
dans [29], pour une configuration géométrique difiérente de la notre, l'auteur a
donné deux lois de commande (le contrôle du couple appliqué sur le disque et
le contrôle de force sur l'extrémité libre de la structure flexible) qui stabilisent
exponnentiellement le système pour c.r* assez petit. Le même auteur dans [30]
a considéré un modèle linéaire simplifié ( où seule l'équation de la structure
flexible est prise en compte) et a montré que ce système linéaire peut être sta-
bilisé asymptotiquement soit par un feedback de moment frontière, soit par un
feedback de force ponctuelle, soit par les deux à la fois. Cependant, la présence
de feedback de force a été nécessaire pour obtenir la stabilté exponentielle dans
les deux travaux [29] et [30].

Notre principale contribution est de montrer que le système (objet rigide
- structure flexible ) est exponentiellement stabilisable par feedback frontière
(force ou moment appliqués sur I'extrémité libre de la structure flexible), ceci
bien str avec le feedback du couple exercée sur le disque. Il est à noter que
les lois de feedback que nous proposons sont locales. Ceci est important, vu
l'intérrêt pratique que présente la stabilité exponentielle de tels systèmes.

A la différence de [53], on n'a pas montré I'existence de vitesse critique de
stabilisation dans notre cas. Cependant, les simulations numériques qu'on a
faites nous amènent à croire à ltexistence d'une telle vitesse.
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(2.r)

2.2 Equations du système et écriture opérationnelle:

Le système est modélisé par les équations suivantes:

puu * (El)urr,r:  pw2(t)u

u(0, t )=u, (0 , t )  :0

u, , ( l , r ) :  l t ( t )

urrr(Lrt) :  lz(r)

, i ,(  *\ _ | e(t) - 2w(t\(u, uù ûw\L) -w,

où Ia, EI et p désignent respectivement le moment d'inertie du disque, la
rigidité en flexion et la densité linéique de la structure flexible.
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c.r(t) étant La vitesse angulaire du disque à I'instant l.

u(r,,t) représente le déplacement latéral, à I'instant t, d'un point de la poutre
d'abscisse r.

f1(t) et f2(l) représentent respectivement Ia commande du moment et la com-
mande de la force appliqués à I'extrémité libre de la structure flexible.

f3(t) représente la commande du couple exercé sur le disque.

Pour simplifier, la longueur .L de la tige est choisie L : I.

Pour l'espace de phase du système, on considère l'espace de Hilbert Éel E :

E :  H3 x L2(0,1)  x  IR-  f /  x  IR,

où tr2(0,1) est I'espace des fonctions de carré sommable muni du produit
scalaire

< f ,9 )72: e lot f oa*.

IR désigne l'ensemble des nombres réels muni du produit scalaire usuel et Hff
est défini par:

Hi :  { f  eL2(o,r ) ; f  ,  f ' ,  . . . , f@) eL2(0,r ) ; / (o)  : / " (0)  -0} .

Hl sen muni du produit scalaire

$,s14: @I) [^t h's,"d'*'. J o

L'état du système à I'instant t sera décrit par deux fonctions u(.,t) et u1(.,,t)
définies par:

u ( . , t ) i n ,+u( r , t ) ,

ur(.,t):r)ftu@,t).
On note O(t )  :  (u( . , t ) ,u t ( . , t ) ) ' .



2.2. Equations du système et écriture opérationnelle:

Dêffnition 2.I- Etant donné ar" € IR, on iJi,t que la loi de commande, (ft,lr,lr)
stabi,lise globalernent le système (2.1) autours d'une posi,tion d'équilibre (0, 0, c,;") e
E, si pourtoute conilition initiale (Oo,ro)' appartenant à un certain sous en-
semble d,ense de E , le système (2.1) bouclé par cette loi de command,e admet
une soluti .on uni4ue (O(.), r(.)) '  € C([0, *æ), E) tel le que: l imla+* l l(O(t), ,(t)-
o. ) '116:0 .

Afin de stabiliser le système (2.t), on propose les lois de commande suivantes:

f r ( r )  :  - au6 (L . , t ) ;  a )0

f2 ( r )  :  Bu1( l , t ) ;  p>0

f3( r )  :  - t@-r " ) ;  7>0

(2.2)

Avec a2 + p' + 0.

Remarque 8 Cette hypothèse assure la présence d'au moins I'une d,es d,eur
comrnandæ snr l'eatrémité libre d,e la structure fl,ecible.

Posons O(t) : (Ot(t), Or(r)), le système bouclé peut alors s'écrire:

33

I 
r,,, : Ao(,) * ( ,,1,10r,(,) )I

I
[nt" :- '

où l'opérateur A est défini par :

(2.3)

I  o 1\
A:|.-JiL{" o),

De domaine

D(A):{( [), H! x H!,t;:li]f:t;[] = S ]
Notons, tout d'abord, que I'opérateur A est générateur infinitésimal d'un semi-
groupe Co de contractions exponentiellement stable ([7], [8]).
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Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant:

Théorème 2.1 Supposons que a2 + P' + 0. Alors pour toute uitesse angu-
laire lu*l < \Fil lp, le système bouclé (2.3) est globalement stable. Plus
précisément, pour chaque condition initiale (Oo, ro)' e D(A) x R", la solu-
tion (Q(t),.(t) - u*) ile (2.3) tend erponentiellernent uers zéro dans E quand
, -+ +oo.

Remarque 9 Physi,quement, le théorème (1.1) si,gnifie que Ie feedback (2.2)
suppri,me les ui,brations de la stracture fierible tout en maintenant le système
global en rotation à la ui,tesse angulai,re constante a*.

2.3 Existence globale des solutions:

Tout d'abord, les deux équations de (2.3) peuvent être écrites sous forme d'une
équation semi-linéaire dans I'espace de Hilbert E de la façon suivante

(2.4)

où I'opérateur linéaire A et l'application non linéaire Ç sont donnés respective.
ment par

Â :

d

dt (fii\) : ;'1,r + ç (o (t),,(t)),

0
u2Qt

-'y@ - t'.,*) - 2w(Q1,Qr) 
""w

(r 3),
et

Ç(A,w)

D'après [53], 9(O,ar) est contintment difiérentiable de E dans E, d'autre part,
A est générateur d'un semi-groupe sur E, en utilisant le théorème (I.10) du

: (

)



2.3. Existence globale des solutions: 35

chapitre I, on peut donc conclure à I'existence des solutions faibles de (2.8),
ona :

Pour toute condition initiale (Oo,ro)' e E, iI existe ? > 0 (dépendant de
(ôo,uo)'),  i l  existe une solution faible unique (O(t),r(t)) '€ C([0,?);E) de
(2.8) et qui est donnée par la formule de la variation de la constante [32]:

( :[ , ]  ):un( Ï ) 
+ lo' "aa-e)e(o(s),,(0)d€.

Pour montrer que les solutions de (2.8) existent globalement sur [0, +oo), on
considère la fonction de Lyapunov 7 : E -+ lR définie par :

v(e,u) : f, (trt, 
- r*)'* (, - r\' Io pu2d,æ + fr' ler? + E ru2",l d.x - u*2 lo' oura*) .

Tout d'abord, nous allons montrer que la fonction V est coercive. 
Q5)

Soit z e H3, on a I'inégalité suivante

ll4l7 < |1,,,113. (2.6)
En effet, z est donné par:

z(r): Io'@ 
- €)"ee6)d€.

En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

l r (*) l '
13  rL

Après intégration, on a I'inégalité (2.6).

On en déduit la minoration suivante pour la fonction V:

1v(e,u) > |ro{,-,\'+f,,fo' ,u?a*+T l"'lr, -,*),u, + (Er - #rt,]o*.
(2.7)
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Si la condition du Théorème (1.1) est satisfaite, i.e, la;.1 < tfnlnt)/p, alors le
membrede droite de I'inégalitê(2.7) est strictement positif pour tout (Qo,ro)' I
0, ce qui prouve que V est coercive.

Nous avons le résultat suivant:

Lemme 2.L Pour tout (Qs,,oo) e 11 x lR, la solution(O(r), u(t)) existe glob-
alernent et est bornée.

Preuve

Il est facile de vérifier que pour tout (Oo,,ro) e D(A) x IR,

;t/

ff{a{t),u(t)) 
: -t@U) - ,") ' - (EI) lau2,,(t,t) + pu?(\ ,)] < 0, v, > 0(2.8)

Donc pour tout (Oo,ro) e D(A) x IR, la solution (ô(t),ar(t)) (qui est une
solution classique) existe globalement et est bornée.

En fait, grâce au même théorème (I.10), le résultat reste vrai pour toute con-
dition initiale dans fI x IR.

Définition 2.2 Pour tout (Qs,cuo) e D(A) x IR on définit:

o I'orbi,te positi,ue O*(Qo,ws) issue de (Qsrus) par:

O* (Qo,ro)  :  { (O(r ) ,  cr ( t ) ) r2o} ,

o L'ensemble uJirnite f+(Os, ,o) ( éuentuellement uid,e) par :

f*(Oo,ro) :  {rb e n ; i r t ,  I  (O(r, ,) ,  u(t ,)) t"$ çtt .

On va maintenant énnoncer un lemme qui nous sera utile par la suite.
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Lernme 2.2 Soit g(t) une foncti.on Cr ilefinie sur 10,,1æ) telle que g €
tr'[0,+-) . Si la fonction g(t) ainsi que s0, deri,uée g'(t) sont bornées sur
10,+æ), alors

,Iru sU) :0.

Ce lemme entraîne le lemme suivant:

Lemme 2.3 Pour tout (Qs,c.ro) e D(A) x R., I'orbite positi,ae (?*(Oo, ws) est
précompacte dans E; d,e plus la solution ( classique) de (2.9) sati,sfait

lim ar(t) : s1*.
t-f+oo

Preuve
Soit

B:(g g).
\  1  0  ) '

La solution du sous système de (2.3) peut être écrite sous la forme

O(r) :  e 'AQo* 
Io'  

,"(€)"U-e)a9çç({))d{,

où etA est le semi-groupe (exponentiellement stable) engendré par A.

Posons maintenant h(t) : u2(t)BQ(t), étant donné que la trajectoire {(O(r), @(r))}r>o
est bornée dans E et vu que I'injection canonique f : H! + L2 est compacte,
I'image de â est donc contenue dans un compact de E.

le lemme suivant dt à Weeb permet alors de conclure que la trajectoire est
précompacte dans E.

Lemme 2.4 (G.F. Weeb)(".T. [t5] .p90 ) Soi,t X un Banach réel etT(t) un
semi-groupe Co- sur X exponenti,ellement stable, i.e., llT(t)ll.f"l < M"-o',
pour certains M, o ) 0, et pour tout t, 2 0. Etant donnée h e tr-(lR+ ,X) et
un cornpact K d,e X tels que h(t) € K p.p szr IR+, alors pour chaque g € X,
la foncti,on Â : lR+ + X def,nie par:

^(r) : r(t)ç + [' rçr1nQ - s)ds
Jo

adrnet son 'image ̂(R*) précompacte dans X.
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Pour tout (Oo,aro) e D(A) x IR, I'ensemble c..'-limite f*(Oo,c.rs) est donc non
vide.

De la relation (2.8), on déduit que lafonction y(O(r),cu(t)) est décroissante
donc converge vers une certaine constante / ) 0 quand t -+ *oo; dtautre part,
I'intégrale Â+-(r(t) -r*)'dt est convergente et comme la solution (O(r),r(r))
est bornée dans E et u(t) satisfait (2.3),le lemme (1.2) permet de conclure que:

lim a.r(t) : u)*.
t-++oo

2.4 Stabilité uniforme d'un sous-système:

Dans cette section, on considère le système linéaire suivant qui est un sous-
système du système (2.3);

puu* (E I )u , " , " -  pu*2u

z(0,  t )  :  u , (0 , t )  :  0

u ' , ( I r t ) :  -aut , (L , t )

u, , , ( I , t ) :  Bu{ l , t )
Os :  (z( . ,0) ,  r r ( . ,0) ) '  e  D(A) .

(2.e)

On va montrer que ce système est exponentiellement stable dans f/.

Notons que le système ci- dessus avec (r* : 0 représente les vibrations d'une
tige suivant le modèle d'Euler-Bernoulli, la stabilité d'un tel système a été
établie par F. Conrad et M. Pierre dans ([10]), la même idée de démonstration
peut être développée pour montrer le résultat suivant:

Théorème2.2 Sous les cond,itions du théorème (1.1), Le système (2.9) est
erp o n enti ell em ent stabl e.

La preuve de ce théorème sera faite en plusieurs étapes, tout d'abord, on
va établir que les solutions de (2.9) définissent un semi-groupe de contrac-
tions sur I1 (muni d'une norme adéquate), ce qui nous permettera de carac-
tériser I'ensemble c,.,r-limite puis d'établir la stabilité forte , enfin la stabilité
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exponentielle sera une conséquence du théorème de perturbation compacte de
R.Trigiani cité dans le chapitre I [49].

l-propriété de semi-groupe de contraction

Tout d'abord, le système (2.9) peut être écrit sous la forme opérationnelle
suivante:

o(r )  :  ALo( t ) ,  o(0)  :60.

Preuve

Définissons sur I/ une nouvelle norme notée ll.ll,* pu.

l ld(r) l l :  :  v(au),,") : l lo(r) l l?, -,. ' ;1o,1r;;;f , .

En raison de I'inégalitê (2.7), il est clair que sous I'hypothèse l,^r.l <
ceci définit bien une norme équivalente à celle de H.

Notons que lldll: est obtenu en posant w(t) : u;* dans I'expression (2.5) (à une
constante près).

l'opérateut A1: A+ u*28 où ,B est }'opérateur linéaire borné de f1 dans I/
déjà défini, A1 est donc obtenu par une perturbation linéaire bornée de A qui,
lui même, est générateur inflnitésimal d'un semigroupe Cs sur I/ noté e'At (l7h

[8]), le théorème (I.6) permet de dire qu'il en est de même pour l'opérateur
41.

La contraction vient du fait qu" $1;lO(t)ll?) < 0le long des solutions classiques

39

où ,4'1 est défini par:

(  o 1\' ':l+#*u*2 o),
Avec:

D(A,): {( i ), rr x Ht :';:!ilf:t;[] = S ]
On a le lemme suivant:

Lemme 2.5 L'opérateur A1 est générateur d,'un sem'i,-groupe Co ile contrac-
tions sur H.

L2EI lp,

de (2.e).
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2-stabilité forte

On va montrer que liml--'- ll"tÀ'doll. : 0; Vôo e H.

Comme D(Ar) est dense dans H, il suffit de prendre ôo e D(A1).

D'après le principe d'invariance de Lasalle (theoreme l.I2), pour tout Oo €
D(A1), on a

- f+(oo)  l0 ;

-f*(oo) c D(A1);

1lé(t)l l . est constante dans f+(Q6).

Montrons que f+(/s) : {0}.

Soi t  a lors éo e f+14o) c-D(Ar) ,  et  soi t  ôQ):  ( t t ( . , t ) , t t r ( . , t ) ) : :  e 'A,6o, la
solution de (2.9) issue de /s.

D'après (2.8), on a

d , ,
Trrlô(t)l l?) 

: -2EI laal,(,t) + pilL?(r,r)] :

Ainsi,
Si a : 0, alors û{L,t) = 0,

s i  B :0,  a lors û+,(L, t )  :  0.

Remarque lO Dans le cas où a f 0 et B f 0, le résultat se déiluit d,es deuæ
cas précédents.

On va traiter le cas 0 :0, (le cas o : 0 se traite de la même manière).

casB-0 :

La fonction ù,(n,t) vérifie alors Ie système suivant
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Pûu*(EI )ù , , , , -  pa*2û

ï r1 (0 , t ) :û , , (0 , t )  :0

ù, , ( I , t )  :  ù, , r ( I ,  t )  :  0

t t t , (L, t )  :  0
ôe  :  (û ( . ,0 ) ,û r ( . ,0 ) ) ,e  f * (oo) .

(2.10)

On a la proposition suivante

Proposition 2.1 La seule solution du système (2.10) est la solution nulle.

preuve

Sur I'espace L2(0,1), on introduit l'opérateur Bs de domaine D(Bo) definis
par :

n EI  A4 x2rD o :  
p  A æ 4 _ u  

r , ,

D(Bo):  { /  .  HI  :  f , ,Q) :  T, , , ( r ) :  o] .

On a le lemme suivant

Lemme 2.6 L'opérateur Bs est maxi,mal monotone, auto-adjoint et à résoluante
compacte.

Preuve:(voir annexe)

Il existe donc une suite (g,,, p") de fonctions-valeurs propres de Bo telles que:

0  a  t t t  3  pz  3  . . .  S  l t "  3  l t n+ r . . .  (  - ,

I P" e D(Bo),
\ +;";,;;1L.'ç,: pnen. (2'11)

Pour des raisons de simplification, on choisit g,, telle que:

llpÀl'r, : I.

Les propriétés de Fn etpz, sont énoncées U.", * lemme ci-après:
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Lemme 2.7 Pour  tout  n  2I  on a:
i,) La ualeur propre p,n est si,mple
ii) La foncti,on propre gn est telle que ,p""G) + 0.

preuve: (voir [10].)

Considérons maintenant l'opérateur As défini par:

A':(+#*u*2 l)'
de domaine

Lemme 2.8 L'opérateur As a les propriétés suiuantes:
i,) La résoluante d,e Ao est compacte.
ii) Ao est générateur d,'un groupe d'isométries etAo sur H .
iii) Ao est anti-ad,joint.

Preuve:(voir annexe.)

Il découle du lemme précédent que le spectre de As est discret et imaginaire
pur, et que ses fonctions propres {1h"}"enforment une base de Riez de I'espace
H. On montre, de plus, que ctest une base orthonormée.

En effet, le spectre de Bo etant simple, il en est de même pour celui de As,
Ainsi la famille {?h"}"ez est orthogonale dans H.

D'autre part,

D(Ao):{( i ) 
."t x H! : ï,,çr1 : f',,(r): o 

}.

On a le lemme suivant:

À € "(Ao) * = ( [)  ,  D@o), A, (  , r)  :^ ( i )
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+  - ^?n :  Pn

* À+,. : IiJp'*

Soit r/" la fonction propre de Ao associée à ),r, on a alors:

,h+,:( ,* ' i ) ,
\v" 1'

Comme, ll4À'.7: l, on vérifie façilement, en utilisant (2.11), que

l l,hÀl?: r.

La famille $h"\"en est donc une base orthonormée de I'espace H.

On va maintenant utiliser ce résultat et le fait qlue û,6(7,t) : 0 pour montrer
qu" /1t; = o.

D'après ce qui précéde, tout élément éo e D(Ao) s'écrit d'une manière unique
sous la forme

6o: D c.th^i co : o,
n€'Z'

ainsi,

ô(t): 
" 'Aoôo: D cnet\ 'rbn,

nC'2,

avec c-n: cni .", $çt1 est réelle.

ér*+a*2r) 
:^(,

t +#+a*2T- À,r,

I j,l,;t(o) : r,'Q): T,"(t)

43

- o, Q.l2)

I gof : -^2r
I  l iô l : / , (o i  : f , , (L) : . ,ssr(L):o (2 '13)
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Si on pose cn : an I ibn,, alors c-,, : an - ibn
et comme

cn et ̂  n : (a n c o s yÇnt - b * s i n r/ 1.r *t) + i (b * co s t/-p "t 
I a ̂  s i n r/-1.t,t)

on a donc

ùt(',t) :2D(b*"osrÇnt a ansinlfp*t)ft, U)

et

ûtr(.,t) :2D@,cos1/-1t*t - bnsi,nl/-1-r'nt)9n, (ii)
n )O

où les séries (i) et (ii) convergent respectivement dans I/02 (muni de la nouvelle
norme) et dans ,L2.

On va maintenant montrer que la série (ii) converge dans .I/02 uniformément en
t .

Ene f fe t  / -  \
tq :2D",2r  anpn € H3 .*  (  :o  )  e  n(ao; .-  

\ u t l
D'autre part,, g, étant orthogonale dans H!, et llçÀl?r: p"llV"ll|: ?,
d'où

D "7p" 
( oo.

n21

Donc la série lnrs(ancosr/-1t,t)g, converge dans I/02 (uniformément en t).

Montrons qu'il en est de même pour f,,or6 (b"sin{lt"t)V".

Il suffit donc de montrer que

Db.'pn ( oo,
n)o

or
Ôo e D(As) =+ Ûo e D(Bo) è Boûo e L2

il vient,
D,,>o (Boîto,ç,122 < æ.

Comme

(Bot  o ,gn)z :  (ûo ,  Bog" )z :  Fn(û ' ,pn) r ,
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et

( û o , ç , ) ^ :  
b n  

-2 - 
rF;)

donc

(Boito, gnl z : b"r/ 1"",,

Ceci entralne

Db*'p^ ( oo.
n)O

Et la série (ii) coverge uniformément en t dans H|Q,l).

Par continuité de la trace u -+ u,(l) dans .[102, on a:

ûtu(L,t) : 2 \(a^cos1/-1t'"t 
- b,sin 1/-1t,t)w"'Q, t1

n)O

: I a"'^.g",(1).
në'Z'

Comme

*I+('/t *, - tht"): *oo,

d'après les inégalités d'Ingham ([57]; p162 th5), on a

tT

J" t '?,(L,t)dt > t 
à1"*ç,,(r)lr,

pour une certaine constante C strictement positive.
Or

t r,(L, l)  :  0; V, > 0,

d'où

Comme p",(l) * 0;

Dlav" '1l) l ' :  o '
n€'Z'

Yn € Z, (d'après le lemme 2.2),, on a donc

e* :0 ;  Vn € .  Z .

vr>0.

45

trFinalement $(t7 : g
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3-stabilité uniforme

Maintenant qu'on a établi la stabilité forte du système (2.9),la stabilité expo-
nentielle est une conséquence du théorème de R. Triggiani (théorème I.16.)

En effet, I'opérateul At - A+a"28 est générateur d'un Cs semi-groupe ̂9a(t)
fortement stable, de plus I'opérateur B est compact et le semi-groupe engendré
par A est exponentiellement stable. D'où le résultat.

2.5 Stabilité du système initial

On va maintenant conclure à la stabilité du système de départ en utilisant
le lemme de Gronwall qu'on va rappeler ci-dessous:

Lemme 2.9 (Gronwall) SoitT t 0,À e ,[1(0,7),) > 0 p.p et C > 0. Soit

p e L*(0,7),p) 0 p.p. ,  te l  que: pO) < C + [ '  ) (s)g(s)ds,  pour presque
J O

t ou t t  €  ( 0 , f ) .
Alors on a

9Q) < ceÏt{")a" '
pour presque tout t e (0,7).

Soit maintenant T ) 0,,la solution de la première équation de (2.3) est donnée
par

O(t) :  eft-r)(A+,"8)O(?) + [ '  .A-"1(A+,'28)(u2(r) - w*2)Be(r)d,r ,Jr

pou r tou t  t >7 .

Or, le terme (r'(r) - ,*') peut être rendu aussi petit que l'on veut en choi-
sissant T assez grand,

d'autre part

llet(A+,"2B\ llqa < M"-or,
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donc

ll""'ôQ)ll < M""llô(7)ll + eu l, urltft ltlo,

Comme la solution $(t) est bornée pour t ) 0, le lemme ci-dessus appliqué à
la fonction V(t) : ll""'ô(t)ll nous donne :

l l""'  ̂U)ll < M 
"" llô(T)lle'M 

(t-r )

D'où:

ll d(t) ll s M llÔg)\1e'Q 
-t) 

"'w 
u-r)

lld(t)ll < MllôQ)lle-e-eM)(t-r) w > r.
En choisissant e tel que (a - eM) ) 0), on a le résultat. tr

En revenant à la deuxième équation de (2.3), on peut montrer d'une façon
analogue que le terme (r(")-cu.) tend aussi exponentiellement vers zéro quand
t -+ *oo.

En effet.

ù(t) :
- t @ (t) - r" ) - 2u (t) (o t(t), o 2(t)) L,

/a + llo,(t)l l?,
: -f,r,al -,.) +t @ (t) - r. ) | | d' ( t )l l7 - 2 I aw (t) (a 1 (t), o 2(t)) L,

Ia(Ia I l lo'(t) l l?,)

D'où

(r(T) - a,*)
-€) /?(,(() - r")lld'(€)ll3 - 2lau($$1(0, or(()) L2\.,.

\  / "ç

47

l ld(r)l l  S Me-o(t- ' l l lO(r)l l  * eM l ' "-"a-olld(()l ld(
ce qui entraîne

u( t ) -w*  :  e -L 'o$- t )

+ [' "--rt'JT
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On a donc l'estimation suivante:

la.l(t) - ar.l

+ f' "-+v-',(frtUfel - c.,.l) + Slo,(0lll lo,(e)ll)d(

Or
| | o' (0 I | | | o, (0 | | s | | o (0 | 1"" 3 ( M llôQ)ll)2 e-2(a -eM)(Çr)

En multipliant les deux membres de l'inégalité précédente pu, 
"1;', 

on établi
facilement qu'il existe deux constantes strictement positives M* et o* telles que

lr(t) -t,r-l < 114*"-a'(t-r).

tr
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2.6 Simulations numériques

Cette section est consacrée à l'étude numérique du système. Dans un pre-
mier temps, on va étudier le sous-système (2.9), celui-ci sera donc discrétisé
moyennant la méthode des eléments finis

On commence tout d'abord par décrire la méthode:

On subdivise l'intervalle [0,1] en N intervalles l*0,*n+t] de longueur h, (æ; :

ih; Nh: 1). Sur chaque noeud r;, les inconnues sont z; et Ôu; qui représentent
respectivement les valeurs approchées de u et de sa dérivée au point r;.

Rappelons que les fonctions d'interpolation cubiques d'Hermite sur l'intervalle

[0,1] sont données par:

pour  {  €  [0 ,1] .

Sur I'intervalle [z;, r+tfr les fonctions d'interpolation cubiques d'Hermite sont
notées

Ni(r), Nâ(*), l /â(r), Nâ(*),

et sont obtenues respectivement à partir d" I/t(0, Nr(0, ffr(0,lfr(() par la
transfomation affine qui transforme [0,1] en [c;, æ+r].

Ainsi, la fonction u(.rt) est approchée de la manière suivante:

Pour  c  € l* ; , t ;+ t f , ,

u(r, t ) :  Ni@)ut( t )  + N|(r)ôu;( t )  + Ni(r)u;*r( t )+ Nl(æ)ôu;* ' ( t ) .

Pour u € ln;-1ræ;1,

u(r, t) - Nf -1 (z) ua-'(t) + Ni-t (r) ôu;-1(t) + lùf- I (o ) uc (t ) + Nl-t (æ) ôu6(t).

A partir de ces fonctions, on construit les fonctions fri(r) ,Wt(*)ri: L,...N,
définies su [0,1], et vérifiant les deux premières conditions au bord de (2.9), à
savoir

49

I 
N'(€) : (€ - D',Qe + 1), nr,(() : ((€ - L)',,

l. Nr(6) : (r(3 -2€), /rrr(o : €2(( - 1), Q'r4)
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f i i(o) : ff i(o) : lrf,(o) :f i j ,(o):o vj:1.....t/.

Ces fonctions fri(c), wi(rr),'i: L,...ly' sont définies de la façon suivante:

Pour i :1 , . . . . I f -1 ,

( *â-t(*) si c € l*;-r,*;1,
fii(") : { ruî(") si c € f*;,*;*r),

I
[ 0, sinon.

[  
* i - '@) si  r  € l*;r ,*r] ,

W;(") : 1 M@) si r € l*r *+r1,,
I
[ 0, sinon.

pour i: ly',

fifl(,) : 
{ il*l*}.r.". 

r € rrv_1,',

u{(*) :  {  :e- : (æ) '  
Pour c € [c '7Y-1'  1] '

I u, slnon.

Ainsi, u(.rt) peut être approchée sur [0, 1], de la façon suivante:

u(æ,t) :  D Ni@)u1Q) +DNl@)ôu1(t) .
l =1  j = l

Notons  que  pou r  tou t  i : 1 , . . . 1 { ,  pou r  t ou t  j  + i -L ; i ; i t L ,

Ui@) est orthogonale à /t'i(CI) et a Nj(r), et que les fonctio". fii(") et Ni@)
(i : 1....N), sont linéairement indépendantes et forment ainsi une base de
l'espace d'interpolation V6de dimension 2N.

Reprenons la première équation de (2.9), en multipliant cette équation par
u e Vn et en intégrant entre 0 et 1, on obtient

1r EI rr - . . ,o fr EI
I u6u dr |  - I  u.,,u 

",dt 
-r* '  I  uu dæa-J(au1,(L,t)u,(I) * Bur(l ,  t)u (t ;  ;  :  g.

r o  pJo  Jo  p
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En prenant successivement pour v, chacun des 2N éléments de la base des fonc-

tions d'interpolation, on aboutit à un système de 2N équations à 2N inconnues
de la forme suivante

51

(2.r5)

U2N(t) :

ur(t)

uru(t)
0u{t)

ôu1,7(t)

Les matrices MrK sont symétriques, tridiagonales par bloc, et la matrice C
est une matrice diagonale.

Calcul de la matrice de masse M, de la matrice de rigidité K, et de
la matrice C

La matrice M est donnée par:

.f2 ,1
Ut fr;Uzx + C fruzN t K(J2x1 : Q,

où Ie vectew U2yQ) est donné par

ffi: Y'::),
ou

7 0 u
26
35
I
70

0

0 il26' 3 5

0 ,o9

Mn:  h
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Mn-Mrr -h '

0

0

Mzz :  h3

0

et

0

0
n -13

420
13 -11
420 2rO

n -13
' 420
13
420

0 ' . .

0  . . .

0
:

0
p - 1
- 140

- 1  I
140 Los

2
105
- 1
140

0

0

Ia matrice K est donnée par

EIu :  
;k 

- ,*"M,

où la matrice k est telle que:

(i,: i::),

krr: #

24
-12

0

;

. tÀ
A A

-12

0

0
-12

L2
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'l

Kn:  Kr r :  
h "

et

u,,: Il o ". o
:  " .  8  2

0 . . .  0  2  4

Les coefficients de la matrice C sont telles que

C(N, lû)  :  UB,  C(2N,2N) :  E!o,  
C( i ,  j ) :  s  V( i ,  j )É { (N,  N) ;  (2 l r ,2N)} .'  p "  p

On a donc à résoudre l'équation différentielle dans IR2N dont I'inconnue est le
vecteur UrN(t).

En posant , V : Ùzr,r et ô: ( 1, ) , I'équation (2.15) s'écrit:
\v /

ôQ): ( -i-,u -'fr"Lr) ool : Lô(t). (2.16)

Comme méthode numérique d'intégration, nous avons utilisé celle de Runge.
Kutta ( ODE45> du logiciel MATLAB.

on intègre alors le système (2.16), puis on trace la fonction E(t) : +lld(t)ll3
qui représente l'énergie du système (2.15) et qui est donnée par

E(t) : f,çrr'*, + (Er)vt K(J - pa*2v, *u).
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Les résultats sont présentés sur les figures
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Figure 2.2. L'énergie du systèm€, .flf : 4, EI : 1, p : 3, ûr* : I, or : I,
0: l

Comme condition initiale, on a pris u(r,0) : 1212, u1(r,0) : Q.

Spectre approché du sous-système

L'étape suivante consiste à étudier le spectre du système discrétisé (2.16), le
but étant de voir si la condition c.r* a ,H est optimale pour la stabilité.

On effectue alors une série de calculs où, à chaque fois, on fixe les conditions
initiales. les paramètres 81. o. a et6. puis pour différentes valeurs de c.r*
(r" < tH, ,* : J@,' ,i, tlry ), on'trace le spectre de la matrice
L dans le plan, les résultats sont regroupés sur les figures.

Dô
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Figure 2.3. spectre de A, N :20, EI : 1, p : 3, u)* : I, e. : l , 0 : L
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1 . 5
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Ë
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-1
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parties reelles

Figure  2 .4 .  spec t re  de  A,  N :20 ,  E I  :1 , ,  p :3 ,  û r *  :  2 ,  e , :  I ,  9 :  I
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x 1oa
1 . 5

at,
o
at
c'6,

.Ëo
o
o
E
oo-

-1

-0.5

-1 .5
-10 -B -6 4 -2 

p"rt i""or""l l""2 
4 6 I 10

Figure 2.5. spectre de A pour, ly'  - 20, EI : 7,, p :3, û.)* :  10, c : l ,  I  :  I

Commentaire des résultats

Au vu de ces simulations, on constate que

l-Les lois de commande stabilisent le sous-système (2.9) pour c.r* a ,Æ,
(l'énergie décroit très vite vers zéro).

2-Le spectre approché du sous-système (2.9) est situé dans la partie gauche

du plan complexe; dès que w* > tÆ, on commence à avoir des valeurs
du spectre sur le demi-plan à droite du plan complexe. Le sous-système n'est
donc plus stable.

xI

x
ç

x
x
x
x
x
x
xxxx'x-

' x x

- - r

s
x x-x

x
x
x
X
x
x
x
x
x

X



2.7. Remarques et conclusion

2.7 Remarques et conclusion

Remarque LL Comrrùencons par rernl,rquer que Ia décroissance, bien qu'erponentielle,
n'est pas uniforme et dépond, des conditions ini,ti,ales.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une loi de commande stabilisante
locale, pour le système formé par une structure flexible attachée à un disque
en rotation. On a montré que, pour toute vitesse angulaire donnée w* <

@EI I prle système est exponentiellement stable vers une position d'équilibre
dès lors que l'un des deux feedback proposés (force ou moment) est appliqué
sur l'extrémité libre de la structure flexible, en même temps que le feedback
du couple exercé sur le disque. Notre résultat améliore ceux existants dans

[28] et [29], vu l'intérêt pratique que présente la stabilité exponentielle de tels
systèmes par des feedback simples.

Il a étè noté dans [30], que l'on pourrait accroitre la valeur de c.r" en utilisant
des feedback frontières.
Malgrés que I'on n'a pas montré que le système bouclé (2.3) n'est pas asymp-
totiquement stable, pour cu* supérieur à une certaine valeur, les simulations
numériques qu'on a faites sur le sous-système (2.9) nous poussent à croire qu'il
existe une valeur critique cer"";1 au-delà de laquelle le système bouclé (2.3) ne
serait donc pas stable.

Notre travail donne un apperçu pour caractériset ucràt (r*æ 2 ,@1,, "t
présente une méthode pour montrer Ia stabilité du système (2.3) pour lc.r*l <
@c,ri,t..

Enfin, une autre approche est présentée en Annexe pour montrer la stabilité du
sous-système (2.9); elle consiste à montrer que ce système restreint à l'ensemble
f+(Oo) est exactement observable pour un temps T assez grand. Ceci est
établi par la technique des multiplicateurs mais sous I'hypothèse plus restreinte:

B+0etu*.r|ry.

59
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2.8 Annexes

preuve du lemme 1.6

1-Bo est maximal-monotone

i) Monotonie de Bo:

Ona

(Bop,,el r, : ,i# - ,*'e,e) 
"" 

ve e D(Bs)

- EI u'^ ll], - r"'llvll],-  
,  

l lvx '

. (T -Çtttr..l|>,,
d'aprés (2.6)
Donc Bs est monotone.

ii) Maximalité:

Il s'agit de montrer que ,R(/ 1 Bo) : L2.
Soit 9 e L", cherchons f e D@o) tel que Q + Ao17: n
/ vérifie donc

t %ryI-('*2r+y:n
\ !. ,ô*n .1, " '. . " (2.17)
[ /(0) : "f,(0) : f,,(t1 : f,,,(r) :0

Multiplions l'équation ci-dessus par p e H3 et intégrons entre 0 et 1, après
intégration par parties on a

fo' rro* - i lot f',e,,d,æ -,t*2 
lot rro*: fo' svd.* Ye e H!,, (2.18)

quton peut écrire sous la forme

aÎ,d : L(ç); Ye e Hl,
où la forme bilinéaire @(.,.) et la forme linéaire.[(.) sont dêfinis respectivement
par:
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a(u,u) - 
fo' urd,* - 

i fo' u,,r,,d,n -,r*2 
fo' urd,*,,

et

L(u): [ '  sud,*.
JO

Il est facile de vérifier que Ia forme bilinéaire o(.,.) est continue et coercive
sur f/02, et que la forme linéaire .L est continue sur .[/02, d'après le théorème de
Lax-Milgram, il existe un unique f dans .F/02 solution de (2.18).

En prenant V € C"-(0,1), on a

f  e H[(0,t); 
EJH - r* '  r * ï :  g p.p sur[0,1].' ' ' pds "

Compte tenu de (2.18), on a

f,,(I)ç'G) - f,,,1t1p(1) :0; Yç e H3.

Comme g,G) et g(1) sont arbitraires, on déduit

f , ,G) - f, , ,(I) :0,

ceci entraîne que I e nçAo1, et donc Bo est maximal.

2-Bs est auto-adjoint

L'opérateur Be est symétrique, c'est à dire

(Bop,thl :  (h,Bod Y9 {;  e D(Bo)

Donc Bo est autoadjoint.([6h p 113.)

3-Bo est à résolvante compacte

En effet, l'injection i: Ha + L2 étant compacte, il en est donc de même pour
i : D(Bs) 4 L2, et comme (1 - Bo)-t : H -+ D(Bo) est bornée donc elle est
compacte. tr

Preuve du lemme (1.8)

i) L'injection i : Ha x H2 -+ H2 x L2 êtant compacte , il en est donc de même
pour i : D(As) ) H, d'autrepart, I'application (I - Ao)-t: H + D(As) est
bornée donc elle est compacte.
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ii) Ao est générateur dtun groupe d'isométries sur H

Tout d'abord, on peut vérifier que

(Aoé,rhl*: -(ô, Aorhl"; Vô,th € D(Ao), (2.19)

en particulier

(Aog,p)*  :0 ;  V9 e D(As)

donc As est dissipatif.

Ae est maximal, en efiet:

/ _ \  / r \
Soi t  ( { ' ) .  H ;oncherche  (#  )  €D(Ao)  te lque

\ez  /  \ I z  /

/ / , \  _ /n,\( /_Ao) l
\h )-  \n )

( .r,-h \_/n,\
\T##-'*'T,*h):\;)

t TW-,*'f,+.ri: h*sz
{ r'(oi1 /,"(o) : rrc,(L) : f6,,(r) : o Q'20)
I
(  " f r :  f i -s t

Ceci revient à chercher fi dans D(Bo) tel que

(I + Bo)h: et * s2,

ce qui découle directement du fait que B0 est maximal.

L'opérateur As est m-dissipatif, il est donc générateur infinitésimal d'un semi-
groupe Co de contractions sur f/.

De la relation (2.19) on déduit que I'opérateur As est anti-adjoint.
Il en résulte que As est générateur d'un groupe d'isométries sur I/. (Th I.7) tr
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Autre démonstration

Dans cette partie, on propose une autre méthode pour montrer la stabilité
forte du sous-système (2.9),, moyénant un multiplicateur adéquat et utilisant
l'invariance de I'ensemble a.,'-limite l+(,/s,crrs), on montre la stabilité forte de

(2 .9)  pour  B+0 et t . r *  <  ,Æ

On considère le système observé suivant

putt * (E l)urrr, : pu)*2't1,,,

u(0, t ) :  u , (0 , t )  :  0 ,

u"r(L, t )  :  -ourr( I r t1,

u,,,(Irt) : Bu5(1,t)

( r ( . ,0 ) ,  r r ( . ,0 ) ) '  :  Oo €  D(A)

AQ)  :  C  (u ,u )  :  (u , t ( I , t ) ,u1( l , t ) ) '  e  L2 l \ ,T l  x  Lz l \ , ,T l

(2.2r)

où g(t) est la fonction d'observation, de norme

rT

llyllT: Er J" lau!,(r,t) + gu!(r,t)\dt.

Si la condition initiale do e D(A), il résulte de (2.8), pour tout T ) 0,

rT
E I I  lau?r,(r, t)  + Bu?r(r, t) ldt -  v (ôo,r") -v (ôQ),r*) < v (ôo,w.).  (2.22)

J o '

Rappelons ryev(g(t),u.,*) : Illô(t)ll'r-Ir*'llôt(t)ll?,, définit bien une norme
sur .[/ équivalente à celle déjà définie, il résulte donc de (2.22) que I'application
Iinéaire

C : D(A) C H + Lzl\ ,Tlx Lzl\ ,Tl

est continue et donc admet une unique extension sur tout ltespace 11.

Pour tout ô el*(ôo,c.rs), la fonction f(t) est donc bien définie sur ,L2[0,?] x
L2lo,Tl.

Notons aussi que, vu ltinvariance de l'ensemble c.r-limite, cette fonction est
identiquement nulle sur cette ensemble.
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64 2. Stabilisation d'un objet à structure flexible en rotation

Sous les conditions citées plus haut, on montre que le sous-système (2.21)
restreint à l'ensemble f+(/e,r,.rs) est exactement observable sur [0,7], pour ?
assez grand, c'est à dire :

Lemme 2,lO Supposons que B I 0 et a* < tÆ Alors, pour tout $s ç
f*(do, ws), i,l eyiste d,euc constantes To) 0 et Ks ) 0 telles que

llûll:% > KsV($s,a")' ( * ) .

Preuve:

Soit /s € D(A), et soit ôo el+(6o) ô@: G,(.,t), ir{I,t)) la solution corre-
spondante de (2.9).

Multiplions les deux membres de la premièreéquation dans (2.2I) par ût*(r,,t)
et intégrons par rapport à r et t, après intégrations par parties on a:

o, 
I"' û\G,t)dt * Tr' Io' ,?,(t,t)dt: o fo'l*a,,a,l\a*

*r l"' ll"' ea?{.,t)dn-r\Er Io' ù?,(*,t1aæ]at

+ E I I or lg û, rG, t) ir, (r, t) + rrtl, (r, t) û,t(1, t)l dt

-+ll"' ,'rr,ùd', - I, Io' r'(*,ùdædtf - Q.2s)

On établit les inégalités suivantes:
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1.1) llu,(,, t)ll'", S llu,,(., t)ll2L" I 2

' '  
u?(', t)dt '  <? [ '  W,,( ' , t) l l2r,dtI '2) J" - pro

1.3) le [il*","|Ta*l < K1V(Qs,u*)

r.4) u2(t, t)  : l l " '  , t  -  r)u,,(x,ùd*l '  S lr , ,( . , t) l l rr" lQp)
l r r  I

/.5) t, 
lJ" 

[0rr\,t)u'(r,t) * au"(r,t)u,1(r,t)) dtl

= t#P 
lo' ttu,,{., t)ll!, dt * gT wttî,

où, K1 et K2 sont deux constantes strictement positives.

Remarque !2dans I , i néga l i t é I . 3 )onau t i , l i sé l e fa i t queV(sQ) ,U* )>
V@Q),u*), et dans l ' i ,négali , té L5) on a uti l isé le fait  que 2labl3 ff  + 6'U'.

En utilisant ces estimations et l'inégalité de Cauchy dans (2.23),, on obtient

lh.@P]unr+
1 r T

-KrV(ôo,,r*) - '#nn+

Compte tenu du fait que ,t*2 < Y, oo peut choisft K2 assez grand tel que,

Q-# -  * l  )  0 ,  e t  comme V(Ô( t ) , u * ) :V (Ôo ,a . r * )  pou r  t ou t  t  >  0 ,  i t
existe alors une constante Ks ) 0 telle que

l+ *9e . r+1ilûlli > (K"r _ Kùv(gs,u-).
lzB'  2 '  ' -  r

tr
En choisissant ? assez large, on a (x).



66 2. Stabilisation d'un objet à structure flexible en rctation

Comme la fonction d'observation f (t) est identiquement nulle pour éo e f (6or @o)r
on en déduit que V(/s, u"):0 et donc do = 0.

L'ensemble c.;-limite f+(do,û.rs) est donc réduit à zêro.



3

Stabilisation uniforme d'un

' t111 ! 'ttrtrrr: 0

u(0 , t ) :  u , (0 ,1 )  :  0

rnuy(I , t )  -  u, , , ( l , t )  :  h( t )

J u"6(L, t )  + u, , ( I , t )  :  f2( t ) .

(3. 1)

système hybride: modèle SCOLE

3.1- Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilisation uniforme, par feedback frontière
d'un système hybride, qui est une variante du modèle SCOLE, introduit par
Littman et Markus [26] pour modéliser certaines structures de I'aérospatiale.
Il est composé d'une poutre flexible fixée, en I'une de ses extrémités libre, à
une antenne rigide de masse m, Itautre extrémité étant encastrée.

Les vibrations élastiques de la structure flexible sont régies par une équation
aux dérivées partielles (modèle d'Euler-Bernoulli), tandis que les oscillations de
l'antenne rigide sont régies par deux équations différentielles ordinaires (équa-
tions de Newton-Euler). Le système global est donc un système hybride dont
la dynamique est décrite par les équations suivantes:

u(æ,,t) représente le déplacement latéral, à l'instant t, d'un point de la poutre
d'abscisse c.
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68 3. Stabilisation uniforme d'un système hybride: modèle SCOLE

Les constantes m et J désignent respectivement la masse et le moment d'inertie
de l'antenne.

fi(t) et /2(l) représentent respectivement la force et le moment par lesquels
on contrôle le système (3.1).

L'objectif de ce travail est d'obtenir, dans le cas particulier J : 0,la stabili-
sation uniforme de (3.1) à l'aide du seul feedback de moment (Â(r) : 0).

RemarqueLB Dans Ie système (3.1), on a supposé que la densité linéique,
la rigidité en fl,eæion, ai,nsi que la longueur de la poutre sont égales à un.

Concernant le système (3.1), les résultats suivants ont déjà été établis dans la
littérature.

Dans leur article [26], Littman et Markus ont montré les résultats suivants:

Théorème 3.1 (Littman-Markus, [26]) Pour

(  t t ( t )  -  -au1( l , t )  +  bu6( l , t )

t ;; i t; : cut(r,t) - d,u1,(r,t), 
(3'2)

0,,b, c, d étant des constantes réelles tel les que:a, d) 0; 4ad> (b+ c)2,
le système (3.1) en boucle fermée est forternent stable.

Proposition 3.1 (Littman-Markus, [26]) Pour

t  rr@: -ut(r , t)

t rrttl : -ut,(r,t), (3.3)

le système (3.1) n'est pas uniformément stable.

D'autre part, B. Rao dans [35] a montré les résultats suivants:

Thêorème 3.2 (Rao, [35]) pour

(  f r@: -ôr ru( l  , t )  -  6pu,(1, r )  -  u1u1( ! , , t )  -  upu '1(r , t )  ,^
{  " - '

[  /r(t) :  -6zp(I,t) - 622u'(1' r) - u21u1(L,t) - u22us1(1, t),

où 6;i, u;i,, irj e {7,2} sont d,es constantes réelles quelconques. Le système
(3.1) en boucle fermée n'est pas uni,formément stable.
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Ce résultat a été montré en utilisant l'argument de perturbation compacte de
D. Russell cité dans le chapitre I ([44]). Le même auteur a établit, en utilisant
la technique des multiplicateurs, le théorème suivant:

Théorème 3.3 ( Rao, [35]) (Stabi,lisati.on uniforme par feedback d'ordre supérieur)
Pour

69

Enfin, M. Slemrod dans la7l a montré la stabilité forte avec ft(t) :0 et f2(t)
à priori borné. Ce dernier résultat a été amélioré par B. Rao dans ([36]) .

Cas part icul ier: J :0

Dans ce cas particulier, B. Rao [37] a traité le problème dans un cadre plus
général (plaques). Il a ainsi établi la stabilité uniforme, par la méthode des
multiplicateurs, en utilisant deux feedbacks frontière.

Récement, F. Conrad et O. Morgûl dans [9] se sont intéressés au problème
de stabilisation du système (3.1), dans le cas "I : 0, par le seul feedback
de force appliquée sur l'antenne m Ur(t) 

- 0). En utilisant la technique
des multiplicateurs, ils ont obtenu le résultat positif de stabilisation uniforme
suivant:

t  f t@: -u, '" t(r, t)

I rrttl : -u,,t(r,t),

le système (3.1) est uni,formément stable.

Théorème 3.4 (Conrad-Morgiil, [9])
pour

! frttl - -au1(r,t) + Bu,,,r(r,t)

t  f r t t l :0,  o)0,  P>0.
Le système (3.1) en boucle fermée est uniformément stable.

(3.5)

(3.6)

De plus, ils ont obtenu le taux optimal de décroissance de l'énergie, moyennant
une analyse spectrale, dans le cas particulier o: gl*.

Dans ce travail, on se propose d'étudier, dans le cas particulier (.r : 0), le
problème de stabilisation du système (3.1), par le seul feedback du moment
(/r(t) : 0). Nous obtenons la stabilisation uniforme, par une loi de commande
simple, en utilisant le théorème de Huang. Nous n'avons pari été capables
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d'obtenir ce résultat par la méthode des multiplicateurs.

Ce chapitre est organisé comme suit:

Au ($2), on donne les équations du système puis on détermine une loi de
commande pour laquelle le problème est bien posé au sens des semi-groupes de
contractions. Ensuite, au ($3), en utilisant le principe d'invariance de LaSalle
et un résultat d'unicité établi par Rao [38], on établit la stabilité forte du
système. Au ($a) on montre la stabilité uniforme. Enfin, au ($5), on termine
par quelques remarques et conclusion.

3.2 Le problème est bien posé

Dans ce paragraphe, on donne les équations du système puis la loi de com-
mande qui rend l'énergie dissipative, et on montre, par une technique standart,
que le système bouclé est bien posé au sens des semi-groupes de contractions.

Le système est décrit par les équations suivantes

ori /(t) est le contrôle du

t J , 6 ! t l , r r r r : 0

u(0 , l )  :u , (g , t )  :0

rnuil(Irt) - u,,,(I, t) : 0

u,,(Irt) : f (t),,

moment appliqué sur Ia masse m.

Remarque 14 Rernttquons que d,ans Ie système (9.7), on 0, un seul contrôle
(rnoment).

L'énergie mécanique totale du système est donnée par:

(3.7)

E (t) : 
f,{ | o' {u',,{n, t) * u! (x, t)) d,x + mu! (t, t)) .
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En calculant formellement la dérivée de E(t) le long des solutions classiques
de (3.7), puis en intégrant par parties, on obtient:

E{ t ) :  u tu ( I , t ) f  ( t ) .

On choisit alors:

7I

f ( t ) : - au1 " ( r , t ) ,  a )0 .

On a donc:

Er(t): -au2r,çt,t).

Le système (3.7) en boucle fermée s'écrit alors:

u6 ! t l,rrrr: 0

u(0 , t ) :u , (Q, t )  :0

rnuy(I,t) - u,,,(I, t) : 0,

u, , (Lr t ) :  -our,( l , t ) .

(3.8)

(3.e)

On note, pour tout n 2.2,

HtQ,1)  :  { /  €  H"(0,1) / / (0)  : . f " (0)  -  0} .

H3@r1) sera muni du produit scalaire suivant:

U,oln3: lo' f, 'a,,d'*'
Ltespace de phase est

H: Hï(o, r )  x  t r2(0,1)  x  IR,

muni du produit scalaire

7 l
((u, r, T), (û, 6, rù) n : J o 

(u,,t;,, ! uû)dr -l mqfi .

En posant O(t) :  (u(.,t),ut(., t), ,u1(L,t)) ' , le système en boucle fermée (3.9)
s'écrit sous la forme opérationnelle suivante

ô1t;: Ao(t), (3.10)
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où A est l'opérateur non borné défini par:

D(A):  { (u ,  u ,T)  €  HI  x  H!  xF, . f  u , , ( I )  *  ou"( r )  :0 , ,T:  u(1) ] ,

et
/ " \  (  u  \

A lu  l : l - I t r ccoo  l ,  pour tou t  (u , , r r r l ) ' eD(A) .

\r/ \"#l

Lemme 3.1 L'opérateur A est rn-d,issipatif.

Preuve:

L'opérateur A est dissipatif:

En effet, par un simple calcul on a

(  AO,Q )7 :  -au2" ( t )  5 .O , ,  VO:  (u ,u , ,n )  eD(A) .

Ltopêrateur A est maximal:

Soit (/ ,  g,B) e7{. I l  s 'agit de trouver (u,r,rt) eD(A) tel que

( I  -  A) (u ,u ,T) :  U,g ,0) .

Cette équation s'écrit comme suit:

(3 .1 )[ " -u: f ,
1 r + ' t t r o o o c : g t
[ ,? - ]u,,,çt1 : B.

[  " ,  
Hon(0,  1) ;  u  € f1o2(0,  1) ,

1 ",,(t) * ou,(l) : g,

[  ry :  u(1) .

En éliminant o dans la première équation de (3.1), on obtient:

(3.2)
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(  
" + l t a c o o : f  

+ g ,
I

)  " , , ( t )  
*  au,( t )  :  aT,( I ) ,

| "ttl 
- *,u,,,(r1: f $) + 0,

[  " (0 )  
:  z , (0 )  :0 .

Soit V € H3Q,1), multiplions la première équation de (3.3) par t[.
alors après intégrations par parties:

(3.3)

On obtient

f f  + s)vdn:

znz(1)ilr(1) * ou,(1)iu,(1) + lo' {u,,,{,,, } uv) dn, ViI, € /{02(0,1). (3.4)

En utilisant le Théorème de Lax-Milgram, on démontre l'existence d'un élê
ment u unique, u e H3@r1), solution de (3.a). Ensuite, par un raisonnement
standard, on dêmontre que u e H$(}rl) et que les conditions aux bords sont
vérifiées. D'où la maximalitê de A.

Le lemme suivant est une conséquence directe des résultats de

Lemme 3.2 : i) Pour toute condi,tion ini,tiale Qs - (uorro,ryo) e D(A), il
eriste une unique soluti ,on forte Q(t): (u,u,n)(t) e D(A) de

! ,fq: Ae(t),
I oto) : ôo.

La soluti,on A(t) est d,onnée par

o(t):  S(t)Ôo,

où S(t) est le semi,-groupe de contractions engendré par l'opérateur A. De plus,

o(.) e C' (n*; ?t) n C (lRa;2(A)) ,

( * )

et, la fonction
t j-> llAo(r)lhr
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est décroissante.
ii) Pour toute condition initiale Qs : (uo, uo,qo) e 

'11, il eniste une un'ique
solution faible O(r) :  (u,u,q)(t) € 7[ solution d,e (*). De plus,

O(.) e C (8,,r ;TI).

3.3 Stabilité forte

Dans ce paragraphe, on établi le résultat suivant:

Thêorème 3.5 Pour tout m > I, l" semi-groupe S(t) est fortement stable
dans 7t.

Preuve:

Pour démontrer ce résultat, on utilise le principe d'invariance de LaSalle rap-
pelé au chapitre I (théorème (I.12)).

Comme D(A) est dense dans 7l et que ,9(l) est un semi-groupe de contractions,
il suffit de démontrer le résultat pour toute donnée initiale dans 2(A).

Soit (us, uo,no) e D(A). D'après le Lemme (3.2), la trajectoire des solutions
((u,r,,ri)(t))rro est bornée pour la norme du graphe. De plus, il est facile de
voir que l'injêction i z D(A) --+ ?I est compacte et par conséquent la trajec-
toire est précompacte dans ?1.

D'après le principe d'inva,riance de Lasalle (Th I.I2), on peut affirmer que
l'ensembletr-limite @ (uo,,uorqo) est un compact non vide invariant par le semi-
groupe S(t) et que de plus

S(t) (u6, uo,qo) + u (uo,uo,rlo) quand , + +oo.

Pour démontrer la stabilité asymptotique, il nous suffit de vérifier que t,l (uo,rorrlo)
est réduit à {0}.



3.3. Stabilité fofie

Pour cela, prenons (tto,ûorio) er(uo,uo,?o). D'après le Lemme3.2, l'élément

6Q): @1,6,ù(t): S(t) (t to,ûo,fo) est solution au sens fort du système.

De plus,

I O

(û,, 6, û)(t) e a (ù,s, ûo, ito) C D(A).

et

d  , , r -  -

âl l(a,û,ù(t) l lh:  o.

Ce qui implique que û vérifie le système suivant:

û,y ! tt,,,,, :0,

{tt(O,t) :  t t . ,(0,t) :  0,

mû ,y ( I , t )  -  û , , " (L , l )  : 0 ,

ù , , ( L , t ) : û " r ( \ , t )  : 0 ,

ûL(æ,0)  -  ûo,û, { r ,0)  :  ûs, t I1(L,0)  :  fo .

(3. 1)

Dans [38], Rao a êtabli que la seule solution de ce système est la solution nulle.
Pour la commodité du lecteur, on reprend ici sa démonstration.

Dans la suite, on suppose qr" ôo : (ûo,ûo,4o) €D(A2).

Multiplions la premièreéquation de (3.1) par t2.En intégrant par rapport à
r entre 0 et 1 et par rapport à t entre 0 et T, on peut facilement démontrer
que û,(1,1) : 0 pour tout t > 0. Ensuite, en multipliant l'équation par mrtt,
et en faisant des intégrations par parties, on obtient

lr' lr' (t*a',, + mtfi) dxdt

Enfin, multiplions la première équation de (3.1) par û. On aboutit à

- \  r T  1 L- t?\ d,xd,t: * l ' tû(L,t)dt-m(u(1,,t)u1(r,t))i=i- l" 
(aq)il[ an

ro ro 
(B.g)

: * Io' ilL?(r,t)dt - 2m fo' * (a,a,,)iji a*. (3.2)

I' 1,, @,,
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La soustraction membre à membre de (3.2) et (3.3) implique que

7 1 7 T '

I" I ((s- - r)û4,+ @+\ai) d,æd,t 1 cllo'll i. (3.4)

Comme on a supposé que ôs : (ûs, 6o,fio) eD(Az), on peut remplacer û, par
û1 dans (3.4). On obtient alors l'inégalité suivante

Â r T
l ' l- ((s- - Dt?,, * (* + Dtr'zt) d'æd,t 3 cllÂoollk.
Jo Jo

Ce qui entraîne que :

r l r T , , r l r T '
(3rn-1) I, I"' (r?,*a2,,,) aæat+(rn+l) J" J"' @? *afi) aæat < cllôollârrl.

Ainsi pour tout rn ) |,

7T

J" llô{t)ll:"dt s c.llaollTw.

Comme ll0@ll" est une constante alors

|ô@|h s Çwatî61.
D'ou

ôQ):0 .
Le svstème est donc fortement stable.

3.4 Stabilité uniforme

Dans ce paragraphe, on établit le théorème suivant

Théorème 3.6 Pour m > Lf 3, le système (3.9) est uniformérnent stable.

Preuve:

Pour prouver ce théorème, on utilise le théorème de F.L.Huang ([18]) citê dans
le chapitre I. Pour cela, on va estimer la résolvante sur l'axe imaginaire. No-
tons qu'on a d'abord essayé la méthode des multiplicateurs mais celle-ci n'a
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donné aucun résultat.

La condition {ic,r;cu € IR} C p(A) est déjà assurée par la stabilité forte. Il reste
à prouver l'existence d'un réel M > 0 tel que

l l()/ - A)-'ll"rn 3 M, VÀ e {iu;c.l € IR}.

Soit donc $,g,r l) e H,^ - ip'  1, l  € R, et soit (u,r,r l)  € D(A) tel que

(À1 -  A)(" ,u, , \ ) :  U,s, t )
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- {

Àu-u :  ï

Àu ! urrr, -- g

Àq-* r , , , ( l ) : ^ t ,

q :  u( I ) , ,  u, , ( l )  :  -or , ( I )

Ir :Àr-f
| À'u * rtrrrrr: ÀT -f g

+(
|  

Àzu( t )q -  
*u, , " (L)  :  t  +  ) / (1) ,

[  , " " (1)  *  aÀu,( I ) :  aT,( I )

Pour ) : ip2, ceci donne le système suivant

u : i l t 2u - f

' t t r ooco - l . t 4u : i t f f *g

mp,au(L) + u,,,(l) : -*('y * ip,2 f (L),

u,,( l)  ]  aiy,zu,(L) : o/"(1),

z (0 )  : u , ( 0 ) : g

(3.5)

On sait qu'une solution particulière de

! 
urrr, - l-tnu: iltzf * g,

t "(o) 
: u'(0) : 0
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(3.6)

est donnée par

La solution du système (3.5) s'écrit alors
u (æ) :uo@) tu ( r ) ,

où û(r) est solution de

uo@)
-3[shp,(c - {) - sinpc(æ - €)]l;p'f (€) + g(Ola€.:T I,' ,

ûrrr t  -  p ,aû :0

û(0 )  :û , (0 )  :0

mpc{aQ) * û,,,(l) : -mp4up(r) - ro,,,(1) - *0 * i p,2 f (7),

tt 
",(I) a ai pP û,(l) : uo,,(I) - a'i p,2 uo,( 1 ) + a/, ( 1 ),

Ce système est équivalent au système suivant

ûrrr t  -  paû,  :0

û(0)  :û"(0)  :s

mp,aû,,(l) * û,,",(I) : 11,

ù,,(L) + aipzû,(I) :  lr '

où

t 
,, : -mp,aur(l) - ur,,,(l) - *0 * ip'2 f (L),

t /, : -ur,,(r) - aip'2û'(l) + of'(t)

Les deux premières équations de (3.6) entraînent

it'(t): A(chpn - cos pû) + B(shp'x - sinprr),

où A et B sont deux constantes réelles.

Les deux dernières équations de (3.6) s'écrivent alors:
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Almpa(chp, -cosp)+p3(shp-s inp) l  - lB fmp,a(shpr -s inp)+p3(chp*cos t t ) l : l r ,

Alp,2(chp, * cos ù -f iap,slshpr * sinp)] a Blp,2(sh4 * sinp) I iap,3(chp - cos tr)l: Iz

(3.7)
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Estimation d,e \ et 12

On sait que

P- 'eP 7r,tr,pat: 
+ to' "-,e (i,f,,G)+e(()) d€+o (r,-'ill"t,ll + llglll) . (8.8)

De plus

h : -mp,aur(L) - uo,,*(l) - *0 + if 1Q11
m,p  f r , ,: -î 

/ {'nr{t - 6) - sinp,(l - 0) Up'f({) + o({))d,e
'l 

rL

, J" @nuO - () * cos p(r - €))(tp'T@ + e(€))d( - *(t + ip2f Q))
l r l: 
i J" t-Vnpl -{) + "o' u.(r -01 - -p['hp(r -0 - sin p(r - 0]](tp' f(0 + g({))a(

Aprés intégration par parties, on obtient

7 r 1 t L

Jo @huT -€)  +cosp( l  -€)) / (€)d€:  
, ,  Jo khu$ -( )  -cosp,(1 -€)) , f ' , (€)d(

et

1t 
inl t(L- {)) f(€)d e :  -2f Q) ++ [ '  (shp(l  -  ()  + sinp,(L- O) f ,"d(/ 

('hr(t - 0 - sinp.(L - {)) f(€)d€ 
, trz Jo

d'où

Ir
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T 
Ir'(shp(l 

- €) + sin p,(1 - e)) f,,d,€
I  f L .: -rn1 + 
-, 

Jr?rnu(l 
- {) * cos p,(I - €) - *t'(shp(l - €) + sinp(l - $)lif,,(€)dt)

"l rL
+ ,J , tAnp1- 0+cos p(r - ( ) ) -  mp(shp' ( t  -0+sinp( l  - ( ) ) ]g(0a4

(3.e)

-f;("orrt- €) + cosp,(1 - C) - ffl"nr1- e) - sinp(t - 0f) : -tn{r**r1"F-ou+o(L)

De même

-l (.or,t - 0 - cospz(l - 0 - ffl"nu1- 0 + sinp(l - 0f) : -'n{r**r1"G-e)uao(r)

Donc

tt : -m t - iO + *tù., lo' "-,e Uf,,G)+ g(()) d€ + o|lT,,ll + llgll).

D'autre part

Iz : -ury,,(L) - iap,2up,(t) + o/"(t))
1 r L

: - 
ù J" (shp(l - €) + sin p(l - €)) (i'r" T(0 + g({))d,€

iap' -o fL'T 
r-' Jo khu\ - () - cosp(l - €)) (ip'f(€) + g(€))d( + af,(r)

: I"' t-TVhp(l - 0 - cos p(r -e)l - 
frt.n 

pQ -6) +,io p(r - t)ll!,p' rG) +g({))a6
+ of,0)

(3.10)

Après intégration par parties, on a
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fo' {rar{t - 0 - cos p,(1 - 0) /(€)d{ :

et

7 r l r r

/  
( 'h r ( t  - { )  +s inp( l  - ( ) ) / ( ( )d€:  

, ,  Jo 
(shp( l  -0-  s inp(L-0) f " "d 'e .

On en déduit

tz : l"' tlVnr(l - O r cos p(r - 01 - Ut("hp(l 
- 0 - sinp,( r - €)llf,,({)d€

+ I,' ,-ilOhp(r -0 + .io p(r - e)l - ÇVnu( 
-0 - cos p(r -€)lg(€)a€

f r ,  i l r ,  t a  , \ ,  l a  
1

:  
J"{-; lrhp(l 

-() +cos tt '(L- () l  - 
t t 'hp(r- 

f) -sin p'(r-€)l} i f , ,G)d'€

7 L 1
+ I"' t-ùt"hp(r -0 + sin p,(r - €)l - Çl.n p(L - 0 - cos uQ -0lg(0a(

(3 .11 )

Finalement

P.tt 1 rL
1,: -i\d + ;) Jo "-*(,f,,(€) + st))d.€ + ollf,,l l + llgll)

Les deux équations de 3.7 s'écrivent:

, (  A  \  -  /  t ' \
" \a )- \h) '

où E est 'a matrice:Ï;ïîr,,-,*ïr,

en : rnFa(shp - sinpr) t p,s(chp * cos p)

e21: 1-P(chp * cos U) + iapslshp * sinpt)

-ftnoVi I,' (chp(l - 0 + cosp(l - e)) f,,G)d'e,



82 3. Stabilisation uniforme d'un système hybride: modèle SCOLE

€22 : tt'Ghp * sin p) * iap,3 (chpr - cos pr)

Notons A: det E. alors

^ : 2p,5{iamp'(t - cos p,chp,) - iap,(cos pshp' -l sinpchp)

+ mpt(sinp,chp. - cos pshp) - (1 + cospchp)]
(3.12)

Estimation de l lû,,112

Ona

û,(r) : A(chp,r - cos pn) + B(shp,æ - sinp,r)

Donc

t,,(*) : p2{A(chp,r * cos pt) + B(shp,æ * sinpc)}

Regroupons les termes en eP' , on a donc

tt,,(*): p2{(A* B)ew + (A- B)e-w * Acos t-r,æ * Bsinpt)}. (3.13)

Or A et B sont donnés par

^ Itêzz - lzen-_: __f,_,

et

B_
lzet - IÉzr

d'où
A+  B :  (11 (e22 -  e2 t )  * l z (e r -  

" t ù ) l L .
En remplacant ces termes par leurs expressions, on obtient
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1 1 7 r
A+ B : 

V{l-*t 
-;(t *mp,)ep Jo "-"(tf,"(() +e(())d{ +O(llf,"l l+ l lgll) l

x l iapP(e-p - (cosF * sinp)) - p2(e-* * (cos1z - sinp))]

" P 1 r l+ l-i{t'" * ? J" e-Æ(iT,,(€) + s(0)d( + o(lf,"ll + llgll)l
x l*pn("- '- cos /-r * sinp) - t tu("- '* (cos p + sinp)]).

(3 .14)

En regroupant les termes en ep, on obtient

1 c P ^ 7 r
A+ B : 

X{îr' Jo u*(01,,,({) + s(O)d,€ ç0.r) + mto(p") + o(pn(lf,,ll + llgll))

1tr2 , .  ^  1 l

iG 
- imap,z) Jo "-*Uf,,(O + s(O)d(],

(3.15)

où

ç0t) : iap,(cos tr * sinp,) { mp,(cosp - sinp) * cos p,(r + iampf).

Estimation de Â-1

En regroupant dans l'expression précédente de A les termes en ep, on obtient

A : 2pu{-"'ç(tl) - (L - iamp,2) t e-pfiap(cost, - sinp)

+ my,(cosp * sinp) - cos p(I + iamp2)lj
: -2pu"'v1t) + o(p') (3.16)

On a donc besoin dans la suite d'estimer lgftz)l , pour p aÊsez grand.

En effet, on vérifie facilement que

le?ùl: oQ") et lç0')l2 C p.
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Il découle de (3.16)

A-1 : -rru-u"-'e?ù-tG+o(p"-')) : -rru-u"-'v|ù-t *o(p,-'e-'*) : o(y,-6e-u1.

Calcul d,e A* B

Ona

*rit Io' "-*(0f,,(0+g(€)) d.€I : -+ Io' "-*(ur,,(0+g(0) d((t+oQr"-')).

Par ailleurs

lo' "-*(rf,,(6) + s(O)d,€ : ct(p-ïlJlr,,ll + llgll)),
Donc

1"P(A + B)

:  - ! ' - '  
r r

T l"- e-*e(if,,(0 + g(0)a( + o (e-P(ll"û,ll + llgll + -lrl)) . (3.17)

Calcul de A- B

Ona

1 ett 7l
A- B : 

Ât" Jo "-*Uf",(€) + s(€))d,€rh1ù+rn^ïo1r\+oQ'n(ll[,, l l  + l lgll)))
(3.18)

où

,hQù :Zp,2le-p(mp - iap) * ( iap2 - 1)sinpl .

Il en découle
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(3.20)

De même

(3.21)

En reportant les relations (3.17), (3.19), (3.20) et (3.21) dans (3.13), on obtient:
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p'(A- B) :  o(p- i i l f , , l l  + l ls l l ) )  +o(e-P( l l f ,Àt  l lg l l ) )+ mloQr- te-u\
: o (llf""l l + llgll + nzlrl) .

D'autre part, on peut vérifier que

(3.1e)

p2A:o(p-; i l f , , l l  + l lg l l  +- lz l ) ) .

p2 B : o(p-i i l f,, l l  + l lgll + znlrl))

t,,(*) = -+ 
Io' "-^(0T,,(0 + g(()) d.( 1 su, o ("-,ilf",11 + llgll + rrl.yl))

+ "-* o(lf,,ll + llgll + *ltl) * cos 1tæ O(p,-L(ll"f,,ll + llgll + r"lzl))
+ sin ptr o(p-i(llf",ll + llgll + -lrl)) Q.22)

En. combinant (3.8) et (3.22), on a

u,"(æ) :  ur,"(æ)+it , , (æ): ew O(u'$f," l l  + l lg l l  +- l r l ) )

+ "-'" O(llf,,ll + llgll + *ltl) * cos p.r O(p,-L(ll/,,11 + llgll + -lrl))
+ sinptr o(p-Lqf,"l l  + l lgll + -lr l)) + o (u-i$ /""11 + l lgll + -l.yl)) .

Compte tenu de

t ll"*llr: OQt-|"'), ll"-*llr: O(p-i),

[ ;1"or prllz: O(L), l lsinp,æll2 = O(I),

on obtient

11",,(.)ll, : cl (u-i(ll"f,,ll + llgll + -lrl)) , pour p assez grand.

Estimation de llullz * mlql :



86 3. Stabilisation uniforme d'un système hybride: modèIe SCOLE

o n a

(  u : i l t ' u - f ,
(

I  I  :  u(1)  :  i1" r '2u(L)-  / (1) .

Donc

I ll"ll, < p'll"ll, + ll/ll,'
I  tnt < p,lu(L)l+ l/(1)1.

Comme

llu,,llr: ct (u-ifl l/,,11 + llgll + *lzl))
il suffit de démontrer que

llrll, + mlrtl3 K (llu',llr + ll"f"ll, + llgll, + *ltD ,
pour un certain K > 0.

On sait qlte u,rttî - l-t4u : ip,2 f I g

Multiplions cette équation par u et intégrons de 0 à 1, on obtient

r l -  7 1
pn 

Jo lulzdx * mp,alu(r)12 : iap2lu'(r)l' + Jo lu,'lzdr - mfi(L)

imp2a(t)f(r) - '.f,(1)u,(1) - fo' U,r'f t s)ad,r.
: ll"",llZ - frn{m1-u(I) * imp,2z(t)/(t) + af,(r)a,(r)

7 l

+ Jo Uu'f + s)tdxj.
(3.23)

D'autre part, on a les estimations suivantes:

1L
/.1) | J" stdd < (llgll? +ll"",llZ),

7t  ^  , ,4  -  1r.2) | Jo tu',pa*l < ill"llï + )rV,,
/.3) lmlt(r)l3 Tltl ' + Tll",,l l |,



3.5. Conclusion

D'où

Ceci entraîne

lul^ (ll"ll3

r^ I" lul2d,r * mptalu(r)1z
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(3 + o * m)llu,,llz + tlgllS + n'l",f

(1 +cr +*)l lf,, l l | .

s xo (11",À13 + ll1,,ll',+ llgll', 1 *ltl',) ,

(3.24)

+ nzlz(r)1'?)

Le théorème est ainsi démontré.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié la stabilité d'un système rrpoutre flexible avec
masserr. La poutre est encastrée en ltune de ses extrémités, à I'autre extrémité
libre est attachée une masse m. Ce modèle est une variante du modèle SCOLE
étudié dans [26], [9], [47], [35], [36], [381. Afin de stabiliser ce système, on
considère comme seule loi de commande le moment appliqué sur la masse m.
On montre alors la stabilité uniforme, en utilisant le théorème de Huang. Cette
démarche est la même que celle suivie par G. Chen [8] pour établir la stabilité
uniforme, par feedback de moment, dans le cas d'une poutre sans masse (m:0).
Dans les deux cas, la méthode des multiplicateurs ne permet pas de conclure.
Notre résultat peut être considéré comme une généralisation de celui de [8]
pour le cas dtun système rrpoutre flexible avec masserr. Dtautre part, pour

le même modèle considéré ici, F. Conrad et O. Morgûl dans [9] ont établi la
stabilité uniforme, par feedback de force appliquée sur la masse m. De plus,
ils ont obtenu une estimation du taux de décroissance de l'énergie. Ceci fera
I'objet de nos travaux ultérieurs.
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4

Placement de spectre par feedback
linéaire borné pour deux systèmes

à paramètres distribués

4.L Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le problème de placement de spectre, par feed-
back linéaire borné, pour deux systèmes à paramètres répartis. Le premier

décrit les vibrations d'une corde, et le second décrit les vibrations d'une barre
flexible encastrée à I'une de ses extrémités. On montre que ces deux systèmes

rentrent bien dans la classe de systèmes étudiée par Xu-Sallet dans [56]. Pour
le premier, on montre que, par feedback linéaire borné appliqué sur la fron-
tière, on ne peut assurer que la stabilité forte. En revanche, pour le second,
on montre quton peut déplacer uniformément le spectre vers la gauche, ce qui
garantit la stabilité exponentielle avec un taux de décroissance arbitraire.

Tout d'abord, on comence par rappeler quelques résultats de placement de

spectre dans le cas général.

Soit le système d'évolution linéaire suivant, sur un espace de Hilbert séparable
dont la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par ll.ll "t 

(.,.).

X(t ) :  AX( t )+bu( t ) , (to)

où A est générateur infinitésimal d'un semi-groupe de cla"sse Cs sur H et
l'entrée b est non bornée (6 e D'(4.)).

On note

o Ie spectre de A ,o(A): {À,,n e IN}, ( le spectre de A)

89
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. {ônrlz € IN} la famille des fonctions propres de A.

, {1hn,n e IN} la famille des fonctions propres de A*.

. bn - (rh,,b), où (.,.) est le produit scalaire de dualite sur D(A*) x D'(A*),
défini au chapitre I.

o dnrla distance de Àr, au reste du spectre de A (d": infn+^lÀ" - À-l) '
n  :  I r 2 r . .

e Dnr le disque centré en ),, et de rayon d'nf 3, n : lr2r..

o  A7 , :  A+b ( . , h ) ,  ( h  e  H )

Dans [56], les auteurs ont considéré la classe de systèmes vérifiant les hy-
pothèses suivantes:

(f[): Les résolvantes de A sont compactes et le spectre de A, o(A): {Àn,n €
IN), est simple.

(H2): b e D'(A*), D'(A*) étant le dual topologique de D(4.).

(f13): La famille {ôn,n € N} des fonctions propres de A forme une base de

Riesz de H. De plus, I une constante M > 0 telle que:

Pour tout ^ ç UD j et pour tout rn € IN;

*oo A

Dtr:- l '<M(*oo, (1)
n = l  A - A n

et

S,bn
,=à)ffirsM<*æ' 

(2)

Remarqu e 15 la famille bi,orthogonale comespondante fonnée de fonctions
propres ile A* et notée {1hn,n € D{}, est aussi une base de Riesz d'e H.

Pour cette classe de systèmes, ils ont obtenu le résultat suivantl

Théorème 4.1 [56J Sous les hypothèses H1- Hs on o'

1. pour tout h € H , l'opérateur A1, est régulier-spectral et le spectre o(A1r) :

{rn,k € N} sati,sfait la coniliti'on (3);
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2. étant ilonné un ensemble lv: {r*rk € [t{} tel que ,* * ,l pour k f j, alors

il eæiste un h e H tel que l'opérateur A1, correspondant uérifie o(An) : Â s'i

et seulement si, I'ensemble lv satisfai,t la conditio" (3).

De plus, Ie feedback est donné par l'erpression:

4oo  u i - \  + î  À j - r nO: 
,EOof, 

auec V,t:"tf 
,_I,roffi,

où 
-hi 

d,ési,gne le compleae coniugué, ile fu.

Définition 4.L Un opérateur li,néai,re termé A: D(A) -+ H est dit réguli'er-

spectral s,i, ses résoluantes sont compactes et ses aecteurs propres forment une
base d,e Riesz de H.

Plusieurs systèmes à paramètres distribués peuvent être formulés sous Ia forme
(Xs) voir [17]. En particulier, les exemples de [48], l'équation de poutre con-

trôlée par une force latérale ([39];[55]) ou par un moment et une force [39], les

équations de conduction de la chaleur [17] et l'équation des ondes [41].

Sun a prouvé [48] que, sous I'hypothèse (I/t) ut.. b e H et une hypothèse
plus forte que (f/s), une condition nécessaire et suffisante pour que l'opérateur

A+b(.,h)n (h e H) soit regulier-spectral et qu' i l  ait  le spectre {un,n € N}

assigné est:

t l'" , 
À" 

l' < +*. (g)
*"*' bn

Plusieurs résultats sur le placement de spectre, par feedback linéaire borné,
appliqué sur la frontière ont été établis dans [16], [27], [39],[25], et [a0]. Nota-
ment, Rebarber qui a montré que, dans certains cas, il est possible de placer un
nombre infini d'éléments du spectre par un feedback frontière non borné mais
admissible [40] . Dans [25], les auteurs ont donné des conditions suffisantes sur
o(A) et b pour que I'opérateur A + b(.,12)s soit regulier-spectral. Dans [27]'
Liu a généralisé les conditions de Sun pour une classe de systèmes satisfaisant
les conditions (ffi) - (H.) avec la condition suivante remplacant celles de (1)
et (2):
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et

i r**12 < *oo, (4)
?r'l\"1'

Pour un certain o € lR et ô > 0.

Cependant, Ia dernière condition est restrictive dans le sens qu'elle n'est véri-

fiée ni par l'équation des ondes en dimension un, ni par l'équation des poutres

avec le feedback du moment.

Pour ces deux exemples, on montre que les conditions (I/1) - (I/3), sont

satisfaites et le théorème 4.1 trous permet de conclure.

4.2 Cas de l'équation des ondes en dimension un

On considère l'équation des ondes en dimension un:

(  uu(*, t )  :  u, , ( r , t )
I

I "(o' t) 
: 0 (4'1)

[  , , ( t , r ) :  f ( r ) ,

f (l) représente le contrôle frontière sur l'extrémité libre.

On définit l'espace de Hilbert

w :  { r  € H1(0,1) ;  / (0)  :  0} .

L'espace d'état est alors H :W x L2(0r1) muni du produit scalaire

I  r :  ) ,  (  n'  ) l  
rr

' \  / ,  /  
'  
\  s ,  ) '  , :  Jo1"ot ' *  lzgzldr '

Posons

ôrQ) :  u ( . , t ) ,  ô r ( t 1 :  u r ( . , t )  e t  ÔQ) :  (Ôr ,Ôr ) '

Le système homogène (f(t) : 0) s'écrit alors sous la forme opérationnelle:

ô1t; : Ao(r),



4.2. Cas de I'équation des ondes en dimension un 93

ou ^:(h;),
et

D(A)-l ( / ' \ - u2 - w: 1,(o) : f,,(r', 
): t (  ' i  

)eHo 
xw: / ' (o) :  f rc(r) :o ] '

L'opérateur A est anti-adjoint, ses résolvantes sont compactes et il est généra-

teur dtun semi-groupe Cs sur 11.

Maintenant, on va identifier I'entrée b et écrire le système (4.1) sous la forme
(Eo) ;
Il est clair que si / est une solution de (4.1) alors

ô(t) : LÔ(t) où .L est l'opérateur défini par la même matrice que A mais

de domaine plus large.

En efiet, si { est solution de (4.1) alors (O - fô) € D(A)
Avec â : (æ,0)'

D(l) sera donc défini par:

D(L) :  { (  +  râ ;€  e D(A) ' f rée l } .

Il est facile de vérifier sur cet exemple que

D(L):{( I ), 
r '  xw :/,(o) : o 

}.
Le système non-homogène s'écrit alors

ô1t; : Lo(t),

avec

ô(t) = €(r) + f(r)â.

D'où

ô1r;: Âo@+e-ho@.
Or
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Q - Â)ô(t) : Q - Â){t) + r(tx, - À)a
: r(rx, - Â)a, @ar (L - Â161t; : o;

On a donc pour tout Ib e D(A)

(ô(r), 'h : (Âô@,,0 + r(r)((, - Â)e,r\.

Or

((L - Â)e,r') : -(Âe,rh>, @ar Lâ : o)
: _(â, A.rh)
: (û, Arhl

1 l _
: 

Jo 
rhr'd*

:  ûr ( t ) ,  (car  { :2(0)  :0) .

: (b''th) '

où b: (ô(1 - r),0) ' ,ô étant la fonction de Dirac.

Le système peut donc s'écrire dans D'(A.)

ô1r; : ÂO@ 16r(r),
ou formellement dans I/

ô1r; : Aô(t)+br(r).

I l  est clair que Ln: Ai - -A+ h(.,b).

Un calcul direct montre que le spectre de I'opérateur -A est donnê par

o(-A):  {À+n :  +: i , (k *  l l2)r ,  k :0,1,  . . . . . }

et les vecteurs propres correspondants sont donnés par

th+k"  
(  t  \ ; t t " t ( k+ ,â ) * l  h ,( ') : |- ; .^ 

)W,, 
k:0,1,"
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Comme ltopérateur A est anti-adjoint et ses résolvantes sont compactes, les

éléments {rh+x} forment une base orthogonale de f/.

Dtautre part

b+n = + . ( - \k  l2 ,k  :0 , I , . .

Pour tout j 2 0, on a

* o o 1 * - 1

T r-- i -12+fl i  ' r  
l , :  S -- l - .+F

*--ruo,n*ol \ - À" I n=r ^i - a-n r--nuo*+, (i -')'n'' -?=, (i * n I L)znz

*oo t i-l 1: -à,G#æ-P-C-æF
*oo 1
I..-

t \'  
?- r ( i  +"+L) 'n '

g1 1
a  ? \ ' - - _

Æ=r

L'inégalité est aussi vraie pour i < 0, ainsi la condition (2) est satisfaite.

On montre que dans ce cas la condition (2) entraîne la condition (1).

En efiet, pour chaque À f u!$D+1, il existe un entier rns tel que

Srn(À) € [Srn()-o), Srn()-oa1 )],

ceci parceque la distance di - 
lSrn(À1), Srn(À111)l est supérieur à une certaine

constante.

On a donc,

pou r  j  2mo*2 ,

lÀ-Ài l '  :  f f ie 'z(À) +[srn())  - (*o+1+ Llz)r  *( -o+1+ r l2)r  - ( r+ I l2)r ]2

: ffie2(,1) + lÀi - À-o+r12.
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Pour j  (  ms-t,

l )  -  Ài l '  :  f te 'z(.1; + [srn()) -  (*o+Llz)r * (*o t ' r lz)n - ( j  +Ll2)r]2

De plus on a

lÀ - )-o l', lÀ - À-o+r l' > n'19, (carÀ ( vfftD+t).

Ainsi, pour chaque ) f UIJ[D1;, on a

+oo r *oo

îrJ. t '+Ët 1 , '
,z-;t x - 4' 

- 
?-11 

- 1-, t 
\ l) J-o | -r l) J,,o+l i=*gaz "i 

- À^*r'

m o _ L  1

+ t tÉ;;t,,

D'après le théorème 4.1,, si un spectrc {up} est assignable par feedback continu

il doit satisfaire la condition

*oo

D 1"" - i(" + I l2)rl2 * lr-* * i,(n + | l2)rl2 ( *oo.
n=O

Ceci entraîne que un doil satisfaire

, ] iT- un: i(n +tl2)r '

Ainsi, par feedback continu seule la stabilité forte est assurée. Cependant, on

sait que le feedback non borné l(t) : -Tur(t,t) stabilise exponentiellement le

système ([22],[41]), de plus l'opérateur du système en boucle fermée est aussi
régulier-spectral.
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4.3 Cas d'une barre flexible encastrée:

Considérons une ba,rre flexible homogène, encastrée en ltune de ses extrémités,

on suppose, pour simplifier, que sa densité linéique rn et sa flexibilité E.I, sont

telles qlue H: 1 et que sa longueur .t est égale à un.

Les vibrations de cette barre sont régies par l'équation aux dérivées partielles

(modèle d'Euler-Bernoulli)

97

I 
u"(*,t) + u,,,,(æ,t) - 0

J "(0, t) 
: u,(O,,t) : 0

I '""(t ' l) : o
[  , , , (1 , r ) :  f ( r ) .

(4.2)

Le contrôle f(t) étant le moment ponctuel exercé sur I'extrémité libre de la

barre.

Soit I'espace de Hilbert

W :  {T  e  1 /2(o , t ) ;  / (0 ) :  / , (0 ) :0} .

L'espace d'état est alors H : W x L2(0r1) muni du produit scalaire

/ / , \  /n, \ ,  _ n.
fl\"r; )' \ ;; )) r: Jolr'""o"' t fzszldr'

Posons

ô, ,U)  :  u( . , t ) ,  ôz( t )  :  u t ( . , t )  e t  $( t ) :  (Ôt ,Ôz) '

Le système non-homogène (4.2) s'écrit alors sous la forme opérationnelle:

ou

ô1t; :Ao(r)+6r(r) ,

I  o 1\
A: l_uao,;) ,

\ -47 u  )

D(A): {( t;

et

) , ,^ xw zi',,,tlt l"j,o]':i ),
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b :  [0 ,  ô ' (1  -  z) ] ' .

on vérifie aisément que l'opérateur A est anti-adjoint, générateur d'un semi-
groupe, et que, le spectre de -A est donné pa,r

"(-A): {À+r : Jciltcr -l r 12 + O(e-k"112, k : 1, ...}

On montre qu'il existe deux constantes strictement positives M1 et Mz telles

que

b+n : p+nn; avecMl S 19+"1(2, Pourn € IN

(voir [39] [43] et aussi [55]).

Comme l'opérateur A est anti-adjoint et ses résolvantes sont compactes, ses

fonctions propres forment une base de Riesz de H.

On va maintenant vérifier la conditio" (2). Pour simplifier, on considère seule'

ment (sans perdre de généralité) le cas i > l.

On a donc

lÀi  -  )*1" :  l ( j  -  n)n * O(e-i"1* O(e-"") l '  * l ( i  *  n)n * O(e-i"1* O(e-"")12 ,

et

l ) i  - À-,1' :  {Ur * r12+O@-t"112 +lnn +r12*O(e-"")12}2,

D'où les I'inégalités

-Ë-,*,t{- ^ r *Ë' u-- v 3 u"{,f ,ffi |\Ffu.Ë #t
< 

M?"' .
2 '

pour une certaine constante Mt > 0.
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Remarqu e L6 On peut aussi uérifier sur cet exemple, que la condition (2)
entraîne la condi,tion (1).

On a donc d'après le théorème 4.1, pour tout ensemble Iv: {un} satisfaisant
à

1"" ;À" 1'( *oo,

on peut trouver un feedback continu tel que le spectre de l'opérateur A1 soit
égale à Â. par exemple si A : {rn : -a2 L À,,,a €. R",2 : I,2..} le semi-
groupe du système en boucle fermée satisfait

lletAo ll c1u1 1 M oe-'o',

pour une certaine constante Mo ) 0, (ne dépendant que de o).
Ceci explique pourquoi on peut, par un feedback continu, déplacer uniformê
ment le spectre de A vers la gauche comme c'est prouvé dans [39], I'expression
explicite du feedback est alors donnée par le théorème (4.1).

99

*oo

D
n=-ærn*O



100 4. Placement de spectre par feedback linéaire borné pour deux systèmes à panmètres distribués



Bibliographie

[1] J. Baillieul and M. Levi, Rotational elastic dynamics, Physica,2TD : 43-

62,  (1987) .

[2] J.M. Ball and M. Slemrod, Feedback stabilization of distributed semilinear
control systems. App. Math. Optim.,5:169-179., 1979.

[3] A.V. Balakrishnan, Applied Functional Analysis , Springer Verlag,
NewYork (1976).

[4] C.D. Benchimol, A note on weak stabilizability of contraction semigroups,
SIAM J. Control and Opti,mization,16 (1978), pp. 373-379.

[5] A.M. Bloch and E.S. Titi, "On the dynamics of rotating elastic beams,"
Proc. Conf. on New Trenils in System Theorg, Conte, Perdon, Wyman
eds. Birkhâuser, Genoa, Italy, July 9-11, (1990).

[6] H. Brezis, Analyse fonctionnelle: théorie et applications. Masson (1983).

[7] G.Chen, M.C. Delfour, A.M. Krall and G. Payre, Modeling, stabilization,
and control of serially connected beams, SIAM J. Control and Optim'i'za-
tion, vol.25, pp.526-546, (1987).

[8] G. Chen, S.G. Krantz, D.W. Ma, C.E. Wayne and H.H. West, The
Euler-Bernoulli beam equation with boundary energy dissipation,, Opera-
tor Method,s for Optimal Control Problems, Editor : Sung J. Lee, Ma,rcel
Dekker Inc., (1988).

[9] F. Conrad, O. Morgtil, On the stabilization of a flexible beam with a tip
mass, A paraître au SIAM.

[10] F. Conrad and M. Pierre, Stabilàzati,on of Euler-Bernoulli beam by non-
linear boundary feeilback, Research report INRIA, no.1235, University of
Nancy 1, France, (1990).

101



102 Bibliographie

[11] R.F. Curtain, Spectralsystems, Intemat.J.Control, S9 (1984)' pp.657-666.

[12] C.M. Dafermos, M. Slemrod, Asymptotic behaviour of nonlinear contrac-

tion semi-groups, J. Funct. Anal.13, (1973)' pp. 97-106.

[13] N. Dunford and J. Schwartz, Linear Operators Part III: Spectral Opera-
tors, Wiley-Interscience, New York, (1971).

[14] I.C. Gohberg and M.G. Kreîn, Introduction to the Theory of Linear Non-
selfadjoint Operators, American Mathematical Society, Providence, RI,
(1e6e).

[15] A. Haraux, Systèmes dynamiques ilissipati'fs et applicati,ons,, Masson,
Paris, (1991).

[16] L.F. Ho, Spectral assignability of systems with scalar control and applica-
tion to a degenerate hyperbolic system, SIAM J.Control Optim.,24 (1986),
pp L2L2-1231.

[17] L.F. Ho and D.L. Russell, Admissible elements for systems in Hilbert

Space and a Carleson measure criterion, SIAM J.Control Optim.r2I, pp

6r+639, (1983).

[18] F.L. Huang 1985, rtCharacteristic conditions for exponential stability of

linear dynamical systems in Hilbert spacesrr, Ann. Diff. Equations, vol.l,
pp.43-56, (1985).

[19] F.L. Huang 1993, "Strong asymptotic stability of linear Dynamical Sys-
tems in Banach Spacesrr, Journal of Di'fferenti,al Equati'ons, I04, pp 307-
324 (reeï)

[20] T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, Springer-Verlag, New
York, (1976).

[21] T. Kobayashi, A digital Pl-Controller for distributed parameter systems,

SIAM J.Control Opti,m.,26, pp I399-I4L4, (1988).

l22l V. Komornik, Rapid boundary stabilization of the wave equation, SIAM
J.Control Optim.,29 (1991), pp 197-208.

[23] H. Laousy B. Chentouf rrOn the boundary stabilization of a hybrid sys-
temrr, en préparation.

l24l H. Laousy C.Z. Xu and G. Sallet rrboundary feedback stabilization of
a rotating body-beam systemrr, IEEE Trans. Automat. Control, Vol /1'
NO.2, pp. 2/1-215, (1996)..



Bibliographie

[25] I. Lasiecka and R. Triggiani, Finite rank, relatively bouded perturbations

of semigroup generators. Part II : spectrum and Riesz basis assignement

with application to feedback systems, Ann. Mat. Pura Appl. (4)' 143 ,
pp.47-100, (1986),

[26] W. Littman and L. Ma,rkus, Stabilization of a hybride system of elasticity

by feedback boundary damping , Ann. Mat. Pura Appl. ,1522 (1988), pp.

281-330.

Pn J.q. Liu, Perturbation of one rank and the pole assignment, J.Systems

sci.Math.sci,.,no.2(2), pp.81-94, (19S2),(En Chinois avec une introduction

en Anglais).

[28] O. MorgûI, "Orientation and stabilization of a flexible beam attached to

a rigid body : Planar motion," IEEE Trans. Autom. Contr., vol. 36, pp.

953-963, (1991).

[29] O. Morgiil, "Constant angular velocity control of a rotating flexible struc-

ture", Proc. of 2th European Conf., ECC'99, Groningen. Netherlands,
pp.299-302, (1993).

[30] O. MorgûI, "Control ans stabilization od a rotating flexible structure",

Automati,ca vol.30, N0.2, pp.351-356, (1994).

[31] B. SGNagy and Foias, rrHarmonic analysis of operators on Hilbert spacerr,

it American Elsevier,New York, 1970

[32] A. Pazy, Semigroups of li,near operators and, appli,cations to partial d,iffer-

ential equat'i,ons, Springer-Verlag, New York, (1987).

[33] S.A. Pohjolainen, Robust multivariable Pl-controller for infinite dimen-

tional systems, IEEE Trans. Automat. Control,,27(1982), pp.17-30.

[34] A.J. Pritchard and J. Zabczyk, Stability and Stabilizability of infinite

dimentional systems, SIAM Reuiew, Vol.23, No. 1, (1981).

[35] B. Rao, Uniform stabilization of a hybrid system of elasticity, Siam J.
Control anil Opti,rn, 33 (2) (1995), pp.440-454.

[36] B. Rao, Recent progress in non-uniform and uniform stabilization of the

SCOLE model by bounda,ry feedback, Bondary control and boundary vari-

ation, P. Zolésio ed., Lecture notes in control and information sciences
(Thèse d'habilitation).

[37] B. Rao, Stabilisation uniforme d'une équation de plaque par contrôle fron-
tière dynamiqte, CRAS,, t. 32I, Série I, p. 1449-L454, (1995).

103



104 Bibliographie

[38] B. Rao, A Remark on Stabilization of the SCOLE Model with an a priori

Bounded Boundary Control (Thèse d'habilitation).

[39] R.L. Rebarber, Spectral determination for a cantilever beam, IEEE
Trans. Automat. C ontrol, 34, pp. 502-5 10, ( 1 989).

[40] R.L. Rebarber, Spectral assignability for distributed parameter systems
with unbounded scalar control, SIAM J. Control Optim.,27, pp.148-

169,(1989) .

P. Rideau, Contrôle d'un assemblage de poutres flexibles par des capteurs-

actionneurs ponctuels : étude du spectre du système, Thèse, Ecole Na-

tionale supérieure des Mines de Paris, Sophia-Antipolis, France, (1985).

W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York, (1966).

D.L. Russell, Mathematical models for the elastic beam and their control-
theoretic implications, in Autumn College on Semigroups and Applica-

tions, International Center for Theoretical Physics, Italy, (1984).

I44l D.L. Russell, Decay Rates for Weakly Damped Systems in Hilbert Space
Obtained with Control-Theoritic Methods. Journal of Differential Equa-
t ions, 19(1975), pp 344370.

[45] J. Schwartz, Perturbation of spectral operators and applications : I.
Bounded perturbation, Pacific J.Math., pp. 415-458' (1954).

[46] M. Slemrod, A note on complete controllability and stabilizability for
linear control systems in Hilbert space, SIAM J.Control Optim, Vol. 12.
No. 3., pp.500-508, (1974).

[47] M. Slemrod, Feedback stabilization of a linear control system in Hilbert

space with a priori bonded control. Math. Contr. Signal. System,2:265-
285. , (1989) .

[48] S.H. Sun, On spectrum distribution of completely controllable linear sys-
tems, SIAM J.Control Optim.,19, pp. 730-743,, (1981).

[49] R. Triggiani, Lack of uniform stabilization for noncontractive semigroups
under compact perturbation, Proceedi,ngs of Arneri,cai,n Mathematical So-
ciety, vol.L05, No.2, (1989).

[50] R. Triggiani, On the Stabilizability Problem in Banach Space, J.Math.
Anal. Appl.52, 383-403, (1975).

[41]

l42l

[431



4.3. Cas d'une barre flexible encastrée:

[51] G. Weiss, Admissibility of input elements for diagonal semigroup on 12,

Systems and, Control Lett.,l0 (1988), pp.79-89.

[52] M.W. Wonham. Linear multivariable control: A Geometric Approch.

Springer-Verlag (6th edition), 1985.

l53l C.Z. Xu and J. Baillieul, "stabilizability and stabilization of a rotating

body-beam system with torquecontrol", IEEE Trans. Autornatic. Control,

vol.38, No.12, pp. 17541765, (1993).

[54] C.Z. Xu, G. Sallet and H. Laousy ttSpectrum and Riesz basis assignment

of ilistributed parameter feeilbaclc systemstt,, Progress in partial differential

equations the Metz surveys 2. Pitman Research Notes in Mathematics

Series 296.

lb1] C.Z. Xu and G. Sallet, Boundary stabilization of rotating flexible systems,

Lecture Notes i,n Control and Information Sciences 185, Eds. R.F. Cur-

tain, A. Bensoussan and J.L. Lions, Springer-Verlag, pp.347-365,, (1992).

156l c.z. Xu and G. sallet, rron spectrum and Riesz basis assignment of

infinite-dimensional linear systems by bounded linear feedbacksrt, SIAM

J.Control Opti'm,, Vol. 34. No. 2., pp.521-541, (1996).

[57] R.M. Young, An Introduction to Nonharmonic Fourrier Series, Academic

Press, (1980).

105


