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1. INTRODUCTION

1 INTRODUCTION

Une paire électron trou peut être créée dans un semi-conducteur par absorption
d'un photon dont l'énergie est supérieure à la largeur de la bande interdite, cette
paire peut réduire son énergie en se liant pour former un état stable appelé
exciton dont la durée de vie est comprise entre 10-es et 10-3s . La paire ainsi
formée peut se déplacer dans le cristal en transportant l'énergie d'excitation mais
pas de charge. Il existe deux approximations limites difiérentes de I'exciton,l,une

est due à Frenkel (1931) qui considère que le trou et l'électron sont étroitement

liés, I'exciton est dit localisé, l'autre est due à Mott et Wannier (1937) pour qui

la liaison est faible et la distance entre l'électron et le trou est grande par rapport

au paramètre cristallin,l'exciton dans ce cas s'étend sur plusieurs sites atomiques.

Les excitons chargés (ou trions excitoniques) résultent de la liaison d'un
exciton avec un trou --) XT G,h,,h), ou avec un électron -> X- (e,,e,h),

Ieur existence à été confirmée d'abord théoriquement par Munschy et Stébé
(1974,7975) dans les semi-conducteurs massifs et par Stébé et Ainane (198g) dans

les semi-conducteurs bidimensionnels, puis expérimentalement par Kheng (1gg3)

et Buhman (1995) dans les puits quantiques. D'autres études expérimentales

récentes ont permis leur identification dans les puits quantiques simples

GaAsf Al"Gay-,As (Finkelstein i9g6), ou dans GaAsf AlBsGas.6TAs en présence

d'un champ magnétique (Shields, 1995b,1995c), dans les puits quantiques doubles

(Shields 1997) et dans les points quantiques (Arkadiusz lggb).



En présence d'un champ électrique, nous pouvons nous attendre à deux

effets: d'une part, une déstabilisation due aux forces des sens contraire s'exerçant

sur les particules de charges opposées, comme pour I'exciton, d'autre part un

déplacement global du centre de masse affecté de la charge résultante, ce qui peut

donner lieu à des propriétés originales par rapport aux complexes excitoniques

neutres. Le but de ce travail est d'apporter une contribution à l'étude théorique

des complexes excitoniques chargés X- et X{ dans les semi-conducteurs massifs

et bidimensionnels soumis à un champ électrique uniforme.

Le premier chapitre est un rappel de quelques études théoriques et expérimen-

tales sur les excitons et excitons chargés en présence d'un champ électrique

uniforme. Nous rappelons aussi I'effet Stark dans les atomes d'hydrogène et

d'hélium, qui permettent de faire une analogie avec les cas limites de I'exciton

et du trion. Puis nous achevons ce chapitre par une annexe sur le comportement

d'un électron dans un solide soumis à un champ électrique uniforme externe.

Dans le second chapitre, nous étudions l'action d'un champ électrique sur

un trion dans un semi-conducteur massif (3D) dans le cadre de I'approximation

de la masse effective et dans un modèle à deux bandes simples, isotropes et

paraboliques. Nous décomposons d'abord le mouvement de X- en un mouvement

relatif et un mouvement associé au centre de masse, nous montrons ainsi que

l'énergie du centre de masse présente des niveaux discrets similaires aux niveaux

de '\Mannier-Stark" déjà connus dans le cas d'un électron. Nous utilisons ia

méthode variationnelle avec un choix approprié de fonction d'onde pour déterminer

l'énergie relative de l'état fondamental du trion X- en présence d'un champ

électrique uniforme. La comparaison avec les résultats de Katih et al. (1993),

obtenus en perturbation, nous permet de tester la validité de notre modèle et de

montrer que nous pouvons atteindre des champs plus élevés.

Au troisième chapitre, nous calculons l'énergie de liaison de l'exciton chargé

X- (3D) pour différentes valeurs du champ électrique et du rapport des masses

efiectives des porteurs. Nous montrons qu'un champ électrique faible renforce les

énergies de liaison (effet inattendu).

16



1. INTRODUCTION

La maltrise des techniques d'application du champ électrique dans les systèmes

strictement bidimensionnels (2D), a permis récemment I'observation de I'effet

Franz-Keldysh en (2D) (Schmeller et al. 1994) ce qui était prédit il y a environ

20 ans par Ledermann (1976), mais était resté inobservé malgré une tentative de

Miller et al. (1985). Ceci montre que les systèmes strictement bidimensionnels

ne sont plus seulement un modèle théorique mais peuvent aussi trouver un

support expérimental. Il est alors justifié d'étudier les trions X- et Xr+ dans

un semi-conducteur (2D) en présence d'un champ électrique uniforme faible, ce

qui fera I'objet du dernier chapitre et constitue, à notre connaissance, la première

étude réalisée dans ce domaine. Nous calculons ensuite les énergies de liaison des

excitons chargés X- et X{ . Ce travail nous permet de situer le cas d'un puits

quantique de largeur .L soumis à un champ électrique transversal (perpendiculaire

à la direction de croissance). Si la largeur du puits devient infiniment grande nous

devons retrouver le cas d'un semi-conducteur massif, et lorsque tr tend vers zéro

ceux du semi-conducteur strictement bidimensionnel.
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Généralités.



1.1. Etats excitoniques dans Jes semi-conducteurs.

1.1- Etats excitoniques dans les semi-conducteurs.

Les semi-conducteurs, matériaux de base de l'électronique moderne, sont aussi

les matériaux de base de I'optoélectronique, technologie qui envahit notre vie

quotidienne avec les lecteurs laser, détecteurs infrarouges...

Le spectre énergétique de l'atome d'hygrogène présente une série de valeurs

discrètes. De même, il existe une série de valeurs permises pour l'énergie de

l'exciton, mais une grande différence existe dans la valeur de l'énergie de liaison,

quelques meV pottr I'exciton contre 1316 eV pour I'atome d'hydrogène. Les atomes

d'un gaz d'hydrogène ont tendance à se combiner pour former des molécules

d'hydrogène (Hz), de même l'énergie de deux excitons se réduit pour former des

molécules excitoniques appelées aussi biexcitons et détectées dans plusieurs semi-

conducteurs, dont le silicium (Haynes 1966), ainsi que dans les semi-conducteurs

composés CuCl (Nikitine 1969) et ZtO (Packard et al. 1967). Il y a une forte

ressemblance entre :urr gaz d'hydrogène et un gaz d'excitons, aussi par analogie

avec les systèmes atomiques et moléculaires, Lampert (1958) étudia la possibilité

de formation des complexes excitoniques, qui peuvent être mobiles ou localisés

autour de centres d'impuretés.

Parmi les complexes mobiles, nous étudions ici les excitons chargés, issus de

la liaison d'un électron ou d'un trou avec un exciton, donnant ainsi soit l)exciton

chargé négativement (e t X -+ X-) soit I'exciton chargé positivement (â * X -+

Xi) Il a été très difficile d'identifier la raie correspondante à X- dans le spectre

d'énergie. Il en a été de même pour l'atome d'hydrogène ionisé fI- qui possède

un seul état (Bethe et Salpeter 1957): il n'admet donc pas d'états discrets. Stébé

et Munchy (1974,1975) ont calculé les énergies de liaison de ces complexes dans

le cas de X-. Ils ont utilisé un calcul de type atomique et ont confirmé I'existence

d'un état stable pour toute valeur du rapport des masses effectives de l'électron

et du trou o : n'L:lrni. Pour Xr+ , ils ont utilisé un calcul de type moléculaire non



Chapitre 1. Gên&alités.

adiabatique, plus précis pour o < 0.1. D'autres études expérimentales ont été

menées sur X- et X{ , nous citons ici Thomas et Rice (L977). En augmentant par

dopage la densité de charge des porteurs, ils ont identifié des excitons chargés

dans le Ge. Puis Stébé et al. (1978) ont suggéré que la raie u2 dt spectre de

luminescence de CuCl soit attribuée à Xr+.

L'avènement des nouvelles techniques de croissance (micro-lithographie, épita-

xie à jets moléculaires ...) a permis de fabriquer des puits quantiques de largeur tr

très petite (lorsque ,L est inférieure au rayon excitonique, le semi-conducteur est

considéré bidimensionnel). Lorsque la dimensionnalité est réduite, il est alors plus

facile d'observer des excitons chargés, car leurs énergies de liaison augmentent

considérablement (Stébé et al. 1989). Parmi les travaux théoriques, citons

Bobrysheva et al. (1982) qui ont utilisé un calcul variationnel, puis Stebe et

Ainane qui, eux aussi, ont employé un calcul variationnel utilisant une fonction

d'onde d'Hyllerras et un calcul récent de Thilagam (1997) utilisant la méthode des

espaces de dimension fractionnels. Les expériences d'électroluminescence sur les

puits quantiques GaAslAIAs ont permis d'observer une forte augmentation du

pic de I'exciton chargé X- très bien défini; et une diminution du pic excitonique

lorsqu'on augmente la concentration d'électrons dans le puits (de I'ordre de

1gto"*-z) (Buhman et al. 1995). Ce phénomène, dejà connu en astrophysique,

qui expliq-ue I'opacité des étoiles, quand un atome d'hydrogène de la surface

d'une étoile capte un électron provenant de son noyau pour former H-. Nous

pouvons aussi citer Kheng et al. qui ont identifié X- dans les puits quantiques

CdTelCd,,Znç-4Te (Kheng et al. 1993), Shields et al. dans GaAsf Al,Gag-"yAs

(Shields et al. 1995a) pour X- et dans GaAs dopé en accepteurs pour I'identification

de X{ (Shields et al. 1995b) puis des expériences de photoluminescence de

Finkelstein et al. (1996a), qui ont identifié simultanément X- et Xr+ dans

GaAsf Al,Gag-4As. De plus I'existence d'états X"- (etat singulet) et X, (état

triplet) de l'état fondamental ont été identifiés en présence d'un champ magnétique

(Shields et al. 1995b); (Finkelstein et al. 1996a, 1996b), alors que ces états

n'existent pas dans f/-.
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1.2. Effet du champ électrique sur Jes semi-conducteurs.

Ec  ( r )

Ev  ( r )

Ftc. 1.1: Modification des bandes de conduction et de ualence dans la direction
du charnp appliqué, l'électron et le trou pénétrent par effet tunnel dans Ia bande
interdite et réduisent I'énergie du gap ( Bastard (1983)).

r.2 Effet du champ électrique sur les semi-conducteurs.

Les premières observations de I'effet du champ électrique sur le spectre optique

excitonique ont été mises en évidence par Harrick (1956): lorsque le champ

électrique augmente, il y a absorption de photons d'énergie h.u infêrieure à

l'énergie du Gap En. Ces observations ont été attribuées aux phénomènes de

vibrations du réseau et à des effets d'impuretés.

En 1958, Franz et Keldysh (Franz 1958, Keldysh 1958), indépendamment, onr

prédit I'effet tunnel entre les bandes et présenté une théorie sur l'électroabsorption

en affirmant un décalage vers le rouge du bord de bande en présence du champ

électrique (Fig. 1.1); la courbe d'absorption présente une queue en dessous de

l'énergie de bande interdite (Fig. 1.2) et une oscillation pour des énergies plus

élevées.
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t J

u)
:_

o

- 1 0  - 0 8  - 0 ô  - 0 4  - 0 2 0 2  0 1

FIc. 1.2: Courbes du coefficient d'absorption en fonction de l'énergie du photon
pour quelques ualeurs du champ électrique f , I'absorption en d,essous du gap et
l'oscillat'i'on du cofficient d'absorption pour des champs éleués correspond à I'effet
Franz-Keldysh ( Raiph (1968)).

Quelques années plus tard, leur théorie a été vérifiée expérimentalement par

Bôer et al. (1959), puis Williams et al. (1962) sur CdS et Moss (1962) dans le cas

de GaAs: leurs travaux ont montré qu'il y a déplacement du bord d'absorption

vers les basses énergies. Yacoby (1966) a étudié I'effet Franz-Keldysh sur le

Silicium massif. Il a montré que le changement d'absorption Ao est proportionnel

ù 7tr'72 (F champ électrique) comme il l'avait prédit lui même en 1965, ainsi que

Penchina (1965), et non comme F2 qui avait été prédit par Chester (1964) et

Frova (1965), puis il a conclu qu'une telle différence est peut être à I'origine

de champs électriques internes causés par des impuretés ou imperfections du

cristal. Cependant, en 1966, Hamakawa et al. suggèrent que les effets excitoniques

peuvent expliquer les divergences entre expérience et théorie de l'électroabsorption.

Des travaux sur Cd,9 ont montré que la théorie d'une seule particule est inadéquate

et que I'absorption excitonique est dominante dans le spectre d'absorption.

Tharmalingam (1963), Callaway (1963) et Aspnes et al. (1966) ont utilisé les

24
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1.2. Effet du champ êIectrique sur les semi-conducteurs.

propriétés de la fonction d'Airy pour étudier les propriétés diélectriques et optiques

des solides.

La forme de la courbe d'absorption trouvée est celle prédite par Franz et

Keldysh. Penchina a développé les calculs de Tharmalingam pour expliquer le

cas d'absorption indirect. Seraphin et Bottka (1965) ont étudié I'effet du champ

électrique sur I'indice de réfraction, puis ils ont appliqué leurs résultats sur Ie Ge.

Ils ont trouvé que la fonction diélectrique présente aussi des oscillations comme

le coefficient d'absorption dans le cas de d'effet Franz-Keldysh.

Tous ces calculs ont été développés dans I'approximation à une particule, cette

approximation n'est valable que dans la situation où l'énergie de }a paire e-h

dans le champ est plus grande que l'énergie excitonique la plus élevée. Duke

et Alferieff (1965) sont parmi les premiers à inclure I'influence de I'attraction

coulombienne pour le calcul de I'absorption optique dans les semi-conducteurs

en présence d'un champ électrique fort. Puis vient le travail de Ralph (1968) qui

a amélioré le travail de Duke et Alferiefl en résolvant l'équation de Schrôdinger

excitonique en présence d'un champ électrique avec la méthode WKB. L'étude

des états stationnaires du mouvement relatif de I'exciton (etat fondamental) est

formellement identique au problème de I'atome d'hydrogène. Dans le cas d'un

exciton, l'énergie de liaison est plus faible que l'énergie de liaison de I'atome

d'hydrogène. Cela est dû aux valeurs de masses effectives et de la valeur de rc

(constante diéiectrique) qui réduisent son énergie. Donc de très petits champs

peuvent ioniser l'exciton, ce qui rend son observation expérimentalement plus

difficile que dans le cas de I'atome d'hydrogène. La théorie de perturbation est

alors à utiliser avec précaution ainsi que la méthode variationnelle, puisqu'au delà

d'une certaine valeur de F il y a compétition entre l'état liant et l'état antiliant

(Dow 1970).

Pour le cas des systèmes bidimensionnels (puits quantique, super-réseaux...),

nous faisons un bref rappel concernant I'effet d'un champ électrique uniforme

longitudinal (parallèle à la direction de croissance) ou transversal.
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Chapitre 1. Généralités.

Parmi les études qui ont été faites sur I'exciton dans un puits quantique en

présence d'un champ électrique, nous citons d'abord Brum et al. (1985a) pour

un champ longitudinal et Miller et al. (1985) qui en plus ont étudié le cas d'un

champ transversal. Nous déduisons les remarques suivantes: le champ appliqué

est assez fort mais limité pour que la notion d'état quasi-lié ait encore un sens.

Les effets d'un champ parallèle et d'un champ perpendiculaire ne sont pas les

mêmes par raison de symétrie.

Pour un champ longitudinal, la barrière du puits devient triangulaire et

l'électron s'échappe du puits par effet tunnel, ce qui induit I'ionisation de I'exciton.

Pour un champ transversal le phénomène est analogue à l'exciton 3D (Dow 1970,

Blossey 1970): I'espace n'est pas limité dans la direction du champ comme dans le

puits. donc il n'y a pas d'effet de confinement et le mouvement relatif de I'exciton

est perturbé comme dans le cas de l'effet Stark, avec quelques changements dûs

à la réduction de dimensionnalité (Lederman et Dow 1976).

Pour un champ longitudinal, l'énergie de confinement de l'électron et du trou est

affectée par le champ, les fonctions d'ondes sont délocalisees aux interfaces des

barrières, et l'énergie de liaison de l'exciton diminue quand le champ augmente.

Pour une impureté hydrogénoïde, son énergie de liaison augmente ou diminue

avec Ie champ selon la position de cette impureté dans le puits (Brum et al.

1985b). Dans le cas de I'exciton chargé X- qui fera I'objet de notre étude, nous

citons le travail de Katih et al. (1993). Ils avaient étudié I'influence du champ

électrique faible par méthode perturbative dans un semi-conducteur massif. Ils

ont montré que l'énergie de liaison augmente avec un champ faible. Puis Dujardin

et al. (1997), eui ont considéré le cas de I'exciton chargé dans un puits quantique

soumis à un champ longitudinal, ont trouvé que l'énergie de liaison de X-

diminue quand le champ augmente. Enfin vient un résultat expérimental de

Shields et al. (1997) qui affirment la même chose que Dujardin et al.. Ajoutons

encore que dans le cas d'un super-réseau (SR), un effet paradoxal se produit: la

localisation des fonctions d'ondes électroniques, ce phénomène avait été prédit par
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1.2. Effet du champ électrique sur les semi-conducteurs.

V1

I

( b )

Ftc. 1.3: Modification de la barrière du puits de potentiel en présence du champ,
(a) en absence du champ, (b) en présence du charnp ( callaway (1974)).

Wannier (1960, 1962) dans les semi-conducteurs massifs, mais avait été longtemps

contesté par plusieurs auteurs, par exempleZak en 1968, malgré des confirmations

théoriques par Shockley (1972) et expérimentales par Koss (rg72). Lorsqu'un

champ électrique F est appliqué longitudinalement sur un SR de période D,

les barrières des puits quantiques deviennent triangulaires (Fig. 1.3), puis il y a

un décalage en énergie de eFD entre les puits adjacents (Fig. 1.4, Niveaux de

Wannier-Stark). L'effet tunnel des électrons diminue, il se produit alors un effet

de localisation des états électroniques.

IJn exemple parfait qui décrit ce phénomène est I'augmentation de l'énergie

de liaison Ex de I'exciton, passage de la valeur du massir GaAs Ex:4mev à

Ex : lSmev du puits quantique isolé (tr : goÀ) (Mendez et al. 1g88, Agullô et

al. 1990) (localisation de la paire e-h dans un seul puits Fig. 1.5).
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. 9 \

< 5

ç - ^

\

Ftc. 1.4: Effet d'un champ électrique sur les fonctions il'onde pour un SR, F:0
correspond d 3D, l'électron passe par effet tunnel à trauers les barrières, F: high
localise l'électron dans un seul puits 2D (Hosoda (1996)).

' l  t 2

ffi(o/ a U U

Ftc. 1.5: Localisation des fonctions d'ond,es dans un super-réseau, [)ouT. un champ
électrique faible (a), moyen &) "t fort (c)(Mendez (1988)).

(")

Elue-shift of absorption edge

F = High

28



Efret du champ éIectrique sur les semi-conducteurs.

20opm /)

I

FIc. 1.6: Echantillon permettant I'obseruation de I'effet Franz-Keldysh à deur
dimensions, LV : 1.5V génére u.n charnp d'intensité 705Vlcm( Schmeller
(1ee4)) .

29



Chapitre 1. Généralités.

1.3 Effet Stark dans I'atome d'hydrogène et d'hé-
l ium *.

Introduction.

L'effet Stark est utilisé pour calculer la constante diélectrique ou la polarisabi-

lité des atomes. Il est aussi utilisé dans les modulateurs électro-absorbants utilisant

I'effet Franz-Keldysh. Dans cette partie, nous ferons un rappel sur I'effet d'un

champ électrique sur I'atome d'hydrogène qui ressemble à I'exciton, puis I'atome

d'hélium qui ressemble aux excitons chargés.

1.3.1 Effet Stark dans I'atome d'hydrogène.

1.3.1.1 Effet Stark l inéaire.

Considérons un atome d'hydrogène soumis à un champ électrique uniforme

d'intensité F et ayant comme direction I'axe oz. Les niveaux de I'atome d'hydrogène

subissent une levée de dégénérescence. On définit le champ en unités atomiques

par: / : ï#l où as représente le rayon de Bohr et Rs le Rydberg.

L'équation de Schrôdinger de I'atome d'hydrogène en présence du champ

électrique externe est séparable en coordonnées paraboliques. Pour des champs

faibles, la théorie de perturbation donne pour la correction du premier ordre qui

est iinéaire en / (Bethe et Salpeter 1957) :

B$) ï ,(n, - nr) (1 -1 )

- n: nombre quantique principal.

- nLt n2 : nombres quantiques paraboliques.

3
2
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1.3. Effet Stark dans l'atome d'hydrogène et d'hêlium"

Field

Frc. 1.7: Distr ibution de charge de l 'état (r, :  2,,n2 - 0,,m - 0) nombres
quantiques paraboliques, le noyau est au centre, les courbes sont des lignes de la
densité de charge. Notons qu'une forte concentration de charge est localisée uers
Ies z positifs ( Bethe (1957)).

Chaque état stationnaire du spectre discret est déterminé en coordonnées

paraboliques par trois entiers, n nombre quantique principal, n1 et n2 nombres

quantiques paraboliques reliés par l'équation n : nr * nz* | m | +l où rn

est le nombre quantique magnétique. Les deux composantes extrêmes du niveau

désintégré correspondent à (rr : n - L, nz : 0) et (n1 : 0, rlz : z - 1).

La séparation entre ces deux niveaux extrêmes est 3/ n(n- 1). Cette séparation

dépend approxima.tivement de n2. Le moment dipolaire augmente lorsque l'électron

est éloigné du noyau. La valeur moyenne du moment dipolaire de I'atome est

donnée par:

3,
z :  - rn(n , - rz ) (1 .2)

Pour n1 : nz donc (z :0) il n'existe plus d'efiet Stark linéaire. Dans le cas

Try ) TL2, comme nous pouvons le voir sur la figure (1.7), en coordonnées paraboli-
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Chapitre 1. Généralités.

ques, l'électron se trouve essentiellement du côté des z positifs, contrairement en

coordonnées polaires qui sont symétriques par rapport au plan z : 0.

La désintégration de Stark atteint de grandes valeurs, spécialement pour les

états hautement excités, ainsi pour n : 5la séparation entre les composantes,

(rt :  4,n2 :0) et (n2 : 4,TLL: 0) pour un champ de 500.000 Vf cm est de

même ordre de grandeur que la séparation entre les états de nombre quantique

principal n : 5 et n :6 en I'absence du champ.

1.3.1.2 Effet Stark quadratique

Avec la croissance du champ un terme quadratique en / apparaît en plus de

I'effet Stark linéaire, l'énergie s'écrit en seconde approximation (Landau 1966):

BQ) f '  nn l1.Tn2 - 3(r, - nr)' -gn2 +tgl (1 .3 )

Comme I'effet Stark linéaire, E(2) depend d'abord de n, n1 et n2 mais aussi du

nombre quantique magnétique m. La levée de dégénérescence se poursuit dans

I'effet de la deuxième approximation. Notons encore que 6l(z) est inchangé en

permutant n1 et n2. Grâce à I'effet quadratique, les termes se déplacent toujours

vers le bas car cette quantité est toujours négative.

1.3.1.3 Ionisation par le champ électr ique

En examinant I'expression de l'énergie potentielle de l'électron:

v:_L+i .F,
T

(1 .4 )

nous remarquons que le potentiel V admet deux singularités en r : 0 et r : oo.

En mécanique ondulatoire, lorsqu'il existe deux potentiels, il est possible que

l'électron piLSSe de I'un à I'autre par effet tunnel à travers la barrière triangulaire,

l'électron est alors accéléré et I'atome est ionisé. Pour donner un ordre de grandeur

du champ qu'il faut appliquer à I'atome d'hydrogène pour I'ioniser, prenons à

titre d'exemple I'intensité du champ produite par le champ du proton à une
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Effet Stark dans l'atome d'hydrogène et d,hélium*

Ftc. 1.8: Fonction d'énergie cinétique ô0ù, @) pour un charnp interméiliaire,
(B) pour un charrup très fort ( Bethe (19b2)).

distance égale au rayon de la première orbite de Bohr de l,atome d'hydrogène,
c'est à dire:

e  4 ,8  x  10 -10
o r " :  

: \ r l 42x I \ sV fcm

Cette quantité est utilisée en physique atomique comme unité atomique du champ
et correspond e 1u.a. Ce champ est extrêmement fort, mais dans les solides, les
excitons sont facilement ionisés à cause de leur énergie de liaison très petite
devant -Rs d'un facteur égal à 

# t, masse réduite de la paire électron-trou, ,c
permittivité diélectrique du solide). Soit /(r7) (rl : , - z) Ia fonction énergie
cinétique de l'électron (d est obtenue lors de la séparation de l'équation de
Schrôdinger en coordonnées paraboliques).

(1 .5 )

(1 .6 )

avec 6 : 1/-28, E est l'énergie totale de l'électron, C paramètre introduit au
moment de la séparation de l'équation de Schrôdinger en coordonnées paraboliques.

Sur la courbe de { en fonction de ? (Fig. 1.8), entre les deux points de rebroussement
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Chapitre 1. Généralités.

0t, < A < Tz) la fonction d'onde est oscillatoire. A I'intérieur de la barrière de

potentiel (n" < A < Ts) la fonction d'onde décroît exponentiellement.

où A est la constante de normalisation

En dehors de la barrière (q > rys) l'énergie cinétique est positive et la fonction

d'onde est oscillatoire. La barrière de potentiel s'amincit lorsque le champ croît,

l'expulsion de l'électron de la région interne de I'atome à l'extérieur à travers

la barrière n'est autre que l'ionisation de I'atome. Comme il existe toujours

une probabilité P pour que l'électron s'échappe de I'atome, par le moyen de la

méthode W.K.B, nous exprimons cette probabilité d'ionisation (Bethe et Salpeter

1957)  :

n ",nl 
-z tl] ,[661a,r]

P  -  L  ( 1 . 8 )
4 Il,' ôh) l-ï an

Dans le cas des champs faibles, la probabilité d'une telle ionisation est insignifiante;

à titre d'exemple considérons le cas suivant:

il existe une valeur de champ critique F" telle que pour F proche de F", P est de

I'ordre de 1 et pour une valeur légèrement inférieure, la probabilité est de I'ordre

de 10-2. Donc un léger changement de F au voisinage de .F" produit un grand

changement de la probabilité d'ionisation, par exemple 3% de changement de F

entraîne un changement de P d'un facteur 2 (Bethe et Salpeter 1957).

L.3.2 Effet Stark dans I'atome d'hêlium.

Dans le cas de I'hélium (Bethe et Salpeter 1957) et pour des champs faibles,

l'effet Stark produit est proportionnel au carré de I'intensité du champ et I'effet

linéaire est absent. Nous avons besoin de calculer le second ordre du niveau

fondamental de I'hélium. Soit B l'énergie d'un atome placé dans un champ

électrique faible F. E 
"'ê.rit 

sous forme de développement en champ :

(r .7)

(1.e)

34

E:  Eo lh f  *ErTt+" '



1.3. Effet Stark dans I'atome d'hydrogène et d'hélium*.

La constante diélectrique est évaluée à partir de la relation (Atanasoff 1930) :

e : I  -  8 rN  E2 (1 .10)

où l/ est le nombre d'atomes par unité de volume. L'Hamiltonien non perturbé

s'écrit en double Rydberg:

(1 .11 )

L'élément de perturbation, résultant de la contribution due au champ électrique,

s'écrit (", + 
"r) /; 

donc la pertubation de flo est:

Hr : ( " t+ " r ) f (1.12)

Slater et Kirkwood (Slater 1930) ont proposé une fonction d'onde de la forme:

, l t : éoa r i r iQ l t z2 ) (1 .13)

où do : e-Q-#)(rfir2)/2 est la fonction d'onde de l'état fondamental en absence

de champ et a est un paramètre variationnel, le minimum de l'énergie est obtenu

pour ru : |, leur calcul donne Ez : -0.715 et la constante diélectrique e :

1.0000715, valeur en très bon accord de la valeur expérimentale e : 1.000074.

L'effet Stark est utilisé aussi dans le calcul de la polarisabilité des atomes, par

exemple He et Li+ -

Nous nous sommes inspirés de l'étude de Chung et al. (1965) pour traiter le

cas des excitons chargés. Ils ont étudié la polarisabilité des états 2351et 21^90 de

He et de Li+ au moyen d'un calcul variationnel. Leur fonction d'onde comportait

72 termes dans le développement: 96 termes ont été utilisés pour l'état 21^90 de

l'He, du fait de la faible convergence pour cet état. L'énergie d'interaction AE

en u.a s'écrit :

11221
f1o  :  - ;A t  - ;A ,

. z T 1 T 2 T t Z

-^E: 
*'r, + lrOf^ +... (1 .14)
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où / et o sont respectivement le champ électrique et la polarisabilité dipolaire.

(1 .15 )

En l'absence du champ électrique, les fonctions d'onde pour les états 23Sr

et 23 Ss ont une symétrie sphérique et un moment dipolaire nul. Quand un

champ uniforme est appliqué, la fonction d'onde perd sa symétrie sphérique et

la polarisabilité est donnée par:

a:  r im j - r -  ( r " ; )

a:timr-"-(ffi) (1 .16)

Ils ont conçu une fonction d'onde simple ry' construite à partir de la fonction

d'onde proposée par Hylleraas et Undheim. En présence du champ elle est

"déformablerr , en son absence , elle coincïde avec tfso fonction d'Hylleraas et

Undheim.

,h : rho t (r, + "r)rh{ t 
(', - zz)ûr

: rho + rht + th"

La polarisabilité s'écrit :

a :  t imt-- , ,  -  (  < 
!  |  l \ l 'b 

>\
\  f  < rh l rb> )

L'Hamiltonien non perturbé s'écrit en unités atomiques:

Ho:-fa,-fa, -Z-L*l-
z z T l T 1  T t Z

L'élément de perturbation résulte de la contribution due au

s'écrit  (r,  + 
"ùT, 

donc la perturbation de f16 est:

: lca$on(ks,kt,ku).
z=1

Ht -- (r, -l zz) (1 .20)

Ils ont utilisé une fonction d'onde exprimée en coordonnées elliptiques s, t, u et

définie par:

^r
,ho(k",, kt, ku) : 

lrr"- ' ïkt;tm;*n;rt idnitt l '  
rsinh(+ict) )

r=r 

-a-lrt;tn;*n;liu'mitni 
t 

t;";i'+; | 
(l'2r)

ÀI

( 1 .17 )

(1 .18 )

(  1 .1e)

champ électrique
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1.3. Effet Stark dans l'atome d'hydrogène et d,héIium*.

,br 
"t 

tf;II sont exprimées comme suit:

.^r
,b'Qr", kt, ku, kz1, kz2) : ("r+ 

"r)Daofl(t*",,kt,ku) (1.23)
i= I

n/
: I a,6!çtr",kt, ku,kz1,, kz2).

i= I

^I

,b"(k", kt, ku, kz1, kz2) : (", - 
"r)le;$l(ks,kt.,ku) 

(I.24)
i=1

.n/
: D, ",ô!' 

(trs, kt, lcu, k4, kz2).
i = l

où k est un paramètre d'échelle, c un coefficient non linéaire, c;, d,; et e; sont des

coefficients variationnels. Les fonctions sinh et cosh sont choisies pour maintenir

la symétrie de la fonction d'onde.

Chung et al. (1965) ont utilisé un développement de la fonction d'onde à 42

termes et même jusqu'à 96 termes pour le cas de H- et He, cela à cause de

la faibie convergence de la polarisabilité pour ces deux types d'atomes. Leurs

résultats sont en bon accord avec plusieurs travaux, théoriques et expérimentaux

(utilisant un développement jusqu'à 252 ternes et parfois 715 termes). Dans

leurs calculs de < 12 > (sans champ électrique) avec une fonction à 26 termes,

leurs résultats étaient nettement meilleurs que les résultats de Pekeris (1g5g)

utilisant un développement à 252 termes, leur fonction d'onde assure alors une

convergence très rapide.
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Chapitre 2

Etat fondamental du trion X- dans
un semi-conducteur massif en

présence d'un champ électrique
uniforme faible.
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2.7. Introduction

2.L Introduction

Ce chapitre est consacré au calcul variationnel de l'énergie de l'état fondamen-

tal du trion négaûf X- en présence d'un champ électrique uniforme. Dans le

paragraphe (2.2), nous exprimons I'Hamiltonien dans le cadre de I'approximation

de la masse effective, ensuite nous séparons le mouvement du trion en un mouvement

associé au centre de masse et un autre au mouvement relatif, puis avec un

choix approprié de la fonction d'onde qui tient compte de la présence du champ

éiectrique, nous résolvons l'équation de Schrôdinger effective du mouvement

reiatif au moyen de la méthode variationnelle utilisant une fonction d'onde à

68 termes. Nous déterminons l'énergie de l'état fondamental du trion en fonction

du rapport des masses effectives a et de I'intensité du champ F. Nous ferons aussi

une comparaison avec des travaux de physique atomique reportant des résultats

sur les ions hydrogénoïdes.

Dans la suite, nous montrons que l'énergie du centre de masse est quantifiée

suivant la direction associée au champ, et comme les trions sont chargés, ils

deviennent mobiles en présence du champ (X- et X{) comme dans le cas d'un

électron dans un semi-conducteur. La fonction d'onde du centre de masse est

proportionnelle à la fonction d'Airy, on peut alors s'attendre à une oscillationl

du coefficient d'absorption comme dans le cas de I'effet Franz-Keldvsh.

Èi
1. Propriétés de la fonction d'Airy.
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Chapitre 2. Effet d'un champ éIectrique uniforme sur l' état fondamental..

2.2 Equation de la masse effective

Dans cette étude, nous traitons explicitement le cas du trion négatif X-

formé de deux électrons et un trou liés par I'interaction coulombienne, nous en

déduirons ensuite les résultats dans le cas du trion positif Xr+, pour lequel il suffit

d'échanger les électrons et les trous. Nous nous proposons d'étudier I'influence

d'un champ électrique uniforme sur l'état fondamental. Nous dénombrons les

électrons par les chiffres L et 2,le trou sera noté h.

En se plaçant dans l'approximation de la masse efiective dans un modèle à deux

bandes simples, paraboliques et isotropes, et en négligeant I'interaction d'échange

électron-trou devant I'interaction coulombienne, I'Hamiltonien effectif de I'exci-

ton chargé X- s'écrit:

/  D2  \  /  p2  
, \  ,  (  p i  \o: (#, * r,) + 

lTh 
* r,) + 

l î*+ 
uh) + v+2e"s-€us

(2 .1 )

où 4, È .t fr sont respectivement les quantités de mouvement des électrons

et du trou et mi Ia masse effective de la particule (rni - mi -- rn:). Les énergies

6.s et 6?s correspondent respectivement au bas de la bande de conduction et au

sommet de la bande de valence au centre de la zone de Brillouin et en présence

du champ électrique. V" est le potentiel coulombi en et (J; est i'énergie potentielie

due au champ électr ique F:

o2(  I  I  1 .1
V^ :L l -
" -o\* - r* - r* l

IL : -eri '  F ; U, : -"Fr. F ; [Jr, :  er 'n. F

(2 .2 )

(2.3)

où rc est une constante diélectrique effective tenant compte de tous les effets de

polarisation. r-i, fz et ù, sont respectivement les vecteurs positions des électrons

et du trou et les distances inter-particules sont définies par:
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2.3. Energie fondamentale des tfions en présence d'un champ électrique uniforme

L'équation de Schrôdinger du complexeX- soumis à un champ électriqueuniforme

s'écrit :

I rr2 6z 6z
f  - - ^ -  -  -  A  

' o  
n  -  

-

L- ̂ ru, 2*;L, 
- 

Z*rn^ 
- e F - (r '1* r-z - r-^) + Vl x çx-(ù, fr,  r ' t)

-  Hx- ?x- :  Ex- gx- :  (E -2 eæ+€uo) gx- (2.4)

où E représente la valeur propre minimale de I'opérateur .Ë1 et gx- est la fonction

d'onde enveloppe associée.

2.3 Energie fondamentale des trions en présence
d'un champ électrique uniforme

2.3.L séparation du mouvement du centre de masse et du
mouvement relatif

En l'absence de toute perturbation, nous savons que l'équation de Schrôdinger

du trion est séparable en deux équations (Stebê rgTT),I'une pour le centre de

masse (".-.), l'autre pour le mouvement relatif. Nous allons montrer que cette

séparation reste possible en présence d'un champ électrique uniforme, et pour

cela nous utilisons les coordonnées définies par:

r -  ( r ,Y ,  z )

É' (xo,Yo, zo)

F, - Fr,, R (X,Y, Z) :

(*iù -r mir) + mir-n) lMo (2 .5 )

où M0 : 2m! * *i est la masse du c.m. de X-. En posant o : mîlmi on en

déduit:

11+ fz
- _ T . t

2 ' "

- r -1r - i :  
, -  y11 É

F1
rz  :  -d  -  

*  *  rR

-  2o 5r7--2"*rn+

+ fio.

(2.6)

R".
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Chapitre 2. Effet d'un champ électrique uniforme sur 1' état fondamental...

L'Hamiltonien ffu- s'écrit alors:

Hx_:l#. h. #tv"_ "r l,(f#)u.
avec

v,:t{+---=l _ ----L}
K I l f t  1R-rp1 lE+421J

H" :(h"",-"",)

H,"t: (-#""- fi", * v" -rî+; "rt)
4 .t M - zry:y; 

.La fonction d'onde est alors donnée
2Mu

v *-(F,8, ,{o) : p,"t(F, Ê) e" G")

ull
(2 .7 )

(2.8)

La fonction d'onde du trion excitonique dépend des trois vecteurs F, R et fto qni

définissent la position du trion. L'équation de Schrôdinger s'écrit alors:

Hx- p *-(r- ,  É,4) :  Ex- I  x-6, É, Fù. (2.e)

L'Hamiltonien 116- s'écrit comme la somme des Hamiltoniens du centre de

masse H"*(Ëo) et du mouvement relatif H,a(F,fr;. e" supposant que le champ

électrique .Ë est dirigé suivant I'axe oz,les expressions deviennent:

avec p -

produit :

(2 .10)

(2 .11)

par un

(2.r2)

et l'énergie totale par:

Ex - : 8 " * *E r " t (2.13)

où

au

E. reprêsente l'énergie du centre de masse du trion et 8,.1l'énergie associée

mouvement relatif. D'autre part, nous remarquons que l'Hamiltonien Hy-
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2.3. Energie fondamentale des trions en présence d'un champ êlectrique uniforme

commute avec les composantes dans le plan horizontal de I'opérateur impulsion

4 a" centre de masse:

lUx-, Poxl : [Hx-, Poy] : 0 (2.r4)

donc Psy et Psy sont des constantes du mouvement et H7ç- peut s'écrire sous la

forme:

Hx- : H" t(Xo,%) + H-"1(Zo) + H,"t(F, R)

La fonction d'onde est alors à variables séparables:

g *-(r-, É., Fù - 
"iKo'xo "iKorYo 

g"*ll(zo) g,"1(F, É)

Les fonctions gcmll et ?,"r sont alors respectivement solutions de:

(2.15)

(2 .16)

et

(2.r7)

H,a(F, E) ç,",(f , É) : 8,., ç,"t(F, È) (2.18)

L'équation (2.I7) est analogue à celle d'un électron soumis à un champ électrique

dans un solide et sa solution g-,11(Zs) est donnée (Abramowitz et Stegun 1965)

par :

l-h"r" 
- 

"rrrf e" 11(zo) - Ecrnl e.*11(zo)

9",-1(Zo) : C Ai (-U'*' -""') (2.1e)

où C est une constante de normalisation et P : (h)u 1"f1?. Ai estla fonction

d'Airy définie par (Abramowitz et Stegun 1965):

Ai(-x): + I_: d,u exp[, (ç -,")]

L'énergie correspondante est donnée par:

(2.20)

(2.2t)
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Chapitre 2. Effet d'un champ électrique uniforme sur l' état fondamental...

oi E!^1, est déterminée par les conditions aux limites du cristal (Haug et Koch,

1990), g"*11(L,) :0 (L" + *), oi L" est la longueur du cristal dans la direction

du champ F. Ainsi nous obtenons:

(2.22)

Il apparaît donc que le spectre énergétique du centre de masse en présence de

champ électrique consiste en une série de niveaux discrets que nous appellerons

"Niveaux de Wannier-Stark" par analogie avec le cas d'un électron dans un solide

(Wannier 1960, Koss 1972, Bentosella 1gg1) et dans le cas de H- (Effet Stark)

(Bethe et Salpeter 1957). Le mouvement relatif est donné par la résolution de

l'équation suivante:

I  f r '  n  h 'A  , , r  2 (o *1 )  __ l  + .

l- r*o"- 2tt\ ' +v, - -fi i"rzlv,a(F,R): 
E,a P,"{f,R) (2-23)

Par la suite, nous utiliserons les unités atomiques du donneur, c'est- à-dire cp

pour la longueur, 2r?p pour l'énergie. et le paramètre sans dimension / pour

I'intensité du champ électrique. Ces unités sont définies par:

h,2 rc 6z
^1" ' ' T:ffir- (2.24)CLD : 2Rp :

mlaT'

Dans ces unités, l'équation (2.23) devient:

I  o *1^  1^  (1  +o)  I  -
l -  Ao- rA ,  *V" -  #  (zn*zzn)  f l  ç , " , (F ,R) :  E , " tV , " {F ,E) .
L  4  2  ( r+zo)  I

(2.25)

La résolution de cette équation fera I'objet du paragraphe suivant.

2.3.2 Calcul variationnel de l'énergie fondamentale.

2.3.2.L Choix de la fonction d'onde d'essai.

Afin de décrire le mouvement relatif des trois particules, nous pouvons utiliser

les coordonnées elliptiques s,t,1r, définissant le triangle 12â (voir Fig. (z.t)).

L'orientation du triangle dans I'espace est précisée par les coordonnées zth)
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2.3. Energie fondamentale des tdons en présence d'un champ êlectrique uniforme

I
I

I
I
I

I -
l ' h

Ftc. 2.1: Coordonnées du trion X- dans le repère absolu.

227, et I'angle / notant la rotation autour de l'axe oz. Par raison de symétrie,

l'état fondamental est invariant par rotation autour de I'axe parallèle au champ

électrique F, .orrc pouvons donc ignorer la variable /. Les coordonnées elliptiques

sont définies par:

S : f th * rZh, t  :  Ttr - T2ht 1t :  Ttz (2.26)

ou

r i j  : l  r i  -  f i  l  " t  
z i j  - -  z i  -  z j  avec  i  : 1 ,2 ,h  ;  j  : 1 ,2 ,h

Dans ce système de coordonnées, I'Hamiltonien relatif H,.1 {êcrit alors:

(2.27)H," t :T+V+W
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avec

,:l-#-#-#.,:(H)h
-':(#)#-?*,-r+("* -'*)

-'(#)#^-'(#)#^ #^l
*" l-' (#) # -' (54) i. - "\("* 

-'*)
-t#;-' (#. 3) #^ -' (# +) #^

,#;-' (#. 3) #^ -, (# - 3) #^ - #"1
a r  I  4 s

u  s 2 - t 2

w - -ffir (zrnt zzn)

et
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2.3- Energie fondamentale des trions en présence d'un champ électrique uniforme

Le choix de la fonction d'essai doit tenir compte de I'existence de toutes ces

variables. Nous choisissons une fonction d'onde variationnelle, symétrique par

rapport à la permutation des coordonnées des deux électrons, c'est-à-dire:

gra(srtr ' t t ,217r, zzn) : g,a(s, -t ,u, zzn, z.1,")

Notre fonction est inspirée de celles utilisées pour le calcul de la constante

diélectrique de I'hélium (Atanasoff 1930), ou pour l'étude de la polarisabilité de

H-et fIe (Chung 1965):

\ [ (s,  f ,  u,  zLht z2h):  i l ro(s,  f ,  u) + VI(s,  t ,  u. ,  41,,  221,) (2.28)

avec

ùo(", t, u) - D"^*o | *rp >
rnnp

(2.2s)

(2.32)

Vt(", t, u., 211,, zzn) : (zrn + 
"ro) Drd^^o | ̂ np > (2.30)

mnp

oi I rnnp ): e-ï s*tnu,P . La fonction d'onde variationnelle s'écrit alors:

g,als, t,, Lt', 217,, zzh) : \[(ks, let, ku, k47, k227,) (2 .31)

où fr est un paramètre d'échelle, dont I'introduction dans la fonction 
"-G/z)

permet de prendre en compte I'effet d'écrantage entre les deux électrons. Ce

facteur est important pour obtenir de bonnes valeurs d'énergie (Bethe et Salpeter

1957). Les coefficients c*,-,o, dnno ainsi que k sont des paramètres variationnels,

obtenus lors de la minimisation de l'énergie:

E(k ) :  
<9 'a lH l t ( t ' ">

1 pret I gr"t )

Notre fonction tient compte de I'influence du champ:

- Quand le champ est absent (F -+ 0), la fonction d'onde se réduit à

![o(/cs, kt,, ku) qui représente la fonction d'onde de l'état fondamental du

trion en I'absence du champ électrique (Feddi et Stébé 1gg7).
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2
0
1
0
2
0
1
0
3
1
2
0

u n ' L n

0 00
100

10
2 0 0

02
10
20

3  00
02
10
I2

a n ' ù n p

201
300

4 004
022
0 4 0
103
t21
202
220
301
4 0 0

Tne. 2.1: Indi,ces des coefficients de la fonction d'onde pour us : 4

- Quand le champ est appliqué, les particules de charges contraires tendent

à s'éloigner l'une de I'autre dans la direction du champ et la contribution

de \ûr dépendant de z va augmenter.

Nous supposons que l'état fondamental du système est obtenu pour une fonction

d'onde enveloppe symétrique par rapport à la permutation des deux électrons.

Donc pour assurer la parité de la fonction d'onde, il faut que I'entier n soit pair.

Les entiers ffi,fl,p sont choisis tels que:

rn+n*p1u  (2 .33 )

où ur est un entier fixant le nombre de termes du développement. La fonction

d'onde contient ( 2 x 22 ) termes avec n pair (voir tableau 2.1).

2.3.2.2 Elément de volume

L'élément de volume dr (Appendice B) s'exprime en fonction des variables

srtrltr,zy, et 227 dêfrnissant la position du trion dans I'espace tridimensionnel:

d, -- L 
+ 

u d,s d,t d,u d,217, d,221,

50

(2.34)



2.3. Energie fondamentale des trions en présence d'un champ électrique uniforme

ou

D

le dénominateur D s'écrit:

Les bornes d'intégration des différentes coordonnées sont définies par:

f  f@ fs f lu  rT rg
ldr : l  a" la" l  at l "  d,"roldzzn

J Jo Jo J-u J-ç 
'" 

Jo

où o et B sont les racines de l'équation D:0 (Appendice B).

2.3.2.3 Méthode de résolution

Le problème consiste à déterminer le minimum de l'équation (2.32) en faisant

varier le paramètre k et les coefficients c^no et d*no. Des solutions non triviales

existent uniquement si le déterminant de la matrice @'r -kl -wltrl est nul,

nous obtenons alors le déterminant séculaire d'ordre (2 x 22) terrnes exprimé

ci-dessous en quatre blocs:

(k,T - kv - EN)x',:.!ï'o Lrwi;:i'"

iw#;,{'' (krT - kv - EN)n:ri''
-0 (2.36)

avec:

T#^'o'n' -q ,n'r'p' I Qrn + zzn)q T (zn I zzn)o I mnp )

V#'n'p'q' -q ^'n'p' I Qrn + 
"rn)r' 

V (zrn + zzn)n I rnnp >

W#^'o'o' -q ,n'r'p' | (rrn + zzn)' W (zn + 
"zn)o I 

mnp )

N#^'o'o' -q ^'r'p' I Qrn + zro)e*a' | *np >

Toutes les intégrales intervenant dans ces éléments de matrice ont été calculées

analytiquement. Les expressions explicites en sont données à I'appendice C. La
condition 0ElÔc,""o: 0Elôd^^p : 0El)k : 0 pour toute combinaison valide

des entiers ffitfttp permet d'obtenir la valeur propre minimale de (2.36).

211,226(2s2 *2t ,  -  4u2)  -  (s  * t )2z2ru-  (s  -  t ) t t lo-  ua *  (s2 +tz1ç -  s2t2



Chapitre 2. Effet d'un champ éIectrique uniforme sur l, état fondamental...

2.3.2.4 Présentation des résultats

Dans tous les calculs présentés ici, nous faisons varier le paramètre k dans

un intervalle fk^,kyl afrn de trouver le minimum relatif de l'équation (2.J2),

car lorsque k tend vers zéro le potentiel dû au champ électrique augmente

indéfiniment 2 et par suite il n'y aura plus d'états liés.

Sur la figure (2.2), nous avons montré un exemple qui illustre ce phénomène pour

différentes valeurs du champ et pour la même valeur de o. La valeur de fr- a dû
être estimée pour toute combinaison de / et a.

La frgure (2.3) représente les variations des valeurs moyennes de l'énergie cinétique,

potentielle et totale des électrons et du trou pour une valeur de a:0.1. Cette

figure montre d'une part que lorsque / augmente l'énergie cinétique totale T.*Tn

diminue. D'autre part, l'énergie potentielle V * W diminue rapidement en valeur

absolue de sorte que l'énergie moyenne totale fI augmente en valeur absolue.

Il faut s'attendre alors à une augmentation des distances moyennes entre les
particules. Lorsque / tend vers zéro, l'énergie totale fl du complexe X- tend
vers f16 en absence de champ. Comme nous I'avons énoncé ci-dessus, fI est une

fonction strictement décroissante de F conformément au théorème de Hellman-

Feynman (Lévy-Leblond 1969) en l'appliquant à l'équation (2.11):

dH* ( ,b l# l ,h)
dF (rh l rh)

-2":+Q) so2o+t
Comme nous le constatons, au fur et à mesure que le champ augmente, le

minimum se déplace vers les basses énergies, ce qui permet de dire que 8,"1

augmente en valeur absoluel nous remarquons aussi que ce minimum disparaît

complètement à partir d'une certaine valeur du champ que I'on notera /".
Finalement' nous pouvons affirmer que la méthode variationnelle n'est plus bien

adaptée à partir d'une valeur / supérieure à /". Sur la figure (2:4) nous présentons

la variation de l'énergie relative du trion X- en fonction de a et pour différentes
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2.3. Energie fondamentale des trions en présence d'un champ êIectrique uniforme

o=0.6

f  = 0.0

f  = 0.002

f = 0.003
k, kM

0.1

-0.1

0.0

-0.3

-o.4

G
j

, ,  F -0.2
u-l

0.0 0.5 1.51.0 2.0 2.5
Paramètre d'échelle k

Flc. 2.2: Energie relatiue du trion X- en fonction du param,ètre d'échelle k.
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G
j

a
.9
c')
l-

o
c
uJ

0.4

0.2

0.0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1 .0

o-0. I
Te

Th

W

Ho

H

V

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Champ électrique f (u.a.)

FIc. 2.3: Tracé des énergies nxoyennes totales Hs et H, cinétiques T" et Tl1,,
potentiel les V etW en fonction du champ électr ique pour une ualeur de o :0.L.
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1.12

1 .10 f = 0.006

f = 0.004

f = 0.003

1.08

1.06

1.04

1.02

1.00

0.2 0.4 0.6 0.8

Ftc.2.4: Energie relatiue d,e I'eæiton chargé X- en fonction du rapport de masse
o pour différentes ualeurs d,e champs
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valeurs de champ /. Nous remarquons que l'énergie relative augmente (en valeur

absolue) avec le champ cette croissance est d'autant plus forte que a est proche

de 1.

bb



2.4. Comparaison avec Ia physique atomique.

2.4 Comparaison avec la physique atomique.

Lorsque o : 0,,I'équation de Schrôdinger du trion X- ressemble formellement

à celle de l'ion I1-. Nous nous proposons donc de faire une comparaison avec

les travaux de Chung et al. (1965). Rappelons I'expression de la fonction d'onde

utilisée par Chung:

{ t : rbo+rb l+ rh I I (2.37)

,b' : ("ro I zzn)ût et ,h" : ("ro - zzn)ûz (2.88)

,bo(k", kt, ku): t c;e-Lilct;+m;*n;rt;um'tn. x 
{:'::i i i: l}

i = l

,bI(k",  kt,  ku, k217, k221,):  (zrn+ zzn)iOru*nl;*^;+n;+r"t ;u*;1n; 
" { : ' : : [ i i : i \

i = I

N

,h" (k", kt, ku, k41,, k221,) : (zn - ,rn)T 
"&-* 

krt;!m;t.n;!r 
"tiu*;7'"; " {:'::lrr1:l\

i = l

Les variables s,l, 1tr, zrhet z2l ont la même signification que celles utilisées dans

notre cas. Kwong et al. ont introduit les fonctions sinh et cosh pour imposer la

parité de la fonction d'onde du trion; par exemple pour l'état fondamental de

H- la fonction cosh est utiliséelorsque n; est pair et sinh lorsque lz; est impair.

Dans notre cas, le terme tn avec n pair suffit pour assurer la parité, ce qui réduit

le nombre de termes dans la fonction d'onde, et par suite le temps de calcul.

Nous vérifions que même en absence de tf;II dans notre fonction d'onde, nous

avons atteint une convergence très satisfaisante (voir Tableau (2.2)). Ce tableau

montre la différence minime entre l'énergie obtenue par Kwong et notre énergie

relative de X-. Le nombre de termes choisi dans le développement de notre

fonction d'onde est certainement suffisant pour calculer les énergies relatives et

ô /
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f( x 10-b) E(H- E(X-  ) ' (o :0 ) LE:E(x-) -E(H-
0
2
4
6

-0.52769913
-0.52769917
-0.52769929
-0.52769949

-0.52766973
-0.52766976
-0.52766985
-0.52767000

3 x 10-5
3 x 10-5
3 x 10-5
3 x 10-5

a. Chung pour (3x14 termes).
b. nos résultats pour (2x22 termes).

Tes. 2.2: Comparaison entre les énergies relatiues de H- et x- pour o :0.

les énergies de liaison de X-, puisque la différence comme nous le constatons

dans le tableau (2.2) est de l'ordre de 3 x I0-5u.a.. Le bon accord observé sur ce
tableau témoigne de la bonne qualité de I'approximation de la fonction d'onde.

2.4.L Calcul des rayons moyens.

Nous avons calculé les valeurs moyennes des distances inter-particules du trion
X-, ceci pour toutes les valeurs de a comprises entre 0 et 1. Cette étude a été
réalisée afin de comprendre les variations d'énergies cinétique et potentielle en
présence d'un champ électrique faible, puis de souligner I'influence du champ sur

ies différentes distancês ?'16, r2p et rp. La valeur moyenne de r;4 s'écrit:

Y x J /  
-

D*noq^ 'n 'p 'n '  €^npq 
" ln ' , ' o 'o ' ( * ' ' '  

p 'q '  |  ' r i  Qrn I  z r r ) l+e '  |  * "p )

,n  np  q* '  n '  p '  n '  
e*no  n  

" ln '  n '  r ' ,
^ f m n P q

1  t t t T t n p Q

(2.3e)

€ m n p o :  C m n p  e t  € r n n p l :  d m n p (2.40)

Les valeurs trouvées sont regroupées dans le tableau (2.3).

Sur la figure (2.5), nous avons illustré la variation de r11, pour un champ nul et

un champ de l'ordre de 4.10-3 pour différentes valeurs de o. Nous remarquons

combien r1,ri est affecté par un champ modeste et cela au fur et à mesure que

a augmente, par exemple pour o : 1, la valeur de r17, a quadruplé. La valeur

moyenne de 126, est bien sûr égale à celle de 116, puisque les deux électrons

ô6
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o rrht r2h ( /  :  0) I ' rhtr2h ( /  :  0.00a) rn  ( f  :0 ) rn (f : 0.004)
0.100E+00
0.200E+00
0.300E+00
0.400E+00
0.500E+00
0.600E+00
0.7008+00
0.800E+00
0.900E+00
1.000E+00

3.01510E+00
3.32636E+00
3.62219E+00
3.90517E+00
4.177458+00
4.440758+00
4.69650E+00
4.94583E+00
5.18966E+00
5.428778+00

3.35741E+00
3.93967E+00
4.77809E+00
6.40138E+00
9.489428+00
1.23990E+01
1.4571,48+07
1.64573E+01
1.83391E+01
2.040708+01

4.874028+00
5.349568+00
5.79675E+00
6.220058+00
6.62333E+00
7.00970E+00
7.38177E+00
7.747658+00
8.09106E+00
8.43145E+00

5.51799E+00
6.50977E+00
7.994848+00
1.09924E+01
1.68214E+01
2.23166E+01
2.63897E+01
2.99048E+01
3.34031E+01
3.724618+0r

Tng. 2.3: Distances inter-particules moyennes dans le complere X-

sont supposés indiscernables. Nous avons également reporté sur la figure (2.6) la

valeur moyenne de rp, qui est supérieure à r1;, à cause de I'efiet de répulsion des

deux électrons. De plus cette valeur augmente considérablement à mesure que d

augmente.
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1
$

=
\ /  10

L

0.2 0.4 0.6 0.8

Ftc. 2.5: Distance rnoyenne ry, du trion X- en présence d'un champ électrique.
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40
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o
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=
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FIc. 2.6: Distance n'toaenne rp ilu trion X- en présence d,'un champ électrique.
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2.5. Conclusion

2.5 Conclusion

Nous avons montré qu'en présence d'un champ électrique, le mouvement

du trion peut encore être séparé en un mouvement du centre de masse et en

un mouvement relatif. Le mouvement du centre de masse est alors analogue

à celui d'un électron dans un solide. L'énergie associée à ce mouvement est

quantifiée. A partir de l'équation de la masse effective, et en utilisant la méthode

variationnelle avec un choix de fonction d'onde inspirée des travaux concernant

le calcul de polarisabilité des atomes hydrogénoïdes, nous avons calculé l'énergie

fondamentale du trion X- (3D) en présence d'un champ électrique uniforme.

Dans le cas d : 0 qui correspond au cas limite de I'ion f1-, nous avons comparé

nos résultats avec ceux de Chung (1965), avec un très bon accord. Cette première

étude nous a permis de tester les limites de la méthode variationnelle, car au delà

d'une certaine valeur de champ que nous avons appelé /", nous n'obtenons plus

d'état stable.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons de prouver la stabilité de I'exciton

chargé X- en présence d'un champ électrique uniforme. Nous montrerons qu'une

condition suffisante pour obtenir la stabilité est que la différence des énergies

relatives du trion et de I'exciton soit négative. C'est cette différence que nous

appelerons énergie de liaison. Par souci de cohérence, l'énergie relative de I'exciton

sera déterminée par la méthode variationnelle comme dans le cas du trion. Nous

rappellerons les résultats obtenus par Blossey (1g20, 1gZ1) en perturbation, et

par Lederman (1976) par la méthode WKB pour des champs plus élevés. Nous

comparerons nos résultats avec ceux obtenus en perturbation dans la limite

des champs faibles. Nous calculerons l'énergie de liaison et la comparerons aux

résultats de Katih et al. (1993). Enfin, nous calculerons les rayons moyens; nous

montrerons que ces derniers augmentent en présence du champ.
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Chapitre 3. Etude de la stabilité du trion X- en présence d'un champ.....

3.2 Energie relative de ltexciton en présence dtun
champ électrique.

Dans ce paragraphe nous étudions le comportement de I'exciton sous I'influence

d'un champ électrique faible; nous calculons aussi l'énergie relative de I'exciton

qui servira dans la suite pour déterminer l'énergie de liaison du trion.

3.2.L Comparaison des méthodes utilisées pour déterminer
l 'état 1s de I 'exciton.

Comme nous l'avons signalé au chapitre 1, la présence du champ électrique,

supposé dirigé suivant Oz, brise I'invariance par translation de I'Hamiltonien

effectif :

H"rr:-ft""-fto^-e- -  
" (2 "  

-  ,o )F  I  6 "  -  €u  (3 .1 )

" lF " - r -h l
où e, et e" sont respectivement les énergies des bandes de valence et de conduction

en présence du champ électrique, au centre de la zone de Brillouin. L'exciton en

présence d'un champ électrique a été I'objet de nombreuses études tant expérimen-

tales que théoriques. Parmi les premiers travaux, citons ceux de Duke et Alferieff

(1965 et 1966) qui ont inclus pour la première fois I'attraction coulombienne entre

la paire electron-trou en présence d'un champ électrique pour tenter d'expliquer

I'effet Franz-Keldysh (1958). Ensuite viennent Blossey et al. (1970 et 1971) qui

furent les premiers à résoudre l'équation de Schrôdinger de I'exciton pour les

états liés et ceux du continuum, puis Dow et al. (1970 et 1976) ont étudié

l'électroabsorption en incluant I'effet excitonique. Ces auteurs ont utilisé les

coordonnées paraboliques pour séparer l'équation de Schrôdinger de I'exciton,

puis ils ont appliqué la méthode WKB pour résoudre les deux équations obtenues.

Cela permet d'étendre la validité de leur calcul à des champs forts. Nous rappelons

que la méthode WKB est adaptée pour les états hautement excités (Bethe et

Salpeter).
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3.2. Energie relative de l'exciton en prêsence d'un champ électrique.

Les coordonnées paraboliques sont utilisées lorsqu'une direction de l'espace

est privilégiée (Bethe et Salpeter 1957), ici la direction du champ électrique F.

Elles sont définies par:

e: r l z  T : r -z  g : tan - r (3.2)

(3.3)

(i)
ou

* :  y /çr1"os(p)  y :  {çr7" i " (p)

Les surfaces définies par ( : cte et q - cte sont des paraboloïdes d'axe oz ayant

pour foyer I'origine, d'où la dénomination de coordonnées paraboliques.

Les unités excitoniques sont obtenues à partir des unités du donneur en

remplaçant m! par la masse réduite de l'exciton p. La figure (3.2) montre que

pour des champs fx : 0.1 et 0.32 (en unités excitoniques) il y a déplacement

du niveau ls vers les basses énergies, il s'agit du déplacement quadratique de

Stark, ici I'effet linéaire est absent comme dans le cas de I'atome d'hydrogène

(voir Chapitre 1), le même phénomène est observê chez R^alph (1968) pour tenter

d'expliquer I'effet Franz-Keldysh. Par contre pour les autres états excités, où

I'effet linéaire est présent, le déplacement de l'énergie s'effectue vers les hautes

énergies (Blossey 1972) au fur et à mesure que /x augmente. Leurs résultats

sont en très bon accord avec l'énergie obtenue par la méthode perturbative au

troisième ordre (Ishida et al. 1928). Cette énergie peut être obtenue en unités

excitoniques (,R7ç) à partir des résultats connus pour I'atome d'hydrogène (Landau

1e66) :

13
Eni*  :  -æ - | f * " ( " -z i  -  m*r )

* f ' * r^ f tzn '  -3( r  -2 i -m+t )2  -g*2  +L9f32" ̂
3^"

ft/tr"'t" 
- 2i - m * L) x lzln2 - (n - 2i - m+ 1)' + ttrn2 + 39] .

où i : / + 1 et n,lrm sont les nombres quantiques. L'état fondamental est obtenu

pou r :  n : l r l :m :0 .



Chapitre 3. Etude de Ia stabilité du trion X- en présence d'un champ.....
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t ! -
o _ f ,
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F

a

o.2 0.5 t.0 2.0 5.0
(

50o rc\10

Ftc. 3.1: Positions des pics d'absorption ercitonique (trait plein), lirnite de champ

faible (tirets), Iimite de I'effet Franz-Keldysh (poi,ntillés). d:3 SC massif, d:2
SC bid.imensionnel, J:0 sans interaction coulombienne, J:1 auec interaction
coulombienne. (d'après Lederman (1976)).

( E - E e l

FIc. 3.2: Effet du champ électrique sur l'état fondarnental de l'erciton ((a) f:0.1,
ft) f:0.32, (") T-1.0)(d'après Blossey (1972)).
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3.2. Energie relative de l'exciton en présence d'un champ éIectrique.

Pour obtenir l'énergie de I'exciton par méthode perturbative en unités atomiques

du donneur, il sufft de remplacer dans I'expression ci-dessus .Rlç par 
#h et fx

par 2(o + 1)'/. Pour l'état fondamentaL, Ey s'écrit en unités atomiques:

Er" : -ir" + r)" r' (3.4)(a+1)

Parmi les travaux expérimentaux, nous pouvons citer ceux celui de Williams

(1960 et 1962), de Yacoby (1966) et celui de Koss (rg1z),, mais le champ appliqué

nécessaire pour observer I'effet Franz-Keldysh est très fort par rapport au champ

que nous utilisons.

3.2.2 Résolution de l'équation de la fonction enveloppe
excitonique.

Afin de calculer l'énergie de liaison du trion, nous déterminons l'énergie de

I'exciton par méthode variationnelle. Dans le cadre de I'approximation de la

masse effective, I'Hamiltonien d'un exciton dans un semiconducteur massif en
présence d'un champ électrique uniforme F appliqué suivant la direction (oz)

s'écrit  :

Hx:H" r -E- - -h '  n  -  ! - -6^ -  
,  . . " t  ,,s : - 

2*io. 2*1^n 
- 

;TE:il 
- e(2" - 

"o)F 
(3.5)

r-" et f7 sont respectivement les vecteurs positions de l'électron et du trou.

Montrons que l'équation de Schrôdinger de I'exciton est séparable en présence

du champ électrique. Nous posons:

i(t,, y , z) vecteur du mouvement relatif ,

ù(Xo,Yo, Zo) vecteurducentredemasse.

(3.6)
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Chapitre 3. Etude de la stabilité du trion X- en prêsence d'un champ.....

L'Hamiltonien Hy peut se mettre sous forme de somme de deux Hamiltoniens

Hr.1 et H.* avec:

H y  :  H " * * H , 4

h 2  6 z n  
" ':  -z lv t *La-  

z r \o- - -ezF

(3.7)

(3.8)

(3.e)

avec:

t )

H"*: -hou" et

.  m i n ioù p - ffi est la masse réduite de

la masse du centre de masse.

6 2  p 2
H, " t : - : 4 " - - L -ezF

z,l1 Kr

la paire électron-tror et My - mi -l *i,

La charge totale de l'exciton étant nulle le mouvement du centre de masse de

I'exciton n'est alors pas affecté par le champ. Son énergie cinétique s'écrit alors:

rt2 t{I
E"* :1W où Kx :  k"  *  kn

Pour le choix d'une fonction d'onde d'essai, nous adoptons une fonction d'onde

similaire à celle utilisée pour le calcul de polarisabilité de l'atome d'hydrogène.

Soit t/16 la fonction d'onde excitonique, le mouvement relatif et celui du centre

de masse étant séparables, alors la fonction d'onde s'écrit:

,bx(r-.,,r'n) : ,b,a(Ôrh" @") (3.10)

avec tf.t,"1(i) fonction enveloppe reiative qui correspond à l'énergie relative .E,."1.

L'équation de Schrôdinger de I'exciton s'écrit alors:

H xrh x (F., r'n) : E xrb,a(Ôrb " 
(F") ( 3 .11 )

72

Ex:  E"  l  Er . t (3.12)



3.2. Energie relative de l'exciton en présence d'un champ éIectrique.

L'énergie de I'exciton sera déterminée par l'évaluation de 8""1 puisque dans le

cas d'une transition directe on a Ky : 0 et par suite E"* - 0. L'équation de

Schrôdinger du mouvement relatif de l'exciton s'écrit:

(3 .13)

Exprimons maintenant l'équation (3.13) en unités excitoniques ax et 2Ry, elle

devient alors:

l-#", 
- * - ""r],b.,(ô : E.a,h.a(ô

f-l^'- I - rf ,t,",tû: E,aû,a(û-
Nous choisissons une fonction inspirée de l'étude de la polarisabilité de I'atome

d'hydrogène:

(3.14)

(3.15),h,r(û: D ",rbl(ô + t a,rhi(ô
I I

avec (:f(fl : 7t 
"-a' 

.t ,bl(ù : zûl(F) où c;, d1 et a sont des paramètres

variationnels déterminés par la condition du principe variationnel, c'est-à-dire:

E (a ) :
< th,alHlg,t 2

est minimale. (3 .16)
I th,allh,"t )

Le nombre de termes dans la fonction d'onde est fixé par / : 5, car au delà de L2

termes, le minimum obtenu devient insensible au nombre de termes (8 chiffres

significatifs). Nos résultats sont en bon accord avec ceux de Blossey et al. (1971) et

Dow et al. (1970), pour un champ ,f < 1, ainsi qu'avec ceux obtenus par Froelich

(1975) (5 chiffres significatifs) avec la méthode variationnelle appliquée aux états

pseudoliés. Dans la figure (3.3), nous avons tracé la variation de l'énergie relative

en fonction du paramètre de champ /. Nous constatons que l'énergie relative

de I'exciton augmente en valeur absolue avec le champ électrique. Mais au-delà

d'une certaine valeur du champ critique /", nous ne trouvons plus de minimum de

l'équation (3.16). Nous avons aussi reporté les résultats obtenus par Ledermann

(Fig. 3.1) et Blossey (Fig. 3.2), calculés par la méthode perturbative pour le



chapitre 3. Etude de Ia stabilite du fuion x- en présence d'un champ.....

cas des champs faibles. En négligeant le terme du troisième ordre 8,"1 de l'état

fondamental s'écrit (équation 3.3):

E"t:-# -ir"+r)" f' (3 .17)

Nous remarquons qte 8,"1 est quadratique en / et que le déplacement est

toujours négatif, résultat attendu, compte tenu de l'effet Stark dans l'atome

d'hydrogène (Chapitre 1). Blossey (1972) et Ralph (1966) ont monrré qu'au-delà

d" Ï": 0.5 l'état 1s de I'exciton se déplace vers les hautes énergies et cela est

dfr au chevauchement avec les états du continuum, l'énergie relative diminue et

I'exciton est ionisé. Blossey (1972) a mentionné que ces résultats obtenus par

la méthode WKB sont en bon accord avec la méthode perturbative jusqu'à la

valeur Ïx :1.0 qui correspond au champ d'ionisation3 de l'exciton alors que la

méthode perturbative devrait être utilisée pour des champs / < 1! Ci-dessus,

nous reportons un tableau (3.1) de correspondance entre / en unités atomiques

du donneur et F enVf cm pour différents semiconducteurs.
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3.2. Energie relative de l'exciton en présence d'un champ électrique.

ff-o.soo+
=

o

uJ-
-0.5006

-0.5000

-0.5002

-0.5008

Perturbation
- -+- - Variationnelle

o=0

-0.5010
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

champ électrique f (u.a.)

Ftc. 3.3: Energie relatiue de l'eaciton (pert'urbatiue et uariationnelle).
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Chapitre 3. Etude de Ia stabilité du trion X- en présence d'un champ.....

AlAs 0.15 i0.06 2276
AlSb(direct) 0.18 12.04 1930
cds 0.r7 9.83 3130
CdTe 0.35 9.7 13825
GaAs 0.0665 72.53 230
GaP 0.34 11.11 8680
GaSb 0.045 15.7 54
InAs 0.023 14.6 18
InP 0.077 l2.I 340
ZnSe 0.14 8.7 3060
ZnS 0.28 8.3 14120
ZnTe 0.15 9.7 2540

Semi-conducteur # €s F(Vlcm)

Tns. 3.1: Correspondance entre unités atomiques etVf cm ilu champ électrique
pou r  f  : 0 . 02u .a .

3.3 Energie de liaison du trion X-.

Le trion X- peut être décomposé de deux façons:

X_ e l e l h .

X_ e  I  X .

C'est la seconde décomposition qui fera I'objet de notre étude.

Nous définissons l'énergie de liaison du trion X- en présence d'un champ électrique

par :

(3.18)
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3.3. Energie de liaison du trion X-

L'énergie totale du trion s'écrit:

E''(x-) 
: ?_""":tl.*rr 2Mo

et l'énergie totale de I'exciton est définie par:

(3.1e)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Enfin l'énergie de l'électron E. en présence du champ électrique est définie dans
i'appendice A, nous rappelons ici son expression finale dans le cas de bandes
paraboliques (Wannier 1959, 1960, 1962; et Argyres 196g):

Er*(X) :  E,a(X)+8"*(X)

: E,"t(X\ * h'rc '*' )-  tW.

En : -" (rf) - t#+ c@i +k:) (3.23)

où 9 : !, o purumètre de maille.

Le spectre d'énergie contient une série de niveaux discrets séparés par eFa,
mais vu I'ordre de grandeur de ce terme, ces niveaux sont restés pratiquement

inobservables dans les semiconducteurs massifs, car l'énergie de vibration du
réseau suffit à masquer ce phénomène (Kane 1959). Par exemple elle vaut g.bmeV

pour des champs très forts de I'ordre de I05Vf crn (Callaway LgT4).Il a fallut
attendre I'avènement des super-réseaux où la périodicité d des couches est largement
plus grande que le paramètre de maille c d'un semi-conducteur massif; la séparation

des niveaux est alors plus importante et controlable pour un choix approprié de
d (Mendez 1988).

Dans le calcul de l'énergie de liaison, l'énergie de gap EL en présence du champ
est prise égale à En dans le cas de champ faible. L'énergie de liaison de X- est

definie alors par:

ù : Er'(X-) - Effi(X) - E" Q.24)
: 8.,,(X-) I E,a(X-) - E"*(X) - E,a(X) - E"

: E,a(X-) - E,a(X) + E"*(X-) - E"*(X) - 8".
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On rappelle que pour des transitions directes, l'énergie du centre de masse de

I'exciton est nulle. Celle du centre de masse du trion est quantifiée:

Eî*n(x-) - -eFL,. 
h(r#"rr-Ir)r

il en est de même pour l'électron:

h2 ( \nm! n,  I  , \  3E. : -eF L, + 2*: (.Ë"tt" - 
+) )

La différen.. Ei*.11(X-) - E. s'écrit:

E?.,to-) - E. : hlr#eF@ -l'] 
t - #rlryeF(n- l'] 

*
(3.25)

pour l'état fondamental, nous avons n : rL' : 0, I'expression ci-dessus s'écrit

alors:

Ms peut être mise sous la forme:

Mo:2mi t  mi:  m!(2 + l l  
:  * ; ' : !

donc

t  /  r3  fnn r r  r  ràz /  4  fâ  \ lE?^,(x-)- E":;(rneh,)" i l  +l t+)"(( =:- ) -r l l  (3.26)"  4 \  /  U 21, \ * i /  \ \2o+ l /  ) )  
\

cette expression est une fonction de o, on peut montrer qu'elle est toujours

négative pour toute valeur de o. On définit alors Wy- qui majore l'énergie de

liaison E1 :

Chapitre 3. Etude de Ia stabilité du trion X- en présence d'un champ.....

Wx- : E,a(X-) - 8,"1(X) )- f i (3.27)

Tant que Wx- 10, l'énergie de liaison B1 est négative et le trion est stable.
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3.4. Rêsultats et discussions

3.4 Résultats et discussions

Nous avons tracé sur Ia figure (3.a) les variations des énergies de liaison du
trion négatif en fonction de o pour différentes valeurs du champ /. Nous allons
comparer nos résultats avec ceux de Katih et al.(1993) Leur modèle est un calcul
de type perturbation-variationnel (méthode de ÙITZ) que nous allons présenter
ici en bref. Considérons en général l'équation d'Hamilton (Bethe et Salpeter
1957)  :

( l1o + ÀHr -  E)ç :0 (3.28)

où 110 et Hv sont deux opérateurs hermitiques et À un paramètre très petit devant
1, dans notre cas il correspond au champ /. Nous considérons que la valeur propre
E et ra fonction d'onde <p sont développables en série en fonction de ):

(3.2e)

A partir de (3.28) et (3.29) nous pouvons calculer les corrections du premier

ordre, du second et ainsi de suite. Katih et al. se sont limités au second ordre;
leurs énergie et fonction d'onde s'écrivent respectivement:

Eo*hfaEzf2+o(f " )

eo t  s f  + çt f '+ O(/ ' )

(3.30)

La limitation au second ordre dans le développement correspond à l'approximation

pour laquelle I'interaction coulombienne domine encore I'énergie potentielle due
au champ électrique (/ < 0.01). Le premier et second ordre sont donnés par:

Er : (3 .31)

La correction du premier ordre E1 est nulle (Katih et al. 1993), car la fonction

d'onde décrivant I'état fondamental est symétrique; celle du second ordre est

æ o o

E:fÀtco p:DÀ,ô,
z-t

1 7

F.

Y

E, - 
I 

gsn1g1d,r
| 

ôo",ôoo, et
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Chapitre 3. Etude de Ia stabilité du trion X- en présence d'un champ.....

0.06

0.05

f = 0.008

f = 0.006

f = 0.004

f = 0

0.04

0.03

0.02

0.01
0.0 0.2 0.4 0.6

o

0.8 1 .0

Ftc. 3.4: Energie de liaison du trion X- en fonction de o pour différentes ualeurs
de champs f (".".).

G
j

k

I
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Résultats et discussions

donnée par (3.31). L'énergie de liaison du trion s'écrit:

Wv-  :  Ex - -Ex (3.32)

E(X) :

: lno6) + E,(x-) x frl - ln,6) + Ez(x) x f2l

lno6) - E"(x)l - ln,6-) - E,(x)l x f2
-WoIWzx f2

(3 .33)

no(X- ) est l'énergie à champ nul calculée par Stébé et Munschy (rg74), tandis

que l'énergie de I'exciton est donnée par l'équation (3.17):

2 (o  *
Eo(x) +

ù 
-Ï- + t)"T' (3.34)

Er(x) f"

Les valeurs de Ws et W2 sont recueillies du tableau (1) de la référence (Katih

et al. 1993). Sur la figure (3.5), nous illustrons la comparaison avec les résultats

de Katih et al. (1993). Les courbes notées par (a, o',a") sont calculées par la

méthode actuelle, celles notées par ô, b', ô'l sont calculées par Katih et al.. Nous

remarquons deux caractéristiques :

1 Pour des champs très faibler (,f : 0.004), la méthode perturbative-

variationnelle (ô') est légèrement meilleure que la méthode variationnelle

(a') pour de petites valeurs de a.

2 Pour des champs plus élevés (/ : 0.000), l'énergie électrique devient

importante et ne peut être traitée comme perturbation, nous remarquons

alors que la méthode variationnelle (b") est nettement meilleure que la

méthode perturbative (a") surtout pour les grandes valeurs de o.
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(u
j

X

I

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01
0 0.2

Frc. 3.5: Comparaison entre nos
Katih et al.(b,b',b" en pointi l lés).

0.8 1.0.0 0.4 0.6

o

(a")

f  = 0.006

(b")

(a')

l: o'o (a et b)
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e r e r h

-{J

Æl

-{-)
CJ
X
a )

L{
a )
-1

Es wx-

hrx hrx-

état fondamental du cristal

Ex- Ev

Ftc. 3.6: Diagramme des transitions.
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Conclusion

3.5 Conclusion

Notre étude confirme qu'avec une méthode variationnelle de RITZ ou une

méthode variationnelle pure, la stabilité de ces complexes chargés est établie pour

une large gamme de champ f @-").En vue d'une mise en évidence expérimen-

tale, nous proposons une estimation de l'énergie de transition entre un état d'un

électron libre et un état d'exciton chargé (voir Fig. 8.6) :

huy- : h,x + wy- -Y[f(="1 1 I + E?-,, - En'
2 m :  \ 2 o + l )  '  " c ' n l l  " e (3.35)

où huy est l'énergie de transition d'un exciton en présence de champ électrique.
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Chapitre 4

Energie de liaison de X- dans un
semr-conducteur bidimensionnel

soumis à un champ électrique
uniforme.

F. Dujardin, A. Elhassani, E. Feddi, and B. Stébé Solid State Communications, Vol. 103,

p  515 ,  1997 .
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4.1. Introduction

4.L Introduction

Les systèmes bidimensionnels (2D) promettent des applications très intéres-

santes en électro-optique. Ils ont permis d'observer pour la première fois I'effet

Franz-Keldysh dans les 2D (Schmeller 1994). L'existence des trions a longtemps

été contestée car, dans les semi-conducteurs massifs, leur énergie de liaison est

très faible. Cependant, elle augmente considérablement lorsqu'on passe d,un

semi-conducteur massif à un semi-conducteur bidimensionnel (Ainane et Stébé

1989), il est alors plus facile de les observer dans ces structures. Récemment, des

expériences ont prouvé leur existence dans les puits quantiques (Kheng et al.

1993; Shields et al. 1995a et 1995b).

Dans ce chapitre, nous résolvons l'équation de Schrôdinger du trion X- (2D) pour

une valeur faible du champ électrique. Nous étudions I'influence du champ sur la

stabilité du complexe X-. Ensuite nous donnons la relation qui permet d'obtenir

les énergies relatives de X{ pour un o donné à partir des résultats obtenus pour

X-. Nous montrons que l'état pseudo-lié existe pour une plus large gamme de

champs que celle obtenue dans le cas d'un semi-conducteur massif, nous montrons

aussi que le champ est capable de diminuer l'effet de confinement. Le dernier

paragraphe est consacré à l'étude des rayons moyens en présence du champ.
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Chapitre 4. Energie de liaison de X- dans un semi-conducteur.....

4.2 Structures bidimensionnelles.

Nous appellerons ici structures bidimensionnelles, les structures laissant aux

particules leur liberté de mouvement dans deux directions (Oz et Oy), tandis que,

selon la direction Oz, rne hétérogénéité du matériau fait obstacle au mouvement

des particules.

on peut classer les structures bidimensionnelles en trois catégories:

- Les puits quantiques simples.

- Les puits quantiques multiples.

- Les superréseaux.

On peut en particulier fabriquer un rr puits quantique " pu. I'insertion, entre

deux couches d'un matériau donné A, un semi-conducteur B dont la largeur de

bande interdite est plus petite que celle de A (Fig. a.l).

Lorsque l'épaisseur du semi-conducteur B est plus petite que le rayon excitonique,

nous parlerons alors de semi-conducteur strictement bidimensionnel qui sera

I'objet de notre étude.

4.3 Séparation de l'équation de la masse effective.

Nous reprenons I'Hamiltonien (2.r), en supposant maintenant que le champ

électrique,Ë est dirigé suivant la direction or. Ici nous supposons que le semi-

conducteur est isotrope suivant r et y:

mi, :  miu :  mi mi , :  m i ,o :  m i (4 .1 )

Dans le cadre de l'approximation de la masse effective, l'Hamiltonien du trion

X-  s ' éc r i t :

6 z  / A 2  ô 2 \
|  _ _ l _ _  l

2 mi \ôr2, 
'  

Aû )

+  V"  -  e  F ( r1 l  12  -  x6 )

ô r \
_ l

ay? )
a,\
ay'^)
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4.3. Séparation de l'équation de la masse effective.

( " ) A

(b )

E

Frc. 4.1: (a) Empilement de couches semi-conductrices.
des bandes.

(b) Disposition relatiue
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chapitre 4. Energie de liaison de x- dans un semi-conducteur.....

En utilisant les coordonnées suivantes dans le plan xoy:

r-: r-r - ri,, É.: Ûf - r-0,

avec Ms :2 mi -f ^i et à partir de la relation (4.3) nous obtenons:

et 4: tm;r} fMs
i

(4.3)

MoXo: mi(* ,  a *r)  I  mir1,
t u  r t I r zn:--n--r^
I : l l - 1 2

(4.4)

Le système @.a) permet d'obtenir les expressions de rL,,12 et 11" en fonction de

xorx et z. En remplaçant pa.r leurs nouvelles expressions, la somme rr*rz-rh

devient:

rr t rz- rh:rff i* +zffix*xo : xot2(#), (4.b)

avec c : 
#,.

Maintenant nous exprimons les difiérentes dérivées partielles L, L "t 
L

en fonction des dérivées partielles de xe, x et rpour obteni r'fi'"r?o"l"u:,r:.&
I 'Hamiltonien Hy-:

A2 A2 I  A2  A  A  .  ( * i \ 'A ,
0r7 ôr2 4AX2 ôx7X 

'  
\Uo) AX|

,n* iô  A  ,m!A  A- 'Moarax- M"axax,

A2 A2 I  A2  A  A  ( * i \ 'A ,
- - ! : r -

ôr', 0r2 4 AXz 0r ôX ' 
\Uo ) ôX&

,r* iô  A ,m!  A A- 'Moarax- Moaxax"

A2 A2 nxiz A2
_ _l_

ô*'o AXz ' Mo ôX3

'mi' A A
ax ax,

( MoYo: *i(a, + y2) + mîyn

et I  v:*-rn
l2
(  Y=Ur -uz

(4 .6)

(4.7)
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Séparation de I'équation de la masse effective.

Nous ferons la r ^ ' a2 a2 a2
nême chose pow 

6ç, Aû., AArh.En 
remplaçant ces expressions

dans (4.2) nous avons alors:

H_. __h2(a,  _ âr \  _rL2 (a,  *  j1 \Iax- : -  
U\a. r*  W)-  2M \ax,  

-  ayr)

_h2(a,  *ô ' \ . (a  a -aa\
ZMI \AXï '  AY;  / '  \ âzôXs '  ôy  ïYs )

tv-"Flx".r(#).]
2mImi rn*

avec M : 
-# 

et p - 
'Ï'. 

L'Hamiltonien Hy- s'êcrit alors comme la somme
Ms '2

de I'Hamiltonien du centre de masse et de I'Hamiltonien du mouvement relatif :

(4.e)

(4 . i0)

(4 .11 )

(4.r2)

(4 .13)

(4.r4)

Hx- :H .  lH r " r

avec

h2
H. : AR'o -  eFXo

2Mo

et

H'"t: -fi"'- hou+v -2 e F # *

4.3.L Mouvement du centre de masse.

L'équation du centre de masse du trion X- s'écrit:

l l t 2 l

l -mt"xo 
*avo)-"Fxof. .h" :  E*1h"

La solution générale de cette équation est de la forme:

,b"^ - 6iK"rYo ç(Xo)

Les valeurs propres d. ,b. sont de la forme:

62 Kto
E" rn -Exo+ 

nË
(4.15)
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Chapitre 4. Energie de liaison de X- dans un semi-conducteur.....

et l'équation (4.13) implique:

lh 'd2
L-zM"d4 

-
" 

, ,"]e6ù - Exo ç6o)

que nous pouvons mettre sous Ia forme:

(4.16)

(4.1e)

(4.20)

en

à :

lW *'#n ", (*,. "#)le(Xo) : o (4rT)

introduisant la variable 4 : (O * "#) (ry)+ I'equation (4.12) se réduit

eçh)
dn, 1- nçh) : o (4.18)

La solution de (4.18) est donnée dans (Abramowitz et Stegun 1965) et 9(Xs)
s'écrit alors:

ç6o)  :c  A i ( -
Exo eFXs

p

où C est une constante de normalisation et p : (*) 
* 

("")a.'  
\ 2Mo ' )

Pour de grandes valeurs négatives de r, Ai(-r) décroît exponentiellement

et pour de grandes valeurs positives, Ai(-r) a un comportement oscillatoire.

Ce qui explique l'accélération du rnouvement du centre de masse du trion. Le

centre de masse du trion qui est soumis au champ électrique se comportera alors

comme un électron dans un solide soumis au même champ. Eyo est déterminé

par les conditions aux limites du cristal, V(L,) : 0 où L" est la longueur du

cristal le long de la direction r qui est celle du champ F, ce qui donne lieu à une

quantification:

Eîo: -e F L, . he# F e(n- l ')*
où n est un entier naturel, qui dénombre les niveaux de Wannier-Stark (Wannier

1960, Fredkin 1962, Bentosella 1991). Le spectre d'énergie du centre de masse en

présence d'un champ électrique contient alors des niveaux discrets.
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Séparation de I'équation de Ia masse effective.

4.3.2 Mouvement relatif.

Nous présentons ici un calcul variationnel de l'énergie relative de l'état fonda-

mental du trion X- dans un semi-conducteur bidimensionnel soumis à un champ

électrique uniforme. L'Hamiltonien du mouvement relatif du trion X- s'écrit:

x z  h2  
" r (  

1  1  1  \H,"r: -; i&- 
z M-::-^É-; (.1"1 - 

E= 
- 

É.r) (4.2r\
-2eF( , " * t ) "

\2o+r) ' -

Nous utilisons les unités atomiques du donneur 3D, pour la longueur

aD : nIt2f m;e2, pour l'éneryie 2Rp : e2lnap, et pour le champ électrique

Ï : eFaolZ&n. L'Hamiltonien devient:

H-.r : f-2"+ro;-a-- *t( L- -: l-- =t \  -,  ( t*") I
L 4 F - Âr* ; (n 

- 
lf- r)- El-=l ) 

-' 
fu*1*t1

(4.22)

Il faut résoud.re l'équation de Schrôdinger correspondant au mouvement relatif :

La méthode variationnelle consiste à utiliser une fonction d'essai tfs,"1, afrn de

minimiser la valeur de E. Comme le champ électrique casse la symétrie du

problème, nous devons conserver 4 variables dans la fonction d'onde d'essai. Nous

avons utilisé une fonction d'onde centrée sur le trou, en choisissant les variables

rrht r2htity, et r27. L'absence de r12 dans la fonction d'onde diminue la qualité

de la fonction, mais permet de réaliser le calcul de toutes les intégrales d'une

manière analytique. La fonction choisie s'écrit:

Hr"l thrd :  Erhr"t

th,"r : ,h(rrn, r2ht rrht rzn) : D C^,oQ a Prr) | *np >
mnp

(4.23)

(4.24)

ou

| *np ): e-o('tn+"o)rTnrîn(*rn I *rn)o
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avec m l- n I tr.r , entier naturel qui fixe le nombre de termes de la fonction

d'onde, et p prend la valeur 0 ou 1. P12 est un opérateur de permutation agissant

sur les coordonnées des deux électrons pour préserver la symétrie de la fonction

d'onde. Maintenant, nous exprimons l'Hamiltonien H,.1en fonction des variables

choisies:

H,"r:-!(!:-+-L+g-+2*'o. a1 ) -t (L a
2 \116 ô16 

'  
ôr?o 

'  
0*?n 

'  - 
,rn ôr11,ôr11, ) 2 \rzn 7rzn

.  A2  A2  ^ r zh  A2  \  o / l  A  A2  A2_.1__ _L-  ar '** ark+ z r2h ô;^a.*)  
-  

,  \ ;u*+ a4+ a.r*
I  . , ' rTh  A2 I  A  A2 A2 ^ rzh  A2

rth i)r16dry" r27 ô126 
' 

0r3o 
' 

ôr3n 
' - 

,ro 0126ôz26

I o Az , ,,;..rh A2 , nt2h A2 . rinrîn A2 \=  -  
A r * A r * -  "  , r h  a r r û r r h -  

z ; 6 r r n a r n T  
r t h r y . A \ À A r r t  )

Tth T'zh

- ( ,+o\
\ i  +  zo )@'n 

*  qùf

L'énergie fondamentale relative est donnée par:

E,"t : ,nn {:!r')!rl!eZ\
[  <Q ,a lÛ ,a )  )

: o, ##: o, y(m,n,p)

(4.25)

La condition @.26) est obtenue de manière variationnelle en cherchant les paramè

tres o, C*np, tels que:

ôE,a

(4.26)

(4.27)
ôa

4.4 Résultats et discussions

4.4.I Cas de l'exciton chargé négativement X-.

Dans notre calcul numérique, nous avons utiiisé une fonction d'onde dont le

développement contient 24 termes caractérisés par rn + n 3 w, 1.2 termes ont été
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4.4. Résultats et discussions

utilisés pour le cas sans champ. Nous avons tracé sur la figure (a.\ Ia variation

du rapport des énergies relatives du trion négatif X- avec et sans champ en

fonction de o pour différentes valeurs du champ. Comme nous le constatons,

cette variation de l'énergie relative en 2D est moins forte que dans le cas (BD)

(voir fig 2.r). Ce rapport augmente avec I'accroissement du champ. Le même

phénomène peut être vérifié dans le cas de l'exciton où le terme quadratique dû

à I'efiet Stark devient très grand dans le cas d'un exciton 3D au fur et à mesure

que o augmente. Pour montrer la variation de l'énergie de liaison W de l'état

fondamental de X- en présence du champ, il est nécessaire de calculer l'énergie

relative de I'exciton Ex en présence du champ. On définit alors I,Z : E,"t - Ey.

Nous avions calculé Ey armoyen d'un calcul variationnel et nos valeurs numériqu-

es sont en bon accord. avec les résultats de Lederman et al. (1976) obtenues par

un calcul en perturbation, que nous exprimons en unités atomiques du donneur

(2Rp) :

Ex: ffif" +r)"f'. (4.28)r+o

Sur la figure (4.3), nous avons tracé ia variation de la différence LWzn :

W(f) - W(0) des énergies de liaison en présence et en absence du champ en

fonction de o. Nous observons que l'énergie de liaison augmente avec I'intensité du

champ électrique, tout au moins dans la limite d'un champ faible (/ < 0.02). Ce

phénomène est aussi observé dans le cas des excitons 3D (Dow et al. 1970; Blossey

et al. 1970), des excitons chargés (Katih 1993) et des excitons 2D (Lederman

1976). L'énergie de liaison augmente rapidement avec le champ lorsque o -+ r.

Sur la figure (4.4) nous comparons les énergies de liaison de I'exciton chargé en 2D

et 3D en traçant le rapport WrnlW"n pour deux valeurs fixes de d correspondant

aux cas limites des semi-conducteurs. Nous remarquons que ce rapport diminue

brutalement à partir d'une certaine valeur de / et que la pente devient moins

prononcée avec la croissance de o. En I'absence de champ, I'exciton chargé admet

une énergie de liaison dix fois plus grande que celle d'un exciton chargé 3D à cause

du confinement (Ainane et Stébé 1989). Quand le champ électrique augmenre,
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Chapitre 4. Energie de liaison de X- dans un semi-conducteur.....

l'énergie potentielle due au champ devient grande et domine l'énergie potentielle

d'interaction coulombienne entre les différentes particules. L'effet du confinement

diminue et le rappoft W2pf W3p décroît avec l'augmentation du champ.

4.4.2 Cas de I'exciton chargê positivernent Xl.

Par analogie avec la molécule ionisée H{ , Lampert (1958) a prédit l'existence

du complexe XI. Comme le trion négatif X-, son observation dans les semi-

conducteurs massifs est très difficile, car son énergie de liaison est très faible et

de plus sa force d'oscillateur est énorme fx;lfx xr,4 x 103 (Stébé lgTT).par

conséquent, plusieurs porteurs seront nécessaires pour induire une telle absorption,

qui s'avère très sensible à la concentration des porteurs (Stébé et al. 1978).

Pourtant ils ont suggéré d'attribuer la raie u2 à X{ dans le spectre de CuCl (Stébé

1978). Cependant, i'énergie de liaison des trions augmente avec la réduction de

dimensionnalité (Ainane et Stébé 1989) et avec le confinement introduit par le

champ magnétique (Kheng et al. 1993). Une étude récente de Shields (1995a)

reportant sur la photoluminescence dans les puits quantiques de GaAs dopé avec

des accepteurs a permis d'observer une raie de luminescence attribuée à Xl.

Ecrivons maintenant I'Hamiltonien du mouvement relatif du trion X- en unités

atomiques du donneur Rp et ap:

Hx-(o , f l l z ln :  - : (Ar  *az)  -  
Ion*V"-  T@r*12- r7 , )  (4 .2g)

L L

En permutant ies masses ainsi que les charges, I'ion X- se transforme en la

molécule ionisée X{ et l'Hamiltonien du mouvement relatif du trion positif s'écrit

en unités atomiques de l'accepteur -R4 et aa:

Hrî(o, f ' ) lz lo:  -r(ar *  az) -  
Ço, * v" + . . ' ( r ,  + rz -  r . )  (4.30)

r t  eFaa r 'avec  / '  : ;Ë ,  ce  qu i  donne  I :  
- o ' .

Soit 826- (", T) la valeur propre associée à I'Hamiltonien Hy-@, f) et soit Et@,, f,)
la valeur propre associée à I'Hamiltonien Hxt(o,"f'). Er remplaçant o par o-t
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4.4. Résultats et discussions
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Chapitrc 4. Eneryie de liaison de X- dans un semi-conducteur.....

dans l'équation (4.29) nous obtenons:

Hx-(o- ' , f l l2 lo :  -+(Ar  *  Az)  -  
Ço^+V- f (* r+ rz  -  xn)  (4.31)

L'Hamiltonien (4.31) ."rr"lot" formellem"l r r'"u-iltonien (4.J0). pour obtenir
numériquement les mêmes valeurs propres de ces deux Hamiltoniens, il faut que

les coefficients des opérateurs soient les mêmes numériquement on aura alors:

E*-(o-',i l: f in*;@,T') (4.32)

(4.33)

f'
Ie rapport 

I 
donne -o2,L'énergie du trion positif Ey+(",il s'exprime alors en

J

fonction de l'énergie du trion négatif Ex-(o,,f) pur la relation suivante:

Exï@, D : Ln*-(I,-" 'r)

Tous les résultats obtenus de l'énergie relative de X{ ont été calculés pour

o ) 0.1, car pour a S 0.1 le calcul de type atomique n'est plus précis. Il faut

alors procéder par le calcul de type moléculaire non adiabatique (Stebé Ig77),

c'est pour cela que nous avons éliminé la valeur o S 0.1 sur les courbes de X{.

Sur lafigure (4.5), nous reportons les variations des rapports des énergies relatives

E7ç+(o, f ) I Exï (4, 0) pour différentes valeurs de / en fonction de a. Nous consta-

tons que E,r(xl) augmente avec o et le champ électrique est majoré (/ < 0.012).

La figure (4.6) illustre les variations des rapports d'énergies relatives pour le cas

du trion négatif et positif (0 < o < 2). Les courbes de X- et X{ se croisent

en o : 1.0, résultat attendu en remplaçant la valeur de o par I dans l'équation

(4.33)4. Pour o <l nous constatons qte 8,"1(X-) < E,r(Xl) et pour a > 1la

situation s' inverse.

4. Le signe du champ n'a pas d'effet,
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4.5. CaIcuI des rayons moyens.

4.5 Calcul des rayons moyens.

Comme dans Ie cas d'un semi-conducteur massif, nous avons calculé les valeurs

moyennes des distances inter-particules du trion X- en 2D, ceci pour toutes les

valeurs de o comprises entre 0 et 1. Ici nous étudions I'influence du confinement

sur les distances interparticules en présence d'un champ électrique uniforme

parallèle aux couches. La valeur moyenne de r;1 à l'état g,et s1êcrit:

Y t J l  
-

D^n, ^,n,r, C^np Cfo,n,r,(mlnlpl | (1 + P11.) r;i (xt'n + rrn)n+nt(I 1 Pn) | *"p)

D^no rn'n'o' C^n, Ch'n'o'N#'#;''

(4.34)

avec Nff'[f,' -q vntntpr | (1 + Prr)(*rn + r2h)e+et(I * Pn)l*np >

Nous avons utilisé les méthodes Gauss-Laguerre, Gauss-Legendre et Simpson

pour calculer toutes les intégrales quadruples nécessaires aux calculs des éléments

de matrice de <-r;i ) . Les coefficients C*nr rtilisés sont ceux obtenus lors de la

minimalisation de l'énergie. Nous présentons sur la figure (a.7) les variations des

distances moyennes (116) et (r12) en fonction de o en absence de champ et pour

une valeur de champ "f 
: 0.015 u.a.. En absence de champ les valeurs moyennes

(116) et (r12) varient linéairement en fonction de o. Lorsque le champ est présent,

cette linéarité disparait et I'acroissement des valeurs moyennes devient plus

prononcé avec o proche de 1. Quand a ( 1, le champ n'a pratiquement aucun

effet sur ces distances moyennes.

L'augmentation des rayons moyens avec le champ n'est pas en contradiction

avec I'augmentation de l'énergie de liaison, la valeur moyenne (T) diminue très

rapidement avec le champ et le potentiel moyen | (y + W) | diminue légèrement

avec le champ, ce qui implique que les particules s'éloignent entre elles.
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f  = 0.015 u. a
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4.6. Conclusion

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons calculé les énergies de liaison des excitons

chargés X- et Xf dans un semi-conducteur (2D). Comme dans le cas (3D),

l'énergie de liaison W2p augnirente légèrement avec le champ. Nous avons aussi

comparé l'énergie de liaison de X- avec celle obtenue dans le cas d'un matériau

massif du chapitre précédent. I1 s'avère que le champ électrique tend à réduire

I'effet du confinement.
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Conclusion générale.

Conclusion générale.

Nous avons étudié l'état fondamental des excitons chargés ou trions excitoni-

ques dans les semi-conducteurs massifs et bidimensionnels en présence d'un champ

électrique uniforme faible.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé llefiet d'un champ électrique sur

les systèmes atomiques (11-, /1e), qui permettent de faire une analogie avec les

complexes excitoniques dans les cas limites où les masses effectives de l'électron

et du trou deviennent très différentes.

Au second chapitre, nous avons étudié I'action d'un champ électrique sur

les excitons chargés négativement X- dans les semi-conducteurs massifs. Nous

avons montré que le mouvement du centre de masse et le mouvement relatif des

particules peuvent encore être séparés en présence du champ. Le mouvement du

centre de masse est défini par une équation analogue à celle obtenue pour un

électron dans un solide en présence d'un champ électrique. Les solutions sont

données par les fonctions d'Airy et I'introduction de conditions aux limites du

cristal induit alors une quantification de l'énergie du mouvement du centre de

masse, faisant apparaître des niveaux de Wannier-Stark. Au moyen de la méthode

variationnelle, et en construisant une fonction d'onde d'essai adéquate, nous

avons déterminé l'énergie du mouvement relatif de X- et comparé avec celle

de l'ion 11- (Chung 1965) dans le cas limite où le rapport o des masses effectives

électron/trou tend vers 0. Nous avons également mis en évidence les limites de Ia

méthode variationnelle, lorsque le champ dépasse une certaine valeur, que nous
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avons appelée champ critique, cette méthode n'est plus adaptée à la résolution

de l'équation de Schrôdinger.

Dans le troisième chapitre, nous avons étudié I'influence d'un champ électrique

faible sur la stabilité du trion X- dans les semi-conducteurs massifs. Nous avons

d'abord déterminé l'énergie de I'exciton de manière variationnelle et comparé avec

un bon accord avec les résultats obtenus en perturbation dans la littérature. Nous

avons montré que dans la limite des champs faibles utilisés, le champ électrique

renforce légèrement l'énergie de liaison du trion X- , ce phénomène s'accentuant

au fur et à mesure que o augmente. Nous avons aussi comparé nos résultats avec

d'autres travaux utilisant une méthode basée sur une approche variationnelle-

perturbative,, montrant que notre méthode permet d'atteindre des champs plus

élevés.

Au dernier chapitre, nous avons étudié les trions X- et Xr+ dans un semi-

conducteur bidimensionnel (2D) soumis à un champ électrique uniforme faible.

Après avoir discuté le choix de la fonction d'onde, notamment l'absence de la

distance r12 dans la fonction, nous avons donné les principales étapes du calcul

variationnel. Nous avons calculé l'énergie fondamentale de X-et montré qu'elle

augmente en valeur absolue avec le champ, donc en accord avec le théorème de

Helmann-Feynmann (Levy-Leblond 1969). Comme dans le cas du semi-conducteur

massif (3D), l'énergie de liaison de X- augmente légèrement avec le champ

électrique. Le cas de Xl se déduit de X- en interchangeant les masses et les

charges des particules. L'étude du rapport des énergies de liaison en 2D et 3D

nous permet de conclure que l'effet du confinement diminue lorsque le champ

augmente.

Nous envisageons de poursuivre ce travail par l'étude des propriétés optiques.

Comme dans le cas de I'exciton, on s'attend à une oscillation du coefficient

d'absorption et un déplacement du pic d'absorption vers de basses énergies.
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Annexe A

Effet d'un champ électrique sur les
états électroniques.

A.1 Effet d'un champ électrique sur les niveaux
d'énergie de l'électron.

A.1.1 Mouvement du paquet d'onde

L'étude du mouvement de l'électron soumis à l'action du champ électrique

statique s'avère difficile, puisque pour de faibles valeurs du champ, l'énergie

potentielle de l'électron devient importante pour de grandes valeurs de r. Par

conséquent la théorie de perturbation n'est pas appliquable, celà veut dire qu'il

n'existe plus d'états liés quand I'Hamiltonien contient le terme U : eF F.

Nous allons nous baser sur l'étude de l'électron de Bloch dans un champ électrique

extérieur uniforme et constant en utilisant l'équation de Schrôdinger dépendante

du temps. Nous supposons que le champ est appliqué dans la direction r qui sera

aussi la direction du vecteur du reseau réciproque. Nous résolvons l'équation de

Schrôdinger dépendante du temps qui est sous la forme:

âù
(I/o + U)U/ : if, *

ot
(A .1)
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où f/o est I'Hamiltonien du cristal contenant le potentiel périodique V et
U le potentiel dfr au champ extérieur. Nous développons la fonction d,onde de
l'électron dans la base des fonctions de Bloch ,b,o(É,4 qlri sont fonctions propres
d" l/0.

Hotbno (Ë, t : e*oçÉy4r,, çË, 4

rlr(Ë,r) :t I a"ne^çÉ,qrb,(Ë,,û
4 t

6 ù

Les coefficients du développement ,p^(Ê,f) décrivent la fonction d,onde dans la
représentation des moments dans le cristal. Après avoir injecté I'expression de tlr
dans (A.1), nous multiplions l'équation obtenue par $i,(Ë,, i) 

"t 
nous obtenons

après intégration:

\ - -  f  f  . .  - -  ( ,  +  ' r  a  , / . ' )

L I |  ,h;,1Ë' ,û I  ln"çf i  + ul ç"rË.t\  -  ;ho?"\K ' t)  
|  o^G,f ldrkdrr (A.4)

; r  J  
[ L  

J " v \  
'  ' ,  

A t  
)

(4.2)

(A.3)

(A.5)

(A.6)

La forme indépendante du temps de l'équation (A.a) s'écrit en tenant compte du
fait que F est dirigé suivant la direction r:

t _
LE",(k,)  

-  E]v",(k,)  -  
"  F)]  

J 
a"n{",Ë, 1r lnË)e,(E) :0 (A.7)

'Ë,  lu lnÉ)e,(Ë,r ] :o

(n 'Ë ' l

,h,(É,,4:  f  lnÉ)

: l"*'G')- -*]ç.,(Ë,,0 * T I a'r-{,

u I nËl : 
I v;,tË,,û u,h,(É,ù

ou

et

Il est donc nécessaire de calculer les éléments de matrice de la coordonnée z.

Lr4

@'Ë, | * l rÉl : 
f "nrr-n)/ ui,(Ë,,fl r u*(Ë,û d",



A.1. Effet d'un champ électrique sur les niveaux d'ênergie de lélectron.

l f a f:1 
lan I

La première

des fonctions

"t$-rt'1i u;,(Ë,.,û u*(Ë,ûd", - 
| "nrr-ù)o u;,(Ë,,ôft"-çt,ûo"r]

(A.8)

intégrale de (4.8) est déduite de la condition d'orthonormalisation

de Bloch.

[ ";G-i'v' 
u;,(Ë,,ô ,,(É,fld,zr : 5-,,6çË, - Éy (A.9)

J

Comme la fonction u,,(#)u^ est périodique , la seconde intégrale se ramène

après avoir sommé sur toutes les cellules élémentaires du cristal à:

+ Ir^"4ni 
-É1'a u;, (Ë,, ù hr.(É, 

rir1 d" *

: 
T ";1*'' 

-$,a 
In,ui,(Ë,,ûft"^@,,ôd",

: f ";1ri'-É'1,n 
X^,.(Ë,)

: Xn,n(Ë,)1";trr_iln

, ,  (2")" .1 -  â
Xn,n- 

fo J 
ui,(k:,,ùft;u"(k,ôd",

(A.10)

f)6 volume d'une cellule élémentaire.

X,,,(Ë) désigne le terme interbande, il représente le transfert d'un électron entre

les bandes.

Comme la somme:

l"<o''-Ûa
ri

se réduit â #6G'- f;, I'ele*ent de matrice devient alors:

(A .11)
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L'équation de Schrôdinger s'écrit maintenant sous la forme suivante:

f - . r .  ^A . -A l
L'"&) 

- ieF;te, - ou arl'P"G) 
- eFD*, '(Ë)e*'çË) : s (A.12)

n'

Un résultat important est obtenu immédiatement , si nous multiplions l'équation
(A.12) par gi(Ê), puis soustrayons le résultat par son conjugué:

|  -  n  . . .  A : . . l  l -  -  A . : r .  -  A , l.r lvi(r') *v"(rr) + e"&)ftr;(k)l + nl,cîG)frv"tËl +,p"(É)#r;(Ë)]
(A.13)

en s.mma", *:îl;;"1ï;:;"i] ":",'3î*,'Ë)l 
:

1",**- ̂ *lL,l ç-G) I' -"FDlv;rËlx^^,e.,(É) - ç^G)x;*,o;,(Ë)f :0
(A.14)

puisque XTn, : X.,,, alors l'équation ci dessus devient :

(4.15)

Posons

D | ç"G) l ' : G(k,,kn,k") (4 .16)

l"r#.^*]D,te,G) r,: o

nous avons

oôG *AG ,AG Ak ,
eï -;;- : h-=-:- : fL--

dk" iJt 0k, at

donc

Ak, eF eF
E:  r ,  +  k r :kxo+ 

n '
La solution de l'équation (A.15) est de la forme:

D

(A .17)

(4 .18)
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4.1. Effet d'un champ électrique sur Jes niveaux d'énergie de hélectron.

où G est une fonction arbitraire. Considérons la valeur moyenne d. É a l'état \[r,

elle est définie par:

(k)

Seule la composante suivant

écrivons alors:

1" Ë a3* (A.zo)

z est affectée par le champ, nous

: T I t'"t|4
la direction des

(k,) : (kà"++ (A .21)

(4.22)

où (k,)s la valeur moyenne de k, à I'instant t:0. Ce résultat implique que le

mouvement du paquet d'onde de l'électron est centré dans I'espace des I avec la

condition, # : #

A.L.z Niveaux de Wannier

L'existence de ces niveaux a êtê mise en évidence par Wannier (Wannier,

1960,1962). Reprenons l'équation (A.12), l'élément de matrice diagonal X,,," s'annule

lorsque le groupe d'opérations de symétrie contient une inversion. Cet élément

de matrice donne une augmentation au déplacement de la structure de bande qui

est linéaire par I'application du champ. Nous pouvons définir cela par le prernier

terme:

et l'équation devient:

IrJ'r1r,y +ieFh

nfi lÉ1 :8.(Ë)*eFX,n

a1- ih*l  e"G) - e F D t^, v,,(Ë) :  s
otJ 

n#n,

Le mouvement de I'électron est défini par les termes entre crochets, les éléments

non diagonaux traduisent les transitions bande à bande. Ces transitions regroupent

aussi I'efiet tunnel.

Pour I'instant nous négligeons le second terme de l'équation et nous appelons
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la fonction ,p"(Ë) pat pf)(h. Suivant Kane (1959) et Argyres (1962), nous
pouvons obtenir une solution stationnaire de (A.12) qui peut être utilisée dans la
discussion de I'effet tunnel. Les fonctiorr p,fJ) sont prises dépendantes du temps
et sont multupliées par exp[-f,] nous obtenons:

(A.23)

la solution de cette équation est:

, r \ . : + .  I  i  f k "  r,pPG): 
V",n{-# l, le 

- E:\@]dk,} 6(ks - koo) 6(k" -k,o) (A.24)

La constante de normalisation A est la longueur de la ligne (k,,kgo,k,s) le long
de la zone de Brillouin. Pour simplifier le problème nous choisissons cette ligne
dans la direction d'un vecteur du reseau réciproque. La valeur propre de l,énergie
est déterminée par Ie fait que ia fonction d'onde est la même aux points extrêmes
de ia ligne. Le changement de phase en parcourant la distance A est un multiple
de 2n, il vient alors :

lu*'rr, + tuFhlelô): o,PG)

# lrrln 
- n1'tçË'11ar,,:2nr

En:2'n,"F * + [r^ 
gtt)G,1 at,"' "  

A  A .__

(4.25)

où n est un entier relatif. Désormais nous désignons les valeurs propres en
présence du champ par I'indice n:

(4.26)

Le spectre d'énergie en présence du champ contient une série de niveaux discrets
(Stark ladders) séparé par af . Si le paramètre du réseau est a, la séparation
des niveaux est de I'ordre de eaF.

Cas de bandes paraboliques:

n ZreFn
L n :  

A

E : . ,1A2

4{dk" + I |rr*ilrr

(A.27)

1&l + k:)dk" (A.28)
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(A.2e)

La structure de bandes est détruite dans la direction du champr par contre

elle reste inchangée dans les directions perpendiculaires au champ. Le temps

nécessaire à l'électron pour franchir Ia zone de Brillouin est obtenue d'après

l'équation:

E*:'+ +..r&i + k:) * r#

kr:kor*#,

Les bords de la zone de Brillouin sont

eF

f r t

fiA
t - -" -  eF

frA
+ -
" -  e F

(4.30)

(4 .31)

(A.32)

-t.tt

AA
I

22

quand le vecteur d'onde de l'électron atteint la limite de la zone de Brillouin, les

nouvelles valeurs du vecteur d'onde sont changées par I'addition du vecteur du

réseau réciproque. Si la direction du champ électrique est parallèle au vecteur

du réseau réciproque, le vecteur d'onde apparaît dans un point opposé de la

zone de Brillouin. Dans ce cas l'électron oscille à I'intérieur d'une seule bande,

et l'équation t : i4 doott" la période des oscillations. Dans ce cas, la structure

de bande n'est pas altérée dans la direction perpendiculaire au champ électrique,

mais elle a été détruite et remplacée par des niveaux discrets dans le cas d'un

mouvement parallèle au champ. L'existence de ces niveaux peut être mise en

évidence de la manière suivante; d'aprés (A.30) le temps que met l'électron pour

traverser la zone de Brillouin suivant une direction donnée de longueur A est :

Quand le vecteur d'onde atteint le bord de la zone de Brillouin, un processus

apparaît, le vecteur d'onde est changé par un vecteur du réseau réciproque.

Dans nos calculs, nous avons négligé I'effet tunnel qui permet à un électron

d'effectuer une transition bande à bande.

Pour un système à plusieurs bandes, nous pouvons considérer que Ia conséquence
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Annexe A. Effet d'un champ électrique sur 1es états êlectroniques.

de I'effet tunnel serait d'élargir les niveaux de stark d.,une quantité :

(4.33)

où 4 est Ia durée de vie de l'effet tunnel, un élargissement supplémentaire serait
causé par la diffusion de l'électron (r") par des phonons ou des impuretés et par
un mauvais alignement du champ électrique appliqué (qui permettra à l'électron
de s'échapper du mouvement périodique entre les portions planes parallèles de
dimensions finies de ia zone), ce qui donne la durée de vie r-. Nous devrions
rajouter la durée de vie réciproque de ces phénomènes:

r -L :  r ; r  + r ;L + r ; r  et  6:L (A.34)

et calculer la largeur totale.

L'observation des niveaux demande que ô soit inférieure à l'espacement AE. En
d'autres termes l'électron doit être capable de faire au moins une oscillation à
travers la zone avant qu'il ne soit éjecté.

Toutefois cette condition est difficilement satisfaite expérimentalement ( la durée
de vie est de I'ordre de 10-12s ou plus longue pour un champ de r|rvlrn).
L'argument ci-dessus néglige le fait que dans un cristal moléculaire dans lequel
la probabilité de mouvement d'un électron d'une région à une autre est petite,
un champ électrique, génère une différence d'énergie - e F a entre deux états
d'énergies equivalentes de molécules voisines distantes de a. La situation alors ne
pouvait pas être convenablement décrite par la théorie des bandes.

Wannier et Fredkin (1962) avaient montré qu'on peut trouver des bandes fermées
en présence d'un champ électrique toutefois ces bandes ne sont pas nécessairement
liées de manière simple aux bandes qui existent dans un champ nul. Considérons
Ia nature de la fonction d'onde formée par la superposition de fonctions g,rdonnée
par (A.24) pour former le paquet d'onde ilr(Ë,r). Construisons la superposition

de telle manière que les états de différents n aient une même amplitude alors:

^  - hw t - -
T7
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: A-î+ I"*n{ *ll"r' ", d,k!, -, "+\ t (k',, *lo, *À, û d,tr,_ 
"otçËll

En interchangeant la sommation avec I'intégrale, la sommation sur n

(A.36)

donne:

(A.37)

(4.38)

l".o{'lTn". #,]}: oP, f (-, .+) -*4
Comme k, est dans la zone (krA), pour une valeur de t donnée, une seule valeur

de rn contribue. Pour simplifier, prenons cette valeur nl,:0 correspondant à des
petits temps. Nous obtenons:

{/(i,r) : Atr ,he+,tcyo,k"o) ",ol# [* ,rrqË1a*,,]
L '  Jo  -J

Cette fonction est connue sous le nom de fonction de Houston(1940), elle peut

être étendue pour de grandes valeurs de t en sommant sur rn la relation (A.32).
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Annexe B

Calcul de l'élément de volume dr

En coordonnées cartésiennes l'élément de volume dr s'écrit:

47 : (drfiy1dz1)(d,r2dy2dz2) : drrdrz (8.1)

en coordonnées sphériques dr devient:

dr :l J I drfiïfig1dr2dî2dg2 (8 .2)

J : r?sin2oslsin2o2 (8 .3)

nous avons:

Zr: rrcosïy è d,z1 : -rÉinîrdît (avec 11 fixe)

z2 : rzcosïz * d,zz : -rzsinïzd,0z (avec 12 fixe)

J  L  L  ^ r  L  fdr peut ators se mettre sous la lorme:

dr : r { zd,r yd,r2d4dzrd6td6r. (B.4)

dr :l J' I rs2drrdrrditrdôd4dz2

'  Ô t *  ë zposons Q: -----;-
z

r23

(8.5)



Annexe B. Calcul de l'élément de volume d,r

ôrn

0ô,

ôrn

ô6r

d'où | J' l-t:

ou encore I J' t -
l -

I  (ôrp ôrrz \
, \aô, 

- 
aé' )

/--4-----1 /--1--------1

t/ r i - "it/r i 
- zlsin(gz - ôr)

l t  ,  / - i - - - - - - - i  r ,  / \
Vr i  -  z îVr i  -  z iszn lQ2 -  Qt)

1
J'

nous avons p?z : p? + p7 - 2p1p2cos(ô, - ôz) où pi2 est la composante de ri2

dans le plan vectoriel (O,i,j)

soit alors:

p?z :,1, - z?z : U? - "?) + U3 - "3) 
- r\821[,,, - 

"3"os(ôt 
- ô,)

/--r----- t f-t -n

\ / r i -  z i \ / r ; -  z i , ,  .  / ,  /  \ ,
," I  sxn\82 - Qr) |

I ' tz
æls in (52-é r ) l
\ / r i . - z i v r ; - z ;

avec

d'où
sin($2 - ôt)

d r :
2r p 2r p dr 1 dr 2 d 4 d z 2 dr e d$

(8 .6 )

(8 .7 )

Exprimons maintenant dr en coordonnées elliptiques s, l, u définies à partir des

trois coordonnées relatives.

D
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S  :  1 1  *  T Z ,  t :  T t  -  T 2 t  , \ t r :  T t 2 (B.8)



et

D

dr s'êcrit maintenant en fonction de s, t, u:

,  |  , ,  ,2rlr2rpdsdtdudzfiz2d$ùT : l t  ,  n
(B.e)

tr"t:1"+#l (8 .10)

D que I'on peut exprimer en fonction de s, l, u, 21€t .z2 comme suit:

422(2sz + 2t2 - 4u2) - (s * t)22]- (s - t),r? - u4 + (s2 + t2)u2 - s2t2

(8 .13)

d'où après intégration sur /

,  7 t  (s2  -  +2 t

O" : 
i#ud,sdtdud,4dz2 

(B.12)

Les bornes d'intégration des coordonnées elliptiques sont définies par:

I a,: l"* o" Io" ou l_," I ;a", 14 a,,

où zi et z', sont sont les racines de l'équation D : 0.

Pour le calcul des éléments de matrice de la norme S et des opérateurs f ,, V ,

ù,, qt:j sera I'objet de I'annexe suivant, nous utilisons le résultat des intégrales

suivantes (Atanasoff 1930) :

I1-- [+ S":' 
("' -] ') u ' ' ' 1r ,'  

J -+ I  " i  
D 

'-zld4d'22: 
i"G 

- t)3(s + t)

, r :  [ *  , f "L  
t " ' - t ' )u  lz1d,z2:  r - *u("2 - t  ) ( " ,  +*  -  2u2)

L -+ ,1",, D 
zrzt,'1-'2 - 

12 
*\-

Iz: [* S":' 
("' -] ') u ' ' ' Tl

-  
J -+ I  " i  

D 
:22'd4dz2: 

b"G + t)3(s - t)

,r: [**, [',' 
G' -]') u 

d,z1d,z2 -- ru(s2 - t2)
J-+ J,i  r

725
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Annexe C

Calcul des éléments de matrice des
différents opérateurs.

Rappelons I'expression de la fonction d'onde du trion (équation 2.28):

\Û(s,  t ,  u ,  zrh,  , ro) :  ! [o(" ,  t ,  u)*  ù t ( " ,  t ,  u ,  211, ,  227,)  (C.1)

et

tFo(", t, u) - D"^^, | *np >
mnp

ùt(", t ,  'u, 217,, zzt) :  (zrn * trù Dd*n, I mnp )
mnp

(c.2)

(c.3)

avec I rnnp ): e-i s^tnup. Pour le calcul des éléments de matrice de la norme

lf et des opérateurs 'Î', V ,, Û ,,on, utilisons le résultat des intégrales suivantes :

1 2 -

, ,  :  [ : ,  [ , 'n 
G' - ] ' )  u 

zldzldz2: 
#u("- 

r)3(s + r)
J-+ J , lh

#"G'-t ' )(r '+f 
-zu2)

,": 
I_; Ii^^ 

ç' 
;'l " zldzldz2: fiuç"+ t)3(s - r)

t^: 
I_î I;^^ 

u' 
; '" d,z1d,z2: ru(s2 -'t ')
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Annexe c. calcul des éléments de matrice des différents opérateurs.

La norme de la fonction d'onde (C.1) s,écrit:

l/ : (itrr' I vo) + 2(Vo | (ztn* 
"rn) lVo) + (Vo | ("rn+ 

"rn), lûo) (C.4)

que I'on peut écrire à la manière suivante:

l/ : (itr/ I iû) : D
m n p

t  €*npq 
"* ,n,o,0,Nff ' lof , 'o ' (c.5)

q  * ' n ' p ' q t

e m n p o :  C m n p  e m n p l :  d m n p

et

N#o'o'o' -q *'n'p' I ern + z2h)c+q' | *rp > .

Nous évaluons les termes des éléments de matrice de la rorme pour chaque couple
(q,q') appartenant à {0, 1}.
*  q :q ' : o

n7m'ntp'o
" rnnp0

uP*P dr

avec

-  t  t  t l:  <mnp  lmnp>
t " ,

:  1 o-s omlm 1n*n

J

* t - 2  + 2 \
dr : !7" d,s dt du d,216 dz26

et

D - z1z2(2s2 +2t2 -  4u2) -  ("  * t)2"3 -  (s -  t )zr,  _ u4I (s2 l t2)u2 _ s2t2

on intègre 
"rn "'ro 

et zr1, on obtient alors:

< *'n'p' | *np > :
+V "-s 

,m+m'+r1n+n' up*p'+r ds dt d,u

I 
u" 

"rnim' 
1n+n'+2un+n'+r ds dt duf

ÇfrW + m'  +2,  n  *  n ' ,  p  *  p '  +  r )  -  I (m t  m

r28

l t ^ t

,  n *n  *2 ,  p+p



où I'on a utilisé la notation suivante:
f

I(m, n, ù: 
J 

e-'s*tn,ttrP ds dt du (C.6)

*  ( q :0e tq ' : 1 )  ou  (q :Le tq ' - 0 )

Nin'Ê't : N#;:|o -q *'n'P' I krn + 221") | mnp ): o

*  q :e ' :7

Ni;:,{'t : < *'n' p' | ("rn + rrn)' I mùp }

:  < * 'n '  p '  l  r?nl  mnp )  + < * 'n '  p '  l  rSol  *rp >

+ 2 < ^'n'p' | 4t zzn l *np >

< ^'n'p' | ,?, I mnp > : [ .-" 
"*+*' 

,n+n' uP*P' zlndr
J

î 2 f , , 1
: 

^ J "-""**m 
1n*n un-rn +L(s - t)(" -lt)3 ds dt du

< *'n' p' | "3o I 
rnnp ) : [ "-' "mrm' 

|n*n' un+n' ,2od,r
J
7 2 f , "

: 
n J 

u" sm+* 1n*n un*n *t(r - t)3(s * t) dr

< *' n' 7r' l ztn zzn l *np r: ! [ "-" "tn*m' 
|n*n' un+P' +L 

Q2 - t2)(s' + t' - 2u2)d,r
Z + J

on trouve alors:

<rn ' r 'p ' l ( " r ,n+ 
" rn) ' lmnp)  

:  
TVf*+rn '+4,  

n ln ' ,  p*p '+1)

-  I ( * j rn ' ,  n *n '  *  4 ,  p * f '  +1 )

î  I (mt * ' ,  n+n '+2 ,  p Ip '+3)

-  I ( *  +  * '  +2 , ,  n *  n ' ,  p *p '  +3) ]

Pour alléger encore la notation on pose:

I (m** '+o,  n*n '+9,  p+p '+ l ) :  I (a ,9 ,  l )  (C.7)

En sommant sur Q et q' ,l'élément de matrice N#':oo' de la norme ff s'écrit

finalement:
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Annexe C. Calcul des éléments de matrice des diffêrents opérateurs.

N#ioo : < *' n' 7r' | ("rn + 
""n)" I 

mnp ) I < m' n' p' I mnp ) (c.
* 2

:  
i {s t {2 ,0 ,  

1)  -  3 I (0 ,  2 ,  r )  +  I (4 ,0 ,  1)  -  I (0 , ,  4 , ,  1)  +1(0,  2 ,  3)  -  I (2 , ,  0 ,  3

La valeur moyenne de l'énergie cinétique à l'état V s,écrit:

(v l? l i r )  : t
r n n p

I e*npq e*^,n,r,,,Tff ':; i ' t  (C.g)
d t t t lt  m n p Q

r # , : r i q  : (  m 'n ' p ' l ( " t n+  z2h )q  TQro l  zzn )q  l * np> .  (C .10 )

Dans tout qui suit, nous donnons les expressions deTff{reoq pour chaque valeur

deqe tq ' .
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q* 'n 'p ' r l f  lmnpr>  =  
# { - !n l t {n ,o ,  1 )+  2 I (3 ,  r ,1 ) -2 r (1 ,8 ,  t ) -1 (0 ,4 ,  1 ) l

-m(m - I)[ I(2, 0, 1) + 2I(1, I ,  I) - 2I(-I,  3, 1) - I(-2, 4, 1)] + rn [1(3, 0, 1)

+21 (2 ,  1 ,  1 ) -21 (0 ,3 ,1 )  - 1 ( -1 ,4 ,  1 ) l - p (p - r ) [ 1 (4 ,0 ,  1 )+21 (3 ,  1 ,  - 1 )

-  2 I (1 ,3 ,  -1 )  -  1 (0 ,  4 ,  -1 ) l  *2pn [ I (2 ,0 ,  1 )+  2 I (1 ,  I ,  1 )+  1 (0 ,  2 ,  l ) ]

- n (n -  1 ) [ (4 ,  -2 ,  r )+21 (3 ,  -1 ,  1 )  -21 ( I , 1 ,  1 )  -1 (0 ,  +2 ,  1 ) ]  -2pn l l ( 4 ,0 ,  -1 )

+21 (3 ,  1 ,  - 1 )  + I ( 2 ,2 , - I ) l - 2pm l I ( 2 ,0 ,  I ) +21 (1 ,1 ,  1 )+1 (0 ,2 ,  1 ) l

+p [1 (3 ,  0 ,  1 )+  2 I (2 ,  1 ,1 )+1 (1 ,  2 ,  1 ) ]+  2pm l I ( 2 ,2 ,  - I ) +21 (1 ,3 ,  - t )

+  1 (0 ,  4 ,  -1 ) l  -  pV(3 ,  2 ,  - l )  +21 (2 ,3 ,  -1 )+  1 (1 ,  4 ,  -1 ) l

2pL I (4 ,0 ,  - 1 )  +21 (3 ,1 ,  - 1 )  - 21 (1 ,3 ,  - 1 ) -  1 (0 ,  4 ,  - 1 ) l

-4m[I (2,  0 ,  1)  + 2I (1,  r ,  1)  + 1(0,  2 ,  1) ]+ 2ï I (3 ,  0 ,  1)  + 2I (2,  t ,  t )

+  r (1 ,  2 ,  1 ) l+  4n [ I (2 ,  0 ,  1 )+  2 I (1 ,  t ,  1 )+  1 (0 ,  2 ,  r ) l - 2m l r (2 ,  0 ,  t )

- 1 (0 ,2 ,  1 )+ . f ( 1 ,  1 ,  1 ) -1 ( -1 ,3 ,  1 ) l - 2n [ I ( 3 ,  - 1 ,  1 ) -1 (1 ,  1 ,  1 )

+  I ( 2 ,0 ,  1 )  -  I ( 0 ,2 ,1 ) l +  f ( 3 ,  0 ,  1 )  -  I ( 1 ,  2 ,  l )  +  I ( 2 ,1 ,  1 )  -  1 (0 ,  3 ,  1 ) )
)

1 2 (  l -
* " * t - ; t t , n , 0 ,  1 )+  r ( 2 ,2 ,  1 )+2 / (3 ,  1 ,  1 ) l - 2m(m-  1 ) [ / ( 2 ,0 ,  1 )+  r ( 0 ,2 , r )

+21 ( r , 1 ,  1 ) l +  2m l I ( 3 ,0 ,  1 )+  I ( r , 2 ,  r )+21 (2 ,1 ,  1 ) l +  
t r l t t r , 0 , 3 )+1 (0 ,  

2 ,3 )

+  2 I ( r , 1 ,  3 ) l  +  2m(m-  1 ) [ / (0 ,  0 ,  3 )  +  I ( -2 ,  2 ,3 )  +  21 ( - ; ,  1 ,  g ) ]  -  2m l r ( r ,  0 ,  J )

+  / ( -1 ,  2 ,  3 )  +  2 I (A ,  I ,  3 ) l - 2n (n  -  I ) l I ( 2 ,  -2 ,  3 )+1 (0 ,  0 ,  3 )  +  2 I (1 ,  -1 ,  3 ) l

- r2n(n -  1) [ r (2 ,  0 ,  1)  + f (0 ,  2 ,  1)  + 21(1,  1 ,  1) ]  -  4ml l (2 ,  0 ,  1)  + 1(0,  2 ,  1)

+ 2I ( r ,  1 ,  1) l+  2 u(3,  0 ,  1)  + I ( r ,  2 ,  1)  + 21(2,  1 ,  1) l

I 4n l I (2 ,  0 ,  1 )  +  I (0 ,2 ,  1 )+  21 (1 ,  1 ,  1 ) l -  2n l l ( 3 ,  -1 ,  1 )  -  1 (1 ,  1 ,  1 )

+ I (2 ,0 ,  1 ) -  I ( 0 ,2 ,  I ) l +2n f (3 ,  - 1 ,  1 )+1 (0 ,2 ,  1 )+ f (1 ,  1 ,  1 )

+ I (2 ,  0 ,  1)  -  2 I (1,  -1 ,  3)  -  2 I (0,  0 ,  3) l -  2ml l (2 ,  0 ,  1)  -  f (0 ,  2 ,  1)

+1 (1 ,  1 ,  1 ) -1 ( -1 ,3 ,  I \ l - 2m [ I ( 2 ,0 ,  1 )+1 ( -1 ,3 ,  1 )+ / (0 ,2 ,  1 )

+ r (1,  1 ,  1)  -  2 . r (0 ,  0 ,  3)  -  21(-1,  1 ,  3) l+  - I (3 ,  0 ,  1) -  r (1 ,  2 ,  1)

+I (2,  r ,  1)  -  1(0,  3 ,  1)+  ̂ r (3 ,  0 ,  1)  + 1(0,  3 ,  1)  + I ( t ,  2 ,  1)  + 1(2,  1 ,  r )

-21( t ,0 ,  3)  -  2 / (0,  1 ,  3) )
I  t g t



Annexe C. Calcul des éléments de matrice des différents opêrateurs.

< m'n,p,2 l î  |  mnpr  > = 
f^ { -  f ,V@,o,  1)  -  r (0 ,  4 ,  r )  -  2r (2 ,0,  B)  + 2r (0,  2 ,  J) )

-m(m _  r ) [ r (2 ,0 ,  t )  _  r (_2 ,  4 ,  r )  _2 r (0 ,0 ,  g )  +  2 I (_2 ,  2 ,  B ) ]

*m l I ( 3 ,0 ,  1 )  -  I ( - 1 ,  4 ,  r ) - 21 ( t , 0 ,  g )+  2 I (_ r , 2 ,2 ) l

- p (p -  l )F (4 ,  0 ,  - 1 )  -  r ( 0 ,  4 ,  _ r )_21 (2 ,0 ,  1 )+  2 I (0 ,2 ,  r ) l

- r2pn [ I (2 ,0 ,  t )  +  I (0 ,2 ,  r )  -21 (0 ,0 ,  B ) ] -  n (n_ r ) l r (4 ,  _2 ,  r )

-  1(0,  +2,  r )  _  2I (2,  _2,  3)  +21(0,0,  3) l  _  2pnl I (4 ,0,  _1)  + I (2 ,  2 ,  _r )

-  2 I ( 2 ,  0 ,  1 ) l -  2pm l I ( 2 ,0 ,  1 )+  I ( 0 ,2 ,  r )  _21 (0 ,0 ,  g ) l +p [ I ( 8 ,  0 ,  1 )

+  1 (1 ,  2 ,  I )  - 21 (1 ,  0 ,  B ) l+2pml I (2 ,  2 ,  _1 )  +1 (0 ,  4 ,  _ r )  _21 (0 ,  2 ,  L ) l

-p l I (3 ,2 ,  - I )  + I (1 ,  4 ,  - r )  -21 ( r ,2 ,  r ) l - 2p l I (4 ,0 ,  _1 )  _ I (0 ,  4 ,  _1 )

-  2 I (2,  0 ,  1)  + 2I (0,  2 ,  I ) l -  am[I (2,  0 ,  1)  +1(0,  2 ,  I )  _21(0,  0 ,  g) j

+2 [ I ( 3 ,0 ,  1 )+  I ( r ,  2 ,  r )  _21 ( r , 0 ,  3 ) ]+  4n l I ( 2 ,  0 ,  \

+  I (0 ,  2 ,  r )  -21 (0 ,  0 ,  B ) l -2m[ I (2 ,  0 ,  t )  - 1 (_1 ,  B ,  1 )  +  I (0 ,  2 ,  r )

-  I ( t ,  1 ,  t )  +  2 I (_ I ,  1 ,  g )  _  2 I (0 ,  0 ,8 ) l+  f (8 ,  0 ,  1 )  _  1 (0 ,  g ,  1 )

+ 1(1,  2 ,  t )  _  I (2 ,  r ,  1)  + 2r(0,  1 ,  3)  _  21(1,  0 ,  3) ]

-2n l I (3 ,  -1 ,  1 )  -  I ( 0 ,  2 ,  I )  +  / (1 ,  1 ,  \  _  I (2 ,0 ,  1 )  +  21 (0 ,  0 ,  J )

- 21 (1 ,  - 1 ,  J ) l  - pL I (4 ,0 ,  - 1 ) - I ( 0 ,  4 ,  - t )  _21 (2 ,0 ,  l )

+21 (0 ,2 ,  1 ) l +  p l I ( 4 ,0 ,  - 1 )  - 21 (3 ,1 ,  - 1 )  +21 ( r , 3 ,  _1 )  _  I ( 0 ,4 ,  _1 ) l  )
z r 2 (  l -  

)

* "  u \ -  j l r {+ ,  0 ,  1 )  +  r (2 ,  2 ,  r )  -  2 r (2 ,0 ,  B) l  _  2m(m _  1)  U(2 ,  0 ,  1 )

+  r (0 ,  2 ,  r )  _21(0 ,  0 ,  3 ) l+zmu(3 ,  0 ,  1 )+  1(1 ,  2 ,  r )  _  21(1 ,  0 ,  3 ) l
i .

+;LI(z, 0, B) + r(0, 2, J) - 21(0, 0, b)l  + 2m(m - 1) [1(0, 0, B) + r(_2, 2, g)

-  2 I ( -2 ,  0 ,  b) l  -  2m[r ( r ,  0 ,  3)  + r (_r ,  2 ,8)  _  2r(_1,  0 ,  b) ]

-2n(n -  1)  [ / (2 ,  -2 ,  Z)  + / (0 ,  0 ,  g)  -  2 I (0,  _2,  5 \ l+2n(n _ r ) l l (2 ,0,  1)  + / (0 ,  2 ,  1)

-  2 I (0 ,0 ,  3 ) l  -  4m l I (2 ,0 ,  1 )  +  I (0 ,  2 ,1 )  -  21 (0 ,  0 ,  B ) l

+2  [1 (3 ,  0 ,  1 )+  I ( t ,  2 ,  r )  _21 ( r ,0 ,  3 ) ]+  4n l l ( 2 ,0 ,  1 )  +  I (0 ,  2 ,  r )

-  2 I (0,  0 ,  3) l  -  2n l l (8 ,  -1 ,  l )  -  I (0 ,  2 ,  t )  +  I (1 ,  1 ,  1)  _  I (2 ,  0 ,  1)

+ 1(0,  0 ,  J)  -  2 I ( t ,  - t ,  B) l+  2n [ I (8 ,  _1,  \  _  I (2 ,0,  1)  _  I (1 ,  1 ,  1)

r32



+  / (0 ,  2 ,  I ) l - 2m l I (2 ,  0 ,  1 )  -1 ( -1 ,  3 ,  1 )+1 (0 ,  2 ,  r )  - . r (1 ,  1 ,  1 )

+2 I ( - I ,  1 , 3 )  - 2 I ( 0 ,0 ,3 ) l - 2m l l ( 2 ,0 ,  1 )+1 ( -1 ,3 ,  1 ) -  I ( 0 ,2 ,  l )

-  r (1 ,  1 ,  1) l  +  r (3 ,  0 ,  1)  -  1(0,  3 ,  1)  + I ( r ,  2 ,  1)  -  1(2,  1 ,  1)

+21 (0 ,1 ,  3 )  -  2 I ( r ,  0 , 3 )  -  1 (0 ,  3 ,  1 )  -  I ( t ,  2 ,  r )  -  I ( 2 ,1 ,  1 )+  1 (3 ,  0 ,  1 )  
)
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Annexe C. Calcul des éléments de matrice des différents opérateurs.

t t l

l m n p 2 l I : l m n p 2 )  =

-r

+

+

+

I-r

+

+

+

* 2 (  r

; t -  n l r {+ ,0 ,  t ) -21(8 , r , r )+21( r ,  s ,  1 )  -1(0 ,4 ,  1) l

m(m-r ) l I (2 ,0 ,  1) -  2 I (1 ,  r ,  r )+21( - r ,3 ,  1)  -  r (_2,4 ,  r ) l

m [ I ( 3 , 0 ,  1 )  -  2 I ( 2 ,  l ,  I ) + 2 1 ( 1 , 1 ,  1 ) - 1 ( 0 ,  2 ,  1 ) ]

-r

-T-

p(p  -  r ) l r (4 ,  0 ,  - r )  -2 r (3 ,  1 ,  -1 )  +2 r ( r , 3 ,  _1 )  _  / (0 ,  4 ,  _1 ) l

2pnl I (2 ,  0 ,  1)  -  2 I ( I ,  1 ,1)+ 1(0,  2 ,  I ) l -  n(n -  I ) [ I (4 ,  -2 ,  r )

2 I (3,  -1 ,  I )  -21( I ,  1 ,  1) -  I (0 ,  2 ,  I ) l -2pn[1(4,  0 ,  -1) -  2 I (9,  1 ,  -1)

I ( 2 ,2 ,  - 1 ) l -  2pm[ I (2 ,0 ,  1 ) -  2 I ( r ,  t , 1 )+ . I ( 0 ,  2 ,  r ) )+p [1 (8 ,  0 ,  1 )

2I(2, I ,  1) + 1(1, 2, 1)l  + 2pm[I(2, 2, -I) - 2I(1, B, -1) + 1(0, 4, _t)]

p l I (3 ,  2 ,  - I )  -  2 I (2,3,  -1)  + 1(1,  4 ,  - I )  -  I (9 ,  0 ,  1)  -  I (1 ,  2 ,  t )

2 I (2 ,  I ,  r )  +21 (4 ,0 ,  -1 ) -  6 . r (3 ,  1 ,  _1 )+61(1 ,  3 ,  _1 )  _21 (0 ,  4 ,  _ r )

2I (2,  0 ,  I \  -21(0,  2 ,  l ) l -  4m[I (2,  0 ,  t )  -  2 I (1,  t ,  1)  +I (0,  2 ,  1) ]

2n [21 (2 ,0 ,  1 ) -41 ( I ,  I , L )+21 (0 ,2 ,  I ) + . f ( 9 ,  - 1 ,  t )  - 1 (1 ,  1 ,  1 )

I (2 ,  0 ,  1)  + 1(0,  2 ,  1) l  -  2ml I (2 ,0,  1)  -  I (0 ,  2 ,  1)  -  I (1 ,  1 ,  1)

1 ( -1 ,  3 ,  1 ) l+  1 (3 ,  0 ,  1 )  -  I ( I ,  2 ,  I )  -  rQ ,1 ,  t )  +  1 (0 ,  B ,  1 ) )
)

* 2 (  1

" ; l  
-  

] [ t1+ ,0 ,  r )  +  r (2 ,  2 ,  r )  -  2 r (J ,1 ,  1 ) ]  -  2m(m -  1 )  [1 (2 ,  0 ,  1 )
z + l  z

I ( 0 ,2 ,  I )  - 21 ( I ,  1 ,  1 ) l +2m[ I (3 ,0 ,  1 )+  I ( I , 2 ,  r ) - 21 (2 ,  I ,  r ) ]
1

i \ e ,0 ,  s )  +  r (0 ,  2 ,8 )  -  21 (1 ,  1 ,  B ) l  +  2m(m -  1 )  [ / ( 0 ,  0 ,  B )

I ( -2 ,  2 ,  3)  -  21(-1,  1 ,  g) l  -  2ml l ( r ,  0 ,  g)  + 1(-1,  2 ,  B)

2I (0,  I ,  3) l -2n(n -  I ) l I (2 ,  -2 ,  g)  + I (0 ,  0 ,  B)  -  2r (1,  -1 ,  B) l

2n (n -  1 ) [ r ( 2 ,  0 ,  1 )+  I ( 0 ,2 ,  I )  - 21 (1 ,1 ,  1 ) ] -  4m l I ( 2 ,  0 ,  r )

I ( 0 ,2 ,  r )  - 21 ( r , 1 ,  1 ) l +2 [ / ( 3 ,  0 ,  1 )+1 (1 ,  2 ,  1 )

2 I (2 ,  r ,  r ) l +4n [ I (2 ,  0 ,  1 )+1 (0 ,  2 ,  t )  - 21 (1 ,  1 ,  1 ) ]

2m[ I (2 ,0 ,  1 )  -  1 ( -1 ,  3 ,  1 )+  1 (0 ,  2 ,  I )  -  r (1 ,  1 ,  I )  +21 (_T ,  1 ,  3 )  _  21 (0 ,

I (2 ,  0 ,  1)  -  r (0 ,  2 ,  t )  -  r (1 ,  1 ,  1)+ 1(_1,  3 ,  1) l

2n l -21(0,  2 ,  1)  + 2I ( t ,  r ,  1)  -  2 I (1,  -1 ,  3)  + 21(0,  0 ,  3) l

3 r (3 ,0 ,  r ) - 51 (2 ,1 ,  1 )+  I ( r , 2 ,1 )+ / (0 ,3 ,  1 ) )
)
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Annexe c. calcul des éIéments de matrice des différents opérateurs.

+  2 l I (3 ,  0 ,  1 )  +1 (1 ,  2 ,  r )  -21 ( r ,  0 , J ) l++n  l I ( 2 ,  0 ,  t )

+ I(0, 2, l)  - 21(0, 0, B)l - 2n[I(J, -1, t) - I(0, 2, t)

+ 1(1,  1 ,  I )  -  rQ,  0,  1)  + 2I (0,  0 ,  B)  _ 2I (1,  _1,  J) l

+  2n l I (3 ,  -1 ,  1 )  -  I ( 2 ,0 ,  1 )  -  I ( 1 ,  1 ,  1 )+  1 (0 ,  2 ,  l ) l

2m[I(2, 0, 1) - f(-1, B, 1) + ̂ a(0, 2, I) - I(1, 1, 1)

+  2 I ( -1 ,  1 ,  3 )  -  2 I (0 ,  0 ,  J ) l - 2m l I (2 ,  0 ,1 )+  1 (_1 ,  B ,  1 )

I ( 0 ,2 ,  1 ) - / ( 1 ,  1 ,  t ) l + I ( 9 ,  0 ,  1 )_ r (0 ,  g ,  1 )

+  I (2 ,  r ,  1 )  -  1 (1 ,  2 ,  t )  _21 (0 ,  r , 3 )_  21 (1 ,  0 ,  3 )

+  1 (0 ,  3 ,  1 )  +  1 (1 ,  2 ,  r )  +  I (2 ,  t , 1 )  +  / (3 ,  O ,  t ) )

136



Annexe D

Séparation des mouvements du
centre de masse et relatif de

l'exciton.

L'Hamiltonien d'un exciton en présence d'un champ électrique uniforme F
appliqué suivant la direction oz s'êcrit:

H : -h '  o ^ -  
h '  

n  
e2

z*:u" 2*;on 
- 

;TE - r-h l-  "("" 
-  

"o)F 
(D'1)

r-., r] vecteur position de l'électron et du trou respectivement. rc constante

diélectrique du matériau considéré. Nous allons séparer le mouvement de l,exciton

en un mouvement du centre de masse et un mouvement relatif.

Posons F(*, y, z) coordonnées du mouvement relatif, É.çx, y, Z) coordonnées du
mouvement du centre de masse.

MR : *ir'.+*ir-n (D.2)

F : i" - û, (D.S)

La projection des vecteurs r], rf,, et de E1x,y, Z) sw les directions du repère

orthonormê (O, e',, do, e'") donnent :

(  MX:*Tx. Imï , rn

\ MY : *iA" * *iyn
I  MZ:* I " " *mizn

r37



Annexe D. Sépamtion des mouvements du centre de masse et relatif de I'exciton.

M : (*i + *i) est masse du centre de masse de I'exciton.

0 _rn :A A 0  _* i ,A  A
ar":  M ax- a,  a*o:  M i l ( -  a,

A _r" iA  A A _* i "A A
0y" :  MAY-Ay e t  Aw:  MAY-Ay

ô _* :A *ô  ô  _* ;A _A
0". M AZ 0z 0"n M AZ ôz

puis en remplaçant ces expression dans (D.1) nous obtenons:

_u, o-: _h2 frgt,(a, *a, *j1\
2*:^" 2n'ù: L\ M ) \ax, 

' AY, ' AZ2 )

+ '#(*-!".h.#).#.#.#]
de même pour l 'opérateur - l- 'nnt

2*i

_ u, o, : _ h2 lrqt, ( a, a2 a,_\
2*1^n 

- 
z*i L\ M / \ax, 

+ aY, * uo )
^m i /  A2  A2  A2  \  A2  A2  A2  1
"_____::. 

| _l_ _ _! _ r _l_ _ | _ _.'|_ _l-  
M \AXôr '  ïYôy '  0Zôz) '  0 rz '  0y , '  ô "21

- o' o. - !-^. -rt2(mi r mi) ( -t- * L* i1\ - ( !-* i1)
2^i^"  2*;^n:  

-  
w \ôxr-M-azr)- \ rq-2* i )

/a2  a2 a2\
x  

\ *  
+  ar 'z*  * )

- h ' ô ,  - h ' ë ,-zM"*-  
z t r " '

avec p-r: + + + la masse réduite de Ia paire e-h.'m imi

L'Hamiltonien (D.1) devient alors :

22 rr' =" e2r r_  to  f r zra :  - 2M-u  
" -  * r : -  

-  - ez  F  (D .4 )
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que I'on écrira sous la forme H : Hcu I H,a.

L'équation de Schrôdinger de I'exciton s'écrit:

Hxrhx: Exthx (D.5)

cette équation se découple en posant ,h*(É,ô: eiÈ'É'û""r(Ë) de sorte que ,h,a(f)

soit solution d'une équation hydrogénoïde où la masse et la charge de lélectron

seraient respectivement p et i. Soit tfs :une fonction d'onde d'essai du mouvement

relatif de l'exciton:

L'équation de Schrôdinger du mouvement relatif de I'exciton s'écrit:

Hrarh : E,atb (D.6)

(D.8)

Ecrivons l'équation (D.6) en unités excitoniqu es o,er : \ ,uron de Bohr
pe"

excitonique pour la distance et R", : :- le Rydberg excitonique pour l'énergie.

L'équation (D.6) devient ; 
'oo""

+( 
1^ e2 Fo\n-""Fo",$) ,1 :  E,aû (D.7)

*r", \- """;r-F 

- c ' t' 
""' fr, )

En unités double Rydberg (2R",), nous obtenons:

(-;^ -i- ,,)r:E.a,h

h2 €&ex ^
avec R", : ;-T et "f 

- :;" f. La résolution de cette équation donnera
,po ; ; " ' J  

:  
2R" " t '

l'énergie relative de I'exciton notée par 8,"1(X) dans le chapitre 3.
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mouvement relatif en
unités atomiques.

Rappelons l'équation de Schrôdinger du mouvement relatif de I'exciton:

I  h2  e2  I  . -

L- , ,Or- , , - -ezFl th ,a(û:  
E," t th , " t (F)  (E.1)

pr étant la masse réduite de I'exciton et s constante diélectrique du matériau. Nous

réecrivons l'équation (E.1) en unités atomiques du donneur (3D), nous prenons

aer tayorr de Bohr excitonique pour la longueur et R.,le Rydberg excitonique

pour l'énergie, pour celà nous effectuons la transformation suivante:

(i, f, z, F, E) -+ (olli,a",r',o,",2, TX, E o,er)

avecR"" :h  t  dec:# et  f  : f f i  l 'équat ion(E.1)  dev ient :

h2 ( 
\,- - "' 

,!È 
+ "Fo*"W) 4,"", : Eth,a(F) (8.2)- 

Wr"" \-ar- 

- 
,""d-P- 

J wt ussz 
ht ) 

,"

en divisant l'équation (E.2) par R",, elle se réduit alors sous la forme suivante :

/ 2 \
( -Ar- i+ f  z l rh,a(ù:Erh, . t (ô (E.3)
\ r /

Annexe B

Expression de l'équation du

I4L



Annexe E. Expression de l'équation du mouvement relatif enunités atomiques.

M2 L8T-4

Passage du champ électrique f en unités atomiques
à f' en unités S.f.

Nous avons -f : ffiF, dégageons maintenant les paramètres caractéristiques

du matériau.

eder 
: 

2pea2,
R., 6z

2p,e fi6e3
:

fiz Ps"e

:  , hn "_ 

", 1",

Multuplions ce facteur par le terme suivant (m), où rns est la masse de
l'électron dans le vide et es permittivité absolue du vide.

e&e t  , hn r t  ( *o \ '  (  , \ "
R* 

: 
" 
"u*'o \7/ \;/

: thotS (Yl\ ' ,"-eumT 
\  p  /  

e r .

La dimensionnalité du facteur o est donnée par tÈ.- e,m"o

lE l :  ML2T-2

rot : ryff:v"r
comme la force électrique ç : ffi donc:

r r ^ r -  Q '  I
L l c o l  -  

M D f l l .

lol :
QU

QU
M3 LsT-6

a
M LT-

Puisque / est sans dimension alors F doit être enVf cm.

Calculons maintenant la valeur du coefficient de passage entre le champ électrique

r42



enVf cm vers le champ exprimé en unités atomiques.[o: 
ffi1 

nonr prenons

toutes les constantes en S.I sauf €6 eui sera exprimée en C. G. S non rationalisé.

It.: I.054 x 10-34 J.S constante de Planck divisée par Ztr.

TrLs:9.109 x 10-31 Kg masse de l'électron au repos.

€o : 8.854 x 10-12 permittivité du vide en S.I.

e:1.602 x 10-1e C charge de l 'électron au repos.

flnalement on trouve:

a:  1 .94758 x 10-rocrn lV (E.4)
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Annexe F

Calcul de l'énergie d'interaction
coulombienrre.

Calcul de ( rn' n' o | : I rnn o )' I t;"Iz

Afin d'évaluer l'élément de matrice:

<* ' l - 'L t  l tmn|> (F .1)
Ttz

nous utilisons la représentation intégrale suivante (Gradshteyn and Ryzhik 1965) :

I  f *  _ .
,- 

: 
Jo 

Js(t r:r.) dt (F.2)

et le second théoreme des fonctions de Bessel:

Js(try2) : Jo(t rùJs(trz) i r i t,1, r)J1(tr1) cos lt(02 - 0ùl (F.3)
l =1

l 'élément de matrice (F.1) devient alors:

l æ

<* 'n '01; lmnT) : /o  +2DIr  (F .4)
Ttz 

r=1

avec

f r , \ t t f æ
Io: |  "-alr1rr2)rmrm 

]Irn*" +rdr1dr2d0fi02x 
I dtJo(trùJs(t12) (F.5)

J s  Jo
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Annexe F. Calcul de l'énergie d'interaction coulombienne.

et

La fonction à intégrer étant une fonction de d2 périodique de période 2kn * h,
nous pouvons effectuer l'integration sur la période lîr,2kn f d1] au lieu de [0,n-]
sans changer la valeur de l'intégrale. Posons 0 : 0z - d1, noûs obtenons alors :

:

l 'élément de matrice (F.1) est réduit à:

- 01

cos(10) d0

cos( /d)  d0 :0  (F.7)

"trT+ 
+rdrfir2dï1d,02

fæ (F.6)

"  J"  
dt \ t r1) f l t  11)cos [ l (0,  -  0r) ] .

<* ' r '1 t  a tmnl) : Io
I ' tz

En utilisant le la relation suivante (Gradshteyn and Ryzhik 1965):

f *  t ^ t - u - r  s ^  /  - 2  | -  a  I
|  " - ' "  

Jo(gr)#-t  dr  :  (d2 + p ' ) -Ë l0ù p,_,  |  _ |  (F.9)Jo l_r/o, + p,l

où f est la fonction Gamma et Pn le polynôme de Legendre, 1s s'écrit :

Io :4n2 [ *  o ,  [ *  o r r " - " ' Jo( t r1 ) r !+^ '+ r
l o  J o

f * l

" J" 
dr2e-o"Js(tr2)ri+" +r

: 4r2l(rn + m' + 2)l(n + n' l2)

I t :  I  s-o('r+'z)rT+*
Js

| | 
ae,al,2coslt(l2- 0,)l : l"'" *, I-'",

Io'" o" Io'"

(F.8)

4n2l(m I m' * z)l(n + n' * 2)

omlmt1n ln '13

[ '  + ,m1m'+n+n'*'P,n*.^,*r(r) P,*^, *r(r)Jo t/l - rz
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le polynome de Legendre peut s'écrire sous la forme d'un développement polinomial:

'  E( i )

P*(*):+ Ë#f#+,n-2s (F10)
s=0

en remplaçant cette expression dans, 16 devient:

tr:ffi
E G )  E ( T )  |  1 .  ,

" "Ë > (F11)
s=o st  =o \ r

x 1r 
xz(P+q)-z("+"') 

O*
Jo t/l - rz

avec p - m * *' + I et q : n I n' * 1 l'intégrale restante est facile à évaluer

(Gradshteyn and Ryzhik 1965):

fr rzn (2n - I  )! !  zr

J"ædr:62 (F'12)

l 'élément de matrice < rn'r'L | # I mnr ) peut être calculé avec la methode

décrite ci dessus et les autres éléments de matrice sont nuls:

<* 'n ' I f  l f  mnl) : (  rn 'n ' I f  I f  mn|) :0 (F. lg)
T t z  T t 2 '

Calcul de < rn' rr' L | * | rn n L

Maintanant nous évaluons la dérnière intégrale:

<* 'n '1  l :  lmn l>  (F .14)'  
T t z '

' l f

<* 'n ' l l - lmnl> :  le -I 'tz J s

X

r lo("

(

Jt

, ) r

t l

Jz

t1 ' rz

r?-

L * ,

L+rn

r t J

.mI
I

2x

+r

dr1dr2d0fi02 (F.15)

n+n'
2

c? \- )

o ' + r T

r z *
Ttz

+2K
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Annexe F. Calcul de L'énergie d'interaction coulombienne.

Jr: [  "-a(rr*r2\rm+m'+Lrn+,, '+r 
x f4) d,rf i ,r2dfi j ,02

Js  
-  

\ r n /

J, : [ "-a(r1l.r2)r,n+rn' 
+rrn+n' +r x ( É\ d,rfir2d,0j.02

Js  
'  

\ r t z )

K : [ "-a(r1*r2)rm+m' 
+rrlrn' +r 

" 
( !]y\ d,rj,r2d,gfi,02

Js \ rn )
En remplaçant 11 : 11 cos 01et 12 : 12 cosd2 les expressions ci-desssus deviennent

alors:

h : 
lr"-.(,r+,2)r*+,n' 

+Brnan' ar x cos2(0r)drfi,r2d,0j,02

: 'n' 
Io 

o' 
lo** 

d'r1e-a'r Js(trùrft*'+z

/.+"o t
x 

J" 
dr2s-o'z Js(t12)rl*n +r

:  
2r ' '?  f (Mt  + 1) f (Nt  + 1)  

[1  
- (Mr+Nt)

, r r *Nr*r  Jo , f i=pPu,( ' )  
P*r ( t )d t

avec M1 :

J2

mIn t '  * 3e t  N r . : , 1y1 ' a I

f
:  I  e-o('r+,r) r^+*' +r r"+n'

J S

:  2n2 l (Mz +  t ) t (Nz  +  I )

+3 x cos2(g 2)d,rydr2d0fi02

fr  n(Mz*Nz)

|  
:-pm"(r) py,(r) dr

Jo  V r - r 'aMzINz+t

a v e c M 2 - m l r n ' + l e t N 2 - n

Pour l'intégrale K, nous utilisons

*n ' *3 .

en plus un résultat

en utilisant la relation suivante (Gradshtevn and Rvzhik 1g65):

_ f + - f + o o
K :  2" '  I  dt  I  arre-o ' r rTt^ +2Jr( t r r )

Jo Jo
f + o o '

x I dr2s-o'z r i+" +2Jr(trr)
J o

i48

* 
e-"Jo(gr)r.-rd,x : (o' + p')-i l(t) Pr-rlæl (F.16)



et en plus le résultat suivant (Abramowilz and Stegun 1965) :

P" ' ( * )

pour /, : 1 on a:

u
1 )

1
-T-

v
l.rT

v
u

T
f ( lry o, - ? .*or-.i 1tn) sin(1t l a T@]

P,'(*): ffip)@)
donc

[ - *  or re-ar t  rm+m'+ 'Jr ( t r r )  :  (o '  +p1- î@'+r) r (u ' )p ] r ,  f -====l
Jo Lt/az + t2 )

et

lo-* 
d.r2e-arz rl+n'+zrrerr) : (o, +t2)-;(N'+r)f(,^/,)pi, l+l

Lt/az + t2 )

avec M - m * m' + 2 et l[ : n I n' * 2. d'où:

K :2nzt (^4 ' ) f  ( .^ / , )  [ **  o ,  (o ,  + * ) - r (M'+N'+2\

^, I o l ' ; ,  |  ,  I  (F.17)xpl , , l_-ë l /\ rM'Læ+æl ' t ' tæl

En faisant le changemant de variable , : 
ffi 

K devient:

o _ ar'zr\!()l(.w') 
[' o* # p]*,(,)p,i,,(,) (F.r8)

eM'+N'+7 lo \/  r _ r

encore, une dèrnière relation (Abramowitz and Stegun 1965):

PT@):(-1)r '(1 - r\ lw

avec Lt : r,, P,(x) : -G, 
ry, 

en utilisant (F.rO) l'intégrale (F.17)
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Annexe F. Calcul de l'énergie d'interaction coulombienne.

s'écrit finalement:

11 .  2n2 l (M ' ) l (N ' )

ûM'+N'+l  2M'+N'

'(+) "(+) , ,
v \- \ .  

'  (- l)"+" (2M, -2s)r.(2Nt _2s')!

3 ?- sls'!(Mr - s)!( lr '  - s') l(M'-zs - D(F,-E:t;t
7 1

x I  r2(M'+N') -2(s*s '+1)  t /1  -ç4*
J o

(F.1e)
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Résumé

Les excitons cha,rgés resultent de la liaison d'un exciton (paire électron-
trou liee) avec un électron + X- (ererh), ou avec un trou +'XT @,,hrh).
Dans ce travail, nous avons étudié l'état fondamental des excitons cha,rges
dans les semi-conducteurs massifs (3D) et bidimensionnels (2D) en jrrésence
d'un champ électrique uniforme faible. Dans le cadre de I'approximation
de la ma,sse effective et en utilisant un modèle simple à deux bandes non
dégénérees, la séparation des mouvements du centre de masse et relatif reste
encore possible en présence du champ électrique. Ltintroduction des condi-
tions aux limites du cristal induit une quantification de l'énergie du mouve-
ment du centre de masse. Des niveaux discrets apparaissent alors, similaires
aux niveaux de tt Wannier-Stark tt connus dans le cas d'un électron dans un
solide. Ltétat fondamental du complexe X- est déterminé en utilisant la
méthode variationnelle. Nous mettons en évidence une valeur de champ cri-
tique au delà de laquelle la méthode variationnelle n'est plus adaptée. Dans
le cas limite où o, le rapport des masses efiectives électron/trou tend vers
zéro, nos résultats sont en bon accord avec ceux obtenus pour-ltion fy'-en
physique atomique.

Dans les semi-conducteurs massifs, nous avons étudié la stabilité de I'exci-
ton chargé X- . n s'avère que l'énergie de liaison augmente légèrement avec
le champ. En comparaison avec des résultats antérieurs obtenus en pertur-
bation (Katih, 1993), nous trouvons un bon accord dans le cas de champs
très faibles, par ailleurs, notre méthode permet d?atteindre des champs plus
grands. Dans le cas d'un semi-conducteur bidimensionnel, les énergies de li-
aison de X- et X{ augmentent aussi légèrement avec le champ et en plus le
champ critique est plus élevé qu'en 3D. Pour toute valeur de o, le rapport des
énergies de liaison WznlWeo du trion cha,rgé négativement diminue lorsque
le champ augmente, l'efiet relatif du confinement tend alors à disparaître.
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