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NOTATIONS

fonction binaire indiquant si le système est en

fonctionnement ( ô(x)=1; ou en Panne ( ô(x)=g;.
politique de maintenance.
politique optimale de maintenance.
ènsemble des politiques de maintenance stationnaires d(x).
fonction de transition en un instant de l'état x à l'état u ; en
règle générale, on suPPose que le support de f(.,x) est

[h(x),+""[, h étant une fonction nondécroissante en x.

coût en x sur une période de la politique d donnée.
coût optimal moyen estimé stu un horizon N de Ia politique
de maintenance.

coût moyen estimé sur un horizon N de la
maintenance d.
coût optimal moyen estimé à long terme de la
maintenance.
coût optimal cumulé estimé sur un horizon N de la politique
de maintenance.

coût cumulé estimé sur un horizon N de la politique de

maintenance d.
limite de maintenance du système, de I'unité i., de funité 2.
limite optimale de maintenance.
limite de panne du système, de I'unité L, de I'unité 2.
ensemble des états atteignables par une maintenance sachant
que l'état du système est x.
probabilité que l'état du système soit en x sachant que la
politique de maintenance est d(x).
coût de remplacement après une Panne.
limite de maintenance conditionnelle de I'unité 1, de
I'unité 2.
coût de maintenance Pour ramener l'état du système en v
sachant qu'il était en x ; r(x,x)=fl.
fonction "travail à effectuer" : l'état du système après une
maintenance de type i est égal à x-w1(x).
état de détérioration du système (variable aléatoire)
observation de l'état de détérioration du système (scalaire).

politique de

politique de



INTRODUCTION

Cette thèse a pour but l'étude d.e la maintenance prédictive, laquelle consiste à

décider ou non d'une maintenance en fonction de l'état du système considéré.

La maintenance prédictive ne doit être confondue ni avec la maintenance

corrective qui se contente de réagir lorsqu'un dysfonctionnement survient, ni

avec la maintenance préventive classique, qui est appliquée périodiquement,

quel que soit I'état du sYstème.

Le chapitre 1 infroduit ces d.ifférents types de maintenances, rappelle les modèles

et méthodes utilisés, et introduit l'objet du présent travail, à savoir les systèmes

dont l'état se dégrade en suivant un processus stochastique. La thèse se limite aux

systèmes à une et deux unités, c'est-à-dire aux systèmes dont I'état peut être décrit

par la valeur prise Par une ou deux variables aléatoires'

Le chapitre 2 s'attache à l'étude d'une politique de maintenance paramétrique

pour les d.eux systèmes retenus dans le cas particulier où la transition d'un état

au suivant est gouvernée par des lois exponentielles négatives. La solution

optimale est fournie potrr le système à une unité et pour le système à deux unités

lorsqu'un remplacement complet est effectué à chaque maintenance'

Le chapitre 3 propose une approche globale du problème de politique optimale de

maintenance. L'approche proposée est basée sur la Programmation dynamique.

L,intérêt de ce chapitre réside dans la possibilité d'appliquer une maintenance de

différents niveaux de complexité, et dans la caractérisation de la politique

optimale.

Enfin, le chapitre 4 propose une application du modèle général de maintenance

introduit au chapitre Précédent.

L'annexe 1 donne la preuve que I'hypothèse du régime Permanent faite dans le

chapitre 2 est valide dans le cas de lois exponentielles négatives.

L'annexe 2 étudie le cas général du problème à deux unités et précise les

problèmes qui restent ouverts.

Le schéma proposé ci-après donne l'articulation entre chapitres et annexes.
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Chapitre 1 - Etat de I'art

1.1. INTRODUCTION

La maintenance est définie comme étant I'ensemble des techniques et actions de

gestion associées ayant pour but de maintenir ou de rétablir un équipement dans

un état lui permettant de réaliser sa fonction (BS I15l)'

Cependant, au delà de cet objectif purement technique, la maintenance - tout

particulièrement d,ans le cas des systèmes de production - a Pour but de diminuer

les coûts de production et/ou d'utilisation des équipements.

La première partie de ce chapitre est consacrée à la présentation générale de la

maintenance dans le cadre des systèmes de production. Elle est suivie d'une

revue des différentes méthodes utilisées pour I'étude des politiques de

maintenance. Nous nous intéressons ensuite plus particulièrement aux travaux

basés sur les Processus stochastiques.

1.2 MAINTENANCE : PRESENTATION GENERALE

Le coût de la maintenance représente, selon les types d'industries, entre L57o

(agro-alimentaire) et 40"/n (sidérurgie) du coût des biens produits (MOBLEY 127))-

pour les Etats-Unis, ceci correspond à plus de 200 milliards de dollars. Un tel

enjeu économique a suscité beaucoup d'efforts Pour minimiser cette charge

financière. L'Association Française de Normalisation classe ces différentes

approches en trois catégories : Ia maintenance corrective, la maintenance

préventive systématique et la maintenance préventive conditionnelle

(AFNOR t01lt02l).

7.2.1 Maintenance coffective

La maintenance corrective, encore appelée maintenance palliative ou curative,

est effectuée après une défaillance du système. Son but est de remettre

l'équipement en état de fonctionner.

Le principal intérêt de cette méthode est qu'aucun suivi des équipements n'est

nécessaire. En contrepartie, il faut toujours être prêt à faire face à une Panne : il

est donc nécessaire d'avoir sur place du personnel qualifié ainsi qu'un nombre

-8 -



Chapitre 1 - Etat de I'art

suffisant de pièces de rechanges. Ceci entraîne un coût suPPlémentaire qui vient

s'ajouter à la perte financière due au manque de productivité causée par les

Pannes.

Seul type de maintenance existant jusque dans les années 50, Ia maintenance

corrective reste encore adaptée aux équipements :
. de grande fiabilité,

non vitaux pour I'ensemble d'un système de production,

à coût de remise en état de fonctionnement faible comparé à celui de la

maintenance préventive ou prédictive,
. redondants.

En dehors de ces cas, il est apparu qu'il était possible de réduire de manière

significative le coût de maintenance en intervenant sur le système avant la

panne, i.e. de manière préventive.

1.2.2 Maintenance préventive systématique

Les actions de maintenance préventive systématique sont effectuées en fonction

d'un critère simple qui reflète l'état de l'équipement : temps d'utilisation,

nombre d'opérations, kilométrage, etc... Quand la valeur de ce critère dépasse un

seuil donné, une maintenance est réalisée. Ce seuil est déterminé préalablement

grâce à un historique des pannes de l'équipement ou d'un équipement similaire,

ou bien en utilisant la théorie de la fiabilité (exemple : révision des automobiles

tous les 10000 kilomètres) .

La maintenance préventive systématique implique donc un système de gestion.

Celui-ci a pour but de planifier les actions de maintenance en fonction de la

disponibilité de l'équipement, de celle du personnel chargé de ces interventions

et du stock de pièces détachées nécessaires.

La maintenance préventive systématique permet en principe de réduire le coût

de la maintenance, d'augmenter la disponibilité des équipements et, dans les cas

où les défaillances sont dangereuses pour I'environnement, d'améliorer la

sécurité.

Cependant, le critère utilisé pour Ia planification des actions de maintenance ne

reflète pas toujours l'état dans lequel se trouve l'équipement (ainsi l'état d'une

voiture n'est pas le même après 100 km sur autoroute ou 100 km sur des

a

O

-9 -



ChaPitre 1 - Etat de I'art

chemins de campagne). Ceci peut entraîner les conséquences suivantes :

. maintenance inutile car l'équipement n'en nécessite Pas, le seuil de

maintenance ayant été estimé de façon pessimiste,
. défaillance de l'équipement avant I'action de maintenance préventive

systématique, nécessitant une maintenance corrective en raison d'un seuii

estimé de façon optimiste.

En suivant l'évolution de l'état de l'équipement, on peut espérer réaliser les

maintenances uniquement à bon escient. C'est I'objet de la maintenance

préventive conditionnelle.

L.2.9 Maintenance préventive conditionnelle

La maintenance préventive conditionnelle, quelquefois aussi appelée

maintenance prédictive, consiste à mesurer, de manière périodique ou en

continu, des paramètres décrivant au mieux l'état de l'équiPement afin de

déterminer le moment où il faudra effectuer la maintenance. Contrairement à

la maintenance préventive systématique, cette décision n'est pas basée sur des

données statistiques ou historiques, mais sur les données réelles et acfuelles de

l'équipement.

Ces mesures sont généralement réalisées Par :

prévent ive

a

a

a

inspection visuelle

analyse de l'évolution des paramètres du processus

analyse des vibrations (exemple : machines tournantes)

. thermographie (exemple : contacteurs électriques)

analyse des huiles (exemple : roulements)

analyses ultrasonore (exemple : fissures)

En comparant ces mesures à celles effectuées sur l'équipement neuf ou sur un

équipement de référence, il est possible de détecter les fonctionnements

anormaux de I'ensemble du système ou d'une de ses comPosantes. On peut alors

estimer l'état de I'équipement et prévoir le type de défaillance vers lequel il se

dirige, ainsi que le moment d'intervention.

Cependant,  la maintenance

investissements en matériel de

a

a

mesure et

condi t ionnel le nécessi te des

un personnel qualifié Pour leur

-10-



ChaPitre 1 - Etat de I'art

utilisation et I'interprétation des résultats. En outre, elle ne permet d'identifier

que les modes de défaillance les plus courants. Enfin, la majorité des recherches

dans ce domaine s'étant jusqu'à présent l imitées essentiellement aux

équipements mécaniques, son application à d'autres types de systèmes reste

délicate.

l.z.4Aspects économiques de la maintenance

On distingue quatre types de coûts associés aux actions de maintenance

(NTEBEL [30]):
o les coûts directs des opérations permettant de maintenir l'équipement en

état de fonctionner. Selon le type de maintenance adopté, on a :

- Ie coût de maintenances corrective @our les maintenances

correctiz,e et préaentiaeù,
- le coût de maintenance préventive (pour les mnintenances

préoent iaes),
- le coût de suivi comprenant le coût des inspections, des mesures,

etc... (pour Ia maintenance préaentioe conditionnelle).

. les coûts "fixes" dus à I'entretien d'équipements redondants (pour les

maintenances préaentiaes) et au maintien d'un stock de pièces détachées.

. les coûts de perte de production ou d'indisponibilité de l'équipement.

. les coûts de dégradation dus à Ia détérioration de l'équipement suite à

une action de maintenance inadaptée.

Dans le cas de la maintenance prédictive, il faut y ajouter I'amortissement de

I'investissement initial en appareits de rnesures, les dépenses de formation du

personnel, etc...

Parmi les travaux les mieux documentés sur les coûts de maintenance figurent

ceux d.u Monitoring and Diagnostic Center de I'Electrical Power Research

Institute (EPRI) concernant une centrale électrique à combustible fossile de la

compagnie PECo (Pennsylvania Electrical Company) (COLSHER et al [19])'

Leurs résultats sont les suivants :
. maintenance corrective
. maintenance préventive systématique

12 à 13 $/kw
8 à e$/kw
5 à 6$/kW (estimation)e maintenance préventive conditionnelle :

Les maintenances préventives permettent donc dans ce cas une diminution très

significative des dépenses. De plus, la disponibilité de la centrale est accrue de 2"/",

-11  -



ChaPitre 1 - Etat de I'art

ce qui permet une meilleure réPonse aux besoins énergétiques locaux.

1..3 METHODES POUR L'ETUDE DE LA MAINTENANCE
PREVENTTYE

Les approches proposées pour l'étude générale des problèmes de maintenance

préventive des systèmes industriels sont fondées soit sur I'analyse des signaux,

soit sur I'analyse des données, soit sur l'étude de processus stochastiques. Leur

point commun est de supposer que la défaillance est due à un changement dans

l'état, i.e. dans les caractéristiques de fonctionnement du système.

1.3.1 Analyse des signaux

Cette approche est basée sur Ia comparaison entre les signaux mesurés sur le

système réel et ceux issus d'un modèle théorique afin de détecter les

modifications de fonctionnement.

Elle comporte deux étapes (BASSEVILLE [04):
(i) génération du signal "résiduel" indiquant un éventuel changement

dans les caractéristiques de fonctionnement du système.

(ii) prise de décision basée sur I'analyse de ce signal-

La première phase consiste à modéliser le système. Ceci Peut se faire à I'aide des

techniques ciassiques de I'automatique ou en utilisant des données statistiques.

Le signal "résiduel" est alors obtenu en faisant la différence entre les signaux de

sortie du modèle et ceux du système (fig. 1.3.1a).

signal
résiduel

Figure 1.3.1.a: Génération du signal résiduel

- 12-



Chapitre 1 - Etat de I'art

Dans le cas id.éal, Ie signal "résiduel" est nul quand aucun changement ne s'est

produit. L'étape (ii) est donc immédiate : une intervention sur le système est

nécessaire uniquement quand le signal devient non-nul. En règle générale, il est

nécessaire d'utiliser des méthodes statistiques pour déterminer si les déviations

enregistrées reflètent ou non un changement dans les caractéristiques du système

(fig. 1.3.1b). On peut utiliser pour cela les tests d'hypothèses sur les modifications

de la moyenne, de la variance ou de toute autre propriété spectrale du signal.

changement des caractéristiques
de fonctionnement du svstème

temPs

Figure 1,.3.1b: Analyse du signal résiduel

Cette approche permet donc de détecter les changements dans les caractéristiques

d.e fonctionnement du système et d'effectuer alors une maintenance prédictive

conditionnelle. Elle présente cependant I'inconvénient de nécessiter une

modélisation, ce qui est souvent difficiie quand on s'intéresse à des systèmes

dynamiques complexes. Dans certains cas, corune l'ont montré BASSEVILLE et

al. [08], il est cependant possible d'obtenir de bon résultats en utilisant un modèle

réduit ou une identification biaisée voire même une méthode de Monte-Carlo.

Enfin, il faut remarquer que cette méthode permet de connaître à quel moment

un changement intervient dans les caractéristiques de fonctionnement, mais

n'indique pas quand il est souhaitable d'effectuer une maintenance. Par exemple,

dans le cas de phénomènes lents comme les processus d'usure, un changement

dans les caractéristiques du système n'est pas synonyme de proximité de Ia

panne. It n'est alors pas nécessaire d'effectuer immédiatement une

maintenance.

l.s.zAnalyse des données

Ces méthodes consistent à utiliser les données issues d'un historique du

fonctionnement du système afin de déterminer les caractéristiques qui

différencient le fonctionnement normal d'un fonctionnement proche d'une

-13-
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défaillance (fig. I.3.2a).

CHU et PROTH [L7] ont utilisé I'analyse des données pour un problème de percée

en coulée continue dans I'industrie sidérurgique. L'historique utilisé était

constitué de deux ensembles de données, I'un représentant le fonctionnement

normal, I'autre celui amenant à une défaillance.

changement de
domaine de

fonctionnement
du système

mesures

contrôle

Figure 1.3.2a : Utilisation de I'analyse des données ou

des réseaux de neurones Pour la maintenance préventive

Dans un premier temps, les caractéristiques principales de chaque ensemble sont

extraites grâce à I'analyse en composante principale. Puis une règle de

classification entre les deux ensembles est établie en uti l isant I 'analyse

discriminante. Cette règle permet alors d'associer à toute nouvelle mesure

effectuée sur le système I'un des deux ensembles de fonctionnement. On peut

ainsi prédire l 'évolution du système et même, si on dispose de données

représentatives des différents modes de défaillance, le type de panne vers laquelle

il se dirige (fig. 1.3.2b).

o fonctionnement
normal

panne de

Â type?

panne de
x type 1.

mesure L

d'analyse des données de fonctionnement

N
o

tJ)
o

Règle de
Classification

Figure 1,.3.2b : Exemple
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Un problème similaire a été résolu en

artificiels Pour effectuer la classification

mesure de l'état
du système

utilisant cette fois un réseau de neurones

(HAMMERSTROM t23l).

Ces approches présentent I'avantage de considérer le Processus coÛrme une boîte

noire. I1 n'est donc pas nécessaire de réaliser une modélisation du système'

Cependant, il faut un historique suffisamment long et représentatif des modes de

fonctionnement du système (fonctionnement normal, amenant à une panne de

type 1, ...). Dans le cas des équipements ind.ustriels, il est souvent difficile, long et

coûteux d'obtenir cette masse de données, tout particulièrement pour les modes

de fonctionnement qui conduisent à la panne'

1.3.3 Processus stochastiques

On peut mod.éliser l'évolution de la détérioration d'un système Par un Processus

stochastique. Cette approche a été à I'origine détailtée par BARLOW et al' [06]'

action de
maintenance

Caractéristiques
stochastiques du

svstème

contrôle

Figure 1'.3.3a: Utilisation des modèles stochastiques

Pour la maintenance Préventive

Les conditions de fonctionnement du système sont représentées Par une variable

appelée état du système. Cette variable suit un Processus stochastique donné' Elle

peut prend.re un nombre fini ou infini de valeurs entre "système neuf" et

,,système en panne". Quand cette dernière valeur est atteinte, le système doit

subir une maintenance corrective. Avant la défaillance, il est également possible

de décider d'effectuer une maintenance préventive'

Connaissant Ie processus stochastique de détérioration ainsi que certaines

données sur le système (cf. ci-dessous), on cherche à déterminer la politique

Politique de
maintenance
préventive

stochastique
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optimale de maintenance qui minimise le coût global de maintenance. Cette

politique est une règle de décision qui associe à chaque valeur de l'état du

système une action donnée, laquelle consiste à effectuer une maintenance ou

non. Il s'agit donc de trouver le juste compromis entre maintenance Préventive

et maintenance corrective.

De nombreuses variantes sont possibles à paftir de ce modèle (voir les revues des

modèles de maintenance de système à une unité de VALDEZ-FLORES et R.M-

FELDMAN [39] et multi-unités de CHO et PARLAR [16]):
. nombre fini ou infini de valeurs que peut prendre l'état,

. connaissance de l'état du système en temps discret ou en continu,

. connaissance exacte ou incertaine de la valeur de l'état,

. possibilité d'effectuer une maintenance à tout moment ou uniquement

à des instants donnés,
. durée des maintenances négligeable ou non,
. coûts de maintenance constants, fonctions de l'état ou aléatoires,

. optimisation de la politique de maintenance sur une période de temps

finie ou infinie,
o etc ...

En se basant sur le type d'information disponible pour établir la politique de

maintenance, GERTSBACKH [22] propose une classification en deux groupes des

travaux utilisant les processus stochastiques :

(groupe A) les informations issues du système permettent uniquement de

faire la distinction entre deux états : "en fonctionnement" et "en panne".

La politique de maintenance est alors basée sur la densité de probabilité de

panne et sur la période de fonctionnement du système depuis la dernière

maintenance. Son objectif est de déterminer d'une part à quel moment le

système doit être inspecté et d'autre part s'il faut ou non réaliser une

maintenance.

(groupe B) les informations issues du système permettent de définir un

nombre fini (>2) ou infini de valeurs possibles de la variable état, entre

"SyStème neuf" et "syStème en Panne". La politique de maintenance est

alors basée sur les probabilités de transition d'une valeur de l'état à une

autre. Son objectif est de déterminer pour quelles valeurs de l'état il est

optimal de réaliser une maintenance.
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Le premier groupe a fait I'objet de très nombreux travaux issus de la théorie de la

fiabilité (voir notamment LUSS [25] et NAGAKAWA et al. [28] Pour les systèmes

à une unité et ASSAF et al. [04] pour les systèmes à plusieurs éléments). Le

principal avantage de ces techniques est qu'elles ne nécessitent, Pour être mises

en oeuvre, que des données relatives à I'instant de panne qui permettent de

calculer la densité de probabilité de Panne.
Suite à la généralisation de la supervision numérique des équipements

industriels, iI est aujourd'hui possible de collecter une quantité bien plus

importante de données. L'utilisation de ces informations supplémentaires sur le

comportement d.u système doit permettre d'affiner les résultats obtenus par Ie

premier groupe de modèles stochastiques. Ceci a entraîné la généralisation des

techniques du groupe A, débouchant ainsi sur le développement de travaux du

groupe B. Cette nouvelle classe de modèles, quelquefois appelés modèIes à

détérioration graduelle, est I'objet de ce travail et est détaillée dans la section qui

suit.

Le tableau suivant résume les principales caractéristiques des 3 ryPes d'approches

que nous venons de voir.

-17  -
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ChaPitre 1 - Etat de l'art

1.4 MODELES A DETERIORATION GRADUELLE

L.4.L Remarques préliminaires

. L'utilisation des modèles à détérioration graduelle implique la possibilité de

suivre l'évolution de l'état du système. Ceci suPPose que (GERTSBACKH 122D:

(a) l'état -réel- du système puisse être caractérisé Par une variabie aléatoire

x(t) évoluant dans le temps.

(b) x(t), I'observation de l'état du système (appelé Pour simplifier par la

suite état du système) soit connu de manière continue ou discrète.

(c) la défaillance soit un événement aléatoire ou non dépendant de la

valeur de x(t).

(d) les lois de probabilités qui régissent l'évolution de x(t) soient connues.

De plus, si la panne est stochastiquement reliée à x(t), la relation enlre x(t)

et la probabilité de panne doit être connue.

Dans la pratique, les hypothèses (a), (b) et (c) sont souvent véri-fiées. Il n'en est pas

d.e même de la connaissance du comportement stochastique du système,

supposée en (d). En effet, la quantité de données disponibles est rarement

suffisante pour permetbe d'estimer les différentes lois de probabilité de manière

précise. Ceci explique qu'aucune application de cette théorie à des systèmes réels

ne figure dans la littérature.

. La plupart des travaux effectués sur les modèles à détérioration graduelle

s'intéressent à un type de maintenance particulier : le remplacement. Quand un

élément du système tombe en panne ou quand on décide de le maintenir, il est

remplacé pat un système neuf de même comportement que le précédent. Le coût

de cette action est supposé plus élevé après une Panne-

. Les travaux utilisant les modèles à détérioration graduelle font souvent appel à

des connaissances approfondies sur les processus stochastiques (chaîne de

Markov, processus markoviens, renouvellement, etc...). On trouvera une bonne

introduction à ces théories dans ÇINLAR [18].

-19 -
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1.4.2 Systèmes à une unité

La dernière revue sur les modèles de maintenance de systèmes stochastiques

constitués d'une seule unité (i.e. l'état du système est décrit par un scalaire) a été

effectuée en 1989 par VALDEZ-FLORES et FELDMAN. Parmi les L29 articles

répertoriés pour la période Lg75 à 1988, près d'une cinquantaine concernent les

modèles à détérioration graduelle.

L'un des premiers travaux est dû à TAYLOR [38] en 1975. Le système subit des

chocs (d'où I'appellation anglaise de "shock model" pour ce type de modèle) dont

les instants d.'arrivée suivent un processus de Poisson. Les dommages infligés au

système par chaque choc sont des variables aléatoires indépendantes de densité

exponentielle négative. A chaque choc, le système peut tomber en Panne avec

une probabitité qui dépend de la quantité de dommages acfllmulés. Les coûts de

maintenance et de réparation sont supposés constants. TAYLOR montre que la

politique optimale qui minimise le coût moyen estimé est une politique de type

limite de contrôle (PLC): il existe une valeur x* de l'état x telle que, quel que soit x

supérieur à x", il est optimal d'effectuer un remplacement préventif et, quelque

soit x inférieure à x", il est optimal de ne pas intervenir sur le système.

BERGMAN t12l présente un modèle à détérioration graduelle plus général. Il

suppose que le processus de détérioration est non-décroissant et que les coûts de

maintenance sont constants. I1 démontre que la politique qui minimise le coût

moyen estimé de maintenance est une PLC.

AVEN et al. [05] s'intéressent quant à eux au cas discret : les chocs ne peuvent

arriver qu'à certains instants. En prenant des coûts de maintenance constants, la

politique optimale est une PLC.

Les modèles précédents supposaient que le processus de détérioration est non-dé-

croissant. POSNER et al. [32] étudient un système où la somme des dommages est

réduite par une fonction de restauration donnée. PERRY et al. [31] obtiennent

I'expression analytique de ta limite de contrôle dans le cas d'une PLC.

D'autres travaux s'intéressent à des variantes sur les coûts ou le critère utilisés

pour établir la politique optimale. YAMADA [41] utitise un coût de maintenance

préventive qui est fonction de la sorrune des dommages subis par le système et de

I'intervalle de temps depuis le dernier remplacement. Il montre que sous

certaines hypothèses, il est possible de déterminer explicitement I'instant de

maintenance. TAYLOR t38l propose quant à lui non pas de minimiser le coût de

maintenance mais de maximiser le profit moyen généré par le système. Ce profit

est une fonction décroissante de la somme des dommages subis Par le système.

ZUCKERMAN t42l généralise ce modèle et donne les conditions Pour lesquelles

-20 -
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la politique optimale est une PLC.

L'ensemble de ces travaux n'envisageaient que la possibilité d'effectuer un

remplacement préventif du système. Certaines recherches ProPosent d'effecfuer

une maintenance en continu et non plus uniquement un remplacement. L'état

du système peut alors être ramené à une valeur plus faible, c'est-à-dire à un

niveau de dommage moindre. Dans le modèle proposé par ZUCKERMAN [44],

M types de maintenance peuvent être réalisées. Pour une maintenance m

donnée, la somme des dommages subis par le système décroît à un taux rsl

moyennant un coût par unité de temps C(m) (rp et C(m) sont croissants en m).

ZUCKERMAN montre que la politique optimale consiste à utiliser une

maintenance m croissante avec la détérioration du système. I1 s'agit donc non

plus à proprement parler d'un modèle de maintenance mais plutôt d'un modèle

d'entretien.

1.4.3 S ystèmes multi-unités

Dans le cas d'un système constitué d'un seul élément, la polit ique de

maintenance ne comportait que trois types d"'actions" : ne pas intervenir,

effectuer une maintenance préventive (en règle générale un remplacement) ou

bien réaliser un maintenance corrective après une Panne. Pour un système

multi-unités, c'est-à-dire constitué de plusieurs éléments, il existe de nombreuses

autres possibilités : une maintenance préventive peut être réalisée sur un ou

plusieurs éléments à Ia fois, ou encore elle peut être combinée avec une

maintenance corrective effectuée sur un élément défaillant.

L'intérêt de ces actions simultanées sur le système vient de Ia dépendance écono-

mique qui existe entre les éléments : Ia maintenance d'une unité peut coûter

moins cher si elle est réalisée en conjonction avec celle d'un autre élément. Ceci

est particulièrement vrai quand du personnel qualifié doit spécialement se

déplacer, ou quand le système doit être arrêté et démonté.

DREYFUS l21l et plus récemment SCRIABIN 137) ProPosent un exemple

numérique basé sur la programmation dynamique pour déterminer la politique

optimale de remplacement d'un système composé de deux ou trois éléments

identiques dont le taux de panne augmente avec l'âge.

BERG t09lt10l propose une politique de remplacement préventif basée sur l'âge

pour un système constitué de deux éléments identiques en série. Cette politique

consiste à remplacer de manière préventive un élément si son âge dépasse une

-21-
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limite prédéterminée L et si le second tombe en Panne. Plus tard, BERG [11]

généralise ce modèIe à des éléments non-identiques. Les deux unités sont

remplacées simultanément soit quand I'une d'entre elles tombe en Panne et que

l'âge de la seconde est supérieur à L, soit quand l'âge d'une des deux unités

d.épasse une valeur S. Ces résultats sont développés dans le cas où la distribution

de probabilité de fonctionnement normal suit une loi de Erlang et le coût de

fonctionnement est linéairement croissant.

NAKAGAWA et al. [28] s'intéressent à un système à deux unités dans lequel la

défaillance de I'unité 1 entraîne une quantité aléatoire de dommages à l'unité 2'

euand la somme de ces dommages dépasse une valeur limite donnée, I'unité 2

tombe en panne. Le système est complètement remplacé à la défaillance de

I'unité 2 ou bien à la Nième défaillance de I'unLté !, N étant un nombre à

déterminer.

vAN DER DUYN SCHOUTEN et al. [40] étudient quant à eux un système

connposé de M machines identiques dont l'état suit un Processus stochastique à

quatre valeurs : bon, doûteux, à maintenir et en Panne' Ils proposent deux

politiques de maintenance basée sur le nombre de machines en état "doûteux"'

Elles consistent à réaliser un remplacement de I'ensemble du système si au

moins K machines sont en état "doûteux" soit avant soit après qu'un élément ait

atteint l'état "à maintenir" ou "en panne".

En résumé, que ce soit Pour les systèmes à une unité ou multi-unités, les

recherches se sont concentrées sur :

. des modèles très théoriques où la variable d'état ne peut prendre qu'un

nombre fini de valeurs et est connue de manière continue dans Ie temps,

. des politiques de maintenance donnant uniquement le choix entre non-

intervention et remPlacement.
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1.5 CONCLUSION

Nous avons passé en revue dans ce chapitre res différentes méthodes utilisées

pour l'étude de la maintenance'

L'analyse des signaux Permet de détecter les changements abrupts dans l'état

d,un système afin de déclencher une maintenance prédictive' cependant' elle

n,est pas adaptée atrx Processus lents tels que ceux d'usure et de vieillissement'

L,analyse des données quant à elle, présente l'avantage de ne pas avoir recours à

une modélisation, mais nécessite en contrepartie un historique très complet des

modesd'efonct ionnementetdePannedusystème.

Certains chercheurS ont proposé I'utilisation de Processus stochastiques Pour

modéliser tes défaillances. En particulier, les modèles à détérioration graduelle

para issen tpar t i cu l iè rementb ienadap tésà l 'é tudedesprob lèmesde

maintenance. cependant, les travaux effectués jusqu'à présent sont souvent très

restrictifs et éIoijnés de la réalité des systèmes de production modernes'

Dans re chapitre suivant, nous allons étud,ier |optimisation cl'une politique de

maintenance paramétrique appliquée à deux exemples particuliers de modèles à

détérioration graduelle'
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Le paramètre Ir représente la rapidité d'évolution du processus de
vieillissement: plus p est petit, plus le système se détériore rapidement.

2.2.2 Politique de maintenance paramétrique

On considère la politique de maintenance suivante :
o quand le système tombe en panne (i.e. X;>L), il doit être remplacé par un

système neuf équivalent, à un coût R. L'état X1 du système est alors

instantanément remis à 0.
. quand l'état du système est supérieur à une limite de maintenance Â

donnée (0<1<L), le système subit une maintenance complète qui ramène

instantanément son état de vieillissement à 0. Le coût de cette maintenance

préventive est rcR.
. quand l'état du système est inférieur ou égal à Ia limite de maintenance Â,

aucune intervention n'est effectuée sur le système. Aucun coût n'est alors

pris en compte.

Â est donc le paramètre de cette politique de maintenance.

La figure 2.2.2a donne un exemple d'évolution du système.
Note : L'hypothèse que le remplacement ou la maintenance sont instantan{s

n'est pas restrictive. L'arrêt du système a pour conséquence une perte de
production dont le coût peut être intégré à R ou r, suivant qu'il s'agisse d'un
arrêt pour maintenance ou un remplacement.

t l t
l l

i i+l i+2
Remplatement Panne Remplatement

préventif préventif

Figure 2.2.2a: Exemple d'évolution de l'état de vieillissement X du système

I  l  t / l
t t t l

sous une politique de maintenance de paramètre Â
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En régime permanent, i.e. lorsque la probabilité que l'état Prenne une valeur A

quelconque est indépendante du temps, les variables aléatoires X1 suivent la

même densité de probabilité quel que soit i. On peut donc désigner ces variables

aléatoires par une même variable aléatoire X.

Le coût moyen de la politique de maintenance s'écrit alors :

I(L)=1Pr[.1.<X<L] + R Pr[)(>L] (2.2)

Le premier terme du membre de droite de l'équation (2.2) représente le coût

moyen de la maintenance préventive tandis que le second est le coût moyen de

remplacement du système après une Panne.

Si Â devient petit, le coût entraîné par la maintenance préventive s'accroît. A

l'opposé, quand Â croît, le système tombe plus souvent en Panne.
On cherche donc la valeur optimale h* de Â qui minimise le coût moyen, i.e. qui

vérifie :

I(Â*; = 
^$i,(tf,tl)

(2.3)

Si on appelle a le ratio R/r (o1), en divisant les deux membres de l'équation

(2.2) parr, on obtient I'expression du coût moyen normalisé <p(Â) = t(l) '' r

9(Â)=Pr[Â<xsl] + a Pr[)(>L]

Le problème (2.3) s'écrit alors :

(2.4)

(2.s)q(Â") = 
^St,(u{L 

<X < Ll + aPr[X > L])

Note : Le cas plus général pour lequel on ne fait pas I'hypothèse que le système

atteint un régime permanent est traité dans I'Annexe L. On aboutit au même

résultat que ci-dessous (cf résultat 41.2).

2.2.3 Optimisation de la politique de maintenance

L'état de vieillissement X du système soumis à une politique de maintenance de

paramètre Â est une variable aléatoire dont la loi est inconnue. Afin de trouver la

limite de maintenance optimale Â* qui vérifie l'équation (2.5), il est donc
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nécessaire, dans un premier temps, de calculer la densité de Probabilité p(x) de

I'état de vieillissement du système en régime permanent.

2.2.3.LDensité de probabilité de l'état de vieillissement

Résultat 2.1 : En régime permanent, la densité de probabilité p(x) de se trouver

dans un état de vieillissement X=x est constante pour x inférieur ou égal à la

limite de maintenance Â et décroît exponentiellement pour x supérieur à L

Elle est donnée par I'équation suivante :

I  P  pourx ( l
I  L+ f i '  I

p(x) = 
7 ..^_rttx_D
l l '  pourx>Â
| 1+ 1t)' 

^

Démonstration :

Le processus de vieillissement étant markovien, la valeur de I'état Xi à I'instant i

ne dépend que de celle de Xi-r à I'instant i-1. On peut donc écrire :

p (x )dx=Pr (x<X i<x+dx)
=Pr (xSXi  <x*dxn(X i - r  SÂvX; -1  >Â) )

=Pr (x  <  X1 <  x+dx  ^X i - r  <L)+Pr (x  <  X i  <  x+dx  nX i - t>  h )  (2 '6 )

oùn représente I'opérateur logique "ET" et v I'opérateur logique "OIJ".

Pr(x < Xi < x+dx nX1-r< L) est la probabilité d'atteindre la valeur x de l'état sans

qu'il y ait eu maintenance ou remplacement à I'instant précédent. Le système

subissant un processus de vieil l issement, on sait qu'à I ' instant précédent

I'arivée en x la valeur de l'état était inférieure ou égale à x et à Â. On a donc :

Min(x,Â)

Pr(xS X i  <  x+dx  nX i -1  S  Â)=  J f t l *  
<  X1 <  x*dxnz  S X i - r  <z+dz)

0-
MinG,r.)

=  f  n r l x<X i  <x+dx  /X i t=z )Pr (zSX i - r  <z+dz)
J '

0'

-29 -
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Le deuxième terme du membre de droi te de l 'équat ion (2.6) '

Pr(x <Xi < x+dx nXi-t> L), est la probabilité d'atteindre x après une Panne ou

une maintenance, i.e. après un passage instantané en 0. On peut donc écrire :

+æ

Pr(x  <  X i  <  x+dx  nX1- t>  L )=  J f r l *  s  X i  <  x+d.x  nz1Xi4<z+dz)
L

+æ

= f  f r l *  < X; < x+dx /  Xi t  = O)Pr(z S Xi-r  <z+dz)
J '

En utilisant les équations (2.7) et (2.8),la relation ( 2.6) peut être réécrite de la

manière suivante :

p (x )dx=Pr (x<X i<x+dx)
Min(x,,1")

= Inr lx<X1 <x+dx /X i t=z)p@)dz
J '

0+
*i

+ J Pr(x < Xi < x+dx / Xit  = 0)P@)dz
L

En introduisant la densité de probabilité f(x,z) définie par l'équation (2.L), on

obtient alors :
Min(x,l) +æ

p(x) = [fg,z)p(z)dz+ Jr1*,0; p(z)dz
0 + i

La densité de probabilité de l'état du système en régime permanent vérifie donc

l'équation intégrale suivante :

(2.e)

(2.8)

Min(-x,Â) +:

p(x) = [ u"-u<*-'',p(z)dz+ J!"-p'p@)dz
0 + L

Pour xSÂ, en dérivant l'égalité (2.9) pat raPPort à x on obtient :
l '  +æ I

ry = +l Î r.-ur,-^p(z)dz+' I pe-ux p@)dzl
crx * Ld- t' )

x + æ
l - u= -tt J pe -$-z)p@)dz+pp(x) - u I p-u*p@)dz = ltP(x) -llP(x) = 0

Donc p(x) est constant par rapport à x pour x<Â. Appelons C cette constante.
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Pour x )i,, l'équation (2.9) s'écrit alors :
L + *

p(x) = [p-ut*-,)Cd,tpe-ttx Ip@)az
0 + 7

+æ

Soit Ps = I p(ùe. P6 représente la probabilité d'effectuer une maintenance ou
L

un remplacement. En utilisant cette notation, on obtient :
^  

n - t - , , . ^ - r t x r >  - , , ^  
( e  ' )

p(x) = 
[F"-ut*-')Cdr+pe-ttxPo= pe-rxl i("u^ 

- 1)+ q
o-  

\ - n41 le  ro  -  I /E  
[ p  

'  t  
)

En remplaçant p(x) par cette expression dans P9, on aboutit à : Po = 9
lt

De plus, la somme des probabitités étant égale à 1, Pr(0 < X < Â)+Pr(X > L)= L, on

a :
L' j ,ca* 

ps =1 etdonc c=# et vr=!*pt
0+

Finalement, on obtient I'expression de la densité de probabilité de x en régime

permanent :

I  t t  pourx<Â
| \+t tL r

p (x )={  
-  

: ;  . .  (2 .10)
r\,\,, - 

| ,,o_lt(x_L)
I ,** pourx > Â
I t+1û" I

tr

2.2.3.2 Politique optimale

Connaissant I'expression de la densité p(x), on peut alors expliciter la fonction

coût.

Résultat 2.2 z Le coût normalisé moyen en régime Permanent s'écrit :

(a -l le-P(L-r) + 1
e(,t, = 

l. p^
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e-  - \ --  - '  

i  [ -  o* 1 r+ 1tL
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Dêmonstration :

En utilisant le résultat 2.'t, il devient possible de calculer le coût normalisé

moyen en régime Permanent ç(r.)=Pr(Â<XsL) + a Pr(X>L) ((2.4)).

Ona :
P{ ) ,  <Xt  <L)=P(Xt  >Â n  X t - r  <L) -P(X ,  >  L  n  X , -1  <Â)

1 - .--#(L-L)
= Po -P(Xt > L n X,-1 < L) = -I- 

t A

Donc le coût normalisé moven s'écrit :

( r z - I )e -u (L - i )+L
q(Â)=T Q.I l )

tr

Ceci permet de caractériser la valeur optimale de la limite de maintenance :

Résultat 2.3 zLa fonction g est convexe. Elle n'admet qu'un seul minimum Â*.

La valeur Â* de la l imite de maintenance qui minimise le coût de la polit ique de

maintenance vérifie :

L* ' " l t l ' =  
1  

avecA=(c . - l ) e -P l
1tA

Démonstration :

On recherche la valeur ).* de Â qui vérifie :
q(Â") = ffi.(Ot*l)

En posant A = (a- l)e-Itl, l'égalité (2.11) devient :

Aed +1
9(^) = 

L* rL
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Ona:
dq(i) _ p241"r: p

d,L (l+ 1tX")2

La fonction q(Â) est donc convexe.

i.* est donc la solution de l'équation ry = 0 si cette solution appartient à (0,L)'
d

(2.t2)

La condition sur Â* pour que rp(l'*) soit minimal est donc :
1

/ *a l t ' t -  = -
uA

Si cette équation n'admet pas de solution sur (0,L), il n'est alors jamais optimal

d.'effectuer une maintenance préventive. )reql étant une fonction strictement

croissante en Â et convexe, Â* est supérieur à L quand :

uLe2FL. 
1

'  a -L
Le membre de gauche de cette inéquation étant strictement croissant et convexe

en p et cetui de droite étant constant, on peut affirmer que :

. quand a tend vers 1, i.e. la différence entre le coût de remplacement et le

coût de maintenance tend vers 0, I'inéquation est vérifiée quelle que soit la

valeur de /r. Il n'est donc jamais optimal d'effectuer une maintenance.

o quand a tend vers I'infini, i.e. le coût de remplacement croît par rapport

au coût de maintenance, il n'y a Pas de valeur de p supérieure à 0 qui

vérifie I'inéquation. Il existe donc une valeur de 1,* inférieure à L telle que

le coût de maintenance est minimal.

Malheureusement, l 'équation (2.L2) n'admet pas de solution analytique.

Cependant étant donné la convexité de 9, il est facile de trouver la valeur

optimale À.* de Â en utilisant une méthode du type gradient, ou plus simplement

une dichotomie.

tr

Les figures 2.2.3a et 2.2.3b donnent une représentation de 9(Â) Pour différentes

valeurs de a et p.
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Figure 2.2.3a: Variation de g(Â) pour différentes valeurs de a avec L=10 et p=1
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e(r)

2468

Figure 2.2.3b: Variation de ç(Â) pour différentes valeurs de p avec L=10 et a=5

2.2.4 Analyse et comparaison

Le coût moyen de maintenance est fonction du paramèhe .1. et de A = (q- L)e-ttl.

D'après le résultat 2.g, ).eFL étant une fonction strictement croissante en Â et

convexe, la valeur de Â* qui minimise Ie coût de maintenance est une fonction

décroissante de A.

Pour les valeurs élevées A (i.e. A>>1), Â* tend donc

signifie que :
o le coût d'une maintenance préventive est très

d'un remplacement (a grand) (d figure 2.2.3a)

ou/et
o le processus de vieillissement est Eès rapide (p faible) (cf figure 2.2.3b)

ou/et
. la limite de panne L est très petite.

Dans ces cas, la politique optimale est de réaliser très souvent une maintenance

préventive afin de minimiser Ia probabilité de panne.

vers 0. En effet A grand

faible par rapport à celui
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A I'inverse, si A tend vers 0, la limite optimale de maintenance Â* croît et Peut
même dépasser L. Ceci est le cas quand :

. le coût de maintenance est proche de celui d'un remplacement (a -> L)

(d figure 2.2.3a)

oulet
. le système vieillit lentement (p grand) (cf figure 2.2.3b)

ou/ et
. L est très grand

La probabilité de panne est alors faible et le système ne nécessite pas de

maintenance préventive fréquente voire même aucune maintenance

préventive.

En particulier, dans le cas limite où A est nul, i.e. r=R, on a :
1

g(2) = -
L+ UA

Cette for,.tior, est strictement décroissante en )". Lapolitique optimale est alors de

ne jamais effectuer de maintenance préventive.

f,x

l 3

T2

1 l

10

Ë=É0

H3
g2

Ë=ô.zs
r .3 r .4 1.5 1.6

limite optimale de maintenance Â" en fonction de

a et de p pour L=10

t .2l . l

Figure 2.2.4a: Evolution de la
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La figwe 2.2.4a donne l'évolution de la limite optimale de maintenance h* en

fonction du rapport des coûts a et du paramètre p de la densité de probabilité de

transition f, lorsque L=10.

Afin de vérifier I'intérêt de cette maintenance prédictive, elle est comparée à

deux autres politiques potu un exemple numérique :

. la maintenance corrective : il n'y a pas d'action préventive. En ufilisant

I'expression de la densité de probabilité de x pour Â=L donnée par le

résultat 2.L, on obtient le coût de cette politique :
(r)n

e.o,,".tiu" = R pr(x > L) = -[t-l 
h*)= #

. la maintenance préventive "classique" : on minimise le cofit de

maintenance en se basant uniquement sur l 'âge du système et Ia

distribution de I'instant de panne. Sachant que la distribution de I'instant

de panne suit une loi de Poisson de paramètre pL, il faut trouver I'instant

optimal de maintenance 
f- 

l"i minimise :

o  . , t ' ,  -  1 'P ' ( tonnn"  à  T )+RPt ( tponn" '  T )
r c l a s s i q u e \ t / = i

U[Min(toann",T)l

ce qui donne après simplification :

r+(a_ r.,Ç(ll l)k ._rr.'  ' , H  V j

Yclassique\ ^ /

rl 1_ y orl)k 
"-,,.l* 

Çn 
(pl-)k 

"-r,r\. â, k! ) i=n k!

Pour L=10, lr=1, R=5 et r=1 (a=5), on obtient les résultats suivants :

Tableau 2.2.4a: Comparaison de différentes politiques de maintenance

Corrective Préventive Prédictive

L Grûtmin T+ Coût min A+ Coûtmin

/l=0.5 10 0.83 3 0.53 6.12 0.22

L=\ 10 0.45 6 0.22 6.71 0.15

It=I0 t0 0.05 79 0.013 9.47 0.011
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On constate donc que pour cet exemple, la maintenance prédictive Permet une

réduction très importante du coût moyen de la maintenance Par rapport aux

politiques de maintenance corrective (par facteur 3 à 4.5) ou préventive

"dassique" (pâr un facteur 1'.2 à 2.4).

Un exemple pratique plus détaillé est développé au chapitre 4.

2.3 EXEMPLE DE SYSTEME A DEIIX UNITES

2.3.1Introduction

Dans cet exemple, deux unités, I 'unité L et I 'unité 2, ayant les mêmes

caractéristiques que celle étudiée au paragraphe 2.2, sont mises en série. Le

système ainsi constitué fonctionne si aucune des unités n'est en Panne.
L'état de vieiltissement de la première (respectivement deuxième) unité est une

variable aléatoire notée X (resp. Y) et sa limite de panne est donnée Par L* (resp'

Ly). Le processus de vieillissement de la première (respectivement deuxième)
unité suit une loi exponentielle négative de paramètre p* (resp. pt).

/ x ,  \
L'état du système à I'instant i est donc donné par le vecteur tt = 

[r, 
j.

Les deux unités étant stochastiquement indépendantes, la loi d'évolution du

système est égale au produit des lois d'évolution de chaque unité :

(  
, . " -u , (x i -x i - r ) - .ay(y i -y i - r )  s i  x i  2  x i_1 êt  y i  2  y i_ t

f (S i /S i - r )=  ] l t x l t v '
l0 sinon

(2.13)

2.3.2 Cas général

La politique paramétrique de maintenance est définie de la manière suivante :

o Quand l'état d'une unité dépasse sa limite de panne Lt ou Lt, I'unité est

remplacée.

. Pour chaque unité, on définit une limite de maintenance appelée i,*

pour la premièrc et 1., pour la seconde. Quand l'état d'une unité dépasse

sa limite de maintenance, une maintenance préventive est effectuée.
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o Afin de réduire le nombre d'interventions sur le système, il pourrait être

utile, lors d'une maintenance ou d'un remplacement d'une unité,

d'effecfuer la maintenance de la seconde unité si son état de vieillissement

n'est pas trop étoigné de sa limite de maintenance. On définit donc une
limite o* (respectivement oy) telte que si Y rL, et X>o* (resp. X>Ât et

Yt o.,,), I'unité 1. (resp. 2) subit une maintenance préventive.

Le système est donc contrôlé à I'aide des 4limites ay, L7, oy, Ly (avec O<o*<L^

et 0< or< hr).Les règles de contrôle sont les suivantes :

. pour rehx etY<Âu, aucune intervention n'est effectuée.

. pour XrL* etY< o,I'état de I'unité L est remis à 0.

o pour XS o,, et Y> L",I'état de I'unité 2 est remis à 0.

. pour X> Â* et Y> ov, I'état de I'unité L et celui de I'unité 2 sont remis à 0.

. pourX)o* etY>Â", l 'état de I 'unité 1et celui de l 'unité 2 sont remis à 0.

Remarque : les transitions de l'état suite à I'activation d'une de ces règles sont

supposées instantanées. Par exemple, si à I'instant i, l'état du système a Pour
valeur (xi,yi) âv€c x'(ox and yi>Ly,la densité de probabil ité de transition à

I' instant suivant sera alors f(xi*r ,Yi*t / xi,Yi) = f(x1a1,/i a1/ xi,0).

En fonction du signe des différences X-c.a, X-Lx, Y-o, Y-Ly,l'état du système

appartient à I'un des 9 domaines représentés sur la figure 2.3.2a.

L'objectif de cette étude est de trouver les valeurs optimales de o*, 1'r, o, h, qui

minimisent le coût de maintenance. Ce coût est obtenu en effectuant la sornme

des produits du coût lié aux opérations de maintenance/remplacement par Ia

probabilité d'atteindre cet état.
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état de
I'unité 2

Y

L..
t

oy

x remis à 0

y remis à 0

xetyremisà0

numéro du
domaine

ox Lx 
etaïae
I'unité L

Figure 2.3.2n; Exemple d'évolution de l'état du système

Il est donc nécessaire dans un premier temps de calculer la densité de probabilité

de l'état vieillissement du système soumis à la politique de maintenance.

Cette densité s'écrit de la manière suivante :

f tutittlx,'l'*; Min(Y"tu )

p(x,y) =lt*pyl J J o,,r,v)s-P'(x-')-rv(r-v)4u4,,
\o*o*

Min(x,or)+-  . ' -Min(Y'ot )

+ j 
^'Jo,",V)s-P'(x-u)-!v/4rr6"*J 

J p(,r,u1s-tt'x-ttv$-')d.*rd,,
0+ Ly Àx o*

Â1 +-  * -Ly
f f+ J J p(u,v1e-Fxx-FvY6rdu+ J J p(*,v;e-!xx-PrY6,r6,,

orLy 
.  

t  o,

+æ+æ |

+J Jn(",v)e-P*x-I'Yydvd,rl tz.tal
L * L y  )

sous la contrainte ' J Jn(",v)dudv 
= L et p(u,v)>O V(u'v) e IR+xIR+

o* o*

Le premier terme du membre de droite de l'équation (2.14) représente la

probabil ité d'atteindre en une transition l 'état (*,y) depuis un état de

Léeende:-,fr
N
*ft
@

//2ar ,Iù
- - - | - -

I

@r@
I
I
I

N
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(0,),*lx(0,2,,7J, i.e. depuis les domaines L, 2a, 2b, ou 2c de la figure 2.3.2a.

L'opérateur Min de la borne de I'intégrale est dû à la définition (2.13) du

processus de vieillissement.

Le second (respectivement troisième) terme donne la probabilité d'atteindre en

une transtion l'état (x,y) depuis un état de (0,o*lx()"r,**), i.e. depuis le domaine

3 (resp. (X.*,+-)x(O, or), i.e. depuis le domaine 4).

La dernière ligne de l'équation (2.L4) représente la probabilité d'atteindre (x,y)

depuis l'état (0,0) en une transition. Les interventions de maintenance ou de

remplacement du systèmes étant instantanées, la probabilité au point (0,0) est

égale à la somme des probabilités d'atteindre les domaines 5a,5b ou 5c.

Enfin, la contrainte exprime le fait que p est une densité de probabilité bi-

dimensionnelle.

I1 n'est malheureusement pas possible de trouver de solution anaiytique à

l'équation intégrale (2.14) (cf Annexe 2). L'optimisation du coût de cette politique

de maintenance ne peut donc pas être étudié de manière théorique.

Nous avons donc restreint le problème à des cas particuliers plus simples.

2.3.3 Cas du remplacement comPlet systématique

2.3.3.L Politique de maintenance

La politique de maintenance à laquelle nous nous intéressons ici est équivalente

à celle décrite dans le cas général quand les limites o, et o, sont prises égales à 0.

Elle est donc définie comme suit :

. Lorsque l'état des deux unités dépasse leur limite de panne, les deux

unités sont remplacées.

. Si l'état d'une unité dépasse sa limite de panne, cette unité est remplacée

tandis que la seconde est maintenue préventivement.

. Lorsque l'état de la première (respectivement deuxième) unité dépasse

son seuil de maintenance Â* (resp. Âr) tout en restant inférieur à la limite

de panne, une maintenance préventive est effectuée sur les deux unités.
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Chapitre 2 - Politique paramétrique

système, l'état des deux unités est donc

0 soit par une maintenance, soit Par un

étant instantannées, l'état du système devient

Ce type de politique est intéressant lorsque le prix de remplacement des unités est

très faible par rapport au coût d'intervention sur le système. C'est notamment le

cas des gros équipements industriels dont I'arrêt entraîne une importante perte

de production.

Dans cet exemple, par souci de simplicité, les coûts sont supposés indépendants

de I'unité ou de la valeur de I'état :
o M : coût de la maintenance préventive des deux unités.
. N : coût de la maintenance préventive d'une unité et de la réparation de

la seconde.
. R : coût de réparation des deux unités.

Bien entendu, on a : McNcR.

La figure 2.3.3.1.a montre les 5 différents domaines d'intervention et leurs coûts

associés.

état de
I'unité 2

Y

Ly

hy

Maintenance de l'unité L
Réparation de I'unité 2

(coût:  N) Réparation des
deux unités

(coût: R)

tion de I'unité 1
Maintenance de I'unité 2

(coût: N)

état dex r'""ité r
Figure 2.3.3.1n; Domaines de maintenance/réparation et coûts associés

Maintenance
des deux unités

(coût: M)
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Comme nous I'avons vu précédemment, le coût estimé moyen à long terme est

égal à la somme du produit du coût de chaque type d'intervention Par la

probabilité de devoir l'effectuer.

Il est donc nécessaire dans un premier temps de calculer la densité de probabilité

de l'état du système en régime permanent.

2.3.32 Densité de probabilité de l'état

/u\  /x\
Soi t  R=l  let  B=l" l  deux vecteurs représentant l 'état  du système à deux

[v/  \Y/
instants successifs. I1 existe deux possibilités de transition de A vers B :

. A est dans le domaine de fonctionnement normal, i.e. uSÂ* et v<Âr.

Etant donné que le processus considéré est un processus de vieillissement,

B, successeur de A, est alors tei que x)u et y>v. La probabilité de transition

de A en B est alors :

lxlv P(u' v;s-px 
(x-u;-/tv ( v-v)ot'0"

. A est dans un domaine de réparation ou de maintenance d'une ou des
deux unités (u>Â,. ou/et v>Ly). La politique de maintenance impose alors

de remettre immédiatement l'état du système à I'origine. La probabilité de

transition de A en B est alors:

/rxIyP(u' v;s-Pxx-IrYY dudv

La densité de probabilité de l'état est donc donnée par l'équation intégrale

suivante :

Min(x'l'' ) Min(Y 'L')

p(x,y) =lJxuy( J J p(,r,u)s-P'(x-u)-ttr(l-v)4u6,,
o+ 

+-+-o

+ J Je(",v)e-P'x-r'YYd,'d,,
i *  Ly

L*+-  * -Ly

+J Jn(u,v)e-F*x-Fvvd.vdu. J J p(u,v)e-pxx-r'rY4tt4,r1 (2.15)
o L ,  i * 0

avec coûune contraintes :
*æ-Fæ

J Jp(",u)dudv 
= L et p(u,v)>O V(u.v) e IR+xIR+

o* o+
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Résultat 2.4: Enrégime permanent,la densité de probabilité p(x,y) que l'état de

vieillissement soit (x,y) est donnée par l'équation suivante :

P(x,Y) :

avec C(Â, ,Xr) =

Démonstration :

Etant donné I'opérateur Min situé dans le premier terme de l'équation (2.1.5), il

est nécessaire de distinguer 4 cas :

1o) 0<x<1, et 0<y(l'' le système fonctionne normaiemant. L'équation (2.15)

s'écrit alors :

x Y +æ+æ

p(x,y) = lrx4y( J Jn(",uy"-P*(x-u)-pv(v-v)dvd" * J Jn(r,v)s-F*x-ttvYdvd.u
o* o* L* Ly

Â, +-  * - iy

+ J Jn(u,v)s-p'x-rvvdvd,r. J J p(u,v)e-Pxx-ËrY6''t4,r;
oLv i r o

En notant C(L,Ly) la partie constante par rapport à x et y du membre de droite

de cette équation, i.e. :
+æ+æ *-Ly

C()"x,hy)= F*tty( J Jn(",u1dvdu+ J Jn(u,v)dvdu+ J Jn(u,v)dvdu),

[XW)..^,,rr, "-ttxx-ttvYpour 
0 < x ( L, et 0 <v 3 L,

[f 
-#).r^,,^r)s-F'x-ttvY pour 0 < x < L, etv > Ly

[i#).r^,,^rre-ttxx-ttvvpour 
x> I,et 0 < v < Lv

(;.tP'Fvl:l)t la,^, ,rr)e-t',*-Irry pour xt L, ety > L,
[# (i!) ' )

i ,  +-

(2.L6)

(2.17)

(2.18)

(2.Le)

L,  Ly

-M-
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l'égalité peut alors être réécrite :
x Y

p(x, y) = ltxlty J J p(", 
")"-&* 

(x-u;-pv (v-v)dvdu + c(Âx, Lr)e- 
p'*-r'vv

o* o+
ou encore :

x Y

p(*,y)"p'*+FvY = !*ltyJ Jn(",u1"!xu+r'vv4vdu + c(L*Ly)
0+ 0+

En posant q(x,y) = p(x,y)epxx+uYY , on obtient :
x Y

q(x,y) = ttxpyJ Je(",") dvdu +C(L*,L')
0" 0'

Cette équation admet une solution unique sur le compact Cl({0,1.,.)x(O,hi).Cette

solution est obtenue en utilisant la méthode itérative de Picard-Lindelôf :

ots = C(),r,Ly)

h = Ur*ltyxy + 1)C(Â r,Ly)

((a^pu*f l '  - )^.^
tt = 

[î 
+ uxuyxY +L)CQ"x'Lr)

qnconverge uniformément vers la solution q(x,y) s,rr C1((0,À.*)x(0,À')) tnana

t'L J *æ.

Donc, pour O<x<Âx and O<y<Ây, on a:

(2.16)

2", x> 1,, et y> Iy ,les deux unités étant tombées en Panne, le système doit être

totalement remplacé. La densité de probabilité pour ce domaine est alors donnée

par I'équation suivante :

-45 -



Chapitre 2 - Politique paramétrique

LrLy +æ+æ

p(x,y) =Irxlry(i Jot",u)s-p*(x-u;-rt(r-v)4rr6"*J Jp(u,v;e-r'xx-I/rYdrr6,,
o* o+ L, Ly

Lr+- *-Ly

+ J Jn(u,v)s-p*x-Iruvd.ud,r. I J p(u,v)e-Pxx-IrrY6rr4,r;
0 L ,  i r o

En utilisant les notations définies pour le domaine de fonctionnement normal,

on obtient t 
^*^,

p(x,y) = ltx4yJ J 0,",v)e-P*(x-u)-rr(l-v)oudu + c(Â*, Lr)e-tt'*-rtvY
o* o+

En remplaçant p(u,v) pour O<uSÂ, et 0<vSÂ, par son expression donnée par

l'équation (2.1.6), on a :

P(x,y)=[,-,,IÏixw)o"o"]..)',,L,)e-pxx_|tyY

Donc pour x> L* et y> Lu , p(x,y) s'écrit :

p(x, y) = 
[p*ftfffc).,^,.,^r, 

e-ttxx-t'Ivv e.In

3") 0<r<Â, ety>l'' I'unité tombée en Panne est remplacée tandis que I'autre

subit une maintenance préventive. On a :

* L, +æ+æ

p(x,y) =uxly( I J p(",u)s-P"(x-u;-rv(r-v)4,r4"*l Jp(,r,v;e-#xx-r'!v/4rr4,,
o* o* L, Ly

Âr+-  * -Ly

+ J Je(",v)e-p*x-#vvd.*rd,.r. J J p(u,v)e-Pxx-r'rY6u4,r1
| L y  Â * o

Avec les notations utilisées précédemment, on obtient :
x o y

p(x, y) = lrx4yJ J 0,", v)e-t '* 
(x-u)-rv (r-v)ovdu + c(Lr, ).r)e-Itxx-FvY

o* o*
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Pour 0<x<Âx ety> L, p(x,y) s'écrit donc :

( g @rtt"L,r*)' )^. ^p(x,y) = 
I ) + lce.,,Ar)e-t'xx-evY
\i5 ( i !) '  ) 

'

qui peut s'écrire :

=ï'Fy. ,= ,* I*[u f'*'.-'0".u'fJ'"-'d'lc(Lx,Ly)  f ; , ( i ! ) ' l .É-  o )

(2.18)

4o) x> L, et0<ySI", cas symétrique du précédent:

P(x, v) = 
[e W)'o* 

^rr"- t'zxx- u vY (2.1e)

Pour obtenir I'expression de p(x,y), il faut maintenant caiculer C()u*Ly).

C(Â* ,Lr) est donnée par l'équation suivante :

+€+æ i r+-  * -Ly

C(Lx,).y)= tt*Fy( J Jn(","1dvd.u+ J Jn(",v)dvdu* J Jn(",v)dvdu)
i * i y  0 L ,  L r 0

C(1* ,À,r) rcprésente donc la probabilité d'effectuer un remplacement ou une

maintenance préventive.

La contrainte définie avec l'équation (2.15) permet d'écrire :
L r L v

J Ior",")dudv *t(!*.-^') =,
o* o* llxlly

En remplaçant p(x,y) pou OSx<Â* et0<y<)., par son expression donnée par

l'équation (2.16), on a :

i
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En introduisant la fonction Gamma d'Euler f(a) ='jl"-t"-tat ainsi que la
0

' + æ

fonction Gamma incomplète l(a,z) - f to-le-tdt, l 'équation précédente se
;

ramène à :

FxFv = 1* î+(r1i +1) - r( i  +1,1t*L,))(r1i *1) - r( i  +t,1trLr))
c(^*,Ly) ft (it)"

a-l ot

Or on sait que si le paramètre a est un entier positif, l(a,z) = (a - I)le-z t 1.
lio,l

Donc:

tr

F,,ttv = r*î[,, -s-tr,L*i (l l ' .1")')fr-"-ur^, 
i 

( lJyÂrl ']
cAJ,n:'-â[^-= â " J[^ 3 . )

et finalement :

c(L*,hr)  =
ItxlJy (2.20)

,* î[,r- s-r,*i* i (l,'Â*)' )[,r-"-ur^, y (l,vÂr)' 
I^-â['-= 

ân,,l[ ' !^* )

Une représentation tri-dimensionnelle ainsi qu'un graphe de niveau de la

fonction p(x,y) obtenue par simulation sont donnés pages suivantes. Le système

simulé a pour caractéristiques :

lJ* = ltv =1 Lx = 2.5 Lv = 4.L3 Lx=5 Ly=7
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X

Graphe de niveau représentant p(x,y)

Pour  Px  =  lJy  =7 ,  L"  =  2 .5  e t  Ly  =  4 .13

(légende : noir -> 0, blanc ->1)

À
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2.3.3.3 Expression du coût de maintenance

En régime permanent, le coût moyen estimé à long terme est uniquement

fonction des limites de maintenance )', et 2'u et s'écrit :

(  ̂ , t ,  LrLy LoL, )
r(L,,hy)= tl i je(',u)a,,a,r+ j jR(',u)aud"+ f jn(",v)dvau 

I
[ b  i ,  t *  o  L ,Ly  )

(L,** *-Ly L*+- *:Ly )
.*l i Jp(u,v;avdu+ J Jp(u,v)dvdu+ J JR(",v)avdu+ J Jo(",u)dvdu I

[Â ,L ,  L*Ly  o  Ly  L , .  o  )
+æ+æ

+n J Jn(",v)dvdu
L_ Ly

En utilisant les équations (2.1,6)-(2.19) du résultat 2.4, l'équation précédente se

transforme en :

.ii 
[ 5W].,r,., ^, re-r'x u-r'vvd"o"J

.-iÏ 
[ â W).o., 

^,,"-rx u -rr v 6'n4''
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La résolution de cette équation intégrale permet d'obtenir I'expression analytique

du coût:

Résultat 2.5: Le coût moyen estimé à long terme de la politique de maintenance

s'écrit :

(2.21)

Etant donné la complexité de cette expression, ii n'est pas possible d'optimiser la

fonction I de manière analytique. En effet, il a été impossible de montrer que

I(Lx,Âr) est convexe. Il est cependant possible de trouver un optimum local en

utilisant une méthode de type gradient.

2.3.3.4 Comparaison de différentes politiques

Nous allons comparer la politique présentée ci-dessus avec deux politiques de

maintenance : la maintenance corrective et la maintenance préventive

"classique".

En plus des coûts définis au $2.3.3.1., nous allons avoir besoin des deux coûts

suivants:
. M1 : coût de la maintenance préventive d'une unité'

. Rl : coût de la réparation d'une unité.

L')=ælæ

{t;ryX*,"-u,,x 
-s-rrrlx )(.-u,', -.-u,', )

+N((e-r 'r,  -e-r, l .  
)e-p,l ,  

*("-u'r '  -  e-FvLv)"-"t '  
)

+R(e-r'r' 
-u"')]

{;$[, 
-"-,'.' 

â#)J[""-"", 
*u(.-u vL, -"-u,', )]

.[=4*f[, -"-u'^' 
àry)]*t""' 

+u(e-r'L' -'*"')]]
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Maintenance corrective :

Cette politique consiste à ne jamais effectuer de maintenance préventive.

Dans ce cas, les deux unités peuvent être considérées comme stochastiquement

indépendantes.

A partir du résultat 2.L, on peut écrire :

Hx4re-tt'(x-L')

p(x,Y) =

La première et la deuxième ligne de la formule précédente donnefla densité de

probabilité pour les domaines où une seule unité est tombée en panne- La

dernière ligne correspond au cas où les deux unités tombent en Panne

simultanément.

Le coût moyen de cette potitique ne dépend que des limites de parute Lr et Lt:

(1+,u*Lr)(t+ ltrLr)

F*ltre-Pv(.]y-Lv)

(1+,u*L*)(1+ ltrLr)

p xp re- 
F *6-L *) - tt v $ -t' )

(L+prl-")(I+ l trLr)

pourx>L*et  ySLy

pourxsL*et  y>Ly

pourx>L"et  y>Ly

L* Ly

(  **L, L*+-

Icorrectiue = ntl I Jp(*,y)dydx* I Jr
\L ,  o*  o*  Ly

et donc :

Icorrective =

Maintenance préventive "classique" :

Pour cette politique, il existe une limite de maintenance Pour chaque unité.

Cependant, la maintenance ou le remplacement d'une unité n'enfraîne pas Ia

maintenance de I 'autre. Les deux unités sont donc stochastiquement

indépendantes.

Le coût de cette politique s'écrit alors :

Rr(lrrl-* +lrl-r)+R

(1+p,Lr)(t+ ltrLr)
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I.rorriqu"(Â *,hr)= Mr(pr(Â* ( X < Lr)Pr(Y < Lr)+PrQ.r< Y < Lr)Pr(X.,1-))

+u(nrqÂ* < x < L*)Pr(Â, < Y < Ly))

+nr(nr1x > L,.)Pr(Y < 1r)+Pr(Y > Lr)Pr(X. Â-))

*N(nr1Â* < x < L*)Pr(Y > Lr)+ PrQ'r< Y < Lr)Pr(X t L-))

+n(n4x>L,)Pr(YtLr))

D'après le résultat 2.7, ona:

Pt(z < L) = 
h' 

Pr()' < z < tl =#' Pr(z> L) - 
#

et donc:

*vr((r - s-l,*(L* 
-t'' 

)(t 
- 

"-rr 
trr -'b) 

))

+n1(prÂre-F*(L*-Â') + p*À"*e-P"ttt-^t) 
)

Comparaison des politiques de maintenance:

Pour cet exemple numérique, les valeurs suivantes des paramètres du système

sont utilisées :

F*=l lty=I Lx =5 Ly=7

Le nombre moyen d'inspections avant une panne est donc 5 pour la première

unité et 7 pour la seconde.

Le coût de I'intervention sur le système est de 20 unités de coût (u.c.). Le coût de

la maintenance d'une unité est de 0.5 u.c. tandis que celui d'une réparation est de

100 u.c. On a donc les valeurs suivantes Pour les coûts :

Mt=20.5 u.c. M=21 u.c. N=120.5 u'c. Rt=120 u.c' R=220 u'c'

.*((t - e-uv(Lv-ir))"-r-(L'-tr ') + (t -.-u'rt '-1'))e-Fvtrt-rt) 
)

+R(e-rr tL' -Â* )-Pv (Lv -"' 
))
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Corrective Préventive Prédictive

Â* optimal ( L*=5) 2.34 2.5
1, optimal (Lv=D 3.75 4.L3

Corit minimum 34.58 12.09 9.45

Tableau 2.3.3.4a : Exemple numérique

Les valeurs des limites de maintenance ),* et À., gvt minimisent la fonction coût

ont été calculées en utilisant I'analyse des perturbations (cf Tableau 2.3.3.4a). On

constate que pour cet exemple la maintenance prédictive permet une réduction

du coût moyen de maintenance de plus de 21% par raPPort à la maintenance

préventive "classique".

2.4 CONCLUSION

Les modèles paramétriques permettent de minimiser le coût d'une poiitique de

maintenance donnée. Cependant, cette optimisation ne Peut être faite

analytiquement que dans les cas où la fonction de transition de l'état du système

est très simple. En effet, on se heurte rapidement à des problèmes

mathématiques, en particulier à des équations aux dérivées partielles, qu'il n'est

souvent pas possible de résoudre analytiquement.

De plus, rien ne garantit que la politique considérée soit optimale vis à vis de la

minimisation du coût de maintenance.

I1 est donc nécessaire de développer une nouvelle approche qui permette de

caractériser et de calculer la politique optimale de maintenance. C'est ce que nous

présentons dans le chapitre suivant.
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3.1 INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de présenter un modèle optimal de maintenance

suffisamment complet et simple pour permettre son utilisation afin d'optimiser

la politique de maintenance de systèmes constitués d'une seule ou de deux

unités.

Comme nous I 'avons vu au Chapitre I, les modèles développés dans Ia

littérature présentent deux principaux types d'inconvénients :

. l'état du système est supposé connu en continu et ne peut prendre qu'un

nombre limité de valeurs. Dans la réalité, les méthodes de suivi aussi bien

numérique que manuelle des équipements permettent de connaître l'état

d.u système uniquement à des instant précis (périodique de période

éventuellement très faible dans le cas de Ia supervision numérique). De

plus, cet état peut prendre un très grand nombre de valeurs différentes,

nombre uniquement limité par la précision du dispositif de mesure.

. les possibil i tés d'actions sur le système sont l imitées au seul

remplacement préventif de l 'équipement. I l est cependant souvent

également possible dans la réalité d'effectuer, à un coût moindre, une

maintenance qui permet de diminuer l'état de détérioration du système.

Ceci est particulièrement vrai pour les systèmes complexes et coûteux Pour

lesquels I'optimisation de la politique de maintenance est extrêmement

importante.

Il est donc souhaitable que le modèle de maintenance soit un modèle à temps

discret et à espace d'état infini qui permettent de prendre en compte des actions

de maintenance ou de remplacement partiel, et qui ne soit pas limité à des

systèmes composés d'une seule unité.

Dans la seconde partie de ce chapitre, le processus de détérioration graduelle est

présenté. Les caractéristiques de ce processus sont utilisées dans la troisième

partie afin de développer un modèle limité au cas du remplacement. Ce modèle

permet d'introduire les concepts à partir desquels est élaboré le modèle général

de maintenance présenté dans le quatrième chapitre. Celui-ci est ensuite étendu

au cas où le système est constitué deux unités.
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3.2 PROCESSUS DE DETERIORATION GRADUELLE

Le système considéré est soumis à un processus stochastique de détérioration

graduelle. L'état de détérioration du système -appelé par la suite état du système-,

est une variable aléatoire notée Xi observée de manière périodique. Sans perte de

généralité, la période d'observation peut-être considérée comme unitaire.

L'observation de l'état de détérioration du système à I'instant i, noté xi, est une

valeur scalaire réelle positive connue de manière certaine.

On suppose que l'état du système à f instant i+L, noté Xi*1, ne dépend que de son

état à I'instant i. Le processus (Xi, i=1,2,...) est donc markovien à temps discret et à

espace d'état infini. La probabilité de transition d'une valeur xi de l'état Xi à une

valeur xi*1 de l'état Xi+r est donnée par une densité de probabilité connue, notée

f(xi,.1,xi). L'état de détérioration X1 a pour valeur 0 lorsque l'équipement est neuf.

Plus la valeur de Xi est grande, plus le système est détérioré.

Dans ce qui suit, on appelera x I'observation de l'état de détérioration Xi à un

instant i quelconque.

Les hypothèses suivantes sont faites sur f(u,x) :
. f(u,x) est intégrable par rapport à u sur I'ensemble de son suPPort,

. soit a et b deux réels tels que a<b. Il existe au plus un point v vérifiant :

f (v,a) = f (v,b)

et  f (v*,a) < f (v*,b)

e t  Vxcv  f ( x ,a )> f (x ,b )

e tVx>v  f (x ,a )S f (x ,b )

(avec v* = v + e , s réel positif non nul aussi petit que I'on voudra)

Un exemple où v existe est donné par la figure 3.2a'

f(u,.)

Figure 3.2a : Exemple de fonctions f(u,x)
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Ces hypothèses ne sont pas très restrictives, la plupart des densités de probabilité

communes les respectant.

Le système tombe en panne (ô(*)=0) quand son état de détérioration dépasse

une limite L connue, appelée limite de panne. Il est alors immédiatement

remplacé par trn équipement neuf identique. L'état du nouveau système est donc

égal à 0 et subit le même processus stochastique de détérioration graduelle. Le

temps de remplacement étant considéré comme négligeable par rapport à la

période d'observation, si Ie système tombe en panne à I'instant i, son état x

devient instantanément égal à 0 (fig. 3.2b). Le coût de ce remplacement est R(x).

I
I
I

- - - j

I
I
I

I
I
I-T

I
I

t l l t l
t t
t l

I
I
I

- l - -

I

t l
t l-t- 

i- I r

I
I
I- i

I
I

I
I
I- i '

I
I
I

i i+1. i+2 temps

Panne Panne

Figure 3.2b : Exemple d'évolution de l'état de détérioration du système

Quand le système est en fonctionnement (ô(x)=1), i l  est possible de décider

d'effectuer une intervention afin de diminuer son état de détérioration et

d'éviter ainsi une panne coûteuse. Nous allons, dans un premier temps, étudier

le cas où seul un remplacement est possible, puis celui plus général où plusieurs

niveaux de maintenance sont permis.

3.3 MODELE DE REMPLACEMENT SUR HORIZON FINI

Pour certains équipements, il est moins coûteux et plus facile de les remplacer

par un équipement identique plutôt que d'effectuer une maintenance préventive

ou une réparation (exemple : cartes électroniques).

t t t l
l l l l

t l l l r
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Après une présentation de la polit ique de remPlacement, un modèle

mathématique sera développé et les propriétés de la politique optimale seront

établies.

3.3.1Description de la politique

Si le système est en fonctionnement, la décision quant à I'action à effectuer est de

ne pas intervenir ou bien de remplacer préventivement l'équipement :

. Pas d'intervention : ceci entraîne un coût de fonctionnement par unité

de temps noté c(x) dépendant de l'état x dans lequel se trouve le système.

Ce coût est lié aux opérations permettant de ne pas accélérer le Processus
de détérioration graduelle. Il est non-décroissant en x.

. Remplacement préventif : le système est remplacé Par un équipement

neuf identique subissant le même processus stochastique de détérioration

graduelle. Cette action permet donc de ramener l'état de détérioration du

système à 0. Le temps de cette action étant considéré comme négligeable

par rapport à la période d'observation, s' i l  est décidé de remplacer

préventivement le système à I'instant i, son état de détérioration devient

instantanément égal à 0 (cf fig. 3.3.1a). Cette intervention entraîne un coût

constant r.

Pour simplifier les calculs, le coût de remplacement après Panne est supposé

constant en x et supérieur au coût de remplacement préventif r:

R(x)=R Vx>L et R>r

On souhaite déterminer la fonction de décision d(x) qui associe à l'état x du

système, la décision "pas d'intervention", i.e. le système reste dans son état actuel

x, ou "remplacement préventif", i.e. l'état du système est ramené en 0. Cette

fonction, appelée "politique de maintenance", est définie comme suit :

x si on décide de ne pas intervenir

0 si on décide d'effectuer trn remPlacement
d(,.) = 

{
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Remplacement Parine Remplatement
préventif Préventif

Figure 3.3.1n; Exemple d'évolution de l'état de détérioration du système avec

politique de remplacement

L'état de détérioration du système suit donc un processus stochastique

markovien de renouvellement dépendant de la politique d.

Si le remplacement préventif est peu employé, ie coût de la polit ique de

maintenance sera affecté par un important nombre de pannes. A I'inverse, si le

système est souvent remplacé préventivernent, la probabil ité de Panne
deviendra faible mais ces remplacements augmenteront le coût de la politique de

maintenance.

Le critère choisi pour déterminer d(x) est donc le coût cumulé estimé de la

politique de maintenance sur un horizon de longueur finie N, l'état initial étant

x6. Ce coût, noté IÏ(*u), représente Ia somme totale estimée qu'i l faudra

dépenser pendant N périodes en appliquant une politique de maintenance d.

L'optimisation de cette politique consiste donc à déterminer la fonction d'(x) qui

minimise :

I
I

-t-

I t

I
I

.F

I
I

t l
t l

- . t - t

t t

I
I

I
I
I

rÏ(*o)=r[Xr.,--,]

I
I

- t

I
I
I

(3.1)

où E est l'espérance mathématique et ga(xr) est Ie coût d'une politique d pour la

k-ième période de longueur l. :
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si ô(x1) = I et d(x1) = xi

si ô(xi) = 1 et d(x') = 6

si ô(x1) = 0, quel que soit d(x1)

La valeur de ga(xi) provient du fait que l 'état X1 du système Passe

instantanément de sa valeur originelle à 0. Il faut donc ajouter au coût de

remplacement R ou r le coût de fonctionnement en 0.

Bien entendu, on a :

I l ( * r )  = ga(xr) .

Etant donné que I'espace d'état du système est infini, il existe une infinité de

politiques possibles. Il est donc nécessaire, pour résoudre ce problème, de

dévetopper un modèle mathématique de la poiitique optimale de remplacement

d'un svstème à une unité.

3.3.2 Présentation du modèle

Soit ]N(x6) te coût cumulé estimé minimal de maintenance sur un horizon N

sachant que le système est dans un état x6 à I'instant 0. Soit ID I'ensemble des

politiques stationnaires, i.e. I'ensemble des politiques de maintenance sur un

horizon N donné qui ne dépendent pas du temps.

D'après l 'équation (3.L), on a:

(3.2)

(3.3)

A I'instant 0, l'état du système est connu. Si le système est en fonctionnement,

i.e. si ô(x61=1, on a le choix entre la non-intervention, ce qui entraîne un coût

c(xg), et le remplacement préventif avec un coût pour la période 0 de r+c(0). Par

contre, si le système est en panne, i.e. si ô(xs ;=9, il est nécessaire de le remplacer

pour un coût R+c(O). Bien entendu, l'état du système à I'instant 1 dépendra du

type d'intervention effectuée et donc de I'état xo à la fin de la période 0.

On peut donc réécrire l'équation (3.3) de la manière suivante :
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r +c(o).**i'[} eor*") 
/*, 

=']]]

(3.4)

. si {xo )=1 :

rN (*o) = *^{.,,..,. }f*{r[à r.,.-, 1,,)1,

En particulier, étant donné l'équation (3.L), on a :
fN-1 t 1

rl f eot.*)fn |= JlI- ' t* 'x(x1,x0)dx1
l -k=t  I  )  Drn

Par définition, JN-l(*r) S IÏ-t(*t) Vxr et Vd e ID. Il est donc possible, quand

on cherche le minimum sur ID de I'expression précédente, de faire passer

I'opérateur Minimum sous I'intégrale. On obtient donc :

[ [Nr  / l ' l  .
*"1t1 Isa(xr.) ̂. lf = J I*-tt*tX(x1,xç1)dxr (3'6)
o"o 

I L*=, | )) o',^

. si {xo )=0 :
I fx-r / ll

IN(*o) = R+c(0)+lfl*1nl )sat. ù f,o= o lf (3.s)
o""f LËi I ))

[r.r-r | 1
L'espérance conditionnelle El )ga(xr) Âo I p.", être exprimée en fonction de

Li:i I J
|a densité de probabilité de transition du processus de détérioration f(.,xs). Si

f(.,x0) a pour support I'ensemble Drn, et si elle est intégrable sur D*0, I'espérance

conditionnelle s'écrit :

En simplifiant l'écriture, les équations (3.4) et (3.5) peuvent alors se mettre sous

la forme suivante :

,[Ïr.r. u l.l= d'[Xeor'nr]rr.1,xe)dx1
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|, .(*)* [ l*-t(.,)f(v,x)dv , )
Mi"l 

'o: 
I si ô(x) = 1

[r 
+ c(o). JJ)-','X(v,o)dv ,J

R+c(o)*Jf1u,011N-11u;du si ô(x) = s

avec comme condition de bord. IN(*) = 0 Pour N<0.

Les équations (3.7) correspondent à un problème de Programmation dynamique

non "discounté" à horizon fini et à espace d'état infini (BERTSEKAS [13]).

3.3.3 Propriétés de la politique optimale

On suppose la fonction f(u,x) définie sur un intervaile D* =[h(x), **), h(x) étant

une fonction non-décroissante en x. De plus, on suPPose f(u,x) intégrable par

rapport à u sur D* .

En supposant qu'aucun remplacement ne peut être effectué sur un système neuf

(i.e. quand x=0), Ie problème (3.7) peut s'écrire :

(3.7)

(3.8)

( ( r æ \

l-,,- l c(x)+ Jl*-ttulr(v,x)dv, I
IN(*) = 

]*]  
h(x) I

|  \  r+1N10;  )

[n +yN1o1

s ix<L

s ix>L

avec JNlo) = c(o)+ h*-t(u)r(v,o)dv
nio,

et la cond.ition de bord IN(*) = 0 pour N<0.

Comme nous I'avons vu au S3.3.1., les coûts possèdent les caractéristiques

suivantes :
. le coût de fonctionnement c(x) est positif et non-décroissant,
. le coût de remplacement après panne R est supérieur au coût de

remplacement préventif r.
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Le lemme suivant va nous être utile pour prouver certaines ProPriétés de la

politique optimale.

Lenme 3.1 :

Soit f(u,x) une densité de probabilité ayant les propriétés suivantes :

(i) pour tout xe [0, +"o), f(u,x) est définie pour tout ue [h(x),+-), avec

h(x) fonction non-décroissante en x'

(ii) pour tout xe [0, +"o), f(u,x) est intégrable par rapPort à u sur

Ih(x)'+-)'
(iii) si a et b sont deux réels tels que acb, alors il existe au plus un

point v de (h(x),+-) tel que:

f(v,a) - f(v,b)

et  f (v*,a) < f (v+,b)

e tVx<v  f (x ,a )> f (x ,b )

e t  Vx>v  f (x ,a )< f (x ,b )
(avec v+ = v r r , e réel positif non nul aussi petit que I 'on

voudra)

Si t(x) est une fonction non décroissante, intégrable et non-négative sur

[h(x),+-), pour tout xe [0, +oo) alors
+æ

t

I f(u, x)t(u)du est non-décroissante.
J

h (x )

Démonstration :
+æ

I
Notons B(x) I'intégrale 

J 
f(u,x)t(u)du.

h(x )

Soit x1 et xg deux réels quelconques vérifiant la relation x1 ) xg.

Ona:
+æ +æ
t l

B(xr) -B(xg)  = |  f (u ,x1) t (u)du-  |  f (u ,xs) t (u)du
J - J

h(x r )  h (xo)
+æ h(xr )
I  l  - .

= |  ( f1u,xt1-f(u,xç1)) t (u)du- |  f (u,x6)t(u)du
J '  J

h (x r )  h ( xo )
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Soit A(xs,x1) le point tel que f(A(xo,xr),xo)= f(A(xo,xr),xt).Si A(x6,x1)n'existe

pas, on pose A(x6,xr)=h(xr).
h(I'l

Notons C(xs,x1) I'intégrale 
J 

f(u,x6)t(u)du.
h(xo)

On obtient donc :
+æ

I
B(xr)-B(xs) = 

J 
(r{","r)- f(u,x6))t(u)du -C(xs,x1)

h(xr )
A(xs,x1) +æ

f . f
= |  ( f1u,xt1-f(u,xç)) t (u)du+ |  ( f1u,xt)- f (u,x6)) t (u)du-C(x6,x1)

J ' -  J '
h (x r )  A(x6 ,x1)

Etant donné (iii), le premier terme de l'équation précédente est négatif ou nul

tandis que le second est positif.

Sachant que t(u) est une fonction non-décroissante, si on note t(A(x6,x1))=K, on

peut écrire :
A(x6 ,x1 )  +æ

B(xr)-B(xo)> f ( f1. , ,* , ; - f (u,xs)) t (u)du+K [1r1,r ,* , ) - f (u,xs))a,r -C(xs,x1)
J '  J

h (x r  )  A (xs , x1 )

On note À(xo,x1) le membre de droite de I'inégaiité précédente.

En utilisant le théorème généralisé de la valeur moyenne, on obtient:
A(xs ,x1 )  +æ

f  .  -  l , - .
À(xs,x1)  = a 

J  
( f { " , " t ) - f (u ,xs) )du+K 

J 
( f ( " , * r ) - f (u ,xe))du-C(x6,x1)

h(xr )  A(xs ,x1)

avec t(h(xr)) s a < t(A(xn,xr)), c'est-à-dire t(h(xr)) < a < f

f(u,x) étant une densité de probabilité définie sur [h(x),+-[, on peut alors écire :
A(x6,x1)

f .
A(xs,x1)  = a 

J( f ( " , * r ) - f (u ,xç) )du
h(xr  )

[  , l1xo,* r  )  A(xo,xr )  I

+rl r- Jrlu,x1pu-1.+ Jr1u,x,1p., | 
-c1*,,,*',1

L ntr,, i ("0) i
A(x6 ,x1 )

L

= q, 
J 

(f{",*r)- f(u,xç))du
h(xr  )

I  n1xn,x11 h(xr )  I
I  t .  l - .  I

** l  -  
J 

( f (" ,*r)- f (u,xs))du+ J 
f(u,xp)du 

l-C(xs,x1)
I ni*, ) h(xo ) I
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Donc :
A(x6,x1 )  h(xr  )

À(x6,x1) = (a-K) 
J{f t , r ,* ,)- f (u,x6))au+" Jt ,

h(xr )  h (xo)

A(x6,x1)
L

Or (a -K) |  ( f (u,xt)  -  f (u,xs))du est  posi t i f  car f (u,x1)<f(u,x6) sur
J

h(xr)

[h(xt),A(xo,xr)] et a<K.

h(l'l n(l'l n(;'l
De plus, on a: K 

J 
f(u,xo)du-C(xo,xr) = K 

Jf(u,x6)du- J 
f(u,xe)t(u)du

h(xo )  h (xo )  h (xo )

ce qui peut s'écrire en utilisant le théorème généralisé de la valeur moyenne

avec t(h(xo)) < É < t(h(xt)) < K :
h(xr )  h(xr )

1 f
K I  f (u,x6)du -  C(x6,x1) = (K -p) |  f (u,xp)du > 0

J - J
h (xo )  h (xo )

Finalement on obtient : 0 < À(xç,x1) < B(xr)-B(xo) Vx1 > x6

B(x) est donc non-décroissante.

u

Nous allons tout d'abord démontrer la monotonicité de la fonction coût estimé

de maintenance.

Théorème 3.2 : Dans le cas d'une politique de remplacement à coûts constants, le

coût cumulé estimé sur un horizon N, JN(x), est une fonction non-décroissante

de l'état initial x.

Dêmonstration :

En raison de I'expression même de JN(x) pour x supérieur à L (cf (3.8)), 1N(x) est

constante par rapport à x.

Pour x inférieur ou égal à L, le second membre du Min étant constant, 1N(x) est

non-décroissante si :

u,xs)du -  C(xg,x1)
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+æ
f

c(x)+ | f1v,x;;N-l(u)du est non-décroissante.
J

h(x)

D'après le lemme 3.1 et étant donné que c(x) est une fonction non-négative et

non-décroissante en x, une condition suffisante Pour que IN(*) soit non-

décroissante est que J*-t(*) le soit aussi. De même, I*-t(*) est non-décroissante

si 1N-21x; I'est aussi.

En poursuivant cette récutrence, on obtient finalement : I2(*) est non-

d.écroissante si ]1(x) I'est aussi.

Or, It(*) est le coût de maintenance sur une période lorsqu'une politique

optimale est appliquée. On a donc :

Donc J1(x) est non-décroisssante. De même, I2(*),...,IN-t(r,), IN-t(*) et JN(x)

sont non-décroissantes.

tr

Ceci nous permet d'établir que la politique de remplacement optimale est une

politique de type "limite de contrôle" (PLC) :

Théorème 3.3 : Dans le cas d'une politique sur un horizon N de remplacement à

coûts constants, iI existe une valeur .e.i tetle que quel que soit Octi<x, d*(x)=0 et
,1.

quelque soit xclp, d*(x)=x. La politique d* ainsi définie est optimale.

Démonstrat ion:

Le premier membre du Min de l'équation (3.8) définissant le coût de la politique

optimale étant non-décroissant (cf théorème 3.2) et le second membre étant

constant, il existe bien un Âi vérifiant ce théorème.

Cette limite de remplacement Âi, limite encore appelée limite de contrôle d,ans

la littérature, est fonction de N et est définie comme suit:

-1 . . [tvtin{c1x;, c(o)+ ri si x < L
I ' (x )=ga"(x)= l  tvs \ '  

l c (0 )+R  s i x>L

. ( + æ )
Â* = . Min .l t t rQ)+ Jr1u,,r11N-11v1dv > r+1N101 |Âelo,+-[l h(i) )
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Remarque : Âi peut être supérieur L. Dans ce cas la politique optimale est de ne

jamais intervenir préventivement sur le système.

tr

3.3.4 Exemple numérique

L'exemple suivant permet d'illustrer le théorème 3.3.

Le système considéré a une limite de panne L égale à 1.0.

Le processus de détérioration graduelle auquel ce système est soumis suit une loi

exponentielle négative f(u,x) de paramètre p =1 '

. [p"-r(u-x) si u > x
f (u ,x )=  j : '  avec  p= l

lu srnon

Les coûts sont définis de la manière suivante :
. coût de fonctionnement :

( x
l ' -  s i x<7 .5

c(*)  = l8
lr sinon
L4

. coût de maintenance préventive en 0:

r=1..5
. coût de maintenance corrective :

R=5

En appliquant la programmation dynamique (3.8), on obtient l'évolution du coût

moyen estimé optimal de la politique de maintenance IN(O) et de la limite de
+

maintenance Âp en fonction de la longueur N de I'horizon considéré :

N=10 N=20 N=50 N=1.00

ÂN 3.92 3.95 3.95 3.95

IN(O) 0.37 0.M 0.48 0.49

Tableau 3.3.4n; Evolution de la limite Âs et du coût moyen de maintenance

en fonction de la longueur N de I'horizon
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On constate que la valeur des limites de maintenance .l,y sont très faible par

rapport à la limite de panne L. Ceci est dû à la forme parabolique de la fonction

coût de fonctionnement c(x).

La figure 3.3.4b donne un exemple d'évolution de l'état de détérioration du

système.

t t l l l l
l t l l l l

N

t t l
t l

r l l
r t l

N\maintenance préventive en

i i+1 i+2

l l
t l

Remplacement Panne Remplacement
préventif préventif

Figure 3.3.4b: Exemple d'évolution de l'état de détérioration du système avec

politique de remplacement optimale

3.4 MODELE GENERAL DE MAINTENANCE : SYSTEME A UNE
UNITE

Le modèle général de maintenance est une extension du modèle de

remplacement que nous venons de voir. Comme précédemment, après la

description des différentes possibilités de politique de maintenance, un modèle

mathématique sera développé. A partir de ce modèle, les propriétés de la

politique optimale de maintenance seront établies.

3.4.LDescription de la politique

Comme dans le cas du remplacement, il existe deux décisions possibles quand le

système est en fonctionnement :



Chapitre 3 - Modèle général

r Pas d'intervention : entraîne un coût de fonctionnement par unitécecl

de temps noté c(x) dépendant de l'état x dans lequel se trouve le système'

Ce coût est lié aux opérations permettant de ne pas accélérer le Processus
de détérioration graduelle.

. Maintenance préventive : cette action permet de ramener l'état du

système à un état de détérioration inférieur, noté u. Dans le cas où

plusieurs types de maintenances sont possibles (remplacement PaI un

équipement neuf, remplacement Par un équipement d'occasion,

réparation partielle, etc...) - i.e. il existe différentes valeurs Possibles Pour
u - il faut aussi choisir laquelle appliquer. La durée de la maintenance

étant considérée comme négligeable par rapport à la période d'observation,

si le système est maintenu à I'instant i, son état x devient instantanément

égal à u. Cette intervention entraîne un coût r(u,x) (coût de maintenance

pour ramener l 'état du système en u sachant qu'i i  était en x). Bien

entendu, on a r(x,x)=O Vx.

A chaque type de maintenance préventive est associée une fonction appelée

"travail à effectuer". Cette fonction, notée wi(x), permet de connaître dans quel

état le système se retrouvera après une maintenance de type i sachant que son

état de détérioration actuel est x :

u=x-wi(x)

En fonction de l'expression de w1(x), l'état u peut donc être une constante ou bien

une fonction x. Par exemple, une maintenance peut permettre de ramener l'état

du système à une valeur A donnée et une autre de diminuer son état de

détérioration de 20%.

On note M* I'ensemble des états pouvant être atteints par une maintenance

sachant que l'état du système est x. M* est supposé fini. Si m est le nombre de

types de maintenances possibles, les états atteignables après maintenance devant

être inférieurs à x, on a:

M,.  =t* -* ,  (x)  /X)wi(x) ,  i= t , . . . , * )

Par exemple, pour un système pour lequel on peut choisir entre une remise dans

un état de détérioration A ou un remplacement par un équipement neuf (cf fig

3.4.7a), on arua :
wr (x )=x -A
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w2(x)  -  x

Mr={A,0} si x>A et Mx={0} si x(A

r r r l r . l - i - T - - . r |  - 1 - T - t r f r r

t t l l l l t r l l l

I
t l

t l t l l
t r l l l

l l
t l

t l l
t l l

-  F 'F - l -

t l l l l l
t l l l l l

i  i+1 i+2
maintenance Panne maintenance

e n A  e n O

Figure 3.4.La: Exemple d'évolution de l'état de détérioration du système avec

politique de maintenance

La fonction de décision, ou politique de maintenance, d(x) est donc définie de la

manière suivante :
si on décide de ne pas intervenir

si on décide d'effectuer une maintenance

ramenant l'état du svstème de x en u

d étant indépendante du temps, cette politique est dite stationnaire.

La fonction d permet donc de transformer I 'espace d'état du Processus
markovien de détérioration graduelle en un espace d'action à effectuer sur Ie

système. C'est pour cette raison que ce type de processus est appelé "processus de

décision markovien" (ROSS I34l).
L'état de détérioration du système suit alors un Processus stochastique

markovien de renouvellement dépendant de la politique d.

Si on souhaite optimiser la politique de maintenance du système sur un horizon

N avec N très grand, voire infini, il n'est plus possible d'utiliser l'équation (3.1).

En effet, en règle générale, les valeurs de ])(x11) seraient infinies quelle que soit

la politique d adoptée et quel que soit l'état initial x11. Par contre la limite suivante

est finie si les coûts sont finis :

d(x) = 
{t. 

r,

t r l
t t t
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Ia(xo) =

avec ga(xt) coût de Ia politique Pour une période :

.,g-*'[Ï*'r,.,.r]

r * (xo ) = yls{..'g-[*'t[if.,.-,])]

;s-[uls{*'[["""']]J

(3.e)

(3.10)
si ô(xt) = 1

si  ô(x1) = g

Ia(xo) est le coût moyen estimé à long terme de la politique de maintenance d

sachant que l'état initial est xo. Ce coût représente Ia somme moyenne qu'il faut

dépenser par unité de temps afin de maintenir le système en état de fonctionner.

3.4.2 Présentation du modèle

D'après l'équation (3.9), en appelant à nouveau ID I'ensemble des poiitiques

stationnaires possibles, le coût optimal moyen estimé à long terme I(xo) s'écrit:

Malheureusement, il n'existe pas de méthode ni analytique ni numérique

permettant de résoudre ce problème. On se limite donc au problème suivant qui

paraît Ie plus approprié Pour caractériser la politique de maintenance:

I (xs) =

I1 faut noter qu'en règle générale, les deux équations précédentes ne sont pas

équivalentes. BERTSEKAS [L4] donne une condition suffisante pour que l(xs) soit

égal à l*(xo) (Chapitre 9 "The Infinite Horizon Borel Models", Proposition9.lT) .

Il apparaît donc que I'on peut traiter le problème à horizon infini (3.11) comme la

limite d'un problème à horizon fini lorsque N tend vers I'infini.

Soit IN(x6) le coût optimal moyen estimé sur un horizon de longueur N :

(3.11)
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| ., [N-1 llrN (*o ) = Lo,$t* r[I r. c,.- t]1

En appliquant le même raisonnement qu'au 53.3.2 et en tenant compte de

l'équation du coût de maintenance par période (3.10), il vient :

. si {xo )=1 :
. ( [N- r / l l

tN (*o ) = *rrrr-r.{ r(d(xo ), x6 ) + c(d(xç )) * sl I eo 1xn I /alxo 1 | |\  v '  Naen [  '  
[ k= t  t  J )

. si ,flxo )=0 :

,l f l-\t ,,1 "lUrN(*o) = *to,,.o)+c(0).yt*trlà eo(*n) l*o 
= tll1

En remarquant que IN(*o) = 
+, 

on peut transformer l'équation (3.6) en :

[ [N-r I ll
yi*'ltl )roi**l ^' lf = (N-r; JrN-11x1)r(x1,xç1)dx1qerL'L 

Lkd /  !  o ' -n

On obtient donc I'équivalent du problème de programmation dynamique (3.7)

pour le coût moyen:

,.-,.r= 

{

*rs[',a(*),x)+c(d(x))+(N-t)fijl;o(.1;rN-1t"la" ) 
si ô(x) = 1

*(o,,. ,+c(0)+(N-r;Jr1v,o1r*- ' t , ,n") 
siô(x)=s

(3.12)

(3.13)

avec comme condition de bord. lN(*) = 0 Pour N<0.

3.4.3 Propriétés de la politique optimale

En supposant comme au $3.2.3 qu'aucune maintenance ne peut être effectuée sur

un système neuf (i.e. quand x=0), le problème (3.13) peut s'écrire :
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s ix>L

,.,,r.r= 

{

. (  + æ  )
tN(o) = 

frl .fol+(N-r) Jr1v,ollN-1tv)av I
\ t'(o) )

( + æ )

*rs[',t(*),x) + c(d(x)) + (N -t,^,J,,11v'otxllrN-ltvlavJ si x < L

fr(or.t+NrN1o1)

avec

et la condition de bord tN(*) = 0 Pour NSO.

Les hypothèses suivantes sont faites sur les différents coûts et fonctions "travail à

effectuer" :

. (h1) : le coût de fonctionnement en x, c(x), est une fonction positive

non-décroissante de l'état x :
dc(x) , O

dx
Ceci reflète le fait que le coût de fonctionnement du système Pour
remplir la même fonction croît en même temps que son état de

détérioration.

(h2) : le coût de maintenance r(u,x) est une fonction positive

non-décroissante de l'état initial x, et non-croissante de l'état après

maintenance u :
âr(u,x)l >o et ryl <o

âx l,r.* du 1,r.,.

De plus, comme cela a été précédemment indiqué, r(x,x)=Q.

Le coût de la maintenance de x en u est naturellement fonction de

la "distance" entre l'état de détérioration initial et celui atteint

après maintenance : Ie coût est une fonction croissante de

I'amélioration de l'état du système obtenue Par I'action de la

maintenance.

. (h3) : le coût de remplacement par un équipement neuf après une Panne
est une fonction positive constante ou croissante de l'état x de

Panne :

(3.14)
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dR(x) , O
dx

R(x) croissant permet de prendre en compte les cas où la Panne
entraîne des dommages à I'environnement (détérioration des

produits en cours de fabrication, de I'atelier, etc...) qui sont des

fonctions croissantes de l'état de détérioration du système.

De plus, le coût de remplacement par un équipement neuf après

une panne est toujours supérieur ou égal au coût de maintenance

ou au coût de fonctionnèment :
R( * )> r (u ,y )  V t<y<L<x

R(x )>c (y )  VycLcx

(h4) : les fonctions "travail à effectu€r" w1(x) sont telles que :

0<w1(x )<wz(x )

et x-w1(x) est non-décroissante, i.". 
d*-i(*) ']. Vi,x

dx

Ceci signifie qu'un état u1 donné ne peut être atteint après une

maintenance de type i qu'à partir d'un unique état x1. De plus, Pour
toutes les valeurs de l'état supérieures à x1 une maintenance de type

i ramène dans un état supérieur à u1.

Il faut noter que ces hypothèses ne sont pas très restrictives et sont donc vérifiées

pour Ia plupart des systèmes physiques.

Nous allons démontrer que la politique de maintenance optimale est une

politique de type "limite de contrôle" multiple si les conditions suivantes sont

satisfaites :

(c1) : quand x augmente, le coût de fonctionnement s'accroît plus

rapidement que le coût de maintenance, i.e. :

dc(x),  âr(u,x) l  vrr
d"  

tF lu . *  v r r

Cette condition montre qu'i l  devient de moins en moins

avantageux de conserver le système en l'état lorsque celui-ci se

détériore.

(c2) : soit Ar et A2 deux éléments de

augmente, le coût de maintenance

au moins aussi rapidement que

atteindre A2, r(A2,x).

M* tels que A1>Az . Quand x

pour atteindre A1, r(A1,x), croît

le coût de maintenance pour
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â2r(u,x)l > 0
âxâu Il u<x

Ceci reflète la possibilité de réaliser des économies d'échelle Pour
certains équipements : dans ce cas, plus le système est détérioré

moins le coût de maintenance dépend de la "distance" x-u. (fig.

3.4a)

Entre autres, les fonctions r(u,x) linéaires en u ou en x vérifient

cette condition.

détérioration x

Figure 3.4a : Exemple de fonction coût de maintenance

vérifiant la condition c2

r(42,x)

r(41,x)
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Théorème 3.4 : Sous les hypothèses h.L,h2, h3 et h4,le coût moyen estimé sur un

horizon N, IN(x) est une fonction nondécroissante de l'état initial x.

Dêmonstration

Si pour un x donné il existe k types différents de maintenances, le problème (3.14)

peut s'écrire :

+æ

c(x) + (N - 1) Jr(v,x)tN-11v;drr,
h(*)

' i-,
J r(v,x - w1 (x))IN-1 1u;dv,

h(x-w1(x))
s ix<L

tN(* )  =  ]N

L  -  - .  |  . ( * -wr (x ) , x )+c (x  -wr (x ) )+ (N-1)
-Mrnl

r(x - w1(x),*)+ c(x - w1(x))+ (N - r)  Jf(u,* 
-  wn(x))IN-l1u;dv

h(x-wp (x))

$(or-l + NrNloy)

. r (  
* Ë  

L , i  )

avec IN10) = 
*l 

c(0)+(N-1) Jr1u,o)IN-1t")a" I
\. n(o) )

Pour N=1, étant donné la condition de bord tN(*) = 0 Pour N<0, on a donc :

c(x),

r(x -  w1(x),*)+ c(x -  w1(x)) ,

r (x -  ws(x),*)*  c(x -  w1(x))

R(x)+ c(0) s ix>L

c(x), r(u,v), R(x) et x-w1(x) étant non-décroissantes (hypothèses hL, h2,h3,h4),

chacune des lignes du Min ainsi que celle correspondant au cas où x est supérieur

à L sont non décroissantes. 11(x) est donc aussi non décroissante-

s ix>L

,',.r= 
I

(

1 s ixcL
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c(x)+

s ix<L

I21x; = 2

11(x) étant non décroissante et positive (tous les coûts étant positifs), Ie lemme 3'1

et I'hypothèse h4 permettent d'établir que :
+æ +æ

F . f

[f(u,*)tl(v)dv et I f1u,*-w,(x))Il(v)dv sont non-décroissantes.
J J

n(,.) h(x-wi (x))

12(x) est donc non-décroissante.
par récursivité, on peut affirmer que I3(x;,..., IN(x) sont non-décroissantes'

tr

Ceci nous permet d'établir le théorème suivant :

Théorème 3.5 : Sous les hypothèses h1, h2, h3, h4 et les conditions c1 et c2, quand

les niveaux de maintenance sont constants (i.e. x-wi(x)=A;=çonstante), la

politique optimale de maintenance avec m types différents de maintenances

possibles d*(x) est définie comme suit:

Il existe une limite l" teile que:

+æ

Jr(v,x)tl1v;av,
h(*)

'l-æ

r(*))+ Jr(",*-w1(x))I l(v)dv
h(x-w1(x))

+æ

r (*) )+ Jr(n,*-w11x)) t1(v)d
h(x-wi(x))

z l2 io l )  s ix>L

r (x -w1(x),*)+ c(x -  w

r(x -  w1(x),  *)+ c(x -  w

1(nt*l *
2\

*
si rÉl

rÉ

s ix> l

d*(x)=x

il existe un i(x) e{1,2,...,m} tel que:

6*(x)=Ai1xt

et Vx1>x221*, d*(xr)<d*(xz)
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Dêmonstration :

D'après le problème (3.14), le coût moyen estimé lN(*) pour xcl s'écrit:

. ( + € ' \
IN(*) = ]ryrlll r(d(x),x)+ c(d(x))+ (N - 1) Jr1u,a1*1;tN-11v;av IN a e n [ \ r "  h ( a ( x ) )  )

= 1Mir,

c(x) + (N - 1) Jr(v,x)tN-11,r;dr,,
h( ' )

r(er,x)+ tr l iN(4,),

r (A^ ,x)+NiN(e*)

or: ÎN1x; est le coût moyen estimé sur N périodes sachant qu'à la première

période il n'y a pas de maintenance, i.e. :

Etant donné la condition cL, quand x croît le coût moyen associé à Ia

non-intervention (premier argument du Min) va augmenter plus rapidement

que celui associé à une décision de maintenance (2-ième à m+l-ième argument

du Min).

Il peut donc exister une limite ).* 1L"<Ll telle que :

si x<Â* la décision optimale est de ne Pas intervenir (d*(x)=;1

si x>Â* la décision optimale est d'effectuer une maintenance

Si cette limite n'existe pâs, il n'est alors jamais optimal d'effectuer une

maintenance.

D'après I'hypothèse h4, Ar>Az>...)A^.

De plus, d'après la condition c2, si une maintenance A1 est optimale pour un x

donné, la différence du coût moyen estimé associé à cette maintenance et des

coûts moyens associés aux maintenance A1 avec j>i diminue quand x croît.

En effet, t*(*) - et donc i*(*) - étant croissant en x (d théorème 3.4), on a Pour

j>i  ,  ï*(a,)>i*(oi)  car Ai> A;

Par contre, d'après I'hypothès e h2, r(A,, x)< .(e,, *).

.,( +æ l
i*(*) = 

*l .,.,+ (N- r) Jr(v,x)rN-1tv)av I
\. t'(*) )
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Ï*(e,) et iN(a,) étant des constantes par rapport à x, en utilisant la conditiort c2,

on obtient :

*[ '(o,,.) 
+ NIN(a' l ]  = 

*[ '(o,,") 
* NIN(4,)]

Donc, si pour un x donné, le coût d'une maintenance en Ai, i.e'

r(e,,x)+NiN(e,), est le coût minimal, il peut exister une valeut z>x telle que le

coût d'une maintenance en A; (l>i), i.e. t(ar,r)+NiN(e;), devienne le plus

faible des coûts en z.

Finalement, s'il existe un Â" tel qu'une maintenance A1 est optimale, il peut

donc y avoir une limite f" telle que t

si Â*<xcf* d*(x)=6,

si x> f" d*(x)=A' avec j>i

Plus généralement, quels que soient x1>x22 L* , onaura : d*(x1)<d*(x2).

La potitique optimale de maintenance est donc du type "limites de contrôle

multiples".

tr

Corollaire 3.6: Sous les hypothèses h1, h2,h3, h4 et la condition c1, si :

les niveaux de maintenance sont constants (i.e. x-wi(x)=Ai=constante) et

< 0,la politique optimale de maintenance avec m types différents de

maintenances possibles d*(x) est alors définie comme suit:

Il existe une limite Â* telle q,lu,

u<x

!i

si xSl
*

si x> l.

Démonstration

d*(x)=x

d*(x)=Ai i e{1.,2,...,m}

Comme pour le thèorème 3.5, il peut exister une limite i çL""<f'l telle que:

si x<,1" la décision optimale est de ne pas intervenir (d"(x)=y)

si x>Â* Ia décision optimale est d'effectuer une maintenance

Comme précédemment, I'hypothèse h2 et le théorème 3.4 permettent d'écrire :

r (A i ,x )<r (o ' , * )  e t  iN(e ; )=  i * (e i ) .
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Cependant, étant donné la conditi"" 'il!Ï:,.'l .0, on a :
dxdu Il u<x

*[ ' ,o,,x) 
+ NiN(e,)] .  

*[.(o',.) 
+ NiN(a;)]

Donc, si pout un x donné le coût d'une maintenance en Ai, i-e.

r(e,,x)+NiN(e,), est le coût minimal, ce type de maintenance reste optimal

quel que soit z>x.

S'il existe Â*=Min{x/d*(x)*x} et si d*( f )=Ar, la politique optimale est alors

définie comme suit :

si x<Â* d*(x)=x

si x>.1." d*(x)=d, avec j>i

La politique ainsi définie est donc une politique de type "limite de contrôle" (cf

fig.33.ab).

tr

3.4.4 Exemple numérique

Cet exemple, qui est une extension de celui présenté au $3.3.4, permet d'illustrer

le théorème 3.5.

Le système considéré a une limite de panne L égale à 15. I existe deux possibiiités

de maintenance préventive : un remplacement par un système neuf (l'état est

ramené à 0) ou bien une maintenance en 5.

Le processus de détérioration gradueile auquel ce système est soumis suit une loi

exponentielle négative f(u,x) de paramètre iu-1 :

f (u,x)={/ ' " - ' tu- t '  
s i  u> x 

avec p=l
LU srnon

Le système tombe en panne lorsque son état devient supérieur à la limite de

panne L=1.0. I1 existe deux types de maintenances : une maintenance en 0

(remplacement préventif) et une maintenance en A.

Les coûts sont définis de Ia manière suivante :

-83-



Chapitre 3 - Modèle général

. coût de fonctionnement :

s i x<7 .5

sinon

. coût de maintenance préventive :

maintenanceen0: r(0,x)=1.5

maintenance en A :

o coût de maintenance corrective :

R(x)=$

\

Le coût moyen estimé optimal à long terme de la politique maintenance I*, la

limite de maintenance en 0, notée À," , et la limite de maintenance en A, notée
*

f , sont donnés dans le tableau 3.3.4a.

A=0.8 A=1.0 L=LZ A=L.4 A=L.6
*

lL 9.99 7.6 5.15 3.95
*

2.89 3.11 3.33 3.6

I * 0.41 0.M 0.47 0.50 0.50

Tableau 3.3.4a: Evolution des limites et du coût de maintenance

en fonction du niveau de maintenance A

On constate donc que, quand le niveau de maintenance A se rapproche de 0, le

coût de la maintenance en A étant beaucoup plus faible que celui du

remplacement préventif, il devient de moins en moins intéressant d'effectuer

une maintenance en 0. La limite Â* tend alors vers L et le coût moyen diminue.

Inversement, lorsque A prend des valeurs élevées, Ie faible coût de Ia

maintenance en A ne compense plus le coût moyen élevé de la maintenance à

partir de ce point; ceci est dû à une plus grande probabilité de panne. La limite f*
augmente alors jusqu'à ce que la maintenance en A ne présente plus d'intérêt

par rapport au remplacement préventif. Ceci engendre une augmentation du

coût moyen de maintenance.

La figure 3.4.4b donne un exemple d'évolution de l'état de détérioration du

système dans le cas où les limites de maintenance )'" et Ç* sont définies.

r(A,x) = jl+ 0.5

-84 -



Chapitre 3 - Modèle général

_!-_r_
I

i i+1 i+2
maintenance Panne maintenance

e n A  e n O

Figure 3.4.4b: Exemple d'évolution de l'état de détérioration du système avec

politique optimale de maintenance

t t l l l l l l l l l l l l
t t t l l l l l l l l l l l

L
F

F

t ^ l l l l l l
t t t t t l l

3.4.5 Remarques

. Les conditions cl et c2 sont des conditions suffisantes mais pas nécessaires.

. Les propriétés de la politique optimale mises en évidence au 53.4.3 dépendent

uniquement de la structure des différents coûts de fonctionnement et de

maintenance préventive (conditions c1 et c2).

Il est donc possible de caractériser Ia politique optimale de maintenance sans

avoir une connaissance précise du processus de détérioration f(u,x). Ceci est

particulièrement intéressant car I'obtention de l'expression de f(u,x) demande

une grande quantité de données (cf ChapiEe 1) et il est donc souvent nécessaire

de réaliser des approximations.

Par contre, le fait de ne pas prendre en compte les caractéristiques du Processus
de détérioration f(u,x) entraîne une perte de précision quand aux ProPriétés de la

maintenance optimale. Par exemple, grâce à la connaissance de f(u,x), il pourrait

être possible, dans certains cas, de rendre les conditions c1 et c2 moins

contraignantes tout en gardant la propriété de limite de contrôle.

o IJn certain nombre de travaux (voir par exemple ZUCKERMAN t43l)

considèrent que la panne intervient selon une probabilité l-p(x) où p(x) est Ia

fonction de survie du système. Cette fonction décroissante en x représente la

probabilité que le système soit en état de fonctionner en x.
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L'hypothèse que nous avons faite de I'existence d'une limite L telle que le

système est en panne quand x devient supérieur à L est équivalente, quand le

coût de panne R est constant, à définir une fonction de survie suivante :

I
p(x) = 

J 
f(u,x)du

L

D'après les hypothèses faites sur f(u,x), p(x) est également croissante en x.

. Le temps de maintenance ou de réparation était considéré jusqu'à présent

comme négligeable par rapport à la période d'observation (prise égale à I'unité).

Dans le cas où une maintenance préventive nécessite t--L unités de temps et une

réparation tr-1 unités de temps (avec t^ et t, entiers positifs), le problème général

de maintenance (3.13) peut alors être reformulé de la manière suivante :

si ô(x) = 1

IN1x1=

,  ̂ ".1 
c(x)+ (N - 1)F(v'd(x1)tN-1(v)dv ' 

.l* *"[XR(r(,,,*)+ 
c(u)+ (N - r)f(v,u)I*-'^ (')0" 

),J
(3.1s)

*[o,,., 
+ c(0) + (N - r;Jr1v,o1IN-" tv)av) si ô(x) = 6

avec comme condition de bord. tN(*) = 0 Pour N<0.

Les propiétés de la politique optimale restent valables.

3.5 MODELE GENERAL DE MAINTENANCE: SYSTEME A DEUX
UNITES

3.5.1 Présentation du modèle général

Le modèle présenté au $3.4.2 peut être étendu au cas où le système est constitué

de deux unités stochastiquement indépendantes mais économiquement

dépendantes.

L'état de détérioration de la première (respectivement seconde) unité est donné

par une variable aléatoire X (resp. Y) dont l'observation est notée x (resp. y). X et

Y suivent des lois de probabilités indépendantes. Le système tombe en panrte si
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['état de la première unité devient supérieur à une limite L* ou si celui de la

seconde dépasse une limite Lr.

On utilise les notations suivantes :

. d*, dy : politique de maintenance pour I'unité L, pour I'unité 2.

o 17, tyt r : coût de maintenance préventive de I'unité L, de I'unité 2, du

système.
. Rr, Ry, R : coût de remplacement après panne de I'unité L, de I'unité 2,

du svstème.

Le coût moyen estimé sur un horizon de longueur N est alors donné par Ie

problème de programmation dynamique suivant :

^' ' . . ( [ ; )) ,

, lr*(d*(x;,x)+NiN[[i,.t.')),
*(l; ).d "", 1,, (a, {r), r) . *t.- [[L,r,)),

x (Lx
sl

Y SLv

' . . [ [ ; ) )=
.[[i;1,,]), (;)). ^,'. [[i;1,]))

*[o.,.,..y*,{*t,.[[î)),,,(a,{r),r). *t^,([,,,r,))]] 
"

_ (3.16)
X ) L *

Y 3Ly

*[o,,r,..y*,{*t*[(;)), r,(d*(x),x).*t.[[;.'.')i] " ; I i;

*['.t(;l).^''.[[3)] " îl i;
.*.,^,[[;))= *[.tt;)) + (N - 

"j, j,'[(;),(;))'^,'((;))."."]

et la condition de bord t-f[.]l=o pour N<0.
\ \Y/ /
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La politique optimale de maintenance peut donc être décomposée en 9 domaines

différents en fonction du type d'intervention qui y est effectué :

o Domaine 1 : pas d'intervention sur le système.

o Domaine 2a : maintenance sur I'unité 1., pas d'intervention sur I'unité 2.

. Domaine 2b : pas d'intervention sur l'unité 1., maintenance sur I'unité 2.

o Domaine 3 : maintenance conjointe de I'unité L et de l'unité 2.

. Domaine 4a : réparation de I'unité L (x>L*), pas d'intervention sur

I'unité 2.

. Domaine 5a : réparation de I'unité 1. (x>Lr), maintenance de I'unité 2.

. Domaine 4b : pas d'intervention sur I 'unité t, réparation de

I'unité 2 (y>Ly).

c Domaine 5b : maintenance de I'unité 1, réparation de I'unité 2 (y>Ly).

. Domaine 6 : Éparation conjointe de I'unité L (nL*) et de I'unité 2 (y>Ly).

Le coût engendré par les états des domaines l. à 3 est donné par la première ligt"

du membre de droite de l'équation (3.16,) ; celui des domaines 4a et 5a

(respectivement 4b et 5b) par la seconde (resp. froisième) ligne; celui du domaine

6 par la dernière ligne.

3.s.zPropriétés de la politique optimale dans le cas du
remplacement préventif

Si on se limite à une politique de maintenance pour un système où seul le

remplacement préventif est possible, le problème (3.16) s'écrit :
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"*.,,.([;))= *[.it;)) + (N -',j, j,'[[ï),(;))'..'[[i)),"."]
et Ia condition de bord tl{ffl)l=o pour NSo.

\\Yii

conditions données pour le problème à une dimension au $3.4.3 étendues au cas

à deux dimensions en changeant les dérivées en dérivées partielles (par exemple,

l,hypothèse h1 devient , ât(Tly) > 0 et ry > 0 vx,y). De plus, on suppose que
axù

,a ronction'[(;),(;)) .,, te,,e que j,j,'([ï),[;)),[(;;;** esr non-

décroissante en x et y si t est non-décroissante en x et y. Ceci est notamment vrai

dans re cas où * " 
,|,["],[:)l =,ff:.-:]j et h(x)=1, h(y)=y. tn,[f:l] est arors
[\ui'\v,/] t.\u - Y// \\Y//

non-décroissante.

Dans le cas où les coûts de maintenance ou de remplacement conjoints des

unités sont égaux à la somme des coûts de maintenance ou de remplacement de

Note : Dans ce qui suit on suppose que le système vérifie les hypothèses et
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f / v \ \
chaque unité, i.e. r = rx * ry ou -tt;,),J= R*(x)+R*(y)' le système

commesi lesdeuxuni tésétaientéconomiquement indépendantes.

opt imaleestalorsdetype' , l imi tedecontrôle ' ' (cf théorème3.5).

Dans le cas où l'intervention conjointe sur deux unités est moins coûteuse que

deux in te rvent ionsef fec tuées indépendamment , i lpeu tê t re in té ressantde

retard,er ou d,avancer une maintenance sur une unité Pour la combiner avec

une intervention sur la seconde unité'

Lapol i t iqueopt imaleestalorscaractér iséeParlespropr iétéssuivantes:

Propriété 3.7 z Lapolitique optimale de maintenance lorsqu'une des deux unités

doi têtreremplacée, i .e.quandx>Lrouy>Lr,estdetype" l imi tedecontrôle":

il existe une limite Â, (respectivemen t u telle que, quel que soit x>'1'* (resp'

y>4,,iI est optimal d,effectuer conjointement avec la réparation de l 'unité 2

( resp . l ,un i té1)unemain tenancesur l 'un i té1 . ( resP. l 'un i té2) .

Démonstration :

pour les domaines 4 à 6, i.e. pour x>L,< ou y>Lr, le problème de minimisatior

(3.16) à résoudre nest fonction que d,une seule variable. Par exemple, pour les

domaines 4a et4b (>L* ety*Ly),1'optimisation se fait avec x fixé à 0' Il n'y a don<

plus de couplage entre l'état ae deteiioration de I'unité L et celui de l'unité 2' Cec

revient donc à résoudre le problème à une dimension' dont on sait que li

solution est de type "limite de contrôle" (cf théorème 3'5)'

tr

Le résultat précédent donne une caractérisation des domaines 4a' 4b'5a' 5b et 6' L

propriété suivante permet de caractériser le domaine 3'

propriété 3.8 : Le domaine de maintenance combinée des unités 1 et 2 (domain

3)es tconnexe .Dep lus ,s i ( x r , Ï r )es tunpo in tdecedomainea lo rs tou tpo in t (x

yz)tel{u€x1(x2SL,et}r<Y23L,appart ientégalementaudomaine3.

Démonstrntion :

Soit (x1, Yr) un point appartenant au domaine 3' On peut écrire :

se comPorte

La politique
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...([:)) + (N -';f 
^[,'[[;),[:))'.-'[[;;;**

."((*'lj.r*-,r i 
.i" 

d[:],fl')l'.-'[f:]l**
[\Yrl/ 

'n('*,ln('y,t 
\\v/ \Ytl/ \\v//

(rx*.ff' )l+(N-r) [ 
.i 

'f[:),[1 ]l'.'[[:]lo"o"-((vrl/ ' 'nio)n$,y 
[\"/ \vt)) \\v//

( ry *.((;)). (* -,);l",[,[[;),[i)),,.'([;))*,"

D'après l 'hypothèses h1 étendue au cas à 2 di 
[(*'\)imensions, .[[rJJ est non-

décroissante en x et en y. De pf,rr, i*[[lll .r, une fonction non-décroissante en x
\.\Y//

et y. La première ligne de I'inégalité précédente étant constante, cette inégalité est

donc également vérifiée Pour tout x2, Yz tels Ç[u€ xi<x2<L, et Y(yz<Lr. Le point

(xr, xz) appartient donc au domaine 3 qui est alors nécessairement connexe.

tr

Propriété 3.9 : La frontière entre le domaine 3 et le domaines 2a est donnée par

l'équation y=constante.

Démonstration :

Un point (xr, yr) appartient au domaine 3 si le coût moyen estimé de la politique

sachant que I'on effectue immédiatement une maintenance des deux unités est

Ie plus faible. On a donc entre autre :

, * xi*[f !)].,- * *i*[f o ))r ' - r - t \^  
| . [0 , /J \ rx  

'  ! !^  
[ t  y rJJ

Par contre, pour un point point (xZ, yZ) aPPartenant au domaine 2a, on a:

,*Nr*f{.l)),,. **i.f[o ))
[\0// 

^ 
\\vzl/

or r+-t.u[[:)) étant consranr., tnu[(;)) u,ur,, une ronction non-décroissante

en x et y, il existe au plus une valeur a de y telle que l'on ait :

,. *t''[[:))=- . -t,.[(i))
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La frontière entre le domaine 2a et le domaine 3 est donc indépendante de x et a

alors Poul équation y=a.

tr

Propriété 3.10 : La frontière entre le domaine 3 et le domaines 2b est donnée Par

l'équation x=constante.

Dêmonstration :

Cas symétrique de la propriété 3.9.

tr

I1 n'est malheureusement pas possible de caractériser les domaines 
'J-,2a et 2b

d.ans Ie cas général du remplacement préventif. La figure 3.5.2a donne une idée

de leur forme dans le cas d'un système constitué de deux unités identiques

subissant un processus de détérioration exponentiel négatif de paramètre égal

à L. Les caractéristiques de ce systèmes sont Ies suivantes :

L*=T,=l Êx=ry=Z r=3 R*=R =$ R=9.5 .[[:ll*
\'\Y//
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Lx

l-t*=\ Ily=I

Mr=20.5 M=21

L* =5 Ly=i

N=120.5 Rr=120 R=220

X

Figure 3.5,2n: Polit ique optimale de maintenance Pour un système

à deux unités : forme des domaines de maintenance

3.5.3 Exemple numérique

Au 92.3.3.4,  un exemple numérique d'opt imisat ion d 'une pol i t ique de

maintenance paramétrique a été donné. Le système considéré était constitué de

deux unités en série subissant un processus stochastique de détérioration suivant

une loi exponentielle négative. Ses caractéristiques étaient les suivantes :

Le coût opt imal de la pol i t ique paramétr ique dans le cas du remplacement

complet systématique était alors égal à 9.45 avec pour l imites de maintenance

Lr=2.5 et )r=4.13.
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Le modèle général de maintenance pour système à deux unités Permet d'obtenir

la politique optimale pour ce système (figure 3.5.2b). Le coût de cette politique est

de 8.87 soit 6% de moins que celui obtenu avec celle proposée au Chapitre 2.

X

Figure 3.5.2b; Polit ique optimale de maintenance (exemple du $2.3.3.a)

Si on se l imite au cas d.u remplacement complet systématique, le gain de Ia

potitique optimale (présentée par la figure 3.5.2c) Par raPport à celle proposée au

chapitre 2 n'est que de 5'X, (8.93 au Iieu de 9.45). La forme de la politique optimale

est en effet très proche d'une politique de type limites de contrôle.

Ly

Lx
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Domaines  l

I'w'
ffiu"
.!r::i+ilil: \ A

o

1234Lx6789

X

Figure 3.5.2c; Politique optimale de maintenance dans le cas du

remplacement compiet systématique (exemple du $2.3.3.a)

Enfin, pour un exemple plus général tel que celui représenté sur la figure 3.5.2a
(processus de détérioration exponentiel négatif avec 1tx=lty=1, L*=Ly=L},}'{1=Q,

M=6, N=14, R1=10, R=18), le coût de Ia politique optimale est de 20"/" inférieur à

ceiui d'une polit ique paramétrique avec deux l imites de maintenance (valeur

optimale de ces l imites : )"*=Ly=7.49, pour un coût minimal de la polit ique

paramétrique de 1.033).
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3.5 CONCLUSION

Un modèle général de maintenance pour système à une unité a été présenté dans

ce chapitre. Ce modèle basé sur la méthode de la Programmation dynamique

permet d'optimiser le coût moyen estimé à long terme de la politique de

maintenance dans le cas où plusieurs types d'intervention sont possibles sur le

système. Il a été démontré que, sous certaines conditions sur les coûts, la

politique optimale est de type limites de contrôle multiples. Ce modèle peut être

étendu au cas où le système est composé de deux unités. Il est alors également

possible de donner des propriétés de la politique optimale.

Nous allons maintenant appiiquer le modèle général de maintenance à

exemple concret de processus de détérioration.
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Chapitre 4 - Exemple d'application

4.1 INTRODUCTION

La mise en æuvre d'une politique de maintenance prédictive nécessite d'évaluer

son coût et de connaître précisément quelles actions de maintenance doivent être

effectuées en fonction de l'état du système.

La première partie de ce chapitre est consacrée aux différentes méthodes qui

permettent de déterminer la politique optimale.

Une application de la maintenance prédictive au développement de fissures sur

les ailes d'avion est ensuite étudiée.

4.2 METHODES DE CALCUL DE LA POLITIQUE OPTIMALE

Deux approches différentes sont utilisables pour déterminer la politique optimale

de maintenance. La première s'inspire directement de la formulation du modèle

général de maintenance pour déterminer la forme et le coût moyen de la

politique. La seconde, quant à elle, utilise les propriétés précédemment étabiies

pour calculer directement le coût moyen.

4.2.7 Pro grammation dynami que

On peut directement essayer de résoudre le problème de Programmation
dynamique tel que celui donné par l'équation (3.14) pour le cas à une dimension.

Dans ce cas, le résultat, i.e. le coût moyen de maintenance IN(*), ne peut être

connu pour un N donné qu'en un nombre discret de points.

Or, la résolution du problème de programmation dynamique nécessite le calcul

de I'intégrale suivante :
+æ

Sp(x) = Jr(v,x)IN-l1u;dl,
h(*)

tN-t(.r) n'étant connu que de manière discrète, il n'est donc possible de calculer

qu'une approximation de Snr(x), en uti l isant une méthode d'intégration

numérique :
+æ

55,q*1 = Jr1v,x;îN-11u1dv
h(x)
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où ÎN-11v) est une fonction qui approxime IN-l(v). Etant donné la non-linéarité

de IN-l(v), tout du moins pour les N faibles, il est très difficile de trouver une

bonne approximation Î*-t(.r).

Deux cas défavorables peuvent alors se présenter :

. si I'on a tendance à sous-estimer I'intégrale (Sl.r(*)<SN(x)) : le coût

moyen diverge.
. si I 'on a tendance à sur-estimer I ' intégrale (5N(*)tSN(x)): le coût

moyen converge vers 0.

Cette méthode n'est donc pas utilisable dans la pratique Pour calculer Ie coût

moyen optimal ou la forme de la politique optimale.

Le problème provenant du fait que le coût n'est connu que de manière discrète,

une solution consiste à discrétiser également la densité de transition f(v,x).

L'intégrale Sp(x) est alors Eansformée en:
M

5r.,(*,) = Ipii ïN-l1*;)
j=1

où la valeur du coût moyen est connue aux points xi, i=1, ...,M, et p1i est la

probabilité de transition en un instant de x; à x;. p;i s'obtient en intégrant Ia

densité de transition f(v,x). Bien entendu, on doit avoir :
M

IP; i  =t '
j=1

Si le nombre M de points est suffisamment grand, on obtient une bonne

approximation du coût moyen optimal. En effet, on a :

5p(x) *-t'sN(x) et donc l*(*)-ffitN(*).

Cependant la complexité est alors O(N.tvtz; pour les problèmes à une unité et

O(N.U4; pour ceux à deux unités. Ceci entraîne des temps de calcul qui peuvent

devenir très importants. De plus, I'obtention des p;i peut entraîner, dans le cas où

f(u,x) n'est pas intégrable analytiquement, une augmentation notoire de la

complexité.

Les exemples numériques ont montré qu'en utilisant la Programmation
dynamique "discrète", la forme de la politique converge beaucoup plus

rapidement que la valeur du coût moyen. En effet, le coût est une valeur réelle,

tandis que la politique ne peut prendre qu'un nombre limité de valeurs (e.g. : pas
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d'intervention, maintenance de I'unité 1, etc...). Cette vitesse de convergence est

bien entendu fonction du nombre M de points de discrétisation.

Il faut noter que les caractéristiques de la politique optimale obtenues à partir de

la formulation du problème de programmation dynamique en "continu" restent

valables lorsqu'on discrétise le problème. Par contre, la réciproque est en règle

générale fausse.

4.2.2 Simulation

Dans le cas de systèmes à une unité, il a été démontré (cf. S3.a) que, sous certaines

cond.itions, la politique optimale est de type limite de contrôle. Il suffit alors de

déterminer la valeur des différentes limites de maintenance Pour connaître cette

politique. Par exemple, quand il existe deux possibilités de maintenance, en 0 ou

At, i l  faut déterminer la l imite de maintenance L* corresPondant au

remplacement préventif et { * correspondant à la maintenance en 41.

Ceci peut-être fait en répétant les deux étapes suivantes :

(i) simulation de l'évolution du système avec des limites de

maintenance données ; calcul du coût moyen.

(ii) Modification des limites de maintenance dans le but d'améliorer

le coût.

Les systèmes considérés étant à temps discret, Ia première étape est une simple

simulation de type Monte-Carlo.

La modification des bornes, quant à elle, peut se faire en utilisant une méthode

du gradient ou bien I'analyse des perturbations. Si le coût moyen est convexe Par

rapport aux limites de maintenance (ou plus généralement s'il n'existe qu'un

seul point tel que la dérivée du coût par rapport aux limites est nulle), ces

techniques permettent alors d'atteindre le coût optimal. Quand cette condition

n'est pas vérifiée, on atteint un minimum local du coût. On peut essayer

d'améliorer le résultat en utilisant un algorithme de type recuit simulé.

Cette technique est très facile à mettre en æuvre et permet de déterminer avec

précision la politique de maintenance. Cependant, dans le cas de processus de

détérioration lents, le nombre de simulations à réaliser devient très imPortant et
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ralentiÈ donc I'obtention de la solution. De plus, cette technique n'est pas

utilisable pour les systèmes constitués de plus d'une unité : il faut alors

d.éterminer non pas des valeurs de limites de maintenance mais les équations

des frontières entre tes différents domaines de maintenance.

4.3 APPLICATION: DEVELOPPEMENT DE FISSURES

L'inspection et la maintenance des structures d'avion est une activité essentielle

au maintien de la sécurité des vols.

En effet les éléments de la structure des appareils, et particulièrement leurs ailes,

sont soumis à de fortes contraintes mécaniques qui entraînent le développement

de fissures autour des attaches (par exemples rivets) qui les fixent à leur support.

Il est donc nécessaire de déterminer une politique de maintenance optimale qui

permette de minimiser les risques - et donc le coût - encourus.

4.g.LModèle stochastique de développement de fissures

Les tests expérimentaux, de même que les mesures effectuées au cours

d'inspections, montrent que le développement de fissures est extrêmement

variable statistiquement. Cette variabilité de l'évolution de la taille des fissures

dans le temps est due à plusieurs paramètres :

' tYPe de matériaux,
' tyPe et amplitude de la fatigue subie,
. conditions expérimentales,
' etc...

Etant donné la complexité du problème, il est difficile de donner une description

détaillée du processus physique qui entraîne le développement de ces fissures. De

plus, le modèle doit prendre en compte la grande variabilité du phénomène.

Plusieurs études ont donc été réalisées afin de modéliser l'évolution de la taille

des fissures sous la forme d'un processus stochastique. Parmi celles-ci, les

recherches de ].N. YANG, S.D. MANNING, W.H. FISI et J.L. RUDD présentées

dans PROVAN [33] (Chapiu:e 4, "Stochastic crack growth models for application

to aircraft structures") semblent donner une bonne corrélation entre le modèle

proposé et la réalité.
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Chapitre 4 - Exemple d'application

Le problème considéré est celui des fissures qui se propagent à partir des fixations

d'éléments en aluminium 7075-T7651. d'ailes d'avions de chasse.

Si on appelle a^ la taille de la fissure à la n-ième inspection, I'accroissement entre

la n-ième et la (n+1)-ième inspection, noté Âan, est fonction de la fatigue subie et

de la taille arr. Cet accroissement est donné par :

Âar, = Qarrb (4.1)

où Q et b sont des constantes dépendant des caractéristiques du matériau et des

contraintes subies.

L'équation (a.1) est une équation déterministe. Afin de prendre en compte la

variabilité du phénomène, un Processus stochastique positif, noté Xn, est

introduit. On obtient alors :

Âa., = XnQar.,b (4-2)

le plus appropriéSALIVAR et al. [36] ont montré que le Processus stochastique

est un processus lognormal de moyenne L.

Si on prend son logarithme,

Yn =  bUn +q+Zn

avec: Y,.=Ln(Aa,. , )

l'équation (4.2) s'écrit :

un=Ln(a) q=Ln(Q) Zr, = Ln(Xr,)

X,., étant une variable aléatoire lognormale, Zn est donc une variable aléatoire
gaussienne et Yn est également gaussienne. La moyenne de Yn, notée /ly, €t son

écart-type, noté oy, sont donnés par les équations suivantes :

/ y=bU, ' ,+q
6, = c7, o, élant l'écart-lYPe de Zn'

L'accroissement de la taille de la fissure Âan est donc une variable aléatoire,

notée On, gd suit une loi lognormale dont la moyenne E[Q"] et la variance V[Qn]

sont reliés à p, et oy pat (SAPORTA [35]) :

Elonl =.["-#J
vlo"l - 

"(zur*or')("("t') 
- 1)
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Chapitre 4 - Exemple d'application

La densité de probabilité d'atteindre une longueur de fissure a,r+ 4a,., sachant

qu'elle était égate à an lors de I'inspection précédente est alors :

(4.3)

Ce modète présente les avantages suivants (PROVAN [33]) :

. très bonne corrélation avec les données expérimentales,

. flexibilité d'utilisation (il peut être utilisé pour d'autres types de fissures).

La figure 4.3.1a donne la représentation de 50 simulations de l'évolution de Ia

taille d'une fissure.

(mm)

(hrs)
t(xx)t)

Figure 4.3.1.a: Evolution de la taille des fissures en fonction

du nombre d'heures de vol

-103-



Chapitre 4 - Exemple d'application

4.3.2 Politique optimale

Des expériences sur la résistance des matériaux permettent de déterminer un

seuil L au dessus duquel I'intégrité structurelle de I'appareil n'est plus garantie.

On suppose que L est tel que la probabilité que I'avion perde son aile en vol

avant la prochaine inspection peut-être considérée comme nulle.

Si la fissure sur l'élément supervisé dépasse ce seuil, il est nécessaire de le

remplacer immédiatement à un coût R. R peut notamment prendre en compte,

en plus du coût de remplacement, une estimation du coût associé au risque

encouru par le dépassement de L.

Il est également possible de réaliser une maintenance préventive de l'élément à

un coût r égal au prix de la pièce et de son changement. Ce coût est fixé à r=100.

De plus, chaque inspection entraîne un coût proportionnel à la taille de la fissure

et égal à c(a,.')=anl100+0.001.

Le but de cette étude est de déterminer pour quelles valeurs de la taille de la

fissure cette maintenance préventive est souhaitable.

Afin de simplifier les notations, on suppose que la variable aléatoire Q" 9d
représente I'accroissement de la taille de la fissure entre deux inspections, suit

une loi lognormale dont la moyenne et l'écart-type sont donnés par :

E [O^ ]=Ctanc2+Ca

V[O, r ]=C+ar rCs+Ce

où C1, Cz, Cs, Ce, Cs sont des constantes qui dépendent des caractéristiques du

matériaux et des contraintes subies. Elles ont Pour valeur :

Ct=1.0 Cz=1.8 Cs=5.10-5

C+=104 Cs=3.6 Ce,= 0.0

Pour L=1.778 mm, le temps moyen pour atteindre la limite L est alors de I'ordre

de 10000 heures.

Si on souhaite déterminer la politique optimale en utilisant Ia programmation

dynamique, il est nécessaire de discrétiser la densité de transition (4.3). I1 faut

donc calculer les pji définis par (quand Ie pas de discrétisation est égal à I'unité) :

i+t j+1

JJ
i j

t I tnlv-u1-p. )2

"-tl 
% J dua,,Pii = outlLx(v -u)
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Chapitre 4 - Exemple d'application

Cette intégrale n'étant pas calculable analytiquement, il est nécessaire de réaliser

une intégration numérique. Si M est le nombre de points de discrétisation, le

processus de détérioration étant un processus de vieillissement, iI faut donc

réaliser M(M+1)/2 intégrations. Dans le cas qui nous intéresse, le processus est

très lent, et il est donc nécessaire afin de garder une bonne précision de prendre

un M très élevé. Ceci induit une vitesse très lente de convergence de la forme de

la politique ou du coût.

L'utilisation de la méthode de simulation décrite au $4.2.2 paraît donc plus

avantageuse. Du fait de la lenteur du processus et de sa très grande variance, le

nombre d'itérations par simulation, i.e. le nombre d'heures simulées, doit

cependant être très important. Il faut noter que même un nombre aussi

important d'heures simulées ne garantie pas que la méthode du gradient puisse

aboutir au minimum global (cf. figure 4.3.2a).

cout moyen

Figure 4.3.2n: Exemple d'évolution du coût moyen

(50 millions d'heures simulées, R/r=500)

2 5  0 . 5  0 . 7 5  I  L . 2 5  1 . 5
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Les résultats présentés ci-dessous ont été obtenus avec 20 millions d'heures

simulées, ce qui représente un nombre moyen de 2000 développements

différents de fissures jusqu'à une longueur supérieurz à L. L'algorithme du

gradient utilisé nécessitant en moyenne une douzaine de simulations Pour

atteindre un minimum, le temps de calcul nécessaire à la détermination de la

politique optimale de maintenance est de plus de sept heures sur une station de

travail SUN SPARC 20. Malgré cela, la précision des résultats n'est pas suffisante

pour éviter les minima locaux.

Les figure 4.3.2b et 4.3.2c donnent l'évolution du coût moyen optimal I* et de la

limite optimale de maintenance Â* en fonction du ratio coût de remplacement

sur coût de maintenance préventive.

0 . 0 1 3

0 . 0 L 2 8

U .  U I Z O

0 . 0 t 2 4

0 . 0 L 2 2

0 . 0 1 l _ 8

R/r

Figure 4.3.2b; Evolution du coût moyen optimal I" en fonction de R/r
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On constate que le coût moyen de même que la limite de maintenance ont

tendance à se stabiliser quand R/r devient grand.

Ceci est dû au fait que, le processus considéré étant très lenÇ la probabilité pour la

fissure la dépasser la limite L est très faible. L'augmentation du coût de

remplacement R n'est donc appliquée qu'à cette faible probabilité et n'entraîne

donc qu'une très petite modification du coût moyen. En effet, alors que R est

multiplié par un facteur 6, I* n'est multiplié que par L.09.

Les limites optimales de maintenance trouvées sont cependant à un niveau très

faible par rapport à la limite L : elles évoluent entre 60 et 35% de L. Ceci

s'explique par la très grande variance du processus d'augmentation de la taille de

la fissure. Afin d'éviter le plus possible les dépassements précoces, la limite de

maintenance doit donc être placée Eès bas.

f,*

Figure 4.3.2c: Evolution de la limite optimale de maintenance Â*

en fonction de R/r

- 1,07 -



Chapitre 4 - Exemple d'application

4.3.3 Comparaison

Etant donné la complexité de la densité de probabilité (4.3) d'accroissement de la

taille des fissures, il n'est pas possible de trouver I'expression analytique de la

distribution du moment de dépassement de la limite L. Or cette expression est

nécessaire à la détermination d'une politique de maintenance préventive

"classique". De plus, le fait qu'un coût c(an) proportionnel à la taille de la fissure

est perçu à chaque période, rend tout développement analytique impossible.

Il faut donc recourir à la simulation afin de déterminer aussi bien le coût moyen

de la maintenance préventive "classique" que celui de la maintenance corrective.

Pour un coût de remplacement R égal à 500 (i.e. R/r=5), on obtient alors les

résultats suivants avec des simulations de 2 millions d'heures de vol :

a

a

o

maintenance corrective :

maintenance préventive :

maintenance prédictive :

I = 0.032
I* = 0.019
I* = 0.012

T"= 6725 heures

Â*= 0.8L mm

On constate donc que la maintenance prédictive est beaucoup plus avantageuse

que la maintenance préventive "classique" (réduction de 36%).

Remarque : Nous avons fait I'hypothèse que Ie développement de la fissure est

supervisé d'heure en heure. Ceci n'est en règle générale pas réalisable dans la

pratique. En effet, les révisions approfondies ont lieux uniquement toutes les T

heures de vol (généralement T=1000), et c'est à ces occasions qu'il est possible

d'analyser la surface des ailes avec un appareillage capable de détecter et de

mesurer les fissures (par exemple un appareil à ultrasons). Etant donné qu'on ne

connaît pas la loi de probabilité suivie par une sonrme de lois normales non-

indépendantes, il n'est pas possible de calculer la densité d'accroissement de la

fissure entre deux inspections espacées de T heures. I1 n'est donc alors pas

possible de déterminer la politique de maintenance optimale. Cependant, il

pourrait être avantageux de combiner les informations données Par les

maintenances préventive et prédictive. En effet, à t=6000 heures (i.e. à la révision

approfondie la plus proche de T* tout en étant inférieure à T*), la taille de la

fissure est mesurée. Si elle est nettement inférieuoà )'", il n'est pas nécessaire

d'effectuer immédiatement un remplacement. On peut alors évaluer dans

combien de révisions il sera nécessaire d'effectuer ce remPlacement en utilisant

par exemple Ie modèle simplifié d'accroissement à variable lognormale proposé

par PROVAN [33].
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4.3 CONCLUSION

L'exemple d'application développé dans ce chapitre montre les difficultés à

calculer la potitique optimale qui peuvent exister pour certains types de système.

En effet, lorsque le processus de détérioration est très lent, la programmation

dynamique de même que les méthodes de simulation nécessitent des temps de

calculs très importants. Il faut remarquer que ceci pose un problème non Pas au

niveau même de la maintenance - la politique de maintenance n'est pas à

calculer en temps tée! -, mais plutôt au niveau de I'occupation des ressources de

calcul.

Cependant, l 'économie réalisée Par la mise en place d'une polit ique de

maintenance optimale justifie cette démarche.
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CONCLUSION

Le travail présenté dans cette thèse concerne la maintenance prédictive de

systèmes constitués de une ou deux unités subissant un Processus stochastique de

détérioration. L'état de ces systèmes est connu de manière discrète dans le temps

et peut prendre une infinité de valeurs.

Nous nous sommes tout d'abord intéressés à I'optimisation de politiques de

maintenance paramétriques. Il s'agit de déterminer la valeur du ou des

paramètres de la politique qui permettent de minimiser le coût moyen de

maintenance. Dans deux cas particuliers, pour des systèmes à une et deux unités

subissant un processus de détérioration exponentiel négaaf , il a été possible

d'aboutir à une expression analytique du coût moyen. La comparaison du corit

optimal de la maintenance paramétrique et de ceux des maintenances corrective

et préventive "classique" montre l'intérêt de la technique proposée. Cependant,

cette approche ne permet pas dans le cas général d'aboutir à une expression

analytique du coût. De plus, rien ne garantit que la politique paramétrique ainsi

pré-définie soit la meilleure parmi toutes les politiques possibles.

Nous avons alors proposé un modèle général de maintenance. Ce modèle,

beaucoup plus complet que ceux existants dans Ia littérature, est basé sur

I'utilisation d.e la programmation dynamique. It permet de déterminer la

politique optimale de maintenance pour des systèmes constitués de une ou deux

unités et pour lesquels plusieurs seuils de maintenance peuvent exister. Sous

certaines conditions, il a été démontré que la politique optimale est d'effectuer

une maintenance uniquement quand l'état de détérioration du système excède

une limite donnée. Cette propriété permet alors de calculer facilement le coût

moyen optimal de maintenance.

Plusieurs axes de recherche peuvent être développés à partir de ce travail :

(i)
les conditions que nous avons

établies sont en effet des conditions suffisantes qui portent uniquement sur

la structure des coûts. Ceci permet de caractériser la forme de la politique



Conclusion

optimale même si la densité de probabilité de transition du processus de

détérioration n'est pas connue de manière précise. Cependant, dans le cas

où cette densité est connue, il serait intéressant de trouver des conditions

plus restrictives qui lient sa forme à celle de la politique optimale.

(ii) Caractérisation de la Politique oPtimale Pour les systèmes à plus d'une

unité : il est quelquefois difficile de représenter l'évolution de l'état d'un

système complexe par une seule variable. I l est donc nécessaire

d'approfondir les propriétés de la politique optimale Pour les systèmes à

deux unités et d'étendre le modèle général de maintenance au cas à n

unités.

(iii) Amélioration des algorithmes de calcul de la Politique oPtimale : la

détermination de la politique de maintenance optimale n'est Pas un

problème à résoudre en temps réel. Cependant, étant donné les temps de

calcul très importants nécessaires - tout particulièrement Pour les systèmes

à plus d'une unité -, il serait utile de développer des algorithmes rapides

qui pourraient ainsi être facilement utilisables dès la phase de conception

des systèmes.
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ANNEXE 1

Calcul du coût moyen estimé à long tenne de la politique de
maintenance

Le coût moyen estimé à long terme de la politique de maintenance présentée au
52.2.2 peut s'écrire:

Y r : -  E[Cr ]
I= l1lrl -

T++- T

où C1 est le coût cumulé de maintenance sur une période T.

D'après le théorème de Stolz, rt 
,[T_(E[CI]-E[Cr-r]) 

existe, alors:

ElC"l
-tim :=!1 = _lim (stcrl_ Elcr_rl).
T-++- I '  T-++-'

Nous allons donc exprimer I'espérance du coût cumulé sur une période T, E[Cr].

Notation :

pr(s): probabilité que le système soit en fonctionnement pendant s unités

de temps consécutives sans opération de maintenance ou de

remplacement :

pr(s)=à%*'

Bien entendu, on a pr(0) = 1..

pz(s): probabilité que l'état x atteigne une valeur appartenant à llu,L), s

unités de temps après une opération de maintenance ou de

remplacement :

pz(s) = ?î, t. ut" -"-utl

pg(s): probabilité que l'état x excède L, s unités de temps après une

opération de maintenance ou de remplacement :



Annexe L

/r' I 'rs-1

ps(s)  =Y)=: :  e-PL
(s - 1)!

vi : variable binaire définie comme suit:

fr si la iième intervention est une maintenance
v i  =1' I 

lo si la iiè*" intervention est un remplacement

où intervention signifie "maintenance ou remplacement".

Soit t1 le nombre d'unités de temps entre la (i-11ieme gg In lième intervention sur le

système. Si n est le nombre d'interventions, on a :

TT-n  1  1  T -s -n+1T-s -n - t1+2

Elcrl=IIp'( ')I..I I
n = 1 s = 0  v 1 = 0  v n = Q  t t = 1  t 2 = 1  t n - l = 1

n-2
T-s- l-  l t '

i = 1s
,L,t

|  (  ! :1)  r  u.1 ) l
" 
L(t- 

u" )p,[r -' - 
àt' ,J 

* u"prlr - s - 
à,'J]

Etant donné l'égalité :

(r -";)er(t,)*';nr(,,) = 
ffi[(r- ",).-ur + v;(e-rÂ - 

"-u')]
on obtient :

Etcrr= i îo,r,ri, i {Èttt -,,)o..',1}
n=l s=0 vl =0 v,., =0 [ j=1 - 

- 
)

{Ht,t 
- v;)e-irr + v;(e-PÂ - 

"*')li

.f',Ë."-'Ë,".'.' :"io tH#)
I 

,t=t t2=1

{Ër,' 
-, )o.',1} {Ft{' 

- u;)n,(t;).'inz(t,)l}

n - l
T-s-1- | t '

(lt/-) i=l

/  n - l \

l r - t -1-  >t i  l !
\ i=1 )

Notons S la somme dans le dernier crochet. Elle peut être réécrite :
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T-s-n+1T-s-n-t1+2

s=(pÂ)r-'-" I I
t1=1 t2=1

Annexe 1

n-2
r_s_1_à,,fn_, 

, ) 1

/ - t  f  f t ^tn-r=l 1;=r *iTJTt-*tjtil
1 i=r 

_/
n-2

En appliquant (n-1) fois à l'équation

* mi-l (m + L)k-1
/ -

Éi ti 
- 1)!(k - i)! (k - 1)!

S se simplifie en :

î (npÂ;r-'-nr= 
G_€I; t

Donc E[Cr] devient:

Ercrt = iÏp,,,,*'r]Ï i...
n=1s=o 

' (T -s -n) !  
r , io

t  fn . .  - . l  " -. t 1i[(t-uj)o.",]fÛ[(1-v,)e-r'r- +vi(e-uL -"-u')]
v n = ( ,  L J = r  )  l = l

soit k le nombre d'indices j tels que vi = L' L'égalité précédente s'écrit alors :

Ercrt = 
Ë,Hr,r,lffià[t.+(n-r)a]cl(e- 

r,t' -"-ut)*("-u';^-*, (A1)

précédente la relation suivante :

n n-l
= ltcfak6n-k +af (n-t lcfakb"-k

T-s-n+1
= Uû)r-'-

tt =1

T-s-n-t1 +2

(t1 - 1)! t2=7

k=1

k=1

k=1

T-s- l-  l t ;
1  i = ls

( t2  -1) ! " '  
, * "* t

Or,ona :
n

I[t*(n-k)a]cfiaksn-t
k=0 k=0

n n-l
= )nc[-lak6n-t + d>ncfi-1akbn-k

k=0
n n-l

= 
"ulcf-lak-t6n-t 

+ anb f ncl-1ak6n-k-1
k=0

= na(a + b)n-l + anb(a + bln-t

= n(a + ab)(a + b;n-t
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Annexe 1

L'équation (A1) devient :

T T-n . (n,À)T-t-n.n
E[Cr]=iI.or(s)#"-tn-t) ir1[e-ttL+(a-rp-', '- l

n= ls=o  (T -s -n ) !

= [e-ro-'r ) @ -t,. t]à,â%# "-ryrpr(,)

= ["-rG-r. 
) @ -t,. t]à 

$(nlli,)h' 
e-nprpr(r - n - i)

Donc pour une période de longueur T-1, on a:

E[cr-r] = 
["-r,G-,r' 

) @ -t). t]tt{1 
(npÂ)i'tt 

"-npÂpr(r 
- n - j - 1)

-n=1 
i=0 t -

(42)

En se basant sur le deuxième membre de droite de l'égalité (A2), on peut

également écrire E[C1.] de la manière suivante :

EtCrl = [e-r'tr-'r') @ -r) + r]

" {ÏtT' 
("p1)j'" 

"-n,pr(r 
- n - j). i t"*',I,. " "-"u'0,(o)}

1^=i p-6 it ni (T-n)! )

Donc, on a :

Etcrl - Elcr-rl = 
[(o 

- 1) s-l(L-tl * r]

-|ffi,. r(ore-"o)
= 

[{" 
- 1) s-P(L-^r * r]

I r-tr-n-r
. {-t t 

(ry1Â)t.n 
.-(n+l)rÂ

l H H i l

I  n=l 1=g t '
* $ (r,pÂ)r-".t 

"-ndI3 (r-n)!  )
=[(" - r; e-rtl-r) + r]

,. {* + 
(ry.rÂ)r-n.n 

"-",,i-l][(n+r)pÂ)]r-^-l.n "<n+r)ra]l .  i r  (r-n)!  #,  (r-n-1)!  )
= 

[(o 
- 1) s-P(L-^r * r]

e-"sÂ-$ (i-t)(ittl,)t-i .-e^ l
r-=t 

(T_ j)! 
)

- L1,6 -

" {itît 
(.,pl)i.^ 

"-nrilpr(r 
- n - j) - pr(r -n -i - 1)]

l L t  L t  i t

ln=1 j=0 ) '

QtLTr-n-t-i
( r -n-1- j ) t

..I* + (ryri)r-n.n
I  i=r (r-n)!



Annexe L

=fto- 1) s-p(L-l) +1]i (n/'I)r*- e-nrl

En passant à la limite, on obtient finalement :

,$(rtcr]-E[Cr_rl)=[ta-1)g-/,(L-rl+r].,ff-Ëffie_npL

Lemne A1.1 : La relation suivante est vérifiée :

l im $(nptlr- '  e-ntL= 
t 

,
T+*-ns=t (T - n)! 1,+ 1tL

Dêmonstration

Considérons la fonction complexe f :

(1- z)(L+ p)

où z est un nombre complexe et B réel positif . f(z) peut s'écrire :

(43)

(A4)

P(l-z)+z(eÉtz-t l  -r)
r(z) -

Nous allons démontrer que f(z) est une fonction holomorphe sur un disque de

rayon strictement supérieur à L. Pour cela, nous allons tout d'abord montrer que

f(z) a un pôle unique z=1 sur le disque unité et que ce pôle est virtuel.

Les pôles de f(z) sont solutions de l'équation suivante :

h_r " / (z - t ) )11_ z )  =  0
\ /

Le premier pôle est z = 1. Les autres pôles sont solutions de :

( t - r .É(z-t))= o

Nous voulons montrer que toute solution de l'équation (A4) est telle que lzl > L

ouz=L .
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Anno<e 1

Supposons qu'il existe une solution z telle que I zl < L etz * L. Par définiton, on

a :

l, "re-u1=,
En posant z = a + ib, on obtient :

lz | étant inférieure ou égale à 1, on a :

a2 +b2< 1 et lz eït 
-tl1 

< 
"É(a-1).

Cependan! étant donné que I zl < 1 et z + L, on a également :

a<L  e t .É (a -1 ) . t

et donc :

lz elt'-t)lcr

Ceci est en contrad.iction avec I'hypothèse de départ lz ef{'-r)l- t

Nous avons donc démontré que f(z) admet un pôle unique z=1 sut un disque

unité compact. Pour démontrer qu'il est virtuel, nous allons utiliser le théorème

de I'Hospital :

t imf(z) =1i^ ,-F:"9-1"-1) 
-t: .P?-"Fa-D -

1]1''-' i*i 1r+ ffi Jt -t - 1- 
"P(z-1)11+ 

pz)(t-))

=u^ - =, t, "9"-t '( '* Q?) ., =
Ëi 1r * p t4t* pz)- psP@-D çz+ pryçt-"1f

2+F
= -

2(1.+ P)'

La fonction f(z) est donc holomorphe sur un disque de rayon strictement

supérieur à 1. Sur ce disque, f(z) peut être développé en une série de Taylor qui

converge €fl z=1.

Quel que soit n 2 L, on a :

çtn)1z)=-f*-ip"-..,,.,-tl2Qùiic;ii.,-k)n+i-iffi.I-,r-,)n]
( t-r .É(z-1))"- 'Ëi.  r=o L t=

n!-ffip,,
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et donc :

r(n)(o) = ip.-,.-iÉ çi in-i,,-+= "'làfffi e-il -#]
i=1

Puisque le développement de Taylor de f@) converge enz=I, on obtient :

ri^lr' ' '(otl = r*liltoïi e-ie-41 =o
n;| n! | n;;-lÉï (n - i)! 1* Fl

ce qui est équivalent à :

ri* T(iP)"-i e-il =+
"-+L1 

(n - i)! 1+ F

Ceci entraîne alors l'égalité suivante :

r i* $(trpl)r-" e-îul= 
t,

r++-#1 (T - n)! L+ 1tL
tr

En utilisant le Lemme AL.1 et le théorème de Stolz,l'équation (A3) devient :

,ro. 
ElCrl - (a - 1) e-P(L-Â) + 1

T--+- T 1,+ 1t)"

Ce résultat est le même que celui obtenu au $2.2-3-2. On a donc :

Résultat A7.2 z L'expression du coût moyen estimé à long terme est identique que

I'hypothèse de I'existence du régime permanent soit faite ou non.
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ANNEXE 2

Dérivation par domaine de la
densité de probabilité de l'état du système p(ry)

dans le cas général

En posant p(x,y) e*+Y = q(x,y), l'équation (14) du chapitre 2 lorsque ltx= lry =I

devient :

Min(x,Â') Mn(Y 'Lr)

q(x,y) = J Jq(u,v)dvdu
0t 0*

Min(x,or)+- *-Min(Y,or)

+ I Je(t,r';e-"dvdu+ J J9(t,.';e-'dvdu+ K
0+ Ly Lx 0*

avec :
+æ+æ Lr+- +-LY

K = J Jg(r,n;e-'-'d.vdu+ J Je(",v)e-o-'dvdu+ J Je(t,";e-'-'d'vd'u
L, Ly o, Ly Lroy

+æ+æ
t l

"t J Je(u,v) e-'-ududv = I'
0t 0t

Dans ce qui suit, qi(x,y) désigne I'expression de la fonction q(x,y) pour le

domaine i (cf figure 2.3.2a).

En dérivant domaine par domaine, on obtient :



Annexe 2

o Domaine 1 : x( oxryS cty

âqr$'Y) = J qr{*,r)du + 
*ier(*,u)"-'d'

dx f iLu

. Domaine 2a z x1 6r, 6y <y < Ly

.  Domaine2b z dr(x(  lvy91,,

(symétrique de 2a)

âqt$'Y) = ] er{,r, lEu + 
*ftn(r, 

r)"-'du
dy&i*

*W=qr(x,y)

ry=isro(''Y)du
^ )

"1 

d-9_zo!x,Y) = gzo(x,y)
dxdv

ry=]ezo(*,u)du
àqz{l'v) = Jn,{r, y)du + i ero(r, r)a,, * io(u, y)e-udu

dY d. ox i*
^ 7

^, d-lzvlx'Y) - ^Et .7 - - .1zu ( * , y )
dxdv

-L22-
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o Domaine2cz or(X( Lp or<y(Ly

âqz"F,y) -oT ̂ 
Y

T= J 9zu(*,v)dv + J9z.(x,v)dv

âqzc.(r,Y) = i qr.^(u,yts,r* Jer.(r,ltstdY d* ox

^, à'qr"(*,y) - ^
"t #=q1zr(x,y)

J

. Domaine 3 : x< opy> 4,"

âqg(*' y) = Je, {*, u)dv + 
^l 

rr^(x, v )dv * 
*fo, 

{*, rr) e-udv
ax 6v Lv

àqs(x,y) - n-=u - qs(x,y)=gs(x) Bs(x) fonction à déterminer
Av

. Domaine 4: x> 2,r,y3 o,

(symétrique de 3 )

q+(x,y) = ha(Y) ha(y) fonction à déterminer

. Domaine 5b : x> Lv orcyS L,

âqsu-(*,Y) - o = qsu(x,y) = hsu(y) hsu(y) foncrion à d.éterminer
ax

âqsojl, Y) = "iqro (,r, y)du + }qr.(r, y)a,,
dY&ox

. Domaine 5a: dr(X( Xvy>\

(symétrique de 5b)

qso(x,y) = gsa(x) gsa(x) fonction à déterminer

- t23 -
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. Domaine 5c : x) Lary> Ly

Une représentation tri-dimensionnelle
fonction p(x,y) obtenu Par simulation

C.x= 6y = 8 et L,= Ly = L0) sont donnés

âqs.(*,y) -,.,'l
Ara 

- t l  
/  \  -^- - r - - t^  >.  r<!^- .

aqs:.i*,y) -,.,i= 
qt'(*'y) = cr c1 constante à déterminer

ay 
-")

Les équations qui régissent les domaines 1, 2a,2b et 2c sont du type "équation des

ondes non-homogènes". Malheureusement, les conditions aux bords ne sont pas

connues, ce qui rend leur résolution impossible. En effet,le système se comporte

comme s'il évoluait dans un esPace refermé sur lui-même (Paf exemple

sphérique) : tout ce qui dépasse Â" ou )., se retrouv€ €ft X=0 ou/et y=0' Il n'est

donc pas possible de connaître a priori les valeurs de la fonction sur les axes.

ainsi qu'un graPhe de niveau de la

d'un système symétrique (/r* = Fy =1,

pages suivantes.
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Annexe 2

oÀ

x

Graphe de niveau représentant p(x,y)

POur  Px  =Fy= I ,6x=6y=8  e t  Â*  =Ly= I0

(légende : noir -> 0, blanc ->1)
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