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Chapitre 0: Introduction

0.Introduction

Les méthodes de perturbation (Nayfeh [N-U, Noor et Peters [N-2], Van Dyke [V-
l-21et Hinch tH-11) sont depuis longtemps un moyen efficace de résoudre certaines

classes de problèmes non linéaires dans divers domaines scientifiques. Ces méthodes
sont souvent appliquées dans un cadre purement analytique, en se limitant au calcul de
quelques tennes seulemenl Depuis plusieurs années, nous nous attachons à montrer que
le couplage d'une technique de pernrbation et d'une méthode d'éléments frnis (Méthodas

Asymptotiques Numériques) peut conduire à des méthodes numériques extrêmement

fiables et robustes pour certaines catégories de problèmes non linéaires.

Le principe de ces méthodes asymptotiques numériques consisæ à représenter les

inconnues du problème sous forme de séries entières par rapport à un paramètre de

contrôle. Le problème non linéaire est ainsi transformé en une succession de problèmes

linéaires bien posés que I'on résoud par une méthode d'éléments finis classiques.

Les méthodes asymptotiques numériques ont été proposées initialement par Damil

et Potier-Ferry' [D-U en 1990 pour le calcul des bifurcations perturbées avec des

applications pour les structures élastiques minces. Elles ont ensuiæ été éændues au calcul

des branches de solutions post-critiques des plaques et des coques élastiques (Azrar tA-l-
2-31), et d'une façon gén&ale, au calcul des branches de solutions d'un problème non

linéaire dépendant d'un paramètre (Cochelin[C-1-2-3-4]). Les derniers développements

réalisés sur ces méthodes ont concerné la déærmination des points de bifurcations sur les

branches de solutions linéùes ou non linéaires en structurcs @outyour tB-51 ).
Jusqu'à présent ces méthodes asymptotiques n'ont concerné que la mécanique des

solides. Dans ce travail, nous essayons d'élargir le domaine d'utilisation de cetæ méthode

en I'appliquant à la mécanique des fluides et plus précisément aux équations de Navier-

Stokes. Ces équations admettent une non linéarité quadratique et se prêtent bien à la

résolution par les méthodes asymptotiques-numériques.

En général, les problèmes non linéaires représentant l'écoulement de fluides

visqueux en régime stationnaire sont résolus en utilisant des méthodes de prédiction-

correction (Hirsh [H-2], Segal tS-11) dont la plus standard est le schéma de Newton-

Raphson. De æls algorithmes permettent de déærminer des branches de solutions non

linéaires, mais les t€mps de calcul sont souvent assez grands par rapport à une résolution

linéaire. Dans ce.tte thèse, on va montrer que la méthode asymptotique-num.érique peut

aussi être un moyen très concurrents des méthodes itéræives en mécanique de fluides.

Dans la première partie de ce travail, nous adaptons les méthodes asymptotiques

numériques au suivi des branches de solutions des problèmes d'écoulements visqueux
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incompressibles. I-es branches de solutions fondamentales du problème non linéaire sont

déterminées en développant la vitesse de l'écoulement, la pression et le nombre de

Reynolds en séries entières par rapport à un paramètre bien choisi. Le problème non

linéaire de Navier-stokes sera ainsi décomposé en une sgccession de problèmes linéaires

de Stokes ou de quasi-Stokes ayant tous le même opéraærg tangenL La résolution de tous

ces problèmes linéaires se fera alors par une méthode des éléments fînis et en n'inversant

qu'une seule fois cet opérateur tangenl Ainsi, nous obtenons des représentations

analytiques des branches de solutions. Ces représentations ont souvent des rayons de

convergence fini, ce qui limiæ leur domaine de validité au voisinage du point de déparr

L'utilisation d'une représentation fractionnelle utilisant les approximants de Padé @aker,

Graves-Morris 1981[8-1]) peut améliorer considérablement ce domaine de convergence.

La méthode classique des approxjmants de Padé ainsi que leur automatisation seront

présenté dans cette partie.Nous montrons aussi comment suivre une branche de solution

non linéaire complexe par une méthode de-continuation asymptotique numérique, en

changeant successivement le point de départ.

Dans la deuxième partie de ce travail nous présentons une méthode asymptotique

numérique pour la déæction des bifurcations stationnaires sur une branche de solutions.

On introduit un indicaæur de bi-fircation et une pernrrbation en force dans le problème de

Navier-Stokes perturbé. Cet indicaæur, qui est défini le long de la branche fonda.mentale,

sera développé en série entière en fonction d'un paramèue de contrôle bien défini. En

pratique, on arrive à localiser précisément une bifurcation dès que le point de départ des

séries n'est pa.s très éloignés de la singularité, et cela sans recours à des æchniques de

subdivision ou d'inærpolations cornme avec les méthodes itératives. Cetæ méthode sera

appliquée à l'écoulement des fluides visqueux autour d'un obstacle et à l'écoulement à

I'intérieur de deux cylindres.

Dans la troisième partie, nous présentons une nouvelle méthode asymptotique pour

la déæction des points de bifurcation de Hopf. En effet, nous définissons un indicateur de

bifurcation de Hopf dépendant de deux paramètes et nous proposons de le calculer par

des æchniques asymptotiques numériques. Nous établissons aussi quelques propriétés

qui nous permettent de monter que les points de bifurcation de Hopf corncident avec les

zéros de cet indicateur. Pour I'application de cette méthode, on pense aux structures

élastiques soumises à des chargements non conservatifs.

2
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Orientation

Notre objectif dans cette partie est de donner un ésumé des différents travau( réalisés sur

les méthodes asymptotiques numériques ainsi que notre contribution dans ces travarx.

Dans le premier chapitre, nous abordons des exemples de structures pour montrer

I'efficacité de ces méthodes.

Dans le deuxième chapitre de cette partie, nous monEons notre participation à élargir le

domaine d'application de cette méthode. Nous allons et pour la première fois I'appliquer

aux équations de Navier-Stokes tout en exploitant les notions de bases acquises par les

travaux précédents. Nous montrons aussi les avantages, les difficultés rencontrée.s ainsi

que les nouveaux résulats obtenus.

3
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons faire un rappel sur la méthode asymptotique numérique.

Cetæ dernière a été mise au point en calcul de structure pour trois types de problèmes : le

calcul des branches fondamentales,t calcul des points de bifurcation et enfin le calcul

des branches bifurquées. Ce rappel est surtout consacré au calcul des branches

fondanentales et bifurquées. Le problème de déæction de points de bifurcation seta

détaillé dans les prochains chapites.

bifurquée
1
brariche
perturbée

branche =_>ronoarnentare

Pour les systèmes conservatifs en stnrcture, on utilise la formulation d'Hellinger-

Reissner, qui est quadratique par rapport aux inconnues u (déplacement) et S

(contrainte). En effet, dans le cas des structures élastiques minces à non linéarités

géométriques, cette formulation nous permet d'écrire les équations d'équilibre comme

suit:

f (U, À) = L(U) + Q(U, tD - Î, F = 0 (1 .1 )

où L est un oÉrateur linéaire en U, Q est une forme quadratique et F un vecteur donné.

Le paramètre de charge À et le vecteur U = (Ë) représentent les inconnues du

problème.

Pour l'étude du post-flambage des plaques et des coques, il est commode de retenir pour

inconnue, L'êcarrde la branche bifurquée à la fondamentale. L'équation (1.1) se r&crit

alors sous la forme suivante [C-1] :

U
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f(U, l,) = L(U) + Q(U, U) - (I -?'") t'(U) = 0

où L' est aussi un opérateur linéafue.
Pour le calcul en post-flimbage avec défaut on a :

f(U, 2r.) = L(tD + Q(U, U) - (I -L) L'(U) + À as d= 0

(r.2)

(1 .3)

où as est I'ampliurde des défauts et d est un vecteur contenant la forme des défauts.
Nous présentons ici un résumé de la méthode asymptotique numérique, en se basant sur
la formule (1.1). Dans ce résumé, on s'est largement inspiré des d.ifférents travaux
soutenus sous la direction de M. Potier-Ferry et en particulier des travaux de Cochelin
tc-41.

1.2 Concepts généraux de la méthode asymptotique numérique

Le principe de la méthode asymptotique-numérique est d'associer une méthode de
perturbation et une méthode d'éléments finis. En structure, Ia démarche utilisée pour
résoudre un problème non linéaire au moyen de cette méthode se base sur quatre points
importânts:

1) L'utilisation d'une formulation mixte d'Hellinger-Reissner qui est quadratique
par rapport aux inconnues u (déplacement) et S (contrainte).

2) L'utilisation d'une méthode de perturbation qui permet de transformer le
problème non linéaire mixæ en une succession de problèmes linéaires mixæs.

3) Transformation de chaque problème tinéaire mixte en un problème linéaire de
type déplacement et une reliation de comportement

4) Discrétisation de ces problèmes linéaires par des méthodes d'éléments finis de
type déplacement

1.2.1 Formulation variationnelle

Pour un solide élastique occupant un domaine Oe de frontière ôCls et qui reçoit un
déplacement imposé ?r, ua sur une partie de sa frontière açà, la formulation d'Hellinger-
Reissner s'écrit:
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HR(u, S, I) = J (S:y
oo

S:D-I:S) dv - X.P"(u) (1.4)

où D est le tenseur d'élasticité du matériau,T =^l+ f est le tenseur de défonnation de

Green-Lagrange et P" est la puissance des efforts extérieurs.

(1.s)

où t et p b représentent respectivement les forces surfaciques sur I'autre partie de la

frontière ôQ1 et les forces volumiques appliquées au domaine.

Une formulation variationnelle des équations d'équilibre et des relations de comportement

s'obtient en invoquant la stationnarité de la fonctionnelle dTlellinger-Reissner :

ôHR(u, ôu, S, ôS, À) = J(S:&y(u) + ôS:y(u) - S:D-r:ôS) dv - ÀP"(ôu)
oo

= Q (1 .6 )

où ôHR désigne la dérivé de Frechet de la formulation HR en u et S dans les directions

ôu et ôS. On introduit le vecteur mixæ U dont les composantes sont les déplacements et

les contraintes :

_1
t,

P.(u)  =  Jpbudv+ J tuds- oo ôor

rr - t 'u)Lr - 
\.S/

La formule (1.1) est retrouvée en écrivant :

ôHR=<f (U ,  l , ) ,ôU2=Q

où

< L(U), ôU > = S:yr1ôu; + ôS:(1r (u)- D-l:S) ) dv

< Q(U, U), ôU > J( S:2yd(u, ôu) + ôS:Td(u" u) ) dv
oo

ôudv+ J tôuds
ôar

6

Jt
oo

b

(r .7)

(1 .8)

(1.e)

(1.10)

<F, ôu> = Jp
Os

(  1 .1  1 )
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1.2.2 Développement asynptotique

Le principe général des méthodes de perturbation consiste à chercher la solution sous

forme d'un développement asymptotique par rapport à un pararnètre intoduit direcæment

ou indirecæment dans les équations. En intoduisant ces développements asymptotiques

dans le problème non linéaire à résoudre, on obtient une succession de problèmes

linéaires que I'on résout facilement.

Ici, on cherche une branche de solution sous forme d'un développement asymptotique au
voisinage d'un point départ (Uo, Ào) supposé connu et qui vérifie l'équation (1.1) :

fu 
= uo + au1 + azu 2+ a3u3+...........+aPun+......

I  (1 .13)
I

fl 
= 6 + aÀl + a2)u, + a3Lj+........... +aP1,n+......

ou-'a'est un paramètre de connôle qui sera défini par la suiæ.

Apès introduction de ces développements darr.s les équations (1.1) et en identifiant tous

les termes de même puissance de 'a', on obtient une succession de problèmes linéaires

mixæs dontles inconnuessontl,ret Ur = [lt) avec 1< r<p etp représentel'ordre de
\ "r , /

troncature des séries :

ordre 1 :
Lt (Ur) = Ir F

orOr" p

r4{up) =hF- 
!10ru,, up-,)

Tous ces problèmes admetænt le même offrateur tangent 14 défini par :

Lt (.) = L(.) + 2 Q(Uo, .).

(1.r4)

(  1 .15)

(1 .16)
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Pour assurer I'unicité de la solution, il faut introdufue une équation supplémentaire dans

chacun des problèmes linéafues. Cas équations proviennent de la définition du paramètre
t a t .

En effet le paramère de contôle 'a' peut êne défini comme étant :

1) I'incrément de charge ?v-lo

a = I-lo

2) où la projection du déplacement u-ue sur le vecûeur u1

(r.r7)

(r.20)

a = (u-uo, ul)

3) où bien la projection du déplacement u-ug et l-lo sur le vecteur ul, 11

(1 .18)

a = (u-uo, u1) * (À-}to) ?rr (1.1e)

< , > désigne un produit scalaire.

La troisième définition du paramètrc 'a' (1.19) est pratique pour calculer les branches de

solution contenant des points limiæs en force et en déplacemenl

En introduisant (1.1la) dans la définition (1.19), on obtient alors une succession

d'équatons pennettant d'assurer I'unicité des problèmes linéaires (1.15). Le problème

complet à I'ordre p s'écrit:

p-1
I+ (Up) = lp F - 

,I--, 
OfUr, Up-,)

( t l p r u l ) + \ 1 , 1  = 0

Quand le point de départ est régulier, I'opérateur Ls est inversible et ce problème admet

une solution unique.

1.2.3 Formulation en dêplacement

Dans le paragraphe précédent, nous avons monhé que la formulation variationnelle mixæ

se prêæ bien aux développements asymptotiques. Son utilisation nous a conduit à une

succession de problèmes linéaires mixæs dont les inconnues sont le déplacement et la

contrainæ. Ces problèmes seront résolues par la suiæ par une méthode d'éléments finis.
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En revanche, ces méthodes reposent dans la plupart des cas sur des formulations en

déplacement et une discrétisation du champ du déplacement seulemenl

En effet, I'adaptation de ces problèmes linéaires mixæs aux méthodes d'éléments finis

passera par une transformation de ces problèmes en une formulation en déplacement en

éliminant la contrainte et en introduisant une relation de comportement pour chaque

problème. Cetæ démarche sera détaillée dans le demier chapitne.

1.2.4 Discrôtisation

La discrétisation par éléments finis fournit le déplacement nodal [un] et le paramètre de

chargement Ç en résolvant le système d'équations suiva:rt:

(r.2r){rx,rrunt 

= Àpl

[tunJturJ+ rnÀ,

Ft + tFfl]

-0

où tKtl est la matrice de rigidité tangente au point (Uo, Ào), [E] est un vecteur de charges

extérieurs et tF#l est un vecteur de force qui dépend des solutions précédentes. Les

containtes à chaque ordre seront déduites à partir de la relation de comportemenl

Tous ces problèmes admettent la même matice de rigidité qui est assemblée et triangulée

une fois pour toute. La tâche principale à I'ordre p rest€ alors I'assemblage du vecteur

t+t1. En pratique cet assemblage ne demande qu'une boucle de 0 à p qui fait inærvenir

tous les termes calculés précédemmenl
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1.3 Calcul d'une branche fondamentale

1.3.1 Au voisinage d.'un point (Uo, hù = (0, 0)

La méthode asymptotique numérique a été appliquên avec un grand succès à plusieurs

structures à non-linéarités géométriques. Pour mettre en évidence I'efficacité du

développement polynomial au voisinage d'un point de départ, on présenæ ici I'exemple

d'une coque légèrement galbé en flexion, figure (1.1).

é a 1

3.5

3

LS

2

't.5

1

.5

0

figure 1.1 : Comparaison des solutiom asymptotiques aux ordres 2, 8, L4, 20 avec la

solution exacte du modèle éléments finis

Sur cette figure, on présente les courbes des solutions asymptotiques, charge-

déplacement (flèche), à différenæs troncatures des séries (1.13). La courbe de rréférence

est obtenue par une méthode de Newton-Raphson. On constate que pour des petites

valeurs de 'a'la solution asymptotique et la solution exacte corncident parfaiæment. En

s'éloignant du point de départ (0, 0) nous remarquoru que la solution asymptotique

diverge de la solution exact€ d'une manière brutale. Cette méthode décrit précisément un

domaine large de la branche non-linéaire sans aucune correction, mais ne pennet pils

d'avoir toute la branche puisque les solutions polynomiales sont souvent limitées par un

rayon de convergence fini. La représentation analytique de la branche de solution

polynomiale permet de définir facilement un autre point de départ à I'intérieur du domaine

30
w
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Clnpitre I : M.A.N pour Ie calcul des branches de solutions en stTactares

de convergence des séries. En rappliquant la même procédure décriæ précédemment à
partir de ce nouveau point de départ, on peut déterminer facilement I'autre partie de la
branche. C'est le principe de la méthode asymptotique de continuation.

1.3.2 Méthode asymptotique de continuation : Au voisinage d'un point
(Uo, Lù * (0, 0)

Le test numérique a monré que les branches de solutions calculées à différents ordres
sont tf,ès proches au voisinage du point de départ mais s'écartent brusquement lorsqu'on
atteint le rayon de convergence. Ce dernier est souvent fini, par conséquent on ne
déærmine qu'une partie de la branche de solution. Pour déærminer entièrement la
branche, on propose alors d'appliquer la méthode de façon pas à pas. L,a fin de chaque
pas, notée â-, est fixée à I'intérieur du domaine de convergence. On repart de ce nouveau
point (U(a-), À(a^)) avec un nouveau développement asymptotique et un nouveau

domaine de validité. De cette façon, la branche de solution est construite par tronçons

successifs. Dan.s I'esprit d'avoir une méthode efficace et facile à utiliser, on procède à un
calcul automatique du paramètre a^ représentant la fin du pas. On présente ici le criêre
souvent utilisé pour le calcul du point a^:

Critère se basant sur le dêplncement

D'une façon générale, on peut détecær le rayon de convergence en comparant les résultats

numériques donnés par deux développements consécutif d'ordre p et p-1. La différence
entrc ces deux ordres est tès petite. En exploitant cette remarque, on peut écrire:

ll'r-'r_,ll
ll'-'.ll

=T##=ffi..
où e est un paramètre petit et ll . ll repésente la norme du vecteur. La fin du pas am est

alors définie comme suit:

â -  = [ ,

t
p.ïlb,lt

11",il

l 1

(r.22)



Clapitre 1 : M.A.N pour le calcul des branches ile solutlons en structures

Cette approximation ne demande que le calcul des normes du premier et du dernier tenne

de la série.

1.3.2.1 Exemple d'application

La technique de continuation a été appliquée à plusieurs problèmes de stnrctures. Pour

illustrer I'efficacité de cene méthode on présente I'exemple de la coque cylindrique

légèrement galbé en flexion, figpre(l.2).

figure 1.2 : Méthode asymptotique de continuation pour la coque cylindrique en

flexion.

La branche de solution complèæ représentée sur la figure (1.2) a été obænue en 4 pas

c'est à dire en 4 décomposition de la matice de rigidité tangente. La branche de solution

est ainsi décriæ par une succession de représentations analytiques et non pas point par

point. En plus cetæ méthode est entièrement automatique et facile à utiliser. Une

discussion plus approfondie de cette méttrode sera détaillée dans la partie de notre émde

concernant les fluides.

30
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Clupitre I : M.A.N pour Ie calcul des branches de solutlons en structures

1.3.2.2 Influence du choix du paramètre 'a'

Reprenons I'exemple de la coque cylindrique sorrmise à une force concentrée en flexion

avec une épaisseur réduite de moitié. On présente les solutions pour divers choix du
paramètre 'a'. Lss développements asymptotiques sont effectués au voisinagt d'un point

pris au milieu de la courbe, figure (1.3).

frgure 1.3 : Comportement

patamètre'a'.

des solutions asymptotiques pour divers choix

On constate bien que le comportement asymptotique dépend foræment du choix du

paramètre 'a'. En général, on utilise souvent la définition (1.19) pour éviær les points

limites. Cetæ définition peut s'écrire d'une manière globale sous la forme suivante :

m

du

T
a =F(<u-us ,u1  )  + ( I -Ào)Àr )

où s représente la longueur du pas tangent ul, Ll.

'l

I

. l

o

. l

.l

.t

ra

ô=1!x+t v

t3

(r.23)
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1.4 Calcul des branches bifurquées

Dans les sections précédenæs, on a montré que par une méthode asymptotique numérique

on peut calculer facilement une branche fondamentale non linéaire. Mainænant, on

essaye d'éændre cette méthode pour le calcul des branches bifurquées. On s'est surtout

intére.ssé aux bifurcations simples où le mode est unique. Cetæ fois, les développements

asymptotiques sont taits à partir du point de biftrcatiotr (U", L), où I'opéraæur I+ est

non inversible. Après discrétisation par éléments finis on obtient à I'ordre p le système

d'équation suivant:

tK;ltupl = [Fp]

(r.24)

lUnllUll = 0

La deuxième équation (1.24b) correspond à la condition d'orthogonalité qui provient de

ta définition du paramèEe 'a'. Ce paramètre est identifié cette fois à la projection de U sur

Ie mode Ur. La matrice t Kil est la matrice de rigidité au point de bifurcation En ce point

cette matrice est singulière, par conséquent ce problème n'est pas solvable d'une manière

directe. Pour cela on introduit une méthode de relaxation qui se base sur les

multiplicaæurs de Lagrange. Cetæ méthode permet de prendre en compte la condition

d'orfÏogonàllrtÉ (I.24b) et d'obænir un problème se formulant de la façon suivante :

u'l
ol

(r.2s)

où k est un multiplicateur de Lagrange. Ainsi on se ramène à la résolution d'un problème

inversible.

Parmi les exemples déjà traitâs par cette procédure, on montre les résultats obænus pour

une plaque chargée dans son plan pésentée sur la frgure (1.4).

[:'] []lf"t
LUI
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<-ttd +

..t -.3 -2 '.1

figgre 1.4 : Calcul de la branche bifurquée par une méthode aymptotique-numérique

d'une plaque composite en compression. La courbe collespond à des toncatures des

séries aux ordres 15 et 16.

Sur cet exemple, on présente le comporæment post-critique d'une plaque e^n

comprcssion. La branche bifiuquée est déterminée jusqu'à un rapport O" # 
qui est de

,uc

I'ordre de 1.4. L'utilisation de la méttrode de continuation asympÛotique-numérique sera

un moyen efficace pour déærminer toute la branche bifurquée'

15
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1.5 Conclusion

Dans ce rappel, nous nous sommes intéressés à montrer que I'association d'une

æchnique de perturbation et d'une méthode d'éléments finis conduit à des algorithmes de

calcul à la fois rapide et facile à utiliser. Ils ont été æstés en statique sur de nombreux

problèmes de poutre, de plaques et de coques et aussi en dynamique, pour le calcul des

vibrations non linéaires [A-3], et en particulier pour le calcul des branches de solutions
périodiques tB-31.
Noue objectif dans cetæ thèse est d'éændre ces techniques à des problèmes de mécanique

des fluides. On pense notamment à la résolution des équations de Navier-Stokes et aux

calculs des points de bifurcation pour les écoulements des fluides visqueux

incompressibles.

16
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2.1 Introduction

La mécanique des fluides numériques est en passe de devenir un outil de mise au
point aussi important que les essaisexpérimentaux. Les premières simulations de fluide
ont débuté au début des années soixante avec les écoulements potentiels, d'abords
incompressibles ou compressibles hypersoniques, puis compressibles transsoniques. Ces
calculs ont été faits en di-fférences finis ou par des méthodes de singularités (Brebbia

tB-41). Les années soixanûe dix ont vu la mise au point des premières méthodes
d'éléments finis pour les équations de potentiels et les équations de Navier-Stokes
(Glowinski [G-U, Temam [T-1], Thomasset fI-2D. Ces dernières années voient le
développement des accélérateurs d'algorithmes pour des problèmes de plus en plus
complexes.

A notre connaissance la première tentative de résolution des écoulements de Navier-
Stokes s'appuyant sur I'association d'une méthode de perturbation et d'une méthode
d'élément finis a étÉ, réahsé en l974par Kawahara et collaboraæurs K-11. Ces derniers
ont taité les écoulements stationnafues, instationnaires et thermoconductifs.
Dans leur travail, il est difficile de savoir si la méthode de perrurbation est consid&ée
comme une méthode de résolution efficace à part entière, où si elle doit être associé
systematiquement avec la méthode de Newon-Raphson. tr semble que la méthode de
perturbation sert numériquement à construire un prédicteur d'ordre elevé, et que
I'avantage de disposer d'une solution analytique n'est pas réellement exploité. Par
ailleuts, il y a un manque d'analyse sur I'urilisation des développements en séries
entières:

- Aucwre discussion sur le domaine de validité des séries.
- Aucun moyen d'amélioration des séries
- La comparaison par rapport aux méthodes itératives est insuffisante.

Touæs ces questions nous poussent à reprendre I'association des "méthodes de
perturbation" et d'une "méthode d'élémentfinis", ce qu'on appelle Méthode Asymptotique
Numérique (M.AN. en abrégé), a.fin d'en analyser de plus pês les avantages et les
inconvénient pour la résolution des équations de Navier-Stokes. Ces équations admettent
une non linéarité quadratique et se prêtent bien à la résolution par les méthodes
asymptotiques-numériques. Dans ce travail, les méthodes asymptotiques numériques sont
adaptées au suivi des branches de solutions stationnaires des problèmes
d'écoulements visqueux incompressibles. Ces branches de solutions sont
déærminées en développant la vitesse de l'écoulement, la pression et le nombre de
Reynolds en série entière en fonction d'un paramètre bien choisi.

t7



Clnpitre 2 : M.A.N pour le calcul iles branches de soludons en fluides

Les représentations en séries entières au voisinage d'un point sont en général limitées par

un rayon de convergence fini, 6ais, nous montrons que I'utili.sation d'une représentation

fractionnelle utilisant les approximants de Padé (Baker, Graves-Morris 1981, [B-1]) peut

améliorer considérablement le domaine de convergence. Nous montrons aussi comment

suivre une branche de solution non linéaire complexe par une méthode de continuation

asymptotique numériqus sn shangeant successivement le point de départ .

2.2 Résolution des équations de Navier-Stokes par une méthode

asymptotique numérique

La particularité des {uations de Navier-Stokes réside dans la foræ non-linéariæ donné par

le terme convectif, mais par rapport au calcul de structure où la non-linéantÉ, est cubique en

déplacement, la non-linéariæ de.s équations de Navier-Stokes est quadratique en vitesse.

Pour résoudre ces équations nous allons :

1) Donner une formulation variationnelle de ces fiuations .

2) Développer la viæsse de l'écoulement, la pression et le nombre de Reynolds en

fonction d'un paramètre de contrôle. Ceci nous permettra de transformer le problème non

Iinéahe en une suiæ de problèmes linéaires.

3) Résoudre chaque problème linéaire par une méthode d'éléments finis.

2.2.1 Formulntion vartafionnelle des équations de Navier-stokes

L'écoulement d'un fluide visqueux incompressible est complèæment déterminé par

les équations qui dérivent de la conservation de la masse et de la quantité de mouvemenl Si

Ui (xi, t) et p (xi, t), repésentent respectivement la viæsse et la pression de l'écoulement au

point xi à I'instant t, la conservation de la quantité de mouvement conduit à l'@uation :

r [+*ui 
ur,) - tu,i =P ri i=|,2 (2.1)

où p - p(xi t), f1désignent respectivement la mirsse volumique et les forces volumiques

appliquées. La relation de comporæment du fluide est prise sous la forme :

T r j= -pôg+2pd1; (2.2)

où Tg est la contrainte de compréssiblité, p est la pression, p est la viscosité du fluide et dg

représente le taux de déformation qui s'écrit:
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Clnpitre 2 : M,A,N pour Ia calcul des branches de solutîons en fluides

ur, =i, (u1; + u3,i)

(àtJ, \
o 

[-at 
* ui uii 

J 
* P,i Pu1r = P fi

En introduisant (2-1) dans (2.2), on obtient la première {uation locale des équations de
Navier -Stokes :

(2.3)

(2.s)

(2.6)

vitesse caractéristique, les

= 0 d'un fluide visqueux se

(2.4)

La deuxième équation est l'équation de continuité qui dérive de la conservation de la masse
et qui s'écrit pour le cas d'un fluide incompressible sous la forme suivante :

ui,i = o

avec la convention habituelle de sommation de I'indice répéÉ

En introduisant le nombre de Reynolds :

ps=pul / t r

où I et U représentent respectivement une longueur et une

équations adimensionnelles de l'écoulement strdonnaire 
%Ti

réécrivent sous la forme suivante :

-#u'0 + uj ui"j * p,i = fi (2.7)

où I'on garde les mêmes notations pour la vitesse, la pression et les forces

adimentionnelles.

En multipliant les équations précédenæs (2.7) et (2.5) par les fonctions tests vi et q et en
intégrant sur le domaine d'étude O, on obtient la forme faible des équations de Navier-

Stokes et de l'Quation de continuité:

fJ (t ui,j.vi,j + uj ui,j.vi - p vt,i) do = 
J ri.v1 dQ

ln o

l [nu,,,de=o
L;)

19
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Cette formulation du problème de Navier-Stokes est la base des méthodes d'approximation
par éléments frnis utilisant les variables vitesse et pressiorl
Pour simplifier, on suppose que les conditions auK limites sur Ie bord de O (ôO) sont

uniquement de type "vitesse imposée" et que les forces volumiques fi sont n-ulles (fi = 0).

Iæ problème d'écoulement stationnaire se formule ainsi:

Trouver U et p vériliant:

f tCul+Q(u, u)+ot1p y=g
I'io(u) = 0

[u=r, uo

dans Q

dans Q

sur âQ

où U6 est un champ de viæsses imposé sur âQ et I est un parzmètre scalaire.

L(.) et D(.) sont des opérateurs linéaires et Q(., .) est un opérateur bilinéaire

symétrique.

Ces opéraæurs sont définis par les formes suivantes :

(2.e)

(2.r0)

(L(-)' 
")

(o't.1, u)

J*{.),,, '',,
O

- J{-) u,,, oo
o

J{");.{.),,,.u,
O

dQ

dc)(Q((.),(o)), v) =

Dans toute la suite, on s'intéresse à l'évolution du champ de viæsse U et du champ de
pression p en fonction du paramètre 1,. On sintéresse plus particulièrement au calcul de la

branche qui a pour point de départ (I = 0, U = 0 et p = 0).

Remarque : Nous avons gardé les mêmes notations pourles offraæurs du problème non-

linéaire pour faire I'analogie avec le calcul de stnrcture.

Pour plus de détails sur I'aspect mathématique de ces équations, nous renvoyons le lecæur

à Temmam [T-1] et Raviart tR-21. Dans leurs ouvrages, on Eouve des démonstrations

sur I'existence et I'unicité des solutions de ces Quations.
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2.2.2 Méthode de perturbation

I-e principe consiste à développerla branche de solution sous fonne de séries entières

par rapport à un paramètre 'a'.

{n suppose que (1o, Uo po) est une solution du problème (2.9), c'est à dire que:

(2.rr)

On cherche la branche de solution passant par ce point sous forme de séries entières :

U = Uo +a U1 +azlJr+a3u3 +aaua+... . .

p = po *a pr *azpz+a3p: +a4pa+.. . . (2.r2)

l ,  = Io +a À1 +a2A,2+a3?4+ual,a+.. . . .

En introduisant ces développements dans le problème (2.9) et en identifiant les termes en

puissances de'a', le problème non linéaire de Navier-Stokes se réduit à une succession de

problèmes linéafues qui s'écrivent :

Ordre I :

(2.r3)

Ce problème correspond exactement à un problème de Stokes si Uo est nul. tr sert aussi de

prédicæur dans les algorithmes itératifs.
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", 

\utd",

Ondrepoùp >2:

D(Un) = 0

Up= In  Uo

Lt(up)+Dt(pp) = -:t: e(u,,up-.) oans o

Trouver (Àt, Ul, p1) tels que:

l t , rurr+Dt(pr)=9 dansQ
I
lolut ;=g dans o
1

lur=Àr 
ud surâo

I
l(U1, Ur) * 1,11,1 = |

dans O (2.r4)

sur âO

Tous ces problèmes admettent le même opéraæur tângent défini par :

Lt (.) = L(.) + Q(Uo, .) + Q(., Uo) (2.rs)

où Ll est un opérateur non symétrique.

Dans chacun de ces problèmes, il reste encore une indéærmination qui sera levée avec la

définition du paramètre 'a'. Ici, ce paramètre est identifié à la projection de U-Uo et l,-l,o

respectivement sur le vecteur tângent Ur et lr et donné par la formule (1.19).

En injectant les développements æymptotiques (2.12) dans cette définition (1.19) et en

identifiant suivant les puissances de 'a', on obtient une succession d'équations scalaires à

chaque ordre:

fordrel: (Ur, Ur) + )111,1 = |
I
1
lordre p : (Up, Ur) + Ànî,t = Q

(2.t6)

Les équations (2.13), (2.14) et (2.t6) nous ramènent arD( problèmes complets et bien

posés suivants :

Ordre 1 :

(2.t7)
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(2.18)
dans O

sur aQ

Ordrepoùp >2 '

Trouver (In, Un, pp) tels que :

Lr(up)+Dt(pp) = -tÈ, e(u,,un-,) oans e

D(Un) = 0

Un = l,nU6

Trouver (Àr, Wr, p1,) vérifiant:

ft,r*l+Dt(pr) 
=- ÀrL,(û) dans Q

lo<*l=o dans Q
I
l * t=0 sur  âQ

l1w, *1,û ,wr +r,û,)+11À1 = |

(Up,Ur )+  Àn1,1  =0

On suppose que I'opérateur tangent 14 est régulier en (À,G Uo, po) ce qui assure I'existence
d'une branche de solution unique. En pratique, il est commode d'avoir une série de
problèmes linéaires avec des données homogènes sur la frontière. Pour cela on fait le
changement de variable suivant:

Ui = t#i + À.t Û i=l,.....,p Q.Lg)

où Û représente un prolongement de U6 dans O telque :

Û = Ua sur âQ et D(Û) = 0 dans O (2.20)

Inroduisons le changement de variable (2.19) dans les équations (2.I7) et (2.18) en tenant
compte de Q.20),les problèmes linéaires se réécrivent sous la forme suivante :

Ordre 1 :

(2.2r)
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Ordre p :
Trouver (h, s/n, pp) vérifiant :

Lt(wp) + Dt(pp) = -Àplr(Ûr. ttl O(*, * 1,,

D(wn) = 0

wp=o

^  ^ \
U,wp- . *À U l  dans f , )-  P - r '  

o * rn
(2.22)

sur ôÇl

(wp +Ànu ,w' +1,1u)+l,nl'1 =Q

2.2.3 Discrêtisation par êléments finis

Dans ce paragraphe, nous allons faire une ésolution par éléments finis des
problèmes (2.2I) et (2.22). L'une des principales difficultés rencontrées dans cette

résolution nrtmérique est de trouver des fonctions d'inæqpolations convenables satisfaisant
la condition d'incompressibilité. En effet, il n'est pas aisé en pratique de construire des

éléments qui satisfassent à la fois la condition d'incompressibilité et la condition de

continuité de la viæsse aux inærfaces des éléments.
Dans la littérature, on trouve des méthodes qui utilisent des fonctions d'interpolation

satisfaisant la continuité de la viæsse tandis que la condition d'incompressibilité n'est

qu'approximativement satisfaite. Une seconde classe de méthode assure la condition

d'incompressibilité mais seule la composante normale de la vitesse est continue aux

interfaces des éléments.

Dans ce Eavail on va utiliser des éléments avec des fonctions d'inærpolations à divergence

nulles qui vont satisfaire automatiquement la condition dTncompressibilité .

Rêsolution des problèmes:

Pour résoudre nos problèmes linéaires (2.21) et (2.22), nous avons choisi d'utiliser

des éléments avec des fonctions d'interpolation à divergence nulle pour les viæsses. Cepi
permet d'éliminer la pression et de n'interpoler que la vitesse, la condition

d'incompressibilité éunt satisfaite automatiquemenl Le calcul de la pression se fait après

avoir calculer la vitesse sn urilisant la partie à rotations nulles des fonctions testes.

La méthode de Galerkin, appliqué au problème à I'ordre p (2.22), conduit à la forme

maricielle zuivante:
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(2.23)

ÀpI1 = Q

La constnrction des éléments à divergence nulle fait inærvenir de nouvelles inconnues
I U-l qui satrsfont à la tansfonnation suivanæ :

lwnl = tRdl tupl

où [Ro] est une matrice de passage connue.
On inuoduit cette transformation dans la condition d'incompressibilité qui devient :

[D] [wn]= tDl tRdl [UnJ =0

Puisque (2.25) doit être valable pour tous les vecteurs I Un], il est nécessaire que la matrice

tDltRdl soit égale à la matice nulle :

tDl [Ra] = tOl (2.26)

En multipliant l'équation (48) par la matrice [Ra]t et en tenant compte de (2.26),les

Quations discrrétisées de (2.22) s'écrivent alors :

Jt lnnl = lplF] + Jtrndl
firt 

rwnl + to
'itol twel = o

[turl tunJ +

(2.24)

(2.2s)

(2.27)

Ktl est la matice de rigidité tangente au point de départ, tfÏt 
".t 

le vecteur de forces qui

ne dépend que des solutions tu.l aux ordres précédents r < p et [p] est le vecteur des

viæsses imposées.

La résolution du problème s'organise de la manièrc suivante :

|'rr,r rurr = Àn tFr + tFll

1
Ltull  [Up]+In 1,1 =0
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-n l

tu;lt = [Kt]-l [Fp ]

?uP

ru;1

- - À1 turl,tnal, [Rd][up]"t (2.28)

tull + [un]"

D'après les formules (2.28), on rema4lue que la résolution de tous les problèmes se fait en
décomposant une seule fois la matrice tangente [Kl, et en construisant plusieurs vecteurs

-nl

[Fp ]. En conséquence, le temps de calcul des séries (2.t2) reste du même ordre de

grandeur que la nésolution du problème de Stokes.
Il est à noter aussi qu'une fois les vecteurs [Un] et les coefficients ]" sont déterminés, il

est tès facile de calculer la pression à I'ordre p en utilisant la partie à divergence non nulle

de I'approximation. Un æl calcul ne sera pas traité dans ce travail

Logiciel

La technique asymptotique numérique a été implantée dans le logiciel MODULEF.

Nous sommes limités à des éléments Eiangulaires non conformes de Crouzeix-Raviart

tS-11. Ces éléments possèdent trois noeuds et deux degrés de liberté par noeud pour la

vitesse et un noeud à un degré de liberté pour la pression. Les noeuds de la vitesse

occupent les milieux des côtés alors que celui de la pression occupe le cenûe de I élémenf

2.3 Application numérique.

Exemple I : Probtème d'êcoulement autour d'un cylindre

Dans les sections précédentes, nous avons présenté une procédure qui nous pennet

de calculer les termes des séries (2.I2) à ous les ordres. En pratique, nous allons tronquer

ces séries à un ordre p, ce qui nous donne une approximation polynomiale de la branche de

solution, et nous allons montrer jusqu'à quel point ces développements polynomiaux sont

valables. Nous considérons pour cela un exemple classique d'écoulement autour d'un

obstacle. Iæ problème physique est celui de l'écoulement autour d'un cylindre circulaire de
rayon R = 0.5 plongé dans un fluide de viscosité cinématique v = 0.1, animé d'une viæsse

uniforme À Ua sur les frontières suivant la direction de l'écoulemenl Le nombre de

Reynolds est donné par la formule suivante :

7[e
= -

^i
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2 R U.
R e = )  o

v

[æ maillage et la géométrie du problème sont pésentés sur la figure (2.1).

(2.2e)

figure 2.1 : Maillage utilisé pour l'écoulement autour d'un cylindre. Les caractéristiques
dusystèmesont: longueurL=l4, largeur l=6,rayonducyl indreR=0.5,v iscosi tédu
fluide v = 0.1 et vitesse sur toute la frontière du domaine Ua = 1.

Dhcussion sur les terrnes d,e Ia sérte

La M.A.N nous permet de déærminer un très grand nombre de termes des séries (2.12),
qui sont visualisés sur la figure Q.2a) pour les ordres impairs et sur la figure (2.2b) pour
les ordres pairs. La figure (2.2) nous permet d'observer que les vecteurs d'ordres pairs et
ceux d'ordres impain présentent une certaine colinéarité entre eu( respectivemenL Une
telle observation est confirmée par un calcul de corélation entre les termes formant la série
(2.t2). On definit une corrélation par la formule suivante :

cor (i, j) = (2.30)
(u,,

La valeur de la conélation entre le vecteur d'ordre 2 et celui d'ordre 4 qui est égale à 0.9
témoigne de cetæ colinéarité.

u,)''' (u,, u,)"'
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VecteurUl

Vecæur Us

VecæurUs

figure 22a : Visualisation des termes impairs du vecteur vitesse donnés par la série
(2.t2).
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VecteurU2

Vecteur Ua

VecteurUe

n_gqp 2.2b : Visualisation des tennes pairs du vecteur vitesse donnés par la série
(2.r2).
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Domnine de validitê des sêrtes

Analysons maintenant la qualité des approximations polynomiales obtenues en
tronquant les séries (2.12) à un certain ordre. La figure (2.3) présente l'évolution du
vecteur viæsse en fonction du nombre de Reynolds pour différentes troncatures des séries
(2.I2) en un point situé juste derrière I'obstacle. Nous les avons comparé avec des
solutions dites 'exactes'obtenues par des méthodes itératives de type Newton-Raphson ou
de points fixes. Ces courbes représentant le vecteur viæsse en fonction du nombre du
Reynolds, sont très caractéristiques des approximations polynomiales. Pour des petiæs
valeurs du paramètre 'a', on constate que les solutions asymptotiques numériques
corncident presque parfaiæment avec des solution exactes. Au delà d'une valeur critique
'a', la représentation polynomiale diverge. Cette valeur critique de 'a' représente
clairement le rayon de convergence des séries entières (2.L2).

Un simple aperçu mathématique nous permet de montrer que ceci est dû à la représentation
polynomiale car pour n grand les fonctions an tendent vers 0 lorsque 'a' est assez petit (a <
1) mais croissent rapidement lorsque 'a'est grand (a > 1).

figure 2.3 : Représentation de la vitesse d'écoulement au point (o) en fonction du

nombre de Reynolds pour différentes troncatures des séries (2.I2). Le rayon de

convergence est de I'ordre de Re = 6.Lasolution exacte est donnée par la méthode de point

fixe.

. x1
D
()
ctt
U'(.)

5 o.a
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D'après la figure (2.3), nous observons que les troncatures à I'ordre 3,...,15 améliorent
notablement la solution à I'ordre 2. Dans le cas de l'écoulement autour d'un cylindre,
I'ordre de troncature 13 nous permet de suiwe la branche de solution exacte jusqu'à
Re:6. Ensuiæ la qualité de la solution asymptotique se dégrade.

Exemple 2 : Problème d'écoulement à l'inÉrteur de deux cylindres.

Pour confirmer nos résultat et chercher les autes perforinances de la méthode pour les
fluides, nous avons traiær l'écoulement plan de deux cylindre.s coaxiaux présenté sur la
figure (2.4).I-e, cylindre intérieur est de rayon Rl = I et de viæsse angulaire Ç)l= 1. Iæ
cylindre extérieur de rayon R2 = 1.5 est immobile. La viscosité cinématique du fluide est
égale à 0.1.

figure 2.4 : Mailtge utilisé pour l'écoulement d'un fluide à I'intérieur de deux cylindres
coaxiaux @imension 2).

Iæ nombre de Reynolds de cet écoulement est calculé comme suit:

Re=ÀRl  
f ) l  (R2-R l )

v (2.31)

Pour cet exemple nous essayons de donner une idée sur le gain en temps de la méthode par
rapport aux méthodes itératives.
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x0
g
.ttg

-0.9

15.2 30.4

frgure 2.5 : Représentâ.tion de la viæsse d'écoulement au point (o) en fonction du nombre

de Reynolds pour différenæs troncatures des séries (2.12).Iæ rayon de convergence est de
I'ordre de Re = I9.La solution exacte est donnée par la méthode de point fixe.

Comme c'est présenté sur la figure (2.5),le rayon de convergence de ce problème est de
I'ordre d'un Reynolds égale à 19. Ce rayon de convergence est obtenue en un seul pas de

calcul c'est à dire une seule décomposition de la marrice de rigidité.

A titre comparatif, nous avons tracé cette même courbe en calculant 5 points par une

. méthode itérative de point fixe. Le calcul d'un seul point a demandé en moyenne 4

itérations c'est à dire 4 décompositions de la matrice de rigidité et pour I'ensemble de points

une vingtaine de décompositions de la matice de rigidité. En d'autres tennes le calcul de 5
points par une méthode itérative a demandé presque dix fois plus de temps que la
présentation d'une branche de solution analytique donné par la méthode asymptotique
numérique et avec la même qualité de précision
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2.4 Amêlioration par les approximants de Padé

Cetæ méttrode consisæ à transformer une série entière en une fraction rationnelle dont le
développement de Taylor coihcide avec la série jusqu'à un certain ordre. Cette nouvelle
repésentation permet en général d'améliorer considérablement le rayon de convergence des
séries. Ces approximants ont été développé en 1892 dans la thèse de Padé puis une
représentation détaillée et moderne de ces méthodes a été réalisée par Baker et Graves-
Morris en 1981 [B-1] et parCochelin enL9F'4 [C-1].

Prtncipe et exemple

Dans ce paragraphe nous donnons une brève présentation de cette méthode. Pour cela on
considère une fonction scalaire f(x) développable en série entière donnée pan

f (x)  = â6 *  â1.x  |  â ,2.x2 +. . . . . . . .+ap.xN+. . . . . . . (2.32)

Ou les coefficients ai sont connus.
Un approximant de Padé, qu'on note P[L/M], de la fonction scalaire f(x) est une
fraction rationnelle dont le numérateur est un polynôme de degré L, le dénominaæur un
polynôme de degré M avec bo = 1, et tels que les développements de Taylor coihcident
jusqu'à I'ordre N = M+L inclus.

P [L /M]  = Cg *  C1 .X  + . . . . . . . . +  CL .XL (2.33)
bq + b1. x*... . . . .*by.xM

Les coefficients bi sont déterminés à partir des coefficients ai de la série en résolvant un
sysême linéairc de taille M qui s'écrit ainsi:

âL+M+r âL+M+2

eL-M+t âL-M+t

à"y

âL+t

bM

bttt-r

âL+1

rL+z

"L*u

(2.34)

tI-*u-r

Une fois les termes b1 sont calculés, la détérmination des q se fait alors de la façon
suivante:

bl
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mn(L,M)

cL= aL + âi cl.-i

Cette démarche est présentée dans les ouwages de Baker et Graves-Morris en 1981..Pour
montrer I'utilité de cette méthode, nous allons I'illustrer sur un exemple simple. On
considère une fonction scalaire défini par :

f(x)='#, (2.36)

Le développement de Taylor de la fonction f(x) au voisinage de 0 possède un rayon de

convergence imposé par la singularité au point x= -0.2 ce qui timite lazone de validité de

ce développement. La fonction scalaire développée en série de Taylor au voisinage de 0

s'écrit à l'ordre 3 sous la forme suivanûe :

co=ao

c1=ât+brao

:

i=t

(2.3s)

(2.31)

(2.38)P[1/1]=++#

75t625a-x -+ -x "
8 128

P[2t2] = I+3.75x+L5625x2
l+6.25 x+ 7.8125 x2

f(x) = 1
5--x+
2

où les coefficients âi sont connues mainænanl A I'aide de ces coefficients, on détermine

les approximants de Padé. Ces derniers pennettent de déterminer une très bonne

approximation de la fonction f(x) bien au delà du rayon de convergence de la série.

Le calcul des approximants de Padé se fait d'une manière simple. On donne ici P[1/1] et

Pl2t21:

Sur la figure (2.6), on trace la fonction f(x), son développement de Taylor à différents

ordres et sa représentation par différents approximants de Padé.
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1.0
X

v

0.9

0.7

0.6

0.5

o'30,
0 . 2

figure 2.7 :Exemple pour illustrer I'importance des approximants de Padé.

Dans cette figure on voit que la représentaton par les approximants de Padé est bien
meilleure par rapport aux représentations polynomiales etle domaine de corncidence avec la
fonction scalaire est nettement plus large que celui donnée par les séries qui sont
sévèrement pénaliser par la présence de la singularité.
Dans ce paragraphe nous essayons de réorganiser puis adapær cetb procédure dans le cas
des écoulements fluides. On présenæra quelques applications pour améliorer le rayon de
convergence des séries Eouvées dans le paragraphe précèdenr

0.8

0.4

1 . 21 . 00 . 80 . 60 . 4
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2.4.1 Procédare de rêorganisation de la fonction vectorielle U(a)

Dans notre cas, nous avons utilisé des approximants de Padé pour améliorer les séries

vectorielles (2.12).Iæs termes de ces séries ont été déjà déærminés dans les paragraphes

précédants. Notre procédure se fait alors en deux étapes. La première consiste à constnrire

une base orthogonale a partir des Ui. La deuxième partie consiste à remplacer les fonctions

scalaires qui vont apparaîre dans les équations par des approximants de Padé.

Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Le calcul des termes de corrélation a montré que les vecteurs sont presque colinéaires entre

eux, en d'autres tennes les vecteurs U1 ne sont pas orthogonaux entre erD(. Pour cetæ

raison nous proposons d'orthogoneli.ssl ces vecteurs par la méthode de Gram-Schmidr On
constnrit alors une base orttrogonale Uf de h fonction vectorielle U(a) à partir de la base

Ui.

On pose alors:

un = Ë,,crfl uf

où les crl sont calculés numériquement par la formule zuivante :

(2.3e)

"r=fr#
oË=t et  o l=O

POur 1<kcp

Par conséquent l'écriûre de la série dans cette base orthogonale devient :

u = Ë ak r*1a; uf
k=1

où

fs(a)= f, "i-* 
oy

i=k

(2.40)

(2.4r)
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Dans la deuxième étape, on remplace les séries scalaires f1(a) par des approximants de
Padé et on obtient une approximation de la fonction vectorielle U(a) qui s'écrit alors sous la
forme suivante :

u (a) = 
É, "* 

p*[L* I Mt] (a) u* (2.43)

La branche de solutions est alors représentée par I'approximation rationnelle (2.43). :re,
calcul des vecteurs Uf et Pn[L* I Mt] se fait d'une manière automatique, seuls les ordres
Lj et Ms de chaque approximant doivent êne pécisément choisis.
On note aussi que la procédure décriæ pour U(a) peut être utilisée aussi pour la pression
p(a). La fonction scalaire I(a) peut se reoganiser d'une manière simple sous forme de
fraction rationnelle où elle peut être recalculer pilr une æchnique de projection tout en
exploitant le calcul de la fonction vectorielle U(a) par des approximants de Padé.

Application

L'application de la méttrode asymptotique-numérique arD( écoulements de fluides visqueux
incompressibles décrite au paragraphe précèdent, montre que ces développements
asymptotiques ont un rayon de convergence fini. Cela pourrait être pénalisant pour
I'application de cette méthode. Ceci nous a poussé à réorganiser les séries pour que la
déærmination des approximants de Padé soit àjour.
Pour montrer les perfonnances de ces approximants de Padé dans le cas des fluides
visqueux incompressibles, nous avons appliqué la démarche décriæ auparavant pour deux
exemples.

Pour l'écoulement autour du cylindre nous utilisons cette méthode en ne réécrivant que la
viæsse sous forme d'approximant de Padé. Pour l'écoulement ente les deux cylindres, on
a dévelopff la vitesse de l'écoulement et le paramète I(a) en fraction rationnelle.
Apês avoir calculer les coefFrcients aj, nous avons calculé les vecteurs orthogonaux

jusqu'à I'ordre p. La seule difficulté renconnée est alors le bon choix des approximants de
Padé convenable pour chaque problème. Après plusieurs essais, nous avons trouvé des
résultats très intéressants pour les deux exemples. Ces résultas sont présentés

respectivement sur les figures (2.8) et (2.9).
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51
I
U)g
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-1.5d 51015202530n35 Jv 
Re 

JJ

figure ZS , n.présentation des branches de solutions de l'exemple 1 à l'aide des

approximants de Padé, (2.43). Padé I correspond au choix des approximants suivants :
Pzl9ll0l, P3[8/10], P4[5/8]. Padé 2 correspond au choix des approximants suivants :
P zl9 | l0l, P: [8110], P 417 | 101, Ps [6/1 0].
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ftgure 2.9 : Représentation des solutions de I'exemple 2 à I'aide des approximants de

Padé. Padé 1 correspond au choix des approximants suivants : Pz[9/10], Pa[8/10], P4[5/8]
pour la viæsse et P[8/7] pour la fonction scalaire À.
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Sur la figure (2.8), nous monffons que la nouvelle représentation a bien amélioré le rayon
de convergence des séries. Cette représentation est bonne jusqu'à un Reynolds trois fois
supérieur que celui donné par les séries. Cette amélioration a doublé le rayon de
convergence des séries pour le deuxième exemple, figure (2.8).

On constate que les approximuions rationnelles sont bien meilleures que les
approximations polynomiales. Il est ànoter toutefois qu'une amélioration aussi importanæ
n'est pas garantie dans tous les cas.

Conclusion

Nous avons décrit dans ce paragraphe une méthode permettant d'uriliser la æchnique des
approximants de Padé. Cette technique est facilement adaptÉ, au méthode asymptotique-
numérique. Cette dernière nous a permis de calculer les termes Up des séries (2.12). Ces
t€rmes ont été bien exploité pour déterminer une base orthogonale de vecæurs Uf .

L'application de cette pfocédure pour les fluides visqueux incompressibles a donné des
résultats très satisfaisants. Mais sa performance n'e.st pas toujours garantie et elle diffère
d'un problème à un autre.
La difficulté de cette méthode réside souvent dans le bon choix des approximants à utiliser.
Pour cela une méthode d'approxiamant de Padé automatique à dénominateur commun
pourrait être un très bon outil pour éviær ces difficultés. Cette méthode sera le thème du
prochain paragnphe
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2.4.2 Padé à dénominateur cornmun

Nous avons montré dans le paragraphe précédent que I'utilisation des approximants de
Padé a amélioré considérablement la solution polynomiale. Lhandicap de cette technique
est le bon choix des approximants qui n'est souvent pas évidenl En fait, ce choix n'est
facile que si la solution exacte est une fraction rationnelle dont on connaît son ordrc.
D'après la formule (2.43), nous remarquons que chaque composante de U(a) peut avoir
plusieurs pôles différents. Pour éviter ce problème nous avons I'idée de chercher des
approximants de Padé Pr[Lrl]Id ayant tous les mêmes pôles. D'où la mise au point d'une
nouvelle æchnique basée sur le choix d'un dénominateur commun pour tous ces
approximants. Cette technique est appelée méthode d'approximants de Padé à
dénominaæur commun.

Ici, on se contente de monûer que les formules principales, la procédure sera entièrement

détrillée dans I'annexe (A).
En partant de la formule (2.39),nous avons monté que les coefficients ej sont calculés

grâce aux formules suivantes :

oi  = 
ù 

(  <ui ,u j> - i=i, "r

#F; 
orf di

"j* 
) i *  j .

(2.M)

ai =.m
ï k=2

On remarque que le calcul des coefficients cri ne demande que le calcul des termes de la

série polynomiale et non pas des termes de la base orthogonale comme on avait fait au

paragraphe précédenr

Une fois ces coefficients sont calculés, on a remplacé les fonctions fç(a), formule (2.42),

par des fractions rationnelles avec un même dénominaæur pour tous les ordres k > 2
jusqu'à I'ordre p-1. Les termes di du dénominateur, qui est un polynôme d'ordre p-2 où p

est I'ordre de troncature de la série, sont calculés facilement en fonction des ci et des

termes di calculés précédemment:

do= 1 et d k  = - k=1...p-2 (2.4s)

Tenant compte de (2.43), (2.44) et de (2.4$, nous montons que la fonction vectorielle

U(a) s'écrit sous la forme suivante :
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P-1
U(a)=Uo*aUl  +  Ea*Ur

k=2
(2.46)

En se basant sur les mêmes démarches que précédemment la fonction scalafue X,(a) s'écrit
aussi sous la forme suivante :

(2.47)

d'après les formules (2.46) et (2-47), nous observons que les fonctions U(a) et 1,(a) ne
dépendent que des fonctions Ui et Ài de la sérié polynomiale

Application

Pour tester les performances de cette technique, nous I'avons appliqué au problème de
l'écoulement entre les deux cylindres (exemple 2). Sur la figure (2.10), nous avons
présenté la solution exacte et des courbes calculées par cette æchnique pour différents
ordres du dénominateur.

Avec le seul choix de I'ordre du dénominateur, nous remarquons que la solution
fractionnelle s'améliore chaque fois qu'on augmente I'ordre du dénominateur. Mais au delà
d'un certain ordre la qualité de la solution se dégrade. Pour un ordre de troncature 10, c'est
à dire que le dénominateur commun est d'ordre 8, cette technique a permis d'améliorer la
solution jusqu'à Re = 35. En conclusion nous avons obtenu le même résultat que

I'utilisation classique des approximants de Padé sans la charge de chercher les bons
approximants.

r(a) = ?uo + a ̂ , . 
*5; 

ak rr 

[*a]
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figure 2.10 : Amélioration de la solution par des approximants de Padé à dénominaæur

commun.

Conclusion

La méthode des approxiamants de Padé à dénominateur commun est une technique

automatique permettant d'améliorer considérablement les solutions polynomiales. Cetæ
méthode a pennis de calculer les fonctions U(a) et l,(a) en n'exploitant que les termes des

séries polynomiales (2.12). A noter aussi que cette méthode n'a pas besoin de résoudre le

problème (2.34) ce qui diminue considérablement le nombre d'opérations par rapport à la

rnéthode classique (paragraphe 2.4.1). Elle présente aussi I'avantage de diminuer le

nombre de pôles vu qu'on a toujours le même dénominateur dans toutes les fractions

utilisées.

La représentation de la branche de solutions a un domaine de validité limité, même si ici il

est bien plus grand que celui de I'approximation polynomiale. L'utilisation pratique de ces

méthodes impose donc une technique de continuation, ce qui implique une définition

automatique du domaine de validité et une stratégie pour définir les pas successifs. Une

ælle stratégie n'a pas encore été mise au point dans le cas des approximants de Padé. Elle

sera décriæ au paragraphe suivant dans le cas des approximations polynomiales.
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2.5 Méthode de Continuation asymptotique-numérique

La méthode utilisée iciaétÉ, proposée et testée en calcul des structures par Cochelin [C-3]
en L994.Il s'agit d'une méthode pas à pas où au cours d'un pas de calcul on cherche une
représentation polynomiale de la branche de solution comme tl a étÉ, décrit dans les
paragraphes précédena. A chaque pas, on détermine un auEe point de départ qui doit ête
suffisamment à I'intérieur du rayon de convergence pour des questions de précision. Ce
point représentant la fin du pas, noté am, a été choisi d'une manière adéquate par la
formule (1.22) que nous rappelons ici :

On constate alors que la fin du pas dépend du premier et du dernier terme des séries
(37a), de I'ordre de troncature p et du paramètre de précision e. Pour étudier I'influence

de ces paramètres et montrer I'efficacié de la méthode de continuation en mécanique de

fluide, nous appliquons cette technique aux deux exemples de fluides décrits dans le
paragraphe (2.3).

Influence de l'ordre de troncature

Pour le premier exemple, on présenæ la branche de solution décrivant la viæsse de

l'écoulement en fonction du nombre de Reynolds pour différentes toncatures des séries
(2.I2) et en fixant le paramètre e à 10-5. La figure (Z.Ila), monte qu'une troncature à

I'ordre 5 nous permet de suivre la branche de solution jusqu'à Re = 35 en L 1 pas, c'est à

dire, onze décompositions de la matrice de rigidité. Cette même branche est obtenue en 6

pas en augmentrnt I'ordre de troncature jusqu'à 10, figure (2.11b). On conclut qu'il n'est

donc pas inutile de calculer un grand nombre de termes des séries (2.12) pour diminuer le

nombre de pas et par suiæ minimiser le temps de calcul.

La qualité de la solution à I'intérieur du rayon de convergence augmente forcement avec

I'ordre de toncahrre et le coût de calcul n'augmente que modéément avec cet ordre.

D'après ces figures, on remarque aussi qu'en parcourant la branche de solution, la

longueur des pas change d'une zone à une auEe. En effet, cette longueur est grande si la

branche est linéaire et plus petite si la non-linéarité est forte.
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ftgure 2.ll : Courbe représentant la viæsse au point (o) de l'écoulement autour d'un

cylindre (exemple 1) en fonction du nombre de Reynolds par la méthode de continuation.
(a) A I'ordre 5 et pour e = 10-5, cette méthode suit la branche jusqu'à un Re = 35 en 1l

pas. (b) A I'ordre 10 et pour e = 10-5, cetæ méttrode suit la branche jusqu'à un Re = 35

en 6 pas. Vers un Re - 37 on a une forte d'accumulation de pas et on assiste à un arrêt

numérique de la continuation.
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Clwpitre 2 : MA,.N pour le calcal des branches de solafrons en fluides

Influence du paramètre e

Pour étudier I'inIluence de ce paramètre, nous avons réatisé des calculs de suivi de
branches pour différents e et avec le même ordre de troncature. Sur les figures (11a),
(1lb) et (11c), nous présentons la vitesse de l'écoulement à I'intérieur des deux cylindres
du point (o) en fonction du nombre de Reynolds en tonquant les séries à I'ordre Z et
pour des valeurs de e respectivement égales à 1ù5, 10'7 et 10-12.
D'aprrès les trois figures, nous remarquons que chaque fois qu'on diminue la valeur de e
le nombre de pas augmente. En effet, si le choix de la précision est sévère, la qualité de la
solution augmente de façon significative. On observe aussi que ces trois courbes
présenænt une partie commune arrivant jusqu'à un Reynolds de I'ordre de 35.
On remarque que la longueur, a^, dépend fortement du paramètre e. Cette longueur se
calcule automatiquement et s'adapûe systématiquement avec les problèmes physiques
rencontrés.

Zone d'accutnalation de pas

Dans le premier comme dans le second exemple, on constate que les pas de calcul
finissent par se raccourcir, et on note des zones de forte accumulation de pas pour des
valeurs respectives du nombre de Reynolds voisines de37 et35.

Dans le second exemple, nous avons observé qu'au voisinage de cetæ zone, nous avoil;
une forte accumulation de piui et juste après les branches de solutions prennent des
directions séparées. Pour comprendre ce phénomène, nous avons fait des zooms au
niveau de cette zone d'accumulation et on en dégage les conclusions suivantes :

Les deux courbes calculées avec des valeurs respectives de e = 10-5 et de e = 1ù7

montent vers le haut. Ces deux branches se séparent apês le passage par la zone de forte

accumulation de pas. Le pilisage pax cette zone, où on pressent I'existence d'un point de

bifrrrcation, fait que la branche de solution change de trajectoire et suit la branche
bifurquée (e = 1ù7) au lieu de suivre la branche fondamentale (e = 1ùs).
Pour e = l$12, on remarque que la branche de solution suit une branche descendante

apês le passage par la zone d'accumulation de pas. Ceci s'explique par le fait que la

branche de solution suit I'autre partie de la branche bifirrquée. On conclut alors que
suivant les valeurs de e, la méthode asymptotique de continuation suit la branche

fondamentale comme elle peut suivre une partie de la branche bifurquée.
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{.
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e= 10'12

\

t9.00 .5 28.6 Re 38.0

figure 2.12 : Représentation de la vitesse en fonction du nombre de Reynolds pour

l'écoulement décrit sur I'exemple 2 avec I'utilisation de la méthode de continuation. Les

3 courbes de gauche représentent les branches de solutions pour des t respectivement

égales à 10-5, l0-7 et 10-12. Iæs trois courbes de droiæ sont les zooms respectifs de ces

courbes au voisinage de la zone d'accumulation de pas.
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En superposant les courbes des nois zooms au voisinage de la zone d'accumulation de
pas, figure (2.13), on voit nettement que le point de séparation des branches correspond
à un point de bifurcation. On constate alors que la méthode de continuation présente aussi
un outil très efficace pour déærminer les points de bifurcation simples d'une manière
géométrique

f ts 35.5

figure 2.13 : Superposition des branches de solutions pour différenæs valeurs de e au

voisinage de la zone d'accumulation de pas.

Ponr cet exemple, nous avons monté que cette zone d'accumulation de pas correspond à

I'approche d'un point de bifurcation et au branchement sur la solution bifurquée. Des

résultas similaires ont été déjà observés dans des cas de mécanique des stnrctures.

Pour avoir d'autres informations sur toute la branche de solution, nous avons continuer

la méthode asymptotique au delà de cette première zone d'accumulation de pas. La

branche de solution entière calculé pour un ordre 7 et E = 1ù7 est représenté sur la figure

(2.r4).

x-2

I
.t)(.)
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figure 2.14 : Méthode de continuation au delà de la première zone d'accumulation de
pas.

Sur cette figure, on constate I'existence de plusieurs zones d'accumulations de pas. On
observe aussi la prrésence des branches de solution qui sont presque fermées et qui se
joignent au voisinage de deux zones d'accumulations de pas. La formation des branches

sous une forme d'anneau laisse penser qu'on a un retour sur la branche fondamentale.
Des phénomènes semblables sont également observés dans certains cas de calcul de

smrcnrrc et ils correspondent à tur retour sur la solution fondamentale.

Dans le premier exemple, notre calcul fait apparaltre une zone de foræ accumulation de
pas au voisinage d'un Reynolds de I'ordre de37 etun arrêt numérique de la méthode de

continuation. Il est intéressent de voir si ce phénomène d'arrêt numérique est lié à la

méthode numérique ou à une singularité intrinsèque aux problèmes physiques

considérés. Des phénomènes d'accumulations semblables mais sans arrêt ont été trouvés

dnn.s I'exemple des deux cylindres et ils conespondent à des bifurcations stationnaires.

Ceci semble indiquer que le problème d'arrêt numérique est également dû à I'existence

des points de bifurcations multiples ou de plusieurs points de bifurcations mpprochés et

que notre technique de continuation ne permet d'avancer à travers le grand nombre de
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branches de solutions dues à ces bifurcations. Il est à noter aussi que la méthode de point
fixe diverge au voisinage de cette zone.

Grâce à ce phénomène d'accumulation de piu, propre à note algorithme,la méthode de
continuation permet de localiser les difficultés sur une branche de solution. La déæction
des bifurcations est localisée au voisinage de ces zones annoncianices des difficultés.

Conclusion

Les tests numériques ont montré que la méthode asymptotique-numérique de
continuation est une technique très efficace pour déærminer les branches stationnaires en
mécanique de fluides. Cet algorithme qui se base sur une méthode de pas à pas s'est
montré robuste et facile pour I'utilisateur. Iæ premier avantage de cetæ méthode réside
dan.s le fait d'avoir une succession de branche analytique continue. La branche est
déterminée entièrement et non pas en quelques points seulemenl Cette présentation

faciliæra par la suiæ la recherche des poina limiæs ou des points de bifurcation.
La longueur du pas, aû, se calcule automatiquement et s'adapte systématiquement avec
les problèmes physiques rencontrés. Cette longueur est grande si la branche est linéaire,
petiæ si la non linéarité est forte.

Des phénomènes d'accumulation de pas propre à la æchnique de continuation sont
souvent annonciateur d'une difficulté. Ces phenomènes peuvent s'accompagner ou non
d'un arrêt numérique de la méthode de continuation.
Les zones d'accumulations sans arrêt numériques coflespondent à I'approche d'un point

de bifurcation et au branchement sur les branches bifurquées.
Le problème d'arrêt numérique de la méthode de continuation reste alors un problème

ouvert pour le momenl On peut se demander si cet arrêt nrrmfrique correspond aussi à
des bifurcations, mais qui seraient difficiles d'appréhender numériquement
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2.6 Conclusion de la première paÉie

Dans ce Chapire, nous nous sommes intéressés à la résolution des équations de Navier-

Stokes stationnaires par les méthodes asymptotiquss-nrrm{riques. Les points importants

qui se dégagent sont les suivants.

Les équations de Navier-Stokes admettent une non linéarité qradratique, et il est

donc facile de calculer un grand nombre de termes d'une série de pernrbation régulière.

Ce faisant on obtient une représentation analytique locale de la branche pour un cott de

calcul faible, car il suffit d'une seule factorisation de la matrice globale.

L'amélioration des séries par des approximants de Padé est prometteuse car bien

souvent, on améliore considérablement le domaine de convergence pour un coût de calcul

insignif.rant. Il se pose cependant le problème de choix des approximanB et de la présence

de pôles indésirables sur certains approximants.

Pour remédier au problème du choix des bons approximants, nous avons

automatisé cette méthode en réorganisant les fonctions polynomiales en fractions

rationnelles ayant un dénominateur commun. Cette méthode a donné des résultats

satisfaisants avec un nombre d'opérations plus petit que la méthode classique des

approximants de Padé.

En enchaînant plusieurs pas de calcul, on arrive à décrire complètement une

branche non-linéaire avec quelques factorisations de matrices seulemenl Læ paramètre de

chemin défini par l'équation (1.22), pennet de franchir tous les points limites, et seules

les bifurcations peuvent poser des problèmes, comme cela a été montré sur les tests

numériques.

Lorsque I'on se trouve proche d'une bifurcation, les séries ont un rayon de

convergence qui est imposé par la distance entre le point de départ et la bifurcation.

Comme on définit les nouveaux points de départ à I'intérieur du domaine de validité, on

constate une accumulation de pas à I'approche des bifurcations. Ce phénomène

d'accumulation, propre à notrre algorithms, est toujours annonciateur d'une difficulté sur

la courbe : bifurcation ou quasi bifurcation.

En conclusion, nous confirmons sur ces exemples de mécanique des fluides, que

les méthodes asymptotiques-numériques sont performantes pour effectuer le suivi de

branches de solutions non-linéaires.
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Deuxîème partJe : Calcul des points singuliers

Orientation

Dans cette partie, nous allons nous consacrer à la détermination numérique des points
singuliers (poinæ limites et points de biftrrcation) par une méthode d'éqrrilihs perturbé,
en introduisant un indicateur de points singuliers bien adapté aux méthodes
asymptotiques. Cet indicaæur va être cal.eUé par trois méthodes : la première permet de le
calculer sous forme de série entière par rapport à un paramètre 'a', la seconde permet de
transformer cette série en fraction rationnelle (approximants de Padé) et la troisième
démarche consiste à le déærminer en chaque point de la branche fondamentale par un
calcul direcr

Iæ premier chapitre de cette partie consiste à faire un rappel bibliographique sur les points
singuliers et sur les principales méthodes numériques utilisées pour les déterminer.
Dans le deuxième chapitre de cetæ partie, on applique une méthode basée sur
I'introduction d'un nouvel_indicaæur de points singuliers pour déærminer les points
limites et les points de bifurcation sur une branche non linéaire gouvernée par les
équations de Navier-Stokes.
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3.1 Rappels théoriques

Dans les chapires (1) et (2), nous avons déterminé les courbes de solutions du système

d'équations suivant :

f(u, l.) = 6 (3.1)

Ce système de n équations à n inconnues ui peut admettre aucune ou une ou plusieurs

solutions dépendant d'un paramètre scalaire 1,. Pour décrire ces courbes de solutions, on

a adopté la repnésentation paramérique zuivante :

u = u(a)
l, = I(a)

où "a" est un paramène donné.

Comme chaque courbe donne lieu à une direction tangente (u', ?,,'), " ' " représente la

dérivée par rapport au paramètre'a'. On peut alors remplacer la recherche des courbes de

solution par la recherche des directions tangentielles. Pour cela on peut se placer en un

point de la solution niviale et dériver l'équation (3.1) par rapport au paramètre de contôle
'a'. Au point de solution considéré, on obtient alors :

#u'+#r'=o (3.2)

(3.3)

âf
où + désigne I'opérateur tangent I+. Le système (3.2) rcpré,sente un système

du

d'équations reliant les n + 1 inconnues u' et I' et permet de déterminer toutes les

directions tangentes éventuelles. Dans le système (3.2), il reste encore une

indétermination qui sera levée en introduisant une condition supplémentaire choisie

comme une condition de normalisation :

(ll', u') + ?r,' ?r,' = L

Si en un point (u(a), l,(a)) solution de (3.1), I'opérateur 
# 

*, inversible, alors le

théorème des fonctions imptcites assure I'unicité de cetæ solution. Ce point est appelé

donc point régulier.
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Par contre, si en ce point l'opérateur $ .r, non inversible, alors ce point est appelé
du

point singalier etpeutcorrespondre soit ùun point limite soit à un point de bifurcation.

3.1.1 Point limite e-t point de bifurcation.

Point limite

Un point limite est un point qui réalise un minimum local ou un maximum local du

paramètre de charge l, sur une courbe de solution. Ici, on illustre ce point par I'exemple

suivant:

f (u ,? r )=u2-1 ,=0

La solution (u(I), À) de (3.a) est une parabole définie seulement pour I > 0.

Si l, = 0, il exisæ une seule soluton u = 0, alors que si À > 0, il y a deux solutions u =

+"Â et u = -"Â. Le point (u = 0, î, = 0) est un point limite. Cette situation est

repésentée sur la figure (3.1).

Dans le cas ou À dépend expliciæment du paramèfe 'a', le point limiæ est caractérisé par :

(3.4)

dr =o
da
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Poînt de bifurcation

Par définition, un point singulier est dit point de bifurcation s'il est I'intersection d'au

moins deux courbes de solutions. Pour illustrer ce point, nous traçons les courbes issues

du système d'{uations suivant:

f (u ,  1 , )=u I -u3=0 (3.6)

Ce système admet deux branches de solution (u, I) = (0,I) et (u,1,) = (+ tÆ, 2r > 0).

La première branche de solution (0, ?u) est stable pour l, < 0 et instable pour 1,2 0. La

solution (t fl, À > 0) est stable pour tout À > 0. Le point d'intersection (0, 0) de ces

deux courbes de solutions est un point de bifrucation.

3.1.2 Carucftrtsafion des points lirnites et des points de bifurcation

En un point régulier l'offrateu, 
ff "* 

inversible, ceci veut dire que son rang (noté

_ - _( af )., _. ,_^*tt[*l est égale à n où n représente l'ordre de cet opérateur. Par contre, si cet

opéraæur est singulier alors son rang est inférieur à n. Pour simplifier I'analyse sur les

points limites et les points de bifurcation, nous supposons qu'en ces points I'opérateur
a f  . .F  æ

fr 
est singulier et est de rang n-1. Cela signifie qut 

; 
admet un vecteur propre X

associé à la valeur propre nulle ( Ç = 0).

Au point critique (tt, L), l'opérateur tangent 
* 

*, soumis à la condition suivante :

frgure 3.2 : Point de bifurcation simple
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*, .=(X=o (3.7)

(3.e)

(3 .11)

Tgnant compte de cette condition, la projection de (3.2) sur le mode X, nous pennet
d'éc+ire:

)f
À'+X=0 (3.8)

dlv

Pour un I'fixe, le sysême (3.2) est impossible si la formule (3.8) est différents de zéro
et indéterminé si cetæ formule est égale ùzÉro.Il en résulæ que si :

$ "*odlv

alors la solution CK, 0) est I'unique solution de (3.9). Il s'agit d'une direction particulière
verticale À' = 0 correspondante à un point limite. Par confre si

$x=o
dh

(3.10)

le système (3.10) admet une infinité de solutions au point singulier. On parle alors d'un
point de bifurcation.

D'autres relations équivalenûes à (3.9) et (3.10), se basant sur la déærrnination du rang de
, ,  .  (at af\ , , - .Iexpresslo" 

I a, 
, 

aL )oermre 
par:

(ar ar\ lul[*, #) t,] 
= *u. # p

où V est un vecteur et p un scalaire, pennettent aussi d'identifier la nature des points

singuliers. En effet,

st,*s(#,#) = n ==) Iæ point singulier est un point limiæ

(af æ\
Si rang[Uu, 

^) 
= n-l ==> Lepointsingulierestunpoint de bifurcation
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Théorème du point limite

Le couple (u., L) est un point limiæ si les conditions suivantes sont satisfaiæs :
1) f(u., L) = 0
^. af
2) 

a, 
a une seule valeurpropre nulle.

3) la condition (3.9) est satisfaite.

Thêorèrne du point de bifurcation simple

Le couple (u", L) est un point de bifurcation si les conditions suivantes sont satisfaiæs :
1) f(u., I") = 0

Àf
2) + a une seule valeurpropre nulle

du

3) la condition (3.10) est satisfaiæ

Exemple

Sur cet exemple, on essaye d'illustrer les propriétés mattrématiques des points limiæs et
des points de bifurcation discutés précédemment. Nous considérons alors un système de
deux équatons scalaires dépendant d'un paramète À:

[ tr,or, 
uz, À) = 1+ 1,(u? + u] -t;  = 0

1 (3'r2)
Lfr(or, uz, À) = 10u2 - îra2Qu! + ul +1) = Q

Ce système admetune solution riviale donnée par:

( ' \
(u1,u2) =[*rfl;,oJ

définie pour I

(ur, uz) = [* r+l], o t'r ; 
t' lil

[n^ )

(3.13)
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définie pourune valeur de À comprise ente 4et5.5. Ces branches de solutions sont
tracées dans I'espace (ur, uz,I), figure (3.4).

figure 3.4 : Représentation graphique de I'exemple (3.12) avec indication des points

limites et des points de bifurcation.

On remarque que sur la branche triviale, il existe un point limiæ en charge (0, 0, 1) et

deux point de bifurcations Ct]^/f , 0, 4)et que sur la branche de solutions secondaires,
I

il y a deux points limiæs (0, t 3(1t)-7, S.S) On note également que ces deux branches

de solution sont symétriques par rapport aux plans ul = 0 et u2 = 0. Pour connaître la
nature de ces points, on cherche si une des conditions (3.9) ou (3.10) est satisfaiæ.

5.5) on a:

X=

en ce point on trouve aussi que :

*)Aupoint (0, 3(11)-1,

ar = ft 
'*l

a" = 
L, _rl

ar | +rul
al, = 

[o,r,m.l tl

#x = *0
11

I

La condition (3.9) est satisfaite, ceci montre bien que le point (0, 3(11) 2, 5.5) est un

pointlimite.
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x=[lar :[o* tl ar =f +a" =1, 
,j ai =1,

*1Au pointllF/ 4, 0, 4) on obtient:

en ce point on trouve aussi que :

I

La condition (3.10) est satisfaiæ, ceci montre bien que le point (0, 3(11) 2, 5.5) est un

point limiæ. On note aussi que les opéraæurs tangents sont non inversibles aux points

singuliers.

3.1.4 Stabilité

Selon Lyapounov, une posidon d'équilibre us est stable si pour tout écart de positon

initiale et pour touæ vitesse initiale suffisamment petiæ le système reste au voisinage de la

position d'équilibre.
En pratique, la situation courante est la suivanæ : Lorsque le paramètre de bifurcation 1,

croit, on dispose d'une branche de solution stable si l, < 1," et instable si î, > )," et vis

versL I-e point de bifurcation est donné pour l, = )'".

En effet et d'après le criêre de la seconde variation de l'énergie, il suffit de suivre la

valeur propre minimale de l'opéraæ* +.du

Sur la figure (3.5), nous présentons des courbes décrivant le principe d'échange de

stabilité.

!L *= oaÀ
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Tô

I

Tô

I

Lô

I
I

figure 3.5 : Stabilité des branches de solutions.

STABLE

INSTABLE

3.2 Rappels sur les méthodes numériques pour la détérmination des points

singuliers et de la stabilité.

Nous supposons que I'on sait calculer numériquement une branche de solution

stationnaire. Il s'agit maintenant d'établir numériquement sa stabilité, de localiser

précisément les points singuliers et de déterminer leur natures (point limiæ ou point de

bifurcation). A cause du principe d'échange de la stabitité, la déærmination de la stabilité

sur une branche de solutions permet de localiser les points singuliers.
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3.2.1 Calculs des valeurs propres

La méthode des valeurs propres est une des æchniques les plus courantes pour la

localisation de Ia stabilité et la déæction des points singuliers. Cetæ æchnique se base sur

la recherche des valeurs propres ç(},) de la mauice jacobienne évaluée en toutes solutions

(u,I).Iæs n valeurs propres complexes de cetæ matrice, notées par:

( i (À )=  o j ( l . )+ iP j (À)  j= l . .n (3.1s)

varient en fonction du paramène de contrôle L.

Par définition,la perte de stabilité est atteinte une fois que la partie réelle q(I) d'une ou

de plusieurs valeurs propres changent de signe.

On rappelle que la matrice jacobienne et ces valeurs propres peuvent être calculées

numériquement ou analytiquemenl Cette dernière proposition produit des rrésultats exacts

mais souvent limités à des exemples simples et pour des systèmes à petit nombre de

degrés de liberté. Dans le cas où le calcul se fait numériquement, Il est possible de suiwe

l'évolution de la plus petite valeur propre en fonction d'un paramètre, mais on ne peut

| :amais être sûr qu'elle reste toujours la plus petite. Cette situation est difficile à surveiller

surtout si on a un nombre tès grand de valeurs propres.

3.2.2 Notion d'indicateur.

Dêfinition de l'indicateur de points singuliers

Un indicaæur de points singuliers est une fonction à valeurs scalaires, noté Â1(u, À),

définie le long d'une branche de solution tel que :

ÀI(u", L) = 0

si (u", L) est un point singulier.

(3.16)

Défi,nition de Ia pefie ile stabilité

On suppose gue (u", L) est un point singulier et que 1," . [Àr, 1,2] avec (ur, Àr) et

(uz, Àz) sont solutions du problème non linéaire (3.1). La perte de stabilité est alors

caractérisée par le criêre suivant:
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1) Généralement I'indicateur des points singuliers est choisi comme étant le maximum de

toutes tas parties réelles des valeurs propres de la matrice jacobienne :

ÀI(ur, 1,1) Â1(u2, ?rz) < 0

Choix de l'indicateur

Àr( = max €rj

ÀX = mrax A3

(3.r7)

(3.18)

(3.1e)

Selon le signe de cet indicateur, on peut déduire la stabilité ou I'instabilité du système

mécanique. L'autre avantage de cet indicateur réside dans le fait qu'il peut être un outil

efficace pour détecter les points de bifurcation stationnaires ainsi que les poinæ de

bifrrrcation de Hopf qu'on définira ultérierement

2) Puisque la détermination des points singuliers est associée à la singularité de la matice

jacobienne, alors le déærminant de cetûe matrice est nul en ces points. Plusieurs auteurs

prcposent coûrme indicaæur de point singulier le déærminant de cette matrice jacobienne,

soit:

l1= oet 
$

Cet indicaæur est disponible le long de touæ la branche car la déærmination des solutions

utilise la matrice jacobienne.

3) Si tamatrice jacobienne 
* 

*, symétrique alors elle est décomposable sous la forme

suivante:

af  =tp A p
âu

où A est une matrice diagonale et P est tiangulaire alors on peut pren&e aussi comme

indicaleur de stabilité le maximum des A; soit :

(3.20)
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Remarques complérnentaires dans le cas d'une méthode de prédiction-

corréction

Ici, on rappelle la démarche souvent utilisée pour détecter la stabilité et les points

singuliers tout en utilisant une méthode itérative. Pour faciliter I'analyse, on suppose que

le problème non linéaire (3.1) est résolu par une méthode de prédiction-corréction et que

les solutions de ce problème sont représentées par les points suivants :

(ur, Ir), (uz,7rz), .........,(uo, Io).

Le principe de cetæ méttrode (dite méttrode indirecæ) consisæ à introduire un indicateur de

point singulier évalué en chaque point (u1, Àil de la branche tA-UtS-2]. Le point critique

est atteint si cet indicateur s'annule et la perte de stabilité correspond à un changement de

signe de cet indicaæur. Ce principe est illustée sur la figure suivante, figrne (3.6).

Sur cetæ fi.gure, on présente la branche de solution obtenue point par point (figure 3.6a)

et en chaque point la valeur de I'indicateur est évaluée (figure 3.6b). La perte de stabilité

est alors caractérisé par la formule (3-17) qui dans ce cas est défrnie par :

ÂI(ui-r, l,i-r) ÂI(ui, LJ < 0 G-22)

Ainsi, on localise I'intervalle [Ài-r,Iil qui contient la charge critique I". Cette valeur

critique ainsi que le mode de bifurcation uc peuvent ête déærminés par des inærpolations

linéaires successives [S-3] soient :

À1(u1-1, l,i-1)
I "= I i - r * (Àt -x t - t )

uc=u i - r * ( o t - o , - t )

ÂI(ui-r, Ii-r) - Â1(ui, Ài)

Â1(u1-1, Ài-1)

ÂI(ui-r, Ii-r) - Â1(ui, Ài)

(3.23)
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he bifurquée

brqche rofoamentare

À,_ ,

figure 3.6 : Principe de la méthode indirecæ pour calculer les points singuliers.

Exenple

Nous reprenons I'exemple défini par tes équations (3.L2), en traçant la solution u1 orl

fonction de À pour des valeurs de l, comprises dans I'intervalle [0, 5.5], figure (3.7).

Ensuite on trace le déærminant de la matrice jacobienne qui est aussi fonction du

paramètre de contrôle À.

(b)
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On remarque, d'après la figure (3.7), que I'utilisation du déærminant est efficace pour

détecter les points singuliers. Aux points critiques (0, 0, fl et f1./5, 0, 4), le'2

déærminant s'annule. Notre avantage dans cet exemple est d'exploiter I'expression

analytique du système (3.L2). Nous concluons que pour les petiæ systèmes, cet

indicateur est efficace surtout si on peut le calculer analytiquemenr

d"t*l

-1()

-20

-30

,to

-50

frgure 3.7 : Application de la méthode indirecte pour I'exemple (3.12)

bifurcatibnde

20

1()

point de
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3.2.3 Recherche directe des points singuliers

La méthode directe consiste à résoudre un système d'équations contenant l'équation

d'fuuilibre (3.1) et une équation supplémentaire dont les solutions correspondent arD(

points singuliers tK-1ltW-21. Cetæ équation supplémentaire est souvent prise comme

étant I'indicateur de points singuliers. Iæ système d'équations résultant est défini par :

f(u,

Àr(u'
(3.24)

Ce sysême admet n+1 inconnues (u, À) et n+l équations. Les points singuliers sont alors

solutions de ce système. Parmi les auteurs qui ont travaillés sur cette méthode on trouve

Abott tA-l] qui a choisi comme Quation supplémentaire le déterminant de la matrice

jacobienne. Mais sa méthode est resteinte pour des systèmes à petits nombres de degrés

de liberté car le déærminant doit être calculé analytiquement ce qui est difficile à obænir

pour les systèmes à grands nombres de degrés de liberté.

Pour déterminer les points singuliers ainsi que les modes correspondants, plusieurs

aureurs [W-1], tW-21 et [S-3] ont proposé de résoudre un système contenant l'fouation

d'équilibre, une fuuation caractérisant directement les points singuliers et une troisième

équation permettra de calculer les modes associés à ces points. Le système global à

résoudre est alors :

F(u, X, l,) = Q (3.2s)

où A est une constante et q est une fonctionnelle dépendanæ du mode de bifurcation X.

Ce sysême possède alors 2n + 1 inconnues (u, X, 1,) et 2n + 1 équations. Les points

singuliers et les modes associés à ces points sont solutions du système global (3.25).

Cette méthode présenæ I'inconvénient de doubler le nombre d'inconnues ce qui demande

un temps de calcul très grand surtout si le système possède un grand nombre de degrés de

liberté.

Remarque :

On nore que le choix de la troisième équation du système (3.25) doit être soigneusement

fait pour éviær de ne trouver que des points limites.

i,]='F(t, ?r) = 

[

( r(u, 1.) '\=l *l ,. I
[q(xl - ^)
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C h a p i t r e 4 : M . A . N p o u r
écoulements des fluldes

ta dêtection des points de bîfurcatlon stationnalres pour les
visqueux lncompresslbles.

4.1 Méthode proposée

On a vu dans le chapitre précèdent que la détermination numérique des instabilités

numériques s'effectue souvent grâce à des indicateurs classiques de points singr[ers æls

que le déærminant de la matice de rigidité tangentÊ ou le plus petit pivot de cettemême

matrice. Ces indicaæurs sont difficilement adaptables aux méthodes asymptotiques. Ici,

on introduit un indicateur de points singuliers bien adapté aux méthodes asymptotiques.

Les point singuliers sont atteints lorsque I'indicaæur passe pat zéto. Une première

présentation de cet indicaæur se touve dans la thèse de Boutyour (1994) [B-3] dédiée aux

structures élastiques. Son adaptation pour les équations de Navier-Stokes est présentée

dans ce chapite.

Principe

Pour déæcær les points de bifurcation sur une branche de solution (u, À), on intoduit une

petite perturbation Àu du vecteur u soit :

v=u(À)+^u (4.1)

En introduisant (4.1) dans l'équation d'équilibre (3.1), on obtient le problème aux valeurs

propres suivant :

-0 (4.2)

où Âuo est le mode propre associé à la valeur propre nulle. Nous pensons alors résoudre

ce problème grâce à des indicateurs de points singuliers. Or les indicateurs classiques de

points singuliers discutés dans les paragraphes précédents ne se prêænt pas très bien à une

repésentation sous formes de série.s entières et aur( systèmes à grand nombre de degrés

de liberté et en conséquence on va définir un indicateur de bifurcation bien adapté. En

effet, on se donne un vecteur h et I'on définit le problème déquilibre perhrrbé suivant :

^r(À) h (4.3)

où |e scalaire ̂X(I) qst I'intensité de la perturbation et Àu représenæ la réponse à la

perturbation. Dans la mesure où Â1 n'est pas fixe, l'équation (4.3) représente un système

$ oo"
du

So" =
du
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la détection des polnts de bifurcatlon stttlonnaires pour les
vlsqueux incompresslbles.

de n+L inconnues (Âu, Âfl pour n équations. Par conséquent, On se donne une condition

supplémentaire pour que le problème (4.3) admetæ une solution unique à chaque point

régulier de la branche de solution foldamentale. En effet, on impose que le vecteur
Àu-Àus soit dans I'orthogonal à Àus :-

<Âu-Âuo, Âug> = 0 (4.4)

où Âuo est la réponse à la perturbation h au voisinage du point de départ.

La fonction scalaire ̂X(I) représente alors notre indicateur de point singulier. En effet"

chaque zêro de ̂ X(f) correspond à un point singulier et le mode de point singulier est

obænu à I'aide du vecteur Âu correspondanl

Exemple

Ici, on va appliquer notre méthode sur I'exemple (3.I2) pour calculer la valeur critique de
À qui donne le point limiæ et le point de bifurcation. Ce système admet une position

d'équilibre donné par la formule (3.14) pour toutes les valeurs de l, supérieures ou égales

à 1. En appliquant la méthode proposée, les points singuliers sont solutions du problème

aux valeurs propres (4.2), qui dans ce cas s'écrit:

,ÀF 0

L2-3?v

(4.s)

On voit nettement qu'on a deux points critiques pour î, = 1 et ?v = 4. Nous essayons ici

de retrouver le même résultat à partir de la fonction Â29(1,). On introduit alors une

perturbation en force ̂ X(I) h, où h est un vecteur force choisi. Ensuiæ on cherche les

valeurs de À qui annulent I'indicateur. Le système perturbé équivalent à la formule (4.3),

peut se formuler de la façon suivante :

,ÀJE

::l ll

L;]
0

12 -3?\
= ^X(f)

[|
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Chapitre 4 : M.A.N pour Iz dêtection iles polnts ile bifurcatlon stationnaires pour les
écoulements des fluides visqueux incompressibles.

Ce sysême comporte deux équations pour tois inconnues Àur, Âu2, Â1(1,). On impose

alors une condition supplémentaire pour que le problème (4.6) admette une solution

unique. Pour cel4 on a choisi la condition supplémentafue suivante :

<Âu-Âuq, Âuq> = 0

[o"Î]
oùÂus = 

|  |  et

Lo'81

où Âus est défini ici pour 7u = 2 et À1 -

l'équation :

lr4, ol [o"ll ['l
t il l=ll
I o uj Lo'31 L'l

o",1
I

oorJ

1, c'est

Âu= 

|

(4.7)

a dire que le vecteur Âus vérifié

(4.8)

Ceci permet d'écrire le vecteurÂus - 
'li" 

*]
La projection de l'équation sur le vecteur Âus, nous permet d'écrire la fonction ̂X(À)

comme suit:

^r(I) = -1L (4.e)

^X(À) est une fraction rationnelle en l, qui s'annule pour I = 1 et ), = 4, figure (4.1). Ces

deux points représentent respectivement le point limiæ et le point de bifurcation.

7T



Chapitre 4 : M-A,.N pour Ia dêtection iles points de btfurcatlon stationnaires pour les
écoulements des fluîdes vlsqueur lncompressibles.

- r  
1  1 . s  2  2 . s  g  9 . 5  4  4 . 5  

"  

t

figure 4.1 : Application de la méthode proposée pour I'exemple (3.I2).

1 . 5  2  2 . s  3  3 . 5  4  4 . 5
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écoulements des fluldes vlsqueux lncompressibles,

4.2
du

Adaptation de la méthode proposée pour la détection des singularités
problème stationnaire des équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont décrites enJorme d'opérateurs par la formule (2.9)

dont les variables sont la viæsse U, la pression p et le paramètre de contrôle 1,. Pour

caractériser les points singuliers, note méthode se bæe sur la perturbation de ce problème

non linéaire. Pour cela, on considère les perturbations Âv et Àp respectivement de la

vitesse du fluide et de la pression :

v=U(a)+Âv q=p(a)+Âp (4.10)

Le niplet (U(a), p(a),I(a) est déjà calculé dans les chapitres précédents.

En injectant les équations (4.10) dans (2.9) et en négtgeant les tennes non linéaires, on

obtient un problème de valeurs propres, fuuivalent au problème (4.3), qui dans notre

formalisme s'écrit:

L(Àv) + Q(U(a), Âv) + Q(Âv, U(a)) + Dt(Àp1= g

D(Âv) = 0

Âv=0

L",(Âv) + Dt(^p) = ̂ ?( h

D(Àv) = I

Âv=0

L'analyse linéaire du problème (4.11) consisæ à trouver la valeur critique de 'a' (on en

déduira la valeur critique du nombre de Reynolds car il dépend de 'a') pour laquelle la

solution fondamentale (U(a), p(a), l,(a)) perd son unicité. Dans Ie cas stationnaire, cette

peræ d'unicité est caractérisée par un changement de signe d'une valeur propre réelle de

I'offraæur tangent du problème alD( valeurs propres associé à (4.11).

En effet, la recherche des points singuliers est liée à la recherche d'une valeur propre

réelle nulle. Comme dans le paragraphe (4.1), on introduit dans le système (4.11) une

"force de pernrrbation" h(x) donnée, dont I'intensité est mesurée par un scalaire inconnu

Lç.I-etriplet (Àv, Àp, Â1) est maintenant solution de l'équation perftrbée suivante :

dans O

dansQ

sur âQ

(4 .11)

dans O

dansQ

sur âÇ)
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Chapitre 4 : M.1,.N pour Io détectton iles points de bifurcation stationnaires pout les
êcoulements des fluldes vlsqueur incompressibles.

avec L| est I'opérateur tangent pris en un point de la branche fondamentale,

Li(.) = L(.) + Q(U(a), .) + Q(., U(a)). Cet opérateur dépend d'une manière non

linéaire du paramètre 'a'. A ce niveau, il reste encore une indétermination dans le

probfme (4.I2), on impose alors la condition supplémentaire suivante :

(Âu-Âve,Âvo) = Q (4.r3)

où Âvs est la éponse à la perturbation h à I'origine.

On s'intéresse alors à l'évolution de la solution (Àv, Âp, Â26 ) lorsqu'on parcourt la

branche fondamentale. La fonction scalaire ̂X(a) est donc I'indicaæur de bifurcation

annoncé. La æchnique consiste à déærminer cet indicaæur et à chercher les valeurs du

paramètre'a' qui I'annulenl

On noæ que I'annulation de cet indicateur caractérise un point singulier, mais pour savoir

si ce point singulier est un point limiæ ou un point de bifurcation, la vérification des

conditions (3.9) et (3,10) est nécessaire.

4.2.1 Méthode directe pour calculer l'indicateur de points singuliers

La discrrétisation des problèmes (4.L2) et (4.13) s'écrit:

{rînvurt=
[1av1a;1t1lvol

^x(a)thl

= 1Àvolt[ÀvsJ

(4.r4)

(4.1s)

où tKil est la matrice discrétisée de I'offraæur L!. Pour calculer directement cet

indicateur, il suffit d'évaluer la matrice de rigidité tangente [Ki] en chaque point de la

branche fondamentale, La résolution de ce problème permet d'obænir I'indicateur sous la

forme suivante :

À?c(a) = - t^npl'tlYol
-^'\-' 

[t*îrt 1n]]ttlvol

En utilisant cette formule, la fonction ̂ t (a) peut être tracée pour tout paramètre 'a'. Le

calcul direct de I'indicateur est très coûteux en temps car il faut assembler la matrice [Kf ]

et résoudre un sysême linéaire pour chaque valeur de 'a', il représente néanmoins un

moyen efficace pour valider nos résultats.

74



Chap i t re4 :M.A.Npour
écoulements des fluliles

h ilêtectlon iles polnts d.e bifurcatlon stationnaires pour les
vîsqueux incompressibles,

4.2.2 Détermination de I'indicateur par une mêthode asymptotique
numértque

Dans le chapitre précédent, nous avons calculé la branche de solutions fondamentale
(U(a), p(a), À(a)) sous forme de séries entières par rapport au paramètre 'a' au voisinage

d'une solution connue (Uo, po, Àô). En restant dans la même logique, nous développons

les pernrbations Âv, Âp et^?( en séries entières en fonction du même pammètre 'a' :

Àv = Àvo +a Âv, +az\"r+a3Âv, +aaÀvn+.....

Àp = Àpo + a Âp1 + a2 Lp2+ a3Àp, + aaÀpn+..-.

Lx = r + a Ml + a2 Lx,z + a3 Lx3 + a4 LLu+.....

où Àve et Àps représentent Ia éponse à la pernrrbation h au point (Uo, po, Ào).

En injectant les développements (2.12) et (4.16) dans le s formules (4.I2) et (4.13), et en

identifiant suivant les puissances de 'a', on obtient la série de problèmes linéaires

suivants:

ordre 0:
Trouver (Âvq, Àpe, 1) vérifiant:

[r! tlvol+Dt(^po) = h
I
lD(lvo) 

= 0
I
lÂuo = 0

ordre p :

(4.r7)

Trouver (Àvn, Àpn Â6) vérifiant:

r! 1Âvn)+Dt(^pp) = ÂInh - Q(Ur,Àvn-r) - Q(Àvp-r, Ur)

dans O

dans O

sur âO

(4.16)

dans O

dans O
(4.18)

sur âQ

p

r=1

D(Avn) = 0

Àun= 0

(lvn, a"s) - o
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où Ll est I'opérateur tangent au point régutier (Uo, po,lo) donné par la formule (2.12).

On note que ces problèmes sont semblables aux problèmes (2.14). La principale

différence réside dans le fait que le second membre dépend cette fois-ci des termes des

séries de solutions fondamentales et des termes de perturbæion calculés précédemment

Résolution

Pour la déscrétisation des problèmes (4.18) à chaque ordre, nous adoptons nne démarche

d'éléments finis analogue à celle du paragraphe (2.2.3). Une première étape consiste à

construirc une base à divergence nulle à partir des vectenrs [Âv1] :

[Àv1] = [Ra ][Âv'il i  = 1, . . . . . . ,p (4.1e)

Ensuite et en appliquant les mêmes démarches qqe précédemment, la résolution du

problème (4.18) à I'ordre p se fait comme suit :

1Âunld = [Kt]-l t^Ff I

[^vo]tlRdlt 1Ru11Àvn)d (4.20)
1Àvo1t1no1t 1no1lvo1d

llunt = 2Cn lÂvol + [ÀvnJd

Il suffrt de décomposer une seule fois la manice de rigidité tangente [f,], ce qui a été déjà

fait pour calculer la branche fondamentale. La tâche la plus importante dans cette

résolution reste alors la constnrction du second membre à chaque ordre qui dépend des

termes de la série (2.12) et des tennes Àvl calculés précédemmenl En résumé, la méthode

asymptotique numérique, présentée ici, nous permet de déærminer une représentation

analytique de I'indicateur, ce qui pennettra d'avoir exactement le zÉro de I'indicaæur sans

avoir besoin d'une inærpolation comme cela est le cas dans les méthodes itératives- Ces

reprâsentations polynomiales ont bien sîu un rayon de convergence fini. Seuls les zéros

de I'indicaæur situés à I'intérieur du rayon de convergence sont retenus.
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4.2.3 Application nunérique

Problème de l'écoalernent entre deax cylindres

La courbe de la figure (2.I3) (æst de l'écoulement entre deux cylindres) laisse apparaître

un point limite et immédiatement suivi d'un point de bifurcation. Pour confirmer

I'existence de ces points critiques, nous appliquons la démarche présentée ci-dessus.

Nous avons calculé les séries (4.16) en chaque pas de la branche fondamentale et nous

avons représenté I'indicaæur Â1(a) en fonction du paramète 'a'. La fonction ÂI(a)

obænue pour le premier pas de la branche fondamentale à panir d'une vitesse nulle est

représentée sur la figure (4.2).

figure 4.2 : Représentation polynomiale de I'indicateur de bifurcation ̂ t(a) en fonction

du paramètre 'a'. L'indicateur ne s'annule piui car on est loin de la bifurcation. I-e point de

départ est Re = 0.

On voit nettemenE figure (4.2), que I'indicateur ne s'annule pas à I'intérieur du rayon de

convergence qui semble êne autour de a = 7 (Quivalent à un Reynolds de I'ordre 19). n

n'y a donc ni bifurcation stationnaire, ni point limiæ (ce qui est évident) au cotrrs de ce

premier pas. On note que le rayon de convergence de I'indicaæur représenté en série

semble souvent très voisin de celui de la série initiale. Et comme on cherche les points

singuliers à I'intérieur du rayon de convergence, on l€colnmence la même procédure à

partir d'ur point défini au voisinage de la singularité. I-e point de départ est pris cette fois-

ci pour un Re =35.04, figure (a3a).

L.O4

77



C h n p i t r e 4 : M . A . N p o u r
êcoulements des fluldes

Ia détectlon iles points de bîfurcation stationnaires pour les
visqueux incompressibles.

On voit aussi, figure (4.3b), que la représentation polynomiale de I'indicateur Â29(a)

s'annule pour un & = 1.19 à I'intérieur de son rayon de convergence. Deplus la vitesse

Âv(a") vérifie en ce point la condition (3.9). Ceci confirme que ce point est un point

limiæ.

On note également qu'avec des troncatures à des petiæ ordres (ordres 5 et7) le rayon de

convergence des séries dépasse largement le point singulier et que plus I'ordre de

Eoncature des séries augment€ (ordres 13, 15 et 16) plus la représentation polynomiale

diverge rapidement (le mot diverge ici indique la divergence après le rayon de

convergence). Ceci semble indiquer que si on prend des ordres de troncatures très grands,

la représentation polynomiale diverge juste au point singulier. On en déduit que I'on peut

déærminer facilement les points singuliers qu'avec un petit nombre de termes des séries

(4.16).

D'après la frgure (4.4a), on voit nettement la présence d'un point de bifurcation juste

après le point limite. Pour trouver ce point de bifurcation, on a calculé la représentation

polynomiale de I'indicaæur Â1(a) à partir d'un point juste après le point limiæ. Le rayon

de convergence de cette représentation ne traverse pas I'axe des zéros car il est pénalisé

par la présence de la singularité (approximité d'un point de bifurcation). En un point très

proche de la forte accumulation de pas et pour un Re = 34.8, on a recalculé cet indicaæur

en tronquant les séries (4.16) aux ordres 5 et 7, figure (4.4b). Sur cette figure,

I'indicateur s'annule à I'intérieur du rayon de convergence pour une valeur a" = 0.@165

correspondant au point de bifurcation stationnaire.
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frgure 4.3 : (a) Représentation polynomiale de la branche fondamentale pour I'exemple

de l'écoulement entrc deux cylindres. I-e point de départ pour recalculer I'indicateur est

pris à un Re = 35.04. ft) Représentation polynomiale de I'indicaæur de bifurcation À1(a)

en fonction du paramètre 'a'. L'indicateur s'annule pour une valeur de a" = 1.19.
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frgure 4.42 (a) Représentation potynomiale de la branche fondamentale . Iæ point de

départ pour recalculer est pris à un Re = 34.8. (b) Représentation polynomiale de

I'indicateur ̂I(a) en fonction du paramètre 'a'. L'indicateur s'annule pour une valeur

a" = 0.00165 indiquantle point de bifurcation.
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Valiilation

Pour le cas des deux cylindres, la représentation en séries polynomiales a montré

I'existence d'un point limiæ et d'un point de bifurcation. L'indicaæur de bifurcation s'est

annulé une première fois au point limiæ et une deuxième fois au point de bifurcation. Pour

confirmer ce résultat, nous avons tracé I'indicateur de points singulien avec la méthode

dirccte sn utilisant la formule (4.15). Iæ résultat est décrit sur la figurc (a.$.

figure 4.5 : Repésentation polynomiale et directe de I'indicaæur ̂X(a) en fonction du

paramètre 'a'. L'indicateur s'annule pour ac = 1'19 et ce aussi bien par la méthode

asymptotique que par la méthode direcæ. Le point de départ est le même que celui de la

figure (4.3b). L'indicateur calculé par la méthode directe s'annule une deuxième fois au

point a" =2.36 indiquant le point de bifurcation.

Le calcul de I'indicateur par la représentation (4.15) a donné exactement les mêmes

valeurs critiques de 'a'qui annulent I'indicateur de points singuliers (point limiæ et point

de bifurcation) que celles données parles repésentations pollmomiales.
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î . 5
>{

Problème de l'écoulement autour du cylindre

Nous avons calculé egalement I'indicaæur de points singuliers par la méthode direcæ et

par la méthode asymptotique numérique pour l'exemple de l'écoulement autour du

cylindre. Iæs résultats sont pésentés sur la figure (4.16).

Sur cetæ figure, on remarque que le rayon de convergence des séries polynomiales ne

traverse par I'axe des zéros, car il est limité par la présence d'un pôle au voisinage du

point critique. Par contre, on constate que la représentation direcæ de I'indicateur donne

ce point singulier même au voisinage de ce pôle.

I-es représentations polynomiales sont insuffisanæs pour déæcær les points limiæs et les

points de bifurcation. Une repésentation en fraction rationnelle peut ête alors un moyen

plus fiable pour sunnonter ce genre de problèmes.

-3.3

-sb

figure 4.6 : Représentation polynomiale et directe de I'indicaæur À26(a) en fonction du

paramètre 'a'. Le rayon de convergence est limité par la présence du pôle et par suite

I'indicaæur ne s'annule pas à I'intérieur de ce rayon. Par contre I'indicateur donné par la

formule (4.15) s'annule pour ac - 3.2 correspondant au point critique. Iæ point de départ

est donné pour un Re = 35.78.
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Discussion

I-es tests numériques en fluide ont confirmé que l'association d'un indicateur de point

singulier et d'une méthode asymptotique numérique est Eès efFrcace pour la déærmination

des points limites et des points de bifurcation stationnaires simples. Cet algorithme, qui se

base sur I'introduction d'un problème perturbé, pennet de déærminer une représentation

analytique de I'indicaæur. Cette repésentation donne exactement le point singulier sans

avoir recours à des inærpolations comme c'est le cas potu les algorithmes itératifs.

On a aussi constaté que le rayon de convergence des séries est souvent assez voisin de la

valeur critique cherchée. Ceci est dû au fait que I'indicabur présente souvent un pôle

proche de la valeur critique tB-3]. Heureusement, I'approximation obtenue en tronquant

les séries à des ordres plus bas ( 5 et 7) est souvent très bonne bien au delà de la valeur

critique, pourvu que les points de départ soient a,ssez proches des points singuliers. C'est

pourquoi une bonne stratégie consiste souvent à choisir de æls points de départ et à se

limiter à quelques termes de ta série.

Dans I'exemple de l'écoulement entre deux cylindres, nous avions observé que notre

méthode de continuation fait apparaître une accumulation de pas sans zone d'arrêt pour un

Reynolds voisin de35.2. De plus on observe une séparation des branches au voisinage de

cetts zone. Grâce au calcul de I'indicaæur, on a bien monEé que cette difficulté est due à la

présence d'un point limite et d'un point de bifurcation dans cette zone.

Des phénomènes d'accumulations semblables, mais avec une zone d'arrêt numérique ont

été touvés dans le cas de l'écoulement autonr d'un cylindre . On peut se demander si ces

zones d'arrêt correspondent aussi à des bifurcations, mais qui seraient plus difficiles à

appréhender numériquemenl A cet effet, nous avons calculé I'indicaæur de points

singuliers le long des branches présenées aux figures (2.11) à partir d'un point voisin de

la forte accumulation de pas. Cet indicaæur s'annule plusieurs fois au voisinage de cetæ

zone d'arrêt numérique, figure (4.7).
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6 .8  a  8 . :0 r .7 3.4 5 .1

figure 4.7 : Représentation direcæ de I'indicaæur À1(a) en fonction du paramètre 'a'.

L'indicateur de bifurcation s'annule plusieurs fois et pour des valeurs de 'a' très proches.

Iæ point de départ est le même que celui de la flrgure (4.6).Labranche fondamentale est

obtenue par une méthode asympûotique numérique.

Ceci semble indiquer que le problème d'arrêt numérique est dt à I'exisænce de plusieurs

points de bifurcation rapprochés et que notre ûechnique de continuation ne permet pils

encore d'avancer à travers le grand nombre de branches de solutions dues à ces

bifurcations multiples ou quasi-multiples.

4.3 Amélioration des séries par des approximants de Padé

Dans ce paragraphe, on a inEoduit Ia æchnique des approximants de Padé de deux

manière. La première consiste à Eansformer la repésentation polynomiale de I'indicateur

en nne représentation fractionnetle et la seconde est la méthode des approximana de Padé

par projection.

Apprortmants de PaiIé sar la sêrte entière de l'indicateur

Iæs méthodes asymptotiques numériques nous permettent de calculer les tetmes des séries

(4.16)jusqu'à un ordre L+M+l. Cetæ série est approchée par une fraction rationnelle

84



Chapitre 4 : M-A..N pour la détectlon des polnts de bifurcatlon stationnalres pour los
écoulements des fluides visqueux incompressibles.

dont le dénominaæur est un polynôme de degré L et le numérateur est un polynôme de

degré M :

Âr(a) = 1 + a Lxt + a2 Lxz+ -....-......--.+ aL*M Àrl*rra 
@.zr)

= P[L/M]

Pour le choix de L et de M, il est préférable que P[UM] soit équivalent à 'a' pour les

grands valeurs de'a'.

Approximants de Pailô par projection

Comme dans le paragraphe (2.4.L), nous commençons par construire une base

orthogonale Âvf en appliquantla méthode d'orthogonalisation de Crram-schmidr

Âuo = a$ lnf
Àur = clb ̂ vut + ol lvf

:
P - l

Âuo = )cf, Âvf^ k=o

où les vecteurs Âvf satisfont l'équation d'orthogonalité suivante :

(ou*, ^rl) = ôpt

etles coefficients a! sont donnés par:

(4.22)

(4.23)

(4.24)4=ffi
of =t  et  o9=O

pour l<kcp

Dan.s cette nouvelle base orttrogonale, le vecteur Âv(a) est constmit comme suit :
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Âv(a) = Ë u* fs(a) Àvf
k=0

où les fonctions fr(a) s'écrivent :

(4.2s)

fr(t) = ut-t of (4.26)

Après cette étape, on remplace chaque polynôme en un approximant de Padé

Pk tl.k / Md. De cette façon, on obtient le vecteur perturbation sous la forme suivante :

Âv(a) = !, u* en[rk / Mk](a) ̂ v*
k=0

(4.27)

Enfin, I'indicaæur LX(a) est obænue par projection de l'équation (4.I2) sur le vecteur

Âvf:

"j 
),

Finalement , le calcul de I'indicateur par cette méthode de projection ne demande qu'un

bon choix des approximants P1[L1, M[.

Apptication pour l'écoulement enffe les deux cylindres

Sur la figure (4.8), on présente d'une part les nouvelles représentations de I'indicaæur

^f(a) obtenues en insérant des approximants de Padé et d'autre Part, la valeur exacte

^X(a) donnée par la formule (4.15) pour le cas des deux cylindras-

P

i=k

^r(a)=ffi[à*P*[LolMr]{('co'*,avf)+à",(otn,,Âvf),o"#)

aj(o'14p,), o"*)]

(4.28)

+ i u: (otauf ,
j=o

o"f)) .,â
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ftgure 4.8 : Représentation de la fonction Â1(a) par la formule (4.15) et par des

approximants de Padé pour le cas des deux cylindres. Padé (1) : Approximants de Padé

avec utilisation de la formule (4.21): L' approximant de Padé utilisé P[8/7]. Padê (2) :

Approximants de Padé avec utilisation de la formule (4.28): Les approximants de Padé

utili.sés sont : Pr [8/8], P zï8l7l,P {8/61,P+[8/5] -

Dans un premier temps les trois courbes coincident parfaitement et s'annulent

simultanément au même point correspondant au premier point singulier. Ce point est

donné pour un 'a' de I'ordre de 1.19. Un léger écart exisæ entre ces courbes au voisinage

du deuxième point singulier. Le choix des approximants de Padé a été' fal;t avec une

stratégie qui consiste à prendre tous les quantités akPdh/Ivld de I'ordre de'a'lorsque'a'

tend vers I'infini. Nous considérons que le résultat trouvé est satisfaisant€ car on a pris

seulement quatre approximants de Padé' on pense que si on augmente le nombre

d'approximants de Padé ainsi que les ordres, on peut ésoudre facilement l'écart entre la

solution exacte et les représentations fractionnelles-
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4.4 Conclusion

Nous avons testé un indicaæur de points singuliers bien adapté aux techniques de

développement en série. tr permet de localiser précisément les points singuliers sur une

branche non linéaire et de calculer les modes conespondants. Pour le calculer, nous avons

proposé trois méthodes-La première est la méthode asympotique numérique qui conduit

à une représentation polynomiale. La seconde consiste à réarranger la représentation

polynomiale au moyen d'approximants de Padé. Enfin, on calcule cet indicateur

directement en chaque point solution, mai.s pour un coût numérique beaucoup plus grand.

Cet indicaæur est plus fiable et plus facile à utiliser que les indicateurs classiques parce

que I'on peut exploiær pleinement la représentation en série de la branche fondamentale.

Dans le cas de points limilss, le rayon de convergence des séries est souvent très au delà

du point singulier, ce qui permet facilement leur déæction. Dans le cas de points de

bifurcation le rayon de convergence dépasse rarement le point singulier. C'est pourquoi

nous conseillons de choisir des points de départ proches des points de bifurcation en se

limitant à des ordres de développement assez petits.

Nous confirmons que les accumulations de pas dans les méthodes de continuation sont

bien liées à la présence d'un ou de plusieurs points de bifurcation.

Au voisinage d'un seul point de bifurcation, après I'accumulation de pa.s,la branche peut

continuer sur la fondamentale, ou sur une des branches bifuriquées .

I"e catcul de I'indicaæur par la formule (4.15) montre une forte accumulation de pas et un

arrêt numérique de la méthode de continuation au voisinage de plusieurs bifurcations

rapprochées.

Afin déændre le champ d'application de ces méthodes, nous développons dans la suite,

des algorithmes pourla déæction des points de bifurcation de Hopf.
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TrotsJème partle : Détectlon ile la bifurcation de Hopf

Orientation

Dans cette partie, nous allons nous consacrer à la déærmination numérique des points de

bifurcation de Hopf par une méthode d'fui'ilibre perturM, en introduisant un indicateur

de bifurcation bien adapté aux méthodes asymptotiques. Cet indicateur va êre calculé

sous forme de série entière par rapport à deux paramères Qe paramètre de contrôle 'a' et

une puJsation o)

Le premier chapitre de ceue partie consiste à fafue un rappel bibliographique sur les points

de bifurcation de Hopf et sur quelques méthodes numériques utilisées pour les

déærminer.

Dans le deuxième chapitre de cette partie, on applique une méthode basée sur

I'introduction d'un nouvel indicateur pour déærminer les points de bifurcation de Hopf

sur une branche non linéaire. Pour son application, nous avons pensé au problème de

l'écoulement autour du cylindre car on a montré, expérimentalement, I'existence d'un

point de bifurcation de Hopf au voisinage d'un Reynolds de I'ordre de 46. Et comme, on

doit chercher notre indicaæur de bifurcation sur toute la branche, le problème d'arrêt

numérique que nous avions renconté dans le chapitre 2 ne nous pennet pas d'arriver

jusqu'à cette valeur. Pour cela, nous allons consacrer la dernière partie de ce chapitre à

I'adaptation de notre algorithme de bifurcation de Hopf aux structures soumises à des

forces suiveuses.
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5.1 Rappel théorique snr la bifurcation de llopf

Note analyse a été consacé jusqu'à mainænant à l'étude des branches de solutions et des

points de bifurcation stationnaires en se basant sur la résolution des équations (3.1) soit : -

S=f(o,À)=o
dr

Les solutions u(À) cherchées étaient indépendanæs du temps. Mais cetæ situation n'est

qu'un cas particulier du fait que l'équilibre peut se transformer en un mouvement

oscillatoire dépendant du æmps. Ceci se traduit mathémæiquement par :

$=r{o,À)*o

[n ,= u2+u1(L-(o? +oZ))

{

lr, = -ur * uz(?. - tu? + u?))

(s.1)

Si en plus la solution stationnaire bifurque non pas vers une autre solution stationnaire

mais vers une solution périodique, alors on a une bifurcation de Hopf-

Exemple

Pour illustrer la bifurcation de Hopf, on considère I'exemple suivant [S-1] :

(s.2)

Le point stationnaire (ur, uz) = (0, 0) est le seul point stationnaire de ce système. En ce

point la matrice jacobienne qui s'écrit sous laforme suivant€ :

I  l ,  1 l
afl  I
-=  I  Idu 

l-r tl
(s.3)

a deux valeurs propres soit (1,2= l, t i. D'après le principe de la stabilité linéaire' la

solution (0,0) est stable si l, < 0 et instable si l, > 0-
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Si on suppose que î, > 0 puis on multiplie chaque équation du système (5.2) par u1, et

par uz respectivement et puis on fait la somme des deux équæions, on obtient un système

équivalent à (5.2) dépendant d'une seule variable :

gr = 2u(r u)
dt

avec u = uf + 
"l 

= 12

Les solutions de ce système sont :

u=0e tu=À

(s.4)

(s.s)

= 4)u est négative car l, > 0. Ceci implique que la solutionPouru=I, lamatr ice

u=Àeststable.

af
-
du

Pour tracer cette solution, on considère que :

{"t 
= r cos(cot)

Lo, = r sin(olt)
(s.6)

En injectant les formules (5.6) dans le système (5.2), on montre que :

(D= 1

La solution u = ?r, est alors périodique de fiiode2n.

frgure 5.1 : Illustration de la bifurcation de Hopf pour I'exemple (5-2)-
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D'après cette figure, on remarque qu'à 1, = 0, il y a changement de stabilité d'une

solution stable à un cycle limite. Le cycle limite qui encercle la solution instable a une

amplitude proportionnetb à fr. Le point (u1, u2, À) = (0, 0, 0) est alors un point de

bifurcation de Hopf. A ce point de bifurcation correspond une paire de valeurs propres

purementimaginafues de la matrice jacobienne.

5.2 Caractérisation du point de bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf se repère par le développement des orbiæs périodiques à partir

d'un point stable fîxe. Historiquement, les résultats de base de cetæ théorie ont pour

origine le travail de Poincaré en 1892, M-U. Puis elle a étÉ fortsment discuté par

Andronov et al. en 1930 tM-11. Le travail de Hopf en 1942 a permis d'étendre cette

théorie de la dimension 2 (Lyapounov) à une dimension plus graude en montrant le

théoème suivant:

Théorème de Hopf

On considère un système d'équation différentielle de dimension n gouvemé par:

f (u ,  À )

Où u e Rn et I est un paramète de bifurcation.

1) On suppose que ce système possède une solution stationnaire u(À) ælle que :

f (u(1.) ,À)=0 (5.7)

du =
dt

2) lamatice jacobienne L|

Ç:(I) = ai(À) + ipj(X,) où j=1 , . - . ,n

On les classe de sorte Que a1(À) > az(?u)

3) On suppose qu'il exisæ une valeur critique 1"., ælle que :

a)(r( f " )= ç2(L)- ior"

= g au point starionnaire admet n valeurs proprcs notées :
âu

(s.8)

94

(5.e)



Chapitre 5 z Rappel bîb$graphlque sar Ia blfurcatton ile Hopf

b) ai(À") < o

c) dsr(r") + o' dÀ

j  = 3,- . . . . - . ,n (s.10)

(s.11)

Alors le point À = À" est un point de bifurcation de Hopf, c'est à dire il y a naissance des

cycles limiæs au point (u", L). La période initiale de I'oscillation d'amplitude nulle est

T" -4
o)c

Comrnentaire

Pour mieux comprendre le théorème de Hopf, nous visualisons la trajectoire des valeurs

propres de la matrice jacobienne dans le plan complexe, figure (5.2). Nous considérons

que toutes les valeurs proprcs de la marice jacobienne sont calculées au voisinage de L.

frgure 5.2 : Trajectoires des valeurs propres.

Au voisinage d'une bifurcation de Hopf, Çr(rJ = E2(I") = i t)c, il y a localement une

seule solution ffriodique pour chaque valeur de 1,.

B(T)
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5.3 Rappels sur les méthodes numériques utilisées pour déterminer les

points de bifurcation de llopf

Le nombre de travaux réalisé pour localiser les points _de bifurcation de Hopf

numériquement est relativementfaible par rapport à ceux réalisés__pour localiserles points

de bifurcation stationnaires. On a vu que le point (u",I") est un point singulier si la

matrice jacobienne est singulière en ce point En particulier, ce point satisfait la condition

suivante:

En revanche le point (u", L) est un point de bifurcation de Hopf si la condition suivante

est satisfaiæ en ce point :

oetfffl=o

det(#- ior"f ;=9

(s.12)

(s.13)

où I représenæ la matrice unité d'ordre n.

En général, le paramètre oc est inconnu et le déærminant de (5.13) n'est pas facile à

obænir. Ceci rend plus diff,rcile la détection des points de bifurcation de Hopf. Ici, on fait

un rappel sur quelques techniques numériques souvent utilisées pour déæcær les poins

de bifurcation de Hopf.

5.3.1 Méthode de valeurc propres

Cetæ méthode est la plus standard pour résoudre ce genre de problème. Pour l'appliquec

on suppose que les solutions stationnaires sont déjà déærminées. Par suite, on admet que

toutes les solutions (ui, ).J êt (ui..1, },i*r) sont déjà calculées et que la bifurcation de Hopf

est caractérisée par la recherche de la valeur critique ?v" ælle que I" . Fr, À1*1]. En

effet et pour déærminer le point de bifurcation de Hopf, on suit la démarche suivanæ :

a) Calculer toutes les valeurs propres {(r(L*r)}, k=l,....,n de la matrice jacobienne au

point (ui*r, h*r).
b) Calculer le nombre ni+t qui correspond au nombre de valeurs propres 6t(l,i*r) avec

une partie réelle positive (Re {(r(L*r)} >0).

c) Enfin calculer le nombre 2\1i+l = 1i+l - ni, où ni est le nombre de valeurs propres à

parties réelles positives calculées dans le pas précèdenr
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Si ldûli+ll = 1, on a alors un point singulier (point limiæ ou point de bifurcation simple)

au voisinage de cette zone et ri ;6r1i+11 = 2, rl y a possibilité d'avoir une bifurcation de

Hopf dans I'inærvalle [],,i, L..rl.
Le nombre ni peut êre calculer en utilisant le théorème de Routh-hurwitz.

Si on désigne par n la dimension de la matrice jacobienne, le nombre d'opérations exigées

par iet algorittrme est de I'ordre de 4û si la matrice est non symérique et pleine. Ces

méthodes sont coûteuses en temps et ne peuvent être efEcaces que pour deç systèmes à

petit nombre de degÉs de liberté.

5.3.2 Localisation de la perte ile stabilité

La méthode des valeurs propres p€nnet de localiser la zone [&, L*r] où une paire de

valeurs propres ente derx états stationnaires (ui, À) et (uL.1, L*il satisfait la condition :

or(Ii*r) ct(L) < 0 (s.14)

Pour les localiser précisément, on utilise des interpolation linéaires successives. En

particulier, on suppose gue Li-r, L, Çt(?q-r) et (1(ÀJ sont déjà calculés. En appliquant

ces inærpolations successives, on obtient:

Ài*r = r,-t;ffi) ori.rl

et on estime k(L*r) Par (t(L*r) = i oli+r, avec

(5.15)

(5.16)

Cette résolution permet de calculer exactement les points critiques ainsi que les vecteurs

propres correspondant à la valeur propre (+(Ii*r). Des æchniques similaires sont

suggérées par Hassard [H-1]
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5.3.3 Méthode directe

Dans cette section, on utilise une autre alærnative pour localiserle point de biftrcation de

Hopf. On considère alors un système d'équations qui sécrit de la façon suivante :

f(u, 1,)

b+or  c

G(u, b, c, w, I) =
(s.17)

c-({)  b

N(b, c) = Q

Le point de bifurcation de Hopf (u", L) satisfait cene relation si la valeur propre

((L) = io{}t") = io)c. Le vecæur b + ic représenæ le vecteur propre correspondant à la

valeur propre io{I). N(b, c) représenæ deux conditions de nonnalisation.

Pour détecær le point de bifurcation de Hopf z" = (u", b", C", t)c, Ic), il suffit de chercher

une racine isolée de l'équation (5.17). C'est à dire chercher à ce que la matrice 
# 

.t

point z = zc soit non singulière. On a établi F-11 que cette matrice est non singulière si la

maEice:

af
âu

af
âu

(H'. ')
AN AN AN
âc-  ab-  âc

(s.18)

est non singutière au point (b", c") et que N(0, 0) + 0.

Pour plus de précision, nous renvoyoilt le lecteur à la thèse de Jepson [J-1].

De point de vue pratique, cetæ méthode est très cotæuse car on calcule un très grand

nombre d'inconnues ainsi que la détermination de 
f 

ft, inærvenir les dérivées

secondes de f ce qui alourdi considérablement le calcul numérique de ses racines.
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5.4 Conclusion

Nous avons fait un rappel sur quelques méthodes utilisées pour déæcter le point de

bifurcation de Hopf numériquement. Ces méthodes sont coûteuses en temps vu le

nombrc d'opérations exigées par chaque étape de calcul surtout si le nombre de degrés de

liberté est grand.

Dans le prochain chapitre, nous proposons une nouvelle technique de déæction des points

de bifurcation de Hopf qui appartient à la classe des méthodes asymptotiques

numériques. Iæ principe de notre méthode consisæ à caractériser les poinæ de bifurcation

de Hopf au moyen d'un problème d'équilibre perturbé qui nous pennet d'introduire un

indicueur de la bifurcation de Hopf bien adaptÉ.
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6.1 Algorithme pour la détection des points de bifurcation de Ilopf

Principe de la méthode

Nore point de départ est le problème linéarisé de (5.1) soit :

do ==L? u
dt

(6.2)

(6.4)

où Li représente la matrice jacobienne au point stationnaire (u(a), I(a)) où u(a) et î,(a)

sont des fonctions paramèrées par'a'.

D'après le théorème de Hopf, chercher les points de bifurcation de Hopf revient à

chercher une valeur critique 'a.' tel qu'en ce point toutes les valeurs propres de Ll" ont

leur parties réelles négatives, sauf deux qui devront ête purement imaginaires.

Ceci se traduit mathématiquement par :

Li' uc = i{D. u"

où u. - u(a") reprrésente le mode de bifurcation correspondant à la valeur propre ico".

Pour éviær de travailler dans I'espace des complexes, on introduit le changement de

variable suivant:

uc = Ui + iui (6.3)

En injectant cetæ fuuation dans (6.2), nous obtenons deux systèmes réels :

ftt uï = -o" ui
I
J
Ltl" ui = o" uî

Ce problème est réécrit sous la forme maticielle nrivante :

L (a", CIç) U" = Q (6.s)

où L(a, co) = | 
tt ' 

I et uc = f"tl (6.6)
L-'I Lil Lutl

100



Chapitre 6 : M.A.N poar b ilétection de la bifutcation ile Hopf

On obtient alors un problème de valeurs propres dans I'espace des réels, mais avec une

dimension double. La recherche des points de bifurcation de Hopf est caractérisée

désormais par la recherche d'un couple (a", ol") vérifiant la relation (6.5).

Introduction d'un ind,icateur

Comme dans le chapitre précèdent, nous introduisons un indicateur de bifurcation qui

cetæ fois-ci dépend de deux paramènes. On se donne un vecteur h de IR2o, un scalaire

F(a, ro) et on perturb le problème (6.5) pour obænir:

L(q ot) U(a, o)= F(a, ol) h (6.7)

Les inconnues du problème (6.7) sont alors I'indicateur de bifurcation B(a, co) et le

vecteur U(a, o). Pour que ce problème admette une solution unique, on impose la

condition supplémentaire suivante :

(U(a, co) - U(0, 0), U(0, 0)) = Q

où le vecteur U(0, 0) vérifié :

L(0,0) U(0, 0)= P(0' 0) h

avec F(0,0) = t

Résumé z

L(a, ol) U(a, ol) - 0(a, ol) h

(U(a, co) - U(0, 0), U(0, 0)) = 0

F(0, 0) = 1

L'indicateur de bifurcation de Hopf F(a, ol) est une fonction scalaire dépendant de deux

paramètres, le paramètre de contrôle'a'et la pulsation co. La recherche des points de

bifurcation de Hopf est caractérisée par la recherche des couples (a., co") qui annulent cet

indicaæur. Ce dernier est obtenu en résolvant le problème suivant :

(6.8)

(6.e)

(6.10)

(6.11)

Ceci sera fait par deux méthodes. La première est la méthode directe qui consisæ à

calculer directement I'indicaæur des équations (6.11). La seconde est une méthode
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asymptotique numérique permettant de calculer I'indicateur sous forme d'une série

entière.

6.1.1 Méthode directe pour le calcul de l'indicateur

Cet@ méthode consiste à calculer f indicateur en exploitant direcæment les équations du

problème (6.1 1) Soient :

ft'l
u=l I  r t

Lurl
(6.12)

Ut, U2, hr et hz son définies dans IRn.

En introduisant les équations (6.12) dans (6.11), on obtient les deux systèmes

d'équations suivants :

h=[r ' ]

Iti 
u, + or u2

L"îur-our

{[otr 
+ a2

[[cttl' + a2

[sr{u, t) 
= Lî h, - or h2

1
[gz(", ol) = l:, h2 + co h1

= 9(a, ro) hr

= p(a, ol) hz
(6.13)

(6.1s)

(6.r4)

On multiplie le système (6.13) par LI, puis on substitue les Quations entre elles, nous

obtenons:

tl u, = F(a, or) gr

tl u, = F(a, ar) gz

où

I-€s vecteurs U1 et U2 sont de dimension n et ont potu composantes respectivement Ui

et Ui. Pour calculer ces composantes, nous avons appliqué au problème (6.14) la

méthode de Cramer qui nous a permis d'obænir :
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Ul(a, ot) = F(a, ol)

Ui(a, ol) - F(a, ol)

À'r(a, ol)

aet [tlî)2 + co' I]

Ài(a, ro)
-
aet [oi)2 + or2 l]

i e [1 ,  n ]

Où les Ài(a, ol)et L'r(^, co) représentent les déærminants de Cramer. Ces déærminants

dépendent des paramètrqs 'a' et o. D'une manière globale le vecteur U(q o) s écrit :

u(a, ol) = F(a, r) - À(X' t) =' a"ilrtîlt + or' l]
(6.r7)

ie l l  n l

(6.16)

(6.18)

(ri )où ^=l. l
[^iJ

On injecæ I'expression (6.17) dans (6.8), on déduit I'indicateur de bifurcation qui

s'écrit :

F(a, ol) = (U(0,0), U(0, r, ffi

[ônom
ll(a", ol") = Q

lou
I ânum
lËtu"'or") 

= o

D'après cette équation, on remarque que pour annuler I'indicateur F(a, ol), il suffit

d'annuler le det [Otf + a2 I]. ear ailleurs, on montre que le numérateur de (6.18) est

une fonction positive car:

num(a, ar) = det[tril' + a2 4 = 
| o"tftli1 - t t 4 l'

(6.1e)

Tenant compte de cette remarque, on monte que les points de bifurcation de Hopf

correspondent aux couples (a", ol") caractérisant le minimum de la fonction num(a, t)).

Par conséquent les couples (a", co") sont solutions du système d'équations suivanB :
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Exemple

Pour illustrer cette méthode, basée sur I'introduction d'un indicateur de bifurcation, nous

I'appliquons à I'exemple (5.2), en prenant À = a:

La matrice Jacobienne au point stationnaire (0, 0) s'écrit :

rl
I-es points donnant la bifurcation de Hopf correspondent à a"= 0 et ol" = +1.

Nous essayons de calculer ce point par la méthode direcæ. Pour cela on calcule Le

numérateur de (6.19) qui s'écrit:

fdu'

l î  

--u2+u1(a-"?-"7)

l *=u1 
*u2(a-ur-u3)

num(a, co) = (D4 + 2(a2 - 1)ol2 + (a2 + D2

Après, on résout le système suivant :

lânum .

l#o' 
.o' = 4''2 + 4a(a2 + L)

1
| ânum ,

[ffCa 
rol = 4a'3 + 4(a2 _ l)co

(a
Li =[ ,

(6.2r)

(6.22)

ce sysême a pour solution (a" = 0, oc = t1). ce point correspond à un point de

bifurcation de Hopf.

6.1.2 ProprtéÉs de l'Ûndicatear de bifurcation-

On remarque, d'après l'équation (6.2I),que le numérateur est un polynôme pair de degré

Znparrapport à ot. D'une manière générale, rl aétÉ,montré [B-1] que si la matrice L! est

affine en a" le numérateur (6.2I) est un polynôme de degré 2nen co Ûel que :
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de((Li)2 + o2D = (D2o + ^2n-2 P2(a) + ......+ Pro(a) (6.23)

où Les Pzi (a) sont des polynômes de degré 2i en'a' avec i = 1,.."rr-

Si on se donne hz = 0 et on suppose qùe I'opérateu tangent est affine par rapport au

paramète 'a', on montre que le dénominateur de l'équation (6.18) est un polynôme pair

de degré 2n-2 en o et il s'écrit sous la forme suivante :

(Â(a, <o), U(0, 0)) = ,2n-2 Qr(a) * ,2n-4 Qg(a) + ......+ Qro-1(a) (6-24)

où Les Qzi-r (a) sont des polynômes de degré 2i-I en 'a'avec i = 1,-.,n.

Un développement de Taylor au voisinage de ot = 0, du polynôme (6.23) par rapport au

polynôme (6.24) jusqu'à I'ordre 4n-2 nous pennet d'obtenir la forme suivante de

I'indicaûeur:

B(a. ol) = Pro(t) 
* 

R*o-, 
,z * BÉo-o ola + .............+F\ '' ' 

Qzo-r QÉo-r Qio-r
(6.2s)

R+o1-eo*r 
,4n-2 + Oa(.o4n)

a3T_,

où Les Qzo-r(a), Pzo(a),R+o-a(a), .... sont des polynômes de degrés respectives 2n-1,

2n, 4n-3,.... en 'a'.

Remarque

on note que si ,a,qsr suffisanment grand,les quantitér 
H, H, H,.....,

D 1^'4!1=6o+3 
du polynôme (6.25) sont équivalentes respectivement à a, r,

QÉi-r a'
11

7" " " tÉ '
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6.2 Méthode asymptotique numérique pour calculer I'indicateur de

bifurcation

On propose dans ce paragraphe de calculer I'indicaæur par une méthode asymptotique

numérique. Iæ principe de cette méthode est de développer U(q o) et B(a, cl) sous forme

de séries entières :

F(a, <o) = i i "n 
orq Fn,r

P=o q=o

ææ
U(a, ol) =

P=o q=o

= ; Ë un-n ale Fp-q,q
P=o q=o

= ; Ë un-o ro un-o,o
P=o 9=o

(6.26)

(6.27)

(6.2e)

On suppose que la maEice Li est analytique en 'a' et elle peut s'écrire sous la forme

suivante:

Li  =  L !  +  a  L t+  a2 Lr+ a3 Lr* (6.28)

où les Ia sont des matices connues pour chaque i compris entre 1 et p. Tenant compæ de

cette fuuation, la forme globale de la matrice L(q o) s'écrit comme suit :

æ
L(a, rrl) = Lo + co M + I. aP Lo

P=l 
E

avec

f'î ol
"o = 

Lo 'îl
t = f 

o
L-r

Ln=[i ;l;l
Les marices M et L1 sont des matices connues et indépendantes de'a' et o).

En injectant les équations (6.30) et(6.27) dans (6.11), puis on identifie suivant les

puissances de'a'et de o, on obtient une succession de problèmes qui s'écrivent sous les

formes suivanæs :
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(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

,!o " '  
un-' 'o

(6.34)

On s'intéresse alors à la recherche des couples (Un,c, fu,q). Pour cela on suppose que L!

est inversible et par suiæ Lo est également inversible. Ceci assure I'existence d'une

solution unique pour chaque problème. Ces solutions sont obtenues en résolvant les

problèmes (6.30 à 6.34) de la sorte:

uo.,

L'ordre 0

f"o 
oo,o = Fo,o h

1
[Fo,o =

L'ordre a:

f"o o'o = Fr,o h - Ll uo,o
j

L(o,,', uo,o) = o

L'ordre o :

f "ooo. ,  
=Ê0, ,h-MUo,o

{

l(o0,,, uo,o) - o

L'ordre aot :

f"o o,., = F,,, h - M u'o - Lo
{

L(o,,,, to,o) = Q

L'ordre aPo)q :
(

l"o 
on.n = Fp,q h - M up,s-l -

I
'l(un,n' uo,o) = o
I
lAvec Up,-r = Q
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A I'ordre 0 :

Io-, 
= ("0)-t n

[Fo,o 
= 1

A I'ordre aPrùq :'

&,0 = M un,o-r

F(a, ro) =

+EL,
r = 0

P - r ' q

(6.3s)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

uilq = (lo)-1 rn,n

R (uHo' uo,o)
PP'q 

(oo,o, uo,o)

Un,o = Fn,n Uo,o - UHo

Dans cette résolution, la détermination de tous les couples (Un,q, Fp,q) ne demande

qu'une inversion de la matice Lgn Une fois que cetæ résolution est ærminé, les couples

(Un,o, Fp,q) nous pennettent d'écrire le vecteur U(q o) et I'indicaæur B(a, or) sous forme

de séries entières.

6.2.L Points de bifurcation ile Hopf

La méthode asymptotique numérique nous a permis de calculerfacilement la fonction

F(a, co). En respectant les propriétés de I'indicaæur p(a, ol) discutées dans les

paragraphes précédents, nous avons I'idée de transfonner cette représentation

polynomiale en fraction rationnelle. Cette transformation se fait en introduisant les

approximants de Padé. En effet la série (6.26) peut s'écrire sous la forme suivante :

=i
P=0

=
P=0

où 8o(a)

i un coq F.^ = l-g"(a) coq
g=0 Y'Y g=0 'r

aPB' P'q

L'utilisation des approximants de Padé se fait en deux étapas. La première consiste à

remplacer les fonctions scalaires gq(a) par des approximants de Padé Po[LolMol' Par

conséquent l'équation (6.37) devient :
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F(a, ar) = 
ni*to[t, 

/Mo] coq (6.3e)

(6.40)

(6.4r)

(6.42)

On obtient alors un polynôme en or dont les coefficients sont des fractions rationnelles en
'a'.La dçuxième étape consiste à remplacer le polynôme (6.39) en un approximant de

Padé par rapport à ot, P[L / Ml :

F(a,or) = 
ffi 

= P[L/M]

Où P1(a cu) et Pz(q o) sont des polynômes dépendant des deux paramètres. Cette

formule est équivalent à l'équation (6.18) de la méthode direcæ. Pour cela et pour

déærminer les points de bifurcation de Hopf, on résout le système d'équations suivant :

{*t""'''' 

=

f$cu",."1 =

Le couple (a", co") est solution de ce système d'équations.

6.2.2 Choix des approximants de Padé.

Pour assurer un bon choix des approximants de Padé, nous proposons une stratégie

exploitant les propriétés de I'indicateur caractérisées par les équations (6.23), (6.24) et

(6.5). Ces propriétés sont obtenues en supposant que la matrice L! est affine en 'a' et

que la deuxième composante de la force perturbatrice h2 est nulle. Cetæ dernière

condition montre que les composantes Fp,q sont nulles si q est impaire. Par conséquent

l'équation (6.26) se réécrit sous la forme suivante :

F(a, ro) = Ë gro(") ro'c
9=0

En introduisant les approximants de Padé, on cherche alors I'indicateur sous la forme

suivante:
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F(a, or) = i t nltro lvtrrf i.lze (6.43)

équivalent à a si 'a'est grand

équivalent à l/a si'a'est grand

{uivalent à,Ilû si 'a' est grand

(6.44)

Le choix des approximants de Padé a étÉ, f* de sorte que l'équation (6.43) soit

équivalenæ à l'équation (6.25), soient:

Po[LolMo]  = Po[2n t2n-21

PrlL, t lr,zl = P2l4n -3 I 4n-21
PolLulM+] = P+[6n -616n-3]

:

:

Pro-rlLro-zlMzo-zl = P+[6n -6+31 4nz -Zn] e+ivafent à 1/a3tr-4 si 'a' est grand

Par rapport à o, on retransforme l'équation (6.43) en un approximant d'ordre L = 2n

(correspondant au degré du numérateur (6.23) en to) et M=2n-2 (correspondant au degré

du dénominatear (6.24) en ol). Autrement dit :

r[r I U] = p [2n t zn-Z] équivalent à crP si or est grande (6.4s)

En rrésumé, notre stratégie est basée sur le principe de transforrner la série entière F(a' otl

en une fraction rationnelle dont le nt'mérateur Pr(q o) est équivalent à' (6-23) et dont le

dénominaæur P2(a, co) est équivalent ù(6.24).

Exemple

A titre d'illustration, nous appliquons cetæ méthode à I'exemple (5.2). En tronquant la

série (6.26) à I'ordre 4n - 2 = 6, Iindicaæur de bifurcation de Hopf est calculé comme

suit :

F(a, co) = r+a2 +(-1 +4a2 -4a41a2 +(4az -8aa +!2a6 -16u8;ola +
(6.46)

(4a2 -!2aa +24a6 -40a8 + 60a10 - 84a12;ot6 + ou1ol8;
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La stratégie des approximants de Padé décriæ précédemment, qui est caractérisée par les

équations (6.M) pour 'a' et par les équations (6.45) pour 0), a permis de calculer le

numérateur Pr(q o) de (6.5) qui s'écrit pour cet exemple comme suit :

P1(a, rrl) = cù4 + 2(a2 - 1)co2 + (az + D2 (6.47)

En suite, on résout le sysême (6.41). Celui ci permet de trouver exactement le point de

bifurcation de Hopf (ao= 0, 0)c = tl) qui est le même que celui calculé par la méthode

direcæ.

6.3 Détection des points de bifurcation de Ilopf pour les structures

élastiques soumises à des forces non conservatives

Dans le chapitre (1), on n'a traité que des problèmes de structures en supposant que le

chargement est statique et conservatif. Or, on_ne doit pas oublier que les chargements

extérieures sont rarement statiques et que les structures ont aussi des comportements

dynamiques et sont fortement confronté à des instabilités dynamiques dangereuses. I-es

propriétés dynamiques appliquées dans ce travail, sont fermement liées à des structures

soumises à des forces non conservatives ts-zllz-ll. Ces forces dites 'forces suiveuses'

sont en général dépendantes du mouvement et de la déformation des stnrctures sur

lesquelles elles agissenl Dans ce cas, la perte de stabilité des systèmes se manifeste par

des oscillations avec des amplitudes croissanæs. Plusieurs ravaux de recherche ainsi que

des méthodes numériques et exffrimentales ont été développés pour prévenir des risques

de ces instabilités dynamiques surtout en aéronautique [Z-1]. Une grande partie de ces

recherches a été consacrée à la détection des points de bifircation de Hopf et à la perte de

stabilité liée à des oscillations périodiques d'amplitudes croissanæs.

Dans ce chapitre, nons nous intéressons spécialement à la déæction des bifurcations de

Hopf d'une structure soumise à des forces non conservatives avec une méthode

asymptotique numérique. Nore principal objectif est de tester notre algorithme sur des

sysêmes à un grand nombre de degrés de liberté.

6.3.1 Cadre d'êtude.

Pour des questions de généralité, on adopte les équations de l'élasticité 3D non linéaire.

On considère alors un solide élastique de densité volumique p occupant un domaine f,)e

de frontière ôfh et qui reçoit un déplacement imposé I u6 sur une partie de sa frontière

âOo. Ce solide est soumis à des chargements conservatifs de volumes Àb sur Qs et de

surfaces 2Ut sur ôQ1. En plus de ces chargements conseruatifs, on ajouæ des chargements
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non conservatifs caractérisés par les forces de volumes ̂5nc(u) sur C)o et par les forces

surfaciques pn"(u) sur ôQ1. On suppose que les chargements non conservatifs dépendent

linéairement du vecteur déplacement u.

Fortnul,ation variationnelle du problème.

D'après les travaux de Bollotin [B-2] et 7-tegler ÏZ-\, on remarque que la méthode

statique est insuffisante pour pédire la charge critique des systèmes lors d'une instabilité

dynamique. Par conséquent, la méthode la plus approprié pour décrire ce genre de

problèmes est la méthode dynamique.

Pour des raisons pratiques décriæs dans le chapitre (1), nous adoptons toujours la

formulation mixæ d'Hellinger-Reissner. En effet,le point de départ de nohe analyse est

la variation de la fonctionnelle mixte qui s'écrit en dynarnique sous la forme suivante :

ôHR(u, ôu, S, ôS, 1,1= J(S:ôy(u) + ôS:1(u) - S:D-[:ôS) dv - ôf
O6

= Q

où

ôy (u) = f(ôu) +2f (u, ôu)

et ôWi reprrésenæ le travail des termes d'inertie :

ôWo"(u, ôu) = f f Jp bo"(o) ôu dv + -J to"(ul Oo Ol = I Pjr"(u,ôu)(6.52)
Loo âo1 I

(6.48)

(6.4e)

avec D est le tenseur d'élasticité du matériau, ô4 est le travail virnrel des chargements

extérieurs et des termes d'inertie soit :

ôT"=ôWc+EWo"+ô\ i l1

où ô\M" est le travail virtuel des efforts extérieurs conservatifs :

t- l
ôW"(ôu) = I I tp b ôu dv + _J t ôu dsl = I P,c(ôu)

Ldô ôor I

ô"\Mn" est le travail virnrel des efforts extérieurs non conseryatifs :

(6.s0)

(6.s1)
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Chapitre 6 : M.A.N pour h détectîon de la bifurcallon de Hopf

ôW1(u, ôu) = - Jp û ôu dv
Os

(6.s3)

La variation des travaux virtuels s'écrit d'une manière globale sous la forme suivante :

(6.s4)
f . . o

JP û ou ov
O9

et par conséquent les équatons d'équitbres traduisant la dynamique des structures

soumiSes à des forces conservatives et non conservatives se réécrivent :

J(S:Et(u) + ôS:T(u) - S:D-l:ôS) dv + Jp û ôu dv
Oe Ctg

(6.5s)

- t 
[# 

(0""(o) + n)ôu o'* 
J,(to"(u) 

. 4* "] 
= Q

Cette équation est quadratique par rapport au vecteur inconnu défini par :

rr - (o)\,, - \.s/

Touæs les grandeurs décrites ci-dessus sont fonctions du paramètre æmps.

En we d'appliquer une méthode de perturbation, la formule (6.55) se réécrit sous la

forme condens& suivante :

L(U) + Q(U, U) + M(Û = À F" + l, Fnc(U) (6.56)

Où L est un opéraæur linéaire, Q est quadratique et F est le vecteur des forces

conservatives. Ces opérateurs sont définies par les formules (1.9), (1.10) et (1.11)

respectivemenL

M est I'opéraæur de Masse et Frc est le vecteur des chargements non conservatifs. Ces

opérateurs sont donnés par les relations suivantes :

ô?: = ^ 
[Jrt 

(0""(o) + n)ôu oo * 
,J,('""(o) 

+ t)oo 
"]*

< M(Û), ôu > = Jp ii ôu dv
Oq
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< Fo"(U), ôU > = Ip
Os

bo"(u) ôu dv + to"(u) ôu ds (6,s8)

Le vecteur F"(I, est supposé linéaire en U.

Il est très connu que la valeur critique de chargement de certain problème de stabilité

dynamiçe est æs influencée par I'existence ou non d'un amortisseur [B-2].X est donc

nécessaire d'utiliser un sysême visqueux, même si la viscosité a est tès petiæ. Pour

cela, on introduit dans la formulation variationnelle un offraæur d'arnortissement noté C

et définit par :

I
of

<c(Û), ôu> = J" u ôu dv
O6

Finalement, les équations dynamiques d'une structure soumise

conservatives se formule ainsi :

/ t t \

trouver (U = | Ë I, i,) vérifiant:
\"./

L(U) + Q(U,U) + lvt(Û) + C(U) = IF" + IFnc(U)

u = î,ua sur âQo

(6.se)

à des forces non

(6.60)

6.3.2 Calcul des branches de solutions stationnaires par une néthode

asymptotique.

Dans ce paragraphe, nous n'avons pas I'objectif de refaire tous le calcul pour avoir une

branche de solution non linéaire pour les stnrctures élastiques mais nous nous intéressons

aux changement qui affecænt les équations lorsque les structures sont soumises à des

chargements non conservatifs. En effet, on suppose 9ue (Uo, l,o) est une solution

stationnaire de (6.60) puis on cherche les autres solutions stationnaires (U, ?u) sous

formes de séries entières :

[u 
= uo +au1 +azvr+a3ur+...........+aPun

{

[^ 
= t,o + a?rr + *]r, +a3L+...........+aPIn
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En injectant ces développements dans le problème (6.60) et dans la définition (1.19) du

paramètre 'a', puis on identifié tous les termes du même puissance en 'a', on obtient une

succession d'équations scalaires dans chaque ordre. Le problème complet à I'ordre p 2 2

s'écrit :

Trouver (Up = In) tel eue:

L(UP) + 2Q( - l,oFo"(un) = l.n(F" + Fn"(uo))

(e{u'un-,) - r.Fo"(un-,))
(6.62)

(ll'
U9,UP )

P

r=l

(on,or)*ÀnÀ, = o

u = Into sur âOu

Tous ces problèmes admettentle même offraæur LÏ" défini cette fois ci par:

LT"(.) = L(.) + 2Q(U0,.) - ÀoFo"(.) (6.63)

On remarque que par rapport aux équations du chapite (1), I'opérateur tangent (6.63) et

|e second membre du problème (6.62) contiennent des terrnes supplémentaires provenant

de ta définition des forces non conseryatives dans les équations. On suppose que Llc est

régulier au point (Uo,Io), par suiæ les problèmes (6.62) admettent à chaque ordre une

solution unique.

Retour à une formulntion en déplacement

Puisque les formulations en déplacement sont bien adaptée.s aux méthodes d'éléments

finis, nous réécrivons les équations (6.62) en une formulation en déplacement Pour cela

no115; remplaçons les termes de la formule (6.62) par leurs équations dépendanæs des

contraintes et des déplacements. En effet, en introduisântles notations utilisées dans

(1.9), (1.10), (1.11), (6.57), (6.58) et (6.59) le problème à I'ordre p (6.62) se réécrit

sous la forme suivante :
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n)+)

,Jr"-Io 

P"o"(un,ôu)

"n_,r))4"

" fsn'(r'too)*
Jo[or,(r,ronr*

= -J,[F, ("',
+ In (r""1ôu

2yd (uo, ôu)) + so :z1d(us, u

zldqus,ur))

21d (un-.,ôu) + ôS:1d(u.

)+ P"o"(ue, ôo)) * I r.
r=1

Pj"(un-.,ôu)

(6.64)

(un,ur)+Ànî., - o

ll = Àp oo sur âÇlo

La résolution de ce problème sera faiæ en éliminant les contrainæs de l'équation (6.64).

Ceci, se fait en introduisant la relation de comportement suivante :

sp = o , (rtton) + 2vd(uo, up) . 
F: 

(T"{o,, "n-,,) )
(6.6s)

Cette équation a été trouvé en annulant ôu. Par conséquent, le problème (6.64) est

transformé en un problème dont les inconnues sont les déplacements up et le chargement

\ suivant:

(6.66)

J, 
((ttC*, + 21d(uo,ôul):o:(rrton) + 21d(uo,,rn))+ So:27d(uo,on))an - ?r.o Pi"(un,ôu)

= - 
J. 

(Fl (s,' zy' {or,, ôo)) . (,=:l rd (u,, on-, ) } 
o'1r' ro"l + 21d (uo, o'l))0"

* rn (or;torl+ p"o"(uo)) . 
=5, 

r, P,o"(un-,,ôu)

(on,",)+Àn?', = o

u=Inou sur âQ
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Une fois les déplacements up calculés, les contraintes Sn s'obtiennent par la relation de

comportement (6.65).

Discrétisation

Avant de discrétiser le problème (6.66), on décrit brièvement la méthode des éléments

finis utilisée [C-U pour résoudre ce genre de problème. En effet, et apès décomposition

du domaine Ç)s en élément finis, on approche le champs de déplacement up et sa partie

virurelle ôu à des déplacemene nodaux vp et ôv soient :

lupl = lNllvp] [ôu] = tNl[ôv] (6.67)

où [.[ représenûe la fonction de forme classique. Iæs champs de déformations réels et

virtuels sont approchés par les formules suivantes :

1) trl = tt'l + tfl = [t'] + 
]tntunlltotunlt

= $l + 
]te{vnlilcttvnt

(6.68)

La partie non linéaire de la déformation est écriæ comme étant le produit de la matrice

tA(v)l et du vecreur t@(v)1. Ces deux quantités dépendent linéairement de vecæur v. La

matrice [G] relie le déplacement nodal v et le vecteur tO(v)].

2) [ET] = t8t'1 + tùÊl = [B(vn)l[ôvJ
= ([Bt] + [Bd(vp)])[ôv] = ([Bt] + [A(vn)]tcl)tôvl (6.6e)

où [Bl] est la maEice de déformation classique et [Bd(v)J est linéaire en v.

En adoptant cette démarche, les deux premières équations du problème (6.66) à I'ordre p

sont transformées au problème discÉtisé suivant:

ftrrl t',1 = [[r,1 * [*'"1] [un] = Àn [F] . [+l
I
|.["r] t*t + ry'r = Q

La matrice [f,] *tt la même matrice de rigidité discrétisée de I'opéraæur (1.16) et elle

correspond à la matrice de rigidité tangente d'une structure élastique soumise à des forces

conservatives. Cette matrice n'est pas affecté par la présence des forces non

(6.70)
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conservatives. En fait" I'effet de ces chargements est introduit par une matrice de rigidité

non symétrique [Knc], diæ matrice de conection, dans la matrice de rigidité globale

["f ] Le vecteur 
[tr] 

* dépend que des vecteurs [ur] "t 
des coefficients 1o calculés

précédemment

Par rapport aux chargements conservatifs, des termes dues aux chargements non

conservatifs sont ajoutés dans le second membre des équations (6.70).

Finalement, les inconnues vn et In sont déærminées en résolvant numériquement le

problème linéaire (6.70) avec une seule inversion de la matrice de rigidité tangente non

symétique [*f] et en incluant les conditions snr les frontières. Les contrainæs Sn sont

données par la relation de comportement

6.3.3 Adaptation de I'algorithme proposê pour les structures.

Pour caractériser les instabilités dynamiques, la méthode asymptotique se base sur la

pernubation du problème non linéaire (6.60). On considère la fluctuation ÀV ælle que:

U=U(a)+AV

En injectant cette Quation dans (6.60) et en négligent les termes non linéaires, on obtient

le problème perturbé linéarisé suivant:

(6.7r)

(6.72)
fr,tlvl + 2Q(u(a), ^v) + M(^V) + c(^Û = I(a) Fn" (^v)
I
1
Lou = Q surâoo

Les solutions de ce problème sont cherchées sous la forme exponentielle suivante :

^V(t) = [v s(t (6.73)

Après introduction de cette équation dans (6.72), on obtient le problème aux valeurs

propres suivant:

frtlul 
+ 2Q(u(a), Âv)+ (2vt1lv) + çc(^v)=]',(a) Fnc(Âv)

1
Llu = Q surôQo
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Par définition, la perte de stabilité associée à la bifurcation de Hopf est liée à I'existence

d'une paire de valeurs propres imaginaires pures de la matrice de rigidité tangenæ et

toutes les autres valeurs propres sont à parties réelles négatives. Ceci, se traduit ici par

I'existence d'une valeur critique 'a"' (chargement critique À(a")) tellequ'en ce point on a

une valeur propre ((a.) = i or". En injectant cette condition dans la première @uation du

problème (6.74), on obtient:

L(Âv.) + 2Q0(a";, Âv") - a! M(Âv") + ioc C(Àv") = I(a")Fo"(Âv") (6.75)

où Âv" est le mode propre correspondant à la valeur propre ((a"). En faisant le

changement de variable suivant

Âu"=Àvf+iÀv]

le problème (6.75) devient:

fllarll + 2Qp(a"), ̂ul) - al M(Âv!) - c)c c(^vi) = À(a")Fo"(l"l)
{ (6.77)

LUl"3l + 2e(U(a"), Àn3) - a! M(^v3) * o" C(Âv!) = À(a")Fo"(^u3)

En un point de la branche fondamentale (U(a), X(a)), on se donne une perturbation en

force h d'inænsité B, on obtient un problème équivalent à (6.7) soit :

Li(^n - or2 M(^I/) + r,r IC(^y) = I(a)IFn"(^IO + p(a,ro)h (6.78)

(6.76)

avec

"'= LT ;]
"=L: ;l h=

[ro" o I
tl
lo F*J

h"il
Àvi=l  I , i=r,2.

Lot'J

impose la condition

*r:l
1,,] ^v--L:"1
admette une solution

IFn" =

Pour que ce problème

supplémentaire suivante :
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(or - ÀYo,o, lv) = o (6.7e)

où ÂVqo est la réponse à la perturbation h au point (a = 0, 0) = 0).

On s'intéresse alors à l'évolution de (ÀV, B) lorsqu'on parcourt la branche de solution

stationnaire. Notre technique consiste à calculer I'indicateur F(a, ol; et à chercher les

couples (a., to") qui I'annulent.

Méthode de perturbation

Pour déterminer le couple (^y, B), on utilise un développement asymptotique en

fonction des paramètes 'a'et û). Pour cel4 on adopte les mêmes représentations que

(6.26) et (6.27) soient :

F(a, c,l) =
P=0 q=0

>
P=0

ÂV(a, ol) = i i aP oq ^V.. =
P=0 q=0 r'r

q

I aP-q oq Fp-q,q
Q=0

æ q

p=0 q=0 P-q'q

(6.80)

(6.81)

(6.82)

En injecunr (6.80) er (6.81) dans (6.78) et (6.79) et en identifiant suivant les puissances

de 'a'et O), on obtient une succession des problèmes linéaires mixæs en (ÂVn,o, Fp,q ):

ordre 0 en a et ordre 0 en crl

[u-,{lvo,o) 
- Ào rFnc(^Yo,o) = Fo,o h

{

[Fo,o 
= |

ordre p en a et ordre q en or:

Ilt(^yp,q)- ÀolFnc(^yp,q) =Fn,nh + M(ÂVn,q-ù + IC(ÂVp,q-r)

-à (r,,ovp-,,q) + rr rFnc(^vp-,,q )) (6.83)

(oun,n, lyo,o) = Q
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oùr,.i= ft' 
tl

lo L.l

avec Li (.) = Q(Ui, .) + Q(., Ui) (6.84)

On note que tous ces problèmes ont le même opéraæur tângenl Cet opéraæur est défini

pax:

frt" o I
rl l"= 

| |
Lo ri l

où L!" e.st défini par la formule (6.63).

Retour en une formulation en déplacement

I-e problème variationnel à I'ordre p en a et q en o solls forme expliciæ s'écrit :

, loril,(rr(ôu) 
+ 2yd(uo,ôu))+ So:21d{Àuf,o,ôu,.l* 

_ ro pj"(Âul,n,ôo)

"o[os'(rtrÀuf,o)+2yd(uo,Âul,n)-o-l:mf,o) )

= Fn,n h,. 
à 

À, pi"(Àul-,,n,ôo)*Jooo.l,n-, ôo dv- I do3,n-, 
:î 

*

- I [,â 
(s,'21"{lol-,,0,ôo) + Âsf,,q,2vd(u,,ôu) + ôs:1d(u,, aof,,ol),)dt

Q o '

(6.8s)

fasfn'(rt(ôu) + 21d(uo,ôu)) + so:21d1Àuf,o,oul +l -
J | :' 

' ': 
la"-lo Puo"(Àuf,o,ôu)

rro[ôs:(Tt(Àuf,o)+21d(uo,Âu|,]-o{:Às2n,o) 
)

= Fn,o hr. 
à 

r, Pi"(Àul,,n,ôo)+ J pÂuf,o-, ôo ov+{dol,o-, 

Ï 

*

- J [à (s,'21" 1lo3-,,0,ôu) + Àsf,,r:21d(u,,ôu) + ôS:vd(u,, aof,,ol).)ou
oo-

tzl
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La résolution de ce problème variationnel suivant ôS donne les lois de comportement

suivantes:

( p \

ÂSl,o = o:[rtclof,n)+2Td(uo,luf,n)+! td(u,, luf,,n)J

- ( P \
Âs3,0 = o:[rtcau3,n)+2yd(uo,Âufr,') +) td{o., lof-,,c).J

(6.86)

en injectant ces deux expressions dans (6.85), on obtient les équations d'équilibre qui ne

dépendent que des déplacemene :

= Fn,o h,. 
à 

1., pi"(Àuf-,,0,ôo)*Jooool,n-, ôu dv-

,{, [à [i';i"'ïi::;;i]kfii;ll*Jii 
-)).'

[(r'to'l + 2yd(uo,ôul)'n'(rrtlo3,o) * 21d(uo,Àu3,rr] 
(6'87)

Jl '  
\  r '1 " ' lou-roPJ"(^o3,0,ôo)

oo[+So:2ydtÂuf,o,ôù 
)

= Fn,o hr. 
à 

À, p"*(Àu'n-,,0,ôo)*Joooo3,n-, ôo dv+ J aÂuf,o-, ôo ou

(, (sr,zyor1Âul-r,e,ôu) + Âsf-r,o:2Td{ur,*] -)'1,
-Jrl.à 

[r;to,' o";,'rl'o'(v'caoliil'1oo'ool) ))*

J, 
*"lo-t ôu dv

Discrétisation

La discrétisation par éléments finis des problèmes (6.87) et de la condition suplémentaire

mènent à des problèmes d'algèbre linéaire que I'on écrit sous la forme suivante :
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[*f] [o'f,,] = Fn,o [r',] * [tl,,l + [M] [n"f,o-z] + [c] [mf,o-r]

[*f] [oo3,n] = Fn,n [hr] * [rn',nl + [rnr] [lof,o-z] - tcl [r'f,o-r] (6.s8)

Too*ol [mo,o] = o

où les vecteur 
[q,r] 

* 
[ti,r] 

ne dépendent que des coefficients f, Uret des vecteurs

Âvf,, et Âvr2,, ælque r+s < q+p. La matrice [*f ] est la même matice de rigidité tangent€

qui nous a perrnis de calculer les couples (Ut, L) .

Chapitre 6 : M.A.N pour la dêtecÊon ile la bifurcatian de Hopf

hut 
'l

avec [o"n,o] = 
L^,;,,.J

En résolvant le problème (6.89) à chaque ordre, on obtient les déplacements 
[Oon,o] ",

les coefficients Fp,q. Une fois que les déplacements sont calculés les lois de

comportements nous pffmett€nt de calculer les contrainæt [ÀSn,n].

.,[mnn] = 
[ll,]

(6.8e)

(6.e0)

Remarque :

on not€ que

J[o"*J 
= o

l[ot,,,] = Q

0

0

si  r<  0 où s i  s<

s i  r<  0 où s i  s<

(6.e1)

du problème discrétisé

On montre ici les principales étapes de calcul inroduites dans le code de calcul EVE pour

résoudre le système (6.88). Pour celq on applique les mêmes démarches que dans [C-l]'

et on obtient les expressions suivantes :
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["f] = I ('tnltnltBl +ttcl[so])4" + ["*] (6.e2)

(6.e3)

+ Ë (r,1**] [o"l-,,n]) * t*t [m!,'-z] + [c] [rof,n-,]
r=1  \  

- '

(-

[orn,n] = [D] {tnt"rlllaol,n] 
* Ë [ot',ll["to"i-,,rr]] (6-e4)

pour des questions pratiques, nous avons pris te vecæur [tr2] = [0]. Suite à ce choix,

I'algorithme utilisé pour résoudre |e problème (6.88) est le suivant :

Évaluation de la solution à I'ordre 0 en'a'et 0 en ol :

On résout:

loub,o]
Fo,o =

[mâ,']

= [*rl-' [0,]
I

= [oo3,o] = losfi,o] = [o]

(6.es)

r24
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Évaluation de la solution à I'ordre p en 'a'et q en o :

A chaque point de Gauss, on évalue :

r) [or;o], = [D] {Ë to,",,J[ormi-,,,r]]

z) [orl,o]. = 
{à [n(u,)] 

'[lsf-,,01] + [ntrof,,nl]'[s,l]

3) [ti,n]" = - I {'fct'[rs;,n]* 
* [ncoo)]'[oti,r]r]

["i,,] = [Fi,o]". à(^,[**] [o"l-,,0])
4)

+ [M] [a'f,n-r] + [c] [r'f,n-r]

et on résout

s) [oof,o]" = [*i"]-' [ti,r]

Les inconnues sont données Par:

[o"l,o], 
'[oub,o]

(6.e6)
v' rP'q 

[o"b,o]'[ooâ,0]

7) [o"l,o] = Fn,o [m[,0] + [m|n]"

pour calculer les inconnues [Oo3,n] "t [lSfr,n], on refait la même procédure que

pr&édemment en éliminant les étapes (6) et (7) car [tr2] = [0]'

Application

Nore application a été consacré au flambage d'une poute soumise à des forces suiveuses

c'est à dire à des forces qui suivent complètement les rotations en leurs points

d'applications. Pour l'anatyse de la stabilité linéaire, on suppose que le vecteur force resæ

attaché au plan de la section et qu'il suit la rotation de la section. Pour présenær les

performances de notre algorithme pour les systèmes à grand nombre de degrés de liberté'

on considère une poutre encastrée à une exnémité et chargée transversalement à I'autre.

Cetæ poume a été discrétisée avec un rnaillage régulier de 40 éléments DKT'
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figure 6.1 : Poutre soumise à une force suiveuse à son extrémité. Carctéristiques de la

poutre : longueur = 10, largeur = 3, epaisseut = 0.3, module de Young E = 100000,

la masse volumique P = 0.001.

Pour ce problème, nous avons calculé les termes fi,: jusqu'à I'ordre 22 en a et en ol. Ceci

nous a permis de calculer I'indicaæur de bifurcation de Hopf F(a, ol) en représentation

polynomiale. En suivant, les mêmes démarches discutées précédemment, nous avons

transformé cetæ série en fraction rationnelle et par suiæ déærminé la fonction P1(a, or) en

utilisant le logiciel de calcul formel Maple.

Sur la figure (6.2), on présente la fonction Pr(a, ol) calculée en transformant la série

polynomiale en fraction rationnelle avec un approximantPl6l4l en 0) et en ut'rlisant pour

le paramètre'a'les approximants suivants :

PoUl/101
P2[9/10]
P+UlLOl
Po[5/10]
Pe[3/10]
Pro[1/10]

équivalent à'a'

équivalent à'1/a'

équivalent à'1/a3'

équivalent à'1/a5'

équivalent ù'll{'

équivalent à'L/ae'

Sgr cette figure, on voit nettement que la fonction Pr(a, o) possèdent deux minimums

donnâs par les couple (a.=0.26,o)c = t 3.47). On note aussi que la fonction Pr(a" =

0.26, a"=+ 3.47) est approximativement nulle pou cette valeur critique. On a trouvé

également qu'en ces points I'indicaæur de bifircation est nul. Le point (a" =0.26, Oc = t

3.47) correspond alors au point de bifurcation deHopf pour ce problème.
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(a )

I (a, co)

(b )  (c )

figure 6.2 : Représentation de la fonction Pr(a, o) en utili.sant I'approximant de Padé

Pt6t4l en o et lesapproximants Po[l1/10], P2[9/10],P+[7/10], P6[5/10]' Pa[3/10] et

Pro[1/10] en 'a'.

(a) Représentation spatiale. (b) Vu tG'901. (c) Vu [90-90]. Le point de

bifurcation de Hopf est donné par le couple (4=0.26, @c=fl-47)-

P, (a ro)

+l
T=

aru
a

127



Chapitre 6 : M.A.N pour b détecdon ile la bifurcatlon ile Hopf

Pour confirmer ce resultat, nous avons calculé la valeur critique aa en utilisant les travaux

de Como[C-2]. Nous avons obtenu une valeur a" de I'ordre de0.246. Ce même résultat

a été confrmé aussi en utilisant d'autres statégies d'approximants de Padé.

6.4 Conclusion

Nous avons montné que I'association d'une méthode d'indicaæur de bifurcation et d'une

méthode asyrnptotique permet la déæction des points de bifurcation de Hopf.

Par cette méthode nous avons déærminé le point de bifurcation de Hopf pour une poutre

soumise à une force suiveuse. Mais, cette méthode présente certaines difficultés, en

particulier la gestion des séries à deux paramènes. La transformation de ces séries en

approximants de Padé entraîne des formules très grandes et difficiles à résoudre. Nous

pensoffi qu'il faudrait garder la æchnique de I'indicaæur, mais le calculant d'une autre

manière.
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7. Conclusion

Dans ce travail, on a présenté une méthode asymptotique numérique pour le suivi des

branches de solutions des écoulements des fluides visqueux incompressibles. On a

contribué aussi à I'extension de cette méthode pour la détection des points de bifurcation

stationnaires sur les branches de solutions caractérisant les écoulements visqueux, ainsi

que la détection des points de bifurcations de Hopf stu une branche représentant une

structure soumise à des forces non conservatives.

Dans la première partie, nous confirmons la supériorité des méthodes asymptotiques

numériques pour les écoulements des fluides visqueux incompressibles par rapport aux

méthodes itératives clasiques. D'une part, les cotts de calculs sont faibles car la

détermination d'une branche de solutions sous forme d'une série asymptotique ne

nécessite qu'une seule factorisation de la matrice de rigidité globale. D'autre part,

I'automatisation des méthodes asymptotiques par le biais des méthodes de continuation a

rendu ces méthodes plus robustes et plus faciles à utiliser. Dans le cas de l'écoulement à

l'intérieur de deux cylindres, cette méthode nous a permis de calculer la branche de

solution fondamentale ainsi que les deux branches bifurquées, après une forte

accumulation, en ne variant que le pararnètre de précision. Dans Ie cas de l'écoulement

autour d'un cylindre, I'explication des a:rêts numériques reste alors un problème ouvert,

mais des travaru( récents ont montré que ces a:rêts n'étaient pas forcément représentatifs

du problème continu.

Dans la deuxième partie, nous avons adapté la méthode asymptotique pour la détection

des points de bifurcation stationnaires sur une branche de solution. Grâce à un problème

perturbé, nous avons introduit un indicateur de bifurcation fonction d'un seul paramètre

(paramètre de contôle) qui se prête bien aux développements asymptotiques. L'avantage

de cet indicateur réside dans le fait qu'on a une représentation polynomiale (analytique).

Le point de bifurcation correspond aux zéros de l'indicateur à I'intérieur du rayon de

convergence des séries. L'auffe avantage, c'est que la représentation polynomiale peut se

transformer facilement en fraction rationnelle ce qui permet de déterminer les points de

bifurcation au dèla du rayon de convergence des séries. L'application de cette méthode

s'est montré très effrcace pour les fluides visqueux incompressibles.

Dans la troisième partie, nous avons consacré notre étude à la détection des points de

bifurcation de Hopf. Comme dans la deuxième partie, nous avons introduit dans le

problème perturbé un indicateur de bifurcation dépendant de deux paramètres (le
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paramètre de contrôle 'a' et la pulsation ol). Cet indicateur a été cherché en séries entières

par rapport à ces deux paramètres puis en fraction rationnelle grâce aux approximants de

Padé. Nous avons établi aussi que le numérateur de cette fraction est toujours positif. Par

conséquent détecter le point de bifurcation de Hopf revient à chercher le couple (a., ro.)

correspondant au minimum de ce numérateur. L'application de cet algorithme pour le

problème d'une poutre soumise à des forces suiveuses a donné des résultats satisfaisans.

Son application pour des problèmes d'écoulements de fluides et pour des problèmes

d'interactions fluide-stnrcture sera parmi les perspectives de ce tavail.
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Annexè A : Méthode de Padé à dénominateur commun.

Le vecteur U est cherché en séries entières par rapport au paramètre 'a', sous la forme

suivante :

u  =  uo+ a  ur+  o t  u r+  a3  (J ,  + . . . . . .+oo uo  (A l ) - -

Apês construction de la base orttrogonale suivante :

.  i  (  i - l  ,  , l
u+ = * {u' - ïal uf I avec ut = ul (^2)

"  a j  t "  n=2  )

Le vecteur U se réécrit dans cette base comme suit :

U = (Jo * aU, + L "t f1(a) uf (A3)
l=z

p
avec fi(a) = 2. ot-i a! (A4)

t=J

Calcul des a! ,o fonction des Ui:

Pour calculer les coefficients a! , onprojette le vecteur Uf donné par la formule (A2)

sur le vecteur U; et on obtient les relations suivantes :

c,i = (ui, ui) = (u,, * {u, - il"l 
"*})' t  

\  "  o i  t  n=2  ) l

= + [(u,, u, ) - 
'j ol (u,, u*)) (A5)

A i  \ t  
r '  ' I  

n = Z  
-  - t )

= + [(u,, u, ) - T"; "'"]c t iU  J '  ' t  
o=2 -  

' )
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{rït 
= 

"oo-1, 
(A9)

et à l'ordre ,1, on obtient la relation supplémentaire suivante :

0 = oft * crflO, (A10)

En résolvant tous les équatons supplémentaires, les coefficients d; sont déterminés de la

manière suivante :

ldo = t
I
I
let  pour j )  I ,  on a:  (A11)
I
L  I  ( j -1  - : . \
lo, = ;fi| 2^"1-!" d" I
t 

nP-j \n=' ' /

Rêécrtnre du vecteur U en fraction rationnelle :

En introduisant les relations (A6) dans (A3), on obtient le vecteur U sous la forme

suivante:

u (a )=  uo+a IJ1  * - r * (  
)

* o, u*( 
c3o +-a c3t + .....+ aP-a i l-t 

I *,.....*' ' '31 
)-"""-  

(A12)

+ ap_t+,(  
)

puis on remplace les coeffrcients i en fonction des coefficients di (par exemple (A7) et

(A9), U(a) devient:
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( p-k-t \

u(a) = u6 + a u, * oï^"0 uul#l ,o,r,k=2 l 'L"" 4l
\ z = 0  )

Pour déterminer le paramètre l, en approximant de Padé à dénominateurs commun, on

applique la même démarche que pÉcedement, et on obtient :

( p-k-t \

L(a) - Lo + a A.1 *'i,* ^rl#l ,oro,k=2 
t ;o"o,)
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