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Introduction

Au cours de la modélisation du comportement des matériaux, il est
difficile d'ignorer les processus irréversibles. Ce sont des processus faisant
intervenir des déformations inélastiques ou anélastiques s'accompagnant,
comme dans tout mécanisme dissipatif, d'une dissipation intrinseque
provoquant un échauffement du solide. Depuis plusieurs années, des
expériences de plus en plus poussées sont faites pour étudier le comportement
des matériaux et surtout l'origine de ce phénoméne d'échauffement. A partir
de ces expériences, on a proposé plusieurs lois phénoménologiques complexes
par le grand nombre de parameétres qu'elles contiennent et qu'il faut de
surplus déterminer expérimentalement.

Pratiquement, tout phénomeéne inélastique ou anélastique est li€ a la
propagation de défauts (ponctuels, linéaires ou interfaces). L'analyse
thermomécanique de tel phénomene montre que la source de chaleur peut €tre
identifiée aux défauts mobiles créant ainsi des gradients thermiques
importants. Ceci a plusieurs conséquences:

= Un échauffement non uniforme qui influence d'une fagon assez
complexe le comportement global du matériau dans la mesure ou les
propriétés thermomécaniques de ce dernier dépendront de la température (la
chaleur spécifique, la cission critique...).

= Les défauts sont évidement accompagnés d'un champ de contrainte
interne propre auquel s'ajoute, du fait du gradient thermique, des contraintes
thermiques.

= Ces champs de contraintes sont & 1'origine d'une énergie élastique
qui vient s'ajouter a celle due au chargement, ce qui complique 1'analyse
thermomécanique.

Pour une topologie quelconque de la microstructure, 1'étude du
probléme précédent est trés compliquée. C'est pour cette raison que, dans ce
travail, on restreint cette topologie a une dislocation coin, rectiligne, isolée et
mobile 2 vitesse propre uniforme. Mais les résultats obtenus sont cependant
extensibles a des situations topologiques voisines:

- Maclage




Introduction

- Transformations martensitiques
- Bandes de cisaillement
- Empilements de dislocations

L'étude qu'on peut nommer "aspect thermique du mouvement des
dislocations" a été en partie abordée, depuis plusieurs années, par J.D.Eshelby
et al.[1] et par J.J.Gilman [2]. Ils se sont limités & 1'étude du champ thermique
créé par une dislocation mobile.

Pour accomplir ce travail, on s'est inspiré du probléme de la fissure
mobile [3], qui est fondamentalement tres différent de celui des dislocations vu
son aspect hétérogene.

Le présent travail a pour objectif, par une approche thermomécanique,
d'inclure l'aspect thermique & la véritable plasticité introduite par le
mouvement des dislocations. Globalement, c'est un probléme trés compliqué.
Pour cela, on se limite 3 quelques hypothéses simplificatrices pour pouvoir
l'aborder.

Dans le chapitre I, on rappelle les principes de la thermodynamique
qui permettent d'une part d'introduire les forces thermodynamiques et d'autre
part de calculer la dissipation intrinséque pour un milieu régulier (absence ou
immobilité des défauts). Leur application a un milieu contenant un défaut
(singularité ou discontinuité) mobile conduit au fait que toute la dissipation
intrinséque est concentrée sur la discontinuité mobile constituant ainsi la
source de chaleur d'intensité H:

Dans le chapitre II, on se limite au cas des dislocations comme cas
particulier des défauts de structure. On rappelle la théorie élastique des

2



Introduction

dislocations, les méthodes de calcul des contraintes internes ainsi que 1'énergie
élastique qui leur est associée. On termine ce chapitre par un calcul de la force
que peut subir une dislocation quelconque [4,5] qu'on applique par la suite au
cas particulier de la dislocation coin.

Dans le chapitre III, I'aspect thermique du mouvement de la dislocation
coin est introduit en ignorant la déformation plastique. Tous les champs
thermomécaniques ainsi que l'énergie élastique associés a la dislocation sont
alors calculés et 1'effet de la vitesse propre est discuté. Une étude quantitative
de deux groupements de dislocations est faite en fin de ce chapitre.

Dans le chapitre IV, le couplage thermomécanique est introduit pour
calculer la force thermodynamique G, déduite du premier chapitre, qui
s'exerce sur la dislocation coin mobile:

Ceci est possible connaissant les champs thermomécaniques déterminés dans
les chapitres 1I et IIL.

On termine ce mémoire par une conclusion générale et par des annexes
portant sur le calcul de la dissipation intrinseque en utilisant les champs
macroscopiques et internes (Annexe A). Dans l'annexe B, on compare les
différentes contraintes internes introduites par la dislocation rectiligne coin
mobile. Pour calculer la force thermodynamique G, on aura a développer des
expressions portant sur le tenseur de Green (Annexe C) et a calculer les
déformations inélastiques macroscopiques (Annexe D).
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Chapitre I. Eléments de Thermodynamique des Milieux Continus

I-1- Introduction

Dans le cadre classique de 1'étude du comportement des matériaux
traitée par la mécanique des milieux continus, la réponse d'un systeme
mécanique soumis a une sollicitation quelconque exige a priori une
identification claire du systéme en question, de sa configuration et de
'ensemble des forces (extérieures et intérieures) agissant sur le milieu [1]. 11
est actuellement connu que cette réponse du systéme, traduite en terme de
déformation par exemple, n'est pas en général un phénomene purement
mécanique, elle s'accompagne également d'effets thermiques [2]. La
conception des structures nécessite donc un élargissement du champ d'études
au comportement thermomécanique des matériaux. La thermodynamique est
dans ce cas l'outil le plus intéressant pour tenir compte de ce double
comportement (mécanique et thermique) de la déformation des milieux
continus.

Depuis plusieurs décennies, la thermodynamique n'a cessé de connaitre
d'innombrables développements [3-7], mais en général, elle constitue une
extension des trois caractéristiques de la mécanique classique (systeéme,
configuration et forces) aux cinq concepts suivants: température, énergie
interne, entropie, apport de chaleur et flux de chaleur. En ce qui
concerne les quatre premiers, se sont des champs scalaires alors que le flux de
chaleur est un champ vectoriel, tous définis sur la globalité du milieu. D'autre
part, il faut ajouter aux principes généraux issus de la mécanique classique,
deux autres principes: Le premier principe de la thermodynamique
qu'on appelle souvent l'équation bilan d'énergie et le second principe
de la thermodynamique qui conduit 2 l'inégalité de Clausius-Duhem.
Ainsi, la formulation de toute loi de comportement doit étre en accord avec
ces deux principes.

Un milieu continu ne peut que rarement &tre dans une situation
réguliere. Ceci vient du fait que des discontinuités ou singularités peuvent se
trouver ou étre facilement créées dans sa structure. L'objet de ce chapitre est
donc d'examiner le comportement thermomécanique de telles situations en
traitant d'abord le cas régulier. On a jugé utile de rappeler les deux principes
de la thermodynamique pour en déduire les différentes formes de dissipation
en se basant sur une méthode analogue 2 celle utilisée notamment par H.D.Bui

5



Chapitre I. Eléments de Thermodynamique des Milieux Continus

et col.[8] et L.B.Freund [9] dans le cas des milieux fissurés. On calculera par
la suite la force thermodynamique exercée sur une singularité quelconque sous
la forme d'une intégrale curviligne qui constitue une extension de celle
obtenue par J.D.Eshelby avec le tenseur d'énergie-impulsion (energy-
momentum) [10].

I-2- Description thermodynamique

Un processus thermodynamique est défini comme une évolution au
cours du temps de la configuration du systeéme, de I'ensemble des forces, de la
température, de I'énergie interne, de 1'entropie, de l'apport et du flux de
chaleur [4].

En se limitant dans tout ce qui suit aux hypotheéses de petites
perturbations HPP (petites déformations et petites rotations), le processus
thermodynamique sera donc décrit par huit fonctions qui dépendent de la
position x et du temps t:

1- Le déplacement u(x, t) décrivant le mouvement du milieu.
2- Le tenseur de contraintes symétrique G;; = 0(X, t).

3- Les forces volumiques f = f(x, t) par unité de masse exercées sur le
milieu par des chargements extérieurs.

4- L'énergie interne spécifique e = e(x, t).

5- L'apport de chaleur h = h(x, t) par unité de masse et de temps
défini dans tout le volume.

6- Le vecteur flux de chaleur q = q(x, t) au travers de la frontiére.
7- L'entropie spécifique n =n(x, t).
8- La température locale T(x, t) supposée toujours positive (T > 0).

Ce processus doit étre compatible avec les principes de la mécanique et
avec la loi de conservation de 1'énergie. Ceci conduira a faire un rappel du

6



Chapitre 1. Eléments de Thermodynamique des Milieux Continus

premier et du second principe de la thermodynamique pour en déduire les
différentes lois de conservation.

I-3- Premier principe de la thermodynamique - Equation bilan
d'énergie

Le premier principe de la thermodynamique ou loi de conservation de
I'énergie postule qu'a chaque instant, la somme de la dérivée particulaire
d'une fonction d'état thermodynamique du systéme appelée énergie interne E
et de 'énergie cinétique K est égale 2 la somme de la puissance des efforts
extérieurs P, exercés sur le systéme et du taux de chaleur Q recue par le
systeme:

E+K=P, +Q (I-1)

Pour définir la puissance des efforts extérieurs, on suppose que les
éléments du systéme n'exercent pas entre eux d'actions a distance, c'est a dire
on n'a plus que:

—> des forces de volume f,

—> des forces de surface s'exercant sur le contour du domaine et
définies par une densité surfacique T(x, n(x)) = g.n, ou n est la normale
extérieure.

Pour un champ de vitesse v (réel ou virtuel), 'expression de la puissance des
efforts extérieurs s'écrit:

Pe=jpf.vdv+ _[g.n.vds (1-2)
v v

p est la masse volumique.

De méme, pour définir le taux de chaleur regue, on suppose qu'il se
compose:

—> d'un terme de conduction a la frontiere, dont la contribution se
traduit par l'intégrale de surface d'une densité q(x, n(x)),
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—» d'un terme de volume qui correspond aux taux de chaleur fournie
aux éléments du systéme par l'extérieur du volume V et dont la contribution
est l'intégrale de volume d'une densité spécifique h(x).

Q est donné alors par:

Q=-[qnds+[phav (I-3)
A% \"

L'énergie cinétique s'écrit sous la forme:

_(1 .2
K—iapv dv (I-4)

Enfin, I'énergie interne s'exprimant en fonction de I'énergie interne spécifique
e est donnée par la relation:

E=[pedv (I-5)
\%

En tenant compte des expressions de P, Q, K et E, le premier principe de la

thermodynamique donné par la relation (I-1) pour un volume quelconque,
s'écrit comme suit:

d v?
aip(e ) dV = lp(f.v +h)dv + a_[](g.n.v —_q.n)dS (I-6)

D'autre part, le théoréme de 1'énergie cinétique est donné par:
P, +P, =K 1-7)

ol P, est la puissance des efforts intérieurs définie par:

P, = —_[g:g dv (I-8)
v

¢ est le tenseur taux de déformation.
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En combinant les relations (I-1) et (I-7), le premier principe est formulé

autrement:

d .
SE=Q-P, 19
th Q-P (I-9)

Soit, en remplagant P, par son expression (I-8), on obtient a partir de (I-9) la
forme globale du premier principe:

IpedV Jgg h)dv - J'q.nds (I1-10)

La forme locale (représentation eulérienne) de ce premier principe est ainsi
déduite de (I-10) par le théoréme de la divergence et méne a I'équation bilan
d'énergie qui s'écrit sous la forme [11]:

p é=0:€—divq +ph (I-11)

Pour que le rappel de la thermodynamique soit complet, il faut a présent
introduire les deux autres variables a savoir la température et 1'entropie.

I-4- Deuxiéme principe de la thermodynamique - Entropie

Ce principe fait intervenir deux notions importantes: la température
absolue T et l'entropie S fonction de 1'état thermodynamique du systeéme qui
exprime une variation d'énergie associée a une variation de température. On
la définit a partir de sa densité spécifique 1} par:

= jpndv (1-12)

Le second principe postule qu'a tout instant t et pour tout volume V, le taux de
production d'entropie est toujours supérieur ou égal a celui due a la fois au
flux de chaleur & travers la surface et a l'apport de chaleur par l'extérieur.
Ceci se traduit par:

das ph v _ QN
ijdV LTdS (I-13)
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Le théoreme de la divergence permet d'écrire localement (I-13) exprimant le
taux de production irréversible d'entropie [1,11}]:

- o @ > -
pn+d1vT T_O (1-14)
Ainsi, en tenant compte de 1'équation de I'énergie (I-11) et en introduisant la
notion d'énergie libre spécifique y telle que:

y=e-Tn (I-15)
on obtient 1'inégalité dite de Clausius-Duhem:

q.gradT >

T 0 (I-16)

c:¢-p(¥+nT)-

Les variations de la masse volumique p sous HPP sont négligeables. Pour cette
raison, on utilisera dans la suite des calculs, I'énergie libre et I'entropie par
unité de volume définies par:

w = py, s=pn (1-17)
L'équation (I-16) devient alors:

q.gradT >

g_:g—(v'v+sT)— T

0 (I-18)

I-5- Meéthode de I'état local

Pour décrire le comportement thermomécanique des milieux solides, il
faut d'abord définir:

- Les variables d'état qui se composent de variables observables
commandées et de variables internes ou cachées [12]. La connaissance de ces
variables définit complétement en un point et a un instant donnés, I'état
thermomécanique d'un milieu matériel, c'est-a-dire qu'elle permet la
détermination de toutes les propriétés du systeme.

10
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- Un potentiel thermodynamique duquel dérivent les lois d'état.

Si pour la majorité des matériaux (élastique, viscoélastique, plastique
ou viscoplastique), la connaissance des variables observables est sans
ambiguité, celle des variables internes ne 1'est souvent pas. En effet, les seules
variables observables, commandées et contrdlées qui interviennent sont
généralement la température T et la déformation totale €.

Ceci dit, la connaissance de la déformation totale par exemple n'est
jamais faite avec exactitude, elle est souvent donnée en valeur moyenne. Ceci
provient du fait qu'au sein de 1'élément matériel, il y a de nombreux facteurs
qui peuvent influencer sa réponse, par exemple les changements de structure,
lexistence des défauts de structure, leurs mobilités...Ces facteurs traduisent
des mécanismes physiques (déformations élastiques, déformations inélastiques
-plastique ou thermique- dues 2 la présence et au mouvement des défauts, etc.)
et chimiques présents dans le matérian. Une connaissance globale de la
déformation totale doit donc prendre en compte tous ces parametres.

Ceci conduit alors a introduire la notion de variables internes qui
apparemment peuvent &tre mesurées mais pas controlées d'ou I'appellation de
variables cachées. Selon la situation expérimentale, les variables internes
peuvent étre de natures différentes: déformations €lastiques, déformations
inélastiques, déclenchement de réactions chimiques, densité des dislocations,
énergie associée aux degrés de liberté des molécules, configuration
moléculaire des polyméres, etc. Toutes ces variables internes possedent les
propriétés communes suivantes [7]:

- Elles décrivent des réarrangements de la microstructure de 1'élément
matériel,

- Elles se produisent sur une échelle micromécanique,

- Elles induisent une description en moyenne pour "monter” a I'échelle
macroscopique.

En plus de ces trois propriétés, les variables internes peuvent étre de
natures dissipatives telles que les frottements internes, les déformations
plastiques, les fissures, etc. Ceci veut dire que le solide qui présente ce type de

11
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mécanisme est en évolution thermodynamique irréversible. Une étude de la
dissipation s'impose alors pour déduire ces différentes formes.

I-5-1- Analyse de la dissipation

En toute généralité, on considére qu'un matériau est décrit par sa
déformation totale € et par sa température absolue T comme variables
observables, et par un ensemble de variables internes décrivant son état
physico-chimique noté . D'autre part on choisit pour potentiel
thermodynamique, 1'énergie libre volumique w fonction de g, T et f:

WEW(§,T,B) (1'19)

avec,
B={e®,eP,a} (1-20)

o représente aussi un certain nombre de variables internes qui en plus de g° et
gP sert 2 identifier certains phénomeénes physico-chimiques complexes a

prendre en compte a 1'échelle microscopique.

La différentielle totale de w(g, T, ) donnée par:

W_(aglw §+(8T)§,B T+(8Bj§,TB 1-21)

permet de définir,

= L'entropie volumique s, lorsque la déformation g et I'ensemble de
variables internes 3 sont constants, par:

ow
s_-(gT-LB (1-22)

= Les variables conjuguées de g (lorsque la température T et les

variables P sont constantes) et de B (quand la température T et la déformation
€ sont constantes) qui s'appellent respectivement contrainte réversible O et

force thermodynamique b appelée souvent force généralisée [1,13] par:

12
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ow __[ow _

Dans ce cas la relation (I-21) s'écrit sous la forme:

Ww=0g:&—sT—b.B (I-242)
ou bien:
w+sT=0g:£—b.p (I-24b)

On définit alors la puissance réversible regue par la quantité [8]:

d=ocg:£-b.B (I-25)

Le taux de production irréversible d'entropie §; est une caractéristique

trés importante des processus thermodynamiques irréversibles. Il est défini a
partir du taux de production d'entropie totale §:

éi = S - éc 2> O
Le taux de production d'entropie §, du a I'échange de chaleur est défini par:

Se =BTll—diV%

h et p sont respectivement I'apport de chaleur et la densité volumique.

En utilisant 1'expression du premier principe de la thermodynamique
(I-11) et la relation (I-15), on trouve la relation suivante qui peut étre aussi
déduite de 1'inégalité de Clausius-Duhem (I-18):

20 (I-26)

TS, =0: € - (oR:g—b.B) -

La puissance T §; liée a la production irréversible d'entropie est représentée
par la somme de deux termes. Le premier est la dissipation intrinséque

13
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volumique notée @,. Elle est égale a la différence entre la puissance des efforts
intérieurs © : £ et la puissance réversible d [14]:

¢, =0:¢—(Og:&—b.p) (1-27)

Le second est la dissipation thermique volumique notée @, et définie par [14]:

.gradT
9, =—1E = (1-28)
T
La puissance T §; décrit finalement la dissipation volumique ¢ traduite par

l'inégalité de Clausius-Duhem (I-26) et s'écrit sous la forme suivante:
0=0¢; +¢, 20 (I-29)

Un systéme est dit réversible, si pour toute partie du systéme on a:

=0
{$1 _o (I-30)
, =

c'est-a-dire qu'il n'y a pas de dissipation.

Une hypothese du découplage entre la dissipation intrinséque et la dissipation
thermique (ce qui ne veut pas dire que les effets thermiques et mécaniques
sont découplés) est souvent utilisée [1,2], ce qui permet d'écrire:

>0
{$1 -0 1-31)
2 =

I-5-2- Calcul de la dissipation intrinséque dans le cas d'un
milien continu régulier

Au cours de la mise en forme des matériaux, l'une des conséquences
les plus immédiates est la présence des défauts de structure o ce qu'on appelle
généralement des singularités. Ils peuvent €tre de différentes natures:
Ponctuels, linéiques, surfaciques ou volumiques. On sous entend alors par
milieu continu régulier, un milieu ne contenant pas de tels défauts (ce qui est

14
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pratiquement impossible). Sinon les défauts présents dans le milieu sont
immobiles. Cette régularité permettra d'introduire sans trop de difficultés, la
notion de dérivée par rapport au temps d'une intégrale de volume. Ceci
permettra de passer d'une étude a 1'échelle microscopique a une échelle
macroscopique pour pouvoir déterminer la puissance intrinseque dissipée pour
un milieu continu régulier de volume V.

Dans toute la suite, on fera une hypothése simplificatrice qui consiste a
négliger le taux de chaleur fourni aux éléments du systeme de volume V par
I'extérieur (h = 0).

Dans ce cas, le taux de chaleur recu Q s'écrira sous la forme:

Q=- _[q-n ds (1-32a)
v

Soit par application du théoréme de la divergence:

Q= —I divg dV (1-32b)
Vv

Le premier principe de la thermodynamique donné par I'équation (I-11)
s'écrit alors sous la forme 1égérement modifiée:

pé=0:€ —divq (I1-33)

En introduisant encore une fois la relation (I-15) définissant 1'énergie libre
spécifique v, la relation (I-33) devient alors:

p(W +nT)+pTh-g:€=—divg (1-34)

Soit en utilisant (I-24b) et les quantités exprimées par unité de volume, on
obtient:

0: £-(0g:£—b.B)=Ts+divg (1-35)

15
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Le premier membre de 1'égalité (I-35) est la dissipation intrinséque volumique
@,. En utilisant I'nypothese (I-31) de la positivité de @,, la relation (I-35) peut

étre mise sous la forme:
¢, =Ts§+divg 20 (I-36)

Comme le milieu de volume V considéré est régulier, l'intégration sur V de la

relation (I-36) est donc licite. On appelle alors puissance intrinséque dissipée
pour un milieu continu régulier de volume V, la quantité Dy telle que:

Dv=j¢1 dejTédV—Q (1-37)
Vv A\

En éliminant Q entre (I-1) et (I-37), cette derniére peut étre écrite sous la
forme suivante valable quelque soit le volume V:

2
DV=Pe—%jp(e+—vz—) dv + [Tsdv 20 (I-38)
\" \'

Soit en remplacant 1'énergie interne e par (I-15) et en introduisant les
quantités (I-17), l'expression ci-dessus devient alors [15]:

2
DV=Pe—%j(w+pv7)dV—stdV20 (I-39)
\' \'

Dans le cadre usuel de la thermomécanique des milieux hétérogenes,
on peut écrire cette puissance dissipée Dy, donnée par la relation ci-dessus en
fonction des contraintes et déformations macroscopiques (X, E). Pour cela, il

est intéressent d'exprimer l'énergie libre w et la puissance des efforts
extérieurs P, en fonction de ces champs macroscopiques (Annexe A).

P,=VEZX (I-40)

€

1

(E-E™) Q(E—Ei“é)+2

\'
W=—
2

[o'sa av (1-41)
v

La relation (I-39) devient alors:

16
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d ’ ’ .
—tlg Sc dV—;[sTdV (1-42)

Cela veut dire que la puissance inélastique macroscopique n'est donc pas
dissipée complétement, elle est emmagasinée sous forme d'une puissance
élastique associée aux contraintes internes ¢° augmentée d'une puissance
traduisant un changement de 1'état interne du matériau (s T).

Dans le cas élastoplastique isotherme (gi" = gP et T = 0) par exemple, on
retrouve la puissance dissipée classique [14,16]:

’

Dy=VE" £-[g §6 aV (1-43)
AY

La dérivée par rapport au temps a été introduite dans l'intégrale de volume
car le milieu est supposé régulier.

I-6- Calcul de la puissance intrinséque dissipée dans le cas d'une
discontinuité mobile

I-6-1- Introduction

En pratique, les milieux ne sont souvent pas réguliers du fait de la
présence mais surtout du mouvement des défauts de structure ou singularités
(dislocations, fissures, interfaces...). Ils sont a l'origine d'une part de lieux
géométriques ot les champs de certaines grandeurs physiques peuvent étre
discontinus et/ou infinis et d'autre part, de plusieurs phénomeénes physiques,
notamment a cause de leurs mobilités.

Si la forme globale des différentes équations (1°F et 26™¢ principe,
puissance dissipée) reste comparable a celle rappelée dans le cas d'un milieu
régulier, 1'écriture locale ne l'est slirement pas. On doit en effet, tenir compte
de ces discontinuités dans la définition de la dérivée temporelle d'une intégrale
de volume mobile et du théoréme de la divergence ce qui fournit en outre les
équations locales relatives a chaque constituant.
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On propose a nouveau une étude détaillée des deux principes de la
thermodynamique dans le cas ou le milieu considéré contient une discontinuité
mobile. Pour cela, on se base sur un calcul analogue effectué notamment par
H.D.Bui et col.[8] et L.B.Freund [9] dans le cas des milieux fissurés.

I-6-2- Rappels mathématiques

On rappelle tout d'abord et brievement les outils mathématiques
concernant la dérivation temporelle d'abord par rapport a un point puis par
rapport 3 un domaine mobiles [11] ainsi que l'intégrale de volume d'une
fonction singuliere.

a- Dérivée temporelle par rapport & un point mobile

Soit f(x, t) une fonction continue et dérivable définie en chaque point
matériel d'un milieu continu et variable au cours du temps. La fonction f
représente une grandeur physique (énergie, entropie...). La vitesse de
variation de f lorsqu'on suit le mouvement d'un point M mobile 2 vitesse V
par rapport a un repere fixe de l'espace, est donnée par la dérivée particulaire

df
— telle que [17]:
m que [17]

df af of
+V; f =—+V.gradf 1-44
dt ot ot & (-44)

%% est la vitesse de variation de f(x, t) lorsque M est fixe dans l'espace.

b- Vitesse de variation par rapport & un domaine mobile

Si on considére une grandeur physique de densité f définie a chaque
instant en tout point d'un domaine Q mobile par rapport a un repere fixe de
l'espace et de frontiere dQ de normale extérieure n, la vitesse de variation de

la quantité F = jf dQ est donnée par [17]:
dF d

E——Ifdﬂ J'— dQ + jfv.n ds (1-45)
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Le premier terme du dernier membre de (I-45) représente la vitesse de
variation de F quand le domaine Q est fixe dans 1'espace. Le second représente
le flux de la densité f & travers la surface dQ et qui intervient du fait du
mouvement du domaine Q. V est la vitesse d'un élément de €.

c- Intégrale d'une fonction singuliére

Si f(x, t) est par ailleurs une fonction qui a un comportement singulier
au voisinage d'un point P, d'une ligne L ou a travers une surface X, le calcul

de jf dQ devient compliqué. La méthode qu'on utilise le plus souvent pour
Q
calculer cette intégrale se fonde sur l'introduction d'une surface (un contour

dans le cas des problémes plans) £ qui englobe la singularité ainsi isolée du
reste du domaine Q. Le volume Q est alors subdivisé en Vy limité par X et en
Qy=Q-Vy (Figure I-1).
L'intégrale If dQ s'écrit alors sous la forme suivante:
Q
[fao= lim [fdo+ lim |fdQ (1-46)
Q

pIEED e PN
Qs \&3

¥’ désigne la géométrie caractéristique de chaque type de singularités
(ponctuelle "X'=P", linéique "X'=L" ou surfacique "X'=X,").

Compte tenu de la nature de la singularité, les modifications qu'il faut

ajouter aux différentes équations ne sont pas les mémes. Si on considere par
exemple qu'on est en présence d'une discontinuité surfacique Z,, alors on peut

a ce moment 12 remplacer la limite quand la surface £—ZX par le saut des
différentes grandeurs physiques a la surface de discontinuité X, en

introduisant par exemple les opérateurs interfaciaux [18]. (I-45) s'écrit alors
sous la forme suivante:

dF of
= | f1V.
” Qat dQ+J.[]VndS

Z

[f] représente le saut de la grandeur f & travers la surface X,
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Si par ailleurs la discontinuité est linéique L, alors on garde la limite
>—L tout en choisissant pour X une surface constituée d'un tube enveloppant
la singularité et de la surface limitée par L sur laquelle on applique la
technique du saut de discontinuité [19].

1-6-3- Position du probléme

Ces rappels mathématiques permettront d'illustrer les modifications
que subiront d'une part les deux principes de la thermodynamique et d'autre
part, la puissance dissipée dans le cas d'un milieu continu contenant une
discontinuité mobile. Il est clair que la généralisation d'une telle démarche a
n'importe quel type de discontinuité n'est pas évidente. Pour cette raison, on
se limitera aux discontinuités rectilignes qu'on étudiera dans le cadre des
problemes plans. Ce choix permettra par la suite de traiter le cas des
dislocations.

X2
A

g

Figure I-1:
Propagation d'une discontinuité A dans un milieu continu.

Le mouvement de cette discontinuité est uniforme a vitesse constante V
suivant 'axe des abscisses d'un repeére fixe (O;,X;,X,,X3). Le milieu occupe un

volume Q, de frontitre 9Q, de normale extérieure v. Pour les raisons

évoquées ci-dessus, on suppose que la discontinuité symbolisée par la lettre A,
est entourée d'un volume Vy de frontidre £ de normale extérieure n=-v. A
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cette discontinuité (sous entendu le volume Vy), on associe un repére mobile

(A,X,y,z) possédant le méme mouvement (vitesse V) que la discontinuité.
Chaque point M de ce milieu sera repéré par 1'angle ¢ et par le rayon r le
séparant de la discontinuité (Figure I-1).

1-6-4- Conséquence du premier principe

Pour le systéme entier, le premier principe est donn€é par:

d v2 .
- j ple+-) Q=P +Q (1-47)

ou P_ et Q sont respectivement donnés par (I-2) et (I-3).

La présence de la discontinuité mobile A dans le milieu €2, produira

sirement un site localisé ol les diverses grandeurs physiques présentent un
comportement singulier. Il en est ainsi pour la vitesse de déplacement v
1'énergie interne e, etc... Le calcul du membre gauche de (I-47) n'est alors pas

évident et le résultat de l'intégration ne s'écrit pas forcément sous la forme
2

I [p(e+ —)] dQ car la fonction 2[p(e + Yz—)] n'est pas nécessairement

ot

1ntegrable au sens de Lebesgue sur tout le domaine Q,. Le calcul de cette

intégrale se fera a l'aide de la relation (I-46) qui exige l'introduction de la
surface X.

Pour alléger les calculs, on applique le premier principe (I-47) aux
deux milieux Q, et Qs sous I'hypothése simplificatrice suivante:

Hypothése: On suppose que le milieu de volume €2, est isolé (Q = 0),
alors que le milieu de volume Q5 ne l'est pas.

a- Application du premier principe au milieu isolé Q,

Le premier principe appliqué au systéme entier €2, isolé donne:
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d v2
— +—)dQ=P [-48
dtg_!-P(e > ) e (I-48)

Ayant séparé le volume Q, en deux domaines Qs et Vy, le premier membre de
(I-48) peut se mettre sous la forme:

d v?2 d v2 d v2

< + Xy do=~ +Yydo + = +Y)do 1-49
dtg!p(e ) dtvjp«e =) dtij(e ) (1-49)
t X P

Compte tenu de la définition attribuée aux deux volumes sy et Vy, les

deux termes du second membre de (I-49) ne se calculent pas de la méme
maniére. On propose alors de les calculer séparément.

d v2
al- Calcul de — e+ —) dQ
Caleul de — Vj ple+-)

z

Le volume Vj est un volume entourant la discontinuité et

s'évanouissant sur elle. Il est entrainé avec elle dans le méme mouvement par
rapport au repére mobile (A,x,y,z), ce qui veut dire que Vy est fixe puisque sa

surface X est en translation simple. On peut alors d'une part, introduire le

signe g_t a l'intérieur de l'intégrale étendue au volume Vy:

d v? d v2
< Joee+ %) aa- [ lpte+ 140
Vs Vs

et d'autre part, on peut supposer que la vitesse de variation de 1'énergie totale
2

%[p(e + V7)] est bornée dans le volume Vy. Ceci constitue 1'hypothése H, de
2

Q.S.Nguyen [20] de l'intégrabilité de la fonction %[p(e+v7)] pour la

plupart des matériaux usuels. D'oll le résultat suivant:
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lim —d—[ (e+ﬁ)] dQ=0 (I-50)
dt P 2

X
Vz

2

d \'4
a2- Calcul de — | p(e +-—) dQ
Calcul de edtgjm )
P

Le fait d'avoir introduit la surface X, signifie que le volume Qy
posséde maintenant une surface mobile par rapport au repere de référence

2

(0,,X;,X5,X3). Le calcul de -:11 Ip(e + 12—) dQ est facilité par 1'utilisation de
t ay

la notion de la dérivée particulaire (I-45). On rappelle que la discontinuité se

déplace sur l'axe des abscisses a la vitesse V et que la normale extérieure a la
2

surface X est v. (I-45) appliquée a l'intégrale Ip(e + 12—) d€Q donne:
Qs

2
_Jp(e+—)d§2 j—[p(e+—)] dQ + jp(e+-V2—)Vv1 ds

Sur la surface ¥, n = - v, l'expression ci-dessus devient alors:

d v2 a v2 v2
Eé‘;p(ﬂ—z—)dﬂ—ia[p(ﬁ?)] dQ - ‘}‘;p(e+—2-)Vn1 ds  (I-51)

En combinant les résultats (I-49)-(I-51), le premier principe (I-48)
appliqué au systéme entier Q, supposé isolé, s'écrit finalement sous la forme:

2 V2
Jim (P, - j—[p(e+—)] d§z+jp(e+—2—)Vn1 ds]=0  (I-52)

b- Application du premier principe au milieu non isolé Q;

11 s'agit cette fois-ci d'un milieu Qy régulier, en présence d'un flux de
chaleur 2 travers la surface X. Le premier principe s'écrit donc sous la forme:
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d v?
Ia[p(e +-)1dQ =P, - fonvds+[g.nds (I-53)
Qy z z

On élimine la puissance des efforts extérieurs P, entre (I-52) et (I-53). Apres
simplification, le résultat peut se mettre sous la forme suivante:

H= lim |[q.ndS (1-54)
T
avec,
. V2
H=Zh_r)g,£{p(e+7) Vn, +n.6.v} dS (I-55)

Etant donné que q est un flux de chaleur a travers la surface Z, la
relation (I-54) traduit physiquement la présence d'une source de chaleur.
Comme X tend vers la surface (ou dimension) £” dans (I-54), cette source est
alors concentrée sur la discontinuité A. La grandeur H donnée par (I-54) est
éventuellement non nulle et nécessairement finie, ce qui justifie 1'existence de
la limite donnée par (I-55).

1-6-5- Conséquence du second principe

Pour un systéme quelconque, le second principe peut s'écrire selon
deux formes équivalentes:

d q.n
= av > - | —=—ds 1-56
L a{/ = (1-56)

ou bien en introduisant la dissipation intrinséque:

Dy = jpTﬁdV + jq.nds (I-57)
v av

Si on utilise le systéme entier Q, comme domaine d'intégration, des problemes
de singularités sur la discontinuité A se posent dans le calcul du premier
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membre de l'inégalité (I-56). La décomposition de Q, en Q5 et Vy s'impose,
en supposant toujours que €2, est isolé alors que Qy ne I'est pas.

a- Application du second principe au milieu isolé €,
Le second principe appliqué au systéme entier £, isolé donne:

%jpndﬂzo 1-58)
Q

t

En appliquant la méme démarche et la méme hypotheése que celles utilisées au
sous paragraphe (I-6-4) mais cette fois-ci appliquées a la vitesse de variation
de l'entropie, on aboutit aux résultats suivants:

d d
lim — dQ = 1 — dQ2=0 1-59
zl—r:)l:'dt jpﬂ zl?;:'jdt(pn) (>
Vg \{
et,
d 0
ajpndg_ J'_a:(pn)dg—jpnvm ds (1-60)
QZ Q): E

En tenant compte de (I-59) et de (I-60), l'expression (I-58) s'écrit sous la
forme suivante:

PIED
Qy

lim[jpﬂdﬂ—jannl ds]120 (1-61)
p>
b- Application du second principe au milieu non isolé Q5

Dans ce cas, le second principe s'écrit sous la forme:

0 q.n
— — | — > -
Iat(pn)dﬂ JE'T ds=0 (1-62a)

Qs

On introduit dans cette expression la limite quand la surface X tend vers celle
de la discontinuité X"
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: 0 q.n
)}l{r%’[gi“at(pn)dﬂ iT ds120 (1-62b)
z

Pour que cette limite existe, il faut que les limites lim J‘i(p n) dQ
T3 J ot

z

- q'n . », ’ 2’ 2’
et lim _T dS existent séparément. Pour cela, on suppose généralement
pIE=Y 2
T

que le taux de production d'entropie est fini donc intégrable et par suite

: J : ) : .
lim J‘a(p 1) dQ existe. D'autre part, la température sur la discontinuité
Z-%

z
aussi élevée soit elle, ne peut réellement atteindre une valeur infinie, on la
note T, # 0, on a alors:

lim [ q.nds
oY
lim (42 gg-_ =  _H

PIEEY g
z

existe aussi. La limite donnée par (1-62b) peut étre écrite sous la forme:

l'existence de la limite (I-54) définissant H, implique que lim 1%3 ds

J H
li = dQ-—20 I-63
i (o2
z

Si on considére maintenant la relation (I-59) tout en lui appliquant la notion de
la dérivée particulaire, on a:

To¥
Vz

: d : d
lim a(pn)dﬂ—zlg,[ngmn)dmiannldS]-o
z

et si d'autre part, on tient compte de l'intégrabilité de la fonction %(p n) qui

peut se traduire par:
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. 0
lim, Vj = (pm)dQ=0 (1-64)
z

alors la combinaison de ces deux dernieres relations permet d'aboutir a
1'égalité suivante:

Elgr)l:liannl dS=0 (1-65)

La partition de Q, en Qg et V5 permet d'écrire, tout en introduisant la limite
quand X tend vers X"

d d
lim — dQ=— dQ
t t

) 0 )
- Jim, [0 maa-Jim Jonvn, oS
Qy T
d'ou, en utilisant (I-65), le résultat suivant:

d T
agp ndﬂ—zlgglvgjéz(p 1) dQ (1-66)
t )

Résultat qu'on injecte dans la relation (I-63) pour obtenir:

d H
— dQ———2=0 1-67
dtip" I (1-67)

Comme T, et H représentent respectivement la température et la source de

chaleur concentrées sur la discontinuité A, . devrait représenter le taux de
A

production d'entropie au niveau de la discontinuité.

. z . A z “ ~ H .
D'autres interprétations peuvent étre données a H (ou a T) en appliquant le
A
second principe cette fois-ci aux particules occupant le volume V7.
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c- Application du second principe au milieu Vy

Compte tenu de I'hypothese de départ qui consistait & supposer que le
domaine Q, est isolé alors que Qy ne l'est pas et ayant démontré que le

domaine Vy contient maintenant une source de chaleur concentrée sur la
discontinuité, il est clair que V5 n'est pas isolé. Le second principe est alors
>

donné par:

0 q.n

— dQ+ | —dS=>0 1-68
VJat(p )| +£ T (1-68)
z

soit en passant a la limite quand I tend vers X’ et en introduisant la
température T,, les résultats (I-54) et (I-64) permettent d'écrire:

2o 1-69)
TA

Ceci implique que la source de chaleur concentrée en A est une source chaude
(T, > 0). C'est justement grice a cet aspect qu'on I'on arrive a mesurer la

distribution de température au cours par exemple de la transformation
martensitique, de 1'évolution des bandes de cisaillement, de la propagation des
fissures...

On applique maintenant la deuxieéme forme du second principe a savoir
la formule (I-57) toujours sur ce systeéme Vy:

Dy, = jpTﬂdV + jq.nds (1-70)
Vs z

En passant 2 la limite quand X tend vers I’ et en tenant compte de (I-64), on
a:

H= lim D I-71
21—13;:' Ve 70

H est donc la puissance intrinséque dissipée concentrée en A.

Finalement, il a été démontré par application du second principe de la
thermodynamique que la présence d'une ou plusieurs discontinuité(s)
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mobile(s) constitue une source de chaleur chaude dont la puissance intrinséque
dissipée est H donnée soit par (I-55) soit par la relation ci-dessus. Chose qu'il
faut prendre en compte dans le calcul de la puissance intrinséque dissipée pour
le systéme entier:
Dg, = [ d0+H 1-72)
Qt

En utilisant I'expression (I-27) donnant la puissance intrinseéque volumique ¢,
et la relation (I-24b), DQt s'écrira sous la forme générale suivante:

DQt=jg:§dQ—JWdQ—JTsdQ+H (1-73)
Q, Q, Q,

Compte tenu de la relation (A-12) donnant la densité volumique
d'énergie libre d'Helmholtz w et de sa dérivée W, on aboutit a la relation
suivante:

Dg, = _[g:gi“é Q- js T dQ+H (1-74)
Qt Qt

C'est une équation qui fait apparaitre, comme dans tout processus
irréversible, des mécanismes inélastiques (¢"™), des changements de 1'état
interne du matériau (s T) et la dissipation H liée 2 la discontinuité. L'équation
(I-74) permet de définir les forces thermodynamiques liées a chaque
mécanisme: les contraintes G associées a la vitesse de déformations inélastiques
giné, l'entropie s correspondant a la variation de la température T et enfin la
force qu'on peut déduire de H qui représente la force motrice du mouvement
de la discontinuité.

Etant donné la relation (I-65), la puissance intrinseque dissipée H
donnée par (I-55) peut étre écrite en fonction de 1'énergie libre volumique y:

2
. A\
H—zh_r)r)l:’i{p(\p+7) Vi, +n.c.v} dS (I-75)
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La vitesse de déplacement v n'est rien d'autre que la dérivée partielle
du champ de déplacement par rapport au temps. Soit par application de (I-44),
on peut écrire:

vE—=~-V — (1-76)

En mettant la vitesse V en facteur, la puissance intrinseque dissipée concentrée
en A donnée par (I-75) devient alors:

H=GYV d-77)
avec:

Vizvi )n, —G;n; u;,} dS (1-78)

G=lim [{p(y+
lim | {p(y
p)
La grandeur G ainsi définie est appelée force thermodynamique sur la
discontinuité.

En résumé, un milieu qui contient une discontinuité mobile, perd de
l'énergie sous forme de dissipation intrinseque (I-27). En retour, il regoit une
certaine quantité d'énergie sous forme de chaleur fournie par la discontinuité.
Cet échange est bien illustré par la formule (I-54), c'est pourquoi G est aussi
appelée taux de restitution d'énergie.

La relation (I-78) constitue l'extension de certaines relations utilisées
au départ en élastostatique linéaire dans I'étude des dislocations et des fissures.
En effet, pour modéliser la présence des imperfections cristallines en €lasticité
classique, Eshelby a introduit le concept de force sur une singularité élastique
sous forme de dérivée de 1'énergie totale par rapport a la position de la
singularité [21]. Eshelby a remarqué que cette force peut étre écrite sous
forme d'une intégrale sur toute surface entourant la singularité [10, 22]. En
l'absence de singularité, l'intégrale ainsi présentée par Eshelby devient nulle et
constitue alors une loi de conservation. La version bidimensionnelle de cette
force ou de cette loi, est utilisée en mécanique de la rupture par Rice [23] sous
forme d'intégrale curviligne indépendante du contour d'intégration (intégrale
J) pour analyser la concentration des contraintes et la nature des singularités
en fond de fissure [23-25].
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Par la suite, Knowles et Sternberg [26] ont établi trois lois de
conservation en élastostatique linéaire dont l'une est celle trouvée
indépendamment par Eshelby et par Rice. Ces lois de conservation prennent
en compte les propriétés particulieres du matériau élastique telles que
I'homogénéité, 1'isotropie et la linéarité du comportement.

En se basant sur le théoreme de Noether, les lois de Knowles et
Sternberg ont été étendues a 1'élastodynamique linéaire isotherme par Fletcher
[27] et a la thermoélasticité linéaire par Chudnovsky et al. [28], Bui et col.[29]
et par Bui [30] qui a étudié les intégrales de contour se rattachant a ces lois de
conservation dans le cas de la mécanique de la rupture. En thermoélasticité
dynamique, Nguyen [31] a discuté la validité de (I-78) dans le cas général d'un
matériau a parametres internes. Bui et col.[8] se sont intéressés au cas
particulier d'une fissure mobile dans un milieu quelconque.

On peut citer d'autres travaux pour déduire les lois de conservation ou
bien les forces thermodynamiques s'appuyant cette fois-ci sur une méthode
variationnelle ol le Lagrangien joue un role central [32-34].

En remplacant H par l'expression (I-77), et en introduisant la

distribution de Dirac en A, la puissance intrinseéque dissipée pour le systéme
entier D Q, donnée par (I-72) s'écrit encore une fois sous la forme:

Dg, = J' (9, +GVS(A))dQ (1-79)
Q

L'expression (I-72) ou (I-79) constitue un critere classique de

propagation de la discontinuité. Il consiste a admettre l'existence d'une
quantité G_ appelée valeur (force) critique telle que:

il y a propagation si G = G_,
pas de propagation si G < G..
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I-7- Conclusion

Pour que 1'étude des processus irréversibles soit complete, il faut
définir deux potentiels. D'un c6té, un potentiel thermodynamique qui conduit
aux équations d'état. De l'autre coté, un potentiel de dissipation qui fournit les
lois complémentaires d'évolution des variables décrivant les processus
irréversibles. La thermodynamique de ces processus constitue un outil général
pour étudier les phénomenes dissipatifs qui leur sont étroitement li€s, en
particulier, par l'introduction des forces thermodynamiques.

En s'appuyant sur une analyse de la dissipation intrinseque, il a été
rappelé dans ce chapitre qu'une discontinuité mobile se comporte comme une
source de chaleur de puissance H = G V. La force thermodynamique G ainsi
introduite, demeure une expression assez générale qui peut €tre appliquée
moyennant quelques précautions a n'importe quelle discontinuité (dislocation,
fissure,...) et 2 n'importe quel milieu (élastique, viscoélastique,...).

Par la suite, on va limiter 1'étude au cas d'une dislocation coin
rectiligne en mouvement uniforme dans un milieu élastique. Pour cela, le
chapitre suivant sera consacré aux rappels des propriétés €lastiques les plus
importantes des dislocations.
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Chapitre II. Les Dislocations dans les Milieux Continus

I-1- Introduction

1l est aujourd'hui clair, que les défauts de structure et leurs mobilité
influencent énormément les propriétés du solide et constituent un vrai outil
pour expliquer l'origine de plusieurs phénomenes physiques (la plasticité...).
En vue de les prendre en compte, plusieurs développements ont eu lieu depuis
les années cinquante, pour formuler une théorie générale des défauts de
structure et de leurs mobilités. Par théorie générale, on sous entend les
équations du mouvement, les principes de conservation et une définition
générale de la force qui s'exerce sur un défaut ou entre défauts (force
d'interaction). Parmi ces développements, on cite en particulier celui de
J.D.Eshelby [1] qui fut le premier a construire une telle théorie en se basant
essentiellement sur des notions classiques d'énergie. Ensuite, il y a les travaux
de H.Zorsky [2] et de E.Kossecka [3] qui grice a une formulation
variationnelle se basant sur les notions du Lagrangien et du tenseur de Green,
ont pu 2 leur tour formuler une théorie de mouvement des défauts de
structure.

Dans un milieu cristallin, les défauts sont classés en défauts ponctuels
(lacunes, interstitiels), linéiques (dislocations), surfaciques (fautes
d'empilement, joints de grains) ou volumiques (précipités). La multiplication
et/ou le déplacement de ces défauts provoquent dans le milieu des champs de
déplacement, de rotation et de déformation qui ne peuvent étre produits par
un chargement appliqué. Les défauts sont alors a l'origine d'un certain état de
contraintes appelées couramment contraintes internes. A ces contraintes est
associé un terme d'énergie élastique additionnel par rapport a I'énergie due au
chargement. On appelle alors force thermodynamique sur un défaut, la
variation de 1'énergie totale du systéme par rapport & une de ses
configurations [1,4]. Elle peut étre une force exercée par le chargement, une
force d'interaction si d'autres sources de contraintes internes sont présentes
dans le milieu ou une force image si le défaut se trouve en présence de
surfaces libres. Le défaut par le biais de ses propres contraintes, peut par
ailleurs exercer sur lui méme une force baptisée self-force. Une telle force est
certainement d'une grande importance. Sa connaissance permet en outre
d'étudier le type d'équilibre (stable ou instable) et son influence sur la
déformation plastique, la thermodynamique et la cinétique du défaut.
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Au début de ce chapitre (§2), on va rappeler les équations
fondamentales de la mécanique des milieux continus afin de définir un certain
nombre de tenseurs qu'on utilise souvent dans la théorie des dislocations (§3).
A la fin de ce paragraphe, on va présenter les différentes méthodes de calcul
des contraintes internes dues aux dislocations (en général aux défauts). Ceci
conduira alors 2 introduire la définition classique de 1'énergie totale pour
déduire 1a notion de force thermodynamique exercée sur un défaut (§4). Au
fur et 2 mesure de ces rappels, le cas particulier de la dislocation coin
rectiligne isolée sera traité en calculant les différents champs élastiques qui lui
sont associées, son énergie élastique et enfin la force qu'elle subit de la part du
chargement extérieur et de la part d'autres sources de contraintes internes

(85).

II-2- Rappel des équations fondamentales de la mécanique des
milieux continus

Dans ce paragraphe, on va rappeler quelques notions de base de la
mécanique des milieux continus. Ceci est nécessaire d'une part pour compléter
1'étude thermodynamique des milieux continus traitée au chapitre précedent et
d'autre part pour aborder des problemes classiques des déformations
plastiques liées notamment a la présence et au déplacement des dislocations.

L'hypothése de continuité des milieux restreint le champ de
déformation 2 un champ vérifiant les équations de compatibilité. La loi
fondamentale de la dynamique déduite du théoréme de 1'énergie cinétique (I-
7) impose au champ de contraintes d'obéir aux équations d'équilibre.

I1I-2-1- Cinématique

Le gradient de déplacement [3jj est défini par:

B=grad u (II-1a)
ou encore,

Le tenseur de déformation g n'est rien d'autre que la partie symétrique de [:
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1 1
Eij =E(Bij +Bji)=5(ui,j +uj,i) (I1-2)

alors que le tenseur de rotation @ est la partie antisymétrique de J:

1 1
©;; =E(Bij - Bji)=5(ui,j —uj;) (I1-3)

Généralement en inélasticité, les quantités totales B, € et ® peuvent

étre décomposées en parties élastique et inélastique de la maniere suivante:

avec,

g = £° + §iné (I1-4a)
E_ Ee + Eiﬂé (I1-4b)
®= 0° + @iné (II-4c¢)
Ee =g + ©° (1I-44)
piné = gint 4 iné (II-4¢)

I1-2-2- Statique

Soit un milieu continu fini de frontiére oV, dans un état initial naturel

(contraintes nulles). Ce milieu peut &tre soumis a I'action des forces
extérieures (de densité volumique pf;) définies dans V et a des conditions aux

limites sur sa frontiere 9V réparties selon trois catégories (Figure II-1):

1- Conditions aux limites en contrainte:

o;n; = T surdVv (I1-5)

2- Conditions aux limites en déplacement:

u; = uf sur dV (I1-6)

3- Conditions aux limites mixtes en contraintes et en déplacements:
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Glj nj = Tid sur STi
(11-7)
u; = ul  sur Sy,
avec,
Sy, U St =09V
et (11-8)

n est la normale unitaire extérieure 2 la frontiére dV.

oV n

Figure II-1:
Conditions aux limites imposées 2 un milieu continu.

Sous l'effet de ces forces (volumiques et surfaciques) et de ces
déplacements, le milieu sera le si¢ge de contraintes G;; et d'un champ de

déplacement u; définis en tout point. Ce champ de contrainte doit satisfaire
aux relations d'équilibre des forces et des moments qui s'écrivent en I'absence

d'effets d'inertie:

- équilibre des forces: o;;+pfi=0 (II-9a)

- équilibre des moments: ;=0 (I1-9b)

39



Chapitre II. Les Dislocations dans les Milieux Continus

II-2-3- Conditions de compatibilité

Dans 1'hypothése fondamentale de la continuité des milieux, ces
derniers ne peuvent garder leurs cohésions (absence de trous ou de
recouvrements de matiere) dans l'espace euclidien, ce qui est généralement

observé, que s'ils sont le si¢ge d'un champ de déplacement u tel que B en soit
le gradient. Autrement dit, la différentielle du; = Bij dx; doit étre totale exacte.

Ceci s'exprime par les conditions de Cauchy a I'aide de l'opérateur rotationnel
[5]:

Rot =0 (11-10a)
ou,

€ix1 Bjik =0 (I1-10b)

€ est le tenseur permutation de Ricci:

1 si (1,m,n) est une permutation paire de (1,2,3)
€lmn = 0 si deux indices au moins sont égaux (I1-11)
-1 si (1,m,n) est une permutation impaire de (1,2,3)

I1-2-4- Tenseur d'incompatibilité

Une autre forme de relations de compatibilité est donnée par E.Kroner
[5] qui introduit le tenseur incompatibilité Inc tel que:

Ince=0 (I1-12a)
ou,
€ikl €jmn Elmkn =0 (II-12b)

Si les déformations totales € sont compatibles, les composantes
élastiques £° et inélastiques €™ ne le sont pas nécessairement. Dans ce cas, on
introduit le tenseur du second ordre symétrique 1 défini par [6]:

2

n=Incg® =—Inceg™ (II-13a)
soit,
nij = €ikl eJ'Iml‘?'?m,kn = -€ik ejmnsi?rikn (H-13b)
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Ce tenseur est utilisé dans la résolution des équations de mouvement par la
méthode du potentiel des contraintes.

II-3- Rappel de la théorie élastique des dislocations
II-3-1- Préliminaire

La notion de dislocation a été introduite mathématiquement par
Volterra (1907) comme une singularité élastique (mathématique) dans un
milieu élastique. L'idée se précise dans les années 30 et une solution au
paradoxe de la limite d'élasticité fat trouvée. En effet, G.I.Taylor [7],
E.Orowan [8] et M.Polanyi [9] postulérent indépendamment qu'une
imperfection cristalline pouvait exister dans les réseaux cristallins, et que le
mouvement de cette imperfection pour des valeurs de contraintes suffisantes
provoquait une déformation. Par conséquent, ils ont expliqué d'une part
pourquoi la limite d'élasticité expérimentale était inférieure a la limite
théorique dont le calcul était fondé sur I'hypothése de cisaillement global de
toutes les liaisons atomiques du cristal. D'autre part, ils ont mis en évidence
l'origine de la déformation plastique simplement par le passage de ces
imperfections dans le plan de cisaillement. Ces imperfections ont portées le
nom de "dislocation coin". J.M.Burgers [10] a étendu ce résultat a la
"dislocation vis". Il a fallut attendre les années 50 pour que, grace au
développement de la microscopie électronique, les dislocations soient enfin
observées (Hedges et Mitchel (1950) et Hirsch, Horne et Whelan (1956)).

L'historique du développement de la théorie élastique des dislocations
a été marqué par deux périodes. Pendant la premiere (avant le début des
années 60), les efforts se sont portés sur la résolution des problémes statiques.
Etant donné que les dislocations représentent une source de contraintes
internes, il s'agissait en effet de trouver une solution aux équations d'équilibre
dans le cas d'un milieu élastique contenant des dislocations fixes, de calculer
I'énergie élastique associée aux champs obtenus et d'en déduire la force
exercée sur les dislocations statiques [10, 11, 12]. Ce n'est qu‘a la fin de cette
période qu'on commence 2 s'intéresser a la dynamique des dislocations [13,
14]. Les différents résultats de cette période ainsi que les méthodes utilisées
sont largement rappelés par R.de Wit [15] et par J.P.Hirth et J.Lothe [16]. Au
cours de la deuxieéme période, c'est généralement toute une théorie de défauts
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de structure dont les dislocations font partie, qui a ét€ développée. Tout
d'abord J.D.Eshelby [1, 4] a en outre donné une définition assez générale de la
force sur n'importe quel défaut valable aussi bien en statique qu'en dynamique
faisant intervenir le tenseur d'énergie-impulsion. Par la suite, H.Zorski [2] et
J.Kossecki [17] ont déterminé les équations de base pour calculer le champ de
déplacement, de vitesse et 'équation de mouvement d'une dislocation linéique.
E.Kossecka [3] a généralisé ces équations pour une dislocation de géométrie et
de mouvement quelconque.

I1-3-2- Description géométrique d'une dislocation

Une dislocation, est un défaut que 1'on peut définir par les opérations
fictives suivantes [1, 18] (Figure II-2):

1- On coupe le milieu suivant une surface quelconque S limitée par
une ligne L;

2- On déplace sans les déformer les levres S, et S, de la coupure;

3- Ce déplacement peut étre un cisaillement pur comme dans le cas
d'une coupure plane, les surfaces S, et S, glissant I'une contre I'autre; sinon, il
faut ajouter de la matiere si le déplacement a créé un vide, en enlever dans le
cas contraire;

4- On recolle les 1évres S, et S, en supprimant les contraintes externes
que l'on avait appliquées pour effectuer le déplacement.

La dislocation ainsi construite peut étre considérée comme un défaut
surfacique ou bien comme un défaut linéique [3]. Mais l'intuition physique, les
observations effectuées et les précédents travaux supposent le plus souvent que
la dislocation est un défaut de structure linéique [4, 19, 20] et c'est ainsi qu'on
va la considérer tout le long de ce travail.
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Figure II-2:
Construction d'une dislocation par coupure.

La dislocation formée comme précédemment, peut étre de deux types:

a- Dislocation de Somigliana:

Les deux surfaces S, et S, sont déplacées et déformées. La dislocation

de Somigliana est caractérisée par un vecteur déplacement B des surfaces de
coupure qui dépend du point considéré sur la surface.

b- Dislocation de Volterra:

Les surfaces ne sont pas déformées mais seulement déplacées et on
peut en distinguer des dislocations de translation et des dislocations de
rotation.

Ainsi une dislocation est caractérisée par (Figure II-3):

= La forme géométrique de la ligne L, définie par le vecteur unitaire
le long de cette ligne t;

= Le déplacement relatif des 1évres P appelé souvent le vecteur de
Burgers et noté par b [10].
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Figure II-3:
Vecteurs de Burgers et tangent d'une dislocation.

Selon le choix du vecteur de Burgers b et du vecteur tangent t, on peut
identifier trois sortes de dislocations:

a- Dislocation coin:

Le vecteur de Burgers b est normal 2 la ligne de dislocation ¢.

b- Dislocation vis:

Le vecteur de Burgers b est parallele a la ligne de dislocation t.

c¢- Dislocation mixte:

Le vecteur de Burgers b fait un angle ¢ avec la ligne de dislocation t.

I1I-3-3- Tenseur densité de dislocations

On considére un champ de gradient de déformations inélastiques
incompatibles B résultant d'une distribution de déformations inélastiques

g™ et de rotations inélastiques '™, Les équations de compatibilité (II-10)
portant sur B n'étant pas satisfaites, on définit en tout point un tenseur ,

ne s'annulant que pour Bi“é compatible:

44



Chapitre II. Les Dislocations dans les Milieux Continus

o = -Rot B (II-14a)

ou encore: '
aij = -€ix ;?’el( (II"14b)
Ce tenseur satisfait par définition aux relations de divergence nulle
(div(Rot)=0):
diva=0 (II-15a)
ou:
;=0 (II-15b)
Cette condition de divergence nulle traduit la loi des noeuds et signifie
physiquement que les dislocations ne peuvent pas se terminer a l'intérieur du
milieu. Elles doivent, ou bien rencontrer d'autres imperfections (surface,
joint, dislocation), ou bien émerger a la surface du cristal ou bien boucler sur
elles mémes [10].

Si I'on considére maintenant une surface (Sp) (surface de Burgers)

découpée dans le milieu et limitée par une courbe fermée (I') (circuit de
Burgers) (Figure I1-4), le flux de oy; a travers cette surface peut s'exprimer

par une intégrale curviligne sur (I'):

jocij n; dS=- _[ € Bil% n; dS= —§B}J¥‘é dx; (I1-16)
Sr Sr r

L“e étant incompatible. Soit

du™ un champ de "déplacement inélastique” qui a uniquement une

signification différentielle et locale tel que duﬁné = Bij“e dx; [5, 6]. On obtient

L'intégrale curviligne (II-16) n'est pas nulle, [3

alors:

jocij n, dS=—§Bg‘édxi =—<_§dug‘é =b, (11-17)
Sr r r

La relation (II-17) est la définition du vecteur de Burgers de composantes b,
d'une dislocation.
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Ligne de
dislocation L

Figure I1-4:
Circuit et surface de Burgers d'une dislocation.

La densité continue des dislocations o; définie par (II-17) représente donc un
flux de dislocations dans la direction x; percant une surface unité d'un plan
normal 2 la direction x,. Ce qui peut &tre exprimé aussi par la relation locale

suivante:

De cette relation on peut déduire:

sii=]j, la dislocation est vis;

sii#], la dislocation est coin.

si la dislocation est discréte, elle sera décrite a 1'aide d'une distribution
de Dirac.

Dans ce paragraphe, on a utilisé la notion globale de déformation
inélastique pour déduire le tenseur de densité de dislocations et le vecteur de
Burgers. Il reste a noter que lorsque cette déformation s'identifie a une
déformation plastique, alors l'ultime source d'incompatibilité plastique et de
contraintes internes est le mouvement et la multiplication des dislocations.
Mais lorsque la déformation inélastique n'est pas une véritable déformation
plastique (gradient de température...), on parle alors de déformation quasi
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plastique. Une simple extension du concept de dislocation (quasi dislocation)
permet alors de traiter ce cas en utilisant un formalisme identique au
précedent [6, 21].

Dans la suite de ce chapitre, on ne s'intéresse qu'a la déformation
plastique liée A la présence des dislocations. Le cas d'une déformation quasi
plastique fera l'objet du chapitre suivant.

I1-3-4- Méthodes de calcul des contraintes internes
a- Contraintes internes

Les contraintes internes correspondent a des contraintes qui ne sont
pas produites par le chargement imposé a la frontiere. Elles satisfont les
équations d'équilibre mais pas les conditions de compatibilité. En effet, soit un
milieu auquel est imposée une déformation plastique €P incompatible; celle-ci
s'accompagne nécessairement d'une déformation additionnelle telle que la
déformation totale soit compatible. D'ol la présence d'un champ de
contraintes internes associé a cette déformation additionnelle et relié a celle-
ci, dans le cas ou elle est purement élastique, par la loi de Hooke locale
d'élasticité anisotrope que 1'on supposera linéaire:

Gij(r)=cijk1 (r) €f (1) (I1-19)

ol Cj;(r) désignent les composantes du tenseur d'élasticité au point r.

(II-19) peut étre écrite autrement en faisant intervenir les composantes du
tenseur complaisance S;;,(r) au point r:

€5 (r) =S (r) 64 (r) (11-20)

Si le milieu est homogene alors Cijkl(r) (de méme pour Sijkl(r)) ne dépendent

plus de la position r:
Cijkl(r) = Cijkl’ Sijkl(r) = Sijk] (II-21)

En général, C;; possédent les symétries suivantes qui restent valable aussi
pour S,
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Cizna = Cji = Cijie = G (I1-22)
Le champ de contraintes donné par (II-19) doit satisfaire aux conditions
d'équilibre qui s'écrivent en 1'absence des forces de volume et d'inertie:

Gijj =0 (I1-23)
La condition de compatibilité de la déformation totale devant €tre vérifiée:
Inc (¢° +€P) =0 (I1-24)

Les équations (II-23) ont été résolues pour différents milieux
(isotrope, anisotrope) [17, 22] et pour différentes géométries de la ligne de
dislocation (rectiligne, courbée) [23]. On rencontre souvent deux méthodes de
résolution:

— celle utilisant une approche statique c'est-a-dire exprimant le
probléme en termes de contraintes (ou de potentiel de contraintes) [5];

= celle partant d'une approche cinématique, connue sous le nom de
méthode (équations) de Navier et qui consiste a travailler en termes de
déplacement [24, 25].

b- Méthode du potentiel des contraintes

On considére un milieu infini, isotrope 2 élasticité linéaire et soumis a
un champ BP connu incompatible. A partir de la relation (II-13), qui lie le

tenseur d'incompatibilité Inc et la déformation élastique, et de la loi de
comportement (II-20), on peut écrire les équations fondamentales que doivent
satisfaire les champs de déformation élastique £° et de contraintes internes G,
telles que:
diveg=0
et,
Inc S.0)=1n (I1-25)

La méthode du potentiel des contraintes consiste & prendre ¢ comme
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inconnue dans les équations fondamentales et a introduire un tenseur
auxiliaire y, symétrique, du second ordre, dit potentiel des contraintes tel que:

o=Incy (I1-26)

La condition d'équilibre (II-23) est alors vérifiée (div(Inc) = 0) et I'équation
(I11-25) s'écrit:
Inc (S.Inc (x)) =1 (11-27)

dont la solution en ¥ conduit a celle en g par I'intermédiaire de (II-26).
On introduit ensuite un autre tenseur ' qui dans le cas du milieu isotrope
considéré est défini par [5]:

X =20 O + 7 Xiae 8i) (11-28)
ou,
S SOV ANV 11-29)
Xg zu (le 142V X kk lj) (
vérifiant:
divy' =0 (11-30)

Les équations (II-27) s'écrivent plus simplement:

x'ij,kkll =MNj (II-31a)
ou:
AAy'=n (I1-31b)

ol A A est 'opérateur bilaplacien.

Pour un milieu infini, la solution de ces équations aux dérivées partielles est
[15]:

X (1) =—$Inij(r) [r-r'| aV (11-32)
Vv

connaissant le tenseur %' on peut déduire d'abord le tenseur ) & l'aide de la
relation (II-28). Les contraintes g sont alors déduites de la relation (11-26).
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c- Méthode du tenseur de Green

On consideére toujours un milieu infini, élastique, homogene et
isotrope. Les conditions aux limites (II-5)-(I-7) sont alors rejetées a l'infini
et on note:

=> pour les contraintes: 0;; (=) = X
(11-33)
— pour le déplacement: u; (=) = U?

En utilisant la symétrie du tenseur C, la loi de comportement élastique (II-19)
peut se mettre sous la forme suivante:

Gij(r)=cijk1 (uk,l(r)—Bﬁl (r)) (11-34)

La combinaison des équations (II-34) et (II-9a) conduit aux équations
d'équilibre suivantes:

Cijua Uy (1) = Cyj By (1) +pfi(r)=0 (11-35)

ce qui constitue un systeéme d'équations aux dérivées partielles dont les
inconnues sont les u, (r) (i = 1, 2, 3) et qu'il faut résoudre en tenant compte

des conditions de frontieres (II-33). Pour cela on fait appel a la technique du
tenseur de Green G pour le milieu infini homogeéne de constantes d'élasticité
C:

G, (r-r') représente le déplacement dans la direction k, au point r
quelconque lorsqu'une force unité f; = &, 6(r-r') est appliquée au point r'
dans la direction m.

G, est symétrique par rapport aux indices k et m. Il vérifie (II-35) c'est a

dire:
Cija Ginik (r-r')+8, d(r-r)=0 (I1-36)

avec la condition auxiliaire que G s'annule a l'infini.
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d,,, est le tenseur de Kronecker et d(r-r') est la distribution de Dirac a trois
dimensions dont I'une des propriétés permet d'écrire:

u, (r)=jaln S(r-r)u(r)dv (11-37)
v

Le terme 8, 8(r-r') donné par (II-36) est remplacé dans (II-37):
u, (r)= —jcijkl G (r-1 ) uy(r') AV (I1-38)
v
On utilise ici les relations entre les dérivées partielles portant sur G, (r - r),

A savoir:

: d : ) .
Gipi(r-r )=5x—_Gjn(l‘-l' )=—5TGjn(l'-l‘ )

i X (II-39a)
==G,; (r- r)
on a alors:
Ginix (-1 )=G, oo (r-1) (I1-39b)
(I1-38) devient:
un(r)=—jcijkl G, e (r=r)uy(r)av (11-40)
v

En intégrant deux fois par partie et en utilisant le théoréme de la divergence,
l'intégrale (II-40) s'écrit sous la forme suivante:

un (r) = — Jcljkl Gjn,i' (l' - l" ) ul (l’l ) nk' dS'

av

+ [Cija G (r=r)u (r)n; dS (I1-41)
av

_ _[cij,d Gp(r-r)u, ., (r)dV
\'
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On injecte la relation donnée par (II-35) dans l'intégrale de volume de (II-41)
tout en supposant les forces de volume nulles:

av
+[Cya Gpr=r)u, (') n; ds (11-42)
oV

- [Cija G (r=1) BY, (X)) AV
v

On intégre une fois par partie la seule intégrale de volume de (II-42). En
utilisant (II-4b) et la symétrie du tenseur C , le champ de déplacement devient
alors:

u, (r)= jcijkl G (=1 ) uy(r)n . dS
oV

+ jcijkl G, (r— r)By(r) n. ds (I1-43)
v

~ [Cija G (r =) PR (r) AV
v

Compte tenu de la condition auxiliaire imposée au tenseur de Green a l'infini,
la deuxidme intégrale de surface de (II-43) s'annule. Les conditions aux
limites en déplacement (II-33) permettent d'écrire le champ de déplacement
comme suit:

u, (r)=U0%(r) - jcijkl G (r—r) BR(r)dV (1144
A%

avec,
Uﬁ(r):—jcijkl Gy (r=r)uy(r)n, ds (I1-45)
ov

L'expression (II-44) permet de trouver le déplacement total u, pour une
distribution de déformation plastique Ep donnée. Ceci fait, il est facile de

déduire les autres champs élastiques (déformation et contrainte) écrits eux
aussi sous forme intégrale. Il suffit de procéder a une dérivation de u,, ce qui
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se traduit par:

U, (1) =U%, (r)- jcijkl Gpim (r =1 ) PR (X)) AV (11-46)
\'

Le champ de déformation totale est déduit donc a partir des relations (1I-46)
et (II-2). Par ailleurs, on peut calculer les contraintes en injectant (I1-46) dans
la relation (II-34).

II-3-5- Application au cas d'une dislocation coin rectiligne
et isolée

Pour expliciter les expressions (II-44) ou (II-46) dans le cas
particulier des dislocations, il faut préciser en outre la distribution de
déformation plastique qu'engendrent ces dislocations et les conditions aux
limites imposées 2 la frontiere JV du milieu infini. Ces derniéres sont choisies
telles que:

= pour les contraintes: Gj; (2)=0
(I1-47)

= pour le déplacement: u; (=) =0

Compte tenu de ces conditions, le gradient de déplacement (1I-46) par
exemple se réduit a I'intégrale de volume suivante:

Uy (X) = —jcijkl G jpim (r =1 ) PR (r) AV (11-48)
Vv

Le gradient de déformation plastique d'une dislocation isolée le long d'une
ligne L associé 2 un déplacement constant a travers une surface (S) est donné
par I'expression générale suivante [26]:

B =-3k(S) b, (11-49)

3, (S) est la fonction delta de Dirac sur la surface (S) et b, est une composante
du vecteur de Burgers de la dislocation.
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1l reste alors a définir le tenseur de Green solution de 1'équation différentielle
(II-36). En effet, pour un milieu infini, homogene et isotrope, G;; est donné
par [27]:

11

G ()= e —v)«

XiX;
[(3-4V)8; +—51] (11-50)
r

r=(x;x;)/2 et §;; est le symbole de Kronecker.

Dans toute la suite de ce travail, on s'intéresse au cas particulier d'une
dislocation coin rectiligne et isolée dont la ligne L est parallele a I'axe x; et
dont le vecteur de Burgers est dirigé vers les x, positifs et est noté b (Figure

I1-5).

Figure II-5:
Dislocation coin rectiligne.

Dans ce cas, la distorsion plastique est donnée par [28]:

51 =bH(-x;) 6(x;) (I1I-51)
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H(x) est la fonction d'Heaviside.

La géométrie du probleme ainsi posé permet de faire I'hypothese de
I'état de déformations planes (€;5 = €,3 = £33 = 0). Il en résulte que le tenseur

des contraintes internes est tel que:
G3=0y3=0

(I1-52)
O33 =V (Cy; + Oy))

Les solutions de ce probléme en déplacement et en contraintes internes
calculées notamment par R.deWit [26] se présentent de la maniére suivante:

= en déplacement:

u; = L[tan_1 %24 ! X1’2(2
2T X; 2(1-Vv) r
b x?
=——[(1-2vV) log(r) + — II-53
prrrmniCRENL GRSy (I-53)

U3=0

= en contraintes internes:

___ Wb [iz_ X1 X2]
T 2n(1-v) r? r*
2
ub X, X1 Xy
=- 72 172 11-54
22 21t(1—v)[r2 4 ] ( )
ub X3 X, X3
12 = [ -2—71]
2n(1-Vv) r r

v est le rapport de Poisson et [L le module de cisaillement.

1l faut noter qu'on peut retrouver les mémes résultats en appliquant la
méthode du potentiel des contraintes qui dans le cas de la dislocation coin
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rectiligne se réduit & la fonction de contraintes d'Airy [5, 11].
I1-3-6- Energie élastique de la dislocation coin rectiligne

La présence d'une telle dislocation introduit donc un champ de
contraintes internes (II-54). Celles-ci contribuent 2 une augmentation de
I'énergie totale par un terme qu'on appelle "self-énergie” de la dislocation. La
densité de cette self-énergie est donnée par:

1
W = —2‘ Gij 8% (II-SS)

On remplace dans (II-55) le champ de déformation €lastique €® par la
relation (I1I-20), w, devient:

1
We = 2 O Sljkl Oy (II-56)

Dans le cas d'un milieu homogene et isotrope, les composantes S;;, sont
données par:
1

1
Sijk] = 2u 1+v8 81(1 + u(slk 8J1 + 8_]1( 811) (II'57)

En combinant (II-57) et (II-56), w,,; s'écrit comme suit [11]:

1
W = ZE[(1—\;) (611 +622)% = 2 (6116 — 6%,)]  (II-58)
En remplagant dans (II-58), les contraintes G;, G, et G, par leurs
expressions données par (II-54), on a:

_ b x% x%
W, = 2 (2 — v)) [-rT + (1 - 2v) r4] (I1-59)

A partir des équations (II-53) et (II-54), on peut rapidement
remarquer que les déplacements et les contraintes sont singuliers sur la
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dislocation. Or la théorie élastique des dislocations ne peut étre appliquée que
dans un domaine ol les champs élastiques sont réguliers. En d'autres termes,
on se raméne 2 isoler la "mauvaise" région au voisinage immédiat de la ligne
de la dislocation formant ce qu'on appelle couramment "le coeur de la
dislocation". La dimension de ce coeur est souvent de l'ordre de grandeur du
paramétre cristallin et a l'intérieur de laquelle les atomes sont désordonnés
[29]. Ainsi, la mécanique des milieux continus ne peut &tre appliquée qu'a
I'extérieur de cette région.

Pour calculer 1'énergie élastique par unité de longueur de la
dislocation, on intégre l'expression (II-59) sur un intervalle [r,, R] ou 1,
représente le rayon du coeur de la dislocation et R représente la taille du
milieu cristallin ou le plus fréquemment la demie distance entre deux
dislocations. Le résultat de l'intégration se présente comme suit:

2
w, = HE2 R (I1-60)
an(l-v) 1

un résultat classique de la théorie des dislocations, qui montre que la "self-
énergie" de la dislocation coin rectiligne a un comportement singulier au
niveau de la dislocation et croit avec R.

II-4- Analyse des différentes forces exercées sur les singularités
élastiques

I1-4-1- Définition de la force sur une singularité élastique

Le concept de force sur les défauts de structure ou singularités doit
évidemment son origine a I'application de la thermodynamique a la mécanique
des milieux continus.

Eshelby [1, 4] fut le premier a introduire la notion de force sur les
singularités dans son approche entre la théorie continue des défauts de
structure et la théorie de 1'élasticité. Ainsi, en se basant sur la mécanique et
sur la thermodynamique classique, il a donné une définition assez générale de
la force dans un milieu élastique, valable pour n'importe quel défaut et
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permettant de calculer tous les types de forces qui peuvent s'exercer sur ce
défaut.

En effet, un milieu qui contient des singularités élastiques peut étre
décrit par la donnée d'un ensemble de paramétres o, 3, ¥;...(chapitre I). Un
tel ensemble peut inclure la position, 1a forme ou la dimension du défaut ou la
distance relative entre deux défauts...

L'énergie totale du systtme E,, fonction de cet ensemble de
parametres, est définie comme la somme de l'énergie élastique E et de
I'énergie des efforts extérieurs E, , [1]:

Etot = Eel(a, B’ Y’) + Eext(a, B> Y"-') (11-61)

Si le systtme (ou plutot la transformation qu'il subit) est adiabatique cette
énergie totale est interprétée comme l'enthalpie et si le systéme est isotherme,
E,, représente alors I'énergie libre de Gibbs. En d'autres termes 1'énergie
élastique s'interpréte comme une énergie interne dans le cas adiabatique ou
comme une énergie libre d'Helmholtz dans le cas isotherme.

Avec ces notions classiques de thermodynamique, Eshelby a défini la
force sur un défaut appelée force généralisée par la variation de 1'énergie
totale par rapport au parametre ., soit:

JoE
F(o)=——= (11-62)
oo
L'équation d'équilibre est évidemment donnée par:
F(a)=0 (11-63)

D'une facon plus générale, la force F(o) peut étre définie comme suit [30]:

dE tot

=—F 11-64
it [V] (1I-64)

Le vecteur V représente une vitesse de variation de 1'un des parametres et F
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est donc définie comme étant un opérateur linéaire qui prend en compte une
variation quelconque de la configuration du défaut notée symboliquement par
le vecteur V (sous entendu dov).

I1-4-2- Les différentes forces exercées sur les singularités
élastiques

Soit un milieu élastique de volume V et de frontiere dV sur laquelle un

chargement Zij n; est imposé. Ce milieu contient une singularité €élastique 2’
(chapitre I) sur laquelle les champ de déplacement, de déformation et de
contraintes internes sont singuliers. Pour cela une surface fermée arbitraire Z
contenant X' est introduite pour isoler les singularités cette fois-ci

mathématiques (Figure II-6).

&S )

Ti=Zij Ilj

Figure 11-6:
Une singularité élastique X' dans un milieu V sous
chargement X n;.

Le champ de contraintes locales est la somme des contraintes imposées X;; et
des contraintes internes Gg introduites par la singularité Z".
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Pour déterminer la force sur X', il faut tout d'abord expliciter les deux
formes d'énergies E,, et E_,, constituant 1'énergie totale.

L'énergie élastique du systéme est donnée par:
1
E, = EI(Zij +02) (B +€5) dv (11-66)
\4
E; est le champ de déformation élastique macroscopique et elij)- le champ de
déformation élastique 1i€ au défaut.
(I1-66) s'écrit sous une forme développée:

! | (11-67)
D D

Les deux derniers termes de E, représentent 1'énergie d'interaction élastique
entre le chargement sur dV et la singularité X"

ENY(Z,Z)=— jzu e2 dV + J'oD E; dV (I1-68)

en élasticité linéaire isotrope on a:

Z1

j Cl_]kl Ekl 8 = 03 El_] (11—69)
donc (1I-68) devient:

EN(Z,2)= _[ o2 E; dV (11-70)

en utilisant le théoreme de la divergence, (II-70) s'écrit en terme d'intégrales
de surfaces:

E(Z,%)= o} U;n; ds —chU n ds (T-71)
av
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Puisque G n; = 0 sur 9V, (II-71) devient:

EY (2.2)= - [0} Uin;ds (-72)
z

Souvent on suppose que la singularité ne produit aucune traction sur la
surface X, de ce fait on néglige le terme E‘e'l“ (X,2')[1, 30].

Compte tenu de cette remarque, l'expression donnant 1'énergie €lastique (II-
67) devient:

1 1t oo
E, =§£zﬁ E; dV + Eioﬁ e2 dv (I1-73)

qui peut étre transformé par l'application encore une fois du théoréme de la
divergence et du fait que 63 n; = 0 sur JV:

1 1t o o
E, =5£21j E; dV — Eioﬁ uP n; ds (11-74)

Par ailleurs I'énergie des efforts extérieurs s'écrit sous la forme:

Ee =— | Zj (U +uP) n; dS

av

oV av

ext —

(I1-75)

et en appliquant toujours le théoréme de la divergence et le fait que
EX' (Z,X') peut étre supposée nulle, (II-75) devient:

Eexe == Izij U; n; dS - Izij u? n; dS (I1-76)
E\Y z

L'expression de I'énergie totale (II-61) peut étre écrite alors sous la forme:
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EtOt =%jzu El.] dV - ,[ZU U1 IlJ dS
v oV

! (1-77)
—jZij uy n; dS - EJGE u; n; dS
x >

L'expression de la force sur la singularité X' est déterminée par la variation
de l'énergie totale (II-77). En maintenant fixe le chargement sur dV, cette
variation prend la forme suivante:

—OE ¢ = SIZU up n; ds + aéjog up n; dS (I1-78)
p> z

Le premier terme représente la force qu'exerce le chargement 2;; I sur 2,

alors que le deuxiéme terme constitue la force qu'exerce la singularité sur elle
méme et qu'on appelle une "self-force”. On écrit alors (II-78) sous la forme:

8B =— OB(Z,X') — SE o (I1-79)
avec:
SE(Z,%')=- 8| Z;ul n; dS (I1-80)
z
8E,q =- 8= [0} uP n, dS 11-81)
self 2 ij =i Mj
z

A partir d'un raisonnement analogue se basant aussi sur la notion
d'énergie totale, J.D.Eshelby [1] a montré que la force sur la singularité
(défaut) X' peut se mettre sous la forme suivante:

F, = [Pjn;ds (I1-82)
z

avec,
le = W8Jl - Gl_] ui,l (11-83)

P, est appelé le tenseur d'énergie-impulsion d'Eshelby ot w représente
1'énergie libre par unité de volume.
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Dans le cas de l'élasticité linéaire infinitésimale, une simple
décomposition des champs de contrainte et de déplacement en des termes
provenant du chargement extérieur, de la présence dautres défauts et du
défaut ' lui méme, conduit a la conclusion suivante [1]: F, est la force que
peut subir le défaut X' sous l'action de l'extérieur, de la présence d'autres
sources de contraintes internes et enfin de I'action de X' lui méme.

La force F, posséde un équivalent dans la mécanique des milieux
fissurés connu sous le nom d'intégrale J de Rice [31] et appelé souvent le taux
d'énergie dissipée. Au premier chapitre, on a trouvé I'extension de (II-82)
dans le cas de la thermoélasticité dynamique donné par la formule (I-78).

II-5- Force sur une dislocation
I1I-5-1- Cas d'une dislocation quelconque

A partir de l'expression (II-79), la force sur une dislocation
quelconque (rectiligne ou courbée) peut-étre due soit au chargement extérieur
(éventuellement aux autres sources de contraintes internes), soit a son propre
champ de contraintes. Dans ce cas, la self-force résulte de I'action d'un
élément de 1a boucle de dislocation sur un autre de la méme boucle. C'est une
force qui dépend au moins de la courbure de la boucle [30]. Dans ce
paragraphe, on ne s'intéresse pas a cette force, on ne rappelle que celle due au
chargement X.

Dans le cas d'une dislocation quelconque, la surface X peut étre
remplacée par la surface de coupure S limitée par la ligne de dislocation L
(Figure II-2). A travers cette surface, le champ de déplacement u? subit une
discontinuité de l'ordre du vecteur de Burgers b. La relation (II-80) s'écrit
alors sous la forme:

SE(Z, X )=—b,5 _[ X; n; dS (11-84)
S

Si on suppose qu'un élément de la ligne de dislocation dL se déplace d'une
distance 8r (Figure II-7), ce déplacement entraine une variation de l'aire de la
surface S telle que &S = or x dL, soit:
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or

L

Figure 1I-7:
Force exercée sur une dislocation.

Ceci étant, 1a variation de 1'énergie (II-84) peut &tre mise sous la forme d'une
intégrale curviligne étendue a la ligne de la dislocation [20, 30]:

jmn “i

BEE.E) = ~§ € b; Z; 8%y t, L (I1-85)
L

t, est la composante du vecteur tangent a la ligne de dislocation L.
Le coefficient de 8x_, sous le signe intégrale de I'expression (II-85) est la

force agissant sur l'unité de longueur de la ligne de dislocation due aux
contraintes appliquées . L'expression (II-85) peut €tre écrite sous une forme
"locale" telle que:

£ = ~€mn 05 255 by (11-86)

L'expression (II-86) correspond tout simplement a la force de Peach-Koehler
[12]. Elle peut étre aussi calculée a partir de l'intégrale (II-82). Une formule
identique a (II-86) est calculée a partir d'un formalisme se basant sur le
Lagrangien [32]. Notons que jusqu'a présent, X était considérée comme des
contraintes appliquées par l'extérieur. En réalité, elles peuvent étre aussi des
contraintes de toutes natures, sauf celles crées par la dislocation elle méme a
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cause de leurs natures singuliéres [33].
II-5-2- Cas particulier d'une dislocation coin rectiligne

Dans ce cas, on considere une dislocation coin rectiligne parallele a I'axe
x, (Figure II-5), soumise 2 l'action d'une contrainte de cission ,,. La seule

composante de la force £, donnée par (II-86) qui s'exerce sur cette dislocation

est [28]:
fl = b 212 (11-87)

b est la composante du vecteur de Burgers de la dislocation dirigé selon x,;
positif. La force f; est perpendiculaire 2 la ligne de la dislocation L.

Du fait de 1'aspect rectiligne de la dislocation considérée, la self-force
qu'elle exerce sur elle méme est nulle. La dislocation rectiligne est en position
d'équilibre.

II-6- Conclusion

Sans prétendre étre exhaustif, on a essayé dans ce chapitre de faire le
tour de la théorie continue des dislocations. A ce propos, la littérature est tres
riche et on peut trouver des notions et des informations précises et beaucoup
plus complétes que la bibliographie présentée a la fin du chapitre et qui est
donnée uniquement A titre indicatif. Le but de ce chapitre est de mettre le
doigt sur l'une des causes et pas les moindres de la plasticité représentée par
les dislocations, de constater que ces dislocations peuvent subir des forces
exercées par le chargement (auquel on peut ajouter d'autres sources de
contraintes internes) et/ou par leurs propres champs.

Dans le chapitre suivant, on va étudier un nouveau aspect des
dislocations (quasi dislocation) 1ié a la dissipation thermique (chapitre I) et qui
est de nature différente de la véritable plasticité (quasi plasticité).
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Chapitre I11. Etude des Champs Thermoélastiques Associés...

II1-1- Introduction

Dans ce chapitre, on ne considére que l'aspect thermique du
mouvement des discontinuités. Tous les autres parametres ol variables
internes qui peuvent influencer la réponse d'un matériau seront donc négligés.
On commence, en se basant sur les résultats du premier chapitre, par rappeler
les équations de l'évolution thermomécanique d'un milieu quelconque
contenant une discontinuité mobile et on examine ensuite le cas particulier
d'un milieu élastique avec une dislocation coin mobile.

Une fois les équations de I'évolution thermomécanique formulées, on
rappelle trois méthodes de résolution de telles équations a savoir celles de
W.Nowacki [1], de G.Eason et LN.Sneddon [2] et en fin de H.D.Bui et col. [3].
Ceci fait, on centre par la suite 1'étude thermoélastique au cas du mouvement
uniforme d'une dislocation rectiligne coin dans un milieu élastique. Les
champs thermiques et mécaniques étant calculés, on étudie alors l'effet de la
vitesse de déplacement de la dislocation sur ces champs.

III-2- Equations de 1'évolution thermomécanique d'une
discontinuité mobile

I1I-2-1- Equation de propagation de la chaleur

Il a été vérifié au premier chapitre, qu'une discontinuité mobile se
comportait comme une source de chaleur de puissance GV, G étant la force
thermodynamique exercée sur la discontinuité et V sa vitesse. Il a été
démontré par ailleurs (I-79) que la puissance intrinséque dissipée pour un
milieu continu quelconque est donnée par:

Dg, = [(9) + GVB(A) dQ 2 0 (L1-1)
£,

Autrement dit, I'équation qui décrit 'évolution du champ de température dans
un milieu pas forcément élastique contenant une discontinuité mobile peut étre
déduite de (I-36) et de (III-1) et elle s'écrit en un point quelconque du volume
Q¢ sous la forme suivante:
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divq + Ts — ¢; = GV3(A) (I11-2)

Par rapport a I'équation thermique classique, la différence essentielle
provient du second terme de 1'égalité (II1-2) qui constitue, comme mentionné
auparavant, une nouvelle source de chaleur et qui s'annule pour un point
régulier du volume.

11 faut noter que, pour une discontinuité quelconque, la puissance
intrinséque dissipée @, et la puissance dissipée concentrée GV sont de natures

différentes.

Ainsi, on peut conclure de I'équation (I1I-2) qu'une structure contenant
une (ou plusieurs) discontinuité(s) mobile(s) est le siege d'une double
interaction entre les effets thermiques et mécaniques:

— un couplage thermoélastique classique en chaque point de la
structure décrit par les deux fonctions @, et Ts.

— un nouveau couplage thermoélastique provenant de la création de
sources thermiques par dissipation d'énergie mécanique, au voisinage des
discontinuités mobiles traduit par le terme GVo(A).

Dans toute la suite de ce travail, on choisira pour loi de comportement
thermique, la loi de conduction de la chaleur de Fourier linéaire:

q=-kgrad T (LI1-3)

k est le coefficient de conductivité thermique caractéristique du milieu qu'on
suppose constant, ne dépendant ni de 1a température ni de la position.

Si on injecte la loi thermique (III-3) dans I'équation (III-2), on aboutit
alors a 1'équation différentielle que doit satisfaire le champ de température T
dans un milieu quelconque:

kAT -Ts+¢, + GV6(A)=0 (111-4)
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III-2-2- Calcul de la dissipation intrinséque volumique pour
un milieu élastique

On rappelle que pour un milieu quelconque, 1'énergie libre w dépend
dans le cas général des variables internes 3 et des variables observables: la

déformation totale g et la température T. La dissipation intrinséque volumique
@, s'écrit alors sous la forme suivante:

@, =0:6—(0g:E£—b.B)

Dans le cas d'un milieu élastique et dans I'hypothése ou les variables
internes sont volontairement négligées, 1'énergie libre w ne dépend plus que
du tenseur de déformation totale £ et de la température T [4]. Donc de (I-23)
on peut déduire:

széa%:g’ b=_aa_‘g=o (IT1-5)

c'est-a-dire que la dissipation intrinséque volumique pour un milieu élastique

est nulle:
¢, =0 (I11-6)

En tenant compte de (I1I-6), 1'équation de I'évolution thermique (I1I-4)
s'écrit sous la forme suivante:

kAT -T$+GVd(A)=0 (II1-7)
I11-2-3- Equations du mouvement

L'écriture locale du théoreme de 1'énergie cinétique permet de
formuler les équations du mouvement sous une forme générale:

Gij,j - p ul + pfl = 0 (III-S)
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ITI-3- Equations de la thermoélasticité couplée

Dans le cas d'un milieu élastique, homogene et isotrope, I'énergie libre
w(g, 8) s'écrit généralement sous la forme suivante [1]:

w(§,9)=—}3 i Exk THE; € —MO €y
2 T (I11-9)
—cT log(—)—(s¢g —¢) T+wg
To
avec,
m= G\ +21) o (I11-10)
A et W sont les coefficients de Lamé.
o est le coefficient de dilatation thermique.

¢ est la chaleur volumique.
0 =T - T, représente la différence entre la température absolue T et

la température 2 1'état naturel (contraintes nulles) T
s, et W, représentent respectivement l'entropie volumique et 1'énergie

libre A 1'état naturel.

Il faut remarquer dans l'expression de I'énergie libre (I11-9), que la
température O n'a pas été linéarisée du fait qu'elle pourrait atteindre
localement des valeurs élevées notamment au voisinage de la discontinuité
mobile. Dans le cas des fissures mobiles par exemple, des expériences ont mis
en évidence des échanges thermiques importants et des températures pouvant
atteindre localement des chiffres considérables [5]. C'est pour cette raison que
par exemple H.D.Bui et col. [3] ou Q.S.Nguyen [6] n'ont pas linéarisé
l'équation de la chaleur décrivant l'évolution thermique autour d'une fissure
rectiligne mobile.

A partir de (I-22), de (III-5) et de (II1-9), on peut déduire les relations

de comportement traduisant I'entropie volumique s et le champ de contraintes
de composantes G;;.

ow T
s=——=m¢gy + C log(—) + s I-11
T Kk g(TO) 0 ( )
et,
ow
Gy = o€ =\ ey 6ij +2 HeE; —m (T — Typ) Sij (I11-12)

jj
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a partir desquelles les équations thermomécaniques s'écrivent:
KAT - c¢T — mT¢,, + GV3(A)=0 (I11-13)
(A +p) grad(div u+pAu-mgradT-pi+f=0 (I11-14)

Les équations (III-13) et (II1-14) constituent un ensemble d'équations
différentielles couplées de la thermoélasticité non linéaire.

Dans les équations du mouvement (I11-14), la détermination du champ
de déplacement u est directement lice a la connaissance du champ de
température T. Inversement, la détermination de T dans (III-13) est liée a la
connaissance du champ u. Ce sont donc des équations couplées a deux niveaux.
D'une part, les champs mécaniques et thermiques sont couplés en chaque point
de la structure par la présence des coefficients thermoélastiques. D'autre part,
il y a couplage entre ces champs au niveau de la discontinuité par la puissance
dissipée GV définie en fonction des valeurs des champs mécaniques (I-78).

Ceci dit, une étude d'équations différentielles n'est compléte qu'en
définissant les conditions aux limites et initiales.

Sj les conditions aux limites mécaniques rappelées au second chapitre
décrivent l'action de forces sur la surface d'un milieu, les conditions aux
limites thermiques décrivent quant a elles l'action de l'environnement
thermique sur le méme milieu de volume V. Ce qui se traduit sur la surface
extérieure 9V par les expressions classiques suivantes:

1- La température T est décrite sur dV par une fonction de la position
et du temps:
T = f(x, t), xe dV,t>0 (I1I-15)

: ) dT :
2- Le gradient de température n est donné sur 0V par une fonction
n

de la position et du temps:
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%T_ = (x, ©), xedV,t>0  (I-16)
n

Cette condition correspond a un flux de chaleur a travers la surface dV. Le

T . . : . o
cas n = 0 décrit une isolation thermique du milieu.
n

3- La température est décrite par la fonction suivante:

(gz— +a) T(x,t)=1(x,t), xedV,t>0 (I1-17)
n

0. est une constante.

4- Une condition mixte qui constitue une combinaison des précédentes
conditions sur des parties de la surface dV.

11 reste alors 2 préciser les conditions initiales. Pour la température, la
condition initiale consiste 2 décrire sa distribution a l'instant t = 0 en terme de
position, c'est-a-dire:

T(x,0) = 1(x), xe V,t=0 (111-18)
La déformation du milieu est déterminée 2 l'instant initial par les fonctions:

u,(x,0) = gi(x), 1,(x,0) = f;(x), xe V,t=0
1, g;, f; sont des fonctions connues.

II-4- Méthodes de résolution des équations de la thermoélasticité
couplée

On présente ici trois méthodes de résolution des équations de la
thermoélasticité couplées développées notamment d'une part par W.Nowacki
[1] et par G.Eason & I.N.Sneddon [2] concernant la thermoélasticité couplée
linéaire en T et d'autre part par H.D.Bui et col. [3] concernant la
thermoélasticité couplée non linéaire en T.
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A cause de problemes mathématiques liés au couplage
thermomécanique, le nombre de solutions formelles de ces équations
différentielles est tres limité. Elles sont possibles pour des applications dans
des situations simplifi€es.

Avant de rappeler ces différentes méthodes de résolution, on écrit les
équations de la thermoélasticité couplée sous une forme vectorielle:

KAT —cT — mTdiva + GV8(A) =0 (I11-20)
(A + p)grad(divu) + pAu — mgradT — pa + f=0 (II1-21)

I11-4-1- Méthode de W.Nowacki
Cette méthode s'applique aux problémes de la thermoélasticité couplée

linéaire en T [1]. Ceci signifie que la variation du champ de température T par
rapport 2 la température T, de I'état naturel du milieu est faible, ce qui se

traduit par la condition suivante:

<<1 (IT1-22)

TO

En tenant compte de (III-22) et en prenant s, = 0 et wy = T, 'expression
donnant 1'énergie libre volumique (I1I-9) devient alors:

w(§,9)=& Exk Ex THE; € —Mm 0 € ——9—92 (I11-23)
2 2T,

On retrouve alors l'expression quadratique habituelle a partir de laquelle,
I'équation (I11-20) dans le cas présent s'écrit sous la forme:

KAT - cT - ndiva+ GV8(A) =0 (111-24)
avec n = mT,,.
L'équation (III-21) reste inchangée.
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La méthode de résolution consiste & découpler les deux équations (II1-24) et
(I11-21) par une décomposition du champ de déplacement u et des forces
volumiques f en:

u = grad® + rot¥, div¥ =0 (II1-25a)

f = p(grad?® + roty), divy =0 (II1-25b)

La substitution de ces relations dans les équations (I11-24) et (I1I-21) conduit
aux relations suivantes:

10 v _Mpp-_SY
(A— Eﬁ)T - EACD ==X O0(A) (I11-26a)
(A——l—i)CD—BT——l-ﬁ (I111-26b)
c? at? c?
1 07 1
A-——7F)¥=—— II1-26¢
(A= F50 an ( )
avec:
m 1+v
= = o III-27
b A+2n 1-v ( )
A+2 ]
c1 =( H )2 : vitesse des ondes longitudinales. (I11-28a)
1
cy = (%)2 - vitesse des ondes de cisaillement. (II1-28b)

v, p, A et K sont respectivement le rapport de poisson, la masse volumique, le
Laplacien et la diffusivité thermique.

En éliminant le champ de température entre (II1-26a) et (III-26b), on trouve
deux nouvelles équations différentielles: la premiére portant uniquement sur
linconnue @ et la deuxiéme sur l'inconnue ¥ sachant que les fonctions Jety
sont des données du probléme. Ces équations s'écrivent comme suit:

76



Chapitre I11. Etude des Champs Thermoélastiques Associés...

Mg O B 1
AD-——PB—A d=-—GVS(A)-—=DvO 111-29a
1
AZ‘P =——X (I11-29b)
%3
avec.
1 92
A, =A———= a=1,2
* c2 ot?
et
10
D=A-——
K ot

On remarque donc 2 partir des équations (I11-29), que la connaissance de @
est indépendante de celle de la température T, c'est justement de ce découplage
dont il s'agit en introduisant @ et't et non pas du découplage d'effets
thermomécaniques.

Malheureusement, des équations du type (III-29) sont trés difficiles a résoudre
d'ot la nécessité de simplifier d'avantage le probleme a étudier.

1I1-4-2- Méthode de G.Eason & I.N.Sneddon

La méthode de G.Eason & I.N.Sneddon [2] s'applique aussi aux
problémes de la thermoélasticité couplée linéaire en T. Ce qui veut dire que
les équations & résoudre par cette deuxieme méthode sont I'équation thermique
(I11-24) et 1'équation de mouvement (11I-21). Pour résoudre ce systeme
d'équations différentielles, Eason et col. introduisent la transformée de
Fourier & quatre dimensions de chaque quantité physique présente dans les
équations.

La transformée de Fourier d'une fonction f(x,,X,,X3,t) est définie par
l'intégrale suivante:

_ 1 .
£(61,82.85.0)=—7 If(xl,x2,x3,t)exp[1(xp§p+0)t)]dx (I11-30)
E4

o dx = dx,dx,dx,dt et E, représente l'espace (X1,XpX3.1).
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En appliquant cette transformée aux équations (III-24) et (II1-21), on aboutit
au systéme d'équations algébriques suivant:

— V<
_(E? _i%)T=—n’m§kﬁk —GTS(A) (I11-31a)

~(A+WEET, — (E* —po®)T; =—i&;mT —f; (II-31b)
n
X
En éliminant T entre (II[-31a) et (III-31b), on aboutit & I'expression suivante:

avec, 1 =

(ME? — po? )(E? —i%)ﬁi +[(7»+u)(§2 —i%)—imn'm]ai&kﬁk
v (I11-32)
=im—Gk—§iS(A)

C'est une équation qui permet donc de calculer les transformées de Fourier
des composantes du champ de déplacement u indépendamment de T dont la
connaissance se fait a partir de I'équation (III-31a) en y injectant les solutions
trouvées par (II1-32). Enfin, pour retrouver les champs u et T, on applique la
transformée inverse de Fourier aux solutions u et T.

Cette méthode a donc l'avantage de découpler mathématiquement les
équations de 1'évolution thermomécanique mais elle a l'inconvénient de mener
A des intégrales tres difficiles a calculer. Souvent les solutions restent sous
forme d'intégrales, alors que des solutions exactes sont espérées dans des cas
simples telles que des applications unidimensionnelles.

I11-4-3- Méthode de H.D.Bui

Cette méthode utilisée surtout en mécanique de la rupture [3] permet
de résoudre une équation thermique plus compléte et du méme coup plus
complexe que celle résolue par les deux premitres méthodes. Il s'agit de
I'équation thermique (I1I-20) ol le champ de température n'a pas été lin€arisé.
L'équation de mouvement reste la méme et est donnée par la relation (III-21).
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La méthode consiste alors a chercher une solution sous forme dun
développement asymptotique en déplacement et en température:

u=u® +u® +... (I11-33a)
T=TOD + TO +... (II1-33b)

Ces différents termes sont rangés par ordre de singularité mathématique
spatiale décroissante.

La méthode ainsi présentée a 1'avantage de s'attaquer a une équation
thermique compliquée, elle a aussi 1'avantage de découpler mathématiquement
les équations de l'évolution thermomécanique. Mais elle a bien évidement
l'inconvénient de ne donner que des solutions approchées.

Apres ce rappel des équations de 1'évolution thermomécanique et des
différentes méthodes de les résoudre, on s'intéresse au cas particulier d'une
dislocation rectiligne.

III-5- Cas particulier d'une dislocation rectiligne coin mobile
III-5-1- Présentation du probléme:

Il s'agit d'étudier le mouvement uniforme d'une dislocation coin

rectiligne dans un milieu infini, élastique, homogene et isotrope, fixe par
rapport a un repere cartésien (O;,X;,X,,X;).

La dislocation d'axe Oz parallele 2 O,X,, se déplace a vitesse uniforme
V dans la direction O,x, positive. On note (O,X,y,z) un repere lié a la

dislocation (Figure III-1).

La géométrie du probléme permet de faire I'hypothese de 1'état de
déformations planes (€5 = €,3 = €53 = 0). Il en résulte que le tenseur de

contraintes est tel que:

02 =0, =0
{ 13— 723 (I11-34)

033 = V(Gll + 622 ) - 2”(1 + V)OL(T - TO )
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Pour les caractéristiques thermomécaniques du matériau, elles sont
supposées étre indépendantes des coordonnées spatiales et de la température.

Figure III-1:
dislocation coin rectiligne mobile.

I11-5-2- Calcul du champ de température
La dislocation ainsi décrite, peut étre assimilée & une source de chaleur
linéique mobile. L'équation thermique que doit satisfaire le champ de

température d'une telle source est donnée par 1'équation (III-13) qu'on
rappelle de nouveau:

KAT — ¢T — mTdiva + GV8(0) =0
Pour résoudre cette équation, il faut choisir 1'une des deux voies suivantes:

- Résoudre une équation thermique non linéaire en T,
- Résoudre une équation thermique linéaire en T.

Pour cette étude, on va se placer dans le deuxiéme cas de figure pour les
raisons suivantes:
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1- Une équation thermique linéaire en T est siirement plus facile a
résoudre analytiquement qu'une équation non lin€aire,

2- Si on suppose que le champ de température subit de grandes
variations par rapport 2 la température T, il est dans ce cas injustifiable de
considérer constantes et indépendantes de la température, les caractéristiques
thermomécaniques du matériau,

3- Expérimentalement, on ne connait pas l'importance de la
température au voisinage d'une dislocation rectiligne.

Sous cette hypothése de la linéarité de la température, 1'équation
thermique s'écrit encore une fois sous la forme suivante:

KAT — cT — ndiva + GV8(0) =0 (I11-35)

On rappelle que cette équation peut étre résolue entre autres par la
méthode de W.Nowacki ou celle de G.Eason et I.N.Sneddon. Mais elle reste
toujours trés compliquée 2 résoudre, d'autant plus que les auteurs mentionnés
ci-dessus et d'autres n'ont pu obtenir des solutions analytiques que pour des
situations simples notamment en supposant négligeable I'effet du couplage
thermomécanique classique traduit par le terme "ndiva" [7]. Sous cette
deuxieéme hypothése simplificatrice, le champ de température T(X;,X5,X3,t)
doit satisfaire a 1'équation thermique facile a résoudre:

KAT —cT +GV3(0)=0 (I11-36)

On introduit maintenant le systtme de coordonnées (O,X,y,z) mobile avec la
dislocation (Figure III-1):

=x,-Vt, y=X,, Z=X,. (IT1-37)

On peut montrer [8, 9] que 'on atteint trés vite un état de mouvement quasi-
stastionnaire, c'est-a-dire que le champ de température exprimé dans le repere
mobile ne dépend plus du temps t:
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T= T __y or
ot ox
et d'autre part, le Laplacien exprimé dans le repére mobile est donné par:

_9°T  9°T  9°T _d°T 0T  9°T

AT = + + = + +
ox?  9x3  0x; ox>  oy? oz’

En tenant compte de ces relations, 1'équation (III-36) peut alors s'écrire sous

la forme:

VJoT GV
AT +——+—98(0)=0 M1-38
Tk (0) ( )

A cette équation différentielle, il faut ajouter des conditions aux limites. Elles
seront du type flux et s'écriront sous la forme suivante:

lim a—T = lim £ =0 (I11-39)
x—00 OX  y-> dY

La solution de (III-38) dans le cas d'une source de chaleur rectiligne
mobile est déduite de la solution d'une source ponctuelle mobile.
En effet, on suppose qu'une source linéique mobile peut étre représentée par
une répartition continue de sources ponctuelles mobiles. La solution de (III-
38) pour une source ponctuelle mobile est donnée par [10]:

GV
4nkR

eXp(_EYIZ(R + X)) (111-40)

avec R? =x? +y2 +22

Chaque source ponctuelle mobile d'intensité GVd(z) au point de cote z,
contribue 2 un accroissement de température donnée par:

GVdz
41kR

exp(—%(R +Xx)) (I1I-41)
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En intégrant (I1I-41) le long de la ligne de la dislocation (droite z), on obtient
donc le champ de température d'une dislocation (source linéique) mobile telle
que [10, 11]:

GV Vx Vr
T(x,y)=— —— YKo (— 111-42
(x,y) >k exp( 2K) O(ZK) ( )

r= w/xz + y2 et K, est la fonction de Bessel modifiée de second espéce d'ordre

0. La solution (II1-42) satisfait bien évidement aux conditions aux limites (III-
39).

En utilisant les développements asymptotiques de la fonction de Bessel Ky

K, (z) =-In(2), z<<1
1

Ko(z)z(i)E e’ z>>1
2Z

on peut facilement vérifier que le champ de température donné par (111-42)
s'annule a l'infini.

La force thermodynamique G sur la dislocation rectiligne mobile ne
peut é&tre calculée que lorsque tout le probleme d'évolution a ét€ compleétement
résolu. Donc i ce stade de calcul, G reste une inconnue du probléme. Mais, il
serait néanmoins trés intéressant de connaitre une estimation de ce champ de
température. Pour cela, on sait que le mouvement de la dislocation doit obéir
au critére classique de propagation (chapitre I) qui suggere l'existence d'une
force G, en dessous de laquelle, la dislocation reste fixe. On suppose alors que
cette force critique est la force de Peach et Koehler que subirait la dislocation
coin en présence d'une contrainte de cission T [12]:

G, =b1 (I11-43)

En tenant compte de cette force critique, le champ de température s'écrira
sous la forme suivante:

btV Vx Vr
T(Xx,y)=—— —— YKo (— 111-44
(x,¥) Tk exp( 2K) 0(2K) ( )
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ou bien en introduisant les coordonnées polaires (Figure III-1):

X=1 cos
y =1 sind
(II1-44) s'écrira comme suit:
btV Vr Vr
T(r,d)= exp(—— cosd) Ky (— I11-45
(r,0) Py p( oK ) O(ZK) ( )

Pour un milieu donné, (I11-44) (ou (II1-45)) est une fonction des
paramétres V, la vitesse de la dislocation et r, la distance séparant la
dislocation d'un point du milieu.

Afin de représenter cette dépendance, on étudiera le mouvement d'une
dislocation dans quatre matériaux (le Cuivre, I'Aluminium, le Nickel et le
Fer) dont les caractéristiques thermomécaniques sont données dans le tableau
(I11I-1).

Y A104 |p104 [k K104 |p 103 | 106 |c/p
(MPa) |(MPa) | (W/mK)| (m2/s) | (kg/m3) (K- | (Ws/kgK)

Cuivre 0.37 [13.1 4.6 393 1.14 8.96 16.5 384

Aluminium | 0.35 |6.1 2.5 222 0.91 2.69 23.9 900

Nickel 0.33 |16.4 8.0 92 0.23 8.90 13.3 440

Fer 0.27 |11.3 8.2 75 0.20 7.87 11.7 460

Tableau III-1:
Les caractéristiques thermomécaniques du Cuivre, de 1'Aluminium,
du Nickel et du Fer [13].

Sur les figures (I11-2)-(I1I-7), on a représenté le profil et les lignes de
niveaux de la fonction T(x,y) pour différentes vitesses de mouvement de la
dislocation dans le Cuivre (ce qui reste valable aussi pour les autres
matériaux). Pour cela, on a pris un vecteur de Burgers de l'ordre de b = 2A et
une contrainte appliquée de l'ordre de T = 100 MPa.
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Figure III-2:

Courbes de niveaux et 3D pour V = 10-3 m/s.
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Figure III-3:
Courbes de niveaux et 3D pour V = 1 m/s.
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Figure IlI-4:
Courbes de niveaux et 3D pour V = 10 m/s.
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Figure III-5:
Courbes de niveaux et 3D pour V = 102 m/s.
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Figure III-6:
Courbes de niveaux et 3D pour V = 103 m/s.
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Figure IT1-7:
Courbes de niveaux et 3D pour V =5 103 m/s.
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On remarque que pour des vitesses faibles (V <= 1 m/s), les lignes de
niveaux ou courbes isothermes sont des quasi-cercles concentriques
comparables i ceux que représenterait le champ de température d'une source
de chaleur stationnaire dont la quantité de chaleur q est constante

(T =——2—(—lflog(r)). Ceci traduit pour de telles vitesses, une distribution
s

uniforme de la température au tour de la dislocation.

Les courbes isothermes pour des vitesses de déplacement plus grandes (V > 1
m/s), sont nettement différentes des cercles de la source stationnaire. Elles ont
tendance 2 se concentrer vers l'arriere de la dislocation.

En s'intéressant cette fois-ci aux profils de température, on remarque
que les valeurs de la fonction T(x,y) sont de plus en plus élevées au fur et 2
mesure que la vitesse V augmente mais elles restent tout de méme faibles.

On considére maintenant la deuxieéme é&criture du champ de
température 2 savoir l'expression (III-45). Elle dépend de l'angle ¢ et de la
distance r qui sépare la dislocation d'un point du milieu. Dans la série de
courbes ci-dessous (Figure III-8a-f), une représentation par rapport a l'angle
¢ est faite pour une distance r = 2 um. On vérifie d'abord comme
précédemment la nature croissante du champ de température en fonction de la
vitesse V puis la tendance de la zone "chaude" a se situer derriere la
dislocation et a se limiter au plan (x,0) = (¢=n) pour de grandes vitesses.
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Figure III-8:
Champ de température en fonction de 1'angle ¢ pour r = 2 um et a
différentes vitesses de mouvement de la dislocation:
(a) V= 103 m/s. (b) V=1 m/s. (¢) V= 10 m/s. (d) V= 102 m/s.
(e) V= 103 m/s. (f) V=5 103 m/s.
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La dépendance de la température en fonction de la vitesse est mise en
évidence sur la figure (III-9) pour les quatre matériaux (Cu, Al, Ni, Fe). Pour
r =2 um, on a représenté la température maximale (pour ¢ = ) en fonction
du logarithme de la vitesse. Pour cela, on a choisi une plage de vitesses assez
large allant de petites valeurs (a partir de 3 10> m/s) jusqu'aux grandes
valeurs (de l'ordre de la vitesse du son dans chaque matériau considéré). Ces
courbes traduisent, pour chaque matériau pris séparément, l'aspect croissant
de la température en fonction de la vitesse. La comparaison entre les quatre
matériaux montre une grande sensibilité a la vitesse quand la conductivité
thermique est faible.

T (K)

0.015¢

0.0125¢

0.0075¢}

0.005¢

0.0025]
-

Figure I1I-9:
Dépendance de la température en fonction de la vitesse

pour différents matériaux (r = 2 ym, ¢ = Pi).

On vient de voir que l'effet du mouvement de la dislocation coin
rectiligne en terme d'élévation de température est faible, ce qui avait été
constaté par Eshelby et al.[12]. Cependant ce champ de température n'étant pas
uniforme, il est source de contraintes internes d'origine thermique.
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III-5-3- Calcul des contraintes internes thermiques

Pour résoudre 1'équation (III-21), les hypotheéses suivantes seront
prises en compte:

1- Les forces volumiques nulles (£=0);
2- L'effet d'inertie négligé (pii; = 0).

Dans ce cas, les équations de Navier de la thermoélasticité s'écrivent sous la
forme suivante:

(}\. + u) uk,kj + u ui,kk =m T,i (III—46)

La méthode choisie pour résoudre cette équation est celle de
W.Nowacki décrite auparavant.

Dans le cas d'un milieu infini, Nowacki [1] a montré que le champ de
déplacement u peut é&tre décrit uniquement en fonction de 1'inconnue scalaire
® appelée potentiel de déplacement thermoélastique [14]:

u = grad® (II1-47a)
ou sous une écriture indicielle:

u=® (I11-47b)

’

Les composantes du tenseur des déformations g s'écrivent alors:

1
gjj =5 (i +u;) =Py (I11-48)
Compte tenu de ceci et des hypothéses 1 et 2, la relation (III-26b) conduit &

I'équation de Poisson:
ADP=BT (111-49)

Par ailleurs I'expression des contraintes données par 1'équation du Duhamel-
Neumann, peut &tre formulée en fonction du potentiel ® en introduisant les
expressions (I11-48) et (I1I-49) dans la relation (III-12), on obtient alors:
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Alors que la composante G, est donnée par la relation (III-34b) ou bien par la
relation suivante:

633 = —Zu Aq)

Dans le cas général, la solution de (III-49) est donnée par l'intégrale de
Poisson [1] telle que:

<I)(X)=JT(5..) @ (x,8) dV (&) (I1I-51)
Q

Par comparaison avec la notion du tenseur de Green du second chapitre,
®*(x,E) est appelée la fonction de Green pour 1'équation (I11-49). " (x,8)
satisfait a 'équation différentielle suivante:

AD* =B 8(x-E) (I11-52)

Pour un milieu infini, la solution de (III-52) est bien connue et est donnée par:

(II1-53)

. __ B 1
O (x.0)= 41 R(x,E)

R(x,&) est la distance entre les points r et &.

Dans le cas des problémes plans, la solution de I'équation de Poisson
est donnée par:

d(x,y)= % IT(&I ,€,)log(r) d&,d&, (111-54)
Q2
c'est-a-dire que:
" (x,8)= £log(r) (I11-55)
2x

et ceci provient du fait que:

Alog(r)=218(x~&;) 8(y -&,) (ITI-56)
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avec r12=(x—E&)2+(y-§,)°

A vrai dire I'équation (III-51) (ou (III-54)) ne permet pas de calculer
le potentiel @ car elle conduit 2 une intégrale dont I'expression mathématique
n'est pas connue. Pour procéder autrement, il suffit de remarquer que les
contraintes O;; ne dépendent que des dérivées secondes de ®, c'est-a-dire que
le calcul de ® n'est pas nécessaire. Pour cela, on dérive (III-49) par rapport a
x et en tenant compte de (III-38), on a:

9 ady=—pEAT+0,) (I11-57)
ox \Y
avec

GV
d,(x,y)=——I]og(r IT1-58
0 (X,¥) >k g(r) ( )

Apres permutation des dérivées dans le premier membre de (III-57), on
déduit une solution particuliere de (III-57):

0 K
—&=-"P_—(T+® II-
o B (T+®Po) (II-59)

Les dérivées secondes de @ sont alors déduites en fonction des dérivées
premiéres de T et de ®:

92® K oT 0®
LI L
8%( V ox ox
° D K oT 0@
=BGt
0xdy V dy oy

(111-60)

Le probléme plan se traduit aussi par le fait que ® et @, sont indépendantes de
z, et par suite:
2 2
o e LAY e > (I1-61)
dy ox

soit avec (III-49) et (III-60a), on a:
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0’® K oT 0@,
Y BT +B=(—+—2
52 PPy G T

(111-62)
Connaissant T et @, , on peut donc calculer les dérivées secondes du potentiel
d(x,y). Soit:

BG H Vr. x Vr } Vx }
@, =~ V|{Ky(—)+=K, (= 25222 I-63
7 4mk 0GR KGR TV (Hi-63a)

BG [{ Vr, X Vr } Vvx, 2K x]
D, =0 VI IKy(—) - —K;(—) rexp(-—) + —— | (III-63b
227 Ak 0GR TR G )Y ( )

‘D12=‘B£ X[K1(£)GXP(—X§)———] (I1I-63c¢)
’ 4k r

A partir de I'expression (III-50), on peut en fin déduire les contraintes G;(X,y)
sous la forme:

Vr X Vr Vx 2K x
6.1 =—-NV|<{K(—)——=K,(—) rexp(——) +——~ 111-64
11 H O(ZK) » I(ZK)} xp( 2K) v rz} ( a)

Vr X Vr Vx 2K x
Grrn =—NVI[ K (—)+—K;(— _) - —— 111-64b
2 [{ DG+ 1(2K>}exp( - rz} (ITT-64b)
y Vr Vx 2K1]
6., =NVZ| K, (—)exp(——)— —-— 111-64c
12 I'|: 1(2K) p( 2K) V 1 ( )

La contrainte 65, est donnée par:

Vx Vr
O =—2NV - K 111-64d
33 exp( oK YK ( 7K ) ( )

N = BBG
271k

avec:

K, est la fonction de Bessel modifiée de second espece d'ordre 1. Elle s'écrit
en fonction de K, comme suit:
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K (z) = —-K,(2)

A partir de cette relation, on déduit les développements de K, pour de petites
et grandes valeurs de z:

z << 1

U

K (z)

0

1

Z7
K( Tc 1/2 -7
(2) = (=) e, z>>1
2z

Compte tenu de ces développements et du critere classique de
propagation G = G, =b T, on peut vérifier aisément que les contraintes

internes O s'annulent d'une part quand la vitesse de mouvement de la
dislocation V tend vers zéro et d'autre part quand r tend vers l'infini.

L'influence de la vitesse sur les contraintes Gy est mise en évidence sur

les figures (III-10)-(I1I-12) ot I'on a représenté pour les quatre matériaux, les
contraintes maximale (¢=1 pour G, et G,, et O=n/2 pour G;,) pour r=2 {Lm
en fonction du logarithme de la vitesse. Comme pour la température, on
remarque que les contraintes thermiques sont des fonctions croissantes de la
vitesse de mouvement de la dislocation coin rectiligne.

c12 (Pa)

-1100}
~1200}
-1300}
—14?0!\ _________ F e _
_15\00 I Cu
—153&; Al

N e o “Ni_

2.25 2.5 2.75 3 3.25 3.5 Log(V)

Figure III-10:
Contraintes thermiques G, pour r = 2 um et ¢ = 1/2.
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Figure III-11:
Contraintes thermiques 6;; pourr =2 um et ¢ = 7.
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Figure III-12:
Contraintes thermiques G,, pourr =2 um et ¢ = 7.
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Par ailleurs, on peut remarquer aussi a partir de ces figures, que les
contraintes thermiques ne sont pas trés importantes et n'excédent pas quelques
kPa méme au voisinage de la dislocation et pour des vitesses élevées. Une
comparaison par rapport aux contraintes €lastiques de la dislocation coin
rectiligne (II-54) est faite dans I'annexe B.

II1-5-4- Calcul de l'énergie élastique d'origine thermique

La densité d'énergie élastique associée a la dislocation mobile est
donnée par (II-55) sauf que les contraintes internes sont cette fois-ci d'origine
thermique. Cette densité s'écrit sous la forme suivante:

1+v

Wa = 20—

1
(oT)? — % (6,0 — Oh) (I11-65)

La relation (III-65) est équivalente a celle donnée par M.Matczynski &
G.C.Sih [15]:

1
We = ZE[(I"'V) (o + 022)2 - 2(0}0yp — 0%2)]
+ w1+ V) (aT)?

Cette derniére relation difféere de (II-58) par le deuxiéme terme du membre

droit dont l'origine est la condition (III-34b) imposée par le probleme des
déformations planes sur la contraintes thermique G,;.

En injectant le champ de température (I1I-42) et les contraintes internes (III-
64) dans (II1-65), la densité d'énergie élastique est donnée par l'expression
suivante:

2 _ _vx
Wy = N V2 [3 5v K%(Vl')e K
2n 0 1+v 02K (11166)
Vx
Vr. 5% 2K
+ K (=) e K - 2232
{ I(ZK) Vr} ]
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M.Matczynski & G.C.Sih [15] ont évalué une densité d'énergie
équivalente a (I1I-66) pour une source mobile dont la puissance est constante.
La dépendance en fonction de la vitesse de mouvement n'apparait alors que
par le biais de l'expression entre crochet dans (I11-66). Par une évaluation
addimentionnelle, M.Matczynski & G.C.Sih ont prévu d'éventuels sites
d'endommagement plastique ou de fracture pour lesquels la densité d'énergie
passe Soit par un maximum soit par un minimum.

_ Pour le cas actuel (expression (III-66)), la dépendance en fonction de
la vitesse est plus forte par la présence en facteur d'un terme en V2. Pour cette
raison et contrairement 2 M.Matczynski & G.C.Sih [15], la densité d'énergie
transférée au systéme est d'autant plus élevée que la vitesse V est plus
importante (Figure III-13).

Wer (I/m?)

0.008"

0.C06¢

Figure I1I-13:
Densité d'énergie élastique w,, pour r =2 um et ¢ = 7.

Les figures (I1I-14) montrent que la densité d'énergie élastique a
tendance aussi 2 se limiter derriere la dislocation (¢=r) pour de grandes
vitesses de mouvement de la dislocation comme c'était le cas pour la
température.
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Figure II1-14:

Densité d'énergie élastique en fonction de 1'angle ¢ pour r = 2 um
et a différentes vitesses de mouvement de la dislocation:
(a) V= 103 m/s. (b) V=1 m/s. (¢) V= 10 m/s. (d) V= 102 m/s.

(e) V= 103 m/s. (f) V=5 103 m/s.
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Le calcul de 1'énergie élastique se déduit évidement de sa densité par
une simple intégration sur tout le volume du milieu en prenant soin d'isoler la
singularité mathématique par l'introduction du rayon du coeur de la
dislocation r,,. En utilisant des techniques d'intégration des fonctions de Bessel,

l'intégration par rapport a 1'angle ¢ conduit a I'expression suivante:

R
aN? _, 2K, R , Vr Vr
W= ™ v2 1222 1002y + [rKR2(ED) 1, () dr

VI loe () j F o) Lo (50

3_5v f Vi . Vr

_[rKg (~£) I, (=) dr
1+v . 2K K (I11-67)
4K

Vr Vr
- 22K () I (—) dr
Vv l(2K) O(ZK) ]

To

I, est la fonction de Bessel d'ordre 0.

L'intégration par rapport a r ne peut se faire que numériquement
puisqu'on ne peut pas donner des expressions mathématiques connues pour de
telles intégrales. Généralement, c'est une énergie qui ne dépasse pas une
dizaine de pev méme pour des vitesses et des rayons assez importants et ceci
en comparaison avec l'énergie élastique d'origine plastique donnée par
l'expression (II-60) qui est souvent de l'ordre de I'‘électronvolt (eV). Si on
prend par exemple une dislocation coin de vecteur de Burgers de 2 1010 m se
déplacant A une vitesse V = 100 m/s dans le cuivre sous I'effet d'une contrainte
1 = 100MPa, les énergies élastiques d'origines thermique et plastique dans une
région comprise entre r, = 5 b et R=20 um sont respectivement de l'ordre de
10-14 J/m et de 2 10-° J/m soit par atome le long de la dislocation 13 peV et 3
eV environ.

En conclusion, si les dislocations constituent 1'origine de la plasticité
dans les métaux, on a essayé dans cette partie de leur attribuer un autre
phénomeéne qui a un lien assez étroit avec 1'échauffement local (hot spot). Le
fait d'avoir introduit la notion de dislocation individuelle avait pour but
d'essayer de modéliser cet échauffement d'une fagon simple. En évaluant les
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champs de température et de contraintes thermiques ainsi que l'énergie
élastique, on s'est rendu compte que l'effet d'une seule dislocation est tres
négligeable méme pour des vitesses de mouvement approchant la vitesse des
ondes dans les métaux. Cela veut il dire que la dislocation n'intervient pas dans
ce genre de phénomene (échauffement local)?

M.Matczynski & G.C.Sih [15], ont estimé qu'une source de chaleur
mobile et de puissance quelconque peut étre la cause d'éventuelles sites
d'endommagement ou de fracture. La dislocation en est un cas particulier.
D'autre part, le fait de traiter le cas d'une dislocation unique est une fagon tres
simpliste mais nécessaire pour modéliser les phénomenes lié€s aux dislocations.
Pour cela, on propose dans la suite d'étudier d'une maniére quantitative le
comportement non pas d'une seule dislocation mais cette fois ci d'un ensemble
de dislocations.

III-6- Application au cas des ensembles de dislocations

Initialement, la densité de dislocations (nombre de dislocations percant
une surface unité) dans un matériau est de 1'ordre de 106 a 107 dislocations par
cm?. Aprés déformation (plastique), cette densité augmente jusqu'a atteindre
des valeurs de l'ordre de 1010 & 1012 dislocations par cm?. Au cours de cette
déformation, les dislocations initialement présentes et nouvellement créées
dans un échantillon, ont généralement tendance a se regrouper sous forme
d'amas cellulaires plus ou moins complexes qui dépendent du mode de
sollicitation appliquée.

Sans rentrer dans les détails de formation de ces cellules de
dislocations, on peut juste noter que se sont des configurations ou la
localisation de la déformation est trés marquante et oll on peut s'attendre par
conséquent 2 des échauffements locaux qu'on tentera d'évaluer. On citera pour
cela et en particulier les configurations les plus rencontrées telles que les joints
de grains, les empilements et les bandes de cisaillement. D'ailleurs, les deux
derniéres ont un lien assez net avec la premiere, elles forment souvent des
jonctions.
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I11-6-1- Les empilements de dislocations

Sous l'action d'un chargement et dans des conditions favorables, une
source de Frank-Read libére une aprés l'autre un certain nombre de
dislocations (boucles). Le déplacement de ces dislocations peut €tre freiné
voire méme arrété 2 la rencontre d'obstacles (joints de grains par exemple).
Les dislocations vont alors s'empiler les unes sur les autres (Figure III-15a)
constituant ainsi une des raisons du durcissement des cristaux.

- Y

Sourcede F.R. n i 2 10 Source de F.R.
R |
Vv —
-t Y o1 o 1i=L —
Empilement Super dislocation

Z —

PSS S NSNS NONSNIS S S S NN ;
AN | 5

a b

Figure III-15:
(a) Empilement de dislocations. (b) Super dislocation.

Chaque dislocation "i" de l'empilement est soumise a l'action des
dislocations voisines et a celle des contraintes appliquées X. La position de
cette dislocation dans 1'empilement est donc déterminée par la condition
d'équilibre de ces forces telle que [16]:

2 n
Kb Y L _sp=-0 (I1-68)
2n(l1-v) im0 Xi —X;

J
j#E

n est le nombre de dislocations dans l'empilement.

A partir de la relation (III-68), on déduit généralement deux résultats
trés importants. En téte de 1'empilement, les contraintes sont multipliées par le
facteur n. D'autre part, on peut calculer, par une méthode de récurrence, la
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taille de 1'empilement L et le nombre de dislocations n susceptibles d'€tre
empilées [17]. Ceux ci sont donnés par une méme relation:

[ = _ oMb (IT1-69)
n(l-v)X

La concentration de contraintes en téte de 1'empilement nX peut €tre
regardée comme étant une contrainte X appliquée a une "super dislocation” de
vecteur de Burgers nb (Figure III-15b). Si par ailleurs cette "super
dislocation" se déplace a une vitesse uniforme V, alors le champ thermique
qu'elle crée autour d'elle peut étre estimé a n fois le champ thermique d'une
dislocation isolée de vecteur de Burgers b et mobile 4 la méme vitesse V (III-
44).

Il reste alors a préciser la longueur de l'empilement L et le nombre de
dislocations qu'il contient. En général, on estime que l'empilement peut
s'étaler tout le long d'un grain. Le nombre de dislocations est ainsi déduit a
partir de (III-69) pour une contrainte X donnée. Si on prend par exemple le
cas du Cuivre avec un grain de taille 20 wm, les dislocations pouvant s'empiler
pour une contrainte de l'ordre de 100 MPa, sont approximativement au
nombre de 430 dislocations. Donc, si on considére la "super dislocation" de
vecteur de Burgers 430b mobile a une vitesse de 1'ordre de 100 m/s, le champ
de température dont elle est l'origine est de l'ordre de 0,4K et 3,3K a une
distance de 2um et 2A respectivement. Mais en réalité, on n'arrive pas a
observer expérimentalement un tel nombre de dislocations par empilement,
elles sont au maximum une dizaine. Dans ce cas, le champ thermique de la
"super dislocation" est encore plus faible, de I'ordre d'un centieéme de degré.

I11-6-2- Les bandes de cisaillement

Au cours de la déformation plastique, les cellules de dislocations sont
composées de zones de faible densité de dislocations entourées de parois
contenant une forte densité de dislocations. De telles configurations conduisent
le plus souvent a la formation de microbandes qui sont des structures
intragranulaires de dislocations de forme étroite (épaisseur qui varie de 0,2 a
0,4 um) et allongée (elles peuvent se développer sur toute la longueur du
grain). Lorsque les conditions sont favorables, les microbandes peuvent
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développer une autre structure de dislocations qui peut se propager d'un grain
a l'autre puis 2 travers tout 1'échantillon. Ces bandes (ou microbandes) sont
porteuses d'un intense cisaillement qui est li€ a la déformation plastique par la
relation de Schmidt:

B2 = ) nfmiy* (I11-70)
k

La sommation est effectuée sur tous les systémes actifs k dont n* et m* sont
respectivement la normale au plan de glissement et la direction du glissement
du systeme k et 7% est 'amplitude de glissement sur ce systeme.

Si on considére qu'un ensemble de n dislocations de méme nature et de
vecteurs de Burgers b sont a l'origine de la coalescence d'une bande de
cisaillement de largeur c, le cisaillement développé par cette bande est donné

par:

Y= — (I11-71)
C

Cette relation permet alors de connaitre le nombre de dislocations qu'on peut
associer 4 une bande connaissant évidement l'intensité du cisaillement y et la
largeur c de la bande.

Soit par exemple une bande de largeur ¢ = 0,4 um obtenue par
l'application d'une contrainte suffisante de 1'ordre du GPa et produisant un
cisaillement Yy = 1, le nombre de dislocations de vecteur de Burgers b = 2 A
est approximativement de 'ordre de n = 2000 dislocations. Si cette bande peut
étre assimilée 3 une dislocation de vecteur de Burgers 2000 b et si elle est
animée d'une vitesse V = 500 m/s (vitesse d'une bande de cisaillement mesurée
par A.Marchand et col.[18]), le champ de température qu'elle crée est de
l'ordre de 400 K & une distance de 1'ordre de 10 nm. C'est une température
appréciable qui peut augmenter avec le cisaillement produit et avec la largeur
de la bande. La température ainsi calculée est du méme ordre de grandeur que
celle mesurée par A.Marchand et col. dans le cas d'un acier.
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III-7- Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié 'aspect thermique du mouvement d'une
dislocation indépendamment des autres parametres internes susceptibles
d'influencer la réponse du matériau. On espérait, comme pour le cas d'une
fissure mobile, atteindre des grandeurs significatives du champ de température
et des contraintes thermiques. Méme si ce but n'est pas atteint, on peut
affirmer par l'approche de M.Matczynski & G.C.Sih que la dislocation
assimilée a une source de chaleur mobile peut étre l'origine d'éventuelles sites
d'endommagement et de fracture. D'autre part, méme si l'effet d'une seule
dislocation est négligeable, celui d'un ensemble assez €levé de dislocations peut
étre considérable et permettra d'expliquer d'une maniere simple l'origine des
élévations de températures rencontrées dans les bandes de cisaillement par
exemple.

Pour évaluer numériquement tous les champs introduits dans ce
chapitre, on a été obligé de fixer la force thermodynamique G a sa valeur
critique prise égale 2 la force de P.K. Dans le chapitre suivent, on tentera de
calculer G dans le cas général ol la plasticité et la thermique introduites par la
dislocation seront prises en compte.
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Chapitre IV. Calcul de la Force Thermodynamique G

IV-1- Introduction

Dans les chapitres précédents, on a traité séparément le comportement
plastique et le comportement thermique du mouvement d'une discontinuité.
Mais en réalité ces deux comportements sont indissociables: une discontinuité
mobile est a la fois une source de déformation plastique et de déformation
thermique.

Le but de ce chapitre est de tenir compte de cette coexistence
thermoplastique et de calculer par conséquent les champs mécaniques
(déplacement, déformation et contrainte) et thermique résultants. Pour cela,
les méthodes du tenseur et de la fonction de Green (potentiel thermoélastique)
seront de nouveau utilisées pour résoudre les équations de synthese.

Les solutions trouvées dépendront toujours de 1'inconnue G dont le
calcul fera l'objet du paragraphe (IV-4) dans le cas particulier d'une
dislocation coin rectiligne mobile.

IV-2- Analyse thermoélastoplastique du probléme d'une
discontinuité mobile

On rappelle qu'au premier chapitre, on a vu qu'une discontinuité
mobile se comportait comme une source de chaleur mobile et que si a cette

discontinuité est associée une certaine distribution de déformation plastique,
alors le champ de déformation totale €; au sein du matériau est donné par:

e iné
€ =& + & Iv-1)
iné
ij

mouvement de la discontinuité. €

th
ij »

£:'° est la partie inélastique du champ de déformation due a la présence et au
iné
ij

telle que:

est constituée d'un terme plastique sg et
d'un autre thermique €
iné _ .p th
€} =E&jj TEj (Iv-2)
avec,

eff = o (T-Ty) (IV-3)
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Remarque:

iné _ .Pp
j = &
présence d'une déformation plastique;

= Si eg‘é = ef}‘ on retrouve le cas thermoélastique du dernier

= Si € cette situation se rameéne au cas élastique avec la

chapitre.

Pour tenir compte de ces deux phénomenes de natures différentes (la
plasticité et la thermique), le potentiel thermodynamique d'ol dériveront les
lois de comportement, doit localement dépendre des deux variables
observables g€ et T et de la variable cachée €P:

w = Ww(g, gP, T)

En partant uniquement de cette écriture de w et des relations (I-23) et (I-27),
on peut déduire l'expression de la dissipation intrinséque volumique sous la

forme:
¢, = —0:£P (IV-4)

Pour établir les équations différentielles décrivant 1'évolution thermoélasto-
plastique, il convient de préciser le potentiel thermodynamique w(g, gP, T).
En effet, on considére toujours le cas d'un milieu élastique, homogene et
isotrope pour lequel w(g, gP, T) s'écrit comme suit:

A
WEgP,T) = = (B — R —€id) (B — i —€id)
+1 (g5 —ef —ef) (g —&f —&j) (IV-5)

T0

A partir de (IV-5), on déduit encore une fois les relations ou lois de
comportement concernant l'entropie s et le champ de contraintes G;; telles

que:
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s=—a—w=m (e —eﬁk —eg}() + cLog(E—) + Sg (IV-6a)
oT T,
ow
O =5 =M (En — i ~efh )8 +2 1 (g —€l —€l)  (IV-6b)
ij

ou bien sous la forme:

s=m (€ —€h ) —3ma (T-Ty)+ cLog(Tl) + Sg (IV-T7a)
0

En se basant sur (IV-7a) et (I1I-4), la nouvelle équation thermique s'écrit sous
la forme suivante:

KAT — ¢T - mT (£} — €5 ) +3moTT - 6;;€f + GV3(A)=0 (IV-8)

Bui et coll.[1] et Q.S.Nguyen [2] ont résolu numériquement une
équation équivalente a (IV-8), pour une fissure mobile dans un milieu
élastique parfaitement plastique sans source de chaleur concentrée a la pointe
de la fissure (G=0). Cette équation est écrite en faisant apparaitre la trace des
contraintes déduite de (IV-7b) telle que:

KAT — cT - 0TG g —G;€5 =0 (IV-8")

Par rapport a l'équation thermique classique, 1'équation (IV-8)
présente un certain nombre de nouveaux termes. On citera en particulier le

terme mTéEk qui représente un couplage supplémentaire entre les deux

champs de déformations inélastiques, en l'occurrence la déformation plastique
gP et la déformation thermique g™ par le biais du champ de température T.

D'autre part, les relations (II-9a) et (IV-7b) conduisent aux équations du
mouvement qui se mettent sous la forme:

A+ up g R —mT; —Aep; —2pep, +pfi =0 (IV-9)
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Comme il s'agit d'un milieu élastique, homogene et isotrope, on peut écrire
I'équation (IV-9) autrement en faisant intervenir le tenseur d'élasticité Cijk tel
que:

Cijkl uk,lj - Cijkl Ei:fj + pfl =0 (IV-].O)

Les équations (IV-8) et (IV-10) constituent un systeme d'équations
différentielles couplées de la thermoélastoplasticité non linéaire en T et pour
une distribution donnée de la déformation plastique. Elles permettent de
déterminer les champs thermomécaniques causés par une discontinuité
quelconque en mouvement dans un milieu élastique.

On vérifie trés facilement que dans le cas isotherme (T = constante), on
retrouve 1'équation du mouvement (II-35) résolue au chapitre II. Alors que
dans le cas gP=0, on retrouve les équations différentielles de la
thermoélasticité non linéaire du chapitre III.

Pour résoudre ces équations, on considere comme aux chapitres
précédents, le cas d'une dislocation coin rectiligne en mouvement uniforme
avec quelques hypotheses simplificatrices.

IV-3- Cas du mouvement uniforme et quasi statique d'une
dislocation coin rectiligne

Pour résoudre les équations thermomécaniques (IV-8) et (IV-10), on
se place dans les cas de figures suivants:

h;- La linéarité du champ de température T au voisinage de la

T-T,
0

h,- L'effet du couplage thermomécanique est négligé,

h;- Les forces de volumes sont aussi négligées,

h,- On suppose que le champ de déplacement imposé a 1'infini est tel

température de référence T, traduite par: <1,

que:

U (r) = E; x;

J (AV-11)

E;; étant le champ de déformation imposé a l'infini tel que:
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E; = E§ +E} +E] (IV-12)

Cette relation est déduite de (A-10) en remplacant la déformation inélastique
macroscopique Ei"¢ par la somme des déformations plastique et thermique
macroscopiques EP et E™ respectivement.

En prenant toujours s,=0 et wy,=-cT, et compte tenu de la linéarité de la
température, I'énergie interne w s'écrit comme suit:

A
w(e, €7, 0) = = (B — €5 ) (B — €D, — )
(IV-13)

P th p th C 2
+ 1 (g5 — &5 — &) (8 —€jj — €5 )_ﬁ 0
0

a partir de laquelle on déduit les équations de 1'évolution thermoélasto-
plastique:

kAT - (c—-30m) T+né}y — 0;; €f +GVI(A)=0 (IV-14a)

Cijkl uk’lj - Cijkl Ei:]l;éj = O (IV-14b)
iné
ij
présence et le mouvement de la dislocation coin rectiligne. Sa déformation
plastique est donnée par (cf. chapitre II):

Dans ces équations € représente la déformation inélastique introduite par la

el =g H(-x) 8(y) (IV-15)

alors que la déformation thermique est donnée par l'expression (IV-3) ot T
est le champ de température solution de 1'équation différentielle (IV-14a).
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IV-3-1- Résolution de l'équation thermique

Avant d'aborder la résolution de (IV-14a), on fait quelques remarques
qui permettront de simplifier d'avantage 1'équation thermique.

Remarques:

1- La premiere remarque concerne le coefficient de T dans I'équation
(IV-14a) a savoir le terme (c-30m) avec N=0(3A+2W)T,,.

L1004 Jp1o4 |a10®  |c 3023A+2W) T,
(MPa) (MPa) (K1 (MPa/K) | (MPa/K)
Cu_ [13.1 |46 16.5 |3.44  [3.96 10T,
Al |6.1 2.5 239 242  |3.99104T,
Ni |164 8.0 - 1133 {391 3.30 104 T,
Fe [11.3 8.2 117 [3.62  |2.06 10 T,

Tableau (IV-1):

Comparaison entre c et 3om.

Dans le tableau (IV-1), on compare numériquement les coefficients ¢

et 3am pour différents matériaux. On remarque alors que pour une
température de référence raisonnable T, on a:

3on <<c
ce qui permet de ne maintenir que le terme c T dans I'équation thermique.
2- le choix de la dislocation coin rectiligne conduit a une trace de la
déformation plastique nulle:

P _
€ = 0

3- En utilisant le repére mobile et le fait qu'un état de mouvement
quasi stationnaire peut étre rapidement atteint, on a:

T=-VT,
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P p
i = — Ve

4- Dans le cas de la dislocation coin rectiligne, on a a partir de la
relation (IV-15):
b
8{)2,1 = _E d(x) 6(y)

c'est-a-dire que les deux termes:

. bV
o€l = —-Vop, efz,l = 5 G, 8(x) 8(y)

et
GV3(A) = GV(x) d(y)

qui traduisent la variation de la déformation plastique (G, €},) et la

puissance intrinséque dissipée (GV) associées a la méme entité qui est la
dislocation coin mobile, sont nuls en un point régulier du volume Q.

Compte tenu de ces quatre remarques, 1'équation thermique devient:

kAT + cVT, =0 V x (régulier) € Q (IV-16)

Il ne faut pas oublier la condition source exprimée par la relation (I-54)
qu'on rappelle ici:

GV = lim |q.ndS
S

La solution de (IV-16) satisfaisant les mémes conditions aux limites (III-39) a
été calculée au troisieme chapitre:

GV Vx Vr
T(X,y) = — YK (—
(x,¥) 21k exp( 2K) "(21()
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IV-3-2- Résolution des équations du mouvement

Pour résoudre les équations (IV-14b), on utilise la méthode du tenseur
de Green comme au deuxieme chapitre. En s'appuyant sur I'hypothése h,, le

gradient du champ de déplacement est donné par:

Uy (1) =E, - _|'cijkl Gnim (r—1 ) R (r ) AV
Vv

| - av-17)
- jcijkl Gpim (T =1 ) €l (r') AV
Vv

L'expression (IV-17) est formée de trois termes dont la signification est la
suivante:

= Un terme traduisant le comportement du gradient de déplacement a
I'infini donné par Epp,

= Un terme di uniquement a la distribution de la déformation
plastique et traduit par l'intégrale qu'on note:

up o, (1) =—J‘Cijkl G jpim (r — r)ed (r)dv (IV-18)
v

= En fin un terme d'origine thermique donné par l'intégrale notée:

ugfm (r)z_J-Cijkl Gijn im (r—r)eg(r)dv (IV-19)
v

L4 p
On peut remarquer que le calcul des deux intégrales u  (r) et
ugfm (r) peut se faire séparément puisque les deux champs de déformations

inélastiques gP et gt sont bien évidemment indépendants 1'un de l'autre. Ceci
veut dire que les composantes de u} (r) peuvent étre déduites de celles du

champ de déplacement données par (II-53). Par ailleurs, pour calculer
uﬁfm (r), on effectue tout d'abord le produit Cijk] G jn,im (r— r ) (Annexe C),

lI'intégrale (IV-19) se réduit a:
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2
J al+v jl o(r') dV' ] (IV-20)

th
u ry = -
nm (1) Ox,0x, 4ml-vIR

avec0=T-T,

En comparant (IV-20) avec les relations (I1I-51) et (III-53), on conclut que:
uf (r) = @, (1) (IV-21)

Le calcul des fonctions @

,nm (I) a fait l'objet du chapitre III.

Finalement, on peut écrire u,, ;, (r) sous la forme suivante:
Upm (1) = By + up () + @, (1) (IV-22)

A partir de (II-2), on peut déduire les composantes du champ de déformation
totale sous la forme:

€y (r) = B + P (r) + @, (1) (IV-23)

Pour cela, on a utilisé la symétrie du potentiel thermoélastique @ et de la
déformation macroscopique E ainsi que le tenseur de Green modifié
[jpim (r —1 ) telle que:

Em (r) J.Cl_]kl jnim (r l' ) Ekl (r ) dV (IV-24)

ou:

rjnim(r—r') = —%( inim (T — r)+Gjp (r— r)) (IV-25)

En conclusion, les hypothéses et les remarques évoquées en ce début
de chapitre ont permis de simplifier les équations de 1'évolution thermo-
mécanique du mouvement d'une dislocation coin rectiligne. Elles ont permis
aussi de trouver une solution a ces équations simplifiées en fonction des
solutions du probléme physique et thermique pris séparément.
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Il faut remarquer par ailleurs que les solutions dépendent toujours de
la force thermomécanique G, l'inconnue du probleme d'évolution. Les
champs thermiques et mécaniques permettront de calculer cette inconnue.

IV-4- Calcul de la force thermodynamique G

Les champs thermomécaniques calculés aux paragraphes précédents
serviront a calculer la force thermodynamique G formulée au premier
chapitre. Appliquée au cas de la dislocation coin rectiligne en mouvement
quasi statique, la force G donnée par (I-78) devient:

G = lim |[{wn, - o;nju;}ds (IV-26)
pIEED T

Dans le cas des dislocations quelconques (courbées), on prend
généralement la surface £ comme étant un tube enveloppant la dislocation.
Dans le cas ou elle est rectiligne X est choisie sous forme de cylindre de rayon
1, équivalent au rayon du coeur de la dislocation et ceci pour éliminer
évidement la région ol la mécanique des milieux continus ne peut plus €tre
appliquée.

En faisant apparaitre la premiére composante de l'intégrale J de Rice,
I'expression (IV-26) s'écrit sous la forme suivante:

G = lim J, Iv-27)
PN
avec:
Ji = [{wn, - @jn;}as (IV-28)
T
€2; est un vecteur tel que:
QJ = 61_] ui’l (IV‘29)

G;; sont les contraintes données par les relations (IV-7b).

J, dépend du potentiel thermodynamique w et du vecteur ;. Ces quantités

données respectivement par les expressions (IV-5) et (IV-29) dépendent a leur
tour de la solution globale du probleme qu'on rappelle:
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= en déplacement:

Uy (r)=E . +uf () (IV-30a)
avec:
ulp (=l (r)+® . (r) (IV-30b)
= en déformation:
g (r)=E__ +&d (r) (IV-31a)
avec:
el (r)=el (r)+® . (r) (IV-31b)

La lettre “d” signifie que les champs uﬁ,m (r) ou €4 _(r) sont des champs qui

ne peuvent étre produits que par la présence et le mouvement de la dislocation
et en aucun cas par le chargement imposé a la frontiere.

En introduisant les expressions (IV-31) dans l'expression (IV-13), on propose
une écriture de I'énergie libre w sous la forme suivante:

w=wE +w® +wd (IV-32)
avec,
wE =% Ew Ew + LE; Ej (IV-33a)
w®=AE, (ef —€i) + 20E; (ef —¢€f —ef) (IV-33b)
A
wl =2 (ef - ek ) (el —&ik)
. (IV-33c)
+ p(ef—ef—el) (ef—el—ef) - —2—,1,—0(-)2

Selon cette partition, 1'énergie libre w est constituée d'une énergie wE dont
l'origine est le chargement imposé 2 la frontiére du milieu, d'une énergie wd
dont l'origine sont les champs internes et en fin d'une énergie w° qui

représente en quelque sorte une énergie d'interaction entre le chargement
appliqué (E;) et la dislocation.
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On applique ce méme raisonnement au calcul de €2; donné par (IV-29)
en y injectant les relations (IV-7b), (IV-30) et (IV-31). On obtient alors:

Q; =QF +Qf +Qf (IV-34)

avec,
QF = AE E; + 2 pE;E; (IV-35a)

Qf = AEy uj; + AEy (€ — €4)
) ) ) (IV-35b)
+ 2 WE; (g — ef — &) + 2 UE;uj,

Q¢ = Auf, (e — &) + 2puf; (ef — el —ef!)  (IV-350)
En injectant les relations (IV-32) et (IV-34) dans (IV-28), J, peut se mettre
sous la forme suivante:
J,=1E 479 45§ (IV-36)
avec,
X =j{wX n,-Q¥n;}ds, X=E d,c (IV-37)
z

Par application de la limite quand £ — X' aux expressions (IV-36) et (IV-
37), on retrouve des relations analogues portant cette fois-ci sur G:

G=GE +G? +G° (IV-38)
avec,
GX = 1im J¥, X=E/d, c (IV-39)
PIEESY

On interpréte GE comme étant la force qu'exerce le chargement
lorsqu'aucune dislocation n'est présente dans le milieu. G¢ représente la force
qu'on a appelé au second chapitre, la "self-force” qu'exerce la dislocation sur
elle méme par le biais de ses propres champs. En fin G° est la force qu'exerce
le couplage entre le chargement et la dislocation sur cette derniere.
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IV-4-1- Calcul de la force G¢

On rappelle que l'intégrale J| est donnée par:

JS=|{wn, -Q%n,;}dS
1 1 iRl
z

Pour calculer w°, on injecte la relation (IV-31b) dans (IV-33b), on trouve
alors:
we =w® + wth (IV-40)
avec,
w?P = AE eﬁk + 2 LE;y (eg - eg) (IV-41a)

W = AE (@, — €h) + 2pE; (@, — €f!)  (IV-41b)
On remarque alors que I'énergie d'interaction w° peut étre partagée en une
énergie d'interaction w°P entre le chargement imposé et les champs internes
d'origine plastique et en une autre w° entre le chargement imposé et les
champs internes d'origine thermique.

De la méme fagon, on introduit (IV-30) et (IV-31) dans (IV-35b), on a alors:

Q¢ =QF +Qf" (IV-42)
avec,
QP = AE, ul, + AE el + 2 pE; (e — eb)
: . e T avaa3a)
+ 2 nE;uf,
Q?th = )"Ekk (I)’jl + }"EJI (‘I)’kk - Egi()
(IV-43b)

+ 2pnEj; (‘I”ij - 831) + 2 [LEIJ D,

Par conséquent, en injectant les relations (IV-40) et (IV-42) dans 'expression
donnant J{, on aboutit aux relations suivantes:

IS =JP 4 gt (IV-44)
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avec,
JP = [ (WP n, -Q n;) ds (IV-452)
=

3 = [(w n; - Q5" n) dS (IV-45b)
z

a- Calcul de l'intégrale J*:

On écrit J;? donnée par (IV-45a) sous la forme suivante:

3P =[a? n ds- faff n, ds (IV-46)
z z

P et oP sont définies comme suit:
af =w? -QfP (IV-47a)
af = OF (IV-47b)

En utilisant la sommation sur 1'indice répété, ces deux quantités sont données
par:

a® = —(A + 2u) (Eyyul, — Eped,) + 2pE; (e, — b, — ub))
of = (A + 20) (B efy + Bpud)) + (Mul, + 2u(ef, - eh)} Eyy

Pour intégrer ces deux expressions, on rappelle que le probleme de la
dislocation mobile est plan et par conséquent la surface X est assimilée a un
contour I" de rayon r > r,. On applique les coordonnées polaires r et ¢ ce qui

conduit a:
n; dl' =rcos ¢ do
(Iv-48)
ny dI' =rsin ¢ d¢
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Par intégration de o.;* et o..f, on a:

_[aff’ n, dl = pbE, (IV-49)
r

et
_[agp n,dl' = —pbE, (IV-50)
T
L'intégrale J;® est donnée par:
J% = 2ubE, (IV-51)
b- Calcul de l'intégrale J5™:

De la méme manidre, on écrit J{™ donnée par (IV-45b) comme suit:

yeth = j o™ n, dS - j ash n, ds (IV-52)
z z

oS et ous™ sont définies par:
oS = weh — Qfth (IV-53a)
oash = Q5t (IV-53b)

En utilisant les relations entre le potentiel thermoélastique et les autres
champs thermomécaniques, on a:

2
I

+ 2ULEp» @,p

59 = (M + 2u) Eyy @y

R
[\S]
|

Soit par intégration:
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GV Vr Vr Vr Vr
cth
a® n, dr=3K o ——[r Ko (—) I,(—)—-rK I
I b 2k oG G TG TGy
T (IV-54)
2K Vr vr. K
+ 2K (—)L(—) +—=1E
vV 1(21<) 1(2K) V] kk
ot GK Vr..  Vr
a dr = 3K o — 2K, (—)I,(—)—1]E IV-55
! h = 2K Gl ()~ 1 B (IV-55)

En combinant les deux expressions (IV-54) et (IV-55), J fth est donnée par:

s = 3K o &V [r KO(E) Il(ﬁ)

2k 2K 2K
Vr Vr 2K (IV-56)

-rkK I + E
1(2K) O(ZK) V] Kk
A partir de la relation (IV-44), on écrit J{ comme suit:
A"

It = 3Ko D K (GO [

av-57)

Vr Vr 2K
- rK;,(—)I4,(—) + —] E, +2ubE
1(2K) O(ZK) V]  +2UbE,

La force G¢ est alors déduite de (IV-57) par application de la limite
(IV-39c).

IV-4-2- Calcul de la force GE

On rappelle que J F est donnée par:
JE=[(wEn -Qf n;) ds
p
wE et Q}E données par (IV-33a) et (IV-35a) ne dépendent que du champ de

déformation imposé a la surface. wE et QEF sont des constantes qu'on peut
j

faire sortir du signe intégral. On écrit J} de la manidre suivante:
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JE = (wE - Qf)jnl dr - ngnz dr (IV-58)
r r

Les deux intégrales de contour sont évidement nulles. (IV-58) devient alors:
JEF=0 (IV-59)
Par conséquent la force GE est nulle:
GE=0 (IV-60)

Ceci traduit le fait que I'effet du chargement imposé en terme de force sur un
milieu ne contenant pas de discontinuité est nul.

IV-4-3- Calcul de la force G4

J ‘11 est donnée par l'intégrale suivante:

3¢ =[(win, -Qfn;}ds
z

Pour calculer wd et Q? (sous entendu J ‘11), on utilise la méme démarche que

celle utilisée pour calculer J7.

En substituant la relation (IV-31b) dans (IV-33c), wd peut se mettre sous la

forme suivante:
wd = w4 with 4 et (IV-61)
avec:

A
wP = > eh e + W (el — €f) (ef — €f) (IV-62a)

A
with = > (@ - Em (D@, — Ehy)

. (IV-62b)
+ U (D — e NP,y — €f) - éTOez
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wPh = Lel (. — ef)+ 21 (el - eF)(@,y; - ef) (IV-62c)

de méme, Q}l peut s'écrire comme suit:

Qf =Qf + Q" + Q" (IV-63)
avec,

QP = Aub e + 2pul; (ef - ef) (IV-64a)

QI = A D, (@, — &) + 21D,y (D—ef)  (IV-64b)

Q;lpth =1®,; eh, + kuil (P, — 1)
(IV-64c)

+ 2uu51 (D Sg’) + 20D, (ef}— 85)

*1j -

En tenant compte de (IV-61) et de (IV-63), J ‘lj peut se mettre sous la forme
suivante:

J¢ = ydp 4 ydth 4 ydpth (IV-65)
avec
Y =[tw¥n -0 nj}ds,  Y=dpdih,dpth  (IV-66)

a- Calcul de l'intégrale J*:

J ;lp donnée par (IV-66) peut étre mise sous la forme suivante:

J# = [aff n, dr - [aff n, dr (IV-67)
r r

alP et . sont définies comme suit:
dp _ dp

o = QP (IV-68b)
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En développant ces expressions, on a:

A

d
o? = = (e5, —ef)el, +ed,) - W(ef e

2

+2p(ef, — €f)(ef, — €, —ul,)

dp
%)
Soit par intégration sur le contour I':

Jatn ar = o
r

fan,dr = o
r

p P P
11~ €2 €2)

Kug,l ef, + (A+2p) ug,l eb, + 2uu£1 (e}, — €h)

(IV-69)

(Iv-70)

En se basant sur ces deux derniéres relations et sur (IV-67), on a:

d
JP =0
b- Calcul de l'intégrale J{™:

De méme, on écrit J{™ sous la forme suivante:

yit ja;’“‘ n, dr - _[ag‘h n, dT
T T

ocim‘ et o9 sont définies comme suit:
adh = ydth _ Qb

adh = odi

Tous calculs faits, on trouve:

(IV-71)

(Iv-72)

(IV-73a)

(IV-73b)
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adh = S5A+2p o? - Sy
A+2u 2T,

adh = 0
Soit par intégration sur le contour I':

jaf“‘ n, dl =
r

GV 2 5}\.+2u 2 C 2 Vr Vr
o (2 22 R 2 C R I (—
n(2nk) (U o )r O(ZK) 1(K)

A2 2T,

fagtnydr = o
T

En combinant les relations (IV-72), (IV-74) et (IV-75), on a:

GV S5A+2
)2 (u 2hr B a? - —

Jih = o (—
2wk A+2p 2T,

VvV \Y%
) rK%(ﬁ) I, (f—)

c- Calcul de 'intégrale J{*":

On écrit J fpth sous la forme suivante:
dpth __ dpth dpth
1" = [ n, dr - [ag? n, dr
r r

dpth

dpth
oy P

et oL, sont définies comme suit:
(Xilpth — deth _ Q;lpth

dpth _ dpth
o, Q,

Tous calculs faits, on trouve:

(Iv-74)

(IV-75)

(IV-76)

(IV-77)

(IV-78a)

(IV-78b)
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P = (B Ka) T ¢ 2k Oy 2ue] O

P _oP _ P p
+ 20D,y (e —&p —Uy;) — AR e

o = AB - 3Ka)ud,; T + (A+2p) el @,y

+ 200}, @, + 20D,y (e}, —ED)

Soit par intégration sur le contour I':

jafpt“ n,dl = 0 (IV-79)
r
fag®nydr = 0 (IV-80)
r
En combinant les relations (IV-77), (IV-79) et (IV-80), on a:
i _ g (IV-81)

Finalement, J f est obtenue en injectant dans (IV-65) les relations (IV-
71), AV-76) et (IV-81):

GV 5A+2u c Vr Vr
d—_oq (—)2 2 o )K= I (— IV-82
J Tt(2nk) (n )r O(ZK) 1(K) (IV-82)

o
A+2pn 2T,

A partir des quantités Ji, J {5 et J ‘11, la premi¢re composante J; de l'intégrale
de Rice est donnée par:

GV

Jl = 3K0(.———
2k

Vr Vr
rKa(—) I, (—
[ O(ZK) 1(2K)
Vr Vr 2K
-rK,(—)I1,(—) + —]E,, +2ubE IV-83
1(2K) O(ZK) V] kk +2UbE, ( )

GV ) 57L+2u ) C ) Vr Vr
_om (g2 22 2 © g2y (2
n(2nk) (u o )1 O(ZK) I(K)

A+2p 2T,
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En appliquant la limite (IV-27) quand le rayon r du contour I" tend vers le
rayon 1, du coeur de la dislocation (r—r,), on trouve que la force

thermodynamique G est solution de 1'équation du second ordre suivante:

AG2 +BG+C=0 (IV-84)
tels que:
\'& 5+20 5, ¢ .. 5, Vr Vr
A= a? - —)lim (rK3(—) I, (— IV-85
k2 T A+2u o, i (Ko G i) (1V-85)
B=1-3Ka % E. [%
Vr Vr Vr Vr (IV-86)
+ lm(rKy(—) I, (—) - rK,(=—) Iy (—
lim (r Ko (50 i Gie) = 1K (G To (500
C = —-2ubE,, (IV-87)

En utilisant les relations (A-9) et (A-10), on peut écrire les
coefficients B et C en fonction des contraintes macroscopiques ;. Pour cela,
on calcule d'abord les déformations inélastiques macroscopiques EP et E'h,
Dans le cas du milieu infini considéré jusqu'a maintenant, on vérifie aisément
que ces déformations inélastiques sont nulles (Annexe D). Ce qui conduit aux
deux relations suivantes:

E.,, = —2X
12 7 12
et
E.. = —1 p

avec 3K=3A +21

Les coefficients A et B dépendent de plusieurs parameétres en
particulier de la vitesse V du mouvement de la dislocation coin et du rayon de

Vr,
son coeur r, a travers le rapport E(o_. Selon les valeurs de ces deux

paramétres, plusieurs cas peuvent étre envisagés. En permettant a3 V de
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pouvoir varier sur une plage de vitesses assez large allant de petites vitesses
de l'ordre de 103 m/s a de grandes vitesses de 1'ordre de la vitesse des ondes

dans le matériau, on se contentera de n'étudier en fin de compte que trois cas
selon la valeur de 1.

Normalement r,, représente un rayon de l'ordre de quelques vecteurs

de Burgers (1°r cas). Mais on va étendre cette valeur et lui permettre d'en
prendre d'autres telles que la distance entre deux dislocations, d'abord dans
un milieu déformé d'une densité de dislocations élevée de 1'ordre de 1012
dislocations/cm? (2°me cas), puis dans un milieu non déformé avec une faible
densité de 1'ordre de 10° dislocations/cm? (32™me cas). Connaissant ainsi les

\Y%
valeurs de r, et de V, le rapport 2—;2— qui figure dans les différentes fonctions

de Bessel est soit supérieur soit inférieur a 1. Une étude asymptotique se
basant sur celle des fonctions de Bessel permet de simplifier considérablement
les coefficients A et B:

\V/
= “To << 1
2K
V32 \V,
A ~ 12 57&'*‘2“, 2 _ C ) ro (ln( I‘O ))2 (IV-85)
27k A+2u 2T, 2K 4K
(04 Vzrg Vro
B=~1+—73X In IV-86
2k ¥ 4K (4K) ( )
\V/
= “To >> 1
2K
3/2
As KW <)V (IV-85)
2271k A+21 2T, "\'1,
K
B~ 1--aZy (IV-86)

On vérifie dans les trois cas et pour un matériau donné que le
coefficient A est négligeable et tend vers zéro quelque soient les valeurs de 1
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et de V. (IV-84) se réduit finalement a une équation affine basée uniquement
sur 1'étude asymptotique du coefficient B.

A%
Dans le premier cas (r < nb avec n < 10), le rapport 2—;2 est toujours

inférieur a 1 et le coefficient B est égal a l'unité. La force thermodynamique
G n'est rien d'autre que la force de Peach et Koehler G = b X,,. Ce résultat

reste valable méme pour r, — 0 ol les limites suivantes sont utilisées [3]:

Vr Vr
limrK,(—) I, (—) =0
limr Ko (G ()

Vr Vr 2K
IimrK,(—) I[,(—) = —
=0 1(2K) O(ZK) v
Vr Vr 1 (IV-89)
ImK, (—) [, (—) = ——=
mK: G b 2

Vr Vr
imrK2(—)I,(—) = 0
limr Ko G ()

Dans le deuxiéme cas ou la distance entre deux dislocations est de
. . . Vr .
I'ordre de 10 nm soit une distance équivalente a 50 b, 2—12 est toujours
inférieur 3 1 et B tend encore une fois vers 1, ce qui conduit a la méme
conclusion que celle du premier cas.

Le troisieme cas qui correspond a2 un milieu non déformé, deux
dislocations sont séparées d'environ 10 pm soit une distance de l'ordre de
5104b. Compte tenu de la valeur de la vitesse V, on distingue deux
possibilités:

v
*SiVSVOzZSm/salorsz—;le

Le coefficient B tend dans ce cas vers 1 et on retrouve le méme
résultat que dans les précédentes situations.
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v
*SiV>V0z25m/salors2—;2>1

B est donné dans ce cas par une expression qui ne dépend ni du rayon
1, ni de la vitesse V > V. C'est a dire qu'a l'exception du vecteur de Burgers
b, B ne dépend d'aucune autre caractéristique de la dislocation mobile. B est
fonction uniquement du chargement appliqué et des caractéristiques physiques
du matériau. G est donnée alors par:

(IV-90)

Cette expression differe de la force de Peach et Koehler par la présence au

: K g :
dénominateur du terme I—Eoc):kk. On vérifie facilement que, pour

n'importe quelle intensité de chargement et pour n'importe quel matériau, ce
dernier terme est toujours voisin de 1. La force thermodynamique G tend
aussi dans ce cas vers la force de Peach et Koehler.

La force thermodynamique G se réduit finalement a la force de Peach
et Koehler quelque soient les valeurs de 1, et de V. Dans le cas particulier

1,—0, si on prend séparément chaque type de contraintes et que 1'on applique
les limites (IV-84) aux expressions (IV-51), (IV-56), (IV-71), (IV-76) et (IV-
81), on s'apercevra que les forces que peuvent exercer les contraintes
thermiques toutes seules G9th ou couplées aux autres types de contraintes GéPth
et G¢th sur la dislocation coin rectiligne et mobile sont nulles. Ce qui est aussi
valable pour les contraintes internes d'origine plastique G9% [4]. Les
contraintes internes n'ont donc aucun effet sur la dislocation rectiligne, par
conséquent elle n'a pas d'effet de retour sur elle méme. Ceci veut dire que la
dislocation rectiligne mobile soumise a l'action du chargement est souvent en
position d'équilibre.
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IV-5- Conclusion

Une dislocation coin, rectiligne et mobile considérée comme une
source de chaleur mobile produit un champ de température et des contraintes
thermiques qui viennent s'ajouter aux contraintes élastiques créées par la
méme dislocation. Bien que 1'élévation de température calculée au chapitre
précédent reste faible, on avait espéré, a cause du caractere non uniforme du
champ thermique, pouvoir obtenir une force thermodynamique qui s'exerce
sur la dislocation coin, rectiligne et mobile. Cette force ne peut étre d'origine
thermique, puisqu'elle s'identifie exactement a la force de Peach et Koehler.
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Conclusion

Le champ d'application de la mécanique des milieux continus s'élargit
a des situations de plus en plus micromécanique (inclusions, microbande,
cellules de dislocations...). Traiter ou modéliser de telles situations se heurte
souvent 2 des problémes de taille liés a la nature des singularités présentes
(ponctuelle, linéique ou surfacique).

Le mouvement des dislocations qui est a l'origine de la plasticité dans
les métaux, en est un cas particulier. Cependant, la plasticité constitue un
phénomene dissipatif. Le but de ce travail était donc de chercher un lien entre
le mouvement des dislocations et la dissipation.

Le meilleur moyen pour arriver a cette fin est la thermodynamique des
processus irréversibles. En effet, en s'intéressant a une analyse de la
dissipation intrinséque déduite des deux principes de la thermodynamique, on
peut assimiler la dislocation mobile a une source de chaleur linéique mobile.
C'est une méthode qui a été envisagée pour expliquer les élévations de
température associées aux phénomeénes dissipatifs et d'associer ainsi aux
dislocations un autre type de déformations inélastiques: la déformation
thermique.

Bien que la température ainsi introduite par la dislocation soit faible,
sa nature non uniforme est source de contraintes internes et donc d'énergie
élastique supplémentaire. L'effet d'une seule dislocation mobile traduit
justement par la température, les contraintes et 1'énergie n'est pas tres
important. Celui d'un ensemble de dislocations n'est pas forcément négligeable
et peut étre suffisamment significatif. Cet aspect indique la complexité du
couplage thermomécanique li€ a ce type de phénomene.

Ce couplage peut avoir deux causes. Le premier est tout simplement lié
aux constantes thermomécaniques. Le second intervient par le biais de la force
thermodynamique associée a la puissance intrinseque dissipée. Le calcul de
cette force dans le cas de la dislocation coin, rectiligne et mobile confirme la
nature stable d'une telle dislocation (rectiligne). Les champs internes, en
particulier ceux d'origine thermique, liés a cette dislocation n'exercent aucune
action de retour sur elle-méme.
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Conclusion

Une perspective consiste a faire la méme étude portant surtout sur
I'aspect thermique du mouvement d'une boucle de dislocation en quasi-statique
comme en dynamique. On peut s'attendre, vu les interactions entre les
éléments de la boucle, a des résultats trés intéressants concernant les champs
thermiques et surtout une éventuelle self-force susceptible d'expliquer
I'instabilité d'une telle configuration.
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinséque

La dissipation intrinseéque associée a la progression de la déformation
inélastique est calculée a partir de la relation (I-39) dans le cadre usuel de la
thermomécanique des milieux hétérogénes. Pour cela, on calcule 1'énergie
libre et la puissance des efforts extérieurs en y faisant apparaitre les quantités
macroscopiques et locales (internes). Ce calcul se limite aux transformations
infinitésimales dans le cas quasi-statique. La dissipation intrinséque s'écrit
alors sous la forme suivante:

Dy = P, — %deV—IsTdVZO (A-1)
A\ Vv

Pour les conditions aux limites, on choisit le cas d'un déplacement
imposé sur la surface extérieure dV du volume V sous la forme:

U?(r) = Eij X; (A-2)

ou la déformation macroscopique E; est la moyenne volumique de la grandeur
microscopique &

1
Ej = V_[eij (r) dv (A-3)
Vv

A partir de la décomposition physique de la déformation €;; séparant la
iné

réponse élastique eiej du matériau des réponses inélastiques ¢g;, la
déformation E; s'écrit comme suit:
1 € iné
%

On applique la loi de comportement €lastique en tout point r du volume V en
utilisant le tenseur de complaisance S:

8% (r) = Sijkl (r) o (r) (A-5)

et en définissant la contrainte macroscopique X comme la moyenne volumique
des contraintes microscopiques:
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinséque

3, = %chij(r) dv (A-6)
A%

E;; s'écrit alors sous la forme:

]
v

1 o

On définit alors la déformation inélastique macroscopique comme la
moyenne volumique de la déformation inélastique locale gi"é(r):

iné 1 [ ing
El = Vjeij (r) dV (A-8)
A"

On applique la loi de comportement (A-5) aux quantités macroscopiques:

Ef = Sju(r) Ly (A-9)
On écrit finalement: .

Dans la suite, on calcule successivement et d'une mani¢re directe
'énergie libre, sa dérivée par rapport au temps, la puissance des efforts
extérieurs et finalement la dissipation intrinseque.

A-1- Calcul de I'énergie libre d'Helmholtz W(E, gi¢)
L'énergie libre d'Helmholtz W(E, £iné) est donnée par:

W(E, £™) = [w(r)av (A-11)
A\

w(r) est la densité volumique d'énergie libre d'Helmholtz au point r, elle est
donnée par:

w(r) = %g(r)zgem (A-12)
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinséque

En utilisant la décomposition de la déformation &;;:
g;(r) = e5(r) + g (r) (A-13)

et les symétries du tenseur de contrainte G, les relations (A-11) et (A-12)

ij»
conduisent a:

. 1 -
W £%) = ~[o(r) (a;;(r) ~ e} () aV (A-14)
A\
soit en développant:

WE, £™) = Lfo,mu;mav - Jfoymermav (@l
A\ Vv

En gardant la deuxiéme intégrale de volume telle qu'elle est et en
intégrant par partie la premiére, l'expression (A-15) s'écrit sous la forme:

W(E, £") = (00 u; (1) aV - 2 [y v, () av
v A\

1 | (A-16)
- 5\j]cij(r) el (r) dV

Du fait de 1'équation d'équilibre utilisée dans tout ce travail 6;; = 0,
la deuxiéme intégrale de (A-16) est nulle. Le théoréme de la divergence
permet de transformer la premiere intégrale, (A-16) devient:

W(E, £™) = + () n;dS - ~[o @ e@av  (A-17)

(_, § ) = > Gij(r) ui r) nj ) 61.] r Sij (r ( -
AY \Y%

n; sont les composantes de la normale extérieure 2 la surface dV délimitant le
volume V.

Or, en utilisant la condition au limite (A-2) qui permet de transformer
l'intégrale de surface de (A-17), I'énergie libre d'Helmholtz devient:
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinséque

W(E, g™) =

E, _[oij(r) X, n;dS - %joij(r) ef(r)dvV  (A-18)
oV Vv

1
2

Le théoreme de la divergence permet de faire la démarche inverse en
transformant cette fois-ci l'intégrale de surface en intégrale de volume:

W(E, g™) =

1 1 iné
5 Eikl(oij(r) xy ), AV - Eioij(r) el (r)dv (A-19)

Utilisant I'équation d'équilibre et le fait que x,; = 3, 1'équation (A-19)

devient:

W(E, £™) = %Eij G;(r) dV — —;—joij(r) e (r)dv  (A-20)
v v

En introduisant la contrainte macroscopique donnée par (A-6), I'expression
(A-21) devient:

W(E, ™) = %V*Eijzij - %joﬁ(r) e (r) dv (A-21)
A%

o} i

On décompose les contraintes Gij(") en contraintes internes ¢'(r) et
macroscopiques X telles que:

o(r) = Z+ g (1) (A-22)
Les contraintes internes g'(r) possédent les deux propriétés suivantes:

1 ’
= l G (r)dV = 0 (A-23)

et

L'énergie libre d'Helmholtz s'écrit maintenant sous la forme:
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinséque

1

. 1 -
W £") = ZVEZ; -  [(Zy + ofi(0) el (1) av (A-29)
A

En introduisant la déformation inélastique macroscopique définie par (A-8),
I'expression (A-25) devient:

1

W(E, ™) = M (By — EJ*) Z; - %jogj(r) el (r) dv (A-26)
\'%

La contrainte macroscopique peut étre remplacée par la déformation élastique
macroscopique par application de la loi de comportement (A-9). (A-26)
s'écrit finalement sous la forme:

y 1 g g
W(E, ¢™) = 5V (B — Ei°) Ciju (Ey - Eif°
) y (A-27)
- SJeimepm av
v

On a ainsi déterminé 1'énergie libre d'Helmholtz en fonction des
quantités macroscopiques et locales (les contraintes internes et les
déformations inélastiques). L'énergie libre (A-27) peut étre plus développée
une fois les contraintes internes sont calculées par l'une des deux méthodes
classiques (méthode du tenseur de Green ou celle du potentiel des contraintes).

Le calcul de la dissipation intrinséque (A-1) passe par celui de la
dérivée par rapport au temps de I'énergie libre d'Helmholtz (A-27).

] inéy _ _(l
W(E, gi") = dtlw(r) R\

= V(Ey - BY) Cyy (By — EiF°) (A-28)
1d ’ iné
_ Ea;[cij(r) el (r) dv
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinséque

A-2- Calcul de la puissance des efforts extérieurs

En l'absence des forces volumiques, la puissance des efforts extérieurs
est donnée par:

P, = j G.n.vdS (A-29)
ov

Les conditions aux limites en vitesse de déformation imposée:
0 :
Vi (l‘) = El_] Xj (A'30)
permettent d'écrire (A-29) sous la forme:

Pe = jGU nj Eik Xk dS (A'31)
aVv

(A-31) peut étre transformée en intégrale de volume:

P, = Ey [ (o %,); 4V (A-32)
v

L'équation d'équilibre G;;; = O et la relation x;; = 0); donnent avec la
définition de la contrainte macroscopique (A-6) 'expression de la puissance

des efforts extérieurs suivante:

Finalement, en combinant les relations (A-1),(A-28) et (A-33), la
dissipation intrinséque s'écrit sous la forme suivante:

~ iné ldrp, iné
v (A-34)
- js(r) T(r) dv

v
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Annexe A. Calcul de la Dissipation Intrinséque

En utilisant les mémes techniques de calculs qu'auparavant et les

propriétés des contraintes internes (A-23) et (A-24), on peut écrire autrement
la dissipation Dy;:

=~ iné 1d ’ ’
v (A-35)
_ js(r) T(r) dv

\%
D'ou la relation (I-42).

Dans le cas d'un milieu régulier, on peut introduire la dérivée
particulaire 2 l'intérieur de 1'intégrale dans (A-35). On obtient alors:

DV =V Ei;]é le - jcij(r) Sijkl Gi(l (l’) dv

Yoo (A-36)
= [s) T(ry av
v
Dans le cas élastoplastique isotherme, on retrouve 1'expression (I-43):
Dy = VER X, - jc‘sgj (r) S O (r) AV (A-37)

v

Si le milieu contient cette fois-ci des singularités, le calcul de la
dérivée particulaire dans (A-35) n'est plus évident et il faut alors faire appel a
la technique rappelée au chapitre I.
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Annexe B. Comparaison entre les Contraintes ...

Pour comparer les contraintes élastique et thermique créées par la
dislocation coin rectiligne et mobile a vitesse uniforme V, on suppose la
présence de deux dislocations 1 et 2 (Figure B-1).

4y {

Figure B-1:
Position relative des dislocations 1 et 2.

La dislocation mobile 1 engendre un champ de contraintes thermiques
oth donné par (I1I-64) auquel est soumise 1'autre dislocation 2 dont le plan de
glissement est parallele a celui de la dislocation 1. La dislocation 2 est en outre
soumise au champ de contraintes élastiques ¢® dii a la présence de la
dislocation 1 dont les composantes sont données par (1I-54).

En utilisant les coordonnées polaires r et ¢ telles que:

X=rcos ¢
: (B-1)
y=rsin ¢

les dislocations 1 et 2 sont maintenant repérées par le rayon r qui les sépare et
par l'angle ¢.

On introduit (B-1) dans les expressions des contraintes thermique (III-
64) et élastique (II-54). Les contraintes g et g dépendent alors de la vitesse

V, de la distance r et de 1'angle ¢. La comparaison des contraintes se fera a

él th
él
Gij

travers 1'expression en fonction de la vitesse V pour r=2 Um et
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Annexe B. Comparaison entre les Contraintes ...

pour différentes valeurs de ¢. Comme la dépendance des contraintes
thermiques o' en fonction de ¢ évolue avec la vitesse (comme pour le cas de
la température (Figure I11-8)), le choix de ¢ se base surtout sur des valeurs ou
les contraintes élastiques ne sont pas nulles.

0.8998¢}
0.999¢6}
°h ~oh

0.69%4¢}

€

3

11
0.99%2
0.999k

Figure B-2:
Comparaison entre ol et c{ pour r =2 um.

1.004¢}

1.002}
cezlz—czthz
él '
g
22
0.998}
0.996}
0.75 1 135 1.5 1.75 2 2.25 2.5
Log(V)

Figure B-3:
Comparaison entre ¢ et & pourr =2 pum.
p 22 2 P
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Annexe B. Comparaison entre les Contraintes ...

-
-
______
=

15 1.5 1.75 2
Log(V)

2.25 2.5

Figure B-4:
Comparaison entre Gl et 65, pour r =2 Lm.

On remarque alors que quelque soit la composante des contraintes

él

i
él
ij

o]
élastique et thermique, le rapport

Gth

th
Gjj

est toujours trés voisin de 1. En

d'autre terme, le rapport —2T tend vers zéro. Ceci veut dire que, pour r et ¢

donnés, la contrainte Gg‘ est nulle si non elle est négligeable devant Giéjl.
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Annexe C. Calcul de l'Intégrale u;hm

En utilisant la méthode du tenseur de Green, le terme d'origine
thermique du gradient de déplacement est donné par:

u:lljm (l’) = _J-Cijkl Gjn,im (R) 8% (l" ) dVv' (C-l)
\%

avec, R%*=%X;, =(x; - &;)(x; —&;)
r? =x,x; i=1,2,3

)
r'”=§;&;
8% est la déformation thermique introduite par la dislocation mobile:

el (r)=a0(r) 8 (C-2)
avec0=T-T,

Le tenseur d'¢lasticité Cj;, pour un milieu isotrope ne dépend pas de la
position, il est donné par:

Cijg =1 800 + 18y 8; +18;0; (C-3)
C-1- Cas tridimensionnel

Le tenseur de Green pour un milieu infini, homogene et isotrope est
donné par (II-50) ou par la relation suivante [1]:

1 1
G. (R)=— (8. R, — R.
in(R) 81tu( R ¢ A

) (C-4)

En tenant compte de (C-3) et (C-4), on peut calculer le terme
Ciia Gijn,im (R) sous la forme [1]:

1
Cijlejn,im (R)= 'g_n(slnR,qum + 8knR,qum

1 \Y
-——R +—90,R
l—V kinm 1—V ki

(C-5)

»Nqqm )
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Annexe C. Calcul de l'Intégrale u;hm

La combinaison des relations (C-2) et (C-5) permet de calculer le
terme sous le signe intégrale (C-1):

. ol+v ,
CijaG jnm (RIEK (1) = 2= == R nqqm®(r") (C-6)
La dérivée d'ordre 4 de R est donnée par:
R ——28mn +6i“3Em C-7
,nggm — R3 RS (C-7)

Les relations (C-6) et (C-7) permettent d'écrire (C-1) sous la forme suivante:

th o l+v Om - XnXm , ,
u r)y=- - +3 o(r') dv C-8
b (T) 4m_vi( 3R () (C-8)
Tl faut remarquer par ailleurs que:
3 - =
_ m; +3 xnxsm — (l) (C_9)
R R R/ am

Compte tenu de (C-9), on €crit (C-8) sous la forme suivante:

u® (r)= o’ [—B l(—)(r’)dV'] (C-10)
v Ox,0x, 4mJ R

1+v
avec, B=T—0L
-V

Le fait d'avoir écrit la dérivée seconde par rapport a X, et X,, a I'extérieur de
l'intégrale est licite puisque l'intégration s'effectue sur V' (sous entendu &).

Dans l'expression (C-10), on peut remarquer la présence du potentiel
thermoélastique donné par:

__ Bl ooy av )
®(r)= 4R£Re(r)dv (C-11)
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Annexe C. Calcul de I'Intégrale u;hm

Finalement, on a:
ul (r)=@,,, (r) (C-12)

C-2- Cas bidimensionnel

Dans ce cas le tenseur de Green est donné par [2]:

_ 1 ijim Cal ' )
Gjn (R)= 8n(1—v)u[ 2 (3-4v) SJnLog(R):l (C-13)

On calcule d'abord le terme G, i, (R):

G, ., (R)= 1 O | Oimdy _
ST gm(1-v)u| R* T R2
2anm5u +XnX;0;, +ijinflm + XX, 8 + X8, b (C-14)
R
ili]in_m _|n81m xiimsjn
(3—-4v) -
RS R R*

La combinaison des relations (C-2) ,(C-3) et (C-14) permet de calculer
le terme sous le signe intégrale (C-1) dans le cas bidimensionnel:

o o l+v| O,
Cij1G jnim (R)E (r') = — [_ R2

X, X
+2200m gy C-15
2ml-v R* }(r) (G15)

La relation (C-1) s'écrit alors sous la forme suivante:

o 1+VJ‘( O m

th
u r)=—— —
() 2m1-v R?

n,m

X X
+2-138) 6(r') oS’ (C-16)

Comme pour (C-9), il faut remarquer que:
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Annexe C. Calcul de l'Intégrale u;hm

3, X, X
- Rgl +2 R4m =—(LogR) . (C-17)
Compte tenu de (C-17), on écrit (C-16) sous la forme suivante:
82
U, ()= 2 [Log(R) 6(r') dS'] (C-18)
0X 0y 270

On retrouve alors 1'expression (IV-20) dans le cas bidimensionnel qui peut
étre écrite aussi en fonction du potentiel thermoélastique P:

! (1)=@,,, (r) (C-19)

avec,

o(r)= > _[ Log(R) 6(r') dS’ (C-20)
27 S
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Annexe D. Calcul des Déformations Inélastiques Macroscopiques

La déformation inélastique introduite par le mouvement de la
dislocation coin rectiligne s'écrit de la fagon suivante:

glné =¢f + el (D-1)
avec
1
85 = '_Z‘(bisj(s)"'bjsi(s)) (D-2)
et
el = oT8, (D-3)

3,(S) est la fonction de Dirac sur la surface S. T est le champ de température
induit par le mouvement de la dislocation.

Dans l'annexe A, on a défini les déformations inélastiques
macroscopiques par la moyenne sur le volume V des déformations inélastiques
locales:

1 .

B = < Jefmav (D-4)
Vv

BN = %.eg‘(r) dv (D-5)
A

1l s'agit dans cet annexe de calculer Eg et Eg‘ dans le cas de la dislocation

décrite au chapitre III (Figure III-1), mobile dans un milieu infini.

D-1- Calcul de la déformation thermique macroscopique Eg‘

Cette déformation est donnée par:

1
th _
Vv
avec
GV ok (VI
T=——e 2KK,(— D-7
Tk 0 G (D-7)
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Annexe D. Calcul des Déformations Inélastiques Macroscopiques

Comme le champ de température de la dislocation mobile ne dépend que de X
et y, on peut transformer l'intégrale de volume en une intégrale surfacique de
telle maniére qu'on puisse écrire (D-6) sous la forme suivante en remplagant
l'intégrale étendue a l'infini par une limite:

R2n LI Vr
He 2K Ky (——) rdrdo
m _ GV 00 2K
Ej ﬁasij I%I_I)IL R2n (D-8)
_[ r dr do
00

On a introduit par ailleurs les coordonnées polaires r et ¢. En faisant le

: \Y% :
changement de variable x = EI% et en intégrant par rapport a ¢ [3], (D-8)

devient:
X
IXKO (x) Iy (x) dx
GV
th _ .0
Eij = En—kaSij )%1_1_20 X (D-9)
Ix dx
0
avec X =113
2K

Pour calculer l'intégrale au numérateur de (D-9), on passe par les
développements asymptotiques des différentes fonctions de Bessel K et I

K, (z)=-1n(z), z<<1
1
K, (2)=(—)? e?, z>> 1
2Z
I,(z)=1, 7 << 12
eZ
I,(2)=—, z>>12
0(2) 271z

151



Annexe D. Calcul des Déformations Inélastiques Macroscopiques

a partir desquels, on définit trois intervalles ou la fonction x Kg (x) I (x)
posséde trois formes différentes:

sur [0,1], x Ko (x) Iy (x) =—x In(x)
sur [1,12], x Ky (x) Ij(x) = —\/g e

sur [12,X], x Ky (x) I (x)z%

En effectuant l'intégration sur chaque intervalle, le rapport

X
[xKo (0 15 (x) ax
0 < varie en — et on obtient donc:
dex
0
X
jx Ko (x) Ij(x) dx
lim 2 — =0 (D-10)
X—>eo
Ix dx
0

Finalement, la déformation thermique macroscopique est nulle Eg‘ = 0.
D-2- Calcul de la déformation plastique macroscopique E};

Pour la dislocation coin rectiligne, la déformation plastique est déduite
de (D-2) sous la forme suivante:

b
eh, = -28,(9) (D-11)

En injectant cette expression dans (D-4), on a:

IBZ(S) av
by

2 \Y%
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Annexe D. Calcul des Déformations Inélastiques Macroscopiques

On utilise 1'une des propriétés de la fonction de Dirac qui permet de passer
d'une intégrale de volume a une intégrale surfacique [4], (D-12) devient:

EJs'ds2

2V

E{’z = (D-13)
Dans le cas de la dislocation coin de la figure (III-1), dS, = -dx,dx,. Si le
milieu est fini, Ef’z est différente de zéro. Par contre si le milieu est infini, on

peut facilement supposer que EP, est nulle.

On a ainsi déterminé que les deux déformations inélastiques
macroscopiques (EJ,, Efjh) correspondant au mouvement d'une dislocation
coin rectiligne sont nulles. La déformation totale macroscopique se réduit

dans ce cas a la seule déformation élastique macroscopique El‘t’J
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CHAMPS THERMIQUES ET MECANIQLUES
INDUITS PAR LE MOUVEMENT DES
DISLOCATIONS i

Résumé

Au cours de la modélisation des comportements des matériaux, il est difficile d'ignorer les
processus irréversibles. Ce sont des processus {aisant intervenir des déformations inélastiques ou
anélastiques s'accompagnant d'une dissipation intrinséque provoguant un échanfement du solide.

) Pfatiquement, tout phénomene inélastique ou anélastique est lié 2 la propzigation de défauts.
L'analyse thermomeécanique de tei phénomene montre que la source de chaleur peut &tre identifiée aux
défauts mobiles créant ainsi des gradients thermiques importants.

Dans ce travail, nous avons traité les effets dissipatifs et les mécarismes de couplage
thermoélastique associés aux mouvements des dislocations. Les outils mis en place sont Ztablis dans
.un cadre trés général mais appliqués a I'étude des effets thermomécaniques de la mobilité uniforme
d'une dislocation coin rectiligne dans un milieu élastique.

Poui analyser les effets thermomécaniques !iés aux mouvements des dislocations, nous
avons utilisé le formalisme de la thermodynamique des processus irréversibles. Nous avous ainsi
montré que 'existence d'une dislocation mobile dans le milieu se traduit par la présence d'une source
de chaleur linéique dissipative. Cette source engendre des variations de la tempériture qui 2 leur tolxr
engendrent dec déformations 2t des contraintes thermiques. I'analyse de ces chanps montre que les
couplages therimomeécaniques induits par le mouvement des dislocations prise!s individuellement
restent extrémement faibles. Par coatre, l'extension de cette étude au mouveme:;nt des dislocations
prises collectivement telle que la bande de cisaillement a permus d'aboutir a des effets thermiques trés
importants. I

Par ailleurs, l'étude thermodynamique a permis d'introduire la force thermmodynamique
associde au meuvement de la disiocaticn. Le calcul de cette force, a partir des différents champs
thermomécaniques induits par la présence et le mouvement de la dislocation coin rectiligne, permet
d'établir que quelle que soient la vitesse propre et le rayon du coeur de la dislc}cation, cette force
s'identifie bien & celle de Peach et Kochler et ne peut en aucun cas étre causée par les champs

thermomeécaniques propres de la dislocation.

Mots-Clés
——_
Contraintes thermiques Ferce thermodynamique
Couplage thermcmécanique Potentie! thermoélastique
Dislocations Tenseur de Green
Dissipations Thermodynam:ique des processus irréversibles






