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Introduction

Parmi les variétés différentiables classiques on trouve la grassmannienne d'un espace vec-

toriel E de dimension n qu'on identifie souvent à CI " . Cette variété définie au clépart

comme ensemble des sous espaces de CI " d'une certaine dimension m fixée. a, une struc-

ttrre cle v-ariété différentiable de dimension nz(n - rn). elle peut être vue comme esPace

homogène du groupe général linéaire et elle s'écrit

G r ( rn ,n ) :GL (n ,A  ) lB

oi GL(n,CI ) est le groupe général linéaire, et B Ie stabilisateur d'un certain élément cle

la grassmarrnienne Gr(m,n) .

En dimension infinie, on définit la grassamannienne pour un espace de Hilbert -tl séparable

muni d'une polarisation.t/ - H+@H-, où.I/1 et H- sont deux sous espaces c{e H de

climension infinie fermés, et la grassmannienne Gr(H) est l'ensemble des sous espaces II-

fernrés de H de dimension infinie, teis que

a) La projection orthogonale positive pra : W - H+ soit un opérateur de Fredholm .

b) La projection orthogonale négative pr- ; W -+ I/- soit un opérateur de Hilbert-

Schmidt .

Soit ./ : H --+ I/ un opérateur linéaire continu qui coïhcide avec f identité sur II-p et

moins l'identité sur I/- on définit le groupe général iinéaire restreint GL,""(H ) comrne

sous groupe du groupe général linéaire GL(H) des opérateurs -4 tel que ['/, J] soit un

opérateur de Hilbert-Schmidt .

En dimension finie, la grassmannienne Gr(,m,n) est I'espace homogène de tout le groupe

général linéaire , mais 
"n 

di*"rrrion infinie la grassmannienne Gr(H) est l'espace homogène

à., grorrp" général linéaire restreint et non de tout Ie groupe générai linéaire' et Gr(H)

s'écrit

oir  Lr(H+) x U(H_)
nienne .

Gr(H) :  U,",(H) lU (H +) x U (H -\

est le stabilisateur de H+. Cecijustifie la terminologie grassman-

Dans 1a première partie d.u travail que je présente dans ce mémoire. j'étudie quelclues pro-

priétés tàpotogiques des grassmarrrriennes de dimension infinie, telles que la stratification

cle Gr(.I/), les composantes connexes de Gr(H),Ie lien entre les composantes connexes et

les strates de Gr(fI), les composantes connexes et les ouverts de l'atlas associé à ia struc-

rrrre cle variété de Gr(H) qui est une variété hilbertienne modelée sur I'espace de Hilbert
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Lz(H+. H-) des opérateurs de Hilbert-Schmidt. On précise aussi le lien qui existe entre les

composa,ntes connexes de GLr""(H) et les strates de Gr(H),les composantes connexes cle

C;L,,,(f/) ies ouverts de l'atlas associé à la structure de Gr(H). On étudie aussi les c<.rm-

posantes connexes de la grassmannienne Grs(H) ensembie des sous espaces ltr- cle Gr(H)
rels clue =kH+ CW C ,-kH+ pour un certain &. Cette dernière grassmannienne est dense

clans CJr(H). Algèbriquement cet ensemble est identifié à I'union des grassmanniennes cle

climension finie, ce qui justifie la décomposition de Gro(H) en cellules de Schubert. On

clonne aussi le lien qui existe entre les cellules et les composantes connexes de Gro(f/) .

Aprés avoir introduit les coordontrées de Pliicker et donné les clémonstrations de certaines
propriétés élémentaires concernant les bases admissibles et les opérateurs a déterminant.
ainsi que Ia démonstration de la proposition qui donne le plongement de Pliicker hol<,t-

morphe cle Gr(I/) dans I'espace projectif P(1L2,Q)) oti O : {^9 C T'l Di.l'S ( oo}. orr

clonne les composantes connexes de Grs(H) et de Gr(H) en fonction des coordonuées
cle Pliicker. L'identification algèbrique de Gre(f/) avec la limite inductive des grassman-

niennes de dimensions finies, est aussi topologique. Pour le prouver, on a constntit un

isomorphisme topologrqn" entre Grs(H) et cette iimite inductive des grassmanniennes cle

dimension finie, Grs(ff ) étant dense dans Gr(I/), nous pouvons affirmer clue la topologie

cle la grassmannienne Gr(H) provient de la topologie des grassmanniennes de dimension

finie .

Dans les deux parties de ce mémoire, on travaille avec I'espace de Hilbert H : L2(S1.C' )
espace des fonctions sur ,S1 de carrées sommables, muni de la base canonique {e ,, : : ---

--" )n.€ V et de la polarisation f/ - H+OH-, où .F/1 est le sous espace de H engendré par Ia

base Lilbertienne {",} r>o et H - est I'espace de Hilbert engendré par la base hilbertienne

{r'r}",.0 . Si,4 est un élément du groupe général linéaire restreint GLr"r(f/) on peut

l'écrire sous forme d'une matrice carrée d' ordre 2

'  ( o  b \
^ : \ "  

d )

strivant la polarisation fJ - H+ 0I/- .

Dans le paragraphe L. on commence par la définition de GL,""(II) et la démonstration cle

|a. proposition 1.2. On démontre la caractétrisation des éléments de GL,."(f/) suivante :

I un é|ément de GL(H), A appaxtient à GLr""(H) sj et seulemenf sj b et, c sont cle''^

c4rér,ateur.s de Hilbert-Schmidt. De plus a et d sont des opérateurs jnversibles mocltilo tttt

opér'ateur de Hilbert-Schmidt .

Cette ca.ractérisation des éléments de GLr""(H ), est d'une grande utilité dans ia suite .
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Pgur introduire la structure de variété de la grassmannienne Gr(fI). on a besoin cles cleux

propositions (1.7 et 1.8) dont on propose une démonstration.

Proposi t ion 1.7.

Poul Id- éIément de Cir(H ). et J élément de L2(W,W'0), Ie graphe de Â est un éléntent cle

Gr (H ) .

Da.ns la démonstration de cette proposition on utilise un diagramme commutatif clui nous

permet cle démontrer que p1'+oi.sr(A) est de Fredholm et I 'opérateurpr- ois,(J) est cle

Hilbert-Schmidt.

L'a,utre proposition donnée Par

Proposit ion 1.8.

Soit [iç1r ]'ensemble des graphes des opérateurs de Lz(V\'.W0 ) où lV est un élémenr cle

Gr(H), L'application défrnie de L2(W.W0) dans Uw qui a un opérateur A a"ssocje soii

graphe. est une bijection.

nous donne une correspondance entre I'ensemble f'ls7 des graphes des opéra.teurs cle

Lz(W,fi /o;et Lz(W,Wï) .L'ut i l i té de ces deux proposit ions s'observe dans le cleuxième

paragraphe.

01 propose aussi dans ce paragraphe 1. une démonstration de l'équivalence de ia cléfinition

cle la gra.ssmannienne et

Déffnit ion

L-11 espa.ce vectoriel fermé W' de H , est éhément de Gr(H ) si est seuJem ent si. iI e,st ,l Ïmage

cle Ha par un opérateur L : H', -----+ H tel que pr+ o L soit un opérateur de Fbedholm. et

I'opérateur pr- o L soit un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Dans la démonstration de cette équivalence on utilise aussi un diagramme commutatif pour

montrer clue la deuxième définition implique la première . Pour la réciproque, on utilise

cles techniclues très classiques .

A la fin de ce paragraphe 1. on donne deux propositions (1.9 et 1.10) énoncées et

clémontrées par Pressley et Segal dans [PS], dont on propose des démonstrations plus

clér,'eloppées .

La. première proposition nous donne le stabilisateur de Il1 sous I'action du groupe

GL,"'(H ), et montre que le sous groupe unitaire Lf ,""(H) de GL,.'(II) agit transitite-

nrent sur Gr(H).

La cleuxième proposition précise la structure hilbertienne de la grassmannienne Gr(H) .
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Dans le paragraphe 2. on définit la dimension virtuelle d'un élément Il' de la grassmanni-
enne par

Soit TI.'un élément de Gr(fI). I'indice de la projection orthogonale positive pralll- cle II-

srrr f/4 est appelé dimension virtuelle, elle est notée dinmi.rt, et on a la formule

clinzu irt(I'l' ) - clim.u irt ( k e r ( 1tr 4| I,I' ) ) - cli nz( c ok er ( pr a lI4. ) )

On plopose aussi dans ce paragraphe une démonstration de la. proposition 2.2 clui clortne
la relation clui existe entre la dimension virtuelle de I'image d'un élément I'tr' cle la glass-
nrar:.nienne, la dimension de W À H- et la dimension de W0 i H+, or y trouve a.ussi une
relation entre la dimension virtuelle de I'image de W de Gr(H) par un opérateur -{ cle

C;L,"r(H ), la dimension virtuelle de W etl'indice des éléments diagonaux de la matrice cle
-{ suivant la polarisation f/ - H+ O H-. L'utilité de cette proposition sera précisé clans

le paragraphe 6. de cette première partie .

Soit {e,,}oe IN une base hi ibert ienne de.F/, et soit O: iS C T' l  IN^.9 < oc}. on obtient
trne collection de points {fls}seo de Gr(,H), où f/s est I'espace hilbertien engendré pal

la base {.,"}"es, et on a la formule

dinzui r t (Hs) :  card(S - lN)-  ccrd@ti  -  S)

on appelie ce nombre le cardinal virtuel de 5 . Ceci nous permet d'énoncer

Proposit ion [PS]

Pour totrt W da.ns Gr(H), iJ existe un ,S € O tel que Ia pro.iection orthogonaJe cle II-

sur Hs soit un isomorphisme. En d'autre.s termes, les ensembles {tig}g64 forrnertt tltl

recouvrement ouvett de Gr(H) .

Cette proposition nous donne l'atlas associé à la structure de r,'ariété hilbertinne cle Gr(H ).
On termine ce paragraphe par Ia démonstration de cette dernière proposition. Pour tor.rt

I4- cle la grassmannienne Gr(H), il existe ,S dans iD tel que la projection orthogonale

cle Vl' sur ffg soit un isomorphisme Dans ia démonstration qu'on propose. on clonne

une construction de ,S ainsi que de I'isomorphisme associé , en utilisant deux diagrammes

comrnutatifs . On donne aussi explicitement la transformation qui réalise le passage d'une

polarisation à une autre .

Dans le paragraphe 3. on introduit des sous espaces de Gr(ff ) clenses dans Gr(I/). cp'orr

alrpelie a.ussi grassmannienne. tels que par exemple la grassmannienne Gro(H ) c1u'on a

cléjà cléfinie qui est une réunion de grassmanniennes de dimension finie, cette identification

est cln a.u fait que pour / > ft. on a

. . .  c  z tH*  c  : kHa cW c  , - kH+ c  z - tHa  c  . . .
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ces sous espaces ?Tpeuvent être identifiés aux sous espaces de :-kH*1:kI[ qui est un
espace isomorphe à I'espace 116 engendré par :l ane. -Â: S / < Â:. Donc les sous espaces II-
peuvent être identifiés aut éléments de Gr(He) . Les grassmanniennes Gr(Hn) vérifient

. . .  C  Gr (Hr - r )  C  Gr (Hp)  c  Gr (H*+r )  c  . . .

on propose aussi une démonstration de la proposition 3.2. qui caractérise les éléments cle
la grassmannienne Gro(H) en fonction des éléments matriciaux des opérateurs de Hilbert-
Sclrmidt correspondants . On dit qu'un élément W est comparable à .I/a si et seulement
si la codimension de W i H+ dans .I/.. et la codimension de lU À H+ dans I,tr/, sont finies.
On démontre que si Wr est le graphe de 7 avec ? de rang fini, alors W7 est, compa,ra.ble
à fr'+ . On définit une autre grassmannienne Gr1(I/) dense dans Gr(ff), comme étant
ensemble des éléments W de Gr(H) comparable à fla. Une caractérisation des éléments
cle cette dernière grassmannienne est donnée par

La gra,ssmannienne Gr1(H ) est constituée des graphes des opérateurs de rang fini cle H.5
dans (H s)o .

On propose aussi une démonstration de cette caractérisation. D'autres grassmanniennes
denses dans Gr(H) sont données par

Définitions

1. La grassmannienne Gr*(H) est, le sous ensemble de Gr(H) constitué des glapÀes
desopéra . teu rsT  deHs  dans (Hs )o  don t l esé lémen tsT ro  (p€  %-S ,q€  S  ) son t  a
clécroissance rapide, i.e tel que les qua.ntités lp - ql*Tro soient bornées pour tout rtt .

2. La. grassmarutienne Grr(H ) est le sous ensernble de Gr(H) constitué des graphes cle,s
opéra.teurs T de Hs dont Ho, tel que les quantités rp-qTpq soient bornées pour 0 < r < 1.

La clensité de ces gtassmarrniennes provient de la densité de leurs sous espaces correspon-
dants dans l'espace des opérateurs de llilbert-Schmidt Lz(H+,H-) .

On propose aussi une démonstration de la proposition 3.9. qui donne le lien entre les
grassmanniennes Gr*(H). Grr(H) et Gr6(I/) et fonctions différentiables, les fonctions

analytiques-réelles et les polynômes trigonométriques. Ce lien ne caractérise pas ces gra,ss-

manniennes. La vraie caractérisation de ces grassmanniennes par cles ensembles cle fonc-
tions est donnée par

t
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Proposi t ion 3.11.

1 . La gra5smagnierute G, *( H ) est constituée de,s sous es?a.ce,s l\- cle Gr( H ) pour' /esrltre/s

Je.r- err.sembles images par Je,s deux projections ofthogonales pr- : I'I- -----+ H-et p'a:

II-0 -----* Ha sont constitués cle llonctions diffétentiables'

2. La grassma,nnienne Gr.(H) est, constituée desW de Gr(H) pour lesclttels /e,s ensernble.s

imug"i par les d.eux projections orthogonales pr- ; It' ------+ H- et !)r1 : VI'-} --'+ Ha sont

constitués de fonctions analytiques réelles .

3. La grassmannienne Grs(H ) est constituée des W de CJr(H) pour lesqueJs Jes en,semb/e.'-

imugei par les deux projections orthogonales pr- : W' ---+ H- et, Pr+ : lI.0 ----- Ha soltt

c onst itués de polynômes trigonométfiques.

On propose une démonstration de la proposition 3.11.

Dans le paragraphe 4. on introduit la notion de stratification de Gr(H) par

Déffnit ions

Soit W' un élément de la grassmarutienne Gr(H) .

1. On clit cluetV est, transversal à H- si et seulement siW nH-: {0} et'W + H- - H.

2. On clit queW est génériclue si et seulement si iI esf transversal à H- et de dimensiott

virtuelle nulle .

Soit .f € Lz(Sl, (D ) : H . .f est dit d'ordre fini s, s'il est de la forme

t
oo (È

avec f' + 0.

Soit S € Q, on appelle strate associée à ,S le sous ensemble Is : {W € Gr(H) I Srt' :

S) de Gr(H). Pour tout élément S de O de dimension virtuelle d, on peut indexer ces

éléments de la façon suivante

S  -  { s -a ,  s -d+7 ,s - i l +z r " ' ,  " ' }

a\ :ec .S- ,  < S-d+l

cl'orclonner les ensembles qui ont même cardinal virtuel par

S S 51 si et seulement si -*10 S sr pour tout le,,et lalongueur /(S) de,9 est définie par

, (S)- f  (-*r ,-Â')
- d < k

8

f*rr
( s
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alors,S ( 51 4 /(,S) < /(Sr) . On démontre dans la proposition 4.3. que pour tor-lt

S € O, la strate Is est incluse dans I'ouveft LIs. Cette inclusion n'est pas évidente. La

clém.'stration utilise un cliagramme commutatif qui donne la. construction d'un opératettr'

rle HilSert-Schmidt de Hs clans If$ dont le graphe est égal à I'I- élérnent de Is fixé arr

r lépalt.

prur cléfinir la stratification. on a besoin du sous groupe triangulaire inférieur strict N- cle

GL,,"(f1) constitué des éléments -'l tel que

A(:kH-): ,kH- et (. ,{ - Icl.)(zkH-) C ,*-rf l-  pour tout Â:. La proposit ion 4.4. clui

clonne la stratification de Gr(H\ a été énoncée et démontrée par Pressley et Sega.l claDs

[PS] . Elle est donnée par :

a.) La. strate Is est une sous variété fennée contractible de |ouvett Lrs, de codimensiott

r(s) .
b) I.ç est I'orbite de Hs sous l'action de N- '

c )  S i I \ -  eLts  a lors  S)  Sw .

cI) La. fermeture de !s coincicle a.vec I'wtion cles sttates !5r pour Jes 'S1 ) 5

Dans le paragraphe 5. on étudie la grassmannienne Grs(H ). Algébriquement cet ensemble

est consid.éré comme union de grassmanniennes de dimension finie. Ces dernières ont

une clécomposition en celiules de Schubert . Gro@) a une décomposition en cellules cle

Schubert. Ces cellules sont définies par

S.ient .f 
- 

t ft.:À un élément polynômial de I/, on définit le co-ordre cle .f conrnte

-n1kSn

étant le plus peiit k tel que .fr l0-

Soit I4' € Gro(H\, on définit Sw Par

^gtr' : {-* € n I W contient un élément d.e co-ordre s} et pour tout Sw dans Ô. la

cellule Cs est défini Pa^r

Cs -- {W e Gro(H) I Sw : S}

On cléfinit aussi le sous groupe N1 triangulaire supérieur strict cornme ensemble cle tous

les élénrents A de GL,""(H) i .L qu" A1zÉHa): zkH+ et (A - I)1:kH1) C tr '+tI{-. ,u pour

tout Â' .

Les arguments et les propriétés qui donnent la décomposition cellulaires et Ia dualité entre

cette Àécomposition de CJro(f/) et la stratification de Gr(H), sont donnés par
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7. C's est une sous variété fermée de I'ouvert [r5 de Gr(H). difféomorphe à 6' l(s) .

2. Les cellules {Cs} et les strates {Is} ont le même ensemble d'indice Ô .

3. La dimension de Cs est égal à Ia codimension de ls .

4. Les cellules Cs sont les orbites de I/s sous I'action du sous groupe N+ .

5. La ferrneture de Cs est i'union des Cgt. pour les,91 < S .

6. C:.s rencontre transversalement Ig en un seul point et ne rencontre aucune autre stl'ate

cle rnême codimension .

T. C'.s intersecte Xs, si et seulement si,S ) S' , et Cs O Is - 
{Hs} .

Da,ns le paragraphe 6. on étudie le lien de la grassmannienne Gr(H ) aux composantes

connexes de GLr."(f/) . Ces composantes connexes sont données par les sous ensembles

GLi"r(H) de GLr""(H) constitués d'opérateurs y' tel que si

/  r \

A:  (o  ' .  
)

\ c  d /

strir,'ant la polarisation.I/ - H+ t H-,I'indice de Fbedholm de a est égal à z .

Dans le paragraphe 2. la relation de la proposition (2.2.) qui lie la dimension virtuelle

cle I'image d'un élément I,l' de Gr(I/) pat un opérateur A de GL,""(H) à la dimension

r-irtuelle de W et I'indice des éléments diagonaux de la matrice de A suivant la polarisa'tion

H : H + t H -, nous permet cl'énoncer et de démontrer ( proposition 6.1. ) clue pour tout

I4' cle Gr(H) de dimension virtuelle f , il existe un opérateur I clans GLirr(H ) tel cpe

Â(H+)  :  W  .

Dans la propostion 6.2. on dérnontre un résultat proche du résultat précéclent . Pou III

et Ltr'2 clans Gr(f/) de même dimension virtuelle, il existe un opérateur A dans GLo r""(H)
tel cltre A(Wt) : Wz.

En conlusion pour tout i dans T, et W de Gr(H) de dimension virtuelle i on a

G Li",(H)(f/+ ) : G LÙ,",(H)(w)

et la grassmannienne Gr(f/) est une union des GL',"'(H)(H+) quand i parcourt % '

Dans le paragraphe 7. on démontre un lemme qui nous permet de retrouver les composantes

connexes de la grassmannienne Gr(H ). ce lemme est donné par

Soit Ô0 le sous ensemble des S de o tels que sÈ : k pour tout ft 2 -cI' oir d est ie

carciinal virtuel de S. II est facile de voir que pour tout d dans %, il existe un et urt

10



seul ,S clans O0 de cardinal virtuel d, et on a ,S0 S ,S, pour tout S dans Ô et pour ,90

clans O0 ayant même cardinal virtuel. Ce lemme nous permet de montrer ( proposition

7.2. ) que pour la classe O0 des ensembles ,9 de Q, la fermeture des strates !s coincicle

açec l'ensemble cles W de Gr(H ) de dimension virtuelle le cardinal virtuei de ,S, et de pltts

l'r-rnion de toutes ces strates est dense dans Gr(I/) . Ott en déduit aussi un certain noml.rre

cle corollaires, tels que par exemple Ie corollaireT.S. dans lequei on prouve que pour tout

^9 cle O0, la fermeture de Is est à la fois ouvert et fermé, et dans le corollaire 7.6. oll

nrontre que I'ensemble des éléments W de Gr(H) qui ont une dimension virtuelle impaire

(respectivement paire ) est à la fois ouvert et fermé . Ceci nous permet d'énoncer et cle

démontrer ]a propost ion 7 .7, qui donne I'inclusion de Us dans !s dans le cas où S e Ô0

. Dans ces conditions la fermeture des ouverts [/s coihcide avec l'ensemble de tous les

I,l' de Gr(H) de dimension virtuelle le cardinal virtuel de S. Dans le corollaire 7.8. on

clémontre qtte GLi"r(H)(H+) est connexe . Le théorème 7.10. nous donne la continuité

cle I'application dimension virtuelle qui nous permet d'énoncer et de montrer le corollaire

7.11, qui donne ]a relation entre les composantes connexes de GLrrr(.I/), les stra.tes cle

Gr(H ) et les ouverts [/s .

Dans 1e paragraphe 8. on étudie la grassmanniewre Grs(H), on commence par la définition

de I'ensemble ?4 comme union des cellules Cs quand S parcourt iDa, ( Oa étant I'ensenrble

cles ,9 de O de cardinal virtuel d) . Dans la proposition 8.1. on montre que 7a est

connexe. La continuité de l'application "cardinal virtueltt nous perrnet de montrer le lien

cles composantes connexes de Gro(If) à ces cellules . C'est I'objet du corollaire 8.8.

Les grassmanniennes de dimension finie ont une description en coordonnées de Plticker.

1a cléscription de la grassmannienne Gr(H) en coordonnées de Plûcker est donnée dans le

paragraphe 9 . Auparavant, on introduit la notion de base admissibie donnée par

Déffnition

Soit lV un é|ément de Gr(H) de dimension virtuelle d, Ia suite {wp)*>-a d'é[éments cle

W- est dite base admissibie de W si :

7. L' application linéaire
,, , ,-dH+ ______+ W

clui associe à :k I'élément ut\, de w. est un isomorphisme continu ,

2. L'application composée prlrry o w (où prlw est Ia projection orthogonaJe de

14- snr z-dH.. ) est wt opérateur a déteruûnant.

L'existence d'une base admissible ainsi que Ie lien des bases admissibles aux opérateurs a'

déterminant sont I'objet de la

11



des grassmanniennes de dimension infinie

Proposit ion 9.3.

1. La ba.se canonique de lV est admissible. l'opérateur prlrr.' o tr) - f associé â cette /ra':-e

est cle mng fini .

2. Derrx bases admissibles cl'un même espacelil' , sont reliéespal une ntattice a, clétetntinaut,

S. Soit r{! une base a.clmissible. et soif S€ O tel clue carcluirt(S) : rllnit'irf(Il-).

alots I'opérateur ((pK)o,ro) est un opérateur à déterminant. d'une manière plus pr'éci.:-e

|'opératetr rcY ) o ?r) - I est un opérateur de tang frni .

Cette proposition nous permet d'introduire la définition cles coordonnées de Pliicker cle la

façon suivante

si dinzuirt(W) : carduirf (S).
Ins f tu) :d 'e t (Prso. , )
I IIs(u'; : g s2.I7,Otl

ar:ec

Dans la dernière proposition de ce paragraphe on donne les caractérisations 4" [is. cle

la stra.te !s, des composantes connexes de Gr(H), de Ciro(H ) et les grassmanniennes

Grs(H), Gr*(H) et Groo(H ), en fonction des coordonnées de Plûcker.

Dans |e paragraphe 10, on étudie le lien topologique qui existe entre les grassmanniennes de

clirnension finie et les grassmanniennes de dimension infinie, en prenant la limite inductive

cles grassmanniennes àe dimension finie de I/- et la grassmannienne Clrï(H) définie pal

Gro (H) :  uo<kcrok(H)

Gro ;n ) :  { : kH+08 f  E  euo<^Gr ,çzkH-1}

Soit 1'application
L : UsSt Us<n Grn(zk H-) -. Gro(H)

cléfinie par .Llroa,, Grn(zhH-) 
-- -tt ori

L1, : ussnGrr(zk H-1 -----+ Gror@)

qtri  à -E associe L*(E) - zkH+ & E

La proposition 10.1 nous montre que .tp est un homéomorphisme. ce qui -entraine cltte

l'application .L est elle même un homéomorphisme. II est facile de voir que GrO (I/ ) coï[cicle:

u*'". l. grassmarlniennes de Pressley-Segal Grs(H). Autrement dit, GrÙ(H) est une autre

écrittrre-d.e Grs(H). Ceci nous permet de dire que f identification algébriclue de Gro(f/)

t2



13 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

avec l'union des grassmanniennes de dimension fini est aussi topologique. Donc la topologie
cle la grassmannienne Gr(H) provient de la topologie des grassma,nniennes de climension
finie .

Dans le paragraphe 11. on donne ia généralisation de toute Ia théorie des grassrnanttiennes
clorrnée clans les paragraphes précédents. Soient H1 et I12 cleux espaces cle Hilbert cie
rlirnension infinie séparables. on cléfinit I'idéal de Schatten d'orch'e 7r ) 1 noté Ip( Ht.H:)
(:()m.rne étant I'espace des opérateurs linéaires .{ : Ht + Iy'2 tels clue

l l l l lË : tr(,A. A)Ê .

Potrr p : l- et Ht : H2 oît obtient I'espace des opérateurs nucléaires, et pour p : 2 <>n
obtient I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Ces espaces Zo muni de la norme ll ll,
sont des espaces linéaires complets. La généralisation étudiée ici est dfre à Mickelsson clarrs

[NI] . La généralisation de définition du groupe général linéaire restreint est donnée par' :

Porr tout p danslN*,GLp(H) est l'ensemble des opérateurs -4. de la forme

o: (î

linéaires bornés inversibles, tels que b et c soient des éléments de L2o .

On démontre aussi dans ce paragraphe que certaines propriétés valables clans le cas

p : I restent vraies pour tont p > 7 . Les démonstrations sont des adaptations cles

clémonstrations faites clans le cas p : 1 Celles-ci utilisant telles que l'équiva.lence

cl'lronrotopie de GL, et Frecl(fl1) (objet cle la proposition 11.4) et la contractibilité
cle q, (objet de la proposition 11.6); (p etant ie sous groupe des opérateurs (-{.q) ci<:

çLzt x CiL(Ha) tels que û - g soit un élément de GLr. On en déduit les groupes

cl'homotopies
r ; (C ;Lo )  1  r ; r (GLP) ,  i  :  7 ,2 , . . . .

et
r ; (GLP) = n; (GL( t ' ,CI  ) ,  i  <  2n

et on a irs(GLr) : %,,, rlGL0r) : 0 et r2(GL.p) : %' . Le théoréme de Hurewicz ntontre

clne I/2(GL?, %) -- T'.

On termine ce paxagraphe par la généralisation de la définition de ia grassmannienne.

oir elle est définie pour tout p 2 0 comme ensemble des I& cle I/ fermés cle climensiou

infinie. tels que la projection orthogonale sur If1 soit un opérateur de Fredholm et la

1rr<rjection orthogonale sur I/- soit un éIément de L2o. Tous les résultats énoncés clans

I) ,=,_*,_

13



14 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

ies paragra,phes précédents restent vrais pour la grassmannienne Grr(H), en utilisant les
rnêmes arguments.

Dans le paragraphe L2, on introduit Ia notion d'extension centrale du groupe génér'al
Iinéaire restreint GL,""(H ). Cette notion permet de justifier clans la deuxième partie. le
passa.ge cle l'équation IiP (non linéaire) à un système infini d'équations linéaires (appelé
hérarchie) . On introduit aussi la. notion de fibré déterminant sur la. grassmannienne . C'es
cleux notions sont trés liées. En dimension finie, le groupe général linéaire GL"((l ) agit
sur la, grassmannienne Grr(Cl n)et sur le fibré en droite déterminant associé par :

GL"(CI ) x det(W)------+ det(GL"rc, )V,'-)
( :1 .  t t t l  A . . . .  A wk)  è Ato l  A. . . . .  Â Aul

où -{u'1 A ..... A Awp étant un élément de det(AW) .

En dimension infinie, le groupe qui correspond à GL"(A ) et qui agit sur Gr(H) n'est pas
le groupe général linéaire GL(H) en entier, mais le sous groupe GL,""(H ) . L'action cle ce
sous grorlpe sur Gr(H\ n'est pas automatiquement induite sur det comme en dirnension
finie . Ceci est dit au fait que I'image d'une base admissible d'un élément W' de la gra.ss-
mannienne par un élément A de GLr""(.[/) n'est pas automatiquement une base aclmissible
cle -{I{-. Pour remédier à ce problème on fait appei à une extension centrale de GLr""(H)
clont l'action sur det corwre I'action de GLr""(H ) sur Gr(I/) :

GLÀH):  nxcLÇqn1

oir GZIJf/) étant une extension centrale de GL\,""(H) .
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15 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

1. Grassmannienne de dimension infinie et groupe général linéaire restreint.

Soit f/ un espace de Hilbert séparable, et soit H : H+tH- une polarisation de f/. oir ,I/"'

er H- sont cles sous espaces de 11 fermés de dimension infinie. la décomposition cle cette
polalisation est donnée par I'opérateur unitafte J : H ------+ // qui coihcide avec l'iclentité
sul f/-6 et noins i'identité sur fl-. Si nécessaire. on identifie H à L2(S1.CI )muni cle la
base canonique {er, ;: ------+:n},re 

% .Le produit scalaire de f/ cléfini pour f "t 
g clans I/

Pa r  
1  f_

< l ,s  u:  2ni  J f  
(z)o( : )dz.

Le sous espace ffu engendré par la base hilbertienne {e,-}n>o est identifié au sous espace cle
L2(Sr, CI ) des fonctions admettant un prolongement analytique sur la boule unité fermée
Br . Le sous espace I/- engendré par la base hilbertienn. {"n}n<o est identifié au sous
espace de L21Sr,0 ) des fonctions admettant un prolongement analytique sur l'ensemble

{ :e  CI  l l= l>  1  }nu là l ' in f in i .
Déffnit ion I-.1.

Le groupe généra|Linéafue restreint GLr""(H) est le sous groupe des opérateurs '{ te/s rlue

le commuta.teur lJ, A] soit un opérateur de Htlbert-Schmidt, . En particulier J e. G L,,"(H ).

Si J appartient au groupe général linéaire restreint GL,."(H) on peut l'écrire sous forme

cl'une matrice carrée d' ordre 2

t:(" q)
\ c  d /

srrivant la. polarisation ff - H+ + H-.

Par exernple
.  ( ;a o \' :  

\  o  - id )

Proposit ion 1.2.

Lin élément A deGL(H) appartient àGLr"r(H ) si et seulement sib et c sont des opéra'tettrs

de Hilbert-Schmidt. De plus a et d sonf des opérateurs inversibles modulo un opératettr

de Hilbert-Schmidt .

Preuve :

Ar,ec les nota,tions ci dessus

u. rt : rA _ Ar -_ (_i" i)
cl'oir le premier résultat

I D



ues des grassmanniennes de dimension infinie

Posons 
, - t  -  (  o '  b ' \

j a  - \ " '  

, ( )

l ' inverse cle l. Le calcul de lÀ-l et A-rA donne les relations suivantes:

( aa' * bc' : Idn+

)  abt  - f  bdt  :0

I  ca '  *  dc '  :0

( cô'* ddl : Idn-

et
(  a 'a  *  b 'c :  Ida+

)  a tb *b ' d :0

)  c ' c  *  d t c :0

I c'ô * dtd: Id,a-

Celles-ci permettent de conclure que a et, d sont des opérateurs inversibles rnoclulo ttn

opérateur de Hilbert-Schmidt .

Par exemple GL(HI x GL(H-) c GL,""(H) .

Définition 1-.3.

Le groupe unitaire général linéaire restrcint LI,""(H) est Ie sous groupe de GL,""(f/) r/e.s

opérateurs unitaires.

Renrarque L.4.

On définit nne métrique sur GL,""(H) par

d(A,A')  :  l lo  -  o ' l l  + l ld , -  d; l l  + 116 -  b ' l l t *  l lc-  c '112.

"ù ll ll est lanorme d'opérateur, et ll ll2 lanorme de Hilbert-Schmidt. GL,""(f/) muni

cle cetie métrique a une structure de groupe de Lie-Banach modelé sur I'espace de Banach

L(H+) Q Lz(H+,r / - )  O L(H -)  @ Lz(H-,  H+)

oir I(ff1) est I'espace des opérateurs bornés.

Déffnit ion 1.5.

La grassmannienne Clr(H) est J'ensernb]e des sous espacesl{'= de H. fennés. de dimensiott

infinie tels que

i) La. projection orthogonale positive pr+lw :l\' --+ H', soit un opétateut de Fteclholnt .

16



des grassm*tti"t*". d" di-"o.io* i

ii) La pt'ojection orthogonale négative pr-lw : W ------+ H- soit un opérateur cle Hilbefi-

Schmidt .

Remarques 1.6.

f . il est facile de voir que f/a est un élément de la grassmannienne '

2. En dimension finie, la grassmannienne peut être vue comme suit :

Soit rrr < n deu,x entiers positifs . La grassmannienne complexe Cir(nz,rz ) est l'ensemllle cles

sous-espaces de CI ' de dimension rn . La structure topologiclue et la structure différentielle

sont clonnées par l'égalité
Gr (m ' ,n ) :  GL( r t "$  ) IB '

où B est le stabilisateur d'un point quelconque de Gr(nl,n) . Pour I'espace V engenclré

par cles vecteurs de la base canonique de CI ', le stabilisateur B du point l'' est constitué

des matrices bloc triangulaire de type :

/  o  ô \

\o d)

où a est une matrice carrée d'ordre rn inversible, ô est une matric e m x (n - nt) quelconclue.

et r/ est ttne matrice carrée quelconque inversible d'ordre (n,-m'\ ' Comme quotient de cleux

groupes complexes , Gr(m..n ) est une variété complexe naturelle de dimension rn(rz - ni ) '

potrr généraliser la définition de Gr(m ,n), onconsidère la grassmannienne comme cluotient

. i "  grJr rp"s.  Soi t  H:  H+ûH- unepolar isat ion de f / ,  Lr@+)xLr(H-)  le  s tab i l isateur '

.l* â.. àans U"""(.H-') (voir proposition 1.9.) On peut définir la grassmannienne cle H

par: 
Gr(H) = u,""(H)l't 'çHl x t/(H- )'

Nlontrons que cette définition est équivalente à la définition précédente, soit W -- AH+

avec I dans GLr"r(H) . La projection orthogonale pr-leyest un opérateur de Hilbert-

Schmidt. et la projection orthogonale pr+lw est un opérateur de Fredholm' parce que (r

est un opérateur aà ptedh"Im et ô est un opérateur de Hilbert-Schmidt '

Réciprocluement :

Soit ?I'un éIément de Gr( H\ ' W est un élément de

Gr(H) :  [J,""(H)lU(H+) x t I(H- )

( cl'aprés la proposition 1.9. ) . Ceci justifie dans un sens la terminologie " grassmannienne" '

Proposition 1.7.

pour l\- éIément de Gr(H ) , et A étément cle Lz(W.V\'o ) ( lUÙ est L'orthogonaj cle I'l-). ]e

glaplre cle A est un élément de Gr(H).
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niennes de dimension

Preuve :

Potrr un sous espace vectoriel fermé F de H soit ir l'inclusion de F dans I/ . Soit I rtu
élérnent cle Lz(I4i^VIio ). on note gr(A) le graphe cle l'opérateur -{ .

C'onsiclérons maintenant le cliaqramme commutatif suivant :

z g r ( A )

sr(A)  H

J.
try

I
P l

J
---------------+ l4/'

i d

oir P est la projection orthogonale sur l,tr/ parallètement àW0 . Il est évident que P oisr{.\l
est un isomorphisme, donc I'opérateur pr+ o iey o P o inrlA) est un opérateur de Fredhohn .
De même on peut aussi remarquer que I'opérateur prloilyoo(I-P)oinr(A; est un opérateur
de Hilbert-Schmidt . La somme de ces deux derniers opérateurs donne un opérateur cle
Fredlrolm à savoir pr+ oisr(A).

L'opérateur pr- o'j1.y est de Hilbert-Schmidt entraine que pr- o iil.r.'o P oinrl^+l est aussi rrn
opératerrr cle Hilbert-Schmidt . Ceci nous permet de conclure clue l'opérateur pr- o io11.{r
est un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Proposit ion L.8.

Soit [irr- ]'ensemble des graphes des opérateurs de Lz(W',1V01 où W est un éIément cle
Gr(H) . L'application définie de L2(W,W0) dansLlw eù à.un opérateur I associe son
graphe, est une bijection.

Preuve :

La démonstration découle de ce qui précède .

11 y 2 une autre définition équivalente à la définition de la gra,ssmannienne clonné,:
précèclemment, donnée par

Un sous espace vectoriel fermé W de I/ est élément de Gr(f/) si et seulement si. il est
l'image de f/1 par un opérateur L : Ha ---+ H tel que pr+ o.L soit un opérateur cle

Fredlr.olm et ytr- o -L soit un opérateur de Hilbert-Schmidt .

Ilontrons cette équivalence :
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19 euelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

En effet. supPosons la Première
isométrie de I/+ dans W-. et soit

cle I'l- clans f/ avec Im'(L) : I4- '

définition vraie et montrons la seconde ' Soit [i une

L: iw o U cléfini de //.. dans -Ff. où ti6' est I'inclusion

Il est clair que :

I  I ier1pr . , ,  o  L)  :  I {e . r (pra o i14r  oLt )  :  Lr - I ( - I ier (pr . . l l r ' ) )  :  / ier (pr l l l r ' )

\ Inzlprt, o L) z Int(Pr'rleY)

prally tin opérateur de Fbedholm entraine Que pr1 o z est un opérateur de Fredholm '

pr - o L : pr - o i1ry o(J avec le fait que pr -lrz soit un opérateur de Hilbert-Schmicli entraine

qr-r" 7rr- o I I'est aussi parce que [/ est une isométrie '

Réciprocluement :

Supposons qu,il existe un opérate,w L : H+ - I/ tel qrc L(H',) : |V, et pr_ o I soit trn

opàru,t"rff dà nilbert-Schmidi et pr,, o.t soit un opérateur de Fredholm'

\Iontrons Que prllvv ttt opérateur de FYedholm '

Il est facile de voir que .L peut s'écrire sous |a forme L : iv,'o L' où' L' un opérateur stlr-

iectif. Ceci entraine

I ier(pra o L) --  ( r ' ) - t ( / ier(pr-plu,))

clonc

d,im(Ii er(pr+ lw)) 3 dim(I{ er(pr + o') ).

et ,Irrr(,pr1 o L) - Im(pralrv). on en déduit que I'opérateur prllrv est de Fredholm

\Iontrons que pr-lw ott opérateur cie Hilbert-Schmidt '

Soit i lier(L'))]7* I'orthogonal de Ker(L' ) dans 'Ila '
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20 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infrnie

Considérons le diagramme commutatif suivant :

( I ie r (L ' ) )o ' -  

i ( x " ' t r ' '  t ) io * * '  
H

L ' l tx " rq7 '11o. l t  ' l,,"* 
I J
W , , *  ,  H,

tlpr - l r v  I  p r -  
|J+

H- 
oo 

, H-

Ce cliagra,mme nous permet de dire que I'opérateut pr- o I coihcide avec I'opérateur'

(pt- lrr ')  o ( L' l(Ker(L'))?/+ ). L' lrx".tL,))on_ étant un isomorphisme. l 'opérateur pr-lrr

est de Hilbert-Schmidt .

Proposit ion 1.9. [PS]

Ie,sous groupeUr""(H) de GLr"r(H) agit transitivement sur la grassmannienne Gr(H).

Le stabilisateur de Ha est le sous groupe U(Ha) x Lr(H-).

Preuve :

Soit I.I'dans Gr(f/) montrons qu'il existe un opérateur A dans LTr"r(H) tel que A(H+) : II-

Err. effet. soit {2ft}o e%,lo base orthonormée naturel le de H - L2(S1,CI ), et {u,4}orv
une autre base de'Èlele que {to1}*.1q soit une base cle IzIz et {tr'p}r. Z*- une base

orthonormée de Ir7o.

Soit l'isométrie [/ : Ha ------+ f/ définie sur I'image des éléments de la base orthonorrnée

naturel le de If. .  .LT(=k) - ' t t 'È pour tout k danslN . I1 est ciair que LT(H+):W' . De la

même façon on définit I'isométrie U0 de ff- dans H par LTÙ(:k) : tt'È pour tout A clans

%f- . on a, tro(f/- ) : Wo .

La transformation [r ,+ [i0 : H+ û H_ ------+ H+ fi H- est unitaire. cle plrrs

,,- *,,0)(f/+) -W . On peut écrire U g trO sous la forme matriciel le suivante :
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l - t r T T O -
L ' r 1 L '

e t  c ( )n rn le I I -es tc lansCJr (  H ) ,L t+ -p rao [ -es tunopéra teu rdeFredho lme t [ : -  
-  p r -oL

est un opérateur de Hilbert-Schmidt '

pour nrontrer que u eLr' est dans LTr""(H),il suffit de montrer que [i0* est un opératettr

cle Hilbert-Schmidt (Proposition 1'2') '

En effet. développons (t/ t [i0 ).(U fiLI0) - idru'

( tr* ['o+ \
\  tr_ L-o - ) HatH_

( [r  + uo ; .(u t ]  LIo ) :
/  (Lr*)*Lr+ + (t I-)*t /-  ( [r+ )*[ 'o

\ t i to")*cl+ + (t I-  ) . tr-  (Uo+ )*[ro

- (toi. ,:, )

+  *  ( t : - ) * [ t o -  \
+  + ( t ' ro-  ) *Lro -  )

Il en clécoule que ((J+)*L't', + : -(LT-)*[Jo -, ceciqui implique que (LI+)"L'lo +est un éléme.t

cle Lz(H-,H*). (t/+)- est ,rn opérut"rrr de Fbedholrn (par hypothèse) donc il existe

un opérate,r, A t"t'i,|" BrcT!* : frlu** R avec_R.un opérateur de rang frni de f/-.,.- clans

fr-, . Ceci 
".rtruirr"=[rr"a[l ":! 

* op?rtt",r, de Hilbert-Schmiclt ' En efiet, (Ua )*[Ia' est

rrn opérateur cle Hitbert-Schmiclt muliiplié à gu":lt^" par B reste un opé:ateur cle Hilbert-

Sclrrniclt . De plus B(tl+)* : ( IcIs*l 'Rt aÀ" [Io+] B(L'+)*IIo+ -RUo+ son]me cie

ià.* .rraoteu* a"litu"rt-Schmidt ce qui achève la démonstration'

\Iontrons maintenant que ie stabilisatettr de 'Il-' clans fI"' est le sous groupe [i(fr+)x

L ' (H- ) .

En effet. soit A un élément du stabilisateur de I{t'-:

et

.a,-(" 1)
\ c  a /  u *ea -

.{(r/+,: (:[#î]) : ( " ;  
)

L'opérateur c défini de ff1 dans I/- estdonc nul (c : 0) et a(H+) : H+ ' De plus

. { ( f I + ) :H+en t ra i neA* (H+ ) :H+ .De lamêmeman iè rec luep récédemmen t< l t t
conclut clue b* - O iorr" b:0 . AA*: A*A- Idn entraine que a*o' :  &cI* - IcIg* eT

cl* cl -- ,ti. : Idu- d,onc A e tr(I/+) x tr(H- )'

Réciprocltrement tout A € [:(H+) x [i(H_) stabilise ér'idement I/4 .
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22 euelques propriétés topologiques des grassmanniemes de dimension in{ïnie

Proposit ion 1.10.[PS]

La gr.assmannierute Gr(H) e.st une variété hilbefiienne modelée sur I'e.space de

Hi lbef i  Lz(H+.  H - )

Preuve [PS]

soit [-u.ie sous ensemble cle Gr(I/) constitué des graphes des opérateurs cle Hilbelt-

Sclrmiclt de W clans l,[to, avec I,l,' un élément de Gr(H ). On a cléjà montré clue l'application

clui à un opérateur "{ 
fait correspondre son graphe est bijective .

Soient I4i et W2 deuxéléments de Gr(H\ . 6 Uwt correspond h : Lz(I\'1.14'10 ). et à

f,,r, .o.r"spond Iz: Lz(Wz,Wro), soit Or I'application qui réalise la bijection entre f.11',

i i ' i r- j+t,. tW,)olao"" J[rooi n(Jwz correspond lrz : o1([ i6" l tLrç1;r) dans \ et '  121 :

ôz( [Irr i  À Liç1,r) dans,[2.

on va montrer clue le changement de coordonnées P: In --+ Izt est différentiable tout en

calculant les ouverts IP et 121 '

Err effet. soit la transform ation W1 &WJ ' lVz ÛWzÙ qui a pour matrice

(z 1)

D'après la démonstration de la proposition précédente, les opérateurs a et d sont cles

opérateurs cle Fredholm et b el c sont de Hilbert-schmidt.

supposons qu,un w e Gr(H) est simultanément le graphe de T1 et Tz, T1 : 14\ ---+

I,l0r et Tz : laz -----+ w02 alors il existe un isomorphisme q de w1 ------+ wz tel clue les

opérateurs suivants coihcident :

(: I)(i1) . ('f,)'
cle I.Ii clans ltrl2 tWor.Enégalant ces deux opérateurs on trouve que q : cL*bT1 'T2:

k+àT)( r tbT) : t : .p(?r lest  anaiy t iqueenTl  danl I 'ouver t  I tz :  { " t  e  11 f  a* I tTr

irr""rribi" ), donc Gr@i munie de Ia topologie dont les ouverts sont les sous ensenrbles

t 11. ar:ec I,l- clans Gr(H\. a une structure de variété hilbertienne .
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23 euelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Remarque 1-.11.

Si on étencl la ciéfinition cle ]a grassmannienne en considérant la projection orthogonale 1tr -

non cornme opérateur de Hilbert-Schmidt, mais uniquement comme opérateur conpact.

.rr 'btie't une variété cle Banach modelée sur I'espace des opérateurs compacts Pour'

.irrstifier ceci. on utilise la clérnonstration de la. proposition 1.10. '

2. Dimension virtuel le .

Déf in i t ion 2. I .

Soit W clans Gr(H). L'ind,ice cJe Ia projection orthogonale positive ltral++' cle l\- sut Ha

esf appelé d.imension virtuelle est noté dintuirt, on a donc

d,im,u ir t (l4i 1 : rt im( k er ( pr a | +v ) ) - cli nz ( cok er ( pr a I v' ) )'

Proposition 2.2,

Pour tout IU dans Gr(H)

a)Ona
d,intt, irt(W): dim(W n H-) - dim'(V"o ^ H+)'

, )  I  \ r  '

on a,

d inzu i r t (Aw) :  d imr t i r t (W ) *  r (a )

où 1(n ) esi f indice de I'opérateur de fuedholm a'

Preuve :

a) On a cléjà ker(pr,r ln,) :  l I ;  À H-. donc dim'(ker(pralw'17: dim'(W'' H-) '

\Iontrons maintenant que clin't(c.okerlpralr,v')) : cli,m(I4,'0 n f/+). En effet. soit s ir'

srrpplénrentaire orthogonal cle Im.(1tralrry) dans I/-..Nlontrons d'abord que s est inclr-rs

clans ltr-o. En effet. soit r un élément S - {0} . ,r n'est pas un élément de I4' car sinon 't'

sera,ir un élément de Im(praley)n S ce qui est impossible. Soit maintenant y un élément

r:( i  i t)eGL.,,(H)
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24 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

cle II-. il existe y1 € Inz(praler,') et a- e H- tel que A : !J+ * y- . Il est clair clue le

procluit scalaire de r et y est nul d'or) I'inclusion de ,9 dans l,tr-0. Nlontrons maintenant clue

S : H+ n It'0 . En effet. il est clair que S C H+ aWÙ . Pour I'autre inclusion. soit .r ttn

élérnent cle fIr,- aWÙ i l  existe;r 'or* dans Im.(pr1l l l ' )et 35 dans,S tel que:t: t :pr1 *.r.s.

On pent trouver aussi un élément : dans ll,'tel que : - ;rpr *.t:- ôv€c;?:- € H- . Le

l r roc l t r i t  sca la i re  ( r ,y)n:  l l . rpr+ l l2  :  O donc:z :pr1 :0  d 'où I t 'O n H+:  S .  Par  su i te

, l in t ( I l :u  )  H+) :  t l in t (S) :  d in t (H ' r l l rn(p? '+))  .

lr) On fait ia clémonstration pour W : H+ .

Soit le diagramme suivant :

H+ 
ol*r 

t  A(H+)

avec Jls. la restriction de I à I/+. Ce diagramme conrmutatif montre que pra o A'ls*

coincide avec i'opérateur a .

Dtr fait qtre le noyau de pr1 l^tn*t contient A(ker(Ttral.arn*r o ll77+ )) et J est inversible.

la. r 'estr ict ion de A à ker(pr+lsta*t o Ala+) dans ker(pr'r lara*r ) est une bi jection . Donc

ker(pr"al.rra*r o Aln+) coincide avec ker(pr+lera+r). et Im(1tr+l."rr H+)o .{ ln*) coincicle

avec -Inr(pr+ le(a+) ). d'où

t( pr+ la( lr* r o A I a+ ) : dim(k erlpr +l a1 a* I \ 
- dint( cok er (pr al,rr a* l ) )

:  d imuir t (A(H+))

or prL"lela*; o Ala+ coihcide avec o, donc

d imu i r t (A (H+) )  :  x ( c ) .

\Iailtenant montrons la formule pour tout I4'élément de CJr(Il). En effet. pottr tor.ltll-

clarrs Gr(fI).  i i  existeB dans CJI' ."(f /) tel que B(f/1):\Ù .

tl, ;o 
i  

t ,+l; iu +t 
!

H+orH+



-F;.È#r,rai4E(tiii'ljf.h'-:'i':i4r::':?t--";':':'2':-"-''' ' ' ':':

Posons

' :  ( î "  
' ; )

sr.ritant la polarisation If - Ha ç I/-' on a

ctinruirt(A(IA)):  d imuir t (AB(H+))

-  X(pr+leBtn*t  o ( lB) l r l *  )

-  x(aa'  + bc')

:  x (d , ' ) f  t (n )

: d,im,airt(lI) + x(n) c'c1'.f 'cl '

Soit (e ,)r,e N une base hilbertierure de I/' et soit

4-{Sc %I t r i .LS <oo}

on obtient donc une collection cle points U/siseo de CJr(I/) où I/5

engenclré par les es pour 'q clans ̂ 9 ' De plus

cl.im ttir"t( H ù : card(S\ IN ) - car d(N\S )'

On appelle ce nombre le cardinal virtuel de S'

Proposit ion 2.3'[PS]

Pour tottt lV clans Gr(H)' il existe

.r-ur I/5 soif un isomorPhisrne En

lecotrvrement ouvert de Gr(H\ '

un S € Ô tei cpe la project'ion orthogonale cle I:[-

d.'autres termes les ensembies {tlsisE4 forment tur

est I'espa,ce hilbertien

Preuve :

La projection orthogonale pY z W ---'-+ H+ est un opérateur de Fredholm' donc le nol'au

A e r(p[' ) est de c]imension finie . Il existe un sous ensemble S de %'- tel clue la projection

or:tùgonle de lier@u{ ) sur ff5 soit un isomorphisme'
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26 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Le diagramme suivant :

wp
I I -

,,I
J

try'pr

v,-

Hs * lnr(pf; )

I,l
Hr

): ( 
Pl,r^rPt'' 

L)', )

Int(pfl- )

'  
I 

ot' lr*r 'Y t

HT,

(ar:ec ,rtI' la projection orthogonale deW sur Ilse!.I*(,pY ) et i I'inclusion de f/s+/rn(p| )

clarrs f/7) rnontre que la projection orthogonale 7t$'de IrI,' sur H7 avec ?:IN U 5 est tttr

gpérareur cle Fbedholm injectif . Il existe F un sous espace de dirnension finie tel clue

Hr : Im(pfl ' )  fr F. Soit {f i} t5o<,, une base de F

1o: lUi" ,  11 i1n.
rcT

I1 existe ./ un sous ensemble cl'indice de T de cardinal n tel clue det(ôi ),f 
Zt; 

f 0 . Posons

/i:  l ' 'ec1({.r}re;), i l  est clair que I/7 - H7 r,SK avec T' =T - J

L'iclentité Hr: Int,(p[' )+ f ------+ Hr - Hr' & Ii a pour mat'rice

nT,lm1oy, nT, lr

pTlr*roy, nïlr

Ceci montre que pT,lmtpy, est un isomorphisme .

Soit ie diagramme :

t :  (

It'

I
;,1 

|
I

.L

W

w'pT
---------J

w
Pr t

-+
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27 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

ce d.iagra,mme est commutatif donc la projection orthogonale yt\, esf un isomorphisrne

c. c1.f. cl.

\Iaintenant on peut définir les cartes de Gr(I/) indéxées par Ô. de la manière suivante

Les ouverts sont les Up, : L:s constitués cles graphes des opérateurs de Hilbert-Schmiclt

cle Hs r-ers.F/so. représentés par les matrices cl'ordre ̂ 9r x S oir 51 : %\S . Les folctiotrs

cle transition entre les cartes sont données par : T1 : k * clTo)(c * bTo)-r ou c.6. c et d

s<rnt les éléments de la matrice de Ia transformation :lùr t (I'lrl )0 ------+ lÙz & 04-z)0

3. Quelques sous espaces denses dans Gr(H)

Définit ion 3.1.[PS]

La. grassmarrnierute Gro(H) est Ie sous ensemble de Gr(H) des 14,'teJ que

,k H+ C It' C :-k H+ pour un certain k .

Pour tout / > À" on a

. . .  c : tH *  c  zkH*  cW c  z - kH+  c : - tHa  c . . .

ces sous espaces 17 peuvent être identifiés aux sous espaces de :-kïll=oH* clui est tttt

espa.ce isomorphe à I'espace If1, engendré par ;l a'oec -Â: < / < Â' . Donc les sous espaces

II- peuvent être identifiés aux éléments de Gr(Hp) .Comme les grassmanniennes Gr(H,,)

r'érifient

. . .CGr (  H r - r )  CGr (  H* )CGr (Hp , r1 )  C . . . .

Gry(H) peut être elle même identifiée à l'union des grassmanniennes de dimension finie

classiclues Gr(H*) .

Proposit ion 3.2.

La grassmanniernte Grs(H) est constituée de sous espaces W' graphes des opéraf,eurs cle

Hilbert-Schmidt qui ont seulement un nombre fini d'éléménts matriciaux non nuls .

Preuve

Orr -*e place dans Ia carte U5. soit I;[/ un élément de lis tei clue

t kH+ cw c  = -kH+
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pour un certain ft, et soit ? un opérateur de Hilbert-Schrnidt défini cle I/s dans (I/5)0 tel

clne II- soit le graphe de ?. I l  est clair que T(Hs) C (Hs)O n:-ÀIf1 clonc i l  existe un

errr ier.q tel clue T(Hs) CVect({=' l  - s ( /  < -s}lceci montre que les éléments matricianx

Tro cle l 'opérateur 7 sont nuls pour p> set p , '--.c. Pour,9 e iD on sait qu' i lexiste / ) 0

te l  c l r repour  Â:  )  /  on. . - f r  €  I /^s .  donc : IH+ C Hs.pour f :sup(r .À ' )ona : tH+ C f /snI I -

cl<rnc 7( ='H+):{0} d'où ?oo:0 pour q>t . Les éléments matriciaux 4c de 7 non nr-r ls

sc r r r r  i nc l usdans l ' ensemb le  {Too  l q l t e t  - - q  ( p< . * }  c l u i es tunensemb le f i n i .  Cec i

mc)ntre clue si IV est dans Gr6(I/) alors I'opérateur de Hilbert-Schmiclt clui corresponcl à

II- a. seulement un nombre fini de ces éléments matriciaux non nuls .

N,Iontrons la réciproque

On se place encore dans Us. soit I,7 un élément de Us tel clue I;1,' soit le graphe cl'rrn

6pérateur ? de Hilbert-Schmidt qui a presque tous ces éléments matriciaux nuls. montrons

clue I,I,- est cians Gro(H), en effet il existe k > 0 tel que

T(Hs)  CVect ( {z '  I  -  t *  <  t  <  k } )  :  Hr

a r .ec  -E :U  I  - k<  /<Â , i . c l onc I z? 'CHsuE .  i l e x i s t e f  >0 te l c l t t e

WCHsuBCz- t ï n

cle mêrne on peut trouver un h > 0 tel que pour tout c1 > h Tpq :0, ( ceci parce cpre les

T,,o sont presque tous nuls) c'est à dire ?(^;q):0 donc :hH+ C I''tr'. Ceci montre clue II-

r-érifie
z j  H+  cw  c  t - j  H+

potrr .i :sup(f , â) et donc I,7' est dans Grs( H), ce qui achève la démonstration .

Définit ion 3.3.

Soit Iù un éIément de Ia grassmannienne Gr(H), on dit que lÙ est compara.bJe à f/-,' si et

seu/ement si Ia codimension de lV À H+ dans Ha. et la codimension de W ) H+ clans II-

sont {inies .

Proposition 3.4.

Soit I:t 7 le graphe de T où T est un opérateur de Hilbert-Schmidt de H s dans (I{s )0 . Si

T e.'^f de langfrni alorslù'y est comparable à Hr, '
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29 err"lques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Preuve

Soi t  I I r  le  graphe de l 'opérateur  ? de rang f in i  .  I l  ex is te 9t . . . . . . . .9n dans f /50 te ls

qrle porrr tout élément :, cle la ba,se canoniclue de ffs o H+ on ait T(2") : agi al-ec

r  e  {1 .  . n }  .  Posons

Gr--T- t ( {os ;  loe  Cr  } )n11+
-  uec t ( { " i } i r t , )

te l  que pour  j  €  J ; ,T(r i )  :  a ig i  .L 'ensemble - I : IN -  ^9 est  f in i '  Soi t  { td"  "  "  " ' t ' "  }

un sous ensemble d'éléments cie la base canonique d,e HsAH+ tel clue T13t' ) : aigi at"c

o i#0 .

\Iontrons clue

W â  H+ ,$  t r ec f (  =È '  ; . . . . . . , l l n )  f i  uec t (  { : ' n } ; e r )  :  H+ '

En effet. soit :" un élément de la base canonique de .I/-.,. . Supposons que :" n'est pa's dans

le : c t ( { : s j  } i r ,  . I l  ex i s te  i  e  {1 .  , n }  t e l  que  ? (z ' )  :  ag i  '  S i  c :0  on  a : "  €  I+ - 'H+ '

s i  c t  f0  on a (z ' -  * ro ' )  e I ry  i  H+ cec i  parce que ?(  t rs t )  -  a ;g i  donc

: '  €  W O H+$  t rec f (  rÈ ' ,  " "  " .  - -d "  )

cl'or\
IA  À  H+  f i  t t ec t ( z i ' , . . . . . . ,  : l n  )  4 :  uec t ( { : " ' )  1e : )  

-  H+ '

Ceci montre que la codimension de w n H+ dans I/.. est finie .

lvlontrons maintenant que la codimension de W a H+ dans I'trl est finie ' En effet' soit le

cliagramme commutatif suivant :

l l

wÀH+

lr
t , l  l ' d

JJ
W

IV
P a



Quelques propriétés topologrques

où i1 et 2i2 sont les inclusions de W n H+ dans I/-.,. et dans l7 . Les deux applications

horizontales sont des opérateurs de Fledholm,(ainsi que I'identité), donc I'application i2

est aussi un opérateur cle Freclholm dont I'inclice est \(iz): f (ir)- f (pI'). ce qui achèr'e

la <lénronstration .

Définit ion 3.5.

La grassma,nnienne Gr{H ) est ie sous ensemble de Gr(H) constitué de totts les ,'^orts

e.spa,ces lû' qui sont comparables à H+ .

Proposit ion 3.6.

La grassmannienne GrilH) est constituée des graphes des opérateurs de Hs dans (Hs)o

de mng frni .

Preuve

II est facile cle voir que I'opérateur projection orthogonale de f/a sur (f/s)o est de lang

firri. clonc en particulier sa restriction à W a.I/.r- est aussi de rang fini .

I,tr- étant comparable à .I/1 . 11 existe donc un sous espace S de dimension finie tel clue

vv:(wiH+) oS.

La projection orthogonale pli de W sur (f/5)0 peut s'écrire sous la forme p!; :

p.!Iolrr.a1 +pg;ls où p$.lw'.as est la restriction de la projection orthogonale cle II'- srrl

(H s)u clui est un opérateur cle rang fini, et p3.ls Ia restriction à S cle cette même projection

cFri est a,ussi un opérateur de rang fini, donc Pp. est un opérateur de rang fi.ni .

Le diagramme commutatif suivant :

w
F c

r t r  1 7
VV -  r7S

trl 'l'
w 

oïo 
, (frs)o

montre que ? est un opérateur de rang fini.
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Déffnit ion 3.7.

1. La grassmannienne Gr*(H) est /e sous ensemble de Gr(H) constitué cles g'rz,pfie.s

cles opérateursT de Hs dans (Hù0 dont les élémentsTro b € T'- S.q € S ) sont a

clécroissance rapicle, i.e tel clue les qua,ntités lp - ql*Too soient botnées pout tottt tt'r

2. La. gra.ssmannienne Gr.(H) est Ie sous ensemble de Gr(H) constitué des graphe.s des

opérateursT de Hs dans Hg0 telsquelesquantitésrp-qTp,r,soient bornéespottt0 ( r '(  1'

Remarque 3.8.

La clensité de ces grassmanniennes dans Gr(H) provient de la densité des sotts espaces

correspondants da.ns I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt L2(Ha,H-) '

Proposit ion 3.9.

1. pour tout élément W cle Gro"(H), il existe un sous espace constitué de fonctiotts

clifférentia,bles dense dans W

2, pour. tout élément W' cle Grr(H), iI existe un sous espace constitué de fonct,iot'ts

analyticlues-réelles dense dans IA .

S. Pout' tottt élément lV cle Gro(H), il existe un sous espace constitué de po\'nôrnes

trigonométric1ues dense dans 14- .

Preuve

1. Soit I4' 'n élément de Gr-(I/), et soit ? un opérateur de Hilbert-Schmiclt clont le

graplre est égal àW . Les éléments de I'ensemble

{ .0 :  t o  +LTrnzP}qes
p1q

forment une base hilbertienne de 14/ . Comme ? est un opérateur à décroissance rapide. il

existe C' > 0 tei que
,c'

l ' t 'ps l<W

pour tout nt el p ( q, ceci montre que les sornmes partielles de utc convergent uniforménent

\-ers u,q cle même que les clérivées de tout ordre de ces sommes partielles convergent uni-

f.lmément 'ers les dérivées cle tt,o qui sont des sommes finies. donc les 'u.ro sont cles fonc-
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tions régulières. I'espace r.'ectoriel engendré par ces too est clense clans llr' ce qui achève la

clénronstration .

Démonstra,tion analogue pour 2. et 3.

Remarque 3.10.

C'es conclitions ne caractérisent pas ces grassmanniennes. parce clue le graphe de T:k :

#---À n'appartient à aucune de ces grassmanniennes même s'il a des sous espa,ces cle

fonctions différentiables, de fonctions analytiques-réelles et de pol;'nômes trigonométriclttes

cltri soient denses dans le grapire de T .

Proposi t ion 3.11.

1. La gra;ssmannienne Gr*(H) est constituée des sous espa.ces l4' de Gr(H) pour'/e,sc1ttc'/.'^

/es ensernbles images par Jes deux projections orthogonales pr- ; lV --'--. H- et pI':, :

IL-o ------ HL, sont constitués de fonctions différentiables.

2. La gra.ssma,nnienne Grr(H) est constituée des W de Gr(H) pour lesquels les ensembles

ima.ges par les deux projections orthogonaJes pr- : W -+ H- et Pr+ i W0 ----- H1 sol7t

constjtué,s de fonctions analyticlues réelles .

3. La. grassmannienne Grs(H) est constituée desIA de Gr(H) pour lesqueJs /es ensenrb.les

irrrages par /es deux projections orthogonales pr- ;llt' ----+ H- et, prL, :lVo '----. H1 sottt

con.s t j t ué,ç cle p o1 -vnôme s t rigonométriques.

Preuve :

Soit Ll' un élément de Groo(f/) . n existe un opérateur ? de Hilbert-Schmidt de f/5 clans

(Hs )o  te lqueWso i t l eg raphede? .  So i t / uné lémen tde I , [ , ' .  Onsa i tque . f  peu ts 'éc r i re

s<rns laforme f : Ts +"(.fs) . Il est facile de voir quepr-(./5)est unefonction régulière(

ceci parce que ^9 contient un nombre fini d'entiers négatifs).

\'Iontrons maintenant que pr-(?(/s)) est une fonction régulière.

En effet. on sait aussi que .fg peut s'écrire sous la forme

{s : la ,z"
s € S

la  norme l l . fs l l  :  (D"es lo" l ' )5
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33 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Il existe une constante C ) 0 tel que

la ,T( : '  ) l  < C' lo, l

(cr:ci esr dû à la continuité cle l'opérateur 7). donc !"ar a.rT(:" )converge uniformémerrt

ters Z(.f5). et on a

T(. f  s)  :  T(La"z") :  t  a"T(:") .
s € S  s € S

7 un opérateur a décroissance rapide, entraine que les fonctions

T(2")  -  t  Tr , (ze)
p 1 s

sont régulières (ceci est clu au fait que pour tout (m.,rz) eIN2. il existe Cn tel clue

lLg,"rr)1 3,  
c, i^) .

'  7zn '  ' '  -  
l p  -  

"1 "

Soit la. suite
r  \  tp (p - I ) (p -2 ) . . . . . (p -n*  1 ) l

L I n l P . . * l :

ii est facile de voir que pour .s1 ( -s2 et p 1 inf(-'ir.s2) on a'

LLn(P,sz )  (  t r , r (1r .  - *1 ) .

Ceci montre que la suite ur(p.-s) est une suite décroissante par rapport -*, clonc il existe

C'r > 0 tel clue pour tout couple (p, s) qui vérifie ? < s on a

un (p ,s )  (  C r .

Onsa i t  auss i  qu ' i l e x i s t e  l €  % te l  quepou r tou t , t  2 l  onas l :  f t .

Posons maintenant ,
i1"7:Lf ;_W

p ( s  '

pour 's

{I(.r-,r1.2(-s-a1r),. . . . . tr(-* l-1)} est borné, ce clui impiique qu' i i  existe C2 tel clue

I(r) < Cz Vs € S.
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Comnre 7 est un opérateur a décroissance rapide. il existe Cs > 0 tel que

troot<ffi
cl<rnc potrr montrer qte pr-(.f s) est régulière il suffit de montrer que pour tout tr la série

l lnsl l  < t  l l  Dp(p - r)(p - 2).. . . .(p - n * I)rp,:p-" l l
s € S  P l s

< !-t L #*b(p 
-1xp - 2)""'(p-' * r)l ')à

s€ ,S  P (s  
l "

<tcsct(\-  
I  râ

s€s 
"Lol--  

-  'Pl2rnia !

< \ -  
c tc t ,=( \ - ,  1 ,=- r  

)â- 
?,l.* 

- po l" ?"ls 
- 'plzrn '

=t_ffi.*
s € S  ,

On utilise la même démonstration pour montrer que I'ensemble image de prllplro ne con-

tient clue d.es fonctions régulières, ceci parce qrrc W0 est le graphe de I'opérateur -?* clui

est un opérateur de Hilbert-Schmidt .

\,Iontrons la réciproque .

Soit l,tr trn élément de Gr(H), si 17 est le graphe d'un opérateur 7 de Hilbert-Schmiclt de

I/.5 clans f/$, supposons que I'ensemble image de pr- est constitué de fonctions régulières

et montrons que I'opérateur ? est à décroissance rapide .

E1 efi'et. soit .f un é}ément cle lT', f = f s + 
"(.fs) 

. On sait que pr-(/) est une fonctiotr

r'égllière clonc pr-(T(/s))est aussi régulière. Ceci montre que I'ensemble image cle 7 est

constitué lui aussi de fonctions régulièreso donc I'opérateur T est défini en réalité cle f/5

Rs: t t  p@- 1Xp- 2) . . . . . (p-r t I7)To, : t ' - "
s € . 5  P ( s

converge uniformément.

En effet.
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35 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

clans C'*(Sl,(D ) . Par le théorème du graphe fermé on conclut que cette application est

continue.

Sgient maintenant Tr et 72 deux opérateurs cle même nature que 7. et soient les ap-

plica.tions 7, définies de ,91 dans le dual de I15 avec ti : 1.2. qui à : dans Sr associe

f;(:):  Ti(.)z où ?,(:) est une fonction définie de ffs dans CI par 4(:X.f) :  Ti(.f  X:).

Supposons que 71 : n . Ceci est équivalent à dire clue pour tout : dans ,91 on

a 4( : )  :  ' iz ( r ) ,  donc pour  tout  /  dans -F l5 T( . f ) ( : ) :  Tz( . f ) ( : )  cec i  montre c lue

Tr(.f) : Tz(f) donc 7r - Tz . Ceci nous permet d'identifier ces opérateurs a,ux fonc-

tions f .

L'application f est faiblement differentiable i.e pour tout .f dans //s, la fonction T(.f ) ,

51 ----* ([1 est régulière, en particulier pour les éléments :È de ia base canonique donc pour

tout n €IN on a

ôn  , - , ^q \ \  -  ô i r \ - t  - p \
A.1t r  \z '  ) )  :  UV,  k rpc : '  

)

:  t  Tonp@- 1) . . . . . (p  -  n1 -  ! ) :o -^ '
p 1 q

Il existe ufie constanie Ct > 0 telle que

ân

l l f f iet :q)) l l  < t \ -  l?on l t lp(p- 1). . . . . (p -  tn -  \ : r-nf) i
-  p < q

1Ct

II existe attssi une autre constante Cz > 0 tel que

lc l*( f  lTool \"  lczt(  t  lToÀ' lp(p-1). . . . . (p -m-\ :n-*( f
p 1 q p<-lql

SCt l -Cz

La cluantité

tql-(t lrool')i
p

est cionc bornée pour g tendant vers I'infini et m quelconque .



ues des grassmanniennes de dimension

Srrpposons clue I'image cle pr-. constituée de fonctions régulières donc pour tout .f clan,.

H(l cn a -7.(.f ) est une fonction régulière . On utilise les mêmes techniques pour nx)IrtI'er

<iue Ia r'égula.rité des fonctions -7*(:p) implique que la cluantité

l r l - t f  l r rol")à
TI

est bornée quand P tencl

tion précédente analogue

l'opélateur 7 .

\Iêrne ciémonstration Pour

vers I'infini est m cluelconclue Cette condition et la concli-

à cette dernière sont équivalentes à la clécroissance lapicle cle

2. et 3.

Renrarque 3.L2.

Cir-,(f/) est la grassmannienne la plus connue de ces cluatres grassmanniennes. On s'1-

r'éfère comrne grassmannienne régulière Sa description montre clue c'est une variété modelée

sr.rr l'espa.ce nucléaire métrisable des matrices T-_{Tpo i 'p < 0.0 < q} oir la topologie

est cléfinie par la suite cle semi normes p*(7) :Suplp - ql^lTrol On peut a.ussi clécrire

Cir-(,H) clirectement en termes cle sous espa.ces cle C'-(^91;cles fonctions régulières sul ie

cercle (mu1i de la topologie usuelle) . Cette grassmarlnienne est constituée de tous les sor.rs

espaces \\: fermés cle C'-(S1)tels clue la projection de !V sur C'f(Sr) soit un opératetrl

cle Freclho}n et la projection cle W sur Cî soit un opérateur compact(où C: : C- a H-

et C'î : C'* o I/+) .

Proposit ion 3.13. [PS]

Totrte 1ônction analytique .f : Gr(I/) -> CI est constante .srtr toute composante coll-

ltc'xe .

Preuve [PS]:

Il strffit cle montrer que / est localement constante sur Grs(I/). mais Gro(H )est I'union cies

grassna,nniennes Gr(H-n.n) cle climension finie, et comme les Gr( H-r,n) sont des tariétés

algélrriclues compactes. toute fonction analytique sur Gr( H-n.n) est localement constante

cl'oir le résultat .
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3T Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

4. Stratiftcation de Gr(H) z

Définit ions 4.1.

Soit II- un éIément de la gtassmannienne Gr(H) '

1. on clit clue I\- est fransr,-ersal à. H- si I,l'tl H- - {0} et II- + H- - H.

2. On clit clueW est génériclue sïJ est transversal à H- et cle climension virttteJJe ntrJle.

L-rr élérnent .f € Lz(Sl,Cl ) : H est dit d'ordre fini s. s'il est cle la forrne

( * ) Tx=k

asec  . f r+0 .

S.it IT'/t"i le sous ensemble Ltr' des éléments d'ordres finis . Le sous-espace des éléments

cle H' cl'ordre fini est dense dans f/s, de plus la projection orthogonale de I'l- sur fle

est Lrn isomorphisme ce clui notts permet d'énoncer la proposition suivante :

Proposit ion 4.2.

l | l ini est dense dansW .

Les éléments de W qui sont cl'ordre fini et inférieur ou égal à nz, forment un espa,ce cle

clinrension frnie W*: W' ) -nt*Ll{- . On note c/- la dimension cle cet espace '

On cléfinit les ensembles ̂9pt,' : { s € T' I W contient un élément d'ordre s} '

Les ensembles Sw sont dans ô, et le cardinal virtuel de ^96' n'est autre que la clirnensi<tn

r.irttrelie cle W. Le nombre d'éléments de ,Sw d'ordre inférieur où égal à nz, est égal à Ia

climension de Wrn qui est nr * 1 * d, ce qui montre que si rn est assez grand la projection

cle W sttr z**r H.r- est surjective.

So i t . s  €sw,e tso i t? rsuné lémen t  deW es tde la fo rme( * . * )  avec  f " : I  ( vo i rdé f i n i t i on

4.1). alors {rr"}"6s- est une base de ltf,llini au sens algébrique '

S.it ,[/.e I'espace de Hilbert engendré par {:'}r6s . La projection orthogonale de I'I- sur

H' esï, un isomorphisme. Le choix w, €W est unique tel que sa projection soit :' ' On

a.ppelle cette base la base canonique de W -

Soit ^9 € O, on appelle strate associée à S le sous ensemble Is - {I4' e- Cir(H) I Su' :

S )  de  Gr (H)  .

t
- o o ( k ! s
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Pour. rçut élément ^S de iD cle dimension virtuelle d, on peut indéxer ces éléments cle Ia

façon suila.nte

,S  :  { - * -a , s -d+1 , . s -d+2 .  . . . . . }

â\-ec.5-./ ( -*-.t+r ( . . . .  (. . . .  cle plus s* : Â. àpart ir d'un certain rang. Ceci nous permet

,l'orcionner les ensembles clui ont rnême cardinal virtuel. en posant :

S < 51 si et seulement si sÀ] ( sÈ pour tout Â. .

On cléfinit aussi d-(S) comme étant la dimension de :^*7H-)Hs, on voit aussi cltte

^9 < .ç1 si et seulement si d^(s) < ,I*(s'). L. longueur /(.9) de ̂ 9 est définie par

i (s):  ! ( ' r -k)
-d<k

On a alors ,S < Sr a l(S) < /(.91) .

Proposit ion 4.3.

Pour tout S e O on a,: !5 C lrs .

Preuve :

Soit trtr- € !s . On a déjà montré que la projection orthogonale de I;y' sur f/5 est tln

isonorphisme .

Supposons qte IU soit le graphe de I'opérateur ?' : @!l)-1 -.I cle Hilbert-Schmidt cléfiili

cle H s, clans ( f/s, )0, et montrons que ? : lp{ )-t - .I est aussi un opérateur de Hiibert-

Sch.miclt de I/s dans (f/s)0.

Err efiet. la transformation identique ; Hs, @ (I/s,)0 -----+ Hs e (//s)0 est un isomorphisme

qui peut s'écrire sous la forme matricielle suivante:

-  ( o  b \
l : l  ' l

\ c  a /

ar-ec b et c deux opérateurs cie Hilbert-Schmidt.
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Lc. cliagramme coûIrrlutatif suivant :

@ u {  ) o @ y , ) _ l
Hs,

idr  r ,  +T '  I  idr  r+r l
JJ

w r r , g l H e t ) o  
t t u ,  

l a p r , g q , , r l o

nrontre que I'opérateur T : (c + dTt) o @w s) " @V )-1 est bien un opérateur de Hilbelt-

Sclrmidt doncW çff s et par suite Is C Us.

Introduisons maintenant le sous groupe triangulaire inférieur strict N- de GLr""(H) cor^t-

stitué cles éléments A tel clue

À1:k H-) : zk H- et (A - Id)(zk H) c zk-lH- pour tout À".

La stra.tification de Gr'(I/) est clonnée par

Proposit ion 4.4.[PS]

a) La. stra,te Is est une sous variété fermée contractibie de I'ot:efi Lis, de codimension

1(S) .

lr) ls est l'orbite de Hs sous I'action de N- .

c) SilV eUs aJorc S 2 ^9w .

d) La ferrneture de Es coîncide avec l'union des strates Xsr pour /es 51 > S .

Preuve

a) On a cléjà montré que ls C LIs et que si W € [rs. la projection orthogonaie cle II-

sur .I{s est un isomorphisme, de plus W' a une unique base {tu"}ses clui se projette sur

{:'}"es. Il est clair que I4l € Is si est seulement si tr" a pour ordre s pour tout.s € S .

Si l l -  est le graphe de ?: Hs - (I /s)o, alors l t ts: zs lTz'peut s'ecrire

us :2s+ ITorzq .
p 1 s
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de dimension infi.nie

I'I- est clans ls quand les éléments matriciaux 4c sont nuls pottr p ) g (ceci parce clue tt'e

est cl'ordre s) . Montrons maintenant que le nombre de couples (p,q) e ( %'\ S) x.9 tels

qr.le p ) g est égal à /(S) .

Err efl'et. on sait que pour S e O il existe / € % telQue -*1' : À pour Â' > 1 .

Pc r r r r r l _  t . - 1 .  l enombredecoup les (p . . * ; - r ) € (%\S )  x ^9 te l c l ueP) . s t - t es téga là

( l - I  - - ' l - r ) .

Pour g - I  -2, le nombre de couples (p,"t-z) e ( n\ s) t  ^9 tel que p ) -rt-z est égal à

( l  - 2  -  - s t - z )  .

On fait la même chose pour les couples (p, g) quand q varie entre i - 3 et -d - ccn"clL'irt(S)-

le n<rnrbre total de couples (1rt.t1) tel que p ) q est égai à Ia sornme

k= l - l  oo

\ -  rr ' - .sË) :  t  ( [ ' - .*r . ; :  / (S)
o?o k=-tt

cle pltrs !s correspond à un sous espace de Hilbert de L2(Hs,(f/s)0) cle codimension /(,S).

b) Soit I4i un élément de !s, supposons qoe W est le graphe de T : Hs ---+ (Hs)0

S<rit prs : H ----+ HsIa projection orthogonale de -[/ sur Ifs. Montrons que I'opératettl

), : I I T oprs appartient à GLr"r(H) .

En eft'et. il est clair que l'opérateur [;l. J]: IToltrs,J] est un opéra.teur cle Hilbert-Schrniclt

clcrnc --L e GL.""(H), on peut facilement montrer clue ,4 € N-. de plus A(Hs) : I'l '- clonc

!5 est bien I'orbite de I/s sous l'action de N- .

c) Soit I&- un élément de LIs, la projection orthogonale de W sn:r.Ffs ne peut que dinrinuer

l'orclre d'qn élément, dans notre cas cette projection est bijective. Le nombre d'éléments

cle H s linéairement indépendants d'ordre inférieur ou égal à rn est inférieur ou égal au

nombre d'éléments de W linéairement indépendants d'ordre inférieur ou égal à tn ce clui

est écprivalent à

ccLrd{-* € S/s ( nz} 2 card{-s € S11'/-s S rt}

pour tout nr . i.e ̂ 9 2 Sr,r,'. donc si W eUs aiors,S )- Sw .

ct) Soit l,tr' un élément de la fermeture de Is, il existe Wi dans LTs* À !s tel clue ,S11' )

Srrj : S. clonc W est bien dans Ur,r" Is d'où I'inclusion de la fermeture de !5 clans

Ur,t,s r.s '
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5. Décomposit ion cellulaire Grs(H) z

L'étucle cle la grassmannienne Grs(I/) est liée d'une manière directe aux grassmanniennes

cle climension finie. Ce lien algébrique est aussi topologique (voir paragraphe 10) En cli-

rnensiçn finie. ies espaces homogènes algébriques complexes du groupe unitaire f:r, sont cles

grassrnanrl iennes et des clrapea,ux. pour toute part i t ion.[ i  d'orclre rz. ori . I f  :  (Â:1. À'2... . .Â',,).

Â.; > 0 et |  Â; :  n, le drapeau F/6 est défini comme I 'espace des r-uplets E : (Er... . .- E, ' l

formés cle sous espaces de Cl n tels que E1 C E2 C ... C E, et dint'(E;) : ftr +...+Â';. Dans

le cas /i: (l;,n- Â.), le drapeau Flp cciincide avec lagrassmannienne Grp(Q ')ensemble

de tous les sous espaces de Cl " de dimension k .

Le drapeat FIy est I'espace homogène par l'action du groupe unitaire LTn. et comru.e

[Ir.,  x .. .  xLl*, est le stabil isateur de E: (8t,. , . . ,8r) où les.E; sont les sous espaces cle

C' Èt*"'+lt engendrés par les Â.'1 + ... + fr; premiers vecteurs cle la base canoniclue cle C' "

Le clrapeau F/6 peut être identifré àLf"lLlk, x ...xLlk,. L'une des propriétés importa,ntes

cles clrapeaux r'/6- est la décomposition en cellules complexes, c'est à dire en sous espa,ces

isomorphes à CI ' pour un certain r, et qui sont des orbites cle B+ sur F/7ç, où B* est

Ie sous groupe des matrices triangulaires supérieures. La grassmannienne Gr*($ "). cltti

esr un drapeau particulier, est l'union d" 
(n--:t 

celules C- indéxées par les suites

rr r  :  ( i??1. . . . : rnr )  te l les que 1 1tn1 1mz

C* : {W C A' " ldim(W n CI r) : i  quand nz; 1 i 3'm';+r}

et rl inr( C'n ) : f(nz; - i).

Cette décomposition est classique

cellules de Schubert .

Elle est connue sous le nom de décomposition eu

Soit .f : t f1,zk w élément polynômial de I/ On définit le co-ordre de f conmre
-n1kSn

étant le plus petit k tel que .f r * 0.

Soit I,l'€ Grs(I/). on définit ,SH' Par

,SrI. : {.s € %, I W contient un élément cle co-ordre -si et pour tout ,SIl' clans (D. lir

cellule Cs est définie Par

C's : {WeGrç(H)  I  Sw:S)

4L



42 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

On cléfinit a,ussi le sous groupe N1 triangulaire supérieur strict comrne ensemble cle totts

les é léments I  de C;L," , ( I / )  te ls  que A(  zkH+): :kH+ et  (J  -  I ) ( :kH,r )  C t r+t l l - . , r -  pour

tottt À' .

En utilisant cles arguments semblables à ceux utilisés pour les strates. on peut voir cltte ies

ensembles C'5 vérifient les propriétés suivantes :

1. C's esf une sous vadété fermée cle l'ouvers (Is cle Cir(H) . clifféomorp.he à Cl /(s) .

2. Les ceJJuie-s {Cs} et /es stra.tes {ls} ont Iemême ensemble d'indiceÔ .

3. La dimensiondeCs est, égal àlacodimension de Is.

4. Les cellules Cg sont les orbites de Hg sous l'action du sous groupe N+ .

5. La fermeture de C g est I'union des C s, , Pow les ,Sl S S .

Cles propriétés montrent que les ensembles Cs pour ,S dans O vérifient la. cléfinition cle la

clécomposition en cellules de Schubert, donc la grassmannienne Grs(f/) se décompose eu

celltrles cle Schubert. Ceci est en accord avec le fait que Grs(H ) est vue comltle ttnion

cles grassmanniennes de dimension finie. Cette décomposition est cluale de la stratification

cle Gr( H). cette dualité est observée dans les propriétés précédentes et les deux propriétés

suita.ntes

a) Clg rencontre transversalement !5 en un seuJ point et ne rencontre attcune a.utle .stlaf e

cle même codimension .

b) C's intersecte !s, si et seulement si S > S' , et Cs (.)15: {I/s} .

6. Grassnrannienne et cornposantes connexes d,e GLr"t(H) ,

Notations

I.GLir"(f/) désigne I'ensemble des opérateurs A iel que si

l , :(" q)
\ c  d /

sniva,nt la polarisation f/ - H+ t H-, f indice de a est égal à i .

2. GLi, ,  "(H)(I&',)  
:  {r{( I4, ' )  I  A e GLi",@)}.

3. E; clésigne I'ensemble des sous espaces W de Cir(H ) de climension virtuelle i
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Proposi t ion 6.1- .

Potn'rout II- cle Gr(H) cle clin'tension virtuelle i. il exi.ste un opéraiettr -{ clan.s C;Li,,,(Hl

rel clue -l(H+) : l4i .

Preuve :

S1rit IL- clans Gr(f/) . On sait clue le groupe unitaire Lir"r(H ) agit transitivement sul la

gl.a,ssmannienne Gr(H). Ceci implique qu'il existe un opérateur I dans Li,rr(H ) tel cpe

A(H+) : Iil. . L'opérateur I peut s'écrire sous la forme

, /  r \

l :  f  
o  o , l

\ c  d /

srritant Ia polarisation H - H+ û I/-,et la proposition (2.2.) montre que

dintu i r t (W):  d inzui r t (H+)  f  Y(a) ,

clonc rl t lrrzri .rt(W): i ,  ceci parce qte dimuirt(H'r) :0.

Proposit ion 6.2.

Pout' IIi er l\-2 dans Gr(H) de même dimension v'irtueJ/e. i/ exi.ste ttn opérateur'--l c/ans

G Lu,,,( H ) tel que A( W1) : I'l-2 .

Preuve :

La clémonstration découle de ce qui précède .

Corol laire 6.3.

Pour tottt entier relatif i et tout W é[ément de E; on a

E i  :  GLI" " (H ) (H +)  :  GL?"" (H ) (w ) .

Remarques 6.4.

7. GL\rur(ff ) est la composante connexe de I'identité .

2. Les composantes connexes de GL,""(I/) sont Les GL',"r(H) .
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3. On va voir par la suite une certaine transmission de composantes connexes de ClLrr"(H)

à  Gr (H )  .

Ciorol laire 6.5.

La grassrrr annienne Cir(H ) e,st égaJe à I'union cles GL'r"r(H)(H+) '

Preuve :

On a déjà une inclusion de Gr(H) dans I'union des GL\""(H)(H+) . Il reste à' montrer'

l'autre inclusion .

En effet. Pour tout ,4 dans GLr"r(H). on sait que L est de la forme

, /  r \

A:  ( "  ' ,  
)

\ c  
( I /

suirra,nt la polarisation H - H+ û H- avec o et d sont des opérateurs de Fbedirolm. et r:. b

sont cle Hilbert-Schmidt .

La projection orthogonale positive de,4(f/1)sur fla. coï'ncide avec I'opérateur a clui est

un opérateur de Fbedholm (on a utilisé la proposition 1'2')'

La lrrcriection orthogonale négative de A(H+) sur .Iy'1 coïncide avec l'opérateur c cltti est

r.rn opéra,teur de Hilbert-Schmiclt .

Rernarque 6.6.

La. clémonstration du corollaire 6.5. justifie la remarque 1.6. .

Corol laire 6.7,

Gr(H ) est égale à l'.-tion cles L:|""(HX I/+ ) quand i parcoutt %' .

Proposit ion 6.8.

L'aciion cle GL,""(H) sur Gr( H) n'est pas libre '

Preuve :

Il suffit de voir qu'il existe A dans GLr"r(H)tel que A(H+) : H+ er A I Id .
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En effet. soit e un opérateur compact. l'opérateur 1 * e est un opérateur cle Fredholm tel

c tue \ (1  *  e)  :  i - (1)  .  Pour
/ t

* :  ( . ô

crn a -{( H+) : Id(H+) -- H+. et I est dans

u'est pas l ibre .

7. Corrrposantes connexes de Gr(H)

Soit ô0 le sous ensemble de Q tel que pour tout ,9 € O0 on ait.sl - À: pour tout Â') -1.

oir r1 est le cardinal virtuel de S . Il est facile de voir que pour tout r/ dans 7[,. n existr:

un et nn seul ̂ 9 dans O0 cle cardinal virtuel d .

Lemme 7.1.

PoLtr toLtt S dans ô ef pour S0 clans Ô0 de même cardinal virtuel on a. S0 < S .

Preuve :

Soit 5 clans Q cle card.inal virtuel ri . On sait c1u'il existe un et un seui ^90 clans O0 clr:

cardinal virtuel d . Ivlontrons que ce ,S0 vérifie I'inégalité du lemme .

En effet. pour,S dans O, il existe nz(,S) dans T' teI que pour tout A > nz(S) on a.*À' : À' .

P< rn rÀ :m(S ) -1ona - *À . ( . sm(s )  :m (S ) : - * l , , s t , cec lu i en t ra i nec lu€ ' : - 1 ' (Â ' :

n r ( ^9 )  - 1 - -q lmrs ) - r t .

Pou r / , : - nz ( . 9 )  - 2o râ , - *1  < .5À .+1  <À :+1 : - * f o * r , cec i imp l i c l ueQue-s1 . (Â : - . r 01 . . t ' t

a.insi cle suite jusqu'à ce qu'on arrive à I'ordre -d qui est égal -card.ttirt(S). On c.rbtient

finalement -cÈ S /.; : s| pour tout L', c'est à dire ^90 < ^9 .

Proposit ion 7.2.

a.) Pour tout ,9 dans lDO . Ia fermeture de (Es) coïncide avec I'ttnion des -strates !s, poul

/e.s 51 cltti térifient S < 51, cette fermeture coincicle aussi avec GLi2id'i"tt'(g)( H+) .

l>.) L'uttion c/e,s strates !s cluand S parcourt Ô0 est clense dans Gr(H) .

Preuve :

a ) P<tur tout S0 dans O0 et pour tout ^9 dans O de même cardinal virtuel on a S0 < S .

,1-.)
G Lr".,(H) . Ceci nontre que cette a,ctiort
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C'eci implique que la fermeture cle !50 coïncide avec I'union de toutes les strates !5 telles

cyte crrrclt ' i r t(S): carrlr i-rt(Su) . El ie coincide aussi avec C;L'r2ld' i ' r 'sol lHXH+) '

lr) Il suffit cle remarquer que I'union des fermetures des strates !g cluand S pa.r'coult Q0

est incluse clans la fermeture de I'union des strates !5 Quand ̂ 9 pa'rcourt O0 .

Renrarque 7.3.

Il est faciie de voir que pour tout S dans (00, I'union de tous les ouverts [rg, avec 5'

cle rnêne cardinal virtuel que 5 coincide avec la fermeture cle I,s. et coincide aussi a'r'er:

l 'espace GLi\ id' i"" '  (n )@*) .

Corol laire 7.4,

Pour toute partie frnie J cle W,I'union des GLi"r(H)(H+) pour i dans T'\J est rm oltl:elt

cle Ia gra,ssmannienne Gr(H) .

Preuve :

La clémonstration résulte du fait que I'espace GLi""(H\(H+) est fermé dans Gr(f/).

Corol laire 7.5.

7. Pour,S clans ô0. Ia fenneture de Is est àlafois ouverte et fermée .

2. La grassmannierute Gr(H) n'esf pas connexe '

Corol laire 7,6.

L'ensemble cles éIéments lV cle Gr( H ) qui ont une dimension virt,uelle impairc (respectire-

rnent paire ) est à lafois ouvert et ferrné dans Gr(H) '

Proposition 7.7.

1. Poul tout S dans Oo on a 15 - L'ts '

2. Pon, tout S dans lDO on a L\ : GL?\id'|""\ (H)(H*)

Preuve :

1. OD a cléjà vu que !s C t:s. il reste à montrer I'autre inclusion
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En effet. soit IrIi clans Us cl'après laproposition (4.2.) on a. Sw, 1.5. or,9 est le plus petit

cles S0 cle O qui ont même carclinal virtuei clue ,5 . Ceci impliclue clue ,911' : ,9 clonc II- est

un élément cle !s .

Corol laire 7.8.

Poul tottt i dans 7,, |ensemble GL'r"r(H)(H+) est connexe .

Preuve :

La clémonstration résulte du fait que [is est homéomorphe à Lz(Hs,(Hs)0) '

Corol laire 7.9.

L'union des LTs quand ̂ 9 pa,r'court Ô0 est dense dans Gr(H) .

Tlréorème et déffnition 7,LO.

Soit |'application d,imension virtuelle, cle Gr(H) dans % qui à. VV fait con'esponclre la

climension vfutuelle de W .

La climettsion virtuelle e.st lne applicationlocalemenf, constante clonc continue cle Cir(H)

clans 'l' .

Preuve :

Er-iclente .

Corol laire 7.LL.

Les compo.santes connexes de Ia grassmannierute Gr(H) sont les ensembles

C;L:.""(HXI{+) - Fer(l is, ) :  Fer(Is, ) :  {W € Gr(H) f cl inzuirf(I ' l ' )  :  i}

irour. ̂ 9; rlans o et de cardinal virtuel i (Fer(A) la fennature cle A) .

Renrarque 7.L2.

On a, v1 clans la remarque ( 6.4.) clue les composantes connexes de CJI.""(I/) sont les s<-rus

ensenrbles C;Lï""(H\. et dans le corollaire (?.11.) on a vu que les composantes connexes

cle CJr(ff) sont les sous ensembles GLî"'(H)(//+). Ceci montre qu'il y a' une sorte <le
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transmission de composantes connexes . On a vu aussi les relations qui existent entre les

composantes connexes de Gr(ff ), la stratification de Gr(H),les composantes connexes cle

GL,,r(H) et I 'at las associé à C;r(H) .

8. Cornposantes connexes de la grassmannienne Gro(H) .

D'rrne ma,nière analogue à celle du paragraphe précédent. on montre des résultats senr-

lrlables à ceux de la grassmannienne Gr(H) concernant la grassmannienne Gro(H ) muni

de sa décomposition cellulaire .

Pour r? dans T, on note (D4 I'ensemble des S dans Ô de cardinal virtuel d et on note 1,7

l'union des cellules Cs quand S parcourt iDa .

Proposit ion 8.1.

Pour tout d, dans T', la fermeture de Ta coihcide avec T4 .

Preuve :

Soit I,l dans la fermeture de Ta. Supposons que W n'est pas dans Ta . L'intersection cle

?4 avec [isw n'est pas vide . Soit W1 rn élément de cette intersection . ,9% et SII- ont

rnêrne cardinal virtuel ce qui est absurde .

Corol laire 8.2.

i) Pout' cls (lans %,, I'union des Ta pour d dans T,\ {do } est tm fermé de Ia grassmannjenrle

Gro (H ) .

ii) Soit J un sous ensemble de % fr.ni,|'mion des Ta pour d dans U, \ "I esi un ouvert cle

Gro (H )  .

Preuve :

Pour montrer cette proposition, il suffit de montrer que la fermeture de I'union des T; potlr

rl parcourt %'\ {do} est égale à I'union des ft pour d dans %\ {do) '

E' eff'et. srlpposons qu'il existe un I,l'r dans la différence des deux ensembles précéclents.

Ceci implique qu'il existe un I4,- dans I'intersection de I'union des ?a quand d parcourt

T, \ {c1(r} avec flsw , ce qui est absurde parce que l}' ne peut pas avoir deux carclinaux

tirtuels clifférents .

ues des grassmanniennes de dimension infinie
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Corollaire 8.3.

Porrr. route partie J cle % finie. I'union des Ta quand d vafie dans J est un ensemb/e â /a

Iois ot:ert et fermé .

Corollaire 8.4.

I'c,1,r-enrb/e cles sous espa,cesll cle Grs(H) tel clue Sr+' de cardinal vifiuel impair (resper'-

tivenrent patï ), est à la fois ouvert et fermé .

Corollaire 8.5.

Gro(H) n'est pas connexe .

En fait la non connexité de Gro(H) découle de celle de Gr(H) .

Proposit ion 8.6.

7,1 est connexe pour tout d dans %' .

Preuve :

S<rit cl da.ns %, fixé, et soit ,9 clans ô de cardinal virtuel d, rappelons que Cs est connexe-

et soit ,56 clans O0 de même cardinal virtuel que ,9 . On sait aussi que pour toute ,S

clans (04, on a Ss ( ^9 ceci montre que Cgo est incluse dans Ia fermeture de Cg, donc C'.sn

rencontre la fermeture de Cs, pour toute S dans Oa ceci implique que 7a est connexe .

Théorème 8.7.

L'application "ca,rdinal virtuel" défrnie de Grs(H) dans % qui à w dans Gro(H ) lhit

correspondre le ca,rdinal de Sw est continue .

Corollaire 8.8.

Les composantes connexes cJe Ia grassmanniewte Gro(H) sont les ensembles T4 .

Remarque 8.9.

Dans ce paragraphe on a vu la relation qui existe entre les cellules et les composantes

conrexes de Gro(Iy'), en revanche il n'y a pas de relation entre les traces des ouverts
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cle l'atlas associé à Gr(H) et les composantes connexes de Gro(H). ceci pa,rce que les

ensembles Ô4 ne sont pas rnajorés .

9. Coordonnées de Plûcker

Les grassmanniennes de dimension finie sont décrites par les coordonnées de Plûcker. ce

clni est une clescription simple et classique .

Dans cette section on donne une généralisation de cette description . Cette généralisaticin

nous permet de décrire la grassmannienne Gr(H ), ses strates, ses composantes connexes

et les sous espaces de Gr(H) denses. Elles nous perrnet aussi de décrire les cellules et les

cornposa.ntes connexes de la grassmannienne Grs(H) .

On a vu aussi que tout W appartenant à Gr(H ) a une base cannoniclue Dans ce pa.ragraphe

on introduit la notion de base admissibie de W .

Déffnit ion 9.1.

Soit trtr' un é\ément de Gr(H) de dimensionvirtuelle d, Ia suite {tt'7r}ps_-a d'éléments cle

I'I' esr clite base admissible de W si :

1. L'applica.tion linéaire

,r, , ,-d H+ ______+ W

rlrri associe à :k l'élément uk de lù', esf un isomorphisme continu .

2. L'application composée prlw o u) ("ù p,rlw est Ia projection orthogonaJe de

II'- sur :-dïa ) est wt opérateur a détenninant.

Renrarque 9.2.

L'existence cl'une base admissible est prouvée dans Ia proposition 9.3. où la démonstration

est faite pour la base canonique '

Proposit ion 9.3.

1. La ba,se ca,nonique de\û est admissible,l'opératew prls, ott' - I associé à cette bast'

e.sr cle rang frni .

2. Derr-x ba.se,s admissibles d'un même espaceW , sont reliéespar une matrice a déterninant'.
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S, Soit tt' une base admissibie, et soii ,S€ O tel qtte carduirt(S) : clinzt'irt(Iï).

alot's |'opéra,teur f@Y) 61') est un opératew a déterminant. d'ttne ma'nière pltls préci.se

l'r4,éraf eur ((pg'')o tl) - / e,st un opéta'teut de rang fini .

Preuve

i. La base canonique de I'l 'est admissible .

En effet. soit {urs}1>-,, la base canonique de W',et soit / le plus petit élément de 'Z' teI

que .iÀ : Â: pour k > I . I1 est clair que I/5 peut s'écrire sous la forme

Hs :  aec t (2 " -d  . ,Z " t - t )  t  Hs ,

c , i r  ̂ g1  :  { t ^ l +1 . . . .  . } . e t : - dH1  : t t ec t ( r - d . . . . . . . : I - r ) tHs , . L ' app i l i ca . t i on l i néa i r e

sr.rirrante est un isomorphisme continu:

tt, : L û (pw ù-' lr", r-o H+ : uect(z-d .l-t ) ,$ Hst ------+ 14

On cléfinit -t sur la base canonique de uect(z-d,. ;r-1; par la donnée de I'image cle

chaque élément de la base canonique ; L(zk1 : ryr pour -d < k < I - | .

Nlontrons maintenant que pr o rlt est un opérateur a déterminant . En effet. il sr.rffit cle

trar-aiiler avec les éléments de la base {zk\*>-a:

(p r l u ' o  r ( ,  -  I ) ( t k ;  :  ( p r l r . r .  o  t o ) ( :À  ) - . tÀ '

:  p r lw ( : k  +  T ( ; f r ) )  -  tÈ

:  pr l ry1T(zk))

ceci pour k > -d T(tk) est dans I'orthogonal de Hs, donc

I'orthogonal de I/5r et par suite sa projection orthogonale sur 
"-dH+

soit clans uect(z-d. .r l-1) ceci montre que.Inz(ur) C uect(:-d

il est

est soit

dans

nulle
- l - 1 \

clorrc l'opérateur lprlv+'o ttr - f ) est de rang fini .

2. Scrit ll- un é}ément de la grassmannienne Gr(H) et soient tt' et ur' deux bases admissibles

cle T,I- cle Gr(I/), la matrice qui transforme la base admissible ttr en ttt'est un opérateur a

cléterminant . En effet. soit t cette transformation toul : trtr, entraine t : Lt-r 311" qui est un

isornorphisme continu. On sait que I'application ptr ow'-.[ appartient à I'idéal de Schatten

L1( : -dHa. : -dH+) doncl 'appl icat ion (proto ' - f )o(u" ; - lo to -  l t rout - ( r ' ) - to ' ro  e l le  auss i
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appar t ient  à  L{z-dH4, : -dHa) or  prow-( t r ' ) - l  or l  :  (prow-I ) - ( ( (u") -1oto)- I ) .  Ceci

montre cltre I 'opérateur (((,,")-1 ottr)-.I) appart ient à L{z-dH1.=-dH+) donc (u")- l  o u,

est bien un opérateur a déterrninant .

3. On leprend la même clémonstration de 1.

O1 peut cléfinir maintenant les coordonnées cle Plûclier rlne fois cltt'on a jttstifié <1r<'

I'opér'a,teur ((pr"s) o to) est un opérateur a déterminant .

Définit ion 9.4.

On défrnit les coordonnées de Pliicker par:

Ins@) 
:  c l 'et(prs o u) s i  d inzuir t (W) :  carduir t (S),

I I I s ( t r ' )  :0  - * inon

Remarques 9.5.

1. Pour ljlr'' une autre base de W on a

I I5(ur ' )  :  Arr ' f ls (u) ,

oir 4,,,.,,, est le déterminant de la matrice reliant to' et nt qui est un déterminant fini

(proposition 9.3.) . Ceci montre que les coordonnées de Plûcker ne dépendent clue cle II-.

2. Si -{ est un opérateur a déterminant, -,l est inv-ersible si et seulement si r/et(l) l0 .

Proposit ion 9.6.

Les coorclonnées de Pliicker défrnssent wt plongement holomorphe:

II : Gr(H) ------] P(12(O))

clan.s J'espa.ce projectif de |'espace 12(O) où

6:  {S  C U '  ID{ô 'S  <  oo} .
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[ * x )

L'opératerrr

Preuve

\Iorrtrons cl'abord que pour toute base admissible ?o on a:

! l lnrt"')l l '  < o"
s€o

ro : tp+ û,,,- t =-dH* -- H : :-dH+ + :-d H-

ar.ec ur+ : pr+ o u est un opérateur à déterminant, et ur- -- p?"- o to est un opéra,teur'

cle Hiibert-Schmidt, donc urtr'* - r.ttr.o* I Q wut* - est un opérateur à déterminant clui est

inversible d'où det(u,) + 0 . Donc pour montrer (**) il suffit de montrer que

I  l lnr(r) l l '  :  det(utru*).
.s€o

En effet. on va faire la démonstration pour Ies W de Gro(H ). et par densité on conclut

ponr les éléments de Gr(H) .

On a cléjà montré que u'+ -.I est un opérateur de rang fini . Montrons maintenant clue cet

<>pérateur n'a, qu'un nombre fini d'éléments matriciaux non nuls dans la base ca,nonicpe cle

. -d  H- .

,r, , ,-dHa -- lV ---_* ,-dH+

il existe .j e n tel que zi H+ C lry C t-i H+ ceci parce qteW'est dans Gro(H). Supposons

clue I{: est le graphe de I'opérateur de Hilbert-Schmidt T : Hs ------+ (f/s)O . On sait clue

potrr s. i l  existe /6 dans %' tel que rÈ : k pour k )_ Io. soit / :sup(j ' ls) i 'espa,ce :tH"

est inclus clans zrff1, donc ttH+ est incius dans W, soit.t ie suplémentaire orthogonale

cle:rIl.. dans Ir7, et soit {ro}o>, labase canonique de /Ha. Les éléments de cette ba.se

sont invariants par la projection orthogonale de W sur f/s. On peut compléter la base

canoniclue de :IHl par une base de.L pour obtenir une base canonique de I4'.

Soit {u,r}*>-a une base canonique deW, dont les éléments pour I"') I coincident avec

Ies éléments {:k}r2r . Donc (tu+ - /Xz') :0 pour s 2 / ce clui montre que ( ' trr1 - /) u

seulement un nombre fini d'éléments matriciaux non nuls '

\Iontrons maintenant que u'- a un nombre fini de ces éiéments matriciaux non nuls . En

e f f ' e t . pou rÀ2sup (1 ,0 ) . onau ' - ( :È )  : p r -o t t r ( :È )  - p r - ( u ' r )  - p r - ( : k )  : 0cec3 r i
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( *,i ) se traduit

1 2 ( n l o r l a :

aunnombref in ic l .é lé lmentsmatr ic iauxnonnuls .Danscescondi t ions.

par I'assertion suivante: si P et Q sont deux ma'trices '? x ??? ettri x ?? al:ec

clet(PQl : D det(Ps)det(Qs)

<;ir s cres sous ensembles de {1-, 2.. .,-} ; rz éréments et P5, Q5 sont les sous rnatrices

r? x ?? de P et Q q"i corresPondent à '9 '

p'ur montrer que II est un plongement, on va considérer Ie cas des sous espa'ces 14' graphes

clesopérateursdet t i tu" , t -s . t ,midtdeI / - 'darrsH_.Labasecanonique{u '6} l>od" \Vest

c lcrnnée par  :  
q :  zq +LTooro.u 

p(o

So i t . s€oo ,e t so ien tA :S_Ne tB= IN_^g .Cesdeuxensemb leson t l emêmeca rd ina l

Lamatr icedel ,opérateurPrso,urestdonnéepar

1

0

0

( Lr 
)

<rir ,1,f une sous matrice n x t..de 'a matrice de ''opérateur T . It est clair que le créterminant

cle pr5 o u,, est eg"t 
"" 

détermina't d,'ne sous matrice formée de Too' ceci montre que les

coorcronnées d.e pliicker sont formées de tous les é'éments matriciauc d'e I'opérateur ? et

les créterminants des sous matrices finies de la matrice de ?, re reste des coordonnées est

constituées de zéros . ceci montre que cette apprication est un plongement analyticlue '

La stratification de Gr(fr), ra décomposition ceturaire de Grs(H) ainsi que celle cle

Gro (H) , c leGr - ( I / ) e t c leGr .u ( f l ) , e t l escomposan tesconnexesdeGr ( I I )e tdeGro ( I { ) .

s<rntclécrit".p*.t".coordonnéesdePlùckerdanslaproposit ionsuivarrte:
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Proposition 9.7.

1.  I . I -  €L 's  4 ns(W)+0 .

2. IT- € !.s <+ I ls(tr ' l ' )  l0 et I I5'(Ir l ' )  :0 quand ̂ 9' < S '

3. II.. € c',s <+ ns lt+ ) + 0 et fl5'(w) :0 à moins clue ̂ 9', ( ^9.

+. I.I- e GLI""(HXII+) <+ il existe au moins un ,9 dans Ôa tel clue IIs(T+') + 0 .

S. I\- e Ta <+ W dans Gro(H) et il existe au moins un ,9 dans Qa tel que II5(ll'-) + 0 .

6 .1+eGro (H )<=+ | I s (W)=0sau fpou ru r rnombre f i n i deS .

T. Il- € Gr,p(H\ e r-l(s)fls(w) est bornée pour tout ,9 dans o et un r 1 ! .

g. I,I- € Cir*(H) <+ l(S)*Its(W) est bornée pour tout ,S dans O , et pour tout nr

Preuve

1. suppos ons w dans tls, la projection orthogonale pr5 ; Ia ----- f/5 est un isomorphisrne

. Soit t{, une base ad.missible deW. L'opératelrr prs o to est un opérateur inversible a

cléterminant donc det(prsou) f 0 d'ori IIs (\M)l 0 '

Réciproquement : supposons IIs(I4l) f 0, alors pour toute base admissible trr cle IJ-'

l'opérateur prs o u) est inversible, donc la projection orthogonale prg 
" 

W ------+ 'Hs est un

isomorphisrne. et laproposition (4.4.) nous montre que 14' est un élément de us.

2. Strpposons l, l 'dans !s, donc W est dans fI5. cl 'où IIsûV) 10. Soit maintenant,9'tur

élément cle O de même cardinal virtuel que S tel que ̂ 9' < 'S, donc S I S' ' Ceci montle

clrre 14, n'appartient pas a(J5, donc II5,(17):0 (D'près la proposition 4.4.).

Réciproquement: supposons IIs(Ifr) + 0 . D'après I'assertion L, on a W e [I5 donc

,S11. ( S, s'o : s& pot11 tout k' car sinon on aura SW 1^9 qui entraine IISnu('W): [ çs

qui est impossible, donc Sw : S i'e W est dans !5 '

3. Supposons ID' dans C's. clonc W est dans [r's ce qui entraine IIS(\M)10 . Soit S' urr

1:lément cle Q de même cardinal virtuel que ^S, on a ,St I S ou S' S S. donc Izl' / Li5' <:tn

.ç '  <  S.  c l 'où I Is ,  (W):0 ou  ̂ S '  S S .

Réciprocluement: supposons IIs(IlI/) 10. et IIs,(Vtrl) :0 à moins que s' < s .

II.s(II-) l 0 donc w e L'tset par suite s < sw . on ne peut pas avoir s l sot' ca'r sinon
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on atrrait IIs*(W):0 ce qui est impossible parce que ltr'est dans L\snn. donc ,9: StrI' et

par suite I4'est dans Cs .

+. Si IT- est dans GLlr"(Hl@+), W- est dans f,'s. et par suite flsru (W) + 0 .

Réciprocluement: supposons qu'il existe un S dans Oa tel que IIs(I+') + 0 . Ceci impliclue

rlrre TI- est cla,ns fIs, et, par suite lU e GLl"r(H)(H+) .

5. Si II- est da,ns Ta, W est clans Cso, , donc W e Gro(H) et fl5'o' (T+-) + 0 .

Réciprocluement: supposons cl:ue W e Gro(H) et qu'il existe un ,S dans Oa tel clue

II5(I'I.) + 0 . Ceci montre qu'il existe S' € Qa tel que Izlz' soit dans C's, donc tr'I- est

clans ft .

6. Supposons W dans Gr6(f/), on a montré dans la proposition 9.6. que pour chaclue S

dans iD. le déterminant de I'opérateut prs o trr est donné par le déterminant cl'une s<>us

nra.trice finie de la matrice (Tpù de I'opérateur ? qui a pour graphe tV . Comne II-

est cla.ns Gro(H),la matrice de ? n'a qu'un nombre fini d'éléments matriciaux non nuls.

clonc la matrice de 7 n'a qu'un nombre fini de sous matrices finies inversibles, et pa,r suite

IIs(Il') :0 pour presque tout ,9 dans O .

Réciprocluement: soit W' un élément de Gr(f/) . Supposons ns(W) : 0 sauf pour un

nombre fini de S . Ceci montre que la matrice de 7 n'a qu'un nombre fini d'éléments

nratriciaux non nuls, ceci parce que tous les éléments Too figurent parmi les coordonnées

cle Pliicker(voir démonstration de la proposition 9.6.), et on aW'dans Gre(f/) .

Pour le reste de la démonstration voir [PS] .

10. Lien topologique entre les grassmanniennes de dimension ffnie et infinie.

Dans ce paragraphe on se propose de trouver un lien topologique entre les grassmanniennes

cle dimensions finies et les grassmanniennes de dimensions infinies . Pour cela on prend

la limite inductive des grassmanniennes de dimensions finies de ff- et la grassmannienne

CirolUl définie par

Gro(n) :  uoctGr l ( I / )

clu

Grool [ l :1zkH'û  E f  E  eus<,Gr ,1 : .kH-11

et on construit un homéomorphisme entre elles .
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bT Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Soit l'applica.tion
. t  :  Uo<* Uo<o Grnl :kH-) -- - - -  Gro(H)

c lé f in ie  pa . r  I l roa  nGrn( :k  H- t :  IÀ  avec

La :  us<ncrn1:k H-)  -> Grooln l

qui à E associe Lx(E) : :k H+ & E

Proposit ion 1O.1.lS]

L'application La est une biiection .

Preuve :

Polr montrer que Z1 est bijective il suffit de remarquer que son inverse I1'-r est

l'application :

GroolHl  -+ uo<nGrnlzk H-1

clni à II.. a.ssocie W n zkU- .

Proposit ion 10.2.[S]

L'application Lp est un homéomorphisme .

Preuve :

On va faire la démonstration pour k :0.

Pour montrer que Z6 est un homéomorphisme, il sufrt de montrer que I'image d'une lla,se

topologiclue de U6<,rGrr(H-) est une base topologique de Grfl1f/;.

Lafamille des ensembles {tl n,ntln €IN et E dans Grn(H-)} forrne une base topologique

cle Uo<ncl rn(H-)  avec L\p,nt :  {E '  €Grn(H-) lE '1180:  t0} }  .  Demême, les our , 'er ts

L.a*+p n Gro( H) -- Llu*ep n Gr!1Il1 forment une base topologique de GrO(f/) quancl E

pa,rcotrrt Us<ncrn(If-) (voir [S] ) .

ilIontrons clue Z( Ll(8,,t) -- LTn*+naGrÙ(H) . Soit E un élément de Gr"(If- ) iVlontrons

clrre [.s*,1gnGro(H) C L(LT(E.n)) .  En effet, soit I /1 O E' un éiément de Ua++EnC;r'o(H).

On a {onc l'égalité entre la. dimension virtuelle de ff.. t E' et la dimension virtuelle cle

H+ : E. ce clui se traduit par l'égalité de la dimension de E' a,vec la dimension de E . D<:
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pltrs pr6(ff + û E'): pre(E'): E . Ceci montre que I 'application prn; E' --+ E est un

isonrorphisme donc i'intersection de E' avec l'orthogonal de E est réduite à {0}.cl'oir la

premièr'e inclusion .

\Iontrons rnaintenant I'autre inclusion.

En effet. soit {:È}*.n{ une ba.se orthonormée de f/1 . D'après ce clui précède la projection

prs : E' -----+ E est un isomorphisme . Soit {et}-"<t<-1 uû€ base orthonormée cle .8. clonc

{pr{ t (e ; ) } - "< l<-1 est  une base de E '  .  Posons 4, (e; ) :  prE-L(e; ) -e;  qu i  est  un é lément

cle l'ortlrogonal de E et soit la famille {An}*>-, telle que Ul : :È si Â'e IN et y4: ç1'.

sinon .

n est clair que les éléments de la famille {yo}o e INu{-,,,.......-1} forment ttne base

<.rrtlronormée de ff1 fr E .

S<lit l'opérateur 7 défini cle I/a .|,8 dans son orthogonal, par la donnée cles images cle,s

élérnents de ia base {y6}o e INu{-2,.. . . . . ,- l}  de la façon suivante : T(A*):0 pour À: clans

IN et ?(y6): lh@r) pour k dans {-rz, ,-1}. Montrons que ? est un opérateur cle

Hilbert-Schmidt .

En effet.
l l : - l

( l l r (a*t l l , i i  :  (  I  l l " (ep) l l2 +
k : -n

& : - 1

: ( t llr@1,11127i
lc:-n

Nlontrons maintenant que le graphe de ? coi'ncide avec Ha û E' .

En effet. Ha û E' n'est autre que la fermeture de l'espace engendré par

{=^ ' . .0  f  u ' (e ; ) f r  € IN,- rz  < t  S -1} .

Nlontrons la première inclusion .

Ponr ceia. i l  suff i t  de montrer que uect({zk,e;!rf ,(e;)Â: €IN,-n. ( t  < -1i)est inclus clans

le graphe de 7.

ii=oo

\ -  t t r r  -À ' r t t2  rà
/ L  t t ' t -  t t t  t

À::0

( o o
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En effet. soit
k :n t  j : - L

\ -  r . :k+ f  r r t  e1 * l ,k i ) )
k" r "  i= -n

rrn élément cluelconclue cle t 'ect( {=o.ro * ( '(e;)À, eIN.-tt  ( t  S -t} l  .

A : m  j : - l  k = m .  j = - l  k = m  j = - l

f  . i r . ' t+ I  ^rt  ei*u,(ei)) :(  f  À*tÈ+ I  ^rte;)) f  7( tÀ1:À'* I  ^, t , r , ,
À. :0  j= -n  i i :O j= -n  À :0  j= -n

implique que l 'élément qu'on a pris dans uect({2k,"; * r/ ,(e;)k €IN,-n < i  < -1}) est

a,ussi dans le graphe de T.

Pour montrer I'autre inclusion, il suffit de montrer que le graphe de 7 restreint à

l rc l ( { :À.  e ;k  €IN,  -n  1t  < -1} )est  inc lus dans I / -p  t  E '

En effet. soit

k : m  j = - L  k : m  j = - I

( ! . r*"0 * 
, \_^ikù)+"(à 

À6ze * 
, !-^r, .r , ,

un élément du graphe de ?.

À : r n  j = - 7  k : m  j = - l  k : m  j = - t

( !  Àr. . fr+ I  rr tei))*"(  t  Às:À* I  rr t  e1)):  I  rr ' -- ' ' *  I  ^rte;*r: ' (e;))
À ' = 0  j = - n  È : 0  j = - n  À : 0  i : - n

est clans Ha t Et ce qui achève la démonstration .

Corollaire 10.3.

L'application L esf un homéomorphisme .

Proposit ion 10.4.

La. gra.ssmannierute Gro(H) coïncide avec la grassmannienne clrolHl .

Preuve

La clémonstration de cette proposition découie de ce qui précède .
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11. Groupe général linéaire restreinto homotopie et idéaux de Schatten .

Dans ce paragraphe on précise la généralisation des définitions de la grassmannienne et clu

gronpe général linéaire restreint. cette généralisation est donnée par :

S<,rient H1 et H2 derlx espaces de Hiibert de dimensions infinies séparables . Pour tottt

p2I. on cléfinit I'espace L1,: Lp(Hr,Hz) coûrme étant I'espace des opérateurs linéaires

-l: H1 - Hz tels que

l lal lË : tr(A* Aft

Pour 7r : 1 et Ht : H2, on obtient I'espace des opérateurs nucléaires, et pour P : 2 <trt

o|tient I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Les espaces .to muni de la norme ll ll,

sont cles espaces linéaires complets. Les propriétés principales des idéaux de Schatten soïLt

clonnées par

Proposi t ion 11.1.  [S i ]

Soient Ht. Hz et Hs trcis espaces de Hilbert de dimensions infrnies sépata.bles.

i )  Soient  Ae Lr(Hr ,Hz) ,  B e L(H2)  etC e L(Hr)  a lors leprodui t  BAC estunélément

c le  Lp (H t .Hz )  .

ii) Soient p,Q,r trois entiers naturels tels que i : 
i + i Si A est un élément cle

L, , (Ht .Hz)  et  B est  un éIément  de Lq(Hz,Hs)  a lo ts  BA est  dans L, (Hr ,Ht) .

iii) Les espaces L, vérifrent

L tCLzCLsC. . . . .

et, pour p < q |'espace Lo est dense dans L'espace Lo muni de Ia notme ll llo .

L(H) est I'espace de tous les opérateurs linéaires bornés de H dans I/ .

Preuve:

r.oir [Si]

Soit ff - H++rII- un espace de llilbert séparable, I/t sont des sous espaces cle I/ fermés

er cie ciimension infinie . La cléfinition suivante est une généralisation de la cléfinition clr-r

gïoupe général linéaire restreint .
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Définition LL.2.

Pout' f ottr p éIément de IN*. on définit Ie groupe GL,(H) coïtrne ensemble des opérateurs

-{ r/e Ja {ôrne

s: (  o q)
\ c  d /  H = H * , & H -

/irréaire.s bornés et inversibles. où a: H4 -----+ H-, d.: H- ---+ H-. b: H- '-----+ Ha et

c: Ha -+ H- sont des opéra.teurs linéaires tels queb,c soient des éléments de L2o .

Remarque 1L.3.

1 ) Les gpéra,teurs a et d sont des opérateurs de Fredholm. d'près la clémonstration cle la

proposit ion 1.2. .

2 ) On peut définir une métrique sur G.to par :

Soient -4. l' deux éléments de GL, .

d.(A, A' ) : llo - o'll + lld, - d; ll+ llô - b'llt, + ll, - "'llrr.

ll ll est la. norme d'opérateurs usuelle . Elle est utilisée pour les blocs de la diagonale . Il

r:st clair.clue cette topologie donne au groupe GLo :une structure de groupe cle Lie-Banach

nr<rc le lé  sur  l 'espace de Banaci r  Z(1/+)Ê Lzp(H+,H-)  + L(H-)  + Lro lH- ,H*) .

3 ) La chaine de plongements d'idéaux de Schatten conduit à

otr le groupe G.ts est

GLo c  Gh c . . . . . .  c  GL*

constitué de tous les opérateurs

.t,: ( " 1)
\ c  d  /  n=r* * r -

soient des opérateurs de rang fini. Pour p ( q le groupe GL, esttels <1ue ies blocs b, c

clense clans G.to .

Proposit ion 11.4.

Soit Frecl.(Ha) l'espace des opérateurs de Ftedholm de H1 dans H'r, l'application

r : GLo ----+ Fred(Ha)
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c/1i â un opérateur A associe I'opérateut a est une équivalence d'homotopie '

Preuve :

S<rit B le sous groupe de GL, constitué de tous les élérnents cle la forme

.  / 1  b \' : \o , t) '

B est contractile La projection canonique de GLo sv GLof B est une écluivalence

cl'homotopie cette projection peut s'écrire de la manière suivante

A= lo  
b \  ( " \' f" d)-\")

clonc ClL,,fB est un sous ensemble ouvert de Fred(H+), Lz(H+^f/-). L'application

( " \

\ " ) - o

est a'ssi une équivalence d'homotopie, ceci montre que I'application zr est elle-rnêrne une

écluivalence d'homotopie .

On aura besoin d,'une autre chaine infinie de groupes linéaires cléfinie par

Quelques ues des qrassmanniennes de dimension infinie

GLo  cGLL  cGL2  c . . . . cC ;L *

c>ù GLp est ie groupe de tous les opérateurs .4 linéaires inversibles d'un espace de Hilbert

cie climension infinie séparable tel que A - I € Lo . GLp est muni d'une topologie clonnée

par la métrique
d(A,A ' ) :  l lA  -  A ' l lo

pour tottt A et A' dans GLP .

I1 est clair qve GLe est un groupe de Lie Banach modeié sur Io .

Si -{ est un éiément de GL\p,l'indice de c est nul . 11 existe un opérateur t de rang fiDi

rel clue e : t - o soit un opérateur inversible, et par conséquent pour tout A dans GIf]'

il existe un opérateur g dans GL(H+) tel que aq-r - -I soit dans.Lo . ceci nous pernet

cl'énoncer la définition suivante :
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63 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Définit ion 11.5.

(1, e,st /e sous groupe des opérateurs (J, q) de ClL2, x GL(H'.) tel que a- q soit un é/énrent

de GLp .

(1, est muni cl'une topologie cléfinie par

l l (A,q) l l  : l l  ( l l  + l l  a l l  + l lb l l r r+l l  ' l lzp+l l " -q l l r .

Le groupe G Lp agt, à droite sur le groupe qp . Son action est donnée par

(A ,q ) t :  (A ,q t )

Le quotient ColGL, n'est autre que Ie groupe GLo, et comme I'action clonnée

pr'écéclemment est libre, le groupe (o peut être vu comme un G,Lp-fibré principal sur GL'\,.

Proposit ion 11.6.

Le groupe Cp est contractile .

Preuve

Clette clémonstration est une adaptation de la démonstration dans le cas P : 1 clonnée

clans [PS] .

En effet. considérons le diagrarnme suivant :

L
Co ---------.' GL(H+) x Lr(H)

l,l
JJ

GL', 
o 

, Fred.o(Ha)

<r i r I ( l . q )  :  ( q ,oq - t  - 1 ) ,  h . (A )  :  ae lT (q , t )  : ( 1 - l t ) qe tF rec l . o ( f f - , - ) es t I ' e spa , cec les

opérateurs cle Fhedholm d'indice nul. Les deux applications verticales sont des frbrations

cle filrre le groupe fo des opérateurs A tels que A - I e Lo . Le diagramme précécleut
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de dimension infinie

est t1n cliagramme cartésien i.e Ia fibration de gauche provient de la fibration de droite '

Il est clair clue l'application h est une équivalence d'homotopie' ce clui entraine que I est

elle nrême une écluivalence d'homotopie, et GL!H+) x Lr(H) est contractile (d'aprés le

théorème cle Iiuiper voir [Iiu]) ce clui achève la démonstration .

Il clécoule cle cette proposition que les groupes d'homotopies sont donnés par

rdC;Lor)  Z n; t (GLP).  i  :  1 .2.  " "

et,

n ; (GLe )a r ; (GL (n  C I  ) ,  i <2n

cl'après les travaux de Palais (voir [P]), et donc rs(GLr) - %', r{GLoo):0 et ir2(GLp) =

%, . Le théoréme de Hurewi cz mottte que le groupe H2GLZP %) : %'

on a vu dans le paragraphe 1. que pour n'L < n des entiers naturels, la définition cle Ia

grasslna,nnienne
Gr (m ,n )  :  GL (n 'A  ) lB

se généralise à la dimension infinie par

Gr(H) : GL'"'('H)lB

oir B : Li(H+) x LT(H-) est le stabilisateur de f/1

elle-même généralisee Par
Gro(H) :  GLp(H) lBp

oir Bp est le stabilisateur de .[ir+ . L'analogue cle la défrnition de la grassmannienne donnée

au clébut du paragraphe 1. est donnée par la

Déffnit ion 11.7.

-La gr.assm annienneGro(H) est l'ensemble des sous espacesW c)e H fermés de dimension

infinie tel que

i) La pt'o.iection ofihogonale positive pralw zw ----+ H+ soit un opéra'teut de 'Fleclholm '

ii) La projection orthogonale négative Pr-lw :w --+ H- soit un élément de L2o '

Cette dernière généralisation est
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ces grasssmanniennes sont cles variétés modelées sur les id'éaux de Schatten Lzn' on peut

aussi facilement remarquer que la chaine d'inclusions

GLocGhCClLzC" "

c<:nclttit aux plongements naturels suivants

Gro C Gr1 C Grz C"""  C G' 'n '

avec CJru simplement connexe et dense dans Grn pour p 1 q' et le groupe triangulaire B"

est contractile. La toporogie de Grrest sim'aire à cete de GLo. L"équivalence d'homotopie

GL|=GL,lentraine |éq,,i.',uJ",,ce d,homotopie GroZGro po ttr tous p,q . Ceci est jtrstifié

par le cliagramme suivant :

Be

.I
i
Bq

GL,

Ir l
I

r  GLo

GLelBe

I
GLqlBq

cltrcltrel on déduit que ie seconde groupe d'homotopt::.:t égal à uL' ce qui entraine clue Ie

seconc lg roupedecohomo log iedeGropour tou tpco inc ideavec%, ,Demêmeonpe t r t

voir que les composantes connexes de'Grosont res sous ensembres des éréments de Gro tels

clue les projections orthogonales positi""' oot le même inclice d'e Fredholrn' D',une mzurière

plus générale, tous les résultats énoncés dans les paragraphes précédents pour Gr(H ) sont

vala.bles pour Grp(//) en utilisant presque les mêmes arguments '
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12. Extension centrale de GL,."(H) et fibré déterminant sur la grassmannienne.

Dans cette section, on introduit la notion d'extension centrale de GLr""(H) ef la notion

de fibré en droite déterminant sur la grassmannienne qui sont deux notions très liées. les

éléments des fibres du fibré en droite déterminant sont donnés par I'expression forrnelle :

Àw-a  Aw-a+ t  Aw-a+z  ̂ . . . . . .  :  [ ) ,  u ' ]

oir À e CI et u: {ur;,} une base admissible deW .

En dimension finie, les fibres de ce fibré en droite déterminant sont les espaces det(14 ) :

Ao(tV ) pour tout W dans Gr(H)., et les éléments ae 11k(W) sont donnés par I'expression

À to1  Â  w2  A . . . .  Awp

ot\ À € CI, et {ur;} une base de W . On a déjà vu que la matrice f qui relie deux bases

admissible. {u,;} et {wi} deW est un opérateur a déterminant et

Àtl 's A w1 Aro2 4...  - Àdet(t)ws' A.u,rt A.u,2t A...

donc [À, tr'] est identifié à [Àdet(t),u."], où t : {tti} et u; : lt;iwi' ,

Il est clair que la ftlrne det(W) est un espace vectoriel complexe de dimension un, et I'union

des fibres det(W) potr W dans Gr(I/) est un fibré en droite déterminant . En effet, pour

tout ,S € (D I'ensemble ouvert Lf s est identifié à I'ensemble des graphes des opérateurs cle

Hilbert-Schmidt de -tls dans Hot. Le graphe Wr de I'opérateur 7 aune base admissible

{u ' ; } ,  où
lD i : zQ+ tTps 'o  ( * ) '

PQS

où -ci : q et S: {s-a, s-l{l: s-d+zt....}, et la partie de det au dessus de Us est identifiée

àC I  x [ / spa r
Q,,Wr)  eE xUs < ' - - - - -+ l \ ,w le  det

où u' est donnée par (*) .

les fonctions de transition entre les trivialisations locales sont données par :

Soit lrl'r le graphe de I'opérateur ? z Hs - I/$ . Supposons qteWT appartient à UsnU.s,.

Il existe Tt : Hs, - Hg,un autre opérateur de Hilbert-Schmidt tel que Wr - Wr,.

D'après les paragraphes précédents T' : (c+ dT)(a -l b?)-l où

o: (2 
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est la matrice qui relie S et ,S' .Donc

Q9 IA r )€A  xUs - - -+ (À ' ,Wy ' )  e  C I  xL l s ,

< r i r , \ ' :À r l e t (a+bT)  es tune fonc t i onana ly t i queen(À .7 )  e tonob t i en tun f i b réendro i te
déterminant holomorphe.

La grassmannienne Gr(H) est l'espace homogène de I'action du groupe GLr""(H ) . Il est
naturel de chercher une action qui couvre cette dernière et qui agit sur le fibré en droite
déterminant. En dimension finie le groupe linéaire GL"(C ) agit sur la grassmannienne
Grt(CI ') et sur le fibré en droite déterminant associé, cette action est décrite par

Soient A un élément de GL"(A ) et to1 ̂ .... A trrc un élément de det(W),, I'action de I sur
tor Â...Â to6 est donnée par I'expression Atol 4..... A Awp qut est un élément de det(lll-) .

En climension infinie, le groupe qui correspond à GL"(CI ) et clui agit sur Gr(f/) n'est
pas le groupe général linéaire GL(H) entier, mais ie sous groupe GL,""(H ) d'où la ter
minologie groupe général linéaire restreint . L'action de ce sous groupe sur Gr(fI) n'est
pas automatiquement induite sv det corrme en dimension finie, ceci est dri au fait clue
i'image d'une base admissible d'un élément W de la grassmannienne par un élément I de
GLr"r(H) n'est pas toujours une base admissible de AW . Pour remédier à ce problème
on fait appel à la notion d'extension centrale de groupes plus exactement à. une extension
centrale de GLr""(H) dont I'action sr det couvre I'action de GL,""(H) sur Gr(f/).

Rappelons donc quelques généralités utiles pour la suite.

Soit G un groupe topologique, et soit K -+ G ----- G une suite exacte .

Définit ion 12.1.

ê est dit extension centrale de G, si et seuJement sj le centrc de G contient K et Ie groupe
c1uotient G lt< est isomorphe à G.

On rappelle aussi Ia définition d'une représentation unitaire projective d'un groupe G.

Définit ion L2,2.

U est dite représentation unitaire projective du groupe G si pour tout g da,ns G.I'opéra.tetu'
unitajre LI(g): H ---+ H vefifre

Lr G)U (g'  )  -  C (s,s'  )LT (gg' )

pour tout g et gt dans G, et où C(g,g') est un nombre complexe de module un .
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LafonctionC:G xG_- CI est appelée cocycle delareprésentation '

Pourobteni runeextensioncentra ledeGL,"" (H) ,oncommenced'abordparexhiberune
extension K--- -+e-GL?", (H)

clelacomposanteconnexedel , ident i têdeGL,",(H)par leSousgroupeKdesopérateurs

I: H+ ---+ H+

adéterminantetquisont invg1{blgl .LesousgroupeKestmunidelatopologiedéf in ie
oar la noûne rru,â*'"ô;-; déjà défini dans le paragraphe 11" le goupe (p pour un 'p

qrr.l.orrqtte' Pour P: L

(, :  {(o, ù € GL,""(r{) * GL(HIla - q €rr(fr)} '

La composante col}nexe de l,identirê GLo,""(fI) est le sous groupe de GL,",(I/) des

opérateurs / a b\
, :  

\ ,  d )

te lque lnd (a )=0 . I l ex i s teunopéra teu r tde rang f i ' n i t e lqueQ:a* - f so i t r rnopéra teu r
inversibre . ceci Lootr" que ie ,o,r, grorrpe (1 est 

"";;;;";tion 
d" GL,'""1H) et on a la

fibration suivante
K --- Ct - GLor"r(H)

cette dernière fibration génère une suite exacte l0ngue de groupes d'homotopies donnée

o-*- 
r*(K) , ,r,'((.r) - 

T:(9L,'"'(H)) --zr'(K)"" 
- otK) - rr((r) -

n 1 ( G Lo, 
" "( 

H )) - "; [,à'i'-* "o 
( (o) --.'. 

- 
r s (G L9"' 

" 
( H ) )

et comme (1 est contractile on a

Q ----+ rn(GLo,",(fl)) - n'-{K) ----+ 0

ce qui entraine
r ;1GLor",(H)) = zr;-1 (K)'

Dans le paragraphe précédent on a donné 'n certain nombre de propriétés du groupe (n

qui restent valable pot, 1" gro99-: (1 tellg-qu." par. exemple le fait ql" (t n'est pas un

sous sroup" toporogi qut-.Gi',:(fli GL@;\""t (t ;;J a" tu iopologie induite par Ie

plongement d"rJî;;l'application qui i ta,g1, associe (A'a- q) a une stmctttre cle
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69 euelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infirue

groupe de Lie Banach . Cette dernière propriété découle du fait gue (r est un ouvert de
"Ct,ir(n) 

x LJH). Notre but est d'obtenir une extension centrale de GL0r""(f/) par CI *.

à lrartir d" (, . Pour cela on utilise I'homomorphisme déterminant det: -h ------ Cl * . Cette

extensiol est tout simplement ÇlN où N est le noyau de I'homomophisme det. et on a' la

fibration suivante

C * = KIN - et lN --- GL0,",1H1.

En fait, on cherche à

GL,"r(H) qui s'ecrit
avoir une extension centrale de GLr"r(H). Soit a un é]ément cle

/  o  b \

" -  \  "  
,1 )

suivant la polarisation I/ -- H+ @ H-, tel que I'indice de c soit égat à un . Le sous groupe

de GLr."(f/) engendré par a est identifré à %, et GLr""(H) est un produit semi-direct cle

%, avec la composante connexe GL\r""(H), et I'action de a sur GLor"r(H) est donnée par

I'applicati ot A ---> oAo-1 . ce produit semi-direct est définie par

(n, A) (n' ,  A') -- (n * n' ,  Aon A' o-n1.

on clroisit o unitaire, par exempre o(zk) - -k+r pour tout fr dans T' . L'attomorphis're

cle GIfu,(II) dans C.ior"r@) qui à A asroci" oAo-L est couvert par I'endomorphisme â

.1" (r dans (r qui à (A,q) associe (oAo-L,qo) où

(  oqo- '  sur  o(H+)
n": t r  sur rr+oo(H+) '

L,extension centrale CtÀn du groupe GLr"r(H) tout entier est donnée par le produit

semi-direct suivant

ct]çu1 - nxcrÇ1n1

oir l'action de T, s,r GLIr"r(H\ est définie par i'action du générateur o .

Théorème 12.3.[PS]

L'action de GL,"r(l/) sur Gr(H) est couvert pat wte action cle GLÀff) sur |e frbté ett

droite déterminant .
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70 Quelques propriétés topologiques des grassmanniennes de dimension infinie

Preuve

Considérons au départ la composante connexe CJro : GLj,"r(H)(H+) constituée cles es-

paces l.tr'cle C;r(H) de dimension virtuelle nulle. une base admissible de I'I'' est un isomor-

1>hisme
w ; H_ -_____+ Il,

telle clue 
u4 | Hq ' H+

soit un opérateur à déterminant . On a vu que le sous groupe (1 est I'ensemble des paires

(l, q) tel que aq-r soit un opérateur a déterminant et où

On cléfinit une action de (1 sur I'ensemble des bases admissibles par

(A,  q) . ,  -  Arq- '  .

Il est clair que (Arq-')+ : au+g-L + bw-q-r est un opérateur à déterminant ce clui

montre que cette action est bien définie, et par suite I'action du sous groupe (1 sur riet est

cléfinie de la façon suivante
( ,4 ,  s ) . [À ,  t r ]  :  [À .  (A .q ) . ] .

Le sous groupe lf  de (1 des paires (1,g) tet cpe det(q):1agit d'une manière tr iviale sttt '

d.et Cette action nous donne une action de (1/N sur r/et, où (r/l/ est Ia composante

connexe cle I'identi té de GLÀn) .

Pour faire agft GLçf,1l) sur la partie de d,et au dessus de Grd sous ensemble de Gr(f/) cles

I4' de dimension virtuelle d, on définit l'automorphisme â pour couvrir I'automorphisme

I ------+ oAo-r de GL\r""(f/) ori I'application o i H ---+ f/ est donnée par ia multiplica-

tion par : . L'action de â élément de GLÇ(//) sur detlGrd est donnée par l'action cle

o-dîdîod, ot) a : d.et ---+ d,et est' définie par

r[À,u. ' ]  - 
[À,ott ' ] .

^
Conrme Ctr""@) est le produit semi-direct de GLÇ1H) par le sous groupe cycliclue

engendré pil o, on a donc une action de GLr"r(I/) sur det .

o:(î D

70



DEUXIEME PAR,TIE

GRASSMANNIENNES . GROUPES DE LACETS

ET

OPERATEURS VERTEX

77



72 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

Introduction.

Dans la deuxième partie on n'étudie pas réellement les grassmanniennes, mais des appli-

cations de cette théorie, ainsi que le lien des groupes de lacets au groupe général linéaire

restreint avec les grassmanniennes . On s'intéresse ici à I'utilisation des grassmanniennes

dans la résolution de certaines équations non linéaires telles que l'équation KP, l'équation

KdV, et des réductions de l'équation KP et ... Mikio Sato et Yasuko Sato ont utilisé le

plongement et les coordonnées de Plûcker pour construire des solutions de l'équation IiP.

en transforma.nt une équation non linéaire en un système infini d'équations linéaires. Le

principe de cette transformation est fondé sur I'interprétation du système KP non linéaire

cltrand il est écrit sous forme d'identité de Hirota en disant que l'élément W de la gra,ss-

nranienne Gr(H) appartient à l'orbite du vecteur vacuum de I'espace de Fock sous I'action

de I'extension centrale GLru"(H) du groupe général linéaire restreint . Ceci se traduit par

un système linéaire de coordonnées de Plûcker de W . Ces relations donnent les écluations

cle la hiérarchie KP. L'action de I'extension centrale GLI"@) est utilisée pour construire

d'autre solutions de la hiérarchie KP . Pour plus de détails voir [M]. L'introduction des

opérateurs vertex permet de donner les solutions de la heirarchie KP explicitement. Ces

opérateurs agissent sur ce qu'on appelle la fonction tau introduite par l'école de l{3roto

voi r  [SS]  et  [DJKM] .  Cet te fonct ionest l iéeauxélémentsdelagrassmannienne Gr(H) .

On étudie ici l'équivalent de I'action de l'opérateur vertex, qui agit sur les éléments de la

grassmannienne .

Dans le premier paragraphe on donae des généralités sur les groupes de Lie de dimen-

sion infinie . On rappelle au départ quelques propriétés du groupe de Lie C(X, G) des

applications continues de I'espace compact X dans le groupe de Lie G de dimension finie,

C(X, G) est muni de la topologie de la convergence uniforme . On précise aussi Ia structure

différentiable de ce groupe et par suite sa structure de groupe de Lie . On s'intéresse aussi

au groupe C'"(St,G) des applications différentiables, appelé groupe des lacets dans G,

est noté -tG . Les ouverts de I'atlas associé à LG sont déffnis de Ia même manière que

les ouverts de I'atlas associé à C(X,G), LG est muni de la topologie de la convergence

uniforme des fonctions et de leurs dérivees partielles de tout ordre . Cette topologie donne

à LG lne structure d'espace topologique séparable métrisable complet, et non pas une

structure d'espace de Banach . L'espace C*(X,G), pour X compact. est un groupe d.e Lie
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73 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

cle dimension infinie dont I'algèbre de Lie associée est I'espaceC*(X,g) où g est i'algèbre

de Lie associée à G. On exhibe aussi dans ce paragraphe quelques sous groupes cle LG.

tels que le sous groupe LonG des lacets analytiques-réels. le sous groupe LrotG des lacets

rationnels et le sous groupe LootG des lacets polynômiaux .

Dans le paragraphe 2, on travaille avec I'espace de Hilbert p(nl - Lz(S',CI n). Soit

L"i lGLn(CI ) le groupe des lacets continus de ^91 dans CJZ,,(O ). I""tGL"(Cl )agit sur

.,g(n) par multiplication d'opérateurs, c'est à dire si 7 est une fonction de,Sl dans GZ*(0' ).

l'opérateur Mt correspondant à cette action est défini pat IUI^,f :1f :2 è t(:).f(:) .

Les opératevrs M, commutent avec l'opérateut Mr, opérateur de multiplication par la

fonction scalaire z : eiî, mats L""tGLr(C ) n'est pas I'ensemble de tous les éléments cle

GLlp{"t ) qui commutent avec I'opérateur fuIr. Un théorème dû à Pressley-Segal dans [PS]

clont on reprend la démonstration nous donne I'ensemble des opérateurs de GL(H(') ) cpri

cornmutent avec M", et qui est L*"o"GLn(0 ) groupe des applications bornées mesuralrles

cle ,91 dans GZ,(CI ) . On donne aussi une démonstration de la proposition 2.3 dans le cas

de n quelconque, du à Segal-Wilson [SW] dans le cas n:'L et qui nous donne f inclusion cles

lacets continuement différentiables dans le groupe général l-inéaire restreint GL,"9(H(") ) .

Ceci no:rs donne le lien entre le groupe des lacets LG et le groupe général linéaire restreint

GLr " r (H ( " | )  .

On nunit GLr""(H@); de la topologie définie par la norme suivante:

Soit I un opérateur de f/(") dans ff(") borné

l la l l r :  l lAl l  + l l lA, / l l l2.

",\ ll ll est la nortne d'opérateurs et ll ll2 est la norme de Hilbert-Schmidt .

La topologie de LGL,(CI ) induite par GL,",(Ht"l; est donnée par

Soit 7 : t 11rzk we fonction sur.91, à valeurs matricielles; alors la norme de Hilbert-

Sclrnridt du cornmutateur llu\,Jl est donnée par

l lT l lz,;  :  { t  lk l  l l 'vr l l ' }â.

Ceci prouve que Ie groupe des lacets LGLr(C ) n'est pas un sous groupe topologique cie

GLr r " (H ( ' l )  .
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T4 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

Soit ,4 I'algèbre de Banach des fonctions 7 sur ,Sl mesurables, et à valeurs matricielles

telles clue

l l 'vl l  : l lzl l"" * l lzl lz,r < oo

(otr l l  l l . .  est la norme de L* ). Le groupe GL"(A) noté LtGL"(CI )est un sous grorlpe

cle Lie Banach" ceci nous permet de dire que Z1GL"(CI ) est le sous Sroupe de CiL,rr(H{"' l

cles éléments qui commutent avec I'opérateur de multiplication :1./= .

Dans le paragraphe 3, on introduit les modèles grassmanniens du sous groupe Q[/r, des

lace tsT te l squeT(1 ) :1 .  Onadé jàvuques iTes t  un lace t  dansGL" (0  )  con t i nuemen t

différentiable, I'opérateur de multiplication M, est un élément de GLr""(H@11, donc le

groupe LGL^(A ) aglt sur la grassmannienne. L'ensemble des éléments de la grassmanni-

enne Cir(Htz)) qui représentent les modèles grassmanniens des groupes de lacets est clonné

par Gr(') sous ensemble fermé de GrlH@)) d"s sous espaces lV tels que :I4' C I'I-. On

rappelle aussi le théorème 3.2, où Pressley et Segal montrent dans [PS] que le sous groupe

trrritaire LtLTn de Ur"" agit transitivement sur Gr(') . Ils montrent aussi que le stabilisa-

teur de -icl-u est le groupe [/r, des lacets constants, ce qui permet d'écrire QtLin : L+LtnlL:u

et de l'iclentifier à Ia grassmannienne gr@) . La proposition 3.4, nous donne les moclèles

grassmanniens des gtoupes de lacets .

Dans le paragraphe 4, on donne la définition d'un opératerrr pseudo-différentiel. d'une

fonction cl'onde et son adjoint. d'une fonction tau, de I'identité bilinéaire qui permet cle

définir la fonction tau et l'opérateur vertexn ces définitions sont données d'une manière

formelle. on cite aussi quelques exemples concernant le calcul du produit de deux opérateurs

pseuclo-différentiels, ce produit est donné par la règle de Leibnitz . On introduit a,ussi

clans ce paragraphe la hiérarchie KP, et on donne le théorème fondamental (théorème et

définition 4.3) qui donne cette hiérarchie et la définition de la fonction tau, les fonctions

cl'ondes, des opérateurs d'ondes et de I'identité bilinéaire . A la fin de ce paragraphe.

on clonne un théorème énoncé et démontré par M.Sato et Y.Sato dans [SS] qui donne les

fonctions d'ondes en fonction de tau '

Dans le paragraphe 5. on introduit I'algébre de Clifford A(LI ) de I'espace vectoriei tr défini

comme somme directe de deu-x espaces V etV* de dimension infinie, avec l'' : Ora %,,t ,'.i

er I'* : Or. T,A ,hi . Cette algébre dite de Clifford est définie comme quotient cle
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l'algèbre non commutative libre sur U pax les relations

Iro1,u2]a 
- (to1ltr2 )

oir [...]-.,. est I'anticommutateur défini par [tr'1 ,uz]+ :1.0rrtt2 *tcr2'ur1,le produit syrnétriclue

( .1. )est  déf in i  Par
?[nlû*) = ?li ld'L ) : o

et

?b"l 'hh):6*,n'

L'espace U est décomposable en Ll : U"r@Uon oùLlo, est le sous espace annhilation cléfini

par
(Jon:@O ûnûoA V' ;

n10 n20

et LI* est le sous espace création défini par

Lr",:@o {"e@a rbi,
n ) 0  n ( 0

Clomme espace vectoriel, I'algébre de Clifford A(U) est isomorphe à I'espace

A-[/ : @ nifr.
j >0

Ceci nous permet de définir I'espace de Fock fermionique F : F(LTor g [/"r) par

F : A(U)|A(U)U""

oir A(LI)LIan est un idéal à gauche de A(U). Le vecteur vacuum parfait est donné par

luac 2- I mod A(LI)U"".

De la même manière, on définit I'espace de Fock dual par

F* :  A(U)|U",A(U)

et le vectetr vacuum dual est égal à 1 modulo LTc,A(Lr). Une base de F est donnée par

les rtecteurs

4' i, " "'l ' i "thi r " "'l 'i,lu ac )
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76 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

où.ir > .. . .) j" > 0 > fr ) . . . .  ) i . .  Une base de I 'espace de Fock dual F* est donnée par

Ies r:ecteurs

1 u aclt l ' i  r . . . . . ,1' i ,4'  ir . . . . .  1' i  "

otr i1 > .... ) i, > 0 > jr > ... ) j, . Une identification naturelle de F* à F est clomée

par  

I  uac l t / ' i " . . . . . ,1 ' i r , l ' î , . . . . ' l ' î ,  * - -  \ ' i r " "4 ' ; , ' l 'Tr " " r l ' i  luac )

L'espa.ce -F* n'est pas le dual de tr' . L'identification précédente de .F à Il*, avec un procluit

hermitien sur tr' nous permet d'obtenir le dual de F comme une complétion de F*. Quancl

F est muni du produit hermitien ( .1. > tel que la base de F donnée précédemment soit

orthonormée, on obtient ( proposition 5.2.1) (rbt). : rl'i.

Dans le paragraphe 6, on introduit le produit extérieur infini pour faire le lien a,rrec les

espa.ces cle Fock fermioniques . On définit un autre espace Z comme espace vectoriel

engendré par le produit extérieur infini des éléments de I/ suivants

rbt A4,u Atba...... ( i i  >  i i+ t )

pour lesquels il existe un entier d tel que in : -n * d pour ?? assez grand . L'espace z est

isomorphe à F. cet isomorphisme est donné par

luac >r------ d'-r A th-z A {'-l A ....

( ' j r . . . . { ' j "  v ' î r . . . . . rb î , luac>*-- - - -  ( -1) t t+" '+n '* ' ,hr r^ . . . .  ^  'b i "  Ad ' - r  A " 'û ,  n  " " 'n t t  n  " "

On cléfinit un autre espace vectoriel tr's utile dans la suite . Fo est un sous espace vectoreil

cle F. défini à partir de la base de F donnée précédemment en prenant r : s et

Fo : u ect(rb ir. . . .rb i ,rhir.. . .rhi, lu ac ) )

Le sous espace tr'o est isomorphe à I'espace .t6 engendré par les produits extérieurs infinis

snirrants
t / l ; ,  AthU A ' l '1 ,4 . . . .

où i; ) ii11 et in : -n pour n assez grand . On utilise le même procédé pour cléfinir

l'espace duat.Flf . L'application qui donne I'identification de .Fd à fb donnée précédemment

devient

... .rhi,  A ?l ' j ,  A ,h jo - tht-, Ai l : ;-,  A d,l-,  A .. . .  (*)
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TT Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

otr i-1 ) i-z ) . . .  et les indices j6 sont les indices qui ne sont pas dans{i-1 , i-z, i-t  . . .}

Dans ce même paragraphe. on introduit une autre manière cl'indexer les vecteurs cle flr:

So i t 5 l . ensemb ledessu i t es f i n i esd ' en t i e r sÀ rà )z> . . . >
,::nsernble paramétrise la base de tr'o donnée précédemment. La suite vide est associée arr

\-ecterlr l lcc ), la part i t ion l-:  ()r, . . . . . ,À7r) est associée au lrcteur

fv  :  thxr- r  Atbxr-z  A. , - .

Les partitions Y sont représentées par les diagrammes de Young . On donne aussi da,ns ce

paragraphe la fermeture Fo de I'o formellement, comme espace des séries formelles

4r'fr,'

oir les d), sont des nombres complexes . L'espace4 définit de la. même façon la fermeture

de l'espace -Fif . Fg- est I'espace dual de .Fo pour le produit < .1. > . A la fin de ce

paragraphe on introduit les opérateurs shift sur fi définis par

Ln:D, rbuArb i+n:
i

Ces opérateurs nous permettent dtintroduire dans la suite la. correspondance Boson-

Fermion. on cite aussi quelques propriétés cle ces opérateurs dont on propose cles

r-lémonstrations, telles que pa.r exemple l'adjoint de Â,, est égal à Â-",. et le crochet

[Â", À'"] : Tl6m1.n-

On alra. besoin aussi de certaines représentations de groupes et d'aigèbres de Lie :

Soit A e End(V), on définit B(A) Par

R(A)rh;, tt thu A ... - Atha A Atb;, A ...,

.R est une représentation du groupe de Lie des éléments inversibles cle End(V).

LTne représentation d'algèbres de Lie de End,(V ) est donnée par

r (A)ùa t r th ; ,  A . . . :  A tbû  A ' r l ' ; ,  Â . . .

I thi, A Arf';, A ...

I
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78 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex '

la rela.tion entre ces deux représentations est donnée par la proposition 6.5.1. l'étude cle

l'exemple 6.5.2, nous perrnet d'écrire r(C^) - /t,,, or) I'opérateur C,., est défini pâ'r C'nu'; :

t - ' ; - 11  Ê t

e r :p( !  t ;L; )  -  e:up( l t r1C;))
i > 0  i > 0

: .R(e.up(Lrtc't)).
i > 0

C'es notions sont introduites est de pouvoir établir dans le paragraphe 7. de la correspon-

clance Boson-Fermion définie corrme suite :

Soit I la suite infinie de variables :

t  :  ( r r t z rh , . . . . )

Soit Cl [t] I'ensemble des polynômes en ces variables, la correspondance Boson-Fermion

esr un isomorphisme linéaire entre CI [f] et Fs, autrement dit, CI [f] est l'espace cle Focli

ltçsoniclue correspondant à f'o. Soii o un vecteur de .F6, cette correspondance est clonnée

par l'isomorphisme

F: Fs ----- CI [t]

avec

F(u)(, t)  -1uacl(erp(Df,;À;)u) )  .
t > 0

et son opérateur puli-back est donné par

f :  End(A [t]) - End(Fn).

On cléfinit aussi les polynômes de Schur élémentaires ̂ 9 par

'Yruru): 
t ,is;1t1

"*" ïr, i>o

et les polynômes de Schur généralisés associés à Y sont définis par

Sr. ( t  ) :  det[(51,+i-r ( t  ) ), ; , i ] .

Da.ns la proposition 7.1, on redémontre la formule

.F(fv) : ^9y,
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clui clonne le polynôme de Schur généralisé comme irnage de f1' par la correspondance

Boson-Fermion .

Comme fermeture formelle de l'espace 0 [f], on prend l'espace CI tl/]] engenclré par les

sér'ies suivantes

oir les (r1: sstrl des nombres complexes.

Dans le paragraphe 8, on étudie les fonctions tau définis d'une manière formelle comnre

suit :

Soit CI [[1r,, p-t]][[f]] I'ensemble des séries formelles

t
v€,s

av(tr)Sy

oir
*oo

Q,, :  D OOP,
' i=-rx

est une série formelle et .9y est le polynôme de Schur.

Soient rnaintenant les opérateurs suivants

X:0 [[t] l  ----- 'CI [[p,/r- '] l [[t] l

x:CI t t t l l  -CI [ [p, , / , - ' l ] l l f l l
définis par 

oo

X(t, p,)P(t l  -- ,*p(D,t;1.r i1eft - [p-t])

: o o < ^

: 
"* 

p(\ t ; 1"ri ) enp(\ - 
| r- 

t 
{ I e ttl

l l x o t i

et 
oo

*'ft, tt)p(t) : etp(D-top')P(t + [p-t]t

: æ r ^

: "'p(I -t;pi)erp,D ir-'fttntl
1 1

t
YES

aySr ' '
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o i r  [ r ' l  =  ( . x .  * ' , * ' " ' l '

Les fonctions tau sont les séries cre CI [p]] qui vérifient 'identité rr'inéaire suivante

r  . . . : - , , ,  t - t t t \ ) -  -  I  - , ,  - l : - r ) r ( t '  *  [ : -11 )e . rp ( f  t t ,

f  x{ t . : ) r ( t )x( t ' ' : ) r ( t '  )d '  -  
f  " r -  

[ ' - ' ; r ( t '  *  [ : -11)e ' rp(Ët t '  
-  t ' ; ) : i )c l :

J

-0  v  t ' t t '

on clonne clueiques propriétés cle ces opérateurs et des fonctions tau' clont on propose cies

clémonstrations . A 'a fin de ce p*ugru,pne on donne un corroliaire (cororlaire 8'4) c*ri

n ]ont reqt re iepolynômed'eSchurgénéra l iséf ( f r ' )estunefonct iontau.

Dans lepa rag rapheg ,oné tud ie lesopéra teu rsve r texdans lesespacesdeFbck .Dans

l.espacecleFockbosoniquel,opérateu,.,,", t"*estdéfinidelafaçonsuivante:

Soit CI llt,, t'-', À' )-1]][[t]] I'ensemble d'es séries formelles

\- 4.,,(rr, À)Sr'.
L
l '€s

'lo
t-

av(p .  À)  :  ,  
l ' i , i  P ' ^ l

i , i=-æ

est une série formelle et '91' est le polynôme de Schur'

L'opérateur vertex x : o [[tl] -- o [[p' p-t '^'À-t]ltttll est déflni par

X(r, p, ))P(t) -- 
"*p(it ;(t ' i  

- Ài))P(t + [À-' l  - [r '- t l)

À :  .  - i . l9 lp t r
- ,*P(l1ti - ^-'\'i ot;.'

I

otr P(t) est un élément de CI [[tll '

L"expression de I'opérateur vertex dans I'espace de

proposit ion 9'2'1'
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81 Grassma.nnienn€sr groupes de lacets et opérateurs vertex .

Dans le paragraphe 10, qui est un paxagraphe de synthèse, on étudie le lien entre les

élénrents cle la grassmannienne Grn,les fonctions d'ondes et la fonction tau, ce lien a été

étrrclié par Jean Fastré dans [F] et Pierre van Moerbeke clans [V*] . Pius exactement or]

s'irrtéresse ici à l'équivaient de I'opérateur vertex qui agit sur les éléments cle la grassmal)-

lierrle . L'écriture de cet opérateur dans I'espace de Fock fermionique donne la r'éponse

à ce problème, mais les expressions de l'équivalent de cette action sur les lacets et sur les

éléments de Gr" quand ils sont écrits en termes de fonctions d'ondes, reste un problème

ouvert.
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82 Grassma.nniênn€sr groupes de lacets et opérateurs vertex .

1. Groupes de lacets .

tin groupe de Lie de dimension infinie, est un groupe f clui a une structure de variété

clifférentiable de dimension infinie, tel que I'application produit I x f ----+ | et I'application

imrerse f -+ | soient différentiables . L'espace tangent au point I'identité. est une algèbre

cle Lie dont le crochet de Lie est défini en identifiant les vecteurs tangents au point l'identité

a,ux champs de vecteurs invariants à gauche . Si pour tout élément ( de cette algébre cle

Lie, ii existe un et un seul groupe à un-paramètre 1 : IR---+ | tel que ltQ) - { alors

I'application exponentielle est bien définie, c'est le cas de tous les exemples classiques.

L'exernple le plus simple des groupes de Lie de dimension infinie, est celui du groupe

C(X^G) des applications continues de I'espace compact X dans le groupe de Lie G de

clinrension firne. C (X,G) est muni de Ia topologie de la convergence unifonne. Si LT est

un voisinage ouvert de I'identité da^ns G, homéomorphe à un ouvert Û de I'algèbre de Lie g

de G, aIorc l,{ : C(X, U) est un voisinage ouvert de l'identité de C(X, G) homéomorphe à

I'ensemble ouvert C(X , U) de l'espace de Banach C(X ,ù . Si / est un élément de C(.]f, G ).

aLorcl,l1 : tl.T est un voisinage de / homéomorphe àC(X,Û). Les ensemblesl'ly forment un

atlas. qui donne àC(X,G) une structure de variété différentiable et par suite une structure

cle groupe de Lie . On s'intéresse au groupe de Lie C*(51, G) groupe des applications

clifférentiables, appelé groupe des iacets dans G, il est noté .LG . L'atlas {t/1} associé à

C*(Sr,G) est défini de la même manière que I'atlas associé àC(I,G) . On trouve cltte

I'ensemble C*(XrTJ) est un ouvert de l'espace vectoriel E: C*(X,g) des applications

clifférentiables de X dans g.Latopologie deC*(X,G) est définie en prenant les ensembles

l,/1 comme des ouverts homéomorphes à I'ouvert C*(X, Û; a" E. La topologie de -E est la

topologie de la convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées partielles de tout

ordre . Cette topologie donne à -E une structure d'espace topologique séparable métrisable

complet. et non pa,si une structure dtespace de Banach. Quand X : Sl la convergence cles

suites i.f*) dans E vers / signifie q"" 1S#) converge uniformement vers $ff porr, ,ont

r?. I1 est facile de voir que C-(X, G) est un groupe de Lie de dimension infinie, et que

C-(f.9) est I'algébre de Lie de C-(X, G), I'application exponentielle

erp :  C* (X,g)  -  C* (X,G)

est Lrn homéomorphisme local au voisinage de l'identité.
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parmi les sous groupes de LG, on trouve le sous groupe LonG des lacets analytiques-réels

clont l'étude ne présente pas trop de difficultés . Si on suppose CJ plongé dans fln le sous

grorpe cles matrices unitaires " un lacet 7 de LonG est développable en séries cle Fourier

y ( z ) :  Ë  
^ t * zk

È=-co

clonc un lacet analytique-réel, est un lacet développable en série de Fourier qui conrcrge

dans une couronne , < ltl 1r-1 avec r ( 1, i.e tel que lll*r-ftlll soit bornée pour tout À:

et un certain r 1 I. La topologie naturelle de LonG est considérée comme iimite clirecte

cles groupes de Lie Banach Lon,rG constitué de fonctions holomorphes dans r < l:l S ,'-t.

Le groupe Lon,rG est muni de la topologie de la convergence uniforme et il est facile de

voir que LonG est un groupe de Lie dont I'algébre de Lie est I'espace Long.On s'intéresse

aussi au sous group e LrolG des lacets rationels i.e ies lacets tels que. considérés comme

fonctions à valeurs matricielles ils s'écrivent sous forme de quotient de polynômes de : clui

n'ont pas de pôles sur lzl:7 ' De plus L'otG est dense dans 'DG '

L,otG est le sous groupe des lacets polynômiaux, c'est à dire le sous groupe des séries cle

Laurent en : et z-1 finies . On peut aussi dire qrrc LootG est I'union des sous ensembles

Lpot.xG cles lacets lG) -D1,r=r, tels que 7l:0 quand lfr l  > l f  '  Les sous ensembles

Lpot.rG sont compacts, et LpotG muni de la topolgie timite directe est un groupe cle Lie

dont l'algébre de Lie est I'espace vectoriel Lporg des séries

N

t €t'k
È = - N

oir les (s sont dans le complexifié 96 de I'algébre de Lie I avec €-r : 6' L'espace

rrectoriel Lpotg est limite d.irecte des sous espaces Lpor,Ng de dimensions finies . Cet espace

est muni de la topologie limite directe.

11 n'y a. pas d'application exponentielle enfte Lpotg et le groupe de Lie LpotG parce qu en

général I'exponentielle d'une série finie, n'est pas une série finie. Le groupe LrotG a' potlr

complexifié LootG, constitué des lacets dans G6 donnés par les polynômes de Laurent

i(:): D^tork ainsi que leurs inverses. ( dans le cas LrotG on n'a pas besoin de préciser

clue l'inverse d'un lacet polynômial est polynômial' parce que pour I e LG on a 7-l : J* )'

de lacets et opérateurs vertex .
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Si G: fln alors Lo4Gg coïncide avec GL(E 1z.z-tl). En général. si G est un grotlpe

a.lgé1rric1ue a,lots LootGg est I'espace des points de G à valeurs dans CI [r, t-tl dans le sens

cle la géométrie algébrique. Dans certain cas LrotG est dense dans -LG mais pas toujours.

(pa.r exempie pour G : T or) 7 est le tore).

2. Lien entre le groupe LGL^$) ) et le groupe général linéaire restreint.

Dzrns ce paragraphe on travaille avec I'espace de Hilbert I/(") : L2(^91.CI n). Soit

L""tGLn(A )le groupe des lacets continus de,91 dans GLn(CI ) .  L""tGLn(CI )agit sur

I'espace de Hilbert g@) par multiplication d'opérateurs, c'est à dire si 7 est une fonction

de .91 dans G,[,,(CI ), I'opérateur M, W.u correspond à cette action est défini de.F/(") dans

g(n) par Mrf : lf . De plus la norme de I'opératerr IvI, est donnée pat llfll." . Il en

clécoule que l'application 1 ++ h[l plonge le groupe de Lie Banach L""tGLn(CI ) comrne

sous groupe fermé (*r-i de la topologie induite) dans le groupe de Lie Banach GLlHtnt l

cles opérateurs bornés inversibles dans g@). On rappelle clue ClLlgt^l ) muni de la norme

cl'opérateurs est un ouvert cle I'algèbre de Banach B(H(n); des opérateurs bornés clans

H ( n l .

Les opérateurs M., commutent avec I'opérateur M", opérateur de multiplication par la

fonction scalaire z: ei| . Mais L"rtGLn(6 ) n'est pas I'ensemble de tous les éléments cle

GL1I[t"t ) qui commutent avec I'opératevr M" .

Théorème 2.L.[PS]

L'elsemble des opérateurs de GL(H{n)) qui commutent avec I'opérateur LI, est égal att

groupe L^"o"GLn(0 ) des applications bornées mesurables de sl dans GL"(a, ).

On rappelle que 7 est borné si et seulement si llf(d)ll et ll7(d)-r ll sont bornées sauf sur un

ensemble négligeable .

Preuve [P.S]

Soit J un élément de GL(H@)) qui commute avec IVI", et soit 7; 
- Act où c. est Ie

ième vecteur de la base canonique de 0 ' . Il est clair clue les 1; sont cles éiéments cle

lT(n). et les c; sont considérés comme des fonctions constantes de g(nl On cléfinit la

fbnction matricielle ,y par les vecteurs 7; qui forment les colonnes de 7 . Cette fonction

esr ciairement mesurable. Soit / un éIément de I/("), / est approché par un élément cle
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85 Ql2ssmenni€nn€sr groupes de lacets et opératenrs vertex .

la. forme Dpd:)c;, où les p; sont des polynômes en z et ;-1. A commute avec I'opéra.teur

,1-[. . Ceci nous permet d'écrire :

A(I  p;(z)c)  :  t  p{z) t r :  M|\n;( r )a)

donc I - X,Ij. et les normes llf(B)ll et ll7(9)-tll sont essentiellement bornées.

L'espace des lacets continus dans GLn(CI ) peut être considéré comnre sous groupe cle

C;L(H") . Les lacets réguliers sont contenus dans GL,""(H(");1 r, 'oir proposit ion (2.3.)).

Dans la définition du groupe général linéaire restreint on a toujours décomposé l'espa.ce cle

Hi tber t  H@) -  L t (Sr ,A " )  
"n  

H@) + 6 g(n)_,  où

H@)+ : {  f  ç p@) : f@)_ t fr ," ikq ot f*€ CI " }
È>0

et
g ( n )  _ :  ( f / ( n ) * ; o

:  {  f  ç g@) |  fQ): t  f*" iko où . fx eA " i .
&<0

En cl'autres termes, on décompose //(") en sous espaces propres (positif et négatif ) cle

l'opérateur de rotation infinitesimal -ift.

Corol laire 2.2.

L'ensemble des opérateurs unitaires de GL(H|")) qui commutent avec |'opérateur III= est

éga| a,u groupe L*"o"(Jn(O ) des applicationsbornéesmesurables de Sr dans [io(CI ).

Proposit ion 2.3. [PS]

Si 7 : ^91 ---- GL^(E ) est continuement différentiable, alors l'opérateur de multiplication

r1-[^, esf un éIément de GLr""(H{")1.

Les sous espaces W de Gr(H{")1qui sont de laforme lH(nl* pour 7 e LGL"(C ). ont

la propriété zW CW, car I'action de 7 corrunute avec la muitiplication par la fonction:

clni est une fonction à valeurs scalaires . L'orbite de /y'(')+ sous I'action de LGLn(CI ) est

ca.ractérisée par cette propriété (on écnt 7H(")+ au lieu de IuIlH("|+ et zI4' au lieu cle

,1, f . ( I I - )  ) .
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86 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

Preuve de 2.3.[PS]

Soit i un lacet qui s'écrit comme série de Fourier

i l l): D n"ort
*e T'

oir les ls. sont des matrices carrées d'ordre n. L'opératetr luI", est représenté dans la base

canoniqtre de H@) par une matrice ( % x %') notée (Mpo) dont les éléments matriciaux

sont les matrices carrées Mpq : ^lp-q d'otdre n On va montrer que les composa,ntes

(H{"1* ----- g@)-) et (l{@)- ------+ H(")+) de I'opérateur &/r, sont des opérateurs cle

Hilbert-Schmidt . En d'autres termes, il suffit de montrer que

ce clui est écluivalent à

D ttt t  + 1) l l r* l l '  < -.
*e T'

Clette inégatité est vraie quand 7 est continuement différentiable. et le cané de la norme

L'2 cle la. dérivée 7' de 7 est égal

I  tr ') l lzrl l ' .
t eT '

GLrrr(gln)1est muni de la topologie définie pax la norme suivante

Soit I un opérateur de ff(") dans ff(') borné

l l_all", : l lAll + ll[.a, /]l lz.

oi ll ll est la norme d'opérateurs et ll ll2 est la norme de Hilbert-Schmidt .

La topoiogie de LGL"(0 ) induite par GL,""(/J) est donnée par

Soit ? : t 11rzk t:ate fonction sur 51, à valeurs matricielies, alors la norme de Hilbert-

Sctrmidt clu commutateur lM.,,Jl est donnée par

l l r l lz, i  :  { t  lk l  l l r* l l ' }â.

t  l lMrdl '  :  t  kl l tol l '  < * et t  l lMooll '  :  t  kl l r-ol l '  <'-
p)0 ,q (0  È>1  p (0 ,q20  À>1
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de lacets et oPérateurs vertex

cette norme esr corulue sous re nom de norrne de soborev. Donc ie groupe LGL"(. ) cles

lacets n.est pas 
""'*", 

groupe t"p.l;;;" e de clL,u(r/)' parce qu'il a'ne topoiogie plus

fi.ne clne sc-rn image par lïnjectio. .urro"ri'.1t e de LGLr(cl ) clans c;L"'(H\ '

\lai'tenant soit ,4 r,aigébre de Banach des fonctions î sur sl mesura''es' et clui so*t à

r-aleurs cians 'M"(0 )' telies que

l l r l l  = l l r l l -  + l l r l lz '+ < æ

( o i ' | l l l . oes t l ano rmede . t - ) l eg roupeGL* (A ) l o téL tGL* (a )es tunSousg roupe

cle Lie Banach, ce qui nous permet d'énoncer :

proposition 2.a'[PS] r rr(nrt - commutent, ar:ec

LLC;L^(C ) est' le sous groupe de GL'""(H(")) des éIéments qul

l'ïpA*"ut d'e muitiplication IuI" '

est Llile fonction continue cront la norrne est *g*z,r est infrnie . ceci montre que rafoncti.n

s n.esr pas un éd;;;;- L{}L.,(o.'i" ';; rii" z'cro(o ) ne conrient pas toures res

fonctions "o"ti"o"' 
' E" '"t'L"che si o" p'""d un lacÉt 1 cle classe C- dont Ia norme esr

,i '2,+ ( oo (voir propo.ition 2.3.), la continuité de 'y entraine que lllll- est fi'nie ' ceci

nrontie que tous les lacets de classe Cæ sont dans trrGl"(CI ) '

Corollaire 2'6' . tr(n.\ \ commutent a'ec

LLL in (C l )es t l esousg roupeun i t ahed 'e [ J , " , ( g ( z ) l desé ]émen tsqu r

i'"rralut"u r cle multiplication lv[" '

3. Modèles grassmanniens du groupe f)[i" '

La fonction

Définition 3'1

glln est le sous grouqe des lacets 1 tels que 'Y(1) - 1
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88 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

Le groupe LGL,(A ) ugt sur I'espace de Hilbef g(n) - L2(,St, Cl ") . On a vu dans

Ia proposition (2.3) que si 7 est un lacet dans GI,.,(01 ) continuement différentiable.

l'opérateur multiplication LI-, est dans G.tr. ,(H(nt ), donc le groupe LGL,(Ci ) agit a,ussi

snr lzr grassmannienne Gr(H("|).

Définit iott 3.2.

La grassmannienne Gr(n) est le sous ensemble fermé de Gr(H{") ) constitué des sou.s e-?ace.s

I'I= te/,s que zW C W.

Cet ensemble est le modèle grassmannien de I'espace des lacets.

Thèorème 3.3.[PS]

Le groupe LtLIn agit transitivement sur Gr@) Et le stabifisatett de H', est' Ie groupe L:,,

rles lacets constants.

On ra.ppelle que LtU, est le commutateur de I'opérateur ll,/, dans LT,""(H(") ). Il est facile

cie r.oir q.t" 7ff) : Hy'si et seulement si 1 e L+GL,(CI ).

Preuve

\{ontrons d'abord que si W est un élément de Gr(") alors :W' a une codimension clans II-

égale à n .

En effet. considérons le diagramme commutatif suivant

'Hy) Hy'

qir les applications horizontales sont des inclusions, Ies applications verticales sont cles

pl6jections orthogonales Ce sont aussi des opérateurs de Fredholm qui n'ont pa.s le

nrênre inclice, mais I'application horizontal" tïfl -'--- HYI est un opérateur de Freciholrn

cl'inclice -n. donc I'application zW ---+ W un opérateur de FYedholm d'indice -n ( ceci

zWW

ll
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cl.aprés la formule de I'indice de la composée de deux fonctions \(AB) - \(l) + \(B)'

cl<rnc cllnr(\\'l zW) : n) '

Soit maintenant {rr,. . . . . . !ur,r} une base orthonormée de lt  =:W le suppiémentaire

ortlrogona ,r de zw dans r7. res vecteurs ui sont à vareurs 'ectorie[es . A partir cle cette

rra,se on peut construire une fonction matricielle 7 sur ,s1 d'ordre r? x ,?. et ^t@) est clonné

s<rus fbrme d,une matrice unitaire pour presque tout 0 e s1 ie. i € L*"o"Ltn (corollaire

2.2). Les vecteurs ?/p peuvent s'écrire de la façon suivante:

uk!)  -  t  tk*ei*o

âvec rrrÈm € E n, i l  est  c la i r  que a.r f r l l r { ' )  >:6p1. L 'opérateu r  luI ' ,est  donc u'

opérateur unitaire sur H(n) et il satisfait

Ir'I;Hy\ O tk nf) s : w i? :kw

pour tout /t .

Pour déd.uire que M-,@y) ) : W il faut prouver qtrc ÀzkW - t0) '

En effet. supposons que r0 est un élément de îzkW et clue llu'll : t ' ',ly appartient à II-

et ceci pour tout k . Comme la projection orthogonale pr- : W _t Hy' est un opérateur

compact. on peut trouver une sous suite de {pr-(r-kr)} qrri converge vers u e Hyl ' Il est

clair que llrll _ r prrirqrr. la suite -nor-Q-itr) converge vers , . llrll2 : lim < .'. =-o tt' )

ponr tout rt el, w dags I/(t), il est donc impossible que ( ', '-k"' > converge vers 0 cluancl

Â, tend vers I'infini .

La composante ( nf) -H9) ) est factorisable en ( HY' ----+ W --' Hy\ ) ' Ceci mon-

tre que cetre composa,nte est un opérateur de Hilbert-Schmidt ' De même la composante (

;!"1 ----- ;f, io"i est aussi un opérateur de Hilbert-Schmid't parce *æ M', est unitaire'

clonc ly'-, est un élément de LT,""(H) '

On a montré qrc L41I," agit transitivement sur Gr@). or pour tout 1 dans trr[In tel clue

^,Hy' : Hf).,y pré."rrre le sous espace n?' e =rilft' donc 7 appartient à [In '
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g0 Grassma.nniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

Remarque 3.3.

Le rlréorème 3.2 montre clue Qttl* - LiUnfLI" peut être identifié à la grassrnannienne

ç,'(n) . Ceci avec la proposition 3.4, iustifie la terminologie " modèle grassrrannien"

La proposition suivante donne les sous ensembles qui correspondent aux sous espa'ces cle

Q à [ t n '

Proposit ion 3.4.

Dans La. corcespondance de Grl") avec {ltUn on a :

1. Gr[") est identifr.é à Q.po{J, .

2. Grf") est identifié à {l,oPn .

3. Grli) est identifié à çlonLTo .

+. Gr9t est identifré à QU, .

Les grassmanniennes Gr["', Grl"' , Grl]) et Gr*') sont définies par

G'*)  -  Gr(" t  )  Gro(H(")  '

Preuve

Au clépart on montre que si W est dans Gr!3) où a : 0,1,, tt , oo! alors WO:I'y* est constitué

de fonctions du genre de la correspondalrce . On va considérer Ie cas régulier' c'est à clire

clue si I,[,' est dans Groo alors par la proposition (3.11) les ensembles images par les deus

projections orthogonales pr- : W ------+ H!) & pr+ : (=W)0 - H+ sont constitttés

cle fonctions régulières donc les éléments de W e zW ont des projections orthogonales

r'égulières .,r, ff9) et flf ) et sont donc des fonctions réguiières . De même pour les autres

grassmanniennes Grf,"' et Grli) .

Dans |e cas de la grassmannienne Gr1, on sait que I'ensemble image pa^r la projection

ortlrogonal e W --+ I/9) est constitué de fonctions rationnelles . Ceci est équivalent à clire

c1n'ii existe un polynôme p(z) tel que p(t)W C Hf) ce qui n'est pas vrai automaticluement.

\,Iais cette proprieté est vraie sous la condition zW C I4l . Pour cela on peut prenclre pour

p( : ) ie poiynôme minimat de la transformation induite par Iv[, sur I'espac e IÛ- lI\. n I{Ï''

cle climension finie .
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91 Grassmannierlnes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

D'une manière similaire, I'ensemble image par la projection orthogonale (zW)o ---+ I11 est

r:91srirué cle fonctions rationnelles . On a besoin d'un polynôme g(:-1 I tel clue q(^-t 1II-0 c

H('t. ce clui est équivalent à q(t)Hf) C W . On prencl q le pollnôme minimal cle la

rrarrsfornration IvI, 
"", 

nf ) 
ll+'n Hy).

Da.ns le cas inverse, il est évident que I'action de LpotLl, préserve Grs. et L,otLtn préserr-e

Gr'1 parce que l'existence cles polynômes p(z) et q(z) tels que p( :)I4,' C H1 et q1:1[l) C

II,-. est une condition nécessaire et suffisante pour que W soit dans Grl") .

Le groupe LU, des lacets régulier préserve Groo car les ensembles images par les cleux

projections orthogonales pr- : W ----+ H9) .t pr+ : tV\ --- /{) sont constitués cle

fonctions régulières, et LonLln préserve Gr. par ia correspondante caractérisation de Gr',,,.

Cieci complète la démonstration de 3.4.

4. Généralités sur les fonctions tau, fonctions dtondes et les opérateurs vertex.

Dans ce paragraphe on donne la définition d'un opérateur pseudo-différentiel, d'une fonc-

tion d'onde, de la fonction tau et de I'opérateur vertex Ces définitions sont données

cl'une manière formelle . On donnera dans la suite d'autres définitions équivalentes à, ces

clernières clans des conditions bien précises.

Un opérateur pseudo-différentiel en d : 
*est 

clonné d'une manière formelle par

L -- d+ t a1@)di
&<-1

cltri est un élément de d * D- et où [d, r]: !.

D : D- fi D+ a une structure d'algébre de Lie donnée par le crochet suivant

lP,Ql :P.Q-Q.P

le procluit . d'opérateurs pseudo différentiels est défini par la mutiplication usuelle asso-

ciative appelée règle de Leibnitz :

Soient L et L' deux opérateurs pseudo-différentiels' donc

L.L, :T * ,#,', #(L'),
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,ri, 
fl 

est la dérivation formelle pa,r rapport à d et : : est I'ordre norma.l. i.e. dans le

proàùît intérieur : :, il place toujours la dérivée d à droite comme si I'expression ne clépencl

pas cle r" .

Exemple 4.1-.

Pour  n. ln  )  0  on a

aa,.ba*: É cf,ab&)4ntm-k :tT,, 
#r"al.ff itbdn) 

:
Ë=0 À=0

d-r .a : ad.-r _ a,d,-2 4 a,, cl-r + (_1 )k nk d-k-t + .. . .

:Ë ! ,L,a-r).00,(ot,-  
fukt ' '  64r"* ' '  0*r ' - '

L'ensemble des équations de déformation de -t

L:  d ,+  t  a i ( r ; t1 , t r , . . . )d i ,  (h , t2 , . . . )  €  CI  - .

e<-1

est clonné par la hiérarchie KP

AL
f r , :  l (L")+' 'Ll '  n:7'2"" (x)

et,

l (L ' )+,  L l :  lL"  -  (L")- ,L l :  - l (L")- ,L l  e D- '

Les écluations (,r) d.éfinissent un nombre infini de champs de vecteurs sur dOD-.

Renrarque 4.2.

Les fonctions aj vues comme fonctions de t1 et de r peuvent être écrites de la façon suivante

a i ( r ; t r , t 2 , . . . )  :  a i ( r  *  t 1 , t 2 ' ,  " ' ) '

et la variable t1 est identifiée à la variable r '
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E . i

E;'
Etlu;:
1-
t
l l
! a

En effet. calculons ff

Ceci entraine

de cl.eux manières différentes:

aL  f r  r . r  -  

-=20a ;

-=- : lt l, L! - ld' Ll -- >' #'' 
'

Att i=-r

aL _ î *in'.
0h iu:r@r

0a; )oi-61r= 
6'

Théorème et déffnition 4'3'

Les asseri ions suivantes sont écluivalentes

^ l  Q!-  :  l (L" )+,  t r ] ,  Y7:1 '2""
- ' '  

o l  n

,  ,a(L* )+ -  0(!")+ -  l (L")+, ( t r-)+],br-A{--ffi*

c) II existe une fonction 
+æ

i  r,(t)" -")erP{lt1:i\

U

appelée tonction d'onde' avec tos(t) :1 telle que

(  L$ :  z t l '

\#,-- (L")+,t,

cl) I1 existe tn oPétateur

S(t) = lw"(t)d-"
0

cjlénrent cte I *D- appelé opétateut d'onde' tt'o(t) = t tel que

n)n ' t '  =  ! r2 r  " '

(Ls--sd
{ ôs __ _(L")_S
\ ar,

93
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94 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

e) Il exi,ste S(t,) da,ns I + D- tel que

AS-* , :  - ( .gd"S-r  ) -S n  :  L .2 . . .

I') 11 existe 
oo roo

{ , (1 . : )  :  ( t  'wnf t ) : - " )exp{ \ t1 : i  )

une ftônction d'onde et sa fonction d'onde adjointe

,/,(t. z). : (Ë wi(t)z-' Terp(-îr,r' I

telles clue ces deux fonctions vérifi.ent f identité bilinéaire sttivante

f
Ô f ' f t , t ) ' l ' * f t ' ,2)dz:  o

J

Ie long cl'un contour autour de z: æ .

Preuve :

\;oir [Vm]

Si les conditions du théorème 4.2. sont satistaites' on a

r l ( / . :  )  :  Serp(Dl* t ,=i  )  et ,b(t ,  z):  (^9")-1erp( -Dl* t tr i  1

atrec

oo oo

.91t1 : lw{t)d-i et S"(t) : 
ft 

-d)-iwift) . La fonction d'onde rr et sa
j :o j=o

fonction cluale t/* vérifient

Itr -,r H:(t")+v'
I ttu,. - :.t, H :-(rr)iu'-
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95 Grassmanni€nn€sr groupes de lacets et opérateurs vertex .

On cléfinit maintenant les polynômes élémentaires de Schur ̂ 9,r(t) par

Iæ *oo

er.p(f  t i=i  )  --  
IS"{rt  , !2, . . .)2"

1 0

1"-1+f i : t { ; t l+ t21:2

. L ,
+ (: t? I  t f i2 * /s )^:3 + . . .

o-

avec .9,o(t)  :  * . tT I  . . .  i t ,

Ces pol,vnômes conduisent à. la construction des opérateurs clifférentiels suivants

s,(+a:s-(t!"+19.+1 a \n\=f i t  - t  
atr ' -  g at* '  " '  )

Soit ./ une fonction régulière, le dévoloppement de Taylor nous donne

f  ( t  +["])  :  f  U,,  + s,t2 XL"' , , rr* i . - t , . . . . )

:  Ë s , ( tô) ï ( t ) -c ' .
0

Le théorème de Sato nous donne la fonction d'onde en fonction de r.

P<rsons maintenant D :it,ri et ? - Ë +&
j=o  j : l

Définitions 4.4.

Soit 0 [[t]] I'espace des séries forunelles en I où t:(r,tt,tz,...) t € CI

1. .:-ojt Lr Lrn paramètre fonnel. on définit sur 0 [[t]] les opérateurs suivants

X(t, p )h(t) - exp(lttprn)t (t - [p-t])
t>0

oo

*,1t,p1t çt) -  e*p(-Ltupn)h(t + [p-t ])
i >0
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où [a ]  :  (&,To ' ,Lrot , . . . . )  
" t  

h( t )  € .  CI  t t t ] ] .

2. On appelle fonction tau, toute série fomelle de r de 0 [[t]], Ett v&ifre l'identité bilinéaire

st t i tante 

$ xtr .  p)r( i l * ' ( t ,  t r ) r ( t ' ) r l t ,  :0 vt .  1 '
J

rrrr intègre autour de l'infini .

Théorèrne [Sato] 4.5.

Les fonctions d'ondes tlt et ,h*

a

peuvent êtrc représentées en termes de fonctions ta.u, et ot't

r ( t  -  [ r - ' ] )
i , f t , : ) :  serp( l t1 t i )  -

j = t

ef

æ

r ; ,*( f .  : )  :  ( ,Sz)- '  
"*p(.- l t1 

t i  1 :
j=1'

av 'ec  [s ]  
-  G,Ts2, * t t , . . . . ) .

Preuve

\,oir [SS]

"*p(Dt;:i1: *p(D)+!L
j : lr ( t )

r ( t  *  [ " - ' ] )
r(t)

erp(-ir,ro ) : exp(- t )!4:!!

5.Espace de Fock, fonction tau, fonctions dtondes et grassmannienne.

Les grassmanniennes de dimension infinie sont des variétés de dimension infinie régulières

(hiibertiennes) et presque régu1ières (de Banach) . L'étude de ce type de variété présente

moins de difficultés que les autres variétés de dimension infinie . En plus elles ont cles

propriétés topologiques et géométriques très importantes . Mikio Sato et Yasuko Sa.to

ont été les premiers à utiliser les grassmanniennes de dimension infrnie plus exactement le

plongement et les coordonnées de Pliiker pour construire des solutions de i'équation IiP

(Iiaclomtsev-Petviatshivili). Pour construire ces solutions. ils ont transformé un s}:stème

cl'écluations non linéaires en un système infini d'équations linéaires . Parmi les exemples

étucliés au départ en trouve l'équation KdV (Kortveg-de Vries)

0u 3  0u.L03u.
ô t -  2* fu '  40rs '
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Pçur trouver des solutions de I'exemple cité, M.Sato et Y.Sato ont considéré d'une manière

naturelle un système infini d'équations linéaires . L'ensemble de ces équations est appelé

hierarchie IidV . Cette hiérarchie se déduit de la hiérarchie IiP . Le principe de cette trans-

fbrrnation est fondé sur l'interprétation du système I{P non linéaire quand il est écrit sor-r-s

fornre cf iclentité de Hirota en disant que l'élément I'Iz de la grassmannienne Gr(H) appar-

tient à l'orbite du vecteur \,'acuum de l'espace de Fock sous I'action cle I'extension centrale

CtîtH) . Cecipeut être traduit parun système clerelations linéaires de coordonnées cle

Pliiclier de I,l' . Ces relations donnent les équations de la hiérarclr.ie KP .

L'action cle l'extension centrale du groupe général linéaire restreint CfÀnl est utilisé

pour construire d'autres solutions de la hiérarchie KP . On utilise aussi la correspondance

Boson-Fermion pour écrire d'une manière directe l'action de GL,""(H ) en termes de vari-

ables bosoniques des solutions, et l'introduction des opérateurs vertex permet de clonner

les solutions de la hiérarchie KP explicitement .

5.1. Espace de Fock .

5.1.1. Algébre de Clifford .

Soit I' ' : Oj. n0 ,bi un espace vectoriel muni de la base {'l'i} je %, et soit tr''* :

@ r, nA, 4,î un autre espace vectoriel muni de la base {4'i} ie n . L'espace vectoriel

tr est la somme directe de I/ et V* et on définit I'algébre de Clifford A(trl comme clttotient

cle I'algébre non commutative libre sur tI par les relations

l" 'u' ' ]+ : (w1lw2\

<rù [.,.]-, est I'anticommutateur défini par ltor ,wzf+ : rlrLLtz*u2tu1, ie produit symétrique

(.1.) est défini par
(h"l,b*) - (Ihi"ltbk) :0

et

?h"l,bk) -- 6*,n.

L'espa.ce U est décomposable en (J : (J"rQIJon où [/o,, est le sous espace annhilation cléfini

par

LTon :@O i l , n t t -OO V ' ;
n(0  n )0
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98 Grassmanniennes' groupes e lgçglgjlLérateurs vertex .

eT L',., est le sous espace création défini par

Lt, , :@4tp, , teCI, i , ;
n20  n (0

ie 'rocluit symétrique (.1.)est décomposable en deux composantes non symétriclues . Cette

clécomposition est donnée Par

(u l t o )  : 1u lu t>+<u lus

ceci  pot r r  tout  u  et  t l  dans f i ,  avec lu lw ) :0  s i  u  € f l " r  ou w eLion et  (  t t l tp  ) :  ( t ' l t i ' )

si r' € Lion et w €. U", .

On cléfinit  R(a): (-L)l.o pour a : u)r.. . . .u)s et les u.r; dans [I,  Ies contractions t,, ,  et. iu,

sont clans End(A(U)) et elles sont définies par la règle de Liebnitz dela manière suirrante:

i i , , , ( 1 ) :  Q

iu , ( t ' )  - (  t o lo  ;

i , , . (  cL .b )  :  i u , (a ) .b  *  R (a ) . i . ( b )

. i u ' ( 1 )  :  0

. i  u . ( t ' )  -<  u l 'u t  )

. j  u , (c t .b)  :  a . j  * (b)  + i  - (a) .R(b) .

I l  est faci le de voir que i. . , :0 si w e LI", et j- :0 si u' '  €Uon '

L'espace A-[i est défini Par
A-tr : @ niU.

j>0

Comme espace vectoriel, I'espace A-U est isomorphe à A(tI) . Cet isomorphisme esf

clonné par I'orclre normal noté : : . Plus précisement pour tout o dans A-U et 'ttr clans [-

o n a

:1 :  -1

:  t t '  Â  Ct  :  :  t t t ' .  Ot  :  - iu ,  :  A  :
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: o A t t t : : : o t r w - J u t a :

e t

- q i  i - j <0 .

5.L.2. Espace de Fock fermionique .

L'ensenrble A(LT)Lï on est un idéal à gauche de ,4(t,r), on définit I'espace de Focii fermioniclue

F : F(Linn (D Lf n) palr

F : A(U)|A(L|)LI^"

le vecteur tr'acuum parfait est donné par

luac >- L mod A(Lr)Uo"

cle Ia même manière, on définit I'espace de Fock dual par

F* : A(Lr)lLr,,A(LT)

r:t le 1-ecteur vacuum dual est égal à 1 modulo LIcrA(Lf ). tTne base cle F est clonnée pal

Ies r.ecteurs
lb  j  r . . . . r t '  j  

"  
rh i r . . . . r l ; i , lu  ac )

o t \ 71  )  . . . .  )  j "  >  0  >  ù  )  . . . . )  i r .

LTne base cle I'espace de Fock dual F* est donnée par les vecteurs

< u ac l t l : i  r . . . . . .b l , r t '  i  r . . . . .4 '  i ,

< r t \ i 1  ) . . . . ) i . " >0>J r ) . . . ) j " .Une iden t i f i ca t i onna tu re l l edeF*àFes t c l onnée

par  

l  uac l { ' i " - . . . .4 ' i r , l " î , . . . . ,h î ,  ç- - - -+ 4 ' i r " " t l ' ; ,4 'Tr""4 ' } " luac }

L'espace F* n'est pas le dual de F . L'identification précédente de F à F*, avec un procluit

hermitien sur F nous permet d'obtenir le dual de F. comme une complétion de F*.

:  d ' ;  A 1! \  1:  u ' ;u ' j -  < V' ; ld ' l  >

( t ! , tu , j  -1 -  - , | ' jV ' ;
: (

I u'r ttr'i 3?,?7o?'t'
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L'espace cle Fock est un module à gauche sur -,4(U). dont la multiplication à gauche est

clonnée par

r : ' , ,  (  r , ' , ,  . . . .  u,r- . , / , i r . . . . rb i , lu ac )  )  : , / ,  nrh j  r . . . . rh j  
" r l , l r . . . . r l ,L lu 

uc )

IO  .s i  (  r z  (  0  e t  n  I  h , i2 , . . . . . i , )  o tL  r r  e  Ur . . . . . i " ]:  
I  t-1)s*À-r ,/ ' j r . . . . , / ' i ,v ' ; . . . . . ' . fr. . .v' ï , l t 'ac > -*z rr :  iÀ'

et

(0  s i  (n>0  e tn* i r , i 2 , . . . . , j " )  o rL  n€{ r1 . . . . . i , }  I
r,, î(+,;, . . . . , / ,  j" ' ,hî,.. . .rhî, luac) I :  { f  

-r)o-t ,h,,.. . . ' î i . . . .r1,"4,i, . . . . . ' ,1,î, luac> si n: i t '  I
t  (-1)" 'bi,"" 'bi" 'b; 'bi,"" ' ' t ' ; luac) I

On introcluit maintenant un produit hermitien < .1. > en considérant la base de F clonnée

précéclemment comme base orthonormée, ce qui conduit à la

Proposi t ion L.2.L.

Pour'/e produit < .1. > , on a ($;)* dans End(F) et

(ht)" -- rl'i.

100 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

6. Produit extérieur inftni et espace de Fock .

6.1. Produit extérieur inffni.

L'espace vectoriel Z engendré p* les produits extérieurs infinis de V suivants

ûu  A rh t  A rha . . . . . .  ( i i  >  i i + t )

pour lesc luels i lex is teunent ier  d te lque i r ,  : -n*dpour  n assez grand.  L 'espace Z est

isomolphe à F, cet isomorphisme est donné par

luctc ><------+ tb-t A tb-z A {'-r A ....

r . ' ' .y , . . . . f : , ; . .  , t î r . . . . . r1 , î , luac>*- r ( -1) t t+" '+à ' * t4 , i rA. . . .  A ' / , i "  A V ' - r  A. . . , f r  n . . . . .  A t  n . . . .
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r:t l'action de ,/t, sur F est un produit extérieur sur L. et l'ac.tion ae d'l sur F est une

r,'c>ntraction de rf i sur tr' données par

, l t " ( | , ; ,  A û; ,  A. . . . )  -  4 ' ,  A t i , ; ,  A çr ; ,  A . . . .

r - ' f i ( r ; ' ; ,  A  t / ' ; ,  A . . . . ) -  {  
t - t ) / r l ' ; '  Â  " "  n : ' / '  n  " "  ' sz  n :  i t  po 'u r  t rn  cer t r in  I

I o sinon

On fait de même sur I'espace F*, et on a

1 uacl +-----+ .... A thz A'(tt A 4'0.

On cléfinit un autre espace vectoriel tr'o utile dans la suite . Fo est un sous espa,ce cle F.

cléfini à partir de la base de F donnée précédemment en prenant t" : s et

Fo : u ect(rb j ,  . . . .r1: j ,  r l , i  r . . . . , ! , ; ,1 oac ) )

Le sous espace F6 est isomorphe à I'espace .ts engendré par les produits extérieurs infinis

snirants

rbA At f :u ,  A gr"  Â. . . .

<;tr l; > ?r+1 et i, - -n pour n assez grand . On utilise le même procédé pour ciéfinir

l'espace clual -Ff, . L'application qui donne I'identification de fii à F0 donnée précéclemment

clevient

... .4, i ,  A'r l ' j ,  A r l , jo *-----. lht-, Ar!;-,  A { ' ;-" Â....  (*)

oir r l-r ) i-z ) . . .  et les indices j6 sont les indices qui ne sont pas dans{t-1,i-2, ' i -r, . . .}"

ils sont classés par ordre décroissant.

Dorénavant, on nefait pas de distinctionentre z. ('resp.,to)et F. (resp.F6) .

6.2. Diagramme de Young et base de Fo .

Dans cette section! on introcluit une autre manière d'indexer les vecteurs de Fs. Soit S

l'elselrble cles suites finies d'entiers Àr 2 Àz
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paramétrise la base de Fo donnée précédemment. La suite vide est associée au r:ecteur

l r r rc  ) . la  par t i t ion Y:  (Àr . . . . . . ,Àr)est  associée a,u vecteur

f 1 ' - ' , bX r - t  A  ù1 r -2  Â . . . .

Le clegré du vecteur f1' est

d ( l v )  :À r * " " *À t '

Soit l- :  (Àr ) Àz ).. . .  > 0) une part i t ion d'entiers. Cette part i t ion est représentée par'

un cliagra.mme de Young donné par

l ' :  (À r , , \ 2 , . . .

Exemple 6.2.L.

Y :  (2 ,1) l - : (1 ,1 )

6.3. Fermeture de .Fo et dualité

On clonne la fermeture Fg'de F6 formellement, comme espace des séries formelles

oir les c1, s6r1 des nombres complexes . L'espace .ff définit de la même façon la. ferme-

r,ure cle l'espace .Ff . F6 est I'espace dual de Fs pour Ie produit < .1. > . En utiiisant

l'iclentification (*), on remarque que le dual de Fo peut être identifié à .F}, de même clue

le clual d" F6'peut être aussi identiflé à ^ff .

[T_l
Y:(2)

t
v€s

0vfv
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6.4. Opérateurs shift .

Les opérateurs shift sur Fo sont définis par

Âr , . : I rV 'oAu, , I *n :
i

()r'r : : est I'ordre normal introduit précédemment.

Pour  n :0  on a

\+n*f  fuac ) :  (1 + 1 - r  . . . ) luac >
i

et
Âo :  l :  r l t ;  Aû i  I

i

-0 .

La relation
d (Â " l r ' )  : d ( l v ) - r z

rnontre que le degré / de À"(f y es avly) est obtenu à partir de I'image d'un nombre fini

cle f1.. Plus précisement son degré est / * n, donc on peut conclure que I'action de Â,'

sur la fermeture formelle fi- est bien définie .

Proposit ion 6.4.1-.

Pont le Produit ( 'l ' > on a 

Li,:.À-o.

Preuve

Soit rz un entier non nul, d'aprés la proposition 1.2.1. on a

(I '  4'; A ,hî+n: )* : (! d',t/ ' l+' )-
i i

: \- /,'+r, d,l-  
L Y ' .

i

s - ,:  L'b;{i-"
i
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et

[À", À-] :  rr6m+n.

6.5.Théorie des représentations et produit extérieur infini.

soit -"1 € End(y) . On définit -R(,4) par

R(A)lh, A ûu A... - Arha A Atl:;, A ....

,R est une représentation du groupe de Lie de l'ensemble des éléments inversibles cle

Enct(l:). Une représentation d'algébre de Lie de Entl(V) est donnée par

r (A ) th ,  A t /U  A . . .  -  A tb t  A t / ' ; ,  A . . .

| 4';, A A4';" A ...

J-

rpancl ceci a un sens .

Proposition 6.5.1.

Soit I un éIément de End(V),

ercp ( r (A ) ) :  R (e rP (A) ) .
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Preuve

Le clér'eloppement de I'exponentielle nous donne

e rp(r (A))Ût ,  A 4 ' ; ,  A . . .  :  i ' i ,  A r l 'b  A . . .

Exernple 6,5,2.

Scrit rr € 7,, on définit I'opérateut Cn pat Col/,t:{'i-n. sa, matrice est donnée par

(6r, i-n);, i  :

* At; ,  A ût A . . .

I  { 'a  A At [ ; ,  A. . .

1 ^
+ ](A"rha A rhr, A ...

io
* =(4';, A A"rf';, A ...

2

li'o,t,,, Aûr, A...
* tha A2At! ; ,  A . . .

: (r+A+

r(C") - ^,,

"* p(Dt; Â,; ) -- eæp(D t r ( C ;))
i >0 i>0

- nk*p(D,t$r))
r>0
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01
01

0.3  1
01

01

si n f 0. on a

et
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Si rr : 0. r(Cb 1 - r(Id) .

Orr sait cpre i'algébre de Lie End(\:) est engendrée pa.r les opérateurs -E;.y cléfinis par

E , . i ( t i ' * ,  :  
{ ; ' t

et les commutateurs sont donnés par

sz À, : . i .

s2I70n

lE; , j ,Er1l :  61,*E;J -  6t lD*, j

Proposition 6.5.3.

r ( f i , i ) : ,horh i .

on cléfinit maintenant I'application linéaire ô: End(v) -----. End(fi) pat

ô(Eti) :: tht n rli ,

Proposition 6.5.4.

on a.

[ : r l , ;Av , } : . : , | ' * ^ ,b î : ] :d j , * :û ;A ,b i ._6 t t :û *Aû} : *61 , r6 ; l<û ' * l , }>_<

rlonc à est une rcprésenta.tion de l'extension centm)e End(\/) t ['Cl de End(lr) avec trne

cÀarp"e centraJe le : t .
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Preuve

D'après les relations qui définissent i'algébre de Clifford J([''). on a'

r/t ;4,j u, pl,f : -'tth *tbirbi + 6 i,*'rt, ;4,'f
: d *|,*bi.,l'f + 6 1,rrl, N,i
: -rh*rpu.l,îl,i + 61,*,,1,;i,i
: thrrbiûtbi - 6t,rl nrbi + 6p{';'t/i .

L"opérateut .ù; A rh| - rb;tbj : constante, ceci nous perrnet d'écrire

l, ,h; n ,h| :., tb* A tl:f ,l -- lrb;rbi ,rb*rbil
: -6;Jrlut] + 61,rtb;ûi
: 6j,k : rL; At/| , -6u: tl 'P Ati' i :

I 6i,$;r(1 r|,fl,'i > - < r/'*rl'i >).

7. Correspondance Boson-Fermion .

D<)rénavant, on note t la suite infinie des variables suivantes :

soit CI [r] I'ensemble des potynômes 
":": 

-t:;]. La correspondance Boson-Fer'rion

esr 1n isomorphisme linéaire entre CI [t] et Fs, autrement dit, CI [t] est I'espace de Focli

6osoniclue correspondant à Fo . Soit u un vecteur de Fo, lu correspondance Boson-Ferrnion

est donnée par

F: Fg -- CI [f]

avec

F(u)(t) :1 uacl(e*p(Dr,;Â; )o ) > .
t>0

et l'opérateur pull-back est donné par

F* : End($ [t]) ---- End.(Fo)

f (J") : À,,
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()u

J, : !  s i  rz)0
Otn

- (-n)tn -qzl rz ( 0.

Le produit < .1. > sur ,F0 correspond à

< Pte r-  P( * , ;* ,  . .  ) .e(r , t2, . .  ) teo

sur l'espace CI [f] le degré du vecteur u de Fo sur CI [f] est donné par d(t;) - ti et d.(PQ) :

d . (P )d (Q) .

Dans la suite on do''ne une forme explicite et simple de f isomorphisme .F en utiiisant les

polynômes de Schur généralisés .Les polynômes de Schur élémentaires sont définis par

erp(D, ,ktr): f  , i  S;(t)
À>1  i>0

Pa.r exemple

S61 t ; : 1

511 t ;  : 1 t

o
l .

s"1t7: ? +t,
+3

S j l t ;  :  ]  + t t t ,  *  t s ,  e t c  . . .

Soit ). € 5 une partition d'entiers, les polynômes de Schur généralisés associés à l' sont

cléfinis par

Sv( t )  :  det (S x ;+ i - r  ( t ) ) r , . , .

Par exemple

+2
Sr . r  :  *  - t z

1 . >

Sz. r  :  ?  - t r ,  e tc . . .
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Proposition 7.1.

Soierrr 1- : ,\r > Àz 2 ... > )" ) 0 une pafiition cl'entierc.

l1 r  -  V 'Àr- r  A{ ,Xr-z  4. . .  €  Fo

er ,S1..(t) le polynôme de Schur généralisé associé à 1-. Alors Ia corcespondance Boson-

Fennion prend la forme simple suivante :

.F(fr') - S),.

Preuve

Si I. est la suite vide, on a .F(lo) : 1. Pour les autres cas, I'exemple 1.7.2. nous permet

cle les calculer de la manière suivante :

(Si-; );.ie T, est la matrice de exp(lr<ottC;), de plus

e rp(! tr  )Âi(d,r,  -r
i > 0

oir (S;; l):;li!î-.?.'"' est la matrice de (Si-r)r, je T, formée de colonnes Àr - 1, À2 - 2,... et

cles lignes j-r,,j-2,... . De la définition de la correspondance Boson-Fermion on en clécluit

que .F(f1.) est la composante du vecteur vacuum de

eûp(Dt,;ÂiX/'r,-r Â dr,-z A ...)
i >0

ceci entraine
r ' rv l  _ det( i1_r l l ' , - . l i :  , '

clu on peut aussi écrire sous la forme

.F(ry) : det(^9r;+ i-r)r,,i
- ^9y.
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Cçmme fermeture formelle de I'espace CI [t], on prend l'espace A ttt]] engendré par les

séries suivantes

I nt'st"
l-€s

oir c1' est un nombre complexe .

L'espace CI ttf]] est appelé espace cle Foc.k bosoniclue, et ii est isornorphe à ,Fo .

8. Fonctions tau .

Soit 0 [[p,p-t]][[f]] I'ensemble des séries formelles

S a  '  \ ô

L at ' \ l t) ty'
y€s

oit
+oo

e1 ' -  t  a ;p i
i=-r :x l

est une série formelle et Sy est le poiynôme de Schur introcluit dans le paragraphe

précédent. Soient maintenant les opérateurs suivants

X: CI [[t ] l  - CI [[p,p-' ] l [ [ t ] l

x :CI  [ [ t ] l  -C [ [p , / r - ' ] l [ [ / ] l

cléfinis pour tout P e CI [[t]] p*

X(t,1lP(t; :  ,"o1i t;1ti)P1t- [p-t])

: æ { ^
: "*p(lt r pi)erp(l - 

ï r- 
t 
frl n Ul

1 1

e t æ

*'çt, p1e1t) : erp(L-trt-ti )P(t + [p-t])

: o (

-,"p(Ë -trttit",p(Ë l r-' fitrot
1 1
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111 Grassmatrniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

,  , ' J  r ooi r  [ . r ' ]  :  ( . r . i , i , . . . )  .

Les fbnctions tau sont les séries de 0 [[t]] qui vérifient I'identité bilinéaire suivarte

t ' - , fæ
6 * t r . : ) r f t ) * . f t '  , : ) r ( t t )c I :  :  6  ,U -  [ t - t  ) r ( t '  +  [ : - r ] )e  . rp( ! f  t ,  -  { i ) : i  )d :
JJr

-0  v  t . t ' .

Proposition 8.1.

On a.

lX(t ,  t4, Jnl:  (6,,0 - p")X(t,  p).

[*.1t,1t1, Jn] : (p" - 6,,s1*,U, tt1.

Ces commutateurs ca,ractérisent les opérateurs X et *. à une constanfe près .

Por.rr la, clémonstration voir [Fl .

Noter a,ussi que 
æ

X(t,  p)(1) -  enp(Dtopn )
I

: t pi si1)
d>0

Scr ient  T:F - - - - -+F ,  T* :F - - - - - -+ F lesdeuxopérateurs l inéai resagissantsur l 'espacecle

Rrcli. cltti sont définis par

Tr l ; t - ,  A t l ' t "  [  . . .  :  4st - r - r  A l ) t - " -z  A . . . ,

e1

T* 'û; - ,  At / t - ,  A . . .  -  ,h t - r+r  A th t r+z h . . . .

Proposit ion 8.2.

Par'la colespondance Boson-Fennion F,les opérateurs X et X correspondent à.

f * ( x ( t ,F ) ) :  
"  

Ë  1L ' i ' ! ' ;
2:-C)ç.

1L1
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oc.

F-(*,ft. ù) : T* t p-r-ru'r.
j=-,x

Preuve

L'opérateur X est caractérisé à une constante multiplicative près par

[X( t ,  p) ,  J , ] :  ( '6 , , ,0  -  p" )X( t .  t t ) .

Les relations qui définissent l'algèbre de Clifford A(LT) nous permet de calculer

r't' tl i 4'i + " 
={':H!1;;:' r,:: : * r,

L'opérateur :4,t nrltî , -!,;rl,j est constant, ce qui nous permet d'écrire

lTrh;,, ti'i A u'i** :l : lTt!;,'hi'l'i*")
: -6t,j+nTrl,i + (4' j-r,l'i+n-)T,j';.

et

i"t [f 4,;,Â,"] : lun[rrln,, ti lrl ' i+*,]
i , j

-  - t tn  \ -  r r iT r r .  +  
' ^  \ -  im

r  L r  
-  ' "  ' - Ô n , 0  )  ' 1 1  t \ ' l '

i t

De l'égalité

Dr+nluac s- I to
i  i >0

on clécluit clue notre constante vaut 1 .

Proposit ion 8.3.

Les fbnctjons tau qui correspondent ar:x vecteurs I € P, vérifient f identité bilinéaire

suir,znfe :

I||..no /'i)r - o.
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';:i::':: :

113

Cette iclentité est équivaJente à

l{rv,o,l;' ?*,-'l )t = o

c,r.tj est écPivalente à

f  
*u,rt)f o)@.*'U' . p)F(1)(tt)ctpt : 0 v t '  t '

Corollaire 8.4.

Sojt l- € ,5 une pa'tition c1'entiets, ,e vectet,.lr' € Fo sa't'isfait' f iclentité bilinéaite cle ltt

1> l .oposi t ' ionptécédente,donct ,outpolynômedeSchwgénéra l iséf ( f r - )estunefonct io l t
I  d  t l  .

Preuve

Onsa i t $ te th *?h t - r h ' / ; ' - r ^ " ' ) : 0s i t / 1 ' f i gu red 'ans l ' exp ress ion ' / ' ; - 'A t l ' i - ' A

ç.[(r i , i_, A U,i_,  ̂. . . t :  0 si , i ,r  ne f igure pas dans l 'expression { ' ;-,  A4't- '4 " '  ceci entralne

, l , r  O { ' i (d t- ,  A' 'h;-rA " ' )  :0 V Âr € 'n '

Pour le reste d'e la démonstration voir [F] '

9. OPérateur vertex '

9.1 Opérateur vertex dans ltespace de Fock bosonique '

Soit C [[p.f,-t,À, À-tl][[t]] l'ensemble des séries formelles

!  av(Pr, À)S1"
y€s

ot1 oo

ay (p .À )  :  t  
t ' i , i l I ' \ l

i ' j=- 'xt

Sy est le PolYnôme de Schur'
est tlne série formelle et
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114 Grassmanniennes, groupes de lacets et opérateurs vertex .

L'crpérateur vertex X: CI [[t]] --.---+ 0 [[p, 1t-7,\,À-t]][[t]] est défini par

X(t ,  t t ,À)P(1)  :  
" "p1 i  

t t ( t i  - . l t ) )p( t  +  [ ) - t ]  -  [ r - t ] l
I

æ ,  1 â- €ïp(I(r,-o - À-i Ëfr,le1l
I

oir P(f ) est un élément de CI [[t]] .

Ona

Lemme 9.1.1.

lX( t ,  t t ,À) ,J" ] :  (À"  -  p" )X( , t ,  p . ,^ ) .

ce comrnlttateur catactérise à une constante multiplicative près I'opérateur veû,ex X. et .:"i

1t : À cet opérateur vertex est réduit à l'identité.

Pour la, dérnonstration voir [F] .

9.2. Opérateur vertex dans ltespace de Fock fermionique .

Proposit ion 9.2.1

Pa.r Ia. correspondance Boson-Fennion f , l'opérateut vertex corcespond à

F*(x(t, F,\)) : (T - 1)t fr , tn Ar/,1 : *1
i , j

Preuve

L'opérateur vertex X est caractérisé à une constante multiplicative près, par

[X( t ,  p ,  À) ,  J" ]  :  (À '  -  L*)X( t ,  p ,^) .

Les relations qui définissent l'algèbre de Clifford A(U) nous permettent de calculer

4' ;rl:| rb *rl,i * - : - rh ;r1., *h| rhi+,,, t 6 j.xÉ' ttl'i + ̂
:',1, nri, ;rhi 4'i** * 6 i.x'v' rù'j a*
: -,.1: *l; ;thi+*{,| + 6 i,r!;,tl,i+^
:'4' r,r/,i + *rh rrh| - 6 ;, x + ̂ 'rl, ; - *4,i + 6 i, x ti, ;ti;j a ̂

tt4
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L'<r1>érateur : rh; nrl,i t -|'il'j étant constant nous pouvons écrire

et

l, ',1,; ntt,,j :.: r/ 'r A ç'l+- :] : [/ ',rl ' i, / 'rd'f;1-]
-- - 6 i,k+*|. ; - *l,j + rii.l ri', V'j+ r

[,4., ̂r,] : - 1) t fit ',tn n,t;, F .
\À

,p
\À

Â u'f;*,, :]

ou

En utilisant

i , i ,k

-  1) \-  4trb.r l , : - ,  -  u,;-n. l , j )' '  
#o 

^ j  
| r  xY r+ l

t : ( ( - t ) t {  tû ;Aû1 :+t .' À  - ' îÀ r . '

l'ordre normal pour calculer cette série, on a

[/,Â.] : (l-1X)l #, f, A,ti+,,
x r J

\-  Fi .  - , .  ^ ^i .x .
L N- 

: 'Vi-n /\ !'i :
x r J

t t l

fr(. !:&,ja,

:  (À '  -  un\ (4-  -Y \ -  4- t f )( î-1r*o:$;Art: i :

+(A -r ' , .1"ï '"  4_,.  
? ^,

:  (À"  -  p" )X( t . ,p , ) ) .

la consta,nte multiplicative est égale à 1 .

10. Opérateur vertex et grassmannienne .

Dans ce paragraphe les éléments de la grassmarlnienne sont considérés au clépart comme

cles ensembles formés de séries de Laurent formelles . Ceci permet de donner la construction

cle la fbnction rw' associée à l'éiément V7 de Grn . La fonction ci'oude rl'" et sa fonction
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cl'oncle cluale y',| sont données en fonction de la fonction tau . Ceci donne la relation entre

les éléments Iu* de Gr" et leurs fonctions tau et fonctions d'ondes U,, et'ri'| (voir [F] et

[\,"t]t . Lin élément W de la grassmannienne Gr" peut être vu corlme fermeture cl'un

espa,ce vectoriel engendré par les dérivées de la fonction d'onde par rapport à .r' art poirrt

/  :0 ( voir [F] et [V-]).

L'opérateur vertex introduit dans les paragraphes précédents agit sur la fonction tau. cette

fonction génère un et un seul élément W, de la grassmannienne Grn . On aimerait bien

trour,'er une action qui agit sur les éléments W de la grassmannienne Gr", cltti tracluit

l'acti<.rn cle I'opérateur vertex sur la fonction r correspondante à, W' Pour cela on fait

a.ppel aux différentes écritures des éléments W; plus exactement à deux écritures : la

première est celle qui donne W en fonction des dérivées de la fonction d'onde par ra,pport

à .r au point t : 0, donc on cherche à traduire l'action de I'opérateur vertex sur la foncti<.rtr

ta.u par une action équivalente exprimée en termes des éléments de cette dernière écriture

nrais clui agit sur l'élément W,. La deuxième écriture est celle qui donne lA en fonction

cles lacets. i.e pour tout W de Gr" il existe un et un seul lacet 1 tel que W : jH+ . Dans

ce cas on cherche une action agissant sur 7 équivalente à I'action de I'opérateur vertex

sur rlr.' . Ivlalheuresement ces deux écritures ne donnent pas ce quton attend, et c'est la

correspondance Boson-Fermion et l'écriture de I'opérateur vertex dans I'espace cle Fock

felmionique clui donnent une réponse correcte à la question.

C<,rnsiclérons l'espace ff comme I'espace des séries de Laurent formelles en :-l à coefficients

conplexes. Soit l' : {Ào ) Àr ) ... 2 Àz ) 0} une partition d'entiers qu'on complète pal

nne suite infinie de 0, l'élément de l'ensemble ô correspondant à la partition l- est donné

par

Sy  :  { 0  -  À0 ,1  -  À r  , . . . , k  -  À1 , ,  k  +  I , f r  +  2 , . . . }

la strate ly - Xs, correspondante à la partition Y est le sous ensemble de Gr(f/)

constitué de sous espace tV C H tel que

W :  uec t ( iDo ,  Qr ,  O2 , . . . )

ob : zk-\o + t
<&-

a i , k z '

oLl

À l

oir les n,;.1, € (D
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La grassmannienne Gr(H) est I'union de toutes les strates !1".

S<rit maintenant W tn élément de la plus grande strate 16 On choisit la base cle II-.

r . l < r r : . née  pa r  { 1  *ao , r . : - 1  +  a0 . z : - 2  + . . . . . .  : } a11 : -L  t c4 ,2 : -2  + . . . . .  : n  l r r n . l t - l  +

(t, t  j :-2 +... .  . . .) .  Cette base part icul ière est appelée ba,se normalisée.

S<r ient rna, in tenant I  H-- - - - -+\ 'e tJ :H-- - - -+Viesdeu.x isomorphismesdéf in ispar

I ( : i 1 :  rh - r - ; et

Les séries Or éléments de la base normalisée de W ont toutes un coeffi.cient de plus haut

c l eg rééga là1 .

LTn élément IA de Grn s'écrit de la façon suivante

V \ '  :  aec t ( ,Oa(z ) ,  ôa - r ( ; ) , . . .  )

Soii l'application o : Gr -----+ 4 définie par

o (W)  -  IQa(z )  A  f0a11( : )  A  . . .

Pour trtr- clans !s, on a

o$4 r1  : ?h - t  * ao , rV ,o  *aopd t * . . .  )A (0 - t  * ao . tV ' o  * cs ' r 4 ' t  * " '  ) ^  " '

De nrêrne. on définit o* : Gr --l ,ffi P*

o*(W1 :  " '  A JQaa2Q) n JÔ4' r r ( : )  ̂  JQa(: ) '

Dans !6. on a

o* (W)  -  A ( . t bo  *  a t l û - r  I  a t , z th -z  l  " '  )  n  (d r  I  ao tû - r  I  ao ,z4 ' - z  I  " '

Théorème 10.1.

Soit I'I' € Gr. Alors, o(l\') .sa,tisfait f identité bilinéaite

r \ - , r / ,  grb i )o(W):0,7

c't donc f (o(W)) est une fonction tau '
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Preuve

Pour simplifier les notations, on donne ia démonstration pour les W de !6 Pour les

altres cas seule change la troncature de la sommation suivant le signe cles indices .

, I , , , ,  ,u ' , ï ) :  ( I ( ,1 , r  + t  c t - r - r , j+ t4 ' j )C)4, î )  +( t r l ' ;  e(d ' i  -  
t  ( t i - t . i+ t r , '1 ; ) ) .

i  i<o i>0 t>0 i> l

Por,rr i < 0.

(r / ' ;  + Lo-o-r,r+tbùft l ' - t  +t ao, j+t l / ' j )A(4'-z+ t  at, j+rf ' j )  A " '  -  0
j>o i>o i>o

et pour zi ) 0, on

,  , *  \ -  / { <  \  / - i -  |  \ -  I  \  .  / ,  '  \ -  -  - ; .  \

( , / ' , I  +  Lo -u - t , i +1 / ' i j ) . (  { : t  *  Loo , i * r ' h i )  n ( tb -z  *  Lo t , i * r { ' i )  n  " '  -  0
j>o j>o i>o

clonc

Lt ,e ' ,1 î (@t+t  ao;+rû i )A@-z+t  ar , i+ t t / ' i )  ^  " '  ) :0

La fonctiot ,t, associée u*' .::* : F(o(W)) ' W"io""' la strate !s si et seulement

si la composante vaccum < uaclo(,W) > d" 
"(W) 

est égale à 1 '

La correspondance Boson-Fermion f est une application linéaire de Fo dans I'espace cle

Fock lrosonique CI tt] . Son pull-b ack f* est une application de I'espace Encl(A [f]) clans

Encl(Fo). Dans I'espace de Fock fermionique, I'opérateur vertex s'écrit

F (X( t ,p ,  À))  :  ( t t  -  1)  ) - -  (  ,  , [n  A 4 '  j  :
T1 n'

et, clans Fo, l'élément W de Ia grassmannierne Grn s'écrit o(W). L'image de o(I'l ) par

la correspondance Boson-Fermion nous donne un élément de I'espace de Fock bosonicpre

clui est une fonction tau . On cherche ici I'equivalent de I'action de I'opérateur vertex

snr la, fonction r qui agit d'une manière directe sur l'élément Iry; de Gr" corresponclant.

f(o(l|- )) est une fonction tau, et I'action de I'opérateur vertex est donnée par

X(f.  pr ,  ) , )F(o(W'))  :  .F*(X(t .  p.  À)X o(Iar))
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et

.F(X(f  .p,  À))  :  ( t t  -  1)  ) - -  *  '  u 'n 1 r* ' " r  :
To"

esr l'écriture de l'opérateur l'ertex dans I'espace de Fock fermionique. X(l.p.,\) r:st

l'écriture cle I'opérateur vertex dans I'espace de Fock bosoniclue. Toutes ces écritures roLrs

permettent de conclure que la transformation

F(X( t ,  t r ,  À ) )o

clonne l'écluivalent de I'action de I'opérateur vertex sur les éléments 14'de la grassmanienne

Gr "

Théorème 10.2.

L'écluivalent de l'action de l'opérateur vertex sur Jes éiléments de Ia grassmannienne Gr''

est donné par

F (X( t ,  p ,À ) )o .
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