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Notations

NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisées sont, dans la plupart des cas, définies dans le æxæ.

Néanmoins, quelques notations ou définitions classiques ont été omises. Nous les rappelons ci-

dessous.

o Pour Sl c IR', on note

- ôf,) la frontière de f),

- lf)l la mesure (de Lebesgue) de f),

- f) est un domaine de IR', si f) est un ouvert borné de IR" de frontière de classe Cr

(cf. tR.r.l déf. 1.3-1 p.22).

r Pour O un ouvert deIR', on note

- IrTt'-(ç)) I'espace des fonctions u : Q -----+IR' telle que u et routes ses dérivées

partieiles ff au sens.des distributions soient mesurables au sens de Lebesgue

et essentiellement bornées.

- l/ot'-(Q) I'ensemble des fonctions u € l4/r,*(f)) telles que u : 0 sur âf,).

(cf. tc.r.l).
o Une triangulation d'un domaine bomé et polygonal f) cIR', est une décomposition finie du

type

f): U n
I(CT

telle que

(i) chaque élément I{ e T est un polyèdre de IR" d'intérieur non vide,

(ii) les intérieurs de deux polyèdres de 7 sont disjoints,

(iii) touæ face d'un polyèdre de 7 est soit face d'un autre polyèdre de T, soit

une partie de ôfl.



Notations

(cf. tR.r.l).

o Pour m et n deux entiers naturels, on note

- Gr(IR') I'ensemble des matrices inversibles.

- Si M est une matrice à m lignes et n colonnes, on no:r- Mr sa matrice transposée.

- 6,o,n le symbole de Kronecker egar à { ! :i:-+ "( 1 sinon.

o Pour.4 cIR' et r €IR'z on note

- Co(-a) I'enveloppe convexe de A,

- d(*, A) la distance de x à A i.e.

d(x,  A) :  
" iÈ{  

lo . -  *1 ,

- B(*,,e) la boule ouverte de centre c et de rayon €.

o C(IR') est I'ensemble des fonctions continues sur IR'.

o 2(IR") est I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à support compact.

4



Introduction

INTRODUCTION

Dans ce travail, nous étudions quelques aspects numériques de problèmes variationnels

non convexes. En général de tels problèmes n'admettent pas de minimiseurs. En échange les

suites minimisantes développent des oscillations dans le but de minimi.ser leur énergie. Ces

oscillations apparaissent dans plusieurs phénomènes physiques. En métallurgie, par exemple,

elles sont observées au cours de la transformation marænsiûque de certains alliages, le plus

étudié est I'Indium-Thalium (voir [B..I.r] à ce sujet). De tels alliages profitent de leurs structures

spécifiques pour dépenser le moins d'énergie. En effet, les transformations qu'ils subissent

aboutissent à des changements de formes. Ceci laisse supposer I'existence d'une densité d'énergie

mesurée par le gradient de la déformation et par la température à laquelle est soumis le matériau.

A une certaine æmpérature, cette densité d'énergie emprunte des puits de potentiels permettant

au matériau d'acquérir une configuration rendant l'énergie totale la plus petiæ possible.

Soit O C IR' un domaine régulierde frontière I interprété comme étant cetæ configuration.

Soit g : IR' -----+ IR* une densité d'énergie supportée par p puits de poæntiels i.e. il exisæ

des éléments url, . . . ,up, p 2 2 de IR" æls que

Soit A € Wt''"(ç)) ælle que

ç?o; ) :0  V i :L , . . . ,p .

VA(c) € Co(u.';) p.p. dans f,)

(0 .1)

(0.2).

(Co(tl;) est I'enveloppe convexe des u.';).

On noæ pt th une fonction continue positive telle que pour des constantes positives q et c

0<,r (O<cl ( lq  V{eIR.

On désigne par Wj'-1Ct1 I'ensemble :

Wi'-(O): {u € I4lr ' -(O) I  u(*):  A(r) sur f  } .

A une déformation u € Wt'-(O) on associe les énergies

(0.3)
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f
I  e(vu(r)) dr,

J A

r
I  ,h@@) - A(*)) * e(Yu(x)) dr. .

J N

On considère les problèmes de minimisation :

inf  t  e(Ya(r)) dr,  (0.6)
uew),*&)  Ja

I

inf  I  , t@@) - A( '))  + e(Yu@)) dx. (0.7)
o€W)'* (a)  Ja

f

,.iS ,n, Jn 
'b@@) - '4('')) * e(Vt'(.,)) d'-' (0'8)

On s'intéresse à leurs problèmes approchés obænus en remplaçantl4/1'*(Q) et W)'*@1 par

des espaces d'éléments finis V6 etVf çÂ etantun approximé de A) :

(0.4)

(0.5).

(0.e)

(0.10)

(0 .11)

inf-t
aevf Ja

e(Vu(æ)) dæ

,b("(*) - A(")) + e(Yu(r)) dtinf. t
aêvf Ja

r
inÉ. I ,h@@) - A(')) + e(Yu(æ)) dr

a€.V6 Jg

[.e cas où le V.4 est constant a êté, déja traité par plusieurs auteurs. Abordé d'abord en dimen-

sion un par C. Collins, D. Kinderlehrer et M. Luskin. (voir lCo.K.L.rl - [Co.L.2], [Co.]), des

estimations ont été obtenues en dimension supérieure par M. Chipot dans le cas scalaire (voir

[C.t], IC.rl,, lC.C.l), puis généralisées au cas vectoriel par M. Chipot, C. Collins et D. Kinder-

lehrer (voir [C.C./(.]). t-e cas non tinéaire a été introduit et traité par M. Chipot (voir [C.3]), les

estimations qui y sont obtenues ont été améliorées dans lC.L.l. Toutefois, ces esûmations ne

sont pils optimales. En effet grâce à de nouvelles fonctions test, nous allons obtenir en terme de

h les mêmes puissances que le cas linéaire.

Nous nous sommes proposés de traiær au chapitre 2 les problèmqs dits à deux puits i.e.

que les puits tr; engendrent un espace vectoriel lA de dimension un. On obtient :

Théorème 0-1 : Supposons qu,e {l est conueûe, que g est bornée sur les bornés ile R" et,

satisfaisant (0.1). De plus, on su[,pose que 1b e.st une foncti,on continu,e satisfai,sant (0.5), et
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dirnW :1. Alors si, A € yZt'-(fr) sati.sfait (0.2), iI ex,iste une constante C i,nilépendante

d,e h e (0,1)  te l le  q 'ue :

El: inf . t e(vu(r)) d'r 3 Chi
aevf Jdt

El: inf - t  ,h@(r)- /(")) + e(Yu(x)) d* < ch.fr
uev! Jo

Eo: ;\, ! ,  t  ,h@@)- A(")) * e(Yu(r)) d* S Ctt# ,
ue l , r l  JO

où r : g A L, A désigne le' rninimttm d,e d,eun nombre-c.

Au chapitre 3 on traitera plus généralement les problèmes à plusieurs puits tr.r;. Touæfois

on supposera qu'ils sont affinement indépendants i.e.

ui - up i :1,. . . ,p - 7, sont linéairement indépendants. (0.12)

On obtient :

Théorème O-2 : Supposons que dl est conuere, que g est bornée sur le-, bornés de R et

sati,sfai,sant (0.1). De plus, on suppose querb est une fonction continue sati'sfaisant (0.3),

et les wi satisfont (0.12). Si A e Wt'-(O) satisfait (0.2), alor-c iI existe une constante

C ind.épenilante de h e (0,L) tel le que :

EI:  inf .  te(vu(c))  tu<Chà
aev{ Jo

Eî -- inf . t ,h@@) - A(r)) * e(Yu(x)) d* < cht'rT
uevf Ja

El : :tï^ I, 
,b(u(,)- A(*)) * e(Yu(r)) d* < Ch*n"

où r : g A 1, A désigne Ie minirnum de d,eux nombres.

Pour cela on démontre d'abord au chapitre 1 que I'on peut prolonger A € Wt''"(O)

vérifiant (0.2) en une fonction lipschitzienne â sur IR' héritant des propriétés de A plus

précisément on a :

Théorème O.B: Soite u,n ilomaine conaere de R"". Si A € I4lr.-(O) satisfait (0.p)

alors il existe une fonction lipsch.itzi,enne Â sur IR' telle que
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A prolonge A,

VÂ € (L *( [R'")) ' " ,

VÂ@) e Co(u:;) p.p. r €If,.n

On montrera aussi dans ce chapitre, sous certaines hypothèses, que les problèmes discrets

(0.9)-(0.11) convergent vers les problèmes continues (0.6)-(0.8) généralisant ainsi les résultats

obtenus dans le cas linéaire par B. Brighi et M. Chipot (voir lB.), lB.C.2D.

Au chapitre 4, on montrera que les problèmes continus n'admettent pas en général des

minimiseurs. On est conduit alors à étudier une certaine classe de suiæs minimisanæs qui

génèrent, comme on le vema, une même famille de mesure de Young tradui.sant ainsi le fait qu'il

y a une certaine cohérence dans le comportement oscillatoire de ces suites. Remarquons que si

(0.12) est vérifié et A vét''fie (0.2) alors il exisæ des fonctions mesurables a; uniques ælles que

p p
' S a / \ f - / \VA(z) :  L a; l t : )  ru;  ,  L a;(x)  - -  7.

i= l  i : l

Ona :

Théorème 0.4 : Supposons que g est une fonction cont'inue strictem.ent positiae aérifiant

(0.1). Siu6 estune suite minimisante d,e (0.6), (0.7) ou (0.8) téri f iant

l r r , loo, l lV"r , l l " "

alors Yul définit une famille d,e rnesure de Young (r,)rea ilonnée par

p
\ a / \ fu,: 
L 

o;(*) 6*; p.p. r  € O,

où les a; sont les fonctions qtti, nnlrr"-, d,ans (0.13) et 6-, d,ési,gne Ia. ma-cse d,e Dirac au

point w;.

Au chapitre 5, on explicitera les différentes constantes du chapire 3 qui permettent d'obtenir

les mêmes estimations en considérant des problèmes à plusieurs puits et en réduisant I'ensemble

des déformations admissibles en les obligeant à évoluer entre deux obstacles. On montrera

également que les infima dans les problèmes discrets associés à ces problèmes sont atteints.

Iæ chapitre 6 est indépendant des autres chapitres. Nous allons y étudier le comportement

à la limiæ des solutions d'une classe de problèmes non linéaires.

(0 .13)



9 Chapitre 1. Résultats préliminaires

Chapitre 1

RESULTATS PRELIMINAIRES

1. IJn théorème de prolongement.

Soient f,l un domaine de IR', u)rt...ttoo € IR'et A une applicaûon définie sur f). Avant

d'énoncer le théorème de prolongement démontrons le lemme suivant:

Lenrme 1.1: Si Q est un d,ornaine borné ile Rn et A € l4zt'""(f)) aérif,e

A(*)  -  A(r ' ) ,  
no^rrn.ç*  

- : r ' )  Vc,o '  €  ( - )  (1 . i )

alors

V A(r) e Co(w;) p.p. æ e {1, (1.2)

où A désigne I'infimum ile fonctions, Co@:;) est I'enueloppe conaez,e des uti.

Preuve:

On sait qu'il existe u6 e'Wr,*(O) (cf [C.e]) telle que

. uh A uniformément,

oYu6 :u ; ( i  -  1 , . . . , p . ) .

En extrayant une sous-suite qu'on note aussi prr u6 on a:

o Yu6 VA faible x dans ,-(f)).

Soit maintenant B une boule quelconque incluse dans f,), on a d'une part :

L  [ _

@i J"Yu6(r)dx 
€ Co(u.';)

d'autre part
7  f  7  f  _ .

Éî l_Vu6(x)dr converge vers fr | VA(r)dæ.
I D I  J B  I O I  J N

Comme Co(to;) est un fermé alors

1 f

El Jrv 
A(n)dx € Co(ro;).

I



alors

Chapitre l. Résultats liminaires

En utilisant le théorème de différentiation de Læbesgue on obtient :

V.4(z)  €  Co(ro; ) .

Rernarque 1.1:

si

,l_r-u.(* 
- r') < A(*) - A(*') v a', r' € f)

A(* )  -  A(* ' )  .  
n ! r rn . ( * -  u ' )  V x ,x '  €  { t

ceci car

-  K, . ; . (* -  z ' )  :  f l  w; . ( r '  -  x) .
i :7  

'  
i= l

où V désigne le supremum de fonctions- On a le théorème de prolongement suivant:

Théorème 1.1: Soient{l  un i lomai,ne de R", /  u,ne applicationl ip.schitzienne sur{l  tel le
que

A(")  -  A(r ' )  >  Â.  .0 . (*  -  
" ' )  

V r ,x '  e  {1 ,
2 : l

alors il eaiste une application lipschitzienne Â szr IR, telle que

. Â prolonge A,

o YÂ € ( ,  - ( IR") ) " ,

o VÂ@) e Co(w;) p.p. r €IR',.

Preuve du théorème 1.1:

Soit r €R', on pose

Âç"1 : ip[{a(e) - ul_r-u.(.- ')}

alors:

. â prolonge A.

En effer, soir c € f) d'abord ,{(*) S A(r), et

Ve€O A( " ) -A( " )2

donc

w; . (e  -  r )

Ve € O A(") - 
n[rruo.1" 

- x) 2 A(r)

10
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t l Chapitre l. Résultats préliminaires

Le.

Â@) > A(t : ) .

Ainsi

Âç"7: '4(c) vr e cl '

o Yr,,e € R', Â@) - Â@) > n!:rw;.(x - y)

Âç,1 : ip${a(e) - 
nl!r .n.("- ' )}

= j!f,{a(") - nl!r.,-r" 
- y) * .p\rtut.(e - y) - .0Ir.r,.1. - ï)}

> inf  {A(e\ -  onl l ,  '  P
- ;èT ;If ; '(e - Y) j 1- Lrut; '(t 

- Y)

(car  
e^ rwr . (e  -  ù  -  

oo !_r . , . ( " -  
r )  > ' l r r rn .1*  -  ù )

= Â@) + .!Irw;.(æ - s)

en prenant y € f) on déduit en particulier que â ne prend que des valeurs finies.

o .Â est lipschitzienne sur IRo.

En effet, d'apês la remarque l.l on a

lÂ@) - Â@l < c(-ù l* - al vx,y €rt"

où C(tr;) est une constante qui ne dépend que des tr;.

.  YÂ € (r-(IR')) ".

Ce nésultat est classique. Nous en donnons ici une démonstration simple. En effet, soit F
la forme linéaire sur 2(IR') définie par:

f - â , n
F(p) : -  l_  A(æ){ (x) tu ,  p€D( IR")

. / IR" or i '

,r. F est continue pour la nonne de ,l(IR").

En effet" soient g e D(R), h e IR et e; le i,en" veÊtÊur de la base canonique de IR'
ona

Â@ + heù - Â@) _ oÂ@) ,^,. .^-.
h 

--+- 
È 

(au sens des distributions),

11



12 Chapitre 1. Résultats préliminaires

et

|  [ -  
A(t + he-ù - Â@) 

çl3 c(.0) [-  p@)ldr,' J m , '  
h  

r r  j - \ * ' / J I R a  r ' \ ' ' r  7

en passant à la limite on obtient

I [^" ar"l #rz) dxl s c(u) [- - p(x)ldx.
J IR"  o : c i '  '  

JR

Soit F le prolongement de F sur -tl(R."), É est une forme linéaire conrinue sur -tl(m"), il
existe alors g € , -(IR') ælle que

É(/) : [- nr v .f e ,'(R"),
J IR ' -

en particulier

- t__ Â@y@): [_ se vp€D(R")
"/IR' ort '  "/ IR.'  

-

donc,
aÂ
arà e ' - ( IR ' )  Y i  :1 '  " ' 'n '

o YÂ € Co(u,;) p.p. r e IR".

En effet

Â@) - Â@') 2 . 'n."u;.ç* - x') Yæ,2' €IR',

en particulier

Â@) - Â@') 2 
en-w;.(, - r') Vx,/ €l - p, pln V p, entier narurel,'  ' - i = l

en appliquant le lemme précédent à chaque I - p, p[ , on obtient

V,{(r) e Co(ur;) p.p. r €l_ p, pl" Vp

donc

VÂ@)€  Co( t r l ; )  p .p . r  € IR ' .

I
Remarque 1.2 : On va démontrer dans le chapitre 3 que si 0 est convexe et
A e Wr,*(O) vérifie

V A(r) € Co(to;) p.p. r e f)

alors

A ( r ) -  A ( * ' ) u  
n [ r un . ( ,  

- c ' )  Vu , z ' €  O

de sorte que A peut être prolongée en une fonction I tele que

V Â@)€ Co(to;) p.p. 0 € IR'

L2



Chapitre 1. R.é.sultats

2. Résultats de convergence.

On suppose dans ce paragraphe que f) est un domaine borné polyédral de IR' de frontière

f. on considère deux fonctions g et th définies respectivement sur IR" et IR.

Si A est une fonction lipschitzienne i.e.

A e Wr'*(Q)

on note par Wt'*(()) I'ensemble:

w1'*@): {u € l4 l t ' - (o)  f  t , :  A sur f } .

On considère le problème:

f
I - ipf_ | t l ,,@(e:)) + e(Vu(z) *yA(r.)) rtx,

o€ lV j ' - (O )  Jo

f: ip! I ,h@@) - A(')) * ç(yu(r)) tu.
aeW)'* (a) Ja

(2 .1 )

(2.2)

On approche le problème I par un problème discret 11, eî remplaçant II ot'-(CI) par un espace
d'éléments finis Va et A par un approximé Â. Pour cela on considère une famille régulière
(Tn)n>o de triærgulations de 0 i.e. satisfaisant

( V K e T1,,, Ii est un n-simplexe.
I
I

vh>o {æg,(hx) :h.
I
t fu>0relquev/{€ Tn *  S u.

h6 est le diamète du n-simplexe K et px sa rondeur (i.e. le diamètre de la plus grande boule
incluse dans K).

Si Pr(/() est I'ensemble des polynômes de degré I dans K, on pose:

V5: {u: f,} --+IR conrinue, ulx e h(K) V/( € Tn },

V f  :  {u  eV l  I  , :0  su r  f } .

Si â est I'inærpolé de A sur Tn Qa dépendance de â en h sera omise dans toute la suiæ)
i.e. Â est I'unique fonction de Vn coincidant avec A sur les sommets de T1r, on considère le
problème approché

$(u(æ) + Â(r; - A(")) + e(vu(c) + vi(r)) az,

'b("(*) - A(")) * e(Vu(r)) dæ. (2.8)

In-  inf  t
uevf Ja

: inf- t
oev{ Ja

13
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où 7rA: {u € Vn I u: ,4 sur f}.  D'abord on a Ie lemme suivant:

Lemrne 2.1: Soientu €Wr'*(O) el uh .con interpolé surT1,, alors i l  existe une con-ctante

C > 0 ind,épendante d,e h et u telle que

lvo; , ( r ) l  <  C l lVul l l -1ey p.p.  d ,ans Q.  (2.4)

Preuve: On va suivre la démonstration de tB.C.l.

Soit K un n-simplexe de la triangulation T1,, il existe une application hijective Fy définie du

n-simplexe unié K à valeurs dans K par:

Fx( î )  - -  Brcî  *bx,  où 86-  € GZ(IR") ,  brc  €m".

Si Â et p désignent le diamètre et la rondeur de .Ê on a les majorations suivantes (cf tB.C.l)

lB r . l  <  , rÈ 4p

(2.s)
lB;. ' l  .  " i* ,

où 186l etlBirl sontles normeseuclidiennes sur IR" de By etBKl. Ensuiæonpose

rD : 'a )  o  FK,

? D h : u 6 o F 7 ç .

(2.6)

Il est clair que uy, ost une fonction affine et coihcide aveÆ u en les sommets de R, ainsi si

ei est le jè*' vecteur de la base canonique de IR' on a:

u,6(e i )  -  -n(0)  :  w(e i )  -  t r l (Q)

donc

'  
ô.n f' 0w ,^
Ë 

: 
J, *,  (o'  " ' ' t ' "  '  ' 'o)dt '

par conséquent

,Hts l lvul l ;*1rry,
en élevant au carré et en sommant sur j on obtient

lVrrl  S nâ l lvurl lz,-r i?). (2.7)

Soit mainænant â € .Ê, en posant c : Fr<(â) on a

14
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lVr ' ; , (u) l  (  lVrr '61 lB;- t l
.  

" ï lgn,  I  l lV" , l l1 ,_1xy
.  r i ln* , I  lnrc l  I lVul l ; -1r1
. 

" i  lai, I  lB,<l l lvrl  læ w)

s,i!9 tto,1r*1,.;
P N P

<r i rT l lVul l l *1rçy
I

l  r i  rL^ l lvul lL*(o) ,
v

ceci sur tout n-simplexe K de la triangulation 76, unsi

lVu6(r) l  SrSr\  l lVul l l *1ey p.p.  dans o.
p

Théorème 2.1: Si g et rfs sont ileun fonction-s ççnf'inues et positiae.s et I :0 alor-"

olgo 1o : 3'

Preuve: Soient u € Wol'-(O) et o1, son inærpolé sar 76, un e Vf . Par (2.4) et le théorème

des accroissements finis on a

l r r , ( r ) - r ( r ) l  <C  h

où C est une constanæ indépendante de h. En outre

ah -----+ r.r dans Wr'p(Q) pour tour p> n ( Cf tC.R.l).

Par conséquent il exisæ une sous-suiæ extraite qu'on note aussi o1 ælle que

ah ------+ u uniformément dans f),

Vun ---+ Vo p.p. dans 0. (2.8)

Par (2.4) et le théorème de la convergence dominée de læbesgue on a

f f

Jg, /" 
$(un(a)*A(c)-A(c)) *p(Yan(r)+va(c;; o* : 

Jn 
,b@@)\+ç(vo(c)+v A(a)) d,æ.

15
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Puisque uhl Â, Vul et V.Â. sont uniformément bornés alors

f ^
|  ,b(r , , ( r )  +.+1' ;  - . - t ( r ) )  - f  cp(Vu;,(r : )  *  VJ(r ' ) )  / . r

Ja

est borné-

En appliquant ce qui pnécMe à touæ suite-extraite de u1, on déduit que toute la suite

f
I ,b(un(*) + e1"; - a(')) * e(Yu6(x) + v.e(c;; ar
l a

converge vers
f
|  ,h@@)) + e(v,. '(r) +vA(r)) dx.

J A

Or
f ^

In 1 l  rh@n(x)+ A(c) -  -a(")) * e(Yu6(t) + Va(c)) ar
J A

donc
f

l imsup In S | ,h@(r)) + cp(Vu(r) *VA(r)) tu, Vu € l{z'r '-(f))
à..*0 J çt

ou encore

limsup In S I. (2.9)
lz.*0

Comme on a supposé .I: 0 alors

limsuR 4, : liminf /r, : 
J3o 

In:0.

Théorème 2.2: Si g et $ sont ile-s fonction-s lip-schitziennes alors

nSo /u: /

Preuve: Sous I'hypothèse du théorème 2.2 il suffit de montrer que

I

En effet" d'après (2.9), on obtient

[u{tf 16 ] I.

I imsup /a : l iminf \ :  hrn I1- [.
1r-6 lr+0 h.+0

16

(2.10)
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Montrons alors (2.10), si g et lb sont lipschitziennes de constantes de Lipschitz Cpt C2, on a

pour tout u eVf

arnsr

f
I<  |  ,b@@))*e(Yu(x)+vt(x11 ar

J A
f

:  l  rb@@)) * e(Yu(r) + v A(r)) dx
J a
f ^-  |  'b(r(r)  + A(r) -  A(*)) * e(vu(r) + vA(r)) ar

J A

+ [ l :Qr(x)* â(:r ' ;  -  A( '))  + e(Yu(x)+ Vâ(.r '1) r /r ,
Jn

f ^ | ^
3 Cr I lA(") - A(x)ldx a C" I lv/,(r) - V.,l(.r)lr/e

J O  J A
f

+ I  ,h@@) +.a(r)  -  A(*))  +,p(vu( ' )  + vA(r))  dr
J a

f ^ f ^
I  < Cr I  ld(r) -  A(") ldx +C2 | lvA(r) -  VA(r) ldr * In.

J a  J a

Comme â converge vers A dans Wr,p(Q) pour tout p > n (Cf tC.R.l) on obtient (2.10) en

passant à la limite.

I

Considérons maintenant le problème

J - -.-ipf .^, t ,h@@) - A(*))* e(vu(r)) r/,r,
u ç W l , - ( O )  , f ç

qu'on approche par le problème discret

f
/a : i.nf I ,h("@) - /(")) + e(vu(x)) h.

.  vaJa

Alors on a le théorème suivant:

Théorèrne 2.3: On suppose que g et rh sont continues alors

l im Jn: J.
h.*0

Preuve: D'abord on a

Jn2 ,  J

donc

t'flS rn2.!.

t7
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En suivant la même démarche que la preuve du théorème2.l on obtient

l imstrp .11, I  J
à + 0

ainsi

-lim "/a : limsup .16 : liminf. J6: J
ft.-O à-0 lr..._0

d'où le théorème.

I

18



19 Chapitre 2. Etude de prohlèmes à deux puits

Chapitre 2

ETUDE DE PROBLEMES A DEUX PUITS.

1-Introduction:

Soit f) un domaine borné polyédral de IR' n )- 2 de frontière f .

Soient t l ;  € IRn i:  I , . . . ,p et une fonction p : IR' ------+IR tels que

P@i ) :  0  V i  :  I , .  .  . ,P ,  ( 1 .1 )

p (w )>0  Vu , f  u ; i : 7 , . . . , p ,  0 .2 )

d imW: f .  ( 1 .3 )

où W est I'espace engendé par les to;, dim désigne la dimension d'un espace vectoriel.

On note par 7h une fonction continue positive ælle que pour un certain Ç ) 0, c ) 0

0<r/ ( { )<"1€lq v{eIR

Si A(c) est une fonction lipschitzienne i.e.

A e l;trit'-(f,)), (1.5)

on note par W]'-(O; I'ensemble,

W)'*(A):  {u € l4 l r ' ' " (ç})  I  "@): 
A(æ) sur f } .  (1.6)

On considère les problèmes

(1.4)

(1-7)

(1.8)

(1.e)

,."îLtn, ln vY"(t)) h'

r
inf I 'h@@) - a(")) + p(vu(r)) dz

"ew),*(a) Jo

f
_.jp{ .^. I ,b@@) - A(*)) + e(vu(x)) dr

u€Wl 'æ(A) ;19

19



20 Chapitre 2. Etude de prohlèmes à deux puits

plus pécisément on étudie le cas où

V-a (z )  €  Co( t r r ; )  p .p .  dans  Q .  (1 .10 )

( Co(tr;) est I'enveloppe convexe des ?.ri)

Remarque 1.1: L hypothèse (1.3) entraine que Co(ur;) se réduit à un segment qu'on peut

supposer de sommets u1 ët u2.

Soit (76)6;6 ure famille régulière de triangulations de f) i.e. satisfaisant

( V K e Tn, I{ est un n-simplexe.
I
I

vh>o {-%%(hx):h.
I

[=" t0ælqueVI ieTn #

hqa est le diamètre du n-simplexe K et px sa rondeur (i.e le diamètre de la plus grande boule

incluse dans K).

Si A(J() est I'ensemble des polynômes de degré I dans K, on pose:

V6 : {u : O ------+IR contnue, ul x e P1(/() V/{ € Tn }.

Si ,Â est l'interpolé de A sur 76 i.e. Â est I'unique fonction de Vn coincidant avec A sur les

sommets de T1r, on pose

V{ : {u :  C l - - - r IRcon t i nue ,  u l x  e  P r ( / ( )  V / (  €  T1 , , t t :  j  su r l } .  ( 1 .11 )

Nore but est d'obtenir des estimations pour les infima :

inf . t e(Yu(x)) dr (1.12)
aeV{ Ja

I

inf . I ,t @@) - A(')) + e(vu(u )) dc (1.13)
aeVf Jn

f

,r#^ Jn 
,h@(*) - ,4(")) + e(vu(x)) tu (1.14)

en terme de h.

On peut supposer que

0 € ]r.r. '1,u,2[. (1.15)
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En effet, soit u.r € ]tr.'1, tr.r2[, alors

.  e  t t l ' - (Q)  équ ivau t  à  u ( r ' )  :  t ' ( . . ) -  u ; . . r  €  r I - ; - i 0 )

et

f f

I  , [@@)-  A( r ) )  +e(Vu(r ) )  dx :  |  ,h fu{* )  -  (A( " ) -u . r )+e(vu( r ) *zo)  dx
Jn Ja

où to.r est le produit scalaire de ur par *, Àçr1 : A(n)-u).r. Si I'on pose rp(O : 9({aur), on

aura à traiter Ie même ploblème aven <f qui s'annule en û; - ui - ur. lesquels satisfont

o e lû1 , tbzl ,  vÂ@) € lûr ,r tzlp.p. r  € 0.

Ainsi on peut supposer qu'il existe 0 e lO,1[ tel que

0:  0  to r  *  (1  -  0 )  , r " .

2- Estimations de lténergie.

Notre ésultat principal est le suivant:

Théorème 2-1 : Supposons que {L est conaefre, que g est bornée sur les bornés de R et

satisfai,sant (1.1), (1.2). De plus, on suppose qae ?b est une fonction cont'inue satisfaisant

(1.4), et les u,i satisfont (1.3). AIor., -si A € l4ll'o"(f)) satisfait (1.10), iI edste une

constante C indépend,ante d,e h e (0,1) tel le que :

(1 .16)

El : 
,:#r lr e(vt;(z)) clx 3 chî

El : inf - t ,h@@)- A(')) * p(Vu(c)) d' < Ctri-'
ueV{ Ja

El : i$ t ,h@(*) - A(*))* e(Vo(r )) d* 3 Ch*,' ,
uev.h J n

où r : g ̂  1, A désigne le minimu,m iJe ileu,x nombres.

Remarquons que sans perdre de généralité on peut supposer que

-p
:7q et

(2.1)

(2.2)

(2.3)

'lD2

2L

l 0 1 - : € l  t
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où e1 est le premier vecteur de la base canonique de IR'. En effet, il existe une matrice

inversible P telle que

wrT  P - t  -  e tT  e r  w2T  P - r  :  #  e rT  -  '

Si on pose

6(x ) :  u (P - rQ  '  Â ( r ' )  :  A (P -La ) ,

alors Û est définie sur P(0) ( P(C)) reste un domaine polyédral et la triangulation 71, est

transformée en une triangulation P(Tù de P(f)) héritant des propriétés de 7à). Si en plus on

pose

Qftu) :  ç(uP)
alors

, j ,$f@\:  t l , (Vu(P-t*)P- ' ) :9(Yu(P-t"))  p.p.  f ,  € P(f))

de sorte que

f l
|  'h@@) -  a("))  +e(Vu(o))  dn:  ldet  P-r l  /  r l , (u(P-Lr)  -  A(P- '") )  + e(Yu((P-tr))  dr

Jç, " /p(o)
I

: lder p-,1 | ,bG'@) - Â@D + Ç(yû(x)) dx,
J pi.o't

ainsi on passe d'une mininiisation avec Q, A, rh, et g à une minimisation équivalente intro-

duisant P(ç)), Â,, ,h, et É avec

4 f  \  - ,  
- P

Qkr) : '? ( r_per ) :0 ,

vÂ@)€ [",, f i ' l  P'P' ' € P(ç])'
On supposera dans toute la suite que

lJ)l : €l ,, 1I)Z : 
fl "r,

VA(c) € [",, *"rl 
p.p. ' € o. (2.4)

Ceci entraine en particulier que A ne dépend que de la première variable. On ne distinguera
pas A de son prolongement à IR" donné par le théorème 1.1 du chapitre l. Pour prouver le
théorème 2.1, on démontre d'abord les trois lemmes suivants:

, ,
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Lemrne 2.1 : Si A€ Wt'" '(çr) aérif .e (2./) alors

A ( x r . t 2 r .  . .  r r n )  -  A ( A , U z , .  .  . ,  U n )  )
(  * ( r - ù ,  . c i  r
I

t"- ,  s i  r

) y ,

1A ,
(  2 .5 )

Preuve:  Soient  ( r , * r r . . .  , ïn) , ,  (A,Az, .  . . ,An)  deux é léments de O a lors

oS i z2yona

A(u , x2 , . . . , r r , - )  -  A ( y ,U2 , . . . , ! Jn )  :A (c ,0 , . . . , 0 )  -  A ( . r t , 0 , . . . , 0 )

[ "  aA:  I  ; ( ' 'o ' " ' 'o)dtJu o

,_4@_y),
L _ U

d'après (2.4).

oS i r (gona

A(æ,x2 , . . . , r , - )  -  A (A ,Uz , . . . ,An )  :  A (n ,0 , . . . , 0 )  -  A (y ,0 , . . . , 0 )

:  [ '  * f t ,o, . . . ,0)r / r
Jy  i r t '  '

:- I" #",'""')dt
>-@-r ) ,

) r - y .

Soient z e Z, et ot e J0,1[, on définit les fonctions suivantes:

( rc  s i cS0 ,
u . ( x , t 2 , . . . r r , n ) :  {

[# 's io20.

r

(2.6)

uh , r ( r r f r z t . . . r r , - ) : u (æ -  zho r t 2 r , . . r r n ) .  e .7 )

Remarque 2.L: Toutes les fonctions ci-dessus ne dépendent que de la première variable. Aussi

identif ie-t-on respectivement (*,*",, . . . , tn), ("h,,0,.. . ,0) à o et zho. Notons aussi que le

lemme 2.1 entraine:

Vc € T',,  un,.(r) < A(*) - A(zh"). (2.8)



24 Chapitre 2. Etude il.e problèmes à ileu,r puits

Considérons maintenant la fonction:

u , r ( r ' )  :  ' r 1 t ,  
i  : / , . . € l ( o ) 1  ( r r L , r ( " )  +  - - t ( : h ' ) ) . / r  q \

où V désigne le supremum de fonctions. II(S)) est la projection de 0 sur I'axe des r. Remar-

quons que

u n @ )  :  u h ( r ,  t 2 t  -  -  . , r , - )  :  u n ( æ , 0 '  .  .  . ,  0 ) .

On a alors:

Lemme 2.2: Si zo e %,, alors V u € l"oho , (to + I)hol on a

u ,6 ( r )  :  ( nn , "o ( r )  +  A (zsh" ) )  V  ( z r , "o+ r ( " )  +  A ( ( to  +  1 )h ' ) ) .  ( 2 .10 )

i.e. d,ans chaqlLe segrnent lzsh.o. ("0 + 1)/2"] Ie .typ7s7n1trn da.ns (2.9) n'est pri-s qu,e -"ur

deun foncti,ons.

Preuve: Soient z € T, et x e lzsho, (ro + 1)h'], on va distinguer deux cas:

o Si z S z6 alors zho 3 zshd I c, ainsi

un,"o( î )  *  A(zsh") :  u( r  -  ,oho)  I  A(zsh")
_n

: 
fi{' 

- 'oho) * A(zsh")

-n  -R
_ r  |  *  _ zh,)  + *(zho _ zsho 1 I  A(zoho)-  

1_  P ' *  L - t )

: ,L , " ( : t )  *A(z l f ) *  A(zsh . ' ) -  A(zho)+  
* (zho 

-  roh ' )

2 ur,,"(z) -f A(zh'),,

puisque A(zsh') - A(zh') + f,Qt " - ,oh) 2 0 par le lemme 2.1.

o Si zo + 1 < z alors r 3 (zo+ 1)â" S zho, ainsi

ur, , ,o+t(r)  + A((zs+ 1)h')  :  u(c -  ( ro + 1) l r ' )  *  A((zs + 1)h")

-- r - ("o + 1)h.' + A((ro + 1)h')

:  t  -  z lzo  +  zho - ( "0  +  1 ) lz '  +  A( ( to+  1)h ' )

:  un,"(r)  *  A(zh")  - f  A((zs + 1)h")  -  A(zh')  *  zho -  ( to + 1)h"

)  u6,"(x)  *  A(zh") .

24
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ceci d'après le lemme 2.1.

T

On a aussi:

Lemme 2.3: Sous les 
'hypothèses 

précédentæ on a pour u.ne constante po-siti,ue

C i,nilépenilante ile h

A(r )  -  Cho < un@) < A(*)  Vz € f ) .  (2 .11)

Preuve: Soit z e %, æl que zho €. fl(CI) alors d'après la remarque 2.1 on a

un , " ( x ) *A (z l f ) < r { ( r )

ainsi

un ( * )  <  A ( r ) .

En outre il existe un z tel que x e fzho,(z * 1)lz'], on a alors

un ( * )2un , " (n ) *A (zh ' )

:  uh," (æ) + (A(zh")  -  A(" ) )  +  A(x)

> A(r )  -  Cho.

r
Preuve du théorème 2.1:

Preuve du (2.3): Considérons Ia fonction rrl introduite dans (2.9), u1, est affine sur tous les

n-simplexes sauf sur ceux dont la projection sur IR rencontre les zh,o ou rencontre le point

x," dt segment lzho,(z + l)h'l æl que

uh,"(r  
" )  *  A(zh')  :  uh*r t (*  

")  + A((z + 1)h" ) .

On remplaco u6 pâr son inærpolé û1 sur 76, alors un €.Vn. Puisque

Vz;.(c) : €r ou 
*", 

p.p. r € ç),

alors Vû6 est uniformément borné d'apès le lemme 2.1 du chapitre l. Ainsi, par le théorème

des accroissements finis on'a

l"r,(") -,ûr,(") l  < Ch
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pour une constanæ C indépendante de h. Alors, par (2.11) et puisque h. o € (0, 1) on a

l " r , ( t ' ) - . { ( . . ) l  S  lû r , ( r , ) -  t r7 , ( : r : ) l+  1 , t ,7 , ( , ) -  - { ( ,  r t

< Ch + Ch'  < Cho.

Ceci entraine que
f

Jn 
,b@n - A(x))dx < Cl l lh 'q.

Il nous reste à estimer

t  p(Vtû6(e)) ,L :  [  ç(Yû1,(x))d ' r
J a  J s

où S est I'ensemble des n-simplexes tels que

Vûl , (e  )  *  r ,  ou A,  
Urr .

Puisque le gradient de û6 est uniformément borné on a

r
Jn vFf'n(r))dc S Clsl '

[æs n-simplexes sont de diamètres inférieurs à h donc

lsl  S (N(1") + M(h'))h d,

où d est le diamètre de f), N(h') est le nombre des zho contenus dans II(0) et M(h) est le

nombre des c" associés à ces zho. Il est clair que

M(h ' ) :  N(h ' )  -  1

par suiæ

A' I (h" )h"  :  (N(h ' )  -  1 )â '  <  d

N(â ' )h '<d+ho  <d+L,

et

par conséquent

Ainsi

l^sl s cht-'.

el S C(h"t + t t- ')) < Chqc^r-q
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où Â désigne le minimum de nombres. Mais aq A 1- a est maximum lorsqrre aq: 1- a i.e.

o:#d 'où(2.3) .

Preuve du (2.1)r(2.2): Pour réaliser la condition au bord on remplace la fonction un pir la

fonction

on(r )  :  un(x)  v  (A(z)  -  d is t ( r ,  f ) ) .

Par (2.11) il est clair que cette foncton coihcide avec A sur f. Si on désigne par ûa son

inærpolé alors û;, €Vî.Par (2.I1) on a

l " r ( r ) - -a( " ) l  lC t f

Ainsi, si

dist(r, l) >_ Clf

alors

un(z ) :  t r , r ( r ) .

Mainænant si

on a necessarrement

par conséquent

Puisque

alors

de sorte que

un( * ) :  A (x )  -  d i s t ( r , f )

l "a( t )  -  A(" ) l  :  d is t ( r ,  l )  <  Ch'

l r r ( r ) -A(" ) l  <Ch."

l r r , ( t ) -ôr , ( r ) l  <Ch

l ô6 (e ; ) -A( * ) l  3Ch" ,

t ,h@n(*) - A(x))dr S Choc.
Jn

la preuve du (2.3) on a

f
I  e(Yû6@))dx < cl l l

JA

Comme dans

(2.r2)
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où I est I'ensemble où I'on inteqpole. Rappelons que si

d i s t ( r . f )  >  Ch '

ona

ainsi, quand

ona

un(* )  :  un(x )

d is t ( r , l )>  C l f  +h

ôt : I'interpolé de 26.

Si on pose

\ : {r f dist(x,T) > Ch, + h}

alors I'estimation trouvée dans la première partie donne

f
l_ vFûn(x))dæ S Ch'-".  (2.18)

J h

Maintenant on doit estimer

t e(vû1,(r))d,r
./r\11

mais -t\-I1 est un âo-voisinage de f. Puisque Vû7, reste uniformément borné on obtient

I

J,r,,o(o'6(c))dr < ch" '

ln v{vtu(x)dæ < C{h' + h'- '}.

(2.r4)

En rassemblant (2.12)-(2.14) on obrient

I

l ^  rb@n@)-a(" ) )+e(Vû6(r ) )  d ,  S C{h. t  +h"  +hr - " }  SC{ t f "  *h t -o} ,  (2 .1b)
J A

et

(2.16)

Dans (2.15) I'estimation est la meilleure possible lorsque otr :1 - o i.e. cv - 1 = . Ceci donne
(2-2)- Dans (2.16) I'estimation est optimale pour o : I lequel donne (2.1). Ceci ærmine la
preuve du ttréorème (2.1). .
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29 Chapitre 3. Erude de problèmes à plusieurs puits

Chapitre 3

ETUDE DE PROBLEMES A PLUSIEURS PUITS

1-Introduction:

Soit f,) un domaine bomé polyédral de IR" n ) 2 de frontière f.

Soient u.r; € IR' i : 7,. .. ip et une fonction g : IR" --+IR æls que

g (u i ) : g  Ve i  - 1 , . . . , p , (  1 .1 )

V@)>  0  Vu r fu ; i : I , . . . , , p ,  G .2 )

Lr ; - lDpt  i :  L , , . . . ,p- l  sont  l inéai rement indépendants .  (1 .8)

On noæ par lb une fonction continue positive telle que pour des constantes positives q et c

0 S, i ( { )  < 
"  |  {  lq V{ eIR. (1.4)

Si A(r) est une fonction lipschitzienne i.e.

A e l,l/r,-(f)),

on nore par W]'-1O) I'en'semble,

Wti-(q:  {o € I4 l1 ' - (ç})  I  , ( " ) :  A(x) sur t i .

On considère les problèmes

"#F,n, ln v(v'o) d'æ'

ipl t ,b@(*) - A(*)) t e(ya(æ)) dx,
oew),*($ Ja

f
_._ipt .^. I ,h@@) -,a(')) * e(ya(x)) dx,

o€171 ' - (Q)  ; /g

(1 .5 )

(1.6)

(1.7)
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on s'intéresse aussi au cas où

VA(r) € Co(tr ' ;)  p.p. dans f)

(Co(u.';) est I'enveloppe convexe des r.r.';)

Soit (76)v,y6 une famille régulière de triangularions de o i-e. satisfaisant

(V I{ e 71,, I{ esr un n-simplexe.

I
VÀ>0 /  rnyu(hx) :h .

I  
k€ '

[ : " t0ælqueVI{e ! ,  #

Si Pl(1{) est I'ensemble des polynômes de degré I dans K, on pose:

( i .8 )

V6 : {u i f,) -+IR conrinue, u/x e h(Ii) VK e T6 }.

Si â est I'interpolé de A sur [, i.e. Â est I'unique fonction de V6 coihcidant avec A sur les
sommets de T1r, on pose

Vf, :  {u: 0 ----*IR continue, uln e P:(I{)VK e Th, x:,Â sur l}.

Notre but est toujours d'obtenir des estimations pour les infima :

inf t e(Yu(a)) d.n
oevf Ja

I
inf^ l rh@(*) - A(')) + e(vu(r)) dr

oevf Ja

f

]N^ J"'h@(*) 
- A(*)) * ç(Yu(r)) dr

(1.e)

(1 .10)

(1 .1  1  )

en terme de h.

Remarquel-l: Si V,4 € Co(to;) on n'a pas nécessairement

V A e Co(u';).

En effet sur f,) : ] _ 1,1[x] _ 1, 1[, on définit la fonction A par:

A@,, f i :  {  ' : :  ' i  -^1 3a S0
[ - y *1  s i  0Sy<1
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sur le triangle de sommets ao : (T,I),,r, : (T,,
ona

V A :  1 (0 ,  1 )  €

et

Chanitre 3. Etude de problèmes à plusieurs

t ) ,ur:  (o,o),

[ (0 ,  -1 ) ,  (0 ,  i ) ]

vÂ@,s) :  (1 ,0)  #  [ (0 , -1) , (0 ,1) ] .

Remarque 1-2: Dans le ca^s où A est afline sur chaque face de I alors L=A sur l. On note
aussi que (1.9)- (1.11) sont bien définis, par contre (1.5)- (1.7) nécessitent le fait que g soit
boréÏenne.

Remarquons d'abord que sans perdre de généralié on peut supposer que

0  e  i r (CoQu; ) )  (1 .12 )

où fr(Co(?rr)) désigne I'intérieur relatif de Co(w;) i.e. son intérieur par rapporr à I'espace
engendé par les ui - up.En effet, soient u e ir(Co(.1)), u et u tcls que

U : ? L + 1 D . 7

où ur.c désigne le produit scalaire de ta pâr tr, on a alors

u ew),*(Q) f=) 11 € I4';'-(f))

of l(c) : A(a) - u.î, ainsi on est amené à minimiser

t ,b@G\- (A(') - to.:r:)) * eftu* Vu(z)) dr
J O

sur I'espaceWrÀ'*(Q), et si on pose

,ëG) : ç@ r 0, Â@) : A(r) - u).r

on traitera alors le même problème avec des puits r.t,; - tr.r qui satsfont,

0 e ir(Co(u6 - w)), V,Â e Co(tu; - u) p.p. r € Q.

On suppose donc (I.I2) vérifié, ainsi il existe des o; € (0,1) tels que
p p

n - \ -  s - 1
- - . La iu i e t  Loo - - t .

f : l  i : l

(1 .13 )
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2- Estimations de l'énergie.

Notre résultat principal est le suivant:

Théorème 2-1 : Supposons qu,e {l est conuexe, que g est bornée sur le-q bornés d.e R" et
satisfaisant (1.1), (1.2). De plus, on suppose que rh estune fonction c.ontinue sati.sfaisant
(1.1), et les ut; satisfont (1.3). Alors .ci A e. I4lt'-(f,)) -satisfait (1.5), il existe une
constante C indépenilante de h e (0,I) telle qtte :

EI: 
,,#n l, 

cp(vu(e)) dx < cht

Eî: inf .  t  ,b@(x)-.^1(a:)) + e(Ya(x)) dx S Ch#
uevf Jn

El : iÉ t ,b@(*)- -a(')) + ç(vu(r)) d* < Ctr#
x , e v h  J n

où r : q A l, A désigne Ie minirmtm d,e d.eux nombres.

(2 .1 )

(2.2)

(2.3)

Remarque 2-I-:

En supposant par exemple our 
,r,9_ 

p(() : *oo ou 
l€lg_ 

/'(€): +oo, on peur alors

montrer grâce à un argument de compacité que (2-t )-(2-3) sont atteints (Cf tC.Cl ou [C]).

Pour prouver le théoème (2-l) on aura besoin de quelques lemmes d'abord on a :

Lemme 2-1 : Sapposons,que A € l,l/l'-(f)) satisfait (1.5). Alors sile segmentlx,x'l est
inclu dans dl on a :

.on. .u.@ - 
" ' )  

< A(x) -A(c ' )  < . f  - - ; . (*  -  s ' )  (2.4)
i = l  

'  -  
, = l - ' ' t -  

-  '

où A d'ési'gne Ie minitnwn ile nombres et V itésigne le rnaai;lnurn ile nornbres.

Preuve: On considère I'ensemble f,). et la famille de fonctions A. (. > 0) définis par:

f). : {r e A I dist(:r:,ôf)) > e}

A , ( * ) :pe  * t (ù :  I  p , ( r -v )A(ùdy ,  r€O"
J A

où po € 2(R") est de support B(0, e) et vérifie

I
I  P,@)d'x :1'

J  B(0 ,e \
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Chapitre 3. Etude de rs puits

il exisæ un es tel que [r, r'] C f). V 0 < e ( e6.

Pour z € f). on a

f
Y A,(x) : 

Jn n,k: - a)V A(

f p: Jn o,@ - r, 
,D_,

:f, I p,@-v)
?rn'

2l" P'(r - s) o;(ù o': In
: 1",

a) dv

o{y) . ;  da

o;(a) dy .;

or
p

,  . \ . -
P, l r  -  Y)  L

; - 1

p,(x -  a)

a;(y) r ly

dy : !
r rÊ)

donc

VA, ( r )  e  Co ( to ; )Ve€  ç )u .

Par le théorème des accroissement finis on a pour un z € l*,*'l et des a;

En utilisant le fait que

et
p

D o': t
i = 1

on déduit

.K-- i .@ - * ' )  < A,(r)  -  A,(* ' )
z : l

et le résultat découle du fait que

A,( * )  -  A , ( * ' ) :VA, (z ) . ( *  -  * ' )
p

:  
!  

a;w;.(æ-r').

nonrrur. l*  
-  0')  < u;.(r  -  

" ' )  
< 

n!_rrn.@- 
a, ')

w;.(x - x')-  
i= l

A, -----+ A p.p. dans f).

Remarque 2-2: Une conséquence immédiate de ce lemme est que .a(*) - A("') : 0 sur
chaque segment l*,*'l tel que æ - æ' e Wt où l4rr désigne I'orthogonal de I'espace W
engendé par les u;, i : t,,... rp.



Chapitrc 3. Etude de prohlèmes à plusieurs

Soit u1 r.. . ,up-t la base duale de la base u)i - rup,i.e. la base ælle que

alors on a

(2.5)

On désigne par az les sommets du réseau de taille ho (o sera déterminé ultérieurement)
engendré par les u; i .e. pour z : (2t,. . . ,2r_t) € Z,p-t on pose

p - l

x , :D  z ; l f  t t ; .
i : 1

Ensuite, soit la fonction Â définie par

Â(u ) :  y"_,  (  Af , : rw; . ( r  -  x" )  + ,Â(r " ;y  (2 .7)
ze ZLP

où â est le prolongemenr de A défini dans le théorèmel.l du chapitre l.

La fonction Â est constante sur la direction delAL et on peut la considérer comme fonction

de r € W ou z € IR". Par une cellule unité du réseau engendré par les /zou; on désigne les
ensembles du type:

p-l

c" : 
"" + {L g;h.oo; I 0; e[0, 1]]

i :7

où r, est défini par (2.6). Alors on a:

Lernrne 2.22 Supposons que {l est conuete. Sous les hypothùs., précé.ilentes, si on ilésigne
par C"o une cellule unité ilu réseo,u engenilré Ttar h.orr; et par E I'en-"emble

(2.6)

(2.8)

B:  { z  € .  %P- r  I  z i  :  0  ou ]  Y  i : 1 , . - . , p -  l } ,

Â(c)  : , , .Yo+"(hp;=1w;- (æ -  r " , \  +  Â@"'11 V u € C"o.

i.e. dans (2.7) au li'eu d'e prenilre le supremtlrn sur u.n nombre d,e z qu.i peu,t être non borné
quanil h + 0 iI sufi.t ile 

.le 
prend,re su,r un nombre fini d,e z.

Preuve: Supposons que o ç C"o, et f ixons z € T,p-I. Alors, pour un certain I: I , . . . ,p
ona

o(-rrn.(* 
- x') - 11r1.(z - x,). (2.e)
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On affirme qu'il exisæ un z' € zo * E tel que

, l l r ruo.k 
-  r")  :  Â, , r , ,n.1* -  t r" , )  - f  

ôr to; . ( r , ,  
-  . r . : ) .  (2.10)

Pour prouver ceci on va montrer I'existence d'un z' e zo + E æl que

(  .0 . ( *  -  r , , )  )  w1. (æ -  r " , )  Y  i  :  L , . . . ,p ,  i  +  I ,

{ 1z.n;
l q . ( r r ' -  r " ) )  w t . (x r , -  r " )  V  i :7 , . . . , ,p ,  i  +1 .

En effet, si (2.11) est vérifié, en urilisanr (2.9) on a

A!=rw;.(r  -  x 
")  

:  wt.(r  -  x: , )

:  u l . ( r  -  r  z , )  *  tu1 . ( : r " ,  -  r " )

:  AP;:1o;.( t  -  r- ' )  + / t ! : ru,n.(x",  -  r")  (2.12)

et (2.10) s'en suit.

Supposons que

p-7  p- l  p - l

" : l {g**  
zsa)h.ouk t  rz :  t  zsh.au1,  , t  rz '  : \z '1 ,h 'a t .  (2 .13)

È:1  k= l  È : l

Alors (2.9) s'écrit

( ro -  t t r l ) .c > ( t ,  -  u1).x" V f  :  L, . . . ,p,  i  f  I

ou

p-r  p- l

D{Bo *zs t } (w; - ru1) .u3 >  I21, (u ; -  wt ) .u*  V i :  L . . . . ,p ,  i+1 .  (2 .14)
/c : l  l i : l

De même (2.11) s'écrit

p-l p-l

DtBr*  zs t ! (u t ; - r l . r1 ) .u3  >  I  z '1 , ( tu ; - to1) .u3  Vf  :  1 , . . . ,p ,  i f  I
È:1 lc= I

p-r p-l

D"' r (q-wù.u*>t  zr , (w;-wt) .or ,  V i :  L , . . . ,p ,  i+ t .  (2 .15)
&:1 lc=l

35
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Par (2.5) on a

o  Quand/ lp

' r  S i  i : p ,

( . ; -w t ) . u r -  - 6 t * .

xS i  i * p ,

( . ;  -  1 r1) . t ,1 .  :  [ ( to ;  -  u tp )  *  (wp-  tu1) ] . t ,6

:  (u;  -  ur) .u* - t  (wp - rol) . t r6

:6 tx -6*

l .e.

(.; - urr).ur. -

si lc + i , l ,

si Ic : i,,

s i  k  : 1 .

o  Quand / : p

( - r -w t ) . u * -6 * .

Examinons d'abord le cas I * p, alon (2.14), (2.15) s'écrivent respectivement

( -@, + zoù 2 -zt
{

[ (B, * ,o;) - @t + zor) à

[  
-@,* 

.zot)  2 -z i

t (Bn * ,or) - (0t + zoù )

(2.16)

{i (2.17)

(2.18)

(2.1e)

(2.20)

(2.21)
(  -4)  -z t
(

l " 'o -z ' r )  z ; -  z1  V i :  L , . . . ,p -L ,  i+1.

Ainsi, sachant (2.19), on cherche z' e zo * E tel que

z i  -  z t  V  z l  -  I , . . . ,p -  7 .  i  +  I

, ' ;  -  
" ' t  

V  i  :  I , . . . rp  -  l ,  i  +  I

>z i

36
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(2.22)
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Puisque Ér e [0, t], on choisit

( ' i : zo ;17

" ' t : "o t+1 , {
|  " l :  ,o ,

si

si

0;)  h,

13; < &, i :1, . . . ,p- I .  i+1.
(2.23)

Dans le cas où 0;) gt,, puisque zr, zi - zr sontdes entiers vérifiant (2.19) on a

( -fBt + zoù 2 -("o, * r) > -21

\ (2.24)
[  (8 ,  +  

"o t ) - (g t+ "où) - (zo t *  
1 ) -  ( ro r+  1 )  >  z i -  z t  V i :  L , . . . .p -L ,  i+1 ,

ce qui donne (2.22) dans ce cas. Dans le cas où É; < B1, puisque -1 < 3; - fu < 0 on a

(  - tB ,  a  'o r )  2  - (zo t - r  7 )  2  -z t

\ (2.25)
[ (Bn+ zo ; ) -@t+  

"où)  
zo ; - (zo t+1)  >  z i - z t  V r l  :  L , . . . ,p -1 ,  i+1 ,

ceci entraine également (2.22).

Il resæ à traiær le cas où / : p. Dans ce cas, le sysÈme à résoudre est (d'après (2.15), (2.1S))

chercher z' tsl que

B; tzs ; )z iY i *p , (2.26)

sachant que

0 t * zs ; )  z ;  V  i *P ,

il est clair que z' : z0 convient. Ceci démontre (2.10).

Pour compléter la preuve du lemme (2.3), considérons un point x e C,o. Si c" est un sommet
quelconque, par (2.11), il exisæ un z' € zo * E ûel que

? , . P P

nlr.t.{* 
- r,) : 

nl_ru,o.(* 
- r 

" ') * Ârui.(c;, - :r: ).

En utilisant le lemme 2.1 on déduit que

p p

u|r .n.("  
-  x")  3 .Artn; . ( r  -  r" , )  *  A(a, , )  -  A(" , )

i.e.

olr-n.{, 
- æ,) + Â@ "1 . uLrrrn.ç* 

- ï ",)+ :{(c.,;

et ceci complèæ la démonstration-
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On a aussi:

Lemnre 2-3: Suppo.rons que (I est conueze, -co,tr.q les h,ypothè-se.s précé.d,entes

on a pour une constante C indépendante d,e h,

A (n ) -Ch '  <  ^ ( r )  S  .a (z )  V r  €  f ) (2.27)

Preuve: Soit z e T,p-r enutilisant le lemme 2.1 on a

T'

;A r . ( , ; . ( c  
-  r , )  *  A (x  

" )  
<  A (æ)  y  r "

donc

r\(r: )

soit c' € Pvrz(ft) (Pw(f)) est la projection orthogonale de f) sur W) la composante de r sur
Ps,(Q), il existe ur 26 tel que r' € Cro, ainsi

A(r )  2  .K.w; . (a  -  , ,zo)  + Â@""1
z = l

P  : .:  .A- to ; . (c '  -  rzo)  +  A( r "o )
? : I

> -Ch" + ,4(r)

d'où le lemme.

Preuve du théorème 2.1

Preuve de 2.3 : Soit îrn I'interpolé de la fonction Â(*) introduite dans (2.7),

ûn e Vn. Remarquons que

VÂ(u) : uro p.p.

donc Â est une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz uniformément bornée. I-e

lemme 2.1 du chapitre 1 entraine que le gradient de ûn est aussi uniformément borné. Ainsi
par le théorème des accroissements finis on a pour une constante C

|  ̂ ( r )  - ,ûa(* )  I  S Ch

38
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et puisque a, lz e (0,1)

A(r ) -û 'n@) |  S la( " ) -^ ( r ) l  + l^ (z ) - i i r , ( ' ' )  |

< Cho + Ch < Cho.

Donc

I  A(*)  -u6(r )  |  S Cho.  (2 .28)

Ceci entraine que
f

Jnrh@n 
- A(r)) tu < C lQ lhc '  (2.2e)

où lfll est la mesure de CI.

On aura aussi à estimer 
r
I eftû,pft))dr.

I-eYûn: toi sauf peut-être.u, t'"nr",iJre S où l'on interpole, puisque Vt?a reste uniformément
bomé on a

f f

JnvFan(x))dx: J"v(Vt,{x))dæ 
< cl s I

où l^Sl est la mesure de S.

L interpolation a lieu sur un lz-voisinage des arêæs de Â(o) i.e. un voisinage de I'ensemble

où Â(c) présenæ une discontinuité en son gradient. Â(e) a un saut en gradient dans

une cellule du réseau engendré par les h(rt) quand I'une des fonctions

J*- r " ) * - , I (e , , ;

est égale à une autre.

Donc ces deux fonctions sont égales sur un ensemble de mesure (p-2)-dimensionnelle bornée
par C(h)r-2 (c'est I'inærsection d'un hyperplan et d'une cellule de diamètre borné par Ch.o).

Puisque dans (2.7) le supremum est pris sur un nombre fini de fonctions on a

ls l  < C(h')P-2hN(h')  (2 '30)

où N(h") est le nombre de cellules de taille h.o incluses dans Par(O). Il est clair que

trr(âo).(ho)e-r s c
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donc (2.30) s'écrit

ls l  < cÀ, ' - ' .  (2.31)

En rassemblant (2.29)-(2.31) on obtient

f

Jnrh@n 
- A(*)) * e(Yû1(r)) < C lhse a hl-ol ,

la puissance est la meilleure possible lorsque 1 - a : aq i.e. o : fi d'où (2.3).

Preuve du (2.1)-(2.2): Considérons encore une fois la fonction Â("). pour réaliser la

condition au bord on considère la fonction

u1,( r )  :  Â(c)  v  (A(r )  -  d is t ( r ,  f ) )

où dist(r,I.) désigne la distance de r à la frontière f, par (2.27) on a

un(r )  :  A(r )  sur  f .

Soit û6 f inæqpolé de u6 sur 76, ttn e Vf , d'apÈs (2.27) on a

lA(*)  -  ^( ' ) l

D'où si

dist(r,f  ) ) C/zo,

alors

u ,1 ( r ) :  Â ( r ) .

Maintenant si

, ,n(t) :  A(c) - dist(2, f),

on a alors

lu r , ( * )  -  A ( " ) l :  d i s t (2 , l )  <  Ch '

donc

l z6 (e : ) -A(a : ) l  <Cho.

lu l ( r ) - i i r ( " ) l  <Ch

Or
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donc

Ainsi

alors

l î 'n ( * ) -A(* ) l<Cho

r
Jn,h@n(x) 

-. ,1(c)) dr S choc

(2.32)

(2.33)

et comme précédemment on a

I eYù(x)) tu
J N

où l.9l est la mesure de I'ensemble S où I'on inærpole.

Mais si

dis t ( r , l )  >  Chq,

u6(r) :  Â(:rr).

on obtient:

(2.34)

Donc quand dist(z,l) > Ch * h on

u h I'inærpolé de A(c).

D'après ce qui précède si on pose

^S1 : {z / dist(z,l) > Ch' + h}

lrrtfrufO 
- a(")) * e(yû1(x)) d, < Cltfa + hr-o + fr.']

a

I

Jr,v(vûn(:r ')) 
dr 3 Chr-".

Il nous reste à estimer
r
I  çFûr,(r))  dc.

Js\sr

S\S1 est un h.o-voisinage de f et puisque le gradient de û1, est uniformément borné on obtient:

f

/rtt, 
e(vût6(æ)) dæ 1ch" '

Combinant (2.33)-(2.36 on obtient

(2.35)
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et
f

I  v \ûn(z))  d:r  < Clh ' - '  + h") .
J A

Cette dernière estimation est la meilleure possible lorsque L - a: a i.e. o : T et ceci prouve
(2.r).

Sionposer :gÂ1a lo rs

f

l_$@n(r)  
-  A(" ) )  *  e(v t? l , (z) )  d"  <  c lh""  +  h ' - - ] .

J A

Cette estimation est la meilleure possible losque 1 - a : ar i.e. o : ;;- donc

f
| .h@,,( ') - -a(z)) + .p(Vi?y,( t)) dx < ç6.,1,L

J N

ce qui prouve (2.2)

Remarque 2-4: Dans le cas où f,) est, non convexe et sous les hypothèses du théorème 2-1 on
a pour une constante C

E'nSch.#  i : t , ,2 , ,8 (2.37)

où  r :  q  AL .

En effet E, S Ezu et puisque Vf c V1,, El S Eh

donc il suffit de démontrer (2.37) pour i : 2.

Mais un domaine polyédral peut être décomposé en sous-domaines polyédraux f);

i : L,. . . , N qui sont convexes. Donc sur chaque f); on construit un ?rà comme précédemment.

z6 satisfait la condition au bord sur chaque 0;. Soit û6 l'interpolé de ces fonctions sur
Th, I'estimation de

/ Ê N f

l_r l {an@) -  A(*))*e(yûp (r ) )  r /a. :  f  I  l ,@u(*)  -A("))  +e(yû1,(r ) )  dx
Ja 7_r  Je ,

s'obtient de la même manière que la 2è-" partie du théorème 2-1.

Lorsque q < 1 on a Ei < CnrT,; : L,,2,8.

Mais on a une estimation meilleure pour ̂ E[ à savoir El S Cn+.
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Chapitre 4

ANALYSE DES SUITES MINIMISANTES.

L-Introduction:

On suppose toujours ici que f) est un domaine borné polyédral de
IRn n ) 2 de frontière | . Soit 16 une partie de la frontière de mesure strictement positive-

Soient tr.r; € IR' i: I,...,p et une fonction p : IR' ----+IR æls que

p(w; ) :  0  V f  :1 , .  .  . ,p ,

p (w)>  0  V to  f  u ; i :1 , . . . ,p ,

ta; - u)pt ' i  :1,.. .rp - 7 sont l inéairement indépendants .

On note pæ 1b une fonction continue positive ælle que pour des constantes positives q et c

0<, / ( ( )S" l€ lo V(eIR.

Si A € l7t'-(O), on note par VA I'ensemble,

yA : {a e. I4lr ' '"(fr) I tt(x): A(x) sur ls}.

On suppose que

et on considère les problèmes

VA(r) € Co(ur;)

(1 .1 )

(1 .2 )

(1 .3 )

inf. t  s(Yu(x)) dr,
uevA Je

. f
i"{. I  ,b@@) - A(:r:))+ p(vu(æ)) dr,

,eVA Ja

-.,ip{^.^. t t/(t,(a:) - A(*)) + e(Ya(æ)) d,æ.
u€Wr' - (O) ; f9

Soit maintenant (fi,)ny,s uno famille régulière de triangulations de O. on pose:

(1 .4)

(1 .5 )

(1 .6 )

(1 .7 )

(1 .8 )

V1, = {u: O -+IR continue, Df r e Pr(K) V/f € Tn }.



44 Chapitre 4. Analyse des suites minimisantes

Si ,4 est I'interpolé de A sur 76, on pose

À-
Vf : {u: f) ---IR continue, ulx e R(I i) V/( € 71,, t , :  I  sur fo}.

Alors on a le théoÈme:

Théorème 1.1: Sous I"', hypothèses précéilentes et si, g est born.ée sur les bornés

de R alors iI existe une constante C in,ilépendante iJe /z e (0, l) telle que :

EI: inf t  çr(V.(. t))  clx < Chi
"çYf  Ja

El: inf .  t  ( :et(r;  -  A(r)) * ç(yu(x)) d* < Ctt#
aevf Ja

Eî : ir,.{ t ,û@@) - A(*)) i- p(yu(r)) d* s chnk
o e v n  J { I

où r : g A 1, A désigne Ie minimum iJe d,eut nom,bre-s.

Preuve: Les estimations de Eru et Efr s'obtiennent en les majorant au moyen de la foncton
û,n e Vi introduite dans la preuve du théoême 2.1 du chapitre 3.

2. La non existence de rninirniseurs:

On s'attend à priori à ce que ril converge vers un point réalisant le minimum pour (1.6)-
(1.8). Cependant ce n'est pas le c:N parce que de tels problèmes peuvent ne pas admettre de
minimiseurs. Remarquons d'abord que la suiæ d'éléments de VA :

ur : Â(a;) v (,a(c) - dist(r, fs)),

(^(") est la fonction introduite au chapitre 3) est telle que

lun( " )  -A ( " ) l  lC l to

et

Vu1(r) :1P; P-P. :r :  € f)1,

où

f)n : {r e f) I dist(x,lo) > Ch' },

donc
f

i r1 f .  I  ,b@@) -A(* ) ) *p(Vu(e: ) )  d r '  <  C(h" t  + l r ' )Vh€(0,1) ,
aeVA Je
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en faisant ændre h vers 0, on obtient alors que les trois infima (1.6). (1.7) et (1.8) sont tous

égaux à 0. Ensuite en faisant les hypothèses supplémenraires suivantes:

0<'r(€) ve+0, (2 .1 )

Y A(r) I u; sur un ensemble de mesure strictement positive, (2.2)

toi - up engendrcnt un sous-espace I4r propre de IR",

Væ€ f )  l zo€ fo  t e l que  ( * ,  
" n )C0  

e t  r - xs€ lUL ,

où IrZr est I'espace orthogonal de Vr, on a le théorème suivant:

Théorème 2.1 : On suppose que g est bornée su,r les borné-s de fr\n.

(respectiuernent (2.2), (2.3) et (2.40 sont aérif.{s, alors

(2.3)

(2-4)

si (2.1), (2.2)

f

,Lît^ Jn 
,h@@) - A(')) t ç(vu(x)) dr,

f
__ir-,f l rh@@) -

u€I4lr '-(O) . , /9

( 
.re.sp 

ecti,a ement,inf. 
o

A(*))  *  e(Vu(æ)) dx.

f
I  ç(Vu(x)) d*)

JçI

ne sont pas atteints.

Remarque 2.1: Soit z1 ,...,t/t une base orthonormée de WL grâce à (2.4) on a une inégalité

de Poincaré du type (cf tcz])

t lu(c)ldc
JA  JA

où % : {u € I4l1'" '(f}) / r(*) : 0 sur fo},
(V" désigne le vecteur de composanûes ôf ôu;,,1 | la norme euctidienne).

Preuve du théorème 2.1 :

45
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Supposons qu'il existe un u € l4lr'-(f)) tel que

f
I ,htuk) - ,4(a')) * e(Yu(r)) dr : 0

J A

donc
f r
|  ,h@@) - A(r)) dx :0 er I  p\u(x)) dc :  0

J A  J A

d'où

z(z) : 41t; p.p. r € CI et Vz(z) :1p; p.p. :r '  € Q

ceci contredit (2.2).

Supposons maintenant qu'il existe un u € VA tsl que

f

Jn vF"(a)) rle : o

donc

Vz(c ) :u ' iP 'P '  r '  €  0  (2 '6 )

puisque Ôulïvi:Vu(x).vi et VA(z) e Co(tu;) on a

V"(z (z )  -  A(a : ) )  :3

par (2.5) on déduit que

u@): aç*1

ceci contredit (2.2).

46



47 Chapitre 4. Analyse ds.s suites minimisantes

3. Etude des suites rninimisantes-Mesures de Young:

L'absence de minimiseurs nous conduit à l'étude des suites minimisantes. Elles génèrent. comme

on va le voir, une même famille de mesures de Young. D'abord (1.3) et (1.5) entrainent qu'il

existe des fonctions mesurables cr; uniques telles que

p p

YA(x) :  t  a ;@) w;  ,  t  oq(r ) : ! .  (3 .1)
i=7  i :  I

Rappelons que si une suite u6 e Wl,æ(CI). est telle que

l , , r , loo, l lV"r l l ""

où C est une constante indépendante de h, alors Vtr6 définit une famille de mesures de Young,

plus précisément il existe une sous-suite extraite de tr1, qu'on note égalem ent u6 et une famille

de mesures de Young (rr)rea sur IR', telles que I'on ait

l im^ t -F(2, Vrl (r)) dx: I t- F(r, À) du,(À\ dx (3.8)
rr.-o Ja Jç JIR,

où F est une fonction de Carathéodory (voir Annexe). Alors on a le théorème:

Théorèrne 3.1: Supposons que g est une fonction continue uérif,ant (1.1)-(1.il. Soit

uh une sui,te minimisante de (1.6), (1.7) ou (1.5). Si (3.2) est uéri,fié alorsYup d.éf,nit

une fami,Ile ile mesure de You,ng (u,),ea ilonnée par

p
\_\u , : L  a ; ( a : ) 6 * , p .p . r €O  (3 .4 )

où les a; sont les fonctions qui nnr*"r, d.an-s (3.1) et 6r,, d,ési,gne Ia tnasse ile Dirac au

point u;.

Preuve: D'après (3.2), il existe une sous-suiæ extraiæ qu'on notera aussi z6 telle que

u.h ---+ ,t.!. uniformément (3.5)

Vu6 J Vu. dans, -(0) faible 'r (3.6)

aveÆ u € Wr'-(ç)).

Soit (2")"çs la famille de mesure de Young définie par Vu6. Donc pour une sous-suiæ extraite

et dans tous les cas on a

"B, I 
e(Ytt1,)d'æ : 

Irf , r(r) d,u.(\)dx - o.
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t -  eQ)du,( \ )  :  o P'P' '€Q
"/IR."

et /, est supportée par les puits. Par conséquent

p

tlx : 
| 

p,{r)t_,

En outre,

Y A(æ)da.

Donc

f "vun@) 
a* - I"lu-^a,,(À)dr: D l"B;e)dx w;.

(3.7)
à : l

pour des fonctions mesurables B;.

Cas (1- .7) ,  (1 .8)

Si u6 est une suiæ minimisante, on a grâce au théorème de la convergence dominée de

[æbesgue,
f r
I ,h("u(*) - ,a(r)) dr: | ,t,tu@) - A(c)) d.r - 0.

Ja Ja
Donc

u(æ)  :  A (z ) .

Puisque la limiæ de u6 est unique touûe la suite converge vers A.

D'après (3.6) et (3.8) on a

Vz6 - VA dans -L -(CI) faible x.

Soit maintenant B une boule quelconque incluse dans f). On a par (3.3)

(3.8)

(3.e)

Puisque

l"vun(ù,l* 
-) 

| "

l"vd{ùa* : E l"

I"oorn *: E l,

I ouç4a*: I goçù*
J B  J B

48

B;@)dx w;.

a;(æ)dr, u;,,

Vi  :  Lr . . . rp.

par (1.3) on obtient
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En divisant par lBl et en utilisant le théoÈme de ditférentiation de Læbesgue on obtient

or(") :  B;(t) p.2. :z € Cl

D'où I'unicité de la mesure de Young et (3.4).

En appliquant (3.3), on obtient par (3.7)

f l

J, lV,( tr l , (o) 
-  A(*) lV* :  

Jn l l { f  v"u(")  -  YA(x)).u1\1à,1,

l l

D Bn[D(f .,o - vA(r)). ,;) ']+ a*
i = l  j : l

I

----- | l^" tlfrr - va(e)).,)21È d,,(\) dx
Jo JIR' ' / :r

puisque les vi sont des élémens de

lim
à + 0

. Par conséquent

l ( "a( r )  -  A(r ) ) ldx  :0

:1,
: Q

lryt

T
amsr

lrh -----+ A uniformément

et

Vtr6 r Vl' dans ' ""(f)) faible x

et on conclut comme aupaftrvant.
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4. Analyse numérique des oscillations:

Lunicité de la mesure de Young associée aux problèmes (1.6)-(1.8) laisse présager qu'il y a une

certaine cohérence des oscillations des suites minimisanæs. En effet, sou.s les hypothè.ses du

théoÈme 3.1, leur comportement commun se traduit, comme on va le voir, par le fait qu'elles

minimisent leur ênergie en choisissant leurs gradients autour de chacun des puits avec une

probabilité qui ænd vers une constânte. Dans toute cette partie on supposera que (2.1)-(2.4) sont

vérifiés. On note par II la projection sur les puits rt';, plus pnécisément II e.st la fonction définie

par:

II({) :  .rr

où ur; est tel que

l€  - . u r l  :  m in j l (  - . , ; , .  ( 4 .1 )

Il se peut qu'il y ait plus d'un puits qui vérifie (4.1), mais on choisit celui qui a le plus petit

indice i. Il est clair que fI est une fonction borélienne, alors on a le lemme suivant:

Lemrne  4 .1 :  So ien t  ô€  IR ' ,  u t  €W e tu€WL te l  que lu l : 1  a l o r s  on  a

l (b  -  u) .u l :  |  [ (b  -  to)  -  Pw(b -  r ) ] . "  I

S l (ô-u , ) -Ps, (b-u)  |

< | (ô-u , ) - ( tu ; - to ) l  V t

< lb- - ; l  V i

d'où le lemme.

Le comporæment de la fonction g au voisinage des puits est primordial. Aussi suppose-t-on
qu'il existe des constantes À1 > 0 p > 1 telles que

l i {b-u, ) .u l  <  lô- I I (ô) l  -  rn in i lb- - i l .

Preuve: Si Pw désigne la proiection orthogonale sur W alors on a

Àr lu - II(tu)lP S pku) V u, 61ft '.

On suppose parallèlement qu'il existe des constantes )2, q > Itelles que

Àzl ( lq<, / ' (€ )V €eIR.

50
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Pour u € W l'"(Ct) on pose :

E1@): t  cp(Vu(z))r lz
J A

Er@) : I  g@(x) - A(r)) + e(Yu(x))dr
J O

Alors on a les lemmes suivants :

Lemme 4.2: Soient B C'Q u,n,.cotts d,orna' in,e i le {1,, 1p, etu € W t '-(f)) alors i l  e.r i-cte

une constante C : C(8, r, p, )r) tel le qte

f

J" lvt '  - I l(vt ') l 'd,r 1c\(u)i.  (4.b)

Preuve: En appliquant I'inégalité de Hôlder et (4.3) on a

f l
I lr" - r(Vu)1" dx < lalt-i { I lV, - n(vu)lpd.z} Ë

J B  J B
- l  f

< lBl ' - r  ) , ,  EI  .

Lemme 4.3: Soi,ent B C 0 un soua ilomaine régulier ile Q, r, s

W t'""((-)) . Alors iI exi,ste une constante C : C(8, r, s) telle que

[u" la(x)l 'r to(x) = t { l" lu(*)l t ' -r) " '  d*\ i  l l r l l , ,",a (4.0)

où s' est Ie conjugtté ile s i.r. * + * : 1, do(r) est la nùæure superficielle sur ôB et

l lu l l , , " , r  :  {  [  l r (*)1"+ lvu(c)1"]+.
J B

Preuve: En appliquant le théorème de trace:

t fttl do(r) s c I l,,(r)l + lVu(z)ldz (4.7)
J ô B  J B

à u: lul '  on obtient

t fuf do(æ) < c I l,( ')l ' * rlu(c)l '-r lvolc)lar
Jas '  Js

:  c  I  l r ( ' )1"- ' lu(c) l  * r lu(r)1"-r lv t ' (c) ldc
Ja

51



Chapitre 4. Analyse de.s suites minimisantes

et grâce à I'inégalité de Hôlder on a

t  l r (" ) l ' - '1,( ' ) l  s{ [  1, , ( ' ) l ( r - r )s ' t f  t /  lu(z) l ' r l . r ]+
Ja '  ' Jn '  '  '  ' Jn

et

t  l r ( ' ) l ' - ' lVu(r ) ldc < {  [  l r . r (z ; ; t ' - r ' " ' ] *  {  /  lVt , (z) l "d ' } i
Jn  ' Js  '  ' Js '

donc

t  fu@)l ' r to(: . )  < c{ /  l t , ( r ' ;1t ' - r  t t  a*}!  11,,11,. . , .a.
J ô B  J B

Lemme 4.4: Supposons qu.e B C 0 est u,n. domaine régu.Ii.er. On pose -q :

min (p, q). Alor." on. a

I .  i l  e r i , s te  une cons tan te  C:  C(8 ,À; ,7 t ,c1)  te l le  que

|  [  v(u(z)  -  A(*))  d, l  < cE21t,1# {r , tu)c#;  + E2@)# + 1} ,  (4.8)
J B

o r i  s ' -  " ; 1 .

il. Si (3.3) et (3./1) sont aérifiés alors il exi.ste une constante C : C(B,Àr,p) telle que

|  [  V(r(a:) - A(*)) d*l < cE1(t)# {^0,1u;# a 11 (4.e)
J B

où Pt 
-  El .

Preuve: Si n désigne la normale extérieure à B, alors on a par le théorème de la divergence

f f
I  I  V(u(o) - a(")) dxl:  .1 1 (r( ' )  -  A(r)):z do(r.) l
J B  J ô B

f
= 

Ju" l (u( ' )  -  A(")) l  do(t ) .  (4.10)

En utilisant I'inégalité de Hôlder et le lemme (4.3) on obtient

f  , (  r  1 i
| | v(u(c) - A(")) d*l < @Bf-; I I l(,( ') - ,{(r.))l 'd"(') }
J B  l J a s  )

s pBf + { [ l ,(") - .4(r)lt '-rr" 'r"]* l l , - All i",". (4.11)'  
[ . ra )  "
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-Cas f: On choisitr tel que (r - 1)s' : q i.e. r : {É, on obtient par (4.11) et la condition
(4.4)

f
I J" 

v(u(*) - A(x)) dxl

Ensuite, par I'inégalité de Hôlder

l" t,(") - A(*)t d,x < lBl'\-r {1"
Moyennant le lemme 4.2 on a

f  . -  _ (  f  r  )
J"lr(" 

-A)1" d*Sc\J"lr" -r(vu)1" o** 
J, lr(vo) 

-Af tu|

s cni + c.

Combinant les inégalités (4.13) et (4.14) on obtient

l l "  -  A l l i , "  , "  <  C{E ' ( r )Ë +  E2(u) i  +  1} .

Par (4.12) on obtient (4.S).

-Cas  I I :  Oncho is i t r : s  -p  donc  ( r -1 ) - s ' -p  dans  (4 .11 ) ,  a ins i

.  f  (  r  )#  !
I /- v1r1') - a( ')) d*l < c1 l- lu(*) - A(r)lectæ f 

-- 
l lr{") - A(') l l f ,o,n. (4.1b)

JB  ( Jo  )  
'

Grâce à (2.4) on a

(4.16)

Or d'après le lemme 4.1 on a

l (Vu(c)  -  V ,a(c) ) . rn l1 l (Vu( r )  -  I I (Vo( r ) ) l  V  i :L , . . . ,1

donc

< 7;  l (Vu(r)  -  t I (Vt ' ( " ) ) | ,

lV,(u(c) - A(t)) lp < 1Ë 11vu1r) - rr(Vu(")) lo

53

- oayo.)i = 
" ( lr lv,(u(z) - A(*))1,.,,)

t -l.=
< CE21u1;ia l l ,  - All f : : ; .

< c E2@)i .
) 7

l r ' (z)  -  A(x) lqdr I
)

(4.r2)

(4.13)

(4.14)

( /  ' , , " ,

{; rr",rr) - V.A(ryy.,ut '}*

d'où
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Bf : a!@): {r € B / n(vu(æ)) : .0, lvu(z) -.o,) l  < n} (4.20)

B"o, : B*(u) - B\ v gf;. (4.21)

Proposi t ion4.1 :  Supposon. tqu,e(1.3)  e-s taér i f ié , .c i r ,€Wt 'o"( f ) )  i Iex i .c teunecon,stante

C : C(8,,\,p) tel le que

la ! , lScEl t , ) i .  (4.22)

Preuve : Remarquons que dans B[ on a

arnsl

(  f  )à  ,  (  r  )à
\  I  lV"(u( : r ' ) -A(z)) lpdcf  <t i  \  |  l (vu(r ) - I l (Vt ' ( r . ) ) lnd" f  (4. rT)
( . / o  J  ( Jo  )

Combinant ceci avec (4.15) et (4.16) on obtient

| [_ vç"ç,) - A(*)) d*l < cE( l l,(") - a(")l l f*, ' ,o.
J B

Par (4-16) et (4.17) on a

l f
I  l@@) - A(x)11na:t I  Ç /  l (vt ' ( :r ' )- i l (vu(r)) letu <CE{u). (4.1s)

J O  J O

En prenant s : p dans (4.14) on obtient

t  lv(u(r)  -  A(")) lo cu.  1cE1@) + c (4.1e)
J B

et (4.9) s'en suit comme pr'écédemment.

So i tB  C Oundomainerégu l ie r .  Pouru  €  I4 l t ' " " ( f l )  e t0<R< | ,  l r r ; -u i l  V  i , , j  =

I , . . . ,p,  i  I  j  on pose

Ainsi,

lVu(z)- I I (Vu(c)) l  >n.

RB!, = I"* lVt(c) - rr(Vu(r ))1d,. s lu lvu(c) - rr(vc(r))ldz

et le résultat découle de (4.5).
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dcs suites minimisantes

Remarque 4.L: si u,, est une suite minimisanæ de (1.6)-(1.8) alors Et@,) --+ 0. par

conséquent, la probabilité pour que ?.,n ait son gradient dans B à I'exrérieur d'un R-voisinage
des puits tend vers 0.

Pour évaluer lBrni on a le théorème :

Théorème 4.L: Supposons que B c f,) est un domaine régulier. On po-se s =
min(p,Q),  s ' :  * ,  o , lors  i I  ex is te ane con.ctante C :  C(B,u; , ) ; ,p .q)  te l le  que

I ta,"t - di l l l<c{r l  +*rt@T* +EY'n +1)i v i :r , . . . ,p. G.2B)

Si (3.3), (3./) sont uérifiés alors

l laft-a;lBllsclnT

a i :

les a; sont les fonctions figurant ilans

Preuve:

On a d'une part

I',"r

Par (4.5) on a

+1) )  Y  i : ! . . . . ,p+ Elv

Tf
I

lBl Js
(  3 .10  )

(zl (4.24)

a ; ( r l d r ,

e t  E ; :  E ; ( " ) .

-S rrnqt- t
{=i ' ' " ' '  Jn

p

:Dfla, ' l  - lBl
i : 1

d'autre part

r
I,,ur 

rl(vu(c))d . - 
I" 

vA(x)dx : 
lu 

(rl(Vr,(.r')) - vu(r))d . * lu
- 
lr., 

rI(Vo(r))dr.

I l(vu(r))d 
" 

- 
[

J B
Y A(x)dx o;(rr)d.r)w6

ô; ) r r r ;

Vu(r) - V A(x)d,x

(4.25)

. f  r
I I (II(Vu(e')) - Vo(r))d,tl < CE{
J B

f t
/  t I (Vu(a))dr < C(u';) lB 

",1< 
CEi

J 8",

Par (4-22) on a

cb
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Associant ceci au lemme 4.4 on obtient

p

f  É ttsf l  - lBl a;)u; lsc{EÏ +EF Prt '+EY5' +1}}. (4.26)
i= l

Si (3.3) et (3.4) sont vérifiés on a

p

t  i  t ts,"t - lBl a;)ut; l  < c{ET + EIv{r,F + r}}.
i : L

En posant

on obtient

p

/ :D(8,"1 - lBlo;)- t
i = l

( p

I t tts,trl - lBl a;)w; - r,
) 

-*-t

l p

I  I  ta,rt  - lBl o;:Dl:,  py- lal :  - lB." l ,
l. =i

de soræ que (lBf | - lBl a;) est solution du système linéaire

h fx :b

f t  :  (MT  M) - 'Mrb

(Mr est la transposêe de M) et on a

lcl ! ll(.aar M)-'Lrrll lbl

où ll ll est la norme matricielle associée à la norme euclidienne. Ainsi

llButl - lBl arl s cmax(lll,lB!,1).

où

M:(\ '  '10),  b:(  , !  ) .
\1 r) ' , " - \ - lB." l ) '

Comme les u.r; - uuo sont linéairement indépendants, la matrice M de type (n * 1) x p est de

rang p et le système (4.29) admet une seule solution donnée par

(4.27)

(4.28)

(4.2e)

(4.30)

(4.31)
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Ainsi on a (4.23) et (4.24).
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Remarque 4.2 : Si u,, est une suite minimisante de (1.6)-(1.8) alors sous les hypothèses du
théorème 4.1 on a par (4.23) et (4.24)

tBft _
lBl 

--+ oit quand n -+ foo'

Autrement dit, dairs B le Vu,, prend les valeurs tu; âvec une probabilité approchant c;.

Corollaire 4.1: Sous les hypothèses d,u th,éorème 4.1, si u1, est une .suite minirnisante ile
(1.6)- (1. I )  te l le  qu,e

o E2(u6)  1Ch.o,  a lors

l lBf l  -  pl  æ;l  < ç6a rnin (à'#r) 
j  poLtr i ,  :  r , . . . ,p. es2)

o E1(u)  < Chà,  a lors

l lB ,n l  -  V l  a ; l  S  Cnz# ,  pour  i  :1 , . . . .p .  (4 .88)

Preuve : Ceci résulte des estimations (4.23\, (4.24).

Remarque 4.3: L'estimation (4.33) correspond au problème de minimisation (2.1), tandis que
(4.32) correspond aux problèmes (2.2) et (2.3) avec a : I pour (2.2\ et n : # pour (2.3).

o ,



Etude de problèmes de uits avec contraintes

Chapitre 5

ETUDE DE PROBLEMES DE PUITS

AVEC CONTRAINTES

1- fntroduction:

On désigne toujours par 0 un domaine borné polyédral de IR" n ) ! de frontière I er
pt 9 une fonction positive définie sur IR" et s'annulant en u)i, ,l : 1, ..-,? lesquels satisfont

u)i - i l )pt i  :  1,.. . ,p - |  sont l inéairement indépendants . (  1 .1 )

On note aussi par ry' une fonction continue telle que pour des constantes positives q et c ) 0

0<t / (€)<"1( lq  V(e IR.

Si A(r), o("), B(r) sont trois fonctions lipschirziennes i.e.

a, 0, A e Wl '-(Ct)

telles que

(1 .2)

on note par

a(c) S B(c) sur 0,

a(æ) < A(c) S B(r)  sur l ,

Ko,B: {u € I4 l r ' - (o)  I  a(e,)  < u(a) S g(*)  dans e } ,

I i+o1t:  {o € l i " ,p I  u(r ' )  -  A(r)  sur f  } ,

M : jËâ (G(*) - a(c)) > o.

G(c) :  (cr(:u) v.4(r)) n 0@),

où Â désigne I'infimum de fonctions et V le supremum. Les ensembles liq,p et K4,o,p Sont
non vides puisque G e Iia,o,B C Iir,p. On suppose que

(1 .3 )



On considère les problèmes.

o €

I
inf I

ae Ke,,",p Jdt

inf t
oeK.,p Je

On s'intéresse également au cas où

Chapitre /. Etud.e ile problème-s d.e pu,i.t-s auec contraintes

(1 .4 )

(1 .5 )

(1 .6 )

VG(x) € Co(ta;) p.p. dans f,) (1 .7 )

f
inf I ç(Vu(r)) d*,
t t  t , a , Ê  J  { l

t l t({t) - G(c)) * e(Vu(r)) dx,

,b("@) - G(')) + e(Yu(x)) dx.

(Co(u;) est I'enveloppe convexe des ?rr). On considète (Tn)n>o une famille régulière de trian-
gulations de Cl. On pose:

V;: lu: f) ------IR continue, D/rc e n!:() VIt

Xa : {pe  O lpes tunsommerdeK eTn

Ei: {p€Er,  lp l r }

€

) ,

Tn j,

et

I {1 - {ro e vn I  o(p) < ,r ,(p) < g@)V pe t l  } ,

KA,h :  { ru  e  l i l  l u6 (p ) :A(p )Y  pe  Eàn f  } .

Notre but est d'obtenir des estimations pour les infima

-inf I e(Yu(x)) d*,
a€  Ka ,6  Jg

f

,.tfo,o Jn 
'b@k) - G(*)) * e(vu(æ)) dx,

f

,Ldr., /., 
'b(u(") -G(*))*e(Vu(r)) dc,

2- Estimations de l'énergie.

Soit u1 r...tap-r la base duale de la base u,i - utp, i.e. la base ælle que

:  1 r . . . , p .(r i  - wr).ui :6; i  V i , ,  j

59

en terme de h.

(1.8)

(1.e)

(1 .10)

(2.1)
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Alors on a le résultat suivant:

Théorèrne 2-1 : Srryposon-t que {l e-qt conaere, qne ç est bornée sur le.-s bornés ile Rn

De plus, on suppose qu.e tf: est une fonction continue satisfai,sant (1.2) et les u; sati-sfont

(1.1). Alors sous les hgpothèses précédentes et si G € I;Izt'-(f)) -satisfait (1.3) et (1.7),

i l  existe une constante C ini lépend,ante d.e0 <h. < inf((ff)?, I) tel le. que:

Ei : .inf t <p(Vo(r)) d.æ 3 Chî
I \ A , h  J n

El : inf f gftt(x) - G(r)) + e(vt,(c) ) d* S Cht'
xe ,n  Jn

El: itf t !:@(t:) - G(x)) + p(Vu( t:)) d,x < Ch,k
^ À  J A

où r : g A 1, A ilésigne le ninimrtrn de ileu,x, nom.bre-q,

N :2 (p -  t )  ma.xlur; l  maxlu;1,
.y:2 dans le cas (2.2), .y:r  *1 d,ans Ie cas (2.3),  1:  q l I  i lans Ie.  cas (2.D.

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.7)

Avant de prouver le théorème (2-l) rappelons quelques lemmes du chapitre 3:

Lemme 2-1 : Supposons queG € I4l1'-(O) -ratisfait (1.9). Alors si le segrnentfx,x' l  est

inclu ilans {l on a :

u|r-n.G- 
r,)  < G(x) -G(,r: ,)  .  

u!_rr, .(r-  
r ,)

où A dési,gne le mi,ni.nurn ile nombres et Y d,é.tign,e Ie marimum ile notnbres.

(2.5)

On désigne pt rz les sommets du réseau de taille ho, (a: 1) engendré par ls"q 1r; i.€.

pour  z  :  ( r r , . . . ,2r - r )  e  T,P- t  on pose

7t-7

r " :D z ;h .ou; .
i :1

Ensuite, soit la fonction Â définie par

(2.6)

Â(r) :  
. r i l ,o-,(  

n!=ru;-(x -  *")  + ô(r"1;

où ô est le prolongement de G à IR'. Par une cellule unité du réseau engendré par les lrou; on
désigne les ensembles du type:



Chapitre 4. Etude de dc' puits avec contraintes

p- l

C": r "+{ t  B ; l f t , ;  l t J te  [0 ,1 ] ]
z = l

où r, est défini par (2.6). Alors on a:

Lernrne 2.22 Supposons que {l est conaexe. Sous les hypotlt.èses précérl.entes, si on ilési.gne

par C"o une cellule uni,té d,u. réseau engendré par hou; et par E I'en.cemble

B :  { z  €  % P - r  I  z i  :  0  o u l  V  i :  7 , , . . . , p -  1 } ,

alors on a

A(c) :  
" , ryo* " (Aq; - r 'u , i . ( t  

- r : . , )  +Gçæ",17  Y r  € .C"o .

i.e. d,ans (2.7) au lieu d,e prend,re le su,premtLTn s,rr.r un nombre de z qu.i peut être
quanil h --+ 0 iI suffit ile Ie prendre sur un. nom.bre fini ile z.

On a aussi:

Lemme 2-3: Supposons que {l est conaerel -co,.Ls les hypoth,èses précéilentes on

G( * ) -N  ho  <A( " )

où N :2 (p - 1) maxl l to; l  max; lu;,.

Preuve: Soit z € T,p-r en utilisant le lemme 2.1 on a

p

. rAr r , ; . (c  
-æ")  *G(r=)

(2.8)

non borné

(2.e)

donc

À ( t )

soit t' e P6z(0) (Pu,(f)) est la projection orthogonale de f) sur rW) la composante de r sur

Pw(O), il exisæ un zs tel que x' e Cro, :rt s'écrit:

p- l

e;t : ft"o + t B; h.ot,i É; e [o,r]
i : 1

l* '  - * 
"ol S (p - 1) m3,x la;lh"

alnsl,
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62 Chapitre 4. Etude de problèmes de puits avec contraintes

de sorte que

A( r ) ,  
oo^ ru ,n . ç * -  

n ,o )  *  ê ( : r : " 0 ;

p
:  

n4rr r - ( t t  
-  tzo)  + G(r"o )

à -(p - 1)-3x lur;l max lu;l lf + G(x,; - c(*) + G(æ)

2 -2(p - 1)ml\ lur; l  m3x la; l  h '  + G(u )

d'où le lemme.

Preuve du théorèrne 2.1 La fonction Â e .I(o,B. En effet, par le lemme 2.3 on a

'  ^(")  S G(r:)  S l3(r , ) .

Puisque l, < (#)t, 7: I on a

a(s) < G(r) - 2 (p - 1) mpx lrrl -a* lu;lh.' < Â.

En outre la fonction

Â(e) v (c(') - dist(c, f))

appartient ù KA,o,p. La démonstration se fait de la même manière que le théorème 2.1 du

chapitre 3.
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63 Chapitre 4. Etude de problèmes dc puits avec contraintes

on va établir dans le théorème qui va suivre, sous certaines hypothèses, que les infima (3.1)-(3.3)

3- Résultats dtexistence:

On considère les problèmes approchés:

alors iI

inf
u€.Kn

,|,@n(r) - c(")) *e(Vu6(r)) dr. (3.5)

(3.6)

$(t 1(æ) - G(")) * e(Yuy,(x)) dx (3.7)

i{,f t e(Yt:(x)) dr,.  ue  Ke,n  Jç

f

,.tfo,o Jn 
rhk'@) - G(* )) +'p(vu(æ)) dx'

r
,L{^ Jn 

4'k'{..) - G(:r)) f rP(Vu(o)) do,

sont en fait atæins.

Théorème 3.1: On suppose qu.e g et 4, .ror, continu,e.c a.lors iI exi-cte -u,n llh j

que 

-i ' f  t  e(vr,(c)) ,I*: I  e(Vu6(r)) rtr
u€ Ka.6 Jg Jtt

et

r
_i+f I ,h(u(r) - c(')) + e(vu(r)) dx :

u€. Kap Jg

Si de plus on suppose que.

lim p(O : *oo
l ( l - *oo

(3 .1 )

(3.2)

(3.3)

ttn € I{ t,n t'els

(3.4)

T

existe un uh € Kn tel que

l, ,toro - c(")) + e(Vu(c) l d* : In

Preuve: Une fonction or?. e IiA,h est complètement déterminée par ses valeurs aux noeuds de

la triangulation. On note par X le vecteur des valeurs de u6 aux noeuds appartenant à Xfl i.e.

y  :  ( u6 (n r ) , . . . , ' r ' 6 (n " ) )  avec  cv (n ; )  (  t r 1 ( r z ; )  <  g@; \V  i  :  1 , . . . , 8 ,

alors
f

I ç(Vrr,(t)) d:r:
JA

,b@n(x) - G(c)) +.p(vt,r,(r)) d'æt.
et
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deviennent respectivement deux fonction.s F et H continues en X qu'on est amené à minimiser
sur un compact K où

r  :  {  X €IR" I  o("ùS X;  < g@ù i  : r , . . . . . . . }

d'où (3.4) et (3.5).

Montrons mainter-ant (3.7), dans ce cas on est amené à minimiser H sur I'ensemble non borné

K '  : {  X  em-  I  aQr ; ) (  T ;  (  t l@ùr i -  1 , . . . . - . }

où rn > -s est le nombre total des noeuds de la triangutation. Si

Iim I/(X) : *oo (3.8)
lX l *+oo

on sera amené à minimiser H sur un compact inclu dans -I{'. Si lxl -----+ *oo alors X admet

une composante X; : un(nt) qui ænd vers *oo où 2.; est un noeud de la frontière sommet d'un

simplexe K. Si ni est un sommet de K n'appartenant pas à la frontière alors on a

u; , ( rz ; )  -  rn@i)  :  Vu n. (nt  -  
" i )

S lVral lu - 
" i  I

donc

lv'r'l' l  -  
l rn -  n. i  lu 

(3 '9)

ainsi
r

ln 
rh@n@) - G(c)) * p(Vt '6(:r :))  dr )  l1{ le(Vuntx)

et le résultat découle de (3.6) er (3.9).

64
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Chapitre 6

PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE CLASSE

DE PROBLEMES NON LINEAIRES

l-Introduction :

On considère dans IR2 le domaine f)r : (-/. /) x (-1,1) où le paramètre positif / esr

destné à tendre vers I'infini. Soient / une fonction de L2ç-1,1) et a une fonction régulière

telle que pour des constântes positives a et B ;

0<a<o( t )  S !1Vt€ IR (1 .1 )

On désigne par ui une solution du problème quasi linéaire :

( -# - ftktuù#t: T dans 0r
{ (r.2)
( 'r e /4(CIr).

L-existence d'une ælle solution peut être montr'ée à I'aide du Théorème du point fixe de Schauder
(cf [A.Cl). Cependant on ne sait pas si (1.2) a une solution unique si a est supposé par exemple

continu . On s'intéresse au comportement limite de u1 et on voudrait montrer qu'à la limiæ

u1 ne dépend que de la variable y.

Pour cela on note par uoo I'unique solution du problème unidimensiônel :

| 
-&t"fu-)ff) : .f dans (-1,1)

{  (  1 .3)
(  , r , "o  € r /ô l ( -1 ,1) .

On considère le difféomorphisme :

. fll ' Oro -----+ Qr

I
( r ,  y)  - - - - - -+ (  

U*,0).  
(1.4)

et on désigne par û1 la moyenne de z1 SUr (-/,/) i.e.

t t(y) : +, I_,u1(r,s)dt: 
: 

* lu,"urG,,a)dr
DO

(1.5)



à la limiæ dans une classe de problèmes non linéaires

où z(/) :'.tr o fll. Remarquons que

On espère en fait montrer ciue z1 converge vers uoo. Dans le cas linâire i.e. lorsque a(l) est

une fonction constante, ceci est démontré dans un travail commun (non publié) de S. Antontsev,

M. Chipot et T. I-eblanc. Nous allons étudier, dans ce qui va suivre, Ie cas non linéaire. Plus
précisément nous allons démontrer que la moyenne û1 del.rt converge vers I'unique solution de
(1.3) .

2-Théorème de convergence :

D'abord, nous allons nous ftlmener au domaine fixe CI10 . Pour ce faire écrivons (1.2) sous
forme variationnelle :

Or Vu € I4(frr) on a u o IIr € I/01(01,) et

{ t t  e  H l ( -1 ,1 ) .

cltr - t,l < lA(u) -A(r)l < 01" - rl.

66

(1 .6 )

(2 .1)

(2.3)

[  ôu10u  , ôu1ôu  f

Jn, -#û + a(ut)fiù : 
Jn,T" 

vu e Iror(Q1).

Moyennant le changement de variable III on obtient :

ln,, H "n'#o IIr+ à(t,1on\H ,n'#o rlr : 
ln,"f 

, or, vu e ;/or(f) ù. (2.2)

W : 
*#on', 

ô(' 'oil) ' :Hon'

par conséquent (2.2) s'écrit :

f ,1o,2ôu(I) ôt, . / rt))aï(/) ?, : t fu vu e fr6r(or.). (2.4)
. /n,o t l t -Ë a.  + a lu\ t ) ) j ;  

au:  Jn,"

Ensuiæ soit .4 la fonction sur IR définie par :

A(tt): [" oft)a".
Jo

Il est clair que la fonction ,4, est une bijection vérifiant :

(2.5)

(2.6)
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En outre (2.4) devient :

t  1ts"ô' .( t)?*ae@Q))y: t  fu vrefr, l (Qr,) .  (2.7)
Je ,n '  l  '  0x  0 r  

'  
Ôy  Ôy  

-  
Ja ,o

Avant d'énoncer le théorème de convergence on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.1 : Sous les notations précédenæs on a les convergences :

, ls  , r  )u( I )  ô(iYË ---+ 0 fort dans t"(Qu)

A(u(l)) A(zo") fort dans L'(Qu)

Preuve: On noæ par l l l l  la norme dans.L2(f)ro). En choisissant u: u(I) dans (2.4) on
obtient :

1,,, r?r,ffr+ n(.(/))( ffr : I,,"ru(r)
s l l / l l  l l " (r) l l .  (2.10)

Combinant ceci avec I'inégalité de Poincaré on obtient :

" I ruï\!)r < r.ru 11,(r)rl
"loro oA

< cll,rll tw,
Ainsi :

(2.8)

(2.e)

(2 .11)

(2.72)

Or

donc par (2.12) on a :

nffitt sfttrtt

rrrfrffrP<Çtrrr
, Is, r?u( l )  Io lo ?u( l )
\T) a* :T'1 

a"

,?f W 
-+ o fort dans z2(fllo).

A(rr(/)) --+ A(u*) fort dans tr'(flr,)
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Montrons maintenant que

(2.13)
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En effet, en appliquant I'inégalité de poincaré on obtient :

tle(u(r))lt s c1 P!ffitt
: clla(r,(t,y ai(/) 

tt
oa r l

< cpilw|.
Par (2.11) on a :

l lA(u( , \ \ l ,  t ,oA(u( l ) )  t t  <  c  e . r4)- / ) r )  , ,  
0 y  

l l  _

où C est une constanæ indépendante de /. En extrayant une sous suite on a :

A(u(I))  -  ?0 dans tr(eu)

ôA(tr(l)) - ff oon, L"(Qr). e.É)oy oa -*""

Montrons d'abord que tll : A(u..). En effet, par pas.sage à la limiæ dans (2.5) on obtient :

f  0w0u f
Jn," u, uo: Jn,o'' 

vt' e r/or(f),.)' (2'16)

Soient tb e Oç-t,1) et g e D(-16, /s) ælle qu",fî. cpe:)d,r : I. (2.16) entraine en prenanr
a :981r :

ft , fto 0.r, . . âtb I'7

J_,1J_,"ù(*,,y)e@)dx)6da : 
J_,f 

(y),t @)dy
soit encore

L,&(l!,,-r.,v)p(x)dx)ffrt : I:,r(y),btu)dy v d, e D(-r,7).

Ainsi Ï!,"*ç*,fiq@)h e fIol(-r,1) est sotution du pr.oblème de Dirichlet

yr 7A(u*) ôt,  fr
Jq oY u, 

: 
J-rf'h 

Y 'h e 2(-1' 1)'

[.]unicité de la soluton entraine que :

r lo
A(u*) :  I  w(x ,y )e@)dx p .p .  z€( -1 ,1)

1 _ lo
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69 Chapitre 6. Passage à la limiæ dans ulq 49src !9 f,lgblèmes non linéaires

Pour tout ? eD(-Io, /6) telle qu" /1i. cp(æ)dn: 1. D'où

f l o  r l o

I  -@,,f ie@)d.æ: A(uâ I p(t :)d,r Ve e D(-/0,/o)
J  - t o  J  - t o

ou encore

A@(l)) - A(zoo) dans L'(Qu)

aaLu(l)) _ ,rlï-) oun, L,(et").ov ov

En prenant u : A(u(I)) dans (2.7) on obtient :

t  ,oA(u(t)) ,r .  t  fA@(t)).Jn," '  a, ' |  
reto

f Io

J_," ( - ( r ,y )  
-  AQr*) )e( r )dr :0  Vp € 2( - r0 ,10)

d'où

u , :  A ( t roo )  p .p .

En appliquant ce qui précède à toute suite extraite de A(u(/)) on conclut que A(z(/)) admet

une seule valeur d'adhérence . Donc

(2.17)

Or par (1.3) on a :

D'où

Par (2.17) on obtient en passanr à la limite :

Comme

ln,,f zrtr,{4) : 1,. a(,*1ff 'r"r,))W

I,"rW)" = 1n,""ç, *)ff "r"e)W.

*1,,tff12 <çoç,,,o)+y

ry 
- o6*)ff aans Lt(dt,o),

uors ffi converge fortement dans 12(Qro) vers W: o@*)W. ûe.9) s'en suit
par I'inégalité de Poincaré.
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70 Chapitrc 6. Passage à la limiæ dans une classe de problèmes non linéaires

Lemme 2.2 : z(/) converge fortement vers tr- dans L'(Qu).

Preuve : Par (2.6) '4.-1 est une fonction Lipschitzienne telle que

lA- ' ( r )  -  A-r ( r ) l  5  11, ,  -  r ; .

On en déduit :

l l r(/) - . , . .11 - l lA-t A(t(/)) - A-t.4(tr-) l t  < l t l ,a(z(t)) -.a(,r"") l l .

Par le [.emme précédent on conclut que

"(/) 
converge fortement dans Lt(Qu) vers ?ræ.

Lemme 23 : %f, ro.tuerge foræment vers ff O*r L'(Qu)

Preuve : Puisque z(/) et W convergent respectivement vers uoo et ry dans
,'(f),.). Alors il existe des suites extraites u(/) et ry etune fonction g e L2(Q1o) telles
que

u(/) --+ zæ p.p. dans f)ro

oA(u(l)) aA@=) 
p.p. dans f)1o

ag 
- -ay

PAg(t)) | s g.

Ainsi

)u(l) ôA(u.(I)) 1 ôA(u,*) _ ôu* r^_.
os a(u(/)) ov 

--+ 
ruË 

: 
Ë P'P' dans f,)to

et

tâï(,)r< I s.'  0a  t -  o ! -

Par le Théorème de la convelgence dominée de Læbesgue on obtient :

ry -- a:'- fort dans L"(9,o).ov ov

En appliquant ce qui pécède à toute suiæ extraiæ de ff on conclut que toute la suite

ff "onu"rge 
vers ff O*t tr'(Oro).
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7I chapitre 6. Passage à la limitc dans une classe de problèmes non linéaires

I

Maintenant on est en mesure de clémontrcr le théoÈme de convergence :

Théorème 2.1 : Sous les hypothèses et res notâtions pécédentes on a :

,ii"" 
trt : u* fort dans l/01(-1,1).

Preuve :  on  a :

f '  ,ôù t  ô r , * , , ,  f t  L (  f to  ô t t ( t )  ,  ̂ .  ̂ . ,  \un  , .  , ,_
J -, t a 

- 
6f 

au : 
J-, '2lo \J-ro 0y @'v) - 

ff(v)dr)l2dv

grâce à I'inégalité de Jensen- I-e théorème découle alors du læmme précédent

t
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76 Anne.z,e. Mesures d,e Young

ANNEXE

MESURES DE YOUNG

Soient f) un ouvert bomé de IR', rh : f) x IR- --+ IR une fonction continue et une

suite up € (r""(Sl))'". On considère la suiæ de fonctions l:(r,up(æ)). Si z1 converge vers

u et t[(.,ur(.)) converge vers y'-, alors en gên&al t!' + tb(.,r(.)). [a notion de mesures de

Young associée à u6 va nous perrnettre d'exprimer dl. Avant d'énoncer le théorème d'existence

des mesures de Young, rappelons quelque.s résultats d'analyse fonctionnelle. L'espace

co(IR,-): {.f  e c(IR-) : 
r^t l ' ' Ï_ /(À) : o}

est un espace de Banach pour la nolme de la convergence uniforme. Son espace dual est I'espace

des mesure.s de Radon noté ilr'(IR-) muni de la norme

l lP l lnzrm-y:  h l (R-) .

Puisque Co(IR-) est séparable on a :

( l t (ç1,  co(R-))) '  :  LT.(ç) ,  M(IR-))

sous le produit dual

.1 tr,l; r: I t- g@,\)d,p,2(À)dz
-/o JIR-

ave* t! € ,r(Q, Co(IR-)) et p e trf.(C), l/(IR*)) où

-Lf.(f,), M(R*)): {/: f} - Ir'(IR-) : f est faiblement * mesurable,

ll.f(,r)ll,rr(IR."') est mesuarable en r et

l l/(r)l lrr(IR',) S Àf (constante) p.p.r € Cr).

La norme dans -tff.(0. il4(IR-)) est

l lp l l  :  sup  essr€o l lp " l l r r r IR- i .

On a alors le théorème :

Théorème : Soient {l un ouuert borné d.e 8,.", tls : f) x IR- -- IR, une fonction ile

Carathéod,ory et u6: O -* IR- u,ne suite ile fonctions rnesurable-s tellc qu,e:

l " r ( ' ) l  <Cp.p .  r€ f )Vk
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77 Annexe. Mesures de Young

où C e-ct une constante.

Alors i'I eriste u,ne sous-suite extraite qu'on note aus.r,i uk et u,ne farnille ile me.cure-, d,e

probabi l i té (r ,) ,en tel le que si

t l ,Q;,up(r))  ̂  ,h L*&) faible *

o n a

,b@):  
[ ^^  { t (x ,À)d ,u , (^ )  p .p .  t r  €  0 .

JIR"
Pour démontrer le théorème on aura besoin du [æmme suivant :

Lemme : Soient {2 un ouuert borné d,e R" et tt.1, : f) -+ R^ une su,i.te de fon,ctions
rnesurables telle que pour" .une constante positi.ue C on a

l " r . ( t ) l  <Cp.p .  e :€0Vk

alors :

l im sup l [ r ,  /  lu1 . (n ' ) l  >  j ] l  :0  (4 .1 )
,++oo k

où lAl désigne Ia mesu,re ile l'ensernble A.

Preuve : on a:

llæ I lu1,(x)l > jl l: I ldx
J lx  /  lue@\ l> j l

r  l z r ( r ) l  ,
J1x / lu4etl>jl J

JnJ
lo l

sc+
d'où le Lemme. t

Preuve du Théorème: Pour rour k on définit p* € rf,(f), M(IR.-)) par

/ r I ' ( ï )  :  ô , , r . ( " )

où 6a est la masse de Dirac au point d € IR"'. Pour 4, e LI(Q, Cg(R-)) on a :

r f
1  F* , lb  > :  I  l ^^  4 '@,À)  d6u44dx

Jo JIR-
f

. I r l,(x,u,p(r)) d,a.
JA
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78 Annexe. Mesures de Young

I l  est clair que 

llprl l : 1 v k'

Par le Théoème de Banach-Alaouglu-Boulbaki (voir [.B.] Théorème trI. l5 p.a\ [ existe une

sous-sui[e extraiæ qu'on note aussi pk et u € Lff.(A, M(R-)) tels que

ttre - z dans Ii,(ç1, nf(IR-)) faible *

i.e.

" l i ïL t  r / , ( r ,u1.(r))d:r ' :  [  [^ .  ,h(r ,À)du,,(À)dx (A.2)
ft-*oo Ja -/o "/IR,

pour tout ,h e Lt(çr, Co(IR"')).

Montrons que (A.2) peut s'étendre à toute fonction d' de Carathéodory On suppose d'abord que

{ est une fonction positive telle que

t[@,u1,Q)) ̂  rb dans .t-(O) faibte n.

t[@,up(x)) est en particulier uniformément borné. Soient dj la fonction auxiliaire définie pour

f€ IRpar

( t  s i  l t l  <  j

. l
or ( t ) :  {  1_ l t l+ j  s i  jS l r l  < j+r

I(  0  s i  l t l  2  j  + t
et rbi (î,,À) : di(l)DÉ,i (b@, \)'b@,À). Il est clair que
i )  t l : i : rb  s i , r< je t lÀ l  < j

1l \  ?bi €.11(çr,  G(R*)) V k
i i i )  0 slhr <Ih v k
iv) ,hi est une suite croissante

v) I im$i (æ,À) : t /(r,  )).
t

En outre on a :

rr
I  I  .br(* ,"r("))  - rb(* ,23(o))d:r : l  S /  l r / , t (* ,"r . ("))  - rh@,up(c)) ld.r

J O  J A

<2 [  g@,u1, ( r ) )d , t
J lx  /  lu  p l t ) làr lu [* /  tp@,uy(r) )> j l

S C { l [r, /121.(,2,) l  > j ] l  + l l" l  'b?,"r-( ')) 2 j l l  ]

S C { sup l[e'llup(*)l 2 r]l * sup llr l ,b(*,"*(r)) 2 rll ].
È &
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D'après (A.2) on obtient

f f f -
I  I  l^ -4"@.))du,Q)dr , -  |  , l '@)d,r , lSc {  supl [ r / lu1( l , ) l  > i ] l+* 'p l l r l rh@,"0(*) )> i l l  lJo JIR" Ja k k

Par le Théorème de la conversence monotone on a :

r f  f  f
l im I  I  ,b t (x , \ )du, ( ) )dr :  I  I  t l ;@,))dv, ( \ )dx.j Ja JR .la JIF""

En utilisant (A.7) on obtient :

t t^ {'(:r:,À)cht".(),)dt : [ ,h@)ar-
Jo JIR" Jst

Par conséquent (4.2) est vrai pour toute tbnction rl' de Carathéodory positive. En appliquant

ce qui précMe aux parties positive et négative 4,+ eL d'- de ry' on obtient :

. ti+ t lt@,u1,(r) )r/c : t t- lt(r,À)du,())r/cri+*co Ja Jo "/IR'

pour toute foncton ry' de Carathéodory telle que tl;@,u,p(r)) converge dans .L-(f)) faible *.

Soit B une boule quelconque incluse dons 0. Puisque r/(r,up(:r)) converge dans

,-(fl) faible * vers rp alors 1s(:r:)rl,(c, "r(r)) 
converge aussi dans r-(Q) faible* vers XB?y'. En

appliquant (A.2) à 1s(c)r/(r:, À) on obtient :

t t^ xnr'),h@,À)rtu,Q)tu : I ve@){'(x1ch.
Jo JIR' Ja

En divisant par lBl et en appliquant le Théorème de différentiation de tæbesgue on obtient :

- f
,b@) : . /* ,  *(* ,À)dz,(À) p.p.  r  € O. (A.3)

Par la semi continuité de la norme on a :

l l " l l  S  l im in f  l16 , ,o r " r l l  :  t

i.e.

l l " " l l iv l rn".)  S 1 p.p.  e '€ f , ) .

En appliquant (,4.3) à {(c,À) : t on obtient :

z , ( IR- )  :  1 .

Ainsi

, " (R- )  : l l r , l l nz lp -1  :1  p .p .  0  €  ç r .

Par conséquent (2")"çe est une famille de probabilité.
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