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INTRODUCTION

Soit k un corps commutatif, par algèbre (resp. cogèbre) on entend une k-algèbre associative
et unitaire (resp. k-cogèbre coassociative et coÛnitaire).

Dans l'étude de I'homologie ou la cohomologie d'un groupe de Lie, H. Hopf [9] a fait
apparaître une nouvelle structure associant les structures d'algèbre et de cogèbre, c'est la structure
d'algèbre de Hopf. Plus généralement, en topologie, I'homologie ou la cohomologie d'un espace
topologique V connexe (ou H-espace), muni d'une application continue I : V x V --+ I/, telle
qu'il existe un point xo e. V satisfaisant à

f  (*0, ,æ):  f  (æ,æo):  æ Pour tout  æ €.V.

Ainsi us est l'élément neutre pour la loi de composition /. On sait que I'espace vectoriel
H*(V;k) sur Ik, admet une stnrcture d'algèbre graduée commutative, c'est I'algèbre de coho-
mologie, la multiplication étant induite par I'applicaton diagonale V --+ V x V. D'autre parÇ
la loi de composition f :V xV + y définit un homomorphisme d'algèbres graduées

A,:  H*(V;k) *  H*(V;k) A I / . (V;k) ,

appelé application diagonale de H"(V;k). Cetæ application possède la propriété suivante:
Soit e z H"(V;k) - Ik I'augmentation définie par I'injection cs + Vi I'homomorphisme
composé

I/-(V; k)
A

-+ H*(V;lk) I f/.(Iz;k) "Et , H*(V;k),

est induit par I'application o H f (*o,r); donc c'est I'identité; de même, (1Oe)A est I'identité.
Ceci exprime que H*(V;lk), comme algèbre graduée munie d'une application diagonale admet
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une structure d'algèbre de Hopf graduée connexe (voir [19],l2ll). Depuis, on rencontre la
structure d'algèbre de Hopf sur plusieur algèbres connues, I'algèbre de Steenrod, I'algèbre de
groupe, I'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie, etc....

Dans [9], H. Hopf avait montré qu'une algèbre de Hopf graduée connexe commutative de
dimension finie sur un corps de caractéristique nulle est I'algèbre extérieure sur des générateurs
de degrés impairs. Par la suite, on s'est intéressé à étudier la structure en tant qu'algèbre d'une
algèbre de Hopf graduée connexe, sur ce sujet Leray a montré qu'une algèbre de Hopf graduée
connexe commutative sur un corps de carctéristique nulle est isomorphe en tant qu'algèbre au
produit tensoriel de I'algèbre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs et de
I'algèbre symétrique engendrée par les éléments de degrés pairs, dans [5], A. Borel donne un
théorème analogue dans le cas où la caractéristique du corps est non nulle. A ce stade, on s'est
posé la question suivante, que se passe-t-il si on supprime I'hypothèse de la commutativité ?.
Dans [3], on a montré qu'une algèbre de Hopf graduée connexe sur un corps de caractéristique
nulle, où tout élément homogène est nilpotent, est commutative et cocommutative. Donc, par
un résultat de Milnor-Moore [14] c'est I'algèbre extérieure engendrée par les éléments primitifs,
qui sont de degrés impairs. Ce qui en fait, généralise le théorème de Hopf en dimension finie,
puisque dans ce cas tout élément est nilpotent. Pour plus de détails sur les algèbres de Hopf
graduées, I'article de Milnor-Moore [14] est une bonne référence.

Les applications des algèbres de Hopf sont très nombreuses, elles interviennent en topologie,
dans les groupes algébriques affines, dans les groupes quantiques, etc...,et I'une des applications
aussi est la théorie de Galois, où on s'intéresse à l'étude de I'action d'une algèbre de Hopf sur une
algèbre. Sur ce sujet, J. Bergen s'est intéressé dans un de ses articles [4], à savoir quand est ce
que les sous-algèbres de Hopf d'une algèbre de Hopf ont toutes des sous-algèbres d'invariants
distinctes. Dans [2], on a généralisé ses résultats pour une algèbre de Hopf de dimension
quelconque, et en prenant une classe de modules contenant les modules fidèles utilisés par J.
Bergen.

Dans ce qui suit on va détailler le contenu de chaque chapitre.

Le chapitre I est consacré à des rappels sur les algèbres de Hopf abstraites, i.e, non graduées,
et sur d'autres structures se rattachant à celles-ci, telles que les structures de modules, de co-
modules, modules rationnels, et modules de Hopf, sur aussi les notions attachées aux algèbres
de tlopf telles que, le$.intégrates et le dual restreint" on rappelle aussi les principaux résultas
qui nous servirons dans toute la suite.

Dans le chapitre 2, oî s'est intéressé à quelques travaux autôUr de la 5àène conjécture
de Kaplansky UOl, ta libe*é- des algèbres de Hopf comme modules sur leurs sous-algèbres de
Hopf, en y11e de les appliquer aux algèbres de Hopf graduées connexe (voir Chapitre 3). On

s'est intéressé donc à étudier un article de Radford t18] qui nous donne des conditions pour la

liberté des algèbres de Hopf en dimension infinie,

Théorème 1. Si ft est une algèbre de Hopf inéductible et pointée, alors I/ est libre comme

B-module à gauche ( et à droite ), où B Ç If est une sous-algèbre de Hopf de H.

Théorème 2. Soient I/ une algèbre de Hopf et B une sous-algèbre de Hopf de H. Si

Corad H ç B alors, I/ est libre comme B-module à gauche (et à droite ).

On s'est intéressé aussi aux travaux de Nichols et Tneller, qui après des résultats partiels,
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ont montré le théorème suivant en dimension finie,

Théorème [15]. Soit f/ une algèbre de Hopf de dimension finie, et soit B une sous-algèbre
de Hopf de f/. Alors tout (I/, B)-module de Hopf à gauche est libre comme B-module à gauche.
En particulier, H est libre comme B-module à gauche.

Qui est une génèralisation du théorème de Lagrange pour les algèbres de Hopf. Et en
dimension infinie, ils ont montré le théorème suivant"

Théorème [16]. Soit I/ une algèbre de Hopf, et soit B une sous-algèbre de Hopf semisimple
de dimension finie. Alors .[/ est libre comme B-module, de plus tout (f/, B)-module de Hopf
est libre comme B-module.

Dans le chapitre 3, section l, on a donné des généralités sur les algèbres de Hopf graduées
connexes, et en s'inspirant du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, on s'est posé la question:
quand est-ce que le gradué associé à une algèbre de Hopf filtrée est une algèbre extérieure? sur
ce point on a montré que le gradué associé à une algèbre de Hopf filtrée connêxe cocommutative
ne peut pas être une algèbre extérieure. Dans la section 2 on a fait des remarques sur le dual
des algèbres de Hopf graduées. Dans la section 3, on a fait des remarques sur les algèbres de
Hopf graduées connexes, et on a montré le résultat suivant,

Proposition. Soit I/ une algèbre de Hopf graduée connexe de dimension finie, et soit
n: maæ{rn € N tel que H* + 0}. Alors [n: Hn.

Dans la section 4, on a montré que, irréductible pointé pour les algèbres de Hopf abstraites
est équivalent à connexe pour les algèbres de Hopf graduées. D'où, en utilisant un résultat de
Radford on a montré la proposition suivante

Proposition. Soit I/ une algèbre de Hopf graduée connexe, et soit B une sous-algèbre de
Hopf de I/. Alors .I/ est libre comme B-module.

Dans la section 5, en utilisant le fait qu'une algèbre de Hopf graduée connexe commuta-
tive et cocommutative est I'algèbre extérieure sur ses éléments primitifs, qui est un résultat de
Milnor-Moore [14], on monte les deux théorèmes de structure suivants, pour un corps k de
caractéristique nulle,

Théorème I t3]. Soit A une lk-algèbre de Hopf graduée connexe où tout élément homogène
de degfé strictement positif est nilpotent, alors ,4 est commutative et cocommutative, par suite
A est I'algèbre extérieure sur ses éléments primitifô.

Théorème 2l3t. Toute lk-algèbre de Hopf graduée connexe de dimension finie est com-
mutative et cocommutative.

Ce dernier étant une généralisation du théorème de l*opf, comme conséquence, on a le

théorème suivant,
Théorème. Si Ë est une algèbre de Hopf -graduée connexe, dont la graduation s'arrête,

alors la dimension de H est finie.

Dans le chapitre 4, on généralise les deux théorèmes suivants de J. Bergen,

Théorème 1[4]. Soient I/ une algèbre de Hopf de dimension finie, et M un ff-module
fidèle. Si Hl * Hz sont deux sous-algèbres de Hopf de H, alors MHt # Mo' .

Théorème 2t4]. Soit I/ une algèbre de Hopf de dimension finiè. Si Ifl # Hz sont deux
sous-algèbres de Hopf de H " Alors [r, # Ïnr.
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On montre alorso que si dans le théorème 2l4l on prends une algèbre de Hopf H de

dimension infinie, on a

Théorème 1[2]. Soient ]/ une algèbre de Hopf, Hr et Hz detx sous-algèbres de Hopf

telles que la dimension de f/1 soit finie et h t f/2. Alon Hi"' + Hi"u.

On montre aussi que dans le théorème 1[4], on peut prendre une classe de modules plus

grande que celle des modules fidèles, d'où le théorème:

Théorème 2[2]. Soient I/ une algèbre de Hopt e sa counité, et M un ff-module tel que

ann(M)  n  ke r (e ) :  {0 } .
Si f/l et H2 sont deux sous-algèbres de Hopf de H, telles que la dimension de f/1 est finie et

Ht * H2, alors MH' * MH'.

On montre aussi par un exemple, en considérant I'algèbre de groupe, que M fidèle n'est

pas équivalente (en général) à la condition ann(M) n /cer(e) - {0}. Dans la deuxième partie

de ce chapitre on a appliqué ces résultats aux représentations des groupes finis.



Chapitre I

GÉNÉRALITÉS SUN LES ALGÈBRES DE HOPF

Dans ce chapitre, on rappelle les notions sur les algèbres de Hopf qui nous seront utiles

dans ce travail. Et pour plus de details on consultera [1] ou [20].

I. Définitions.

Dans ce paragraphe on donne une définiton d'une algèbre de Hopf sur un corps commutatif

Ik quelconque. Sauf mention du contraire tous les produits tensoriels sont pris sur Ik.

I.1 Algèbre.

I.1.1 Définition. Soit A un espace vectoriel sur Ik. Une structure d'algèbre sur Ik ou Ik-

algèbre (associative et unitale) sur A est la donnée de deux applications linéaires: la multiplication

S: A8 A+ 24., et I'unité q: Ik + A vérifiant les deux propriétés suivantes

(L) ôQd o d) : ô@ a u1,
(z) ô(n I id) : id : ôçd 9q).

(l) exprime I'assocjativité du produit, et (2) exprime que 17(15) est I'unité de A notée 1a. Dans

toute la suite /(a @ ô) sera noté ab.

Soient V,,W detxespaces vectoriels sur Ik, et soit rv,w; V 8W - Wb V, l'application

définie par

, v ,w (u8u r ) : u6  a .
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On dira que ,4. est commutative si {ra,a: $.

I.1.2 Définition. Soit (4, $,q) une lk-algèbre. Si on pose /' : ÔrA,A, alors (.,4., Ô' ,rt)
est aussi une algèbre, appelée algèbre opposée de A notée A'p. Si A est commutativeo alors

AoP : A.

I.1.3 Définition. Soient(A,Ôe.,qA) et(8,Ôs,r7a) deux algèbres, et soit / une application

linéaire de -4 dans B. f est un morphisme d'algèbres si

f  ôa , :  ôaU I  / )  e t  f  n t :  r tn .

I.1.4 Définition. Un idéal de L est un sous-espace vectoriel f de A tel que

ëQsA+Asl)ç/ .

Dans ce cas, Ie quotient AII hénte de r4. une structure d'algèbre de sorte qire la projection

canonique p I A ---+ AII soit un morphisme d'algèbres.

I.2 Cogèbre.

Dans ce qui suit on va donner la définition d'une structure duale de la sffucture d'algèbre.

I.2.1 Définition. Soit C un espace vectoriel sur Ik. Une structure de cogèbre sur Ik ou

k-cogèbre (coassociative et coûnitâe) sur C est la donnée de deux applications linéaires: la

comultiplication A: C -+ C & C, et la coiinité e: C + Ik vérifiant les deux propriétés

suivantes
(1') (id s a)a - (a I id)L,

(2 ' )  ( ,  S id )A :  id:  (ad I  e)4.

Suivan[ les notatis.ns de Sweedler [20], on écrit

Â(c) : D"ft, I ce)1 Pour c € C,
(")

ta propriéié de la coassociativité (1') est alors

I",r, I c(z)r,r I c(z)r,r - !e1rl,,y I c1r;,,, I c(2)
(") (c)

qu'on note simplement pat t clry I clzy I c(s), pour c € C. Et la propriêté, de la cotinité (2')
(")

s'écrit

I  e(c1ry) ce) :"  :  D c11;e(c1zy).
(c) (c)
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On dira quie C est cocommutative si A : rc,cL,

1.2.2Définition. Soit (C,L,e) unecogèbre. Si on pose LoP:rc,cL, alors (C, Lop,,e)

est aussi une cogèbre, appelée cogèbre opposée de C notée Cop. Si C est cocommutative, alors

CoP : C.

I.2.3 Définitions. Soit C une cogèbre sur Ik.

(i) C est inéductible si deux sous-cogèbres quelconques de C admettent une intersection non

vide.

(ii) C est simple si elle n'admet pas de sous-cogèbres propres non nulles.

(iii) C est pointee si toute sous-cogèbre simple de C est de dimension l.

(iv) I-e coradical de C est la somme de toutes les sous-cogèbres simples de C, on Ie note:

Corad C.
(v) C est filtrée s'il existe des sous-espaces 

rL

C(0) c c(1) c ...  cC aveæ C -uc(i) et A(C(n)) c tc(i) s C(n-i).
i :0

Si de plus C(0) : Ik, on dit que C est connexe.

1.2.4 Dêf1111ition. Soient (C, L,ç,eç) et (Ct,Lç',e6r,) deux cogèbres. et soit / une appli-

cation linéaire de C dans C'. f est un morphisme de cogèbres si

(/ O /)Ac - L,c,f et eç : ec'f .

I.25 Définition. Un coidéal de C est un sous-espace vectoriel .t de C tel que

^( / )g CaI  +raCete( f  -0.

Dans ce cas, le quotient C lI hénæ de C une structure de cogèbre de sorte que la projection

canonique p; C + C lI soit un morphisme de cogèbres.

13 Bigèbre.

Maintenant on va définir une structure associant la stnrcture d'algèbre et la structure de

cogèbre.

I.3.1 Définition. Une bigèbre I/ est un espace vectoriel sur Ik muni d'une structure d'algèbre

et d'une structure de cogèbre ( i.e, (If,Ô,,rl,Lre)) ætle que d et 17 sont des morphismes de

cogèbres, ou ce qui est équivalent A et e sont des morphismes d'algèbres.

I.3.2 Définition. Soient A et B deux bigèbres, / une application linéaire de A dans B. /

est un morphisme de bigèbres si / est à la fois un morphisme d'algèbres et de cogèbres.
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I.3.3 Définition. Un biidéal de ff est un sous-espace vectoriel ,I de H qui est à la fois un

idéal et un coidéal. Dans ce cas, le quotient H I I hénte de I/ une structure de bigèbre de sorte

que la projection canonique p: H --+ H lI soit un morphisme de bigèbres.

I.4 Algèbre de Hopf.

I.4.1 Produit de convolution. Soit (H,ôr\,L,e) une bigèbre, on désignera la cogèbre f/

par H" et I'algèbre H par I/o, alors t(H',.I/o) muni du produit de convolution * défini par:

f  *g@) -ôU og)a(h) - t  f(ho)g@@) pour/, s e t(H",,H")
( rr)

admet une structure d'algèbre d'unité 4e.

1.4.2 Antipode. Un élément S dans Ê(H',I/") est appelé antipode, si ,S est I'inverse de

I'identité par rapport à * (i.e, Id* S : qe: S * Id), en notations de [20]

!  s1h1ry) he) : hra - 
! h1r;,9(â1zy).

I.43 Définition Une bigèbre admettant un antipode est appelée une algèbre de Hopf et

sera notée (H, Ô,r1, L', e, S).

I.4.4 Définition. Soient H et K dlux algèbres de Hopf. Une application linéai re f de H

dansKestunmorphismed'algèbresdeHopf si/estunmorphismedebigèbres et f Sn: Sxf .

I.4.5 Définition. Un idéal de Hopf de .[/ est un biidéal I de H tel que S(/) C .[. Dans

ce cas, le quotient H lI hêfte de H une structure d'algèbre de Hopf de sorte que la projection

canonique' lrt H + \lI soit un morphisme d'algètres de Hopf.

I.4.6 Proposition. Soit f/ une algèbre de Hopf. Alors

1) S est un antimorphisme d'algèbres, i.e,

S(hk): S(k)S(,2), Vh, lc e H, et S(1) - 1'.

2) ,S est un antimorphisme de cogèbres, i.e,

A,S : rH,H(S I ^9)A' et eS : e.

Preuve- l) considérons les morphismes F,u, p 2 H 8Ir -r I/ donnés par:

p(g e h) -- sh, v(g g t?) : s(tz)s(g), et p(s g h) : S(gh)'

( f')( tt.)



Ch l-Généralités sur les al,

t((H 8 H)",ffo) est une algèbre sous le produit de convolution *. Posons v1 -- r1s" et

€: e(H&H;c, 01 vamontrer que p*p--r l€: p*2. Puisque t?6 est I ' identité sous *, ceci va

entrainer que p : ,'/ ce qu'on veut montrer.

p * p(s t h) - D, p(g s h)trt )p((o I h)1zv )
k@h)

(s),(rr)

:  t  S(s11yâ1ry))o6hp1
( g ) , ( à )

: 
t S((gâ)frl)Gh)@ (car H est une bigèbre, et A est un morphisme d'algèbres.)

kh)

:  (S* t ) (gh)

- e(gh)

:  e(s)e(h).

D'autre part on a

0'*")(s @h) - D p@@ ah:i l)u(ss & hp1)
(g ) , ( t  )

: D o<tylrlryS(h12y),S(se))
<h,o't

: D grrle( h)S(se))
fu),tà.1

: (t s6,s(se))e(h)4,,r,

- e(g)e(h).

ce qui prouve l).

2) est démontré de la même façon (1ue l), en remplaçant p par L', u fanu,n(S I ,S)A et

pparASdeH->HAH.

I.4.2 Proposition. Soit If une algèbre de Hopf d'antipode bijectif ,S, alors I/op munit de

la structure de cogèbre opposée, est aussi une algèbre de Hopf d'antipode .9-1"

Preuve. II est clair qve Hop admet une structure de bigèbre, reste à savoir si .9-1 est un
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antipode de H"p. Il est clair que ,9-1 est un anti-automorphisme de H, soit â € I/,

D s-t (lr1zy)â1ry : t ^9-1 (h1zy ),9-t.9(h<tl )
(à )  (à )

-  s-t( t  S(h11;)h1zy)
( t  )

:  ^9-r(e(â)ts) -  e(h)rn.

D'où, S-1 * id, : Te. De même on montre que id* ,S-1 : Tl€, donc ,S-1 est bien un antipode

povr HoP.

I.4.8 Dualité pour les algèbres de Hopf. Si I/ est une algèbre de Hopf et H* son dual

algèbrique, les applications

A" : -Il* E)I/* - (H E);/)- --'--+ H*

en : Ik --+ H*

définissent une structure d'algèbre sur I/*o et comme ff* 8.t/* n'est pas isomorphe en génêral

à (H O I/)n, alors I/* n'admet pas de structure de cogèbre. Dans le cas où I{ est de dimension

finie I'isomorphisme existe, et les applications

ô" , I!* --t (H €)I/). - H* E) fr*

q*zH*+ lk

définissent une structure de cogèbre sur I/*, d'où en dimension finie ff* est aussi une algèbre

de Hopf.
poulcontourner cette difficulté en dimension infinie, on introduit la notion de dual restreint

qu'oh noterâ I/' défini par

Ho : {g e H" tel que ker g cont'rent un idéal cofini }

dans ce cas on a la proposition suivante

' I.4.8.1 Proposition. H induit de rnanière canonique une structure d'algèbre de Hopf sur

H" .

preuve. Il suffit de montrer que -Fy'o I H" = (H I I/)'. Puisque I/ est de dimension

infinie, on n'a que I'injection canonique

i :  H* g f /*  . -  (H g I / ) .
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définie par (a e P)(h I9) : 
"(h)Ê(g).Montrons 

d'abord que i(f/' I f/') -- (H @ f/)" dans
(fI g,t/)*. En effet" soient a,0 € H" et supposons que .[ (resp. "I) est un idéal cofini de f/ sur

lequel o (resp. B) s'annule. Alors a8 0 s'annule sur.I8 H +H 8./, qui est un idéal cofini

dans I/ 8I/. Donc //o I H" C (II O I/)".

Si 7 € (HSff)o, soit -K un idéalcofini dans H AH surlequel 7 s'annule. Posons

I :Kn( I ISk )

alors .I et ./ sont des idéaux cofinis .i';l,ïi: 
"'

( IeH+/ /aJ)cK

on peut donc voir 7 cornme un élément de ((I/ S H)lG A I/ + H S J))*. Ot, I'injection

(Hlr). 8(HlJ)" ,-+ (HlI8 HIJ). - ((H s H)/(I & H + fr I /))'

est surjective, puisque HII et H/J sont de dimension finie. D'où 7 e Ho 8I/o. Ce qui

complète la preuve.

Remarque. I/o est la plus grande algèbre de Hopf contenue dans ly'*.

I.5 Module. Si (4, /,4) est une algèbre, un A-module à gauche est la donnée d'un espace

vectoriel N sur Ik et d'une application ,b : A I N -r N telle que

th ldsrb) : rb@sid) ,

et tbjt I id) est I'isomorphisme canonique k A N -r -lÛ.

De même on peut définir un module à droite. Pour a €. A, n € N on note r/(a En) - 6.n.

I.6 Comodule. Si (C, Â, e ) est une cogèbre, un C-comodule à droite est la ùonnée d'un

espace vectoriel M surlk etd'une applica$^on u: M + M @C telle que

(id8 A)c.r: (w 8i,d)u,

et (id I e)o est I'isomorphisme canonique M --+ M 8lk.
Pour rn e M, on écrit: w(m) - tnzloy I rnç1 €. M e C. De même on peut définir un

(*)

comodule à gauche, et on écrit pour m c M: u(m)--I*,-t, I rn(o) e C I M. Onprend
(rn)

toujours znloy dans M.
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I.7 Module de llopf. Soit .H une algèbre de Hopf. Soit M un ff-module à droite et un

f/-comodule à droite.

M est appelé module de Hopf si la condition suivante est vérifiée:
/  t \  S -  t  ^u(m.h) : L mey.h1l @ mç,1hp1, appelée condition de cohérence.

( t  ) ( * )

I.7.1 Théorème de structure des modules de Hopf.

Si ff est une algèbre de Hopf, M un module de Hopf à droite et

M ' : { *eMlu (m) : rn81}

alors Mfu : M' I H -----+ M est un isomorphisme de modules de Hopf.

Ce théorème exprime qu'une k-base de Mt est une I/-base de M.

Preuve. Soit P : M + M la composition suivante

M 
'  

,  MyH 
t * t ,  

MaH 
*  

,  M,

i.e, P : rhKI8 S)ar, et pour *, y P(*): trnlsy.S(rn1ry).
(m)

Montrons que Im.P C M', i.e, u(P(m)) - P(-) O t.

u(P(m)) - ,(t rn1sy.^9(rn1ry)
(-)

: tt (nz1sy.S(r'21r1))
'i ii 

: g rnloy.s(nz1sy) I nc11y,9 (*<rl) , pâr la condition de cohérence
(m)

| -10y.^9(*<r) I e(nz1ry)
( - )

: 
tnzlsy.S(m1r)) 81, e êtznt la coiinité
( m )

P(rn) O 1.

Donc P(M)CM',enfai tPestdéf in ie deM - Mt.  Déf in issons a:Mt OI/-+ M par

a(rn'I h): *'.h, Pour rn' €. M',,h e H
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etp :M- -+M'&Hpar

A : (P B -I)u.', c.à.d, B(m) : t mpy.S(m1L;) I rn12y.
( * )

Montrons que Ba - Iy,6'tt et aB - Iu

qÊ(m):  o( t  mç01.5(m1,y) I  m12y)
(*)

- f(-ro'1.s(ms)).rnpy
(*)

: D ms.(S(ms).mp1)
(m)

_ S  /  \

lm61.e \mT))
(*)

: fn.

De plus pour rn' € M, h e H

g o(*' . 
" 
: ïzl;y *\' 0,,,a hlzv )

( h )

=t  p(m,.hç)8hp1
(à)

= D m'.(hs1.S(t rr l ))  I  hlsy
( rr)

=tm'e(hç)@hp1
(à )

:m,gh .

Donc a et B sont inverse I'une de I'autre, ce qui entralne que c est un isomorphisme d'espaces

vectoriels.

Il est facile de voir que @ et B sont des morphismes de modules de Hopf, c.à.4 des

morphismes de modules et de comodules.

I.8 Module rationnel. La notion de module rationnel apparaît, quand on étudie la relation

qui existe entre les comodules d'une cogèbre et les modules de son algèbre duale.
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Soit C une cogèbre, C* son algèbre duale, et soit (M,r) un C-comodule à droite où

a : M -----+ M I C, il est facile de voir que (M,rb.) est un C*-module à gauche, où {., est la

composition suivante

I@u)  rç t ,74&I

C*&M )  C*&MAC - - - - - ) M&C*gC 
r8 ( ' ) ,  

Mak  -= - - - i ) M.

Maintenant si on se donne une structure de C*-module sur M, à quelle condition aura-t-on une

structure de C-comodule sur M?

Soit (M,r/) un Cn-module à gauche, définissons

a:M- t (C* ,M)

par
u(m)(c.) - rb("* I r) : c* .rrt'

il existe des injections naturelle s, M '+ y 6 ç**-1 ,t(C* rM) où

f (*  I  
"**)("*)  

:1 c**,c* > m'

I.8.1 Définition M est dit un d*-module rationnel si ar(M) c M A C.

On obtient que si M estun C*-module rationnel, alors (Mrr) est un C-comodule à droite.

Il y'a donc équivalence entre les C-comodules à droite et les C*-modules à gauche"

On va donner mainûenant un important resultat sur les modules rationnels voir [20].

LS.1:1 Théorème. Soient C une cogèbre, et MrN deux C*-modules, avec M rationnel.
''t) 

tout sous-modiile de M est ratonnel.

2) Tout sous-module cyclique de M est de dimension finie.

3) N admet un unique sous-module ratiormel maximal, noté N'ot, qui est égale à la somme

de tous les sous-modules rationnels de iV-

I.8.1.2 Théorème fondamental des cogèbres

Soit C une cogèbre, et soit c un élément de C. La sous-cogèbre de C engendrée par c est

de dimension finie.

Preuve. Pour montrer que I'intersection des sous-cogèbres contenant c est de dimension

finie, il suffit de montrer que c est contenu dahs une sous-cogèbre de C de dimension finie.

Cette sous-cogèbre va être en fait ./I pour un certain idéal cofini de C*.
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Soit --^: C" 8C + C,l'action de C*-module à gauche sur C, qui provient de la structure

de C-comodule via A ( voir les modules rationnels), ":" est définie par

ç*  -  ç :  t c l r ;  
(  c * rc121  )  .

(c)

Enfa i t ,  CestunCn-modulerat ionnelsous"  . ' ' .  A ins i  N:C* -c( lesous-moduleengendré

par c) est rationnel et de dimension finie puisque c'est un sous-module cyclique d'un module

rationnel.

Posons J : {"" e C* tel que 6* - .lf : 0}, nous allons montrer que ..Ir est la sous-

cogèbre désirée.

Remarquons que J : leer ur, où r : C* > Endy(N) est le morphismè d'algèbres donné

par: zr'(c*)[r] - 6* - n, ainsi C.lJ - Im r C Endy(N), d'où ./ est un idéal cofini de C*

car dim(C.lJ) < dim(N) ( oo.

Puisque ./ est un idéal de C", JL est une sous-cogèbre de C, et elle est de dimension finie.

Il reste à montrer que c e JL. Par définition, si c* e J ona

0 : (  e , , c *  -  c )

:1 €tD t,t ,  1 c* ' ,c121 ))
( c )

- t e(crrl) I c*,,c12'1 )
(")

:1  c* , ,c  > ,  car  fe (c1ry )  I  c (2 )  :  1  Bc .
( c )

Donc Yc" e J, 1 c*,c t- 0, d'où c e JL. Ce qui complète la preuve.

II. Intégrale.

II.1 Définition. Soit I/ une algèbre de Hopf de dimension finie. Un élément t € If est

une intégrale à gauche - resp. à droite - dans H st

ht - 6ç7111 - resp. th - e(h)t -r pour tour" h e H -

On note l'espace des intégrale à gauche - resp. à droite - pN ITr - resp. Ê, -, 
"ron 

ditque

f/ est unimodulaire si lfl : I!r.

II.2 Théorème [13]. Soit -EI une algèbre de Hopf de dimension finie. Alors

l\ Iir "t Ï!, 
sont de dimension l.

2) S est bijective.

3) // est un l/*-module cyclique.
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4) H est une algèbre de Frobenius.

Preuve. Voir [13].

On généralise la notion d'intégrale au cas d'une algèbre de Hopf H de dimension infinie

en posant:

II.3 Définition. f e H" est dit une intégrale à gauche ( resp. à droite ) sur l/ si

h*.t :1 h* rlu ) t (resp. t.h* :1 h*,In > t ), pour tout h € H*.

II.4 Définition. f/ est semi-simple si tout f/-module est complètement réductible.

L'une des applications des intégrales est une version du théorème de Maschke pour les

algèbres de Hopf, dt à Larson et Sweedler. On rappelle que, pour un groupe fini G, k(G) est

semi-simple si et seulement si lGl-l e k. 
r

Traduisonscecienlangagedesintégrales. Soitt: Ig € / utorc e(t): lGl, ainsi-tr" Jx(c)

lGl-t € Ik si et seulement si e(t) l0 dans Ik, d'où le théorème de Maschke:

II.5 Théorème [13]. Soit f/ une algèbre de Hopf de dimension finie. Alors If est semi-

simple si et seulement si e(/") 10.

Preuve. Supposons que If est semi-simple, alors il existe un idéal à gauche f tel que

H :  I  0ker (e ) .

On a pour x e ker(e), y e I : æy €. I nker(e) - {0}, ainsi ry : 0 : e(r)y. Alors, pour tout

h e H, posons h: (h - e(lz)ls) * e(h)Lp, donc pour a e I,

i , i  r. hv - (h - e(h)Ls)Y + e(h)v

: e(h)u, car (h - e(h)Lp) e lcer(e).

Donc on obtient que pour tout h € H, hy = e(h)a pour y € f, d'où I Ç ln qui est de

dimension l, d'après ce qui précède, donc.I : In. Et puisque H : I6lcer(e), on conclut que

-'Ua) * o'
Réciproquement, Si e(/r) f 0, choisissons un z € l, @l que e(z): L En utilisant ce

z, on va montrer que tout .I/-module M est complétement réductible, i.e, si N est un l/-sous-

module de M, alors JV admet un complémentaire dans M. Soit z' z M + lV une projection

linéaire, telle que rlN: fdiv. Et définissons fr: M -> lV par

fr'(*): D zgy.r(S(ze).m) pour tout m € M.
(")
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En particulier pour n € N

fr(n) :Dtrrr.r(S(zpy.n) :  t  z6S(zp).n: e(z).n :  n,
( " )  ( " )

d'où â est une projection de M dans .l[, ainsi M : N O ker(fr) en tant qu'espaces vectoriels.

Montrons maintenant que â est un morphisme de -Fl-modules. Remarquons tout d'abord

que pour tout h e H,

Alors pour tout m € M, h € H,

fr (h.m) :  t  z6 n(S (zq.h.m)
(z )

( " ) , (h )

: t hs1)zçyn(^S(212y)S( hp)h6y.m)
(z ) , (h )

: t hs1)zs1.tr(e(hp)S(zp)h61.m)
(z ) , (à )

: h.fr(m).

D'où f est un molphisme de modules, donc M : N @ ker(fr) est vérifiée pour la-structure de

I/-module.

On va donner maintenant un résultat de Sweedler qu'on va utiliser au chapitre 4.

II.6 Proposition [20]. Soit ff une algèbre de Hopf, si If contient un idéal de dimension

finie, alors I/ est de dimension finie"

a(z) s 6 - L(z)s t e(hç1)hp.
(à)

: ta^@(hç))aâ1zy
( t )

: t L(h1112)8 h1z.; "u, 
, e 

l,( h )

:  t  hg)zg1& hp1z1z18 h1ry.
(à )
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III. L€ wedge.

III.I Définition. Soit C une cogèbre, et soient U,V deux sous-espaces de C le 'owedge"

U AV est le sous-espace vectoriel défini par:

uAv:L-r(uAc+c8v).

III.2 Proposition. Soit C une cogèbre, si Lr, V ç C sont deux sous-espaces de C, alors,

u  Av  :  (ULVL)L .

III3 Corollaire. Si t/ et V sont deux sous-cogèbres de C, alors U A V est aussi une

sous-cogèbre de C, et on a U +V CU AV.

Preuve. U étantune sous-cogèbre de C, Ur est un idéal de C*. De même V êtzntune sous-

cogèbre de C, VI est un idéal de C*, d'où UrIlI est un idéal de C*, ainsi (UtVt)t : U AV

est une sous-cogèbre de C.

III.4 Lemme. Si t/,V sont deux sous-cogèbres de C, alors : U çU A V, et V çU AV.

Preuve. On a A(U) Ç U &U,et h(U AV) çU 8C +C eV donc A(U) ç U 8C +C gV

d 'où  U ç  A- ' (U  @C +CaV) :U  nV.

De même V çU AV.

Maintenant on définit la suite y(") inductivement en posant:

t . y (o )  :V  e t  y@)  - l /  11y@-r )  pou ,  n )_L .

III5 Corollaire. Si V est un" *our*ogèbre de C, alors V(') est aussi une sous-cogèbre

deCpourn)0 .

oo 
Remarque. En posant V( :-) - (0) on aura ; y(-t) c y(o) E y(1) ç ... ç y(oo) -

l-f v{"1'
n:0
En effet" par un raisonnement par récurrence, on a:

y ( - t ) :  (0 )  ÇV :V@)

y(o) - V çy<tl :V AV, puisque V est une sous-cogèbre de C,
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A(v)çv8vçvec+c&v,
donc v (0)  :v  ça- r (^ (y ) )  g  A- t (v  I  c  +  c  I  v )  : y ( t ) .

On suppose que I'inclusion est vraie à I'ordre n, et on la montre pour I'ordre (n+1).

On a :  V@+1) :  A-1(yAC+ CgV@) parhypothésederécur rence y@-r )  ÇV@1.
donc V('*t) > Â-1(V e C + C A y@-t)1 - y@).

6 'o i  y (n )  Çy@+t1 .

III.6 La filtration coradicale sur une sous-cogèbre. Soit C une cogèbre, et .R : Corad C.
Si on pose C; - tri*t.P et C : U Co.

On a Ciest une sous-cogèb r" .tuf c C+r. Ceci munit C de lafiltration coradical.



Chapitre II

LIBERTÉ UBS ALGÈBRES DE HOPF

Dans ce chapine on va détailler les travaux de Nichols-Tneller et de Radford sur la liberté

des algèbres de Hopf comme modules sur leurs sous-algèbres de Hopf, un problème qui a été

posé par Kaplansky dans [10].

I. Préliminairs.

I.1 Définition. Soit I/ une bigèbre, et soit B une sous-bigèbre de If . On appelle (H, B)-

module de Hopf à gauche, tout B-mqdule à gauche M, admettant aussi la structure de H-

comodu leàgauche, te lque l 'app l i ca t iondes t ruc turedecomodu leu :M+HBMsoi tun

morphisme de B-modules à gauche.

On note la catégorie des (I/, B)-modules à gauche pæ Egn.

Dans un premier temps, on va restreindre le problème au cas où le (I/, B)-module M est

de dimensio.n finie. On remarque que Il appartient à SIJL.

I.2 Proposition [12. Soit I/ une bigèbre sur Ik. Soient B ç H une sous-bigèbre et

C ç H une sous-cogèbre telle que BC ç C. Supposons que pour tout M dans fitSX ae la forme

M - BV, où V ç M est un sous-comodule simple, M soit libré comme B-module à gauche.

Alors tout (0) + M eg fi est libre comme B-module à gauche.

Preuve. Soit (0) { M efi [ll.

On ditqu'un sous-ensemble.D Ç M est unebasepartielle de M, si.t estune base pour

B.t comme B-module, et si BL est aussi un sous- comodule de M "

22
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Soit Ê I'ensemble des bases partielles de M, on a ! * A @ar on a toujours une base

partielle). ̂ C est ordonné par I'inclusion, alors on peut appliquer le lemme de Zorn, ainsi il existe

une base partielle maximale notée L , et on va montrer que BL - M.

Supposons que BL ç M, alors il existe un sous-comodule simple 0 + V' Ç M I BL. Soit

la projection

r :M+MfBL,

alors U - T-L(V|) est un sous-comodule de M, aveæ BL ç BU car BL : z'-1(0), et

BU / BL - BV' I 0 qui est libre comme B-module par hypothèse. Donc on peut étendre -t en

une base partielle plus grande, ce qui contredit sa maximalité, d'où BL : M, ce qui implique

que M est libre comme B-module.

Pour le corollaire de cette proposition, on va donner une démonstration différente de celle

donnée par Radford dans [18].
Corollaire. Soit -Fl une bigèbre, et soit B une sous-bigèbre de H de dimension finie.

Supposons que tout M eE ût de dimension finie, soit libre comme B-module à gauche. Alors

tout M <fi lX est libre comme B-module à gauche.

Preuve. D'après la proposition précédente, il suffirait de montrer que tout M eE IJI de la

forme M : BV avec V un sous-comodule simple, est de dimension finie.

M êtant un f/-comodule à gauche, M est un l/*-module rationnel à droite, et V étant un :-

I/-comodule à gauche de M, V est un I/*-module rationnel à droite.

Pour u € V, soit -E le I/*-sous-module de I/ engendré par u. E étant un .I/*-module

rationnel cyclique, -E est de dimension finie.

E : a.H" CV ave* dimD ( oo,

et de plus E admet la structure de ff-sous+omodule à gauche 'de M aven E Ç V qui est simple,

d'où .E : V ainsi dim,V ( oo, et puisque B est de dimension finie, alors BV est assi de

dimension frnie, ce qui complète la preuve.

13 Proposition Soit .H une algèbre de Hopf d'antipode S, et soit B une sous-algèbre de

Hopf de H. Soit M eE ,It. Considérons H & M comme étant un B-module à gauche via

I'opération suivante

b,r (hA -) :  t  hS(ôtr l)  8bp1.m ; Vô € B,h e H,m €. M.
(ô)

Alors, (I/ I M,o) - l4klirn H) comme B-modules à gauche.
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Preuve. Notons par ffg I'espace vectoriel .Iy', muni d'une structure de B-module à gauche

via:

b .h :e (b )h ;  beB ,heHo ,

alors (I/o e M) - lyf(dim H) comme B-modules à gauche, où I/0 I M est muni de la structure

de B-module à gauche induite de celle de Ho et de celle de M en posant:

ô.(h O m) : I A,t, .h I b<zt.rn : De(ô1ry )h & bp1.m,
(ô) (ô)

mais cet isomorphisme n'est pas de façon évidente un isomorphisme deB-modules à gauche, si

on munit H & M de la sffucture de B-module à gauche 'r .

Définissons maintenant F : Ho I M -+ (I/ g M,*) par

F(h 8 m) : \nSç*1Ly)  I  rn lzy Yh e H,m € M.
(rn)

F est un isomorphisme d'espaces vectoriels, d'inverse F-l défini par

F-L (h A -) : t h.m6,y I rne) h €. H,m € M.
(rn)

En effet,

(F o F-lXh O m) :  F(t  h.mç18 nztzt)
( n )

: D h.mg,1S(m(2)(1)) 8n're)e)
1rn)(ræ1zy)

'. ,'r ' - t h.mgS(m(2)) A nzle;i par la convention de Sweedler
(r")

- t hQ*S)(nztrl) srne)
(*)

:  t  hqG(me))8ræ1zy;  car  IxS:Te
(m)

: the(me)q(16)Bnclzy
( m )

:  thOe(rn1ry)*<r>
(*)

: h I mi par la propriété de la coûnité.
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Et par le même type de calcul, on trouve que (F-r o F)(h A nz) - lz A m. De plus, -F est un

isomorphisme de B-modules à gauche, en effet on a

ô. (bs  m) :  Ie (b1ry)h .  Ibp1.m
(ô)

-  tâoe(ô1ry)bp1.m
(ô)

: h&b .m ,

donc
F(b'(h * m)) :: '{*::r],,.*,,,) 

I bp1.mp1
(ô)( rn)

I  nS1*1ryS(b1ry) & bp1.mp1
(D)('n)

-ô* ( !hS(m6)Ornrz l )
( m )

:b *F(h8rn ) ,

d'où (.I/ I M,*) r: I/o I M = 14U'tm H) comme B-modules à gauche.

I.4 Proposition. Soit B une algèbre de Hopf, et soit W un B-module à gauche. Alors,

B &W est libre comme B-module à gauche, et si de plus I'antipode SB de B est bijectif, alors

W & B est aussi libre comme B-module à gauche.

Preuve. B étant un B-module à gauche, vérifions que B 817 est aussi un B-module à

gauche.

Soit I'application ,lt z B I (B I W) - B &W définie par

,b@ e(ô O to))  :  a.(b8 tr l )  :  I  o l ryô I  ap1.to.
(")

on à 
a.@' .(hs r)) : o(t ollyô a a'121'u)-

( a ' )

:  D alry(al1yb) Sapy(a'p1.w)
( a \ ( a ' )

= ! (olryctt l )bo (ap1a'p1).w
( o ) (o ' )

- (aat).(b I u),

d'où B 8Il7' est un B-module à gauche.
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Vérifions que B S Irll admet une structure de B-comodule à gauche.

Soit r,r : A o I : B &W --+ B e (B eW) défini par

u (a8r ) :  Da l ry  I  ap1&w.
( a )

A-t-on (A e I)w : (I A u)w't

So ien ta€ .Be tu€W,

(A S I)u(a I  u)  :  (^ S /Xt a1r)  I  ap1 I  u)
( a )

= t  d ( l ) ( r )  8c (1 ) (2 )  8a1z ;  8u
( a ) ( a 1 r y )

:  to l r ;8o121  8 (41s1  8u) ,
( a )

d'autre part on a

( I  a u)w(ao u) :  (r  e a;)(!  alry I  a1z; I  u)
( a )

= t  a l ry  8  de)e)8  412;12 ;  8u
(a ) (a1zy)

=ta1ry  8o121  8 (o1sy  8u) ,
( o )

d'où (A A /)ar - (.f Itr)ar, donc B AW est un B-comodule à gauche.

Vérifions maintenant que B I l7 est un module de Hopf à gauche. A-t-on Ia condition de

ôohérence? i.e,

i i i

Ona

,({.(" I u)) : t 611y(a I u)1ry I ô12y.(a I o)tzl.
(b)(oao)

u:(b.(a8 r)) :  , ( t  ô1ryo I  bq.u)
(ô)

t  61r;1rya1ry I  ô1ry1z1o1z7 8bp1.u
(b)(b1ry)(o)-

t
ô1zy )

d'autre part, on a

t  61ry(a I  u)1ry'8 bpy.@8 u)(z) :
(û ) (a@u)  (b ) (

ô11y4(r )  8  ô1zy1rya1 z1 I  bp1p1.a,
( o )
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donc par la convention de Sweedler

(ô ) (b1 r ;  ) ( o )

ô1ry1rya1ry  8b1ry1zyo1z 'y8bp1.u  :  t  ô1r ;a1r ;  8ô1211r141218bp1p1.u ,
(ô)(D1r; ) (a)

d'où B I TzZ est un module de Hopf, et d'après le théorème de structure des modules de Hopf,

B &W est libre comme B-module à gauche, d'où la première partie de la proposition.

Pour VIl I B, on a toujours la structure de B-module à gauche, pour la structure de B-

comodule, on ne peut avoir que la structure de B-comodule à droite, d'où pour avoir la structure

de B-comodule à gauche, on doit remplacer la structure de cogèbre sur B par la structure de

cogèbre opposée, B gardant toujours une structure d'algèbre de Hopf, ceci est possible car Ss

est bijectif, (voir $ I, propositionI.4.T)

Soit (C, A, e) une cogèbre, et soit M un C-comodule à droite pour I'application de structure

: M ---+ M eC

*-Drn loy  I  m0) .
(*)

Avec (C, Lop,e) on a une structure de C-comodule à gauche sur M, définie par

a ' :M+C&M

*-Dm-D I7æ(o) .
(*)

A-t-on (I g w')ut : (Âor @ I)ut?

Soit rn e M,

(I I w')u'(*) : (f o o')(f mei I rntol )
(r")

= D m(-r)e-[;"e*[3]
(rn)(rn1o;

- t r r , . ' ù8 r??( - l )8m(o) ,
(-)

d"autre parÇ

(Aoe 8 \iwt(rn) - (Aor S 4(t *t-rt I rnloy)
(-)

t *,2'o *p,y I rn(o)
(rz)(rn1- ry

: t rne2,)O ?n(-r) I m(o).
(r")
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On vérifie par les mêmes techniques de calculs que W I B est aussi un module de Hopf,

ce qui nous permet d'obtenir la seconde partie de la proposition.

II. Cas des algèbres de Hopf de dimensions finies.

Dans cette partie on va s'intéresser aux algèbres de Hopf de dimensions finies, On sait que

de telles algèbres sont des algèbres de Frobenius, ce qui nous pennettera d'utiliser les propriétés

de ces algèbres voir [7].

II.1 Définitions. Soit .4 une algèbre sur Ik.

1) Un élément e € A est dit idempotent si et seulement si ee: e.

2) Deux éléments idempotents e et f dans .4 sont dits orthogonaux si e/ - f e :0.

3) Un élément idempotent e € Aest dit primitil si e n'est pas la somme de deux idempotents

orthogonaux non triviaux.

II.2 Modules principaux indécomposables. Les modules principaux indécomposables à

gauche de A, sont les modules à gauche composant le l.-module à gauche A, qui sont de la

forme Ae, où e est un idempotent primitif de A.

II.3 Læmme. Soit â une algèbre de Frobenius, et soient W un A-module à gauche et

P;, i : L,...,t les modules principaux indécomposables de A. Alors, W est fidèle si et seulement

si chaque 4 est isomorphe à une somme composante de W.

Preuve. (voir [7]).

II.4 Proposition. Soit B une algèbre de Hopf de dimension finie, et soit W un B-module

àgauchedetypefini. Alors, i l  exister 20 telque r6rh) - F@E commeB-modules, où F

est libre et E est non fidèle.

Preuve. Soient P;,...,P1; tes B-modules à gauche principaux indécomposables, on a alors

B = Pl"') o...@ PI"'); comme B-modules à gauche.

Soit maintenant un B-module à gauche W de type fini.

Si W est non fidèle, alors on prend r:!, F: (0), et E:W.

Si TuZ est fidèle, soit r : ppmc(n1,,...,,nt),et posons W = P[") e...efj-') @Q; où aucune des

composantes de Q n'est indécomposable principale, alors Ii[(') t- p{"ot) O ... O P!'-') 6 q(r) '

posons  s :mi ,n ( rwr ln r , , . . . , rw1fnr ) : r . ; ln i ,doncVj  e  { f , . . . , t }  ru i fn i :s *s i 'pour

j t' i, d'olù



29 Ch II- Liberté des alsèbres de Hopf

yy ( r )  -  p ( sn r *s rn t )  g . . .  O  pJ " " r , )  O . . .  O  p (sn t l s tn t )  6  q ( . )

-  p( "or )  e . . .  O p[ ' " , )  O {p{" ' " ' l  O. . .  O p{"7r" ; - r )  ep,$;+ ' l  O. . .  o  p ! " ' " , )  o  g( ' ) }

_g@)68 ;

où Pr n'est isomorphe à aucune des sommes composantes de .8, d'où .E est non fidèle, et d'autre

part F - 9G) est libre comme B-module.

II5 Proposition. Soit B une algèbre de Hopf de dimension finie, et soit W un B-module à

gauche de type fini. Supposons que pour un r à 1 W?) est libre comme B-module à gauche.

Alors W est libre comme B-module à gauche.

Preuve. Posons B : Bt O ... e Brr; comme somme directe de B-modules principaux

indécomposables.

So i tÀ  f  0  une in tég ra leàgauche  deB ,  posonsÀ :  À r+ . . .+ ) , , ,  où  )q€  B ; ;  i : 7 , . . . , ? t ,

et pourtout f € {1,.. .rn} ); estune intégralede B;, orpuisque ladimension de B est f inie,

alors dim IÏ:1, d'où À: )r (parexemple) et Àl :0 pour i > 1 sinon [fl serait engendré

par plus d'un élémenl De plus pour i > L, B; ne peut contenir une intégrale à gauche de B,

d'où .86 n'est pas isomorphe à Br pour tout i > 7.

Soient maintenant Pr : Bt, P2,,...,,P1, les B-modules à gauche principaux indécomposables.

Alors B = P{"') O ... O Pr@'), comme B-modules à gauche, d'après ce qui précède ftr :7.

Soit W' un B-module à gauche de type fini, tel eue I[@) est libre comme B-module,

donc il existe s à L tel que 147@) - 3("), d'où d'après le théorème de Krull-Schmidt toute

composante indécomposable de W est un B-module principal indécomposable, posons donc

w = P{-') e ... o PJ''), alors

1ryk) - p{,.,) O...O p!,-,)

- pr("" ') e... o P['n')
- 3(s)

on a alors, rwô - sn;; i: 1r...rt; et puisquê Ttr1 :1 alors rio1 : s d'où u; -- u1n;, Yi e

{1,...,t}. On obtient donc que W = B@,), d'où 17 est libre comme B-module à gauche.

II.6 Théorème. Soit B une algèbre de Hopf de dimension finie. Soit ?7' un B,module

à gauche de type fini. Supposons qu'il existe un B-module à gauche fidèle de type fini .[ tel

que .t 8W = ltlTklim z) comme B-modules à gauche. Alors 17 est libre comme B-module à

gauche.

Preuve. D'aprèslaproposi t ionl l .4, i lexisteunr )0telque: 1ry@) -  F@8, où Fest

libre et.E non fidèle. D'où on a
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L srY?)  :  ( I8  W)@)

= (WO\Q'im L), (ceci par hypothèse).

Pour montrer queW est libre, il suffrt de le montrer pour We) , par Ia proposition tr.4. Ainsi

on peut remplacer 1YU) par W, et on peut supposer sans perdre en généralités que W = F @ E

ave,c F libre et.E non fidèle.

De même d'après la proposition II.4, il existe r' > 0 tel que tr?') - F' O E', où .F'' est

libre et -E' est non fidèle. Sous les mêmes arguments, on peut prendre aussi -t - .F'' O E'. Or

puisque ,t est fidèle par hypothèse F' + (0). Posons t: dim.t, à partir de -D I 1ry - 1ryU) srl

obtient

p(t) g BQ) = (tl ezl;trl

= 'ry(t)

=L8W

=( IAF)O( r&E) ,

or F est un B-module libre, et L8 B est aussi un B-module libre d'après la proposition I.4,

d'où (.[ I tr') est un B-module libre, donc F(0 = (L9F), et par le théorème de Krull-Schmidt

on a aussi BQ) = @ S E). Donc

g( t )  -  L&E

= (F' a E') 8''E

= (tr" S E) O (E'I E), où E' I E est non fidèle

Si E + (0), alors par la proposition I.4, B I E est libre comme B-module, d'où F' 8 -E est un

B-module à gauche libre, or puisque .E(t) est non fidèle ceci est impossible, d'où B - (0) et

W - F qùi est un B-module libre.
\

\  ' l

II.7 Théorème [151. Soit .EI une algèbre de Hopf de dimension finie, et soit B une sous-

algèbre de Hopf de H. Alors tout (If, B)-module de Hopf à gauche est libre cornme B-module

à gauche. En particulier, H est libre corlme B-module à gauche.

Preuve. Par le corollaire de la proposition I.2, on va se réstreindre aux (.[J, B).-rnodules

de Hopf de dimensions finies M. Par la proposition I.3, on a H I 11[ æ fu|ktim H) comme

B-modules à gauche en posant L -- H, on obtient par le théorème précédent que M est libre

comme B-module à gauche, puisque la dimension de I/ est finie. En particulier, I/ est un

(I/, B)-module de Hopf de dimension finie, donc ff est libre comme B-module à gauche.

Remarque. Tout ce qui précède resûe vrai pour la structure de module à droite.
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Corollaire 1. Soit .I/ une algèbre de Hopf de dimension finie, alors le nombre de sous-

algèbres de Hopf de H divise la dimension de ff.

Corollaire 2. Si H est une algèbre de Hopf de dimension p premier, alors -Il n'admet pas

de sous-algèbres de Hopf propres.

III. Cas des atgèbres de Hopf de dimension infinie.

On sait quoune algèbre de Hopf de dimension infinie n'est pas libre en général sur ses

sous-algèbres de Hopf. Dans ce paragraphe, on va donner quelques cas où on a la liberté.

ilI.l Liberté sur une sous-algèbre de Hopf contenant Ie coradical.

[I.1.1 Proposition. Soit ]f une algèbre de Hopf, et soit B ç H une sous-algèbre de Hopf"

Supposons que U,V ç H soient deux B-modules à gauche (resp. à droite ) via la multiplication

dans .[/. Alors, U AV est aussi un B-module à gauche ( resp. à droite).

Preuve. Soient b e B et w €U AV montrons que b.w €U AV.

a(ô u) 
: Ë *^;"?',.fr i;:ïTïiï:î 

d' argèbres
(ô )  i

: tD (artl."; 8be).a;* ô1r; .d'; &bpy.u;) e (u a fr + H 8v)
(b )  t

d' où b.ur eU AV. Par conséquenÇ U hV est un B-sous-module à gauche.

lll.l.zlæmme. Soient Iy' une algèbre de Hopf, B ç H une sous-algèbre de Hopf, et soit

C ç H une sous-cogèbre de I/ qui est aussi un B-module à gauche. Alors N - (B AC)IC

est libre comme B-module à gauche. ..

Preuve. Il suffrt alors de montrer que N est un B-module de Hopf à gauche pour pouvoir

conclure avec le théorème de structure des modules de Hopf.

.ly' eslun B-comodule à gauche.

En effet, C et B sont deux sous-cogèbres de .EI, alors B AC est aussi une sous-cogèbre de

H, N admet la structure de B A C-comodule donnée-par

a r :N- - r (BAC)SN

dt+  I " , t ,  I  ae l .
.  (o )

II faut vérif ierque pour a€ B on atr(a): D(o)o1r) 8dp1 avec o1r; € B AC.
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Onaa€BAC,donc

a \ , (a ) :  Ia l r y  I  ap1  €@ AC)8(B  AC) ,
( o )

par conséquent Z1z; € N, d'où ar est bien définie.

Il faut vérifier aussi que si d:7 alors w(a) : r(7).

Or d, :d implique que a - a' € C alors A(" - a') e C I C puisque C est une cogèbre.

Par conséquent

D",, ,  I  de)- talry a ol4 e c & C,

donc
i=n  i=n*m

a(a):Duosdr* t  h8dr,
i :0 i :n*l

i :n i :n*rn

A(o')  :  t  bt ;gd' ;*  t  b;&dt
i :0 i :n{ l

i :n  i :n  i :n lm

où I h8 d.t 
". t 

b';8 d,'6 appartiennent à C8 C, et t b;8ù € (B A C) s(B AC).
i=0 i :0 i=n*I

Donc
i=n lm

, (9)- t  h87,t
i=ntl

i=nlm

u(7): D h8û,,
i=n* l

d'où u.'(Z) : u(at).

Par conséquent a, Tennit bien une structure de B A C-comodule à gauche sur N. En fait

t^r définit une structure de B-comodule à gauche sur N, soit 4:i? n C , d € l{ on a

u(a) -Do,r, azrzl € (B A C) o lr,
(o)

il suffirait dè voir donc que a1r; € B, puisque a € B A C, A(o) € B I A+ A8 C, donc

a1r; € A ou a1r; € B. De plus a(a) € (BAC)8(B AC) ce qui implique que a1r; € B hC'

et on a A(a) - D",t, 8ae\ donc si aOl /B alors apy €. C nécéssairement, d'où
( o )

u(a) : D ",t, 
&de): 0, donc pour les o1r1 I d1z; non nuls, o11; € B.

( " )

( a ' )( o )

et
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D'où o(-l/) ç A I .lf donc l/ est bien un B-comodule à gauche.

N est un B-module à gauche.

B A C est un B-module à gauche puisque B et C en sont, d'où N admet aussi une structure de

B-module à gauche.

.ô[ est un B-module de Hopf à gauche.

Pour voir ceci il suffit de vérifier la condition de cohérence.

Soient b e B, n e N, on a b.n € If, et

u(b.n) :  t  ô11y.n1ry &bp; .npy,
(b),(a)

puisque les structures de B-module et de B-comodule sont définies naturellqment sur .lf, d'où

l/ est un B-module de Hopf à gauche.

Donc par le théorème de structure des modules de Hopf, N est libre comme B-module à

gauche.

Corollaire. Soit I{ une algèbre de Hopf, et soit B ç H une sous-algèbre de Hopf, alors

B(") est libre comme B-module à gauche (et à droite ) pour n ) 0.

Et si Corad H ç B alors, I/ est libre comme B-module à gauche (et à droite ).

Preuve. D'aprés le lemme précéden! 3@+t\ 131") : (B 11 3{"\lB(") est libre comme

B-module à gauche, et montrons par récurrence que B(*) est libre comme B-module à gauche

pour n ) 0.
n : 0: 3Q) - B qui est libre cofilme B-module à gauche ( trivial ).
Hypothése de récurrertce: Supposons que B(') est libre comme B-module à gauche, et

montrons que B(t?+l) I'est aussi.

Puisque la suite

0 _r g@) , B@+r) ___+ B(n*l ) 11ir) _r 0 est exacte ,

alors B('*r) est libre comme B-module à gauche.

Pour la seconde partie du corollaire, on sait que.1p(æ) - H, ave.c Hs: Corad, ff, donc si

Ho Ç B ç H alors B(-) :. H, d'où d'après la première partie du corollaire, H est libre cornme

J-module à gauche.

Remarque. 3@) - 3@-r) A B, d'où en modifiant le lemme précédenÇ on peut remplacer

à gauche par à droite.

III.13 Lemme. Soit C une cogèbre. Alors toute sous-cogèbre de C contient une sous-

cogèbre simple de C.
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Preuve. Soit ? une sous-cogèbre de C, et soit u €T, on sait que Ia sous-cogèbre < o >

engendrée par u est de dimension finie, ceci d'aprés le théorème fondamental des cogèbres.

On a ( u >Ç ?, si < u ) n' est pas simple, il existe fi une sous-cogèbre propre de

< u >, si fi n'est pas simple , alors il existe T2 une sous-cogèbre propre de Tt, et ainsi de

suite.

Ce processus s'arrête nécéssairement, alors il existe une suite T" 2 1 de sous-cogèbres

strictement décroissante pour I'inclusion, ce qui contredit le fait que < u ) est de dimension

finie.

Remarque. S'il existe une seule sous-cogèbre simple, alors toute sous-cogèbre contient

cette sous-cogèbre simple, qui est en fait le coradical.

Corollaire. Si H est une algèbre de Hopf inéductible, alors .[/ est libre comme B-module

à gauche ( et à droite ), où B Ç -Il est une sous-algèbre de Hopf de H.

Pieuve. Puisque .I/ est inéductible, alors Corad I/ est la seule sous-cogèbre simple de

I{, d'où Corad H ç B pour toute B sous-algèbre de Hopf de f/, ainsi d'après le corollaire

précédent, I/ est libre comme B-module à gauche ( et à droite ).

Remarque. I-e corollaire précédent est une généralisation d'un résultat de Radford, qui

suppose que I/ est une algèbre de Hopf inéductible et pointée.

III.2 Cas où la sous-algèbre de llpnf est de dimension finis ssmisimple.

Ce cas aété établi par W. Nichols et B. Zoeller dans [16], pour montrer le théorème principal

on aura besoin de la proposition suivante.

III.2.1 Proposition. Soit If une algèbre de Hopf, et soit B une sous-algèbre de Hopf telle

que Ss est injectif. Alors tout (I/; B)-module de Hopf M + (0) est fidèle comme B-module à

gauche. 'i \:

Preuve. Puisque ,5a est injectif, I'homomorphisme de B-modules

Sa6l I z B8M +@ gU,*), où * estlastructuredéfinieprécédemment,

su iv i  de I ' in ject ion i  z(88M,*)  -  (HS M,*) ,  in jecte BAM dans ( I /  8M,, r )  comme

B-modules. Or, d'après la proposition I.3, 1,4@'im H) contient un B-sous-module isomorphe à

BAM. Etd'aprèslaproposit ionl.4, B8M estl ibre,d'oùonconclut quefufkri '"  H) estf idèle,

donc M est fidèle.

IIl.2.2 Théorème [16]. Soit fy' une algèbre de Hopf, et soit B une sous-algèbre de Hopf
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semisimple de dimension finie. Alors ff est libre comme B-module, de plus tout (f/, B)-module

de Hopf est libre conune B-module.

Preuve. Soit M un (I/, B)-module de Hopf de dimension infinie. Si M n'est pas libre

comme B-module, alors pour un B-module simple .t la somme W de sous-modules de M qui

ne sont pas isomorphes à .t est de dimension inférieure à celle de M. Alors, lf le (Ir', B)-sous-

module de Hopf de M engendré par W (N : W - I/*), est aussi de dimension inférieure à

celle de M. D'où M lN est un (I/, B)-module de Hopf non nul, ne contenant aucune copie de

Z. Donc M lN n'est pas fidèle ce qui contredit la proposition Itr.2.1.



Chapitre III

ALGÈBRES DE HOPF GRAPUÉES CONNEXES

I. Généralités.

Dans tout ce qui suit on ne considèrera que les espaces vectoriels gradués positivement et

connexes.

I.1 Espace vectoriel gradué.

I.1.1 Définitions.

I ) Soit V un espace vectoriel sur Ik; V est dit gradué positivement, si V s'écrit:

. V : @n>_oVn,

où les V," sont des sous-espaces vectoriels de I/ pour n 2 0.

On dira que V est gradué connexe si % - Ik, et de type fini si pour tout n )- 0 V" est de

dimension finie.
2 ) Les éIéments de'Z, sont dits homogènes de degré n,i.e, pour u €Vnle degré de u qu'on

notera lul -- n.

3 ) Soient V,,W deux espaôes vectoriels gradués, et soit / une application linéaire de V dans

W , f est diæ de degré n, s'il existe une famille d'applications linéaires f ; de V dans-Iifta,,,

telle que f /r,: fi pour tout i € N.

I.2 Algèbre graduée. (A,ô,4) est une algèbre graduée, si A est graduée en tant qu'espace

vectoriel, et si les applications linéaires Ô et q sont de degré 0, i.e

Ik C As, et S(Ai I A;) ç A;+i.
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En particulier, I'unité la est homogène de degré zéro. On dit que A est commutative (ou

anticommutative) si, Vo, b e A homogènes,

ab: (-L)l" l lulba'

13 Cogèbre gpaduê (C,L,e) est une cogèbre gradué, si C est graduée en tant qu'espace

vectoriel, et si les applications linéaires A et e sont de degré 0, i.e,

L(C*)E É C;  & Cn- ; , ,  e t  e(Cn) :  0  pour  n )  I .
i=0

On définit de façon évidente les morphismes gradués d'algèbres et de cogèbres graduées.

I.4 Algèbre de Hopf graduée" (H,,Ô,rl,L,e) est une algèbre de Hopf graduée, si f/ est

graduée en tant qu'espace vectoriel, vérifiant:

ô(H;eHi )cHr+ j ,

L(H*)gÉ HtsHn- ; ,
l '=0

ete (H" ) :0Pourn lL .

Remarques. Soit I/ une algèbre de Hopf graduée connexe.
( i) La comultiplication est donnée par:

Yæ €. Hn, A(æ) - t I 1 + 1 I c * Â.'(c)

où,

n-t

A+(r) - t r'08 æ'l-o et æ'6 e H;,, æ'1,-; e Hn:*,
i : l

( ii) Iæ sous-espace vectoriJdes éléments primitifs de H est noté P(H),et on rappelle que

P(H) - {r € H tel que A(c) = r &r + 18 c}.
(  i i i )So i r  rzH 8 I f  +  HAH I 'app l i ca t iondéf in iepar :  r ( r ;8 r i ) - ( -1 ) l ' r l l v i la igx ;

où :16 e Hrrlc: i,j. On pose Lop - roÂ et on dit que que If est cocommutative si

AoP : Â.

( iv) On définit le commutateur de dzux élémens homogènes a,b de If par:

fa,bl: ab - (-t; l" l l t lba
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Remarque. On remarque que pour les algèbres de Hopf graduées, on n'a besoin que de la

structure de bigèbre pour les définir, car dans ce cas I'existence de I'antipode est assurée.

I.5 Algèbre tensorielle. Soit V un espace vectoriel. On pose: fo(V): k, ?l(tr/):V et

T"(V):l/&n (le produit tensoriel de n copies de I/) si n ) 1.

Les isomorphismes canoniques

T"(V) eT*(v) -  7n+m(V)(n,  rn 2 o)

permettent de définir un produit associatif sur I'espace vectoriel T(V) : An>oT"(V).

Munie de cette structure d'algèbre, fV) est appelée I'algèbre tensorielle de V. Explicitement

le produit est donné par la formule:

( " t  I  . . .& r " ) . (ææ*r  I  . . .E - rn+* ) :  * ,4 . . .8  rnSrn+ t  4 . . .  A  nn tm.

Il est évident que ?(I/) est une algèbre de Hopf graduée dont T"(V) est I'espace des

éléments homogènes de degfé n, et dont la comultiplication est donnée par

A(c)  -  r  81+ 18 x ,  Yr  e  V.

I.6 Algèbre symétrique. Soii V un espace vectoriel. L algèbre symétrique ,S(y) est le

quotient de f(V)
,s(v) - r(v)lI(v)

par I'idéal bilatère f(V) engendré par les éléments æy -An où æ et y parcourent V. Si nr, ...,,tn

sont des éléments deV, on note encore îr...ûn la classe de x1...æn dans S(V). Le sous-espace

de ,S(V) engendré p*'1". éléments r1...l,nest noté S"(V).

Il est évident que S(y) est une algèbre de Hopf commutative et graduée dont S'(V) est

I'espace des éléments homogènes de degré c.-

I.7 Algèbre extérieure. Soit V un espace vectoriel. IJalgèbre extérieure E(Y) est le

quotient de T(V)

E(v):r(v) lJ(v)

parl'idéal bilatère J(V) engendré par les éléments c I r où c parcourt y. Si trt...tr2 sont des

éléments V, on note 11 ̂  ... ̂  xn laclasse cr I ... I c,, dans E(V). Le sous-espace de E(V)

engendré par les éléments rr Â ...Â co est notê E"(V).
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De même E(V) est une algèbre de Hopf graduée commutative dont E"(V) est I'espace

des éléments homogènes de degré n.

I.8 Algèbre enveloppante. A I'algèbre de Lie g on associe une algèbre U(g) appelée

I'algèbre enveloppante de g, définie de la manière suivante: soit /(g) I'ideal bilatère de I'algèbre

tensorielle ?(g) engendré par tous les éléments de la forme r I A -A I r - lr,,yl où r,y

parcourent g. On pose :

u(ù -r@)lr(s).

Les éléments engendranb .f(g) ne sont pas homogènes pour la graduation de ?(g) définie

précédemment. Il n'existe donc pas de graduation sur I'algèbre enveloppante compatible avec

celle de I'algèbre tensorielle. Cependant U(g) est filtrée comme quotient de 
"(g). 

Et on démontre

que I'algèbre enveloppante U(g) admet la structure d'algèbre de Hopf filtrée connexe (voir [ 1]).

Et on a le théorème suivant,

Théorème de PoincarêBirkhoff-Witl Soit g une algèbre de Lie, U(g) son algèbre

enveloppanæ, gr(U(g)) I'algèbre graduée associée à I'algèbre filtrée U(g), et ^9(g) I'algèbre

symétrique de I'espace vectoriel g. Alors I'homorphisme canonique a.r t S(g) --- gr(U(g)) est

un isomorphisme.

Preuve. Voir Bourbaki t6l.

Question: Quand est-ce que le gradué associé à une algèbre de Hopf filtrée connexe, est

une algèbre extériewe?

On ne peut pas répondre à cette question pour le moment, on va donner un cas où le gradué

associé à une algèbre de Hopf filtrée connexe ne peut pas être une algèbre extérieure.

Théorème 1. Soit I/ une bigèbre cocommutative, sur un corps de caractéristique 0.

S'il existe sur I/ une filtræ'ron compatible avec sa structure de bigèbre, alors le morphisme

f : U(P(H)) * I/ est un isomorphisme.

Preuve. / est le prolongement de I'injection canonique P(H) + H,pour une démonstration

complète voir [6.] pages 15,16 et 17.

Dans ce théorème, si on rajoute I'hypothèse que I/ est une bigèbre pointée irréductible, ce

qui est équivalent à la connexité pour la filtration ou pour la graduation. C-e théorème peut être

prolongé à une algèbre de Hopf, car une bigèbre filtrée (ou graduée) connexe est une algèbre de

Hopf. D'où on en déduit le résultat suivant.
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Corollaire. Soit I/ une algèbre de Hopf filtrée connexe cocommutative, alors, gr(H) est

isomorphe en tant qu'algèbre de Hopf graduée à I'algèbre symetrique S(P(H)).

Preuve. Découle du théorème de P-B-W et du théorème 1 précédent.

On conclut donc, que le gradué associé à une algèbre de Hopf filtrée connexe cocommutative

ne peut pas être une algèbre extérieure.

II. Dualité pour les algèbres de Hopf graduées.

II.1 Définition. Sojt H : @n)_oll,, une algèbre de Hopf graduee. I/ est dite de type fini,

si pour tout n ) 0, dimHr" ( oo.

II.2 Proposition.

1 ) Soit (A, ô,4) une algèbre graduée de type fini. Alors .4.* est une cogèbre graduée dont le

coproduit est /* et la coÛnité est 4n.

2 ) Soit (C, L,e) une cogèbre graduée. Alors C* est une algèbre graduée dont la multiplica-

tion est A* et l'unité est €*.

Preuve. 1) Repose sur le fait que pour un espace vectoriel V de dimension finie

(Y8Y) .  -V*  8Y"

et 2) repose sur I'injection
y* g V* ,__+ (y g y).

en dimension quelconque.

II3 Corotlaire. Si If : @nlo//n est une algèbre de Hopf graduée de type fini, alors

H* = Or>o.FI admet qussi une structure d'algèbre de Hopf graduée.

Remarque. Dans le cas des algèbres de Hopf graduées de type fini le dual admet toujours

une structure d'algèbre de Hopf, même si la dimension globale est infinie, ce qui n'est pas le

cas pour tes algèbres de Hopf abstraites (voir chapitre I).

III. Remarques sur les intégrales.

Pour les algèbres de Hopf graduées de type fini, la définition des intégrales est équivalente

à celle des intégrales pour une algèbre de Hopf de dimension finie.

ttI.i Oéfinition. Soit I/ une algèbre de Hopf graduée de Epe fini. Alors, t e H est une

intégrale à gauche (resp. à droite) si pour tout h e H, ht - e(h)t (resp. th : e(h)t).
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On se propose maintenant d'étudier I'existence des intégrales pour les algèbres de Hopf

graduées de type fini. On a la proposition suivante:

III.2 Proposition. Soit 1/ une algèbre de Hopf graduée de type fini, de dimension infinie.

Alors, -[,, : {0}.

Preuve" C'est une conséquence directe de la proposition [20] du chapitre I.

On remarque que pour les algèbres de Hopf abstraites de dimensions infinies, les intégrales

peuvent exister, ce qui n'est pas le cas pour les algèbres de Hopf graduées de type fini, donc Ie

seul cas pour ce type d'algèbres de Hopf, où les intégrales existent est en dimension finie, de

plus on peut les localiser dans le cas connexe, d'où la proposition suivante:

III3 Proposition. Soit I/ une algèbre de Hopf graduée connexe de dimension finie, et soit

n: maû{rn € N tel que H* + 0}. Alors In : Hn.

Preuve. Posons I/ : Ik O I/r O ... @ H". On sait que pour h e H

e(h)-{? '  : i , ' l ,h- l  -o-  
t0,  s i  lâ l  21.

Il suffit de montrer qae Ho Ç In, et puisque dim [r: 1, alors Ia : Hn.

So i t t€Hn,e tso i theH,

nt:  I  e(h)t '  , .1 i -  lâ l  :  o
\0,  s i  lh l  >1.

donc pour tout h e H, ht: e(h)t, et par suite t e Ïu.

Remarque. dim Hn: d,irn [, - t.

III.4 Définition. On appelle polynôme de Poincaré d'une algèbre de Hopf graduée de type

fini, le polynôme P(t) - D,@l* Hn)t".
n2o

Dans le cas d'une algèbre de Hopf graduée conneie de dimension finie //, le polynôme de

Poincaré est
P( t )  -  L  *  a f i+ . . .  +  an-1 to- r  1 tn

où les  a t :  d im H i ,  i :  1 , . . . ,  n  - ' J , ,



42 Ch lll-Alsèbres de Hopf graduées connexes

IV. Liberté des algèbres de Hopf graduées connexes.

Dans ce paragraphe on va appliquer les résultats du chapitre II sur la liberté des algèbres

de Hopf aux algèbres de Hopf graduées, en particulier les algèbres de Hopf graduées connexes.

IV.l Proposistion. Si I/ est une algèbre de Hopf graduée, alors f/s est une sous-algèbre

de Hopf de H.

Preuve. En effet .I/o est stable pour la multiplication, et A(I/0) Ç Ho S II0.

IV.2 Proposition. Si C une cogèbre graduée, Co contient toute sous-cogèbre simple (i.e

CoradC Ç Cù.

IV.3 Proposition. Si I/ est une algèbre de Hopf graduée connexe, alors ff est irréductible

pointée, et CoradH - Ho.

Preuve . Puisque Ho -t, et qué I/s contient toutes les sous-cogèbres simples de f/, alors

il ne peut y'avoir qu'une seule sous-cogèbre simple de dimension 1, d'où f/ est irréductible

pointée, et CoradH - Ho.

IV.4 Proposition. Soit I/ une algèbre de Hopf graduée et connexe, et soit B une sous-

algèbre de Hopf de H. Alors I/ est libre comme B-module à gauche (et à droite).

Preuve. D'aprés la proposition [Vn3, I/ est irréductible pointée, d'où par le corollaire du

lemme m.1.3 (chapitre 2) H est libre comme B-module.

IV.5 Proposition. Si f/ est une algèbre de Hopf graduée, alors ff est libre comme f/o-

module.

Preuve. On sait que CoradH Ç Ho, donc d'aprés le corollaire du lemme m.1.2 (chapitre

2), fi est lible 
"o*-"Eo-module.

Remarque.

Tout ce qu'on a fait pour les algèbres de Hopf graduées corurexes reste vrai pour les algèbres

de Hopf filtrées connexes.

IV.6 Corollaire. L algèbre enveloppante UG) est'libre comme module sur toutes ses sous-

algèbres de Hopf.

Commentaire. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie, et soit A(g) - {W çU(ù,

tel que: W est une sous-algèbre etU(g) est libre comme module sur W ), On sait que si g est

semi-simple le centre Z(g) e A(g) tt2l. Mais en général Z(g) ê A(g) [8], d'après le corollaire
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ci-dessus I'ensemble des sous-algèbres de Hopf de I'algèbre de Hopf t/(g) est contenu dans

A(g). Ce qui montre que le centre Z(g) n'est pas en génèral une sous-algèbre de Hopf et que

l1(g) n'est pas vide.

V. Structures des algèbres de Hopf graduées connexes.

Dans [9], Hopf avait montré qu'une algèbre de Hopf graduée connexe commutative de

dimension finie est une algèbre exûerieure sur des générateurs de degrés impairs. D'autres

mathématiciens se sont intéressés à étudier la structure en tant qu'algèbre des algèbres de Hopf

graduées connexes de types finis sur un corps commutatif de caractéristique nulle, tel que Leray

qui a donné le théorème de structure suivant,

Théorème de Leray. Soit I/ une algèbre de Hopf graduée connexe commutative de type fini

sur un corps Ik de caractéristique nulle. Alors comme algèbre graduée, f/ - Ik, ou .F/ = E& S, E

étant I'algèbre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs, et ̂ 9 I'algèbrè symétrique

engendrée par les éléments de degrés pairs.

Pour une démonstration de ce théorème, on poulra consulter [19]. Un théorème analogue

est dt à A. Borel [5] pour une algèbre de Hopf graduée connexe commutative sur un corps de

caractéristique non nulle.

Dans ce qui suit, en s'aidant du résultat de Milnor-Moore,

Proposition [14]. Si If est une algèbre de Hopf graduée connexe commutative et cocom-

mutative, alors f/ est I'algèbre extérieure sur ses éléments primitifs.

On va montrer que le résultat de Hopf reste toujours vrai en supprimant la commutativité,

et plus généralement on a le théorème suivant:

V.l Théorème. Soit A une lk-algèbre de Hopf graduée connexe où tout élément homogène

de degré strictement positif est nilpotent, alors l, est commutative et cocommutative, par suite

A est I'algèbre extérieure sur ses éléments primitifs.

Comme conséquence, on a le résultat suivant:

V.2 Théorème. Toute lk-algèbre de Hopf graduée eonnexe de dimension finie est commu-

tative et cocommutative.

Remarque. I-e théorème V.2 montre qu'il n'existe pas d'algèbre de Hopf graduée connexe

de dimension finie dont la dimension n'est pas une puissance de 2.

V.3 Démonstration du théorème V.1
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La démonstration du théorème V.l se fait en plusieurs étapes. tout d'abord, on regarde les

éléments primitifs de A.

Lemme 1. Soit A une k-algèbre de Hopf graduée connexe où tout élément homogène de

degré strictement positif est nilpotent alors:

(1) Les éléments homogènes de P(A) sont de degré impair.

(2) Si a et b sont deux élémens homogènes de P(A), alors [4, b] : O.

Preuve. (1) Montrons que si a est un élément homogène de P(A), alors a est de degrê

impair. Supposons que lal est pair, donc (o S lX1 I d) : (1 O o)(a $ 1), et par suite

le=n-I

A(o" )  :  L (a ) " : (aB1+1O a)n :78an  +a '81+  t  C f ;s ' - t '  &ak .
lc:L

Comme a est nilpotent, il 
Ëï:r"" 

plus petit entier rn tel que atu :0. Supposons que m ) 2,

A (o - ) : 0  imp l i que  que  t  C la * - *  &ak :0 ,o r  { a * - k  8ak ,  L  <  k  1m-  1 }  es t  un

système libre. Donc 
"ontrudl"Ion, 

ptr conséquent Tn:I,i.e, o : 0.

(2) Soient a, ô deux éléments primitifs homogènes de A.

A([", ô]) : Â(ob) - {-r;t ' t lôlA(ôa) : A(a)Â(b) - (-t; l ' l lal416;61o;
:  (1 I  a+as 1X1aô+ô81) -1-r ; l ' l la l l taô+ bs 1X1 8a*ca 1)
:  lBab* ( -1 ) lo l l a l66  a+a&b+aôA1- ( - f ; l " l l o l ( t  @ba*b&a+( -1 ) l ' l l ô loOb+ôa611)
-  1  I  (ob  - ( - r ; la l la l6 " )  +  ( "a  -  ( - r l t " t ta lao)  O 1
-1Ola , ,b l I [a ,ô ]  41 .

Donc [a, 6] est primitif de degré pair car a et b sont de degré impair, d'où [4, ô] : 0.

Remarques. (i) St. a est primitif homogène, alors a2 :0.

(ii) Si a et b sont dans P(A), alors (a * ô)2 - 6.

Soit E la sous-algèbre de Hopf de A enggqdrée par P(.a). D'après le lemme 1, c'est une

algèbre commutative et cocommutative, donc -E est I'algèbre extérieure sur P(.4) (voir [14]).
Dans toute la suite il s'agira de montrer que A: E.

Notons par I I'idéal d'augmentation de E, i.e, I : A,>tEp où .Eo - E n Ae.

S i  A+E,  so i t  L  :  {c€  A\E te l  que:  A+( " )  €  I8 / } .

Lemme 2. L est non vide.

Freuve. Comme A t' E, il existe un élément homogène c de degré minimal tel que
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c Q A\  E.  Montrons que c€ L,  s i  on pose l . l : ,  on a a lors

a+("): i  c 'olc' l - , .
i : l

Le caractère minimal de c implique que ct; et ctlr-; sont des éléments de E, comme ils sont de

degré strictement positif, ils sont dans .I. Donc c € L.

Proposition 1. Soient c un élément de L et t un élément de P(A) avec c et f homogènes,

alors [t, c] est un élément de P(A).

Preuve. On a

a([t,"]) - 1 I l t ,cl *[t,  "] o 1 + a(r)a+(c) - (-t; l"to*,c)A(r),

Montrons que A(t)A+(") - (-t;|"t4*(c)A(t) : 0. En effel posons A..(c) : D(") ct I ctt,
A ( t ) : t81+18 fa lo rs

A(t)Aa(c) -  ( t  I  1 + 1 st)( t  c '  & c")
(")

-  I  tct  I  c"  *  ( - t ;1" '1" t -61çt '

(c)

et

(-r;1"t4*(c)A(t) : (-r;1"11D", E) ",,)(r I 1 + 1 s r)
(")

:  (-r; l" l1D(-r)t"" lc' t  I  "") + c' gtc"t
(")

- t(-l)lcl*lc"l"t1g "") * (-r;1"1"' g c"t.
( " )  

__

Or (-1;l" l+1""1 - (-f ; lcl- lc". l+2lc"l :  (-1; lc'1. Donc Â(t)4..(c) - (-t ; l"t4a(c)A(t) :

D1"; t" ' I  c" + (-1;1"'1"'  &tc" * (-r; l" lDto(-r) lcl- lc'1d18 c") - (-r; l"tD(") 
" '  6 sl i-

.. . : D1.y[t, c'f g c" - (-r;l"t D1"y "' 
g [c", t].

Comme c' s'écrit comme somme de produits d'éléments primitifS, alors [t, c'] : 0. Pour

celà il suffit d'utiliser suffisamment de fois la relation:

fab,cl: alb,,cl + (-t; lall"l[4, c]b.

De même l"" ,,tl: 0, d'où le résultat.
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Corollaire. Soit c un élément homogène de L et soit f un élément de P(A), alors [t, c] : g

ou bien c est de degré pair.

C'est une conséquence immédiate du lemme 1 et de la proposition 1.

Proposition 2. Tout élément homogène de .t est de degré impair.

Preuve. Soient c un élément homogène de L et C la sous-algèbre de A engendrée par

c et E, c'est une sous-algèbre de Hopf. En effet, par définition de L, L(C) ç C 8C. Il

reste à montrer que,9(C) ç C. Pour cela, il suffit de montrer que.9(c) € C. Posons
n-L

A+(") : Ddn & c'|,-t € / I r. De la relation:
i :7

mo(S  81 )o  L , -  poe

appliquée à c, on a

n-l

o -,9(c) * c * | sç"'01"';-o
i=1

d'où,

n - l

.9(c) : -" - 
t S(ct;)c'1,-;
i :1

Comme A+(") € /8-f, alors S(cje C"Laproposition l permetd'écriretoutélémentde

C sous la forme Doo"n ave,c an e .8. Soit maintenant CI l'idéal à gauche de C engendré par

,t. De ce qui précède, on déduit que CI est un idéal de Hopf ce qui permet de munir CICI

d'une sffucture d'algèbre de Hopf graduée connexe vérifiant les mêmes hypothèses de nilpotence

que 1.. Pour des raisons évidentes de degré, la classe de c dans C ICI n'est pas nulle et on a

Â(z)  -  e81 + 18 e*  4 . . (c)

or, 4..(c) € / O -I d'où, A+(") : 0. Il en résulte gue E est primitif et par le lemme 1, il

est de degré impair. Comme le passage au quotient conserve le degré, c est lui même de degré

impair.

Le corollaire de la proposition I et la proposition 2 donnent le corollaire suivant:

Corollaire. Soient t un élément de P(A), et c un élément de L, alors [t, c] : 0.

Dans la suite, on fixe c un élément homogène de L. Soient P" : {t1,...,tn} I'ensemble

de tous les éléments primitifs homogènes qui apparaissent dans la décomposition de c'i,,c',!,-t
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comme somme de produits d'éléments primitifs, et E" la sous-algèbre de Hopf de A engendrée

par P.. Si on désigne ptr C.la sous-algèbre de ,4. engendrée par E" et c, on a la proposition

suivante.

Proposition3. C" est une sous-algèbre de Hopf de A commutative et de dimension finie.

Preuve. Comme A(c) e C. & C" et ^(.8") ç C" I C", alors C est une sous-cogèbre de

A. Soit .5 I'antipode de A, on a S(8") Ç E" et

Â(c)  :18c*c81+D" '  8c"où c ' ,c "  €r
(c)

on sait que c +,9(c) * Dt"l S(c')c" - e(c) <D L : 0 donc,S(c) + c : -D1a,9(c')c" € 8".
Alors S(c) e C".

D'où C" est une sous-algèbre de Hopf de A.

D'après la proposition 2 on a c est de degré i-puit, donc par le coroliaire de la proposition

2, fc,tl: 0 pour tout t € P". Par conséquen! C" est commutative. Et corlme t2 : 0 pour tout

t e P. et c est nilpotent, alors C" est de dimension finie.

Supposons que A soit cocommutative, alors C" serait commutative et cocommutative, donc

C" serait engendrée par ses éléments primitifs (voir [4]) ce qui contredit le fait que c ( E.

Revenons au cas où A n'est p:rs supposée cocommutative. C" est toujours commutative

de dimension finie, donc I'espace dual Ci de C" est une algèbre de Hopf graduée connexe

cocommutative. La remarque ci-dessus donne que Cl est commutative. Il en résulte que C" est

cocommutative, et par [14] C. est engendrée par ses éléments primitifs ce qui contredit le fait
quecÇE.

Donc I'hypothèse A + E est fausse, et donc A: E, ce qui enhaîne que A est commutative

et cocommutative.

Comme conséquence de ce résultat on a le théorème suivant:

V.3 théorème. Si I/ est une algèbre de Hopf graduée connexe, dont la graduation s'arrête,

alors iadimension de If est finie.

Preuve. Conséquence du théorème V.l, par la finitude de la dimension d'.une'algèbre

exterieure engendrée par un espace vectoriel de dimension finie.



Chapitre IV

ALGÈBRES DE HOPF ET TNBOruE DE GALOIS

Dans l'étude de I'action d'une algèbre de Hopf .I/ sur une algèbre ,4., J. Bergen [4] s'est

inæressé à déterminer quand il existe une correspondance de Galois entre les sous algèbres de

Hopf de H et certaines sous-algèbres de A. En particulier, il s'est intressé a savoir quand est ce

que les sous-algèbres de Hopf d'une algèbre de Hopf ont toutes des sous-algèbres d'invariants

distincæs. Ce chapitre est une généralisation du travail de J. Bergen.

I. Préliminaires . .j

Soit H(d, T,L,e) une algèbre de Hopf sur un corps commutatif k. Dans toute la suite on

adoptera les notations de [20].

I.1 Définition. Soient I{ une algèbre de Hopf, I/1 une sous-algèbre de Hopf de H, et M

un l/-module.

i ) Un éi'bment r aè A est dit invariant si h.s : e(h)æ, quelque soit lz élément de H.

L'ensemble des élémgnts invariants de If est noté Pino.

i i) Un élément m de M est dit Ilr-invariant sih.m= e(h)m, quelque soit h élément de

Hr.

L ensemble des éléments invariants de M sous I'action de I/r est noté MH'.

I.2 Proposition. Soient I{ une algèbre de Hopf, I/1 une sous-algèbre de Hopf de H, et M

un If-module. Alors:

i 7 Pt"" est un idéal à gauche de I/.

48
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i i) Si f/ est commutative, alors MH' est un sous-module de M.

Remarques.

1 ) Si f/ est de dimension finie, alors Hin'coihcide avec I'idéal des intégrales de .[/ qu'on

note /".
2 ) Si fy' est de dimension infinie, alors Hi'o - {0}. ( On le montrera dans la suite).

13 Proposition. Sous les mêmes hypothèses que la proposition précédente,

si on pose u)Ht : H1î lcer(e), alors:

MH,  :  { *  e  M :  h .m :0  V  h  e  wHt } .

Preuve. Soit rn e MH' et h e ars' alors h.m: e(h)m - 0. Soit rn un élément de M

tel que h.m:0 pourtout h élément deus, et soit f e Hr posons h: f -e(/)1s, alors

: eU) : eU)-e(f)e(L1l) : 0, donc fi .m:0. Par conséquent f .m : e(f)m, d'où rn e MH' -

Remarque. Si I/1 est de dimension finie, alors Ir, * {0} est I'annulateur à droite de up,

dans .I11.

I.4 Proposition. Soient I/ une algèbre de Hopf, H1 et.I/z deux sous-algèbres de Hopf de

-[/, alors la sous-algèbre B de I/ engendrée pæ Hr et H2 est aussi une sous-algèbre de Hopf de

I/, qu'on notera 1 Ht, Hz ).

Preuve. Rappellons que Â est un morphisme d'algèbres, et que .9 I'antipode est un anti-

homomorphisme d'algèbres. Comme les éléments de B sont sonrmes de produits d'éléments de

H1 etde Hz, alors on a L(B) E B8 B etS(B)ÇB,par conséquent B estune sous-algèbre

de Hopf de H.

On va donner maintenant une proposition qui est une conséquence immédiate de la propo-

sition tr.6 t20l du chapitre I.

I.5 Proposition. Soit If une algèbre de Hopf. If est de dirnension infinie si, et seuleument

"i 
pinu : {0}.

Preuve. Si on suppose gôno 7 {0}, alors il existe c un élément non nul de Hôn', tel que

le sous-espace vectoriel I/ engendré par c forme un idéal de dimension I de H, or d'après la

proposition tr.6 chapitre I, I/ serait de dimension finie, d'où si I/ est de dimension infinie, on

u ginu :  {0} .
Réciproquement, si ff est de dimension finie alors lino - 

l" Out est de dimension l, donc
gi'na 1{0}, d'où 

"i 
Pànu : {0}, alors I/ est de dimension infinie.
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On va donner maintenant, les résultat principaux de J. Bergen [4].

Lemme 1[4]. Si M est un I/-module et I/1, I/z sontdeux sous-algèbres de Hopf de H,

alors MK : MHt À MHz, où K :1 Ht, Hz ).

Preuve. Puisque K contient H1 et H2, il est clair que MK est inclu dans MH, et dans

lulHr. D'où MK ç MH, (1 MHr.

Pour I'autre inclusion, supposons que m e MH'nMH' eth -- h1h2...hn, où ht € HlJHz.

Puisque € est un morphisme d'algèbres, on a

h.m :  (hLhz. . .h" ) . *  :  (h1h2. . .h" - t ) . (h" .m)

:  (h  th2. . .h  
" -  

1)  .  e(h 
" )*  

:  . . .  :  e  (h  t )  e(h2) . . .  e  (h  
" )m

:  e(hrhz. . .h" )m :  e(h)m.

Donc si â € K alors h : ar * az *...* e", où chaque ai est un produit d'éléments de H1U Hz.

D'où, par ce qui précède on obtient

h .m:  (o t  +  az  *  . . .  *  a " ) .m :  e (a r  *  az  *  . . .  +  a " ) rn :  e (h )m,

ce qui implique que rn e MK, d'où MH' î MHz ç MK.

Lemme 2[4]. Si I/ est une algèbre de Hopf de dimension finie, et si .Ff1 f H est une

sous-algèbre de Hopf de H, alors /r, # 1".

Preuve. Supposons qu'il existe un t € Ï, El que 0 * t € Iar. D'après le théorème

IV.2.7 du chapitre II, I/ est libre comme ff1-module à gauche donc il existe êrtêztêst...,re,, des

éléments de H tels que:

H :H l , e r f f -HÉ2e . . .@Hren .

Puisque /" est un idéal de H de dimension 1, Ao.si.rr : o,tt ett.e2: a2t pour a1,a2

éléments de Ik, et puisque t € H1, il s'ensuit eue c1 et c2 sont non nulles, donc

(a2t).e1- (afi).e2 - (a1a2 - ato2).t-:0.

- Par conséquent e1 et e2 sont liés, ce qui contredit le fait qu'ils appartiennent à une base.de

I/ sur I/r, d'où !r, * Ia.

En combinant ces deux lemmes, on démotre les deux théorèmes principaux de [4] suivants.

Théorème 1[4]. Soient I/ une algèbre de Hopf de dimension finie, et M un If-module
fidèle. Si .Hr * Hz sont deux sous-algèbres de Hopf de If, alors MH, * MH,.
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Théorème 2[4]. Soit f/ une algèbre de Hopf de dimension finie. Si l/1 * Hz sont deux
sous-algèbres de Hopf de f/. Alors Ir, * Ïrr.

Remarque. On peut se demander que si K :1 Hr,,Hz ), alors./r< peut être obtenu
de Ia, et [nr. On va montrer que ce n'est pas le cas, par exemple si on prend G : S,, le
groupe symétrique, Gt le sous-groupe engendré par un élément g de G d'ordre 2, et G2 le
sous-groupe engendré pt h d'ordre n tels que g et h engendrent G. Etant donné un corps Ik,
posons I/ - k(G) I'algèbre de groupe, et soient H1 et H2 les sous-algèbres de Hopf k(G1) et
k(Gz), G, "rt 

le sous-espace engendrépar 1+ g et In, est engendré par 1* h+...+h-t.
Pourtant pour.I( :1 HrlH2 ): H, [x est engendré par la somme des n! éléments de G.

II. Résultats Principaux

Le résultat qu'on va donner maintenant est une généralisation du théorème 2[4].

II.1 Théorème. Soient I/ une algèbre de Hopf, H1 et H2 deux sous-algèbres de Hopf
telles que la dimension de I/1 soit finie et H1 * Hr.Alors Hi"' + Hi"".

Preuve. Pour démontrer ce théorème on va étudier deux cas selon que H2 est de dimension
finie ou infinie.

Premier cas: La dimension de H2 est infinie. Par la proposition I.5, Hi"' : {0}, or H1
est de dimension finie donc par la même proposition on a Hi"o # {0}, d'où le résultat.

Deuxième cas: La dimension de H2 est finie. Alors Hi"" - 
Ïar, et on a Hi"o : Ïrr.

Donc celà revient dans ce cas à montrer gue /a, # lrr.
Pour celà considérons la sous-algèbre de Hopf B :1 Hr, Hz ) de H, et supposons que

frr: Ïrr:.I, alors -f est un idéal de B. Comme.I est unidimensionnel, et I ç B, par la
propositon I2Ol, B est de dimension finie. Donc Is : Ir, : Ir, "* 

€ est un morphisme
d'algèbres, ce qui est faux d'après le lemme l[4].

Le théorème suivant est une généralisation du théorème 1[4] de J. Bergen.

II2 Théorème. Soient I/ une algèbre de Hopf , et M un I/-module fidèle. Soient I/1
et H2 deux sous-algèbres de Hopf de H telles que la dimension de Hr est finie et H1 # Hz.
Alors MHrÉ MHr.

Preuve. Soit la sous-algèbre de Hopf B :1 Ht, Hz ) de I/, alors IJ1 est une sous-algèbre
deHopf  deB.  S ionsupposeque MHt  =  MH, ,a lo rsMB:MHr :MHr .  So i t0  * t€  Ïn r ,
donc trs, .(t.M): 0 ce qui implique que t.M ç MHt -, MB, d'où us.(t.M) Ç un.MB. Or
B agitfidèlement sur M, on a donc us.t -- 0, ce qui implique que t € Ûina. Donc lr, Ç Bin',
ce qui est faux par le théorème II.l, d'où MH, * MH,.
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Maintenant on va étendre ce résultat à une classe de f/-modules contenant la classe des

-Il-modules fidèles.

II.3 Théorème. Soient .ly' une algèbre de Hopf, e sa counité, et M un f/-module tel que

ann(M)nke r (e )  -  {0 } .
Si Hl et H2 sont deux sous-algèbres de Hopf de .I/, telles que la dimension de Hr est finie et

Hr * f /2, alors MH'# MH".

Preuve. Soit Ik le corps de base. L application bilinéaire tf: : I/ x Ik + Ik définie par

,b(h,o) : e(h)a, définit une structure de I/-module sur Ik. Pour cette structure arzn(lk) :

ker(e). Posons N : M OIk, alors N est un I/-module pour l 'action h.(m*a): h.rn*e(h)a

pour tout h e. H, m e. M, a € k. Comme ann(M)Àker(e): {0}, alors N est un module

fidèle, et d'après le théorème n.2, NH' * NH'. Comme IkH' - IkH' - Ik, alôrs MH' * MH' .

La condition M fidèle n'est pas équivalente (en général) à la condition ann(M)nker(e) :

{0}. En effet, soit G - {g* i :0,...,n} un groupe fini, on pose ps : e où e est l'élément

neutre de G. On associe à G son algèbre de groupe
'i:n

k(G) : {Dttun, I lq e k}, qui admet la structure d'algèbre de Hopf, en posant
i=0

A(g) -e&e,  e t  e(s) -7  Ys€G.

i :n z:n

On a ker(e) : {t k;g; lDUn - 0}.
i :0 i=0

Soit maintenarrt M le sous+space vectoriel de k(G) engendré par la famille

{(u - g;); i : 1, ..., n}. M admet la structure de k(G)-module induite par la multiplication de

k(G), puisque en fait M : leer(e) qui est un idéal de k(G). r-"annulateur de M est donné par
i:tt

ann(M): {kD gù1 lc elk}, en effet, V1 € {0,...,n}
i=0

N:n N--ft, N--n

Dn,k- sù -Dnn-lwoi
i :0 i=0 i :0

'i':n i'=n
.  : ç  s -

-,9i 
- 

)_,gi
i :0 i=0

-0

i=n

d'où{ f rDnu,  ee m} Çann(M).
i :0
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i=n

Pour l ' au t re inc lus ion ,so i t z : t k ;g ;eann(M) .So i t /€ {0 , . . . ,n } ,mont ronsquek l -k6 .
i=0

Il existe j e {0, ...,n} tel que gûj : gjgt : e, comme z est un élément de ann(M), alors
i=n 2=n

Dfun, - D lc;gtg j. En identifiant les coefficients d. go, on obtient leo : lct. Par conséquent
i :0 à:0

'i:n

z : koDnn,d'où ann(M) g {fr Dnu, fr e N}.
i :0 r':0

i=n

On conclut que ann(M) : {k D nr, k e m} et M n'est pas fidèle.
i :o  

i :n

Vérifions maintenant que ann(M) n ker(e): {0}, soit r : 
t le;gt € annn(M) î ker(e),
t':0

2--n 2:ft,

donc ! kr:0 et æ -- tclot d'où le système
i.:0 i=0

(  i=n

I . l -k; :o
\70
[ &; : k, i=g,...,n

donc pour tout f € {0, ...rn}, Ie;:0, ce qui implique que / : 0. On conclut que

ann(M)nker (e ) :  {0 } .

Ce que nous venons de faire est un cas particulier du cas plus général suivant: Soient f/
une algèbre de Hopf de dimension finie semi-simple, et M : leer(e), comme ker(e) est un idéal
de H, on peut munir M d'une structure de I/-module via la multiplication de H . Montrons
queann(M) :  I r .  So i t t  e  Ine tm€ M,  t .m:e (m) t :0 ,  d 'où  t  €  ann(M) ,  donc

' 
Ï, Ç ann(M). Pour I'autre inclusion, soit c un élément non nul de ann(M). Comme I/
est semi-simple, alors par le théorème tr.5 chapitre I généralisant le théorème de Maschke on
a e(lù f 0, d'où H : M @ In. Donc pour m. € M, a.rn : 0 : e(m)x, et pour t < Ïn
considérons rn : (t - e(t)ls) e M, on obtient

0 :  r .m

: x.t - e(t)r

ce qui entraîne que c.t - e(t)r. Donc pour tout h élément de H: x.h -- e(h)æ, d'où c e Ïn.
D'où ann( M) : /,,, puisque la dimension de I/ est finie on 

" Iu * 0, par conséquent M n'est
pas fidèle. Montrons maintenant que ann(M) n /cer(e) : {0}, on a

ann(M) n ker(e) : ï  n f i  leer(e),
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d'après le théorème II.5 chapitre I, ,([n) l0 car f/ est semi-simple, d'où

ann (M)nke r (e ) :  { 0 } .

II.4 Corollaire. Soit f/ une algèbre de Hopf commutative. Si f/ possède un f/-module

M simple tel que ann(M) ll ker(e) : {0}, alors lkl17 est la seule sous-algèbre de Hopf de

dimension finie de -tl.

Preuve. Supposons qu'il existe .t une sous-algèbre de Hopf de dimension finie distincte de
k1a et de H. Par le théorème n3, ML f A4ar" : M et MH + Mktn - l,[. Comme M est
simple, alors ML : MH : {0} ce qui est faux par le théorème tr.3.

Remarques.

I ) Soient I/ une algèbre de Hopf de dimension supérieure strictement à l, M un.Ff-module.
Si f/ est intègre, alors la condition ann(M) n ker(e) : {0} est équivalente à M est un
module fidèle. En effet, si ann(M) + {0} alors on peut considérer un élément c non nul
de ann(M), considérons un élément g non nul de lcer(e), un tel élément existe du fait que
dim ker(e) = (dim H) - 1 + 0. Comme ann(M) et leer(e) sont des idéaux de I/, alors
xy € ann(M)nker(e). Puisque If est inêgre, nA + 0 et par suite ann(M)nker(e) + {0}.

2 ) Si l/ une algèbre de Hopf de dimension finie suffrieure strictement à l, alors If n'est
pas intègre. En effet" soit 0 * t e I, "t 

soit 0 #, e leer(e),tæ: e(r)t:0. ce qui
prouve que I/ n'est pas intègre.

) Si dans le théorème II.3, on prend H1 et H2 de dimensions infinies, le résultat n'est plus
vrai en général. En effet, soient g une algèbre de Lie de dimension finie et 91 une sous-
algèbre de Lie de g. On sait que I'algèbre enveloppanæ fl(gr) de 91 est une sous-algèbre
de Hopf de I'algèbre enveloppante qg) de g. Si on considère 1I(g) comme module sur elle
même, alors il est fidèle, et il est facile de voir que 11(g)u(o) - ll(g)tr(s') : {0}.

) Soit If une algèbre de Hopf, et soit M un module sur I/ ne vérifiant pas I'hypothèse du
théorème tr.3, c-à-d" ann(M)nker(e) I {0}. Alors le résultat du théorème tr.3 n'est pas
vrai en général. Eî effet, sur Ik on a une structure de I/-module induite par la counité e,
ce module vérifie ann(k) : Kere, et on akH' - IkH' : Ik quelque soit If1 etllz des
sous-algèbres de Hopf de H.

III. Apptications aux représentations des groupes finis

Dans ce paragraphe on va donner un résultat équivalent au théorème tr.3 pour les représentations
des groupes finis.
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Soit G : {g; i : O, ...,n} un groupe fini, et soit (V, z-) une représentation de G, avec V
un espace vectoriel de dimension finie. On sait que zr se prolonge en un morphisme d'algèbres;
'r : k(G) ---+ End(V), défini par:

i :n i :n

fr (r) : fr (D, lc$ r) : D k'"(so)
i=0 i :0

pour tout z e k(G). On définit sur V une structure de k(G)-module par g.u -- r(9)(o) pour
g e G et tt € y. Si G1 et G2 sont deux sous-groupes de G distincts, alors k(Gt) et k(G2) sont
deux sous-algèbres de Hopf distinctes de k(G).

III.L Définition. Soit G1 un sous-groupe de G,

VG,  :  { t :  eV  :  g .u :  u  Vg  e  G t }

est I'ensemble des invariants de V sous I'action de Gr.

III.2 Lemme. Soient G un groupe fini, et G1 un sous-groupe de G, alors VGt - Vk(Gr).

Preuve.  Soi tu  e.VGr,etso i t  g  eG a lorsg.u - - 'u  - -e(g)u,care(g) :  l  pour toutg €Gt,
d'où pour tout r :  DsçG1ksg e k(Gt ), æ.u : DseG,le ng.a : Dge Gr kne(g)u : e(z)u, d'où
tr € Vk(Gr). Donc VG, C I/k(Gt).

Soit u 6 yk(Gr), alors r.u : e(æ)u,pourtout r € k(Gl), ce qui implique gue Dge c ,kn(g.u) :

€(Dgec, ksg).u : DgeGrkoe(g).u : (Dcec, kn)u, car e(g) : L. Donc g.u : u, pour tour
g € Gr, d'où u eVG'. On conclut que Vk(Gt) CVGv.

III3 Définition. Soit I/ un espace n""ron:l,une partie A - {et,...,en} deV est dite

presque-libre si elle vérifie la propriété suivante:f k;e; - 0, où (,t;)1(rSn C k, implique que

i :n 
i :1

D to f  0 ,  ou kr  :  . . . :  len:0.
i = 1

Remarque . Utsystème libre est presque-libre.

III.4 Proposition. Soit G un groupe fini, et soit (V, zr) une représentation de G de dimension
finie. Alors,

i ) {"(g;); i :0,...,n} est libre dans End(V) si et seulement si I/ est fidèle.
i i) {z'(9;); i : 0,...,n} est presque-libre si et seulement si ann(V) n ker(e) - {0}.

Preuve.

i ) Supposons que {"(g;); i :0,,...,n} soit libre dans G/(V), et soit
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, r :  I  k;gr ek(G),tel  que n. ' t ) :0 vu e v, alors ( lkuf i .u: ( t  k; tr(g;))(u):0 pour
i : 7 'i.:l

i ,=r 
i:o i:o

V. Ce qui implique que t k;n(g;) : 0, donc le; : 0 pour tout i : 0,...,,n, car
i=o  

i :L

i--L i : l

{"(g;); i : 0, ...,n} est libre dans End(V), d'où r :Dlr;g; -- 0. Donc V est fidèle.
i :0

Réciproquement, supposons maintenant que V est fidèle, c-à-d, ann(V) : {0}. Donc â est
in ject ive,  par sui te f r ( {g; ;  i  :0, . . . ,  n})  :  {n(gt) ;  i  :0, . . . ,n}  

"r ,  
t tb." ;=,

i i) Supposons que {"(g;); i:0,,...,n} est presquelibre. Soit r : 
t leigi un élément de
i=0

ann(V) î ker(e), donc ! lc; :0 
"t t 

k;o(gù: 0, par suite k1 : ... - len : 0, ce qui

implique que r : 0. D'o'ù:Ùann(V) n Ëiifq- {0}.
Réciproquement, supposons maintenant que ann(V)nker(e) - {0}. 

i:r
Soit (fr;)1a ign C Ik, tel que t k;"(g;) : 0, ce qui implique que Dtton, est un élément

:=i i=r 
i:o

de ann(V). Par conséquent,Dkrno: 0 ou Dt un, n'est pas un élémentde leer(e), d'où

i :n 
i:o i=o

kr : .-- - kn :0 ou ! k; * 0. Donc {"(g;); i :0,...,n} est presque-libre.
'i:l

III.4 Proposition. Soit G un groupe fini, et soit (I/, zr) une représentation de G de dimension
finie telle que {z'(9); g e G} soit presquelibre dans End(V). Soient G1 et G2 deux sous-
groupes de G tels que G1 * G", alors VG' f VGr.

Preuve. Découle facilement du théorème II.3, de la propositon III.3, et du lemme III.2.
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