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INTRODUCTION

Soit k un corps commutatif, par algeébre (resp. cogebre) on entend une k-algebre associative
et unitaire (resp. k-cogeébre coassociative et coiinitaire).

Dans I’étude de I’homologie ou la cohomologie d’un groupe de Lie, H. Hopf [9] a fait
apparaitre une nouvelle structure associant les structures d’algebre et de cogebre, c’est la structure
d’algebre de Hopf. Plus généralement, en topologie, I’homologie ou la cohomologie d’un espace
topologique V connexe (ou H-espace), muni d’une application continue f : V x V — V, telle
qu’il existe un point zo € V satisfaisant a

f(zo,z) = f(z,zg) =2 pourtoutz € V.

Ainsi z, est 1’élément neutre pour la loi de composition f. On sait que I’espace vectoriel
H*(V;k) sur k, admet une structure d’algébre graduée commutative, c’est I’algebre de coho-
mologie, la multiplication étant induite par 1’application diagonale V — V x V. D’autre part,
la loi de composition f : V x V — V définit un homomorphisme d’algebres graduées

A: H*(V;k) - H*(V;k) @ H*(V;k),
appelé application diagonale de H*(V;k). Cette application posséde la propri€té suivante:

Soit ¢ : H*(V;k) — k l’augmentation définie par I’injection o — V; I’homomorphisme
composé

HYVik) —— H*V:K)®@ H'(V;k) ——s H*(V;k),

est induit par I’application z — f(zo,z); donc c’est I'identité; de méme, (1 ®¢€)A est I'identité.
Ceci exprime que H*(V;k), comme algebre graduée munie d’une application diagonale admet
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4 Introduction

une structure d’algébre de Hopf graduée connexe (voir [19],[21]). Depuis, on rencontre la
structure d’alggbre de Hopf sur plusieur algébres connues, I’algébre de Steenrod, I’algébre de
groupe, 1’algébre enveloppante d’une algebre de Lie, efc....

Dans [9], H. Hopf avait montré qu’une algebre de Hopf graduée connexe commutative de
dimension finie sur un corps de caractéristique nulle est I’algebre extérieure sur des générateurs
de degrés impairs. Par la suite, on s’est intéressé a étudier la structure en tant qu’algebre d’une
algebre de Hopf graduée connexe, sur ce sujet Leray a montré qu’une algébre de Hopf graduée
connexe commutative sur un corps de carctéristique nulle est isomorphe en tant qu’algebre au
produit tensoriel de 1’algebre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs et de
I’algébre symétrique engendrée par les éléments de degrés pairs, dans [5], A. Borel donne un
théoréme analogue dans le cas ol la caractéristique du corps est non nulle. A ce stade, on s’est
posé la question suivante, que se passe-t-il si on supprime I’hypothése de la commutativité ?.
Dans [3], on a montré qu’une algébre de Hopf graduée connexe sur un corps de caractéristique
nulle, ot tout élément homogene est nilpotent, est commutative et cocommutative. Donc, par
un résultat de Milnor-Moore [14] c’est I’algebre extérieure engendrée par les éléments primitifs,
qui sont de degrés impairs. Ce qui en fait, généralise le théoréme de Hopf en dimension finie,
puisque dans ce cas tout élément est nilpotent. Pour plus de détails sur les algébres de Hopf
graduées, I’article de Milnor-Moore [14] est une bonne référence.

Les applications des algebres de Hopf sont trés nombreuses, elles interviennent en topologie,
dans les groupes algébriques affines, dans les groupes quantiques, etc...,et I’'une des applications
aussi est la théorie de Galois, ol on s’intéresse 2 I’étude de I’action d’une algeébre de Hopf sur une
algébre. Sur ce sujet, J. Bergen s’est intéressé dans un de ses articles [4], & savoir quand est ce
que les sous-algébres de Hopf d’une algtbre de Hopf ont toutes des sous-algebres d’invariants
distinctes. Dans [2], on a généralisé ses résultats pour une algebre de Hopf de dimension
quelconque, et en prenant une classe de modules contenant les modules fideles utilisés par J.
Bergen.

Dans ce qui suit on va détailler le contenu de chaque chapitre.

Le chapitre 1 est consacré 2 des rappels sur les algébres de Hopf abstraites, i.e, non graduées,
et sur d’autres structures se rattachant 2 celles-ci, telles que les structures de modules, de co-
modules, modules rationnels, et modules de Hopf, sur aussi les notions attachées aux algebres
de Hopf telles que, le¥ intégrales et le dual restreint, on rappelle aussi les principaux résultats
qui nous servirons dans toute la suite.

Dans le chapitre 2, on s’est intéressé 2 quelques travaux autour de la 5°*™¢ conjécture
de Kaplansky [10], la liberté des algebres de Hopf comme modules sur leurs sous-algebres de
Hopf, en vue de les appliquer aux algdbres de Hopf graduées connexe (voir Chapitre 3). On
s’est intéressé donc 2 étudier un article de Radford [18] qui nous donne des conditions pour la
liberté des algebres de Hopf en dimension infinie, ' '

Théoréme 1. Si H est une algebre de Hopf irréductible et pointée, alors H est libre comme
B-module & gauche ( et 2 droite ), ot B C H est une sous-algébre de Hopf de H.

Théoréme 2. Soient H une algébre de Hopf et B une sous-algebre de Hopf de H. Si
Corad H C B alors, H est libre comme B-module 2 gauche (et a droite ).

On s’est intéressé aussi aux travaux de Nichols et Zoeller, qui aprés des résultats partiels,



5 Introduction

ont montré le théoréme suivant en dimension finie,

Théoréme [15]. Soit H une algeébre de Hopf de dimension finie, et soit B une sous-algebre
de Hopf de H. Alors tout (H, B)-module de Hopf a gauche est libre comme B-module & gauche.
En particulier, H est libre comme B-module a gauche.

Qui est une généralisation du théoréme de Lagrange pour les algebres de Hopf. Et en
dimension infinie, ils ont montré le théoréme suivant,

Théoréme [16]. Soit H une algebre de Hopf, et soit B une sous-algebre de Hopf semisimple
de dimension finie. Alors H est libre comme B-module, de plus tout (H, B)-module de Hopf
est libre comme B-module.

Dans le chapitre 3, section 1, on a donné des généralités sur les algeébres de Hopf graduées
connexes, et en s’inspirant du théordme de Poincaré-Birkhoff-Witt, on s’est posé la question:
quand est-ce que le gradué associé 2 une algébre de Hopf filtrée est une algebre extérieure? sur
ce point on a montré que le gradué associé a une algébre de Hopf filtrée connéxe cocommutative
ne peut pas &tre une algebre extérieure. Dans la section 2 on a fait des remarques sur le dual
des algébres de Hopf graduées. Dans la section 3, on a fait des remarques sur les algebres de
Hopf graduées connexes, et on a montré le résultat suivant,

Proposition. Soit H une algébre de Hopf graduée connexe de dimension finie, et soit
n = maz{m € N tel que Hy, # 0}. Alors [, = Hy.

Dans la section 4, on a montré que, irréductible pointé pour les algebres de Hopf abstraites
est équivalent 2 connexe pour les algdbres de Hopf graduées. D’od, en utilisant un résultat de
Radford on a montré la proposition suivante

Proposition. Soit H une algebre de Hopf graduée connexe, et soit B une sous-algtbre de
Hopf de H. Alors H est libre comme B-module.

Dans la section 5, en utilisant le fait qu’une algebre de Hopf graduée connexe commuta-
tive et cocommutative est 1’algebre extérieure sur ses éléments primitifs, qui est un résultat de
Milnor-Moore [14], on montre les deux théorémes de structure suivants, pour un corps k de
caractéristique nulle,

Théoréme 1 [3]. Soit A une k-algébre de Hopf graduée connexe ol tout élément homogene
de degré strictement positif est nilpotent, alors A est commutative et cocommutative, par suite
A est 1’algsbre extérieure sur ses éléments primitifs.

Théoréme 2 [3]. Toute k-algebre de Hopf graduée connexe de dimension finie est com-
mutative et cocommutative.

Ce dernier étant une généralisation du théoréme de Hopf, comme conséquence, on a le
théoréme suivant,

Théoréme. Si H est une algébre de Hopf graduée connexe, dont la graduation s’arréte,
alors la dimension de H est finie. ' :

Dans le chapitre 4, on généralise les deux théorémes suivants de J. Bergen,

Théoréme 1[4]. Soient H une algébre de Hopf de dimension finie, et M un H-module
fidele. Si H; # H, sont deux sous-algébres de Hopf de H, alors Mt # M H

Théoréme 2[4]. Soit H une algebre de Hopf de dimension finie. Si H; # H, sont deux
sous-algébres de Hopf de H. Alors [ # [y .



6 ‘ Introduction

On montre alors, que si dans le théoréme 2[4] on prends une algébre de Hopf H de
dimension infinie, on a

Théoréme 1[2]. Soient H une algébre de Hopf, H; et Hp deux sous-algebres de Hopf
telles que la dimension de H; soit finie et Hy # H,. Alors Hi™ # H3™.

On montre aussi que dans le théoréme 1[4], on peut prendre une classe de modules plus
grande que celle des modules fideles, d’ot le théoréme:

Théoréme 2[2]. Soient H une algébre de Hopf, € sa counité, et M un H-module tel que
ann(M) N ker(e) = {0}.
Si H, et H, sont deux sous-algébres de Hopf de H, telles que la dimension de H; est finie et
H, # H,, alors MH1 #£ MH2,

On montre aussi par un exemple, en considérant I’algébre de groupe, que M fidele n’est
pas équivalente (en général) 2 la condition ann(M) N ker(e) = {0}. Dans la deuxi¢me partie
de ce chapitre on a appliqué ces résultats aux représentations des groupes finis.



Chapitre 1

GENERALITES SUR LES ALGEBRES DE HOPF

Dans ce chapitre, on rappelle les notions sur les algébres de Hopf qui nous seront utiles
dans ce travail. Et pour plus de details on consultera [1] ou [20].

I. Définitions.

Dans ce paragraphe on donne une définition d’une algébre de Hopf sur un corps commutatif
k quelconque. Sauf mention du contraire tous les produits tensoriels sont pris sur k.

I.1 Algebre.

I.1.1 Définition. Soit A un espace vectoriel sur k. Une structure d’algébre sur k ou k-
algebre (associative et unitale) sur A est la donnée de deux applications linéaires: la multiplication
d:A® A — A, et I'unité n: k — A vérifiant les deux propriétés suivantes

(1) $(id ® ¢) = ¢(¢ ® id),
(2) ¢(n @ id) = id = $(id @ n).

(1) exprime ’associativité du produit, et (2) exprime que n(1x) est I'unité de A notée 14. Dans
toute la suite ¢(a @ b) sera noté ab.

Soient V, W deux espaces vectoriels sur k, et soit Ty,w: VW — W ® V, I’application
définie par
Tvw(v @w) =w .
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On dira que A est commutative si ¢74 4 = ¢.

I.1.2 Définition. Soit (A, ¢,n) une k-algebre. Si on pose ¢' = ¢74 4, alors (4, ¢', 1)
est aussi une algébre, appelée algébre opposée de A notée A°P. Si A est commutative, alors
AP = A,

1.1.3 Définition. Soient (A4, $4,14) et (B, ¢B,nn) deux algebres, et soit f une application
linéaire de A dans B. f est un morphisme d’algebres si

féoa=¢B(fQ f)et fna=ns.

1.1.4 Définition. Un idéal de A est un sous-espace vectoriel I de A tel que
I®A+AQ®I)CI.

Dans ce cas, le quotient A/I hérite de A une structure d’algébre de sorte que la projection
canonique p : A — A/I soit un morphisme d’algebres.

1.2 Cogéebre.

Dans ce qui suit on va donner la définition d’une structure duale de la structure d’algebre.

1.2.1 Définition. Soit C' un espace vectoriel sur k. Une structure de cogebre sur k ou
k-cogébre (coassociative et coiinitale) sur C est la donnée de deux applications linéaires: la
comultiplication A: C — C Q C, et la coiinité ¢2 C — k vérifiant les deux propriétés

suivantes
(1’) (id® A)A = (A® id)A,

‘ (2") (e®id )A =id = (id Q@ e)A.
Suivan, les notatiens de Sweedler [20], on écrit
Ae) = Zc(l) ® c(2), pour c € C,
(o)
la propriétg de la coassociativité (1°) est alors

Z c(1) @ €2)1y @ €(2)(2) = Zfil)m ® €(1)(2) B €(2)
() (o)

qu’on note simplement par Z c1) ® ¢2) ® ¢(3), pour ¢ € C. Et la propriété de la coiinité (2’)
(o)

Y elewy)em == cyelem)-
© ©

s’écrit
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On dira que C est cocommutative si A = 7¢,cA.

1.2.2 Définition. Soit (C, A, ) une cogebre. Si on pose A°? = 7¢ cA, alors (C, A%, ¢)
est aussi une cogebre, appelée cogebre opposée de C notée C°P. Si C' est cocommutative, alors
cor =(C.

1.2.3 Définitions. Soit C' une cogebre sur k.
(i) C est irréductible si deux sous-cogebres quelconques de C' admettent une intersection non
vide.
(ii) C est simple si elle n’admet pas de sous-cogebres propres non nulles.
(iii) C' est pointée si toute sous-cogebre simple de C' est de dimension 1.
(iv) Le coradical de C est la somme de toutes les sous-cogeébres simples de C, on le note:
Corad C.
(v) C est filtrée s’il existe des sous-espaces

n
C(0) C C(1) C ... C C avec C = UC(3) et A(C(n)) C Y C() ® C(n—1).

=0

Si de plus C(0) =k, on dit que C est connexe.

1.2.4 Définition. Soient (C, A¢,ec) et (C', Acr,ecr) deux cogebres. et soit f une appli-
cation linéaire de C dans C'. f est un morphisme de cogebres si

(fQ flAc=Ac f etec =ec f.

1.2.5 Définition. Un coidéal de C est un sous-espace vectoriel I de C' tel que
A(I)CCRI+I®Cete(l)=0.

Dans ce cas, le quotient C/I hérite de C une structure de cogébre de sorte que la projection
canonique p : C — C/I soit un morphisme de cogebres.

1.3 Bigébre.

Maintenant on va définir une structure associant la structure d’algebre et la structure de
cogebre.

1.3.1 Définition. Une bigebre H est un espace vectoriel sur k muni d’une structure d’algebre
et d’une structure de cogdbre ( i.e, (H,¢,n,A,¢)) telle que ¢ et 7 sont des morphismes de
cogebres, ou ce qui est équivalent A et € sont des morphismes d’algebres.

1.3.2 Définition. Soient A et B deux bigebres, f une application linéaire de A dans B. f
est un morphisme de bigebres si f est A la fois un morphisme d’algebres et de cogebres.
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1.3.3 Définition. Un biidéal de H est un sous-espace vectoriel  de H qui est a la fois un
idéal et un coidéal. Dans ce cas, le quotient H/I hérite de H une structure de bigebre de sorte
que la projection canonique p : H — H/I soit un morphisme de bigebres.

1.4 Algebre de Hopf.

1.4.1 Produit de convolution. Soit (H, ¢,7, A, ¢) une bigebre, on désignera la cogebre H
par H¢ et I’algébre H par H®, alors £(H¢, H*) muni du produit de convolution * défini par:

Frg(h)=o(f @ 9)AR) = f(h))g(h@) pour f,g € L(H,H®)
(k)

admet une structure d’algebre d’unité ne.

1.4.2 Antipode. Un élément S dans £(H¢, H*) est appelé antipode, si S est I'inverse de
I’identité par rapport & x (i.e, Id * S = ne = S x Id), en notations de [20]

3 S(hayhey = kg =Y haS(ha).
(R) ()

1.4.3 Définition. Une bigebre admettant un antipode est appelée une algébre de Hopf et
sera notée (H,,1n,A,¢,S).

1.4.4 Définition. Soient H et K deux algébres de Hopf. Une application linéaire f de H
dans K est un morphisme d’algebres de Hopf si f est un morphisme de bigebres et fSg = Sk f.

1.4.5 Définition. Un idéal de Hopf de H est un biidéal I de H tel que S(I) C I. Dans
ce cas, le quotient H/I hérite de H une structure d’algebre de Hopf de sorte que la projection
canopique‘ p:H— H /I soit un morphisme d’algébres de Hopf.

1 N .

1.4.6 Proposition. Soit H une algébre de Hopf. Alors
1) S est un antimorphisme d’algebres, i.e,

S(hk) = S(k)S(h), Vh,k € H, et S(1)=1.
2).5 est un antimorphisme de cogébrés, ie, -

AS =g u(S®S)A, eteS=c¢.

Preuve. 1) Considérons les morphismes y,v,p : H ® H — H donnés par:

(g ® k) = gh, v(g ® k) = S(h)S(g), et p(g ® h) = S(gh).
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L((H ® H)¢, H®) est une algebre sous le produit de convolution . Posons 7 = npg. et
€ = E(H®H)<» ON Va MONtrer que p % p = 1€ = fi * V. Puisque 7e est ’identité sous «, ceci va
entrainer que ¢ = v ce qu’on veut montrer.

prp(g®h) =Y p((g®h)a)r(s ® k)
(g@h)

= Y plga) ® hw))e(9e) ® hez)
(9),()

= Z S(gyha)))9@)he)
(9),() ‘

= Z S((gh)1))(gh)(2) (car H est une bigebre, et A est un morphisme d’algebres.)
(gh)

= (§*I)(gh)

= e(gh)

= ¢(g)e(h).

D’autre part on a

(uxv)g®hy= > wlga) ®kw)¥(90e) ® h(z))
(@)

= Y 9whwS(he)S(9e)
(9)(h)

= Y gwe(R)S(9zy)
(9),(h)

= () 91)S(92)))e(h)
(9)

= e(g)e(h).

ce qui prouve 1).
2) est démontré de la méme fagon que 1), en remplagant p par A, v par 7g, (S ® S)A et
ppar ASde H — H®H. :

1.4.7 Proposition. Soit H une algébre de Hopf d’antipode bijectif S, alors H°? munit de
la structure de cogébre opposée, est aussi une algébre de Hopf d’antipode S~!.

Preuve. Il est clair que H°P admet une structure de bigébre, reste a savoir si S—1 est un
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antipode de H°P. 1l est clair que S~! est un anti-automorphisme de H, soit heH,
> 57 h@)hay = > 87 Hh@)S T S(hy)
(R) (k)

=570 S(hay)he)
®

— §~Y(e(h)1y) = e(h)1x.

D’od, S~ % ¢d = ne. De méme on montre que :d * S~1 = pe, donc S~ est bien un antipode
pour H°?P,

1.4.8 Dualité pour les algébres de Hopf. Si H est une algébre de Hopf et H* son dual
algebrique, les applications

A* H*QH* — (H®H)" — H*
e*:k— H*

définissent une structure d’algébre sur H*, et comme H* ® H* n’est pas isomorphe en général
A (H @ H)*, alors H* n’admet pas de structure de cogébre. Dans le cas ol H est de dimension
finie I’isomorphisme existe, et les applications

¢*  H* — (HQH)" ~ H* ® H"
n*: H* — k

définissent une structure de cogdbre sur H*, d’ol en dimension finie H* est aussi une algebre
de Hopf.
Pour contourner cette difficulté en dimension infinie, on introduit la notion de dual restreint
qu’ch noterd H® défini par
H° = {g € H* tel que ker g contient un idéal cofini }

dans ce cas on a la proposition suivante

" L48.1 Proposition. H induit de manidre canonique une structure d’algebre de Hopf sur
He.

Preuve. Il suffit de montrer que H° ® H® ~ (H ® H)°. Puisque H est de dimension
infinie, on n’a que I’injection canonique

i H*@ H* —~ (HQ H)*
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définie par (o ® B)(h ® g) = a(h)B(g). Montrons d’abord que :(H° @ H®) = (H ® H)° dans
(H ® H)*. En effet, soient a, § € H° et supposons que I (resp. J) est un idéal cofini de H sur
lequel « (resp. ) s’annule. Alors a ® B s’annule sur I @ H + H @ J, qui est un idéal cofini
dans H @ H. Donc H° ® H° C (HQ® H)".
Siy € (H ® H)°, soit K un idéal cofini dans H ® H sur lequel + s’annule. Posons
I=Kn(H®k)
J=Kn(k® H)

alors I et J sont des idéaux cofinis dans H et on a
(IQH+H®J)CK
on peut donc voir y comme un élément de ((H ® H)/(I ® H + H ® J))". Or, I'injection
(H/l;)* ®H/J) - (HIIQH/J)* = (HQH)/I®H+H®J))"

est surjective, puisque H/I et H/J sont de dimension finie. D’oll v € H° @ H°. Ce qui
compléte la preuve.

Remarque. H° est la plus grande algébre de Hopf contenue dans H*.

1.5 Module. Si (A, $,n) est une algebre, un A-module & gauche est la donnée d’un espace
vectoriel N sur k et d’une application 1 : A® N — N telle que

P(id ® ) = P(¢ @ :d),

et ¥(n ® id) est I'isomorphisme canonique k@ N — N.
De méme on peut définir un module 2 droite. Pour @ € A, n € N on note ¥(a®n) = a.n.

1.6 Comodule. Si (C, A, ¢) est une cogebre, un C-comodule a droite est la duinée d’un
espace vectoriel M sur k et d’une application w : M — M ® C telle que

(d® A)w = (w ® id)w,

et (id ® €)w est I’'isomorphisme canonique M — M Q@ k.
Pour m € M, on écrit: w(m) = Zm(o) ®m() € M ® C. De méme on peut définir un
(m)
comodule 2 gauche, et on écrit pour m € M: w(m)-= Zm(_l) ® mo) € C ® M. On prend

(m)
toujours m gy dans M.
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1.7 Module de Hopf. Soit H une algébre de Hopf. Soit M un H-module a droite et un
H-comodule a droite.
M est appelé module de Hopf si la condition suivante est vérifiée:
w(m.h) = Z mo)-h(1) ® m(1)h(2), appelée condition de cohérence.
(k)(m)

1.7.1 Théoréme de structure des modules de Hopf.
Si H est une algébre de Hopf, M un module de Hopf a droite et

M={meM|wm)=me1}
alors My, = M' @ H — M est un isomorphisme de modules de Hopf.

Ce théoréme exprime qu’une k-base de M’ est une H-base de M.

Preuve. Soit P : M — M la composition suivante

w I®S U4
M —— M®H —— MH — M,

i, P = ¢((I ® S)w, et pour m € M P(m) = z mgy-S(m))-

(m)
Montrons que ImP C M/, i.e, w(P(m)) = P(m) ® 1.

w(P(m)) = w(}_ m()-S(m))
(m)

= Z% w(mo).S(mqy))
(m}

= Z m(0)-S(m(s)) ® m(1)S(m(2)) , par la condition de cohérence
(m) .

= Z m(o).S(m(g)) ® 6(m(1)) o
(m)

= Z m(g).S(m1)) ® 1, € étant la coiinité
(m)

=P(m)®1.

Donc P(M) C M, en fait P est définie de M — M'. Définissons o : M' ® H —» M par

a(m' @ h) =m'.h, pour m' € M',h e H
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et 3: M — M'Q® H par

B =(P®Iw, cad, f(m) = m).S(ma)) ® me).
(m)

Montrons que Ba = Ipgn et aff = Iy

aBf(m) = a(d_ m).S(mau)) ® me)
(m)

= (m().S(m1)))-m2)
(m)

(m)

= Z m(o).e(m(l))
(m)
=m.

De plus pour m' € M, h € H

Ba(m' @ b) = A(mh)
= (P @ Iw(m'.h)

(k)

e} Z P(m'.h(l)) ® h(z)
(r)

(k)

= Z m'e(h(l)) ® h(2)
"7 (k)
: =m'Q h. .

Donc a et 3 sont inverse I'une de 1’autre, ce qui entraine que « est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. '

Il est facile de voir que o et B sont des morphismes de modules de Hopf, c.a.d, des
morphismes de modules et de comodules.

1.8 Module rationnel. La notion de module rationnel apparait, quand on étudie la relation
qui existe entre les comodules d’une cogebre et les modules de son algebre duale.
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Soit C une cogebre, C* son algébre duale, et soit (M,w) un C-comodule 2 droite ou
w: M — M® C, il est facile de voir que (M, v,,) est un C*-module a gauche, ol ¥, est la
composition suivante

IQw Tex M®1 I®<,>
cC*oM —m—— C*QQMC — MC*Q(C —m Mk —— M.

Maintenant si on se donne une structure de C*-module sur M, a quelle condition aura-t-on une
structure de C-comodule sur M?
Soit (M, ) un C*-module & gauche, définissons

w:M— £(C*, M)
par
w(m)(c*) = P(c* @m) =c*.m

f
il existe des injections naturelles, M — M @ C**———£(C*, M) ol

f(mQ **)(c*) =< c**,c* > m.

1.8.1 Définition. M est dit un C*-module rationnel si w(M) C M ® C.

On obtient que si M est un C*-module rationnel, alors (M,w) est un C'-comodule 2 droite.
1l y’a donc équivalence entre les C-comodules 2 droite et les C*-modules a gauche.

On va donner maintenant un important resultat sur les modules rationnels voir [20].

1.8.1. 1 Theoreme Soient C une cogébre, et M, N deux C*-modules, avec M rationnel.

,1‘1) Tout sous- module de M est rationnel.

2) Tout sous-module cyclique de M est de dimension finie.

3) N admet un unique sous-module rationnel maximal, noté N et qui est égale 2 la somme
de tous les sous-modules rationnels de N.

1.8.1.2 Théoréme fondamental des cogébres. -
Soit C une coggbre, et soit ¢ un élément de C. La sous-cogebre de C' engendrée par ¢ est
de dimension finie.

Preuve. Pour montrer que I’intersection des sous-cogebres contenant ¢ est de dimension
finie, il suffit de montrer que ¢ est contenu dans une sous-cogtbre de C de dimension finie.
Cette sous-cogebre va étre en fait J- pour un certain idéal cofini de C*.
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Soit —: C* ® C — C, I’action de C*-module & gauche sur C, qui provient de la structure
de C-comodule via A ( voir les modules rationnels), ”—” est définie par

cF—c= Zc(l) < c¥eg) >
(¢)

En fait, C est un C*-module rationnel sous ”"— ”. Ainsi N = C* — ¢ ( le sous-module engendré
par c) est rationnel et de dimension finie puisque c’est un sous-module cyclique d’un module
rationnel.

Posons J = {c* € C* tel que ¢* — N = 0}, nous allons montrer que J L est la sous-
cogebre désirée.

Remarquons que J = ker =, od 7 : C* — Endy(N) est le morphisme d’algébres donné
par: 7(c*)[n] = ¢* — n, ainsi C*/J ~ Im © C Endx(N), d’od J est un idéal cofini de C*
car dim(C*/J) < dim(N) < oo.

Puisque J est un idéal de C*, J* est une sous-cogebre de C, et elle est de dimension finie.
Il reste & montrer que ¢ € J L. Par définition, si ¢* € J on a

0=<e,cf—c>

=< §g, ZC(l) < C*,C(g) >>
()
= 26(6(1)) < c*,c(g) >
()
=< c¢*,¢ >, car Ze(c(l)) Qczy =1Q®c.
(o)

Donc Ve* € J, < c¢*,¢ >=0, d’olt ¢ € J*. Ce qui complete la preuve.

II. Intégrale.

IL.1 Définition. Soit H une algdbre de Hopf de dimension finie. Un élément ¢ € H est
une intégrale A gauche - resp. a droite - dans H -si-

ht = e(h)t - resp. th = e(h)t -, pour tout h € H.

On note I’espace des intégrale a gauche - resp. 2 droite - par J fl - resp. [, I‘; -, et on dit-que
H est unimodulaire si [§ = [i.

I1.2 Théoréme [13]. Soit H une algtbre de Hopf de dimension finie. Alors
1) f% et f; sont de dimension 1.

2) S est bijective.

3) H est un H*-module cyclique.
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4) H est une algebre de Frobenius.

Preuve. Voir [13].

On généralise la notion d’intégrale au cas d’une algébre de Hopf H de dimension infinie
en posant:

I1.3 Définition. ¢t € H* est dit une intégrale a gauche ( resp. a droite ) sur H si

h*t =< h*,1g >t (resp. t.h* =< h*,1y >t ), pour tout h* € H*,

IL.4 Définition. H est semi-simple si tout H-module est complétement réductible.

L’une des applications des intégrales est une version du théoréme de Maschke pour les
algebres de Hopf, dd & Larson et Sweedler. On rappelle que, pour un groupe fini G, k(G) est
semi-simple si et seulement si |G|~ € k.

Traduisons ceci en langage des intégrales. Soit ¢ = E g€ / alors €(t) = |G|, ainsi
|G|~ € k si et seulement si £(t) # 0 dans k, d’oll le théoréme de Maschke:

I1.5 Théoréme [13]. Soit H une algtbre de Hopf de dimension finie. Alors H est semi-
simple si et seulement si e( ;) # 0.

Preuve. Supposons que H est semi-simple, alors il existe un idéal a gauche I tel que
H = I & ker(e).

-On a pour z € ker(e), y € I: zy € INker(e) = {0}, ainsi zy = 0 = ¢(z)y. Alors, pour tout
h € H, posons h = (h — e(h)1g) + e(h)1ly, donc pour y € I,
| ¢ hy=(h—e(h)ln)y +e(hy

=¢e(h)y, car(h—e(h)ly) € ker(e).

4 W

Donc on obtient que pour tout b € H, hy = e(h)y pour y € I, d’od I C [, qui est de
dimension 1, d’aprés ce qui précde, donc I = [,,. Et puisque H = I @ ker(¢), on conclut que
_5(f u) # 0. ,
Réciproquement, Si &( [};) # 0, choisissons un z € [}, tel que &(z) = 1. En utilisant ce
z, on va montrer que tout H-module M est complétement réductible, i.e, si IV est un H-sous-
module de M, alors N admet un complémentaire dans M. Soit 7 : M — N une projection
linéaire, telle que 7/n = Idy. Et définissons 7 : M — N par

#(m) = Z 2(1)-m(S(z(2y-m) pour tout m € M.
(2)
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En particulier pour n € N

#(n) = Z 2(1)-m(S(z(2)-n) = Z 2(1)S(z(2)).n = e(z).n = n,
(2) (2)

d’od 7 est une projection de M dans N, ainsi M = N @ ker(#) en tant qu’espaces vectoriels.
Montrons maintenant que 7 est un morphisme de H-modules. Remarquons tout d’abord

que pour tout h € H,
A(2)®h=A(2)® Y e(hay)h
(»)
=Y Ale(h1))2) ® hyy
(k)
— Z A(h(1)2) ® h(2) car z € /
(#) ' "

=Y ha))z) ® h@)z@) ® k).
D)

Alors pour tout m € M, h € H,

#(h.m) = Z 2(1)-m(S(2(2)-h.m)

(2)

= Z h1y)z)-7(S(h(2)%2))h3y-m)  par ’égalité ci-dessus
(2),(R)

= Z h(l))Z(l).ﬂ'(S(Z(g))S(h(g))h(;;).m)
(2),(k)

= Y hay)zwm(e(he)S(22)he)-m)
(2),(h)

= h.#(m).

D’ol # est un morphisme de modules, donc M = N @ ker(7) est vérifiée pour la-structure de
H-module.

On va donner maintenant un résultat de Sweedler qu’on va utiliser au chapitre 4.

I1.6 Proposition [20]. Soit H une algébre de Hopf, si H contient un idéal de dimension

finie, alors H est de dimension finie.
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III. Le wedge.

II1.1 Définition. Soit C une cogebre, et soient U,V deux sous-espaces de C' le “wedge”
U AV est le sous-espace vectoriel défini par:

UAV=ATUQC+CQV).

II1.2 Proposition. Soit C une cogebre, si U,V C C sont deux sous-espaces de C, alors,

UAV = UV,

II1.3 Corollaire. Si U et V sont deux sous-cogébres de C, alors U A V' est aussi une
sous-cogébre de C,etona U +V CUAV.

Preuve. U étant une sous-cogebre de C, U~ est un idéal de C*. De méme V étant une sous-
cogdbre de C, V+ est un idéal de C*, d’od ULV L est un idéal de C*, ainsi (ULV+)L =UAV
est une sous-cogebre de C.

II1.4 Lemme. Si U,V sont deux sous-cogebres de C, alors : U CUAV,et VCUAV.

Preuve. On a A(U) CUQU,et A(UAV) CURC+CQV donc A(U) CURCHCRV
ot UCA N URCHCRV)=UAV.
Deméme VCUAYV.

Maintenant on définit la suite V(*) inductivement en posant:

4 W Y0 et VB =y AYV(R-D pour n > 1.

IIL5 Corollaire. Si V est une.sous-cogebre de C, alors V(™) est aussi une sous-cogdbre
de C pour n > 0.

Remarque. En posant V(-1 = (0) on aura : V=) ¢ VO ¢ v C ... ¢ V() =

[e @]
v,
=0
En effet, par un raisonnement par récurrence, on a:
VED = (0)CcV =vVO

VO v cvO =V AV, puisque V est une sous-cogebre de C,
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AV)CVQRVCVRC+CRYV,
donc VO =V CAHA(V) CAHVRC+CQV)=VD,
On suppose que I’inclusion est vraie a I’ordre n, et on la montre pour I’ordre (n+1).
Ona: V) = A~{(V @ C + C ® V(™) par hypothése de récurrence V(»~1) C V()
donc VPt) D A-Y(VQC+C V1) =V,
d’ot V(W C y(n+1),

I11.6 La filtration coradicale sur une sous-cogebre. Soit C une cogébre, et R = Corad C.
Si on pose C; = A"T!Ret C = U C;.
tEN
On a C; est une sous-cogebre et C; C C;1+1. Ceci munit C de la filtration coradical.



Chapitre II

LIBERTE DES ALGEBRES DE HOPF

Dans ce chapitre on va détailler les travaux de Nichols-Zoeller et de Radford sur la liberté
des algébres de Hopf comme modules sur leurs sous-algeébres de Hopf, un probléme qui a été
posé par Kaplansky dans [10].

I. Préliminaires.

I.1 Définition. Soit H une bigebre, et soit B une sous-bigebre de H. On appelle (H, B)-
module de Hopf a gauche, tout B-module & gauche M, admettant aussi la structure de H-
comodule & gauche, tel que 1’application de structure de comodule w : M — H ® M soit un
morphisme de B-modules & gauche.

On note la catégorie des (H, B)-modules 2 gauche par 9.

Dans un premier temps, on va restreindre le probléme au cas ot le (H, B)-module M est
de dimension finie. On remarque que H appartient a Ho.

1.2 Proposition [17]. Soit H une bigebre sur k. Soient B C H une sous-bigebre et
C C H une sous-cogebre telle que BC C C. Supposons que pour tout M dans §9) de la forme
M = BV, o2 V C M est un sous-comodule simple, M soit libre comme B-module & gauche.
Alors tout (0) # M €§ 9t est libre comme B-module & gauche.

Preuve. Soit (0) # M €§ M.
On dit qu’un sous-ensemble L C M est une base partielle de M, si L est une base pour
BL comme B-module, et si BL est aussi un sous- comodule de M.

22
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Soit £ I’ensemble des bases partielles de M, on a £ # ( (car on a toujours une base
partielle). £ est ordonné par I’inclusion, alors on peut appliquer le lemme de Zorn, ainsi il existe
une base partielle maximale notée L , et on va montrer que BL = M.

Supposons que BL ¢ M, alors il existe un sous-comodule simple 0 # V' C M/BL. Soit
la projection

n: M — M/BL,

alors U = «~1(V') est un sous-comodule de M, avec BL ¢ BU car BL = =~ !(0), et
BU/BL ~ BV' # 0 qui est libre comme B-module par hypoth&se. Donc on peut étendre L en
une base partielle plus grande, ce qui contredit sa maximalité, d’od BL = M, ce qui implique
que M est libre comme B-module.

Pour le corollaire de cette proposition, on va donner une démonstration différente de celle
donnée par Radford dans [18].

Corollaire. Soit H une bigébre, et soit B une sous-bigebre de H de dimension finie.
Supposons que tout M €& 9 de dimension finie, soit libre comme B-module & gauche. Alors
tout M €H 9 est libre comme B-module 2 gauche.

Preuve. D’aprs la proposition précédente, il suffirait de montrer que tout M €2 9 de la
forme M = BV avec V un sous-comodule simple, est de dimension finie.

M étant un H-comodule 3 gauche, M est un H*-module rationnel a droite, et V étant un
H-comodule a gauche de M, V est un H*-module rationnel 2 droite.

Pour v € V, soit E le H*-sous-module de V engendré par v. E étant un H*-module
rationnel cyclique, E est de dimension finie.

E=v.H*CV avec dimE < o,

et de plus E admet la structure de H-sous-comodule a gauche de M avec E C V qui est simple,
d’ot E = V ainsi &imV < oo, et puisque B est de dimension finie, alors BV est assi de
dimension finie, ce qui compleéte la preuve.

1.3 Proposition. Soit H une algebre de Hopf d’antipode S, et soit B une sous-algebre de
Hopf de H. Soit M €¥ 9. Considérons H ® M comme étant un B-module & gauche via
I’opération suivante |

bx(h@m) = hS(bu)) ®bm)ym ; Vb€ B,hc H,meM.
®)

Alors, (H @ M, %) ~ M(@m™ H) comme B-modules 2 gauche.
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Preuve. Notons par H I’espace vectoriel H, muni d’une structure de B-module a gauche
via:

b.h =e(b)h; b€ B,h e Hy,

alors (Hy ® M) ~ M(4m™ H) comme B-modules & gauche, ot Ho ® M est muni de la structure
de B-module & gauche induite de celle de Hy et de celle de M en posant:

b.(h@m)= Z bay-h ® bgy.m = Z &(bq) )k ® b(ay.m,
» (b

mais cet isomorphisme n’est pas de fagon évidente un isomorphisme deB-modules a gauche, si
on munit H ® M de la structure de B-module a gauche * .
Définissons maintenant F' : Hy @ M — (H ® M, *) par

F(h@m)= )Y hS(mu)®mm) VYheHmeM.
(m)

F est un isomorphisme d’espaces vectoriels, d’inverse F~! défini par

Fl(h®@m)= Zh.m(l) ®my he€HmeM.
(m)

En effet,

(FoF ) h@m)=F()_ hmau @my)
(m)

= Y hmuSmem) @ mee
(m)(m(2))
“ V= Z h.m1)S(m()) ® m(z);  par la convention de Sweedler
(m)

= Z h(I * S)(m(1)) ® m(a)
m

= Z hn(e(mq))) ® m(z); car IS =ne
(m)

= he(meay)n(lx) ® mz)
(m)

= Z h® e(m(l))m(z)
(m)
= h ® m; par la propriété de la coiinité.
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Et par le méme type de calcul, on trouve que (F~! o F)(h ® m) = h ® m. De plus, F" est un
isomorphisme de B-modules a gauche, en effet on a

donc

b(h@m) =Y e(ba))h® bez).m
(%)
= Z h® S(b(l))b@).m
(%)
=h® b.m,

F(b.(h®@m)) = F(h® b.m)

= Z hS(b1y-my1y) ® b(z)-m(z)
(b)(m)

= Z hS(m(l)S(b(l)) ®b(2).m(2)
(5)(m)

(m)
=bx* F(h®m),

d’od (H @ M,*) ~ Hy @ M ~ M@m™ H) comme B-modules 2 gauche.

1.4 Proposition. Soit B une algébre de Hopf, et soit W un B-module a gauche. Alors,
B ® W est libre comme B-module 2 gauche, et si de plus I’antipode Sp de B est bijectif, alors
W ® B est aussi libre comme B-module a gauche.

Preuve. B étant un B-module 2 gauche, vérifions que B ® W est aussi un B-module 2

gauche.

Soit I’application ¥ : B® (B ® W) — B @ W définie par

On a

P(a®(bQw))=a(bQw)= Z a(1)b ® agy-w.
(a)

a.(d.(h@w))= a(z a(1)b ® agqy-w)
(a)

= Z aqy(a(1yd) ® agz)(a(z)-w)
(a)(a’)

= Y (aayty))b ® (a@)a)-w
(a)(a')

= (ad').(b @ w),

d’ot B® W est un B-module 2 gauche.
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Vérifions que B ® W admet une structure de B-comodule a gauche.
Soitw=Aol:B®W — B® (B QW) défini par

wlaQw) = Z ag1) ® ag) ® w.
(a)
A-t-on (AQNw = (I @ w)w?
Soienta € Betve W,

(A® Nw(a®v)=(AR D)) au) ®ap) ©v)
(e)

= Z ae1)(1) ® aa)(2) @ az) v
(a)(aq1))

=Y am) ® a@) @ (as) Ov),
(@)

d’autre part on a

(IQuww(a®v)=I® w)(z a1y ® agy ® v)
(a)

= Z ag1) @ a2)(1) ® az)(2) ®
(a)(a2y)

=) au) ® agz) ® (a(3) ® V),
(@)

d’olt (A ® INw = (I ® w)w, donc B ® W est un B-comodule a gauche.
Vérifions maintenant que B ® W est un module de Hopf a gauche. A-t-on la condition de
cohérence? i.e,

A

wb(@®v))= Y buy(a®v)a) ®ba)-(a®v)a)
: (b)(a®v)

On a —
w(b(e®v)) = w(z b1ya ® b(z).v)
®

= Y. buwaw 8 bu)@ae) ®be-v
(6)(beay)(a).

d’autre part, on a

> by (e ®v)a)® bezy-(a @ v)2) = > bayew) @ baywae ® bay@-vs
(b)(a®v) () (beay)(a)
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donc par la convention de Sweedler

> buymee) ®bay@ae) ®be)w = > bayaa) ® bey)ee) O be)2)-v;
(b)(b(1))(a) (b)(b(2))(a)

d’ot B ®@ W est un module de Hopf, et d’apres le théoréme de structure des modules de Hopf,
B ® W est libre comme B-module a gauche, d’oul la premicre partie de la proposition.

Pour W ® B, on a toujours la structure de B-module & gauche, pour la structure de B-
comodule, on ne peut avoir que la structure de B-comodule a droite, d’oll pour avoir la structure
de B-comodule 2 gauche, on doit remplacer la structure de cogébre sur B par la structure de
cogebre opposée, B gardant toujours une structure d’algébre de Hopf, ceci est possible car Sp
est bijectif, (voir § I, proposition 1.4.7) ;

Soit (C, A, €) une cogebre, et soit M un C'-comodule 2 droite pour I’application de structure

wM-MQC

(m)
Avec (C, AP, €) on a une structure de C-comodule & gauche sur M, définie par
W M-CM
m Em(_l) ® my(g)-
(m)
A-t-on (I @ w'w' = (A°? @ Iw'"?

Soit m € M,
(I@uw'Ww'(m) = (I @w')(D_ m1) ®m))
(m)
(-1 (0)

= ), mey®m, ' ®mg)
(m)(myo)

= m(—2) ® M(-1) ® M), N
(m)

d’autre part,

(A? @ Iw'(m) = (AP @ I)()  m(-1) @ (o))
(m)
(2 (1)
= D), mZy®mc,8m
(m)(m(-1)

= Z m(—2) ® m(—1) ® m(o)-
(m)
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On vérifie par les mémes techniques de calculs que W ® B est aussi un module de Hopf,
ce qui nous permet d’obtenir la seconde partie de la proposition.

II. Cas des algébres de Hopf de dimensions finies.

Dans cette partie on va s’intéresser aux algeébres de Hopf de dimensions finies, On sait que
de telles algébres sont des algebres de Frobenius, ce qui nous permettera d’utiliser les propriétés
de ces algebres voir [7].

I1.1 Définitions. Soit A une algébre sur k.
1) Un élément e € A est dit idempotent si et seulement si ee = e.
2) Deux éléments idempotents e et f dans A sont dits orthogonaux si ef = fe = 0.

3) Un élément idempotent e € A est dit primitif, si e n’est pas la somme de deux idempotents
orthogonaux non triviaux.

I1.2 Modules principaux indécomposables. Les modules principaux indécomposables a
gauche de A, sont les modules & gauche composant le A-module a gauche A, qui sont de la
forme Ae, ol e est un idempotent primitif de A.

II.3 Lemme. Soit A une alggbre de Frobenius, et soient W un A-module 4 gauche et
P;, i =1,...,t les modules principaux indécomposables de A. Alors, W est fid¢le si et seulement
si chaque P; est isomorphe 2 une somme composante de W.

Preuve. (voir [7]).

I1.4 Proposition. Soit B une algébre de Hopf de dimension finie, et soit W un B-module
a gauche de type fini. Alors, il existe r > 0 tel que W) ~ F @ E comme B-modules, ot F
est libre et E est non fidele.

Preuve. Soient P, ..., Py; les B-modules & gauche principaux indécomposables, on a alors
B~ Pl("l) D..H Pt("‘); comme B-modules 2 gauche.

Soit maintenant un B-module & gauche W de type fini.
Si W est non fidele, alors on prend r =1, F = (0), et E=W.

Si W est fidele, soit r = ppme(ny, ..., n¢), et posons W =~ Pl(w‘) éB...EBPt("") ®Q; ou aucune des
composantes de @ n’est indécomposable principale, alors W (") ~ P g .. @ P g Q)
posons s = min(rw; /Ry, ...,rwe/ne) = rw;[n;, donc Vj € {1,...,t} rw;/n; = s+ s;, pour
j#i, dod
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W ~ Pl(s'”"’sl”l) .0 P,-(“m") D...0 Pt(s”‘+8‘n‘) Q™M
~ P1(8n1) D@ Pt(-‘mc) @ {Pl(slm) ®...0 Pi(jil—lni—ﬂ @ Pi(-:;H) D ... O Pt(Stnc) ® Q(r)}
~ B®) @ E;
ol P; n’est isomorphe a aucune des sommes composantes de £, d’oil E est non fide¢le, et d’autre
part F' = B(®) est libre comme B-module.

IL.5 Proposition. Soit B une algebre de Hopf de dimension finie, et soit W un B-module a
gauche de type fini. Supposons que pour un » > 1 W) est libre comme B-module A gauche.
Alors W est libre comme B-module & gauche.

Preuve. Posons B = B; @ ... & B,; comme somme directe de B-modules principaux
indécomposables.

Soit A # 0 une intégrale a gauche de B, posons A = Ay +...+Ap, 00 \; € B;; 1 =1,...,n,
et pour tout ¢ € {1,...,n} A; est une intégrale de B;, or puisque la dimension de B est finie,
alors dim | g =1, d’od A = A (par exemple) et A\; = 0 pour ¢ > 1 sinon [ ; serait engendré
par plus d’un élément. De plus pour : > 1, B; ne peut contenir une intégrale & gauche de B,
d’olt B; n’est pas isomorphe a B;, pour tout ¢ > 1.

Soient maintenant Py = By, Py, ..., P, les B-modules & gauche principaux indécomposables.
Alors B ~ Pl("‘) ®..o Pt("‘), comme B-modules & gauche, d’apres ce qui précéde ny = 1.

Soit W un B-module a gauche de type fini, tel que W(") est libre comme B-module,
donc il existe s > 1 tel que W(") ~ B() d’oi d’apres le théoréme de Krull-Schmidt toute

composante indécomposable de W est un B-module principal indécomposable, posons donc
W~ P @ ...@ P™), alors

W ~ pired) g g P
~ PP g .. @ P
~ B(®)
on a alors, rw; = sn;; ¢ = 1,...,%; et puisque ny = 1 alors rwy = s d’ot w; = wyn;, Vi €
{1,...,t}. On obtient denc que W = B(*1), d’ott W est libre comme B-module & gauche.

I1.6 Théoréme. Soit B une -algtbre de Hopf de dimension finie. Soit W un B-module
A gauche de type fini. Supposons qu’il existe un B-module & gauche fidele de type fini L tel
que L @ W ~ W{dim L) comme B-modules & gauche. Alors W est libre comme B-module a
gauche.

Preuve. D’apres la proposition IL4, il existe un r > 0 tel que: W™ ~ F @ E, ol F est
libre et E non fidele. D’ol on a



30 Ch II- Liberté des algébres de Hopf

LW ~ (Lo W)™
~ (WM)(dim L) (ceci par hypothése).

Pour montrer que W est libre, il suffit de le montrer pour W ("), par la proposition IL.4. Ainsi
on peut remplacer W) par W, et on peut supposer sans perdre en généralités que W ~ FQ E
avec F libre et E non fide¢le.

De méme d’aprés la proposition IL4, il existe r' > 0 tel que L) ~ F' @ E', od F" est
libre et E' est non fidele. Sous les mémes arguments, on peut prendre aussi L ~ F' @ E'. Or
puisque L est fidéle par hypotheése F' 5 (0). Posons ¢ = dim L, a partirde L® W ~ wW® on
obtient

F® g E® ~ (Fo E)®
~ W)
~LQW
~(L®F)o(LeE),
or F est un B-module libre, et L ® B est aussi un B-module libre d’aprés la proposition 1.4,

d’olt (L ® F) est un B-module libre, donc F¥) ~ (L ® F), et par le théoréme de Krull-Schmidt
on a aussi E®) ~ (L ® E). Donc

E®W~LQE
~(F'®EY®E
~(F'® E)®(E'®E), ol E'® E est non fidele

Si E # (0), alors par la proposition 1.4, B ® E est libre comme B-module, d’ott F' ® E est un
B-module 3 gauche libre, or puisque E(®) est non fidele ceci est impossible, ot E = (0) et

W = F qui est un B-module libre.
1 4 \

I1.7 Théoréme [15]. Soit H une algébre de Hopf de dimension finie, et soit B une sous-
algébre de Hopf de H. Alors tout ( H, B)-module de Hopf 2 gauche est libre comme B-module
a gauche. En particulier, H est libre comme B-module a gauche. —

Preuve. Par le corollaire de la proposition 1.2, on va se réstreindre aux (H, B)-modules
de Hopf de dimensions finies M. Par la proposition L3, on a H ® M ~ Mm H) comme
B-modules 2 gauche en posant L = H, on obtient par le théoréme précédent que M est libre
comme B-module 4 gauche, puisque la dimension de H est finie. En particulier, H est un
(H, B)-module de Hopf de dimension finie, donc H est libre comme B-module & gauche.

Remarque. Tout ce qui précéde reste vrai pour la structure de module 2 droite.
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Corollaire 1. Soit H une algébre de Hopf de dimension finie, alors le nombre de sous-
algebres de Hopf de H divise la dimension de H.

Corollaire 2. Si H est une algeébre de Hopf de dimension p premier, alors H n’admet pas
de sous-algebres de Hopf propres.

III. Cas des algeébres de Hopf de dimension infinie.

On sait qu’une algébre de Hopf de dimension infinie n’est pas libre en général sur ses
sous-algébres de Hopf. Dans ce paragraphe, on va donner quelques cas ol on a la liberté.

II1.1 Liberté sur une sous-algébre de Hopf contenant le coradical.

I11.1.1 Proposition. Soit H une algebre de Hopf, et soit B C H une sous-atgébre de Hopf.
Supposons que U,V C H soient deux B-modules a gauche (resp. a droite ) via la multiplication
dans H. Alors, U A V est aussi un B-module a gauche ( resp. a droite).

Preuve. Soient b € B et w € U AV montrons que bw € UAV.

A(b.w) = A(b).A(w); car A est un homomorphisme d’ algébres
= (25(1) ®b(2))(zui ® a; + d; ® v;)
(b) ;
= Z Z (b(l).ui ® b(z).a,- + b(l).d,‘ ® b(g).vi) € (U QH+H® V)
() i
d’ o b.w € U A V. Par conséquent, U A V est un B-sous-module a gauche.

I11.1.2 Lemme. Soient H une algebre de Hopf, B C H une sous-algébre de Hopf, et soit
C C H une sous-cogebre de H qui est aussi un B-module 2 gauche. Alors N = (B AC)/C
est libre comme B-module a gauche.

Preuve. 11 suffit alors de montrer que N est un B-module de Hopf a gauche pour pouvoir
conclure avec le théoréme de structure des modules de Hopf.

N est un B-comodule a gauche.

En effet, C et B sont deux sous-cogebres de H, alors B A C est aussi une sous-cogebre de
H, N admet la structure de B A C'-comodule donnée-par :

w:N— (BAC)®N

a— Z a(1) ® a(g)-
(a)

Il faut vérifier que pour a € B on a, w(@) = ),y a1) ® a(z) avec a1) € BAC.
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Onaa€ BAC, donc

al(a) =) aq)®a@m) € (BAC)®(BAC),
(@)

par conséquent G(z) € N, d’oll w est bien définie.
Il faut vérifier aussi que si @ = a’ alors w(a) = w(a’).

Or @ = o' implique que a — &' € C alors A(a — a') € C'® C puisque C est une cogebre.
Par conséquent

Za(l) ® a2y — Zazl) ® ay €CBC,
(a) (a')

donc
i=n i=n+m
Al)=) bi@di+ Y, 6 b®d;,
=0 i=n+1
=n i=n+m
Ad)=) bedi+ Y bied
=0 i=n-+1
i=n =n i=n+m
od Y b;®d; et Y b, @ d; appartiennent2 C®C,et )  b;®@d; € (BAC)®(BAC).
t=0 =0 t=n+1
Donc
i=n+m
w(a) = Z b; ®Ei
t=n+41
et
i=n+m
w(?) = Z b; ®C_ii,
i=n+1

d’ot w(@) = w(a').
Par coh’séquent w fdéﬁnit bien une structure de B A C—comodule a gauche sur N. En fait
w définit une structure de B-comodule 2 gauche sur N, soita € BAC ,a€ N ona

- w(E)=Za(1)®E(2)€(B/\C)®N,
(a)

il suffirait dé voir donc que a1y € B, puisque a € BAC, A(a) € B A+ AQ®C, donc
a1y € A ou agy € B. De plus A(a) € (B A C) ® (B A C) ce qui implique que a(1) € B A C,
etona A(a) = Z aq1) ® agay donc si ay ¢ B alors a(g) € C nécéssairement, d’ou
(@) _
w(a) = Za(l) ® G(2) = 0, donc pour les a(1) ® @(2) non nuls, a(y) € B.
(e)
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D’oll w(N) € B® N donc N est bien un B-comodule a gauche.

N est un B-module a gauche.
B A C est un B-module 2 gauche puisque B et C' en sont, d’ou N admet aussi une structure de
B-module a gauche.
N est un B-module de Hopf a gauche.
Pour voir ceci il suffit de vérifier la condition de cohérence.
Soientbe B,mn€ N,onabm e N, et

wbR) = Y baynq) ® by A,
(8),(™)
puisque les structures de B-module et de B-comodule sont définies naturellement sur N, d’ou
N est un B-module de Hopf a gauche.
Donc par le théoréme de structure des modules de Hopf, N est libre comme B-module a
gauche.

Corollaire. Soit H une algebre de Hopf, et soit B C H une sous-algébre de Hopf, alors
B(™) est libre comme B-module 2 gauche (et & droite ) pour n > 0.
Et si Corad H C B alors, H est libre comme B-module a gauche (et a droite ).

Preuve. D’aprés le lemme précédent, B("+1) /B(") = (B A B(™)/B(™ est libre comme
B-module 2 gauche, et montrons par récurrence que B(™ est libre comme B-module 2 gauche
pour n > 0.

n = 0: B(®) = B qui est libre comme B-module & gauche ( trivial ).

Hypothése de récurrerice: Supposons que B(™) est libre comme B-module 3 gauche, et
montrons que B(™*1) Pest aussi.

Puisque la suite

0 — B —, ptr+l) __, prt1)/B(n) _, ¢ est exacte ,

alors B{®*1) est libre comme B-module 2 gauche.

Pour la seconde partie du corollaire, on sait que b%w) = H, avec Hy = Corad H, donc si

Hy C B C H alors B(™ = H, d’od d’aprés la premicre partie du corollaire, H est libre comme
—B-module a gauche. '

Remarque. B(® = B(»~1) A B, d’oil en modifiant le lemme précédent, on peut remplacer
a gauche par a droite.

II1.1.3 Lemme. Soit C une cogebre. Alors toute sous-cogebre de C contient une sous-
cogebre simple de C.
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Preuve. Soit T une sous-cogébre de C, et soit v € T, on sait que la sous-cogebre < v >
engendrée par v est de dimension finie, ceci d’aprés le théoréme fondamental des cogebres.

Ona<v >CT,si<v>n’estpas simple, il existe 7T; une sous-cogcbre propre de
< v >, si T} n’est pas simple , alors il existe T, une sous-cogébre propre de Tj, et ainsi de
suite.

Ce processus s’arréte nécéssairement, alors il existe une suite 7, > 1 de sous-cogebres
strictement décroissante pour I’inclusion, ce qui contredit le fait que < v > est de dimension
finie.

Remarque. S’il existe une seule sous-cogebre simple, alors toute sous-cogébre contient
cette sous-cogébre simple, qui est en fait le coradical.

Corollaire. Si H est une algébre de Hopf irréductible, alors H est libre comme B-module
a gauche ( et a droite ), ol B C H est une sous-algebre de Hopf de H.

Preuve. Puisque H est irréductible, alors Corad H est la seule sous-cogebre simple de
H, d’ot Corad H C B pour toute B sous-algébre de Hopf de H, ainsi d’apreés le corollaire
précédent, H est libre comme B-module & gauche ( et a droite ).

Remarque. Le corollaire précédent est une généralisation d’un résultat de Radford, qui
suppose que H est une algébre de Hopf irréductible et pointée.

IIL.2 Cas ot la sous-algébre de Hopf est de dimension finie semisimple.

Ce cas a été établi par W. Nichols et B. Zoeller dans [16], pour montrer le théoréme principal
on aura besoin de la proposition suivante.

I11.2.1 Proposition. Soit H une algebre de Hopf, et soit B une sous-algébre de Hopf telle
que Sp est injectif. Alors tout (H, B)-module de Hopf M # (0) est fidéle comme B-module 2
gauche. ¥

Preuve. Puisque Sp est injectif, I’homomorphisme de B-modules  —
Sp®I:BQ®M — (B ® M,*), ol * est la structure définie précédemment,

suivi de I'injection i : (B @ M, *) — (H ® M, ), injecte B ®@ M dans (H ® M, *) comme
B-modules. Or, d’aprés la proposition 1.3, M (%™ H) contient un B-sous-module isomorphe 2
B® M. Et d’aprés la proposition L4, B® M est libre, d’olt on conclut que M(4im H) est fidele,
donc M est fidele.

I11.2.2 Théoréme [16]. Soit H une algebre de Hopf, et soit B une sous-algebre de Hopf
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semisimple de dimension finie. Alors H est libre comme B-module, de plus tout (H, B)-module
de Hopf est libre comme B-module.

Preuve. Soit M un (H, B)-module de Hopf de dimension infinie. Si M n’est pas libre
comme B-module, alors pour un B-module simple L la somme W de sous-modules de M qui
ne sont pas isomorphes 2 L est de dimension inférieure a celle de M. Alors, N le (H, B)-sous-
module de Hopf de M engendré par W (N = W — H*), est aussi de dimension inférieure a
celle de M. D’oit M/N est un (H, B)-module de Hopf non nul, ne contenant aucune copie de
L. Donc M /N n’est pas fidele ce qui contredit la proposition ITL.2.1.



Chapitre III

ALGEBRES DE HOPF GRADUEES CONNEXES

1. Généralités.

Dans tout ce qui suit on ne considerera que les espaces vectoriels gradués positivement et
connexes.

1.1 Espace vectoriel gradué.

I.1.1 Définitions.
1 ) Soit V un espace vectoriel sur k. V est dit gradué positivement, si V' s’écrit:

V= @nzoVn,

ol les V, sont des sous-espaces vectoriels de V' pour n > 0.
On dira que V est gradué connexe si Vo = k, et de type fini si pour tout n > 0 V, est de
dimension finie.
2 ) Les éléments deV,, sont dits homogenes de degré n, i.e, pour v € V;, le degré de v qu’on
notera |v| = n.
3 ) Soient V, W deux espaces vectoriels gradués, et soit f une application linéaire de V' dans
W, f est dite de degré n, s’il existe une famille d’applications linéaires f; de V; dans-Wiyn,
telle que f/y; = f; pour tout ¢ € N.

1.2 Algébre graduée. (A, ¢,n) est une algebre graduée, si A est graduée en tant qu’espace
vectoriel, et si les applications linéaires ¢ et n sont de degré 0, i.e

_ k C Ay, et ¢(A,‘ ® Aj) C Ai+j-

36
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En particulier, I'unité 1,4 est homogéne de degré zéro. On dit que A est commutative (ou
anticommutative) si, Va, b € A homogenes,

ab = (—1)llllpq,

1.3 Cogébre gradué. (C, A, ¢) est une cogebre gradué, si C est graduée en tant qu’espace
vectoriel, et si les applications linéaires A et € sont de degré 0, i.e,

A(Cp) C Z C; ® Cp—;, et &(Cr) =0 pour n > 1.

=0
On définit de fagon évidente les morphismes gradués d’algebres et de cogébres graduées.

I.4 Algebre de Hopf graduée. (H,¢,n,A,c) est une algebre de Hopf graduée, si H est
graduée en tant qu’espace vectoriel, vérifiant:

#(H; ® H;) C Higj,

A(Hp) €Y Hi ® Hoi,

=0
et e(Hyp) =0 pourn > 1.

Remarques. Soit H une algebre de Hopf graduée connexe.
( i) La comultiplication est donnée par:

Ve € Hpy A(2)=2Q1+1Qz+ Ay(z)

n—1

Ay(z TiQzh_; et z: € Hy, 2t _, € Hyy.
n—i 2 n—1t

( ii) Le sous-espace vectoriel des éléments primitifs de H est noté P(H), et on rappelle que
PH)={z€Htlque A(z)=z@1+1Qz}.

( iii) Soit 7 : H ® H — H ® H I’application définie par: 7(z; ® z;) = (— 1)|”'||?’J|:1:J ® z;
ol 2 € Hy,k =1,j. On pose A°? = 7o A et on dit que que H est cocommutative si
AP = A.

( iv) On définit le commutateur de deux éléments homogenes a,b de H par:

[a,b] = ab — (—1)lellblpg
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Remarque. On remarque que pour les algebres de Hopf graduées, on n’a besoin que de la
structure de bigébre pour les définir, car dans ce cas ’existence de I’antipode est assurée.

1.5 Algebre tensorielle. Soit V un espace vectoriel. On pose: T°(V) =k, TH(V) =V et
T™(V) = V®" (le produit tensoriel de n copies de V) si n > 1.
Les isomorphismes canoniques

T™(V)® T™(V) ~ T*t™(V)(n,m > 0)

permettent de définir un produit associatif sur I’espace vectoriel (V) = @n>oT™(V).
Munie de cette structure d’algébre, T'((V') est appelée I’algébre tensorielle de V. Explicitement
le produit est donné par la formule:

(21 ® . QZn)(Tnt1® . OZrim) =21 ® ... QT @ Tn41 ® ... ® Tnm.

Il est évident que T(V') est une algébre de Hopf graduée dont T™(V') est ’espace des
éléments homogenes de degré n, et dont la comultiplication est donnée par

A(z)=zQ1+1®z, Vz V.

1.6 Algébre symétrique. Soit V:‘un espace vectoriel. L’alggbre symétrique S(V) est le
quotient de T(V)
S(V)=T(V)/I(V)

par 1’idéal bilatére I(V') engendré par les éléments zy —yz ol z et y parcourent V. Si z4, ..
sont des élements de V on note encore zi...T, la classe de z;...z,, dans S(V'). Le sous-espace
de S(V) engendré par les éléments z 1---Zp, est noté S™(V).

1 est évident que S(V) est une algébre de Hopf commutative et graduée dont S™(V') est
Pespace des éléments homogeénes de degré =--

1.7 Algebre extérieure. Soit V un espace vectoriel. L’algebre extérieure E(V) est le
quotient de T(V') '
E(V)=T(V)/J(V)

parl’idéal bilatére J(V') engendré par les éléments z ® x ot z parcourt V. Si zy, ..., T, sont des
éléments V, on note z; A ... A £, la classe £; ® ... ® z,, dans E(V). Le sous-espace de E(V)
engendré par les éléments 1 A ... A 2, est noté E*(V).
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De méme E(V) est une algébre de Hopf graduée commutative dont E™(V') est I’espace
des éléments homogenes de degré n.

1.8 Algebre enveloppante. A ['algebre de Lie g on associe une algebre U(g) appelée
I’algebre enveloppante de g, définie de la maniére suivante: soit I(g) 1’ideal bilatére de I’algebre
tensorielle T((g) engendré par tous les éléments de la forme z ® y —y @ z — [z,y] ol z,y
parcourent g. On pose :

U(g) = T(g)/I(9)-

Les éléments engendrants I(g) ne sont pas homogénes pour la graduation de T'(g) définie
précédemment. Il n’existe donc pas de graduation sur I’algébre enveloppante compatible avec
celle de I’algebre tensorielle. Cependant U(g) est filtrée comme quotient de T'(g). Et on démontre
que I’algebre enveloppante U(g) admet la structure d’algebre de Hopf filtrée connexe (voir [11]).
Et on a le théoréme suivant,

Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt. Soit g une algebre de Lie, U(g) son algebre
enveloppante, gr(U(g)) 1'algebre graduée associée a I’algebre filtrée U(g), et S(g) I'algébre
symétrique de ’espace vectoriel g. Alors I’homorphisme canonique w : S(g) — gr(U(g)) est
un isomorphisme.

Preuve. Voir Bourbaki [6].

Question: Quand est-ce que le gradué associé a une algébre de Hopf filtrée connexe, est
une algebre extérieure?

On ne peut pas répondre 2 cette question pour le moment, on va donner un cas ol le gradué
associé 2 une algebre de Hopf filtrée connexe ne peut pas €tre une algebre extérieure.

Théoréme 1. Soit H une bigébre cocommutative, sur un corps de caractéristique 0.
S’il existe sur H une filtration compatible avec sa structure de bigebre, alors le morphisme
f:U(P(H)) — H est un isomorphisme. S

Preuve. f est le prolongement de I’injection canonique P(H) — H, pour une démonstration
compléte voir [6] pages 15,16 et 17. '

Dans ce théoréme, si on rajoute 1’hypothése que H est une bigebre pointée irréductible, ce
qui est équivalent a la connexité pour la filtration ou pour la graduation. Ce théoréme peut €tre
prolongé a une algebre de Hopf, car une bigebre filtrée (ou graduée) connexe est une algebre de
Hopf. D’ol on en déduit le résultat suivant.
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Corollaire. Soit H une algébre de Hopf filtrée connexe cocommutative, alors, gr(H) est
isomorphe en tant qu’algébre de Hopf graduée a I’algebre symetrique S(P(H)).

Preuve. Découle du théoréme de P-B-W et du théoréme 1 précédent.

On conclut donc, que le gradué associé a une algebre de Hopf filtrée connexe cocommutative
ne peut pas étre une algebre extérieure.

I1. Dualité pour les algébres de Hopf graduées.

I1.1 Déﬁnitiqn. Soit H = @n>0H, une algebre de Hopf graduce. H est dite de type fini,
si pour tout n > 0, demH, < oo. -

I1.2 Proposition.

1 ) Soit (A, ¢,7) une algébre graduée de type fini. Alors A* est une cogebre graduée dont le
coproduit est ¢* et la cotinité est n*.

2 ) Soit (C, A, €) une cogebre graduée. Alors C* est une algebre graduée dont la multiplica-
tion est A* et I'unité est €*.

Preuve. 1) Repose sur le fait que pour un espace vectoriel V' de dimension finie
VoV ~V*eV*

et 2) repose sur I’injection
VeV (Ve V)

en dimension quelconque.

IL.3 Corollaire. Si H = ®n>oHy est une algebre de Hopf graduée de type fini, alors
H* = @®ny>oH,, admet qussi une structure d’algebre de Hopf graduée.

Remarque. Dans le cas des algébres de Hopf graduées de type fini le dual admet toujours
une structure d’algébre de Hopf, méme si la dimension globale est infinie, ce qui n’est pas le
cas pour les algébres de Hopf abstraites (voir chapitre I).

I11. Remarques sur les intégrales. —

Pour les algébres de Hopf graduées de type fini, la définition des intégrales est équivalente
a celle des intégrales pour une algebre de Hopf de dimension finie.

I1L1 Définition. Soit H une algébre de Hopf graduée de type fini. Alors, ¢ € H est une
intégrale 2 gauche (resp. 2 droite) si pour tout h € H, ht = e(h)t (resp. th = e(h)t).



4] Ch Ill-Algébres de Hopf graduées connexes

On se propose maintenant d’étudier I’existence des intégrales pour les algebres de Hopf
graduées de type fini. On a la proposition suivante:

IIL.2 Proposition. Soit H une algebre de Hopf graduée de type fini, de dimension infinie.
Alors, [, = {0}.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition [20] du chapitre I.

On remarque que pour les algebres de Hopf abstraites de dimensions infinies, les intégrales
peuvent exister, ce qui n’est pas le cas pour les algébres de Hopf graduées de type fini, donc le
seul cas pour ce type d’algebres de Hopf, ol les intégrales existent est en dimension finie, de
plus on peut les localiser dans le cas connexe, d’ol la proposition suivante:

II1.3 Proposition. Soit H une algebre de Hopf graduée connexe de dimension finie, et soit
n = maz{m € N tel que Hy, # 0}. Alors [, = Hp.

Preuve. Posons H =k ® H; @ ... ® H,. On sait que pour h € H

_Jh, si|hl=0
5(")‘{0, si |h| > 1.

11 suffit de montrer que H, C [, et puisque dim [, = 1, alors [, = H,.
Soitt € H,,, et soit h € H,

_ fe(h)t, si|h|=0
ht_{o, si B> 1.

donc pour tout & € H, ht = e(h)t, et par suite ¢ € [,.
Remarque. dim H, =dim [, =1.

I1L.4 Définition. On appelle polyndme de Poincaré d’une algébre de Hopf graduée de type
fini, le polynéme P(t) = Z(dim H,)t".
n>0
Dans le cas d’une algébre de Hopf graduée connexe de dimension finie H, le polyndme de

Poincaré est
Pit)=1+ait+..+apt" 1 +¢"

ol lesa;=dm H;, 1=1,...,n—1.
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IV. Liberté des algebres de Hopf graduées connexes.

Dans ce paragraphe on va appliquer les résultats du chapitre II sur la liberté des algébres
de Hopf aux algebres de Hopf graduées, en particulier les algebres de Hopf graduées connexes.

IV.1 Proposistion. Si H est une algeébre de Hopf graduée, alors Hj est une sous-algebre
de Hopf de H.

Preuve. En effet H est stable pour la multiplication, et A(Hy) C Hy ® H,.

IV.2 Proposition. Si C une cogébre graduée, C; contient toute sous-cogébre simple (i.e
CoradC C Cp).

IV.3 Proposition. Si H est une algébre de Hopf graduée connexe, alors H est irréductible
pointée, et CoradH = Hy.

Preuve . Puisque Hy ~ k, et qué H, contient toutes les sous-cogebres simples de H, alors
il ne peut y’avoir qu’une seule sous-cogebre simple de dimension 1, d’ott H est irréductible
pointée, et CoradH = H.

IV.4 Proposition. Soit H une algébre de Hopf graduée et connexe, et soit B une sous-
algebre de Hopf de H. Alors H est libre comme B-module a gauche (et a droite).

Preuve. D’aprés la proposition IV,3, H est irréductible pointée, d’odt par le corollaire du
lemme II.1.3 (chapitre 2) H est libre comme B-module.

IV.5 Proposition. Si H est une algeébre de Hopf graduée, alors H est libre comme Hp-
module.

Preuve. On sait que CoradH C Hy, donc d’aprés le corollaire du lemme III.1.2 (chapitre
2), H est libre comme Hop-module. '

Remarque. .
Tout ce qu’on a fait pour les algébres de Hopf graduées connexes reste vrai pour les algébres
de Hopf filtrées connexes.

IV.6 C;rollaire. L’algebre enveloppante U(g) est libre comme module sur toutes ses sous-
algebres de Hopf.

Commentaire. Soit g une algebre de Lie de dimension finie, et soit B(g) = {W C U(g),
tel que: W est une sous-algeébre et U(g) est libre comme module sur W }: On sait que si g est
semi-simple le centre Z(g) € B(g) [12]. Mais en général Z(g) ¢ U(g) [8], d’apres le corollaire
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ci-dessus ’ensemble des sous-algébres de Hopf de I’algébre de Hopf U(g) est contenu dans
U(g). Ce qui montre que le centre Z(g) n’est pas en géneral une sous-algébre de Hopf et que
U(g) n’est pas vide.

V. Structures des algébres de Hopf graduées connexes.

Dans [9], Hopf avait montré qu’une algeébre de Hopf graduée connexe commutative de
dimension finie est une algébre exterieure sur des générateurs de degrés impairs. D’autres
mathématiciens se sont intéressés a étudier la structure en tant qu’algébre des algebres de Hopf
graduées connexes de types finis sur un corps commutatif de caractéristique nulle, tel que Leray
qui a donné le théoréme de structure suivant,

Théoréme de Leray. Soit H une algébre de Hopf graduée connexe commutative de type fini
sur un corps k de caractéristique nulle. Alors comme algébre graduée, H ~k,ou H ~ E®S, E
étant I’algebre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs, et S I’algebre symétrique
engendrée par les éléments de degrés pairs.

Pour une démonstration de ce théoréme, on pourra consulter [19]. Un théoréme analogue
est di & A. Borel [5] pour une algebre de Hopf graduée connexe commutative sur un corps de
caractéristique non nulle.

Dans ce qui suit, en s’aidant du résultat de Milnor-Moore,

Proposition {14]. Si H est une algebre de Hopf graduée connexe commutative et cocom-
mutative, alors H est I’algeébre extérieure sur ses é€léments primitifs.

On va montrer que le résultat de Hopf reste toujours vrai en supprimant la commutativité,
et plus généralement on a le théoréme suivant:

V.1 Théoréme. Soit A une k-algébre de Hopf graduée connexe ou tout élément homogene
de degré strictement positif est nilpotent, alors A est commutative et cocommutative, par suite
A est I’algébre extérieure sur ses éléments primitifs.

Comme conséquence, on a le résultat suivant:

V.2 Théoréme. Toute k-algebre de Hopf graduée connexe de dimension finie est commu-

tative et cocommutative.

Remarque. Le théoréme V.2 montre qu’il n’existe pas d’algebre de Hopf graduée connexe
de dimension finie dont la dimension n’est pas une puissance de 2.

V.3 Démonstration du théoréme V.1
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La démonstration du théoréme V.1 se fait en plusieurs étapes. tout d’abord, on regarde les
éléments primitifs de A.

Lemme 1. Soit A une k-algébre de Hopf graduée connexe ou tout élément homogene de
degré strictement positif est nilpotent, alors:

(1) Les éléments homogenes de P(A) sont de degré impair.

(2) Si a et b sont deux éléments homogenes de P(A), alors [a,b] = 0.

Preuve. (1) Montrons que si a est un élément homogeéne de P(A), alors a est de degré
impair. Supposons que |a] est pair, donc (a ® 1)(1 ® a) = (1 ® a)(a ® 1), et par suite

k=n—1
Aa™) = Ala)"=(a®1+1Q@a)"=1Qa"+a"®1+ Y Cra" *@d"
k=1

Comme a est nilpotent, il existe un plus petit entier m tel que a™ = 0. Supposons que m > 2,
k=m-—1

A(a™) = 0 implique que Z Cra™*®a*=0,0r {a™*®a*, 1<k <m-—1} estun

k=1
systéme libre. Donc contradiction, par conséquent m =1, i.e, a = 0.

(2) Soient a, b deux éléments primitifs homogeénes de A.

A([a,b]) = A(ab) — (=DM A(ba) = A(a)AD) - (-1)1*IFIAB)A(a)
=(1®a+a@)(1®b+001)—(-1)18s+b01)(1Q@a+a®1)
— 1@ab+(=1)lllbgat a@btab®1—(—1)l¥(1@ba+b@at(—1)bla@b+ba®1)
=1® (ab— (—1)lelllpg) + (ab — (—1)1*I¥ba) @ 1
=1Q[a,b] + [a,b] @ 1.

Donc [a, b] est primitif de degré pair car a et b sont de degré impair, d’oll [a, b] = 0.

Remarques. (i) Si a est primitif homogene, alors a® = 0.
(ii) Si a et b sont dans P(A), alors (a + b)? = 0.

Soit E la sous-alg2bre de Hopf de A engendrée par P(A). D’aprés le lemme 1, c’est une
algébre commutative et cocommutative, donc E est ’algebre extérieure sur P(A) (voir [14]).
Dans toute la suite il s’agira de montrer que A = E. _

Notons par I I’idéal d’augmentation de E,ie, I = @®p>1Ep, ol E, = ENA,.

SiA#E,soit L={ce A\ E tel que: Ay(c) € I®I}.

Lemme 2. L est non vide.

Preuve. Comme A # E, il existe un élément homogene ¢ de degré minimal tel que
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¢ € A\ E. Montrons que ¢ € L, si on pose lcl = n on a alors

A+(c) ZC & C -

Le caractére minimal de ¢ implique que c; et ¢[l_; sont des éléments de F, comme ils sont de
degré strictement positif, ils sont dans I. Donc ¢ € L.

Proposition 1. Soient ¢ un élément de L et ¢ un élément de P(A) avec c et ¢ homogenes,
alors [t, c] est un élément de P(A).

Preuve. On a
Allt, ) = 18 [t + [t ® 1 + AWA+(C) — (=D)AL (A),

Montrons que A(t)A4(c) — (—=1D)IFlAL(c)A(t) = 0. En effet, posons Ay (c) = 2c e,
A(t)=t®1+1Q¢t alors

ABAL () =(t®1+108)(D @)
()

= Ztc’ ®c + (_1)Ic ld @ tc"
(©)
et
(DAL AR = (DD @) t®1+181)
()
= (—1)Ic|(2(_1)|cnlc't ®c)+c @t
(©)
— Z(_1)|c|+|c'| c't ®cu) +( 1)|c|c ®c"t
(0

Or (—1)lel+e"l = (—p)led=le"i+2l<"] = (_1)I€l, Donc A(t)AL(c) — (—1)lAL()A(2) =
Z(c) td @c +(— 1)|°I|c' ® te!! + (1)l Y- —1)lel=lelgrt @ ) — (=1)lel Y€ ® e

=Y ltdled = (=Dl @[, 1].
Comme ¢’ s’écrit comme somme de produits d’éléments primitifs, alors [t,¢/] = 0. Pour
cela il suffit d’utiliser suffisamment de fois la relation:

[ab, ] = a[b, ] + (—1)Plla, )b

De méme [¢"',t] = 0, d’oti le résultat.
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Corollaire. Soit ¢ un élément homogéne de L et soit ¢ un élément de P(A), alors [t,¢] =0
ou bien ¢ est de degré pair.
C’est une conséquence immédiate du lemme 1 et de la proposition 1.

Proposition 2. Tout élément homogeéne de L est de degré impair.

Preuve. Soient ¢ un élément homogeéne de L et C' la sous-algebre de A engendrée par
¢ et E, c’est une sous-algebre de Hopf. En effet, par définition de L, A(C) C C® C. 1l

[N

reste 3 montrer que S(C) C C. Pour cela , il suffit de montrer que S(c) € C. Posons

n—1
Ap(e) = Zc; ® ch—; € I ® I. De la relation:
=1

mo(S®1l)oA=poe

appliquée a ¢, on a

n—-1
0=S5()+e+ Y S(ch)eh

i=1

n—1
5(c) =—c— ) _ S(ci)en-i
i=1
Comme A4 (c¢) € I Q I, alors ';S’(c)’ € C. La proposition 1 permet d’écrire tout élément de
C sous la forme Y a,c" avec a, € E. Soit maintenant CI I’idéal & gauche de C engendré par
I. De ce qui préceéde, on déduit que CI est un idéal de Hopf ce qui permet de munir C/CI
d’une structure d’algébre de Hopf graduée connexe vérifiant les mémes hypothéses de nilpotence
que A. Pour des raisons évidentes de degré, la classe de ¢ dans C/CI n’est pas nulle et on a

Ale)=¢®1+1Qc+ Ay(c)

o, Ap(c) € I® I d’ot, Ay(c) = 0. Il en résulte que € est primitif et par le lemme 1, il
est de degré impair. Comme le passage au quotient conserve le degré, c est lui méme de degré
impair.

Le corollaire de la proposition 1 et la proposition 2 donnent le corollaire suivant:
Corollaire. Soient ¢ un élément de P(A), et ¢ un élément de L, alors [t,c] = 0.

Dans la suite, on fixe ¢ un élément homogene de L. Soient P, = {t1,...,t,} I’ensemble

"o
n—i

de tous les éléments primitifs homogenes qui apparaissent dans la décomposition de ¢, c

29
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comme somme de produits d’éléments primitifs, et E. la sous-algébre de Hopf de A engendrée
par P.. Si on désigne par C. la sous-algebre de A engendrée par E, et ¢, on a la proposition

suivante.
Proposition 3. C, est une sous-algébre de Hopf de A commutative et de dimension finie.

Preuve. Comme A(c) € C. Q@ C. et A(E.) C C. ® C., alors C est une sous-cogebre de
A. Soit S I’antipode de A, on a S(E,;) C E, et

Ale)=1®c+c®1+ Y d@c"onc,c" €1
()

on sait que ¢ + S(c) + Y, S(c')c" = g(c) # 1 = 0 donc S(c) + ¢ = =32, S(c)c" € E..
Alors S(c¢) € C..

D’oll C, est une sous-algeébre de Hopf de A.

D’aprés la proposition 2 on a c est de degré impair, donc par le corollaire de la proposition
2, [e, 1] = 0 pour tout ¢ € P,. Par conséquent, C. est commutative. Et comme ¢> = 0 pour tout
t € P, et c est nilpotent, alors C,. est de dimension finie.

Supposons que A soit cocommutative, alors C, serait commutative et cocommutative, donc
C. serait engendrée par ses éléments primitifs (voir [14]) ce qui contredit le fait que ¢ ¢ E.

Revenons au cas ol A n’est pas supposée cocommutative. C. est toujours commutative
de dimension finie, donc 'espace dual C} de C. est une algebre de Hopf graduée connexe
cocommutative. La remarque ci-dessus donne que C'; est commutative. Il en résulte que C, est
cocommutative, et par [14] C, est engendrée par ses éléments primitifs ce qui contredit le fait
que c ¢ E.

Donc I’hypothése A # E est fausse, et donc A = F, ce qui entraine que A est commutative
et cocommutative.

Comme conséquence de ce résultat on a le théoréme suivant:

V.3 théoréme. Si H est une algebre de Hopf graduée connexe, dont la graduation s’arréte,
alors iadimension de H est finie.

Preuve. Conséquence du théoréme V.1, par la finitude de la dimension d’une algebre
exterieure engendrée par un espace vectoriel de dimension finie.



Chapitre IV

ALGEBRES DE HOPF ET THEORIE DE GALOIS

Dans 1’étude de 1’action d’une algebre de Hopf H sur une algebre A, J. Bergen [4] s’est
interessé 3 déterminer quand il existe une correspondance de Galois entre les sous algébres de
Hopf de H et certaines sous-algébres de A. En particulier, il s’est intressé a savoir quand est ce
que les sous-algébres de Hopf d’une algébre de Hopf ont toutes des sous-algebres d’invariants
distinctes. Ce chapitre est une généralisation du travail de J. Bergen.

I. Préliminaires

Soit H(¢,n, A, €) une algébre de Hopf sur un corps commutatif k. Dans toute la suite on
adoptera les notations de [20].

1.1 Définition. Soient H une algébre de Hopf, H; une sous-algébre de Hopf de H, et M
un H-module. _
i ,‘) Un élément = de H est dit invariant si h.z = e(h)z, quelque soit h élément de H.
L’ensemble des éléments invariants de H est noté H inv,
i i) Un élément m de M est dit H;-invariant si h.m = e(h)m, quelque soit A élément de
H;. o
L’ensemble des éléments invariants de M sous I’action de H; est noté M Hy

1.2 Proposition. Soient H une algébre de Hopf, H; une sous-algebre de Hopf de H, et M
un H-module. Alors:
i ) H™ est un idéal a.gauche de H.

48
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i 1) Si H est commutative, alors M Hi est un sous-module de M.

Remarques.
1 ) Si H est de dimension finie, alors H*™? coincide avec I’idéal des intégrales de H qu’on

note [},
2 ) Si H est de dimension infinie, alors H*** = {0}. ( On le montrera dans la suite).

1.3 Proposition. Sous les mémes hypothéses que la proposition précédente,
si on pose wy, = Hj N ker(e), alors:

M ={meM:hm=0 Yhcuwy}.

Preuve. Soit m € M et h € wy,, alors h.m = ¢(h)m = 0. Soit m un élément de M
tel que h.m = 0 pour tout h élément de wy, et soit f € Hy, posons f; = f —e(f)1ly, alors
e(f1) = e(f)—e(f)e(1g) = 0, donc fi.m = 0. Par conséquent f.m = e(f)m, ot m € M*¥1,

Remarque. Si H; est de dimension finie, alors | g, 7 10} est ’annulateur 2 droite de wp,
dans H;.

1.4 Proposition. Soient H une algebre de Hopf, Hy et H, deux sous-algébres de Hopf de
H, alors la sous-algébre B de H engendrée par H; et H, est aussi une sous-algébre de Hopf de
H, qu’on notera < Hy, Hy >.

Preuve. Rappellons que A est un morphisme d’algebres, et que S I’antipode est un anti-
homomorphisme d’algébres. Comme les éléments de B sont sommes de produits d’éléments de
H, et de H,, alors on a A(B) C BQ® B et S(B) C B, par conséquent B est une sous-algébre
de Hopf de H.

On va donner maintenant une proposition qui est une conséquence immédiate de la propo-
sition II.6 [20] du chapitre 1.

L5 Proposition. Soit H une alg¢bre de Hopf. H est de dimension infinie si, et seuleument
si Hi* = {0}.

Preuve. Si on suppose H"? = {0}, alors il existe z un €lément non nul de H v tel que
le sous-espace vectoriel V' engendré par z forme un idéal de dimension 1 de H, or d’apres la
proposition IL6 chapitre I, H serait de dimension finie, d’oll si H est de dimension infinie, on
a H" = {0}.

Réciproquement, si H est de dimension finie alors H v — | H (jui est de dimension 1, donc
Himv £ {0}, d’ott si H*** = {0}, alors H est de dimension infinie.
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On va donner maintenant, les résultat principaux de J. Bergen [4].

Lemme 1[4]. Si M est un H-module et Hy, H, sont deux sous-algebres de Hopf de H,
alors MK = MH: N MH2, ot K =< Hy, Hy >.

Preuve. Puisque K contient Hy et H, il est clair que M K est inclu dans M1 et dans
M Dod MK C MH: 0 MHP2,

Pour I’autre inclusion, supposons que m € M1\ M2 et h = hyhy...hy, odt by € HyUH,.
Puisque € est un morphisme d’algebres, on a

h.m = (hlhzhn)m = (hl h2...hn_1).(hn.m)
= (hlhg...hn_l).E(hn)m = 0= €(h1)€(h2)...€(hn)m
= E(hlhz...hn)m = e(h)m V‘

Donc si h € K alors h = a; +as +... + a,, ol chaque a; est un produit d’éléments de H; U Ho.
D’ou, par ce qui précéde on obtient

hom = (a1 +as + ...+ as).m =¢(a1 + az + ... + a;)m = e(h)m,
ce qui implique que m € MX, d’od M1 N MH2 C MK,

Lemme 2[4]. Si H est une alg¢bre de Hopf de dimension finie, et si H; # H est une
sous-algebre de Hopf de H, alors [, # [

Preuve. Supposons qu’il existe un ¢t € | g telque 0 #£¢ € S Hy D’apres le théoréme
IV.2.7 du chapitre II, H est libre comme H;-module a gauche donc il existe ey, es, €3, ..., €5, des
éléments de H tels que:

H = H161 o) H162 D..P Hlen.

Puisque f g ©st un idéal de H de dimension 1, alors ft'.el = ayt et t.ea = ast pour ag,as
éléments de k, et puisque ¢ € Hy, il s’ensuit que ay et ay sont non nulles, donc

(ast).e; — (ant).ex = (ajas — ayan).t = 0.

Par conséquent e; et e; sont liés, ce qui contredit ]le fait qu’ils appartiennent a une base-de -
H sur Hy, d’ob le # [y

En combinant ces deux lemmes, on démotre les deux théorémes principaux de [4] suivants.

~ Théoréme 1[4]. Soient H une algebre de Hopf de dimension finie, et M un H-module
fidele. Si H, # H, sont deux sous-algébres de Hopf de H, alors M1 &£ M2,
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Théoréme 2[4]. Soit H une algeébre de Hopf de dimension finie. Si H; # H, sont deux
sous-algebres de Hopf de H. Alors [, # [, H,-

Remarque. On peut se demander que si K =< H;,H, >, alors [, § beut €tre obtenu
de [ et [ 1,- On va montrer que ce n’est pas le cas, par exemple si on prend G = S, le
groupe symétrique, G; le sous-groupe engendré par un élément ¢ de G d’ordre 2, et G4 le
sous-groupe engendré par h d’ordre n tels que g et h engendrent G. Etant donné un corps Kk,
posons H = k(G) I’algebre de groupe, et soient Hy et H, les sous-algébres de Hopf k(G ) et
k(G2), [y, est le sous-espace engendré par 1 4 g et sz est engendré par 1+ h + ... + A?7 L,
Pourtant pour K =< Hy,Hy; >=H, f - €st engendré par la somme des n! éléments de G.

I1. Résultats Principaux

Le résultat qu’on va donner maintenant est une généralisation du théoré¢me 2[4].

IL.1 Théoréme. Soient H une algebre de Hopf, H; et H, deux sous-algébres de Hopf
telles que la dimension de H; soit finie et Hy # Hy. Alors Hi™ # Hirv,

Preuve. Pour démontrer ce théoréme on va étudier deux cas selon que H, est de dimension
finie ou infinie.

Premier cas: La dimension de H, est infinie. Par la proposition 1.5, Hi"® = {0}, or H;
est de dimension finie donc par la méme proposition on a Hi" = {0}, d’ol le résultat.

Deuxieme cas: La dimension de H; est finie. Alors H"’ = | H,> ctona Hirv = | -
Donc cel revient dans ce cas & montrer que [;; # [y .
Pour cela considérons la sous-algeébre de Hopf B =< H;,H, > de H, et supposons que
f H = f Hy = I, alors I est un idéal de B. Comme I est unidimensionnel, et I C B, par la
propositon [20], B est de dimension finie. Donc [p = [, = [, car ¢ est un morphisme
d’algebres, ce qui est faux d’apres le lemme 1[4].

Le théoréme suivant est une généralisation du théor¢me 1[4] de J. Bergen.

IL.2 Théoréme. Soient H une algébre de Hopf , et M un H-module fidele. Soient H,
et Hy deux sous-algebres de Hopf de H telles que la dimension de H; est finie et Hy # H,.
Alors MH1 £ MH>,

Preuve. Soit la sous-algebre de Hopf B =< Hy, H, > de H, alors H; est une sous-algebre
de Hopf de B. Si on suppose que Mt = M™2, alors MB = M™ = M2, Soit 0 # ¢ € [,
donc wy, .(t.M) = 0 ce qui implique que ¢. M C M7 = MB, d’ot wp.(t.M) C wp.MB. Or
B agit fidélement sur M, on a donc wp.t = 0, ce qui implique que ¢ € Bi*?. Donc J m S Binv,
ce qui est faux par le théoreme II.1, d’ott Mt £ MH2,
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Maintenant on va étendre ce résultat & une classe de H-modules contenant la classe des
H-modules fidéles.

IL.3 Théoréme. Soient H une algébre de Hopf, ¢ sa counité, et M un H-module tel que
ann(M) N ker(e) = {0}.
Si H; et H, sont deux sous-algeébres de Hopf de H, telles que la dimension de H; est finie et
Hy #+ H,, alors MH £ M2,

Preuve. Soit k le corps de base. L’application bilinéaire 3 : H x k — k définie par
(h,a) = e(h)a, définit une structure de H-module sur k. Pour cette structure ann(k) =
ker(c). Posons N = M @k, alors N est un H-module pour I’action h.(m + a) = h.m +e(h)a
pour tout h € H, m € M, a € k. Comme ann(M) N ker(¢) = {0}, alors N est un module
fidele, et d’apres le théoreme IL2, N1 £ NHz, Comme k¥t = k> =k, alors MH: #£ MHz,

La condition M fidele n’est pas équivalente (en général) a la condition ann(M)Nker(e) =
{0}. En effet, soit G = {¢;; ¢ = 0,...,n} un groupe fini, on pose go = e ol e est I’élément
neutre de G. On associe a G son algebre de groupe

k(G) = {Z kig; ; k: € k}, qui admet la structure d’algebre de Hopf, en posant
=0
Alg)=9g®g, et e(g)=1 VgeG.
On a ker(e) = {Z kig: /Zk = 0}.
=0 =0

Soit maintenant, M le sous-espace vectoriel de k(G) engendré par la famille
{(e — g;);i =1,...,n}. M admet la structure de k(G)-module induite par la multiplication de
k(G), puisque en fait M = ker(e) qui est un idéal de k(G). L’ annulateur de M est donné par

ann(M) = {k%gi, k € k}, en effet, Vj € {0,...,n}
=0
Zgz(e —gj)= Zgz Zgzgg
=0 =0 =0
i=n
= Egz Zgz
1=0
0

d’ou {ngi, k € k} C ann(M).

=0
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t=n
Pour ’autre inclusion, soit z = Z kig; € ann(M). Soit [ € {0,...,n}, montrons que k; = k.
=0
I existe j € {0,...,n} tel que gi9; = g;g1 = e, comme z est un élément de ann(M), alors
—n
Z kig; = Z kig:;g;. En identifiant les coefficients de go, on obtient kg = k;. Par conséquent
=0 =0

2=k Zgz, d’ott ann(M) C {ng,, k € k}.

=0 =0

On conclut que ann(M) = {k Zgi, k € k} et M n’est pas fidele.

=0
i=n
Vérifions maintenant que ann(M) N ker(e) = {0}, soit z = Zk,-g,- € annn(M) N ker(e),
=0 :
i=n
donc Z k;=0etxz = ngz, d’ot le systéme
=0 =0

=0

ki = k, i=0,...,n
donc pour tout ¢ € {0,...,n}, k; =0, ce qui implique que z = 0. On conclut que

ann(M) N ker(e) = {0}.

Ce que nous venons de faire est un cas particulier du cas plus général suivant: Soient H
une algebre de Hopf de dimension finie semi-simple, et M = ker(e), comme ker(¢) est un idéal
de H, on peut munir M d’une structure de H-module via la multiplication de H. Montrons
que ann(M) = [,. Soitt € [, etm € M, t.m =¢(m)t =0, d’od t € ann(M), donc
“fy C ann(M). Pour Iautre inclusion, soit = un élément non nul de ann(M). Comme H
est semi-simple, alors par le théoréme IL.5 chapitre I généralisant le théor¢me de Maschke on
ae(fy)#0,dod H=M®@ [,. Donc pour m. € M, z.m = 0 = &(m)z, et pour t € [,
considérons m = (t — &(t)1g) € M, on obtient .

0=z.m
=z.t —¢e(t)z

ce qui entraine que z.t = (t)z. Donc pour tout h élément de H: z.h = e(h)z, d’od z € f,.
D’od ann(M) = [, puisque la dimension de H est finie on a [;; # 0, par conséquent M n’est
pas fidele. Montrons maintenant que ann(M) N ker(e) = {0}, on a

ann(M) N ker(e) = [, N ker(e),
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d’apres le théoréme IL5 chapitre I, £( f,;) # 0 car H est semi-simple, d’ol

ann(M) N ker(e) = {0}.

I1.4 Corollaire. Soit H une algebre de Hopf commutative. Si H posséde un H-module
M simple tel que ann(M) N ker(e) = {0}, alors kly est la seule sous-algebre de Hopf de
dimension finie de H.

Preuve. Supposons qu’il existe L une sous-algebre de Hopf de dimension finie distincte de
kly et de H. Par le théoréme 1.3, ML # M¥# = M et MH % M¥ 8 = M. Comme M est
simple, alors ML = M = {0} ce qui est faux par le théoréme IL3.

Remarques.

1 ) Soient H une algebre de Hopf de dimension supérieure strictement 4 1, M un H-module.
Si H est intégre, alors la condition ann(M) N ker(e) = {0} est équivalente a3 M est un
module fidele. En effet, si ann(M) # {0} alors on peut considérer un élément z non nul
de ann(M), considérons un élément y non nul de ker(¢), un tel élément existe du fait que
dim ker(e) = (dim H) —1 # 0. Comme ann(M) et ker(e) sont des idéaux de H, alors
zy € ann(M)Nker(e). Puisque H est intégre, zy # 0 et par suite ann(M)Nker(e) # {0}.

2 ) Si H une algebre de Hopf de dimension finie supérieure strictement a 1, alors H n’est
pas intgre. En effet, soit 0 # t € [, et soit 0 # z € ker(¢), tz = ¢(z)t = 0. ce qui
prouve que H n’est pas inteégre.

3 ) Si dans le théoréme I1.3, on prend H; et H, de dimensions infinies, le résultat n’est plus
vrai en général. En effet, soient g une algébre de Lie de dimension finie et g; une sous-
algebre de Lie de g. On sait que I’algeébre enveloppante (g, ) de g; est une sous-algébre
de Hopf de I’algébre enveloppante £{(g) de g. Si on considere $i(g) comme module sur elle
méme, alors il est fiddle, et il est facile de voir que £(g)® = s((g)(s1) = {0}.

4 ) Soit H une algebre de Hopf, et soit M un module sur H ne vérifiant pas ’hypothése du
théoréme 113, c-2-d, ann(M) N ker(e) # {0}. Alors le résultat du théoréme I1.3 n’est pas
vrai en général. En effet, sur k on a une structure de H-module induite par la counité &,
ce module vérifie ann(k) = Kere, et on a k¥t = kH2 = k quelque soit H; et H, des
sous-algebres de Hopf de H. B

II1. Applications aux représentations des groupes finis

Dans ce paragraphe on va donner un résultat équivalent au théoréme I1.3 pour les représentations
des groupes finis.
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Soit G = {gi; ¢ =0, ...,n} un groupe fini, et soit (V, ) une représentation de G, avec V
un espace vectoriel de dimension finie. On sait que m se prolonge en un morphisme d’algébres;
7 : k(G) — End(V), défini par:

(o) = #(Y_ kig) = Y. bin(g)

pour tout z € k(G). On définit sur V' une structure de k(G)-module par g.v = 7(g)(v) pour
g € Getv e V. SiG et Gy sont deux sous-groupes de G distincts, alors k(G ) et k(G») sont
deux sous-algebres de Hopf distinctes de k(G).

II1.1 Définition. Soit G; un sous-groupe de G,

V@ ={veV:gv=v VgeGy}

est ’ensemble des invariants de V sous 1’action de &7;.
II.2 Lemme. Soient G' un groupe fini, et G; un sous-groupe de G, alors V61 = Vk(G1),

Preuve. Soitv € V1, et soit g € G alors g.v = v = &(g)v, car e(¢g) = 1 pour tout g € Gy,
d’ob pour tout z =3, kgg EK(G1), v =3 e, kggv =2 e, kge(9)v = e(z)v, d’od
v € V¥(@1) Donc VG C VEG),

Soitv € V¥E1 alors z.v = £(x)v, pour tout z € k(G4 ), ce qui implique que Y ec, kolgw) =

e(Xgec, ka9)v = X ea, kgg(g),v = (24eq, kg)v, car e(g) = 1. Donc g.v = v, pour tout
g € Gy, d’ott v € V€1, On conclut que V¥G1) c VG,

IIL.3 Définition. Soit V' un espace vectoriel. une partie A = {ey,...,e,} de V est dite
i=n
presque-libre si elle vérifie la propriété suivantezz kie; = 0, out (k;)1<i<n C k, implique que

=1

> ki#0,0uky =..=k,=0.
i=1

Remarque . Un systéme libre est presque-libre.

II1.4 Proposition. Soit G un groupe fini, et soit (V, 7) une représentation de G' de dimension
finie. Alors, a
i) {n(g:); i =0,...,n} est libre dans End(V) si et seulement si V est fidele.
i i) {m(g:); ¢ =0,...,n} est presque-libre si et seulement si ann(V) N ker(e) = {0}.

Preuve. ,
i ) Supposons que {7(g;); ¢ =0,...,n} soit libre dans GI(V'), et soit
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=1 =1 =1

T = Zkigi € k(G), tel que z.v = 0 Yv € V, alors (Z kigi)v = (Z kim(g:))(v) = 0 pour

=0 =0 =0
=1

tout v € V. Ce qui implique que k;m(g;) = 0, donc k; = 0 pour tout z = 0,...,n, car
q p

i=0
=1

{m(g:); i =0,...,n} est libre dans End(V'), d’ol z = Z kig; = 0. Donc V est fidele.

=0
Réciproquement, supposons maintenant que V' est fidele, c-a-d, ann(V) = {0}. Donc # est
injective, par suite #({g;; ¢ =0,...,n}) = {n(g;); ¢ =0,...,n} est libre.

i=1
i i) Supposons que {7(g;); ¢ = 0,...,n} est presque-libre. Soit z = Z kig; un élément de

=0
=1 =1

ann(V') N ker(e), donc Z k;=0et Z k;m(g;) = 0, par suite ky = = kn, = 0, ce qui

=0

=0
implique que z = 0. D’olt ann(V) N ker(e) = {0}.

Réciproquement, supposons maintenant que ann(V) N ker(e) = {0}.
=1 =1

Soit (k;)1<i<n C k, tel que Zk,-ar(g,-) = 0, ce qui implique que Zkig,- est un élément
=0 =0
=1 =1

de ann(V). Par conséquent, Z kig; = 0 ou Zk,-gi n’est pas un élément de ker(e), d’ol

i=n
ki=..=kp,=00u Z k; # 0. Donc {m(g;); ¢ =0,...,n} est presque-libre.
=1
IT1.4 Proposition. Soit G' un groupe fini, et soit (V, 7) une représentation de G de dimension
finie telle que {7(g); g € G} soit presque-libre dans End(V). Soient G; et G, deux sous-
groupes de G tels que G # Gy, alors VC1 £ VG2,

Preuve. Découle facilement du théoréme II.3, de la proposition III.3, et du lemme III.2.
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