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CHAPITRE I :

Introduction

I-ors de la fiansformation, par mise en forme, d'une tôle d'acier en un

produit fini, le matériau subit généralement des chargements complexes,

continus ou séquentiels. Ainsi dans Ie cas d'une boîte boisson, la première

opération est un emboutissage suivi d'un repassage (en plusieurs passes).

La partie supérieure du corps de boîte subit ensuite un rétreint pour la

formation du col. D'autres exemples peuvent être cités mettant en oeuvre

des chemins encore plus complexes coûrme dans le cas d'une portière de

voiture ou d'un carter moteur.

Ces opérations de mise en forme mettent en jeu de grandes

déformations plastiques et sont souvent limitées par :

(a) des instabilités de type structure : p!!wlMn!,

(b) des instabilités ou localisations de type bande de cisaillement,

(c) des endommagements du matériau @).

En soi, ces mécanismes limitent la capacité de mise en forme des

matériaux et des procédés par les défauts géométriques ou (et) d'aspects

qu'ils génèrent. Dans certains cas (certains chargements séquentiels), la

localisation de la déformation (suivie de la rupture) est suffisamment
précoce pour rendre impossible un second trajet de déformation..

Dans ce travail, on se limite au mécanisme (b) (localisation de type

bande de cisaillement) dans la mesure où il précède le mécanisme (c) tout

au moins dans le cas des aciers extra doux pour la mise en forme. Le

mécanisme (a) relève d'une analyse de stabilité de la structure mécanique.

On a cherché à décrire le domaine de ductilité des aciers en
introduisant les courbes limite de formage (CLF) qui dans le plan e1e2

(déformations principales décrivant un trajet donné) délimitent le domaine
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où la déformation est uniforme [8890, CHM94]. Quoique d'un intérêt

incontournable pour la conception et la mise au point du procédé, la

détermination expérimentale des CLF est longue et fastidieuse, en

particulier lors de trajets complexes. Par ailleurs I'acquisition de ces

courbes ne renseigne pas sur I'origine des mécanismes physiques

responsables de la perte de ductilité. Classiquement, deux classes de

mécanismes sont introduits par la métallurgie physique :

- I'adoucissement textural tB78l résultant d'une rotation non

aléatoire des réseaux cristallins.

- la formation d'une microstructure intragranulaire de dislocations

sous la forme de cellules à faible densité de dislocations, et de

parois à forte densité de dislocations [R877, FS83, 586, M88,

RS89l.

Le premier mécanisme n'est sans doute pas intrinsèque dans la

mesure où, après une restauration par un traitement thermique laissant Ia

texture cristallographique inchangée mais modifiant la structure de

dislocations, on retrouve la capacité de déformation du métal. La texture

cristallographique joue cependant un rôle certain dans les mécanismes de

coalescence des microbandes de cisaillement.

I-e second mécanisme est plus intrinsèque dans la mesure où la

structure de dislocations formée lors d'un trajet de déformation est

fortement marquée à l'échelle du polycristal par ce dernier :

- les cellules possèdent des morphologies liées au trajet de

déformation et peu dépendantes de la cristallographie sous-
jacente.

- les orientations des cellules sont également plus corrélées au

trajet de déformation qu'à la cristallographie sous-jacente.

La présence des cellules de dislocations se traduit, pour le

chargement ultérieur, par différents effets :

- contraintes intemes intragranulaires (ordre 3) importantes,

p7
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- modification anisotrope du libre parcours moyen des dislocations

activées lors du second trajet.

En outre, on verra au chapitre trI que le calcul de l'énergie libre d'un

monocristal contenant une structure cellulaire comporte un terme non

convexe, source d'instabilités. Cette analyse est confortée par des

observations en MET. Au cours de ces observations, il a étê remarqué lors

de trajets complexes, la création de microbandes au niveau des grains. Ces

microbandes sont les prémisses d'une instabilité plastique (la bande de

cisaillement), car après quelques pourcents de déformation ces

microbandes se transforment en macrobandes.

I-e présent travail a pour objectif de décrire à la fois la formation de

la structure cellulaire de dislocations et son gtfg,1-sur le comportement

élastoplastique intragranulaire par une modélisation micromécanique

s'inscrivant dans le cadre de la plasticité cristalline. Contrairement aux

modèles courants de transition d'échelle (Taylor, Autocohérent ...) qui

supposent le glissement plastique uniforme dans les grains, la présence des

cellules de dislocations traduit un mécanisme d'hétérogénéisation plastique

intragranulaire : le champ des glissements plastiques, fortement

hétérogène, peut être assimilé à un champ discontinu, à valeur faible dans

les parois et importante à I'intérieur des cellules. Contrairement aux joints

de grains, qui sont stationnaires par rapport à la matière, les parois de

dislocations assimilées aux discontinuités du champ de déformation

plastique sont "mobiles" et en tous les cas représentent une "variable" d'état

(ou interne) du problème. L'analyse du pseudo potentiel de dissipation

conduit en outre à introduire un effet d'écrouissage non local traduisant le

durcissement des parois par une déformation plastique des cellules [K85,
K94, M94, F951.

En adoptant I'hypothèse de séparabilité des échelles, le présent

travail se concentre sur I'obtention d'une loi de comportement

intragranulaire prenant en compte les phénomènes évoqués préédemment.

La transition d'échelle mésoscopique-macroscopique (du grain vers le

polycristal) est effectuée par une transition autocohérente classique. Dans

le chapitre II, on analyse et classifie dans un état d'esprit micromécanique,

les observations portant sur les cellules de dislocations et tirées de la

littérature. Une stratégie de modélisation est élaborée et mise en oeuvre

dans le chapitre III tant pour une surface de discontinuité mobile générale
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que pour une rcprésentation simplifiée de la microstructurc cellulaire. I-es

lois complémentaires sont formulées dans le chapitre IV et aboutissent au

comportement élastoplastique du grain. A partir d'hypothèses simplifiées
pour les lois d'évolution, on présente dans le chapitre V, les premiers

Ésultats obtenus apÈs une mise en oeuvre numérique du modèle proposé.
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CHAPITRE II :

Hétérogénéités plastiques inffa et intergranulaires :
Analy-e, classilication, conséquences et stratégie

pour une modélisation micromécanique

S'il est relativement facile de définir un milieu hétérogène élastique

linéaire en introduisant un tenseur des modules élastiques C (0 dépendant

de la position spatiale r de l'élément de volume étudié, il est cependant
plus difficile de caractériser lhétérogénéitê d'un milieu élastoplastique.
Dans les approches méso et macroscopiques classiques, on utilise le champ

de déformation plastique comme "variable" interne ou "variable" de

process. Les relations d'évolution des caractéristiques mécaniques
(cissions critiques, écrouissage cinématique) ne dépendent, en général,

que de la valeur du champ de déformation plastique au point considéré ou

de sa valeur moyenne sur l'élément de volume. Si cette approche peut être

considérée comme pertinente lorsque l'échelle microscopique la plus

grande est ceUe du glissement plastique multiple homogène, elle apparaît

comme insuffisante lorsque I'on veut traiter les problèmes de plasticité à

partir d'r ine échelle proche de celle des dislocations prises

individuellement ou collectivement. La modélisation des phénomènes

physiques de plasticité à cette échelle microscopique est rendue nécessaire,

non seulement pour améliorer la précision des modèles méso - macro déjà

existants, mais avant tout pour rendre compte des comportements lors de

trajets de chargements complexes dont la stabilité est fortement influencée
par la microstrucfure intragranulaire induite.

' 
Dans ce travail, on conservera également le champ de déformation

plastique comme variable interne mais en autorisant (ou imposant) des

caractéristiques observées expérimentalement qui n'ont pas été prises en

compte dans les modèles précédents.

Dans le paragraphe suivant, on décrit, avant tout à partir des

résultats de l'étude bibtiographique, les différentes caractéristiques du

champ de déformation plastique qu'on appetle "hétérogénéités plastiques".

[æs paragraphes ll.2 et II.3 sont consacrés à I'analyse approfondie des

P12
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cellules de dislocations et de leurs conséquences sur le comportement

macroscopique. Avant de présenter la démarche de modélisation

développée dans le chapitre III, on discute les différents modèles existants

et concemés par cette échelle (cf. paragraphe tr.4).

II.l. - Analyse et classification des hétérogénéités plastiques

Avant d'aborder les hétérogénéités plastiques intragranulaires, il

semble utile d'analyser celles provenant de la structure granulaire des

polycristaux métalliques; étant entendu qu'on se limite, dans tout ce

travail, à des matériaux macrohomogènes soumis à des chargements

macrohomogènes. Les hétérogénéités d'ordre 1 (au sens de la

classification introduite par I'analyse des contraintes par rayons X) sont

donc exclues de la discussion.

[1. ]  -

Elles sont associées aux fluctuations du champ de déformation

plastique de grain à grain ou de phase à phase dans les polycristaux

multiphasés; elles conespondent à l'ordre 2 de I'analyse des contraintes

par rayons X.

I-eur origine est liée à la désorientation des réseaux cristallins de

part et d'autre d'une interface ou surface de discontinuité telle que les
joints de grains ou joints de phases. Au cours de la plastification, ces

interfaces sont stationnaires par rapport à la matière et sont traitées

conrme telles dans les descriptions existantes.

FigJI.l : Joint dc grains ou de plases

p13



Cfrapitre II - t{ctérqhuités p(astQuzs intro et inteîSmnuhires

Si on décrit collectivement ces interfaces par (E) et si on spécifie

que l'écoulement plastique intragranulaire s'effectue par glissement

plastique cristallographique d'amplitude TS sur des systèmes de glissement

de normale nB et dans la direction m8, le champ de la partie plastique pn

du gradient de déplacement total s'écrit :

reV+

reV-
(rr.1 ).

Dans les modèles polycristallins usuels, on choisit de plus la valeur

moyenne des y sur les grains comme variables internes aboutissant ainsi à

ce qu'il est convenu d'appeler le glissement plastique multiple homogène.

20 
E'rr{lo)

Ff (') = nfmfr+(r)
9f (t) = nt m, y- (r)

(a)

150

a a

lm

50

0

-50

-100

-150

(b)
o 5 lo 15 -Er rr(%fo

F i g J I .2 : R épons es mocros c opiqrys dn.polytls tal. lor s d' une- 
traction wixiale selon l'axe I et états mécaniques

dans les grains Pour EP=2Mo
(a: composan[es I I ,b: composantes 22)
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I-es forces thermodynamiques conjuguées sont donc les cissions réduites

moyennes sur ces systèmes de glissement négligeant ainsi les

hétérogénéités plastiques intragranulaires. Dans le cas d'un polycristal

monophasé CC (ou CFC), les fluctuations de eP calculées à partir d'un

modèle autocohérent sont de I'ordre de SVo pour une déformation

moyenne de 20Vo (dans la direction de traction) et de I'ordre de lÙVo

pour une déformation moyenne de lÙVo dans les directions transverses
(cf. figure n.D.

Les contraintes internes résultant de ces hétérogénéités plastiques

sont de I'ordre de grandeur du tiers de la limite d'écoulement

macroscopique (cf. figure n.D.

TI.T.2 -

Elles correspondent aux fluctuations d'ordre 3 de la classification

introduite par I'analyse des contraintes Par rayons X et peuvent être

regroupées en deux sous-classes, selon leur origine et l'échelle

d'observation.

a) La subdivision des grains en dffirentes zones à glissement

multiple homogène tR88l .

FigJI3 : Sttbdivision des grains en différentes zones
à glissement multiple homogène.

Lorsque le nombre et la nature des systèmes de glissement actifs ne

sont pas uniformes dans tout le volume du grain, I'hétérogénéitê du mode

de déformation plastique n'est cependant pas aléatoire. On observe en

P15
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général que des régions ou zones voient des combinaisons de systèmes

actifs différents d'une zone à I'autre, le mode restant cependant plutôt

uniforme à I'intérieur des zones (cf. figure II.3). On peut parler de
glissement multiple hétérogène. L'origine de cette hétérogénéité est

certainement reliée d'une part à la nature discrète des interactions

intergranulaires et d'autre part aux joints triples.

La frontière entre ces zones est maintenant de nature tout à fait

différente que le joint de grain, en tout cas du point de vue mécanique
puisqu'il s'agit d'une frontière libre s'établissant et évoluant au cours de

la déformation plastique. L'hétéro généitê plastique correspondante est

difficile à évaluer mais on peut l'estimer du même ordre de grandeur que

les fluctuations intragranulaires précédentes. Les conséquences sur le

comportement global semblent négligeables par rapport à d'autres

hétérogénéités intragranulaires (les cellules de dislocations) dans la

mesure où la morphologie des microstructures associées à ces

hétêrogénéités plastiques est relativement aléatoire car corrélée à la

désorientation rclative des réseaux au passage des joints de grains.

b) La formation des cellules de dislocations

Tant en chargement cyclique que monotone, la déformation
plastique intragranulaire ou dans un monocristal n'est pas uniforme à

l'échelle du pm. On observe, lorsque la température à laquelle est

produite la déformation dépasse une température critique, la formation

d'une structure de dislocations sous forme de cellules à faible densité de

dislocations et des parois à forte densité.

De nombreuses études confirment cette observation. Luft [L91]
définit cette température critique ou de transition (Tc) pour les métaux à

structure cristalline cubique centrée (CC) comme le molybdène ou le fer,

entre 0,1 Tf et 0,2 Tf (Tf décrit la température de fusion en K du métal).

Lorsque la déformation plastique s'effectue à une température inférieure

à Tc, il apparaît une structure homogène de dislocations (cf. figure II.4).

I-e métal CC contient de longues dislocations vis de vecteurs de Burgers

alz <ll1>. Ces longues dislocations vis produites par paire et de signes

opposés sont dues à la grande mobilité des dislocations coins.
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Figil,4 : Strtrcture tomogène de di.s-locations funs dcs métatu à structwe crtstallinc CC
qrès uru défornwtion àbasse températwe.

(a) rnonoèristal dc fer laminé à m tou de IÙVo à 7VK [ç75]-
(b) monoèristal dc molybdène pour une taction uniaxiale fu 2Vo à 77K [K72]
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après wæ défontation à la tempéranre au-dessus de lo tanp_éra4q9_!e trqrc_ition.- 

(a) morncristal de natybdène lantiné à un taux de 80Vo à 573K [M75]
(b) morocrkml de fer pour une traction uniaxiale de 107o à 293K [L9] I
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Avec la montée de la tempérarure, la différence entre la mobilité
des dislocations vis et des non-vis devient progressivement petite par

rapport à I'activité thermique. Lorsque la température T de la
déformation plastique est supérieure à la température de transition Tc,

c'est-à-dire quand la mobilité des dislocations vis et coins sont

comparables, les métaux de structure CC ont des comportements à la

déformation similaires aux métaux à structure cubique face centrée.

Il apparaît alors des analogies entre ces deux types de strucfure,
notamment une formabilité facile et une haute ductilité. En règle
générale, un arrangement inhomogène des dislocations est développé.
Après quelques pourcents de déformation plastique, une microstructure
du type cellulaire est induite (cf. figure II.5). Les caractéristiques
essentielles comme la taille, I'orientation, I'effet du chargement
(monotone, séquentiel, complexe ...), ou la température sont présentés

dans le paragraphe II.2.

c) Microbandes de cisaillement

Une autre structure intragranulaire peut apparaître lors de la

déformation plastique. Cette structure est une localisation de la

déformation plastique sous forme de microbande, d'où I'appellation de

microbande de cisaillement (cf. figure n.6).

L'un des premiers à utiliser le terme de microbande est Hu [H62]. n

définit par ce terme, une bande de déformation d'épaisseur de 0,2 pm

séparant deux régions d'un même grain ayant chacune une orientation

cristallographique légèrement différente (3 à 4"). Cette zone de transition

est composée de dizaines de segments parallèles entre eux. Chaque
segment ressemble à une cellule c'est-à-dire une zone de faible densité de

dislocations entourée de deux parois à forte densité de dislocations.

On retrouve cette frontière entre deux régions à forte
désorientation des lignes de glissement dans un même grain sous le terme

de bande de transition. Par contre ces bandes de transition étudiées dans

un acier fenitique inoxydable par Dymeck et Blicharski [D884] n'ont pas

la structure de dislocations décrite par Hu lH62l. Mais ils les identifient à

un genre de joint de grain résultant de I'interprénétration des lignes de
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glissement. D'autres termes sont utilisés pour la structure définie par

Hu [H62] : couche riche en dislocations [MN., MNM., HM84].

La définition de Hu tH62l du terme microbande correspond
également au microbande de première génération définie par Hansen et

al. [H90, JH90, BHK79, K89, HK86, H92, H93]. Ces bandes jouent le rôle

de séparateur entre des régions appelées blocs de cellule, déformées par

un petit nombre de système de glissement. Ces demières bandes ne sont
pas toujours parallèles à un plan de glissement.

Ces derniers auteurs [H90, H92,IH90, H93] définissent aussi une

microbande de seconde génération. L'expression "seconde génération" est

due au fait que ces microbandes se superposent à une première

microstructure de dislocations généralement des cellules. Thuillier lT92)
donne pour ces microbandes la définition suivante : "Une microbande est

une structure intragranulaire de dislocations en forme de bande. Les

microbandes d'un même grain parallèles entre elles sont isolées I'une de
I'autre par une autre structure de dislocations de déformation et

transportent un intense cisaillement. Elles sont plus ou moins parallèles à

un plan de glissement".

L'aspect géométrique de ces bandes est une forme étroite et

allongée d'épaisseur de 0,2 à 0,4 pm. Ces microbandes peuvent traverser

tout le grain mais parfois elles disparaissent au milieu d'un grain pour

réapparaître plus loin [ALH91]. C'est une structure planaire à répartition
périodique de forme parallépipédique. Ces bandes perturbent une autre

structure tMH79l. Il faut noter deux points importants de cette

microstructure. Iæ premier est que ces bandes sont parallèles à des plans

de glissement cristallographique 1T92, MH79, MHH81, ALH91I. Le

second point reporte I'association de ces microbandes à une localisation de

la déformation. Martin et Hartely [MH79] mettent en évidence cette

localisation dans un échantillon cristallin, par le cisaillement éventuel des
joints de grain.

Il y a fréquemment deux familles de microbandes dans un grain.

Ces deux familles n'apparaissent pas simultanément car il est courant

d'observer qu'une des deux familles cisaille I'autre [H93, T92].
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I-es demières bandes de cisaillement ne sont pas une structure
intragranulaire mais en découlent, comrne nous allons le voir par la suite.
ce type de bande aété très étudié [4s80, BNFK92, MN., HM84, MH79'
YD87, KM86, KR85, KM88, DHMA88, K90, 1891, car c'est un prémisse

de la ruine du matériau. En effet, Dève et al [DHMA88] disent à propos

de la bande de cisaillement : "C'est un cisaillement localisé avant le début
de I'endommagement par microrupture". Le tableau suivant (Tab.II.l)

montre que ces bandes apparaissent macroscopiquement tard dans la

déformation pour quelques matériaux [HM84].

Une bande de cisaillement se définit [HM84, MH79] par une forme
planaire résultant plus de la géométrie de l'échantillon et du procédé de
déformation que de la déformation cristallographique. Ces bandes d'une

épaisseur de 0,4 à 1,7 pm pour une déformation de 1,1 à 6 [HM84]
traversent les joints de grain sans déviation.

Généralement les auteurs sont d'accord sur cette définition mais

diffèrent sur les conditions de leurs formations. Une majorité de ces

auteurs suppose qu'une microstructure de dislocation (parois parallèles,

ligne de glissement, microbande, lamelle, cellules allongées) est à
I'origine de la bande de cisaillement. Dève et al. [DHMA88] montrent

dans leur étude sur le monocristal d'un alliage de Fe-Ti-Mn que la bande
de cisaillement est un regroupement de parois de dislocation parallèles au
plan de glissement, mais indépendant des microbandes. Par contre, pour

un polycristal d'aluminium, Korbel et Martin [KM86] affirment que la

microbande s'étale à travers tout le grain, se propage dans le grain voisin

matériau déformation e

bande microscopique bande macroscopique

bronze 0,8 -3
00Vo du volume total)

2-5

acler 1,3-2
(37o du volume total)

3-4

cuivre t -3
6Vo du volume total)

2,5-3

alliage de
cuivre-silicium

0,4 0,8- 1,2

sant les ons
dps bandes dc cisaillement apparaissent.
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et cela jusqu'à la formation d'une bande de cisaillement. Ces mêmes

auteurs tKM88l introduisent des bande de microcisaillement comme étape

intermédiaire. Ce processus de formation de bande de cisaillement est

décrit par la figure suivante (cf. figure tr.7) :

f'
(a)

{ "

(b)
f"
(c)

FigJI.T : Visualisation scMmatique du développement du défaut'géométrî4ræ 
(c) causé par rytcléatign (a) et-pr-opagation (b)

des microbandcs de cisaillernent [KM&E].

Morii et al. [MN., MNM.] proposent le même processus.

Contrairement à ces auteurs, Inagaki tl89l affirme que les bandes de

cisaillement proviennent des joints de grains.

D'autres études se sont intéressées à I'orientation de ces bandes par

rapport au repère du chargement ou au repère cristallographique [YD87'
MH79, BNFK92]. Korbel et al. [KR85] montrent que la bande de

cisaillement n'est pas dépendante du mode de chargement, mais de la

structure de dislocations sous-jacentes (cf. figure II.6). On peut donc

logiquement attribuer la formation des microbandes à la microstructure

de dislocations induite par le trajet de déformation antérieur.

I,I.2 - Caractéristiques de cellules de dislocations

Dans ce paragraphe, les caractéristiques morpholgiques des cellules

sont analysées après la description de la formation et de I'effet de la

{ 'f' I'
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température sur les cellules de dislocations. Il conclut par l'étude de
I'influence du chargement sur ces caractéristiques.

f,.2.1- Formation et effet de la température

Après le recuit, une tôle laminée d'acier présente à I'intérieur des
grains un milieu quasi homogène. Ce milieu est caractérisé par une
distribution aléatoire d'un petit nombre de défauts non éliminés par le

traitement thermique (lacunes, intersticiels, dislocations). Au cours d'une
déformation plastique de cette tôle, il apparaît une microstructure
cellulaire de dislocations, généralement pour I'acier aux environs de l07o

de déformation.

La description de I'apparition de cellules est bien développée pour

des monocristaux de Fer [PPL75] ou de Fer-Silicium [LS83], en trois

stades schématisés par la figure [I.8 pour une température ambiante.

40

0 (rupture) e
FipJI.S : ScMnwtisarton de la courbe de traction à 3 stades
d'in morncrtstal et Io variation conespondante du taux dc

consolidation (Nec la déformation plastiqte [PPL75].

I-e stade 0 (de 0 à 2Vo) correspond à une présence de dislocations
dans les cristaux principalement de type vis. La densité de boucles et de
dipôles coin est importante dès le début de la déformation. Ces débris sont
cependant isolés.

^(T

ot go
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Pour le stade I (de 2 à 4%o),les dislocations vis secondaires sont
nombreuses et les écheveaux allongés s'organisent autour d'amas de

boucles et constituent des obstacles au mouvement de dislocations.

I-e stade 2 (de 4 à 7,5-97o) décnt la transition entre la structure

ouverte du stade I et celle fermée du stade 3. En effet la structure

d'abord constituée de dislocations orientées selon une seule direction

évolue progressivement vers une structure bi-dimensionnelle bien définie.

Finalement, la structure fermée des cellules de dislocations définit

le stade 3 (de 7,5-9 à 10,5-157o).

Ces différents stades proposés par Pollnow et al. [PPL75] pour un

monocristal de fer soumis à une traction uniaxiale sont plus ou moins bien

respectés selon I'orientation initiale de la direction de traction D.T. Au

cours d'un trajet de cisaillement d'un monocristal de fer-silicium,
Libovicky et Sestak [LS83] font des remarques similaires à propos de ces

trois stades. Ils signalent I'absence du stade 2 pour une structure

cristalline cubique centrée (CC), mais définissent un stade de transition

I - 3 compris dans un cisaillement de 1= 0,68 à 0,94.

Sans mentionner de stade de formation, Tabata et al. [TYF78]
décrivent le même processus pour un monocristal d'aluminium : des

enchevêtrements isolés de dislocations grossissant au cours de la

déformation plastique deviennent des parois de cellules. Keh et

Weissmann [KV/63] dans un fer polycristalin, tout comme Lan et al.

tLKDg2l dans une étude de I'influence de la température sur les cellules,

observent la même évolution de formation des cellules.

Comme on I'a vu dans le paragraphe Il.l.z.b, I'existence d'une

température de transition entre la formation et la non-formation des

cellules pour les métaux à structure cubique centrée [L91]' implique que

!a formation des cellules est plus ou moins influencée selon la température

à laquelle est effectué le rajet de déformation [K\ry63, LKD92]. En effet,

la figure tr.9 illustre cet effet de la température pour un polycristal de

fer. Cette figure II.9 montre la tendance de la formation des cellules en

fonction de la déformation et de la température de déformation. Les

cercles vides indiquent les conditions d'essais dans lesquelles il n'y a pas

d'observation de cellules et les ronds pleins la formation complète des
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cellules dans tous les grains observés. Il semble que la formation de la
microstructure cellulaire soit retardée lors des déformations à basse
température [KW63].

100
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FigII.g : Influence de la ternpérature de défornation sur la déformation
des cellules de dislocations [I(W63].

Swann ts63l montre pour un aluminium, que la microstructure
cellulaire est plus marquée pour une déformation à 25"C que pour une
déformation à -196oC.

On remarque également que la température de déformation
influence la taille des cellules de dislocations. Il est généralement obsené

[KV/63, 563], que plus la température de déformation est élevée, plus la
taille des cellules obtenues est grande. Par contrc Takeuchi tfi0l signale
sur une étude d'un monocristal de fer déformé entre 25oC et 900'C, une
diminution de la densité linéaire des parois des cellules de dislocations
avec la température.

Seule ici, I'influence de la temperature sur la taille des cellules est
analysée. Les caractéristiques dimensionnelles, dont les tailles, sont
développées dans la partie suivante. Mais avant d'aborder cette partie, on
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fait une dernière remarque à propos des températures lors de trajet
complexe, autrement dit les trajets doubles.

Les micrographies de la figure II.l0 illustrent bien I'effet de
température de déformation sur les cellules pour différents trajets
doubles.

Ces micrographies montrent deux exemples de trajets complexes.
I-e premier est un préchargement à 25" C de 87o suivi d'une déformation
de 5,5 Vo à -135o C, et le second décrit un chargement de l9%o à 25' C

sur une pièce déformée de l37o à -135" C. Iæ premier exemple met en

évidence une détérioration de la microstructure marquée par des cellules
induite par le premier trajet, due au second trajet à basse température (cf.

figure II.10.a et c). Par contre, le second exemple illustre l'effet inverse
qui montre une formation des cellules par le second trajet sur une

distribution uniforme des dislocations obtenue après l3%o de déformation
à - 135" C (cf. figure II.10.b et d).

I1.2.2 - Caractéristiques morphologiques

On analyse les caractéristiques morphologiques de la structure

cellulaire en partant de I'effet de la taille de grains. Hansen [H90] fait

remarquer que dans un polycristal de cuivre, on observe une déformation
hétérogène plus importante dans les gros grains (>>50 pm) que dans les
petits grains (<< 50 pm). Dans les grains de grande taille, cette

hétérogénéité entraîne la création de sous-domaines intragranulaires
possédant une désorientation cristallographique de quelques dixièmes de

degrés.

L'accommodation de ces régions entraîne une accumulation de

dislocations aux frontières de ces sous-domaines créant ainsi des murs

denses de dislocations (DDVV) ou des microbandes de lère génération
(MB) définies dans le paragraphe II.l.2.a. Ces types de sous-domaines

sont observés pour les matériaux possédant des gros grains comme

I'aluminium [H90, JH90, H93], ou le nickel [HN89]. Mais pour des
matériaux à petits grains comme I'acier [FS83, RS89, R877, T92], cette
su$ivision des grains n'existe pas. Hansen et al. [H90, IH90] introduisent
pour les sous grains le terme de "bloc de cellules". Comme pour les
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(c) (d)
Fipll.I0 : Distribution des dislocatbns pour w polycistal dc fer- 

lors de troiets doubles tIN63l.
(a) EVo à25T (c) EVo à25T puis 557a à -1357

(b) 13Vo à -135f @) BVo à -135T puis 19o à257
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matériaux à petits grains, I'hétérogénéité plastique crée dans ces régions

une structure cellulaire de dislocations. La figure tr.ll résume l'effet de

la taille des grains sur la microstructure intragranulaire de dislocations.

FigJI.I I : Effet de Ia taille du grain.

Pour fixer les idées, on peut admettre que, dans I'acier, la taille des

cellules est de I'ordre de I pm, celle de s grains de l0 pm et l'épaisseur

des parois coresspond à 0.1 Pm.

Maintenant on aborde la caractérisation des parois notamment son

épaisseur. En général, l'épaisseur des parois de dislocation diminue avec

l'augmentation de la déformation. Ce phénomène est observé pour

n'importe quel chemin de déformation. Pour un acier doux, Schmitt [586,
FS83l met en évidence cette caractérisation pour trois types de trajet

monotone de déformation (traction uniaxiale (u.t.) - déformation plane

(p.s.) et expansion équibiaxiale (e.e.)) par la figure IJJZ où l'épaisseur

tend vers la valeur de 0,1 pm au cours de la déformation quelle que soit

la sollicitation.

La figure ll.l2 donne l'épaisseur des parois mesurée dans le plan de

la tôle normalement à la plus grande direction de la paroi en fonction de

la déformation équivalente au sens de Von Mises. Morris et Martin

gain << 50 pm grain >> 50 Pm
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tMM84l retrouvent ce phénomène pour un aluminium. Schmitt [586] relie

cette caractérisation à une minimisation du champ de contrainte à longue
distance, due à l'enchevêtrement de dislocations par têarrangement à
I'intérieur des parois.

0.4

i  o.s
c

0.2

0 . 1

9.  
0.1 0.2 .  0 .3 .  0 .4 0.s 0 6 0.7

- c

FigJI.l2 : Varïation des épaissews (e) de parois meswées

enfonction de Ia défomarion équh'alente (er) pour
quelques rrojers de chargement. IF583].

Comme pour l'épaisseur des parois, il faut noter une évolution des

dimensions des cellules de dislocations au cours de la déformation. Le
tableau II.2 reporte, pour plusieurs matériaux, le diamètre (d) ou la
racine canêe d'aire ({A) des cellules obtenues par différents t5'pes de

chargement. On peut remarquer dans ce tableau qu'après une forte

décroissance au début de la déformation, le diamètre des cellules de

dislocations tend progressivement vers une valeur as)'mptotique. Schmin

tS86l affirme que cette diminution de la taille des cellules correspond à la

création de nouvelles parois au cours de la déformation plastique.

Kocks et al. [KHS80] confirment cette conclusion. La safuration semble
liée à la restauration dynamique résultante de la compétition entre la
création et I'annihilation des dislocations.

Tabata et al. [TFHM82] montrent une décroissance similaire pour

une longueur de lignes de glissement. En effet dans un monocristal"
d'aluminium [111J, Tabata et al. [TYF78] obsenvent des lignes de
glissement dans chaque cellule (cf. figure II.l3).
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Matériau Chargement Référence déformation
(vo)

ou cission
(MPa)

doulA
(ttm)

Aluminium Laminage BHK89 l0 Vo
30 Vo

2r )
t-l,4

1194 (éq. von
Mises)

6Vo
l27o
4lVo

3,4
2,1
1 r3

HL88 lWu/o
200Vo
3007o

U ' O
0,4
0,4

Traction TYF] 8 6'/o

20Vo

4,O-'2,6
2,8- 1,8
1,6-1,4

,l s63 lUu/o
25Vo

5
I ,8-2,8

Argent ,l s63 lUu/o
257o

U ' )
0.5

Nickel ,l s63 25Vo u,)
Or ,l s63 l0To 0,5

Cuivre ? PASO A) M'Pa
30 MPa
40 MPa

5|2
2,2
1.5

? s63 lUu/o
257o

I
0,6-0,9

Traction KT8O ]JJ M.YA
50 MPa
100 MPa

4-'2
1,7-0,8
0.8-0.4

Fer Traction LKD92 6"/o
20Vo
357o

z
1,3
l . l

Acier Traction FS83
s86

lUu/o
40Vo
607o

U'U
0,4
0.3

KVf63 4Vo
l4Vo
28Vo

2 r l
1,5
1,5

Déformation
olane

FS83
s86

l)"/o
20Vo

l 1 4

I

Expansion
équibiaxiale

FS83
s86

IJYo
4$Vo
60Vo

l r 7
l , l
0 ,8

ou are
,/il aes cellules dc dislocations au cours d'unc déformation

plastiErc pour quclqrcs matériaux.
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FigJI.l3 : Ligrcs de glissement dnns la structure cellulaire [TYF78].

Une conclusion de Tabata et al. [TYF78] indique que les

dislocations mobiles s'arrêtent exactement aux parois de cellules, de sorte
que le libre parcours moyen des dislocations mobiles est déterminé par la

taille des cellules. Cette conclusion est fondée sur une étude de

micrographies montrant qu'aucune ligne de glissement ne se propage à

une cellule voisine au traven des parois. A I'aide d'une caméra rapide, le

suivi d'une dislocation dans la structure cellulaire a permis de d'établir la

conclusion précédente ainsi que de décrire le mouvement des dislocations

mobiles durant une déformation. La figure II.14 schématise pour une

cellule circulaire les différents stades de propagation d'une dislocation

mobile.

paroi ou mur

dislocation immobile

mobile dans tne cellule [TFHM&2].
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Sous I'action d'une contrainte, une dislocation émise d'une source

située dans une paroi, se déplace.La vitesse de cette dislocation mobile est
plus grande à I'intérieur des cellules que dans les parois. En effet, la forêt

de dislocations dans les murs freine le déplacement de la dislocation
mobile. Cela explique que dans les parois, chaque dislocation de la forêt
joue le rôle de point d'ancrage pour la dislocation mobile. Quand la

contrainte appliquée augmente, ces points d'attache se rompent et la

dislocation avance. La vitesse des dislocations augmente très rapidement

au début de sa progression, puis décroît lentement avant d'atteindre la
paroi opposée où elle est arrêtée par la forêt de dislocations
(cf .  f igure I I . l5) .

0 . 7 5

0 .2

0
0  0 .25 0 . 5  0 . 7 5  1

*d (diamère de la cellule)

Position de la dislocation dans la cellule

FigILl5 : Evolurton dc la vitesse d'une dislocation dans la cellule [TFHM&2].

n.2.3 - Influence du chargement

La forme et I'orientation des cellules de dislocation induites

apparaissent comme une des conséquences du mode de chargement. Dans

un premier temps, on étudie les formes et les orientations des cellules

selon le trajet de déformation. Puis, cette étude est suivie par une analyse

de I'orientation des plans des systèmes actifs obtenue par le modèle

0 .
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autocohérent élastoplastique. Finalement, on conclut ce paragraphe par
des commentaires sur les trajets complexes.

a) Forme et orientation des cellules

Selon le type de chargement, les cellules de dislocation possèdent
une forme et rure orientation particulières. En effet, il est généralement
observé des cellules allongées et rectangulaires pour un trajet en traction
uniaxiale, sur des monocristaux [PPL75, T70, LS83] ou sur des
polycristaux [FS83, LDY93, RB77, 586, KV/63]. D'autres types de
chargement font apparaître des cellules allongées comme le laminage

U89, 563l ou comme le cisaillement tRS89l. Par contre un chargement en
expansion équibiaxiale fournit des cellules équiaxes [R877, 586, FS83], de
même que pour les essais de torsion [HN89]. Il existe des trajets de
déformation où les cellules n'ont pas de forme particulière comme lors
d'une déformation plane [FS83, 586].

Pour I'orientation des cellules, une observation générale peut être
faitee. Cette constatation est que les murs des cellules de dislocation sont
parallèles aux plans de glissement. Ce cornmentaire est surtout effectué
pour des cellules allongées [T92, T70, LgI, FS83, 586, I89].

plastiqrc pour quelqucs matériaux.
(DT: direction dc tactbn, DC: direcrton dc cisaillerncnt,

DDP: direction dc la déformationplane,DL: direction de lamiruge).

Matériau Charsement Référence Orientation
Acier Traction uniaxiale LDY93 3l '  /  DT

-37,50 / DT
FS83
s86

33à66"/DT

RS89 35 à 65' IDT
Cisaillement RS89 l l  ouJ-àDC
Déformation

plane
FS83
s86

0à15' /DDP

Expansion
éouibiaxiale

FS83
s86

pas d'orientation

Fer Laminaee 189 35" IDL
ntat au cours
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[æs orientations obtenues sont résumées dans le tableau tr.3 à partir

duquel on peut conclure que I'orientation des cellules résulte d'un effet
plus global que local : I'orientation se répercute d'un grain à I'autre (cf.

figure tr.16).

dans un polycristal.

b) Texture de la microstructure

Dans ce paragraphe, à I'aide d'une simulation par la méthode
autocohérente élastoplastique classique, on compare I'orientation du plan

du système de glissement le plus actifs au cours de la déformation
plastique, dans chaque grain à celles des parois de cellules de dislocations
par rapport à un axe du chargement présentées dans le tableau tr.3.

Cette comparaison se limite à un matériau à structure cubique
centrée comme I'acier mais sans texture initiale. Les systèmes de
glissement pris en compte pource type de structure sont {110} <lll> et

t 1 12 ) <1 I 1>. Iæ comportement élastique est supposé isotrope et se réduit
à deux coefficients (tr = 80 GPa et v = 0,3). La cission critique initiale est
identique pour tous les systèmes, et la matrice d'écrouissage H linéaire
tient compte de l'écrouissage latent et de I'auto-écrouissage. Quatre types
de trajets monotones (traction uniaxiale UT, expansion équibiaxiale EEB,

cisaillement ST et laminage RT) sont simulé par :
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L'orientation des plans correspondant aux deux systèmes de
glissement les plus actifs dans chaque grain est représentée sous forme de
projection stéréographique dans le plan de la tôle (1,2) (cf. figure II.17)
pour différents niveaux de la déformation plastique EP (SVo,20Vo, 40Vo).

On note la formation d'une texture de la microstructure [LBM94]
(cf. figure tr.17). Pour chaque chargement, la distribution des points
projetés apparaît être concentrée sous la forme d'un nuage ou zone
immédiatement après une déformation plastique (Ep = 57o) en dépit de
I'isotropie de la texture cristallographique. La forme et I'orientation de
ces zones ou nuages dépendent fortement du trajet de déformation et
suivent approximativement la loi de Schmid. Quand la déformation
plastique croît (Ep = 207o -> 407o), ces zones ou nuages deviennent plus
marqués, plus concentrés sous quelques orientations "idéales" ou "fibres"

différcntes de I'orientation initiale observée pour EP = 5Vo.

Iæ tableau II.4 regroupe les angles obtenus (pour EP = 4OVo) entre
ces nuages ou zones et l'un des axes du chargement (DL : direction de
laminage, DT : direction de traction, DN : direction normale à
I'expansion équibiaxée, DC: direction de cisaillement). On retrouve des
orientations similaires à celles du tableau II.3 autrement dit celles des
parois des cellules de dislocations. Ces deux tableaux confirment la

constatation que les murs des cellules de dislocations sont presque
parallèles au plan de glissement (quelques o près), et I'effet global du
chargement au niveau du polycristal.

tvoe de chargement anele (o) axe de référence

laminase 30-s0 /r (DL)
traction unaxiale 30-45 /I (DT)

exoansion éouibiaxée 30-70 /3 (DN)

cisaillement 20-10 12 ou I (DC)
zones ou ntnwryes

plw actifs obterucs par un scMma autocohérent élastoplastique à F.P = 407o
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EP = sqo EP=20% EP = 4ovo
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c ) C hargements complexe s

Dans ce paragraphe II.2, traitant des caractéristiques des cellules de
dislocation, il reste à aborder les trajets complexes, c'est-à-dire à analyser
I'effet du second chargement sur la microstructure des dislocations
induite lors du préchargement.

La première constatation indique que la microstructure induite par

un premier trajet évolue, après une période transitoire vers une situation
correspondant à celle qui aurait induite le second trajet [586, FS83].

Pour la deuxième constatation, on Peut noter que plus la
prédéformation est importante, plus la microstructure du second trajet
tarde à s'établir. Dans certain cas de trajets complexes, il apparaît une
localisation de la déformation plastique sous la forme de microbandes,
par exemple la séquence cisaillement-traction étudiée par Thuillier [T92]
sur un acier doux.

Généralement, après lÙVo de déformation du second trajet, la
plupart des grains paraissent avoir perdu la "mémoire" de la
prédéformation. Femandes et al. [FS83] le confirment lors d'essais en

traction uniaxiale sur des tôles d'acier doux prédéformées par une
expansion équibiaxée. Dans ces essais, les cellules allongées et
rectangulaires remplacent peu à peu les cellules équiaxes dues à la
prédéformation.

Pour la taille des cellules, Schmitt [586] remarque qu'elle est

d'autant plus faible, à un taux de déformation donnée, que la
prédéformation est plus importante; il fait la même constatation pour

l'épaisseur des parois.

II.3 - Conséquence de la formation des hétérogénéités
plastiques sur le comportement macroscopique

Les hétérogénéités plastiques d'ordre 2 (intergranulaires)

(à I'exception de la formation du développement et de la coalescence des

bandes de cisaillement) ont fait I'objet de nombreuses observations et

modélisations souvent appelées modèles polycristallins ou modèles micro-
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macro [S28, T38, L57, K58, K61, H65, BZSI].De la longue expérience
acquise par l'élaboration, la mise en oeuvre et I'exploitation du modèle
autocohérent élastoplastique, on peut dégager à la fois les acquis d'une
telle approche et ses insuffisances qui apparaissent clairement liées à la
non prise en compte des hétérogénéités plastiques d'ordre 3
correspondantes à la formation et à l'évolution des cellules de
dislocations.

tr.3.1 - Iæs acquis de la modélisation autocohérente

n convient de rappeler ici que, les étapes de localisation et
d'homogénéisation étant bien maîtrisées, les hypothèses relatives au
comportement des grains correspondent à celles d'un glissement multiple
homogène faisant intervenir une matrice d'écrouissage [L93,LKB90]
éventuellement non linéaire. Cette matrice qui peut être déduite de
mesure expérimentale tF83l traduit avant tout l'écrouissage propre et
latent des systèmes de glissement. Malgré cette description simpliste qui
ignore tout effet explicite d'ordre 3, des Ésultats en bon accord avec des
mesures experimentales sont obtenus pour des chargements monotones et
multiaxés [LKB90, LBRM95].

Ils concernent :
* l'écrouissage monotone,
* la texture cristalline,
* les contraintes intemes,
* les surfaces de plasticité,
* I'anisotropie plastique.

Pour appliquer ce modèle, on a besoin d'identifier quelques
paramètres du matériau accessibles par des mesures expérimentales
comme la texture cristallographique (obtenue par diffraction de
rayons X) ou la forme des grains (micrographie). Une courbe de traction
uniaxiale pennet de déterminer la matrice d'écrouissage H.

La suite de ce paragraphe illustre pour un acier [LBRM95], les
acquis cités précédemment. Pour une structure cubique centrée, deux
familles de systèmes de glissement ont été utilisées pour décrire le
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glissement plastique. Ces famil les sont { l l0} <111> et l l l2} <1ll>.Le

comportement élastique est supPosé isotrope et se réduit aux deux

coefficients de Lamé (l'= 120 GPa et F = 80 GPa)' Une sélection à 1000

orientations (donc 1000 grains) permet d'obtenir une bonne description
de la texture [RBL92].
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FigJI.lS : Cowbes de traction uniaxiale expértmentale et simulée [LBRMgs].

L'écrouissage monotone est mis en évidence par deux autres essais

de traction uniaxiale : (transverse et 45o par rapPort à la direction de

laminage).  La f igure I I .18 présente ces résul tats s imulés et

expérimentaux.

Dans la figure II.l9, on retrouve le bon accord entre les figures de

pôles expérimentales et simulées pour un chargement "rétreint suivi d'un

repassage". Pour les contraintes internes, la figure II.20 illustre les

flucruations des contraintes microscopiques et les déformations plastiques

pour une traction uniaxiale dans la direction l. Pour une déformation.

plastique macroscopique de 30Vo, les déformations microscopiques sont

étalées entre 22 - 35Vo et pour une valeur moyenne de 580 MPa les

contraintes varient de 410 à 630 MPa.
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PoU:  l l 0 Fo: I  I  l l 0

f  t D g :  t t o S  F O U :  l l 0

Fieil.l9 : Evoturton dclafigure de pôle ll I0l ponr un chargement de- 
rétreînt suivi d'un repassage [LBRM95].

(a) représentation de latqtwe initiale
(b)figure de pôle etpérirrcntale

(c-d) tqtwe après I0-5Mo de rétreînt
(e)figure dc pôle eryérimentale après un rétreint dc SMo

$ùrtgure dc pôle simulêe et expérimentale après le repassage
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15  20
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FigJI20 : conrbe contrainte-déformarion macroscopique pour utrc trocrion
uniaxiale (ùil et valeurs microscopiques des graiw du pols.cristalpow.
deta nh'eota (l)vo et 30vc) de Ia déformarîon prasrique Ep ILBRMI| l.
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La figure II.21 montre les différentes surfaces de plasticité définies

Pour un offset de 0,2Vo de déformation plastique pour un chargement de

rétreint suivi d'un repassage. Les deux points expérimentaux de cette
figure II.2l concordent bien avec la surface finale de ce trajet complexe.

Le dernier acquis, I 'anisotropie plastique, est i l lustré par le
coefficient de Lankford rdéfini par:

Ett
î = 1

egg
( I I .2) ,

où e22 est la déformation transverse et e33 la déformation norrnale, pour

une traction uniaxiale selon I'axe l. Dans la figure II.22, ce coefficient r

est présenté pour deux aciers dont la texture initiale est différente en

fonction de la déformation plastique.

Comme annoncé, on peut admettre que Ie comportement
macroscopique et la texture sont bien décrits par le modèle autocohérent
classique.
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Figfi22 : Evàlution du cofficient dc lanl'ford renfontion
de la déformatîonpbsrtquc pour urc troction wîaxiale

dans la directîon de laminage ILBRM9SJ.
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X.3.2 - Les insuffisances des modèles actuels

De manière générale, elles sont de deux ordres :

celles qui sont liées à I'approximation autocohérente (ou
Taylorienne ou toute autre approche) de l'équation intégrale,

celles qui sont liées à la description du comportement
intercristallin.

La discussion menée dans ce chapitre indique clairement que des
progrès significatifs ne peuvent être atteints que si la transition d'échelle
micro-méso est traitée de façon plus physique et moins
phénoménologique.

Les insuffisances se traduisent notamment par I'incapacité des
modèles actuels à décrire la ductilité (apparition de bandes de cisaillement
macroscopiques conduisant à une localisation importante de la
déformation plastique) et le comportement lors de certains trajets
complexes (prédéformation dans une direction suivie d'un rechargement
dans une autre direction). Pour illustrer ces insuffisances, on détaille deux
exemples.

I-e premier conceme l'évolution de la texture cristallographique
lors d'un laminage croisé. En effet Berveiller et al. [BNFK92] montrent
la non concordance des figures de pôles expérimentales et des texnlres
simulées obtenues par un trajet complexe. Ce trajet se constitue par un
laminage à un taux de 60Vo suivi d'un autre de l0%o dans le sens
transversal c'est-à-dire à 90o du sens de laminage du premier chargement,
pour un polycristal de cuivre. Cette non concordance des résultats
numériques avec les mesures expérimentales s'explique par I'apparition
d'une hétérogénéité plastique transgranulaire. Cette hétérogénéité se
traduit par une localisation de la déformation plastique sous la forme de
bande de cisaillement.

I-e second exemple reprend les expériences de Korbel et Martin

[KM88] parmi d'autres [G873, HAM76, LS79, WL83, RSB86, LDY92,
586, T92, HRT92]. Dans ce deuxième cas, les essais étudiés sont des
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trajets complexes. En rhéologie, les résultats experimentaux de ces essais
séquentiels sont classés en trois types indépendamment des modes de
déformation (cf. figure 11.23) :

(a) Essai €

de type Baushinger
(c) Trajet dur

FigII23 : I*s trois types dc réponse contrainte-déformation
lors de trajets complexes tT92].

Le rype Bauschinger décrit le comportement connu sous le nom
d'effet Bauschinger, défini par I'obtention d'une contrainte à la
recharge du matériau prédéformé plus faible que celle du
matériau non prédéformé, lorsque la direction de sollicitation
est inversée comme les essais traction compression.

Le trajet continu représente la réponse d'une décharge puis
recharge dans les mêmes conditions lors d'un trajet monotone.
Ici on retrouve les caractéristiques du matériau noq
prédéformé.

Le trajet dur regroupe tous les autres trajets complexes non
cités dans les deux premiers cas. On obtient généralement une
contrainte de recharge supérieure à celle du matériau non
pÉdéformé suivi d'un adoucissement.

Korbel et Martin [KM88] avec un taux de laminage de 10,20 ou
307o suivi d'une traction uniaxiale suivant la direction de laminage ou
transverse analysent des trajets de la troisième catégorie, c'est-à-dire des
trajets durs.

La figure II.24 montre les courbes de traction obtenues. On
remarque la forme particulière d'un trajet dur qui peut être décrite en
quatre stades (cf. figure l'.23 c):

(b) Trajet continu €
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(a) une étape initiale du stade élastoplastique de la déformation de

traction qui s'étend d'environ lflo de I'allongement, quelle
que soit la valeur du préchargement et de la direction de
traction,

(b) un changement brusque de la pente de Ia courbe autrement dit

du changement de signe de cette pente,

(c) une décroissance linéaire de Ia force avec I'allongement,

(d) un changement de pente en accentuant la décroissance, suivi
ou non d'un segment linéaire.
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FigJI.24 : Courbe de traction d'éprouvettes prédéfonnées (e )
par un latninage. Une direction de troction porollèle (L) et

perpeidiculaire (T) à la direction de laminoge sont envisogées [KM88].

C'est ce type de courbe que les modèles acfuels polycristallins

n'arrivent pas à obtenir, car ces résultats dépendent fortement du premier

chargement et les modèles actuels ne tiennent compte de I'histoire du

matériau, au niveau intragranulaire, que par I ' intermédiaire de

l 'écrouissage des systèmes de glissement. Or, on a vu que la/

microstructure intragranulaire jouait un rôle important dans la réponse

du second trajet, notamment sur l'apparition d'une localisation de Ia

déformation plastique Par microbande (cf. paragraphe II.l .2.c).

'{=Y'=-o^11
e = O . 2 7

c = O . 2 L

- c = 0 . 1  L \ c - O . 1  T
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II.4 - Stratégies pour une modélisation micromécanique

Dans ce paragraphe, on discute de la pertinence des modèles
micromécaniques déjà proposés pour prendre en compte les
hétérogénéités plastiques. On se limite d'emblée au problème des cellules
de dislocations, c'est-à-dire à leur formation, leur développement et leurs
conséquences sur le comportement intracristallin. On utilisera le modèle
autocohérent élastique pour la transition méso-macro (du grain au
polycristal). Ceci revient implicitement à accepter le principe de
séparation des échelles.

Dans la deuxième partie, on traduit en termes mécaniques et
micromécaniques les données physiques (mécanismes et microstructure)
discutées précédemment (cf. paragraphe II.2) et on pÉsente également le
cadre de la modélisation nouvelle développée dans les chapitres suivants.
Mais avant, on montre I'inadéquation des modèles micromécaniques
éIastoplastiques usuels aux nouveaux problèmes posés.

II.4.1 - Schéma classique de la modélisation du comportement local en
élastoplasticité

En se limitant au domaine des petites transformations et de
l'élasticité homogène, les équations du comportement élastoplastique se
ramène à :

- la décomposition additive des vitesses de déformation :

eij =cîi+el (II .3),

- la loi de comportement élastique :

6ij = Ci:ntfu

la composition de la déformation plastique en
plastique :

(II.4),

glissement

P47



Cfrapitre II - 9{étérqétuitu p(astQ,u,s intro et intergnnulains

èl = Rfjtt

- la loi de Schmidt :

nf = sshih

(II .5),

(II .6),

qui traduit l'écrouissage local et latent.

Pour les systèmes actifs, on a :

*fiot: =Hshih (II.7).

Des relations (tr.3) à (II.5), l'équation (II.7) devient :

nflcilu (r* - nf,t' ) = usnin (II.8),

soit :

("to + nf,clikr*f, )to 
= nflc1ipe6 (II.e),

ou encore :

ih =MàsRfjciinËu (rr.1o).

On obtient à partir de (tI.3) à (II.5), la loi locale :

ôu = c,ju (t"-' - nfrr'rot*f,ot*''')è'" (il' 1 I )'

D'où les modules tangents :

l,jr* = cijn (t",-, - nf,r"rosn$rc*." ) (II.l2),

qui dépendent de r pour un milieu hétérogène. [æs conditions sur une
interface stationnaire s'écrivent :

r .  I
[ôXJn1 =0 (r.13),

et
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[r , : ]=]( i '" i  +i1n1) (rr.14).

Ce schéma est correct pour un milieu élastoplastique classique, mais
doit être revu dans sa globalité pour un milieu à microstructure induite
dans lequel on a un degré de liberté supplémentaire (la frontière mobile
entre les domaines à déformation plastique différente) et des mécanismes
de couplage entre l'écrouissage de ces différents domaines.

ïI.4.2 - Mécanique et micromécanique des cellules de dislocations

A la base, la déformation plastique procède d'un mouvement de
multiplication et d'annihilation des dislocations qui sont des défauts
linéiques du réseau cristallin. Avec le développement des outils
informatiques, on a vu apparaître des modèles numériques décrivant les
phénomènes précédents pour un grand nombre de défauts, traduisant ainsi
le comportement collectif des dislocations [FR92, GP94, GS94, PA80,
KE88l.

Cette démarche se heurte cependant à des difficultés importantes
liées :

- au choix des conditions aux limites à imposer sur l'élément de
volume,

- au fait que le mouvement des dislocations est traité
individuellement et non collectivement,

- aux capacités informatiques qui restent malgré tout limitées,

- aux difficultés d'introduire cette démarche dans la transition
méso-macro.

A cette approche, nous préférons développer une démarche plus
globale, fondée sur des concepts de thermomicromécanique des milieux
continus dans lesquels on conserve la spécificité du mouvement de
dislocations sur des systèmes de glissement traduite par le concept usuel
de glissement plastique cristallographique :
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la pÉsence des cellules est traduite dans le fait que le champ des
glissements plastiques est hétérogène et apparaît sous forme de
champs uniformes par morceaux ou domaines.

+ la frontière de ces domaines correspond à des discontinuités
surfaciques mobiles par rapport à la matière, ce qui les
différencie des joints de grains.

L'ensemble de ces frontières intragranulaires correspond à la
microstructure associée aux cellules de dislocations, microstructure qui
est induite pendant un trajet de déformation et susceptible d'évoluer au
cours du chargement. Dans la pratique, on considère que cette
microstructure peut être décrite par un matériau du type biphasé à
frontière mobile, ce qui limite les paramètres décrivant cette
microstructure et rend opérationnelle la démarche adoptée.

Par la présence des frontières mobiles, cette modélisation se
différentie de celles proposée par Mughrabi [M88] et d'autres [NGH85,
K85l qui utilisent un schéma classique de matériau hétérogène biphasé
(sans frontière mobile) pour décrire les cellules de dislocations.

Elle se démarque également des approches dites non locales

[MBK92, F95] dans lesquelles on introduit formellement un module
d'écrouissage (H(r, r')) non local ou un opérateur différentiel d'ordre
supérieur tK94l sans pour autant être capable ni de préciser la forme
analytique du module d'écrouissage non local (la dépendance de H avec r
et r'), ni de justifier la nafure de I'opérateur différentiel choisi.

. La partie cinématique de la modélisation étant esquissée, on verra
également dans la partie thermodynamique et statique, comment le
concept d'écrouissage isotrope et cinématique non local est préservé et
comment globalement le mécanisme de formation des cellules correspond
à un processus d'hétérogénisation c'est-à-dire d'un durcissement d'une
partie du grain par la déformation plastique d'une autre partie.
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CHAPITRE III :

Approche thermomicromécanique

Dans ce chapitre, on développe tout d'abord les aspects
cinématiques et énergétiques (Energie libre) d'un solide contenant des

surfaces E de discontinuité du champ de déformation plastique. On fait

apparaître la dissipation intrinsèque associée à la progression de la

déformation plastique volumique et au mouvement de la surface E. Cette

approche est ensuite utilisée pour élaborer un modèle simplifié de la

microstructure intragranulaire de dislocations, modèle reposant sur

I'assimilation de cette microstructure à un matériau biphasé évolutif. Ce
modèle fait alors apparaître, en plus des déformations plastiques de

chaque "phase", des variables internes décrivant la microstructure.

III.1 . Cadre micromécanique de la description du problème

n.l.l - Description cinématique

Cette étude se limite aux transformations infinitésimales (petite

déformation et petite rotation) dans le cas quasi-statique (les forces

d'inerties sont négligées). La condition de continuité du champ de

déplacement se traduit par les é,quations de compatibilité (m.1)' et le
principe fondamental de la dynamique impose l'équation (III.2)

d'équilibre au champ de contrainte. Ces hypothèses valables sur les
grandeurs macroscopiques et microscopiques entraînent pour le champ de
contrainte oij et le gradient p1i du champ de déplacement ui, les équations

suivantes :

rotp -efi Filk ==it 1 ui,Ur = 0

et
oij,j=o

(III.1 ),

(rrr.2).
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Une décomposition du gradient p est définie souvent par un tenseur
de déformation e et par un tenseur de rotation o :

où eli est la partie symétrique de Fi5 et coli la partie antisymétrique

définies par les équations :

(II I .3),

(III.4),

(ru.s).

cas d'un
V sous la

(III .6),

(II I .7),

(rrr.8).

I r  \gij = 
;(ui,j + uj,i I- z

J '  \
,trij = 

i(ut,i 
- uj,i )

Pour les conditions aux limites, on se limite au

déplacement imposé sur la surface extérieure S du volume
forme :

Eij =*J"ei1(r)dv

Qij = 
iJ"coii(r)dV

= Eijxj + Qilxi

FigJII J : Conditions aux limites.

où la déformation Ei3 et la rotation O1i macroscopiques découlent de

(III.3) et (III.6) comme une moyenne volumique des grandeurs

microscopiques :

uf
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Une autre décomposition physique du gradient de déplacement p1i

séparant la réponse élastique du matériau des réponses inélastiques qui

dans notre problème, sont réduites à la partie plastique, peut s'écrire :

F,j=Pii*Pl (rrr.e).

(m.10),

(ru.11).

Cette décomposition s'applique également aux tenseurs de
déformation eii et de rotation coii :

t i j=eir+ef

oij=toir+cof

Eij = + J"(ei1 
(,) + el (r))dv

Eij = iJ".u(r)dv

l'équation (Itr.12) s'écrit :

De l'équation (Itr.10), la déformation totale Eii devient donc :

En appliquant la loi de comportement élastique en tout point r du
volume V :

efi (r) = cufiou (t) (III. 13),

et en définissant la contrainte macroscopique I comme la moyenne
volumique des contraintes microscopiques :

(rrr.12).

( I I I .14),

(rr.1s).Bij = c1il>r.r .+1"(rflt,l)av
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Les constantes élastiques C étant supposées uniformes,
déformation plastique macroscopique BP apparalt alors comme
moyenne volumique de la déformation plastique ep(r) locale :

\
-)
w

la
la

,l = iJ"(,11r))av (rrr. l6).

(rrr.17).

( I I I . l9) ,

On a donc :

Eij =c1[>n *Ef

eP*

FigJII2 : Saut de la défontationphsrtquc àla surface 2.

I-e champ ep étant discontinu, l'évolution EP de la déformation
plastique macroscopique provient à la fois de la vitesse de déformation
plastique locale eP(r) et du mouvement des surfaces de discontinuité >. Si

on néglige la vitesse Propre des particules par rapport à celle des

discontinuités, conformément à I'hypothèse des petites déformations, on a

alors [G73] :

\

I

+ = i l"'luu 
- ij,['l ]wonoa>

apP ,P

+=Ëfl=+l
o t  - J  YJv

['f ] ='1. -'l-

+dv-iJr['l]wonodE (rrr.r8),
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où [eP1i] exprime le saut (m.20) du tenseur de défonnation plastique à la
surface I, wo est le vecteur vitesse de la surface E et ncl sa normale

(cf. figure Xl.z).

mJ.2 - Contraintes

Dans une démarche thermodynamique limitée à la plasticité des
métaux, l'énergie libre provient exclusivement de l'énergie élastique
associée aux déformations élastiques liées au chargement extérieur et aux
contraintes internes.

Dans I'hypothèse d'une élasticité homogène et linéaire, la densité
d'énergie élastique w (ee) s'écrit :

.(r") =+efici1neï.r ( I I I .21),

où apparaissent les contraintes :

oij = C11uefu (rrr.22).

I-es équations (III.10) et (m.6) montrent clairement les sources de
contraintes dont le calcul, à partir de techniques classiques utilisant les
fonctions de Green, est rappelé dans ce paragraphe et appliqué à des

topologies utilisées par la suite. Deux cas sont étudiés : le premier cas

correspond au problème classique d'une inclusion (cf. figure III.3) et le

deuxième s'apparente au problème de I ' inclusion enrobée
(cf. figure III.4). Avant de détailler ces deux cas particuliers, on

explicite la formulation intégrale pour la déformation totale.

EP
ePl

FigJII3 : I ion classique.
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a) F ormulation intégrale

Pour un milieu à élasticité homogène, à partir de la loi de

comportement élastique :

oij (t) = Ci:gpfu (t) (ru .23),

et de la décomposition du gradient du déplacement (III.9), l'équation

d'équilibre (III.2) sans force volumique s'écrit :

Cijnur,rj (r) - Ciinpfi,i (r) = 0

La Ésolution du système d'équations aux dérivées partielles (f1.24)

dont les inconnues sont les déplacements ui(r) tenant compte des

conditions de frontière à I'infini, fait appel au tenseur de Green Ç pour le

milieu infini homogène de constantes d'élasticité C.

Ce tenseur de Green Çii(r-r') décrivant le déplacement au point r

dans la direction i sous I'effet d'une force unité fi = ôij ô(r-r') appliquée

au point r' dans la direction j, est défini par :

Cijngr.-,ir (r) - ô6ô(r - r') = 0 (II I .25),

où ôim est le tenseur de Krônecker et ô(r-r') est la distribution de Dirac

dont les propriétés permettent d'écrire :

(rrr.24).

(rrr.26).
?

ui (r) = I ôimô(r - r')u,o (r')dV'
J

En substituant l'équation (m.25) dans (Itr.26) on écrit :

?
ui (r) = - I Cmjnfri,jr (r - r')ur (r')dV'

J

Utilisant les propriétés suivantes :
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Çii,r (t - r') = -Çii,k (t - t ')

et
Çii,u (t - t') = Çii,k r'(t - t')

(II I .28),

(III.29),

(rrr.30).

à I'infini

(rrr.3 I ).

(II I .32),

l'équation (m.27) devient :

ui(r) = - [ Cmprgri, j,r,(r - r ')u-(r')dV'
J

Selon le théorème de la divergence et des conditions
(ui = uid), cette dernière relation (III.30) s'écrit :

ui (r) = uf (r) - 
J 

a'r"Çri (r - r')u-,i'1' (r')dv'

De la relation (1I.24), on obtient :

ui (r) = uf (r) - [ uo (r - r')cp*9p,,,r,,r,(r')dv'
J

qui se transforme par intégration par partie en :

I

ui (r) = uf (t) * | Çki,r'(r - r')ctr,*ÊÏ,n (r')av' ([I.33)..J

On déduit de (Itr.33) immédiatement le gradient de déplacement et

des propriétés (Itr.28) :

. f
Fi.;(r) - ui,j (r) = ul,, tt) - 

J 
e*,t: (r - r')cHmnpfl- (r')av' (III.34).

Par symétrisation, la déformation totale eij(r) s'écrit avec les

conditions aux limites (trI.6) :
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Par la composition de ta déformation totale (m.10), on obtient :

?
ei, (r) + ef (r) = Eij + El + 

J 
riir.r (r - r')Cn.nelm (r')dv'

(rrr.37).

La multiplication de cette équation (III.37) et la loi de

comportement élastique (nI.22) donnent :

Cfrapitre III - Dénarcfu tfrarmomitronûconique

I
e1.;(r) = et: * 

J 
fiirrr (r - t')cn-nepmn (r')dv'

où fiin est le tenseur de Green modifié défini par :

I-i3n (r - r') = -|(U,*,,, (, - ,') + gir,l (, - t'))

oij(r) = tij * cijn(tl - eft (t))

I
+ 

J 
ciinfupq (r - r')C*-neP,r,n (r')dv'

el(r)= [ t ' revl=10, 
, e vl

la partie plastique de la déformation eP(r) s'écrit :

b) L'inclusion classique

La topologie de ce premier cas, correspond à une inclusion de

volume Vl déformée par une déformation plastique uniforme ePl et

d'une matrice infinie homogène subissant une déformation plastique Ep.

A l,aide de la fonction indicatrice d'Heaviside 0t(r) définie par :

(II I .35),

(rrr.36).

(rrr.38).
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ef (r) - El * ('l' - El )tt (') 
(uI.40).

Ces deux valeurs ePl et EP sont supposées uniformes dans leur
volume respectif. Cette formulation (III.44) correspond à la
généralisation par Krôner [K61] de la solution d'Eshelby tE57l au cas où
la matrice a subi une déformation plastique uniforme. A I'interface S

enveloppant le volume Vl, le déplacement est continu.

On déduit de l'équation (m.40) la déformation totale eii(r) :

f
eii (r) = r,1 * 

| 
I-4n (r - r')cu-n (tt* - Elm )ou'

Jvl
( I I I .41),

avec
fæ

__a,r* 
(r - r')Cs*,Efrrdv' = 0

La définition du tenseur Tl d'ordre 4 :

r f" tr)=-[ ,9ik, i l (r-r ' )dv'  ( I I I .43),
., V'

permet de compacter la déformation totale eii(r) (III.4l) en :

e1i (r) = gij . i{tri" 
(r) + rit* t'l}cn,* (effi - Et*' )

(III.44).

La définition du tenseur d'EshelbY :

l:,,, = ittti. +r,t*).o"

(rrr,42).

(III.45),

donne finalement pour la déformation totale dans I'inclusion :

'l = sij + sf*1('efi - Eil )
P57
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La décomposition de la déformation totale en partie élastique et
plastique (III.l0) pennet d'écrire la déformation élastique dans

I'inclusion :

'T = Bij + sfkr ('li - Eil ) 
-'li (III.47).

De même manière, cette décomposition appliquée sur la
déformation totale macroscopique Eii donne :

,ij' = Eï: * (tuo - slo Xtt -'ii )

où I1g1 est le tenseur unité d'ordre 4 :

I i jn =|(UnU:t +ôgô1)

(II I .48),

(rrr.4e).

La loi de comportement d'élasticité (lll.22) employée pour

les déformations élastique, tijt de I'inclusion (III.52) et pour les

déformations élastiques macroscopiques Eij pennet de déduire la

contrainte dans I'inclusion ol :

ol: = tij + c,:o (lo-o - sh'" Xt* 
- tit ) (m.50),

où la contrainte macroscopique est égale à :

2ij = CiinEir (rrr.s I ).

c) L'inclusion enrobée

Utilisée par la suite, I'inclusion enrobée pose un problème qui

relève d'une démarche identique à I'inclusion classique et qui correspond

à une topologie d'une inclusion de volume yl déformée par une

déformation plastique uniforme ePl entourée d'une couche de volumeY2
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déformée par epz et d'une matrice infinie, homogène subissant une

déformation plastique Ep. A I'aide de deux fonctions d'Heaviside 0l(r)
pour I'inclusion Vl et 0I(r) pour I'inclusion composite de volums VI = yl

+ Y2, h déformation plastique ep(r) se traduit par :

ef (r) - El * ('l' - El )tt (') * ('l' - ,1,' )tt t') (m.s2).

De l'équation intégrale (Itr.35) et de (fr'.42), on déduit que :

I
eij (r) = Eij + | .uot (r - r')cn" (to*I

Jvr

- Eemn )uu'

.1", I-i1u (r - r')cu-n (rh - elfr )ou'

qui se réduit pour un point r appartenant à I'inclusion yl et par

I'hypothèse de deux inclusions homothétiques et concentriques (donc de

même tenseur d'Eshelby Sl pour les deux inclusions), en :

,l =Bij +slo('ff -Eil)*sfn('il -'il ')

ApÈs simplification, la relation (Itr.54) devient :

'li = Eu + sfp ('[i - Eil )

On obtient ici la même relation que (Itr.46) de I'inclusion classique.
Donc la même contrainte dans I'inclusion de volume Vl est déduite :

oli = pij + cijr.r (to,,'" - sh,o" Xtt-" 
- tt* )

(rrr.s6).

Par contre, la contrainte dans y2 1=yI - vl) est plus complexe et
peut être évaluée à partir d'opérateurs interfaciaux développés par

Hill [H72].

(II I .53),

(rrr.54).

(rrr.ss).
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Itr.1.3 - Opérateurs interfaciaux

\

lp1

FigJIIS : Swface dc discontinuitë.

Ce concept d'opérateurs interfaciaux est développé par Hill [H72]
dans un premier temps au milieu élastique isotrope à partir d'une

décomposition sous forme d'invariant de tenseurs du second rang

décrivant l'état mécanique sur une surface parfaite de discontinuité.

Exprimé par Laws [L75] et Walpole tW78l pour des milieux

élastiques anisotropes, il peut être étendu pour d'autres types de réponse

du matériau comme la viscoélasticité, ou la plasticité.

Hill tH83l explique que ces sauts de discontinuité des tenseurs de

contraintes et de déformations à I'interface sont reliés par des opérateurs

interfaciaux.

Ces opérateurs sont définis à partir des deux conditions de

continuité à I'interface. La première est la continuité du déplacement

[ui]=O. Cette condition entraîne pour la déformation :

[r,:] = 
](rt"i 

+ Lini ) = ril -e[ (II I .57),

où ni est la normale de la surface E et Ài un vecteur arbitraire fonction de

I'interface.
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Ce vecteur Ài est déterminé par la deuxième condition précisant
l'équilibre de I'interface [o1ini]=0 et par la loi de comportement

élastique (IIl.22).

De toutes ces conditions, on obtient la relation :

Ciinlrnrni = Ci3kr ltil ]", GII.58).

En introduisant la matrice de Christoffel Cit comme égale à
Ciju nl nj, le saut [e1i] s'exprime par :

[''i]= q5ncn-n['n] (II I .59),

ou
l t  - r  - r  - t  - t  \  . .

4jn =i(C[- 'n1n1 +C['nink *Cis'n1n1 +C1'nlns) (II I .60).

?est un des opérateurs interfaciaux défini par Hill tH83l.

Hill définit deux offrateurs interfaciaux de la manière suivante :

- e; génère les tenseurs extérieurs et annihile les tenseurs

intérieurs

- e: génère les tenseurs intérieurs et annihile les tenseurs
extérieurs

La propriété reliant ces deux opérateurs :

. C,jn4rrno + aUncnk = I,j-n = $iuCnmn + C15ilan-"
(II I .61),

permet d'obtenir le second opérateur interfacial Q:

Qiin = (Iijrnn - cijpq?pq-n )c,onn
(rrr.62).

Finalement , le saut de contrainte [o] à I'interface se détermine à
partir de la loi de comportement élastique :
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Comme dans toute démarche thermodynamique [R7], LC78, H86,
M92, S90bl on est amené à calculer la dissipation D du système étudié qui

est décrit dans le paragraphe précédent. La définition de la dissipation

intrinsèque découle des deux premiers principes de la thermodynamique.

I-e premier principe impose la conservation de l'énergie. Il est

exprimé par la relation :

'È*X=Pe*t*Q ( I I I .64) '

où È, et K sont les dérivées temporelles respectivement de l'énergie
interne E et de l'énergie cinétique ( du volume V, Q le taux de chaleur

reçue par le domaine étudié et Psxl la puissance des efforts extérieurs.

Le second principe postule que le taux de production d'entropie .i

est toujours supérieur ou égal au taux de chaleur reçue divisé par la

température 0. Soit :

Cfrapiue III - Démarcfrc tfrcnpnicronéconQu

[ ' ' i ]= -eiju['t]

i>Q--o

De ces deux principes, on obtient I'inégalité suivante :

gs -È, - rt+ P.*, 2 0

(rrr.63).

(rrr.65).

(rrr.66).

L'approximation quasi-statique (K = 0) et la définition de l'énergie
libre d'Helrnholtz W:

vl  =E -05

réduisent I'inégalité (III.66) à :
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Cette dernière relation appliquée à I'ensemble du solide V est
généralement appelée "inégalité dissipative". Sous une forme locale en un
point r du domaine V, elle se transfonne en I'inégalité connue de

Clausius-Duhem.

En définissant la dissipation comme êgale au tenne de gauche de

I'inégalité (III.7l), on obtient dans I'approximation isotherme (0 = 0)

D =Pe* t 'ù (rrr.69).

Dans la suite, on calcule successivement l'énergie libre, sa dérivée,

la puissance des efforts extérieurs et par conséquent la dissipation

intrinsèque pour un solide élastoplastique contenant des surfaces de

discontinuités plastiques mobiles.

trI.2.1 - Energie libre d'Helmholtz z{E, ePsr)

Sous la condition d'une température constante, l'énergie élastique
couramment appelée sous cette hypothèse l'énergie libre d'Helmholtz W,

se définit pour un volume V :

w(n,ev('))= Juza(r)dv
(III.70),

où z{r), la densité volumique d'énergie libre d'Helmholtz au point r, est

égale en fonction de la déformation élastique et des contraintes à :

CÂapitr III' Dhrurcfu tfunnnirtotnéconQtæ

P"*, . (* *Ôs) > O

o,(r)= lo(r) :et(r)

(rrr.68).

(II I .7l ).

En utilisant la relation de compatibilité en petites déformations :

eij(t) = eÏj(r) + ef (r)
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et les symétries du tenseur de contrainte oij, la relation (m.70) avec

l'équation (m.7 I ), produit

soit

w(

w(

E,eP(r))= iJ"'u(r)(u,,t(r)- rf trl)av GII.73),

E,eP(,))= +l 
"o15(r)ui,i(r)dv 

-il 
roii(r)ef 

,',11,.10,.

L'intégration par partie de la première intégrale donne :

w(E, eP (r)) = 
+l 

"(oi1{,)ui 
1r)),: dv - il 

"o1i,i 

(r)ui (r)dv

-il 

"oii(r)ef 

(r)dv 

Grr.7s).

Du fait de l'équation d'équilibre oijj=O' la deuxième intégrale

(III.75) est nulle. En appliquant sur la première intégrale le théorème de

la divergence, on obtient :

w(E,eP (,)) = i Jr.u 
(,)ui (r)n1ds - ; Jr"1(r)ef ,,,ll,.ru,,

où S est la surface délimitant le volume V et ni les composantes de la

normale extérieure à cette surface S.

Or, pour tout point r de coordonnées xt de cette surface S, le

vecteur déplacement ui est décrit par les tenseurs de la déformation E et

de rotation Çl imposés par la relation suivante :

uf tt) = (Ei: + o1i )x3 GII.77).
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Les propriétés de symétrie des tenseurs E et o (E* = Eri),

d'antisymétrie de Q (Oil. = -Ç)ri) et de leur produit, permettent d'obtenir

à partir de (III.76) et (III.77) :

oi3 (r)ef (r)dv

(II I .78).

Du théorème de la divergence appliqué sur la première intégrale de
(m.78), l'énergie '14 s'écrit alors :

w(e,ev(r)) = * Jr 
ro (r)Esxsn jds - I J"

oi1(r)dv -il 
"

(rrr.8 1 ).

Utilisant la propriété oii;
(trI.79) devient :

*(t,eP(r))= Itu J"

w(e,en(,)) = i t,* 
J" 

(.u (,)*r ),, uu - ; J" "i3 (r)ef (r)dv
(rrr.79).

= 0 et la relation xk,j = 6kj, l'équation

oi1(r)ef (r)dv

(rrr.80).

Soit à partir de (III.14) (la contrainte macroscopique E)

On peut décomposer la contrainte o(r) en deux parties :

o(r )=E+o' ( r )  ( I I I .82) .

En introduisant la contrainte interne o'(r) qui possède les

propriétés suivantes :

*(tsp (,)) = i r,:ru v - |J, "i1 
(,)rl (r)dv

P75
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oïi,i(r) = o (II I .84),

l'énergie libre d'Helmholtz s'écrit maintenant :

(ru.8s).

Eij = cXnEfu (m'86), et en utilisant la

E,ePf ' ))= 
|(e

iI
ij - El ).oo (t1r - til )u

oi1(r)ef (r)dv
V

(II I .87),

#(t,rP 
(')) = w (z,eP ('))

= J"#(r)dv-J,

w(n,rn(,)) = iruruu 
- 
iJrttij + oij t,))rl (r)dv

En éliminant E à partir de

propriété (I[.16), on a :

w(

où o'(r) ne dépend que du champ ep(r) et plus précisément des

incompatibilités du champ eP(r). [æ calcul de o'(r) correspond à une

démarche classique de mécanique des matériaux partant soit des fonctions

de Green (cf. paragraphe III.1.2), soit des méthodes introduisant un

potentiel des contraintes [K58].

m.2.2 - Dérivée de l'énergie d'Helmholtz

Comme cela a été signalé dans I ' introduction de ce

paragraphelll.2,le calcul de la dissipation passe par celui de la dérivée

temporelle de l'énergie interne qui se ramène ici à l'énergie libre

d'Helmholtz. De la dérivation particulaire d'une intégrale de volume

contenant des surfaces de discontinuité E et de la définition de l'énergie

d'Helmhottz (Itr.70) on a, à nouveau :
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où wgt est

[za] est le

surface E.
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la vitesse de propagation €t ns sa nonnale de
saut de la densité volumique de l'énergie au

la surface E.
travers de la

à

[e]=Ê+-r

lul= uf - u-

\

FigILî : Saut de la dcnsité volutniqæ dc l'énergie libre

d'Helmholtz au travers dc la surface E.

La première intégrale se transforme en :

f  àw ? |  '
I =(r)ov = | a(r)dv = | oi3(r)(e1i(')- ef t ' l)av
Juâ, Jv Jv

(II I .89),

du fait de la symétrie des compliances élastiques Cijfr et des équations

(III.7l) et (IIr.72).

Sous l'hypothèse de l'élasticité uniforme, le saut [za] peut être

exprimé [BPB91] par :

soit

r*t=i("i('î -'i. )- o[('; -'i- ))

t t=à(('l -eg.).uo('il -'h)

-(',, - ef- ).,,o('" 
-"*,- 

))

(III.90),

(rrr.91).

Par les symétries du tenseur d'élasticité C, on peut écrire que :

t+
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La dênvêe temporelle de l'énergie libre d'Helmholtz d'un volume

contenant des surfaces de discontinuité s'écrit donc sous la forme :

ï,t=i("; * ou )[',i - 'i ]

* = 
[ uoil 

(r)(ei1 (r) - rl 1ry)av

- 
Jr;("fr t,) 

* o; (,))[ei, (,) - el (r)]wonodS

I
Pe*r = 

| ftrtAS
.rS

Soit à partir de oiinS = Ti GII.95):

fPext = 
J rotrnrotut

1n.2.3 - Puissance des efforts extérieurs

En I'absence de forces volumiques (f1 = 0)' la puissance des efforts

extérieurs (surfaciques uniquement) Ti sur S s'écrit pour un champ de

vitesse z4 :

(rrr.e2).

(rrr.e3).

(rrr.e4).

(rrr.e6).

Iæ théorème de la divergence appliqué à une intégrale surfacique

enveloppant un volume V contenant des surfaces de discontinuité E,

transforme l'équation (Itr.96) en :

Pext = 
Ju {o,,,' ),, ou . 

Ir["un3,1 ]as (rrr.97).

Or, aux interfaces de discontinuité, les équations d'équilibre (III.2)

et de compatibilité (m.1) entraînent les relations suivantes :
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loiini]=oiln: -ofni =o
et

[ui ]=uf -ui  =0

(II I .98),

(rrr.ee).

Des équations (III.98) et (III.l00) ainsi que de l'équation
d'équilibre (trI.2), la puissance des efforts extérieurs (III.97) devient :

f l ' r ' r
Pe*t = | olizi,idv- | oijnjlui,rnrJwonodS (Ii l.101).

r rv  or t

Or, oi,j=è11 +ô1i, et du fait que le double produit d'un tenseur

symétrique o1i et d'un tenseur antisymétrique ô1i est nul, il reste :

f f r r
Pext = 

| o11e11dv- I oi jnj[ul3JnswonodS (I i l .102).
rtv al 2,

La discontinuité admissible du gradient du déplacement au travers
d'une interface doit être de la forme [H61, W67] :

[ut , : ] -ur* ; -u l r=l in j

Ces conditions d'interface parfaite devant êhe maintenues au cours
du déplacement des surfaces E, on obtient les relations d'Hadamard
(cf Annexe A) liant les vitesses matérielles u{ à la vitesse de propagation

w et à la normale n des interfaces :

[ r i ]=- [u , , jn j ] *o to
(m.100).

(II I .103),

où l, est un vecteur arbitraire, fonction de l'interface. De l'équation
(m.103), on peut expliciter le terme de la deuxième intégrale (Itr.102) :

oi jnj[ut,* ]n* 
= ol ini],1nknk
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or nlns = I et on a sur la surface E, oiini = 
à("îr5 

+oÛni), ,,

qui donne :

o,jnj[u,,*]n* =i("1 *o11)^,n, (Ir.1o5),

soit

o,jnj[u;*]n* =i(r;  *oi j) [u,, , ]  tm.106).

A cause de la symétrie du tenseur de contrainte, le saut du gradient

de déplacement lui,jJ peut être remplacé par le saut du tenseur de

déformation [eij]. On obtient finalement pour la puissance des efforts

extérieurs la forme suivante :

pext = 
fuo,,rudv 

- 
Jr;(.1 

* oij )[e11]wonoas GII.r07).

In .2.4 - Dissipation intrinsèque

Il reste maintenant à déterminer la dissipation donnée par :

D =p"*t -ù (III .69),

à partir des équations déterminant la puissance des efforts extérieurs

(trI.107) et la dérivée remporelle de l'énergie d'Helmholtz (III.93) sous la

forme :

, = | oi1(r)el (r)dv - 
[ l('il (,) + os r,))[ef (r)]wonodS

Jv Jz ' '  -
(rr. r08).

Comme pour tout processus de dissipation [M92, PS93], l'équation

(III.108) ne fait apparaître que des mécanismes inélastiques qui sont, dans

ce problème :

- la vitesse de déformation plastique volumique ef (r),
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- le mouvement propre des surfaces de discontinuité won'.

Les forces thennodynamiques correspondantes à la vitesse de
déformation plastique sont les contraintes de Cauchy oij et le terme

{-i("t(r)+o1t'))[ef 
(t)]] apparaissant sous la forme d'un tenseur

moment énergétique représente la force motrice du mouvement propre
des surfaces de discontinuité E.

Cette description déjà simplifiée et globalisée par rapport au

mouvement réel des dislocations prises individuellement reste encore

complexe à mettre en oeuvre pour une microstructure quelconque. Dans

le prochain paragraphe, on tire profit du fait que la microstructure

cellulaire peut être représentée raisonnablement par une description

fondée sur des morphologies d'inclusions plastiques, pour simplifier
(rr.l08).

III.3 - Application au cas des cellules de dislocations

In.3.1 -

eP(r)

FigJII.T : Représentation schémati.quc.de.!a.déformartonplastique enprësence de
ce llul e s dc di sl oc atio ns

Si on part de I'idée que la déformation plastique est importante à

I'intérieur des cellules de dislocations du fait de leur grande mobilité et
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par voie de conséquence faible dans les parois, on peut représenter le

champ ep(r) par un champ uniforme par morceaux (cf. figure III.7).

Cette partition du volume V d'un grain en deux parties yS

(S = Soft - molle) et VH (H = Hard - dure) simplifie le champ eP(r) et
entraîne pour une variable macroscopique gvt décite comme une moyenne

volumique de msur V :

u =! I 'dvvJv

une forme simplifiée :

(II I .109),

(m.110),

( [ I . l t  l ) ,

'=+sJ*
soit

M = rms + (1- f)*H

zdv+19 t 'dv"p'  'vvHJv"

vs
où f = 

i 
est la fraction volumique des cellules de dislocations, et

VH
(l - f) = 

? 
celle des parois. La moyenne volumique par phase de la

variable concernée s'écrit :

( [r .112).

Cette représentation des variables macroscopiques comme la

contrainte, la déformation totale ou la déformation plastique, implique

également une modification de la relation (trI.83) sur les contraintes
internes o' :

fo 's +(1-f)o 'UH =O ( i l r .1 l3).

Une autre hypothèse sur la structure cellulaire de dislocations sera

utile pour décrire les frontières E. En effet, pour pouvoir modéliser
l'évolution des formes et des orientations des cellules, on est amené à

*Q =+J""ndv où q=H's
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choisir une forme géométrique simple colrespondant à une forme
ellipsoidale. Dans ce cas, les paramètres de morphologie se réduisent aux
demi-axes de I'ellipsoïde pour la forme et à trois angles d'Euler
définissant I'orientation du repère propre de l'ellipsoïde par rapport au
repère du cristal (cf. figure Itr.8).

î1,à2,a3 = demi-axes 0;1,U'2,03 = angles d'Euler

4= repère du cristal

{û = repere de I'ellipsoïde

Pour tenir compte des aspects topologiques associés au fait que les
dislocations sont mobiles à I'intérieur des cellules et sont stockées dans les
parois, il est judicieux d'utiliser une représentation de la microstructure
par un motif d'inclusion enrobée (cf. figure m.9).

gts

gtH

vH

FiglIL9 : Motif d'une cellule dc dislocations.

Une cellule est donc repÉsentée par deux ellipsoïdes homothétiques
et concentriques appelées "inclusion composite" de volume vI. Le volume
V constitu ê de Nmotifs est tel que :

Fig II L8 : Description ellipsoïdale.
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vH et vS désignent le volume des zones H et S pour une cellule. On
a la relation évidente :
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â&I=v=t((nH*ut)

î&I â&H . â&s
- T - -

VVV

. â&s vs us
r  = - = -  = -^- 

V v 
-vI

(1-f)=+=+=Ë

et on suppose que la proportion de phase H est la même dans le grain que

dans I'inclusion composite. On a donc :

(II I .1 14).

(m.115),

( [ I .1 l6) ,

([r .1 l7).

Les interactions entre inclusions composites sont décrites en
plongeant celles-ci dans une matrice déformée plastiquement par Ep si
bien que la topologie élémentaire à résoudre correspond à la figure
(III.10).

+ooo

FigIII.l0 : Modèle de la microsttucture cellulaire.

Cette représentation implique, pour les problèmes d'évolution qu'il

n'y a pas de cÉation de nouveau motif (t = 0) et que par conséquent :

ù I  =0

car V=0 parhypothèse.

@
E

q
Ep

P84
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Finalement, les variables décrivant la microstructure et le champ
eP(r) sont :

- la déformation plastique eps à I'intérieur des cellules,
- la déformation plastique epH pour les parois,
- la fraction volumique f des cellules,
- la morphologie de I'inclusion interne représentée soit par les

variables à!, à2, â3, Gtl, a2, a3 soit par un tenseur A1i décrivant

I'ellipsoide interne par l'équation classique :

Alixixi = I

m3.2 - Calcul de la dissipation

Dans ce paragraphe, on calcule la dissipation par unité de volume
pour le problème simplifié décrit dans la figure (m.11).

sPH

gts

([r .1 19).

De la Dissipation provenant :

- de la déformation plastique des 2 "phases"
- du mouvement des deux interfaces El et EI,

ona:
D 1f  . . .n . \ .

i 
= V l-.o,:(')Ëil(r)dvJV

-# 
I ,, 

(oî' (,) + o[I (r))[el (')]'*lnfas

-X 
[=, ('i' (r) + oul (,))['l1,1]'*f nlas

t J I r '

p65
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ot' Ief 1r1]I ,t [rf tr)]t représentent respectivement le de la déformation.

plastique aux interfaces El et EI.

La dérivée de la déformation plastique peut se définir pour un
matériau biphasé de la manière suivante :

(Irr.121).

Sous ces hypothèses, la première intégrale /l de l'équation (Itr.120)

se réécrit :

|  -r( 
?

' - 
,r['l'J"roi1(r)dv *é1" 

J""ou(r)dv) 
Grr'rzz)'

On trouve les moyennes volumiques de contrainte oH et oS dans
chaque phase. Cette intégrale 11 prend donc la forme suivante :

rr = rèls oi * (r - r)efH ofr (rrr.123).

Pour les deux intégrales de surface 12 et t3 de l'équation (III.I20),

I'utilisation des opérateurs interfaciaux (cf. paragraphe III.1.3) permet de
définir la contrainte o+ d'un bord de la surface I à partir de la contrainte
o- de I'autre coté de I'interface E, et du saut de la déformation plastique

[eP] sur I :

oil = ou - (tuo - cilnur?rnnu ).o* [ti, ] GII.124),

avec I'opérateur interfacial e défini par la relation (m.60).

Un agrandissement de I'inclusion composite sur les deux surfaces
de discontinuité permet de détailler les contraintes interfaciales
(cf .f igure III .12).

Jro(r)-èPs,reVs
Leo(t)=sPH,revH
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pl

FigJILl2 : Agrandissement sur les interfaces 21 et E

Du fait que le saut de déformation plastique [ep] I est uniforme sur
la surface de discontinuité El, on peut développer l'rntêgrale P :

pI

(rtr.125).

Avec I'hypothèse de contrainte uniforme dans I'inclusion interne,
o -l est égale à la contrainte moyenne oS dans ce volume vS déterminé
dans le paragraphe III.1.2 par la relation (tII.56). Cette contrainte os
s'écrit, avec la déformation plastique macroscopique EP décrite par
l'équation (III.11l) :

12 = -# 
! r,(oî' 

*';' )['l]' *|n;as

oi: = 2ij - (t - f )cij" (Io,n - sh,, )orl-
où

^rL=ro,ri,-effi

Pour la contrainte o+1, la relation (III.63) utilisant
iruerfacial QJ permet d'obtenir :

(III.t26),

(rr. r 27).

I'opérateur

oî' - o;' -e,l*,['ft]t (rl.r28),

où le saut de déformation plastique est é,gale sur la surface El :

[",*]t ='lf -'o# =rf$ -el; - -arL

ffi*%Th%oiirn*i

PE7
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L'intégrale P s'écnt donc :

# I ,'oifn*!"las
(rrr.l30).

La première intégrale de surface de l'équation (III.130) décrit
l'évolution du volume vS enveloppé par la surface fermée El. La
définition (m.65) et la résolution (4.18) d'une intégrale I prêcisée dans
I'annexe A :

I
1 = 

Juu 
tî*"o,""*[n[ov

r = slln-vB -siioroouFÀoo

donnent I'intégrale 72 pour un matériau biphasé :

( I I I . l3 l ) ,

(III. t 32),

1&s

(rrr. l33).

(II I .134),

(IrI.1 35),

Une démarche similaire pour I'intégrale l3 est suivie :

12 = oljaef I * |arfc,i,- (I,"n - sl,kr )orl,

* | arf c,ir- s2*"n* Â *æil S

13 = -# 
I r,(oi' 

* ";' )['l]'*|";as
ou

ol' = ou' - -qlo l'il ]'
et

['o*, ]t = tL -effi = t('l$ -effi ) = t*L

avec I'hypothèse d'uniformité de [en]I sur la surface EI.

PE6
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L'intégrale F s'écrit alors :

(rrr.137).

Contrairement à la relation (trI.130), ici o -I n'est pas unifonne sur
la surface II. Une dérivation de la moyenne volumique des contraintes
oH du domaine vH permet de connaître la première intégrale 11 6"

l'équation (m.137) en termes de matériau biphasé à structure ellipsoïdale.

o1i(r)dV et sa dérivation donne :

q=J""
Or, le volume vH possède comme la surface extéri.utt ânH, les

surfaces de discontinuité El et 5I (de normale nl et nI respectivement à
El et 2I (cf. figure III.13)), et la contrainte est égale à o+l et o-I
respectivement sur El et EI. La première intégrale de (trI.138) décrit la
moyenne volumique de la dérivée de contrainte oH du volume vH.

FigIII.I3 : Description des contraintes sur le votume vll

/3 = -rÂ'i +Jr, ou'*lnlas

+r2aef aeil # Jr, eilu*L,,las

soit vHo,Ï = 
J""

. .H .Ht  
" i j

I
ôi1 (r)dv * 

J ,u" 
o13 (r)wonodS (I[.138).

= n"cfi * Jr,oflwlnl* 
- 
J . ol'*!"!as

(rrr. I 39).
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D'autre part, le membre de gauche de (III.139) est égal à :

n"of; = n"of +tHofr GII.l4o).

En regroupant les équations (trI.139) et (trI.140), il reste que
I'intégrale -71 est égale à :

oft*l"las GrI.t4l).

(trI.132), I'intégrale Yl

,' = 
I rr-oul*[nlds 

= ùHof . 
Jr,

En reprenant les conditions (III.128) à

devient :

Des hypothèses (trI.114) à (III.1I8), on déduit que ÛH =-ÛS à
condition que le nombre Nde cellules dans le volume V et le volume V

n'évoluent pas. Des définitions des contraintes dans chaque phase S et H,

la différence de ces contraintes oS et oH est égale à :

vr = oftH + ol,ts + cij.n (t,*" - sl"kr )atgts
+c1i,,,nsfu*ooÂ*æftus

"lj 
- of = -cijn (to'n - sh,,'" )otl'

De ces remarques, il reste de 1l ,

JI = cij.nst"**Â*Âeftvs

Gn.r42).

(rrr.143).

(Itr. r44).

La deuxième intégrale l2 de la relation (m.l37) se résolve de

manière identique à la deuxième intégrale de l'équation (trI.l30), sauf
que la surface El et le volume vS sont remplacés par EI et vI. Du fait que

les ellipsoides I et I sont homothétiques et concentriques, les tenseurs Sl

et 52 sont identiques. La condition (III.118) entraîne donc pour
I'intégrale !2 :
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J' = I, c,l1n*1"!as = cij-nS2,*n*Âpont

J t t  
r J N  q  e

Des résultats de yl (trI.144) et de 12 (III.145),
(m.137) devient :

/3 = -faei 
$.u''nst oo*Â*aeft

+r2aef S.11,orst **À oqarl,

?=t l'"i *(r-r)efHof

*f,r o- r )æf c i:,"n sf,*oo À * ̂ rl,

Iæs hypothèses (m.114) à (III.117) et les résolutions des intégrales
7r (III.123), 12 (III.l33) et 13 (III.146) pennettent de définir la

dissipation par unité de volume dans le cas d'un matériau biphasé à

structure ellipsoïdale évolutive :

*f 
{>iiari 

- 
l(t 

- 2r)^elc,j-n (t,*o - sl""kr )orir }
(II I .147).

Dans le paragraphe suivant, après un cas particulier, on
commentera cette équation (Itr. 147).

m.3.3 - Cas particulier - Discussion

a) cas particulier

Si on se restreint à une évolution homothétique des ellipsoïdes
modélisant les cellules de dislocations, alors des variables décrivent la
morphologie (fraction volumique f et le tenseur Aij), seule la fraction

volumique f évolue. Car l'évolution homothétique n'entraîne qu'un

Cfrapitn III - Dénarcfu, tfurmomirronéconiqw

(rrr.145).

I'intégrale 73

(rrr. r46).
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changement de volume des phases et non une modification de forme ou
d'orientation. La conséquence est que :

Sl""kl =0 ou St*rpq =0

Dans ce cas, la dissipation (Itr.147) devient :

î=t l'oi *(r-r)efHof

(rrr.148).

(rtr.149).

b) Discussion

I-es démarches thermodynamiques [R71, LC78, H86, M92, S90b]
expriment la dissipation sous la forme générale :

*f{>iilri - ;(t 
- 2r)^Êlc,j,* (t,*o - sl"kr )o'ir }

? 
= t, (t* 'x: )xt (II I .150),

où Fi décrit la force thermodynamique motrice de la variable interne X1

et dépend de la variable de contrôle , ici la contraintes macroscopiques
Ep, et des variables internes Xi. Pour le modèle simplifié représentant la

microstructure cellulaire de dislocations à I'intérieur des grains du
polycristal, on déduit de la dissipation (III.l47) les variables internes
suivantes:

- les déformations plastiques de chaque phase sPs, gPH,
- la fraction volumique des cellules f,
- les paramètres de I'ellipsoïde âi, cti.

De cette relation (III.I47), on retrouve les forces motrices
classiques liées aux déformations plastiques à une fraction volumique près
: les contraintes moyennes de chaque phase 6cr (a=S,H). On obtient
également deux nouvelles forces motrices, I'une pour la fraction

p92



Cfrapittz III - Détrurclæ tfumomicrnÉconigu

volumique et I'autre pour les paramètres de I'ellipsoide. Ces forces
motrices s'écrivent :

FrU = fo!

F.il" =(l-f)of

Fr = rijÂef - Trt-2r)æfciio (l** - sh"" )*i-

Fo* =Irrt- f )aef ci:nsfu.n*arl,
(ru.1s1).

III.4 - Modèle biphasé - Calcul "direct"

Dans ce paragraphe, l'équation (III.147) est vérifiée à I'aide d'un
calcul "direct". Ce calcul reprend la démarche thermodynamique, mais
appliquée au matériau biphasé. Autrement dit, on détermine l'énergie
libre d'Helmholtz t0 pour ce cas, puis on calcule sa dérivée. Et la

dissipation est obtenue en soustrayant à la puissance des efforts extérieurs
cette dérivée.

m.4.1 - Energie libre d'Helmholtz et sa dérivée

De l'équation (trI.87) et de I'hypothèse d'un matériau biphasé, seule
I'intégrale de l'énergie libre 'n) se modifie en :

1f
i J uoî1 

(r)ef (r)dv = 
; J", 

of (r)efs av

4J""oi1(r)efHav

car sur vs eP(r) = gPs et sur vH eP(r) = gPH.

(Itr.152),

Par la propriété de moyenne volumique sur chaque phase définie en
(m.112), et par unité de volume, on trouve pour (trI.152) :
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+ t .oî1(r)ef (r)dv = 
|ro',fr;s + |tr 

- r)ouHefH
2v J v z rr rr z '  

(m.r53).

Dans l'équation (m.153), il reste à expliciter la contrainte interne

o'S dans les cellules. La généralisation par Krôner [K61] de la solution

d'Eshelby tE57l du problème d'inclusion au cas où la matrice a subi une

déformation plastique uniforme, développée dans le paragraphe III.1.2,
permet d'obtenir la relation des contraintes internes suivante :

oijt = cijn (to" - sh,"" Xtn 
- tn ) ([r. r54).

Selon la relation (Itr.lll) appliquée à la déformation plastique Ep

macroscopique, on trouve pour o'S :

o,jt = -(r -f)cilr(to,o" - sh,o"Xrt* -effi 
),t. lss).

On peut maintenant exprimer l'énergie libre d'Helmholtz par unité

de volume, en fonction des variables de plasticité dans chaque phase (ePS,

ePH ) et des variables de morphologie de la microstructure cellulaire à

travers la fraction volumique f et le tenseur d'Eshelby Sl Pour la forme

et d'orientation des cellules et la variable macroscopique, la déformation
totale imposée E :

#(r,'o',ePH,r,A) 
= i(tu 

- El).uo(t" - Efr )
*f,rO- r{'l' -'1" ).,,o (to,-, - sh* (A)X'|"i

avec Ef -fefs +(l-f)ri l".

Dans cette relation
dépendantes du temps :

- la variable pilote
frontière E

([I.156), cinq types de variables sont

-'iil )
(III.156),

c'est-à-dire la déformation appliquée à la
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donne :

- les déformations plastiques dans chaque phase sps, gpn
- les variables de morphologie des celules r et e..

(à travers le renseur d'Eshelby itj--- 
' -' "tJ

La dérivation de l'équation (trI.156) avec :

Ef =refis +(l-r)éfH +faefi
el =ef;s -sPH

Æl =efis -gPu

#(t,rot ,rPH,r,o)= EuËû - EijEl

- 
*, u- r) ̂€lc,in S?r-npo Â* æfl,

.ir, - 2r)tef,c'1p (rp,"n-sh"")*1,

*|r o- r)^el {.uo (,o-" - st," )
+c-nu(r",, -sflr)]*n

(Itr.157),

([r.1s8),

De la définition du tenseur d'Esherby sl donnée dans lannexe B, on
peut écrire la relation suivante :

s]1p = 
i(trj,,," * lt," )"''* (rtr.ls9).

cru,,iqï,'ËiJî:iï,ti:'::,*.I;i:;f ',ff 
ïîil:iîJ:'cons'fan'[es

= t.uo (,o,',, - slr* ) *.-,o (t*, - rh)] Grr.r60),
soit 

ro = 
tatjrn + c11pTfi*c*,,'n + cmnU * c,onulfioocoe,:]

Gn.ror).
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Si on développe les sommations des doubles produits contractés
C:TI:C, on peut démontrer que :

c,:oTlr*cpqr* = C*nnTirpqCpq,j (rrr.162).

Donc f s'écrit à partir de la définition (m.159)

T = 2ciiy1(t"-" - sl*" ) (rrr. t 63).

Avec les contraintes moyennes définies dans chaque phase par :

oi = >U - (l - f)C11n (to*"
et

- sh"" )orL (m.164),

of = p,j * fci;n (ro,,.,, - sh_ )orl, Grr.l6s),

la dérivée de l'énergie d'Helmholtz par unité de volume devient alors :

#(t,rot,ePH,f,o) = E,iEt - fofePs - (t - r)of efH

-r{>':a, i:-}o- zr)aefci;p (r*u"" - sh"" )ori", }
- 
ïr r- r)aefl c,iu s?r-po Â * e *,n

(rrr.t66).

m.4.2 -

Pour calculer la puissance des efforts extérieurs dans le cas d,un
matériau biphasé, on reprend l,équation (Itr.94) :

Pe*t = 
[- f rios ([r.e4).

r rS

Iæs conditions aux limites :
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(III.95) Ti = olini et du théorème de la divergence,

zi = Eiixi

permettent d'écrire

D'exr  -  
I

JS

De l'équation
on obtient :

Cfrapiæ III . Dénnrdæ tfrimonicronéconiqw

T1ËlixidS

(III.167),

(rx.l68).

Pext = tu 
J" 

(o,**: ),n ou

où Eii est uniforme et oik continu dans le volume V

(III.169),

L'équation d'équilibre (oik,k = 0) et la relation suivante

x;,k = ôik GII.I7O),

donnent avec la définition de la contrainte macroscopique :

Pe*t = Wr:>,i (rrr. l7l).

Finalement, dans le cas d'un matériau biphasé à structure
ellipsoïdale, la dissipation par unité de volume défini par (Itr.69) et à
partir des résultats de la dérivation de l'énergie d'Helmholtz (Itr.166) et
de la puissance des efforts extérieurs (m.lTlidevient :

D
f, = rel'oi *(r -r)efHof

*f{>i1ari - 
}fr 

- 2r)^silc,j,nn (r,*" - sL"H )ori,}
gn.r72).

cette demière reration (rrr.r72) est identique à r'équation (III.r47)
obtenue lors de I'application de la formule générale de la dissipation.
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III.5 - Conclusion

Dans ce chapitre, on a trouvé par deux démarches (cf. paragraphes
Itr'3 et m'4) la dissipation intrinsèque au cas d'une description simplifiée
par deux ellipsoides homothétiques et concentriques représentant la
microstructure cellulaire de dislocations. Cette dissipation nous a permis
de définir les forces thermodynamiques (cf. paragraphe trI.3.3). Dans
I'annexe A, on présente d'autres manières de déterminer ces mêmes
forces motrices.
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CHAPITRE IV :

Lois complémentaires et comportement global

Dans le chapitre précédent, une représentation simplifiée de la
microstructure cellulaire de dislocation a permis d'introduire des
variables internes décrivant cette microstructure et d'obtenir l'énergie
libre et la dissipation pour le volume V d'un grain. Afin de déduire la loi
de comportement global du grain, il reste à introduire les lois
d'évolutions de ces variables internes au travers des lois complémentaires.

En se limitant à Ia plasticité à froid, la forme des lois
complémentaires sera choisie du type indépendant du temps et à
température fixe. On se retrouve donc dans le cadre des matériaux
standards généralisés.

Dans le premier paragraphe, après I'introduction du glissement
plastique cristallographique dans la dissipation (III.l50), on rappelle la
démarche permettant d'obtenir la loi de comportement du grain sous
forme incrémentale. On analyse ensuite les forces critiques correspondant
aux différentes variables introduites. La dernière partie de ce chapitre
donne une tentative d'interpÉtation physique de ces forces critiques.

IV.l - Comportement global en élastoplasticité

fV.1.l - Introduction du glissement plastique cristallographique

Avant d'obtenir la loi de comportement global du grain à partir des
lois d'évolution des variables internes, on introduit le glissement plastique
cristallographique qui exprime que la vitesse de déformation plastique ËP
dans les phases S et H est obtenue par un glissement plastique
cristallographique.
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En supposant que I'orientation cristallographique est préservée dans
chaque grain, les zones molles (S) et dures (H) possèdent le même tenseur
de SchmiAt nf défini pour le système de glissemenr g par :rJ

(ry.1).

Cette conséquence se traduit sur les déformations plastiques dans
chaque phase par les relations suivantes :

*f, = j(,n,", *,nir,1)g

él' = Rfiig

el" = Rf,i,fi

où t est l'évolution du glissement dans chaque "phase".

Du fait des équations GV.2) et (rv.3), la dissipation par unité de
volume (III.147) dans le cas d'un matériau biphasé à structure
ellipsoïdale, devient :

Ç = r"f nf,tg * (r - r)of Rf,tf{ * f{>1nfirrg

-)o-2r)Rf,^ysc,jn(t**" -sh,"")*â,or,) GV.4),
I+ i rtr 

- r)n$ayscijos?r,** À* n fu ayfr
où

Ây8 = y6 - rfr Gv.5).

I-es forces thermodynamiques se déduisent de la relation (w.4)
s'écrivent maintenant :

ïg = rolnf,

- rRi {ru 
- 
io 

-r)c11n (to,* - sh,", )*f,oro }

(IV.2),

(IV.3),
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\f, = (t - r)of n$

= (r - rlnf, 
{ru * } rci:n (to,"
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- sh-, )*l-or, )

Fo* = 
*r rr- r)nfl aysc11psfi,r,n*R*nayo

(IV.7),

sij =rfi +Ef

(IV.8),

(rv.e).

( IV.10),

(rv.1l).

( IV. l2) ,

soit avec Ia définition de la déformation plastique macroscopique Ep pour
un matériau biphasé :

sij =Ei: *fefs +(r-f)efH

L'accroissement É ae E, provient alors :

- de la variation de la déformation élastique :

Eï: = cfrl>n

- de la variation de la déformation plastique à travers des
variables inrernes t$, tfi, f :

Fr = E,jRf,oyt -it - zrynflayrc,jo (to-" - sh"" )*l,or,

IV.l.2 - Comportement global

En ayant exprimé les forces thermodynamiques à partir de E,
considéré comme variable de contrôle et en fonction des variables
internes, la réponse macroscopique est alors la déformation totale :
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= *fit$ + (r - r)Rf,if{ + fnfiays

variable X de la

(rv.r3).

L'évolution de ces variables internes s'obtiendra à partir des lois
complémentaires développées dans la suite de ce chapitre et se Ésume au
système suivant :

X=(E,x ( IV.14).

relation (IV.14) englobe toutes les variables

)t

La
internes :

les amplitudes de glissement plastique dans chaque phase
Ts et  TH'
la fraction volumique des cellules de dislocations f,
I'orientation et la forme des cellules (a1 , à2, à3, dl, o"2, a3) à
travers le tenseur Aii.

Finalement, le comportement global élastoplastique donné par :

(IV. t 5),

où Liin est le module tangent dépendant des vâriables intemes Xi et de la
variable pilote X se déduit des équations (fv.l0 à IV.l4).

lV.2 Les forces critiques

En plasticité indépendante du temps, il est couramment défini un
domaine convexe décrit par une origine O et une valeur seuil. Ce convexe
est généralement appelé domaine élastique. En effet, lorsque la valeur
seuil n'est pas atteinte, seule la déformation élastique est présente. La
déformation irréversible, ici la plasticité, s'active quand la valeur de la
force motrice atteint la valeur seuil. Pour les variables internes Xi, ce
convexe s'applique sur les forces thermodynamiques motrices et on est
amené à définir des forces critiques dépendant des variables internes.

Ëu = Llltnin
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L'évolution des variables internes Xi se traduit de la manière
suivante :

Dans le demier cas (IV.18), la Ègle de cohérence décrite par :

n (I,X) = Fi ( x) ( IV. l  g) ,

permet d'obtenir la variation des variables internes Xi en fonction de la
variable pilote Ep.

En effet, les équations suivantes :

X; = O , i  I4(E'X)'Fi '(X) (a)
' 

I vE (>,x) (b)

Xi = o si {Fi(t ,") 
= rf  (x) (a)

'  
l. 4 (>,x)s o (b)

X; É o , i  {Fi(t,*) 
= rf (x) (a)

'  
t4(>,x) >o (b)

E (E, X) = 
r*,r,x)in . 

Ë,r,x)Xj

Ff (x)=fir"1*,

permettent de trouver le système défini précédemment
variables actives :

[#,,., 
- fr t',*r)*, = r*,lX)Ëu

soit, de manière formelle :

( IV. l6) ,

( IV. l7) ,

(rv.l8).

(IV.20),

( IV.2l) ,

(IV.14) pour les
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De ce système (IV.23), on déduit la loi de comportement du grain
(IV.15) en partant de la loi de comportement élastique (IV.l2) et de la
variation de déformation plastique (IV.l3) généralisée ici pour toutes les
variables intemes Xg :

CÉapitre I'V - I-ois conqti,menuires et conpofteîLent ghbat

Xi = Miril*l

Éft = ùrilX,

(rv.23).

(rv.24),

(rv.2s).

(IV.15) du grain

(rv.26).

expressions pour

où ML1 prend les valeurs notées dans le tableau (IV.l) pour chaque
variable X1.

Tableau N.I : valeurs de Ia matricr M[

On trouve donc :

Ëu = (.;,1 . 
"lirfu )ro

I-e module tangent L de la loi de comportement
est alors égal à :

L,in=(.;[-"|:tfu)-t

Il reste, autant que faire se peut, à expliciter les
les forces critiques.

IV.3 - Eléments de physique de la dissipation

Dans le paragraphe précédent IV.2, on a introduit les forces
critiques Ff dépendantes des variables internes Xi. Ici on propose les lois
complémentaires permettant de définir ces forces critiques et donc

Xi rg Tfr f ai cli

rurt ' r Rf,r (1- f )Rfl, Rfrl1s 0 0
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d'obtenir l'évolution des variables intemes. Ces lois sont conçues d'une
manière phénoménologique si on ne part pas de concepts
micromécaniques déduits des observations expérimentales à l'échelle des
dislocations. Dans le problème étudié ici, une théorie sur les dislocations
pennettra une définition des forces critiques moins phénoménologique.
Cette théorie est développée dans la thèse d'I. Régnier. Dans ce
Paragraphe, on abordera seulement les aspects connus de ces forces
critiques pour chaque variable interne X1. Dans un premier temps,
l'écrouissage par déformation plastique sera développé et sera suivi par
une analyse de l'évolution des variables de microstmcture.

tv.3.l - Ecrouissage par déformation plastique (variables TS et TIr)

Ici, on rappelle les concepts classiques d'écrouissage latent et
d'auto-écrouissage que I'on étend au cas de l'écrouissage non local [M94,
Fgsl.

a) Ecrouissage latent et auto-écrouissage

La formulation suivante en tout point r :

t f  (r) =Hsh ( ') i f t  ( .) (rv.27),

est un moyen simple et classique de décrire l'évolution des taux de cission

critique sur les systèmes g, ng(r), en fonction des vitesses de glissement

fft(t) sur les systèmes actifs h. La matrice H de cette relation (IV.27) est
généralement appelée matrice d'écrouissage. Franciosi tF84l a traduit
cette matrice H de manière phénoménologique, plus ou moins sous une
forme simplifiée, par la description des phénomènes de mouvement et de
stockage (en moyenne) des dislocations dans les plans de glissement.

Pour un monocristal du type CFC, dont les systèmes de glissement
sont du type {lll} <ll0> (soit 12 systèmes), Franciosi et al. [FBZ80]
définissent la matrice d'écrouissage par deux paramètres déterminant les
interactions fortes et faibles entre les systèmes de glissement. I-€ terme Hl
(des faibles interactions) décrit I'auto-écrouissage, autrement dit
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I'influence du glissement yB sur la cission critique du système g. Ce terme
H I correspond à la pente du stade 2 d'un essai de traction sur le
monocristal. Iæ paramètre 112 (fortes interactions) décrit l'écrouissage
latent. On peut définir l'écrouissage latent par I'influence des systèmes
actifs g sur la cission critique des systèmes de glissement non actifs, mais
pouvant s'activer pour un autre type d'essai de chargement.

Des études identiques ont été effectuées pour les métaux cristallins
du type CC [F83, F84]. Par rapport aux systèmes CFC, le choix des
systèmes de glissement cristallographique repÉsentant les mécanismes de
déformation plastique selon la température et la pureté du métal est moins
net. En effet, il est généralement accepté que les mécanismes de
glissement des métaux CC sont décrits par les directions <11l> et par
deux familles de plans {110} et {112} (soit 24 systèmes), mais parfois
dans de rares cas, on rajoute la famille de plan ll23) tl93l. D'après
Franciosi tF83l, oo peut reprendre la définition de la matrice
d'écrouissage H sous la forme de deux paramètrcs d'interactions fortes H2
et faibles Hl.

On peut résumer de la manière suivante la répartition des deux
paramètres Hl et H2 dans la matrice d'écrouissage Heâ(r) :

Hsà (r )  = Hl (IV.28),

si les deux systèmes g et h ont le même plan (systèmes coplanaires) ou la
même direction (systèmes colinéaires) de glissement, ou si les directions
de glissement des deux systèmes sont perpendiculaires. Pour les autres
cas, on admet :

Hsà (r)  =H2 (rv.2e).

La valeur initiale t! at h cission critique correspond au frottement

des dislocations avec le Éseau cristallin. Ce paramètre r! peut facilement
s'obtenir par I'analyse de la courbe de traction du polycristal, si on
suppose que tous les systèmes de glissement ont la même valeur initiale.
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b) Ecrouissage non local

La formulation (IY.27) définissant l'évolution de taux de cission
critique est suffisante quand on considère le grain du polycristal comme
un milieu homogène [LB89, LKB90, L93, LBRM95]. Mais cette relation
ne suffit pas à décrire le durcissement des parois des cellules de
dislocations par le mouvement de dislocations dans les cellules. En effet,
il faudrait dans l'équation (IV.27) tenir compte dans l'évolution des taux
de cission critique en un point r, du glissement plastique en un point r',
d'où I'introduction de I'aspect non-local de l'écrouissage [MKB93, M94,
MKB93, MLBK94, F95].

En conservant toutefois le glissement cristallographique comme
mécanisme élémentaire de la déformation plastique, la formulation
(IV.27) devient :

Hsâ (r, ,) ih(r,)dV, (IV.30),

où V est le volume du cristallite considéré, et H est la matrice
d'écrouissage non local. Cette relation (IV.30) conserve la notion
d'écrouissage latent et d'auto-écrouissage définis dans le paragraphe
précédent (IV.3.1.a).

En effet, on retrouve l'équation (IV.27) à I'aide des propriétés de la
distribution de Dirac ô et de la définition suivante :

H8ft (r, r,) - Hsh (r)ô(r - r,) (rv.31).

Cette formulation (IV.30) non locale s'adapte facilement dans le
principe à la microstructurc cellulaire des dislocations. I-e mouvement de
dislocations à I'intérieur des cellules est décrit par le glissement (r'). I-e
stockage de ces dislocations dans les parois entraînant le durcissement de
ces parois est traduit par la variation de la cission critique au point r.
L'obtention d'une forme gênérale de matrice H dépendante de I'histoire
du matériau et de la microstructure cellulaire des dislocations est difficile
du fait des connaissances imparfaites du comportement individuel ou

tf (r) = 
J,
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collectif des dislocations. L'approximation biphasée de la structure
cellulaire [MLBK94] permet de contoumer ceffe difficulté.

c) Approximation biphasée de la structure cellulaire

On reprend ici la description de la microstructure "cellulaire des
dislocations par un modèle composite biphasé défini dans le
paragraphe (III.3.I). Ce modèle représente I'intérieur des cellules à
faible densité de dislocations par une phase molle et les parois des cellules
à forte densité de dislocations par une phase dure [M88, M94].

L'évolution spatiale des cissions critiques associées à une structure
cellulaire de dislocations montre de forts gradients.

FigJV.l : Desciptionbiphasée dc la structure cellulaire dc dislocations
(variation dc c le long d'rn vectew *,1

La figure IV.l décrit la représentation de ces forts gradients
induisant l'hypothèse d'uniformité par morceaux pour évaluer les effets
caractéristiques de la structure cellulaire. On remplace ainsi i(r) et n(r)
par leur valeur moyenne dans chaque phase :

fs (r)dv=+J""i8 (') = tf,
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Dans cette description de composite biphasé, la formulation non
locale de l'évolution des taux de cission critique (IV.30) devient dans
chaque phase :

it o =# j", Ju "'o 
(,,,'wh(r')dv'dv (rv.34).

Et I'introduction de l'équation (IV.32) dans (IV.34), permer
d'écrire :

Cfropitre I'V - Iâis conpbrunuiru ct corryortcttænt fu6at

tf (r)=ifo =#Jr"tf (r)ov

avec CI, = H ou S.

nfs=H$3t3*H$frtf,

i,fH =HffrtS +Hffitfr

H*h = # jr" Juu "'o 
(r, r')dV'dv

(IV.33),

(IV.36),

(IV.37),

i5o

(rv.35);

Finalement pour chaque phase (c = H,S) le taux de cission critique
est égal à :

= #[iu" fu' Hsh (r"'rv'av]t3

. #[lu" Ju" H8" (r' 
")dv'dv]rfi

avec les définitions des matrices d'interaction Hap (a,F = H,S) suivantes :
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Il reste maintenant à relier ces matrices d'interaction Hsp entre les
phases avec différents paramètres physiques. Ce lien se fonde sur des
concepts de dislocations, notarnment sur des phénomènes de stockage et
d'annihilation des dislocations dans les parois [MKB92, EM79]. Les
quatre relations suivantes définissent ces matrices d'interaction en
fonction de paramètres de dislocations dans le cas du glissement multiple

lMe4l :

H* = 
a5f,tg 

- va(e)'PL^fi'J )

Hffi = - ^ou' ̂, v.1ryo{re[l]f'ËH -'8fi

Hg!=#u4)n
'cs 'cs

HSf, = o

ici les indices entre parenthèses ne sont pas sommés.

(IV.39),

(IV.40),

( IV.41),

(rv.42),

b:

[ r :
LE

désigne le module du vecteur de burgers.
représente le module de cisaillement du matériau.

: est le libre parcours moyen des dislocations dans les
cellules sur le système g.

tll r définit la cission critique initiale dans la phase o, (c=H, S)

avant plastification sur le système g.
a@)n: est la matrice décrivant I'anisotropie des interactions entre

les systèmes de glissement et est définie sur les concepts
d'écrouissage latent et d'auto-écrouissage [FBZ80].

pL t décrit la densité de dislocations dans la phase a (a=H, S)

sur le système g.
y : détermine la distance caractéristique d'annihilation des

dislocations.
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Affi: traduit I'influence locale du système h sur I'annihilation

des dislocations appartenant au système g de la zone H.
A* : désigne I'aspect non local de I'annihilation des dislocations

de la zone H.

Les relations (IV.39) et (IV.40) sont déduites d'une part d'un
phénomène non local d'augmentation [PA84, NGH85] de densité de
dislocations dans la phase dure et d'autre part d'un phénomène local ou
non local d'annihilation des dislocations tM94l. Le phénomène
d'augmentation se fonde sur une description du dépôt de dislocations
produites et mobiles à I'intérieur des cellules dans les parois par
l'équation dans le cas de cellules fermées [M88] :

(IV.43),

^ *
où dpi{ désigne I'augmentation de densité de dislocations dans les

parois. Ce phénomène se fonde également sur la loi de Taylor :

t. = Pb1fr (IV.44),

généralisée au cas anisotrope conespondant au glissement multiple

"s" 
=t3t * pb\W (rv.4s).

Le phénomène d'annihilation des dislocations provient de la
généralisation d'une description scalaire [EM79] :

dpfr*=#rg

dp- = -?0, (IV.46),

à celle du glissement multiple et en tenant compte de I'origine des
dislocations produisant I'annihilation (soit des parois ifi, soit de la phase

molle i(l fr"re+l '
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dp (IV.47).

Les relations (IV.4l) et (IV.42) ont été choisie de manière
phénoménologique pour décrire la situation suivante :

- HSs, une valeur faible (constante ou saturante) traduit la faible
augrnentation de la densité de dislocations dans la phase molle S.

- HsH, une valeur nulle, décrit la non crédibilité des effets non
locaux de la phase dure H sur la phase molle S.

[V.3.2 - Evolution de Ia microstructure intragranulaire

La microstructure intragranulaire des dislocations correspond avant
tout pour les métaux cristallins à une structure cellulaire (cf. chapitre tr).
Cette structure définit deux zones. L'une possédant une faible densité de
dislocation représente I'intérieur des cellules et I'autre de forte densité de
dislocations correspond aux parois. La figure IV.2 schématise
grossièrement une cellule de dislocations formée par un glissement d'une
boucle de dislocations dans les cellules pour se bloquer dans les parois.

Fig N 2 : Cellule dc dislocatiora

Dans le chapitre III, on a simplifié le mouvement des parois
(wana) considérées conrme une surface de discontinuité non stationnaire,
par l'évolution des paramètres de forme (ai : demi-axes de I'ellipsoide) et
d'orientation (41 : angles d'Euler du repère de I'ellipsoide par rapport au
cristal) regroupés dans le tenseur Aij et dans la fraction volumique des
cellules f. Avant de rechercher les forces critiques sur f et A, il convient

fr- = -?of' (o[fl't( . off]fif' )
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d'analyser le côté "cinématique" de la force motrice c'est-à-dire l'effet de
la microstructure sur l'énergie libre (élastique) r/.

En effet les relations (tV.6 à IV.9) montrent clairement deux types
de couplages lorsqu'on analyse la contribution respective de la variable
pilote E et des contraintes intemes.

- I'e, chargement extérieur (E) agit sur TS,IH et f mais pas sur A.

- La force sur f provient du chargement extérieur E et des
contraintes internes regroupant la contribution de f, Ây et
sr(n).

- La force sur A ne fait intervenir que les variables internes I ^T
et s2(A).

On retrouve d'ailleurs ce résultat dans la relation liant la
déformation macroscopique EP aux variables internes où la contribution
de A n'apparaît pas (cf. tableau IV.l). Indépendament des forces critiques
sur A, ceci nous amène à analyser l'énergie interne en fonction des seules
variables internes contenues dans A.

a) Influence des paramètres de la microstructure sur I'énergie
interne

Pour le modèle simplifié des deux ellipsoïdes homothétiques et
concentriques et d'un matériau biphasé représentant la microstructure
cellulaire de dislocations, l'énergie élastique par unité de volume (énergie
libre d'Helmholtz) est définie par la relation (Itr.159) :

ie.gPs,gPH,t,o) = 
l(tu 

- El).,,o(to - Efr )
*f,ro- r{'l' -'f" ).u*, (ro," - sl*"(A))('A - 

"# )( I I I . l5g) ,

De cette équation (m.159), on remarque deux contributions, l'une
provenant des conditions appliquées à la frontière extérieure du volume
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étudié (le grain). L'autre obtenue à partir des contraintes internes sur
I'énergie élastique. Seule la deuxième contribution appelée énergie
élastique inteme ryll estétudiée dans la suite du paragrphe :

wr = 
irr- f)aefic,:u (ln - - sh"" 1ay)ael- (rv.48).

Pour permettre I'observation de l'influence des paramètres de la
microstructure sur cette énergie élastique interne ,y)r, on suppose que la
déformation plastique dans la cellule se réduit seulement à un système de
glissement plastique d'amplitude T, de direction mi et de normale ni de
plan de glissement. La déformation plastique dans les parois est supposée
nulle. Par conséquent, on obtient :

(IV.49),

et l'énergie élastique interne devient :

ryrr =ir1-r)y2Rijc13k1(r*1*n -sh""(e))n-" GV.so).

On simplifie également la forme de I'ellipsoide en prenant la forme
d'une pièce de monnaie ("penny-shape") (at=a2))a3), ce qui ramène
I'exemple à une description plane où seulement deux variables
morphologiques interviennent (cf Figure IV.3).

variables:

un angle :0
un rapport : a3la6l

f = repere de I'ellipsoïde

FigJV.3: Desciption plare de I'exemple

['f" = o

tori 
-rl, = j(-,n, +min1)y=Ri1r
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Par une méthode d'invariant [R95] permettant un découplement des
variables de forme (demi-axes) et des variables d'orientation de
I'ellipsoïde (angles) dans l'énergie élastique interne vy'l, on a obtenu les
trois courbes suivantes (cf. figure IV.4) (selon trois rapports a3lat) pour
un matériau isotrope (p=80 000MPa, v=0,3) de fraction volumique f des
cellules êgale à 0,8 et pour une amplitude de glissement T de lÙVo. Ces
courbes donnent l'énergie élastique interne u)l en fonction de I'angle 0
déterminant I'orientation du repère de I'ellipsoide avec le repère du
système de glissement (m1,n).

,y1l

83=â l

20
a{aç 0,1
aglaç g,g5

ay'at= 0,01

0 450 900 1350 1800
FigJV.4 : Cowbes dc l'énergie élastiquc interne obtenue tR95I

Lorsque la microstructure est "isotrope" (inclusions sphériques) on
retrouve évidemment une énergie indépendante de 0 mais d'un niveau
important. Par contre, si on laisse aux dislocations la possibilité de
s'organiser dans I'espace selon une configuration contrainte sous forme
d'ellipsoïde, on constate que certaines configurations sont favorables par
rapport à d'autres.

- Le, rapport de forme doit être le plus proche de 0.

- L'orientation de I'ellipsoïde correspond aux axes du système de
glissement, ce qui conforte I'idée que les parois sont reliées aux
systèmes de glissement actifs.

Cependant, cette analyse se complique dans le cas d'un glissement
multiple. La différence d'énergie entre les configurations extrêmes
est considérable, ce qui nous autorisera, dans un premier temps

40
(t0o 11

30

10
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(cf. chapitre V), à poser que la configuration morphologique sera celle
qui minimise l'énergie libre. De la figure IV.5, on remarque également
que les structures à faible énergie sont celles correspondant à une
structure dipolaire de dislocations ainsi que cela a été observé au MET.

(a )0=0o  (b )0=45"

FigJVS: Destiption dcs positbns des extrémunts
des courbes dc I'énergie élastique interne

(c) 0 = 90'

on constate que dans la relation (IV.50) la direction mi et la
normale ni du plan de glissement jouent le même rôle, d'où la
conséquence que les courbes (cf figure IV.4) possèdent une période de
90o et une symétrie par rapport à I'angle 0=45o.

b) Extension formelle au cas où la microstructure est contrainte

Dans la partie précédente, on a montré I'influence des paramètres
de morphologie sur l'énergie élastique. Même si l'énergie élastique joue
un rôle sans doute décisif sur la microstructure, on peut cependant penser
que les enchevêtrements des dislocations des parois permettant une
optimisation énergétique de la microstructure nécessite une force motrice
suffisante pour atteindre la force critique correspondants. On introduit
classiquement pour les variables internes décrivant la microstructure, la
formulation simple détinissant la force critique Frc comme le produit
d'une matrice d'interaction H et des variables internes Xi :

F.c =Ffo *HijXj
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De cette relation (IV.sl), on obtient l'évolution des forces critiques
sous la forme simple de :

La dérivée partieile
intemes égale à :

(rv.s2).

des forces critiques par rapport aux variables

Ë! = HtjX:

H="u (IV.53),

qui est introduite dans la relation (IV.22), permet de déterminer la loi de
comportement du grain (fV.25).

Il reste maintenant à exprimer cette matrice d'interaction Hij de
l'équation (IV.52) et la valeur initiale rfO des forces critiques Ff de h
relation (IV.51) de ces variables internes Xi de morphologie (fraction
volumique f, demi-axes a1 et angles d'orientation ai de I'ellipsoide). La
détermination de cette matrice H et de la force critique initiale Ffo n'est
pas abordée dans ce présent travail, mais définit le sujet de la thèse
d'I. Régnier qui explicitera ces paramètres par une démarche fondée sur
des concepts de dislocations.

Pour les résultats numériques de cette thèse, le premier paragraphe
du chapitre suivant v donne une première approche de manière
phénoménologique de cette matrice d'interaction pour certain type de
trajet de déformation.

IV.4 - Conclusion

comme on I'a vu dans ce chapitre, la détermination de la loi de
comportement global du cristal (Iv.25) à partir de la dissipation D
(m.150) dans le cas d'une représentation de la microstructure cellulaire
de dislocations, s'effectue par I'intermédiaire de forces critiques F1t pour
chacune des variables internes Xj. Les hypothèses du paragraphe IV.3
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permettent l'écriture de l'évolution des forces critiques d'une manière
simplifiée:

Ë.c = niji(: (IV.54),

où Xi définit l'évolution des variables internes Xi qui sont :

- les amplitudes de glissement de chaque phase $ et È),
- la fraction volumique des cellules (f),
- les paramètres de I'ellipsoïde (ai et aù.

t{ii décrit la matrice d'interaction ou d'écrouissage entre les
différentes variables intemes Xi. De la relation suivante :

tii
tii,
Ff
ryt
ri,

,'3alr*
Hilo ll t*ilo ll f
Hlo ll .,
H'àoJ[ ai

/sts
/iit
'rii
H'ls
/Jt

"rti "rij 
uij

"sH "sf  "sa
ilil, Hil, ,{il^
qru 4rrJ r,rrJ
" frf ''rf " fa
,{k e{'J t{':^
il'à, H'* '{U

(IV.55),

(IV.56),

(rv.s7).

on peut définir les différents types de matrice d'interaction i{

Comme on peut remarquer dans les forces thermodynamiques Fri

"t 
Ffi, sur les amplitudes de glissement TS et ït de chaque phase (IV.6 et

IV.7), ces dernières sont égales aux cissions résolues (tg et rg )
multipliées par la fraction volumique de la phase concernée :

1g=rnfiol,=ftg

Frf, = (1-f)Rfiof = (r - r)tfi

De la même manière, les composantes de la matrice d'interaction 9{
entre les différents systèmes de glissement des phases dure (H) et molle
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(S) (rfss, t{sH, 9{Hs,9{nn) peuvent être reliées à celles de la matrice
d'écrouissage H non locale décrite dans le paragraphe fv.3.1.b par les
équations (W.39 àII'|.42), à I'aide des fractions volumiques des phases :

,{fu= (r - r)HflH

rr$[ =rHgf{

type d'interaction composantes de la
matrice t{

auto-interaction t&f, ila , %.a
interactions entre les

variables de la
microstructure

t{ça, t{aç, 9{gs,
9{sç,9{as, t{s.a

interactions entre la
microstructure et les
elissements plastiques

t{Sf, t{fs, 9{Hf, 9{1p1,
9{Sa, t{aS, Îfifa, 9{aH,
t{1q., fuy, 9{Hs., fug

dp Ia mntricc :I{ntTabJV2 : classement dcs composantes a
type d'interactions.

rrfit =(r-r)HËls

rrSS = rHgt

(IV.58),

(IV.59),

(IV.60),

(rv.6l ).

Iæ tableau IV.2 regroupe les autres composantes de la matrices 9{
selon les types d'interactions.

selon

La détermination des termes de cette matrice ne peut se faire sans
I'apport de la physique des dislocations. Cette tâche est nécessaire pour
cemer le problème de la formation et de l'évolution de la microstructure
de dislocations et pour déduire leurs conséquences sur le comportement
du grain et du polycristal. Cependant, on peut déjà tirer quelques
conclusions de la présente étude en adoptant des hypothèses restrictives,
simplificatrices mais fondées sur des considérations physiques. Ceci fait
I'objet du chapitre V.
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CHAPITRE V :

Modélisation simplifiée et applications numériques

Face à la complexité des lois complémentaires et à la difficulté
d'établir les lois d'évolutions à partir des mécanismes physiques,
le problème de la formation des cellules est traité numériquement
dans ce chapitre à partir dhypothèses simplificatrices décrites dans le
paragraphe V.l. On présente des résultats originaux dans les paragraphes
Y.2et V.3, résultats qui sont discutés et compaÉs avec ceux obtenus par
une modélisation autocohérente classique ou évoluée (la structure
cellulaire est fixée à priori).

V.l - Hypothèses simplificatrices

V.1.1 - Hypothèse sur la fraction volumique

si on analyse les micrographies obtenues par microscopie
électronique à transmission [FS83, 586] en évaluant l'épaisseur des parois
et celle des cellules, on constate qu'après quelques pourcents de
déformation plastique (=3o7o), la fraction volumique de cellules reste
pratiquement constante, tout au moins pour un trajet monotone. Lors de
chargements séquentiels, cette observation n'est plus respectée: au début
du second trajet, la microstructure induite par le premier trajet est
progressivement dissoute et la nouvelle topologie caractéristique du second
trajet se forme. Cet aspect du problème ne sera pas pris en compte par la
suite.

En se limitant pour le moment, à des trajets monotones, il est donc
raisonnable d'admettre que la fraction volumique de cellules est une
donnée du matériau dépendant sans doute de l'énergie de faute
d'empilement (cFc), et de la température. D'après les mesures de Schmin
[586], on peut raisonnablement admettre que la fraction volumique f est
environ égale à 0,8.
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V.1.2 - Hypothèses sur les caractéristiques morphologiques

La représentation de la microstructure cellulaire par un ellipsoide
enrobé constitue en soi une approximation, mais conduit à un bon
compromis entre la finesse de la description et le temps de calcul. Dans le
paragraphe tV.3.2, on a vu qu'indépendamment des forces critiques
associées aux paramètres morphologiques (al, a2, î3, o l, o,2, c,3), ces
paramètres constituent déjà un facteur important d'accommodation de
l'énergie libre.

Par ailleurs, la détermination des forces critiques pour les variables
étant difficile, une première approche consiste à admettre le concept de
configuration de faible énergie introduite au sens de metallurgie physique
(Lows Energy Dislocations Structure, LEDS) par D. Kuhlmann-Wilsdorf
[K87, K89] et d'autres. Ceci revient à annuler la force motrice sur A, c'est-
à-dire d'après (IV.9) à poser :

i, U- r)n$ayscllkrsfi,,,npqRh"ay h = o

Puisque f est constant, on a aussi :

Rf, ̂Tscijn s?r*npq nfu ayâ = g

(v.1).

(v.2).

on constate que, I'amplitude de la déformation n'apparaît qu'au
travers de la combinaison des systèmes actifs. On s'attend donc à ce qu'une
morphologie et une orientation stationnaires apparaissent lorsque I'activité
(nombre, nature des systèmes de glissement et amplitude relative) plastique
est stabilisée. Iæ calcul de S' est effectué pour un milieu isotrope dans
I'annexe B. Lorsque la déformation progresse, I'hypothèse précédente
conduit à admettre une réactualisation instantannée de la microstructure.
On peut alors trouver l'évolution des paramètres al, a2, â3, ol , d2, 03 en
différenciant l'équation (V.3), ce qui donne pour À :

n f, li 
s c 11" S ?rr.npq R f,n av n + n $ ays c ijn s ?r.npq R f- af o

nf,ayec11,rSir-npqrrÂrrnfuay h = o
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' as?'
où s?hnnpqrs = 

tr 
est calculé dans l'annexe B.

La résolution des t en fonction du chargement imposé au grain se
faisant par les méthodes classiques courantes en plasticité, on déduit de la
relation (V.3) l'évolution de Â donc celle des variables décrivant la
microstructure. Cette approche numérique lourde et complexe est
actuellement simplifiée par I'introduction d'une repÉsentation utilisant la
théorie des invariants (Thèse d'I. Régnier).

V.1.3 - Hypothèse sur le glissement plastique

Du fait des hypothèses restrictives précédentes sur la fraction
volumique et les caractéristiques moprhologiques, on choisit également
comme première approche, de conserver les valeurs des matrices
d'interaction (H55, HsH, HHS, HHH) obtenues pour l'écrouissage non local
avec une microstructure non évolutive des cellules de dislocations tM94l.
Pour conserver un temps de calcul informatique raisonnable, on a supposé
dans le cas d'un matériau de structure CC, que la déformation plastique se
réduit à une seule famille de systèmes de glissemenr : la famille
<l I l>{ I 10}, et ceci pour les deux phases, ce qui donne 2 fois l2 systèmes
de glissement dans le grain.

V.2 - Résultats comparés ayec des modèles précédents

Dans les paragraphes Y .2 et V.3, on présente des résultats obtenus
par le modèle développé dans les chapitres précédents. Ces résultats
concernent le comportement global y compris sous l'angle de I'anisotropie
plastique et l'évolution de la structure interne et de l'état mécanique des
différentes "phases" (déformations, contraintes, morphologie). Il est clair
que dans ce modèle, on est en présence de fluctuations microscopiques tant
intergranulaires (les effets d'ordre 2 de la classification par I'analyse aux
RX) qu'intragranulaires (effets d'ordre 3), ce qui implique une
représentation adéquate des résultats.
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Dans un premier temps (cf. paragraphe V.2), les grandeurs
mécaniques sont moyennées sur chaque grain pour faire apparaître les
fluctuations intergranulaires. I-es résultats obtenus sont comparés à ceux
obtenus par une modélisation autocohérente classique où le grain est traité
de manière uniforme. On s'attend normalement à des différences faibles,
particulièrement pour les trajets monotones. Iæs résultats spécifiques
concernant l'échelle intragranulaire seront présentés dans le paragraphe
V.3. Auparavant, on présente les paramètres et conditions retenus pour le
calcul et les significations des représentations choisies.

V .2.1- Données initiales

la structure polycristalline est représentée par 100 grains sphériques,
dont les réseaux cristallins ont une orientation aléatoire. Dans le cas de la
simulation de textures de déformation, un ensemble de 1000 grains a été
utilisé. L'élasticité est supposée isotrope et homogène (p=30 GPa, v=0,3).
Les systèmes de glissement choisis sont ceux des CC : <111>{ll0}.I-e
tableau V.l regroupe les autres paramètres numériques.

En général, les courbes décrivent la contrainte soit macroscopique
soit moyennée sur I'ensemble des phases H et S en fonction des
déformations plastiques correspondantes. Pour avoir une idée des
fluctuations microscopiques (ordre 3) et mésoscopiques (ordre 2), on
représente l'état mécanique local (o, ep) correspondant à l'échelle retenue
pour un chargement macroscopique donné (généralement Ep=2}Vo).

V.2.2 - Réponse élastoplastique

La planche V.l représente tout d'abord les résultats obtenus par un
schéma autocohérent classique lors d'une traction uniæriale selon I'axe 1.

La figure V.l.a reproduit la courbe de traction globale ainsi que les

états mécaniquæ (o1,efl) a"r 100 grains constituant le polycristal pour

des déformations plastiques macroscopiques de lÙVo et de 20Vo. On
observe que les contraintes locales fluctuent autour de Ia contrainte
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Daramètres symboles valeurs
cission critique initiale (la même pour

tous les grains et les phases)
t! 65 MPa

vecteur de Burgers b lÂ
libre parcours moyen des dislocations

ûe même Dour tous les svstèmes)
L 6,4 pm

distance caractéristique d'annihilation
des dislocations

v 4,7 A

(étant donné que les matrices A11g et
AHH sont I'identité d'ordre 2)

coefficient d'annihilation de Hgg
(IV.40) et de HHs GV.39)

cHg = 0HS
,,

= ybp- 10-10 (Mpa)z

coefficient de cÉation de HHs (tV.39) +
aHS

n

- bp"-L I 10s (MPa)2

coefficient de Hss GV.4l) 0ss 900 (MPa)2

coefficient d'anisotropie Hr
â = -

H O

1,5

fraction volumioue des cellules f 0,8

paramètres initiaux de forme de
I'ellipsoïde

al
a2
a7

I
1,02
0,98

paramètres initiaux d'orientation de
I'ellipsoïde

s1
a2
03

17"
50

260

Tab.VJ : Paramètres initiaux dcs calculs nwtériqucs
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0 5 l 0 1 5 n

Eo'

Fig.V.I.a : composante 11

I-égende :

0 5 l 0 1 5 n 2 s
-EP33 (%)

Fig.V.I.c : composante 33

Réponse macroscopique du polycristal (ordre
état mécanique de chaque grain (ordre 2)
(à une déformation plastique de 20Vo)

état mécanique de chaque grain (ordre 2)
(à une déformation plastique del07o)

0 5 1 0 1 5 2 0
_Er",

Fig.V.l.b : composante 22

4 4 - 2 0 2 4 6
_EPr, (%)

Fig.V.I.d : composante 12

t (

(%)

25
(%)

r)

Planche V.I : Réponse mocroscopique d'un polycristal soumis à une troction
uniaxialc selon l'axe I, et état mécani4ue intergranulaire (ordre 2),

Résultats obtenus par an schéma autocohérent classi4ue

0

-r00
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macroscopique dans un intervalle que I'on peut estimer à E1l t+.Pourr r  
5

PP
les déformations, les fluctuations sont dans I'intervalle de EP, t +f . Pour' r r  10
Ies contraintes, ces fluctuations ont été validées par des mesures de RX
[K92, M94] et correspondent bien à l'énergie stockée et à son évolution.

Pour les autres composantes, on retrouve bien les règles de
moyenne :

6ij = Eli et E,Ï = El (V.4 et V.5),

mais maintenant les fluctuations sont beaucoup plus importantes tant pour
les contraintes que pour les déformations. Pour les composantes 22 et 33,
on a les intervalles :

_I t t .  I ' r

3 
< 6zz'  o33 ' î

et pour les déformations :

< Efr * tlt
22

Pour les autres composantes 12 (et aussi
eP sont plus faibles que pour elr, et pour les
situation intermédiaire entre 6n eto21.

(v.6),

(v.7).

13 et 23), les fluctuations de

contraintes, on est dans une

+ +='h''\t

Lorsqu'on prend en compte la microstructure intragranulaire des
cellules de dislocations, on retrouve des courbes similaires aux précédentes
(cf. planche V.2 et V.l) tant pour les Éponses macroscopiques (E, EP) que
pour les états mécaniques (o, eP) des 100 grains à une déformation
plastique macroscopique donnée (lÙVo ou 20Vo), ainsi que pour les
fluctuations de déformations ou de contraintes. Par contre, tout en
conservant des fluctuations identiques, l'état de contrainte-déformation du
second ordre pour la composante 12 apparaît plus concentré que celui

Pu0



2 1Cn
I I

600
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Fig.V.2.a : composante I I

IJgende :
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30,0
z2

(MPa)

I

0

-100

-æ0

-300

l 0 1 5 n 2 5 4 4 - 2 0
_EPr (%)

0 5 t 0 1 5 ? o 2 5
-EPn (%)

Fig.V.2.b : composante 22

2 4 6

-EP r, (7o)

Fig .V2.d : composante 12

f
Ê

Réponse macroscopique du polycristal (ordre 1)
état mécanique de chaque grain (ordre 2)
(à une déformation plastique de 20Vo)

état mécanique de chaque grain (ordre 2)
(à une déformation plastique del}Vo)

25
(%)

E33

2æ
(MPa)

100

0

-100

-2û

-3m

Fig.V.2.c : composante 33

Planche v.2 : Réponse macroscopique d'un polycristal soumis à une traction
aniaxiale selon l'oxe I, et étal mécaniguo intergranulaire (ordre 2).

Résultats obtenus par un schéma autocoiércnt classi4ue
avec prise en compte dc Ia microstnrcture intragranulaire
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local non local évolution cellules
uÂnauI

l#Hf-ro-iililrrz

iHi'ûLr" Jfiil"2 i3'Hil-i" Jilf"z

l jVo

Fig.V.6 : comparaison dc ftgures de pôle (112) des dffirents programmes

1 . 5
I

EP 
tt 

(Eo)

Fig.V.7 : cofiîcient de Lanlcford obtenu par trois modèles dffirents
pour une texture initiale isotrope

Ces mêmes modèles '(local, non local, avec évolution des cellules),
ont été utilisés pour déterminer le coefficient d'anisotropie plastique
(coefficient de Lankford r) défini par :
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obtenu par Ie modèle précédent (cf. figures V.2.d et V.1.d). On obtient une
forme similaire aux composantes 22 et33.

Y.2.3 - Texture cristallographique et anisotropie plastique

[æs figures (V.3) à (V.6) représentent pour quatre pôles différents
(200, 110, 111, l l2) la texture cristal lographique (1000 grains)
colrespondant à deux niveaux de déformation plastique (EP=SVo et l\Vo)
obtenue lors d'un essai de traction uniaxiale selon I 'axe l,  par
I'intermédiaire de trois modèles. Iæ modèle appelé "local" correspond au
schéma autocohérent élastoplastique classique. I-e modèle "non local" tient
compte de l'écrouissage non local mais pour une microstructure
intragranulaire fixée a priori et constante.Le troisième modèle ("évolution
cellule") colrespond au problème décrit dans ce travail incluant donc
l'écrouissage non local et une microstructure cellulaire évolutive. Les
résultats sont semblables, indiquant comme attendu que les rotations sont
uniformes à I'intérieur des grains et que I'activité moyenne des glissements
sur les différents systèmes actifs est comparable d'un modèle à I'autre.

local non local évolution celluies

!ilNHUu :
.20rcD-03

Fig.V3 : comparaison de figures de pôle (200) des diférents programmes

5Vo

lÙVo
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local non local évolution cellules

lïHnrËr'o

uliltut/ :
,rlE$-Ct

Fig.V.4 : comparatson dc ftgures de pôle (I I0) des dffirents programmes

Fig.VS : comparaison dc ftgures dc pôle (l I I ) des dffirents programmes

LjVo

5Vo

lÙVo

local non local évolution cellules
l{AXÈlUH :

YT{ITIUH ;
25320-03

lililrulr;grB0-03
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o P9.r)
,  - -

tlr
(v.3),

lors d'un essai de traction selon I'axe I (avec 100 grains). La texture initiale
étant isotrope, on retrouve dans la figure V.7, un rapport proche de I pour
les trois modèles. La différence entrc le modèle "local" et les deux autres
provient sans doute du fait que le "pencil glide" (glissement selon
<111>{ I l0} et <11l>{ ll2l) a été pris en compte dans le modèle "local".

V.3 - Résultats concernant la microstructure intragranulaire

Dans ce paragraphe, on s'attache à l'évolution des paramètres
morphologiques décrivant la microstructure et des états mécaniques
intragranulaires tout d'abord dans le cas d'un essai de traction uniaxiale
selon I'axe I puis (cf. paragraphe V.3.3) pour d'autres trajets.

V.3.1 - Traction uniaxiale

Par rapport à la planche Y.2,la prise en compte de la microstructure
intragranulaire permet de faire apparaître en plus des fluctuations
intergranulaires :

- l'évolution des contraintes et déformations plastiques moyennées
sur le polycristal de chaque phase,

- et les états mécaniques locaux (dans chaque phase de chaque
grain).

La planche V.8 représente de manière condensée les résultats de la
planche V.2 auxquels on rajoute les Ésultats moyennés ou individualisés
de chaque phase.

on observe une séparation nette des réponses des deux phases, la
phase dure étant fortement durcie par rapport (et par) la phase molle. On
atteint maintenant des niveaux de contraintes considérables dans la phase
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25
| 

(%)

Fig.V.8.a : composante I I

Iégende :
{- Réponse macroscopique polycristal (adre 1)
Moyennes sur tout le polycristal :

* de la phase S --+- de la phase H
Etat mécaniEre de chaque grain (ordre 2) :

o (à une déformationde 20Vo)
o @ une déformationde lÙVo)

Etat mécaniçe de chaque phase dans chaque grain (ordre 3) :
phaseH phaseS

À (àune défmnation de20Vo)o

v (àune déformationde tÙVo)e

0 5 1 0 1 5 n 2 5
-8P33 (%)

Fig.V.8.c : composante 33 Fig .V.8.d :composante 12

15 20
F

0 5 t 0 1 5 2 0 2 5
_EDn (%)

Fig.V.E.b : composante 22

Planche v.E : Aux résultals de Ia planche v.2, on rajoute lcs tluctuations
intraganalaires et lcun molennes sur tout lc polycrktal

- 6 4 - 2 0 2 4 6

-EPr, (%)
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dure (1000 MPa par rapport à 500 MPa) en accord semiquantitatif avec les
mesures de Mughrabi [M88] qui donnent des contraintes dans la phase
dure égales à 3 fois la limite d'écoulement. Par contre, si on compare les
cissions maximales (cf. paragraphe V.4), on retrouve un rapport de 2.6
entre la cission dans la phase dure et la cission maximale imposée au
polycristal indépendamment du trajet de déformation.

Par contre, en ce qui concerne les déformations plastiques
intragranulaires, les fluctuations restent comparables à celles que I'on a
déterminées à l'échelle intergranulaire. Ce résultat est surprenant dans la
mesure où on s'attend à une hétérogênéisation plastique assez sensible due
notamment à l'écrouissage non local. On peut sans doute I'attribuer aux
hypothèses simplificatrices adoptées pour les lois d'évolution.

La planche V.9 permet de suivre l'évolution moyenne des rapports
des demi-axes des ellipsoïdes représentant la strucrure cellulaire (cf. figure
V.9.a) en fonction de I'amplitude de la déformation de traction. En partant
d'une morphologie proche d'une sphère, on trouve assez rapidement
(vers EP=Svo) une morphologie stable correspondant à une forme
d'ellipsoide de Évolution dont les rapports extrêmes sont de l'ordre de 1,5.

I-es figures V.9.b et V.9.c représentent les rapports des demi-axes
des cellules dans les 100 grains pour une déformation plastique de 20Vo.
On observe que si la moyenne se situebien au voisinage de 1,5, certaines
cellules présentent une ellipticité importante pouvant aller jusqu'à un
facteur 20. Evidemment ces rapports de forme dépendent de I'orientation
cristallographique des grains qui conditionne les systèmes de glissement
actifs.

Pour un grain donné (gt=131o, 0 =48o et g2=JJ8") les figures
V.10 (a, b, c) représentent respectivement en fonction de la déformation
macroscopique :

- l'évolution des rapports des demi-axes,

- l'évolution du nombre de systèmes actifs (pour tout le grain),

- l'évolution des trois angles d'Euler repérant I'ellipsoide par
rapport au cristal.
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0 5 t 0 t 5 ? o 2 5
Br, (%)

Fig.V.9.a : moyennes des rapports des demi-axes sur tout le polycristal

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5
er (%)

Fig.V.9.b : rapport du plus grand sur le plus pertt dcmi-axe
pour une déformation plastiquc mocroscopique dc 20Vo

0 5 1 0 1 5 ? o 2 5
Êr (%)

Fig.V.9.c : rapport du moyen sur le plus petit demi-axe
pour une déformation plastiquc macroscopiquc dc 20Vo

Plnrche v.9 : Rapport dcs dcmi-axes dc l'ellipsoîde dans chaque groin lors d'un
essoi dc trætion unaxialc et lcurs moycnncs sur tout Ii polycrtsd
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0 5 1 0 1 5 2 0

EPr (%)

Fig.V.10.a : Rapports dcs demi-axes de l'ellipsoîde
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vn (%)

Fig.V.10.b : Nombre des systèmes acrtfs

0 5 1 0 1 5 2 0
EPil (%)

Fig.V.10.c : Angles d'Euler d'ortentation dc l'ellipsoîde

Planchc V.10 : Pour u-n_grain funné, évolution des pora"mètres dc forme et
d'oriontation de l'ellipsoidc représentant la cellule de dislocations
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On note des évolutions tÈs rapides au début du chargement, liées à
la mise en place des systèmes actifs.

V.3.2 - Effet de la fraction volumique. du paramètre d'annihilation et de
I'anisotropie de l'écrouissage latent

Pour une fraction volumique de phase molle plus faible (f=0,7 au
Iieu de 0,8), on ne détecte dans les figures V.l l.a et b, qu'un durcissement
global du polycristal; les courbes moyennes des phases dures et molles sont
comparables et les dispersions des états mécaniques sont semblables.

Par contre si dans les mêmes conditions, on augmente le coefficient
d'annihilation (paramètre agg et oHS égaux à yblr2 dans les matrices
d'interaction HHH et Hgg), on constate une diminution sensible de
I'hétérogénéisation intragranulaire (cf. planche V .12).

L'augmentation du facteur d'anisotropie traduisant un écrouissage
latent plus important (paramètre a=Hl[P valeur utile pour certaines
composantes (cf. paragraphe IV.3.l) de la maffice agh des équations (V.39)
à (V.42)) augmente I'hétérogénéisation interphase et les dispersions des
états mécaniques intragranulaires (cf. planche V.l3).

V.3.3 - Autres trajets

Iæs planches de V.l4 à V.l6 présentent les résultats obtenus par trois
autres modes de déformation, autre que la haction uniaxiale selon I'axe l.
Avec les mêmes données intiales décrites dans le paragrapheY.2.l pour la
traction uniaxiale, dans ce paragraphe, on étudie un laminage, uD rétreint et
un cisaillement. Ces chargements diffèrent par la forme du tenseur de
contraintes X appliqué :

Laminage Rétreint Cisaillement

(t oo) (t oo) (o to)
E=l 0 0 0lE=l 0 - l  0l  E=l I  0 0l

[.oo4) [ooo) [ooo)
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Fig.V.I l.a : f=0,E
!égende:

-è Réponse macroscopique polycristal (ordre l)
o Etat mécanique de chaque grain (ordre 2)

(à une déformation de 20Vo)
phase H phase S

^ Etat mécanique de chaque phaseÀ dans chaque grain (ordre 3) Er
(à une déformation de 20Vo)

{'- Moyennes sur tout le polycristal --p

t
T

l t

(MPa)

1000

0510 152n25
EPn (%)

Fig.V.l I.b : f=0,7

Pbnche V.II : intluence de lafraction volumiquc
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0 5 l 0 1 5 n 2 s
Err, (%)

Fig.V.I2.a: app-3 1çto IMPaP Fig.V.I2.b: a,sp-3 1g-e @PaP

Iégende:
--È Réponse macroscopique polycristal (ordre 1)

o Etat mécanique de chaque grain (ordre 2)
(à une déformation de 20Vo)

phase H phase S

^ Etat mécanique de chaque phasea dans chaque grain (orare 3) rl
(à une déformation de 207o)

-+.- Moyennes sur tout le polycristal +

ED,r (%)

Fig.V.I2.c : d11s=J ]N MPaP

Planche V.I2 : influence du coefftcient d'annihilation
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EPil (%)

Fig .V.13 .a :  a=1.1

_Iégende :

Fig.V.13.b : a=1.3

* Réponse macroscopique polycristal (ordre 1)
o Etat mécanique de chaque grain (ordre 2)

(à une déformation de 20Vo)
phase H phase S

n
8, ,

25
(%)

^ Etat mécanique de chaque phasea dans chaque grain (orAre 3) Er
(à une déformation de 20Vo)

-# Moyennes sur tout le polycristal +

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5
EE,r (%)

Fig.V.13.c :  a=15

Planche V.I3 influence du coeffrcicnt d'anisotropic
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Fig.V.l 4.a : composante I I

4 4 - 2 O 2 4 . 6
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Fig.V.|4.b : composante 12
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Fig.V.l4.c : composante l3
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-EP12(%)

Fig.V.I4.d : composante 22
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Fig.V.I4.e : composante 23 Fig.V.I4.f : composante 33

Planche V.I4 Réponses contrsintes-déformations plasti4ues du polycristat et à
un état figé dc E0=2ga7o, obtenues pour an essai dc laninage

(pour la légende cf. plancheV.I3)
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Fig.V.I4.f : composante 33
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Plarrcrrc V.I5 Réponses controintes-déformations plastiqaes du potycristal et à
un éW figé de H-20%, obtenaes pour un essoi de rétreint

(pour la légendc cf. planclre V.I3)
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Plorrcrrc v.I6 Réponses controintes4éformations plastiqaes du polycrtstuI et à
un étatfigé dc EP=20%, obtenues pour an essai de cisoillcment

(pour la légendc cf. planche V.I3 )
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On retrouve dans ces trois planches V.14, V.15 et V.16, les courbes
du type de réponse du polycristal correspondant au mode de chargement
appliqué. Autrement dit, les composantes 11 du laminage, du rétreint et les
composantes 12 du cisaillement réagissent comme les composantes l1
d'une traction uniaxiale. Iæs composantes 22 du Étreint et33 du laminage
sont de valeurs opposées aux composantes I I de ces mêmes trajets et ceci
autant pour les contraintes que pour les déformations plastiques. Les
contraintes maximales obtenues lors de ces trois essais (Et 1267 MPa pour
le laminage et le rétreint etDp=/$7 MPa pour I'essai de cisaillement) sont
égales environ à la moitié de la contrainte maximale (Et t=570 MPa) de la
traction uniaxiale (cf. planche V.8).

Pour les fluctuations des états mécaniques dans chaque grain
(ordre 2) et dans chaque phase (ordre 3) à un niveau de déformation
plastique macroscopique EP=2ÙVo, ainsi que pour les moyennes des
contraintes d'ordre 3 sur tout le polycristal, on retrouve les aspects et les
intervalles obtenus pour une traction uniaxiale (cf. paragraphe V.3.1),
adaptés au trajet concerné (composantes et niveau de contraintes (2 fois
moins que pour la traction)).

La planche V.l9 représente pour ces mêmes essais de déformation,
l'évolution de la moyenne sur le polycristal des deux rapports de forme
(atlaz et azla3), et pour un état macroscopique donnê EP=2ÙVo ces deux
rapports dans chaque grain. Tout comme pour la traction uniaxiale, on
remarque qu'après quelques pourcents, la moyenne de ces rapports de
forme évolue peu.

V.4 - Discussion

I-e mécanisme de formation des cellules de dislocations conduit à
I'introduction de fluctuations d'ordre 3, fluctuations qui sont cependant
fortement corrélées au niveau du polycristal puisqu'elles dépendent au
travers de l'équation (V.3), de lhétérogénénisation des grains en liaison
avec le trajet de déformation imposé. Ainsi, les figures V.8 ont clairement
montré que dans les phases dures, existait un état de contrainte important et
corrélé au trajet macroscopique.
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Si on analyse l'état de contrainte moyen au niveau de I'ensemble des
"phases" dures (cf. tableau V.2 et figure V.20), on trouve un état de
contrainte présentant une forte cission (690 MPa) par rapport à celle
imposée au polycristal (270 MPa). De plus cette cission importante n'est
pas orientée comme celle provenant de la contrainte apptiquée mais fait un
angle de 40o par rapport à la direction de traction. Cette orientation est
proche de celle observée pour les bandes de cisaillement. On observe
également la présence d'une forte contrainte normale positive (1060 MPa)
qui peut sans doute être reliée à des mécanismes d'endommagement.
L'analyse des résultats obtenus pour d'autres trajets de déformation aboutit
à des conclusions similaires.

indices de o nolvcristal phase S phase H
il 570 360 1050
t2 0 60 -130
r3 0 ,r0 20
22 5 90 -200
23 0 -30 70
33 5 70 -140

I 570 370 1060
tr 5 100 150
trI 5 50 -230

nte a une
EP=2}Vo pour un essai dc traction,

et état de contrainte principale

800

12û
o

(MPa)

-800
Fig.V.20 : Cercles de Mohr dc laplase dure

pour un essai dc traction uniaxiale
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CHAPITRE VI :

Conclusion générale

Dans la première partie de cette thèse (cf. chapitre II), on a vu
l'importance de la prise en compte de la microstnrcture intragranulaire en
vue de la modélisation du comportement élastoplastique des métaux lors de
trajets complexes. Dans ce travail, on a proposé une modélisation du
comportement du cristal en tenant compte de la microstructure cellulaire
des dislocations pour I'introduire dans le schéma autocohérent
élastoplastique décrivant la transition d'échelle méso-macroscopique. Cette
modélisation de la microstructure passe par I'intermédiaire d'une
description simplifiée de la structure cellulaire par deux ellipsoïdes
homothétiques et concentriques pour une cellule de dislocations, et par un
milieu équivalent (la matrice) pour les autres cellules introduisant ainsi
I'hypothèse d'un matériau biphasé évolutif.

La mise en place de cette description simplifiée se fait au travers
d'une démarche thermodynamique (cf. chapitre III), tout d'abord en
considérant le grain comme un volume contenant des surfaces de
discontinuité mobiles. hris, on applique le résultat de cette démarche à la
description simplifiée modélisant la microstructure intragranulaire. La
dissipation obtenue par cette méthode permet de déterminer les forces
thermodynamiques agissant sur les variables intemes qui se réduisent pour
la description simplifiée par :

la fraction volumique des cellules (f),
les paramètres de I'ellipsoïde (ai et où,
les amplitudes de glissement plastique (TS et Tfil de chaque
phase.

L'obtention de la loi de comportement élastoplastique du grain se
déduit de cette dissipation par I'intermédiaire de lois complémentaires
(cf. chapitre IV), qui introduisent dans le cas de la plasticité des forces
critiques pour chaque variable inteme. Du fait de la complexité des lois
d'évolution de ces forces critiques en fonction des variables internes, et de
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certains tenseurs (S2 et S31, on a idéalisé certaines lois complémentaires
afin d'obtenir des premiers résultats. Dans le chapitre V, malgré les
hypothèses restrictives (sur les matrices d'interaction H, sur la fraction
volumique, sur la morphologie), on trouve des résultats assez conformes
aux rares mesures expérimentales. Ces résultats concernent les
déformations et contraintes d'ordre l, 2 et 3, et les demi-axes de
I'ellipsoide, dans le cas de trajets monotones. Ces hlpothèses restrictives ne
permettent pas l'étude des trajets complexes.

Actuellement (thèse d'I. Régnier), on cherche à améliorer I'obtention
des matrices d'interaction H (donc l'évolution des forces critiques) et des
tenseurs (S2 et 53; par des hypothèses moins restrictives. Utilisant une
méthode d'invariant pour découpler dans le tenseur d'Eshelby Sl et dans
ses dérivées (S2 et S3), I'influence des demi-axes (ai) et celle des angles
(ai) d'orientation de I'ellipsoïde. En parallèle, une démarche cherche à
relier les forces critiques à la densité de dislocations qui elle-même est
reliée aux hétérogénéités plastiques. Ceci permettra d'obtenir une approche
globale fondée simultanément sur l'évaluation micromécanique de l'énergie
libre et les restrictions sur les variables internes construites à partir de
considérations physiques de la plasticité.
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ANNEXE A :

Compléments de micromécanique

Al - Condition de compatibilité d'Hadamard

Dans le chapitre III, on a utilisé la condition de compatibilité
d'Hadamard [H03] pour une interface parfaite E de discontinuité de
vitesse de déplacement z4 :

lril= -[ui,jn j ]*oro (rtr.100).

Pour obtenir cette relation (III.100), on part de I'hypothèse
d'interface parfaite qui respecte les conditions de compatibilité, c'est-à-
dire pas de recouvrement de matière ou de décollement. Ces conditions se
traduisent par l'équation suivante :

où wi décrit la vitesse de propagation de E. Quel que soit le temps t, la
relation (A.l) est vérifiée, et on en déduit que :

[ut]=o vt

Or, la dérivation du déplacement ui s'écrit :

du; âu;
; i  

= 
Ë*ui, jwj

d[ui]=[au1]=o

De la définition de la vitesse des particules :

âu1
Ui=E

et des équations ( .2) et (A.3), on a donc :

(4.1) .

(A.2).

(4.3).
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[r i ]=-[ut,:J*i

Or les relations :

[ut,:]= Àinj €t nono = t

permettent d'obtenir la condition de compatibilité d'Hadamard :

(A.s).

(4.6),

[ r i ]=  
- [u i , jn j ] *o .o (4.7).

A2 - Liaison des tenseurs du type d'Eshelby Sr et 52 e t
lfopérateur interfacial e

Dans les développements de la démarche thermomécanique , on est
amené à déterminer I'intégrale ,7 suivante en fonction des tenseurs Sl et
52:

(4.8),

où fiip est I'opérateur interfacial défini dans le paragraphe III.I.3 par ]a
relation (III.60). ws €t nc sont respectivement la vitesse de propagation
et la normale de la surface fermée E entourant le volume VI.

Une première relation permettant de relier I'opérateur lP au tenseur
d'Eshelby Sl peut être définie à partir d'une équation donnée par
Walpole [VY91].

Ju,u*,,,(,* 
-,')av'- 

J",9*,ir(r- 
- r')ov' = 4jn (A.e).

cette dernière relation (4.9) est facilement obtenue par la
définition de I'opérateur tP (III.60) :

t = 
I ,4incn-nwonodS
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4jn =1(t;t"r"1 +c[ln.;nk *rr?n,n, +cr,lninr) (III.60),

et par la relation intégrale de la déformation totale en un point r d'un
volume V :

eii (r) = tU - [ . gik,ir (r - r')Cp,*ekr (r')dv' (4.10).
.t Vr

La multiplication de l'équation (A.9) par les constantes élastiques
Cijtt et I'utilisation de la définition du tenseur d'Eshelby en fonction de
celui de Green (ç) :

. î
si:"' = -J 

u, 
Çn,it (r - r')cp-ndv' (A.11) ,

pour un point r appartenant au volume VI donc pour r- de la relation
(A.9), permettent d'obtenir :

f
| . g*,i, (t* - t')c6-av' = qjklcrmn - Sl:." (A.12).
Jvr

Cette équation (A.12) a étê également déterminée par Cherkaoui et
al. [CSB94, CSB95a, CSB95b], dans une théorie appliquée à I'inclusion
enrobée. Maintenant, il ne reste plus qu'à établir une liaison avec la
dérivée temporelle du tenseur 51 pour pouvoir définir complètement !
(A.8).

La dêivée première temporelle de Sl donne :

sl' = sir**Àpq = - 
[-, g*,ir (r- - ,'* )aor*wonods'"ijrnn 

- 
"rjrnnpqnpq 

- 
., E_

(A.13) ,

où A est un tenseur décrivant les paramètres de I'ellipsoide
(ar,a2, â3, o1 ,d2, ag) de surface E est de volume VI.
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Comme le tenseur Sl, la dérivée 52 est homogène dans I'inclusion
ellipsoïdale :

sl:," = +Jr, sl,,"nav
et

si'ooo = +J", si,,'*dv (A.14).

De la propriété (A.14) et d'une propriété du tenseur de Green :

I  t -  - . r - \  |  t .

J u, 
u*,rt(t- - t'* )dv' = 

J u, 
Ç*,it (t* - ,'- )av' (A.ls),

l'équation (A.13) se réécrit :

si-"eqÂpqvl = 
Jr{tl,*" 

- 4incn'o )*onoas (A' 16)'

Du fait de la définition de :

_ l
Vr = 

| wonodS
.l 2

on a finalement I'intégrale / (A.8) :

?
I = l -4incn nwonods = slj.nvt - ti',n*Ânovt (A.18).

Jz

(4.17) ,

A3 - vérification de la relation (A.lt) dans le cas d'une
sphère de rayon unitaire (a=1) pour un milieu isotrope.

a) catcut de &r = Slj,*V' - ti',,n*Â*vt
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La définition (A.17) et la relation (8.10) pennettent d'obtenir :

(A.20).

I-e tenseur d'Esheluy Sllu et sa dérivée Siooo définis selon les
relations de I'annexe B (B.l et 8.20) peuvent se réécrire de la manière
suivante :

VI = -{ 
rn fiÀo,x,nodS

Le théorème de la divergence et la relation
l'équation (A.19) sous la forme :

VI = -ioilu* 
J",dv 

= -iorluqpvl

sl" = i(ti,* * {i," ).,"*
et

slooo = *(o;l(t?"-* * 4,""" )
*A;J (t'?,""* * rjl-",p ))","*
-i^;i(tj," *lt,*).,"*

où T;J-n et f,],o"oq sont déterminés par (B.22et B.23).

Kt = -*(o;l(tt?,""" .lt"*")

+A;l (tt]-"" * 4,** )).'*u*vt

La relation 4;l se transforme à partir des équations (A.20 à A.23) :

(4.1e).

xij = ô11 modifient

(4.22),

(A.23),

(4.24).

Iæ cas d'une sphère unitaire (a=l) pour un milieu isotrope, entraîne
les relations suivantes :
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A;l =.'ô* = ôpq

vI = 9f =4n
33

I-e tenseut Ti],""pq défini dans ce cas par la relation (8.68), en
tenant compte des symétries :

s,1o = sl* = s1[ = s]in (A.27),

donne finalement 8l :

Kr =*fu(ou1o"omn *2Ân-n)+2ôpÀiimn 
(A.28),

-4(5 - zv)lilnmn - 2(6 -7v)ô,,,nÀi1o 
)c-*À*

avec les définitions :

Â,in =|{u,*ujr+ôrôir) t l .zs),

fiin,',n =f{u,*Ujrr* +ô1Âir-n +ô6,Âinu +ô6Âpu)

(A.30).

b) Catcul a, X2 = 
| 4inCnowonodS

r 'X

Selon Hill [H83], I'opérateur interfacial fiin pour un milieu
isotrope est égal à :

4ju = 
fr(O"t:n1 

+ ô1nink * ôirninr + ô1ninr )
I  

(A.31).

2t(1- \D 
n1n3n1n1

(A.25),

(A.26).
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Sous cette condition et selon l'équation (8.10), la relation (2 se
réêcrit ;

(4.25),les relations suivantes :

K2 =i o;l o 
"cs,, I 

j, * 
nininlnlnoxo dS

I l/^ .ç ,ç .ç )
-J 

, * 
(OL":n1 + ô1nink * ôirninr + ôirninr )noxnas I

,'o.rrr.
La sphère de rayon unitaire (a=l) entraîne en plus de l'équation

X i  =a l l i  = I l i

ni = 2(i

dS = a2 sinOdOdg = sin0dOdg

où Xi sont les cosinus directeurs définis par :

(A.33),

(4.34),

(4.35),

(y ,  =s inOcosg
l^ '
1X, 

- sin0sing

Lxl = cosg

Pour déterminer la
d'intégrales à Ésoudre :

oîo = 
!'0" !"0*r*,*1r1 

sinodode

et

oî"* = 
!' o" ["0*r*,rxxrxpxqsin 

o do ds

soit :

0 e [0,æ]
g e [0,2æ]

(A.36).

relation 4, il ne reste plus que deux types

(A.37),

p 171

(A.38),



o',jooo

l / "  t 2  , r  t 2  , s  t 2  ^  ' \

a, loitaJrpq + ou^1*oo + ôga]1* . ôjtotu*o )J' ' l t '  -  r  

(A .39 ) .

I-e déroulement de I'obtention des intégrales olo et Â3i.;krr, .rt

développé dans I'annexe C. Et on obtient :

ol, = 
Ii(uuukr + zÂi1kr )

Antu4e A - Compftments tz micronutoni4w

(4.40),

olor* = 
ffi{uuônôrnn 

+ 2ô1iÂpmn * 2ôkrÀijmn 
(A.4r).

+2ô-rÂ1i" * afiln-n )

Finalement une relation (A.42) pour 42 identique à celle de 4
(4.28) est déterminée :^'lÉ"",#l;:;:Hffi;,

(A.42),

avec les définitions :

Â,:o =|{unu1 +ô'ôir) t A.zs),

frj*' = 
]{Ut*Ujr,,'n 

+ ô1Âiur, +ô6,Âinu + o6Â1.n )
(4.30).

p 172



Anæ4e A - Compftnunu da micromhaniquc

A4 - Compléments thermodynamiques

Une autre manière d'obtenir les forces thermodynamiques est
développée dans ce paragraphe. On peut noter que dans la démarche
déroulée dans le chapitre III, les forces thermodynamiques découlent de
l'énergie libre d'Helmholtz 14l (E, ePs, €pH, A, f) par la relation
suivante :

Fxi =-#(r",x:)

où les variables internes Xi sont :

(4.43),

- ePs et epH : déformation plastique par phase S et H
- f : fraction volumique des cellules
- les demi-axes ai et les angles ai de I'ellipsoide rcgroupés dans

le tenseur Aii.

L'énergie libre d'Helmholtz appliquée au matériau biphasé et à la
représentation simplifiée de la structure cellulaire par deux ellipsoides
concentriques et homothétiques : exposé dans le paragraphe III.3.1, s'écrit
avec les variables intemes ci-dessus par unité de volume :

zz(e,ens,rpH,r,o) = 
i(ru 

- El).,,o(ro - Eft )
*f,rO- r{'f' - ,1" ).,,* (to,"n - sL*" (A))('A -'iS )

(II I .156),

où ef -fefs +(1-f)rÏ".

L'application de la relation (A.43) sur l'énergie libre d'Helmholtz
permet de retrouver les forces thermodynamiques (III.15I) avec la
propriété (III.163) et les définitions (III.164 et III.165) pour les
contraintes de chaque phase par :
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Fefs = fof

t 
l" 

=(l-f)of

Fr = EijÂef - 
|O 

-zr)aef cun (lu-" - sh"" )*L
Fo* = lrt rt- r )ae I c,:o s'orr"* l, o,n"

(4.44).

On remarque également que la contrainte macroscopique est
déduite par cette relation :

On peut également déterminer les forces thermodynamiques par
l'énergie complémentaire Y dont la variable de contrôle est la contrainte
I1i et non plus la déformation totale Eii. Cette énergie complémentaire
Y (>, Xt) [R71] dépendante des mêmes variables internes que pour
l'énergie libre d'Helmholtz W (E,Xt), se déduit par la relation :

Eu =ffi,r.,X,")

Y(E,xk ) = Eu 
#rr,xr. ) - w(n,xr)

*(r,rot ,ePH ,t,o) = 
| 

>ocoi,En + rlr,:

(4.46).

Des relations (A.45) et (III.l56), l'énergie complémenraire (A.46)
se réécrit avec I'utilisation de la loi du comportement élastique Gn.51) :

où Âef -rlt -t1".

Tout comme la
d'Helmholtz), on a des

(4.4s).

(4.47),

l 'énergie libre
et à (A.43). Ces

-Trr- r)^slc,iu (rn,n - sh", (A))^rl,

première démarche (par
relations similaires à (A.45)
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équations déterminent les forces thermodynamiques des variables internes
Xi et la déformation totale Eii par:

Fxi =ff{ro,":)

sij =frtr",X,)

(4.48),

(A.4e).

Par la relation (A.48), on retrouve encore les mêmes forces
thermodynamiques, à I'aide des équations (III.163 à m.165) :

Fefs = fof

tl" =(l-f)of

Fr = >ij^rfi -)O- 2r)aef cun (ro",," - sh", )orl-

Fo* = 
It rt- r)aef cijn S2u-npqarl,

(A.s0).
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Annexe B :

Détermination des tenseurs Sl, 52, 53

Dans cette annexe B, on rappelle une méthode d'obtention du
tenseur d'Eshelby sl défini selon les techniques de Green pour une
inclusion ellipsoi'dale par :

sli." (r,t) = -J", 
)(o*1+ 9i6l )t, - r')cs.,,dv'

= 
Ju, 

I-iin (r - r')cp,-dv'

Anttt4c lB - Détcrmin^atiot das terceurs 51,52,9

on étends cette méthode aux dérivées 52 et 53 du tenseur sl par
rapport aux parzrmètres de morphologie (demi-axes et angles) contractés
en un tenseur A1i. I-es relations entre ce tenseur A13 et les paramètres de
morphologie sont définies dans la suite de cette annexe. Avant d'aborder
proprement dit cette _méthode, une formulation dans le paragraphe suivant
des dérivées 52 et 53 en fonction du tenseur de Green est proposée ainsi
que les caractéristiques et l'évolution cinématique dues à la forme
ellipsoïdale.

B.L - Caractérisation d'un ell ipsoide et de son évolution
cinématique

' 
Par dérivation particulière de l'équation (B.l), on obtient que la

dérivée première par rapport au temps est égale à :

(B.1).

#,r,r, 
= 
fru, 

aùo(r- r')cumn/o,ro,dg'

p 177
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où a est la vitesse de la surface de I'ellipsoide et n sa normale. Ceci avec
I'hypothèse que le tenseur de Green, ainsi que le tenseur des constantes
élastiques C, ne dépendent pas du temps.

En appliquant le théorème de la divergence, l'équation (8.2)
devient :

99i*f
dt 

-(t,t) = -J 
u, 

rrio,o (r - r')Cs,* op'dv'

I
+ | , Frjtt (r - r')C j1* up,,p,dY'

JvI

avec la propriété des dérivées du tenseur de Green :

9*,irp (t - r') = -g*,irp, (r - r')

De la même manière, on définit la dérivée seconde
d'Eshelby par rapport au temps :

1 2 , ^ ld-si.  ?

fftr,t) 
- 

J u, 
at 

",pq(r 
- r')c11*a p,aq,dy'

I
- 

L rùkr,p (r - r')ctt-n (rp,,q, ,q, * op,aq,,q,)ou'
JV,

I- 
J .r, 

rùn,q ( r - r')ckl mnt p' ,p'zq'dv'

(8.3),

(8.4).

tenseur

(B.s).

I
*J 

,r,I'iin 
(r - r')cu-n (op',p'q'oq' * ûp',p'vo',n')dv'

Fûn,p(r- r')Ckhm 
?ou'

Fiin (r - r',)Cn-o 
o'l;'o' 

OU'

-J",
*Ju,

p 17E
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Dans les équations (B.3) et (B.5) on peut remarquer I'intervention
de la vitesse de déplacement a de I'enveloppe d'un volume fermé et de ses
dérivées temporelles ou spatiales. L'application des propriétés de
I'ellipsoïde réduit tous ces termes de vitesse, de gradient ou d'accélération
à des fonctions du tenseur de morphologie A1i et de ses dérivées première
et secondaire par rapport au temps. En effet, un ellipsoide est décrit par
trois demi-axes dans son repère (cf. figure B.l) principal et par trois
angles d'Euler pour I'orientation entre ce repère principal par rapport au
repère du réseau cristallographique. Et ces six paramètres peuvent être
regroupés dans le tenseur Ali obtenu à partir de l'équation d'un ellipsoide
dans un repère quelconque :

Aiixixi = I

où xi sont les coordonnées d'un point de I'ellipsoide.

ày A2, a3 = demi-axes Q'1, U'2, O3 = an$les d'Euler

4= reÈre du cristal

fû = repere de I'ellipsoide

Dans son repère propre, I'ellipsoide possède comme tenseur Aii :

(B.6),

+ o o
ai

o + o
a-,

00+
ai

Ai: =

Fig B.I Description ellipsoîdale.
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En utilisant la matrice Aj de passage entre un repère quelconque où
sont définis les angles ci et le repère propre de I'ellipsoide, on a la
définition de Aii en fonction des demi-axes ai et des angles si :

Aij (ur.,sl ) = fi. (crr ){n (ar )ei" (.* ) @.9).

Par dérivation temporelle de l'équation (8.6), la vitesse a de la
surface de I'ellipsoïde vaut :

Atuu4e B - Détertrution tcs tenseurs 51,52, 53

ce qui donne la relation courante d'un ellipsoide, soit :

*? *? *7j . r  ++-* =l
ai ai al

,, =*-xi =-ja*{Ào.,

On obtient également ses dérivées temporelles ou spatiales :

ai,i *i,j = -io*tou,

z/i,jk = 0

* 
= t[ie*{ÀHau,1Â,"n*n -aulÂo-,}

+= i{o*Â,""afr er1 - a/À*, }

(B.8).

(B. r0).

(8.11) ,

(8.  1 2) ,

(8.  13),

(B.14),

avec la propriété :

Âtt = -n;f eoe;t tg.15).

A partir des équations (B.10) à (8.15), les relations (8.3) et (B.5)
deviennent:
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(8.16) ,

* )

V'

(8.17) .

En factorisant les dérivées temporelles première et secondaire du
tenseur Ai3 avec la prise en compte de ses symétries et par identification
avec les relations suivantes :

I

ff{t,,) 
= s2,,r*À* (B.18),

dS : .  1  , .  f

#tt,t) 
= 
iaolÀ" J u, 

Fijo,n(r - r')cp-,,x!dv'

1--r ,  I-;AilAtr 
J u,tr4r,r 

(r - r')Cp-,dv'

et

dtsl,rn , , I
ffrr,r)-io;l^"o*lÀo,

tJu, Fijtt,pq (r - r')cP*,xixldv'

-(o ;lo* A;JÂ * . i o;lu oA*l À un

.Ju, Fijn'P (r - r')cP'-'xidv'

. 1 (o il u,q A;,lA u, * +A;lÂ aA;JA2

tJu, fiir'r (r - r')cP-'dv'

1.-r ' .  I+inoie" 
J u, 

liin,o (r - r')cP-'xid

_l . ' .. I
,eoietn J ur 

tt o (r - r')ctr'*dv'

p 181
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#,r,t) 
= slinpqrrÂ*Àr, *s?io*Âon

on obtient :

(8.19) ,

rt:o* = -i","*{iç(t?,""* *rito,,*)

.l oil (t'?"* * ri','",' ) - ori (t1.' * {i-" )}r.ro,,
et

sii"oo,, = -+{o*toJ (tri-,*", * rj3i-,*", )
+e*{e-rf (r,3_r"", + Tj_n"", )
+efra;l(tt3-,,** * ti1,,,** )
+e;f n;l (t3-""* * ri1,*** )]t'* . *c,"nn
'{(o"ta;l * o*to*t + efin;tXt,?,""o * ri?-"o )
.(o,oto;,t * a*te;J + nfie;t)(t],"", * t1]*,o )
*(e;te$ + n;tefr + n;,ta;f )(t],-," * ri*",' )
.(A;tA;; + n;,lnfr + e;,tn*{ )(t],*- . ri,",,* )}
-â(^;âo"t * efrn;J + e*{a;J).o*,, (t1," . tt,-,)

où 
. ' '21) '

9it , i t  ( r  -  r ' )dv' (8.22),

9it,ih (r - r')x'ndV'

rfn (r,t) = -1",

tfu,*(r,t) = -Jr,

p 182
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t3**(r, t ;  = - 
[ ,  gik, i l rp(r - r ' )xix[dv'

.t Vt

(8.24).

La détermination des tenseurs Sl, s2 et s3 donnés respectivement
par les relations (8.1), (8.20) et (B.21) nécessite le calcul des intégrales :

9it,ir (r - r')dv' (8.22),

(8.23),

9*,1rp (r - r')xixi,dv' (8.24).

La résolution de ces trois intégrales (8.22), (8.23) et (B.24) est
complexe, du fait de la présence du tenseur de Green Ç. Seule une
méthode numérique permet de les obtenir dans les cas d'un ellipsoide
quelconque dans un milieu anisotrope. Une formulation explicite de ces
intégrales est abordée par une méthode par transformée de Fourier pour
un milieu isotrope et un ellipsoïde sphérique. Dans le paragraphe suivant,
on développe le principe de cette méthode.

Etant donné que les angles qi d'Euler sur I'orientation de
I'ellipsoïde n'interviennent que par I'intermédiaire du tenseur Aii, la fin
de cette annexe traitera uniquement les demi-axes et utilisera la définition
(8.7) du tenseur Aii dans le repère principal de I'ellipsoide.

8.2 - Méthode de calcul par transformée de Fourier

8.2.1- Cas eénéral

Une méthode numérique pour le problème d'une inclusion ellipsoidale a
été proposée pour le calcul de Tl (8.22) par Kneer [K65] et reprise par
d'autres [MK71 ,LM73,L77,G77]. Sabar [S90a] a étendu cette méthode à

t?*,-" (r,t) = -J", gt,irm(r - r')xidv'

rfo (r,r) = -Ju,

',]t,,,noo(r't) = -J",

p 163
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la détermination du tenseut Trfu'', quand m = n. Elle consiste à utiliser

la transformée de Fourier du tenseur de Green Ç et à intégrer dans
I'espace k (conjugué de r). Cette méthode numérique utilisable pour un
ellipsoïde quelconque dans un milieu anisotrope peut être explicitée pour
des ellipsoïdes particuliers dans un milieu isotrope.

Etant données les formes similaires des équations (8.22), (B.23) et
@.24), une écriture réduite est posée sous la forme de :

riin(r,,) = -#;Ju,U* G -r')f (r')dv' (8.2s),

où I'opérateur de dérivation D et la fonction /sont selon les cas :

pour (8.22) :

D = 1 f  ( r ' )= l  Vr 'e vI  (8.26),

pour (B.23) :

I
O = * f (r,)= *,n Vr, e VI (8.27),

dXm

pour (8.20 :

7p
n = # f (r ' )= * 'n*â Vr'e VI (8.28).

dxmdxp

Soit la transformée de Fourier du tenseur de Green :

g1" (k) = 
J__u,n 

(r)e-i(k'x')6Y (8.29),

et de son inverse :
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g1n (r) = 
#J" ylin(k;si(k'*')6vk @.30),

avec dVk = dkt dkz dk3, où k est le vecteur conjugué du vecteur r.

Or le tenseur de Green Ç est défini comme la solution de l'équation
différentielle d'équilibre :

Ciinfin,l (t) + ô6ô(r) = Q (B.31).

On a donc besoin des dérivées première et secondaire spatiales du
tenseur de Green. De la relation (B.30) il découle :

rfgin,i (r) = 
#J ',r* 

ft,6in (k;si(k'*')6Yk

r l
g3n,i* (r) = 

# J u- 
kikr6jn (k;si(k'*')6vk

On définit également la transformée de Fourier de Dirac :

6(r.) = 
J__t,r)s-i(k'*' 

)6y = l

et son inverse :

t de Éêcrire l'équation

(8.36).

par sa transformée de

(8.32),

(B.3 3).

(B.34),

(8.3s).ô(r)=+ l' .i(k'x')avk
Efi- J vk

I-es résultats (B.33) et (8.35) pennetten
d'équilibre (B.31) sous la forme suivante :

Cijnâjn (k)kikk = ôh

Par substitution du tenseur de Green ç
Fourier (B.30), l'équation (B.25) devient :
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"J',Jç*k) f (r';ei(k' (*' -xin ))6ytou,
vk

(B.37).

ki = llklll j vj =r,2,3
avec

l*, 
=sinOcosg

1*, 
= sin 0 sin g

L2(g = coso

Cij1rfjn (k)k2xiXk = ôh

En posant :

Cijn?(i1r = t"tir (f )

l'équation (8.40) s'écrit alors :

Y2Ç jn(k) = Mt"t(r)

La définition de dvk (8.30) devienr
coordonnées sphériques :

(8.38),

(B.39),

(B.40).

(8.41),

(8.42).

avec le changement en

où llt<ll (module du vecteur k) 0, g sonr les coordonnées sphériques de k
(llt lle [0,+""1; 0 e [0,r] g e [0,2n]), permer de transfonner la relation
(8.36) en :

I Da2
f i ;k l  ( r , t )  = -  - :  -' 

8æJ âxilx1

En prenant comme repère, le repère R d'origine O, centre de
I'ellipsoïde et ayant pour axes les trois diamètres orthogonaux de
I'inclusion, et I'introduction des cosinus directeurs du vecteur k on notera
?(j (ot j = I ,2,3) décrit de la manière suivante :

dvk = k2dkas(r)

p 166
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où dSC) est l'élément de sudace sur la sphère (S) dans I'espace k :

AS(X) = singdgdp (B.44).

Avec I'application de toutes les équations précédentes, la relation
(B.37) se réécrit :

' 
Ju, J;-J, 

vrul (x)r(r';ri(lltllx' (*' -*i" ))andS(x)ov'

(B.4s).

or d'après Faivre [F7l], I'intégrale sur k est complexe, cependant
le tenseut Milr- t est réel et seule la partie réelle de I'intégrale sur k doit
donner une contribution finale non nulle. On laisse donc de côté sa partie
imaginaire.

Or la partie réelle :

& [*-rt(il.llx,n(*,"-.;))ar. = 1 [*-ri(llrllrn.,(*",-*in))at-Jo 2J-*
(8.46),

et I'utilisation de la propriété de la fonction de Dirac unidirectionnelle :

I Da2
Ti in( r , t )  =  - :  - i

a''- 8æ3 âxiôx1

f+-
| .rlt*llnor = 2æô(n)

J -o"

pernettent de modifier l'équation (B.45) en :

(8.47),
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zijn(r,,)=-#Jr",otelffi
?

x | . y()a(x- (*,o - xin ))av'as(26)
JvI

(8.48).

Du fait qu'en dehors de I'inclusion VI, le produit scalaire I.(r - r)
et la fonction /(r') sont nuls, on a donc :

I
| , f (r')ô(r- (*, - xin ))ov'

.f vt

*oo

ttl' 1(r,)ô(x_ (x,.,.,
JJJ

A I'aide d'un théorème donné
I'intégrale précédente IyG') devient :

(8.51),

(B.4e).
- x',,, ))dv'

par Kecs et Téodorescu [KT74],

r r(,)= JJJ __.f 
(,,)ô(x," (*"' - xi, ))dv, = 

*llrr {,,)dxidx!
(8.50),

avec p le plan de normale 1 et (o, r, s) étant une pennutation circulaire
de ( l  ,2 ,3) .

L'intégrale IJ(r') dont les zones d'intégration sont décrites dans la
figure 8.2, est une intégrale de surface classique et a pour chaque cas les
solutions suivantes :

ler cas : {r')=l

:ftdxidxi =ryF-o1
Xo JJP K

avec

*=ffi
et

p lEE
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, {  =Xixi
K

p: plan de normale 2g

(8.53),

(8.55),

(8.56),

(B.57),

ellipsoïde

2eme câs : fr')=x'n

intersection de p et de
I'ellipsoïde

zone où/est non nulle
FigB2 : Zonc d'intégration dc l'intégrale lyt')

*ï rxi,dxidxi 
= a211r(n 

ryF 
- n2)a

3ème cas : fr')=x'nX'q

(B.56).

Pour les différents cas, la substitution des résultats (B.51), (B.54) et
(8.55) dans I'intégrale (8.48) et les dérivées suivantes :

*Ïrx'nxidxidxS 
= uî,uô xnxqryF- r+2)rt2

ættt 
t-e{2))=-,Y

ffilF-*)ol=*ry
[(r- o')u']= -z+xixïxe7a

ôxiàx1àx,',à*p
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permettent finalement d'obtenir :

r,1*= rylrt*'(x)4os (8.59),

(B.61) .

Tout comme I'a indiqué Eshelby au sujet du tenseur Tl, les tenseurs
T2 etT3 sont uniformes dans I'inclusion ellipsoidale. Dans le cas général,
une méthode numérique classique (intégration par points de Gauss)
pennet d'obtenir ces trois intégrales (B.59), (8.60) et (B.61), mais une
évaluation analytique de ces tenseurs est connue uniquement dans le cas
d'un milieu isotrope.

8.2.2 - Cas d'un milieu isotrope

Dans le cas d'un milieu isotrope, le tenseur des constante élastique
Clip vaut avec le coefficient de Poisson v et le module de cisaillement p :

,,?*,,* -saq22takjr"*ttxlIûffbus (8.60),

'p3
'ijklmnpq -

3ap2a3aAt'*

J,"*',IlffI&o'

C,jn =SU,jôn +u(ôLô.;r +ô1ô5r)

r,rul(x)=i(u" 
"hxrxr)

(B.62).

Dans ce cas, la transformée de Fourier du tenseur de Green est
connue explicitement [878] et le tenseur M-l devient :

(8.63).

Pour un ellipsoïde quelconque, les intégrales Tl , T2 et T3
deviennent donc :
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r,1o=ffiI,(u* ohxixv]#" (8.64),

',fu-" Jî#j,[t. ah xixv)Y*
(8.65),

Anru4e ts . Déteftinatiott dzs tenseurs 51,52, 53

et

,n3 -3aP2artôti'ijklmnpq - 

"1,

'j,(u* rhxixv)t*#*"
(8.66),

Pour une sphère unitaire, c'est-à-dire que 0,1=t2=a3=1 et K=1, les
intégrales Tl ,f et T3 se réduisent à :

.f(
r,1u,= h,l r,*,{u"- #-,r*}ot @'67),' ---J 

s \

,,fu,"" =hl 
^r,r,*^r"{un ,,fux,x*}as r,.68),

' e 'S

et

',?** = 
# | ̂ *t r*^xnxpxq{u. - 

#r,rn io,' r 'S

(B.6e).

De ces relations, il suffit d'effectuer les intégrales doubles sur 0 et
g des fonctions trigonométriques de la forme cosn 0 et sinmg. De
I'annexe C, on trouve donc comme résultats analytiques pour un milieu
isotrope et pour une sphère unitaire :
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r,1o =-dil(fn-r0v)ôi1ô1 -(o1ioo *01ôs)) @.70),

tfu"' = ,frç(trl 
- l4v)ô;s (ô1ô,* + zÂir-n )

-(OUOoOmn * ô1ôipômn + 2ô1ifp,-, + 2ôpÂ1i-,

+2ô1Àirmn + 2ô6Â1ns * zO6Âpn ))
(B.71),

r,]r-noo = 
*frç (trz - t8v)ô;1 (ô1rô,onô*

+2ô3rÀ,nn* + 2ô*Âimn + 2ô,-,Âirpq

+SEimnpe 
) 
- (uuu11ô,,,nôpq + ô1ôi1ô*ôpq

+2ô 1iôpÂmnpq + 2ô1iô,-, Àooo

+2ô 1iôonÂn*n + 2ôpô*rÀtj*

+2ô pô*À,j-n + 2ô1ô,o,rÂ:*oo

+2ô ioô *,Âjoo + 2ô10ô*,Àjo*

+2ôi1ô*Â:*-n + 2ô6ô*Âi*

+2ôinô*Âi.o + 2ô1ôirÀmnpq

+8ôlif pmnpq + 8ôpf 11mnpq + 8ôlfjmnpq

+16 Vrimnnpq + 16 Viipqnmn

+4^ijmn^Hpq + 4ÀijpqÂH,-, ))
(8.72),

1 t
Âtjo =i(ot*01 +ôrôir) t8.73),

E,jo-n = 
f{ur*Ujl,* 

+ ô1Àir*n + ô6,Àinn + ô6À1,'n )
(8.7 4),
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I

VU*r** = 
i(o"Xjkrurpq 

* olfir-npq )

Dans le cas gêné,ral d'une inclusion ellipsoïdale (a1>a2>a3) la
détermination des composantes des tenseurs Tl ,T2 etT3 se ramène au
calcul d'intégrales elliptiques :

rQF(e,K)=Jr#* (B.76),

l9
E(ç,K)=Jofi-xsinryary (8.77),

(8.75).

et

avec

.  -1
9=srn (B.78),

K- (8.7e).

Or, ces intégrales ne sont pas connues explicitement dans le cas
gênêral d'inclusion at>a2>a3 sauf pour quelques cas particuliers comme
la pièce de monnaie (pennyshape at=al>>a3) et d'autres [M87].

8.3 Conclusion

Ces trois tenseurs Tl,T2 et T3 peuvent être obtenus égalemenr par
intégration par points de Gauss. Dans le cas de la sphère unitaire (a=1)
dans un milieu isotrope (v=0,3, p=80000 MPa), les tableaux B.l, B.2 et
8.3 donnent les valeurs numériques non nulles des différentes méthodes,
tout en conservant les symétries des tenseurs Tl ,T2 etT3 résumées dans
le tableau B.4. Ce tableau 8.4 regroupe les indices selon leurs symétries,
par exemple pour le tenseur Tl, on obtient :

r,1o =riL =tl,u =tlu,

_t
^2,
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Dans les tableaux 8.1 ,8.2 et B.3, on obtient des valeurs semblables
par les deux méthodes (intégration numérique par points de Gauss et
formulation analyique) pour les tenseurs T1, T2 et T3.

indices
valeur venant des

équations analytiques

valeur venant par
intégrations
numérioues

l l l t .23810E-05 .23810E-05
l t22 -.595248-06 -.595248-06
r2t2 .35714E-05 .357 r4E -05

TabB.l : valeur des composantes non nulles dtt tenseurTl pour unc sphère

indices valeur venant des
équations analvtioues

valeur venant par
intégrations
numériques

111111 .36735E-05 .36735E-05
r  1 l  |  22 .r73478-05 .t73478-05
t r22t l -.7 6531E-06 -.765348-06
112222 -.7 6531E-06 -.7 65278 -06
rr2233 -.25510E-06 -.25510E-06
12r222 .673478-05 .673478-05
t2r233 .224498-05 .22449F-05

TabB 2 : valeur dcs composantes non nulles du tenseur T2 pour une sphère

srouDes de svmétrie

ri'. ik jr

tt'*." ik jlmn

'p3
'iiklmnpq ik jlrnnpq

Tab3.4 : symétries dcs tenseursTI,T2 473 pour tne splùre
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indices
valeur venant des

fuuations analytiques

valeur venant par
intégrations
numériques

l l t l l t l l .95238E-05 .95215E-05
l  l  I  t t t22 .25850E-05 .25875E-05
l  l  l  t t2r2 .25850E-05 .25875E-05
I  l  I  t2tzl .25850E-05 .25875E-05
t  l  l  r2222 .32653E-05 .32627F-05
I1122122 .326538-05 .32627F-05
t2t22r2r .32653E-05 .32627F-05
I I  I12233 .10884E-05 .10884E-05
11112323 .10884E-05 .10884E-05
t2r23r31 .10884E-05 .10884E-05
t l2t t t t2 -.17007E-05 -.16984E-05
tt2rrr2r -.170078-05 -.16984E-05
r l2rt222 -.10204E-05 -.r0228E-05
t t2 l2t22 -.10204E-05 -.10228E-05
rr2rt233 -.34014E-06 -.34015E-06
rr2tr323 -.34014E-06 -.34015E-06
rt223r3r -.340r4E-06 -.34015E-06

r2r22222 .r97288-04 .r973lE-04
r2r22233 .39456E-05 .39456E-05
r2r22323 .394s6E-05 .39456E-0s
I 2r23232 .39456E-05 .39456E-05
TabB3 : valeur dcs composantes non rulles ùt tenseurTS pour une sphère
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ANNEXE C :

Recherche d'une forme analytique
des tenseurs Tl,T2,T3 des Eansformées de Fourier

pour une sphère unitaire dans un milieu isoffope

I-es composantes des tenseurs Tl , T2 et T3, pour une inclusion
sphérique de rayon unitaire à partir de la méthode de transformée de
Fourier ont pour forme:

r,1o = #jrr:xr{on #r'x*}as

72'ijklmn -

13'ijklmnpq

#j, xixrxnx"{u,* rhx,xn}os 
(8'68),

= 
# j, x lxrxnx.nxpxq{u. - 

# r,r* }0,

cB.67),

(8.69),

(8.44),

(8.3e).

ou
dS = sinOd0dg

avec.les cosinus directeurs définis par le système:

l*t='T1.:" oe[o,n]
l1z - sinOsing _;
l ;=*rt 

- '  ee[o'2n]

Des relations (8.67 à 8.69), on remarque quatre types d'intégrales
déterminer:
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pzn pîE

otu =Jo 
Jortr:sinodods

XiXlXxXrsin0 d0 dg

p2n çæ
oli*,*oo = 

J o J oxrx:xxxtxmxnxpxqsin0d0ds 
(c'4)'

I-es composantes non nulles de Âl sont calculées facilement :

p2n pn
Lt22 =J 

, J o 
rt'osin2 edode =+

p2æ pæ

ar' =J, 
J-sino.or2edode 

=+

et se condensent sous la forme:

. r  4n  ̂ai = 
ïuu

De la même manière que pour Âl,,, on définit

non nulles pour olu,, Â31;u,,,n, ol"r** (cf tableaux

hris, elles se condensent de la manière suivante:

Annqt C - ?wfrzrcfrz tzs ttnseurs d ,'f ,'f

p2n pn

olo=Jo J,

p2æ pæ

^1rr =J, 
Jort'ocos2edode 

=Y
3

^ l2n pn
^Tn-" = | | xixlxxxrxmxnsinododg-  Jo Jo

(c.1),

(c.2),

(c.3),

(c.5),

(c.6),

(c.7),

(c.8).

les composantes

C. l ,  C.2 et  C.3) .

p 198



Amcalt C - îCcfrzrcfu dzs tcnseurs d , d, d

olo =li(ui:uo +2Âiiu) tc.e),

olor* = 
ffi (uuôuô,,,n + 2ô13ÂHmn + 2ôHÂiinïl

+2ô*,Â1ikt + aEslk1- )
(c.10),

ol** = 
fr (uuôklômôpq + 2ô1iôpÂmnpq + 2ô'iô-nÂ"oo

+2ôi1ô*Àkhn * 2ôklôrnnÂ,jpq + 2ôklôpqÂ1im,r

+2ô*,ô*Â,j" + 8ôliEsmnpq + 8ôpflimnpq

+8ô ,,,,nlliklpq + Aô*f iiumn * 48E1ikl*,pq

+aÂi1rÂmnpq + 4Â1i-rÂHpq + 4^ijeqÂkt.n )
(c.11),

1 ,
Â,:* =i(ono11 +ôrôir.) tc.rz),

fiin*n =]{unUjlr* +ô1Âgmn +ô6,Âinn +ô6Âi*n)

(c.13),

Eu"r** = 
|{ut*fjkrurpq 

+ôlfirnn* +ôn,Xjnktpq .^ I .\(c.14).
+ô685*u* + ôpljqklmn * OqEipu-n )

Finalement les intégrales Tl, T2 et T3 définies respectivement par les
relations (B.67), (8.68) et (8.69), deviennent :

r,1, =.#(tn-rov)ôir.ôr -(ôi:ôn +01ôs)) (c.rs),

p 199



funqç C - Rcrfrercfrz des totscurs d , d, d

trfu,"" = 
7frùu (rrl - l4v)ôi1 (ô3rô.n + zÂpn )

-(OUOoOmn * ôi1ôirômn + 2ô1iÂs,rrr, + 2ôHfiimn

+2ô1À;mn + 2ô;rrrÂi,rt.r * ZO6Â3,nn ))
(c.16),

t]o-"* = 
,;frç(trz 

- l8v)ôs (ô1ô,-,ôpq

+2ôi1Â.npq + 2ô*À1hn + 2ô,*Âipq

+sfir*npe ) 
- (uuu"ô,,,nôpq + ô1ô31ô.nôpq

+2ô 11ô klÀ rnnpq + 2ô1iô *, À gpq

+2ô1iô*Ào-n + 2ôpô'o'À,i*

+2ôktôpqÂ,jr- + 2ô1ô*,Âi*oo

+2ô1nô-,Âjo. + 2ô10ô*,Àjo"

+2ô1ôpqÀ:*-n + 2ô6ô*f:*

+2ô ;,,ô*Â:-*t + 2ô1ôirÂ*on

+8ôliIpmnpq + 8ôkrf lSmnpq + 8ô1f jmnpq

+16 Viimnn* + 16 ViSp4rrnn

+aÀ11.nÀklpq + 4ÂijeqÀHr"" ))
(c.17),

avec les définitions suivantes :

Â,j*, =|(u*uir +ôrô.;r) (c.rz),

fiin-n = 
|{U,*^jlr* 

+ ô1Âirrnn + ô6rÂinn + o6Âpn )
(c.13),
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I
:  . t  

=  ^  =  
\Vtjnrnnpq =i(ôitÂjknnpq +ôlÂjr.tnnpq) (C.18).

Tab.CJ Détermination des composantes non nullet a, (in
ur

^1" Définition valeur

^1rn r," r,sin5 ecosa gd0 dg
4n
5

Êrrn r," r,sin5 orin4 gdodg
4n
5

4,,, r," r,sinocos4 0dodg
4n
5

4,,, f," r,sin5 esin2 gror2 gdodg
4n
15

4,,, r," r,sin3 eror2 0cos2 gd0drp
4n
15

Êrrn r"" r,sin3 e.or2'o sitt2 g d0 drp
4n
l5

p 201



^?io*n Définition valeur

A? ,,,,, r," r"sinT 0.o16 gd0dg
4n
7

Êrrrrn r," r"sinT esitt6 gd0dg
4n
7

Érrrr* 1," r,sin0cos6 0d0dg
4n
7

4,,,,, r," r,sinT esina g.or2 gd0dg
4æ
35

Â?, ,,r, r,. r,sin5 e.or2 orora gdodg
4n
35

Êrrrrn r," r,sin5 o.or2 erina gdodg
4n
35

4,,,,, r,'r,sinT 0sin2 gcosa gdOdg
4n
35

4,,,,, pZr pn

J. J nrt ' 
ocos4ocos2 edodg

4n
35

Érrrrn r^" r,sin3 e.or4 erirr2 gdodg
4n
35

4,,,,, J."J;sin3 e.or2 o sitt2 g ror2 g do dg
4n
105

Tab.C2 Détermination dcs composantes non nulles d, Ê,rurlxlmn

Anncag C - 8,çcfrercfrz [u tttueursd,'f ,'f
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^1i"*"* Définition valeur

^1,,rrl J."J;sin9 O.or8 gd0dg
4n
9

4,,,,,,, J,"J;sin9 erittS gd0dg
4n
9

Llrrrrr' J,"J;sin0cos8 0d0 dg
4n
9

^1,, nnz r^" r,sin9 esin6 g.or2 gd0dg
4n
63

^1,, 1r r33 r," r^sinT 0.or2 0.o16 g d0 dg
4n
63

4,,,,,,, r," r,sinT 0.or2 e sitr6 ç d0 dg
4n
63

Lî,,,,,,, r," r^sin9 esin4 g.or4 gd0 dg
4n
r05

^1,, nn3 r," r,sin5 eror4 o.or4 gdodg
4n
105

4,,,,,,, r," r,sin5 oror4 erirra çdodg
4n
105

Ll,rrrrrn r," r,sin9 0sin6 gcos2 gd0dg
4n
63

Ll,rzrrr* r," r,sin3 e.o16 o.or2 g d0 dg
4n
63

Llrt..l,zzt J."J:sin3 ocos6 otin2 gdodg
4n
63

^1,, nn3 ,[."J;sinT e.or2 orin2 g.or4 gdodg
4n
315

Llrrrr*t ,[,"J;sinT ocos2 orin4 gror2 gdodg
4n
3ls

Llrrrrr' r," r,sin5 ecosa erin2 gror2 gdodg
4n
3r5

Tableau C3: Détermination des composantes non nulles dc ^4^rjklrnnpq


