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Chapitre I - Introduction

CHAPITRE I :

Introduction

Lors de la transformation, par mise en forme, d'une tdle d'acier en un
produit fini, le matériau subit généralement des chargements complexes,
continus ou séquentiels. Ainsi dans le cas d'une boite boisson, la premiere
opération est un emboutissage suivi d'un repassage (en plusieurs passes).
La partie supérieure du corps de boite subit ensuite un rétreint pour la
formation du col. D'autres exemples peuvent €tre cités mettant en oeuvre
des chemins encore plus complexes comme dans le cas d'une portiere de
voiture ou d'un carter moteur.

Ces opérations de mise en forme mettent en jeu de grandes
déformations plastiques et sont souvent limitées par :

(a) des instabilités de type structure : plissement,
(b) des instabilités ou localisations de type bande de cisaillement,
(c) des endommagements du matériau (fissures-cavitations).

En soi, ces mécanismes limitent la capacité de mise en forme des
matériaux et des procédés par les défauts géométriques ou (et) d'aspects
qu'ils générent. Dans certains cas (certains chargements séquentiels), la
localisation de la déformation (suivie de la rupture) est suffisamment
précoce pour rendre impossible un second trajet de déformation..

Dans ce travail, on se limite au mécanisme (b) (localisation de type
bande de cisaillement) dans la mesure ot il précéde le mécanisme (c) tout
au moins dans le cas des aciers extra doux pour la mise en forme. Le
mécanisme (a) reléve d'une analyse de stabilité de la structure mécanique.

On a cherché a décrire le domaine de ductilité des aciers en
introduisant les courbes limite de formage (CLF) qui dans le plan €1-€2

(déformations principales décrivant un trajet donné) délimitent le domaine
pé



Chapitre I - Introduction

ol la déformation est uniforme [BB90, CHM94]. Quoique d'un intérét
incontournable pour la conception et la mise au point du procédé, la
détermination expérimentale des CLF est longue et fastidieuse, en
particulier lors de trajets complexes. Par ailleurs l'acquisition de ces
courbes ne renseigne pas sur l'origine des mécanismes physiques
responsables de la perte de ductilité. Classiquement, deux classes de
mécanismes sont introduits par la métallurgie physique :

- l'adoucissement textural [B78] résultant d'une rotation non
aléatoire des réseaux cristallins.

- la formation d'une microstructure intragranulaire de dislocations
sous la forme de cellules 2 faible densité de dislocations, et de
parois a forte densité de dislocations [RB77, FS83, S86, M88,
RS89].

Le premier mécanisme n'est sans doute pas intrinséque dans la
mesure oil, aprés une restauration par un traitement thermique laissant la
texture cristallographique inchangée mais modifiant la structure de
dislocations, on retrouve la capacité de déformation du métal. La texture
cristallographique joue cependant un réle certain dans les mécanismes de
coalescence des microbandes de cisaillement.

Le second mécanisme est plus intrinséque dans la mesure ou la
structure de dislocations formée lors d'un trajet de déformation est
fortement marquée 2 I'échelle du polycristal par ce dernier :

- les cellules possédent des morphologies liées au trajet de
déformation et peu dépendantes de la cristallographie sous-

jacente.

- les orientations des cellules sont également plus corrélées au
trajet de déformation qu'a la cristallographie sous-jacente.

La présence des cellules de dislocations se traduit, pour le
chargement ultérieur, par différents effets :

- contraintes internes intragranulaires (ordre 3) importantes,

p7
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- modification anisotrope du libre parcours moyen des dislocations
activées lors du second trajet.

En outre, on verra au chapitre III que le calcul de 1'énergie libre d'un
monocristal contenant une structure cellulaire comporte un terme non
convexe, source d'instabilités. Cette analyse est confortée par des
observations en MET. Au cours de ces observations, il a été remarqué lors
de trajets complexes, la création de microbandes au niveau des grains. Ces
microbandes sont les prémisses d'une instabilité plastique (la bande de
cisaillement), car aprés quelques pourcents de déformation ces
microbandes se transforment en macrobandes.

Le présent travail a pour objectif de décrire  la fois 1a formation de
la structure cellulaire de dislocations et son effet sur le comportement
élastoplastique intragranulaire par une modélisation micromécanique
s'inscrivant dans le cadre de la plasticité cristalline. Contrairement aux
modeles courants de transition d'échelle (Taylor, Autocohérent ...) qui
supposent le glissement plastique uniforme dans les grains, la présence des
cellules de dislocations traduit un mécanisme d’hétérogénéisation plastique
intragranulaire : le champ des glissements plastiques, fortement
hétérogene, peut étre assimilé a un champ discontinu, a valeur faible dans
les parois et importante a l'intérieur des cellules. Contrairement aux joints
de grains, qui sont stationnaires par rapport a la matiére, les parois de
dislocations assimilées aux discontinuités du champ de déformation
plastique sont "mobiles” et en tous les cas représentent une "variable" d'état
(ou interne) du probléme. L'analyse du pseudo potentiel de dissipation
conduit en outre 2 introduire un effet d'écrouissage non local traduisant le
durcissement des parois par une déformation plastique des cellules [K85,
K94, M9%4, F95].

En adoptant I'hypothése de séparabilité des échelles, le présent
travail se concentre sur l'obtention d'une loi de comportement
intragranulaire prenant en compte les phénoménes évoqués précédemment.
La transition d'échelle mésoscopique-macroscopique (du grain vers le
polycristal) est effectuée par une transition autocohérente classique. Dans
le chapitre II, on analyse et classifie dans un état d'esprit micromécanique,
les observations portant sur les cellules de dislocations et tirées de la
littérature. Une stratégie de modélisation est élaborée et mise en oeuvre
dans le chapitre III tant pour une surface de discontinuité mobile générale
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que pour une représentation simplifiée de la microstructure cellulaire. Les
lois complémentaires sont formulées dans le chapitre IV et aboutissent au
comportement élastoplastique du grain. A partir d'hypothéses simplifiées
pour les lois d'évolution, on présente dans le chapitre V, les premiers
résultats obtenus aprés une mise en oeuvre numérique du modele proposé.
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CHAPITRE II :

Hétérogénéités plastiques intra et intergranulaires :
Analyse, classification, conséquences et stratégie
pour une modélisation micromécanique

S'il est relativement facile de définir un milieu hétérogéne élastique
linéaire en introduisant un tenseur des modules élastiques C (r) dépendant
de la position spatiale r de I'élément de volume étudié, il est cependant
plus difficile de caractériser I'hétérogénéité d'un milieu élastoplastique.
Dans les approches méso et macroscopiques classiques, on utilise le champ
de déformation plastique comme "variable" interne ou "variable” de
process. Les relations d'évolution des caractéristiques mécaniques
(cissions critiques, écrouissage cinématique) ne dépendent, en général,
que de la valeur du champ de déformation plastique au point considéré ou
de sa valeur moyenne sur I'élément de volume. Si cette approche peut étre
considérée comme pertinente lorsque l'échelle microscopique la plus
grande est celle du glissement plastique multiple homogene, elle apparait
comme insuffisante lorsque l'on veut traiter les problémes de plasticité a
partir d'une échelle proche de celle des dislocations prises
individuellement ou collectivement. La modélisation des phénomeénes
physiques de plasticité a cette échelle microscopique est rendue nécessaire,
non seulement pour améliorer la précision des modéles méso - macro déja
existants, mais avant tout pour rendre compte des comportements lors de
trajets de chargements complexes dont la stabilité est fortement influencée
par la microstructure intragranulaire induite.

" Dans ce travail, on conservera également le champ de déformation
plastique comme variable interne mais en autorisant (ou imposant) des
caractéristiques observées expérimentalement qui n'ont pas été prises en
compte dans les modeles précédents.

Dans le paragraphe suivant, on décrit, avant tout a partir des
résultats de I'étude bibliographique, les différentes caractéristiques du
champ de déformation plastique qu'on appelle "hétérogénéités plastiques”.
Les paragraphes I1.2 et I1.3 sont consacrés a I'analyse approfondie des

p12
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cellules de dislocations et de leurs conséquences sur le comportement
macroscopique. Avant de présenter la démarche de modélisation
développée dans le chapitre II1, on discute les différents modeles existants
et concemnés par cette échelle (cf. paragraphe I1.4).

IL.1 - Analyse et classification des hétérogénéités plastiques

Avant d'aborder les hétérogénéités plastiques intragranulaires, il
semble utile d'analyser celles provenant de la structure granulaire des
polycristaux métalliques; étant entendu qu'on se limite, dans tout ce
travail, 2 des matériaux macrohomogénes soumis a des chargements
macrohomogénes. Les hétérogénéités d'ordre 1 (au sens de la
classification introduite par I'analyse des contraintes par rayons X) sont
donc exclues de la discussion.

I1.1.1 - Les hétérogénéités plastiques intergranulaires

Elles sont associées aux fluctuations du champ de déformation
plastique de grain  grain ou de phase & phase dans les polycristaux
multiphasés; elles correspondent a I'ordre 2 de l'analyse des contraintes
par rayons X.

Leur origine est liée 2 la désorientation des réseaux cristallins de
part et d'autre d'une interface ou surface de discontinuité telle que les
joints de grains ou joints de phases. Au cours de la plastification, ces
interfaces sont stationnaires par rapport a la matiére et sont traitées
comme telles dans les descriptions existantes.

Figll.1 : Joint de grains ou de phases

p13



Chapitre II - Hétérogénéités plastiques intra et intergranulsires

Si on décrit collectivement ces interfaces par (T) et si on spécifie
que l'écoulement plastique intragranulaire s'effectue par glissement
plastique cristallographique d'amplitude Y8 sur des systémes de glissement
de normale nf et dans la direction mg, le champ de la partie plastique P
du gradient de déplacement total s'écrit :

rev*t Bg(r) = n'-*m;'y'*(r)

revV” Bg(r) =n;mjy (1)

(I1.1).

Dans les modeles polycristallins usuels, on choisit de plus la valeur
moyenne des 7y sur les grains comme variables internes aboutissant ainsi a
ce qu'il est convenu d'appeler le glissement plastique multiple homogene.
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Fig 1.2 : Réponses macroscopiques du polycristal lors d'une
traction unixiale selon l'axe 1 et états mécaniques
dans les grains pour EP=20%

(a: composantes 11 ,b: composantes 22)
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Les forces thermodynamiques conjuguées sont donc les cissions réduites
moyennes sur ces systémes de glissement négligeant ainsi les
hétérogénéités plastiques intragranulaires. Dans le cas d'un polycristal
monophasé CC (ou CFC), les fluctuations de €P calculées a partir d'un
modele autocohérent sont de l'ordre de 5% pour une déformation
moyenne de 20% (dans la direction de traction) et de l'ordre de 10%
pour une déformation moyenne de 10% dans les directions transverses
(cf. figure 11.2).

Les contraintes internes résultant de ces hétérogénéités plastiques
sont de l'ordre de grandeur du tiers de la limite d'écoulement
macroscopique (cf. figure I1.2).

I1.1.2 - Les hétérogénéités plastiques intragranulaires

Elles correspondent aux fluctuations d'ordre 3 de la classification
introduite par l'analyse des contraintes par rayons X et peuvent étre
regroupées en deux sous-classes, selon leur origine et l'échelle
d'observation.

a) La subdivision des grains en différentes zones a glissement
multiple homogéne [R86].

A\l

/

i
/|

NS

Figll.3 : Subdivision des grains en différentes zones
a glissement multiple homogéne.

Lorsque le nombre et la nature des systémes de glissement actifs ne
sont pas uniformes dans tout le volume du grain, I'hétérogénéité du mode
de déformation plastique n'est cependant pas aléatoire. On observe en
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Chapitre I1 - Heétérogénéités plastiques intra et intergranulaires

général que des régions ou zones voient des combinaisons de systemes
actifs différents d'une zone a l'autre, le mode restant cependant plutdt
uniforme 2 l'intérieur des zones (cf. figure I1.3). On peut parler de
glissement multiple hétérogéne. L'origine de cette hétérogénéité est
certainement reliée d'une part A la nature discréte des interactions
intergranulaires et d'autre part aux joints triples.

La frontiere entre ces zones est maintenant de nature tout 2 fait
différente que le joint de grain, en tout cas du point de vue mécanique
puisqu'il s'agit d'une frontiére libre s'établissant et évoluant au cours de
la déformation plastique. L'hétérogénéité plastique correspondante est
difficile a évaluer mais on peut l'estimer du méme ordre de grandeur que
les fluctuations intragranulaires précédentes. Les conséquences sur le
comportement global semblent négligeables par rapport a d'autres
hétérogénéités intragranulaires (les cellules de dislocations) dans la
mesure ol la morphologie des microstructures associées a ces
hétérogénéités plastiques est relativement aléatoire car corrélée a la
désorientation relative des réseaux au passage des joints de grains.

b) La formation des cellules de dislocations

Tant en chargement cyclique que monotone, la déformation
plastique intragranulaire ou dans un monocristal n'est pas uniforme a
'échelle du um. On observe, lorsque la température a laquelle est
produite la déformation dépasse une température critique, la formation
d'une structure de dislocations sous forme de cellules a faible densité de
dislocations et des parois a forte densité.

De nombreuses études confirment cette observation. Luft [L91]
définit cette température critique ou de transition (Tc) pour les métaux a
structure cristalline cubique centrée (CC) comme le molybdéne ou le fer,
entre 0,1 Tf et 0,2 Tf (Tf décrit 1a température de fusion en K du métal).
Lorsque la déformation plastique s'effectue a une température inférieure
a Tc, il apparait une structure homogene de dislocations (cf. figure I1.4).
Le métal CC contient de longues dislocations vis de vecteurs de Burgers
a/2 <111>. Ces longues dislocations vis produites par paire et de signes
opposés sont dues a la grande mobilité des dislocations coins.
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th)

~." B M

FigI 4 : Structure homogéne de dislocations dans des métaux a structure cristalline CC
apreés une déformation @ basse température.
(a) monocristal de fer laminé @ un taux de 10% a 77K [G75]
(b) monocristal de molybdéne pour une traction uniaxiale de 2% a 77K [K72]
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(@)

k)

Figll5 : Structure cellulaire des dislocations dans des métaux a structure cristalline CC
apreés une déformation a la température au-dessus de la température de transition.
(a) monocristal de molybdéne laminé a un taux de 80% a 573K [M75]
(b) monocristal de fer pour une traction uniaxiale de 10% a 293K [L91]
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Avec la montée de la température, la différence entre la mobilité
des dislocations vis et des non-vis devient progressivement petite par
rapport a l'activité thermique. Lorsque la température T de la
déformation plastique est supérieure 2 la température de transition Tc,
c'est-a-dire quand la mobilité des dislocations vis et coins sont
comparables, les métaux de structure CC ont des comportements a la
déformation similaires aux métaux 2 structure cubique face centrée.

Il apparait alors des analogies entre ces deux types de structure,
notamment une formabilité facile et une haute ductilité. En régle
générale, un arrangement inhomogéne des dislocations est développé.
Apreés quelques pourcents de déformation plastique, une microstructure
du type cellulaire est induite (cf. figure IL.5). Les caractéristiques
essentielles comme la taille, 1'orientation, l'effet du chargement
(monotone, séquentiel, complexe ...), ou la température sont présentés
dans le paragraphe I1.2.

c) Microbandes de cisaillement

Une autre structure intragranulaire peut apparaitre lors de la
déformation plastique. Cette structure est une localisation de la
déformation plastique sous forme de microbande, d'oli l'appellation de
microbande de cisaillement (cf. figure IL.6).

L'un des premiers 2 utiliser le terme de microbande est Hu [H62]. 11
définit par ce terme, une bande de déformation d'épaisseur de 0,2 um
séparant deux régions d'un méme grain ayant chacune une orientation
cristallographique 1égérement différente (3 a 4°). Cette zone de transition
est composée de dizaines de segments paralleles entre eux. Chaque
segment ressemble 2 une cellule c'est-a-dire une zone de faible densité de
dislocations entourée de deux parois a forte densité de dislocations.

On retrouve cette frontiére entre deux régions a forte
désorientation des lignes de glissement dans un méme grain sous le terme
de bande de transition. Par contre ces bandes de transition étudiées dans
un acier ferritique inoxydable par Dymeck et Blicharski [DB84] n'ont pas
la structure de dislocations décrite par Hu [H62]. Mais ils les identifient a
un genre de joint de grain résultant de l'interprénétration des lignes de
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* Fig 1.6 : Microbandes réparties périodiquement dans les grains
lors d'un trajet cisaillement-traction d'un acier doux [T92]
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glissement. D'autres termes sont utilisés pour la structure définie par
Hu [H62] : couche riche en dislocations [MN., MNM., HMg4].

La définition de Hu [H62] du terme microbande correspond
également au microbande de premitre génération définie par Hansen et
al. [H90, JH90, BHK79, K89, HK86, H92, H93]. Ces bandes jouent le role
de séparateur entre des régions appelées blocs de cellule, déformées par
un petit nombre de systéme de glissement. Ces derniéres bandes ne sont
pas toujours parall¢les a un plan de glissement.

Ces derniers auteurs [H90, H92, JH90, H93] définissent aussi une
microbande de seconde génération. L'expression "seconde génération” est
due au fait que ces microbandes se superposent a une premiere
microstructure de dislocations généralement des cellules. Thuillier [T92]
donne pour ces microbandes la définition suivante : "Une microbande est
une structure intragranulaire de dislocations en forme de bande. Les
microbandes d'un méme grain paralléles entre elles sont isolées l'une de
l'autre par une autre structure de dislocations de déformation et
transportent un intense cisaillement. Elles sont plus ou moins paralléles a
un plan de glissement”.

L'aspect géométrique de ces bandes est une forme étroite et
allongée d'épaisseur de 0,2 2 0,4 pm. Ces microbandes peuvent traverser
tout le grain mais parfois elles disparaissent au milieu d'un grain pour
réapparaitre plus loin [ALH91]. C'est une structure planaire a répartition
périodique de forme parallépipédique. Ces bandes perturbent une autre
structure [MH79]. Il faut noter deux points importants de cette
microstructure. Le premier est que ces bandes sont parall¢les a des plans
de glissement cristallographique [T92, MH79, MHH81, ALH91]. Le
second point reporte 1'association de ces microbandes a une localisation de
la déformation. Martin et Hartely [MH79] mettent en évidence cette
localisation dans un échantillon cristallin, par le cisaillement éventuel des
joints de grain.

Il y a fréquemment deux familles de microbandes dans un grain.

Ces deux familles n'apparaissent pas simultanément car il est courant
d'observer qu'une des deux familles cisaille I'autre [H93, T92].
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Les derniéres bandes de cisaillement ne sont pas une structure
intragranulaire mais en découlent, comme nous allons le voir par la suite.
Ce type de bande a été trés étudié [AS80, BNFK92, MN., HM84, MH79,
YD87, KM86, KR85, KM88, DHMASS, K90, 189], car c'est un prémisse
de la ruine du matériau. En effet, Déve et al [DHMABS8] disent & propos
de la bande de cisaillement : "C'est un cisaillement localisé avant le début
de I'endommagement par microrupture”. Le tableau suivant (Tab.II.1)
montre que ces bandes apparaissent macroscopiquement tard dans la
déformation pour quelques matériaux [HM84].

matériau déformation €
bande microscopique | bande macroscopique
bronze 0,8 -3 2-5
(90% du volume total)
acier 1,3-2 34
(3% du volume total)
cuivre 1-3 2,5-3
(5% du volume total)
alliage de 0,4 0,8-1,2
cuivre-silicium

Tabll1 : tableau précisant les plages de déformations lesquelles
des bandes de cisaillement apparaissent.

Une bande de cisaillement se définit [HM84, MH79] par une forme
planaire résultant plus de la géométrie de 1'échantillon et du procédé de
déformation que de la déformation cristallographique. Ces bandes d'une
épaisseur de 0,4 2 1,7 pm pour une déformation de 1,1 a 6 [HMB4]
traversent les joints de grain sans déviation.

Généralement les auteurs sont d'accord sur cette définition mais
different sur les conditions de leurs formations. Une majorité de ces
auteurs suppose qu'une microstructure de dislocation (parois paralléles,
ligne de glissement, microbande, lamelle, cellules allongées) est a
l'origine de la bande de cisaillement. Déve et al. [DHMAS88] montrent
dans leur étude sur le monocristal d'un alliage de Fe-Ti-Mn que la bande
de cisaillement est un regroupement de parois de dislocation parall¢les au
plan de glissement, mais indépendant des microbandes. Par contre, pour
un polycristal d'aluminium, Korbel et Martin [KM86] affirment que la
microbande s'étale a travers tout le grain, se propage dans le grain voisin
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et cela jusqu'a la formation d'une bande de cisaillement. Ces mémes
auteurs [KM88] introduisent des bande de microcisaillement comme €tape
intermédiaire. Ce processus de formation de bande de cisaillement est
décrit par la figure suivante (cf. figure I.7) :

Fig 1.7 : Visualisation schématique du développement du défaut
géométrique (c) causé par nucléation (a) et propagation (b)
des microbandes de cisaillement [KM88].

Morii et al. [MN., MNM.] proposent le méme processus.
Contrairement 3 ces auteurs, Inagaki [I89] affirme que les bandes de
cisaillement proviennent des joints de grains.

D'autres études se sont intéressées a l'orientation de ces bandes par
rapport au repére du chargement ou au repere cristallographique [YDRg7,
MH79, BNFK92]. Korbel et al. [KR85] montrent que la bande de
cisaillement n'est pas dépendante du mode de chargement, mais de la
structure de dislocations sous-jacentes (cf. figure I1.6). On peut donc
logiquement attribuer la formation des microbandes a la microstructure
de dislocations induite par le trajet de déformation antérieur.

I1.2 - Caractéristiques de cellules de dislocations

Dans ce paragraphe, les caractéristiques morpholgiques des cellules
sont analysées aprés la description de la formation et de l'effet de la
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température sur les cellules de dislocations. Il conclut par I'étude de
l'influence du chargement sur ces caractéristiques.

I1.2.1 - Formation et effet de la température

Apres le recuit, une tole laminée d'acier présente a l'intérieur des
grains un milieu quasi homogéne. Ce milieu est caractérisé par une
distribution aléatoire d'un petit nombre de défauts non éliminés par le
traitement thermique (lacunes, intersticiels, dislocations). Au cours d'une
déformation plastique de cette tdle, il apparait une microstructure
cellulaire de dislocations, généralement pour l'acier aux environs de 10%
de déformation.

La description de l'apparition de cellules est bien développée pour
des monocristaux de Fer [PPL75] ou de Fer-Silicium [LS83], en trois
stades schématisés par la figure I1.8 pour une température ambiante.

MPa
Ao )

(o)
A
© 80420

6015

401

20-7/
0 1 2 3

0 >
(rupture) ¢

FigI1.8 : Schématisation de la courbe de traction @ 3 stades
d'un monocristal et la variation correspondante du taux de
consolidation avec la déformation plastique [PPL75].

Le stade 0 (de 0 2 2%) correspond a une présence de dislocations
dans les cristaux principalement de type vis. La densité de boucles et de
dipdles coin est importante dés le début de la déformation. Ces débris sont
cependant isolés.
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Pour le stade 1 (de 2 a 4%), les dislocations vis secondaires sont
nombreuses et les écheveaux allongés s'organisent autour d'amas de
boucles et constituent des obstacles au mouvement de dislocations.

Le stade 2 (de 4 a 7,5-9%) décrit la transition entre la structure
ouverte du stade 1 et celle fermée du stade 3. En effet la structure
d'abord constituée de dislocations orientées selon une seule direction
évolue progressivement vers une structure bi-dimensionnelle bien définie.

Finalement, la structure fermée des cellules de dislocations définit
le stade 3 (de 7,5-9 4 10,5-15%).

Ces différents stades proposés par Pollnow et al. [PPL75] pour un
monocristal de fer soumis 2 une traction uniaxiale sont plus ou moins bien
respectés selon 1'orientation initiale de la direction de traction D.T. Au
cours d'un trajet de cisaillement d'un monocristal de fer-silicium,
Libovicky et Sestak [LS83] font des remarques similaires a propos de ces
trois stades. Ils signalent l'absence du stade 2 pour une structure
cristalline cubique centrée (CC), mais définissent un stade de transition
1 - 3 compris dans un cisaillement de y = 0,68 4 0,94.

Sans mentionner de stade de formation, Tabata et al. [TYF78]
décrivent le méme processus pour un monocristal d'aluminium : des
enchevétrements isolés de dislocations grossissant au cours de la
déformation plastique deviennent des parois de cellules. Keh et
Weissmann [KW63] dans un fer polycristalin, tout comme Lan et al.
[LKD92] dans une étude de l'influence de la température sur les cellules,
observent la méme évolution de formation des cellules.

Comme on l'a vu dans le paragraphe II.1.2.b, I'existence d'une
température de transition entre la formation et la non-formation des
cellules pour les métaux 2 structure cubique centrée [L91], implique que
la formation des cellules est plus ou moins influencée selon la température
a laquelle est effectué le trajet de déformation [KW63, LKD92]. En effet,
la figure 1.9 illustre cet effet de la température pour un polycristal de
fer. Cette figure I1.9 montre la tendance de la formation des cellules en
fonction de la déformation et de la température de déformation. Les
cercles vides indiquent les conditions d'essais dans lesquelles il n'y a pas
d'observation de cellules et les ronds pleins la formation compléte des
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cellules dans tous les grains observés. Il semble que la formation de la
microstructure cellulaire soit retardée lors des déformations a basse
température [KW63].
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Figll.9 : Influence de la température de déformation sur la déformation

des cellules de dislocations [KW63].

Swann [S63] montre pour un aluminium, que la microstructure
cellulaire est plus marquée pour une déformation a 25°C que pour une
déformation a -196°C.

On remarque également que la température de déformation
influence la taille des cellules de dislocations. Il est généralement observé
[KW63, S63], que plus la température de déformation est élevée, plus la
taille des cellules obtenues est grande. Par contre Takeuchi [T70] signale
sur une étude d'un monocristal de fer déformé entre 25°C et 900°C, une
diminution de la densité linéaire des parois des cellules de dislocations
avec la température.

Seule ici, l'influence de la température sur la taille des cellules est

analysée. Les caractéristiques dimensionnelles, dont les tailles, sont
développées dans la partie suivante. Mais avant d'aborder cette partie, on
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fait une derniére remarque 2 propos des températures lors de trajet
complexe, autrement dit les trajets doubles.

Les micrographies de la figure II1.10 illustrent bien l'effet de
température de déformation sur les cellules pour différents trajets
doubles.

Ces micrographies montrent deux exemples de trajets complexes.
Le premier est un préchargement & 25° C de 8% suivi d'une déformation
de 5,5 % a -135° C, et le second décrit un chargement de 19% a 25° C
sur une piéce déformée de 13% a -135° C. Le premier exemple met en
évidence une détérioration de la microstructure marquée par des cellules
induite par le premier trajet, due au second trajet a basse température (cf.
figure I1.10.a et c). Par contre, le second exemple illustre I'effet inverse
qui montre une formation des cellules par le second trajet sur une

distribution uniforme des dislocations obtenue apreés 13% de déformation
a - 135° C (cf. figure I11.10.b et d).

I1.2.2 - Caractéristiques morphologigues

On analyse les caractéristiques morphologiques de la structure
cellulaire en partant de l'effet de la taille de grains. Hansen [H90] fait
remarquer que dans un polycristal de cuivre, on observe une déformation
hétérogéne plus importante dans les gros grains (>>50 um) que dans les
petits grains (<< 50 pum). Dans les grains de grande taille, cette
hétérogénéité entraine la création de sous-domaines intragranulaires
possédant une désorientation cristallographique de quelques dixiemes de
degrés.

L'accommodation de ces régions entraine une accumulation de
dislocations aux frontiéres de ces sous-domaines créant ainsi des murs
denses de dislocations (DDW) ou des microbandes de 1ére génération
(MB) définies dans le paragraphe II.1.2.a. Ces types de sous-domaines
sont observés pour les matériaux possédant des gros grains comme
I'aluminium [H90, JH90, H93], ou le nickel [HN89]. Mais pour des
matériaux 2 petits grains comme l'acier {FS83, RS89, RB77, T92], cette
subdivision des grains n'existe pas. Hansen et al. [H90, JH90] introduisent
pour les sous grains le terme de "bloc de cellules”. Comme pour les
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©) d
Figl1.10 : Distribution des dislocations pour un polycristal de fer
lors de trajets doubles [KW63].
(a)8% a25°C (c)8% a25°C puis 5,5% a -135°C
(b)13% a-135C  (d) 13% a -135°C puis 19% a 25°C
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matériaux 2 petits grains, I'hétérogénéité plastique crée dans ces régions
une structure cellulaire de dislocations. La figure II.11 résume l'effet de
la taille des grains sur la microstructure intragranulaire de dislocations.

grain >> 50 pm

Figll.11 : Effet de la taille du grain.

Pour fixer les idées, on peut admettre que, dans l'acier, la taille des
cellules est de l'ordre de 1 um, celle de s grains de 10 pm et 1'épaisseur
des parois coresspond 2 0.1 um.

Maintenant on aborde la caractérisation des parois notamment son
épaisseur. En général, I'épaisseur des parois de dislocation diminue avec
l'augmentation de la déformation. Ce phénoméne est observé pour
n'importe quel chemin de déformation. Pour un acier doux, Schmitt [S86,
FS83] met en évidence cette caractérisation pour trois types de trajet
monotone de déformation (traction uniaxiale (u.t.) - déformation plane
(p.s.) et expansion équibiaxiale (e.e.)) par la figure I1.12 od I'épaisseur
tend vers la valeur de 0,1 um au cours de la déformation quelle que soit
la sollicitation.

La figure I1.12 donne 1'épaisseur des parois mesurée dans le plan de
la tdle normalement 2 la plus grande direction de la paroi en fonction de
la déformation équivalente au sens de Von Mises. Morris et Martin
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[MM84] retrouvent ce phénoméne pour un aluminium. Schmitt [S86] relie
cette caractérisation 2 une minimisation du champ de contrainte a longue
distance, due 3 l'enchevétrement de dislocations par réarrangement a
I'intérieur des parois.
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F z'g]].12 : Variation des épaissez)rs (e) de parois mesurées

en fonction de la déformation équivalente (€,) pour
quelques trajets de chargement. [FS83].

Comme pour 1'épaisseur des parois, il faut noter une évolution des
dimensions des cellules de dislocations au cours de la déformation. Le
tableau II.2 reporte, pour plusieurs matériaux, le diamétre (d) ou la
racine carrée d'aire (VA) des cellules obtenues par différents types de
chargement. On peut remarquer dans ce tableau qu'aprés une forte
décroissance au début de la déformation, le diamétre des cellules de
dislocations tend progressivement vers une valeur asymptotique. Schmitt
[S86] affirme que cette diminution de la taille des cellules correspond a la
création de nouvelles parois au cours de la déformation plastique.
Kocks et al. [KHS80] confirment cette conclusion. La saturation semble
liée 2 la restauration dynamique résultante de la compétition entre la
création et I'annihilation des dislocations.

Tabata et al. [TFHM82] montrent une décroissance similaire pour
une longueur de lignes de glissement. En effet dans un monocristal”
d'aluminium [111], Tabata et al. [TYF78] observent des lignes de
glissement dans chaque cellule (cf. figure IL13).
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Matériau | Chargement | Référence | déformation | dou VA
(%) (um)
ou cission
(MPa) —
Aluminium | Laminage | BHKS9 10 % 2,5
30 % 1-1,4
H94 (éq. Von
Mises) 3,4
6% 2,1
12% 1,3
41%
HLS88 100% 0,6
200% 0,4
300% 0,4
Traction TYF78 6% 4,6-2,6
2,8-1,8
20% 1,6-1,4
? S63 10%
25% 1,8-2,8
Argent ? S63 10% 0,5
25% 0,5
Nickel ? S63 25% 0.5
Or ? S63 10% 0.5
Cuivre ? PASO 20 MPa 3.2
30 MPa 2,2
40 MPa 1,5
? S63 10% 1
. 25% 0,6-0,9
Traction KT80 —20 MPa y.my)
50 MPa 1,7-0,8
100 MPa 0,8-0,4
Fer Traction LKD92 6% 2
20% 1,3
35% 1,1
Acier Traction FS83 10% 0,8
S86 40% 0,4
60% 03
KW63 4% 2,1
14% 1,5
28% 1,5
Déformation FS83 15% 1,4
plane S86 20% 1
Expansion FS83 4118? i ?
AT b ,
équibiaxiale S86 0% 0.8

Tab112 Dimension (le diamétre d ou la racine carrée de l'aire
VA) des cellules de dislocations au cours d'une déformation

plastique pour quelques matériaux.
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Figll.13 : Lignes de glissement dans la structure cellulaire [TYF78].

Une conclusion de Tabata et al. [TYF78] indique que les
dislocations mobiles s'arrétent exactement aux parois de cellules, de sorte
que le libre parcours moyen des dislocations mobiles est déterminé par la
taille des cellules. Cette conclusion est fondée sur une étude de
micrographies montrant qu'aucune ligne de glissement ne se propage a
une cellule voisine au travers des parois. A 1'aide d'une caméra rapide, le
suivi d'une dislocation dans la structure cellulaire a permis de d'établir la
conclusion précédente ainsi que de décrire le mouvement des dislocations
mobiles durant une déformation. La figure II.14 schématise pour une
cellule circulaire les différents stades de propagation d'une dislocation
mobile.

paroi ou mur

dislocation immobile

FigI1.14 : Schématisation des étapes successives d'un mouvement d'une dislocation
mobile dans une cellule [TFHMS82].
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Sous l'action d'une contrainte, une dislocation émise d'une source
située dans une paroi, se déplace. La vitesse de cette dislocation mobile est
plus grande 2 l'intérieur des cellules que dans les parois. En effet, la forét
de dislocations dans les murs freine le déplacement de la dislocation
mobile. Cela explique que dans les parois, chaque dislocation de la forét
joue le réle de point d'ancrage pour la dislocation mobile. Quand la
contrainte appliquée augmente, ces points d'attache se rompent et la
dislocation avance. La vitesse des dislocations augmente trés rapidement
au début de sa progression, puis décroit lentement avant d'atteindre la
paroi opposée ol elle est arrétée par la forét de dislocations
(cf. figure II.15).

0.75¢ <+

vitesse relative des dislocations

0.5¢
0.25¢ 1
0 —tt 4+
0 0.25 0.5 0.75 1

*(d (diametre de la cellule)
Position de la dislocation dans 1a cellule

Figll.15 : Evolution de la vitesse d'une dislocation dans la cellule [ TFHMS2].

11.2.3 - Influence du chargement

La forme et l'orientation des cellules de dislocation induites
apparaissent comme une des conséquences du mode de chargement. Dans
un premier temps, on étudie les formes et les orientations des cellules
selon le trajet de déformation. Puis, cette étude est suivie par une analyse
de l'orientation des plans des systémes actifs obtenue par le modele
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autocohérent élastoplastique. Finalement, on conclut ce paragraphe par
des commentaires sur les trajets complexes.

a) Forme et orientation des cellules

Selon le type de chargement, les cellules de dislocation possédent
une forme et une orientation particuliéres. En effet, il est généralement
observé des cellules allongées et rectangulaires pour un trajet en traction
uniaxiale, sur des monocristaux [PPL75, T70, LS83] ou sur des
polycristaux [FS83, LDY93, RB77, S86, KW63]. D'autres types de
chargement font apparaitre des cellules allongées comme le laminage
[I89, S63] ou comme le cisaillement [RS89]. Par contre un chargement en
expansion équibiaxiale fournit des cellules équiaxes [RB77, S86, FS&3], de
méme que pour les essais de torsion [HN89]. Il existe des trajets de
déformation ou les cellules n'ont pas de forme particuliere comme lors
d'une déformation plane [FS83, S86].

Pour 1'orientation des cellules, une observation générale peut étre
faitee. Cette constatation est que les murs des cellules de dislocation sont
paralleles aux plans de glissement. Ce commentaire est surtout effectué
pour des cellules allongées [T92, T70, L91, FS83, S86, 189].

Matériau Chargement Référence Orientation
Acier Traction uniaxiale LDY93 31° /DT
-37,5° /DT
FS83 33a466°/DT
S86
RS89 35265° /DT
Cisaillement RS89 /fou 1L aDC
Déformation FS83 02a15°/DDP
plane S86
Expansion FS83 pas d'orientation
équibiaxiale S86
Fer Laminage 189 35° /DL

Tabl3 Orientations des cellules de dislocations au cours d une déformation
plastique pour quelques matériaux.
(DT: direction de traction, DC: direction de cisaillement,
DDP: direction de la déformation plane, DL: direction de laminage).
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Les orientations obtenues sont résumées dans le tableau I1.3 a partir
duquel on peut conclure que l'orientation des cellules résulte d'un effet

plus global que local : l'orientation se répercute d'un grain a l'autre (cf.
figure I1.16).

Fig I1.16 Effet global de l'orientation des cellules allongées
dans un polycristal.

b) Texture de la microstructure

Dans ce paragraphe, 2 l'aide d'une simulation par la méthode
autocohérente élastoplastique classique, on compare 1'orientation du plan
du systtme de glissement le plus actifs au cours de la déformation
plastique, dans chaque grain a celles des parois de cellules de dislocations
par rapport 3 un axe du chargement présentées dans le tableau I1.3.

Cette comparaison se limite 3 un matériau 2 structure cubique
centrée comme l'acier mais sans texture initiale. Les systemes de
glissement pris en compte pour ce type de structure sont {110} <111> et
{112} <111>. Le comportement élastique est supposé isotrope et se réduit
a deux coefficients (L = 80 GPa et v = 0,3). La cission critique initiale est
identique pour tous les systémes, et la matrice d'écrouissage H linéaire
tient compte de I'écrouissage latent et de I'auto-écrouissage. Quatre types
de trajets monotones (traction uniaxiale UT, expansion équibiaxiale EEB,
cisaillement ST et laminage RT) sont simulé par :
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ST RT
1 0 O 1 0 O 0 10 1 0 O
=0 0 O X={0 1 0| X={1 0 O Z=[{0 O O
0O 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 -1

L'orientation des plans correspondant aux deux systémes de
glissement les plus actifs dans chaque grain est représentée sous forme de
projection stéréographique dans le plan de la téle (1,2) (cf. figure I1.17)
pour différents niveaux de la déformation plastique EP (5%, 20%, 40%).

On note la formation d'une texture de la microstructure [LBM94]
(cf. figure I1.17). Pour chaque chargement, la distribution des points
projetés apparait étre concentrée sous la forme d'un nuage ou zone
immédiatement aprés une déformation plastique (EP = 5%) en dépit de
l'isotropie de la texture cristallographique. La forme et l'orientation de
ces zones ou nuages dépendent fortement du trajet de déformation et
suivent approximativement la loi de Schmid. Quand la déformation
plastique croit (EP = 20% -> 40%), ces zones ou nuages deviennent plus
marqués, plus concentrés sous quelques orientations "idéales" ou "fibres"
différentes de 1'orientation initiale observée pour EP = 5%.

Le tableau I1.4 regroupe les angles obtenus (pour EP = 40%) entre
ces nuages ou zones et I'un des axes du chargement (DL : direction de
laminage, DT : direction de traction, DN : direction normale a
l'expansion équibiaxée, DC: direction de cisaillement). On retrouve des
orientations similaires a celles du tableau II.3 autrement dit celles des
parois des cellules de dislocations. Ces deux tableaux confirment la
constatation que les murs des cellules de dislocations sont presque
paralleles au plan de glissement (quelques ° pres), et l'effet global du
chargement au niveau du polycristal.

type de chargement angle (°) axe de référence
laminage 30-50 /1 (DL)
traction unaxiale 30-45 /1 (DT)
expansion équibiaxée 30-70 /3 (DN)
cisaillement 20-10 /2 ou 1 (DC)

Tabll 4 : Estimation des zones ou nuages des orientations des plans de glissement les
plus actifs obtenues par un schéma autocohérent élastoplastique @ EP = 40%
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Figil.17 F igurés de ééle des on'entdfions des deux systémes les plus actifs,
pour un polycristal CC non texturé, pour quelques trajets et a différentes
déformations plastiques [LMB94].
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c) Chargements complexes

Dans ce paragraphe I1.2, traitant des caractéristiques des cellules de
dislocation, il reste a aborder les trajets complexes, c'est-a-dire a analyser
l'effet du second chargement sur la microstructure des dislocations
induite lors du préchargement.

La premiére constatation indique que la microstructure induite par
un premier trajet évolue, aprés une période transitoire vers une situation
correspondant 2 celle qui aurait induite le second trajet [S86, FS83].

Pour la deuxiéme constatation, on peut noter que plus la
prédéformation est importante, plus la microstructure du second trajet
tarde a s'établir. Dans certain cas de trajets complexes, il apparait une
localisation de la déformation plastique sous la forme de microbandes,
par exemple la séquence cisaillement-traction étudiée par Thuillier [T92]
sur un acier doux.

Généralement, aprés 10% de déformation du second trajet, la
plupart des grains paraissent avoir perdu la "mémoire” de la
prédéformation. Fernandes et al. [FS83] le confirment lors d'essais en
traction uniaxiale sur des tdles d'acier doux prédéformées par une
expansion équibiaxée. Dans ces essais, les cellules allongées et
rectangulaires remplacent peu a peu les cellules équiaxes dues a la
prédéformation.

Pour la taille des cellules, Schmitt [S86] remarque qu'elle est
d'autant plus faible, 8 un taux de déformation donnée, que la
prédéformation est plus importante; il fait la méme constatation pour
'épaisseur des parois.

I1.3 - Conséquence de la formation des hétérogénéités
plastiques sur le comportement macroscopique

Les hétérogénéités plastiques d'ordre 2 (intergranulaires)
(2 I'exception de la formation du développement et de la coalescence des
bandes de cisaillement) ont fait 1'objet de nombreuses observations et
modélisations souvent appelées modeéles polycristallins ou modeles micro-
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macro [S28, T38, L57, K58, K61, H65, BZ81]. De la longue expérience
acquise par 1'élaboration, la mise en oeuvre et l'exploitation du modéle
autocohérent élastoplastique, on peut dégager a la fois les acquis d'une
telle approche et ses insuffisances qui apparaissent clairement liées a la
non prise en compte des hétérogénéités plastiques d'ordre 3

correspondantes a la formation et a 1'évolution des cellules de
dislocations.

I1.3.1 - Les acquis de la modélisation autocohérente

Il convient de rappeler ici que, les étapes de localisation et
d'homogénéisation étant bien maitrisées, les hypotheses relatives au
comportement des grains correspondent a celles d'un glissement multiple
homogene faisant intervenir une matrice d'écrouissage [L93,LKB90]
éventuellement non linéaire. Cette matrice qui peut étre déduite de
mesure expérimentale [F83] traduit avant tout I'écrouissage propre et
latent des systémes de glissement. Malgré cette description simpliste qui
ignore tout effet explicite d'ordre 3, des résultats en bon accord avec des
mesures expérimentales sont obtenus pour des chargements monotones et
multiaxés [LKB90, LBRM95].

Ils concernent :
* I'écrouissage monotone,
* la texture cristalline,
* les contraintes internes,
* les surfaces de plasticité,
* J'anisotropie plastique.

Pour appliquer ce modele, on a besoin d'identifier quelques
paramétres du matériau accessibles par des mesures expérimentales
comme la texture cristallographique (obtenue par diffraction de
rayons X) ou la forme des grains (micrographie). Une courbe de traction
uniaxiale permet de déterminer la matrice d'écrouissage H.

La suite de ce paragraphe illustre pour un acier [LBRM95], les
acquis cités précédemment. Pour une structure cubique centrée, deux
familles de systémes de glissement ont été utilisées pour décrire le
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glissement plastique. Ces familles sont {110} <lll>et {112} <111>. Le
comportement élastique est supposé isotrope et se réduit aux deux
coefficients de Lamé (A= 120 GPa et it = 80 GPa). Une sélection & 1000
orientations (donc 1000 grains) permet d'obtenir une bonne description

de la texture [RBL92].
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Figll.18 : Courbes de traction uniaxiale expérimentale et simulée [LBRM95].

L'écrouissage monotone est mis en évidence par deux autres essais
de traction uniaxiale : (transverse et 45° par rapport a la direction de
laminage). La figure II.18 présente ces résultats simulés et

expérimentaux.

Dans la figure I1.19, on retrouve le bon accord entre les figures de
poles expérimentales et simulées pour un chargement "rétreint suivi d'un
repassage”. Pour les contraintes internes, la figure I1.20 illustre les
fluctuations des contraintes microscopiques et les déformations plastiques
pour une traction uniaxiale dans la direction 1. Pour une déformation,
plastique macroscopique de 30%, les déformations microscopiques sont
étalées entre 22 - 35% et pour une valeur moyenne de 580 MPa les

contraintes varient de 410 2 630 MPa.
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4

FigJI.19 : Evowtion de la figure de péle [110] pour un chargement de
rétreint suivi d'un repassage [LBRM95].
(a) représentation de la texture initiale
(b) figure de péle expérimentale
(c-d) texture aprés 10-50% de rétreint
(e) figure de péle expérimentale aprés un rétreint de 50%
(f-g) figure de péle simulée et expérimentale aprés le repassage
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Figll 20 : Courbe contrainte-déformation macroscopique pour une traction
uniaxiale (X;) et valeurs microscopiques des grains du polycristal pour
deux niveaux (10% et 30%) de la déformation plastique EP [LBRM?95].
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Fig.121 Evolution des surfaces de plasticité (51 Z93)
pour un chargement complexe [LBRM9S].
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La figure [1.21 montre les différentes surfaces de plasticité définies
pour un offset de 0,2% de déformation plastique pour un chargement de
rétreint suivi d'un repassage. Les deux points expérimentaux de cette
figure I1.21 concordent bien avec la surface finale de ce trajet complexe.

Le demier acquis, l'anisotropie plastique, est illustré par le
coefficient de Lankford r défini par :

r=f22 | (I1.2),

oll €22 est la déformation transverse et €33 la déformation normale, pour
une traction uniaxiale selon l'axe 1. Dans la figure I1.22, ce coefficient r
est présenté pour deux aciers dont la texture initiale est différente en
fonction de la déformation plastique.

Comme annoncé, on peut admettre que le comportement
macroscopique et la texture sont bien décrits par le modéle autocohérent
classique.
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FigJ122 : Evolution du coefficient de Lankford ren fonction
de la déformation plastique pour une traction uniaxiale
dans la direction de laminage [LBRM9S].
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I1.3.2 - Les insuffisances des modgles actuels
De mani¢re générale, elles sont de deux ordres :

- celles qui sont liées a l'approximation autocohérente (ou
Taylorienne ou toute autre approche) de I'équation intégrale,

- celles qui sont liées a la description du comportement
intercristallin.

La discussion menée dans ce chapitre indique clairement que des
progrés significatifs ne peuvent €tre atteints que si la transition d'échelle
micro-méso est traitée de fagon plus physique et moins
phénoménologique.

Les insuffisances se traduisent notamment par l'incapacité des
modeles actuels & décrire la ductilité (apparition de bandes de cisaillement
macroscopiques conduisant & une localisation importante de la
déformation plastique) et le comportement lors de certains trajets
complexes (prédéformation dans une direction suivie d'un rechargement
dans une autre direction). Pour illustrer ces insuffisances, on détaille deux
exemples.

Le premier concerne 1'évolution de la texture cristallographique
lors d'un laminage croisé. En effet Berveiller et al. [BNFK92] montrent
la non concordance des figures de poles expérimentales et des textures
simulées obtenues par un trajet complexe. Ce trajet se constitue par un
laminage a un taux de 60% suivi d'un autre de 10% dans le sens
transversal c'est-a-dire 2 90° du sens de laminage du premier chargement,
pouf un polycristal de cuivre. Cette non concordance des résultats
numériques avec les mesures expérimentales s'explique par l'apparition
d'une hétérogénéité plastique transgranulaire. Cette hétérogénéité se
traduit par une localisation de la déformation plastique sous la forme de
bande de cisaillement.

Le second exemple reprend les expériences de Korbel et Martin
[KM88] parmi d'autres [GB73, HAM76, LS79, WL83, RSB86, LDY92,
S86, T92, HRT92]. Dans ce deuxiéme cas, les essais étudiés sont des
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trajets complexes. En rhéologie, les résultats expérimentaux de ces essais
séquentiels sont classés en trois types indépendamment des modes de
déformation (cf. figure 11.23) :

ol o?

ol
— -

— -
(a) Essai 3 (b) Trajet continu € (c) Trajet dur €
de type Baushinger
Fig 123 : Les trois types de réponse contrainte-déformation
lors de trajets complexes [T92].

- Le type Bauschinger décrit le comportement connu sous le. nom
d'effet Bauschinger, défini par I'obtention d'une contrainte a la
recharge du matériau prédéformé plus faible que celle du
matériau non prédéformé, lorsque la direction de sollicitation
est inversée comme les essais traction compression.

- Le trajet continu représente la réponse d'une décharge puis
recharge dans les mémes conditions lors d'un trajet monotone.
Ici on retrouve les caractéristiques du matériau non
prédéformé.

- Le trajet dur regroupe tous les autres trajets complexes non
cités dans les deux premiers cas. On obtient généralement une
contrainte de recharge supérieure a celle du matériau non
prédéformé suivi d'un adoucissement.

Korbel et Martin [KM88] avec un taux de laminage de 10, 20 ou
30% suivi d'une traction uniaxiale suivant la direction de laminage ou
transverse analysent des trajets de la troisiéme catégorie, c'est-a-dire des
trajets durs.

La figure I1.24 montre les courbes de traction obtenues. On
remarque la forme particuliere d'un trajet dur qui peut étre décrite en
quatre stades (cf. figure I.23 c) :
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(a) une étape initiale du stade élastoplastique de la déformation de
traction qui s'étend d'environ 1% de l'allongement, quelle
que soit la valeur du préchargement et de la direction de
traction,

(b) un changement brusque de la pente de la courbe autrement dit
du changement de signe de cette pente,

(c) une décroissance linéaire de la force avec I'allongement,

(d) un changement de pente en accentuant la décroissance, suivi
ou non d'un segment linéaire.

24500 -
,¢=O3T
¢=03L
3800 - ‘=02T _e=o2L
S 2700 [<=0%:=01T
3 -
[~
J 1800 H
900
| ! ! ! J
0 2 a 6 8 10

Displocement (mm}

Figll24 : : Courbe de traction d'éprouvettes prédéformées (€)
par un laminage. Une direction de traction paralléle (L) et
perpendiculaire (T) d la direction de laminage sont envisagées [KM88].

C'est ce type de courbe que les modeles actuels polycristallins
n'arrivent pas 2 obtenir, car ces résultats dépendent fortement du premier
chargement et les modéles actuels ne tiennent compte de I'histoire du
matériau, au niveau intragranulaire, que par l'intermédiaire de
'écrouissage des systemes de glissement. Or, on a vu que la”
microstructure intragranulaire jouait un réle important dans la réponse
du second trajet, notamment sur l'apparition d'une localisation de la
déformation plastique par microbande (cf. paragraphe II.1.2.c).
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I1.4 - Stratégies pour une modélisation micromécanique

Dans ce paragraphe, on discute de la pertinence des modéles
micromécaniques déja proposés pour prendre en compte les
hétérogénéités plastiques. On se limite d'emblée au probleme des cellules
de dislocations, c'est-a-dire a leur formation, leur développement et leurs
conséquences sur le comportement intracristallin. On utilisera le modéle
autocohérent élastique pour la transition méso-macro (du grain au
polycristal). Ceci revient implicitement a accepter le principe de
séparation des échelles.

Dans la deuxiéme partie, on traduit en termes mécaniques et
micromécaniques les données physiques (mécanismes et microstructure)
discutées précédemment (cf. paragraphe I1.2) et on présente également le
cadre de la modélisation nouvelle développée dans les chapitres suivants.
Mais avant, on montre l'inadéquation des modeles micromécaniques
élastoplastiques usuels aux nouveaux problémes posés.

I1.4.1 - Schéma classique de la modélisation du comportement local en
élastoplasticité
En se limitant au domaine des petites transformations et de
I'élasticité homogéne, les équations du comportement élastoplastique se
rameéne a :

- la décomposition additive des vitesses de déformation :

&5 = &5 + &5 (IL3),

- la loi de comportement élastique :
&ij = Cijiay (IL4),

- la composition de la déformation plastique en glissement
plastique :
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eP ngg (IL.5),
- 1a loi de Schmidt :

-8 _ yi1g8h.h

t8 = Héhy (1L.6),

qui traduit I'écrouissage local et latent.

Pour les systémes actifs, on a :
REGy; = H&" " aL7).

Des relations (I1.3) a (IL.5), 1'équation (I1.7) devient :

RECija (€ ~RY 7" )= HEM" (IL.8),
Soit :

(B8 +REC; R, )y = RECjn (IL9),
ou encore .

" = MPREC e (11.10).

On obtient a partir de (II.3) a (IL.5), la loi locale :
64 = Ciga Ticmn ~REMPRE Cpornn Jemn (IL.11).
D'ot les modules tangents :

Lijmn = CigiaTicmn - Ry M"€RE Cpomn ) (L12),

qui dépendent de r pour un milieu hétérogéne. Les conditions sur une
interface stationnaire s'écrivent :

[63]nj=0 (IL.13),
et
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[é--]:-l-(i-n- +4;n;) (11.14)
ij ] =\ M T A 5

Ce schéma est correct pour un milieu élastoplastique classique, mais
doit étre revu dans sa globalité pour un milieu & microstructure induite
dans lequel on a un degré de liberté supplémentaire (la frontiére mobile
entre les domaines 2 déformation plastique différente) et des mécanismes
de couplage entre 1'écrouissage de ces différents domaines.

I1.4.2 - Mécani micromécani s cellule

A la base, la déformation plastique procéde d'un mouvement de
multiplication et d'annihilation des dislocations qui sont des défauts
linéiques du réseau cristallin. Avec le développement des outils
informatiques, on a vu apparaitre des modeles numériques décrivant les
phénoménes précédents pour un grand nombre de défauts, traduisant ainsi
le comportement collectif des dislocations [FR92, GP94, GS94, PASO,
KES88].

Cette démarche se heurte cependant a des difficultés importantes
liées :

- au choix des conditions aux limites & imposer sur 1'élément de
volume,

- au fait que le mouvement des dislocations est traité
individuellement et non collectivement,

- aux capacités informatiques qui restent malgré tout limitées,

- aux difficultés d'introduire cette démarche dans la transition
méso-macro.

A cette approche, nous préférons développer une démarche plus
globale, fondée sur des concepts de thermomicromécanique des milieux
continus dans lesquels on conserve la spécificité du mouvement de
dislocations sur des systémes de glissement traduite par le concept usuel
de glissement plastique cristallographique :
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+ la présence des cellules est traduite dans le fait que le champ des
glissements plastiques est hétérogéne et apparait sous forme de
champs uniformes par morceaux ou domaines.

+ la frontiere de ces domaines correspond a des discontinuités
surfaciques mobiles par rapport 2 la matiére, ce qui les
différencie des joints de grains.

L'ensemble de ces frontiéres intragranulaires correspond a la
microstructure associ€ée aux cellules de dislocations, microstructure qui
est induite pendant un trajet de déformation et susceptible d'évoluer au
cours du chargement. Dans la pratique, on considére que cette
microstructure peut €tre décrite par un matériau du type biphasé a
frontiere mobile, ce qui limite les parameétres décrivant cette
microstructure et rend opérationnelle la démarche adoptée.

Par la présence des frontiéres mobiles, cette modélisation se
différentie de celles proposée par Mughrabi [M88] et d'autres [NGHSS5,
K85] qui utilisent un schéma classique de matériau hétérogeéne biphasé
(sans frontiere mobile) pour décrire les cellules de dislocations.

Elle se démarque également des approches dites non locales
[MBK92, F95] dans lesquelles on introduit formellement un module
d'écrouissage (H(r, r')) non local ou un opérateur différentiel d'ordre
supérieur [K94] sans pour autant €tre capable ni de préciser la forme
analytique du module d'écrouissage non local (la dépendance de H avec r
et r'), ni de justifier la nature de 1'opérateur différentiel choisi.

~ La partie cinématique de la modélisation étant esquissée, on verra
également dans la partie thermodynamique et statique, comment le
concept d'écrouissage isotrope et cinématique non local est préservé et
comment globalement le mécanisme de formation des cellules correspond
a un processus d'hétérogénisation c'est-a-dire d'un durcissement d'une
partie du grain par la déformation plastique d'une autre partie.
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CHAPITRE III :

Approche thermomicromécanique

Dans ce chapitre, on développe tout d'abord les aspects
cinématiques et énergétiques (Energie libre) d'un solide contenant des
surfaces T de discontinuité du champ de déformation plastique. On fait
apparaitre la dissipation intrinséque associée a la progression de la
déformation plastique volumique et au mouvement de la surface Z. Cette
approche est ensuite utilisée pour élaborer un modeéle simplifié de la
microstructure intragranulaire de dislocations, mode¢le reposant sur
l'assimilation de cette microstructure 2 un matériau biphasé évolutif. Ce
modele fait alors apparaitre, en plus des déformations plastiques de
chaque "phase", des variables internes décrivant la microstructure.

III.1 - Cadre micromécanique de la description du probléme

II1.1.1 - Description cinématique

Cette étude se limite aux transformations infinitésimales (petite
déformation et petite rotation) dans le cas quasi-statique (les forces
d'inerties sont négligées). La condition de continuité du champ de
déplacement se traduit par les équations de compatibilité (IIL.1), et le
principe fondamental de la dynamique impose 1'équation (1I1.2)
d'équilibre au champ de contrainte. Ces hypothéses valables sur les
grandeurs macroscopiques et microscopiques entrainent pour le champ de
contrainte Gijj et le gradient Bij du champ de déplacement u;, les équations
suivantes :

rotf =€ le,k =€jkl Ujlk = 0 (I11.1),

et
G0 (IIL.2).
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Une décomposition du gradient 3 est définie souvent par un tenseur
de déformation € et par un tenseur de rotation  :

Bij = uj j =&j5 + 0 (111.3),

ol €jj est la partie symétrique de PBjj et wjj la partie antisymétrique
définies par les équations :

€ij = %(Ui,j +u j,i) (I11.4),
j; = %(ui,j - Uj,i) (I11.5).

Pour les conditions aux limites, on se limite au cas d'un
déplacement imposé sur la surface extérieure S du volume V sous la
forme :

“? = EjjX; + Q% (111.6),

44444
Iy

S

Figlll.1 : Conditions aux limites.

o la déformation Ejj et la rotation Qj; macroscopiques découlent de
(I11.3) et (II1.6) comme une moyenne volumique des grandeurs
microscopiques :

1
Ej= VJ‘veij(r)dV (I1L.7),

1
Q= |, o5()aV (IIL8).
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Une autre décomposition physique du gradient de déplacement fi;
séparant la réponse élastique du matériau des réponses inélastiques qui
dans notre probléme, sont réduites a la partie plastique, peut s'écrire :

Bij =B +BY; (IIL9).

Cette décomposition s'applique également aux tenseurs de
déformation &jj et de rotation wj; :

e =€ + €k (I11.10),
0 = Of + o (IIL11).

De 1'équation (II.10), la déformation totale Ejj devient donc :

1
Ej = Vjv(efj(r) + eg(r))dv (IIL.12).

En appliquant la loi de comportement élastique en tout point r du
volume V :

€5 (r) = Ci'jlldokl(r) (I11.13),

et en définissant la contrainte macroscopique X comme la moyenne
volumique des contraintes microscopiques :

Zij =l-“ oij(r)dV (I11.14),
Viv _
I'équation (II1.12) s'écrit :

_ 1
Ejj = CjZu + Vjv (eg (r))dv (IIL.15).
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Les constantes élastiques C étant supposées uniformes, la
déformation plastique macroscopique EP apparait alors comme la
moyenne volumique de la déformation plastique €P(r) locale :

1
P__— P
Ef = jv(eij(r))dv (IIL.16).
On adonc:
Ejj = CipgZu + Eg (I11.17).
—_
eP+

FigJI12 : Saut de la déformation plastique a la surface X.

Le champ €P étant discontinu, 1'évolution EP de la déformation
plastique macroscopique provient a la fois de la vitesse de déformation
plastique locale €P(r) et du mouvement des surfaces de discontinuité X. Si
on néglige la vitesse propre des particules par rapport a celle des
discontinuités, conformément a I'hypothése des petites déformations, on a
alors [G73] :

dEp p aeP(r)
Tdt Eu —_J V‘— [8 ]WanadE (111.18),
dEp
i _
dt j pdV——j [ 1J]wan0.dz (I11.19),
|eF]= b - (I11.20).
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ou [€Pjj] exprime le saut (II.20) du tenseur de déformation plastique a la
surface X, wg est le vecteur vitesse de la surface X et ng sa normale

(cf. figure III.2).

II1.1.2 - Contraintes

Dans une démarche thermodynamique limitée a la plasticité des
métaux, 1'énergie libre provient exclusivement de 1'énergie é€lastique
associée aux déformations élastiques liées au chargement extérieur et aux
contraintes internes.

Dans l'hypothése d'une élasticité homogene et linéaire, la densité
d'énergie €élastique w (€°) s'écrit :

1
W(Ee) = Eeiejcijkleled (11121),

ou apparaissent les contraintes :

Gjj = Cijklefd (111.22).

Les équations (II1.10) et (II1.6) montrent clairement les sources de
contraintes dont le calcul, a partir de techniques classiques utilisant les
fonctions de Green, est rappelé dans ce paragraphe et appliqué a des
topologies utilisées par la suite. Deux cas sont étudi€s : le premier cas
correspond au probléme classique d'une inclusion (cf. figure II1.3) et le
deuxieéme s'apparente au probléme de l'inclusion enrobée
(cf. figure II1.4). Avant de détailler ces deux cas particuliers, on
explicite la formulation intégrale pour la déformation totale.

EP

eP2

Figdll.3 : Inclusion classique. FigIll 4 : Inclusion enrobée.
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a) Formulation intégrale

-

Pour un milieu a élasticité homogeéne, a partir de la loi de
comportement élastique :

6 (r) = CijaBy (1) - (111.23),

et de la décomposition du gradient du déplacement (II1.9), I'‘équation
d'équilibre (I11.2) sans force volumique s'écrit :

Cijau,ij(r) - cijmﬁﬁl’j(r) =0 (I11.24).

La résolution du systéme d'équations aux dérivées partielles (II1.24)
dont les inconnues sont les déplacements uj(r) tenant compte des
conditions de frontiere a l'infini, fait appel au tenseur de Green G pour le
milieu infini homogéne de constantes d'élasticité C.

Ce tenseur de Green Gij(r-r') décrivant le déplacement au point r
dans la direction i sous l'effet d'une force unité fj = jj 6(r-r') appliquée
au point r' dans la direction j, est défini par :

Cijklgkm,jl (r)- 81m8(r - l") =0 (I11.25),

ol 8im est le tenseur de Kronecker et 8(r-r') est la distribution de Dirac
dont les propriétés permettent d'écrire :

u;(r)= I 8imO(r —1’)upy (r)dVv’ (111.26).
En substituant 1'équation (II1.25) dans (I11.26) on écrit :

ui(r)= —J ijk]gki,jl(r-r')um(r’)dV' (I11.27).

Utilisant les propriétés suivantes :
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Gijk (1=1')= =Gy (r—1’) (II1.28),
et
Gijx (r—1)=Gijxr (r-r’) (111.29),

I'équation (I11.27) devient :
u;(r)= -j CrmjkiGii j1 (T — 1" )um (r')dv’ (I11.30).

Selon le théoréme de la divergence et des conditions 2 l'infini
(u; = ujd), cette derniére relation (II1.30) s'écrit :

u;(r)= u? (r) —j ConjaGii (T = 1" )upy 3y (r)dV’ (I11.31).
De la relation (I11.24), on obtient :
01 =800 - [ Gule =0 CmeBly ()0 132,
qui se transforme par intégration par partie en :

u;(r)= u? (r) +J' Giy(r- r')CiamnPh, (1')dV’ (I11.33).

On déduit de (II1.33) immédiatement le gradient de déplacement et
des propriétés (I11.28) :

Bij(r) =y ;(r) = u?,j(f) - j Gki i (T = 1" )CamnBhy, (r')dV’  (II1.34).

Par symétrisation, la déformation totale €;j(r) s'écrit avec les
conditions aux limites (IIL.6) :
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gjj(r) =Ej +j Tijia (1 = ') Chamn€pp (r')dV’ (II1.35),

ou Tijjk] est le tenseur de Green modifié défini par :
’ 1 , ,
i (1= )= =5 (i (7= 1) + G (1= ) (I1L.36).

Par la composition de la déformation totale (I1.10), on obtient :

efj(r) +e§(r) = E;’j +E}} +j Tijia (r - r’)CmmnEﬁm(r')dV’

(I11.37).

La multiplication de cette équation (III.37) et la loi de
comportement élastique (II1.22) donnent :

G;i(1) = Zjj +Cijk1(5£1 —e&(r))
(I11.38).
+j Cijkll'klpq(r— r')Cpqmnegm(r’)dV,

b) L'inclusion classique

La topologie de ce premier cas, correspond a une inclusion de
volume V! déformée par une déformation plastique uniforme ePl et
d'une matrice infinie homogéne subissant une déformation plastique EP.

A l'aide de la fonction indicatrice d'Heaviside 61(r) définie par :

l,reV!
ol(r)={" (I11.39),
(r) {O,reEVl

la partie plastique de la déformation €P(r) s'écrit :
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el(r)=Ef + (epl EP)el( ) (I11.40).

Ces deux valeurs €P! et EP sont supposées uniformes dans leur
volume respectif. Cette formulation (I1II.44) correspond a la
généralisation par Kroner [K61] de la solution d'Eshelby [E57] au cas oi
la matrice a subi une déformation plastique uniforme. A l'interface S
enveloppant le volume V1, le déplacement est continu.

On déduit de 1'équation (IT1.40) la déformation totale &;;(r) :

g;i(r)=Ej +j Fijia (r = 1')Cramn (elr)nln ~Eq )dV’
vl

(I11.41),
avec
+oo
J Tijia (r - r')CramnER,dV’ = 0 (111.42).
La définition du tenseur T1 d'ordre 4 :
1 ’ ?

permet de compacter la déformation totale &;j(r) (ILL.41) en :

€;(r)= By + 2 { o (0+ Tho ()} Com (e82 ~ BB

(111.44).
La définition du tenseur d'Eshelby :
Shinn = ;{Tl +Thyy Cidmn (111.45),
donne finalement pour la déformation totale dans l'inclusion :
el =E;; +Shy (eBl - ED) (II1.46).
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~ La décomposition de la déformation totale en partie élastique et
plastique (II1.10) permet d'écrire la déformation élastique dans
l'inclusion :

el = eP
5! = +Shy (el —ER ) -] (IIL.47).

De méme maniére, cette décomposition appliquée sur la
déformation totale macroscopique E;j donne :

€] _ z€ p
Eijl _Eij ( ijkl = Sl_]k] )(E _ekl) (I11.48),
ol Ijjk] est le tenseur unité d'ordre 4 :
1
Lijk1 = 5(511(5 1+ 8831 ) (I11.49).

La loi de comportement d'élasticité (II1.22) employée pour

les déformations élastiques el de l'inclusion (II1.52) et pour les

y
déformations élastiques macroscopiques E% permet de déduire la
contrainte dans l'inclusion ¢1 :

L = 24+ Ciga (Tiamn — Skimn )(Efon €50 (I11.50),

ou la contrainte macroscopique est égale a :

Zij = CijEy (I11.51).

¢) L'inclusion enrobée

Utilisée par la suite, l'inclusion enrobée pose un probléeme qui
releve d'une démarche identique 2 l'inclusion classique et qui correspond
3 une topologie d'une inclusion de volume V! déformée par une

déformation plastique uniforme €P! entourée d'une couche de volume V2
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déformée par eP2 et d'une matrice infinie, homogéne subissant une
déformation plastique EP. A l'aide de deux fonctions d'Heaviside 01(r)
pour l'inclusion V1 et 8X(r) pour l'inclusion composite de volume VI = V1
+ V2, 1a déformation plastique €P(r) se traduit par :

eB(r)=ED + (el ~ERJo'(n) + (et —eP?)o'() (L.
De l'équation intégrale (II1.35) et de (I11.42), on déduit que :

Gij(r)inj +j I‘ijk](r-r’)Cklmn (Sﬁ,lzn —E?nn )dV'
I
v (I1.53),

+J‘ Fijkl(r—r’)Cklmn(egn—eﬁfn)dV’ )
Vl .

qui se réduit pour un point r appartenant a l'inclusion V1 et par
I'hypothése de deux inclusions homothétiques et concentriques (donc de
méme tenseur d'Eshelby s! pour les deux inclusions), en :

1 _g...ql [eP2 _EP 1 (.P1 _.P
eij_EIJ+Sijkl(ek1 Em)+5ijk1(€k{ ek%) (I11.54).

Apres simplification, la relation (II1.54) devient :
1 _ 1 P
el = Eyj + Sl (el -ED)) (IIL55).

On obtient ici la méme relation que (I11.46) de I'inclusion classique.
Donc la méme contrainte dans I'inclusion de volume V1 est déduite :

o, = 2+ Cijua (Titmn ~ Skignn ) E2un — €5 (IIL56).

Par contre, la contrainte dans V2 (=V! - V1) est plus complexe et
peut étre évaluée a partir d'opérateurs interfaciaux développés par

Hill [H72].
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III.1.3 - Opérateurs interfaciaux

eP+

Fig 115 : Surface de discontinuité.

Ce concept d'opérateurs interfaciaux est développé par Hill [H72]
dans un premier temps au milieu élastique isotrope a partir d'une
décomposition sous forme d'invariant de tenseurs du second rang
décrivant I'état mécanique sur une surface parfaite de discontinuité.

Exprimé par Laws [L75] et Walpole [W78] pour des milieux
élastiques anisotropes, il peut étre étendu pour d'autres types de réponse
du matériau comme la viscoélasticité, ou la plasticité.

Hill [H83] explique que ces sauts de discontinuité des tenseurs de
contraintes et de déformations a l'interface sont reli€s par des opérateurs
interfaciaux.

Ces opérateurs sont définis a partir des deux conditions de
continuité 2 l'interface. La premiére est la continuité du déplacement
[u;]=0. Cette condition entraine pour la déformation :

lesi]= %(M“j +Ajm;) = € — g5 (I1L57),

ol n; est 1a normale de la surface X et kj un vecteur arbitraire fonction de
l'interface.
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Ce vecteur A; est déterminé par la deuxiéme condition précisant
'équilibre de l'interface [ojjnj]=0 et par la loi de comportement

élastique (111.22).

De toutes ces conditions, on obtient la relation :
CijaAkmn; = Cyj [eﬁl ]n j (I11.58).

En introduisant la matrice de Christoffel Cik comme égale a
Cijk1 n1 nj, le saut [gjj] s'exprime par :

[eij] = Bk Cximn [efm] (IH.59),
P. —l(c‘ln-n +c3tning +c3tning +¢5lnyn ) (111.60)
gkl = Gk T G BT T E g BT T E 51 Tk o

P est un des opérateurs interfaciaux défini par Hill [H83].

Hill définit deux opérateurs interfaciaux de la maniére suivante :

-P: génére les tenseurs extérieurs et annihile les tenseurs
intérieurs

- Q: génére les tenseurs intérieurs et annihile les tenseurs
extérieurs

La propriété reliant ces deux opérateurs :

-1 -
CijkdBmn + Qijkl Ciamn = lijmn = BijkiCrimn +Cij11ko1mn
(11I1.61),

permet d'obtenir le second opérateur interfacial Q :
Qijia = (Tijmn ~ CijpgZpgmn )Crmnk (I1L62).

Finalement , le saut de contrainte [G] & l'interface se détermine a
partir de 1a loi de comportement €lastique :
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[0 ij] =—Qijjkt [8&] (111.63).

I11.2 - Discontinuités interfaciales mobiles

Comme dans toute démarche thermodynamique [R71, LC78, H86,
M92, S90b] on est amené 2 calculer la dissipation P du systéme étudi€ qui
est décrit dans le paragraphe précédent. La définition de la dissipation
intrinséque découle des deux premiers principes de la thermodynamique.

Le premier principe impose la conservation de 1'énergie. Il est
exprimé par la relation :

£4% =Py, +Q (I1.64),

ot £ et KX sont les dérivées temporelles respectivement de l'énergie
interne E et de l'énergie cinétique X du volume V, Q le taux de chaleur
recue par le domaine étudié et Pex la puissance des efforts extérieurs.

Le second principe postule que le taux de production d'entropie S
est toujours supérieur ou égal au taux de chaleur regue divisé par la
température 6. Soit :

$2 Q (I11.65).
0
De ces deux principes, on obtient I'inégalité suivante :
0S5 -E-K +Pey 20 (111.66).

L'approximation quasi-statique (X = 0) et la définition de 1'énergie
libre d'Helmholtz W

W=E-65 (11.67),

réduisent 1l'inégalité (111.66) a :
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Pey: - (W +65)20 (I11.68).

Cette derniére relation appliquée a l'ensemble du solide V est

Z "

généralement appelée "inégalité dissipative”. Sous une forme locale en un
point r du domaine V, elle se transforme en l'inégalité connue de
Clausius-Duhem.

En définissant la dissipation comme égale au terme de gauche de
l'inégalité (II1.71), on obtient dans 1'approximation isotherme (6 = 0)

D = Peyy - W (I11.69).
Dans la suite, on calcule successivement 1'énergie libre, sa dérivée,
la puissance des efforts extérieurs et par conséquent la dissipation

intrinséque pour un solide élastoplastique contenant des surfaces de
discontinuités plastiques mobiles.

M1.2.1 - Energie libre d'Helmholtz MAE, €P¢r)

Sous la condition d'une température constante, 1'énergie élastique
couramment appelée sous cette hypothése I'énergie libre d'Helmholtz W)

se définit pour un volume V :

w(E.eP(r)) = J'v w(r)dV (I111.70),

ot zAr), la densité volumique d'énergie libre d'Helmholtz au point r, est
égale en fonction de la déformation élastique et des contraintes 4 :

w(r)= %cs(r):%:e (r) (I11.71).

En utilisant la relation de compatibilité en petites déformations :

£3§(r) = €5 (r) +€f (1) (1IL72),
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et les symétries du tenseur de contrainte Gjj, la relation (II1.70) avec
I'équation (II1.71), produit

w(E.(r))= % Voij(r)(ui,j(r) ~eB(r))av (I11.73),
soit ’

‘W(E,eP (r)) = 6;;(r)u; ;(r)dv - %J Gj; (r)e% (r)dVv
\'

(I111.74).

(SR

JV

L'intégration par partie de la premiére intégrale donne :

‘W(E,eP (r)) = (Gij (r)u; (r))’j dv - —;—j Gij,j (Du; (r)dv

1
2UV Vv

oij (I)ES (I‘)dV

N | —

JV
(IIL.75).

Du fait de I'équation d'équilibre 03;,;=0, la deuxieme intégrale
(I11.75) est nulle. En appliquant sur la premiére intégrale le théoréme de
la divergence, on obtient :

"W(E,ep (r)) = -;—J‘ 6;;(r)u; (r)n;dS- %J‘ cij(r)eg (r)dv
\'%

(I11.76),

S
ol S est la surface délimitant le volume V et nj les composantes de la
normale extérieure a cette surface S.

Or, pour tout point r de coordonnées xk de cette surface S, le
vecteur déplacement u; est décrit par les tenseurs de la déformation E et
de rotation Q imposés par la relation suivante :

ud (r) = (Ejj + Q4)x; (I1L.77).
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Les propriétés de symétrie des tenseurs E et ¢ (Eik = Exki),
d'antisymétrie de Q (Qik = -Qki) et de leur produit, permettent d'obtenir
a partir de (I11.76) et (I11.77) :

1 1
W(E.€P(r))= Ejsoij(r)mekn j4S - Ejvou(r)e (1)dV
(I11.78).

Du théoréme de la divergence appliqué sur la premiére intégrale de
(I11.78), I'énergie W s'écrit alors :

w(E, Gp(f))=—E1kj

1
(oij (r)xg ),j dV - Ejvolj (r)e (r)dV
(11L.79).

\Y

Utilisant la propriété oj;,j = O et la relation xk,j = 8kj, I'équation
(11.79) devient :

W(E’Ep(r))=%EijJ. oij(r)dV-%J‘ olj(r)ep(r)dV
Vv \Y

(111.80).
Soit a partir de (II1.14) (1a contrainte macroscopique X)
W(E.e (r)) SEZiV - ;j o;j(r)el(r)av (IIL.81).
A\
On peut décomposer la contrainte ¢(r) en deux parties :
o(r)=X+0'(r) (111.82).

En introduisant la contrainte interne &'(r) qui posséde les
propriétés suivantes :

16 e
3 j LoV =0 (111.83),

et
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o{j,j(r) =0 (111.84),

'énergie libre d'Helmholtz s'écrit maintenant :

(Ee (r)) ~E;Z;V - ;J‘v(z +6}(r))eb (r)av
| (111.85).

En éliminant X A partir de Z;j = CjjqEy; (TI.86), et en utilisant la
propriété (I111.16), on a :

w(E.e? (1)) = 3B ~ BB Cipa (Bra ~ER )V
| (111.87),
--2-“‘ 1J(r)(r: (r)dv
A\

od 6'(r) ne dépend que du champ €P(r) et plus précisément des
incompatibilités du champ €P(r). Le calcul de 6'(r) correspond a une
démarche classique de mécanique des matériaux partant soit des fonctions
de Green (cf. paragraphe III.1.2), soit des méthodes introduisant un
potentiel des contraintes [K38].

I11.2.2 - Dérivée de 1'énergie d'Helmholtz

Comme cela a été signalé dans l'introduction de ce
paragraphe 1112, le calcul de la dissipation passe par celui de la dérivée
temporelle de l'énergie interne qui se rameéne ici a l'énergie libre
d'Helmholtz. De la dérivation particulaire d'une intégrale de volume
contenant des surfaces de discontinuité X et de la définition de 'énergie
d'Helmholtz (IT1.70) on a, & nouveau :

dw

= (E ep(r)) (E eP(r))

=j —( )dv - j [w]wgngdS
V
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ol wg est la vitesse de propagation et ng sa normale de la surface X.
[w] est le saut de la densité volumique de l'énergie au travers de la
surface X.

[e)=¢t—¢€
[2]) = wh— W

FigII1.6 : Saut de la densité volumique de l'énergie libre
d'Helmholtz au travers de la surface Z.

La premiére intégrale se transforme en :

d - ' '
jvétu_(r)dv - jvw(r)dv = ijij(r)(Eij(r) - EE(I))dV
(I11.89),

du fait de la symétrie des compliances €lastiques Cjjk1 et des équations
(I11.71) et (111.72).

Sous l'hypothése de I'élasticité uniforme, le saut [w] peut étre
exprimé [BPB91] par :

w1=5(o(e5 b )-o(c5 <) (20,
soit
[w]= %((85 -ef JCigaea - <k (IIL.91).
—(ei'j ~ef- )Cijkl (821 -eg) ))

Par les symétries du tenseur d‘élasticité C, on peut €crire que :
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[w]=2 (o +0 J)[eu-.c,g (I1L.92).

La dérivée temporelle de I'énergie libre d'Helmholtz d'un volume
contenant des surfaces de discontinuité s'écrit donc sous la forme :

W = oij(r)(eij(r) -eg(r))dv
"V (I11.93).
-| (eeeiofestn-ef]vanass

I11.2.3 - Puissance des efforts extérieurs

En l'absence de forces volumiques (fj = 0), la puissance des efforts
extérieurs (surfaciques uniquement) Tj sur S s'écrit pour un champ de
vitesse % :

| =J T;v;dS (I11.94).
S
Soit & partir de oyn;=T;  (IIL95):

cht =J‘ oijnjvidS (III.96).
S

Le théoréeme de la divergence appliqué a une intégrale surfacique
enveloppant un volume V contenant des surfaces de discontinuité X,

transforme 1'équation (I11.96) en :
Pey: = O;iv; | .dV+ O::niv; |dS I11.97).
o= (o) 09+ [ [owns] a1

Or, aux interfaces de discontinuité, les équations d'équilibre (II1.2)
et de compatibilité (II1.1) entrainent les relations suivantes :
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[on;]=0}n; - ofn; =0 (IIL.98),
et
[u;]=u] -u] =0 (111.99).

Ces conditions d'interface parfaite devant tre maintenues au cours
du déplacement des surfaces X, on obtient les relations d'Hadamard
(cf Annexe A) liant les vitesses matérielles 75 a la vitesse de propagation

w et a la normale n des interfaces :
(%)= ~[ui,jnj]Wana (I11.100).

Des équations (II1.98) et (III.100) ainsi que de l'équation
d'équilibre (111.2), la puissance des efforts extérieurs (II1.97) devient :

Pext = j Gijvi,jdV —J- oijnj[ui,knk]wanads (I11.101).
A" z

Or, v;; =¢€;;+®j, et du fait que le double produit d'un tenseur
symétrique oij et d'un tenseur antisymétrique @;; est nul, il reste :

Pext=j o;ig;idV - Joijnj[ui,k]nkwanads (I11.102).
A" z

La discontinuité admissible du gradient du déplacement au travers
d'une interface doit étre de la forme [H61, W67] :

[“i,j] = “i+,j —u; j =Ain; (I11.103),

ol A est un vecteur arbitraire, fonction de l'interface. De 1'équation
(111.103), on peut expliciter le terme de la deuxiéme intégrale (I11.102) :

olj J[ulk]nk 01] Jk nny (I11.104).
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1/ + -
Or ngny =1 et on a sur la surface X, ojjn; = 'Z'(Gijnj +oijnj), ce

qui donne :

oijnj[ui,k ]nk = %(0‘; +O'£ )kinj (HI.IOS),
soit

oijnj[ui,k ]nk = -;—(0‘;: + Gg )[ui,j] (111.106).

A cause de la symétrie du tenseur de contrainte, le saut du gradient
de déplacement [ujj] peut &tre remplacé par le saut du tenseur de
déformation [€j]. On obtient finalement pour la puissance des efforts
extérieurs la forme suivante :

. 1 -
Pext = j ;i€dV - j 5(0; +0j )[eij ]Wanads (111.107).
\Y ))

I11.2.4 - Dissipation intrinséque

Il reste maintenant 4 déterminer la dissipation donnée par :

D =Py, - W (I11.69),

3 partir des équations déterminant la puissance des efforts extérieurs
(II1.107) et la dérivée temporelle de I'énergie d'Helmholtz (I11.93) sous la
forme :

D= j o3 (N (1)dV - j %(o;} (r) + c;j(r))[eg(r)]wanads
z
Y (I11.108).

Comme pour tout processus de dissipation [M92, PS93], I'équation
(I11.108) ne fait apparaitre que des mécanismes inélastiques qui sont, dans
ce probléme :

o o . o o p
- la vitesse de déformation plastique volumique eij(r),
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- le mouvement propre des surfaces de discontinuité wona.

Les forces thermodynamiques correspondantes a la vitesse de
déformation plastique sont les contraintes de Cauchy oj; et le terme

2

moment énergétique représente la force motrice du mouvement propre
des surfaces de discontinuité Z.

{—l(oi’}(r)+oi_j(r))[e§(r)]} apparaissant sous la forme dun tenseur

Cette description déja simplifiée et globalisée par rapport au
mouvement réel des dislocations prises individuellement reste encore
complexe a mettre en oeuvre pour une microstructure quelconque. Dans
le prochain paragraphe, on tire profit du fait que la microstructure
cellulaire peut étre représentée raisonnablement par une description
fondée sur des morphologies d'inclusions plastiques, pour simplifier
(111.108).

II1.3 - Application au cas des cellules de dislocations

I11.3.1 - Représentation simplifiée de la structure cellulaire

—

TIUTL

Fig I11.7 : Représentation schématique de la déformation plastique en présence de
cellules de dislocations

Si on part de I'idée que la déformation plastique est importante a
l'intérieur des cellules de dislocations du fait de leur grande mobilité et
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par voie de conséquence faible dans les parois, on peut représenter le
champ €P(r) par un champ uniforme par morceaux (cf. figure II1.7).

Cette partition du volume V d'un grain en deux parties VS
(S = Soft - molle) et VB (H = Hard - dure) simplifie le champ €P(r) et

entraine pour une variable macroscopique M décrite comme une moyenne
volumique de msur V :

M:lj mdV (I11.109),
v A%

une forme simplifiée :

S H
a=2Y | maves | mav (I11.110),
Vv Jys VvH®JyH
soit
— £ H
M=fm>+(1-1f)m (I11.111),
S
ou f =V est la fraction volumique des cellules de dislocations, et
H

1-f)= _VV_ celle des parois. La moyenne volumique par phase de la

variable concernée s'écrit :

m® = 1 mdV ou o=H,S (I11.112).
Va V(!

Cette représentation des variables macroscopiques comme la
contrainte, la déformation totale ou la déformation plastique, implique
également une modification de la relation (II1.83) sur les contraintes
internes ¢ :

fo;js +(1- f)cs;jH =0 (I11.113).

Une autre hypothése sur la structure cellulaire de dislocations sera
utile pour décrire les frontieres . En effet, pour pouvoir modéliser
'évolution des formes et des orientations des cellules, on est amené a
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choisir une forme géométrique simple correspondant a une forme
ellipsoidale. Dans ce cas, les parametres de morphologie se réduisent aux
demi-axes de l'ellipsoide pour la forme et & trois angles d'Euler
définissant 1'orientation du repere propre de l'ellipsoide par rapport au
repere du cristal (cf. figure II1.8).

aj, a5, a3 = demi-axes 01,02, 03 = angles d'Euler

A
K

K= repére du cristal
& = repere de 'ellipsoide

-

Fig 1.8 : Description ellipsoidale.

Pour tenir compte des aspects topologiques associés au fait que les
dislocations sont mobiles a l'intérieur des cellules et sont stockées dans les
parois, il est judicieux d'utiliser une représentation de la microstructure
par un motif d'inclusion enrobée (cf. figure II1.9).

FiglII1.9 : Motif d'une cellule de dislocations.

Une cellule est donc représentée par deux ellipsoides homothétiques
et concentriques appelées "inclusion composite” de volume v1. Le volume
V constitué de A'motifs est tel que :
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Ay =V=9\L(VH +vs) (I11.114).

vH et v8 désignent le volume des zones H et S pour une cellule. On
a la relation évidente :

I H S
a6t _ et

I11.115),
\% Vv \Y ( )

et on suppose que la proportion de phase H est la méme dans le grain que
dans l'inclusion composite. On a donc :

S S S
f:ﬂlql’_:."_l (IIL.116),
V Vv
H H H
AV \" \%
-n=N__V__ TIL117).
(-n=2-- -2 (w117

Les interactions entre inclusions composites sont décrites en
plongeant celles-ci dans une matrice déformée plastiquement par EP si
bien que la topologie élémentaire a résoudre correspond 2 la figure
(II1.10).

EP EP

FiglI1.10 : Modéle de la microstructure cellulaire.

Cette représentation implique, pour les problémes d'évolution qu'il
n'y a pas de création de nouveau motif (9\[ = O) et que par conséquent :

vI=0 (I11.118),

car V =0 par hypothése.
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Finalement, les variables décrivant la microstructure et le champ
€P(r) sont :

- la déformation plastique €PS i l'intérieur des cellules,

- la déformation plastique €PH pour les parois,

- la fraction volumique f des cellules,

- la morphologie de l'inclusion interne représentée soit par les
variables ai, a2, a3, 0.1, 0.2, 0.3 soit par un tenseur Ajj décrivant

l'ellipsoide interne par I'équation classique :

Ainin =1 (IH.119).

I11.3.2 - Calcul de la dissipation

Dans ce paragraphe, on calcule la dissipation par unité de volume
pour le probleme simplifi€ décrit dans la figure (II1.11).

1
RN

Y —

EP
Figlll.11 : Modéle simplifié

De la Dissipation provenant :

- de la déformation plastique des 2 "phases”
- du mouvement des deux interfaces X! et X1,

ona: .
D 1 ,
V=VJ ojj(r)ef(r)dv
\Y%
A f +1 o\ eI I
T2V zl(oij (r)+0; (f))_eij(f)_ WalodS  (IIL120).
_M [ +l -1 [ P 1l 1.1
W‘ Zl(cij (r)+0'ij (T)){Sij(r)‘ W, N, dS
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ol [ep r)] et [ (r)] représentent respectivement le de la déformation.

plastique aux interfaces X! et X1,

La dérivée de la déformation plastique peut se définir pour un
matériau biphasé de la maniére suivante :
:P(r)=¢Ps S
E(n)=E" rev, (IIL121).
éP(r)=¢PH ;reV

Sous ces hypothéses, la premiére intégrale I! de 1'équation (I11.120)
se réécrit :

1_1{.ps P 3
I -V( 2 J § o5 (r)av +¢PH J‘ VHcsu(r)va (I11.122).

On trouve les moyennes volumiques de contrainte H et 65 dans
chaque phase. Cette intégrale I! prend donc la forme suivante :

Ilzfépso S +(1-1)e Fioy (I11.123).

ij

Pour les deux intégrales de surface I2 et I3 de 'équation (II1.120),
l'utilisation des opérateurs interfaciaux (cf. paragraphe III.1.3) permet de
définir la contrainte 6+ d'un bord de la surface X a partir de la contrainte
o- de l'autre coté de l'interface X, et du saut de la déformation plastique
[eP] sur X :

o}, = 65 ~(Tijka ~ CijmnBronid )Ciipq [egq] (II1.124),
avec l'opérateur interfacial ® défini par la relation (II1.60).

Un agrandissement de l'inclusion composite sur les deux surfaces
de discontinuité permet de détailler les contraintes interfaciales
(cf .figure I11.12).
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Fig III.12 : Agrandissement sur les interfaces X! et X

Du fait que le saut de déformation plastique [€P]] est uniforme sur
la surface de discontinuité X1, on peut développer l'intégrale 2 :

2 N

1
= 14621 )eP| wlnl
P=- 21(6“ +o;! [ef] whnbas (IIL.125).

Avec I'hypothése de contrainte uniforme dans l'inclusion interne,
o -1 est égale 2 la contrainte moyenne 65 dans ce volume vS déterminé
dans le paragraphe II1.1.2 par la relation (II1.56). Cette contrainte ¢S
s'écrit, avec la déformation plastique macroscopique EP décrite par
I'équation (1I1.111) :

65 = Zjj = (1= £)Ciia (Tidmn ~ Skinn J A€ (I11.126),
Aeq, =€p ~Ent (I11.127).

Pour la contrainte ¢+1, la relation (II1.63) utilisant 1'opérateur
interfacial Q! permet d'obtenir :

1
+ _ 1 _pl
o' =0’ ‘Qijm[eﬁl] (II.128),

ot le saut de déformation plastique est égale sur la surface X1 :

1 p1 P
p - -1 _ P Ps _ P
[emn] =€ ~€mn _em}; “€mn =-Aenn (111.129).
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L'intégrale I2 s'écrit donc :

2_ S, pX 1.1 PaeP N 1
I =0; Ax-: iy 2:1wmnmdS+Atr:ijAt»:l[d V ZlQlelw n 45

(111.130).

La premiére intégrale de surface de 1'équation (II1.130) décrit
I'évolution du volume vS enveloppé par la surface fermée Xl. La
définition (IIL.65) et la résolution (A.18) d'une intégrale 7 précisée dans
I'annexe A :

9= IVB 20 ChimnWhnhdV (IIL131),
1 2 :
=Sk VP =82 g VAR (IIL.132),
donnent l'intégrale I2 pour un matériau biphasé :
Iz—osAepMS+ AeC (I -s! ) p 2°
vV 2 ijmn | *mnkl — €4 vV
1 p A
+2Ae Cljmﬂsmnklququekl v
(I11.133).
Une démarche similaire pour l'intégrale B est suivie :
1’ =-2ﬂf7 ( ofl +o;! |[e} ] wlnlds (IIL.134),
ol
ofl =07 -l [eb ]I (I11.135)
ij =% ~Qij|fu -139),
et '
I
(€0 =ERy —ePH =1(eBS, - ePH )= fae?, (IL.136),

avec l'hypothése d'uniformité de [eP]! suf la surface XI.
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L'intégrale I3 s'écrit alors :

3_ p N “1g1 I
I _—fAelj_{I-lecljlwanadS

(111.137).

2 AP N ) N O

Contrairement 2 la relation (I11.130), ici 6 -I n'est pas uniforme sur
la surface XI. Une dérivation de la moyenne volumique des contraintes
oH du domaine vH permet de connaitre la premiére intégrale 71 de

1'équation (II1.137) en termes de matériau biphasé a structure ellipsoidale.

Soit chiI;-I =J. 6;j(r)dV et sa dérivation donne :
H
v
——
VHG§-~I = Gij(r)dv+j cij(r)wanadS (111.138).
! v avH

Or, le volume vH posséde comme la surface extérieure ovH, les
surfaces de discontinuité X1 et II (de normale n! et n! respectivement a
T1 et X1 (cf. figure I11.13)), et la contrainte est égale a o+1 et ¢ -1
respectivement sur X! et II. La premitre intégrale de (III.138) décrit la

moyenne volumique de la dérivée de contrainte 6H du volume vH,

¥l VH ¥i

(111.139).
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D'autre part, le membre de gauche de (I11.139) est égal a :

——
vHoifj* = chg +vHo§} (111.140).

En regroupant les équations (II1.139) et (II1.140), il reste que
l'intégrale 71 est égale a :

ylzj IoglenLdS=0H0§+J‘ loi?w}ln;ds (I1L.141).
z z

En reprenant les conditions (II1.128) a (II1.132), l'intégrale N
devient :

1_ _H,H, -S.S 1 p.S
9" =0V +63:V° + Ciimn | Imnkt = Spnig JAE VY
Y y oo ) (II1.142).

. Q2 A P.S
+Cljmnsmnldququ£k1V
Des hypothéses (III1.114) a (IIL.118), on déduit que vHB=_y8 3
condition que le nombre Ade cellules dans le volume V et le volume V

n'évoluent pas. Des définitions des contraintes dans chaque phase S et H,
la différence de ces contraintes oS et oH est égale 2 :

S H_ 1
S35~ i = ~Cija (Tiimn = Skimn )25 (I11.143).

De ces remarques, il reste de 4! :
7' = CijmnSZkipg Apg eV (II1.144).

La deuxieéme intégrale J2 de la relation (II1.137) se résolve de
maniere identique 2 la deuxiéme intégrale de I'équation (II1.130), sauf
que la surface X! et le volume vS sont remplacés par ZI et v1. Du fait que
les ellipsoides I et 1 sont homothétiques et concentriques, les tenseurs s!

et S% sont identiques. La condition (II1.118) entraine donc pour
l'intégrale 72 :
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52=J QlaWh NG4S = CijmnSmniapg A pa V! (I11.145).
z!

Des résultats de ! (II1.144) et de 92 (II.145), l'intégrale I3
(I1.137) devient :

S
13=-fAe§’.M’ CijmnSankipg ApaAeh
(111.146).
2 pW:V p
+f Az-:lJ v Cljml'lsmnklquPqAEkl

Les hypothéses (II1.114) a (II1.117) et les résolutions des intégrales
11 (111.123), 12 (111.133) et 13 (I11.146) permettent de définir la

dissipation par unité de volume dans le cas d'un matériau biphasé a
structure ellipsoidale évolutive :

g—fepso i +(1- f)epHo
\"
+= f(l f)Aek cumns ”ququegl

+f{>:ijAeg - -2-(1 -~ 2f)Aagcijmn (Imnkl -s! 4 )Aeﬁl}
(I11.147).

Dans le paragraphe suivant, aprés un cas particulier, on
commentera cette équation (I11.147).

I11.3.3 - Cas particulier - Discussion

a) cas particulier

Si on se restreint & une évolution homothétique des ellipsoides
modélisant les cellules de dislocations, alors des variables décrivent la
morphologie (fraction volumique f et le tenseur Ajj), seule la fraction

volumique f évolue. Car l'évolution homothétique n'entraine qu'un
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changement de volume des phases et non une modification de forme ou
d'orientation. La conséquence est que :

3!

Sk =0 ou Smnklpq =0 (I11.148).
Dans ce cas, la dissipation (II1.147) devient :

3 = fepso S+ (1= f)t-:pHo

+f{X.. —(1- . -g! p
(111.149).

b) Discussion

Les démarches thermodynamiques [R71, LC78, H86, M92, S90b]
expriment la dissipation sous la forme générale :

D_ Fi(Zkl,Xj)Xi (II1.150),

ou Fj décrit la force thermodynamique motrice de la variable interne Xj
et dépend de la variable de contrle , ici la contraintes macroscopiques
X1, et des variables internes Xj. Pour le modele simplifié représentant la
microstructure cellulaire de dislocations a l'intérieur des grains du
polycristal, on déduit de la dissipation (II1.147) les variables internes
suivantes :

- les déformations plastiques de chaque phase €PS, ¢PH,
- la fraction volumique des cellules f,
- les parameétres de l'ellipsoide aj, 0.

De cette relation (II1.147), on retrouve les forces motrices
classiques liées aux déformations plastiques a une fraction volumique prés
: les contraintes moyennes de chaque phase 6% (a=S,H). On obtient
également deux nouvelles forces motrices, l'une pour la fraction
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volumique et l'autre pour les parametres de l'ellipsoide. Ces forces
motrices s'écrivent :

( — S
FegS —fcsij
=(1-f)ol

mn

1 .
=Y. AeP - - Pc.. -ql P

1
Fqu = Ef(l - f)AegCijklslzdmnquefnn

\

(1I1.151).

II1.4 - Modéle biphasé - Calcul "direct"

Dans ce paragraphe, 1'équation (I1I.147) est vérifiée a l'aide d'un
calcul "direct". Ce calcul reprend la démarche thermodynamique, mais
appliquée au matériau biphasé. Autrement dit, on détermine 1'énergie
libre d'Helmholtz W pour ce cas, puis on calcule sa dérivée. Et la
dissipation est obtenue en soustrayant a la puissance des efforts extérieurs
cette dérivée.

II1.4.1 - Energie libre d'Helmholtz et sa dérivée

De 1'équation (I11.87) et de I'hypoth¢se d'un matériau biphasé, seule
l'intégrale de 1'énergie libre % se modifie en :

1{ ., \p 1 L p
. (I11.152),
1 ‘. PH
+2. VHcU(r)aij dv

car sur vS eP(r) = €PS et sur vH ep(r) = ¢PH,

Par la propriété de moyenne volumique sur chaque phase définie en
(II1.112), et par unité de volume, on trouve pour (II1.152) :
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1

2V

, | 1 ,
J' G}; (r)eg(r)dv = Efoijsegs + 5(1 - f)oine%H
\Y

(I11.153).

Dans I'équation (II1.153), il reste a expliciter la contrainte interne
o'S dans les cellules. La généralisation par Kroner [K61] de la solution
d'Eshelby [E57] du probléme d'inclusion au cas ol la matrice a subi une
déformation plastique uniforme, développée dans le paragraphe III.1.2,
permet d'obtenir la relation des contraintes internes suivante :

618 = Cijia(Titmn — Skimn )(E2un — €551 (IIL.154).

Selon la relation (IIL.111) appliquée a la déformation plastique EP
macroscopique, on trouve pour 'S :

'S 1
675 =~(1-)Cija(Tkmn - Shyenn )(EES, - BB} (HIL155).
On peut maintenant exprimer 1'énergie libre d'Helmholtz par unité
de volume, en fonction des variables de plasticité dans chaque phase (ePs,

ePH) et des variables de morphologie de la microstructure cellulaire a
travers la fraction volumique f et le tenseur d'Eshelby st pour la forme
et d'orientation des cellules et la variable macroscopique, la déformation
totale imposée E :

%(E,eps ,ePH ,f,A) = ‘;‘(Eij - Efj)Cijkl(Ekl - EEI)

+%f(1 - (€28 - €24 )Cia (Tetmn — Skipnn ()85, — €22

(I11.156),
avec Eg = fegs +(1 —f)egﬂ.

Dans cette relation (III.156), cinq types de variables sont
dépendantes du temps :

- la variable pilote c'est-a-dire la déformation appliquée a la
frontiére E
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- les déformations plastiques dans chaque phase ePS, ¢PH
- les variables de morphologie des cellules f et Ajj

(a travers le tenseur d'Eshelby S)

La dérivation de 'équation (II1.156) avec :

GP _ P 2P f
(Eg =5 +(1-f)efH +fAef
P_.P P

2P _ aPS _ <PH
Agj; = &5° - ¢

donne :

W . b
V(E,eps ePH £ A)= 558 - TEP
1

Pe.. .2 : P

1.
+5f(1 - 2f)A85C1Jk1 (Iklmn - S}dmn )A&‘,gm

2 ) 1 (I1I1.158),
+5f(1 - f)ASij {Cijkl (Iklmn - Sklmn )

+Coa (Ti = Sy )}Aegm

De la définition du tenseur d'Eshelby S! donnée dans l'annexe B, on
peut écrire la relation suivante :

1 _ 1/ 1
Sijkl - E(Tijmn +Tjimn )Cmnkl (II1.159).

Du fait de cette définition (II1.159) et des symétries des constantes
€lastiques C, le dernier terme de la relation (II1.158) devient :

T= {cijk, (Tamn = Skiomn )+ Connia (i - Sk )} (I11.160),
soit
1 1
T= {Cl_]mn + CijlekaqCpqmn + CmmJ + Cmnleklqupqij}
(I11.161).
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Si on développe les sommations des doubles produits contractés
C:T1:C, on peut démontrer que :

Cijia Tyipg Cpgmn = Connka Ty Cpgi (I11.162).
Donc T s'écrit a partir de la définition (I11.159)

T = 2Cija Tyamn — Skimn ) (I11.163).
Avec les contraintes moyennes définies dans chaque phase par :

of =Zj-(1-1 )Cijkl(lklmn =Sk )Aeﬁm (I1.164),
et

Oif = Zjj +fCyjq (Titmn - Skimn JA€E,, (I1L.165),
la dérivée de I'énergie d'Helmholtz par unité de volume devient alors :

W . S.p H.p
V(E,eps ePH ,f,A) = Tk - fo-ijgijs -(1-f)o; eRH

. 1 1
—f{}:ijAei’} - 5(1 - 2f)A€5Cijk1 (Iklmn - Sklmn )Aegm }
1 p 2 i p
(II1.166).

I11.4.2 - Puissance des efforts extérieurs et dissipation

Pour calculer la puissance des efforts extérieurs dans le cas d'un
matériau biphasé, on reprend 1'équation (II1.94) .

P,,, = j Tyv;dS (111.94).
S

Les conditions aux limites :
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v = Ejjx; (I11.167),

permettent d'écrire :
Pext = j TE;jx;dS (111.168).
S

De I'équation (II1.95) T; = Gijnj et du théoréme de la divergence,
on obtient :

Pex; = E;; I (cikxj)de (111.169),
\%

b4

ou Ej; est uniforme et 6k continu dans le volume V
L'équation d'équilibre (oik = 0) et la relation suivante

xj,k = Sjk (IH. 170),

donnent avec la définition de la contrainte macroscopique :

Pext = VE;iZ;; (I1.171).

Finalement, dans le cas d'un matériay biphasé A structure
ellipsoidale, la dissipation par unité de volume définj par (II1.69) et a
partir des résultats de la dérivation de I'énergie d'Helmholtz (I11.166) et
de la puissance des efforts extérieurs (I1.171) devient :

D _ :Ps S :PH GH

: 1
+f{>:ijAeg =5 (1= 2)A8] ;i (Imnk1 -SI )Ae{;}
(I11.172).

Cette derniére relation (I1.172) est identique & I'équation (111.147)
obtenue lors de l'application de la formule genérale de la dissipation.
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II1.5 - Conclusion

Dans ce chapitre, on a trouvé par deux démarches (cf. paragraphes
II.3 et I1.4) 1a dissipation intrinséque au cas d'une description simplifiée
par deux ellipsoides homothétiques et concentriques représentant la
microstructure cellulaire de dislocations. Cette dissipation nous a permis
de définir les forces thermodynamiques (cf. paragraphe I11.3.3). Dans
I'annexe A, on présente d'autres maniéres de déterminer ces mémes
forces motrices.
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CHAPITRE IV :

Lois complémentaires et comportement global

Dans le chapitre précédent, une représentation simplifiée de la
microstructure cellulaire de dislocation a permis d'introduire des
variables internes décrivant cette microstructure et d'obtenir 1'énergie
libre et la dissipation pour le volume V d'un grain. Afin de déduire la loi

de comportement global du grain, il reste 4 introduire les lois
d'évolutions de ces variables internes au travers des lois complémentaires.

En se limitant a la plasticité a froid, la forme des lois
complémentaires sera choisie du type indépendant du temps et a
température fixe. On se retrouve donc dans le cadre des matériaux
standards généralisés.

Dans le premier paragraphe, aprés l'introduction du glissement
plastique cristallographique dans la dissipation (III.150), on rappelle la
démarche permettant d'obtenir la loi de comportement du grain sous
forme incrémentale. On analyse ensuite les forces critiques correspondant
aux différentes variables introduites. La derniére partie de ce chapitre
donne une tentative d'interprétation physique de ces forces critiques.

IV.1 - Comportement global en élastoplasticité

IV.1.1 - Introduction du g lissement plastique cristallographique

Avant d'obtenir la loi de comportement global du grain 2 partir des
lois d'évolution des variables internes, on introduit le glissement plastique
cristallographique qui exprime que la vitesse de déformation plastique €P
dans les phases S et H est obtenue par un glissement plastique
cristallographique.

p 101



Chapitre 1V - Lois complémentaires et comportement global

En supposant que 1'orientation cristallographique est préservée dans
chaque grain, les zones molles (S) et dures (H) possédent le méme tenseur

de Schmidt Rfi défini pour le systéme de glissement g par :

_1 g
¢ —E(minj +mjn; ) av.1).

Cette conséquence se traduit sur les déformations plastiques dans
chaque phase par les relations suivantes :

efs =RE7E Iv.2),

efH =REvH v.3),
ol ¥ est I'évolution du glissement dans chaque "phase".

Du fait des équations (IV.2) et (IV.3), la dissipation par unité de
volume (II1.147) dans le cas d'un matériau biphasé 2 structure
ellipsoidale, devient :

V—foSngS+(1 f)oliRE VS +f{>:1JR5Ayg

1
-5 (1-2)R! A'nguk](Iklmn s} )RI’;mAyh} av.4),

1 h
+2f(1 f)R; AYgClelSklmnqu R Ay

Ay8 =v§ -7} V.5).

Les forces thermodynamiques se déduisent de la relation (IV.4)
s'écrivent maintenant :

= f6ORE
F —foinij

7§

1
= fR¢ {zij -50 - £)Cija (Titmn -shm)ngmAyh}
V.6),
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F

=(1-f)oHRS
Yfl_(l f)csiJRlJ

1 1 h o avh
= (l_f)Rg{zij +5fCijk1 (Iklmn _sklmn )RmnA’Y }
av.7n,

1
F = Z;REAY8 -5 (- 20)REAYECitg (Tutmn — Sk JRA Ay
(IV.8),

Fpo =

1 2 h Ak
pa =5 TI-OREAYECy Sy - RE Ay Av.9).

IV.1.2 - Comportement global

En ayant exprimé les forces thermodynamiques a partir de X,
considéré comme variable de contréle et en fonction des variables
internes, la réponse macroscopique est alors la déformation totale :

Ejj =E{ +E} (IV.10),

soit avec la définition de la déformation plastique macroscopique EP pour
un matériau biphasé€ :

Ejj = Efj +fejS + (1~ f)efH (IV.11).
L'accroissement E de E, provient alors :

- de la variation de la déformation élastique :
. _ -1 ¢

- de la variation de la déformation plastique A travers des
variables internes 'yg, 'yf_l, f:
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EP ngyS +(1- f)R ngAyg (IV.13).

L'évolution de ces variables internes s'obtiendra a partir des lois
complémentaires développées dans la suite de ce chapitre et se résume au
systéme suivant :

X=(Z,X )% o (IV.14).

La variable X de la relation (IV.14) englobe toutes les variables
internes :

- les amplitudes de glissement plastique dans chaque phase
Ys et YH,

- la fraction volumique des cellules de dislocations f,

- l'orientation et la forme des cellules (aj, a2, a3, o1, 02, 0.3) &
travers le tenseur Ajj.

Finalement, le comportement global élastoplastique donné par :
Ejj = Lidu (1V.15),

ol Lijki est le module tangent dépendant des variables internes X; et de la
variable pilote X se déduit des équations (IV.10 2 IV.14).

IV.2 Les forces critiques

En plasticité indépendante du temps, il est couramment défini un
domaine convexe décrit par une origine O et une valeur seuil. Ce convexe
est généralement appelé domaine é€lastique. En effet, lorsque la valeur
seuil n'est pas atteinte, seule la déformation élastique est présente. La
déformation irréversible, ici la plasticité, s'active quand la valeur de la
force motrice atteint la valeur seuil. Pour les variables internes Xj, ce
convexe s'applique sur les forces thermodynamiques motrices et on est
amené a définir des forces critiques dépendant des variables internes.
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L'évolution des variables internes X; se traduit de la maniére
suivante :

X; =0 si {F,(z,x)dc(x) (2) (IV.16),
VE(Z,X) (b)

X; =0 si {F i(Z.X)=F(X) (a) V.17),
E(Z,X)<0 (b)

X; #0 si {F i(Z.X)=F (X) (a) (IV.18).
E(Z,X)>0 (b)

Dans le dernier cas (IV.18), la régle de cohérence décrite par :
F(Z,X)=F(X) (IV.19),

permet d'obtenir la variation des variables internes X;j en fonction de la
variable pilote Zkj.

En effet, les équations suivantes :

£ (Z,X) _;’i(z X)E + a%‘-:—(z X)X; (IV.20),
J

. a c
Ff(X)= (X)X IVv.21),

perrﬁettent de trouver le systtme défini précédemment (IV.14) pour les
variables actives :

) ; : - :
[ () - 2% (z,X)]x =32 (E Xk av.),
J

soit, de maniére formelle :
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X; =} 3y (1V.23).

De ce systéme (IV.23), on déduit la loi de comportement du grain
(IV.15) en partant de la loi de comportement élastique (IV.12) et de la

variation de déformation plastique (IV.13) généralisée ici pour toutes les
variables internes X :

EP -ML X, (IV.24),

ou Mid prend les valeurs notées dans le tableau (IV.1) pour chaque

variable X;.
Xi: ’Y§ 'Y% f aj 04
My, : fR§, | (1- f)Rﬁi R§ AY8 0 0

Tableau IV.1 : valeurs de la matrice M}d
On trouve donc :
N e t At )
By =(Cm + Miath ) (IV.25).

Le module tangent L de la loi de comportement (IV.15) du grain
est alors égal a :

_ -1
Lija =(Ca + My ) (IV.26).
Il reste, autant que faire se peut, & expliciter les expressions pour
les forces critiques.

IV.3 - Eléments de physique de la dissipation

Dans le paragraphe précédent IV.2, on a introduit les forces
critiques Fic dépendantes des variables internes Xj. Ici on propose les lois

complémentaires permettant de définir ces forces critiques et donc
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d'obtenir I'évolution des variables internes. Ces lois sont congues d'une
maniére phénoménologique si on ne part pas de concepts
micromécaniques déduits des observations expérimentales a 1'échelle des
dislocations. Dans le probléme étudié ici, une théorie sur les dislocations
permettra une définition des forces critiques moins phénoménologique.
Cette théorie est développée dans la thése d'l. Régnier. Dans ce
paragraphe, on abordera seulement les aspects connus de ces forces
critiques pour chaque variable interne Xj. Dans un premier temps,
I'€crouissage par déformation plastique sera développé et sera suivi par
une analyse de 1'évolution des variables de microstructure.

IV.3.1 - Ecrouissage par déformation plastique (variables s et YH)

Ici, on rappelle les concepts classiques d'écrouissage latent et
d'auto-écrouissage que 1'on étend au cas de 1'écrouissage non local [M94,
F95].

a) Ecrouissage latent et auto-écrouissage

La formulation suivante en tout point r :
5 (1) = H& ()1 (r) (Iv.27),

est un moyen simple et classique de décrire I'évolution des taux de cission
critique sur les systémes g, "tg (r), en fonction des vitesses de glissement

'i'h(r) sur les systémes actifs h. La matrice H de cette relation (IV.27) est
généralement appelée matrice d'écrouissage. Franciosi [F84] a traduit
cette matrice H de mani¢ére phénoménologique, plus ou moins sous une
forme simplifiée, par la description des phénoménes de mouvement et de
stockage (en moyenne) des dislocations dans les plans de glissement.

~ Pour un monocristal du type CFC, dont les systtmes de glissement
sont du type {111} <110> (soit 12 systémes), Franciosi et al. [FBZ80]
définissent la matrice d'écrouissage par deux paramétres déterminant les
interactions fortes et faibles entre les systémes de glissement. Le terme H!
(des faibles interactions) décrit l'auto-écrouissage, autrement dit
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I'influence du glissement ¥ sur la cission critique du systéme g. Ce terme
H! correspond 2 la pente du stade 2 d'un essai de traction sur le
monocristal. Le paramétre H2 (fortes interactions) décrit I'écrouissage
latent. On peut définir I'écrouissage latent par l'influence des systémes
actifs g sur la cission critique des systémes de glissement non actifs, mais
pouvant s'activer pour un autre type d'essai de chargement.

Des études identiques ont été effectuées pour les métaux cristallins
du type CC [F83, F84]. Par rapport aux systtmes CFC, le choix des
systemes de glissement cristallographique représentant les mécanismes de
déformation plastique selon la température et la pureté du métal est moins
net. En effet, il est généralement accepté que les mécanismes de
glissement des métaux CC sont décrits par les directions <111> et par
deux familles de plans {110} et {112} (soit 24 systémes), mais parfois
dans de rares cas, on rajoute la famille de plan {123} [L93]. D'aprés
Franciosi [F83], on peut reprendre la définition de la matrice
d'écrouissage H sous la forme de deux paramétres d'interactions fortes H2
et faibles H1.

On peut résumer de la maniére suivante la répartition des deux
parametres H1 et H2 dans 1a matrice d'écrouissage H&(r) :

HE&"(r)=H! (IV.28),

si les deux systémes g et h ont le méme plan (systémes coplanaires) ou la
méme direction (systémes colinéaires) de glissement, ou si les directions
de glissement des deux syst¢mes sont perpendiculaires. Pour les autres
cas, on admet :

H8" (r)=H2 (1V.29).

La valeur initiale 'tg de la cission critique correspond au frottement

des dislocations avec le réseau cristallin. Ce paramétre 1:2 peut facilement

s'obtenir par l'analyse de la courbe de traction du polycristal, si on
suppose que tous les systémes de glissement ont la méme valeur initiale.
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b) Ecrouissage non local

La formulation (IV.27) définissant 1'évolution de taux de cission
critique est suffisante quand on considere le grain du polycristal comme
un milieu homogéne [LB89, LKB90, L93, LBRM95]. Mais cette relation
ne suffit pas a décrire le durcissement des parois des cellules de
dislocations par le mouvement de dislocations dans les cellules. En effet,
il faudrait dans 1'équation (IV.27) tenir compte dans 1'évolution des taux
de cission critique en un point r, du glissement plastique en un point r',
d'ou l'introduction de l'aspect non-local de 1'écrouissage [MKB93, M94,
MKB93, MLBK%, F95].

En conservant toutefois le glissement cristallographique comme
mécanisme élémentaire de la déformation plastique, la formulation
(IV.27) devient :

8(r)= ijgh(r,r’)‘yh(r’)dV’ (1V.30),

ou V est le volume du cristallite considéré, et H est la matrice
- d'écrouissage non local. Cette relation (IV.30) conserve la notion
d'écrouissage latent et d'auto-écrouissage définis dans le paragraphe
précédent (I1V.3.1.a).

En effet, on retrouve 1'équation (IV.27) a I'aide des propriétés de la
distribution de Dirac & et de la définition suivante :

H&"(r,r’) = H&" (1)8(r - 1") av.31).

Cette formulation (IV.30) non locale s'adapte facilement dans le
principe a la microstructure cellulaire des dislocations. Le mouvement de
dislocations a I'intérieur des cellules est décrit par le glissement y(r'). Le
stockage de ces dislocations dans les parois entrainant le durcissement de
ces parois est traduit par la variation de la cission critique au point r.
L'obtention d'une forme générale de matrice H dépendante de l'histoire
du matériau et de la microstructure cellulaire des dislocations est difficile
du fait des connaissances imparfaites du comportement individuel ou
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collectif des dislocations. L'approximation biphasée de la structure
cellulaire [MLBK94] permet de contourner cette difficulté.

¢) Approximation biphasée de la structure cellulaire

On reprend ici la description de la microstructure cellulaire des
dislocations par un modeéle composite biphasé défini dans le
paragraphe (III.3.1). Ce modéle représente l'intérieur des cellules a
faible densité de dislocations par une phase molle et les parois des cellules
a forte densité de dislocations par une phase dure [M88, M94].

L'évolution spatiale des cissions critiques associées a une structure
cellulaire de dislocations montre de forts gradients.

t A
’
A X
TH
1s
>
X

FigIV.1 : Description biphasée de la structure cellulaire de dislocations
(variation de 7 le long d'un vecteur X )

La figure IV.1 décrit la représentation de ces forts gradients

induisant I'hypothése d'uniformité par morceaux pour évaluer les effets
caractéristiques de la structure cellulaire. On remplace ainsi y(r) et (r)

par leur valeur moyenne dans chaque phase :

. . 1 .
Té(r)=7¢ = v RUULY (1v.32),
\"
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. . 1 .
(=48 = 8
(=18 =— J'va 8 (r)dv (1V.33),

aveca=HouS.

Dans cette description de composite biphasé, la formulation non
locale de I'évolution des taux de cission critique (IV.30) devient dans
chaque phase :

gh ’
Ca Vaj j HE&" (r,r')y (r )dv’dv (IV.34).
va

Et l'introduction de l'équation (IV.32) dans (IV.34), permet
d'écrire :

H&" (r,r")dV"aV |y2

d.
O 0y
Q
I
<
Ql"‘
<
Q
Q
L J
<
w

(IV.35);

= H&" (r,r')dV'aV [y
ye© V¥

Finalement pour chaque phase (o = H,S) le taux de cission critique
est égal a :

hoh , yigh oh
=H{s¥s +Hpty (IV.36),
ghyh \ Hgh g1 (IV.37),

avec les définitions des matrices d'interaction Hop (o, = H,S) suivantes :

aB V“J j Bth r,r’)dv’dv (IV.38).
yoUV
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Il reste maintenant a relier ces matrices d'interaction Hop entre les

phases avec différents paramétres physiques. Ce lien se fonde sur des
concepts de dislocations, notamment sur des phénomeénes de stockage et
d'annihilation des dislocations dans les parois [MKB92, EM79]. Les
quatre relations suivantes définissent ces matrices d'interaction en

fonction de paramétres de dislocations dans le cas du glissement multiple
[M94] :

2 a
gh __ bu (8)h _ 1 Dk
Hhs = 8 _ 08 ( (7 Y3(g)iPHAHS (IV.39),
CH CH
gh ___b“2_ I (Dh
Hip = ——— ¢ Y3(e)PuAHH (IV.40),
TCH - TcH
gh _ __©ss
Hss = s .08 () (IV.41),
TCS - Tcs
g = IV.42),

ici les indices entre parenthéses ne sont pas sommés.

b: désigne le module du vecteur de burgers.

VIR représente le module de cisaillement du matériau.

Lg: est le libre parcours moyen des dislocations dans les
cellules sur le systeme g.

‘tgi : définit la cission critique initiale dans la phase o (o=H, S)

avant plastification sur le systéme g.

a(g)n : est la matrice décrivant l'anisotropie des interactions entre
les systémes de glissement et est définie sur les concepts
d'écrouissage latent et d'auto-écrouissage [FBZ80].

Py décrit la densité de dislocations dans la phase o (a=H, S)

sur le systéme g.
y: détermine la distance caractéristique d'annihilation des
dislocations.

p112



Chapitre IV - Lois complémentaires et comportement global

AfﬁIhH; traduit I'influence locale du syst¢tme h sur l'annihilation
des dislocations appartenant au systéme g de la zone H.

Afihs : désigne l'aspect non local de 1'annihilation des dislocations
de la zone H.

Les relations (IV.39) et (IV.40) sont déduites d'une part d'un
phénoméne non local d'augmentation [PA84, NGHS85] de densité de
dislocations dans la phase dure et d'autre part d'un phénoméne local ou
non local d'annihilation des dislocations [M94]. Le phénoméne
d'augmentation se fonde sur une description du dépdt de dislocations
produites et mobiles a l'intérieur des cellules dans les parois par
I'équation dans le cas de cellules fermées [M88] :

+_ 2
dp$; =;]:@'y§ 1v.43),

+
ol dpﬂ désigne l'augmentation de densité de dislocations dans les

parois. Ce phénomene se fonde également sur la loi de Taylor :
T = p,b\/E (IV.44),

généralisée au cas anisotrope correspondant au glissement multiple

'rg = ng +ub1/aghph  (IV.45).

Le phénoméne d'annihilation des dislocations provient de la
généralisation d'une description scalaire [EM79] :

- 2y .
dp~ =-pt (IV.46),

Y

a celle du glissement multiple et en tenant compte de l'origine des
dislocations produisant I'annihilation (soit des parois "yI’fI, soit de la phase

molle ¥1) [M94] :
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- 2y gh.h g)h.h
dp§ = —?pg(Agg vh+ Ale) 'yH) (IV.47).

Les relations (IV.41) et (IV.42) ont été choisie de maniére
phénoménologique pour décrire la situation suivante :

- Hss, une valeur faible (constante ou saturante) traduit la faible
augmentation de la densité de dislocations dans la phase molle S.

- HsH, une valeur nulle, décrit 1a non crédibilité des effets non
locaux de la phase dure H sur la phase molle S.

IV.3.2 - Evolution de la microstructure intragranulaire

La microstructure intragranulaire des dislocations correspond avant
tout pour les métaux cristallins 2 une structure cellulaire (cf. chapitre II).
Cette structure définit deux zones. L'une possédant une faible densité de
dislocation représente l'intérieur des cellules et 'autre de forte densité de
dislocations correspond aux parois. La figure IV.2 schématise
grossierement une cellule de dislocations formée par un glissement d'une
boucle de dislocations dans les cellules pour se bloquer dans les parois.

FigIV.2: Cellule de dislocations

Dans le chapitre III, on a simplifié le mouvement des parois
(wgng) considérées comme une surface de discontinuité non stationnaire,

par 1'évolution des paramétres de forme (aj : demi-axes de l'ellipsoide) et
d'orientation (0, : angles d'Euler du repére de l'ellipsoide par rapport au
cristal) regroupés dans le tenseur Ajj et dans la fraction volumique des
cellules f. Avant de rechercher les forces critiques sur f et A, il convient
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d'analyser le c6té "cinématique" de la force motrice c'est-a-dire 1'effet de
la microstructure sur 1'énergie libre (élastique) .

En effet les relations (IV.6 a IV.9) montrent clairement deux types
de couplages lorsqu'on analyse la contribution respective de la variable
pilote et des contraintes internes.

- Le chargement extérieur (X) agit sur ys, yH et f mais pas sur A.

- La force sur f provient du chargement extérieur X et des
contraintes internes regroupant la contribution de f, Ay et
sla).

- La force sur A ne fait intervenir que les variables internes f, Ay
et S2(A).

On retrouve d'ailleurs ce résultat dans la relation liant la
déformation macroscopique EP aux variables internes ol la contribution
de A n'apparait pas (cf. tableau IV.1). Indépendament des forces critiques
sur A, ceci nous amene a analyser 1'énergie interne en fonction des seules
variables internes contenues dans A.

a) Influence des paramétres de la microstructure sur l'énergie
interne

Pour le modele simplifié des deux ellipsoides homothétiques et
concentriques et d'un matériau biphasé représentant la microstructure
cellulaire de dislocations, I'énergie élastique par unité de volume (énergie
libre d'Helmbholtz) est définie par la relation (I11.159) :

%(E,GPS ,ePH ,f,A) = %(Eij - Eg)cijm(Em _ Eil)
+-;-f(1 - £)(B - €8 )Ciga(Tiamn — Shyonn (A)) (RS, - €24 )
(IIL.159),

De cette équation (II1.159), on remarque deux contributions, I'une
provenant des conditions appliquées a la frontiére extérieure du volume

p115



Chapitre IV - Lois complémentaires et comportement global

étudié (le grain). L'autre obtenue i partir des contraintes internes sur
I'énergie €lastique. Seule la deuxiéme contribution appelée énergie
élastique interne W1 est étudiée dans la suite du paragrphe :

1
wl = 5 {1 -£)aeECyq (Tkamn = Shimn (A))ael,  (v.48).

Pour permettre I'observation de l'influence des paramétres de la
microstructure sur cette énergie élastique interne W1, on suppose que la

déformation plastique dans la cellule se réduit seulement 2 un systéme de
glissement plastique d'amplitude v, de direction m; et de normale n; de

plan de glissement. La déformation plastique dans les parois est supposée
nulle. Par conséquent, on obtient :

egH =0
(IV.49),

1
Aeg = 855 = E(minj +mjni)'y = Rij‘y
et I'énergie élastique interne devient :
1
w! = Sf(1- £)7*RiiCija Titmn - Skimn(A)Rmn  (AV.50).

On simplifie également la forme de 'ellipsoide en prenant la forme
d'une piece de monnaie ("penny-shape") (aj=a2>>a3), ce qui raméne
l'exemple & une description plane ou seulement deux variables
morphologiques interviennent (cf Figure IV.3).

A

n

g variables :
un angle : 6
un rapport : a3/a;<1

m

% = repére de l'ellipsoide
Fig 1V 3: Description plane de I'exemple
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Par une méthode d'invariant [R95] permettant un découplement des
variables de forme (demi-axes) et des variables d'orientation de
l'ellipsoide (angles) dans I'énergie élastique interne W1, on a obtenu les
trois courbes suivantes (cf. figure IV.4) (selon trois rapports a3/aj) pour
un matériau isotrope (u=80 000MPa, v=0,3) de fraction volumique f des
cellules égale a 0,8 et pour une amplitude de glissement y de 10%. Ces
courbes donnent 1'énergie élastique interne ! en fonction de l'angle 6
déterminant l'orientation du repére de l'ellipsoide avec le repére du
systeme de glissement (mj,n;).

wl
0T
aén | / N_ _ _ _
30 o - - a3 = al
20 1
azfa;=0,1

10 ] az/a;= 0,05
. az/a;=0,01
] 1

0 45° 90° 135° 180°

FigdV 4 : Courbes de I'énergie élastique interne obtenue [R95]

Lorsque la microstructure est "isotrope” (inclusions sphériques) on
retrouve évidemment une énergie indépendante de © mais d'un niveau
important. Par contre, si on laisse aux dislocations la possibilité de
s'organiser dans l'espace selon une configuration contrainte sous forme
d'ellipsoide, on constate que certaines configurations sont favorables par
rapport 3 d'autres.

- Le rapport de forme doit étre le plus proche de O.

- L'orientation de I'ellipsoide correspond aux axes du systéme de
glissement, ce qui conforte l'idée que les parois sont reliées aux
systémes de glissement actifs.

Cependant, cette analyse se complique dans le cas d'un glissement
multiple. La différence d'énergie entre les configurations extrémes
est considérable, ce qui nous autorisera, dans un premier temps
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(cf. chapitre V), & poser que la configuration morphologique sera celle
qui minimise 1'énergie libre. De la figure IV.5, on remarque également
que les structures a faible énergie sont celles correspondant 2 une
structure dipolaire de dislocations ainsi que cela a été observé au MET.

n A
I]A n
S oA
@)b=0° (b)6=45° )6=90°

FigIVS: Description des positions des extrémums
des courbes de l'énergie élastique interne

On constate que dans la relation (IV.50) la direction mj et la
normale nj du plan de glissement jouent le méme réle, d'ou la
conséquence que les courbes (cf figure IV.4) possédent une période de
90° et une symétrie par rapport a l'angle 6=45°.

b) Extension formelle au cas ou la microstructure est contrainte

Dans la partie précédente, on a montré l'influence des paramétres
de morphologie sur 1'énergie élastique. Méme si I'énergie élastique joue
un réle sans doute décisif sur la microstructure, on peut cependant penser
que les enchevétrements des dislocations des parois permettant une
optimisation énergétique de la microstructure nécessite une force motrice
suffisante pour atteindre la force critique correspondants. On introduit
classiquement pour les variables internes décrivant la microstructure, la
formulation simple définissant la force critique FiC comme le produit

d'une matrice d'interaction H et des variables internes X; :

Ff =F0 +HIX; (IV.51).

1
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De cette relation (IV.51), on obtient I'évolution des forces critiques
sous la forme simple de :

Ff =HYX; (IV.52).

La dérivée partielle des forces critiques par rapport aux variables
internes égale a :

oF¢ .
—1 -yl (IV.53),

oX;

qui est introduite dans la relation (IV.22), permet de déterminer la loi de
comportement du grain (IV.25).

Il reste maintenant & exprimer cette matrice d'interaction Hij de
I'équation (IV.52) et la valeur initiale F,0 des forces critiques F{ de la
relation (IV.51) de ces variables internes X; de morphologie (fraction
volumique f, demi-axes aj et angles d'orientation o de l'ellipsoide). La
détermination de cette matrice H et de la force critique initiale FiCo n'est
pas abordée dans ce présent travail, mais définit le sujet de la thése

d'l. Régnier qui explicitera ces paramétres par une démarche fondée sur
des concepts de dislocations.

Pour les résultats numériques de cette thése, le premier paragraphe
du chapitre suivant V donne une premiére approche de maniére
phénoménologique de cette matrice d'interaction pour certain type de
trajet de déformation.

IV.4 - Conclusion

Comme on I'a vu dans ce chapitre, la détermination de la loi de
comportement global du cristal (IV.25) a partir de la dissipation D

(II1.150) dans le cas d'une représentation de la microstructure cellulaire
de dislocations, s'effectue par l'intermédiaire de forces critiques Fic pour
chacune des variables internes Xj. Les hypothéses du paragraphe IV.3
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permettent 1'écriture de 1'évolution des forces critiques d'une maniére
simplifiée :

Ef = 21X, (IV.54),
o X j définit I'évolution des variables internes Xj qui sont :

- les amplitudes de glissement de chaque phase (S et Y1),
- la fraction volumique des cellules (f),
- les parametres de 1'ellipsoide (aj et o).

H1j décrit la matrice d'interaction ou d'écrouissage entre les
différentes variables intenes Xj. De la relation suivante :

R R O% R R N VTR
I | [Hss Msn My Hsa Hse [
. 1] 1 1 1 1) .
S| [MBs M e e e |
. _ ij ij ij ij ij :
BEIS| His Hm Mg M Mg | £ AVSS)
. ij ij ij ij ij .
F:. }{aS ﬂaH g{af j{aa }[aa 4;
R I R s S S 0
\Fai ) \Tlas “oH of “'aa oo J\ 1

on peut définir les différents types de matrice d'interaction #.

Comme on peut remarquer dans les forces thermodynamiques FYis

et Fyi sur les amplitudes de glissement ¥s et Y4 de chaque phase (IV.6 et
i

IV.7), ces dernitres sont égales aux cissions résolues (TgetTy)
multipliées par la fraction volumique de la phase concernée :

—fRES = £18

FYg =fRio}; =f1§ (IV.56),
_ g-H _

FY% =(1-f)R{oj; =(1-f)t (IV.57).

De la méme maniere, les composantes de la matrice d'interaction
entre les différents systémes de glissement des phases dure (H) et molle
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(S) (#4ss, HsH, HHS, HHH) peuvent étre reliées a celles de la matrice
d'écrouissage H non locale décrite dans le paragraphe IV.3.1.b par les
équations (IV.39 a IV.42), a l'aide des fractions volumiques des phases :

HEN = (1~ f)HEY (IV.58),
HE =(1-f)HEY, (IV.59),
#EL = fHER (IV.60),
HE = fHED (IV.61).

Le tableau IV.2 regroupe les autres composantes de la matrices H
selon les types d'interactions.

type d'interaction composaptes dela
matrice H
auto-interaction Hss, Haa, Hoa
mterac.tlons entre les Hia, Haf, Hio
vgnables de la Hast, Hao, Hoa
microstructure
interactions entre la Hst, Hes, HHf, HH,
microstructure et les Hsa, HaS, HHa, HaH,
glissements plastiques Hso, HaS, HHa, HoH
TabdV .2 : classement des composantes de la matrice Hselon le
type d'interactions.

La détermination des termes de cette matrice ne peut se faire sans
I'apport de la physique des dislocations. Cette tiche est nécessaire pour
cemer le probléme de la formation et de 1'évolution de la microstructure
de dislocations et pour déduire leurs conséquences sur le comportement
du grain et du polycristal. Cependant, on peut déja tirer quelques
conclusions de la présente étude en adoptant des hypothéses restrictives,
simplificatrices mais fondées sur des considérations physiques. Ceci fait
I'objet du chapitre V.
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CHAPITRE V :

Modélisation simplifiée et applications numériques

Face a la complexité des lois complémentaires et a la difficulté
d'établir les lois d'évolutions & partir des mécanismes physiques,
le probleme de la formation des cellules est traité numériquement
dans ce chapitre a partir d'hypothéses simplificatrices décrites dans le
paragraphe V.1. On présente des résultats originaux dans les paragraphes
V.2 et V.3, résultats qui sont discutés et comparés avec ceux obtenus par
une modélisation autocohérente classique ou évoluée (la structure
cellulaire est fixée a priori).

V.1 - Hypotheéses simplificatrices

V.1.1 - Hypothese sur Ia fraction volumique

Si on analyse les micrographies obtenues par microscopie
€lectronique a transmission [FS83, S86] en évaluant 1'épaisseur des parois
et celle des cellules, on constate qu'aprés quelques pourcents de
déformation plastique (=3%), la fraction volumique de cellules reste
pratiquement constante, tout au moins pour un trajet monotone. Lors de
chargements séquentiels, cette observation n'est plus respectée : au début
du second trajet, la microstructure induite par le premier trajet est
progressivement dissoute et la nouvelle topologie caractéristique du second
trajet se forme. Cet aspect du probléme ne sera pas pris en compte par la
suite. '

En se limitant pour le moment, 2 des trajets monotones, il est donc
raisonnable d'admettre que la fraction volumique de cellules est une
donnée du matériau dépendant sans doute de l'énergie de faute
d'empilement (CFC), et de la température. D'aprés les mesures de Schmitt
[S86], on peut raisonnablement admettre que la fraction volumique f est
environ égale a 0,8.
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V.1.2 - Hypothéses sur les caractéristiques morphologiques

La représentation de la microstructure cellulaire par un ellipsoide
enrobé constitue en soi une approximation, mais conduit 3 un bon
compromis entre la finesse de la description et le temps de calcul. Dans le
paragraphe IV.3.2, on a vu qu'indépendamment des forces critiques
associées aux parametres morphologiques (aj, a2, a3, a1, 0.2, 0.3), ces
parametres constituent déja un facteur important d'accommodation de
I'énergie libre.

Par ailleurs, la détermination des forces critiques pour les variables
étant difficile, une premiére approche consiste 4 admettre le concept de
configuration de faible énergie introduite au sens de metallurgie physique
(Lows Energy Dislocations Structure, LEDS) par D. Kuhlmann-Wilsdorf
[K87, K89] et d'autres. Ceci revient 2 annuler la force motrice sur A, c'est-
a-dire d'apres (IV.9) a poser :

—f(l f)R Anguleklmnpq h oayh=0 (V.1).

Puisque f est constant, on a aussi :
2 h h
REAYECijaSiamnpg Rn AT =0 (V.2).

On constate que, I'amplitude de la déformation n'apparait qu'au
travers de la combinaison des systémes actifs. On s'attend donc 2 ce qu'une
morphologie et une orientation stationnaires apparaissent lorsque l'activité
(nombre, nature des systémes de glissement et amplitude relative) plastique
est stabilisée. Le calcul de S est effectué pour un milieu isotrope dans
I'annexe B. Lorsque la déformation progresse, I'hypothese précédente
conduit & admettre une réactualisation instantannée de la microstructure.
On peut alors trouver I'évolution des paramétres aj, a», a3, 01, 02, 0.3 en
différenciant 1'équation (V.3), ce qui donne pour A :

A’y ClelskJmnpq :’mAyh+ A'chuklsklmnpq ﬁmA'yh
Ay CuklsklmnpqrsArsRﬁmAY =0
(V.3),
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2
ou S3 = aiﬂmﬂ_
klmnpqrs JA s

est calculé dans I'annexe B.

La résolution des ¥ en fonction du chargement imposé au grain se

faisant par les méthodes classiques courantes en plasticité, on déduit de la
relation (V.3) I'évolution de A donc celle des variables décrivant la
microstructure. Cette approche numérique lourde et complexe est
actuellement simplifiée par l'introduction d'une représentation utilisant la
théorie des invariants (Thése d'1. Régnier).

V.1.3- othése sur le glissement plasti

Du fait des hypotheses restrictives précédentes sur la fraction
volumique et les caractéristiques moprhologiques, on choisit également
comme premiére approche, de conserver les valeurs des matrices
d'interaction (Hss, Hsy, Hus, HHH) obtenues pour 1'écrouissage non local
avec une microstructure non évolutive des cellules de dislocations [M94].
Pour conserver un temps de calcul informatique raisonnable, on a supposé
dans le cas d'un matériau de structure CC, que la déformation plastique se
réduit 2 une seule famille de syst¢mes de glissement : la famille
<111>{110}, et ceci pour les deux phases, ce qui donne 2 fois 12 systémes
de glissement dans le grain.

V.2 - Résultats comparés avec des modéles précédents

Dans les paragraphes V.2 et V.3, on présente des résultats obtenus
par le modele développé dans les chapitres précédents. Ces résultats
concernent le comportement global y compris sous 1'angle de 1'anisotropie
plastique et I'évolution de la structure interne et de 1'état mécanique des
différentes "phases” (déformations, contraintes, morphologie). I est clair
que dans ce modele, on est en présence de fluctuations microscopiques tant
intergranulaires (les effets d'ordre 2 de la classification par 1'analyse aux
RX) qu'intragranulaires (effets d'ordre 3), ce qui implique une
représentation adéquate des résultats.
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Dans un premier temps (cf. paragraphe V.2), les grandeurs
mécaniques sont moyennées sur chaque grain pour faire apparaitre les
fluctuations intergranulaires. Les résultats obtenus sont comparés a ceux
obtenus par une modélisation autocohérente classique ou le grain est traité
de maniére uniforme. On s'attend normalement a des différences faibles,
particulierement pour les trajets monotones. Les résultats spécifiques
concernant I'échelle intragranulaire seront présentés dans le paragraphe
V.3. Auparavant, on présente les paramétres et conditions retenus pour le
calcul et les significations des représentations choisies.

V.2.1 - Données initiales

La structure polycristalline est représentée par 100 grains sphériques,
dont les réseaux cristallins ont une orientation aléatoire. Dans le cas de la
simulation de textures de déformation, un ensemble de 1000 grains a été
utilisé. L'élasticité est supposée isotrope et homogéne (u=80 GPa, v=0,3).
Les systemes de glissement choisis sont ceux des CC : <111>{110}. Le
tableau V.1 regroupe les autres parametres numériques.

En général, les courbes décrivent la contrainte soit macroscopique
soit moyennée sur l'ensemble des phases H et S en fonction des
déformations plastiques correspondantes. Pour avoir une idée des
fluctuations microscopiques (ordre 3) et mésoscopiques (ordre 2), on
représente 1'état mécanique local (6, €P) correspondant a I'échelle retenue
pour un chargement macroscopique donné (généralement EP=20%).

V.2.2 - Réponse élastoplastique

La planche V.1 représente tout d'abord les résultats obtenus par un
schéma autocohérent classique lors d'une traction uniaxiale selon l'axe 1.

La figure V.1.a reproduit la courbe de traction.'globale ainsi que les
états mécaniques (oll,efl) des 100 grains constituant le polycristal pour

des déformations plastiques macroscopiques de 10% et de 20%. On
observe que les contraintes locales fluctuent autour de la contrainte

pl27



Chapitre V - Modélisation simplifiée et applications numériques

parametres symboles valeurs
cission critique initiale (la méme pour 12 65 MPa
tous les grains et les phases)
vecteur de Burgers b 1A
libre parcours moyen des dislocations L 6,4 um
(le méme pour tous les systémes)
distance caractéristique d'annihilation y 47 A
des dislocations
(étant donné que les matrices Ays et Oyy = O
1 ez n 2) HS
AHH.sont 1 1der.1t1.te c.lordre b2 3 10-10 (MPa)2
coefficient d'annihilation de Hyy =Yyou
(IV.40) et de Hys (IV.39)
2
coefficient de création de Hygs (IV.39) | g = bu” | 1105 (MPa)?
L
coefficient de Hys (IV.41) oSS 900 (MPa)?2
1
coefficient d'anisotropie a= E__ 1,5
H2
fraction volumique des cellules f 0,8
parametres initiaux de forme de al { %)2
l'ellipsoide a2 ’
a3 0,98
parametres initiaux d'orientation de 1 17
e o o2 5°
I'ellipsoide
03 26°

Tab.V.1 : Parametres initiaux des calculs numériques
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Planche V.1 : Réponse macroscopique d'un polycristal soumis a une traction
uniaxiale selon l'axe 1, et état mécanique intergranulaire (ordre 2).
Résultats obtenus par un schéma autocohérent classique
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. . \ . R z
macroscopique dans un intervalle que I'on peut estimer &8 Xy, ——;—1- Pour
P
les déformations, les fluctuations sont dans l'intervalle de Efl + 1—101 Pour

les contraintes, ces fluctuations ont été validées par des mesures de RX
[K92, M94] et correspondent bien 2 1'énergie stockée et a son évolution.

Pour les autres composantes, on retrouve bien les régles de
moyenne :

Gjj = Zjj et Ef = Ef (V4 etV.5),

mais maintenant les fluctuations sont beaucoup plus importantes tant pour
les contraintes que pour les déformations. Pour les composantes 22 et 33,
on a les intervalles :

) )
—%<O’22,0‘33 <-—;—l- (V.6),

et pour les déformations :

EP. EP EP.  EP
11 _ 1 o 11 11
S822,833S 2 + >

> "3 V.7).

Pour les autres composantes 12 (et aussi 13 et 23), les fluctuations de
€P sont plus faibles que pour egz, et pour les contraintes, on est dans une
situation intermédiaire entre 611 et 622.

Lorsqu'on prend en compte la microstructure intragranulaire des
cellules de dislocations, on retrouve des courbes similaires aux précédentes
(cf. planche V.2 et V.1) tant pour les réponses macroscopiques (Z, EP) que
pour les états mécaniques (0, €P) des 100 grains & une déformation
plastique macroscopique donnée (10% ou 20%), ainsi que pour les
fluctuations de déformations ou de contraintes. Par contre, tout en
conservant des fluctuations identiques, 1'état de contrainte-déformation du
second ordre pour la composante 12 apparait plus concentré que celui
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Planche V.2 : Réponse macroscopique d'un polycristal soumis a une traction
uniaxiale selon l'axe 1, et état mécanique intergranulaire (ordre 2).
Résultats obtenus par un schéma autocohérent classique
avec prise en compte de la microstructure intragranulaire
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Fig.V.7 : coefficient de Lankford obtenu par trois modéles différents

pour une texture initiale isotrope

 Ces mémes modeles (local, non local, avec évolution des cellules),

ont été utilisés pour déterminer le coefficient d'anisotropie plastique

(coefficient de Lankford r) défini par :
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obtenu par le modéle précédent (cf. figures V.2.d et V.1.d). On obtient une
forme similaire aux composantes 22 et 33.

V.2.3 - Texture cristallographique et anisotropie plastique

Les figures (V.3) a (V.6) représentent pour quatre pdles différents
(200, 110, 111, 112) la texture cristallographique (1000 grains)
correspondant & deux niveaux de déformation plastique (EP=5% et 10%)
obtenue lors d'un essai de traction uniaxiale selon l'axe 1, par
I'intermédiaire de trois modéles. Le modéle appelé "local" correspond au
schéma autocohérent élastoplastique classique. Le modele "non local” tient
compte de l'écrouissage non local mais pour une microstructure
intragranulaire fixée a priori et constante. Le troisitme modele ("évolution
cellule") correspond au probléme décrit dans ce travail incluant donc
I'écrouissage non local et une microstructure cellulaire évolutive. Les
résultats sont semblables, indiquant comme attendu que les rotations sont
uniformes 2 I'intérieur des grains et que l'activité moyenne des glissements
sur les différents systémes actifs est comparable d'un modele a l'autre.

local non local évolution cellules

MAYMUM ; oL
66320

DL
=T

5% 3 o1
WM 23 POLE ;: 200
MAXIMUM : DL
833100, ™,

10%

POLE : 200 "0 POLE: 200 MaN.b0  POLE : 200

MNMUM
12410-03

o7

Fig.V3 : comparaison de figures de péle (200) des différents prograr}rmes
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Fig.V4 : comparaison de figures de péle (110) des différents programmes
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Fig.V5 : comparaison de figures de pole (111) des différents programmes
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el
r=—22 (V.3),
el
33

lors d'un essai de traction selon I'axe 1 (avec 100 grains). La texture initiale
étant isotrope, on retrouve dans la figure V.7, un rapport proche de 1 pour
les trois modeles. La différence entre le modele "local” et les deux autres
provient sans doute du fait que le "pencil glide" (glissement selon
<111>{110} et <111>{112}) a été pris en compte dans le modele "local".

V.3 - Résultats concernant la microstructure intragranulaire

Dans ce paragraphe, on s'attache a 1'évolution des paramétres
morphologiques décrivant la microstructure et des états mécaniques
intragranulaires tout d'abord dans le cas d'un essai de traction uniaxiale
selon I'axe 1 puis (cf. paragraphe V.3.3) pour d'autres trajets.

V.3.1 - Traction uniaxiale

Par rapport a la planche V.2, la prise en compte de la microstructure
intragranulaire permet de faire apparaitre en plus des fluctuations
intergranulaires :

- I'évolution des contraintes et déformations plastiques moyennées
sur le polycristal de chaque phase,

- et les états mécaniques locaux (dans chaque phase de chaque
grain).

La planche V.8 représente de maniére condensée les résultats de la
planche V.2 auxquels on rajoute les résultats moyennés ou individualisés
de chaque phase.

On observe une séparation nette des réponses des deux phases, la
phase dure étant fortement durcie par rapport (et par) la phase molle. On
atteint maintenant des niveaux de contraintes considérables dans la phase
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© 5 10 15 2 25
B (%) -EP, (%)
FigV.8.a: composante 11 Fig.V.8.b : composante 22
Légende :

—e— Réponse macroscopique polycristal (ordre 1)
Moyennes sur tout le polycristal :
—m— delaphase S —#&—delaphaseH
Etat mécanique de chaque grain (ordre 2) :
0 (2 une déformation de 20%)
© (@ une déformationde 10%)

Etat mécanique de chaque phase dans chaque grain (ordre 3) :

phase H phase S
A  (3une déformation de 20%) o

vV (aune déformation de 10%)m

600 300,
p) X
z” 12
400
(MPa)OO (MPa)
200

2001
400 :
600+—24 , . : . -300 ———— —
0 5 10 15 20 25 6 4 2 0 2 4 6
E’, (%) -E?), (%)
Fig.V.8.c : composante 33 Fig V.8.d : composante 12

Planche V.8 : Aux résultats de la planche V.2, on rajoute les fluctuations
intraganulaires et leurs moyennes sur tout le polycristal
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dure (1000 MPa par rapport 2 500 MPa) en accord semi-quantitatif avec les
mesures de Mughrabi [M88] qui donnent des contraintes dans la phase
dure égales a 3 fois la limite d'écoulement. Par contre, si on compare les
cissions maximales (cf. paragraphe V.4), on retrouve un rapport de 2.6
entre la cission dans la phase dure et la cission maximale imposée au
polycristal indépendamment du trajet de déformation.

Par contre, en ce qui concerne les déformations plastiques
intragranulaires, les fluctuations restent comparables a celles que 1'on a
déterminées a I'échelle intergranulaire. Ce résultat est surprenant dans la
mesure ou on s'attend a une hétérogénéisation plastique assez sensible due
notamment a l'écrouissage non local. On peut sans doute l'attribuer aux
hypothéses simplificatrices adoptées pour les lois d'évolution.

La planche V.9 permet de suivre I'évolution moyenne des rapports
des demi-axes des ellipsoides représentant la structure cellulaire (cf. figure
V.9.a) en fonction de 'amplitude de la déformation de traction. En partant
d'une morphologie proche d'une sphére, on trouve assez rapidement
(vers EP=5%) une morphologie stable correspondant 2 une forme
d'ellipsoide de révolution dont les rapports extrémes sont de 'ordre de 1,5.

Les figures V.9.b et V.9.c représentent les rapports des demi-axes
des cellules dans les 100 grains pour une déformation plastique de 20%.
On observe que si la moyenne se situe bien au voisinage de 1,5, certaines
cellules présentent une ellipticité importante pouvant aller jusqu'a un
facteur 20. Evidemment ces rapports de forme dépendent de 'orientation
cristallographique des grains qui conditionne les systémes de glissement
actifs.

Pour un grain donné (91=131°, ¢ =48° et ¢2=358°) les figures
V.10 (a, b, c) représentent respectivement en fonction de la déformation
macroscopique :
- T'évolution des rapports des demi-axes,

- I'évolution du nombre de systeémes actifs (pour tout le grain),

- I'évolution des trois angles d'Euler repérant l'ellipsoide par
rapport au cristal.
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—
[¥ ]

rapport des demi-axes

e —o"
—o— grd/pt
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Fig.V.9.a : moyennes des rapports des demi-axes sur tout le polycristal
25

20 °
151

10, e

rapport du plus grd/pt
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Fig.V.9.b : rapport du plus grand sur le plus petit demi-axe
pour une déformation plastique macroscopique de 20%
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Fig.V.9.c : rapport du moyen sur le plus petit demi-axe
pour une déformation plastique macroscopique de 20%

Planche V.9 : Rapport des demi-axes de l'ellipsoide dans chaque grain lors d'un
essai de traction unaxiale et leurs moyennes sur tout le polycristal
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Fig.V.10.a : Rapports des demi-axes de l'ellipsoide
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Fig.V.10.b : Nombre des systémes actifs
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Fig.V.10.c : Angles d’Euler d'orientation de l'ellipsoide

Planche V.10 : Pour un grain donné, évolution des paramétres de forme et
d'orientation de l'ellipsoide représentant la cellule de dislocations
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On note des évolutions trés rapides au début du chargement, liées a
la mise en place des systémes actifs.

V.3.2 - Effi | ion volumi rame ‘annihilation

l'anisotropie de 1'écroui laten

Pour une fraction volumique de phase molle plus faible (f=0,7 au
lieu de 0,8), on ne détecte dans les figures V.11.a et b, qu'un durcissement
global du polycristal; les courbes moyennes des phases dures et molles sont
comparables et les dispersions des états mécaniques sont semblables.

Par contre si dans les mémes conditions, on augmente le coefficient
d'annihilation (paramétre OHH et 0q égaux a ybu2 dans les matrices

d'interaction HHH et Hys), on constate une diminution sensible de
I'hétérogénéisation intragranulaire (cf. planche V.12).

L'augmentation du facteur d'anisotropie traduisant un écrouissage
latent plus important (paramétre a=H!/H2 valeur utile pour certaines
composantes (cf. paragraphe IV.3.1) de la matrice agh des équations (V.39)
a (V.42)) augmente I'hétérogénéisation interphase et les dispersions des
états mécaniques intragranulaires (cf. planche V.13).

V.3.3 - Autres trajets

Les planches de V.14 2 V.16 présentent les résultats obtenus par trois
autres modes de déformation, autre que la traction uniaxiale selon I'axe 1.
Avec les mémes données intiales décrites dans le paragraphe V.2.1 pour la
traction uniaxiale, dans ce paragraphe, on étudie un laminage, un rétreint et
un cisaillement. Ces chargements différent par la forme du tenseur de
contraintes X appliqué :

Laminage Rétreint Cisaillement

1 0 O 1 0 O 0 1 0
=0 0 0} 2X={0 -1 O X=[1 O O
0 0 -1 0 0 O 0 0 O
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Planche V.11 : influence de la fraction volumique

p 141



Chapitre V - Modélisation simplifiée et applications numériques
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Planche V.12 : influence du coefficient d’annihilation
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Planche V.13 influence du coefficient d'anisotropie
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Fig.V.14.a : composante 11
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FigV.14 f: composante 33

Planche V.14 Réponses contraintes-déformations plastiques du polycristal et a
un état figé de EP=20%, obtenues pour un essai de laminage

(pour la légende cf. planche V.13)
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Planche V.15 Réponses contraintes-déformations plastiques du polycristal et &
un état figé de EP=20%, obtenues pour un essai de rétreint

(pour la légende cf. planche V.13)
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Planche V.16 Réponses contraintes-déformations plastiques du polycristal et a
un état figé de EP=20%, obtenues pour un essai de cisaillement

(pour la légende cf. planche V.13)
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On retrouve dans ces trois planches V.14, V.15 et V.16, les courbes
du type de réponse du polycristal correspondant au mode de chargement
appliqué. Autrement dit, les composantes 11 du laminage, du rétreint et les
composantes 12 du cisaillement réagissent comme les composantes 11
d'une traction uniaxiale. Les composantes 22 du rétreint et 33 du laminage
sont de valeurs opposées aux composantes 11 de ces mémes trajets et ceci
autant pour les contraintes que pour les déformations plastiques. Les
contraintes maximales obtenues lors de ces trois essais (X11=267 MPa pour
le laminage et le rétreint et £12=267 MPa pour l'essai de cisaillement) sont
égales environ & la moitié de la contrainte maximale (X£11=570 MPa) de la
traction uniaxiale (cf. planche V.8).

Pour les fluctuations des états mécaniques dans chaque grain
(ordre 2) et dans chaque phase (ordre 3) a un niveau de déformation
plastique macroscopique EP=20%, ainsi que pour les moyennes des
contraintes d'ordre 3 sur tout le polycristal, on retrouve les aspects et les
intervalles obtenus pour une traction uniaxiale (cf. paragraphe V.3.1),
adaptés au trajet concerné (composantes et niveau de contraintes (2 fois
moins que pour la traction)).

La planche V.19 représente pour ces mé€mes essais de déformation,
I'évolution de la moyenne sur le polycristal des deux rapports de forme
(a1/a3 et ap/a3), et pour un état macroscopique donné EP=20% ces deux
rapports dans chaque grain. Tout comme pour la traction uniaxiale, on
remarque qu'aprés quelques pourcents, la moyenne de ces rapports de
forme évolue peu.

V.4 - Discussion

Le mécanisme de formation des cellules de dislocations conduit 2
I'introduction de fluctuations d'ordre 3, fluctuations qui sont cependant
fortement corrélées au niveau du polycristal puisqu'elles dépendent au
travers de I'équation (V.3), de I'hétérogénénisation des grains en liaison
avec le trajet de déformation imposé. Ainsi, les figures V.8 ont clairement
montré que dans les phases dures, existait un état de contrainte important et
corrélé au trajet macroscopique.
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Planche V.19 Evolution de la moyenne des rapports des demi-axes sur tout le
polycristal et rapports des demi-axes pour EP=20%
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Si on analyse I'état de contrainte moyen au niveau de 1'ensemble des
"phases” dures (cf. tableau V.2 et figure V.20), on trouve un état de
contrainte présentant une forte cission (690 MPa) par rapport a celle
imposée au polycristal (270 MPa). De plus cette cission importante n'est
pas orientée comme celle provenant de la contrainte appliquée mais fait un
angle de 40° par rapport 2 la direction de traction. Cette orientation est
proche de celle observée pour les bandes de cisaillement. On observe
également la présence d'une forte contrainte normale positive (1060 MPa)
qui peut sans doute étre reliée 2 des mécanismes d'endommagement.
L'analyse des résultats obtenus pour d'autres trajets de déformation aboutit
a des conclusions similaires.

indices de 6 | polycristal phase S phase H
11 570 360 1050
12 0 60 -130
13 0 -10 20
22 5 90 -200
23 0 -30 70
33 5 70 -140
| 570 370 1060
I 5 100 150
J 10 5 50 -230

Tab.V.2 . Etat de contrainte a une déformation macroscopique

EP=20% pour un essai de traction,
et état de contrainte principale

Fig. V.20 : Cercles de Mohr de la phase dure
pour un essai de traction uniaxiale
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CHAPITRE VI :

Conclusion générale

Dans la premiére partie de cette thése (cf. chapitre II), on a vu
I'importance de la prise en compte de la microstructure intragranulaire en
vue de la modélisation du comportement élastoplastique des métaux lors de
trajets complexes. Dans ce travail, on a proposé une modélisation du
comportement du cristal en tenant compte de la microstructure cellulaire
des dislocations pour l'introduire dans le schéma autocohérent
élastoplastique décrivant la transition d'échelle méso-macroscopique. Cette
modélisation de la microstructure passe par l'intermédiaire d'une
description simplifiée de la structure cellulaire par deux ellipsoides
homothétiques et concentriques pour une cellule de dislocations, et par un
milieu équivalent (la matrice) pour les autres cellules introduisant ainsi
I'hypothése d'un matériau biphasé évolutif.

La mise en place de cette description simplifiée se fait au travers
d'une démarche thermodynamique (cf. chapitre III), tout d'abord en
considérant le grain comme un volume contenant des surfaces de
discontinuité mobiles. Puis, on applique le résultat de cette démarche a la
description simplifiée modélisant la microstructure intragranulaire. La
dissipation obtenue par cette méthode permet de déterminer les forces
thermodynamiques agissant sur les variables internes qui se réduisent pour
la description simplifiée par :

- la fraction volumique des cellules (f),

- les parametres de l'ellipsoide (aj et o),

- les amplitudes de glissement plastique (ys et yH) de chaque
phase.

L'obtention de la loi de comportement élastoplastique du grain se
déduit de cette dissipation par l'intermédiaire de lois complémentaires
(cf. chapitre IV), qui introduisent dans le cas de la plasticité des forces
critiques pour chaque variable interne. Du fait de la complexité des lois
d'évolution de ces forces critiques en fonction des variables internes, et de
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certains tenseurs (S2 et S3), on a idéalisé certaines lois complémentaires
afin d'obtenir des premiers résultats. Dans le chapitre V, malgré les
hypothéses restrictives (sur les matrices d'interaction H, sur la fraction
volumique, sur la morphologie), on trouve des résultats assez conformes
aux rares mesures expérimentales. Ces résultats concernent les
déformations et contraintes d'ordre 1, 2 et 3, et les demi-axes de
I'ellipsoide, dans le cas de trajets monotones. Ces hypothéses restrictives ne
permettent pas I'étude des trajets complexes.

Actuellement (thése d'l. Régnier), on cherche 2 améliorer l'obtention
des matrices d'interaction H (donc 1'évolution des forces critiques) et des
tenseurs (S2 et S3) par des hypotheéses moins restrictives. Utilisant une
méthode d' mvanant pour découpler dans le tenseur d'Eshelby S! et dans
ses dérivées (S et S ), l'influence des demi-axes (aj) et celle des angles
(aj) d'orientation de l'ellipsoide. En paralléle, une démarche cherche a
relier les forces critiques a la densité de dislocations qui elle-méme est
reli€e aux hétérogénéités plastiques. Ceci permettra d'obtenir une approche
globale fondée simultanément sur I'évaluation micromécanique de I'énergie
libre et les restrictions sur les variables internes construites a partir de
considérations physiques de la plasticité.
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Annexe A - Compléments de micromécanique

ANNEXE A :

Compléments de micromécanique

Al - Condition de compatibilité d'Hadamard

Dans le chapitre III, on a utilisé la condition de compatibilité
d'Hadamard [HO3] pour une interface parfaite £ de discontinuité de
vitesse de déplacement 7 :

[21]= ~[uijnj]wang (I11.100).

Pour obtenir cette relation (III.100), on part de l'hypothése
d'interface parfaite qui respecte les conditions de compatibilité, c'est-a-
dire pas de recouvrement de matiére ou de décollement. Ces conditions se
traduisent par I'équation suivante :

[;]=0 Wt (A.1).

Or, la dérivation du déplacement u; s'écrit :

du; _ du;
% = 8_tl+ui’jwj (A-2)-

ol wj décrit la vitesse de propagation de X. Quel que soit le temps t, la
relation (A.1) est vérifiée, et on en déduit que :

d[u;]=[du;]=0 (A.3).

De la définition de la vitesse des particules :

du;

=5 (A.4),

v

et des équations (A.2) et (A.3), on a donc :
p 165



Annexe A - Compléments de micromécanique

[21]= i ]w; (A.5).
Or les relations :
[ui,j] =Ainj et ngng =1 (A.6),
permettent d'obtenir la condition de compatibilité d'Hadamard :
[vi] = _[“i,jnj]Wana (A.7).
A2 - Liaison des tenseurs du type d'Eshelby Sl et S2 et
I'opérateur interfacial 2

Dans les développements de la démarche thermomécanique , on est
amené a déterminer l'intégrale J suivante en fonction des tenseurs S! et
S2:

J =J Ak CximnWo N dS (A.8),
>

ou Pjjki est l'opérateur interfacial défini dans le paragraphe II1.1.3 par la
relation (II1.60). wq et ng sont respectivement la vitesse de propagation

et la normale de la surface fermée X entourant le volume V1.
Une premiére relation permettant de relier l'opérateur 2 au tenseur

d'Eshelby S! peut étre définie a partir d'une équation donnée par
Walpole [W91].

J‘VI Gik,jl (r+ - r')dV' - IVI gik,jl (l'_ - r')dV’ = Tl_]kl (A.9).

Cette derniére relation (A.9) est facilement obtenue par la
définition de l'opérateur 2 (I11.60) :
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1
By =Z(C‘k njny +Cy'njng +Cylning +cylnin ) (1TL60),

et par la relation intégrale de la déformation totale en un point r d'un
volume V :

€j(r)=Ej - Jvl Gik,ji (1= r')Chmn€b, (r)dV’ (A.10).

La multiplication de I'équation (A.9) par les constantes élastiques
Cijk1 et 'utilisation de la définition du tenseur d'Eshelby en fonction de
celui de Green (G) :

Silmn _jvl gik,jl(r-—r’)CklmndV’ (A.11),

pour un point r appartenant au volume VI donc pour r- de la relation
(A.9), permettent d'obtenir :

I Igfik,jl(r+ - r')CklmndV' = Bk Ciimn — Sjljmn (A.12).
v

Cette équation (A.12) a été également déterminée par Cherkaoui et
al. [CSB94, CSB95a, CSB95b], dans une théorie appliquée 2 1'inclusion
enrobée. Maintenant, il ne reste plus qu'a établir une liaison avec la
dérivée temporelle du tenseur S1 pour pouvoir définir complétement 7

(A.8).

La dérivée premiére temporelle de S1 donne :

1 2 ° ’ ’
Sl_]mn = Sumnpq pq = j Gik Jl T -r "')Cklmnwanads

(A.13),

ou A est un tenseur décrivant les paramétres de l'ellipsoide
(a1, a7, a3, a1, 02, 003) de surface X est de volume VI,
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Comme le tenseur S1, 1a dérivée S2 est homogeéne dans I'inclusion
ellipsoidale :

1 _ 1 1
Sijmn = LT V]Sijmndv
et
2 _1 2 |
Sijmnpq BT J Vlsijmnpqdv (A.14).

De la propriété (A.14) et d'une propriété du tenseur de Green :
- + ’_ + — ’
J Guep(r™ -1 )av _j Gip(rt-r7)av.  (A15),
\'4 \'4
I'équation (A.13) se réécrit :
StmnpapaV' = | (Shmn ~ BjiCiamn WanadS  (A.16)
iyjmnpq” " Pq 5 ijmn ~ “1jkI~klmn JY oMo e
Du fait de 1a définition de :
vl =J. WoNgdS (A.17),
z
on a finalement l'intégrale 7 (A.8) :

g= I gjklckmwanadks}jmvl-sfjmnqupqvl (A.18).
Xz

A3 - Vérification de la relation (A.18) dans le cas d'une
sphére de rayon unitaire (a=1) pour un milieu isotrope.

a) Calcul de R_l = SiljmnVI - SizjmnququI
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La définition (A.17) et la relation (B.10) permettent d'obtenir :

o | 1 -1;
\Y% =——2-J2quAqrxrnpdS (A.19).

Le théoréme de la divergence et la relation x;j = 8;; modifient
I'€quation (A.19) sous la forme :

\z ——%A;A f IdV=—%A;cllquVI (A.20).
Vv

Le tenseur d'Eshelby sk ijk1 et sa dérivée S2 définis selon les

ijklpg
relations de l'annexe B (B.1 et B.20) peuvent se réécrire de la maniére
suivante :

Sl = ;(Tlgmn + Thirn |Comnia (A.22),
et
SSa = (A7 (Thoma * T
+AL (T nip * Thrmntp ) |Conni (A.23),
-%A;jl(Tém +Thon )Comnia

od Ti, et TS sont déterminés par (B.22 et B.23).

La relation K1 se transforme 2 partir des équations (A.20 A A.23) :
1__1(, -1(r2 2
2 =A% (Trmg * Thmna)

-1{p2 2 A 1
+A ! (T antp * Thmnep )| Connit o pq V

(A.24).

Le cas d'une sphére unitaire (a=1) pour un milieu isotrope, entraine
les relations suivantes :
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-1__.2 _
qu =a 5pq —8pq (A.25),
I 4n 3 4xn
Vi=—a'=— A.26).
3 3 ( )
Le tenseur Ti?mnpq défini dans ce cas par la relation (B.68), en

tenant compte des symétries :
1 _ql _ol _ql

donne finalement R] :

1 n x X
= ——————(8;; (810 mp +2A + 20 A;;
R 105(1—V)u( 1_)( kI®mn klmn) kl12ijmn (A.28),
—4(5 - 7V)Zijklmn - 2(6 - 7v)8ngijk1 )Cmnk]qu
avec les définitions :
- 1
Ajjil = 5—(51}(8]1 + Sﬂajk ) (A.29),

1,. — _ — _
Ajjkimn = Z(SikA jimn + 818 jkmn +8imA it + 8inA jmki )
(A.30).

b) Calcul de R * =j Bt CrirsWa N dS
)

Selon Hill [H83], I'opérateur interfacial Pjjk1 pour un milieu
isotrope est égal a :

1
“Pljkl = H(Siknjnl +8-ﬂnjnk +5jkninl +8jlnink)
(A.31).

1
———_2},1(1 — V) ninjnknl
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Sous cette condition et selon I'équation (B.10), la relation ®R2 se
réécrit :

2_1,-1; 1
R _EAptAthkh'S I mnn nknlnp qu

—j ﬁ(siknjnl +8;njny +8;kn;n; +8;n;ny )npquS
2z
(A.32).

La sphére de rayon unitaire (a=1) entraine en plus de 1'équation
(A.25), les relations suivantes :

Xj =an; =n; (A.33),
n; =, (A.34),
dS = a2 sin9d6dp = sinOd6de (A.35),

ou i sont les cosinus directeurs définis par :

= sin@ cos
X1 =SMBCOSP g 10,7]
%2 =sinBsin¢@ (A.36).
¢ €[0,2m]
X3 = cos6

Pour déterminer la relation K2, il ne reste plus que deux types
d'intégrales a résoudre :

2n pn
qkl j Ix,xjxkxlsmededw (A.37),
et
21 R
Al_]klpq 0 jOXinXkMXqu sin6dede (A.38),
soit :
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1 3

2_1; .
"2 quckhs(Zu(l -V) Aijkipq

R}
1 (s 2 2 2 2

Le déroulement de l'obtention des intégrales A%jkl et A3ijk1pq est

développé dans I'annexe C. Et on obtient :

y 4T vy
K =75 (8iBia + 2B (A40).
ct
4r 'y A
A3ijklmn = E(aijaﬂaﬂm + 28ijAklmn + 28k1Aijmn

i (A41).
+28mnAijk1 + 8Aijklmn )

Finalement une relation (A.42) pour %2 identique a celle de R!
(A.28) est déterminée :

2 T
105(1-v)u

—4(5 - 7V)Kijklmn - 2(6 - 7v)8ngijk1 )Cmnklqu

R (85(Sx18mn + 2B 1mn ) + 2811 Bjimmn

(A.42),

avec les définitions :

1
Ajja = 5(511:5 i1 +8udk ) (A.29),

1,. — _ _ —
Aijklmn = Z(sikAjlmn +8ilAjkmn +8imAjnkl +81nAjmkl)
(A.30).
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A4 - Compléments thermodynamiques

Une autre maniere d'obtenir les forces thermodynamiques est
développée dans ce paragraphe. On peut noter que dans la démarche
déroulée dans le chapitre III, les forces thermodynamiques découlent de

I'énergie libre d'Helmholtz W (E, €PS, ePH, A, f) par la relation
suivante :

Fx, =- g;?’ (Ew.X;) (A.43),

ou les variables internes Xj sont :

- €PS et ¢PH ; déformation plastique par phase S et H

- f: fraction volumique des cellules

- les demi-axes aj et les angles o de 1'ellipsoide regroupés dans
le tenseur Aj;.

L'énergie libre d'Helmholtz appliquée au matériau biphasé et a la
représentation simplifiée de la structure cellulaire par deux ellipsoides
concentriques et homothétiques : exposé dans le paragraphe II1.3.1, s'écrit
avec les variables internes ci-dessus par unité de volume :

W(E,eps ,ePH ,f,A) = %(Eij ~E} )Cijkl (Ekl - EEI)

+= f(l f)( i _egﬂ)cukl(lklmﬂ Sklmn(A))( epH)
(IIL.156),

ol Eilj’. = fggs +(1- f)egH.

L'application de la relation (A.43) sur 1'énergie libre d'Helmholtz
permet de retrouver les forces thermodynamiques (II1.151) avec la
propriété (II1.163) et les définitions (II1.164 et II1.165) pour les
contraintes de chaque phase par :
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(F . =fod
efs ij

F oy =(1-f)o]]

l.l
<

1
Ff = ZijAEip- ——(l - 2f)A£gCijkl (Iklmn = Sidmn )AE.p

mn

Fa, =—f(1 f)Aef CumS Aegm
(A.44).

On remarque également que la contrainte macroscopique est
déduite par cette relation :

oW
T = 5 (B Xm) (A.45).

On peut également déterminer les forces thermodynamiques par
I'énergie complémentaire ¥ dont la variable de contrdle est la contrainte
Zjj et non plus la déformation totale Ejj. Cette énergie complémentaire
¥ (Z, Xk) [R71] dépendante des mémes variables internes que pour
I'énergie libre d'Helmholtz % (E,Xk), se déduit par la relation :

ow

¥(Z.Xk)= Ejj5—— 3E;

(E Xy ) - W(E,Xy) (A.46).

Des relations (A.45) et (II1.156), 1'énergie complémentaire (A.46)
se réécrit avec l'utilisation de la loi du comportement élastique (I11.51) :

¥(Z.ePS,ePH,1,A) = -2-2 iCiuZia +EZ;

(A.47),
L(1-£)AePCyg 1 Sty (A))AEP
~5 £~ D)8 Ciga (Tiamn ~Sinn (A))¢R,,

P_gPs PH
ou Ae 511 eu.

Tout comme la premiére démarche (par 1'énergie libre
d'Helmholtz), on a des relations similaires a (A.45) et a (A.43). Ces
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€quations déterminent les forces thermodynamiques des variables internes
Xj et la déformation totale E;; par :

¥

Fx, = X = (Zu-X;) (A.48),
¥
Ej = I —(Zx-Xm) (A.49).

Par la relation (A.48), on retrouve encore les mémes forces
thermodynamiques, & I'aide des équations (I11.163 a I11.165) :

( _ S
Fegs -foij

- H
<

Ff =EijA8f- ——(1—2f)A8 Cl_]kl (Iklmn Sl )Aeﬁ,m

Fa,, =—f(1 - f)ael cuk]s AeP

kimnpq

\

(A.50).
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Annexe B :

Détermination des tenseurs S!, S2, S3

Dans cette annexe B, on rappelle une méthode d'obtention du
tenseur d'Eshelby S! défini selon les techniques de Green pour une
inclusion ellipsoidale par :

S}jmn(r’t) = ‘j :

1 , ’
E(gik,jl +§jk,i1)(r-r )CiimndV
\

(B.1).
= j , l“ijkl (r - r’)CklmndV,
A\Y%

On étends cette méthode aux dérivées S2 et S3 du tenseur S’ par
rapport aux parametres de morphologie (demi-axes et angles) contractés
en un tenseur Ajj. Les relations entre ce tenseur Ajj et les paramétres de
morphologie sont définies dans la suite de cette annexe. Avant d'aborder
proprement dit cette méthode, une formulation dans le paragraphe suivant
des dérivées S? et S3 en fonction du tenseur de Green est proposée ainsi
que les caractéristiques et 1'évolution cinématique dues & la forme
ellipsoidale.

B.1 - Caractérisation d'un ellipsoide et de son évolution
cinématique

~ Par dérivation particuliére de 1'équation (B.1), on obtient que la
dérivée premiére par rapport au temps est égale 2 :

dS}-mn
J —_— L33 — ’ Y 4 I 4 ’
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ol v est la vitesse de la surface de I'ellipsoide et n sa normale. Ceci avec

I'hypothése que le tenseur de Green, ainsi que le tenseur des constantes
élastiques C, ne dépendent pas du temps.

En appliquant le théoréme de la divergence, I'équation (B.2)
devient :

1
'dscil%(r,t) = —j l I"ijkl,p (I‘ - r')Cklmnvp'dV’
v (B.3),
+IV1 Fijia (r = r')Crimn vy prdV’
avec la propriété des dérivées du tenseur de Green :
Gik,jip (T~ 1') = =Gk jip’ (1 - ') (B.4).

De la méme maniére, on définit la dérivée seconde du tenseur
d'Eshelby par rapport au temps :

a2sL

ijmn

dtz (l‘,t) = J‘VI I‘ijkl,pq (I‘ - r’)Cklmnvprvqde’

-1, Tiji1,p (1= 1')Clamn (vp',qqur +vp0g7q° )dV’

- : I‘ijkl,q (r - f')Cklmn”p',p’”q'dV'

+]  Tiga(r-1)Cuuma (vp prarqr + g prvgrgr JAV”

Jv
¥ , dvp' )
-1 Tiip(r—r')Crimn -5 v (B.5).
Jvi t
+ l‘ijkl (I‘—l’ )Cklmn g’p dv’
J t
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Dans les équations (B.3) et (B.5) on peut remarquer l'intervention
de la vitesse de déplacement » de I'enveloppe d'un volume fermé et de ses
dérivées temporelles ou spatiales. L'application des propriétés de
I'ellipsoide réduit tous ces termes de vitesse, de gradient ou d'accélération
a des fonctions du tenseur de morphologie Ajj et de ses dérivées premiére
et secondaire par rapport au temps. En effet, un ellipsoide est décrit par
trois demi-axes dans son repére (cf. figure B.1) principal et par trois
angles d'Euler pour l'orientation entre ce repére principal par rapport au
repere du réseau cristallographique. Et ces six paramétres peuvent étre
regroupés dans le tenseur Ajj obtenu 2 partir de 1'équation d'un ellipsoide

dans un repere quelconque :

Aijxin =1 (B.6),
ou xj sont les coordonnées d'un point de I'ellipsoide.

aj, ay, a3 = demi-axes 01, O, 03 = angles d'Euler

A
x

%= repére du cristal
7 = repere de 1'ellipsoide

r -

Fig B.1 Description ellipsoidale.

Dans son repere propre, I'ellipsoide posséde comme tenseur Aj; :

( \
L 0 o
al |
AS=| 0 5 o ®.7)
] a
2
0 0 =
\ a3 )
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ce qui donne la relation courante d'un ellipsoide, soit :

X X X

= +—% +—; =1 (B.8).
a a a

1 2 3

En utilisant la matrice 6j de passage entre un repére quelconque oii
sont définis les angles a; et le repére propre de l'ellipsoide, on a la
définition de Ajj en fonction des demi-axes aj et des angles a; :

Ajj(ak,01) = bym (@1)6jn (01 ) AT, (2i) (B.9).

Par dérivation temporelle de l'équation (B.6), la vitesse v de la
surface de l'ellipsoide vaut :

dx; . 1,1,
v =—l=x =-5AiklAk]x1 (B.10).

On obtient également ses dérivées temporelles ou spatiales :

: 1, -1;

vi,j =Xij= _EAiklAkj (B.11),
v,k =0 (B.12),
d‘()i 1{3 -1% }

—= AALAT A Xp — A ApX B.13),
a 22 Kl mnXn ~ Aj AkiX] (B.13)
dvij 17, -1

— _2{A AmAnAy - AlAg) (B.14),

avec la propriété :
A -A AklA (B.15).

A partir des équations (B.10) a (B.15), les relations (B.3) et (B.5)
deviennent :

p 180



Annexe B - Détermination des tenseurs S, 52, §3

ask
ijmn _ g o ) <o
dt (r,t)= 2 pt Ats jvl 1ql_]kl,p (r-r )CklmnxsdV

1 -1 ’ ’
_'2'AptAtP jvl I‘ijkl (l'— r )CklmndV
(B.16),
et
2¢l
d-sS:.
ijmn _1,4 -1;
()= Al AcAgAL
Xj IFijkl,pq(r—r’)Cklmnx;xng’
\"
~1; 1, -1 -1
(A {AgAgAu +2 AL ALAGIA, )

XJ I‘ijkl,p (r - r’)Cklmnx;'dV’
VI

+%(A"1A A"lA p+

1,14 A-1;
2A AtpA A, )

XI I‘ijkl (r - r’)CklmndV'
VI

1 —l ’ ’ ’
+2AptAU' Il“ijkl,p(r—r )CklmnxrdV
1,15 , ,
_EAptAtP l“ijkl(r -T )CklmndV
VI

(B.17).

En factorisant les dérivées temporelles premiére et secondaire du
tenseur Ajj avec la prise en compte de ses symétries et par identification

avec les relations suivantes :

ds!
i A

et
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2l
Sljkl

a2 AA+S

—(rt)=S; (B.19),

ijklpgrs ljklpq Pq

on obtient :

1, —1{r2 2
S‘J”Pq 4Cm“k‘{2A tq (TllmntP+TJ"nntP)

+1A‘1(T2 + T2 nia) = A (Thonn + T )}

2 “*tp \ "ijmntq " " jimntq ijmn jimn
(B.20),
et
3 _ by, -1({r3 3
Sijklpqrs VY {A A (Tl_]mntqus + lemntqus )
-1, -1{3 3
+Atq Aur (Tl_]mnrpus + T_umntpus
1, -1{3 3 \
tApAy (Tumntqur * Tiimntqur
1, =173 3 1
+A A (lemntpur+T_]1mntpur }Cmnkl+I'6'Cmnkl
-1 -1 -1, -1 2 2
{(AfPAqr +A“1AP1' +A A )(Tl_]mnts +Tpmnts)
“1a-1 a=1a=1, A=1,-1\[72 2
(AtP Aqs +A‘qAPS +A A )(lemntr +T_|1mntr)
“Ia=1, a=la=1, a=1x-1)}/p2 2
+(Atr A +agdal+allal) )(lemmq +lemmq)
-1 -1 -1, =1\(2 2
(A ad+aglat+azla )(Tumpnﬂmmp)}
RIS “1x-1, A-1 -1) 1 1
8(A ad+agat+alazlcy (Tumn+Tjimn)
(B.21),
ou
Tiﬁkl(f’t)bj‘vl Gik,jl (r—17)dV’ (B.22),
ummn (r.t)= _Iv‘ Gik,jim (T = 1")xpdV’ (B.23),
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1_]klmnpq(r t)= j Gik Jlmp(r )anqu' (B.24).

La détermination des tenseurs S’, S2 et S3 donnés respectivement
par les relations (B.1), (B.20) et (B.21) nécessite le calcul des intégrales :

Ti}kl(r’t)=—j Igik,jl(r‘r')dv' (B.22),

A\

1_]klmn(r t)= _I I(fik,jlm(r —1')xpdV’ (B.23),
\Y%

1Jklmnpq(r t j GLk,_]lmp(r r')xp xqdV’ (B.24).

La résolution de ces trois intégrales (B.22), (B.23) et (B.24) est
complexe, du fait de la présence du tenseur de Green G. Seule une
méthode numérique permet de les obtenir dans les cas d'un ellipsoide
quelconque dans un milieu anisotrope. Une formulation explicite de ces
intégrales est abordée par une méthode par transformée de Fourier pour
un milieu isotrope et un ellipsoide sphérique. Dans le paragraphe suivant,
on développe le principe de cette méthode.

Etant donné que les angles a; d'Euler sur l'orientation de
I'ellipsoide n'interviennent que par l'intermédiaire du tenseur Ajj, la fin

de cette annexe traitera uniquement les demi-axes et utilisera la définition
(B.7) du tenseur Ajj dans le repére principal de 1'ellipsoide.

B.2 - Méthode de calcul par transformée de Fourier

B.2.1 - Cas général

Une méthode numérique pour le probleme d'une inclusion ellipsoidale a
été proposée pour le calcul de T! (B.22) par Kneer [K65] et reprise par
d'autres [MK71, LM73, L77, G77]. Sabar [S90a] a étendu cette méthode 2
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... 2 _ e s ens
la détermination du tenseur Tijklmn quand m = n. Elle consiste 2 utiliser

la transformée de Fourier du tenseur de Green G et a intégrer dans
I'espace k (conjugué de r). Cette méthode numérique utilisable pour un
ellipsoide quelconque dans un milieu anisotrope peut étre explicitée pour

des ellipsoides particuliers dans un milieu isotrope.

Etant données les formes similaires des équations (B.22), (B.23) et

(B.24), une écriture réduite est posée sous la forme de :

_ Daz ’ Ndv’
Tijkl(fst)—"axjaxl g Gix(r—1')f(r')d

ou l'opérateur de dérivation D et la fonction fsont selon les cas :

pour (B.22) :

D=1 f(r)=1 VreV!

pour (B.23) :
d N .yl
D= f(r')=xjp Vr'eV
X
pour (B.24) :
R !
D= £(r')=xpx¢ Vr'eV
0X m0xp, n7q

Soit la transformée de Fourier du tenseur de Green :
+o0 '
Gjn (k)= I Gin (r)e—l(kmxm )dV

et de son inverse :
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1 ~ i(KmXm
Gin(1) = E?J‘Vk Gin (k)e kmm)ayk (B.30),

avec dVk = dk; dka dks, ot k est le vecteur conjugué du vecteur r.

Or le tenseur de Green G est défini comme la solution de I'équation
différentielle d'équilibre :

CijkiGin,ik (1) +81,8(r) =0 (B.31).

On a donc besoin des dérivées premiére et secondaire spatiales du
tenseur de Green. De la relation (B.30) il découle :

1 o = i(kyx
Gjn,i(r)=—3j ikiGin(k)e (kmXm) gy (B.32),
8r Vk
et

1 - .
Ginik(M=-—3 | kikGjn(k)e!*kmmlayk (B.33).
8n” J vk
On définit également la transformée de Fourier de Dirac :
-~ +w .
o(k) = J 8(r)e km*n)gy = | (B.34),

et son inverse :

B=—5| e i(kmxm) gy k (B.35).
8n3

Les résultats (B. 33) et (B.35) permettent de réécrire 1'équation
d'équilibre (B.31) sous la forme suivante :

CilaGin (K)kiky =8y, (B.36).

Par substitution du tenseur de Green G par sa transformée de
Fourier (B.30), 1'équation (B.25) devient :
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1 Do?
81::3 ox jaxl

f j G (0)£ (1) Embm =) gk gy
vid vk
(B.37).

Tija (r,t) = -

En prenant comme repére, le repére R d'origine O, centre de
l'ellipsoide et ayant pour axes les trois diamétres orthogonaux de
l'inclusion, et I'introduction des cosinus directeurs du vecteur k on notera
xj (ou j =1, 2, 3) décrit de la maniére suivante :

k] = "k"x_] V_] = 1,2,3 (B38),
avec
%1 =sinBcos @
X2 =sinBsing (B.39),
%3 =cosO

ot [k|| (module du vecteur k) 6, ¢ sont les coordonnées sphériques de k
(|kl€[0,+<o[; 8 €[0,x] ¢ €[0,2n]), permet de transformer la relation
(B.36) en :

CiiaGin (KK XXk =81 (B.40).
En posant :
CijiaXixk = M;i(x) (B.41),

l'éqﬁation (B.40) s'écrit alors :
2= _ -l
k“Gin (k) =M (x) (B.42).

La définition de dVk (B.30) devient avec le changement en
coordonnées sphériques :

dvk = k2dk dS(x) (B.43),
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ol dS(x) est I'élément de surface sur la sphére (S) dans l'espace k :

dS(x) = sin8d6de (B.44).

Avec l'application de toutes les équations précédentes, la relation
(B.37) se réécrit :

1 Do?
T (1,t) = ——=
1_]kl(l' t) 81t3 axjaxl
oo ] ,
.[ 1.[ _[ Mg (0)£(c)e tm (om0 ) g g5 ) av-
Vid S

(B.45).

Or d'aprés Faivre [F71], I'intégrale sur k est complexe, cependant
le tenseur Mﬁ(l est réel et seule la partie réelle de l'intégrale sur k doit

donner une contribution finale non nulle. On laisse donc de c6té sa partie
imaginaire.

Or la partie réelle :

% I " Kb (m ) g 1 J " b (=) g
0 —oco

(B.46),

et I'utilisation de la propriété de la fonction de Dirac unidirectionnelle :

+oc0
j ellkMgk = 275(n) (B.47),

- -]

permettent de modifier I'équation (B.45) en :
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1 DJ?
Tijia (1,t) = W.LM ()ax o

*) F()8(Xm (Xm = X1 ))dV dS(x)

(B.48).

Du fait qu'en dehors de l'inclusion VI, le produit scalaire x.(r - r)
et 1a fonction £(r') sont nuls, on a donc :

J‘ If(r')S(Xm(xm ~Xm ))dV' =
\'

+o0 (B.49).
[[[ 0980t (xm = xim))av”

A Taide d'un théoréme donné par Kecs et Téodorescu [KT74],
l'intégrale précédente I¢(r') devient :

.UJ f (r)8(xm (xm =% ))dV’ = ”f (r')dxrdxg
(B.50),

avec p le plan de normale x et (a, 1, s) étant une permutation circulaire
de (1, 2, 3).

L'intégrale I¢(r') dont les zones d'intégration sont décrites dans la

figure B.2, est une intégrale de surface classique et a pour chaque cas les
solutions suivantes :

ler cas : A(r')=1

Lﬂpdx;dx; =%(1-ﬂ2) (B.51),

avec

\/alxl +3212 +a3963 (B.52),
et
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9 = Xi%i (B.53),

p: plan de normale

intersection de pet de
l'ellipsoide
zone ol f est non nulle
Fig B2 : Zone d'intégration de l'intégrale I4(r')

ellipsoide

2eme cas : f{r')=x'y
1 P oAt aer — o2, 8132337 2
J‘andxrdxs =ag -5 (1-202)3 (B.55),
3eéme cas : fir')=x'nx'q

1 A ) ajajrasm 2
—_— xoxrdxidxli =aga —3— 1-H .'7-[
o ij nXqdXrdXs =aNaoXnXq 3 ( )
(B.56).

Pour les différents cas, la substitution des résultats (B.51), (B.54) et
(B.55) dans l'intégrale (B.48) et les dérivées suivantes :

axi;xl [(1-07)] - 225 (B.56),
. (1202} = 6225 B.57),
e 0 T L )
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permettent finalement d'obtenir :

ajara - X Xl
Tiy =12 f My ()~ (B.59),
3a;25232% “1/ A XiX1XmXn
T2, = 2TFN b vl 2 AmAD g B.60),
ijklmn — 4 s 1k(X) K5 ( )
T3 33132a3a2Qa§I -1, XjX1XmXnXpXq ds
ijklmnpq =~ SMik x) 7

n
(B.61).

Tout comme 1'a indiqué Eshelby au sujet du tenseur T!, les tenseurs
T2 et T2 sont uniformes dans l'inclusion ellipsoidale. Dans le cas général,
une méthode numérique classique (intégration par points de Gauss)
permet d'obtenir ces trois intégrales (B.59), (B.60) et (B.61), mais une
évaluation analytique de ces tenseurs est connue uniquement dans le cas
d'un milieu isotrope.

B.2.2 - Cas d'un milieu isotrope

Dans le cas d'un milieu isotrope, le tenseur des constante élastique
Cijki vaut avec le coefficient de Poisson v et le module de cisaillement p :

Cl_]kl = SUGU +|.1(81k811 +8116_|k) (B.62).

1

Dans ce cas, la transformée de Fourier du tenseur de Green est
connue explicitement [B78] et le tenseur M-1 devient :

1=l 1 .
Mik(X)—u(slk 2(1_V)X1Xk) (B.63).

Pour un ellipsoide quelconque, les intégrales T1, T2 et T3
deviennent donc :
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1 XiX1
T.l. — 313233 S — X J ds B.64),
ijk1 ~ aum : ik 2(-v) XiXk 3 ( )

2
3ajajsaja 1 XiX1XmX
2 142434N JA1AmAn
Tijklmn"'—_J‘ (aik‘z(l_ XiXkJ——. 3 ds

47 V)
(B.65),
et
T3 _ 3a1a2a3aéa§I
ijklmnpq o
1 XiX1XmXnXpXq
X Six — i dS
(B.66),

Pour une sphére unitaire, c'est-a-dire que aj=az=a3=1 et x=1, les
intégrales T!, T? et T3 se réduisent 2 :

1 1
Tl & — ———— XXk +dS B.67),

2 3 . — 1 .
T1_]klmn 4 HJSXJXIXan{Sm 2(1_V)X1Xk}ds (B.68),

et
T3 -3 8 - —— ds
'S
(B.69).
De ces relations, il suffit d'effectuer les intégrales doubles sur 0 et
¢ des fonctions trigonométriques de la forme cos? 0 et sinm@. De

I'annexe C, on trouve donc comme résultats analytiques pour un milieu
isotrope et pour une sphére unitaire :
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1 1

T = m(@—lov)&kﬁjl — (80 + 81 )) (B.70),

2 -1
ykimn = 201 _ y)p

_(aijaklsmn + Silajkamn + 261JZklmn + 28klzl_]mn

((13 = 14V)8ik (8118mn + 2Zjlmn )

+25ﬂijmn + 25,mZJnk1 + 28m—A-Jn1kl ))
(B.71),
T3 -2
ijklmnpq ~ 315(1 - v)p

+28j1Zmnpq + 28pqzjlmn + 26ng

((17-18v)85 (818,mn8 g

jlpq
+8Zjlmnpq)_(8ij8k18mnapq +8i18 k& mnSpq
+28i811A mnpq + 288 mn A kipq
+2838 pq Akimn + 28118 mn Ajjpg
28118 pg Rjjmn + 2838 mn A jiopg
+28ip8 mn A jqi1 +28ig8 mnd jpa
+28118 pq A jkmn + 28im8 pq A jnii
+28n85q A jmki + 28318 ik A mnpg
+86ijZk]mnpq + 85klzijmnpq + 35ilzjkmnpq
+16 Vijmniipg +16 Vispgiimn

+4Zijngklpq + 4Ziquzk_1mn ))
(B.72),

avece

- 1
Aijkl =5(81k5]1 +8i18jk) (B.73),

B

1/ — - _ —
ijklmn = Z(sikAjlmn + SiIAjkmn + SimAjnkl + 8inAjmkl)
(B.74),
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1 = =
Vijkimnpg = 5 (8ikA jimnpa + 82 jmnpq (B.75).

Dans le cas général d'une inclusion ellipsoidale (al>a2>a3) la
détermination des composantes des tenseurs T1, T? et T3 se raméne au
calcul d'intégrales elliptiques :

()
1
F(o.K)= | ———dy (B.76),
Jo JT-Ksiny
et
°(
E(¢.K)= | yI-Ksiny dy (B.77),
J0
avec
. -1 , a%
(p =Sm 1 - —2 (B'78)’
a
2_ .2
K=, |12 (B.79).
a; —a3

Or, ces intégrales ne sont pas connues explicitement dans le cas
général d'inclusion aj>a2>a3 sauf pour quelques cas particuliers comme
la piece de monnaie (pennyshape aj=a>>>a3) et d'autres [M87].

B.3 Conclusion

Ces trois tenseurs T', T? et T2 peuvent étre obtenus également par
intégration par points de Gauss. Dans le cas de la sphére unitaire (a=1)
dans un milieu isotrope (v=0,3, p=80000 MPa), les tableaux B.1, B.2 et
B.3 donnent les valeurs numériques non nulles des différentes méthodes,
tout en conservant les symétries des tenseurs T, T? et T3 résumées dans
le tableau B.4. Ce tableau B.4 regroupe les indices selon leurs symeétries,
par exemple pour le tenseur T!, on obtient :

1 _pl _pl _gl
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Dans les tableaux B.1, B.2 et B.3, on obtient des valeurs semblables
par les deux méthodes (intégration numérique par points de Gauss et

formulation analytique) pour les tenseurs T!, T2 et T2.

valeur venant des valeur venant par
indices P . intégrations
équations analytiques o
numériques
1111 .23810E-05 .23810E-05
1122 -.59524E-06 -.59524E-06
1212 .35714E-05 .35714E-05
Tab.B.1 : valeur des composantes non nulles du tenseur T! pour une sphére
valeur venant par
indices valeur venant des intégrations
€quations analytiques numériques
111111 .36735E-05 .36735E-05
111122 .17347E-05 .17347E-05
112211 -.76531E-06 -.76534E-06
112222 -.76531E-06 -.76527E-06
112233 -.25510E-06 -.25510E-06
121222 .67347E-05 .67347E-05
121233 .22449E-05 .22449E-05

Tab.B.2 : valeur des composantes non nulles du tenseur T? pour une sphére

groupes de symétrie
1 . .
Tiika ik )l
Tijz‘klmn ik jlmn
3 . .
Tikimnpq ik jimnpq

Tab.B4 : symétries des tenseurs T!, T2 et T3 pour une sphére
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valeur venant des

valeur venant par

indices équations analytiques intég’ra.tions
numériques

11111111 .95238E-05 95215E-05
11111122 .25850E-05 .25875E-05
11111212 .25850E-05 .25875E-05
11112121 .25850E-05 .25875E-05
11112222 .32653E-05 .32627E-05
11122122 .32653E-05 .32627E-05
12122121 .32653E-05 .32627E-05
11112233 .10884E-05 .10884E-05
11112323 .10884E-05 .10884E-05
12123131 .10884E-05 .10884E-05
11211112 -.17007E-05 -.16984E-05
11211121 -.17007E-05 -.16984E-05
11211222 -.10204E-05 -.10228E-05
11212122 -.10204E-05 -.10228E-05
11211233 -.34014E-06 -.34015E-06
11211323 -.34014E-06 -.34015E-06
11223131 -.34014E-06 -.34015E-06
12122222 .19728E-04 .19731E-04
12122233 .39456E-05 .39456E-05
12122323 .39456E-05 .39456E-05
12123232 .39456E-05 .39456E-05

Tab.B 3 : valeur des composantes non nulles du tenseur T3 pour une sphére
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ANNEXE C:

Recherche d'une forme analytique

des tenseurs T!, T2, T3 des transformées de Fourier
pour une sphére unitaire dans un milieu isotrope



ﬂnncxpC-.‘R;cﬁercﬁedcstenseurs'l‘l,‘lz,‘lj

ANNEXE C:

Recherche d'une forme analytique

des tenseurs T1, T2, T3 des transformées de Fourier
pour une sphere unitaire dans un milieu isotrope

Les composantes des tenseurs T!, T2 et T3, pour une inclusion
sphérique de rayon unitaire a partir de la méthode de transformée de
Fourier ont pour forme:

1 1
Tl ds 67),
2

3 1
S

3 3 1
Tuklmnpq o jSXJXIXanXqu {8 20-v) x,xk}ds

(B.69),
ol
dS =sin6d6do (B.44),
avec les cosinus directeurs définis par le systéme:
%1 = sinOcos @
sinfsing 0 L™ (B.39)
= 1 . .
X2 ® pef0.2n]
X3 = cos6

Des relations (B.67 a B.69), on remarque quatre types d'intégrales a
déterminer :
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2T PR
Alfj J.xixjsinOdecp (C.1),
0 0
2% pX
um j j XiXjXxX1sin®d8do (C.2),
3 2% pT
Aljimn = J. XiXjXkX1XmXn Sin0d6de (C.3),
0 J90

2n pm
A1Jklmnpq JO IOXinXkXIXanXquSinededq) (C.4).

Les composantes non nulles de Alij sont calculées facilement :

p2TT AT

A = sin®0cos? pdode = 2F (C.5),
JO J0 3
P27 AT e
A, = sin® 8sin? ¢ dOdg = — (C.6),
J() J(. 3
2T AT .
A, = sin@cos? 0d0dg = — (C.7),
J(O J 3

et se condensent sous la forme:

4
3

A‘ =25

i (C.8).

De la méme maniére que pour Alij, on définit les composantes

A (cf tableaux C.1, C.2 et C.3).

Puis, elles se condensent de la maniére suivante:

non nulles pour Aukl’ A

ijklmn* “ijklmnpq
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2 4n
Akt = (5115k1 + 2Agk1) (C.9),
3 — -
Al_]klmn 105 (5 8k18 +28ijAklmn +28klAijmn
+26mnAijkl +8Xijklmn)
(C.10),
4 -
T (a B118mndpq +28;81Amnpq + 288 mn Akipg
+261_]8quklmn +28k18 Alqu +28k18pq7§ijmn
+25 o Aijkl +88ijAk.lrnnpq +88k1-Z_ijmnpq
+85 ljklpq +8d Al_]klmn +48A1_]klmnpq
+4AijklAmnpq +4AijmnAklpq +4AiquAklmn)
(C.11),
ou
A —1(5- 81 +8:8ik ) C.12
1Jkl"2 k¥l T YilYik (C.12),
= 1/. — _ _ -
Ajjkimn = Z(SikA jimn *+ 8018 jkmn +8imAjn + 8inAjmi )
(C.13),
AjjKimnpq = (51kA jimnpq + 81 jkmnpq + 8im A jnkipg .14

+8inB jmiipq + SipA jakimn +8igA kalmn)

Finalement les intégrales T!, T? et T3 définies respectivement par les
relations (B.67), (B.68) et (B.69), deviennent :

1 _ 1

Tijkl - 30(1-———V)},l ((9 = 10v)51k8j1 - (SUSU + Silajk )) (C.15),
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2 -1 Y x.
—(aijsklsmn +8i16jk8mn +28ijZk1mn + Zamzijmn
+28i14 jkmn + 28imA jnia +28in A jmii ))
(C.16),

T3 -2
yklmnpq — 315(1 _ v)p

+2831Zmnpq +28pqzﬂmn +28ngﬂpq

((17-18v)8ix (818.mnBpq

+8ijpq)-(aij5klamapq + 8118 18 mndpq
+25ij8klzmnpq +28ij8ngklpq
+25ij8pqzklmn +28k18ngiqu
+28k18quijmn + 25i18mnzjkpq
+25ip8mnzjqkl +28iq8mnszkl
+28i18pqzjkmn +26im5pqzjnkl
+26in8pqzjmk] + 28ﬂ8jk2§mnpq
+88ink1mnpq +88HZijmpq +88i1—A.jkmnpq
+16€ijmnklpq + 16$iquk1mn
+4Zijngklpq + 4Zupqzklmn ))

(C.17),

avec les définitions suivantes :

- 1
Aijkl = E(Sikajl +8i18jk) (C.12),

1,0 — _ _ _
Ajjximn = Z(aikA jimn + 812 jkmn + 8im jni1 + ind jmi
(C.13),
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= 1 = iy
Vijkimnpq = E(BikAjlmnpq + 83 jmnpa (19
> T
Aijkl Définition valeur
A2 2T pTT 4TC
1111 sin59c054(pd9d(p 5
vy() J(
A2 p2R T an
2222 sin® @sin? ¢ d0 do 5
JO JO
A2 2n pm ﬂ
3333 J J sinecos49d9d(P 5
0 v 0
A2 p2T P an
1122 sin> Bsin? @ cos? 8 do 15
. 0 40
A2 P2 pT 4n
1133 sin> 8 cos? 8 cos? @ dode 15
Jy () v (
A2 p2TT AT 47
2233 sin> Bcos? Bsin? ¢déde 15
vy J0

Tab.C.1 Détermination des composantes non nulles de A%jkl
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3 —
Aijk_lmn , Définition valeur
A3 02T AT 47'5
111111 sin’ 8cos® pdodo 7
JO J0
A3 02T AT 415
222222 sin’ 0sin® pdo do 7
JO J0
A3 2n pm an
333333 J J. sinBcos® 8d0do 7
0 0
A3 p2TT AT 41(:
111122 sin’ 6sin? (pcos2 ¢dodeo 35
JO J
A3 a2 AT 47
111133 sin® 6 cos? Bcos? 9dode 35
JO J -
A3 .21'5 Tl 475
222233 sin® @ cos? Bsin® pdo do 35
JO 40
A3 o2 T 47{
112222 sin’ 0sin? pcos® pdo do 35
Jo Jo
A3 p2T AT 4n
113333 sin 0 cos? B cos? ¢dode 35
J 0O J0
A3 2T AT 4n
223333 sin38cos? Osin? @ dodo 35
v v ()
A3 2w pm an
112233 j J‘ sin3 0 cos? sin? @ cos? ¢ dOde 105
0 0

Tab.C 2 Détermination des composantes non nulles de A?jklmn
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A

g Définition valeur
A4 P27 AT 4
11111111 sin® O cos® ¢ dBde 9
J(O J(
A4 P27 AT 4TC
22222222 sin® 0sin® p d0 do 9
vy J(
A 21 px 4m
33333333 j j sinBcos® B.d0 do 9
00
A4 2T AT 4n
11111122 sin® 85in® ¢ cos? @ d6 do 63
vy J(
X p2T pT An
11111133 sin’ 8cos? Bcos® pdo do 63
J() J0
A4 27 AT 4n
22222233 sin’ @ cos? 0sin® ¢ do do 63
J0 J0
A4 °2T AT . an
11112222 sin® 8sin? pcos* pdo dg 105
J) #(
A4 p2T pT 4TC
11113333 sinsecos49cos4(pd9d<p 105
vy J(
A4 p2T AT an
22223333 sin® B cos* Osin? ¢ do do 105
J( J(
A4 2T AT 41:
11222222 sin® Osin® @cos? pdodo 63
J0o JO :
A4 P27 AT 4TC
11333333 sin 8 cos® 8 cos? ¢dode 63
JO J0
A4 2T PR 47:
22333333 | sin®6cos® 8sin? pdode 63
JO) J
A4 p2T pTC an
11112233 sin’ Ocos? Osin? pcos? 9 dod 315
Jo Jo
A 2T pT an
11222233 sin’ @cos? 8sin? ¢ cos? pdode 315
Y0 Y0
A4 o2t AT 4n
11223333 sin® @ cos? O sin? (p6082 ¢dode 315
JO v ‘

Tableau C .3: Détermination des composantes non nulles de A4
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