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Introduction

Les écoulements dans les milieux poreux représentent un domaine d’intérét pra-
tique tres connu. Les problemes d’hydraulique souterraine, l’exploitation des gise-
ments pétroliers, I'industrie chimique ou les problémes liés 3 la pollution des eaux
souterraines constituent quelques exemples d’applications. Pour bien comprendre
les phénomeénes qui ont lieu, il faut d’abord &avoir les bons modeles. La complexité
géométrique d’un milieu poreux, ol on a des pores de dimensions et de formes trés
différentes, mais qui permettent ’écoulement d’un ou plusieurs fluides, rend dés
le début le probleme de la modélisation de 1’écoulement difficile. En commencant
par la loi de Darcy, qui décrit au niveau macroscopique ’écoulement d’un fluide
visqueux & travers un milieu poreux, on voit déja apparaitre des valeurs moyennes.

Ce sont des moyennes de la vitesse ou de la pression.

La loi de Darcy, déduite de facon expérimentale la premiere fois, et les
généralisations ultérieures de cette loi, ont constituée depuis des décennies un su-
Jet d'interét pour les mathématiciens, pour les mécaniciens et pour les ingénieurs.
La possibilité d’obtenir une démonstration rigoureuse de la validité de cette loi est

restée pendant plus d’un siecle un probléme ouvert.

Mais durant toute cette période, les applications pratiques ont imposés
I'utilisation d’autres équations pour décrire I’écoulement d’un fluide & travers un
milieu poreux élastique. On connait par exemple les équations de Biot. Dans
lexploitation des gisements pétroliers on rencontre assez souvent des milieux poreux
fissurés. Ce sont 14 quelques exemples de problémes qui nécessitent une bonne
modélisation, en vue d’obtenir des équations qui peuvent traduire correctement la

complexité des phénomenes.

L’apparition de la méthode de I’homogénéisation a permis dés le début d’obtenir
pour la premiere fois une démonstration rigoureuse de la validité de la loi de Darcy
(E. Sanchez-Palencia [38]). Mais cette méthode permet aussi la modélisation de
beaucoup de phénomenes qu’on rencontre dans la mécanique, I’électromagnétisme,

ou dans d’autres problemes pratiques trés différents.

Cette méthode, qu’on peut nommée plus précisément “I’analyse asymptotique
des milieux & structure périodique” (A. Bensoussan, J-L. Lions et G. Papanicolau

[8]) réside dans la recherche d’une équation (dite homogénéisée ou macroscopique)
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qui peut décrire des phénomenes qui ont lieu dans un milieu non-homogeéne. Ce
passage d’un milieu non-homogene & un milieu homogene équivalent, revient du
point de vue mathématique & un passage & la limite avec un ou plusieurs petits

parameétres liés a la non-homogénéité du milieu.

Si le milieu non-homogéne a une structure périodique on connait une démarche
heuristique, nommée la méthode des échelles multiples (A. Bensoussan, J-L. Lions
et G. Papanicolau [8]) qui nous permet de construire, d’un point de vue formel,
I'équation homogénéisée ainsi que les coefficients homogénéisés. Cette démarche
doit étre suivie d’une démonstration de la convergence de la suite des solutions
vers la solution macroscopique. Pour démontrer cette convergence on utilise le plus

souvent la méthode de ’énergie (L. Tartar [44]).

Si le milieu non-homogeéne n’a pas une structure périodique, alors il existe des
méthodes différentes (I‘—convergence,-G—convergence, H-convergence) qui permet-
tent la démonstration de la convergence du processus d’homogénéisation (E. De
Giorgi. S. Spagnolo [19], L. Tartar [43], F. Murat {33]).

En 1989 G. Nguetseng [35], [36] a eu I'idée d’introduire la notion de convergence
double-échelle. Ce type de convergence, qui s’applique dans le cas des milieux
périodiques, d’un® part justifie la méthode des échelles multiples et d’autre part
vérifie la construction de I'équation homogénéisée et la démonstration de la conver-
gence. G. Allaire [3] a développé cette méthode, de la convergence double-échelle,
et I'a appliquée a beaucoup de cas particuliers. Récemment G. Allaire et M. Briane
[4] ont introduit la notion de convergence multi-échelle qui permet de traiter d’une

maniere unitaire les milieux multi-périodiques.

Le but de cette theése est 1’étude de deux problémes d’écoulement dans les milieux
poreux. Pour décrire ces écoulements on va utiliser la convergence double-échelle
et aussi la convergence triple-échelle. Plus précisement les deux probléemes qu’on se
propose d’étudier sont: ’écoulement d’un fluide visqueux a travers un milieu poreux
élastique de faible épaisseur et I’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux fis-

suré.

Dans le premier chapitre nous allons étudier le probléme de Stokes. La partie
solide de notre milieu est considérée comme étant élastique, dans les hypothéses de
I’élasticité linéarisée. La structure périodique du milieu nous conduit & introduire
le petit parameétre €, classique dans la théorie de ’homgénéisation. D’autre part

puisqu’on suppose que le milieu élastique est & faible épaisseur ceci nous conduit
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4 introduire un nouveau parametre §, plus petit que €, § << €. L’existence de
ce deuxiéme parametre va nous conduire apres ’homogénéisation (¢ — 0) & un
nouveau passage a la limite avec 6 — 0. Dans le paragraphe 1 on donne la
formulation du probléme, ainsi que le théoréme d’existence et d’unicité de la solution
du probléme. Les estimations a priori concernant le déplacement se trouvent dans
le paragraphe 2. Dans le paragraphe 3 on construit un nouveau prolongement de la
pression pour lequel on obtient des estimations indépendantes des deux parametres
¢ et §. Si on cherche & prolonger la pression par le prolongement classique du a L.
Tartar [44], et précisé plus tard par R. Lipton et M. Avellaneda [31], dans le cas
qu’on considere, celui avec la partie solide élastique, ce prolongement ne nous assure
pas la continuité du tenseur des contraintes. Si on cherche & prolonger directement
la. pression (voir C. Conca [17]) on obtient alors des estimations qui dépendent
des puissances négatives de 6. Tous ces obstacles nous on conduit & construire
d’abord une nouvelle pression dans la partie fluide, qui difféere par une constante
de la pression proprement dite et ensuite prolonger cette nouvelle pression, dans
la. partie solide de fagon a conserver la continuité du tenseur des contraintes sur
I'interface fluide-solide. Le théoréme de convergence pour € — 0 est donné dans
le paragraphe 4. Par un choix spécifique & la méthode de la convergence double-
échelle des fonctions test on obtient, dans le paragraphe 5 le probleme local; on
démontre l'existence et l'unicité de ce probleme a 'aide d’un résultat connu de
méthodes variationnelles (voir I. Babuska [6], F. Brezzi [9], V. Girault et P-A.
Raviart [26]). Le paragraphe 6 est consacré & la résolution du probleme local; de
ce fait on introduit une série de trois problemes pour lesquels on a des résultats
d’existence et d’unicité, et ces problémes vont nous permettre d’écrire la solution
du probléme local d’une facon plus explicite. Dans les paragraphes 7 et 8 on donne
les estimations pour les trois problémes introduits au paragraphe 9 et on obtient
le probléeme homogénéisé (pour e — 0), pour lequel on démontre I’existence et
I’unicité de la solution. Enfin au paragraphe 10 on passe a la limite avec le deuxiéme
petit paramétre §. Aprés ce deuxiéme passage & la limite on voit que ’équation
obtenue admet une unique solution, et décrit un milieu viscoélastique avec un terme
de mémoire évanescente, phénomeéne déja connu dans la littérature concernant les
milieux continus: E. Sanchez-Palencia [38], M-L. Mascarenhas [32], D. Cioranescu
et J. Saint Jean Paulin [15].

Au chapitre 2 on passe & la généralisation naturelle des résultats qu’on a obtenus
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pour le probléme de Stokes dans le premier chapitre. Donc dans ce deuxiéme
chapitre on étudie le méme probléme, mais en prenant dans la partie fluide les
équations de Navier-Stokes. En fait on a étudié le cas des équations de Navier-
Stokes linéarisé; cette linéarisation, connue depuis longtemps (J-L. Lions [29]) nous
permet d’utiliser la plupart des résultats obtenus dans le cas du systeme Stokes.
Avec le systéme de Navier-Stokes linéarisé, I’étude de ce probléme nous conduit fi-
nalement & des phénoménes de mémoire évanescente dans le probleme homogénéisé.

En plus un terme nouveau apparaitra dans I’équation macroscopique.

Apres la formulation du probléme, au paragraphe 1, les estimations a priori sont
données dans le paragraphe 2. Dans la section 3 on introduit, comme au chapitre
1, le prolongement de la nouvelle pression, ce qui nous permet de passer a la limite
quand € — 0 (paragraphe 4). Le probleme local, obtenu au paragraphe & est
le méme que celui obtenu au chapitre 1, donc on peut expliciter la solution de
ce probléme avec les mémes techniques utilisées dans le premier chapitre. Dans
les deux derniers paragraphes on obtient le probleme homogénéisé, les coeflicients

homogénéisés et on passe a la limite avec 6 — 0.

Le probleme traité au chapitre 3 est différent de celui traité dans les deux pre-
miers chapitres. Ce chapitre est consacré a 1’étude de I’homogénéisation du probleme
de Neumann dans des milieux poreux avec double périodicité. D’un point de vue
mécanique ce probléme représente un probleme de double porosité, dans le cadre
d’un milieu avec double périodicité. Apres la formulation du probleme et les esti-
mations a priori, dans le paragraphe 3 on construit 'opérateur de prolongement,
en utilisant les techniques introduites par D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin
[10] et aussi des résultats de C. Conca et P. Donato [18]. La section 4 est con-
sacrée au passage a la limite avec ¢ — 0, et 'obtention du probleme homogénéisé.
Pour étudier ce probléme on va utiliser la convergence triple-échelle, qui est un cas
particulier de la convergence multi-échelle introduite par G. Allaire et M. Briane
[4]. Tl faut noter qu'il y a des différences entre le résultat général de Allaire et
Briane et notre probléme. Premiérement la géométrie du milieu qu’on étudie est
complétement différente de celle utilisée par Allaire et Briane. Notre domaine décrit,
par sa nature les milieux poreux fissurés (voir Th. Levy [28]) et ceci se traduit par
'introduction de la fonction caractéristique du domaine (voir P. Donato et J. Saint
Jean Paulin [20]). Pour étudier la convergence du procéssus d’homogénéisation on

a utilisé I'opérateur de prolongement introduit par D. Cioranescu et J. Saint Jean
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Paulin [10], ce qui nous permet de travailler directement dans espace H(£2).

Dans 'annexe 1 on donne les résultats théoriques les plus importants concer-
nant la convergence double-échelle, résultats qu’on trouve dans les articles de G.
Nguetseng [35], [36] et de G. Allaire [3].

L’annexe 2 est consacrée a la méthode de la convergence 3-échelle. Les résultats
sont ceux de G. Allaire et M. Briane [4], mais on peut noter des différences dans les
points techniques des différents lemmes qu’on utilise. _

Pour 'unité de la thése on donne, dans ’annexe 3, les résultats variationnels
abstraits introduits par I. Babuska [6] et F. Brezzi [9], et qu’on retrouve également
dans V. Girault et P-A. Raviart [26].



CHAPITRE 1

CAS DU SYSTEME STOKES DANS LA PARTIE FLUIDE



Chapitre 1. Cas du systéme Stokes dans la partie fluide

Introduction

L’écoulement des fluides dans les milieux poreux déformables représente un do-
maine d’une grande importance pour les différentes applications qu’on rencontre
dans l'ingénierie civile, chimie, biologie, etc. On peut donner simplement comme
exemples: ’industrie du papier et le probléme des suspensions tres fines de partic-
ules déformables qu’on utilise dans 'industrie chimique.

La modélisation de tels écoulements comporte d’une part les équations de la dy-
namique des fluides dans les pores et d’autre part .la loi de comportement du milieu

déformable ce & quoi on rajoute le couplage entre les deux systémes d’équations.

Dans ce chapitre on va considérer le cas du systéme de Stokes dans la partie
fluide et les équations de 1’élasticité linéarisée dans la partie solide, qui est supposée
déformable. Dans le cadre général de la méthode de I’homogénéisation on va étudier
le probleme 1ié & deux parameétres € et 6. Le parametre € est le parametre classique
de I'homogénéisation et & représente le petit parametre lié aux dimensions de la
partie élastique, avec § << e. Ceci revient & supposer que les fibres déformables
ou les particules en suspensions sont plus petites que les dimensions de la cellule
de périodicité. Donc, apres un premier passage & la limite avec ¢ — 0 on va faire
tendre 6 vers 0.

Comme on peut sy attendre, ’équation obtenue comme limite est celle d’un
milieu viscoélastique avec un terme de mémoire évanescente. D’ailleurs ce résultat
est & rapprocher du résultat de D. Cioranescu et J. Saint-Jean Paulin [15] qui ont
mis en évidence un tel phénomeéne dans le cadre d’un fluide visqueux avec un milieu
¢lastique.

Toutefois on doit préciser quelques difficultés qu’on a du surmonter pour résoudre
ce probleme. D’abord il faut construire un prolongement de la pression dans la
partie élastique qui assure la continuité des contraintes normales. Pour cela les
prolongements qu’on connait déja, du & L. Tartar [44], & C. Conca [17] ou a R. Lipton
et M. Avellaneda [31] n’assurent pas cette continuité des contraintes normales. Une
fois ce prolongement construit on trouve un probléme local qui n’est pas a divergence

nulle (divergence de la vitesse du fluide) dans la partie fluide. Pour démontrer
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Pexistence et 1'unicité de la solution de ce probléme il faut utiliser un résultat du a
I. Babuska [6] et F. Brezzi [9] (voir aussi V.Girault- P-A. Raviart [26]). Enfin pour
résoudre ce probléme on démontre que la solution de ce probleme local est la somme
de trois fonctions, solutions de trois problemes différents. Les estimations a priori
nous permettent ensuite d’effectuer le passage a la limite avec € — 0. Ensuite on
peut passer a la limite avec § — 0.

Il faut préciser aussi que la forme explicite des coefficients homogénéisés ne peut
pas étre mise enevidence méme pour des géométries particulieres simples, parce
que pour cela on a besoin d’une solution analytique d’un probléme couplé fluide
visqueux-milieu élastique sur la cellule de périodicité, que malheureusement on ne

connait pas.



§1. Formulation du probléme

On considére une structure élastique mince, périodiquement distribuée, avec la
période €, dans un fluide. Le fluide et le solide sont connexes. On note {2 le domaine
tout entier, dans lequel la partie solide est notée QZ, et la partie fluide QZ; s- Dans
la cellule de base, Y5, le solide est de Pordre de § << ¢, et de méme, dans cette
cellule Y% désigne la partie solide et YEJ; la partie fluide. L’interface fluide-solide est
[.s=0 Qgé N Bﬁg s- Dans la partie solide du domaine on va considérer le systeme
de Vélasticité linéarisée et dans la partie fluide le systeme de Stokes.

On définit le tenseur des contraintes dans la partie solide, respectivement la

partie fluide par:

(1.1) Uff& = aijrnern(u)

(1.2) ofi® = —p6i; + 2pes; (v°°)

On utilise la convention de sommation des indices répétés et la notation classique:

_1 Bvi ij
- 5(61'] + 8%1)

(1.3) ei;(v)

Le vecteur u®® est le déplacement du solide, v° la vitesse du fluide, p°% la pression
du fluide; p est la viscosité du fluide et les a;;kn sont les coefficients de P’élasticité

qui sont bornés et vérifient les conditions de symétrie:

(1.4) Qijkh = Gkhij = Qjink V.5, k,h € {1,2,3}

et la condition de coercivité:

(1.5) JA>0 tel que V&; =&ji  asrenbijlen = A&ijéij

Dans le domaine © on note la partie fluide par Q£ s €t la partie solide par €2Z;.
On note:

(1.6) Tes = 00 NOQY
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On considére le systéme suivant:

4 eb
Hved 80{?
;; - =l = j; dans Qf; x (0,7)
j
(1.7) { dive®® =0 dans Q£5 x (0,T)
Puif oy ;
|52 3z, = f; dans Qs x (0,T)

avec les conditions aux bords et initiales suivantes:

(1.8) & — 8:;;5 sur Dgs
(1.9) [u®] =0 sur T'es
(1.10) [affnj] =0 sur [
(1.11) u® =0 sur 0NN
(1.12) v =0 sur 89089({:‘6
u®(z,0) = 0
(1.13) 8;:5 ©.0) =0

[ ] représente le saut a l'interface fluide-solide et n est la normale sur cette interface.

On définit le tenseur des contraintes pour tout le domaine §) par:

pour x € an

1.14 oS = { W
( ) J ol pour z € Q;

Gréce & (1.8) on prolonge v*% & Q tout entier par:

6 _ ausé
ot

9
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et avec (1.14) on peut écrire le systéme (1.7) sous la forme suivante:

92 7z, = f; dans Q x (0,T)
(1.15) 4
eb
\ div B;t =0 dans Q£5 x (0,T)

Pour obtenir une forme plus “facile“ de la formulation variationnelle du probleme,

on définit les coeflicients suivants:

0 pourye Y{s
(1.16) Qijkh = { € .
Qijkh POUT Y € Y5
2u(8ix6:1 + 61;6kn) pour y € Y,
(1.17) biikn = (6 ’ ¥ ) €6
j
pour y € Y

On obtient alors la formulation variationnelle de (1.15) sous la forme suivante:

( Trouver u®®(z,t) € [HY(Q)]Y ,p¥(x,t) € LQ(Qg(S) tels que:

[ 0% : . i
o (%21 w;dx + /Qa;*jkhekh(u 6)eij(w)d$+/Qbijkh6kh(7)eij(w)d$

(1.18) <
—/ pE‘Sdivwd:v:/fiwida: Vw € [HF ()N
af, Q
€b
| div agt =0 dans Q/, x (0,T)

Pour obtenir Pexistence et I'unicité du probléme (1.18) plus les conditions au
bord et initiales on va la réduire & 'aide de la transformée de Laplace a un probleme |

elliptique. Avec la définition classique:

a(x,/\):/ e Muy(z, t)dt
0
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alors (1.18) devient:

[ Trouver @%(z,t) € [HA(Q)]N ,7°° € Lz(Qgé tels que:

)\z/ﬂﬂf‘swida:—}—/g(afjkh+/\bfjkh)ekh(asé)eij(w)df—
(1.19) <

-/, p*°divwdz = / fiwidr Yw € [HEOQ)N, VReA> X >0
Qf, Q

s~ f
\le’UJE =0 dans Q.

On définit ’espace:

(1.20) Ves = [HY Q)Y n{w | divw =0 dans Q/;

Théoréme 1.1 Sous les hypothéses faites précédemment il existe une unique solu-
tion du probléme (1.21):

( Trouver u(x.t) € Vs tel que:

(1.21) /\2/ us wzda:+/(a§jkh+)\bfjkh)ekh( )eiz (W da:—/fzwldx
Jo Q

(| Vw € Ve, VReA 2> Ao >0

Démonstration On définit:

(1.22)  a(u,v) = )\2/ uvdzx + / (aijkn + MO xn)ern(u)ei;(V)dz,  Yu,v € Ves
Q Q

(1.23) < f,v >= / fﬁdm, Yu,v € Vg
Q

La forme donnée par (1.23) est une forme antilinéaire sur Vs et a(., .) est une forme

sesquilinéaire sur Vs,c’est & dire:
a(tu,pv) = tpa(u,v) t,pe C, Vu,v€ Vg
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La forme a(., .) est coercive sur V.5 car nous avons:
1 1
yalu u)] 2 Re(5a(u, v)) =
= 'Re()\l2 uudzr) + Re(/ﬁ(%afjkh + bijkn)ern(u)es;(w)dx)
— Re() /Q luf2dz) + Re( /Q (5550n + Byun)ern(w)es; (@)

1
> dollull32q) + Re( /Q 3 Gigknern(w)ei; ()dz Re( /Q 2peij(u)eij(a)dx
> XollullZaqy + le(w)l|72qy

> ||u

2
Ve é

On note par abus de notation L?() au lieu de [L2(22)]V pour ce qui est des normes
de u.

D’apres le théoreme Lax-Milgram on a donc I’existence et 'unicité de la solution
du probleme (1.21).

Dans la démonstration du théoréme on a utilisé le résultat suivant:

Lemme 1.2 Une norme sur Vs équivalente d la norme de Vs induite par H}(S2)

est donnée par:

U (||U||2L2(Q) + ”e(u)||2L2(Q))1/2
Remarque 1.3 On a aussi l'existence et 'unicité de p=® € Lz(Qic s) qui se déduit
de la caractérisation de 'espace V§ ( voir Temam [45] et Girault-Raviart [26]).

Remarque 1.4 On remarque que dans le cas que nous traitons la pression n’a pas
la moyenne nulle et donc on va étre conduit & construire un prolongement de la
pression de moyenne nulle.
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§2. Estimations a priori

Pour obtenir des estimations on va utiliser la formulation variationnelle (1.21).

Lemme 2.1 Sous les hypothéses faites dans le paragraphe précédent on a:
~e6

(2.1) 1ul i) < ¢

avec la constante c indépendante de € et de 0.

Démonstration Dans la formulation variationnelle (1.21) on prend w = %*° comme
fonction test et on obtient:

)2 /Q (@%)2dz + /Q (a5 + NS, e (@0 sy (7 d = /Q Fads

D’ou
2022 < /Q Faesdz < | Fll e | 2oy
et donc: R
|)‘2|”a66“142(§2) < flle2
c’est-a-dire:
(2.2) “aE(SHIF(Q) <c

avec la constante ¢ indépendante de € et de ¢, mais qui depend quand méme de .
En utilisant (1.6), (1.18) et (1.19) on obtient:

JA>0 tel que (a§;p, + Re(Mb5rn) Cisékn = (A + 20n)éi&i;  Véij = &ij

et donc on obtient & partir de la formulation (1.21):

(A + 2Re(M\)u) /Q le(@®)|?dz < /Q Futdz

(A + 2Re(\))l|e(@)122(q) < Iz 18N 220
ce qui entraine:
||€(17€6)||L2(Q) <c
d’ou:
(2.3) IV || 20y < ¢
avec la constante ¢ indépendante de € et de 6.

Les relations (2.2) et (2.3) nous donnent 1'inégalité annoncée (2.1).
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§3. Prolongement de la pression

Dans tous les problémes concernant le mélange d’un fluide avec un solide, on
sait qu’il faut définir un prolongement de la pression. En fait la pression est bien
définie dans la partie fluide, mais dans la partie solide il est toujours difficile de la
définir. Il est bien connu que si on prend deux prolongements différents, & partir de
la méme valeur & linterface fluide-solide, les deux peuvent avoir un sens d’autant
plus que le gradient de la pression ne dépend pas du prolongement, puisqu’il est
égal au gradient de la pression proprement dite. Mais pour les estimations a priori
et la démonstration de la convergence du processus homogénéisé, il est important

de construire effectivement le prolongement de la pression.

Dans la littérature, on connait le prolongement classique dans le cas de ’écoulement
dans les milieux poreux, c’est-a-dire le prolongement de la pression dans un solide
rigide, fait par L. Tartar [44] et précisé plus tard par Lipton et Avellaneda [31].
Mais un tel prolongement ne permet pas d’assurer, dans le cas d'un solide élastique,
la continuité du tenseur des contraintes. On peut travailler avec un prolongement
brutal par zéro dans la partie solide, mais dans ce cas on obtient une convergence

faible de la pression.

Une autre difficulté rencontrée dans notre probléme consiste dans le fait que
la partie solide occupe un volume assez petit par rapport au volume occupé par
le fluide. Si on cherche & prolonger directement la pression, on obtient alors des
estimations qui dépenaent des puissances négatives de 6. Donc on peut passer a la
limite avec €, mais ultérieurement, quand on passe a la limite avec , on rencontre

des difficultés supplémentaires.

Etant donné cette situation particuliere, nous avons choisi un autre prolonge-
ment. En effet nous allons définir une nouvelle pression dans la partie fluide qui
differe par une constante de la pression proprement dite, ce qui est toujours possi-
ble compte tenu du fait que la pression intervient dans notre probleme uniquement
par son gradient. Ensuite on a prolongé cette nouvelle pression, dans la partie

solide, de facon & conserver la continuité du tenseur des contraintes sur l'interface
fluide-solide.

Définition 3.1 Si p/":\é € Lz(Qéc 5) est la pression du fluide considéré alors on définit

14



une autre pression de la maniére suivante:

eb _ /\6 f
~ P ] Jos p°® dans Q.

L
€2

(3.1)

3
[
>

{

/\6 s
p*° dans Q2

Remarque 3.2 ) On remarque que ce n ‘est pas un prolongement de la pression
qu’on définit, car p€5 # p55 sur an mais effectivement on définit une nouvelle
pression pour notre probleme, qui va garder toutes les propriétés de ’ancienne
pression, et qui en plus va nous permettre d’obtenir des estimations pour cette
nouvelle pression. On souligne encore une fois I'importance d’une telle définition
qui nous permet de garder toutes “les bonnes proprletes” de la pression pes.

2) Vp55 = Vp""S dans Q/,, Vpet = 0 dans Qs ( au sens faible).

3) Si on note:
gifj’eé = —pE‘S(sij + 2)\/.1,67;j (ueé)
et
~35,e6 6 ~eb
Ufje = —p° 5ij +aijkhekh(u€ )

alors on remarque que:

[~55n3] = [0 n]] sur I's

et donc

[~€5n]] =0 sur g

ou:
~8,8 s

~€6
ij
~f,eb f
o;;  dans (1,

Lemme 3.3 1) La nouvelle pression p°° est de moyenne nulle, ¢’est-a-dire qu’elle

appartient & lespace L3(S).
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2)En introduisant la nouvelle définition de la pression dans la formulation (1.21)
l’équation reste inchangée, car on a:

/fo‘sdivi)d:c = /Qf podivindr Vw € HEH(Q)

ed

Démonstration

1) Pour montrer que p® est de moyenne nulle on va évidemment calculer l'integrale
de 7% sur Q en utilisant la définition (3.1),0n a: ‘

1 1

~é ~eb ~eb ~eé

P dw—/ D ——/ p°dx d:n—/ (—— podzx |dx =
/Q Qgé( jtl Qf, ) Q2 jod Qf, )

f
— ]/)\Eéd.’r— |QE<‘5l Ae&d:):-— |Qf:5| ﬁ€6d:r:
ol |€2] of, €2 Qf,
f
— }/?\eédiv— |QE6|+|926| ﬁeadﬂ?:
o, 1€2] o,

— ﬁeédx_@/ p*dz =0
Qf, 12 of,

donc p*° € L3(f)
q.e.d.

2) Pour un w € Hj(Q2) on va calculer & l'aide de la définition (3.1) le terme qui
contient la pression dans la formulation variationnelle (1.19):
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1 1
~£6 - - ~c6 o~ - o~ -
pldivindr = / D / p*°dx |divndz — / / dz Jdivwdx =
/Q Q;‘G( €2 o, ) Q:6(|Q| of P )

€d

1
= pldivods — | — 70 dz /
/o;; (IQI af, )( of,

: 1
= 0 divan dx — <—/ P d:c) (/ divw dz +/
Qf, € o, of Q

eb

divw d:c) =

s
ed

= o P divw dx — (|—ng| o pee d:c) (/Q divw da:) =

1

~8 3o — ~6 ~8 7o —

= pPdivwdr — | —= P’ dz / w.nds | = p-odivw dz
/Q;} (|Q| o, )( an ) Qf

s

car w € Hg(Q).

Lemme 3.4 Sous les hypothéses faites on a:

(3.2) Hﬁﬂs“Lg(Q) <c

avec la constante c indépendante de € et de 9.

Démonstration

L’opérateur div: [H§(Q)]N — L3(Q) est surjectif, donc on en déduit
Pexistence d’un w®® € [H ()N tel que:

divie®® = p=°
(3.3)
6 5
w2y < cllp® 2o
avec la constante ¢ indépendante de € et de .
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En prenant ce w*® comme fonction test dans la formulation variationnelle (1.19) on
obtient:

P20 divin®® dx = A2 / usbwsl dx + / (afjkn + bfjkh)ekh(asé)eij(meé) dr—
Q Q

— / fu’f‘s dz
Q

On a, grace au choix de w®® et au lemme 3.3:

f
QE&

(3.4) ||13€6||2Lz(9) = / (f)f‘s)2da: = / P8 divi®® dx = p*0div®® dx
0 Q Q of,

Donc en majorant le membre de droite puis en utilisant (3.3)2 on obtient:

)\2/Qﬂf‘swfédx+/ﬂ(afjkh+)\bf-jkh)ekh(ﬂe‘s)eij(wsé)da:—/szbegdxg

< erllw® |l g gy + callw @) + callw™ Nz I fli2@) <

< C||w66||Hg(Q) < C||23€6||Lg(9)

D’oul en comparant avec (3.4):

5 5
|Ip°® ”ig(n)ﬁcuf’e lL2(e)

Et puisqu’on a aussi le lemme 3.3 on en déduit:

8
(3.5) 2% lz@ll <c
avec la constante ¢ indépendante de € et de 6. ce qui acheve la démonstration.
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§4. Le théoréme de convergence pour € — (

Théoréme 4.1 Sous les hypothéses faites précédemment on a:
(i) Il existe une fonction u% € [HL(Q)|N telle que:

(4.1) 7% — 2% dans H}(Q) faible
(4.2) 4% converge double-échelle vers 4%

(ii) I eziste une fonction W' (z,y) € L3(Q, H;(Y) /R) telle que, quitte a extraire une

sous-suite on a:

aus . aug’ 843’ ,
13) [ Gawr@e@ds — | (G0 + @) vy

Vi e LA(Y) ,¢€K(Q)
(iii) Il existe une fonction p%°(z,y) € L2(Q,L§(}7) telle que, quitte a extraire une

sous-suite on a:

@y [ FEresei — | e
Q QxY

vy e L2(Y) ,¢€K(Q)
Démonstration: ‘
(i) La releticu {4.1) est une conséquence immédiate de l'estimation (2.1) obtenue
précédemment. ,
La convergence (4.2) s’obtient facilement. & I'aide de (4.1), de (2.1) et de la propo-
“sition 1.9 i) de annexe 1.
(1) L’existence de #'°(z,y) et la convergence (4.3) sont des conséquences de la
proposition 1.9 i) de ’annexe 1.
(iii) Pour la convergence (4.4) on utilise ’estimation (3.2) et on applique le théoreme
2 de l'annexe 1. '
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Corollaire 4.2 Les limites u (z,y), et p°°(z,y) ont les propriétés suivantes:

(4.5) div, @ (x) + div, @' (z,y) =0 sur Q x Yy
(4.6) p%(z,y) = cste sur Qx Y,
Démonstration

(i) Soit ¥ € D(R,C*(Y)) avec ¥(z,y) = 0 pour y € Y. On sait que divu®® =0

dans Qg s, alors en multipliant cette équation par un tel ¥ et en intégrant sur €2 on

obtient:
0= / divaciy(z, —)da: — (div, a2 (z) + div, @ (z,y))¥(z, y)dzdy
Q € QxY;
D’ou:
/ (divy 0% () + div, @ (z,y))¥(z, y)dzdy = 0
QXYf
Et donc:

divy 2% (z) + div,a*(z,y) =0 sur @ x Yy

ce qui démontre (4.5).
(ii) Pour démontrer (4.6) on fait appel & la nouvelle définition de la pression (3.1):

[P @@= [ 6~ [, 7@

_/ |Q|/ "€5d:c zp's(a:)gb(:c)da: = /Qf ?6¢6($)¢(x)dx—

b

(0 / 50 / ¥ (@)(x)dx
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v e L2(Y), ¢ € K@)
Sion prend ¢ € L?D(Y) tel que 9¥(y) = 0 dans Y; alors d’apres la relation précédente,

on a:

wn [ FerEeds = -(g [, 7a) (]| ¢ @)

et d’autre part:

(48) / @ @)d(@)de — | 5% (@ y)(y)e(z)dedy
Q aQOxyY
Mais: )
(4.9) / @)z — [ w(y)e(z)dedy
Q aOxY

D’apres (4.7), (4.8), (4.9) on en déduit I'existence d’une limite A telle que:

(4.10) lim— [ pP¥=A
D'ou:

4 / (y)(x)dedy = / 5% (2, y ) () b(x) ddy
QxY OxY

Ceci équivaut a:

(411) | @@ + ey =0
OxYs
car on a choisi ¢ € Lf,(Y) telle que ¥(y) = 0 dans Yy, d’ow:

p%(z,y)=—A sur QxY,
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Remarque 4.3 La nouvelle définition de la pression et le choix de la constante
dans la définition 3.1 jouent un réle essentiel dans la démonstration du corollaire
4.2.

Remarque 4.4 Comme il est déja connu dans ’étude des mélanges fluides-solides
le déplacement limite n’est plus & divergence nulle. Ce phénomene a déja été mis

en évidence dans d’autres cas par Conca [17] .

Remarque 4.5 Les résultats que nous avons obtenus sont & rapprocher des résultats
obtenus par D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [15], & la différence que nous avons

travaillé avec une pression de moyenne nulle.
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§5. Le probléme local pour u'¢ et %

Pour simplifier un peu le probléme on introduit:
(5.1) p%(z,y) =% + A

ol A est la constante déterminée par (4.10). Et dans ce cas, avec le corollaire 4.2

on a:

(5.2) p%(z,9) =0 dans Q x Y

Maintenant pour obtenir le probleme local pour 719 et p° dans la formulation
variationnelle (1.19); on prend comme fonction test €9, avec ¢ € [H, Y)v
¢ € D(Q) et avec la régle de derivation suivante:

Oy 1,09\, 1Y @
72, = eloy) @~ 5, @)

Ce la nous donne:

/\26/ ﬂf‘szﬁfq—bdm‘#—/(afjkh+Abfjkh)ekh(ﬂsé)eij(6156&’)(193—
Q Q
(5.3)
_ / 50 div (e B)dx = / Fdedde
Q Q

Ou l'on a posé:

( - -0
eij(EY° ) = ‘be?j (%) + (1/11 6-’2 + '%bg 81:1)
(5.4) S
R d¢
\ div (Ey @) = qbdlvy'(,b(e) 9,
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Dans tous les calculs qui suivent on va utiliser les notations ey et ej; pour bien
distinguer quand les dérivées sont prises par rapport & la varlable y ou par rapport
3 la variable x. De méme pour divy et div,.

En utilisant (5.4) dans (5.3) on obtient:

Xe /Q s s pdz + /Q (a5jkn + AbEjxn)ern (B° 6)($€?j(¢)+
(5.5)

; )
29 15 0%))a

T3 ( ’6503

—-/QA'E'S((bleyw( )+e€ ¢’8 :v—e:/fZ £dx

On passe 2 la limite double-échelle, pour e — 0, dans la relation (5.3) et on obtient:

/Q Xy(aijkh(y) + Abijn (1)) (5, (B%) + €}, (@'0)) el (¥)dzdy—
(5.6)

- [ 3G )ddivydddy =0
QxY
En utilisant (5.1) on voit qu’on a:

[ sdivyidody = | 5% )i baadyt
QxY QxY

+ A(/Q qﬁ(:v)da:) (/Y divyvfldy> = /Slxyﬁo‘s(x,y)(ﬁdivytﬁdxdy

car [, divyppdy = [y b.nds =0 V¢ € Hy(Y).
Donc (5.6) peut s’écrire aussi sous la forme:

/Q Y(aijk:h(y) + /\bijkh(y)) (eih(u"o )+ ekh(Alé))ﬁgegj (J))da:dy—
(5.7)

- / p% (z,y)pdivypdzdy = 0
QxY
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D’ou en utilisant aussi (4.5) et (4.6) on obtient le probléme local pour 4*® et p%:

/Y (aijin(y) + Nbijrn(y)) (eEn (@) + ef, (@))€l () dzdy—
- [ $@divddy =0 v € BYY)
Yy

(5.8) <

div,u% + div, @' =0 dans Q x Yy

\ p%(z,y) =0 dans Q x Y

Théoréme 5.1 Pour 4% donné le systéme (5.8) a une seule et unique solution
(alé pOé).

Démonstration

On va appliquer dans ce cas le résultats abstraits de 'annexe 3. Donc on applique

le corollaire 1 de cette annexe, avec, dans notre cas:

X =L*Q,HL(Y)/R)
M={peL*(Q,L)Y)); u=0dans Qx Y}
a,.): XxX —C
ofuy0) = | (a5un(s) + Nogen o)) e () ()l
b(,.): X x M — C

b(v,u) = —/Y pu(z,y)divyody Vpe M ,Vve X
¥
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< lv >= —e, (a%) /Y(aijkh(y) + Abijen(y))el;(0)dy Vv e X

<X, b >= divmﬂos/ pw(z,y)dy
Yy
.Avec ca le probléme local s’écrit alors:

[ Trouver G'® € X, p® € M tels que :

$ a(@®,¥) +b(w,p%) =<l > WpeX

Lb(@", ) =<x,n> VpeM

Pour pouvoir appliquer le résultat du corollaire 1 il faut montrer que af(.,
) est une forme sesquilinéaire, continue et coercive, que b(., .) est une forme
sesquilinéaire, continue et vérifie la condition inf-sup (9) de I’annexe 3.
1) a(., .) est une forme sesquilinéaire:

Soit t, pe C, u, ve X, alors:
a(tu, pv) = /Y(aijkh(y) + Abijen(y)) el (tu)el, (pv)dy =

= tﬁ/y (@ijen (y) + Moijkn(y)) epp (w)el; (0)dy =

= tpa(u,v)

2) a(., .) est une forme continue:

a(w,0)| < [ lasgen(s) + Mo @l llely (9)ldy <

< clle?(W)liLzrylle? )l z2 vy < ellulix llvllx

3) a(., .) est une forme coercive:

la(u, )| > Re(a(u,v)) = Re ( / (asjn(y) + )\bijkh(y))ezh(U)efj(5)dy) >

Y
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> (c1 + doca)lle(@)lZ2qy) 2 cllull’

4) b(., .) est une forme sesquilinéaire:
Soit t, pe C, u € M, ve X, alors:

b(pv, tu) = /Y tuu(z, y)divy (p)dy =
f

= tp /Y (z, y)div,ody = t5b(v, 1)
f .

5) b(., .) est une forme continue:

1b(v, )] < /Y (e, ) |divyoldy < cllullarloll x
f

6) b(., .) vérifie la condition inf-sup:

Donc il faut vérifier qu’il existe une constante 8 > 0 telle que:

b
inf sup ELICYD NS
neM yex |lpllmllvlix

Soit V = {v € X; b(v,u) =0 Vu € M}. La condition inf-sup nous dit en fait que:

b
sup (v, )
vex lvllx

> Blplle VpeM

Soit u € M. Il existe un unique v € V+ tel que:
d’l:’l)y’l_) = —/J,((E, y)
lvllx < cllplim

D’ou on en déduit:

— Jy 1z, )divyody _ ||l
ollx lollx

1
> -
> CHMIIM

Donc la condition inf-sup est vérifiée avec § = % Et avec tout ¢a on a vérifiée les
hypothéses du corollaire 1 de 'annexe 3, donc pour 7% donné on a I’existence et
'unicité de la solution (%%, p%) du systéme (5.8).
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§6. Résolution du probleme local

On rappelle le probléme local (5.7):

/Y (@ijin(y) + Abijen (v)) (€En (@) + €4, (B"2)) e, (¥)dzdy— |
- /Y p% (z,y)divybdy =0 Vo € H;(Y)
f

div,u% + divyﬂl‘s =0 dans) xY;

p% =0 dans Q x Y,

\

On se propose de résoudre ce systéme, c’est-a-dire de découpler et d’obtenir
@8 et p% en fonction de %% et de fonctions qui dépendent seulement de y. Pour
cela on va introduire une série de problemes & 1’aide desquels on va pouvoir écrire
la solution de (5.7) d’une fagon explicite. De plus pour ces ::cic problémes qu’on
introduit on obtient assez facilement des estimations qui vont nous permettre de

passer & la limite avec € — 0 et puis avec 6 — 0.

Définition 6.1 Soit (x§",qf") € (HL(Y),L*(Y)) solution du probleme suivant:

¢ /Y(aijlm(y) + Abij‘m(y))e?m(xlgh(y))efj(&)dy _

== /Y (0skn () + Abigien(y) ) i (D) dy + /Y f gEMdiv, Pdy V€ HI(Y)

(6.1) \

divy x5 =0 dans Y

qu;ch = 0 dans Y
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Définition 6.2 Soit (n°,7°) € (H(Y),L*(Y)) solution du probléme suivant:

( / (aisen(y) + Abijrn(y)) by (1°)el; (¥)dy — / wldivy Pdy =0 Vep € Hy(Y)
% Yy g

(6.2) <divyn‘sz—l dans Yy

( 7%(y) =0 dans Y

Théoréme 6.3 On a eristence et unicité des solutions des problémes (6.1) et (6.2).
Démonstration
1) Existence et unicité de la solution de (6.1)

Pour ceci on va appliquer le corollaire 1 de annexe 3, avec dans ce cas:

X =H,(Y)
M ={pe L2(Y); u=0dans Y}
a(,.) : X xX—-C
o(1,0) = [ (@i (5) + M) efm(w)ely @)y ¥ w0 € X
b(.,.) : X xM—-C

blu,p) = —/Y ply)divyady YVue X,ue M
¥

<1 >=— /Y (aigin () + Mijin () el (D)dy Vo € X

et donc le probléeme (6.1) s’écrit maintenant:

[ Trouver xlgh € X, qf;h € M tels que:

T a(xk™, %) +b(v, gf") =<l > VpeX

L b(xE" ) =<x,n> VueM
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Il est évident que a(., .) est une forme sesquilinéaire, continue et coercive ( gréce
aux conditions de coercivité et de symétrie vérifiées par les a;jrn €t bijkrn). De méme
b(., .) est une forme sesquilinéaire et continue. Il nous reste donc & montrer que la
forme b(., .) vérifie la condition inf-sup (9) de I’annexe 3.

Dans ce cas précis la condition inf-sup est équivalente a:

—u(y) divy vdy
(6.4) sup fyf !

> Bllullsr YueM
verityy  lvllayw)

Soit V = {v € H}(Y); b(v,u) =0, Vu € M} et soit aussi p € M. Alors il existe

une unique solution v € V= telle que:
divy¥ = — 4

ol cry < cllpllnm

On en déduit:

Jy, —nw)divyody — ||u|i3,

vl 2 v ol

1
> — ||l ar
c

d’ou (6.4) avec B =1

<
Puisque les hypothéses du corollaire 1 de ’annexe 3 sont vérifiées on a assuré
’existence et 1'unicité de la solution du probleme (6.1).

2) Existence et unicité de la solution de (6.2)

On applique le corollaire 1 de I'annexe 3 avec dans ce cas:
_ gl
X =Hy(Y)
M ={pe L3(Y); p=0 dans Y}
a(,,.) : XxX—=C

a(u,v) = /Y(aijkh(y) + Abijen(y))ep, (w)ef;(D)dy Vu,ve X
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b(,.) : X xM—-C
b(u,,u)=—/Y py)divyody Yue X, pe M

¥

<l,bv>=0 VYvelX

<X W >= —/ wu(y)dy
Yy
donc le probléme (6.2) s’écrit maintenant sous la forme suivante:

( Trouver n° € X, 7% € M tels que:

¢ a(n®, ) + b, ) =0

Lb(n®, 1) =< x, 1 >

et on voit bien que encore une fois toutes les hypotheses du corollaire 1 sont vérifiées,

donc on a assuré I'existence et 'unicité de la solution du systéeme (6.2).

Théoréme 6.4 Soit (x&", gk")et (n®,n%) les uniques solutions de (6.1) et (6.2) .
Alors lunique solution du probléme local (5.8) est donnée par:

(6.3) @' (z,y) = 1°(y) dive@® + exn (%) x5"(v)
(6.4) p%(z,y) = 70 (y) div. % + exn(@°%)qt™ (v)
Démonstration

Si p% est donné par (6.4) alors (5.8)3 est vérifié car on a (6.1)3 et (6.2)3.
Si 4% est donné par (6.3) alors :

divyﬁw = divyn6 div, 3% + ekh(ﬂo‘s)divyxfh
et dans Yy on a compte tenu de (6.1)2 et (6.2)2:
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divyﬁw = —div, g%

ce qui montre que (5.8), est vérifiée.

Si 4! est donné par (6.3) alors on a aussi:

el (@) = el (v = 7°) divya® + exn(@®)ef, (x5")

Reste maintenant & montrer qu’on a (5.8);:

/Y (a550m(3) + Abisim (0)) (€50 (@) + el (@) e (§)dy—
- /Y p% (z, y)divyPdy = /Y (@sjim (¥) + Mbijim (y)) (65 (@) + e}, (7°)divo 8™+
f

T en(@®)el, (M) ) el (§)dy — /

(7°(y) divz@® + exn (@)ak" () ) div, iy =
Yy

= exn(a%) /Y (asjen(y) + Nijkn(y)) (6kbmn + €l (X5™)) €l (D) dy—
— exn (@) /Y g8 (y)divypdy + div,a® /Y (aijrn(y) + Absjen () el (n)el; (¥)dy—
f
— div,a% / w8 divyzzdy =0
Yy

car (6.1); et (6.2); sont vérifiées ce qui acheve la démonstration.
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§7.Estimations pour (x£",gk")

Lemme 7.1 Il existe deuzx constantes c; et co indépendantes de § telles qu’on a:

(7.1) Vx| r2(vy € @
(7.2) lg5™ L2 vy < 2
Démonstration

1) Si on prend 5" comme fonction test dans (6.1) on obtient:

/ (@ijim () +Nbijim (1)) b (XE™) el (XE")dy = — / (aijin () +Abizen () el (Xa" )dy
Y Y

En utilisant la coercivité des coefficients a;jxn + Abijxn On obtient:

/Y (aijim(¥) + Mbijim(y)) el (x5™ el (X5 )y >
(7.3)

=kh k
> c [ el (ekMet i)y = eVt )

Et d’autre part:

(7.4) /Y (asn () + Mijen (@) el (XM dy < Y[V (Vx5 2 vy

Donc les relations (7.3) et (7.4) nous conduisent précisément a (7.1).
2) A T'aide de (6.1); et (6.1)3 on peut écrire:

/Y (asjim (y) + Nbijim (y)) el (x5 el (¥)dy =
(7.5)

—/Y(aijkh(y)+>\bijkh(y))egj("z)dy+/ngh divypdy Vi € Hy(Y)
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L’opérateur div: H (Y) — L2(Y) est surjectif donc on en déduit I'existence d'un
£° € HL(Y) tel que:

divy€® = gf"
(7.6)

18 mx vy < ellgs™ e

avec la constante ¢ indépendante de & ( voir C. Conca. [17] lemme 5.1).

On prend un tel €% comme fonction test dans (7.5) et cela nous donne:

/ (gF")*dy = / (a5j1m(¥) + Abigim (¥)) el OE™) €2 (%) dy+
Y Y .
(7.7)

+ [ (oune) + Mosun )y €y
En utilisant (7.1) et (7.6) on a :

/Y (qE")*dy = /Y (@igim (y) + Nbijim (1)) €l (X5™ )e¥; (€°)dy+
+/ (asjin(y) + Abijen(y))el; (€°)dy <

Y
< clle? OEM N 2y le¥ (€ 2wy + eV V2 (1e¥ (€ 2y <
< caillVy€ll 2y + el Vy€lliayy <

< cll€ vy < ellas™ iz

D’oli on obtient:

lgs™ 172 vy < cllgs™z2 vy
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et donc on obtient (7.2).

Remarque 7.2 D’aprés le lemme 7.1 on en déduit les convergences suivantes, qui
ont lieu, quitte & extraire une sous-suite:

(7.8) xEh — y®h dans HI(Y) faible

(7.9) gth — ¢*"  dans L3(Y) faible
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§ 8. Estimations pour le probléme (6.2)

On rappelle le probléme pour (n%, n%):

( /Y(aijkh(y)+)\bijkh(y))e?m(né)e?j("/;)dy_/

wédivy Pdy =0 V¢ € HY(Y)
Yy ‘

(8.1) <divy77‘5=—1 dans Y;

( 7°(y) =0 dans Y,

Remarque 8.1 Pour obtenir des estimations pour n® et #® on va appliquer une

technique simillaire & celle utilisé par C. Conca [17] dans le cas 2-D.

Lemme 8.2 Il existe des constantes indépendantes de § telles qu’on a:

(8.2) IVy 0’2y < e3

(8:3) 78N 2qvy < ca

Démonstration Soit:

Cly)=n"ly) - %y

alors si (n®,7%) est I'unique solution de (8.1), (¢%, %) est solution du probléme suivant:

/Y (assn (4) + Abigien (4)) el (CO)el, (D) dy — / 1 div, Py =

Yy

= “}‘6kh/ (aijkh(y) + )\bijkh(y))e?j(d;)d'y V’(,b € HI%(Y)
gy

div,¢® =0 dans Y;

{ (y) =0 dans Y,
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On a existence et unicité de la solution de ce probléme, avec le méme résultat de
Babuska-Brezzi. Si on prend ¢® comme fonction test dans (8.4), alors en utilisant

la, coercivité des coefficients a;jkn + Abjjrn Oon obtient:
le¥ ()2 vy < elY M2

d’ou on voit que:

||Vy776||Lg(Y5 <alV|Y? +c

d’oti I'inégalité (8.2). Pour obtenir (8.3) on utilise exactement la méme technique

que pour (7.2).

Remarque 8.3 D’apreés le lemme 8.2 on en déduit les convergences suivantes, qui

ont lieu, quitte & extraire une sous-suite:
(8.5) n® —n* dans H;(Y) faible

(8.86 | 7% — 7* dans L*(Y) faible
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§ 9. Le probléeme homogénéisé (pour ¢ — 0)

Théoreme 9.1 Pour e — 0 la limite double-échelle du systéme (1.19) est:

(9.1) )\2/"05¢,dx+/kahekh(u )ei; (¢) d:r:+/ D,thdwzu e ( dx—/fquzdm

ot les coefficients C iikh €t DU kh Sont donnés par:

(9 2) th |Y|/ azykh(y)+)‘szkh(y)+(azjlm(y)'l")\szlm( ))elm(XIgh)_qgh(y)éij>dy

(9.3) Dmkh |;v|/Y((a'ijlm(y)+bijlm(y))e?m(n6)—Wa(y)éij)‘skhdy

Démonstration

En utilisant les relations établies on passe a la limite double-échelle dans (1.19),
avec ¢ € D(2) et on obtient:

22 / 08 pidzdy + / (aiﬂm(y) + Abijim (y)) (efm(ﬂ%) + e}’m(ﬁw))e“ (¢)dzdy—
axy QxY

- / p% (z,y)div pdzdy = / fididzdy
OxY

aOxy

Dans cette relation on remplace maintenant #'® et p%(zx,y) par leurs formes
données dans (6.3) et (6.4).
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)\2|Y|/ ’a?%idﬂ:-l-/ (@ijim(y) + Abijim (y)) (5, (@%)+

Q QxY

+ el (n°)div, 2% + ef, (W%)el, (xE")) eij () dzdy—

- [ (R T + g e (@) div sy =
QxY

= |Y|/§2ﬁ¢31d$

) )\2|Y|/Ql’Z?M—Sid:c—k/Qelzm(ﬂ05)eij(q—3)</y(aijlm(y)+)\bijlm(y))dy)+
+ (/Q div, ﬂoéeij(é)) (/Y (aijlm(y) + )‘bijlm(y))e?m(n5)dy)+
+ (/Q eih(ﬂ%)eij(&)) (/Y (aijim(y) + Abijlm(y))e?m(x’gh)dy)—

- ([ aiva@®)avad) ([ = as) - ([ eta@aiva)( [ atha) -

e /Q fidudz
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)\2'Y| /Qudi%idxdy + (/Q exn ﬂ05eij(¢_'))) </y (aijkh(y) + )\bijkh(y)-l—
+ (aijim (y) + Abijtm (¥)) el (X5™) — q§h(y)6ij)dy)+
+ (/Q'divx'we”(&)) (/Y((aiﬂm(y) 1 Abijim (1)) el (1 )dy—

— )6 )dy) = V| [ Fibuda

D’otu si on introduit:
1
C{Sjkh = I—Y—I/Y(aijkh(y)+/\bijkh(y)+(aijlm(y)+)\bijlm(y))e%’m(xlgh)”qgh(y)éij)dy

1
Djien = Y] /Y((aijlm(y) +bijim (y)) efn (1°) — Wé(y)&j)ékhdy

on obtient précisément (9.1).

Définition 9.2 On définit:

(9.4) a(u,v) = )\2/Qu1‘)d:c + / (C’fjkh + ijkh)ekh(u)eij(ﬁ)da:
Q

(9.5) L(v) = /Q fodz Vu,v € HH ()

Lemme 9.3 a) L(.) est une forme antilinéaire et continue.
b) a(., .) est une forme sesquilinéaire, continue et coercive.
Démonstration

a) Pour démontrer que L(.) est antilinéaire il faut montrer qu’on a:

L(tv) =tL(v) Vt,ce €, Yve€ H{(Q)
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Dans notre cas on a:
L(tv) = /fovdx = f/ﬂ fodz =IL(v) Vt,ce €, Yve HHQ)
Pour la continuité on a:
L) =| L fudz| < A |Fllelde < IMfllz2@llvll L2 < dvlzz
b) La forme a(., .) est sesquilinéaire si et seulement si on a:
a(tu,pv) = tpa(u,v) Vt,pe C, Yu,veE H;(Q)

Donc on a:

a(tu,pv) = /\2/ tupvdr + / (ijkh + ijkh)ekh(tu)eij (pv)dx =
Q Q
= tﬁ/\z/ uvdz + / (CEikn + D¥jren) texn (w)peij (v)dz = tha(u, v)
Q Q

Pour montrer la coercivité de la forme a(., .} on doit d’abord obtenir des estimations

pour les coefficients C’fjkh et ij h» Cest-a-dire: .

|Conl < /Y |aijkn(y) + bijkn(y) + (@ijim(y) + Abijim (y)) el (XE") — 5" 6i51dy <
< /Y |laijkn () + bijen(y)ldy + /Y \aijim (y) + /\bijlm(y)He%m(Xlgh)ldy‘i‘

1 1
+ /Y ¢576:51dy < c1 + cal Y121V (E) |2 vy + 1Y 12 g™ L2 vy < ¢

Donc:

(9.6) |Conl < c
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avec la constante ¢ indépendante de 6.

1
|DYnl < m/Ylaz’jzm(y)+Abijzm(y)lle?m(ﬂa)|5khdy+

|78 ()16 6kndy <
IYI

< cillel, ()M 2y + el ez vy
D’ou:
(9.7) |Djknl < ¢

avec la constante ¢ indépendante de 6.

Donc on obtient finalement:

la(u, v)| < I/\2|/ IUHUIdl‘+/ Coikn + Dijinllern(w)lles; (7)ldz <

< ey ||lull L2y vl 2 @) + calle(@)ll L2y lle()ll 2@y < cllullaz@ vl gy @)
D’ou:
(9.6) la(u,v)| < cllullmy@llvlai@ Yu,v € Ho(Q)

Il nous reste & démontrer la coercivité de la forme a(., .):
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1 1
|Xa('u,,u)| > Re(Xa(u,u)) = Re()\/ utdr)+
Q
1 s 5 _
2 1 5 _
> dollullsi) + Re(5 [ (Chunenn (w)es (@) +

1
* RG(X /Q ngkhekh(u)eij(ﬁ)dl‘) >

> )\0||UU2L2(Q) + C”“f(u)”%?(m > C”“”%{g(n)

Théoréme 9.4 L’équation (9.1) admet une solution unique.

Démonstration A I’aide du lemme 9.3 on applique le théoréeme de Lax-Milgram.
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§10. Passage & la limite avec 6 — 0

Lemme 10.1 Quitte a extraire une sous-suile on a la convergence sutvante:

(10.1) 2% — 7* dans Hy(Q) faible

Démonstration

D’aprés le lemme 2.1 il existe une constante ¢ indépendante de € et de ¢ telle que:

Hﬁe‘s”Hg, @ < c¢

Et le théoreme 4.1 nous assure:

2% — 3%  dans H&(Q) faible pour € — 0

Donc on en déduit:

(10.2) Ha(wHHé(Q) <c

avec la constante ¢ indépendante de 6.

Et la convergence (10.1) est une conséquence directe de I’estimation (10.2).

Théoreme 10.2 Pour § — 0 la limite ©* de % wvérifie l’équation suivante:

(10.3) )\Z/gzﬂz‘éidx—i-/n(ci*jkh+ijkh)eﬁh(ﬁ*)eij(q$)d:r=/Qﬁ[ﬁdx\fqbeD(Q)

ou:
(104) C’ijh = 6@0 C’f?kh
(10.5) Diien = 611_11}0 ngkzh
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Démonstration

On rappelle ’équation (9.1):

2 [[ @6+ [ (Cun + Do) @) B = [ fup

En utilisant (9.6) et (9.7) on en déduit I'existence des:

* 1 )
Cijkh = }1_{% Cijk:h

* T é
D'L’jkh = }1_% Dijk:h

Avec ceci et en utilisant le lemme (7.1) on peut passer & la limite dans (9.1) et
obtenir (10.3).

Pour une structure haute comme celles étudiées par D.Cioranescu et J.Saint Jean
Paulin (voir [11], [12], [13], [14]) on peut obtenir une forme plus simple pour les co-
efficients homogénéisés. C’est-a-dire qu’on considére le domaine Q = (—1/2,1/2) x
(=1/2,1/2) x (0,L). Dans ce domaine le solide est périodiquement distribué tout
au long des barres horizontales et verticales. Les barres horizontales ont 1’épaisseur
€6/2 et sont distribuées de fagon périodique au long de (0, L) avec la période €.
Les quatres barres verticales ont 1’épaisseur 6 /2 et la longeur L. Une période du
domaine est: Yis = (—1/2,1/2) x (=1/2,1/2) x (0,€).

Théoréme 10.3 La forme explicite des CJyp, €t Diikn est donnée par:

(10.6) Tikn = Abijen + /Y()\bz‘jlme?m(th) — qkh6i;5)dy
(10.7) Sk = / (/\bijkheih(n*) —W*(y)éij>dy

Y
Démonstration

Pour obtenir cette forme explicite des coefficients Cjy;, et Dy, on va utiliser
dans les calculs la forme précise de la cellule de base pour pouvoir passer a la limite
quand § — 0, c’est & dire que les valeurs explicites des volumes de la partie fluide

et solide de la cellule de base:
|Y,| = 36? — 263,
|Y;| =1 - 36%+26°
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vont nous permettre d’obtenir des estimations intéressantes.
Clikn = %i_rj%) (/Y (asjkn(y) + Abijen(y)) dy-+
+ /Y (asjtm () + Abijim(y)) el (x5 ")y — /Y a5" (y)ijdy =

= }ii%(ﬂ’slaukh + V5| Abijrn + / Gijtm€lm (X5 )dy+

-3

+ / Nbijimel, (X5")dy — / 0§"(v)8isly ) =
Yy Y :

:/\bijkh_/ qlfh(y)5ijdy+/ Abijimel, (X" dy
Y Y

et on a aussi:

(10.8) /y aisimel (xEM)dy < Vel e (M) o)
d’ou:

(10.9) fim | Qijim€h, (X5 )dy = 0

Et:

lim )\bijzmefm(xlgh)dy =
50 Jy,

= lim (/ '/\bijlme?m(x’gh)dy -—/ /\bijlme?m(xlgh)dy)
6—0 Y Ys

Mais en utilisant (7.8) on voit bien que:
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(10.10) lim /Y Mbijimel (XsM)dy = 0

et donc:

(10.11) sim [ Wimeln 0y = [ Nbimet 0"y
=0 Jy; Y

d’ott (10.6). De méme pour Dy, on a:

D = Jim( / (asim () + Noiim (y) ) el (n°)dy — / 7 (3)8i3ly ) b

D’apres les calculs suivants:

(10.12) / aisineln(n°)dy < cl¥sllle!(n®)llaqr)
(10.13) %irI(l) aijkner,(n®)dy =0
— Y,
(10.14) lim Abijimel, (n°)dy = / Abijimepn, (1) dy
- Yy Y
(10.15) lim w°(y)bijdy = / T (y)6iidy
On a (10.7).

Définition 10.4 On définit pour tout u et v € H§(€):

(10.16) a*(u,v) = )\2/

uidz + / (Cg‘jkh + D;‘jkh)ekh(u)eij (0)dz Vu,v € H& ()
Q Q
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(10.17) | L(v) = /Qfﬁd:z: Yu,v € Hy ()

[

Il est facile de vérifier (& I’aide du lemme 9.3) que la forme a*(.,.) est sesquilinéaire,
continue et coercive, et que la forme L(.) est antilinéaire et continue. D’ou en

utilisant le théoréme de Lax-Milgram on a le résultat suivant:
Théoréme 10.5 L’équation (10.3) admet une solution u* € Hj(2) et une seule.

Les formules (10.6), (10.7) permettent le calcul effectif des coefficients limites,
par l'intermédiaire des problémes adjoints déja définis.

Tl est important de remarquer aussi que I’équation limite (10.3) est une équation
qui décrit un milieu viscoélastique, avec un terme de mémoire évanescente. Ce
phénomene est déja bien connu dans la littérature concernant les milieux continus:
E. Sanchez-Palencia [38], M-L. Mascarenhas [32], D. Cioranescu et J. Saint-Jean
Paulin [15].
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CHAPITRE 2

CAS DU SYSTEME NAVIER-STOKES

DANS

LA PARTIE FLUIDE



Chapitre 2. Cas du systéme Navier-Stokes dans la partie fluide

Introduction

La généralisation naturelle des résultats qu’on a obtenus pour le probleme de
Stokes dans le premier chapitre est celui du systéme Navier-Stokes. Donc le but de
ce chapitre est d’étudier le méme probléme mais en prenant dans la partie fluide les
équations de Navier-Stokes.

Il est bien connu (E. Sanchez-Palencia [38]) que si on étudie le mouvement d’un
fluide visqueux dans un milieu poreux rigide, en utilisant les équations de Navier-
Stokes on arrive toujours & un probléme non-linéaire. La non-linéarité qui intervient
dans I’équation homogénéisée ne peut étre explicitée, ce qui rend des résultats peu
utilisables. )

Cette observation reste valable aussi pour le cas d’un milieu élastique. L’interaction
entre un fluide visqueux et un solide élastique est un probléme ouvert, méme dans
le cas linéaire.

Pour éviter de telles difficultés supplémentaires nous allons étudier le cas du
systeme Navier-Stokes linéarisé. Cette linéarisation connue depuis longtemps
(J-L. Lions [29]) nous permet d’utiliser la plupart des résultats obtenus dans le cas
du systéme Stokes. D’autre part il faut noter que dans la condition de continuité
des contraintes normles on voit aparaitre une non-linéarité, qui dans le cas de la
linéarisation introduite par J-L. Lions peut-étre évitée.

Avec le systéme de Navier-Stokes linéarisé ’étude du probléme conduit finale-
ment aussi & des phénomeénes de mémoire longue dans le probleme homogénéisé.
En plus un terme nouveau aparaitra dans ’équation au niveau macroscopique.

Apres la formulation du probléme, avec la linéarisation dont on a déja parlée,
on fait les estimations a priori. Pour cela on a besoin de deux lemmes techniques
pour pouvoir estimer les nouveaux termes qui interviennent. Dans la section 3 on
introduit le prolongement de la nouvelle pression, ce qui nous permet de passer a
la limite quand ¢ — 0. Le probléme local qu’on obtient est le méme que celui
obtenu au chapitre 1, donc on peut expliciter la solution. Dans les deux derniers
paragraphes on obtient le probléme homogénéisé, les coefficients homogénéisés et

on passe 3 la limite avec 6 — 0.
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§1. Formulation du probleme

Le domaine reste le méme que celui introduit au chapitre 1. On garde les mémes
tenseurs des contraintes dans la partie solide et dans la partie fluide, c’est a dire:

(1.1) 0:(’566 = Qjjkh ekh(ue‘s)

(12) 0'2’566 = —p€56ij -+ 2,LL€ij (’086)

La différence avec le probléme traité dans le chapitre 1 réside dans le fait qu’on
considére le sytéme de Navier-Stokes dans la partie fluide. Donc on se propose

d’étudier ’homogénéisation du systéme suivant: .

( aveé

— uAv® + pj (va‘an)vsﬁ = f—Vp*® dans an x (0,T)
dive®® =0 dans Qs x (0,7)

8?ug® 0 25 )
(1.3) $Ps g~ dz; (aijkhekh(u )) = f; dans Qs x (0,T)

8u56
¢ = EY, sur Feg
v’ L 6 s 6
L.U' an —p ng— §Pf’0j Vi n; = aijkhekh(u )nj sur I'es

avec les conditions suivantes:

u(x,0) =0

(1.4)
8ue6

ot

(z,00)=0
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Suivant une idée de J-L. Lions [29], retrouvée aussi dans D. Cioranescu et J.
Saint-Jean Paulin [15] on va linéariser le systéme, c’est & dire qu’on va faire dis-
paraitre la non-linéarité du probléme; et ceci pour faire disparaitre la non-linéarité

de la condition de transmission (1.3)s5.0n connait la formule suivante:

2

(1.5) (v.V)v = V(%—) —vATOb v
et on introduit une nouvelle pression:

1 2
(1.6) qeé — peé + Epf (,Us&)

Ceci nous amene au systéme équivalent suivant:

( b U€6

Pf =5y —pAv55+pfrot v Avt = f — V¢ dans Qf;s x (0,T)

divv®® =0 dans Qgé x (0,T7)

O?us® 0 5 )
(1.7) CPs 3 ~ 9z, (aijkhekh(u )) = f; dans Q25 x (0,T)

s _ 8u56
ot

sur I'gs

Oves

1

\“an

6 6
— qE n; = aijkhekh(us )nj sur Feg

toujours avec les conditions initiales (1.4).
Remarque 1.1 Le probléme de I'unicité reste ouvert dans le cas général.

Remarque 1.2 Pour l'existence d’une solution du systéme (1.7) voir J-L. Lions
[29].
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Grace & (1.7)4 on prolonge v%% & Q tout entier par:

aueé
€6 — 51 sur £

et on peut alors mettre le systéme (1.7) sous la forme suivante:

(525 '
Pl g~ pAv® + pf rot v A8 = f — V¢*® dans Q£ x (0,T)

o ueé

div 57 =0 dans Qf__céx(O,T)

ust 9 : s
(1.8) < ps 572 3o (aijkhekh(u 5)) = f; dans Qs x (0,T)

j
o eb
v = ;t sur I'cs
0 811,55
{ Né—n( 32 ) — ¢*n; = aijkhekh(u€6)nj sur ['cs

On définit les coefficients suivants:

0, yeY]
aijkh(y) =

S
Qijkh, Y & Ygs

20u(8ikbjn + 6i50kn), Y € Ye{S
(1.10) bijkn(y) =

0, yeY5

Les ai;kn(y) et les bijkn(y) vérifient les mémes conditions de symétrie et coercivité

qu’au chapitre 1. Avec ¢a on a la formulation variationnelle du systéme (1.8):
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(1.11)

|

( Trouver u®(z,t) € [HE (N, ¢¢’(z,t) € L2(9) tels que :

0?ugs . 0wt . o u® \ 8¢
/Q” 52 ¢d$+/9(“iikhaxh +bijkhaxhat)axjd‘”+

au€6 au66 ; e 1.
+/Q£6pf(rot( a5 ))d)daz——/ﬂiéq div ¢ dz —

=/fi¢,-dsc v € HH(Q)
Q

€b
Ou =0 dans Q£6X(O,T)

div
\

at
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§2 Estimations a priori

A partir de la formulation variationnelle (1.11), on va établir des estimations,

mais sur la transformée de Laplace de u®%; c’est & dire qu’on introduit:

+oo
u(z, ) = / e > u(x,t)dt
0

et alors:

Lemme 2.1 Sous les hypothéses faites précédemment on a:

(2.1) - ”aEé”Hé(Q) <c

avec la constante indépendante de € et de 6.

Démonstration
ueé

ot

Dans la formulation variationnelle (1.11) on prend comme fonction test et

cela, nous donne:

82 65 aueé aueé 82u56 a2u§6
da bE, k L
AFT TS +/( Tijkh Gy T ”khamhat> dx; 0t dat

aueé aueé‘ 8u56 o5 aueé
+/Qf pf(rot (W)A( 51 )) 57 d:z:—/nisq div 5 dr =

e
o usé
- [ #5

C’est a dire:

' 32 56 8u56 auecS . 32 ui& 32 u:_:é aueé
(22) | r5e 5 d‘”/g( iikh G 3, +bij’°hamhat>aa:jatd“’ /f1

Dans cette relation on passe & la transformée de Laplace:

54




/\3 d 2 aié du ug’
A 'l,
/ $+/ ijh axh 6:1';] d$+

ouy 0uf
Y € = el
+ Lamkhaxh amj d.’l: /f’l. dx
D’ou:

oug 8@55

,\2/(2p(a€5)2d:c+/( a5pn + A5jkn) F oy —t dr =)\ /fz a0 dx
J

02 ¢ @020 < /Q Fa% da
2] ¢ 3820y < NPl 1300 ooy

Donc on en déduit:

(2.3) 12|l L2y < ¢

avec la constante indépendante de é.

On a les résultats suivants:

g *hller < lglleellhlle g€ LP, he LY

(2.4)
1 1 1
avec —=—-—+—--1>20p,q>0
r p 4
(2.5) L®(Q) — L*(Q)

d’ou on en déduit:
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aai& , O U 8A€6 3’\56

I dzn Oz, ”L2(Q) c| Sz, 8 “L°°(Q) <

(2.6)
aae& 6@65
< C” ||L2(Q)| ||L2(Q)
Et avec ¢a on obtient:
(2.7) IV @2y < ¢

avec la zonstante indépendante de € et de 6. Les relations (2.3) et (2.7) nous
conduisent & la relation (2.1).

Au cours de cette démonstration on a utilisé les résultats suivants:

Lemme 2.2 On a :

duss ducd \ dusd
(2.8) : /Qf pf(rot( 51 ) A (at )) 71 drx =0

eé
Démonstration Voir J-L. Lions [29].

Lemme 2.3 Soient a(.), b(.)e L*(Q) deux fonctions qui admettent des transformées
de Laplace a(z, \) et b(z, \). Alors:

(2.9) a(z, \) x b(z, A) = ab(z, \)

le produit de convolution étant considéré par rapport a A.

Démonstration

On va expliciter le membre de gauche, c’est & dire écrire le produit de convolution:

a(z, \) ¥z, ) = /0 " ae A — s)b(z, s)ds =
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= [T et e-ta@ar [7etniar)as =
= [T e atwaresnedeat) as =
= [Tea ([ [ e oueasag)ae =
[T ([ ([ e eeae)as)a -
= ["eat([ entopas)ar =

_ / " e~Ba(t)b(t)dt = Gb(z, \)
0

On a utilisé le résultat: b(t) = fooo etsg(s)ds. Pour ce résultat voir Fomine et

Kolmogorov [24].
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§3 Prolongement de la pression

A partir de maintenant on va travailler sur le systéme (1.11) auquel on a appliqué
une transformée de Laplace (comme celle du chapitre 1 §1). C’est & dire qu’on va

travailler sur le systeme suivant:

( Trouver %°(z, \) € [HY ()], §%(x, ) € L*(Q;) tels que :

. 0T 0
/\2/Qpafcsqbida:-l—/n(afjkh+)\bfjkh)a—x';aw;dg;_

B T . ' /\66 _
ol l, i

_ / Fididz Vo € [HEQ, YReA > Ao > 0
Q

L diva®® =0 dans an

Comme on peut s’attendre dans ce cas, du systéeme Navier-Stokes dans la partie
fluide, on va utiliser la nouvelle définition de la pression introduite au chapitre 1 §

3, bien sur adaptée a cette situation.

Définition 3.1
Si g% € L2(Qic s) est la pression du fluide considéré alors on définit une nouvelle

pression de la maniere suivante:

_ L
€2 Qf,

(6

6
g°°dx dans Qf;s

1

6
T o q-’dz dans Qs
b

Remarque 3.2 On a les mémes propriétés de cette nouvelle pression que pour celle
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définie au chapitre 1. C’est & dire que le lemme 3.3 du chapitre 1 reste valable aussi
dans ce cas, pour @5‘5 . Si on note:

T’ = —Q%6;; + 2uhe;  (T°°)

~3,e6 ~ —~
Ufje = —QE'S(SU + aijkhekh(U66)

alors la condition:

~fed ~ __ ~s5,€6
0;; My =0; mnj Sur |
est équivalente & la condition (1.7)s.

Avec tout ¢a on a:

Lemme 3.3 Sous les hypotheses fc‘zites précédemment on a:

(3.3) 13% 0 2y <
avec la constante indépendante de € et de 6.
Démonstration

La démonstration est la méme que celle du lemme 3.3, chapitre 1 a la seule
différence que pour le terme avec le produit de convolution on va utiliser & nouveau
les relations (2.4)-(2.6).
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§4 Le théoréme de convergence pour € — 0

Théoreme 4.1 Sous les hypothéses faites précédemment on a:
(i) Il eziste une fonction ©% € [H(Q)]N telle que, quitte d extraire une sous-suite:

(4.1) a8 — 2%  dans Hy(Q) faible

(4.2) 4% converge double-échelle vers 7%

(ii) Il eziste une fonction @'(z,y) € L*(Q, Hy(Y)/R) telle que, quitte & extraire une

sous-suite: -
oug’® . 02 au’
@3) [ Gev@e@e— | (FE@+ G ey

v e L2(Y) ¢ € K(Q)
(iii) Il existe une fonction Q%(z,y) € Lz(Q,Lg(f’) telle que, quitte a extraire une

sous-suite:

(4.4 /Q G () (@)p@)de — | O%(x, y)(y)e(z)dzdy

QxyYy
vy e LA(Y) ,¢eK(Q)

Démonstration Voir la démonstration du théoréme 4.1 du chapitre 1 §4.

Corollaire 4.2 Les limites 2%, 6% et QU ont les propriétés suivantes:

(4.5) div, @ (z) + divy @'%(z,y) =0 sur Q x ¥y

(4.6) Q%(z,y) =B sur QxY,
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ou B est une constante.
Démonstration Voir la démonstration du corollaire 4.2 du chapitre 1.

Remarque 4.3 De méme que dans le cas étudié au chapitre 1 la valeur de la

constante qui apparait dans la formule (4.6) est donnée par:

. 1 ‘ Aeb
wn 5=t [, @
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§5 Le probleme local pour @!® et Q%

On introduit:

(5.1)

Q4(z,y) = @05(3{,?/) +B

ol B est la constante déterminée par (4.7).

Dans ce cas en utilisant le corollaire 4.2 du paragraphe précédent on a:

(5.2)

Q%(z,y) =0 dans Q x Y

La formulation variationnelle (3.1) s’écrit & 1'aide de la définition (3.2):

(5.3)

AES q: 7 2(¢. R Y Pl 2
ﬁ /QQ le(ﬁd:L‘-{-—Lf A ((5,,1(51,1] 5136ml) 9z

( Trouver @%(z, A) € [HEQ)]N, Q%(z,\) € L3(Q) tels que :

~e6 7 € £ oug’ 8(151

aasé s
Lk Uy ida =

€é J

- / Fiddz Vo e [HAQIN, VReA > Ao > 0
Q

[ diva*® =0 dans Q/;

Maintenant pour obtenir le probleme local pour 49 et @0‘5 dans la formulation
variationnelle (3.1) on prend comme fonction test ey¢, avec ¢ € [H, WMV, ¢ €

D(Q2) et avec la regle de dérivation suivante:

OY;  1/0¢;\e, . 10y
5o~ z(ay) )= 23y, (2
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Cela nous donne:

s - 0ug [ 0%z, . 0
)\2/qui 5¢i¢d$+/ﬂ( Ukh+>\bmkh)5—(¢ay]( ) + ey J)
s r o 9
(5.4 - [ @ v i3 + v g
J

+ [N (bubns ~bigbt) L aSei o = ¢ | Bt
of, 9 x;

Si on passe a la limite double-échelle dans cette formulation on voit bien que le
‘terme qui contient le produit de convolution va disparaitre et donc on obtient le
méme probléme local que celui obtenu dans le paragraphe 5 du chapitre 1, c’est a
dire:

( /Y(aijkh(y) + Abijen (v) (€A (2%%) + e%h(ﬁ’w))egj () dzdy—

- / Q% (z,y)divydbdy =0 Vo € Hy(Y)
(5.5) ¢ Ys

div,a% + divy 0% =0 dans Q x Yy

| Q% =0 dans Q x Y,

En appliquant les résultats abstraits de ’annexe 3 on a, pour %% donné, I’existence
et 'unicité de la solution (7%, Q%) du probleme local (5.5). Puisque le probleme
local est identique & celui du cas traité au premier chapitre, il est évident que les
résultats, concernant le probléme local, qui ont été démontrés pour le cas Stokes
restent valables dans notre cas, celui o on a le systéme Navier-Stokes dans le fluide.

Donc 'unique solution du probléme (5.5) est donnée par:

(5.6) @' (z,y) = n°(y) diva@® + exn(@%)xg" ()
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(5.7) Q%(z,y) = m’(y) div,u® + exn(@*)gf" (y)

ot (x&,¢9,) est Punique solution du probleme (6.1) du chapitre 1 et (n®, ) est
'unique solution du probléme (6.2) du chapitre 1.

On a aussi les estimations du chapitre 1 concernant les solutions des problémes
(6.1), (6.2) et (6.3) données au chapitre 1; c’est & dire qu’il existe des constantes

indépendantes de § telles qu’on ait:

(5.8) IVy x5 2 ) < @
(5.9) | lggnllL2) < c2
(5.10) 1Vy 12y < c3
(5.11) 7l L2y < ca

Remarque Toujours d’apres les résultats établis au chapitre 1 on en déduit les

convergences suivantes, qui ont lieu, quitte & extraire une sous-suite:

(5.12) Xk — Xk dans H;(Y) faible
(5.13) ¢Sy, — ¢*" dans L*(Y) faible
(5.14) n® —n* dans HZI, (Y) faible
(5.15) 0 — 7 dans L}(Y) faible
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§6 Le probleme homogénéisé (pour ¢ — 0)

On rappelle la formulation variationnelle de notre probleme:

( Trouver 4% (z, \) € [H ()Y, Q% (xz, \) € L%() tels que :

. ' B Asé a¢
2 —~e8 z
A /quf Qbid.’E-F/Q( ”kh+/\b”kh)_—3xh 893]- _

~eb
0u;

(6.1) < / @56 div (Z)diL' + / A2 (6il6mj - 6ij6ml)—
Q f 8.’17j

Q

* U didx =

b

_ / Fbidz Vo e [HLQ)N, YReA > Xg > 0
Q

| diva®® =0 dans Q£5

Théoreme 6.1 Pour — 0, la limite double-échelle du systeme (6.1) est:

/\2/ m(p) A06¢1d$+ / (C ijkh +Dz]kh)€kh(AO )eij(@dm‘F

(6.2)
~06

au-
+>\2/(Eu,ch(9 I

1
quelque soit ¢ € D(Q) et ReX > Xo > 0; ot m(p) = IT/—I/ pdy et les coeffi-

10 pidr = / fidida

cients Cjkh et D”kh sont donnés par les formules (9.2) et (9.8) du chapitre 1. Les

coefficients E?

sikn Sont donnés par:

an} X6,
(6.3) Efj.,ch = (6i16hs — 6isOni) /Y , (6lj53k+ 3yls Sik + s 5jh)dy



Démonstration

Pour ¢ € D(Q) on veut passer & la limite avec € — 0 dans (6.1). D’apres
le chapitre 1 on sait passer & la limite dans tous les termes de P’équation (6.1), &
'exception de celui qui contient le produit de convolution. Pour passer a la limite
dans ce terme on observe d’abord que, puisque le produit de convolution est pris
par rapport & A alors on a la convergence double-échelle suivante, qui a lieu, quitte

3 extraire une sous-suite:

(6.4) (V uc?) 7% converge double-échelle vers (Vzﬂo‘s + V, ') * 4%

ceci & cause du.théoreme de convergence 4.1.
Et donc on en déduit que si on passe & la limite double-échelle dans (6.1), avec
¢ € D on obtient:

/\Q/Qm(/?)a?%id$+/ﬂ(cfjkh+ijkh5kh)€ih(ﬂ06)€ij(95)‘1154"

aud guld -
6.5 +/ A2(6,6ns — 6is6 Lo 2L ) 4 0%idr =
( ) QxYy ( e hl)(axs 3ys ) h

= /Qﬁd—)zdw

et en tenant compte de (5.6) :

aud  ourd
)\2 61, Sno — 511.96 l + l ~06
nyf (Bu8ns h‘)( dx, = Oys )

: aud® oand oud® 3X’§'Z’ o udd -
/Q A (6zl6hs d 5hl) Lf( Oz * 0ys Oxk sk + O0ys 0wk ) y*Up Gt

9 . _
_ /Q 22 (8:16hs — Bisht) /Y f (5U53k+ 3y Ot G 6n ) dy R



706

=);2/Q(ESS o4 )*17?16¢-5ida:

ijkh ) Ti

La derniere égalité a lieu si on prend les coefficients Efj i, donnés par (6.3). D’ou

si on remplace dans (6.5) on obtient précisémment (6.2).
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§ 7. Passage a la limite avec 6 — 0

Le résultat donné par le lemme 10.1 du chapitre 1 §10 est valable aussi dans ce

cas, donc on a:

(7.1) 7% — 7* dans H}(R) faible

et on en déduit:

Théoreme 7.1 Pour § — 0 la limite u* de ©% wvérifie I’équation suivante:

3 [ o)tz + [ (G + Diy)own(@)ews (@) dt

(7.2)
+ )\2/ ( * __‘9"7;) x U ¢y :/ fididz
o z]khaxh h%1 o 1

ceci pour tout ¢ € D(QY), ou:

et T 6
Cijkh = ;1_{% Cijkh

(7.3) ﬁ Dijkn = gi_f{(l) DSikn

* 13 6
\ Elikn = %l_I}}) Eiikn

Démonstration

Toujours d’aprés les résultats établis au chapitre 1 on sait que les coeflicients
C’fj ih €6 ij +, Sont bornés par des constantes indépendantes de 6 et donc on connait
P’existence des coefficients limites Cy, et Dy 11 nous reste a montrer maintenant

5

que les Eu‘ wp, Sont aussi bornés:
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5 v
o 5 4+ TX0 14y, <

IEZthl < |6 l6hs 6zséhl|/ |6zl6sk + — 6'!/3 ays >~

0 X
S61/<]513 Osic| + | m6k|+| “])dySClCQ

S

car on a les estimations données (5.8)-(5.11). Donc on en déduit:

(7.4) |Ez§jkh| <c

avec la constante indépendante de 6. D’oul on en déduit ’existence de:

Efjkn = hm E]kh
et donc si on passe 3 la limite dans (6.2) avec § — 0 on obtient (7.2).

Remarque 7.2 On voit que dans le cas d’un systéeme Navier-Stokes linéaris¢ dans
la partie fluide on utilise, car ils restent valables, de facon essentielle les résultats qui
ont été démontrés dans le cas d’un systéme Stokes dans la partie fluide. La différence
entre les deux cas est plus évidente pour I’équation limite (7.2) qui contient un terme

en plus, celui avec le produit de convolution.
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CHAPITRE 3

HOMOGENEISATION DU PROBLEME DE NEUMANN

DANS

DES MILIEUX POREUX AVEC DOUBLE PERIODICITE



Chapitre 3. Homogénéisation du probléme de Neumann dans des milieux

poreux avec double périodicité

§1. Introduction

I écoulement des fluides & travers des milieux poreux représente un probléme
d’une grande importance, avec de nombreuses applications dans ’exploitation des
gisements pétroliers, la pollution, la géophysique, etc. Dans la pratique des exploita-
tions pétrolieres on rencontre le plus souvent des milieux poreux fissurés. Dans ce
cas un probléme sur lequel on a beaucoup discuté est la modélisation de ces mou-
vements. En effet on connait les équations propcsées par Barenblatt et Zheltov [7]
qui introduisent deux pressions différentes dans les blocs poreux et dans les.fissures.
On décrit, dans ce cas, I’écoulement moyen, ou macroscopique, avec deux équations
qui contiennent un terme de transfert entre les blocs poreux et les fissures; ce terme
est représenté par la différence des deux pressions.

En utilisant la méthode de Phomogénéisation, Th. Levy [28] et P. Donato et
J. Saint Jean Paulin [20] ont proposé un modele qui contient une double périodicité.
Plus précisément dans les fissures I’écoulement est périodique en ¢ et dans les blocs
poreux en e2. Le résultat qu’on obtient en passant a la limite est une loi de Darcy
avec un tenseur de perméabilité différent du tenseur classique de la loi de Darcy
(E. Sanchez-Palencia [38]).

Un autre modele d’écoulement dans les milieux poreux fissurés, proposé par
T. Arbogast, U. Hornung et J. Douglas [5], U. Hornung [27], connu comme le
modele de double porosité, consiste dans l'introduction de deux perméabilités tres
différentes dans les blocs poreux et dans les fissures. Plus précisément si on sup-
pose que la perméabilité des fissures est de P’ordre de I'unité, alors dans les blocs
poreux on prend une perméabilité de 'ordre de £2. Le résultat du processus
d’homogénéisation qu’on obtient est un modéle avec deux pressions et donc avec un
terme de transfert lié & la différence des deux pressions.

Tl faut noter que le modele avec double périodicité est un modele d’écoulement
stationnaire tandis que le modele avec double porosité est un modele d’écoulement
non-stationnaire.

Le probleme qui se pose et de savoir s’il y a un lien entre ces deux modeles.
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Pour répondre & cette question nous allons étudier un probléme de Neumann,
qui représente d’un point de vue mécanique un probléme de double porosité, dans
le cadre d’un milieu avec double périodicité. Le résultat d’homogénéisation qu’on
va démontrer est qu’au niveau macroscopique on a une loi de Darcy, ce qui veut
dire, qu’au moins dans le cas stationnaire, les deux modeles coincident.

D’un point de vue mécanique, on sait que I’écoulement d’un fluide & travers un
milieu poreux est décrit par:

la loi de Darey:

(1.1) v=—k(Vp— f)
oll v est le vecteur vitesse, p la pression, k le tenseur de perméabilité (qui est

symétrique et défini positif, cf. E. Sanchez-Palencia [38]), et f les forces extérieures.

’équation de continuité:

(1.2) dive=20

la condition sur les frontiéres imperméables:

(1.3) vn =0

On voit done, que d’un point de vue mathématique, on est conduit & résoudre

un probléeme de Neumann:

(1.4) —div (AVu) = f

(1.5) AVun =20

En plus si 'on considére maintenant que le milieu poreux est formé par des

fissures d’ordre € et des blocs poreux qui contiennent des inclusions (ou des trous
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d’ordre €2, le probléme de Neumann qu’on a & résoudre est tel qu’on cherche des
solutions doublement périodiques, en € et £2.

Pour étudier ce probléme on va utiliser la méthode de la convergence triple-
échelle, qui est un cas particulier de la convergence multi-échelle introduite par
G. Allaire et M. Briane [4].

11 faut souligner qu’il y a des différences entre le résultat général de Allaire et
Briane et notre probleme. Notre domaine décrit, par sa nature les milieux poreux
fissurés (voir Th. Levy [28]) et ceci se traduit par l'introduction de la fonction
caractéristique du domaine, mieux adaptée & I’étude des écoulements dans des mi-
lieux poreux (voir P. Donato et J. Saint Jean Paulin [20]). De ce point de vue, a
notre avis, le probleme de Neumann que nous étudions décrit bien les phénomenes a
double porosité. Enfin pour étudier la convergence du processus d’homogénéisation
nous allons utiliser Popérateur de prolongement introduit par D. Cioranescu et
J. Saint Jean Paulin [10] au lieu du prolongement par zéro utilisé par Allaire et
Briane. Cela nous permet de travailler directement dans P’espace H(Q) et donc
d’éviter des démonstrations ultérieures d’appartenance & cet espace. On peut aussi

noter des différences dans les points techniques des différents lemmes qu’on utilise.
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§2 Formulation du probleme et estimations a priori

Soit € un ouvert borné de R3. On considére 'ouvert:

Q. =0\ S5

ou le fermé S est obtenu de la maniere suivante: Soit Y et Z deux cellules de

référence fixées,

Y = [0,49] x [0,53] x [0, 53]
Z =0, 2%] x [0, 2] x [0, 23]

et on pose: 0 = (¥9,49,99), 20 = (29,29,29). On note F C Y et S C Z deux

sous-ensembles fermés avec des frontieres réguliéres et tels que:

(2.1) | £0 |S|#0

ou | .| denote la mesure de Lebesgue 3-D.
On répete F et S par “Y-périodicité” et respectivement par “Z-périodicit€” et

on suppose que:

(2.2) U (F + ky°) et U (Z + k2°) ont une frontiere de classe C*
kez3 kez3

On suppose aussi que:

quel que soit ¢ il existe un ensemble fini K, C 73 tel que

(2.3) 2
U =@ +k°) =Y
keK. €

Cela veut dire que pour tout € la période Y est couverte exactement par un
2

yd 6 N\ 7
nombre fini de cellules translatées de —7Z. Le parameétre € est censé tendre vers 0.
€
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On pose:

¢ = (Y\F)ﬂ( U E;(S+kz0))

(24) keK,

Ye=Y\5¢

On sﬁppose que S% () F = 0 pour tout € > 0. Puisque S§ est un sous-ensemble

de Y \ F', un sous-ensemble de fermés (“inclusions”) distribués périodiquement avec

. € N . . . . .
la période — et de la méme dimension que la période. On suppose aussi pour

simplifier que:

Ve > 0 il existe un ensemble fini H, C Z3 tel que

U e(S% + hy°) ﬂQ = U (S + hy?)
hezZ3 heH.
Cela veut dire que la structure de . présente une double périodicité (e et £?).
Les zones dans lesquelles les inclusions sont concentrées sont € - périodiques et de

dimension e. Les inclusions dans chaque zone sont €2 - périodiques et de dimension

g2,

On veut étudier avec la méthode de I’homogénéisation le systéme suivant:

(2.5) T ue =0 sur Q)

0ug

Lan =0 surdSq

ou f € L*(Q).
Soit I’espace:

V. ={¢p € H(Q.) | ¢ =0sur 90}
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On prend ¢ € V. et on multiplie ’équation (2.5); par cette fonction test. On
obtient:

—/QE Auegbdx:/nefqbd:c

Mais on a la formule de Green:

—/ Auedex:/ V u, V¢dac'—/
Qe Q. 8Q, on

c’est-a-dire qu’on a, compte tenu des conditions (2.5)y et (2.5)3, et du fait que
¢ € Ve

¢ds

—/ Ausd)da::/ Vu, Vodx

Alors on obtient la formulation variationnelle du systéme (2.5):

Trouver u. € V, tel que:

(2.7)
/VuEqudx:/ fodxr V¢ e Ve
Q. Q.

Théoréme 2.1 Le systéeme (2.7) admet une unique solution.
Démonstration

Si on pose:
a(u,v) =/ Vu Vudz
Qe

L(v)=/ﬂsfvd:z

le théoréeme de Lax-Milgram est vérifié pour a(., .) qui est une forme bilinéaire,
continue et coercive, et L(.) qui est une forme linéaire et continue. Donc on a

assuré l'existence et I'unicité de la solution u. de (2.7).
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Lemme 2.2 Sous les hypothéses faites précédemment on a:

(2.8) [uell2(n.) < e

(2.9) 19 el 20y < ¢

avec les constantes indépendantes de €.
Démonstration

Dans (2.7) on prend u. comme fonction test ce qui nous donne:

/|Vua|2dx=/ fuedx
Q. Qe

d’ou:

(2.10) 1A Ue||2L2(QE) < £z, lluell 2(a.)

Dans ce cas on a ’'inégalité de Poincaré:

(2.11) lucllZaa.y < eIV uellz2(a.)

avec la constante ¢ indépendante de €. Les inégalités (2.10) et (2.11) nous conduisent

exactement aux inégalités annoncées (2.8) et (2.9).

Remarque. Tous les résultats qu'on démontre peuvent étre étendus au cas ou les

inclusions sont périodique avec la période r. et de dimension r, avec

(2.12) lim = =0

2 est le cas physique, celui qui nous

Le cas qu'on a choisi de traiter, i.e. 7. = €
permet d’établir la relation entre le modele avec double périodicité et le modeéle

avec double porosité, dans le cas stationnaire.

76



§3 Construction de ’opérateur de prolongement

Pour pouvoir passer 4 la limite dans le systéme (2.7) on est obligé de construire
un opérateur de prolongement P. € L(V;, H}(R?)). Pour ceci on va utiliser les
techniques introduites par D. Cioranescu et J. Saint-Jean Paulin [10] et aussi des
résultats de C. Conca et P. Donato [18].

Lemme 3.1 Il existe une famille {P.} d’opérateurs de prolongement linéaires et
continus, P. € L(Vz, H}(Q)) qui vérifie:

(3.1) (P9)(z) = ¢(z) Vz €

(3.2) /Q|V(PE¢)|2d:c < c/Q |Vé|’dr V¢ € Vs

avec la constante c indépendante de €.
Démonstration

Pour démontrer ’existence d’une telle famille d’opérateurs on voit qu’il suffit de
démontrer existence d’une famille Q. € L(H(Y:), H'(Y)) qui vérifie:

(3.3) (Qcd)(z) = d(z) VzeYe

(3.4) [ v@oPas<e [ Vofdr v <)

avec la constante indépendante de €.

Construction de Q¢

187¢ étape
On note 28 = D, D = D\ S. D’aprés D. Cioranescu et J. Saint-Jean Paulin [10]
on sait qu’il existe un opérateur:
q € L(H(D), H'(D))
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(3.5) (q%) =9(y) WyeD

(3.6) /EIV(CI%b)lzdySq /D VylPdy v € H(D)

ou ¢; dépend seulement de S.

On introduit les notations suivantes:

2
£ 7-2,
3

2
£ 5=5.,
g

:2 = Z€2 \3-52

2¢me &tape

Lemme 3.2 Il existe un opérateur de prolongement q. € L(HY(Z2,),HY(Z.2)) tel
que:

(3.7) (4:9)(z) = d(z) Vz € 2%

(38) [, Vadrarse [ verds voe iz

€ €

Démonstration du lemme 3.2

A l’aide de 'opérateur q on définit ¢e de la maniére suivante:
Pour ¢ € H(Z2,)

(3_9) ¢(z) siz € :2
(QE¢) (.’L‘) =
(q¥)(z) siz e 5.2
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. z T
i (z) = $(5), 2 = 5
Avec cette définition on voit bien que g vérifie (3.7). Il nous reste & montrer

qu’on a aussi (3.8). On a:

(3.10) /S |Ve(ged)|?dz = £ /S |V, (q)|?dz

et en utilissant aussi (3.6) on obtient:

/ IVx(ngb)IzdecleQ/ |vz¢|2dy=c1/ |V p|2dz
S.2 S S,.2

Dou: -

/ Valged)dz < (1+c1) / IV ¢dx
Z,s z*

2

qui démontre (3.8) avec c=1+c¢;.
3¢me étape (Définition de Q)
Pour ¢ € H(Y.) on définit:

(¢:0)(z) si T € Ze2
(3.11) (Qed)(z) =
¢(z)siz e F

(quand on prend x € Z.2 dans cette définition on sous-entend la réunion des Z.2
contenus dans Y).
Avec cette définition Q. vérifie (3.3) et (3.4).
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§4 Passage a la limite et probleme homogénéisé

Puisque P.u, = u. dans €, et u. = 0 sur Q2 on en déduit que P.u. € H ().
Et on se rappelle aussi qu'on a les estimations (2.8) et (2.9), donc la suite (P.u.)
reste bornée dans H}(Q):

(4.1) ”Peuean(Q) <c

avec la constante indépendante de e.
En appliquant la proposition 2 de ’annexe 2, sur la convergence 3-échelle, on a

les résultats suivants:

Théoreme 4.1 Sous les hypothéses précédentes on a:

(1) Quitte & extraire une sous-suite, les convergences suivantes ont lieu:
(4.2) P.u. — u(x) dans Hj(Q) faible

(4.3) P.ue converge 3-échelle u(x)

(i) Il existe deux fonctions uy(z,y) € L*(Q, Hy(Y)/R), uz(z,y, 2) €

L*(Q x Y,H}(Z)/R) telles que, quitte & extraire une sous-suite on a:

(4.4) V(Peue) converge 3-échelle V,u(z) + Vyui(z,y) + Vyug(z, y, 2)

Si on utilise le prolongement P la formulation variationnelle (2.7) s’écrit:

(4.5) /QXQE(:E)V(PEUE) Vd)dx:/ﬂxge(m)f(a:)qb(m)da:

pour toute fonction ¢ € Hj ().

Maintenant on va établir le probléeme local et le probleme homogénéisé pour
(4.5).
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Théoréme 4.2 Pour € — 0 la limite 3-échelle de (4.5) est donnée par:

[ (e xne)xns(@) (Vaule) + Vsl +

(4.6) + V,us(z, v, z)> (vgc@(x) +V,®1(z,y) + V. ®a(, v, z)) -

IFL AFUZASY [ e
(77 JRCECE

et ceci VO € D(Q), @1 € D(Q,CP(Y)), @2 € D(Q,C0(Y x Z))
Démonstration ‘

On rappelle que:

Q. = {z € 2| xa,(z) = 1}

et on a:
x T x
xa. () = xr(=) + xv\r(=)x2s(=)
£ £ €
Pour toute fonction ¥(z,y,2) € D(Q,C°(Y x Z)), on a, compte tenu de la

définition 2 de 'annexe 2:

im [ (er() +xrr(Ohns() U@ 5 )z =
(4.7)

[ (xe@) + xne) xans(2)) ¥y, 2)dadydz
QxYxZ

Dans (4.5) on va prendre des fonctions test de la forme suivante:

T 2 r X
®(z) + Py (z, —6—) + e Py (z, pp gg)

avec ® € D(Q), &1 € D(Q,CR(Y)), @2 € D(Q,C°(Y x Z)). La régle de dérivation

étant:
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V=V;+ 6‘1Vy +e72V,

on a:

Tyig2 ZTV) = z
V((I)(a:)+e<1>1(m,6)+s @2(33,6,62)) Vad(z) + & Vadi(z, 2)+

T 9 T T z T T z
vyél(xa g)‘*—E V$®2(xa;’§)+5vy@2(z,_€"agi)+vzq)2($a'ga'6_2)

Si on introduit cette fonction dans (4.5) on obtient:

[ e+ xeEins () V(Pe) (Va2(e) +e0aa(o: )

x 9 r T T x
+ qu)l(:v, E) + € qu)z(ili, E, 5_2-) + Equ)Q(x, E, 6_2) + Vzég(a:, E

Z/Q(XF(§)+XY\F(§)XZ\S(§§)) (‘1’(93)+€<I>1($,§)+62@2($,§,

On passe & la limite dans cette relation en tenant compte du théoreme 4.1 et de
la relation (4.7):

[ (e +xne@xns@) (Veute) + Vye)+
OxYxZ
+ V,uq(z, v, z)) (meb(:c) + Vy®1(z,y) + V. P2(z, v, z))d:cdydz =

= [ (e + e x5 () S() Bla)ddyds
QxYxZ

On peut se poser la question qu’est ce qui nous permet de passer & la limite dans
cette équation puisqu’on a deux suites qui convergent toutes les deux 3-échelle. Le
résultat donné par le théoréme 3 de 'annexe 2, nous permet de passer a la limite

dans cette équation; et on a aussi:
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. T T T
lim ||XF(;) + XY\F(E)XZ\S(E—Q)HLZ’(Q) = |Ixr(y) + x»r\r®) x2\s(2) | L2(axy x 2)

ce qui nous permet d’obtenir:

/QxYxZ <XF(y) Fxne) XZ\S(Z)) (V-’”“(‘”) * Vyu.l (2,9) + Vauz(a, v, z)> (Vx®($)+

+ V@i (z,y) + V. P2(z, v, z))dxdydz =

[F| Y \F||Z\S]
/Q<|Y|+ Y] 2 )f(@) ®(z)da

exactement (4.6). q.e.d
On note:

Ay, z) = xr(¥) + xv\r(¥) x2\5(2)

Définition 4.3 Soit w € H,(Z \ S)/R 'unique solution du probleme suivant:

— div, (A(y, 2) V,w) = —div, (A(y, 2)) dans Z\ S
(4.8)
Ay, z)(Id — V,w).n=0sur 95

Définition 4.4 Soit :

(4.9) Ai(y) = /Z\SA(y, z)(Id — V,w)dz

Définition 4.5 Soit v € H,(F)/R I'unique solution du probleme suivant:
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— divy (A1 (y) Vyv) = —divy (A1 (y)) dans F
(4.10)
Ai(y)(Id—Vyv)n=0sur 9F\ Y

En prenant succesivement dans (4.6) comme fonctions test & € D(Q2) et &; =0,
®, = 0 puis &, € D(Q,C’f(Y)) et ® =0, &, = 0 puis &2 € D(Q,C°(Y x Z))

et ® = 0, &; = 0 le systéme (4.6) s’écrit sous la forme suivante, au sens des

distributions:

(= div, (A(y, 2) (Vou(z) + Vyui(z, y) + Voua(z,y, z))) =0dans @ x Y x (Z\5)

- divy[/ Ay, 2)(Veu(z) + Vyui(z,y) + Vouz(z,y, 2))] = 0 dans Q x F
Z _

— div, (/Y /Z Aly, z)(Vmu(x) + Vyui(z,y) + Voua(z, y, z))) —

(|, PAFLZ\S

Y v Z )f(a:) dans

4.11
( ) Aly, z) (qu(ac) + Vyui(z,y) + Vouo(z, y, z)).n =0surdsS

/ Ay, 2)(Veu(z) + Vyui(z,y) + Voua(z,y, z))n=0sur F\9Y
z

u(z) =0 sur 92

uy Y-périodique

L ue Y-périodique et Z-périodique

Théoréme 4.6 Le systéme (4.11) a une unique solution (u,u1,us) €
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H}(Q) x L*(Q,H,(Y)/R) x L2 (Q x Y,H;(Z)/R).
Démonstration

On a établi (4.6) pour des fonctions test ® € D(Q2), &, € D(2, C°(Y)),
®, € D(Q,C(Y x Z)). Par densité (4.6) a lieu aussi pour des fonctions test
® € H}(Q), 1 € L*(Q, Hy(Y)/R), &2 € L*(Q x Y,H}(Z)/R). Donc on a:

/Q vz (xF(y) + xv\r(¥) XZ\s(z)> (qu(:c) +Vyui(z, y)+

(4.12) + V,us(z,y, z)) (V;,;‘I’(.’E) + Vy@1(z,y) + V. P2(z, v, z))dacdydz =

- [ Rz
YTV

ceci pour tout (®,®q, ®o) € HH(Q) x LAH(Q, HA(Y)/R), x L*(Q x Y, H)(Z)/R).

)f(a:) O(x)dz

La forme bilinéaire définie par le membre de gauche de (4.12) est coercive sur

lespace HE(Q) x L2(Q, HX(Y)/R) x L*(Q x Y,H}(Z)/R) muni de la norme:

V2@l 12(0) + IVy@1(z,9)lIL2(axy) + IV2P2llL2(xy x 2)

Donc le théoreme de Lax-Milgram nous assure Pexistence et 'unicité de la solution
(u, u1, ug) de (4.12) dans l'espace H} () x L*(Q, Hy(Y)/R) x L*(QxY, Hy(Z)/R).

En réintegrant par parties (4.12) on obtient (4.11), d’ou le résultat.

Remarque. On en déduit aussi que dans le théoreme 4.1 les suites (P.u.) et

V(P.u.) convergent toutes entieres vers leurs limites respectives.

En fait d’aprés (4.11) le probleme homogénéisé, au sens des distributions est

donné par:

( div, (/Y /Z Ay, z) (Vzu(:n) + Vyui(z,y) + Voua(z, v, z))) =
4.13 _(IFl Y \F||Z\S]
(4.13) ) = (le—I + 4 7 )f(x) dans €2

( u(z) =0 sur 0
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A Daide des définitions 4.3, 4.4 et 4.5 on peut mettre u;(z,y) et uz(z,y, z) sous

la forme suivante:
(4.14) ui(z,y) = —v(y)Vou(z)

(4.15) us(x,y,2) = —w(2)(Vou(z) + Vyui(z,y))

On voit que:

Vyui(z,y) = —Vyu(y) Vou(z)

-

Vaua(z,y, 2) = —Vow(2) (Veu(z) + Vyui(z,y) =
= —V,w(z)(Veu(z) — Vyv(y) Vou(z)) =

= —V.w(2)(Id — Vyv(y)) Vau(z)

D’ot on en déduit:
Aly, z) (Vzu(x) + Vyui(z,y) + Vouo(z, y, z)) =
= A(y,2)((Id = Vyo(v)) Vau(a) - Vow(z)(Id — Vyo(y)) Vaulz) =
Ay, 2)(Id — Vyu(y)) (Id — V,w(2)) Vau(z)
Définition 4.7 Soit:

AP = /F As(y) (Id = Vyo(y))dy

Alors le probléme homogénéisé (4.13) peut étre mis sous la forme suivante:
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F|  [Y\F||Z\5]
TR 12

— div, (4"V,u(z)) = ( )f(z) dans @

(4.17)
u(x) =0 sur 92
Théoréme 4.8 Sous les hypothéses faites précédemment on a existence et unicité
des solutions des probléemes (4.8), (4.10) et (4.17).
Démonstration

1) Existence et unicité de la solution pour le probleme (4.8).

On rappelle le probleme (4.8):

— div, (A(y, 2) V,w) = —div,(A(y, 2)) dans Z\ S

Ay, 2)(Id - V,w).n =0 sur 8.

avec:

Ay, z) = xr(y) + xv\r(¥) x2\5(2)

On définit:
a1(.,.) : (H;(Z\S)/R) x (H;(Z\S)/R) LR

a1 (6, ) = / Ay, )6V, dz

Z\S

w = | AW Vs

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram il faut montrer que a;(.,.)
est une forme bilinéaire continue et coercive, et aussi que L(.) est une forme linéaire
et continue.

Le fait que L(.) est une forme linéaire et continue est immédiat (la forme est
définie sur I’espace quotient donc indépendante du représentant choisi dans la classe

d’équivalence), de méme que le fait que a1 (.,.) est une forme bilinéaire.
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jax(, )] < /Z A2 V261 V. <

<V 9ll L2\ ) IVl L2 (2059

car on a:

|A(y, 2)| = Ixr () + xv\r(¥) x2\s(2)| <

<Ixr@)|+ IxrirWlxz\s(2)] <1

D’ou on obtient:

la1 (0, ¥)| < IV29llL2(2\8) V¥l L2(2\85)

a1(¢, ¢) = / Ay, z) (V2¢)2dz _
Z\S
= / (xF(y) +xv\r(y) XZ\S(Z))(quS)de —
Z\$

= xr(y) /Z\S (Vz¢)2dz + xv\r(¥) /Z\S(Vz¢)2dz =

= (xr(¥) + X\ r @) IV:0122(2\5) =

=Xy WIV28ll72(2\8) = IVl 72(2\s)

car y € Y. Donc:

a1(,8) = [IV29ll72(2\s)

Et on a la coercivité et la continuité de la forme a1 (., .), d’ou Pexistence et I'unicité
de la solution w € Hy(Z\ S)/R.

2) Existence et unicité de la solution du probleme (4.10).

Le probleme (4.10) est:
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— div, (Al(y) Vzv) = —div, (Al(y)) dans F'
(4.10)
Ai(y)(Id—V,v)n=0sur dF\9Y

avec:

Ay(y) = /Z AW (Id — V.w)da

Comme pour le cas du probléme (4.8) on définit:

as(.,.) : Hy(F)/R x Hy(F)/R — R
@wwzﬁmwwwwww

L) = /F Ay(y) Yy dy

Et on veut montrer que la forme bilinéaire as(.,.) est continue et coercive:

las(é, )] < /F 141 ()] 1V, |V, wldy <

<dZ\ 5| /F V6] [Vyldy <

<c|lZ\ S| IVyollLz (I Vy¥ll2m

d’ou:

(4.11) lao (¢, ¥)| < c|Z\ S| I Vydll2(m I Vy¥ll2r)
Ceci car on a:

)| = | /Z A 14 T <

89



< /Z A2 = Ve < o0, 2lzzans 14 - Vel

et d’apres la définition de A(y, z) on a:

Aly, 2)%dz = /

(XF (y) + XY\F(y)XZ\S(Z))de —
Z\S

Z\S

= [ (30 + 2 @xrr s () + W (2))d= =
Z\S
= /Z s (XE@) + X3 W)X s(2) ) dz =

_—_/Z\S(XF(ZI)+XY\F(y)XZ\S(z)>dZ:

=xrWIZ\ S|+ xr\rW)|Z\ S| =

=xr(®IZ\ 5| =12\ 5]

puisque le probleme (4.10) est défini dans F. Donc on a:

1A®W, 2)llL2(z\s) = 12\ SI*/*

et d’apres (4.8) on obtient:

|V.wll2(z\s) <12\ S|/?

et donc avec ceci on obtient (4.11).
w(,8) = [ M)(T8)dy =
F
2
/F ( /Z y Aly, 2)(Id - V%w)dz) (Vy9) )dy -

_ /F(XF(y) /Z\S(Id— V. w)dz + xy\r(¥) /Z\S(Id - Vzw)dz) (Vy¢)2dy) -
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= /F(Xp(y) /Z\S(Id— Vzw)dz(vy¢)2)dy _

- /F ( /Z\S(Id = vzw)dz(vy¢)2)dy <

2
< C/F(VM) dy = cl|Vy@ll12(r)

parce qu’on a démontré Pexistence et 1'unicité de la solution du probleme (4.8) et
donc on peut affirmer que l'integrale | 2\S |Id — V,w|dz =cste.
3) Existence et unicité de la solution du probleme (4.17)

On rappelle le probléme homogénéisé (4.17):

[F| Y\ F||Z\S]
YT 12

— div, (Ahvzu(a:)) = ( >f(sc) dans 2

u(x) =0 sur 052

avec:

Al = / A1 (y)(Id — Vyo(y))dy
Y
Comme pour les deux cas précédents on définit:
a(.,.): Hy(Q) x Hy(Q) — R

a(dy) = /Q AN V16 Votp da

L(¢)=/90f¢d:c

ng [Fl L IY\FI |2\
avec la notation 8 = —— +
| Yy 1y izl

On veut & nouveau démontrer que la forme bilinéaire a(., .) est une forme

continue et coercive.

la(é, )] = | /Q AP V0 Votp da] <
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< / A [V [IVatbldz < el Vadll 2oy I Vedll 2o

car 3 partir des problémes (4.8) et (4.10), pour lesquels on a démontré des résultats
d’existence et d’unicité, on en déduit des estimations pour les solutions w et v.

Pour ce qui est de la coercivité de la forme a(., .) on a:

a($,0) = | AM(V2d)"de > el Vadlling)

h — 2z — V,w —V,v)dy =
A —/F/Z\SA(y, )(Id - V,w)(Id - V,v)dy
// (xr@) + xr\r@)xz\s(2)) (Id = V,w) (Id — Vyv)dydz =
rJz\s
=/ Xp(y)/ (Id— V,w)(Id — Vyv)dydz =
F 7\8

= / (Id — Vyvdy) / (Id - V,wdz) = cste
F Z\S

car on a démontré Pexistence et I'unicité de la solution du probléme (4.8) et donc A"
est une matrice constante, et on peut montrer par les méthodes habituelles qu’elle

est définie positive et symétrique. cqfd

Remarque Si au lieu du probléme (2.5) on considere le probléme:
( — div(K.Vu,) = f dans Q.

(4.18) ¢ ue =0 sur 6Q

| KcVuc.n = 0 sur 9SG

avec K, tenseur défini positif et coercif alors en suivant le méme raisonnement on
obtient & la fin toujours ’équation (4.17) comme équation homogénéisée, sauf que
dans ce cas on a:
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Ay, 2) = K(y,2)(xr(y) + xv\r(¥) x2\5(2))

A (y) = /Z\S Ay, 2)(Id — V,w)dz

- [ o=

Si de plus K. est symétrique alors les tenseurs A" et A, sont aussi symétriques.
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Annexe 1

Résultats théoriques concernant la convergence double-échelle

La convergence double-échelle a été introduite par G. Nguetseng [35], {36] et
a été développpée par G. Allaire [3]. C’est une méthode qui est apparue par la
nécessité de démontrer la convergence d’une fonctionnelle rencontrée souvent dans

I’homogénéisation:

F¥) = | wl@pie Dy

avec u. & support compact et borné dans L2.

La convergence double-échelle donne une description beaucoup plus réaliste
des suites des fonctions oscillantes, et elle offre une altenative & la méthode de
I’énergie introduite par L. Tartar, pour démontrer la convergence du processus ho-
mogénéisé. La force de cette méthode réside aussi dans le fait qu’elle donne une
version mathématique de la méthode des développements deux-échelles.

Pour la commodité du lecteur nous rappelons ici les principaux résultats dont
nous aurons besoin. Pour les démonstrations voir (3], [35] et [36]. On va introduire

d’abord quelques notations:

Q) est un ouvert de RN N > 1
Y =[0,1]" est le cube unité fermé.
Y est le prolongement Y-périodique de Y a tout R3
C,° est 'espace des fonctions C* Y-périodiques dans RY

DY) w € Cp° | suppw C Y; 3r >0 tel que w(y) = 0 pour tout y € Y avec
’ dy,T)<rou¥Y =98Y
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L2(Y) = {w € L} (Y) |w Y-périodique }

ow .
Hy(Y) = {w € LY(Y)| o € L2(Y)i€1,..N}

K(2) c’est I'ensemble de toutes les restrictions a € des fonctions continues sur R

a support compact.

Définition 1: Une suite (u.) C L%(Q) converge double-échelle vers une limite
ug(x,y) € L2(Q x Y) si et seulement si pour tout Y(z,y) € D(Q,CL(Y)) on a:

1) im | wele)pie, iz = [ [ wolag)p(n,)dady

e—0 Q

D’habitude dans I’homogénéisation des différents types d’équations on utilise
deux étapes: la dérivation formelle du probléme local et du probleme homogénéisé
a l'aide des développements asymptotiques et la méthode de I’énergie. Ces deux
étapes ont peu de choses en commun. Dans certains cas c¢'est difficile de travailler
avec la méthode de I’énergie; cette méthode ne tire pas tous les avantages de la
structure périodique du probleme, en particulier elle utilise trés peu les informations
obtenues en utilisant les développements deux-échelles. Ceci n’est pas surprenant
compte tenu du fait que la méthode de P’energie n’a pas été concue par L.Tartar
pour des problemes périodiques, mais plutdét dans le cadre plus général de la H-
convergence. Donc la méthode de la convergence double-échelle est précisément
congue pour étudier les équations aux dérivées partielles avec des coefficients
périodiquement oscillants. Cette méthode est auto-contenue. Une de ces car-
actéristiques est 'introduction du probléme homogénéisé double-échelle, qui est un
systeme d’équations correctement posé et qui est une combinaison des problémes

homogénéisés et locaux usuels.

Théoréme 2: Quelle que soit (uc) suite bornée dans L%(Q) on peut extraire une
sous-suite, et il existe une limite uo(z,y) € L?(Q x Y) telle que cette sous- suite

converge double-échelle vers ug.
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Lemme 3: Soit ¥(z,y) € L*(Q, Cp(Y)) (i.e. mesurable et 1> sommable en x € Q,
a valeurs dans l’espace de Banach des fonctions continues, Y-périodiques en y).

Alors, quel que soit € > 0 ¥(x, £) est mesurable sur 2, et on a:

@ @ Dl < W@ nlmac,m = | suplb@y)Pda?
. QyeyY

. X
3) lim /Q Yo, 2)dr = /Q /Y b(z, y)*dzdy

Définition 4: Une fonction ¢(z,y) Y-périodique en y et qui satisfait (3) est dite
une fonction test admissible.

Remarque 5: Toute suite u. qui admet un développement asymptotique de la

forme:

x x
ue(x) = uo(z, E) + euq (z, E) + ..

ou les fonctions u;(x,y) sont réguliéres et Y-périodiques en y, converge double-

échelle vers le premier terme du développement ug(z, y).

Au vu de cette remarque on a déjd un apercu du principal intérét de la méthode
de la convergence double-échelle: méme si le développement asymptotique est in-
connu ca permet de justifier rigoureusement ’existence de son premier terme ug(, y).
Ceci est bienvenu dans la théorie de I’homogénéisation ol de tels développements

asymptotiques sont utilisés de maniére empirique.

Proposition 6: Soit (u.) une suite de fonctions de L*(2) qui converge double-
échelle vers une limite ug(z,y) € L2(Q2 x Y). Alors u. converge dans L?(Q)) faible

Vers:.
u(z) = /Y wo(z, y)dy

De méme on a:

(4) lim luellL2(0) = lluollLziaxyy 2 |lull2 (o)
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Dans cette proposition on voit que pour une suite donnée, dans L2(Q2), bornée il
y a beaucoup plus d’information dans sa limite double-échelle uy que dans sa limite
faible- L? u; car ug contient des informations sur les oscillations périodiques de u,,
tandis que u est simplement la moyenne (par rapport & y) de uo. La limite double-
échelle capte seulement les oscillations qui sont en résonance avec les fonctions
test ¥(zx, E). Pour voir si cette information supplémentaire nous conduit a une
quelconqug convergence forte on a le théoréme suivant:

Théoréme 7: Soit (u.) une suite de fonctions de L*(2) qui converge double-échelle

vers une limite ug(z,y) € L*(Q x Y). On suppose que:

(5) 611_1}(1) lluell2() = lluollL2(axv)

Alors quel que soit (ve) suite qui converge double-échelle vers vo(z,y) € L*(Q2 x Y)

on a:

(6) ue(a:)vs(:c)—*/Yuo(a:,y)vo(a:,y)dy dans D'(Q) — faible

De méme si ug(z,y) € L2, Cp(Y)) on a:

_ T
(7) E:E»% [lue (z) — uo(z, E)||L2(Q) =0

“

La condition(5) peut étre interprétée comme si “ up contient les oscillations

7

de la suite u, Le résultat (6) peut étre défini comme une convergence forte
double-échelle pour la suite u.. Ce qui est remarquable, c’est que cela nous permet
de passer & la limite dans un produit de deux convergences faibles dans L?(€2).
Pour un & donné, la fonction ug(z, iv—) ne doit pas étre nécessairement mesurable
dans Q, si uo(z,y) appartient a L2(EQ x Y). Donc pour que (7) ait un sens , on
demande une certaine régularité: plus précisément, on se restreint aux fonctions
uo(z,y) € L*(Q,Cp(Y)). Dans le vocabulaire de ’homogénéisation on dirait que
(7) est un résultat de type correcteur. La suite u. est approximée par sa limite

z z
double-échelle ug(z, =), et le correcteur précis est up(z, E) — u(zx).
13
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Lemme 8: Toute fonction ug(z,y) € L2(Q x Y) est la limite double-échelle d’une
suite de L?(2).

La proposition suivante cherche & avoir des résultats pour des cas ou on a des

suites des dérivées qui sont bornées.

Proposition 9: (i) Soit (u.) une suite bornée dans H'(Q) qui converge faible-
ment vers u dans H'(Q). Alors (u:.) converge double-échelle vers u(z) et il existe
w1 (z,y) € L?(Q, HE(Y)/R) telle que quitte d extraire une sous-suite V u. converge
double-échelle vers Vg u(z) + Vyui(z,y).

(ii) Soit (ue) et (e Vu.) deuz suites bornées dans L?(2). Alors il eziste une fonction
uo(z,y) € LA, HX(Y)) telle que quitte d extraire une sous-suite, u. et €V u,
converge double- échelle vers ug(z,y) et respectivement Vy uo(z,y).

(iii) Soit (ue) une suite bornée avec divue = 0, dans L*(Q), qui converge double-
échelle vers ug(z,y) € L2 (2 x Y). Alors:

(8) divy uo(z,y) =0

(9) /Ydivm uo(z,y)dy =0

Corollaire 10: Soit (ue) une suite bornée dans LP(§2), 1 < p < oo. Il existe
uo(z,y) € LP(Q x Y) telle que quitte d extraire une sous-suite, u. converge double-
échelle vers ug(z,y), i.e. YY(z,y) € D(Q,C°(Y)) on a:

(10) im [ w(@p(z, D)de = / wo(, )b (z, y)dedy

Q QxY

Définition 11: Soit ¥ = (—1/2,1/2)".

propriétés suivantes:

On définit un borné Yy C Y avec les

(i) V7 € {1,...N} les ensembles suivants:

Yo N{yly; =—1/2} ont des mesures différentes de 0
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0YoN{y|y; =1/2} ont des mesures différentes de 0

et sont symétriques par rapport & {y|y; = 0}.

(ii) Yp contient un cylindre @; de longeur 1, avec l’axe parallele avec 'axe y;,
je{l,...N}.

(iii) Si Yo # Y, I' = Yo N (Y \ Yp) est réguliere.

(iv) Soit © C RY un ouvert borné, régulier. On note: Q0 = QNeYy, Yy # Y.

Théoréme 12: Soit (ve) C H(Q). On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que:

Ve L2() = C
(11) lvell 22y <

(12) Z aUE| dr <c

Alors on peut extraire une sous-suite telle que pour e — 0 on a:

(13) ve — U9 dans L*(Q) — faible
ot To(z) = [, vo(z,y)dy.
(14) / veweddz — | vo(z,y)w(y)d(z)dzdy
Q QxY
v 0 v, ou Jdu
5) | Gauedte = [ (G @+ Gy @) Juwl)dzdy

pour i € {1,..N}, Yw € L2, V¢ € K(Q) ot vo € L*(Q, LE(Y) est donnée par
vo(z,y) = u(z) +ur(z,y) avecu € HY(Q), u(z,y) = 0 p.p. dans Yy et pour presque
tout z € Q, uy € L*(Q, Hy(Yy)/C). De plus si v € Hy(Q) alors w € Hy(Q).
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Lemme 13: Soit (ve) C L2(R) (2 C RY ouvert borné) tel que:

(16) vellLzin) < c

Alors on peut extraire une sous-suite telle que, pour € — 0 on a:

(17) [vewgds— [ (e gu)ot)dy
Q axy
Vw € L2, V¢ € K(Q) et vo € L*(Q, L(Y).

-
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Annexe 2

Convergence 3-échelle

Soit  un ouvert de RN, N> 2, Y =[0,1]V, Z = [0,1]". On note C(Y x Z)
I’espace des fonctions de deux variables indéfiniment différentiables sur RY,
Y-périodiques et Z-périodiques. Les résultats donnés dans cette annexe sont &
rapprocher du travail de G. Allaire et M.Briane [4], toutefois il y a des différences
dues au cas triple-échelle qu’on traite; il faut noter que la démonstration de la
proposition 2 qui est donnée, est originale et est particulierement adaptée a notre

cas.

Définition 1 Soit u. une suite bornée dans L2(£2). On dit que u. converge 3-échelle
vers une limite ug(z,y,2) € L2(2 x Y x Z) si et seulement si pour toute fonction
Y(z,y,2) € D(Q,C°(Y x Z) on a:

1) lm /Q ue(zyb(@, 2, 5)dz = /Q /Y /Z wo(T, y, 2y, y, 2)dwdydz

Définition 2 On dit qu’une fonction ¥(z,y,2) € L2(2 x Y x Z), Y-périodique et

Z-périodique est une fonction test admissible si et seulement si on a:

) i [ e, 2 5o = [ [ [ wiey,2)ldedydz

Lemme 1 Soit vo(z,y, 2) € L*(Q, Cp(Y x Z)) Alors pour tout € > 0 ¢(x, £, %) est

une fonction mesurable sur Q2 et on a:

r X
(3) ||¢(33, ) '_2)”[/2(9) < “7,0(15, yaz)”L2(Q,Cp(YxZ)) (/ sup |¢(Ia Y, z)|2d.’13)
E E Q(z,y)EZ

et ¥(zx,y,z) est une fonction test admissible dans le sens de la définition 2.

Pour démontrer ce lemme on va utiliser le résultat suivant:
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Lemme 2 Une fonction ¥(z,y,z) € L?(Q,Cp(Y x Z)) si et seulement si il existe
FE € Q sous-ensemble indépendant de y et de mesure nulle tel que:

1) Vz e Q\ E (y,2)+— ¥(z,y, 2) est une fonction continue, Y-périodique et
Z-périodique.

(1)V(y,2) € (Y x Z) =z Y(z,y,2) est une fonction mesurable sur €.

(iii)  — sup(y ey x z [¥(2, ¥, 2)| @ une norme L? finie.

Démonstration On rappelle le résultat suivant: .

Soit f: Q@ — E, ou E est un espace de Banach séparable et (<I>n) e

un
famille dénombrable de fonctions, denses faibles-* dans la boule unitén(iell;I dual E’
de E. Alors f est mesurable si et seulement si les fonctions z —< @, (z), f(z) >r £
sont mesurables.

On applique ce résultat pour E = Cp(Y x Z) et (q)n)n N la famille des masses de

Dirac dans les points rationnels de Y x Z. D’ou le résultat.

Démonstration du lemme 1
D’apres le lemme 2 on sait que ¥(z,y, 2) est une fonction de type Carathéodory,
et donc on en déduit qu’elle est mesurable. Alors (3) est une conséquence de la

définition de la norme:

1

[9(a, v ey = ([ su Wle2)Pd)’

Q (z,y)EZ

On va démontrer maintenant que v (x,y, z) vérifie (2), c’est a dire que ¥(z,y, 2)
est une fonction test admissible:

NX’I?,N

Quel que soit n € N on introduit un maillage du cube Y x Z fait par n
1

petits cubes Y; x Z;, chaque cube Y; et Z; étant de dimension —. Les principales
n

propriétés de ce maillage sont:

'I’lN ’ILN
Y x Z = (LZJIY) x (szlz)
Yl =12 = =

YiNYj|=0 sii#j
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1ZiNZ;| =0 sii#j

Soit xi(v, z) la fonction caractéristique de I’ensemble Y; x Z;, prolongée par
Y-périodicité et Z-périodicité & RV et soit (y},2!) € Y; x Z;. On fait une
approximation de toute fonction ¥(z,y, 2) € L2(Q2,Cp(Y x Z) par une fonction en

escalier en (y, z) définie par:

nN xnl

"pn(x’y’z): Z w(:c,y,z)xi(y,z)
i=1

On démontre (2) pour ¥, et apreés avec le passage & la limite n — oo le résultat
reste valable pour . D’apres le lemme 2 on sait que = — ¥(z,y, z) est une fonction
de L*(Q) et xi(%, %) € L°°(Q2). Comme x; est périodique on a: -

m [ gyt 2 S)de = Y x Z4 / (gl 2} )dz
e—0 Q E £ Q

En sommant cette égalité pour i € {1,...,n"V} on a (2) pour ¥,. Il nous reste & passer
a la limite avec n — oo. On démontre d’abord que 3, — 1/ dans la topologie
forte de L?(Q, Cp(Y x Z)). On définit:

on(z) = sup |¢Yn(z,y,2) — ¥(z,y,2)|
(y,2)EY X Z

La fonction (y, 2) — ¥n(z,y,2) — ¥(x,y, 2) est continue par morceaux dans
Y x Z pour presque tout . Donc dans la définition de 4, le sup pour (y,2) €Y x Z
peut étre remplacé par le sup pour (y,z) € (Y N Q) X (Z N Q). La fonction 6, étant

le sup d’une famille de fonctions mesurables elle est aussi mesurable et

lim 6,(x) =0

n—00

presque par tout dans €, car ¥ est continue en (y, z) et:

0<ébn(z) <2 sup |¥(z,y,2)| € L*(Q)
(y,2)EY XZ

Avec le théoréme de Lebesgue (convergence dominée) 6, — 0 dans L*(Q2) fort.
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|/¢ = Q)dfl? /Q/Y‘/Zw(:c,y,z)da:dydzlg

<| [ b e = [ ale 2 Sdel
+1 [ a2 5o~ [ [ [ wutey,2)izayazi+
+|/Q/Y/Z¢(:c,y,z)dxdydz—/ﬂfy/Zlbn(z,yaz)dxdydz|

I/Qi/)(ﬂr, d:v—/ Yn (@, =, =)dz| <

(4) < /Q sup (2,9, 2) — n(x, 4, 2)|dz =

(y,2)€YXZ

= ||n — Yl L20,c, (v x2))

Pour n fixé on passe a la limite avec € — 0 d’ou:
. T
lim I d)(xa ) —3)d$ - / w(f’?,y, z)da:dydz <
e—0 Q E E Q

< 2{|n — YllL2.c,(v x2))

Et en passant & la limite dans (4) avec n — oo on obtient (2).

Théoréme 1 Pour toute suite (ue) bornée dans L%(Q) on peut extraire une sous-suite

et il existe une limite ug(zx,y,2) € L2(Q2 x Y x Z) telle que cette sous-suite converge
3-échelle vers ug.

Démonstration Soit u. bornée dans L2(). Alors il existe ¢ > 0 tel que:
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“ue”L2(9) <c

Si ¥(z,y,2) € L}(Q,Cp(Y x Z)) alors ¢(z, %, %) € L?() et on a:

r T xr T ’
(5) l/ﬂue(fﬂ)lﬁ(% - E—Q)d-’l?l < cf[¢(z, o 5_2)”L2(Q) < cl(z, v, 22,0, (v x2))

. 7’ x x . pd . rd
Donc pour € fixé / ue (x)¥(x, —, = )dz est une forme linéaire bornée sur
€€

Q
L2(Q,Cp(Y x Z)). Le dual de L*(Q,Cp(Y x Z)) est 'espace L*(Q, Mp(Y x Z)), ol
M,(Y x Z) est 'espace des mesures de Radon, Y-périodiques en y et Z-périodiques
en z. _

Le théoreme de Riesz nous assure I’existence et I'unicité de p. € L2(Q, Mp(Y x Z))

tel que:

) <ot >= [ w5

et ue est bornée dans L?(Q, My(Y x Z)) d’aprés (4). Comme L2(Q, Cp(Y x Z)) est
un espace séparable on peut extraire d’une suite bornée dans son dual une sous-suite
qui converge faible-*, donc il existe pg € L?(Q, M,(Y x Z)) tel que, quitte & extraire
une sous-suite, on a, quel que soit ¥ € L?(Q,Cp(Y x Z)):

(7) < phey Y >—< g, P >

Le deux relations (5) et (6) nous donnent, pour tout ¥ € L?(Q,Cp(Y x Z)):

(8) lim | uc(2)(e, =, 5)dz =< o, >

e—0 Q

On sait que:

. r I
9) il_{% ¥ (z, = 'E—2)I|L2(Q) = |[¥(z,y, 2) | L2(axy x 2)
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d’ou:

| < o, ¥ > | < cllYliLzaxyx2)

D’aprés la densité de L2(Q,Cp(Y x Z)) dans L*(Q2 x Y x Z) et avec le théoréme
de représentation de Riesz g est identifié avec une fonction ug € L*QxY x Z),ie.:

(10) < po, Y >= [)/y/zuo(a:,y,z)dxdydz

Proposition 1 Soit (u.) une suite de fonctions de L*(Q2) qui converge 3-échelle
vers uo(z,y,z) € L2(Q x Y x Z). Alors (u.) converge aussi vers
z) = [, [, uo(z,y, z)dydz dans L*(2) -faible. Et de plus on a:

(11) lim {|uell z2() 2 luollL2gaxy xz) = llullz2(@)
Démonstration Dans (1) on prend ¥(x) comme fonction test, d’ou:

;En ue(a:) dm—/ //uo T,Y,2 dydz) (z)dx

c’est-a-dire:

U — / / wo(z,y, z)dydz dans L*(Q) faible
YJz

Pour obtenir (10), avec ¥(z,y, z) € L2(Q, Cp(Y x Z)) on calcule:

/Q(ue(x)—w(a: _‘;3 :_2))2(13;:/Sz(ue)2d$+/§2(¢(x,§’§))zdx_
-2 [ ueybie %, e

Passant & la limite avec e — 0 on obtient:

hm ue) d:c>// /uo z,y, 2)Y(z,y,2 dxdydz—// / ¥(z,y, 2)?dedydz
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D’ou en utilisant une suite de fonctions réguliéres qui converge fortement vers ug
dans L2(2 x Y x Z) on a:

lim (u€)2da:2///uo(x,y,z)dedydz
e=0Jq aJy Jz

et I’inégalité Cauchy-Schwarz donne 'autre inégalité de (10).

Théoréme 2 Soit (u;) une suite d_é fonctions de L*(Q) qui converge 3-échelle vers

une limite uo(z,y,2) € L2 x Y x Z). On suppose que:

(12) lim luellz2(q) = lluollL2(@xy x2)

Alors pour toute suite (ve) qui converge 3-échelle vers une limite
vo(z,y,2) € L2(AXY X Z) on a:

(13) ue(a:)ve(a:)—-*/ / uo(x, y, z) vo(T,y, 2)dydz dans D'(Q2) faible
Y Jz

De plus siug(zx,y,2) € L2(Q,Cp(Y x Z)) on a:

. T
(14) ;1_{% [|ue(z) — uo(z, o ;‘2’)”1)(9) =0

Démonstration Soit (¢, (z,v, 2))nen une suite de fonctions régulieres de
L2(Q, Cp(Y x Z)) telle que:

lim Yn(z,y,2) = uo(z,y,2) dansL?(2 x Y x Z) fort

D’aprés la définition de la convergence 3-échelle, le lemme 2 et la relation (11) on a:

(15) lign/ﬂ[ug(:c) — Yn(z, ;, :—2)]2d:c = /{z/y/z(uo(ac,y,z) — wn(x,y,z))dedydz

Passant & la limite avec n — oo dans (15) on obtient:
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n—oo e—0

(16) : lim lim Q[ue(as) — Yn(z, g, gi)]zdx =0

Soit (v.) une suite qui converge 3-échelle vers une limite vo(z,y, 2). Pour tout
® € D(R2) on a: '

/QCID(ac)ue(:c)vE(:c)dxz/Q(I)(w)ve(a:)d}n(x,g,?)da:—i—

+ A O (z)[ue(x) — Ynlz, - t—;)]veda:

On »asse & la limite dans cette relation avec € — 0 et on obtient:

| im Q@(m)us(x)vs(x)dx—/Q/YA/Z@(x)zpn(a:,y, 2)voe(z,y, 2)| <

e—0

. r T
< Clg% lue(z) — ¢nlz, e’ 6_2)“L2(Q)

Et aprés on passe & la limite avec n — oo et on obtient:

lim [ ®(z)uc(x)ve(z)dz = / / / ®(x)uo(z, y, 2)vo(z, ¥, 2)drdydz
e=0Jq QJy Jz

Proposition 2 (i) Soit u. une suite bornée dans H'(Q), qui converge faiblement vers
sa limite u (z), dans H'(Q)). Alors u. converge 3-échelle vers u (z) et il existe deux
fonctions uy (z,y) € L*(Q, HX(Y)/R),uz(z,y, 2) € L*(Q x Y, Hy(Z)/R) telles que,
quitte a extraire une sous-suite, V u. converge 3-échelle vers

Vu(zr) + Vyui(z,y) + Vaoua(z,y, 2).

(i) Soient ue et e2ue deu suites bornées dans L*(S), respectivement (L*(2))
Alors il existe une fonction uo(z,y,z) € L*(Q x Y, Hy(Z)/R) tel que, quitte

4 extraire une sous-suite, u. et V u. converge 3-échelle vers uo(z,y, z) respectivement

N

V. us(x,y, 2)-

Démonstration (i) u. est une suite bornée dans H'(2), donc on en déduit:
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lluell2() < c
(17)

|V uellr2) <c

D’otl en utilisant le théoreme 1 on a assuré ’existence et l'unicité de deux fonctior
uo(z,y,2) € L2A(Q XY x Z) et x(z,y,2) € (L2(Q2xY x Z))N telles que:

(18) lim | ®(z)uc(z)y (:1: — = da:—///v,b(x vy, 2)uo(x,y, 2)dxdydz

s e—0 Q

(19) hII(l) Vu¥(z, -, —)dr = / / / \Il(a: v,2)x(z,y, z)dzdydz
E— Q
et ceci quel que soit ¥ € D(Q,Cp(Y x Z)), ¥ € (D(Q,Cp(Y x Z)))N

En désintegrant par parties on obtient:

r T

g2 /S)Vus\ll(x,g,:—z)dxz~/Qu5(€2divx\ll(w,g,gz—)+
(20)

Fedivg¥(z, 2, 5) +div,¥(z, 2, )

Pour £ — 0 cette relation nous donne:

(21) 0=///uo(z,y,z)divz\ll(a:,f,%)da:dydz
aJvyJz € €

D’ou:

(22) 'LL()(-'L', y,Z) = U’O(:L.ay)

Donc maintenant on peut en déduire:
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(23) [ wetie. D — [ [ wofe,v)é,v)dady

pour tout ¢ € D(Q, C°(Y)):
Pour ¢ € D(Q,Cg"(Y))N on a:

(24) s/ Vu.9(z, E)da: = ——/ ue (edivy ®(z, E) + div, ®(z, f))
Q 3 Q £ £

Si on passe & la limite avec € — 0 dans cette relation on a:

(25) 0= —/Q/Y'uo(x,y)divy@(as, y)dxdy
Dot
(26) ug = ug ()

On rappelle que:

(27) ue — u(z) dans L*(Q) faible
et aussi:
(28) u, converge 3-échelle vers ug(x)

et la relation entre les deux est donnée par:

| [ wlevydydz = ¥ 11 Ziuo(@) = uw
yJz
tout ceci parce que si on a (26) u. converge dans L?(Q) faible vers la moyenne de sa

110



limite 3-échelle. Donc on en déduit que pour toute sous-suite de u. sa limite 3-échelle
est la méme que sa limite L? faible. Donc toute la suite wu, converge 3-échelle
vers u(x).

Maintenant on veut établir la convergence 3-échelle pour V u.. Pour ceci-dans {20)

on choisit ¥ tel que:

divy¥(z,y,2) =0
(29)
div,¥(z,yz) =0

et cela nous donne:

T r X

(30) /Q V ue(x)¥(x, g, ?)da: =— /Q ug(az)divm\ll(:c, - —Sg)dx

et on passe & la limite avec e — 0 dans (30):

///x(x,y,Z)‘P(r,y,Z)dwdydz=—///u(x)divm\lf(x,yaz)dxdydz
QJY JZ QJY JZ

ce qui implique:

(31) || [ @w2) = Vute))wa,y, 2sdydz = 0
QJy Jz
La relation (29) a lieu pour des fonctions ¥(z,y,2) € D(Q,C(Y x Z))N avec:
divy¥(z,y,2) =0

div, ¥ (z,yz) =0

Dans (29) on choisit ¥ de la forme suivante:

\I/(LL‘, Y, Z) = \Ill(x, y)\Il?("B’ Z)
et qui vérifie (29), ce qui nous donne:
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(32) /Q /Y /Z (x(2,y, 2) — V(@) Ty (2, 4) Vs (z, 2)dadydz = O

Pour tirer la conclusion de I’énoncé on prend pour simplifier la relation:

(33) /Y/Zw(y, 2)vi1(y)va(z)dydz =0
avec w € (L*(Y x Z))N et v1(y)vz(z) € CO(Y x ZYN avec:

divy (v1(y)v2(2)) =0

div, (v1(y)v2(2)) =0
On en déduit:

/Y v1(y) /Z w(y, z)ve(2)dz)dy = 0

ce qui implique I'existence d’un p; € L2(Y) tel que:

(34) /Z w(y, 2oa(2)dz = V1 (y)

On peut écrire:

Vypi(y) = m/zvypl(y)v2(z)dz

Donc (32) s’écrit alors:

/Z(w(y, 2) = mvyp1(y)>v2(z)dz =0

Pour simplifier on introduit la constante dans le gradient et alors:

/Z (w(y,z) B mvyﬁ(y))vﬂz)dz =0
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D’ou on en déduit Pexistence d’un pp € L2(Q2 x Y) tel que:

'lU(y, Z) - V'yp’i< (y) = Vzp2(y’ Z)

c’est 3 dire:

(35) w(y,2) = Vypi(y) + Vipa(,2)

En se rappellant (32) et (35) on obtient dans notre cas:

X(Q?,y,Z) = v:cu(x) + v’yul(xa y) + vzu2(m’ ’y,Z)

avec u (z,y) € L2(Q, HX(Y)/R) et us(z,y,2) € L*(Q x Y, Hl(Z)/R). Donc:
Vu, converge 3-échelle vers Vyu(z) + Vyul(x, v) + V,us(z,y, 2)

(ii) On sait que:

(36) uell2@) < c

(37) 162V ue L2y < €

Donc on en déduit d’apres le théoréme 1 Pexistence et 'unicité de deux fonctions
uo(z,y,2) € L2(QAxY x Z) et x(x,y,2) € L2 (XY x Z)N telles que:

(38) lim/usw(ac,f,%)d:c=///uo(x,y,z)w(:c,y,z)dxdydz
e—0 Jo € € aJyJz

(39) lim ezqu\I/(x,f,%)dx=///x(x,y,Z)‘I’(w,y,Z)dwdydz
e—0 Q E E oJy Jz

pour tout ¢ € D(Q,C3°(Y x Z)) et tout ¥ € D(Q,C(Y x Z))N. En désintégrant
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par parties on a:

/ €2V e (z) ¥z, ; g)da: - / Ue (€2divg U + edivy U + div,¥)dz
Q Q

Si on passe a la limite avec € — 0 dans cette relation on obtient:

///X(a:,'y’,z)\I/(:c,y,z)dxdydz:—///uo(m,y,z)divz\lfdxdydz
QJyJz S alyJz
1‘1.

d’ou:

/n /y /Z(X(x’ Y, 2) = Vauo(z,y,2)) ¥(z,y, z)dzdydz = 0

d’ou:

X(Ia Y, Z) = VZU'O(Iv Y, Z)

c’est & dire:

(40) £2V u. converge 3-échelle vers V,ug(z,y, 2)

Théoreme 3 Soit Q. un domaine comme celui décrit au chapitre 3, et soit u. une
suite bornée dans H'(Q) par une constante indépendante de €. On note par u. le
prolongement par zéro de u. dans §2\ .. Alors il existe les fonctions

u(z) € HY(Q) ,ui(z,y) € LAH(Q, HX(Y)) ,ua(z,y,2) € L*(Q x Y, Hy(Z)) telles que

quitte a extraire une sous-suite on a:

(41) ue converge 3-échelle (xr(y) + xy\r(¥) x2\5(2)) u(z)

V % converge 3-échelle (xr(y) + x\r(¥) X2\s(2)) (Vu(z) + Vyui(z,y)+

42
(42) + V,us(z,y, 2))

Démonstration Voir G. Allaire et M. Briane [4].
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ANNEXE 3



Annexe 3

Un probléme variationnel abstrait

On rappelle ici des résultats classiques sur les formulation variationnelles type
Babuska-Brezzi. Les énoncées et leurs démonstrations sont rédigés pour la com-
modité du lecteur, 3 partir de V. Girault et P-A. Raviart [26].

Soient X et M deux espaces de Hilbert munis des normes || . || x et || . ||az. Soient
X' et M’ leurs duals et || . ||x+ et ||. ||a leurs normes respectives. On note comme
d’habitude par < .,. > le produit de dualité entre les espaces X et X' ol entre M

et M’. On introduit deux formes bilinéaires et continues: -

a(,.): XxX —R
b(,.) : X xM —R

avec les normes:

a(u,v)
lall = sup
u,vE€X ;u,v#£0 IU'IX |U|X
b(u, 1)
6] = sup

u€ X, u#0;p€ M;u#0 ‘U'IX |:U’|M

Alors on considere le probléme variationnel suivant, nommé Probleme Q:

Si on se donne [ € X’ et x € M’ trouver une paire (u,\) € X x M telle que:
(1) a{u,v) +b(v,\) =<libv> WYvelX

(2) blu,p) =<x,p> VpeM

Avec les formes bilinéaires a(., .) et b(., .) on peut définir les opérateurs linéaires
associés A € L(X,X') et Be L(X,M'): '
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(3) < Au,v >=a(u,v) VYu,ve X

(4) < Bu,p>=blv,u) YweX VueM

Soit B’ € L(M,X') le dual de B, i.e.

(5) < B'u,v >=< pu,Bv >=b(v,u) YveX VueM

On peut vérifier aisément que:

(6) [Allzcx,xn = llall - [1Blleex,aery = 18]

Avec ces opérateurs le Probleme Q admet la forme équivalente suivante:

Trouver (u,A) € X x M tel que:
Au+ B'\ =1 dans X'

Bu = x dans M’

On introduit maintenant ’opérateur linéaire ® € L£(X x M; X' x M") défini par:

®(v,p) = (Av + B'p, B)

Alors on dira que Probléme Q est bien posé si ® est un isomorphisme de X x M
dans X' x M'.

Le but est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que le Probleme Q
soit, bien posé.

On pose:

V = Ker(B)
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~ et plus généralement pour chaque x € M " on définit la variété affine:

Vix)={veX;, Bv=x}

Et on a:

Vix)={veX; blu,p)=<x,p> VueM}
(7)
V =V(0)

De plus la continuité de 'opérateur B implique que V est un sous-espace fermé de
X.
Maintenant on associe au Probleme Q le probleme suivant:
Probleme P:

Trouver u € V(x) tel que:

(8)

a(u,v) =<liv> YveV
Si (u,\) € X x M est une solution du Probléme Q alors u € V(x) et u est une
solution de (8), i.e. u est une solution du Probleme P. On définit maintenant:

Vi={ge X'y <gv>=0 YoeV}

Lemme 1 Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Il existe une constante 3 > 0 telle que:

blv,p)

(9) inf sup
peM yex vl x [l v

(i) L’opérateur B’ est un isomorphisme de M dans V° et:

(10) I|B'ullx > Blelle Yue M
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(iii) L’opérateur B est un isomorphisme de V<L dans M et :

(11) IBulime 2 Bllvlx Vo€ V*

Démonstration
1) On démontre que (i) et (ii) sont équivalentes. Avec I'aide de (5), (i) veut dire

guon a:

< B'uy,v>
|B'ullx = sup ——7——

> Bllpllm Ve e M
veEX v#0 “v”X

donc (9) et (10) sont équivalentes. Pour démontrer que (i) implique (ii) il nous reste
A montrer que, avec la condition (10), B’ est un isomorphisme de M dans V°.

De (10) on en déduit que B’ est un opérateur bijectif de M dans R(B’) avec
'inverse continu. Donc B’ est un isomorphisme de M dans R(B’) et R(B’) est un

sous-espace fermé de X’. Il nous reste & montrer que:

R(B) =V°

Pour ceci on applique le théoréme du graphe fermé de Banach (cf. K. Yosida

[43]) qui nous assure que:

0

R(B') = (Ker(B)) = V°

ce qui démontre 1).

2) On montre maintenant que (ii) et (iii) sont équivalentes.

Tout d’abord on observe que VO peut étre identifié¢ du point de vue isométrique
avec (VJ-)/. Pour v € X soit vt la projection orthogonale de v dans V-+. Alors

pour chaque g € (VL)I on associe 1’élément § € X' défini par:

<gu>=<g,vt> WweX

Evidemment g € VO et il est facile de vérifier que la correspondance g — g est une
bijection isométrique de (VJ')’ dans V9. Donc ceci nous permet d’identifier (VJ')/
et VO.
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Par conséquent on a que B est un isomorphisme de M dans V+ avec

_ 1
1B~ ear,vey < 3

si et seulement si B’ est un isomorphisme de M dans (V‘L)/ = V0 avec

_ 1
|(B') 1||£(V0,M) < 3

Donc les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes.

Remarque La condition (9), appelée la ”condition inf-sup” a été introduite
indépendamment par I. Babuska [6] et F. Brezzi [9].

Pour démontrer nctre principal résultat on introduit 'opérateur linéaire et con-
tinu 7 € £(X’, V') défini par:
<nfv>=<fiv> VfeX WweX

Et on a:

I fllve < I fllxe

Théoréme 1 Le Probléeme Q est bien-posé si et seulement si les conditions suiv-
antes sont vérifiées:

(i) L’opérateur wA est un isomorphisme de v dans V'

(i) La forme bilinéaire b(., .) satisfait la condition inf-sup (9).

Démonstration .

1) Les conditions (i) et (ii) sont suffisantes. Le lemme 1 et la relation (9) nous

assurent qu’il existe un unique élément ug € VL tel que:

Bug = x

1
lluollx < ZlIxlla
Donc le Probléeme Q peut étre mis sous la forme équivalente suivante:
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Trouver w = u — ug € V tel que

a(w,v) =< l,v > —a(ug,v) YveV

ou qui satisfait:

mAw = 7(l — Aug)

Puisque wA est un isomorphisme de V dans V' alors le Probleme P a une unique

solution u = ug + w € V(x) et on a:

|wllx < erllm(l — Auo)llv: < erlll — Auol|x:

donc:

lullx < c2(lltllx + lIxllac)

Donc | — Aug € V0, d’ou d’apres le lemme 1 il existe un unique A € M tel que:

B'X=1- Au

avec:

1
A < Blll — Aullx < es(llllxe + lIxlmr)

Donc le Probleme Q a une unique solution (u, \) et Papplication (I, x) — (u, )
est continue de X’ x M’ dans X x M, ce qui veut dire que ® est un isomorphisme
de X' x M’ dans X x M.

2) Les conditions (i) et (ii) sont nécessaires. On suppose que ® est un isomorphisme
de X x M dans X' x M.

On montre d’abord que la condition inf-sup (9) est vérifiée.

Soit x € M’ et on pose (u,\) = ®71(0,x). On a Bu = x tel que R(B) = M".
Donc B est continu et bijectif de V+ dans M’. Donc d’apres le lemme 1 la condition
(9) est vérifiée. "
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On va montrer maintenant que A est un isomorphisme de V dans V’. On vérifie
d’abord que Popérateur mA est injéctif sur V. Soit u € V qui satisfait 7Au = 0
tel que Au € V°. Puisque la condition inf-sup est vérifiée, d’aprés le lemme 1
Iopérateur B est un isomorphime de M dans V°. Donc il existe un unique A € M

tel que:

B'\ = —Au

Donc on a ®(u,A) =0, c’est & dire u = 0.
Maintenant on vérifie que mA est surjectif. Soit g € V', d’aprés le théoreme

Hahn-Banach il existe au moins un élément [ € X’ tel que g = wl. On pose:

(u,A) = 271(1,0)

Clairement u € V et

Au+ B'A =1

Puisque pour tous les v € V:

< 7B M\v>=< B'\v>=< \,Bv>=0

on a 7B'A =0 tel que

TAu=T7l=g

Donc 7 A est une application bijective, linéaire et continue de V dans V' et donc un

isomorphisme de V dans V.

Remarque Dans la premiére partie de la démonstration du théoreme 1 on a utilisé
le fait que le Probléme P admet une unique solution aussitdt que mA est un iso-
morphisme de V dans V' et que la variété affine V(x) est non-vide. La condition

inf-sup (9) implique évidemment que V'(x) est non-vide.

Corollaire 1 On suppose que la forme bilinéaire a(., .) est V-elliptique, i.e. il

eziste une constante o > 0 telle que

121



(12) a(v,v) > aljv||% YveV

Alors le Probleme P est bien posé si et seulement si la forme bilinéaire b(., .)
satisfait la condition inf-sup (9).

Démonstration Soit [ € V’. Puique a(., .) est V-elliptique on peut appliquer
le théoréme de Lax-Milgram, donc il existe un unique u € V' tel que:

a(u,v)=<liv> WweV

ou sous une forme équivalente:

TAu =1

De plus Papplication [ — u est continue de V' dans V. Donc A est un isomorphisme

de V dans V' et le résultat suit d’apres le théoréme 1.

Remarque Tous les résultats peuvent étre étendus au cas ou X et M sont des
espaces de Banach réflexifs. L’espace V reste inchangé, mais V< est remplacé par

'espace quotient X/V.
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